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LEÇONS
DILGÈBRE ET D'ANALYSE.
171. Suites infinies. Limites. — Dire qu'une suite de nombres ^i, //2, ..., Un-, ... est infinie, c'est dire qu'après chaque terme de cette suite il y en a un autre. Telle est la suite naturelle 1,2,...,
Dire qu'une suite infinie est donnée, c'est dire qu'on se donne le moyen de calculer chaque terme connaissant son rang, le moyen de calculer Un quand on se donne n ; telles sont les suites
Dire que le /i**"* terme w„ de la suite w«, ^/j, ..., w^, ... a pour limite le nombre A quand n croît indéfîniment (ou pour n infini) c'est dire, en gros, que w„ est très voisin de A, pourvu que n soit très »;rand, et, d'une façon plus précise, que, quelque petit que soit le nombre positif e, on peut lui faire correspondre un nombre naturel p tel que la valeur absolue de la différence entre A et u„ soit moindre que e, pourvu que n soit plus grand que p.
11 revient au même de dire que, quelque petit que soit le nombre positif £, tous les termes de la suite finissent, à partir de l'un d'eux w^, par être compris dans l'intervalle (A — e, A -f- e) : en dehors de cet intervalle, il n'y a qu'un nombre limité de termes de la suite. Ces derniers, pour ce qui concerne l'existence ou la valeur de la limite, n'ont aucune importance.
Par exemple, dans les deux dernières suites écrites plus haut,
-j d'une part, > de l'autre, ont pour limites respectives o et i,
quand n croit indéfiniment.
Si, sur un axe, on considère une suite de points w^, «2, ..., M/i, ..., on dira que le point Un a pour limite le point A quand n augmente indéfiniment, pour dire que, quelque petite que soit la distance s. tous les points de la suite finissent, à partir de l'un d'eux //^, par être à une distance du point A moindre que e; tous ces points finissent par se trouver compris dans un segment, dont A est le centre et qui est aussi petit qu'on le veut. En dehors d'un tel segment, il a'v a jamais qu'un nombre limité de points de la suite.
L'identité de cette définition et de la précédente, quand on confond, comme on l'a expliqué dans le Chapitre I, les points avec leurs abscisses, saute aux yeux.
Si Un a pour limite A, quand n augmente indéfiniment, tous les termes de la suite finissent par être compris dans l'intervalle (A — e, A -|- e); si donc A n'est pas nul, en prenant e inférieur à la valeur absolue de A, tous les termes de la suite finiront par avoir le signe de A. Inversement, s'il n'y a pas de termes négatifs dans la suite, la limite A ne peut être négative, puisque, si elle était négative, tous les termes finiraient par être négatifs; la limite ne peut être positive, s'il n'y a pas de termes positifs dans la suite, autrement dit, si tous les termes sont positifs ou nuls, la limite de £/,,, pour n infini, ne peut être que positive ou nulle, etc. Plus généralement, si tous les terme> de la suite sont inférieurs ou égaux au nombre B, la limite de i/^,, pour n infini, ne peut être qu'inférieure ou égale à B, etc.
On écrit que w„ a pour limite A quand n augmente indéfiniment.
en écrivant
lim w,i = A.
Il revient au même d'écrire lim [un — A) = o.
SKRIES.
Au lieu de dire que u„ a pour limite A quand n augmente indéfiniment, ou dit souvent que la suite ««, Wj, . . ., w«, ... a pour limite A. Cetle façon de parler est un peu vicieuse, parce que l'idée de limite implique celle d'une quantité (ou d'une figure) variable qui s'approche, dans des conditions qu'il faut toujours spécifier, d'une quantilé (ou d'une figure) fixe. Toutefois, j'emploierai cette forme de langage, qui est passée dans les habitudes, et qui est commode.
Si l'on a lim Un = A, m„ peut être regardé comme une valeur
approchée de A, valeur approchée que l'on sait calculer quand la suite u^, Wa, ... est donnée. 11 arrive souvent qu'on n'ait pas d'autre moyen de calculer une quantité A qu'en la regardant comme la limite d'une suite donnée : les termes de cette suite fournissent des valeurs aussi approchées de A qu'on le veul, pourvu qu'on les prenne assez loin dans la suite. C'est ainsi que, en Géométrie élémentaire, on calcule approximativement la longueur de la circonférence d'un cercle de rajon donné en calculant le périmètre d'un polygone régulier d'un très grand nombre de côtés. Si l'on a
lim u,t = A, lim v„ = B,
on aura
lim ( Mrt -»- Prt ) = A H- B, lim ( a« — V;, ; = A — B,
n = ae n = 00
lim( w„p„)= AB, lim— = ^;
la dernière de ces égalités suppose toutefois essentiellement que B ne soit pas nul.
Ces propositions reviennent à celles-ci :
On obtient des valeurs aussi approchées qu'on le veut de A -j- B,
A — B, AB, ^9 en substituante A, Bdes valeurs suffisamment appro-
cht!*es u„^ Vn ; c'est ce que la Note du n"* 138, où l'on a appris à calculer Terreur commise sur le résultat, connaissant les erreurs commises sur les données, montre suffisamment.
172. Il est très important de savoir reconnaître sur une suite donnée M, , «2, ... si elle a une limite, lors même qu'on ne saurait pas calculer exaclement cette limite.
11 y a quelques circonstances où Ton reconnaît aisément Texistence d^une limite.
Supposons que les termes de la suite aillent en croissant, ou plutôt n'aillent jamais en décroissant quand n augmente; autrement dit, on suppose que Ton a Uu^k ^ m«, quel que soit /i.
Alors, deux circonstances peuvent se produire :
Ou bien Un augmente indéfiniment avec /i, c'est-à-dire que, si grand que soit le nombre P, les termes de la suite finissent, à partir de Tuii d'eux, par être tous plus grands que P : c'est ce qui arrive évidemment dans la suite naturelle i , 2, . . ., /i, ....
Ou bien tous les nombres ««, «a? • • •> "«* • •• sont inférieurs à un nombre fixe Q, et alors w«, quand /z croît indéfiniment, tend vers une limite A inférieure ou égale à Q.
Qu'il en soit ainsi, c'est ce que le lecteur admettra simplement, s'il le veut. La proposition lui paraîtra assez vraisemblable en considérant les points ««, Ma, ..., w,/, ... de l'axe, dont les abscisses sont les nombres Ut^ u^, Unj - . -• Chaque point est, par hypothèse, à droite de celui qui le précède, ou confondu avec lui; alors, ou bien les points s'éloignent indéfiniment, ou bien, s'ils doivent tous rester à gauche d'un point fixe Q, ils viennent s'entasser en avant de quelque point fixe A, dont ils s'approchent indéfiniment, ou sur ce point lui-même ; le point A est à gauche de Q ou confondu avec lui.
Au reste la démonstration est aisée en se plaçant au point de vue du Chapitre I.
Supposons que l'on ait Un^t^u,i, quel que soit /?, et que tous les nombres m«, «21 • • m ^/m • • • soient inférieurs à Q. Soit a un nombre* rationnel quelconque : ou bien il y a dans la suite i/,, /^a? • • m "«? • -• quelque terme qui est supérieur ou égal à a, ou bien a est plus grand que tous les termes de la suite. Je rangerai le nombre a dans une première classe, ou dans une seconde classe, suivant qu'on sera dans un cas ou dans l'autre. Il y a évidemment des nombres dans les deux classes; dans la seconde figurent tous les nombres rationnels plus grands que Q. 11 est bien clair que les deux classes satisfont aux conditions imposées dans le n" H, el qu'on a ainsi défini une coupure qui, a son tour, définit un nombre A.
Or, d'une part, tout nombre rationnel plus grand que A appartient à la seconde classe et est par conséquent plus grand que tous le> termes de la suite ; il en est de même de tout nombre irrationnel B > A^
puisqiril j a des nombres rationnels entre A et B, qui sont plus grands que tous les termes de la suite : donc aucun terme de la suite ne dépasse A.
D'autre part, si e est un nombre positif quelconque, il y a des nombres rationnels entre A — e et A, qui, étant plus petits que A, appartiennent à la première classe ; soit a un tel nombre rationnel ; puisqu^il a été rangé dans la première classe, c'est qu'il y a dans la suite un terme Up qui est égal ou supérieur à a; tous les termes suivants, égaux ou supérieurs à Up^ sont aussi égaux ou supérieurs a a ; à partir de Up^ tous les termes de la suite appartiennent donc à l'intervalle (A — s, A). Puisque e est aussi petit qu'on le veut, on a
limtt„=: A. On voit que A est supérieur ou égal à tous les termes de
la suite. S'il était égal à l'un d'eux Up^ il faudrait d'ailleurs que tous les termes de la suite, à partir de Up^ fussent égaux à Up*
Considérons, par exemple, un symbole formé d'un nombre entier suivi d'une infinité de chiffres décimaux, qui se suivent d'après une loi quelconque : on formera une suite ai,^^,--*}^//) -•• en limitant le symbole au premier, au second, ..., au /i'*"* chiffre décimal. La suite ainsi formée sera dans le cas qu'on vient d'étudier, puisque tous les termes sont inférieurs, par exemple, à a« -h-pj; elle aura une limite que l'on sait d'ailleurs être le nombre dont le symbole donné est la représentation décimale (n" 14), sauf dans le cas où les chiffres finiraient par être tous des 9(*).
On démontrerait de même que, si la suite
est telle que l'on ait, quel que soit /?, v^^^^ e,/» et si tous les termes
de la suite sont supérieurs à un nombre fixe Q, il existe un nombre B
tel que l'on ait
lim f /i = B :
ce nombre est supérieur ou égal à Q; il est inférieur ou égal à tous
les termes de la suite v^^ t^.j, ..., i^,,, 11 ne peut être égal à l'un
d'eux Vp que si l'on a i?^ = Vp^^ = c^^a = . . . .
{^) Quelques auteurs donnent le nom de monotone à une suite a^ a„ . .., u^ dans laquelle on a toujours u^^^^u^j ou toujours u^^^'^u^.
b CHAPITRE XI.
L'exemple tiré d'un symbole tel que celui que l'on a considéré tout à l'heure, que l'on limite successivement au premier, au second, ..., au /i'*""* chiffre décimal, mais en forçant, chaque fois, le chiffre auquel on s'arrête, se présente naturellement à l'esprit.
On a, en particulier, assez souvent à considérer un système de deux suites
teiles que l'on ait, quels que soient les nombres naturels n elpy
La première suite a une Jimite A, puisque ses termes ne décroissent jamais et que tous sont inférieurs ou égaux à \'p. Cette limite est supérieure ou égale à un terme quelconque de la première suite: on a u,,^ \^i^p. De même la seconde suite a une limite B et Ton a
Dans le cas où l'on a lim (V„ — u„)=^ o, il est clair que les deux
rt= oo
nombres A, B, dont la différence est au plus égale à ç',, — a„, sont égaux. Dans ce cas u,t fournit une valeur approchée de la limite A, commune aux deux suites, par défaut; v,i en fournit une valeur approchée par excès.
Les deux suites tirées comme on l'a expliqué d'une même représentation décimale fournissent un exemple (* ).
Voici une autre proposition que je signale à cause de son importance, et sur laquelle je dois, sans la démontrer, donner quelques explications.
Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite U], a^, . . ., a„, . . . ait une limite, est la suivante : à chaque nombre positif s doit coriespondre un nombre naturel p tel que l'on ail | w„ — u,„\ < s, pour tous les nombres naturels n, m supérieurs à p.
Que la condition soit nécessaire, cela est bien évident; si l'on a lim u,, = A.
/f = ao
les termes de la suite, à partir de l'un d'eux, sont tous compris dans l'intervalle (A — a, A H- a), leur différence mutuelle est moindre que '2 a; il suflit
( ' ) Il suffît, d'ailleurs, que Ton ait, quels que soienl les nombres naturels n et p^ i/„ < fp> lim ( v^ — /i^ ) = o, pour être sur que les deux suites u,, Uo« . . . , u^, ... et
V,, V3, ..., i',, ... ont une même limite, /ni/\, «• 58.
de prendre le nombre positif a < -• Que la condition ?oit suffisante, c'est ce
qui est moins évident : on voit clairement, si elle est vérifiée, que tous les termes de la suite, à partir du/)**'"', appartiennent à l'intervalle {Up — e, a,>-f-s), (jui est d'ailleurs aussi petit qu'on le veut: en substituant les points Un aux nombres m^, on pressent bien que les points ^i, aj, . . ., u,,^ . . . doivent finir par s'entasser auprès d'un point A. La proposition est d'ailleurs susceptible d'une démonstration rigoureuse (').
Voici des exemples de suites qui n'ont pas de limite
o, I, o, I, ,.., III II
2 3 I ip ip-k-\
Dans la troisième, les termes sont alternativement o et i ; ils ne peuvent s'approcher indéfiniment d'un même nombre. Dans la dernière, le Al'*"** terme, si n est pair, est de la forme \ -\ > il est très
voisin de I si /t (,ou/>) est très grand; le /i'*"« terme, si n est impair, est de la forme ; il est très voisin de o si /i (ou/?) est très grand.
Les termes sont alternativement voisins de i et de o; il n'y a pas de nombre fixe dont a„ s'approche indéfiniment, quand n augmente indéfiniment. Cette suite peut être regardée comme obtenue en mélangeant deux suites dont l'une a i pour limite et l'autre o. D'autres circonstances peuvent d'ailleurs se présenter (^).
Parmi les suites £/|, u^^ ..., Un^ *•* qui n'admettent pas de limite, il convient de signaler celles dans lesquelles u,t augmente indéfiniment avec /i; il faut entendre par là, comme on l'a déjà dit un peu plus haut, que, quel que soit le nombre positif P, tous les termes de la suite finissent, à partir de l'un d'eux, par être plus grands que P; tel est le premier des exemples que l'on a cités en tète de ce numéro; il est alors commode de dire que Un tend vers -h oo quand n augmente indéfiniment. Il est aussi commode d'écrire lim a/i = -|- oo; mais il faut
( • ) Intr., !»• 56.
( = ) Jntr,, n» 59, ..., 64.
bien se rappeler, quand on emploie cette notation, que u,i n'a pas de limite.
S'il arrive que, quel que soit le nombre négatif N, les termes de la suite finissent, à partir de l'un d'eux, par être tous plus petits que N, on dira que w„ tend vers — oc, quand n augmente indéfiniment : tel
serait le cas pour la suite — i , — 2, — 3, . . ., — /«, On écrira
alors, si l'on veut, Km w,i = — 00.
Enfin, il peut arriver que \un\ tende vers -f- oc, sans que a« tende vers -4-00, ou vers — 00; c'est le cas pour la suite — i, 2, — 3, .. .,
11 convient de remarquer que, pourvu que la valeur absolue de u» augmente indéfiniment avec /z, la suite (*)
Wj
Un
a une limite : on a évidemment lim ( — J = o.
Considérons, par exemple, la progression géométrique de raison a, a, a«, a», ..., a", ....
1" Si a est plus grand que 1, on peut, en désignant par a un nombre positif, poser 6r = i4-a; on a alors (n** 24) //" >► i -f- /i a ; quand n augmente indéfiniment, il en est de même de \-\-na^ et a fortiori de a" ; a" tend vers -h 00, quand n augmente indéfiniment.
2" Si a est négatif et plus grand que i en valeur absolue, |^"| tend vers +00, quand n augmente indéfiniment; les termes de la suite sont d'ailleurs alternativement positifs et nrgatifs.
3" Si a est plus petit que 1, en valeur absolue, on peut poser
en désignant par b un nombre positif ou négatif, mais plus grand que 1 en valeur absolue; la valeur absolue de 6" augmente indéfiniment
avec Al, celle de j- ou de âr" a o pour limite, quand n augmente
(') On en supprimera les termes à dénominateur nul, s'il y en a.
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ladéfiniment ; on a lim a" = o. Lorsque a est positif, les termes
de la suite a, a*, ..,, a", ... s'approchent de o en diminuant; lorsque a est négatif, ils se rapprochent de o en oscillant autour de o, puisqu'ils sont alternativement positifs ou négatifs.
4** Si l'on a a = I , tous les termes de la suite sont égaux à i ; on a lim a" = i .
5" Si l'on a a = — i , les termes de la suite sont alternativement égaux à I ou à — i; il n'y a pas de limite.
174. Une suite infinie u^^ u^, - . ., Un^ . . . étant donnée, on appelle série un symbole tel que
WlH- Mf-h Ws-h. . .-Ha„-+-. . .,
où les termes de la suite sont écrits, dans l'ordre donné, comme s'ils étaient ajoutés : 2<i, u^y . .., u,iy - - - sont les termes de la série.
Si la somme s„ des n premiers termes de cette série tend, quand n augmente indéfiniment, vers une limite S, la série est dite convergente y et l'on dit que S est sa somme. Si la somme Sn des n premiers termes ne tend pas vers une limite, la série est divergente; elle n'a point de somme.
Considérons, par exemple, la série
dont les termes forment une progression géométrique de raison a; la somme de ses n premiers termes est
il y a lieu de distinguer quatre cas :
i*" Si l'on a |a| < 1, on a lima"= o, et, par conséquent,
n — va
lim = o, lim I = ;
la série est convergente et sa somme est
2** Si l'on a |a| > !, la valeur absolue de a" grandit indéfiniment, quand n augmente indéfiniment, il en est de même de la valeur absolue de et de ; la valeur absolue de la soname
des n premiers termes de la série grandit indéfiniment quand n augmente indéfiniment; la série est divergente.
3" Si Ton a a = i , la formule qui donne, en général, la somme des n premiers termes de la série n'a plus de sens ; il est clair que celte somme est égale à /i et que la série est divergente.
4" Si l'on a a = — i , la somme des n premiers termes est alternativement 1 ou o; la série est divergente.
i7o. Quelle que soit la série «« -1- Wj-f- «j-f- . . ., si l'on pose
on a évidemment, pour toutes les valeurs de n supérieures à i,
réciproquement, si l'on se donne la suite s^^ 5^, ..., 5«, ..., il est clair que la série dont le premier terme sera «/,=*, et le ^leme terme Ufi= s„ — 5/<._i, sera telle que la somme de ses n premiers termes soit 5„ : puisque l'on a
*1 -h ( 5j — 4, ) -h (*j — 5j ) -h . . . H- ( 5« — Sn-i ) = Sn,
suivant que s^ aura, ou non, une limite, la série sera convergente ou divergente.
En prenant, par exemple, s,, = a", on voit que la série
est convergente si a est plus petit que i en valeur absolue; sa somme est alors o; elle est encore convergente si a est égal à i ; la somme est alors égaie à i ; elle est divergente dans tous les autres cas. Si l'on prend
on voit que la série
Les deux séries
tfl -h Mï -f- ...-+-«*,; -h Up^i -h Up^i -H . . . ,
Up^i -f- Up+i -+- Uf^z -*-...,
dont la seconde s'obtient en prenant les termes de la première à partir de Up^^, sont convergentes ou divergentes en même temps.
Si Ton désigne, en effet, respectivement par Sn et par S,i la somme des n premiers termes dans l'une et dans l'autre série, il est clair que Ton a Sp^n=^n'i-Sp; si la première série est convergente, Sp^n^ lorsque n et, par suite, p -\- n^ augmente indéfiniment, tend vers une limite A; Sn=^Sp^u — Sp tend donc vers la limite A — Sp\ si la seconde série est convergente, et si sa somme est B, S„ tend vers la limite B quand n augmente indéfiniment, Spj^nt dans les mêmes conditions, tend vers la limite B -\- Sp. Si l'une des deux séries est divergente, l'autre ne peut être convergente, puisque, alors, la première serait aussi convergente.
£^n supposant les deux séries convergentes^ on désigne la somme de la seconde série comme le reste de la première série limitée au ternie Up. La somme de la première série est égale à la somme de ses p premiers termes, augmentée du reste correspondant. Autrement dit, le reste d'une série, limitée au yD*«"« terme, est Verreur que l'on commet en substituant à la somme de la série la somme des p premiers termes. Désignons ce reste par R^:, et par A la somme de la première série, on a
A = *;, -H Rpy R,, = A. — s
il est clair que R^:, tend vers la limite o quand p augmente indéfiniment.
Si Ton considère, par exemple, la série
i-^a-{- a'-f-. ..-ha'*-*-.
et que l'on suppose |a| < i, le reste R» de cette série, limitée au terme a" ^ est
Le reste de la série
limitée au terme » est -•
On verra par la suite que, dans un grand nombre de cas, on n a pas, pour évaluer un nombre, d'autre moyen que de considérer une série dont il est la somme. La somme des^t? premiers termes est alors une valeur approchée du nombre cherché. La série sera d'autant plus avantageuse que Terreur commise, ou le reste, sera plus petite. S'il arrive que le reste R^ décroisse très rapidement quand p augmente, la série, dont on dit alors qu'elle est rapidement convergente, sera particulièrement commode.
Bien que l'on sache, par exemple, calculer directement la
somme de la série i H-a4- «*-h. . ., cette série n'en est pa^
moins avantageuse pour le calcul de —— — quand a est très petit ; la somme de ses deux premiers termes fournit une valeur de sa somme qui souvent est très suffisamment approchée; l'erreur est alors
177. Les propositions suivantes sont des conséquences évidentes de la défînition de la somme d'une série et des propositions relati\es aux limites que l'on a signalées au n" 171 : a, b désignent des nombres fixes, indépendants de n.
Si les deux séries
(tt) ai-f- at-K. . .H- «n-H. . .,
sont convergentes et ont pour sommes respectives U et V, les séries
(Ux'^Vi)-+- (Wj-H t^j) -f-. ..^-(Mrt-f- P„) -4-. ..,
(aui-r- bvi) ■+■ (aui-h bv^) -h. . ,-h{,aUn-h bvn) -^-. . .
SÉRIES. l3
sont convergentes et ont pour sommes respectives aU, U-+-V, aU-f-6V;
il est à peine utile de dire que la dernière proposition résulte des deux premières. Des propositions analogues s'appliqueraient à trois, quatre, . . . séries convergentes.
Si une série est convergente, elle reste convergente quand on modifie quelques-uns de ses termes, en nombre fini; la somme de la seconde série est égale à la somme de la première, plus la somme des difl'érences entre les termes modifiés et les termes primitifs.
En supposant toujours les deux séries (u)^ (v) convergentes, si Ton a, quel que soit /i, «//^^«, l'on aura U£V, et l'on aura certainement U < V, si la condition Uf,Sv,t étant toujours vérifiée, il y a quelque valeur de n pour laquelle on a a„<; Vn- La difierence V — U est, en eiTet, la somme de la série
(t'i — Wi) -H (Pi— Mî) -4-. . .-H (P«— M„) -f.. . .,
dont tous les termes sont positifs ou nuls; dans cette série, la somme des n premiers termes est positive ou nulle, elle ne peut avoir une limite négative, quand n augmente indéfiniment : si l'on a, par exemple, Vn> «s? la somme des n premiers termes, quand n est plus ^rand que 3, est au moins égale à P3 — Uz ; elle ne peut, pour n infini, avoir une limite inférieure à v^ — ^3. V — U est certainement positif.
178. 11 est très important de savoir reconnaître si une série donnée
(u) ttlH- MjH-. ..-+-M„H-...
est convergente, ou non : c'est le même problème que celui qui consiste à savoir si la sommet/, des n premiers termes tend, ou non, vers une limite, quand n augmente indéfiniment. On obtient de suite des conditions nécessaires pour la convergence, en supposant que Sn tende vers une limite U quand n augmente indéfiniment.
La formule u,i= s,t — s,l_^^ dans laquelle s,t et 5„_| finissent, pourvu que n soit assez grand, par être aussi voisins de U que l'on voudra, montre que, dans toute série convergente, le /^'«™« terme a pour limite o quand n augmente indéfiniment.
l4 CHAPITRE XI.
Si celle condilion n'esl pas réalisée, la série esl sûrement divergenle : telle esl, par exemple, la série i-f-2-4-3 + 44-....
Toutefois, celte condition n'est pas suffisante : on verra bienlôl que la série
esl divergente.
On a, plus généralement,
et Ton voit de même que, si la série est convergente, le second membre doit être aussi petit qu'on le veut, pourvu que n soit assez grand.
Si cette condilion n'est pas vérifiée, la série n'est pas convergente. Si, d'ailleurs, on constate, pour une valeur déterminée de /?, que la somme des p termes qui suivent le ai'^*™® tend vers o, on ne peut pas affirmer la convergence de la série.
On a, toutefois, la proposition suivante, qui ne dilTère pas d'une proposition que j'ai signalée, sans la démontrer, pour ce qui concerne les limites.
Si à chaque nombre £ on peut faire correspondre un nombre naturel -j tel que l'on ait |5„_j./,— 5«| < e, pour toutes les valeurs naturelles de n supérieures ou égales à u et pour toutes les valeurs naturelles de p^ la série e^t convergente.
Je ne m'appuierai pas sur ce théorème, que le lecteur doit toutefois connaître en raison de son importance.
11 importe encore de remarquer que, lorsqu'il ne s'agit que de la convergence ou de la divergence, on peut, en vertu de la proposition établie au n" 176, faire commencer la série où l'on veut, négliger les premiers termes de la série. Celle remarque est commode quand il v a quelque irrégularité dans ces premiers termes.
Enfin, il est clair qu'on peut sans changer la convergence ou la divergence d'une série, sans même en changer la somme, quknd celle série esl convergente, ajouter ou supprimer autant de termes nuls que l'on veut.
Ces remarques préliminaires faites, je vais m'arréter sur un. cas particulier qui, comme on le verra plus tard, esl d'autant plus important que beaucoup d'autres cas s'y ramènent, le cas où tous les terme>
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de la série sont positifs. La remarque précédente permet de faire rentrer dans ce cas les séries dont les termes sont positifs ou nuls. En écartant les termes nuls, on simplifie un peu le langage.
Soit donc
(U) WiH- aj-+-...-h W,,-H. ..
une série dont tous les termes sont positifs, et soit 5« la somme des n premiers termes de cette série; il est clair que Ton a, quel que soit n^ Su^i > Sn ; par conséquent, deux cas sont possibles : ou bien Sn grandit indéfiniment avec n et la série est divergente, ou bien la somme des n premiers termes reste, quel que soit /i, inférieure à un nombre fixe \; alors la série est convergente et sa somme est égale ou inférieure à A (n** 172).
Soit, dans ce dernier cas, U la somme de la série. Sn s'approche de U en croissant, quand n augmente; 5« ne peut jamais atteindre et, a fortiori, dépasser U, car si Ton avait Sp=\]^ ^/>+m ^/»-»-2 ••• dépasseraient U et s'en écarteraient de plus' en plus. U est supérieur à la somme des n premiers termes de la série, quel que soit n et, par conséquent, à la somme d'autant de termes pris, comme l'on voudra, dans la série : en effet, on peut prendre n assez grand pour que Sa embrasse tous ces termes. Un nombre a plus petit que U est caractérisé par ce fait qu'on peut trouver un nombre n assez grand pour que Sn soit plus grand que a; en effet, on peut prendre n assez grand pour que le nombre essentiellement positif U — 5„ soit plus petit que U — a. 11 revient au même de dire que les nombres a, plus petits que U, sont caractérisés par ce fait qu'on peut trouver des termes dans la série dont la somme dépasse a, il n'est pas nécessaire que ce soient les n premiers. Les nombres supérieurs ou égaux à U sont plus grands que la somme d'autant de termes qu'on voudra, pris dans la série- U peut être défini par la coupure entre les nombres que Ton peut dépasser en faisant la somme d'un assez grand nombre de termes de la série, et les nombres qui sont plus grands que la somme d'autant de termes qu'on voudra, pris dans la série.
Il est clair, d'après cela, que si la série (a), à termes positifs, est convergente, toute série qu'on en déduit en supprimant quelquesuns de ses termes, en nombre fini ou infini, est convergente et a une somme moindre que la proposée.
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180. Ces remarques conduisent de suite à la méthode suivante pour reconnaître si une série à termes positifs est convergente ou divergente.
Soit
une série à termes positifs, dont on sait si elle est convergente ou divergente; on lui compare la série proposée
Supposons que la série (i^) soit convergente et que Ton ait, pour toutes les valeurs de /i, ««S ^/n 'a série (u) sera convergente, puisque la somme de ses n premiers termes est au plus égale à la somme des n premiers termes de la série (f), et, par suite, à la somme V de cette dernière série; la somme de la série u est inférieure à V (*). Si on limite les deux séries à des termes de même rang, le reste de la série (u) est inférieur au reste de la série («').
Supposons que la série (v) soit divergente, et que Ton ait, pour toutes les valeurs de /i, u,,^ v„ ; la somme des n premiers termes de la série (r) peut dépasser tel nombre positif que l'on voudra; il en esi de même a fortiori de la somme des n premiers termes de la série ( a ). qui est divergente.
On a vu, par exemple, que la série
était convergente: la série
(*) Je devrais dire, plus exactement, « inférieure ou égale à V », il ne peut d'ailleurs y avoir égalité que si tous les termes de la série (m) sont égaux aux lermes de la série (i^) : les deux séries seraient identiques; il est assez raisonnable d'exclure ce cas; Tobservation que je viens de fnire pourrait être répétée plusieurs fois dans ce qui suit. Au lieu <le répéter à chaque fois que l'égalité ne pouvait avoir lieu que dans un cas très particulier, j'ai préféré supprimer les mots ou égale que le lecteur rétablira sans peine.
dont les termes sont manifestement plus petits que les termes correspondants de la première, est convergente. Son reste, si on la limite au terme en —-7
est plus petit que — (n** 176). Le lecteur reconnaîtra sans peine qu'il est plus
«;rand que > parce que les termes de la série
(/AH-I)« (71 -t- 2)* («-^3)* •"
«>nt respectivement plus grands que les termes correspondants de la série ci>nvergcnte
dont la somme est
Ce procédé de coinparaîsoD semble bien limité; sans m'arrêtera la remarque déjà faite, qu'il n'est pas nécessaire que la condition ««^ ^'«1 par exemple, soit vérifiée par tous les termes de la série (u), mais seulement à partir d'un certain rang, pour pouvoir affirmer la convergence de la série (u) si la série (i^) est convergente, j'observerai que la série ai'i -h ap^-f- «^'a-h. • ., où a désigne un nombre positif quelconque, est convergente ou divergente en même temps que la série (v).
Supposons d'abord la série (v) convergente : on examinera le
rapport — ; si l'on peut établir que ce rapport, pour toutes les valeurs
(le /i, est inférieur ou égal à un nombre fixe a (nécessairement positif) les termes de la série (u) étant inférieurs ou égaux aux termes correspondants de la série at'i -f- ai^a-f- ai?3-|-. . ., on est assuré de la convergence de la série (u); on est, de plus, certain que sa somme est inférieure ou égale à a V, l'égalité ne pouvant d'ailleurs
avoir lieu que si l'on a toujours — =za. Lorsqu'il ne s'agit que de la
convergence, il suffit, puisqu'on peut toujours supprimer les premiers
termes, que la condition — ^a ait lieu pour toutes les valeurs de n
qui dépassent un nombre fixe p. S'il en est ainsi, le reste de la <érie (m), limitée au yy'*"* terme, ou plus loin, sera inférieur ou égal au reste correspondant de la série {v) multiplié par a.
l8 CHAPITRE XI.
Supposons qu-e la série (c) soit divergente; si, à partir d'une certaine valeur de /i, le rapport -^ est plus grand qu'un nombre positif a (non nul), on peut affirmer que la série (u) est divergente.
Ces règles s'appliquent coaimodément quand le rapport — ^ a, pour f?
infini, une limite /, qui, puisque — est positif, ne peut évidemment
être que positive ou nulle.
Si / est positif (sans être nul), on peut affirmer que les deux séries (m), (v) sont convergentes ou divergentes en même temps : eu effet, soit e un nombre positif, plus petit que /, d'ailleurs quelconque:
le rapport — » qui, lorsque n augmente indéfiniment, tend vers la
imite /, finit par être toujours compris entre les deux nombres positifs / — e, /+ e; on appliquera le raisonnement précédent en prenant a = / -f- e si la série (v) est convergente, en prenant a = l — e si la série (i^) est divergente.
Si / est nul, on peut affirmer la convergence de la série (u) quand la série (v) est convergente, mais non la divergence de la série (u) quand la série (p) est divergente.
Pr*?nons, par exemple, pour la série (p), la série
dont on a prouvé tout à l'heure la convergence, et comparons-lui la série {u)
en supposant que, des trois nombres a, 6, c, le premier soit positif et que. en outre, l'équation ax^-^r bx -\- c = o n'ait pas de racines entières et positives, afin que tous les termes de la série aient un sens.
A partir d'un certain rang, tous les termes de cette série sont bien positifs, puisque, pour des valeurs de x suffisamment grandes, le trinôme ax^ -+- bx -^ c est du signe de son premier terme; quant aux termes du commencement, qui pourraient être négatifs, il n'y a pas lieu d'en tenir compte, s'il ne s'agil que de la convergence. Le rapport des termes de rang n est ici
an*-h bn-h c'
il a pour limite - y quand n augmente indéfiniment; la seconde série est convergente comme la première.
181. En prenant pour la série (v) une progression géométrique dont la raison est positive, on est conduit à deux règles qui sont d^un usage fréquent, surtout la seconde. Je continue de désigner par (u) la série à termes positifs dont le /i**"' terme est m„.
1. Si, pour tes valeurs de n supérieures àp^ on a ^Un^oL^ en désignant par a un nombre positif plus petit que i, la série {u) est convergente, et son reste, quand on la limite au terme Up, est
inférieur à
En effet, on a, pour ces valeurs de /^, Un^cL"^ et les termes considérés de la série (//) sont inférieurs ou égaux à ceux des termes de la série convergente
dont le reste, quand on la limite au terme a/', est -— — •
Si, pour les valeurs de n supérieures àp^ona 'sjun ^ i , /« série (u) est divergente, puisque ses termes sont supérieurs ou égaux à 1 .
Supposons que, lorsque n augmente indéfiniment, (/êô^ tende vers une limite /; cette limite ne peut être que positive ou nulle; en désignant par s un nombre positif quelconque, (/a„ finit par être toujours compris dans l'intervalle (/ — e, / H-e).
Si l est plus petit que i , la série (u) est convergente ; on peut prendre en effet € assez petit pour que Z -f- e soit aussi plus petit que i ; on aura yfun^ a, en prenant a = / H- e.
Si / est plus grand que i, la série {u) est divergente; on peut prendre en effet e assez petit pour que / — e soit plus grand que 1,
on aura \fun^l — e > i .
Si / est égal à i, il y a doute. Toutefois, on a déjà dit que, si Ton a v'wn^i, à partir d'une certaine valeur de /i, la série est divergente.
Comme on peut toujours, sans changer la convergence ou la divergence de la série proposée, ajouter ou retrancher k termes au com-
mencement de la série, on voit qu'on pourra remplacer, dans ce qui précède, (/^«/, par "t////i ou "ï/w//, k étant un nombre naturel fiie.
Considérons, par exemple, la série
i-h 2^ -H 2^*-h ay» -+-... -h 2 y«' -+-...,
où q est un nombre positif; il est clair qu'elle est convergente ou divergente en même temps que la série
La racine n}^^ du /i'*"« terme est y'* : lorsque q est plus petit que i, q**^ tend vers la limite o, quand n croît indéfiniment : la série est convergente; elJe e>t évidemment divergente lorsque q est égal ou supérieur à i. Lorsque q est plus petit que i, le reste de la série proposée, quand on s'arrête au terme qui précède a y"", est inférieur à
Le lecteur reconnaîtra sans peine que la série
«1 \«î/ \an/
où ai, ai, ..., affi ••., désignent. des nombres positifs tels que a^ croisse indéfiniment avec n^ est convergente quel que soit le nombre positif x.
II. Si, pour les valeurs de n égales ou supérieures à /?, le rapport ^^^^ reste toujours inférieur ou égal à un nombre positif i plus petit que i, la série (u) est convergente, et son reste, quand on la limite au terme Uu. est inférieur à — ^ •
On a, en eflet, par hypothèse,
en sorte que, à partir du terme Upj^s , la série proposée a ses ternies égaux ou inférieurs à ceux de la série
W| -h M j -h , . . -h Mp -h a My, -t- a' «p -+- a' Mp H- . . . ,
dont le reste, quand on la limite au terme en Up^ est égal à — -^ •
En limitant la dernière série au terme Mn_i, son reste est — ^ : on voit donc que si, pour n supérieur kp^ le rapport —^^^ reste inférieur
OU égal à a <; I , on peut prendre —^^ pour la limite supérieure du reste de la série proposée, limitée au terme Up,
Si, pour les valeurs de n supérieures ou égales àp, le rapport -!^est toujours supérieur ou égal à i, la série (u) est divergente, puisque ses termes ne vont pas en décroissant indéfiniment quand n augmente indéfiniment.
Supposons que le rapport -^^-^ tende vers une limite Z, quand n
augmente indéfiniment; il finira par être toujours compris dans l'intervalle (/ — €, /-f-e), e étant un nombre positif quelconque.
Si / est plus petit que i, la série est convergente, puisque Ton peut supposer / -h e <[ i , et prendre a = / H- e.
Si / est plus grand que i, la série est divergente, parce qu'on peut supposer / — e ^i .
Si / est égal à i, il j a doute; toutefois, si l'on a toujours, à partir d^un certain terme, -^^ ^ i , on a vu que la série était sûrement divergente.
n ar«-i n
il tend vers la limite o quand n tend vers -h- oc ; la série est convergente quel que soit x.
Supposons qu'on limite la série au terme Le rapport à ce
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terme de celui qui le suit est ; ensuite, le rapport d'un terme
au précédent est moindre; si donc on suppose ^ H- i >► x, et si l'on adopte ici la forme — — pour la limite supérieure du reste, on voit que le reste est moindre que
xP-^^
en sorte que la somme de la série peut être mise sous la forme
X a?» xP xP-*-^ e„
^p désignant un nombre positif plus petit que i . Cette série et, en particulier, la série
I 1.2 1.2.. .yo
qui s'en déduit en supposant x égal à i , tiennent en analyse un rôle considérable; la somme de cette dernière série est un nombre que l'on désigne par e; d'après ce qu'on vient de dire, ce nombre peut être mis sous la forme
II I I ô„
qui permet de le calculer avec l'approximation qu'on veut; j'y reviendrai bientôt.
Considérons encore les séries
dans lesquelles on suppose que m et x soient des nombres positifs donnés; les rapports du (/14-1)'*™® terme au /i'*"*° sont respectivement
n-hi
a? SE ( 1 'f- ) X.
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ces deux rapports ont pour limites le nombre x quand n augmente indéfiniment; les deux séries sont convergentes quand x est plus pelit que i, divergentes pour x>\. Dans le cas où x est égal à i, Tapplication de la règle ne donne rien, sauf pour la seconde série, lorsque m est égal ou supérieur à i , parce que, alors, le rapport d'un terme au précédent est égal ou supérieur à i.
Lorsque x est plus petit que i, le rapport d'un terme au précédent est plus petit que x dans la première série, et aussi dans la seconde, quand m est plus petit que i ; s'il en est ainsi, on peut prendre pour limite supérieure du reste, dans les deux séries, le premier
lerme négligé multiplié par ^ ; cette règle est en défaut, pour la
seconde série, si m est plus grand que i . Dans ce dernier cas, le rapport d'un terme au précédent va en décroissant quand n augmente. Si
le premier terme néglige est — ^^ x", le rapport du
terme suivant à celui-là est x\ en supposant n assez grand pour
que ce rapport soit plus petit que i , on pourra prendre pour limite supérieure du reste,
183. On voit quel parti l'on peut tirer de la comparaison d'une série (à termes positifs) à une progression géométrique. Toute série à termes positifs, dont on connaît le caractère, peut servir de terme de comparaison. Les séries de la forme
où a est un nombre quelconque, sont, à cet égard, très précieuses. Une telle série est convergente si a est positif, divergente si a est nul ou négatif ( * ).
On arrive aisément à ce résultat en calculant des limites entre
( ' ) Si l'on savait que cette série ett convergente pour a = a,, on serait sûr qu'elle est convergente pour a > 01, : or, on a démontré plus haut que cette série est convergente pour a = i: il en résulte immédiatement qu'elle est convergente poura>i.
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lesquelles doit être comprise la somme S^ de tous les termes de la série (c) pour lesquels /i, écrit dans le système décimal, a un nombre donné p de chiffres. Il y a
10/' — lo/'-* = 9.10''-*
nombres naturels de p chiffres, dont le plus petit est lo/*"*, et qui sont tous plus petits que 10''; par conséquent, si l'on suppose 1 -h 2 f>ositif, on aura
ou
X0'3.p->r\ "^*'/'"^ loa(/'-l'
Supposons maintenant a positif; la série à termes positifs
(2) 2,-hS8-+-...-h2^-H...
est certainement convergente, puisque ses termes sont respectiveraenl inférieurs à ceux de la progression géométrique décroissante
dont la raison — ^ est plus petite que i .
Il est maintenant bien aisé de voir que la série (^) est convergente. En effet, quel que soit /i, si l'on prend/? supérieur au nombre de chiffres de /i, la somme des p premiers termes de la série (S) contiendra les n premiers termes de la série (v) et dépassera leur somme qui est, par conséquent, inférieure à la somme de la série (ï).
J'ajoute, quoique cela ne soit pas nécessaire à la démonstration, que les sommes des deux séries (t^) et (S) sont égales : ce qui précèdt* montre que la première ne peut dépasser la seconde; si, maintenant, on se donne /?, il suffit de prendre un nombre n qui ait plus d*' p chiffres, pour être sûr que la somme des n premiers termes de la série (i^), et, par conséquent, la somme de cette série, dépasse la somme des/? premiers termes de la série (S); la somme de cette der-
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nière série ne peut donc être supérieure à la somme delà série (s^); \es deux sommes sont égales (').
Supposons maintenant que a soit nul; on a S;, >• — ; la série (S)
est alors divergente; mais, comme on vient de le dire, on peut, quel que soit yo, prendre n assez grand pour que la somme des n premiers termes de la série (p) dépasse la somme des p premiers termes de la série (S), la série (v) ou la série
est divergente. A fortiori, la série (i^) est divergente quand a est négatif, puisque, alors, ses ternies sont respectivement plus grands que les termes correspondants de la série qu'on vient d'écrire.
La série (v)^ que l'on vient d'étudier, et à laquelle on donne le nom de série harmonique, peut servir utilement de terme de comparaison, pour juger de la convergence ou de la divergence d'une série à termes positifs; elle conduit à des critères plus délicats que ceux que l'on a donnés au n** 181, parce qu'elle converge (ou diverge) moins rapidement qu'une progression géométrique.
Supposons, par exemple, que le /i'^>n« terme d'une série {u) s'obtienne en
remplaçant x par n dans une fraction rationnelle -j-^^ — - : afin que la série (a)
ait un sens, on devra supposer que le polynôme ^{x) n'ait pas de racine égale à un nombre naturel, ou, dans le cas où il y aurait de pareilles racines, supprimer de la série les termes, dénués de sens, qui correspondraient à ces racines. Pour des valeurs suffisamment grandes de x, ^(x) et '^(x) conservent un signe constant : tous les termes de la série (u) sont de même signe ; je
( ^ ) Il y a là un fait général que le lecieur établira sans peine. Considérons les deux séries
et supposons que £, représente la somme des «i premiers termes de ((/), 21, la somme des a^ termes suivants, S, la somme des a, termes suivants, etc., la série (S) est convergente si la série (v) est convergente et a même somme. Réciproquement, et c'est là ce qu'on a établi sur un cas particulier, si la série {v) a tous ses termes positifs, la convergence de la série (S) entraîne la convergence de la série ( v).
supposerai f(x) et «Ka?) de mêmes signes, c'est-à-dire que je supposerai que les termes du plus haut degré soient de mêmes signes dans ^(x) et dans ^(^)f afin d'être dans le cas que nous étudions. Si ©(ar) est de degré supérieur ou égal au degré de ^(x), les termes de la série (u) ne décroissent pas indéfiniment, la série (u)est divergente. Si le degré de '^(x) est supérieur de p unités au degré de fia:), on a vu, au n"* 64, que la vraie valeur, pour x infini, du
rapport . J - est égale au rapport k des coefficients des termes du plus
haut degré dans f(x) et dans <V(a?); cela revient à dire que .J a pour limite k lorsque n augmente indéfiniment, et que, par conséquent, la série
est convergente ou divergente en même temps que la série
la série {u) est donc convergente si l'on a/? ^2; divergente si l'on a/> = i.
184. D'une façon générale, la comparaison d'une série à termes positifs
à la série à termes positifs
se fait, comme on Ta dit au n** 180, en étudiant le rapport — • Il convient de remarquer que si l'on a, pour toutes les valeurs de n qui dépassent /?,
Un ~ Vn
on a, pour ces mêmes valeurs de /i, et, par conséquent,
en sorte que, si n est supérieur à/>, on a
De même si l'on a, pour toutes les valeurs de n qui dépassent /?,
on aura, pour ces mêmes valeurs,
d'où les conclusions suivantes : Si la série {v) est convergente et si Ton a, pour toutes les valeurs de n qui dépassent p^
Un "^ Vil
la série (u) est convergente et son reste, quand on la limite au ^iémc terme, est inférieur au produit par -^^ du reste de la série {i>) limitée au/?*^"** terme.
Si la série (v) est divergente, et si l'on a pour toutes les valeurs de n supérieures à p
Un ^ Vn
la série (//) est divergente.
Ces deux règles contiennent évidemment comme cas particulier les
critères du n° 181 relatives au rapport i^^±l; elles font prévoir la pos-
sibilitë de tirer de la considération des séries harmoniques d'autres critères qwe ceux de ce n" 181 ; je ne m'y arrêterai pas ( * ).
185. Une propriété importante des séries à termes positifs est la suivante*
La somme d'une telle série, supposée convergente, est indépen-
(») Jntr,, ii« 134, 135, !3G.
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dante de l'ordre de ses termes, ou encore : deux séries à termes positifs, qui ne diffèrent que par l'ordre de leurs termes, ont mêmes sommes. Il y aurait lieu d'expliquer, en général (*), ce qu'on entend en disant que les séries
ne diffèrent que par l'ordre de leurs termes. Ces explications ne conaportent quelque difficulté que s'il y a, dans l'une des séries, une infinité de termes égaux. Or, on peut écarter ce cas : si, en effet, il y a dans une série une infinité de termes égaux, non nuls, elle ne peut être convergente, puisque le n**""** terme ne tend pas vers la limite o quand n augmente indéfiniment; les séries convergentes étant les seules qui nous intéressent, nous pouvons laisser de côté toute série qui aurait une infinité de termes égaux. Quant aux termes nuls, j'ai déjà dit qu'on pouvait toujours les négliger.
Dès lors, on peut dire que les deux séries (a), (t^) ne diffèrent que par l'ordre des termes si tout nombre qui figure comme terme dans la première figure aussi dans la seconde, le même nombre de fois, et si tout nombre qui figure comme terme dans la seconde figure aussi dans la première, le même nombre de fois.
La proposition à démontrer est celle-ci : Si la série (t^) a ses termes positifs 'et est convergente, la série (w), qui n'en diffère que par l'ordre des termes, est aussi convergente et sa somme est égale à celle de la série (v).
Soit, en effet, V la somme de la série (i^); V est plus grand que la somme d'autant de termes qu'on voudra pris dans la série (v), donc aussi que la somme d'autant de termes qu'on voudra pris dans la série (^^), puisque ces termes figurent dans la série (r); donc la série (u) est convergente et sa somme U est égale ou inférieure à V: le même raisonnement montre d'ailleurs que V est égal ou inférieur à U : on a U = V.
186. Ce qu'on a dit des séries à termes positifs pourrait se répéter pour les séries à termes négatifs, avec des changements insignifiants :
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cela est d'autant plus inutile qu'on passe d'un cas à l'autre en multipliant tous les termes par — i , ce qui ne change ni la convergence ni la divergence : la somme est changée de signe. La considération des séries dont tous les termes sont de même signe, sauf quelques-uns, en nombre limité, n'apporte non plus rien de nouveau : pour la convergence ou la divergence, il n'y a pas lieu de s'occuper de ces termes. Si la série proposée est convergente, et si, par exemple, tous ses termes, sauf quelques-uns, sont positifs, il est clair que sa somme s'obtiendra en retranchant, de la somme de la série obtenue en ne considérant que les termes positifs, la somme des valeurs absolues des termes négatifs.
Il ne se présente quelque chose de véritablement nouveau que pour les séries qui contiennent une infinité de termes positifs et une infinité de termes négatifs.
Les séries de cette nature se divisent en deux classes : Pour les unes, la série à termes positifs, dont les termes sont les valeurs absolues des termes de la proposée, est convergente; pour les autres, cette série est divergente. Les premières sont dites absolument convergentes.
Il faudra justifier cette dénomination et montrer que les séries absolument convergentes, au sens qu'on vient de dire, sont convergentes, au sens du n" 174, c'est-à-dire que la somme de leurs n premiers termes tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. On établira, en outre, les propositions suivantes :
La somme (Vane série absolument convergente est égale à la somme de la série formée par les termes positifs diminuée de la somme de la série formée par les valeurs absolues des termes négatifs. Cette somme est indépendante de l'ordre des termes.
Soit
iu) a|-+- «j-!-. . .-f- a,i-h. . .,
la série proposée; soit, en général, u'^Ia valeur absolue de u,t. Par hypothèse, la série des valeurs absolues
{u) a', -h wi -H. . .-h a^-h. . .,
est convergente. Il en est de même (n° 179) de toute série formée en
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supprimant autant de termes que l'on veut, par exemple les termes qui proviennent des termes négatifs de (w), ou les termes qui proviennent des termes positifs de{u) :
Soient (P) la première série, (Q) la seconde; je supposerai que, dans (P) et dans (Q), les termes se succèdent dans le même ordre que dans (i/). Je désignerai enfin par P et Q les sommes des séries ( P) ei(Q).
Soient, en général, s„ la somme des n premiers termes de («), P« la somme des termes positifs de 5^, — Q» la somme des termes négatifs; Tun des nombres P/i, Q;, peut d'ailleurs être nul, s'il n'y a pas de termes positifs, ou de termes négatifs, dans Sn\ mais, quand n est suffisamment grand, P« et Q/, contiennent des termes, les premiers termes des séries (P), (Q); quand n augmente, P^ et Q;, augmentent ou, plus exactement, ne diminuent pas; on peut faire augmenter n assez pour que P/, et Q/, embrassent autant de termes qu'on veut dans (P) et dans (Q) ; on a donc
limP„=P, limQ« = Q
D'un autre côté, on a, quelque soit /i,
par suite, quand n augmente indéfiniment, s„ a une limite, à savoir P — Q; la série (w) est convergente et sa somme est P — Q. Enfin, cette somme est indépendante de l'ordre des termes, puisqu'il en est ainsi pour chacune des séries (P) et (Q).
En combinant la proposition précédente avec celle du n® 179, on arrive à la proposition suivante.
Si la série à termes positifs
est convergente, la série
OÙ a,, a2, . . ., 0L,i, . . . sont des nombres qui sont tous, en valeur absolue, inférieurs ou égaux à un nombre positif fixe A, est absolument convergente. Son reste, quand on la limite au terme a^t^i,, est
inférieur, en valeur absolue, au produit par A du reste correspondant de la série (v).
Telle serait, par exemple, quel que soit a:, la série
cosar cos-ia:
Les séries étudiées au n" 182
IH h
IH ar H -x^-^..,-\ ^^ ^ar«-h...,
dans le cas où x est un nombre positif, sont absolument convergentes, la première, quel que soit x; la seconde, lorsque a est plus petit que I en valeur absolue : en effet, quand x est négatif, il suffit de remplacer x par sa valeur absolue ; chaque terme est remplacé par sa valeur absolue, et l'on est ramené au cas étudié au n*» 182. Le reste de la première série, par exemple, limitée au (/i -|- !)'«•"« terme est moindre en valeur absolue que
l rt-f-I — X
en désignant par x' la valeur absolue de x^ supposée moindre que n ~ i.
Considérons encore la série
où m et J7 sont deux nombres donnés quelconques; désignons par m! et jc' les valeurs absolues de a? et comparons la série précédente à la série, à termes positifs,
rn , m'(m'-+-i) ,^ m'(m'-4- i)...(/?i'h- /i — i) ,
dont nous savons qu'elle est convergente si x' est plus petit que i.
f^es termes de la série proposée sont manifestement moindres, en
valeur absolue, que les termes de cette dernière : la série proposée est
donc absolument convergente quels que soient les nombres x et m, pourvu que le premier soit moindre que i , en valeur absolue.
11 est à peine utile de dire que les critères du n" 181 s'emploient pour reconnaître si une série
(a) «i-h Mj-f-, . .-*- ««-h. . .
est absolument convergente ou non : on étudiera comment se comportent, quand n augmente indéfiniment, les expressions s/û^'i "T^ *
en désignant, en général, par u'^ la valeur absolue de //„; si Ton est amené à conclure la convergence de la série, à termes positifs,
on sera assuré de la convergence absolue de la série (m).
Remarquons, en particulier, que si le rapport -^^tend, lorsque n
augmente indéfiniment, vers une limite /, le rapport — ^ tendra, dans
les mêmes conditions, vers la limite /'= | / 1 ; en sorte que, si /' est plus petit que i, la série est absolument convergente. Par exemple, pour la série
dont on vient de s'occuper, au lieu de raisonner comme on a fait, on aurait pu prendre le rapport du (/i H- !)'«•"« terme au /i**"*, qui est
constater que ce rapport tend vers la limite — x quand n augmente indéfiniment, et en conclure que la série est absolument convergente lorsque le nombre x est, en valeur absolue, plus petit que i .
Cette série, quand m est un nombre naturel, se réduit évidemment à ses m-hi premiers termes, les suivants étant tous nuls; elle n^esi autre chose alors que le développement limité de (i -f- x)"*; on verra plus tard que sa somme est encore (i H-x)'", quel que soit le nombre /?^, lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i .
Une série peut d'ailleurs être convergente sans l'être absolument:
on va trouver des exemples de telles séries en étudiant les séries alternées.
187. Séries alternées. — On appelle série alternée une série dans laquelle les termes sont alternativement positifs et négatifs; telle serait la série
u, — «î-i- Mj— M^-H. ..-h(— i)'*-*Wn-^. -M
en supposant tous les nombres Us^ u^, ..., Un^ ... positifs.
Une telle série est convergente sous les conditions suivantes, dont la dernière d'ailleurs est seule nécessaire :
On a
lim Un= o.
Supposons, en effet, que ces conditions soient vérifiées, et considérons la somme s-nt des 2/2 premiers termes de la série; elle peut s'écrire sous les deux formes
(Ml— M, )-+-(//,— Wi )-+-... 4-(M,„_i—ttj„), a,— (m,— Mj) — (liv— 1*5) — . . . — ('/i«-J— M„|_i)— W,„,
où les quantités entre parenthèses sont positives ou nulles. La première montre clairement que l'on a
Sin=0
et
la seconde montre que l'on a 52«<; m«. Les sommes 82» vont en augmentant quand n augmente, elles restent inférieures à Ui] elles tendent, quand n augmente indéfiniment, vers une limite positive ou nulle S, inférieure ou égale à u^ ; d'ailleurs l'égalité
OÙ «2//+! tend vers o quand n augmente indéfiniment, montre que, dans ces mêmes conditions, 52//+i tend vers la limite S; en résumé, 5« tend vers S quand m croît indéfiniment; la série proposée est convergente, a pour somme S, et l'on a o ^^1 Wi ; la supposition 5 = 0 T. — II. 3
doit être rejetée, si l'on écarte le cas insignifiant où l'on aurait
Le reste de la série, si on la limite au terme ( — i)'^~* «„, peut se représenter par ( — i)"r„, en désignant par /•;, la somme de la série alternée
qui satisfait évidemment aux mêmes conditions que la proposée; r^ est positif, si l'on écarte le cas insignifiant où l'on aurait
W/iH-i = Un-^t, Wrt-Kj = U/,+3, ....
Il est inférieur ou égal à u,,^^ . L'égalité
montre que 5„ est une valeur approchée de S par défaut ou par excès, suivant que le dernier terme conservé est négatif ou positif* que le premier terme négligé est positif ou négatif.
L'erreur commise en prenant s„ au lieu de S est moindre, en valeur absolue, que le premier terme négligé; elle est du même signe que lui. S est plus grand que n'importe quelle somme s„ d'indice pair, plus petit que n'importe quelle somme s„ d'indice impair. Les sommes d'indice impair sont donc plus grandes que les sommes d'indice pair; c'est ce qu'il est aisé de reconnaître directement; elles vont en diminuant quand l'indice va en augmentant; c'est ce qui résulte de la formule
La série alternée
est convergente sans l'être absolument, puisque la série
est divergente. Elle est d'ailleurs très peu convergente.
La série
où X est un nombre positif donné, est une série alternée dont on sait, autremeoi que par les règles précédentes, qu'elle converge absolument. Elle ne satisfait d'ailleurs complètement aux conditions du présent numéro, que si x est plus petit que i. Si ^7 est plus grand que i, les valeurs absolues des premiers termes ne vont pas en décroissant; ils décroissent certainement dès que n est plus grand que x ; à partir de ce moment, les conditions sont vérifiées ; elles le sont, en particulier, pour le reste, dont le premier terme négligé fournit une limite supérieure de l'erreur commise, tandis que le signe de ce premier terme fournit le sens de Terreur.
Si l'on suppose, par exemple, x = lo, les premiers termes de la série sont assez grands; pour trouver un terme plus petit que i (^), il faut aller jusqu'à /i = 25; la somme des vingt-cinq premiers termes de la série fournira une valeur approchée, par défaut, de la somme de la série avec une erreur moindre que I. Le calcul sera assez pénible. Pour les petites valeurs de a?, au contraire, on pourra calculer trè^ aisément la somme de la série, avec une grande approximation.
188. Séries à termes imaginaires. — On peut considérer des suites et des séries à termes imaginaires.
Considérons d'abord une suite de nombres réels ou imaginaires tti, Ma? • • -9 W/î? • • • 5 et supposons, en général, que l'on ait
an et b,i étant des nombres réels.
On dira que a„ tend vers la limite a+ e^, où a et ^ sont deux
nombres réels fixes, si la valeur absolue de la différence u„ — (a-hfp)
tend vers o quand n augmente indéfiniment, si, en d'autres termes,
quelque petit que soit le nombre positif s, cette valeur absolue est
moindre que e, à partir d'une valeur de n suffisamment grande. On
écrit alors
lim Urt = a-^ t'P
OU
lim (m« — a — «P) = o.
{ ' ) Voir dans le Recueil de formules et de tables numériques de HoUel ( Paris, Oauthier-Villars), la table des logarithmes des produits i .2. ..n jusqu'à 100.
En se reporlant à la représentation géométrique des imaginaires, en figurant le point a -|- i^, de coordonnées a et 3, et le cercle décrit de ce point comme centre avec le rayon e, on voit que tous les points //„, à partir d'une certaine valeur de /?, devront être situés à l'intérieur de ce cercle. Quelque petit que soit e, cela devra arriver à partir d'une certaine valeur de /i, qui, naturellement, change avec s. On dit, aussi, dans ces conditions, que le point u^ a pour limite le point a -)- '^f quand n augmente indéfiniment.
Chacune des différences a„ — a, 6„ — ^ est, en valeur absolue, au plus égale à la valeur absolue de «;,-!- 6«/ — a — ^i\ si donc on a
lira M„ = a -h p«,
on aura
lim a/i= a, lim 6„= ^.
Réciproquement, ces deux égalités entraînent
lim M/, = a H- pi ;
il est bien clair, en effet, que, si elles sont vérifiées, le point de coordonnées a^, 6« finit, pourvu que n soit assez grand, par être et rester aussi voisin qu'on le veut du point de coordonnées a, ^. Au reste, on a
et les suppositions limart = a, lim6„=,3, exigent que les nombres
/tr= «0 n -- ao
\an — a| et | 6,^ — ^j puissent devenir et rester plus petits que -,
pourvu que n soit assez grand ; dans ces conditions, le premier membre sera plus petit que s.
On voit donc que la recherche de la limite d'une suite à termes imaginaires revient à rechercher des limites de deux suites à teruies réels.
11 est clair que, si Ton a lim w„= a -+- ^/, on aura
lim \Un\ = |a-»- ^pi\ = ^%*'^ [i«.
La série (a) Wi-Ha,-r
à termes réels ou imaginaires, sera convergente ou non si la somme de ses n premiers termes a, ou non, une limite quand n grandit indéfmimenl. Cette limite, si elle existe, est la somme U de la série. Si Ton pose en général «^ = a„-\- bn i\ la somme des n premiers termes de la série (u) est un nombre imaginaire dans lequel la partie réelle est la somme des n premiers termes de la série
(a) ai-t-aj-H. . .-+-a„-h. . .,
et dans lequel le coefficient de i est la somme des n premiers termes de la série
dire que la série (u) est convergente, c'est donc dire que les deux séries (a), (b) sont convergentes; réciproquement, si les deux séries (a), (6) sont convergentes et ont pour sommes respectives les nombres A, B, la série (n) sera convergente et sa somme U sera égale à A -f- /B. Si l'une des séries (a), (b) est divergente, la série (u) est divergente.
Le reste d'une série convergente se définit comme pour les nombres réels.
On dit que la série (u) est absolument convergente, si la série à termes positifs,
<u') tt'j H- a'j-f....H-tt;'4-...,
formée avec les valeurs absolues de ses termes, est convergente.
On est certain que, dans ce cas, la série (u) est convergente ; on a, en effet,
en sorte que les séries (a), (6) sont convergentes (elles le sont même absolument) : la série (u) est donc convergente. Le reste de cette série limitée au terme Un est, en valeur absolue, inférieur ou égal au reste correspondant de la série (//'), comme on le voit de suite, en faisant augmenter^ indéfiniment dans l'inégalité (* )
(*) L'égalité ne peut avoir lieu que si tous les nombres m^^,, a^^„ sont réels et positifs.
La somme d*une série absolument convergente ne dépend pas de l'ordre de ses termes : en effet, les deux séries (a), (b) étant absolument convergentes, leurs sommes ne dépendent pas de cet ordre
Par exemple, la série
où X est un nombre réel ou imaginaire donné, est absolument convergente; en effet, si x' est la valeur absolue de x, x'" est la valeur absolue de x" et la série formée par les valeurs absolues des termes
est
Le reste de la série proposée, quand on la limite au fV^^^ terme, est moindre, en valeur absolue, que
I . -2 . . . /i /i -H I — ar
en supposant x' <C /i -h i .
Si, en particulier, on remplace x par ix dans la série, elle deviendra
X i x^ ar* i
Si l'on suppose maintenant que x soit réel, et si l'on sépare le> termes réels et les termes imaginaires, on voit que la somme de cette série sera A + B i, en désignant par A et B la somme des deux séries
De même, la série
Multiplication des séries. — Si les deux séries
(y) Pi-t- p,-4-...-t- Prt-4-. ..
à termes réels ou imaginaires sont absolument convergentes, il en est de même de la série
iw) Wi-H w,-t-...-»- (V„,
où l'on suppose
et, en général,
sa somme W est égale au produit des sommes U, V des séries (w), (y). Je désignerai par U,,, V», W^ les sommes respectives des n premiers lermes dans les séries (m), (r), {w).
On observera que (v^ contient le produit de deux termes quelconques des séries (w), {v) dont les indices forment une somme égale à A -h 1 : W„ contient tous les produits analogues dans lesquels les indices forment une somme égale ou inférieure à n -+- i ; tous ces termes figurent évidemment dans le produit développé U/jV», avec d'autres, pour lesquels la somme des indices dépasse /i + i . Si, d'ailleurs, on se donne le nombre naturel /;, on peut prendre n assez grand pour que tous les produits qui figurent dans le produit U^Vp développé figurent aussi dans W„ : il suffit évidemment de prendre
n -f- 1 > ip.
Ceci posé, supposons d'abord que tous les nombres m„, v^ soient positifs ( *); il en sera de même des nombres (v^; on a d'ailleurs, par
(') Le raisonncQient et les conclusions subsistent lors même que quelques-uns de ces nombres seraient nuls.
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les remarques précédentes, W/,<; UnV„<; U V; la série (w) est convergente ; sa somme W est au plus égale à U V.
Soient A, B des nombres positifs respectivement plus petits queU, Vj aussi voisins d'ailleurs qu'on voudra de U, V : on peut prendre // assez grand pour que Ton ait U^, > A, Vp> B, U^ V^ > AB et, en prenant n assez grand,
W>W«>U^Vp>AB;
AB pouvant être supposé aussi voisin qu'on voudra de UV, on voit que W ne peut être inférieur à UV : il lui est nécessairement égal.
Supposons maintenant que a», Vn soient des nombres quelconques, positifs ou négatifs, réels ou imaginaires; désignons par i/^, i>'„ leb valeurs absolues de w^, v„ ; les séries à termes positifs
sont convergentes par hypothèses; soient U', V leurs sommes, U^, y„ les sommes de leurs n premiers termes ; la série
où l'on suppose, en général,
est, d'après ce qu'on vient de dire, convergente et sa somme W est égale à U' V : soit W^, la somme des n premiers termes.
Je rappelle que si, dans un polynôme dont les coefficients sont positifs, on remplace toutes les variables par leurs valeurs absolues, on obtient un nombre positif égal ou supérieur à la valeur absolue du polynôme : l'égalité ne peut avoir lieu que si toutes les variables sont réelles et positives ou nulles. Si donc on regarde, pour un instant,
Wn comme un polynôme dont les variables s'appelleraient «i, u^^
Çfj V21 ' • "f on voit que l'on a [«^nl^tv^^ : la série («>) est absolument convergente.
D'ailleurs l'expression UnV;, — W,,, si l'on développe le produit V/iYn et si l'on supprime les termes de ce produit qui figurent dans Wfl, ne contient plus que des termes tels que «a^-'p? où ol -j- p est supérieur à /i -f- i, c'est encore un polynôme en «4, 1/2? . - . , t?|.
i's, .. ., à coefficients positifs; l'expression U^V^, — W^, se déduit de UnVy, — W„ en remplaçant W|, u^^ ..., ^n ^27 ••• par leurs valeurs absolues; on a donc, pour la même raison que tout à l'heure,
iu„v„-w«|iu;,v;.-w;,
le second membre étant positif. Si l'on fait croître n indéfiniment, Urt, V„, W^, []'„j \'„j WJ, tendront respectivement vers les limites U, V, W, U', V, W ; le second membre de l'inégalité précédente tendra vers o, et l'on aura
|UV- W|lo; comme l'inégalité est impossible, on a UV t= W.
191. Prenons pour les séries (w), (v) les deux séries absolument
convergentes
X X* ar'*
où ;r et^ sont des nombres donnés, d'ailleurs quelconques; on aura
xn ^"-1 Y
(n° 43). Ainsi la somme de la série
est le produit des sommes des séries proposées. En particulier le produit des sommes des deux séries
est égal à 1 , quel que soit x.
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Si l'on prend, en général, pour les séries (i/), (t'), les deux séries
a© -H «1 a: -1- «2 .r* -+- . . . -r- a» x" -I- . . . , b^-t- bix -¥- bix^-*-, . .-h bn^" -H. . .,
où X est un nombre donné tel que les deux séries soient absolument convergentes; on voit que la série
où l'on suppose c© = «« 6©? • • *
Cn = ai,b„-\- ax 6«-i -+-... -h a» ô©»
est absolument convergente et que sa somme est égaie au produit des sommes des séries proposées. On observera que la règle pour former la série produit est la même que la règle pour former le produit de deux polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de x.
Si l'on suppose en particulier, en désignant par /?, q des nombres quelconques
an =■ > On = >
les deux séries seront absolument convergentes, en supposant \x\<C. i. Cn sera un polynôme en />, q\ si /;, q étaient des nombres naturels, les deux séries »e réduiraient à des polynômes, les développements de (i-f-ar)^ et de (ih-xi?; leur produit serait (i -h x)p-^^\ le coefficienr de x'*^ dans le développement de cette dernière expression devrait se réduire à c^; on doit donc avoir, lorsque /^.^ sont des nombres naturels.
_ (/?-Hy)(/?-^- y — !)...(/? -hy — n>Hi)
mais il est aisé de voir que deux polynômes en /?, q qui prennent des valeurs égales pour tous les systèmes de valeurs naturelles attribuées aux variables, sont identiques; l'égalité précédente doit donc être une identité en /?, q^tn sorte que le produit des sommes des deux séries
P pip — i) . P(P — *)' • '(P — n-hi)
est égal quels que soient les nombres /?, q et quel que soit le nombre a:, plus petit que i en valeur absolue, à la somme de la série
192. Limite de ('-'--) pour n infini. — L'expression (> -h -) >
où n est un nombre naturel, est le produit de n facteurs égaux
à 1 H — . Quand n est très grand, chacun de ces facteurs est voisin
de 1, et il y en a beaucoup; on ne se rend pas compte de la valeur du produit, dont on va montrer qu'il tend vers une limite quand n augmente indéfiniment.
On a, en appliquant la formule du binôme,
nP
On transforme le terme général en divisant par n chacun des p facteurs /i, n — I,. .., n — /^-|-i,qui figurent dans le numérateur de la première fraction, et l'on obtient
(I) (n-i ) =H--Î.-+- (i — l)-L-+-(i— i) M — -) — ^ -H... \ n) I \ nj \,i \ n/ \ n/ i.i.S
\ n/ \ nj \ n I 1.2.../?
Le second membre est un développement limité, contenant (n-h ») termes, évidemment positifs.
Soit p un nombre naturel fixe, d'ailleurs quelconque, et supposons n >p- La somme des p -h i premiers termes
I \ n) \ ,1 \ n/ \ nJ \ .2.3
\ n,] \ nJ \ n I i.2.../>
du second membre de l'égalité (i) peut être regardée comme un poly-
nome en -> dont la valeur, si l'on y remplaçait - par o, serait
dont la valeur diffère donc aussi peu qu'on le veut de Sp^ pourvu
que - soit assez petit, que n soit assez grand : la différence est moindre
que tel nombre positif s que l'on voudra, pourvu que n dépasse un nombre positif convenablement choisi.
On est ainsi amené à comparer ( i 4- - j à la série indéfinie
dont on a établi la convergence, et dont on désigne habituellement la somme par e : la limite, pour n infini, de la somme des p -4- i premiers termes du développement de (i-\ — ] est égale à la somme «^
des p -h I premiers termes de cette série.
Dans le second membre de l'égalité (i), on retrouve les premiers termes de la série {e), respectivement multipliés, à partir du troisième, par les facteurs i — ->(i j (i — -\,... qui sont tous positifs et plus petits que i ; chaque terme de ce second membre eàl plus petit que le terme correspondant de la série (e); le second membre est plus petit que la somme des n -4- i premiers termes de la série {e)', il est, a fortiori, plus petit que e. On a
Mais, quand n augmente, - diminue, les facteurs (t )'
(i j> ... augmentent, le nombre des termes, dans le second
membre de (i), augmente aussi; leur somme (i-\ — j augmente
avec n; elle reste inférieure à e, elle a donc, quand n augmente indéfiniment, une limite E, inférieure ou égale à e.
D'un autre côté, si Ton se donne le nombre naturel /?, on a, en
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supposant /i >/',
la limite du premier membre, quand n augmente indéfiniment, ne peut être inférieure à la limite du second membre; on a donc E^e^; les inégalités e^E^e^, où p peut être supposé assez grand pour que la différence e — ep soit aussi petite qu'on le veut, montre que E est égal à e.
Im, limite, pour n iujini, de i\ -\--\ est la somme e de la série
On a vu au n" 182 qu'on pouvait poser
en désignant par 6^ un nombre positif (non nul), plus petit que i.
On obtient des valeurs approchées de e par défaut et par excès en prenant 8^ = o, 6^=1. On voil ainsi, en prenant /> = 2, que e est plus grand que 2, plus petit que 3 ; ce n'est pas un nombre entier; ce n'est
pas non plus une fraction t à termes entiers; s'il en était ainsi, en
etl'et, on pourrait écrire, en prenant /> = 6,
ai I I 0^
En multipliant par 1.2... 6 et en faisant passer dans le premier membre les b -h i premiers termes du second, on en tire évidemment une égalité de la forme
-r- = nombre entier, o
le premier membre est plus petit que 1 et ne peut être nul; l'impossibilité est manifeste. Donc le nombre e est irrationnel.
Hermite a démontré qu'il ne pouvait être racine d'une équation algébrique à coefficients rationnels.
193. Il est utile de savoir calculer, avec une approximation donnée, la somme d'une série dont on sait calculer chaque terme avec telle approximation que l'on veut.
Je me bornerai au cas des séries à termes réels.
Le procédé le plus régulier, quand on a une limite supérieure du reste de la série limitée au /i'^"* terme, est de chercher à déterminer /i de façon que la valeur absolue de ce reste soit plus petite que l'erreur e qu'on veut se permettre, d'évaluer grossièrement la ditVérence s' entre e et la limite supérieure du reste, puis de calculer chaque terme de façon que la somme des erreurs possibles sur chaque terme soit inférieure à e — e'; si l'on a n termes à calculer, on peut, par exemple, calculer chaque terme avec une erreur moindre que -•
D'ordinaire, on procède d'une façon moins régulière : tout d'abord, on cherche à n'utiliser que des séries qui soient rapidement convergentes; les mathématiciens se sont ingéniés à en trouver de telles pour les cas les plus fréquents et les plus intéressants. Dans ces séries, les termes décroissent rapidement, et le reste est du même ordre de petitesse que le premier terme négligé, ou, au moins, que le dernier terme conservé.
Supposons qu'on veuille avoir le résultat avec une erreur moindre que io~^, et que l'on calcule chaque terme, sous forme décimale, en conservant p -\- q décimales ; on aura ainsi chaque terme avec une erreur moindre que lo"/*"^, et même que'^io"^"^, si l'on a forcé, quand il convenait, le dernier chiffre décimal ; on s'arrête dans le calcul des termes lorsque, dans le terme suivant, les/? -|- y chiffres décimaux que l'on devrait garder seront tous des zéros.
Supposons qu'on ait ainsi calculé n termes, l'erreur commise sur la somme de ces n termes sera moindre, suivant les cas, que n lo"^"* ou - lo'P''^. Si l'on représente la valeur absolue du reste par kio~P~^^ le nombre A" ne sera pas grand, habituellement, et l'on peut admettre, conformément aux hypothèses que l'on a faites, qu'il sera inférieur à lo ; quoi qu'il en soit, l'erreur qui résulte, d'une part, des erreurs commises sur chaque terme et, d'autre part, de ce que l'on a néghgé le
reste, sera moindre que (k + n) io~^~^, ou que (^' -H - ) lo'"/'"^; il
suffira, pour avoir T approximation désirée, que l'on ait A- -f- n < lo^ ou k -{ — < io«'.
On voit que, si l'on suppose 9=2, A: < 10, le procédé ne se trouverait en défaut que si l'on avait été obligé de calculer plus de 90 termes dans le premier cas, plus de 180 dans le second. La série ne serait guère convergente; on voit même que, si l'on n'a pas trop de termes à calculer, le nombre k peut très bien être supérieur à 10. Si l'on prenait au contraire g' = i , le résultat serait fréquemment défectueux : d'où la règle que l'on recommande habituellement : calculer deux chiffres de plus qu'on n'en veut garder; s'arrêter quand on ne trouve plus que des zéros; faire la somme et supprimer les deux derniers chiffres.
Sans que j'y insiste, on voit que, en procédant de cette façon, et en calculant chaque terme avec une erreur moindre que ^io~^~*, on pourra, d'ordinaire, avoir le résultat avec une erreur moindre que ^ lo"/*. Si, d'ailleurs, on a quelque scrupule, et que l'on ait une limite supérieure du reste, on pourra toujours s'assurer de ce qu'il en est.
Supposons, par exemple, qu'on veuille avoir Je nombre e avec une erreur moindre que — -9 en partant de la série qui définit ce nombre; on a écrit ci-
des«ious les termes de la série, calculés avec une erreur moindre que =
près, à partir du terme ; les trois premiers, ensemble, forment une
somme égale à 2,5; chaque terme se déduit du précédent. On a mis un point à droite des chiffres forcés.
o,oo83333
o,oooooo3'
On s'est arrêté au terme — ^ <3.io-7, |e reste correspondant est plus petit
que 3.10-*; on est bien sûr ici, d'après le raisonnement général, que l'erreur commise en ne conservant au résultat que les cinq premiers chiffres
10-5 décimaux est moindre que ; il est d'ailleurs aisé de voir que l'approximation est plus élevée. Un des termes a été calculé exactement; quatre termes ont été calculés par défaut; de là, et de ce que l'on a négligé le reste, résulte une erreur possible, par défaut, moindre que
i^-+-3.io-8='23.io
quatre termes ont été pris par excès, d'où une erreur possible, par excès, moindre que 2.10-"'; le nombre e est certainement compris entre les deu\ nombres obtenus, l'un en ajoutant 3 unités du dernier ordre décimal, Tautre en en ôtant 2 unités, c'est-à-dire entre 2,7182821 et 2,7182816; on est sûr que les cinq premières décimales sont exactes et que la valeur 2,718282 est approchée avec une erreur moindre que -J-io-*; en fait, les sept décimales calculée* se trouvent être exactes, la compensation s'étant faite à peu près entre le> erreurs par défaut et les erreurs par excès.
Supposons qu'on veuille calculer la somme, pour x = -t de la série X x^ x^ x"^ x^
En prenant pour log - la valeur o, 19612, on trouve pour les logarithmes des
termes les valeurs ci-dessous, en face desquelles on a mis les nombres correspondants, que l'on prendra pour valeurs des termes de la série
On a fait ci-dessous, d'une part la somme des termes positifs, d'autre pan
la somme des termes négatifs. On trouve
On trouve donc i pour la somme cherchée; les erreurs se sont compensées et le résultat est exact, ainsi qu*on le verni plus tard.
EXERCICES
167. Dans une série convergente on enferme tels termes consécutifs que l'on \eut entre parenthèses^, de manière à regarder leur somme comme effectuée ; montrer que la nouvelle série ainsi obtenue est convergente et a même somme que la proposée.
La série
e«l convergente; en est-il de même de la série
,168. Quelle est la somme de la série convergente
• »ù a, b sont des nombres positifs plus petits que i?
Comment se comporte le rapport d'un terme au précédent quand n augmente indéfiniment? ^^^.) va -<!>vo ^k l ^\: J, ./^^ ^^\^
169. On se donne la suite indéfinie, admettant o pour limite,
Rli Rli '«M ï^ni •••>
on demande l'expression du terme général Un d'une série
dont le reste soit R„, quand on la limite à u,i'
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On se donne la saiie indéfinie
former une série (elle que le rappnrl du (n -h if'"*' terme au /i'''""soil égal à r„. Cas où r,t esl égal à - si n esl pair, à - si n est impair; la série à laquelle on par\ieni alors esl convergente?
171. Former une série dan«i laquelle le rapport du n''™* terme à la «onime des /i premiers lerme»» soit égale à «', en désignant par a un nombre po^iiit plus petit que i. Celte série e'^l-elle convergente?
17î2. Fcirmer une série dont la «onime soit éi:ale à i el dans laquelle le rajH
pori du /i''^""' terme au reste de la séiie, limitée ii ci* lerme, soit égal à -.
1T;{. Trouver la somme de la série
«n partani de Tidentiié
Plu> généralement, la formule à laquelle on parvient en décomposant en frariioiis simples la fraction rationnelle
x{x -h i;. . .{t -f- p) permet de trouver la somme de la série I I
!.•>...// '2.3. . .( /? H- l) * //(tI f- l) . .(tI -h />)
\1\. La série
où/) e«t un nombre po-^itif, est convergente quand « esl positif. Montrer que sa somme tend vers o quand/? augmente indéfîniment.
i7r>. Si i/|. Mj, ..., M//, ... sont des nombres positifs, les séries
I -h Iti
l-hU,
l -1- tl.l
Ut
I — Ui I — Uo I — /^i
sont convergentes ou divergentes en même temps.
176. Dans les mêmes conditions, il en est de m}nie des deux séries
Ml -h M* -h ..
Si Si
où Sn désigne la somme des n premier»; termes de Iji prc ni 'r* série.
On voit aisément que la seconde série est convorj^cnre (juand la première e<t convergenie; pour achever la démonstration, il suffit de pr »uvcr que la seconde série est divergente quand la prefnière est divergente. On observera que lu soni-ne
i^n +-) ihi 4-2 fhi -H/;
ji~ — r* • • . ~T~
C'it |)lu«^ grande que
^n-hp
et que, si la première série est divergente, on j)eut toujours, en se donnani n arbitrairement, prendre/? assez grand pour que le second membre soit aussi
\ raisin de i qu'on voudra, pour qu'il dépasse -t par exemple; on peut done,
dans la seconde série, trouver après le /i''""^ terme as;iez de termes priur que
leur somme dépasse - et, cela, quel que soit /^, etc.
Appliquer la proposition précédente au cas où l'on a M,i=i,qnel que soit n.
177. En désignant par a, b deux nombres positifs donnés, déterminer un nombre A tel que la série dont le n'*^"" terme est
an -h b n soit convergente.
f(x) i78. Une fonction rationnelle—^^ — { étant donnée, dans laquelle le dénomi-
nateur ne s'annule pour aucune valeur entière et positive de a?, on peut lou-
jours en retrancher un polynoinejP(a:) et une fraction de la forme —, où A
est une constante, tels que la série dont le terme général est
soit convergente.
Montrer que l'expression
Sn= 1 h... H ,
où n est un nombre naturel, tend \ers une limite quand n croît indéfîniment On a
*//-vi *~" */i ■ —
2 71 -h I •in-\-i
le second membre est le terme général d'une série convergente dont la somme est la limite de Sn pour n infini.
180, Si »!, aj, . . ., a;i sont des nombres positifs tous plus petits que i, on a
La proposition est évidente pour /i = 2; elle s'établit ensuite par induction. Elle montre qu'on peut poser
(1 — a,) (i — a2)...(i — a«) = i — e (ai -H aj -+-...-+-«„), 0 étant un nombre compris entre o et i.
Si la série à termes positifs
?« I — w» -^ • • • -t- Wn H- . . .
est convergente, le produit
tend, quand n croît indéfiniment, vers une limite Q, différente de o si aucun des nombres W|, Wj, . . ., Unt - • • n'est égal à 1 .
On commencera par supposer que tous les nombres ai, Wj, . . ., m,i, . . . sont plus pelits que i ; la proposition résulte alors du lemme dont l'énoncé constitue Texercice précédent, fl est ensuite aisé d'achever la démonstration, puisque, dans la série proposée, les termes finissent certainement par être tous plus petits que t.
182. Si la série à termes positifs est divergente, le produit
P„= (H- Ml) (H- «,)...(!-+- Un)
croît indéfiniment quand n augmente indéfiniment.
Il en est de même, en supposant tous les nombres ^i, Ut^ . . ., m„, ... inférieurs à I, du produit
\ I — a,/\ i—Ui/ \ i — U;J Conclure de là que, dans les mêmes conditions, le produit
(l — Ui) (l — Ui), . .{\ — Un)
tend vers o quand n augmente indéfiniment.
Si la série
c«il absolument convergente, le produit
ï\= (i -4- ui)(i -+- Ml). . .(i 4- a«)
tend, lorsque n croît indêriniment, vers une limite qui n'est nulle que si Fun des nombres U|, «ti • . ••> "«» . . • est égal à — i.
ISr». On suppose que dans la série à termes positifs
M| -+- Mî -h . . . H- M« -h. . . ,
l'expression "^^ admette, pour n infini, une limite /; pour quelles valeurs M,i
positives du nombre j* peut-on affirmer la convergence, ou la divergence de la
série
Même question, en supposant que l'on ait lim(vM„) = /', montrer que, si
les deux expressions — ^^ et v/m,, ont, l'une et l'autre, une limite pour n in- M/»
fini, ces deux limites sont égales. Montrer que
augmente indéfinimeut avec /i.
i86. Dans la série îilternée
où l'on suppose, en général, m«4.i> m„> o, sans supposer d'ailleurs
Mm Un = o,
on désigne, en général, par Sn la somme des n premiers termes.
Montrer que les sommes d'indice pair vont en croissant avec leur indice, que les sommes d'indice impair vont en décroissant; que chaque somme d'indice impair est plus grande que ciiajue somme d'indice" pair, que s^a et s^a^i tendent vtMs des limites quand n augmente indéfiniment. Sous quelles conditions les liniiies sont-elles égales?
187. RfTectuer le carré et le cube de la série où T désigne un nombre plus petit que i en valeur absolue.
Effectuer le carré des deux séries
et ajouter les résultats.
190. Calculer au moyen d'une table de logarithmes à cinq décimales l'expression
et, au moyen d'une table à srpt décimales, l'expression
191 . Calculer, avec vingt décimales exactes, la somme de la série
pour ^ = o,i et, avec trois décimales exactes, la somme de la même série pour ^ =0,9.
192. Calculer, avec une erreur moindre que 10 "S la somme de chacune des deux séries
TT
X ar' 3^5
pour jr= - et X = - .
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193. Le même raisonnement que Ton a employé au n" 192 pour montrer que
hiï
a une limite quand n croit indéfiniment et que cette limite est la somme e de la série
permet de montrer que, si x est un nombre positif donné, l'expression
tend vers une limite quand n augmente indéfiniment, par valeurs naturelles. et que cette limite est la somme de la série
IH h h... H
Ce dernier résultat subsiste lors même que x est négatif ou imaginaire. En effet, la différence entre la somme S de cette série et ( iH — ] estlt somme de la série
XP
^n+1 rr«-»-*
i.2...(n-»-i) 1 .2. . .(rt -t-2) *"' et Ton peut déduire de là Tinégalité
où r' désigne la \aleur absolue de x et S' la somme de la série
FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE
§ i. - GÉNÉRALITÉS.
194. On a dit plus haut qu'un polynôme en J7, utie fraction rationnelle en X, sont des fonctions de a?, pour dire que, lorsqu'on se donne la valeur numérique de x^ on sait, au moyen d'opérations connues, calculer (*) la valeur correspondante du polynôme ou de la fraction.
S'il s'agit d'une fraction rationnelle, il y a toutefois des valeurs de x pour lesquelles la fonction ne peut être définie, les valeurs pour lesquelles le dénominateur s'annule : ces valeurs sont isolées; mais il n'en est pas toujours ainsi.
Si Ton considère, par exemple, l'expression \/x- — i et si, comme je le suppose ici, on ne veut considérer que des nombres réels, les opérations à efTectuer n'ont pas de signification pour les valeurs de x comprises entre — i et -h i .
Soit X une lettre que l'on regarde comme susceptible de prendre n'importe quelles valeurs, et que, pour cette raison, on désigne sous le nom de variable indépendante; soient a, a' deux nombres réels quelconques, différents entre eux : on dit que j: ap/>artient à Tintervalle (a, a') pour dire qu'il est égal soit à a, soit à a\ soit à une valeur
(') Il faut entendre ici le mot calculer dans un sens qu'il ne comporte guère : s'il s'agit, par exemple, d'un polynôme en J7, même d'un polynôme à coefficients rationnels, on ne peut pas calculer la valeur de ce polynôme pour une valeur irrationnelle 4i« X, ou plutôt on ne peut la calculer qu'approximativenient; si les coefficients sont irralionnelSf le calcul ne peut être effectué même pour les valeurs rationnelles de x\ mais la valeur du polynôme peutôlro définie par une coupure, ou comme une limite, poar chaque valeur de x.
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comprise entre a cl a'] oa dit qu'il est întthieur à l'inlervalle (a, a ) pour dire qu'il est compris entre a et a' sans être t^gal ni à a, ni à /i\ qu'il satisfait aux inégalités a <].r <; «S si l'on suppose «<«'•« et a sont les bornes de l'intervalle.
Imaginons maintenant une autre lettre y et supposons qu'à chaque valeur de x appartenant à l'intervalle (^, a) corresponde une valeur définie de^; il faut entendre par là que, si Ton se donne une valeur pour Xj on sait calculer ou au moins définir la valeur correspondante de^, au moyen d'opérations que l'on sait effectuer sur le nombre x, ou de toute aulre façon. On dit alors que y est une fonction de x, définie dans l'intervalle (a, a'). Au lieu de la lettre j', on emploie souvent, pour désigner une fonction de x, un symbole tel quey(j:^, g{x)^ .... Un polynôme en x est une fonction de x définie dans tout intervalle; une fraction rationnelle en xest une fonction définie dans tout intervalle auquel n'appartient aucune racine du déaominileur; y/i — x'^ est une fonction de x définie dans l'intervalle ( — i, -h i).
On a vu que la somme de la série
était définie pour chaque valeur de x] cette somme est une fonction de X définie dans tout intervalle. Si on la désigne par o(^), le résultat obtenu au n" 290 parla multiplication de deux séries peut s'exprimer en disant que la fonction o(^x) jouit de la propriété qu'exprime l'égalité
Si l'on considère la série
m m( m — i) . m (m — i)...(m — n-hi)
où l'on regarde m comme un nombre donné, on sait que cette série est convergente pour toute valeur de x intérieure à l'intervalle ( — i , -h i >; la somme de cette série est une fonction définie de x dans tout intervalle (a, a') dont les bornes a, a' sont intérieures à l'intervalle ( — i , T). On ne peut pas dire que la somme soit une fonction définie dans tout l'intervalle ( — i, i), puisqu'on ne sait pas si celte somme a un sens pour X égal à — i ou à i .
FONCTIONS O'UNB VARIABLE RÉELLK. 5g
La fonrtJon a^^ où a est un nombre positif donné, a été entièrement dt-finie dans le Chapitre I, au n '2o. J'y reviendrai d'ailleurs au n"2()l.
Ou a rappelé au n"9t la définition des fonctions circulaires siiijr, co> X, tang x^ qui s'introduisent en trigonométrie; les deux premières sont définies dans tout intervalle, la dernière dans tout intervalle
auquel n'appartient pas un multiple impair de -• La définition de ces
fonctions est géomélrique : on doit imaginer un cercle idéal, où l'on pourrait mesurer les arcs, pour les points duquel on pourrait mesurer les abscisses et les ordonnées, avec une précision indéfinie qui ne peut être évidemment réalisée ; mais ce cercle que l'on imagine permet des raisonnements rigoureux, et Ton en déduit, en trigonométrie, les belles propriétés de ces fonctions; on verra plus tard, d'ailleurs, comment on peut substituer à la définition géométrique une définition purement analytique.
l9o. Je n'ai pas besoin d'insister ici sur la représentation graphique des fonctions, avec laquelle le lecteur est déjà familier.
L'ensemble des valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle (a, a') est très bien représenté par le segment de l'axe des x dont les extrémités sont les points d'abscisse a, a'. En parlant du point x de l'axe OX, j'entendrai le point de cet axe dont l'abscisse est J7, con-
Fi-. 36.
JA
fnrmémenl aux conventions du Chapitre L II est aussi fort commode de se figurer la lettre x comme représentant le tenips^ ou plutôt, afin de fondre ensemble les deux représentations, d'imaginer l'axe dts j:- comme une sorte d'horloge rectiligne, où le temps serait marqué par un point qui se mouvrait d'un mouvement uniforme dins
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On se donne la 5aiie indéfinie
former une série lelle que le rapjinr; du (n -h i)'""« terme au /i'*^'"*soit égal à r„. Cas où r„ est égal à - si n esi pair, à - si n est impair; la série à laquelle on parvient alors est convergente?
171. E'^ormer une série dans laquelle le rapport du n'*'"" terme i\ la somme des n premiers lern.e'» soit égale à a", en désignant par a un nombre posilil plus petit que i. Celte série esl-elle convergente?
Ï7î2. F(>rmer une série dont la somme soit éjjale à i el dans laquelle le ni|)pori du /i''"" terme au reste de la série, limitée à ce terme, soii égal à - •
i'ii. Trouver la somme de la série
«n partniU deTidemité
Plus g«Miéralement, la formule à laquelle on parvient en décomposant en frariioiis simples la fraction rationnelle
x{x ■+- i).,.(x -h p) permet de trouver la somme de la série 1 1
il A. La série
oiï p e«t un nombre positif, est convergente quand a est positif. Montrer que sa somme tend vers o quand/? augmente indéfiniment.
i7*>. Si Wi. aj, ..., M/,, ... sonl des nombres positifs, les séries
Ut-h Ui -h ,..-h Un -4- . . . ,
Wl . M, _ U„
l Ui I Uz 1 — «,,
sonl convergentes ou divergentes en même temps. 176. Dans les mêmes conditions, il en est de mJme des deux séries
Wi H- Mj -H .
Si Si
où Sn désigne la somme des n premiers termes de In pre ni -ro série.
On voit aisément que la seconde série est conver<,^(M»te (jumid la première es! convergenle; pour achever la démonsiralion, il suffil de pr )uver que la secundo strie est divergente quand la première est divergente. On observera (juc In somme
Un-^\ , W/Ï-+-2 , , "tï +-/>
e<l phis grande que
et que, si la première série est divergente, on peut toujours, en se donnant n arbitrairement, prendre/» assez grand pour que le second membre soit aussi
loisin de i qu'on voudra, pour qu'il dépasse -» par exemple; on peut donr,
dans la seconde série, trouver après le /i'*"'*^ terme as<ez de termes pour (\uv
leur somme dépasse - et, cela, quel que soit «, etc.
Appliquer la proposition précédente au cas où l'on a //„=f,quel que soit n.
477. En désignant par a, b deu\ nombres positifs donnés, déterujiner nu nombre A tel que la série dont le /i'*^""' terme est
an -{- b n soit convergente.
€2 ClIAPITItK \II.
f{Xk ) — /(^o) doit être plus petite, eu valeur absolue, que tel noml>re positif e que l'on voudra, pourvu que la différence ^i — x^i si»il moindre, en valeur absolue, qu*un nombre positif e', convenablemenl choisi : ce nombre s' dépend ordinairement de s.
Si, par exemple, on considère un cercle, on voit de suite qu'un arc est plus grand que la corde qui le sous-tend, que celle-ci est plus grande que sa projection sur un axe; on voit de suite que, dans l'in-
lervallefo, -]» par exemple, la variation de sinj: pour deux valeurs
\oisines Xq, Xi est moindre que \xo — Xi\\ on en déduit la continuité de sin J7 dans cet inlervalle.
Dans le Chapitre II, où Ton a traité d s polynômes, on n'a pas démontré la continuité dans un intervalle (ce qui, d'ailleurs, n'ollW pas de diffîcullé), mais seulement la confintu/(* pour cliaque valeur de x^ qu'il me reste à définir en général.
Une fonction f{X) définie dans V inler\aUe («, a') est continue pour une valeur particulière Xq appartenant à cet inter^'alle si la différence fi Xx) — f{xo) est moindre en valeur absolue que tel nombre positif t que l'on voudra j pou/vu que x, appartienne aussi ù l*inter\ cille (<7, a) et que la différence Xi — x^soit moindre en i^aleur absolue qu 'un nombre positif t' convenablement choisi.
Quand on se donne le nombre Xq et le nombre positif £| on doit pouvoir trouver e'.
C'est bien dans ce sens qu'on a établi la continuité d'un poivnome. comme fonction de x^ d'abord pour j: = o, puis pour une valeur quelconque de x.
Il est évident que, si une fonction y (j:) est continue dans V intervalle (a, a'), elle sera continue pour chaque valeur x© de x, appartetenant à cet intervalle. Le nombre s étant donné, on en déduira le nombre e' qui conviendra à la fois pour toutes les valeurs de x^, La réci[)roque s'énonce ainsi : Si une fonction /(:f) est continue pour chaque valeur Xq (|ui appartient à l'intervalle (n, a'), elle est continue dans tout cet intervalle. Cette réciproque n'est pas évidente : à chaque valeur de x^) et de £ correspond bien un nombre e'; mais, si Ton >e donne seulement e, il n'est nullement évident qu'on puisse lui faire correspondre un z' qui convienne à la fois pour toutes les valeurs de Xo- Il y a là un point délicat de la théorie des fonctions, que je
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laisse de côté. Cette réciproque se trouvera d'ailleurs établie aisément pour des classes étendues de fonctions continues, mais je dois pré- >enir le lecteur qu'elle est vraie dans sa généralité (*).
Je ne démontrerai pas non plus d'autres propositions importantes, qui se déduisent logiquement de la définition de la continuité, mais qu'on peut regarder comme intuitives pour les fonctions continues, susceptibles de la représentation j;raphique ou cinématique qui a été décrite au n" 19o, et qui fait correspondre un point de Taxe OY à un point de Taxe OX. Je me contente de les énoncer.
Les valeurs d'une fonction /(^c), continue dans l'intervalle (a, a'), restent comprises entre certaines bornes A, A'. 11 y a une certaine \aleur .r' qui peut d'ailleurs être soit a, soit a', soit un nombre intermédiaire, pour laquelle la valeur/(:r') de la fonction est supérieure ou égale à toutes les autres : en d'autres termes, on a, quel que soit le nombre jr appartenant à l'intervalle (a, a')^ /(x')^/{x). De même, il y a une valeur x*, appartenant à Tintervalle (a, a') telle que Ton ait, quel que soit le nombre x appartenant au même intervalle,
Cela revient à dire, bi Ton se reporte à la représentation graphique, que, parmi le.s diverses positions du point y sur l'axe OY qui correspondent aux positions du point x situé sur l'axe OX en «, a' ou e.Ure a et a', il y a deux positions extrêmes ^', j^" qui correspondent
Fig. 37.
H des points x', ^' de l'intervalle ou du segment (a, a'), telles que le point X ^^ soit jamais au-dessus du point ^', au-dessous du point^"; les valeurs de j' qui correspondent aux valeurs de x qui appartiennent
(») Intr., n» 162.
à rintervalle (a, a'), appartiennent toutes à l'intervalle (y", >'). \ii point de vue cinématique, on peut dire que, dans l'intervalle de tenrps (a, a'), le point y, en se mouvant sur Taxe OY, atteint une position^' au-dessus de laquelle il ne monte pas, une position j^ audessous de laquelle il ne descend pas.
On énonce souvent cette propriété des fonctions continues en disant qu'une fonction continue dans Tintervalle (a, a') atteint son maximum et son minimum (').
Si la fonction /(x) est continue dans l'intervalle (<2, a') et si a, i sont deux valeurs de x appartenant à cet intervalle, telles que le> nombres f{^)'if{'^') soientde signes contraires, il y a une valeur r„ de X comprise entre a, a', telle que, pour cette valeur, la fonction/* (x) s'annule : en d'autres termes, il y a une racine x^ de Téquation fix) =o comprise entre a, a'. En effet, le trait de courbe qui joint le point de
Fig. 38.
ex'
coordonnées a et ^ := /(a), qui est au-dessous de l'axe des x, au point de coordonnées a' et p'=/(a') rencontre nécessairement Taxe des x en quelque point .ro, situé entre les points a et a' de cet axe. Dans l'intervalle de temps (a, a'), un point de l'axe des y qui se meut du point p au point ^ ne peut pas ne pas passer par le point O, à un moment x^ compris entre les époques a, a' (*'^).
Plus généralement, un point qui se meut d'une position à une autre passe par toutes les positions intermédiaires ; dans la figure 3^, le point y qui se meut sur l'axe OY dans l'intervalle de temps (a, a \
(>) Intr., n» 161.
(>) Intr , n» 166.
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passe par tous les points du segment qui va dey" ày'î chacune des valeurs de y qui appartiennent à l'intervalle (y\y") peut être regardée comme correspondant à une valeur de x appartenant à Tintervalle (a, a). En d'autres termes encore, toute parallèle à l'axe (les X menée par un point du segment (^', y) rencontre le trait de courbe qui figure la fonction dans l'intervalle (a, a').
Ces propositions ne sont pas moins intuitives que la proposition parliculière sur laquelle on a insisté tout d'abord ; elles peuvent d'ailleurs s'en déduire; si, en effet, fi est une valeur dey comprise entre y et ^', la fonction /(a?) — j^,, continue dans l'intervalle (a, a'), est négative pour j?=J7*, positive pour^^^r'; elle doit donc s'annuler pour une valeur x, intermédiaire entre x" et x'.
On peut aller un peu plus loin dans l'étude de cette proposition |)articulière, qui est extrêmement importante, et dire que la fonclion/(x)s'annule un nombre impair de fois entre a et a', parce qu'un Irait de courbe ne peut pas passer d'un côté de J'axe des x à l'autre r4!)té de cet axe sans le traverser un nombre impair de fois, qu'un point <|ui se meut sur l'axe OY, qui part d'un point situé au-dessous de O pour aboutir à un point situé au-dessus doit passer un nombre impair de fois par le point O.
Cette assertion, que la fonction /{x) s'annule un nombre impair lie fois entre a et a', paraît claire sur la figure Sg, elle tombe évi-
Fig. 39.
oc' X
CL
deinmeut en défaut dans les figures 4o et 4i? et l'on en voit bien la raison : il y a des points où le trait de courbe vient affleurer l'arc des x sans le traverser. Pour conserver à la proposition énoncée sa généralité, on ne comptera pas ces points-là, ou bien on les comptera connue équivalents à un nombre pair de points qui seraient confondus, T. - II. 5
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tandis qu'on comptera pour un nombre impair de points ceux où le trait de courbe traverse l'arc des x, soit de bas en haut, soit de haur en bas. Il sera alors permis de dire que Téquation /(x) = o a un
Fig. 4i.
nombre impair de racines entre a et a', pourvu, toutefois, qu'elle en admette un nombre fini. Si la fonction /(x) s'annulait une infinité de fois entre a et a', la proposition n'aurait plus de sens; d'ailleurs, la représentation graphique ne serait plus possible.
Le lecteur verra sans peine que, lorsque f{x) est un polynôme en j;, les explications qu'on vient de donner concordent bien a\ec la définition de l'ordre de multiplicité d'une racine. Le théorème énoncé est vrai en comptant chaque racine distincte comme équivalant à autant de racines qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Celte notion de l'ordre de multiplicité sera étendue plus tard à d'autres fonctions analogues aux polynômes, mais il n'y a pas lieu d'en donner une définition générale.
Je lui laisse le soin de traduire en langage cinématique ce que l'on vient d'expliquer sur une figure et de reconnaître de la même façon la vérité de la proposition que voici, qui doit être entendue comme la précédente :
Si la fonction f{x) est continue dans l'intenaUe («, a'), si tes nombres ol^ a' appartiennent à cet inten^a/le, et si les valeurs correspondantes /(a), /(a') de la fonction ont le même signe y V équation f{x) = o /l'a pas de racines comprises entre a et a', ou bien en a un nombre pair.
Lorsqu'une fonction de x n'est pas continue pour une valeur .r© de X, elle est dite discoalinue pour cette valeur : Les fractions ra-
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tionnelles nous ont fourni des exemples de discontinuités : celles-ci se présentaient pour des valeurs spéciales de la variable; il en sera de même pour toutes les fonctions que nous étudierons ici; les discontinuités seront toujours exceptionnelles. Toutefois, il importe de remarquer que les discontinuités que nous avons alors rencontrées étaient d'une nature particulière. Il convient, en raison de leur importance, de s'arrêter sur ces discontinuités spéciales, sur ces valeurs de la variable pour lesquelles on dit qu'une fonction dc\ient infinie, qu'elle passe de — oo à -f-oo, etc.
La fonction 7 ; -» par exemple, est définie pour toutes
les valeurs de x^ sauf pour x=^i etpoura: = 2; on a expliqué ce qu'il fallait entendre quand on dit qu'elle devient infinie pour x = i, «jirelle passe de — oo à -H oo, lorsque x passe par cette valeur, quelle tend \ers -H oo quand x tend vers 2 soit par des valeurs plus petites, soit par des valeurs plus grandes que 2. Ces explications peu\ent évidemment être transportées à d'autres fonctions.
Soiiy"(j:) une fonction définie dans l'intervalle (a, a') sauf pour la \aleur a:©; supposons, en outre, qu'elle soit continue pour toutes les \aleurs de x appartenant à cet intervalle, sauf pour x = Xq.
On dira que la fonction /(j?) est ou devient infinie pour x = 0:0, si, quel que soit le nombre positif P, la valeur absolue de /"(j?) dépasse P pour toutes les valeurs dex appartenant à l'intervalle (a, a') qui sont suffisamment voisines de a:©; en d'autres termes, à chaque nombre positif P doit correspondre un nombre positif e tel que l'on ait \f{x) I > P, pourvu que x appartienne à l'intervalle considéré et que
Ton ait \x — Xo\<^z. Dans ces conditions, le rapport -t} — \ est aussi \oisin de o qu'on le veut, pourvu que x soit suffisamment voisin de Xq ; c'est ce qu'on exprime en disant que ce rapport, qui n'est pas défini pour x©, a pour limite o quand x tend vers o ( * ).
( ' ) On voit que le mot limite est pris ici dans un sens analogue mais non idenlique à celui qu'on lui donnait dans le Chapitre précédent : on considérait alors une suiie a,, Un> .... w„, .... ou plutôt le /i'*"* terme de cette suite, que l'on peut ref;arder comme une fonction de la variable n définie pour toutes les valeurs naturelles (!e cette variable; c'est quand n grandissait indéfiniment, en ne prenant que de lelleâ valeurs, que u^ s^approchait de sa limite. Ici x peut prendre toutes les valeurs
fiossibles, et c'est lorsque x s'approche de o, par valeurs quelconques, que -r- — v s'ap-
J \^) l>roche de la limite o.
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Si Ton adopte la définition précédente, il est clair que la fonction y(x), que Ton suppose infînie pour x = J7o> finit, lorsque x est très voisin de Xo, par garder le même signe, pourvu que x reste soitplu> petit que Xo? soit plus grand que x^] en effet, si, en considérant deux valeurs a, a' très voisines de Xq et toutes deux, par exemple, plu> petites que jcq, la fonction f{x) était né;»;ative pour x = a et posiliNe pour x = ol\ elle s'annulerait (à cause de la continuité), pour une valeur de x comprise entre a et a', elle ne serait pas plus grande que P en valeur absolue; cela ne peut plus arriver dès qu'on a dépa^sé la valeur Xq — sa partir de laquelle on a \/{x) \ > P.
Ceci posé, il peut se faire que la fonction /(j?) soit négative pour X <-^(M positive pour x> x^^; elle passe alors de — oo à + x; elle peut être positive avant que x n'atteigne Xq, négative après : elle passe de -h xà — oo. Elle peut être positive avant et après, négali\e avant et après ; elle devient égale à -f- ao dans le premier cas, à — x dans le second: les fonctions - » — > — > — -y discontinues pour
X = o, offrent des exemples de ces différents cas. Les figures 20, >.!. 22, 23 montrent suffisamment comment se comporte le trait Je courbe qui figure la fonction quand x est voisiu de o.
Il peut se faire que la valeur exceptionnelle de x pour laquelle une fonction devient infinie soit précisément une des bornes de FinlcTvalle dans lequel on considère cette fonction; par exemple, la fonction -—= est définie dans l'intervalle ( — i, +1), sauf pour les borne<:
elle est infinie pour ces bornes.
Considérons une fonction /{x) qui soit définie et continue daii*^ l'intervalle (a^ a') quelque grand que soit a'. Il peut se faire que, s !;randissjnl indéfiniment, /(^) s'approche d'une valeur limite, ou .grandisse indéfiniment, ou se comporte tout autrement; la définition (!e la liuiite est pareille à celle qu'on a donnée au n" 171, si ce n'esl (lie, alors, on ne considérait que des valeurs naturelles de la valiable //, et que l'on considère maintenant toutes les valeurs de j*. On dira que/(x) a une limite A pour x = -\- co, lorsque la différenre (Mire y (.r) et A sera moindre en valeur absolue que tel nombre i i le l'on \oudra, pourvu que x dépasse un nombre positif P cou- Ncnablement choisi, d'après la valeur de e. On définira de même la li.jiite pour ^ = — 00; par exemple, - a pour limite o quand x teud \ ; rs ih oc ou vers — oc.
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On dira que la fonction /(j?) devient égale à H- oo pour x = -4- », si la valeur de la fonction f{x) dépasse tel nombre positif P que Ton voudra, pourvu que x dépasse un nombre positif (^ convenablement choisi (d'après P). On définira de même ce qu'il faut entendre quand on dit que f{x) devient égal à — oo pour x = + oo, à -f- oo ou à — oc pour j: = — oo.
F^es polynômes ont fourni des exemples de ces diverses circonstances, et le lecteur se rappelle les graphiques correspondants.
F^es seules discontinuités dont nous ayons jusqu'à présent des exemples correspondent à des valeurs de x pour lesquelles une fonction devienne infinie. Mais une fonction, tout en étant continue en général, peut oflVir d'autres sortes de discontinuités; nous en rencontrerons ainsi qui sont inévitables ; un graphique suffira aisément à en l'aire comprendre la nature.
Fig. ',o.
Considérons une fonction f{x) définie dans l'intervalle (a, a') par 1 arr de courbe AP lorsque x appartient à l'intervalle (a, />), par l'arc de courbe P'A' quand x appartient à l'intervalle (/?, a'). Désignons par q et q' les ordonnées des points P et P'.
Cette fonction f{x) n'est vraiment définie par la figure que pour les \aleurs de x autres que p] pour x =/>, on ne sait pas si la valeur de la fonction est définie par l'arc AP (elle serait alors égale à ç), ou par Tare P'A' (elle serait alors égale à q'). Mais, afin d'avoir une fonction qui soit complètement définie, on peut choisir arbitrairement Tune de ces valeurs ou même une autre. Convenons, par exemple, d'attribuer à la fonction /(j:), pour x=p^ la valeur q\ alors, pour
des valeurs de x^ un peu plus petites que /?, la fonction est voisine de <7, aussi voisine de q qu'on le veut, pourvu que x soit assez voisin de p\ pour les valeurs de x un peu plus grandes que/?, elle est voisine de q\ aussi voisine de q' qu'on le veut pourvu que x soit suffisamment voisin de p. La discontinuité est manifeste; on dit quelquefois que la fonction passe brusquement, pour x=zp^ de la valeur q à la valeur q' , Toutefois, cette façon de parler, qui répond bien à l'aspect de la figure, n'est pas tout à fait correcte ou plutôt n'est pas conforme à la définition précédente, puisque, pour x =/?, la fonction f{x) n'atteint pas la valeur q' .
On peut dire que, lorsque x tend vers p par des valeurs inférieures ou égales à p^f{x) tend vers la limite q^ et que, lorsque a: tend vers p par des valeurs supérieures à /?, f{x) tend vers la limite q'\ mais, celte fois, il faut exclure les valeurs égales à /? (').
Bien entendu, il peut se présenter des discontinuités beaucoup plus compliquées; celles que nous avons considérées nous suffiront.
Enfin, il convient encore de rappeler une circonstance qui s'est présentée dans l'étude des fonctions rationnelles. Il peut très bien arriver qu'une fonction qui est, en général, définie et continue dans l'intervalle (a, a') ne soit pas définie pourune valeur exceptionnelle -r© de cet intervalle, mais qu'on puisse la définir pour cette valeur sans qu'il y ait discontinuité. C'est ce qui arrive, par exemple, pour la fonction — ^* qui n'a pas de sens pour j? = o, mais qui, pour toutes les autres valeurs de x, est égale à la fonction continue 2jp, en sorte que, si on lui attribue, pour x = o, la même valeur qu'à cette fonction 2 x, elle sera toujours continue. D'une façon générale, si la fonction ./{x) est définie et continue dans tout l'intervalle, sauf pour X =z Xq^ et s'il existe un nombre A donty(j7) s'approche indéfiniment (*) quand x tend vers Xq soit par des valeurs plus petites, soit
(*) Le lecteur voit que le mot limite est employé dans des sens diiïérenls, saivant les cas. Il est nécessaire, toutes les fois qu'on emploie le mot, de se rendre compte de son sens précis dans le cis où Ton a affaire.
(2) D'une façon précise, il faut entendre par là que la différence /(x)— A est moindre en valeur absolue que tel nombre positif e que Ton veut, pourvu que la différence x ^ x^y sans être nulle, soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif e' convenablement choisi (d'après e). On dit alors aussi que/(r) a pour limite A, quand x tend vers^, : la même expression, d'ailleurs, s'emploie aussi bien« et dans le même sens, quand la fonction f{x) est continue pour x= x^ et a pour valeur A; mais oo n'a pas alors à exclure la valeur x = x^.
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par des valeurs plus grandes que a?©? ^^ P^*^*^ définir /(.a?) comme étant égale à A pour .r = x^ ; elle devient alors une fonction continue dans tout l'intervalle, et Ton dit que A est la vraie valeur de /(^) pour x = Xq.
L'expression de vraie valeur s'emploie aussi, par extension, quand il s'agit de la limite d'une fonction pour x infini.
Puisqu'une somme, un produit, un rapport varient très peu quand les termes de la somme, les facteurs du produit, le numérateur et le dénominateur du rapport varient très peu (note du n" 138), il est clair que, si les fonctions y(^), o (a?) sont définies dans un intervalle (a, a'), et que, si elles sont continues pour une valeur j:© appartenant à cet intervalle, il en sera de même des fonctions
on doit toutefois, pour la dernière, supposer que o{x) ne s'annule pas pour X ^ Xo ; si les fonctions /*( a:), 'f(.>F) sont continues dans tout l'intervalle (a, a'), il en sera de mêm3des fonctions /(j?) -+- îp(^),
f{^)^{x) et du rapport — — , si ç(^) ne s'annule pas dans l'intervalle (a, «'),
De même, si l'on sait que, lorsque x s'approche de j^o? ^^ lorsque x grandit indéfiniment, les fonctions /(x), o{x) ont pour limites respectives des nombres A, B, il est clair que les fonctions /(^) -h 'f (^),
/(x)o(ar), ^^y^ auront pour limites les nombres A -h B, AB, g* H faut toutefois supposer, dans le dernier cas, que B ne soit pas nul.
197. La notion de fonction et celle de continuité, s'étendent aisément au cas de plusieurs variables indépendrmtes; les polynômes à plusieurs variables nous ont déjà fourni des exemples.
Soient J7, y deux lettres que l'on regarde comm? susceptibles de prendre toutes les valeurs possibles; si, à chaque couple de valeurs numériques attribuées à ces variables, on fait correspondre une valeur de ^, on dira que z est une fonction de x^ y] c'est le cas d'un polynôme en Xj y. Une fonction àex^y peut, d'ailleurs, ne pas être définie pour tous les couples de valeurs de x^y] les mêmes raisons qui nous ont conduit à considérer, pour les fonctions d'une seule
variable, des intervalles où doit rester cette variable, nous amènent à limiter le champ de variation des valeurs de x^ j\ On pourra se borner aux couples de ces valeurs qui, lorsque l'on considère x, j^ comme les coordonnées d'un point, sont figurés par des points situés à l'intérieur d'un certain contour et sur ce contour, par exemple à l'intérieur et sur la circonférence d'un cercle, à l'intérieur et sur le contour d'un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes. Ces conditions s'expriment analytiqucment d'une façon trrs simple : si ^Oî J'o sont les coordonnées du centre du cercle, et R son ravon, on ne considérera que les couples de valeurs de x^y qui vérifient l'inégalité
(I) (a?-aro)«-H(7-7«)»lR»;
si Xo^ yo sont les coordonnées du centre du rectangle et 2a, ih les nombres positifs qui mesurent les longueurs de ses côtés, on ne considérera que les couples de valeurs de x^y qui vérifient les inégalités
Si la correspondance est établie entre chaque couple de valeurs T, )' qui vérifient ces inégalités et la valeur numérique de 3, :; sera une fonction de x, y définie dans le cercle ou le rectangle. On comprend, dès lors, ce qu'il faut entendre quand on dit que la fonction est définie pour le point Xq^ y^ et aux environs de ce point; cela signifie qu'on peut regarder le point de coordonnées ^r©, l'o comme le centre d'un cercle ou d'un rectangle qui peut, d'ailleurs, être aussi petit que l'on veut, et dans lequel la fonction est définie.
Si une fonction y(j7,j^) est définie pour le point Xq^ y^ et aux environs de ce point, on dira qu'elle est continue en ce point pour dire, en gros, que sa valeur change peu quand on remplace x^y par des valeurs respectivement voisines de .ro, J^o et, d'une façon précise, que la di(rérenre/(j:, y) — /(-^«î^I 0) est moindre en valeur al)Solue que tel nombre positifs que Ton voudra, pourvu que les diflérenccN x — ^n^ y — Vo soient moindres en valeur absolue qu'un nombre positif e' convenablement choisi ; à chaque nombre positif s doit correspondre un nombre positif s'.
Si une fonction /(j7, y) est définie dans tout un cercle (et sur la
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circonférence), dans tout un rectangle (et sur le contour), on dira qu'elle est continue dans ce cercle ou ce rectangle si, quelque petit que soit le nombre positifs, on peut lui faire correspondre un nombre positif s' tel que l'on ait
t3) 1/(^1, ri)— /(^o,ro)l<Ê
pourvu que les points de coordonnées X| , yt et JC©, yo appartiennent au cercle ou à sa circonférence, au rectangle ou à son contour, et que Ton ait
'i) 1^1 — aroI<£', 1^1— rol<e'-
En adoptant ces définitions, on a des propositions analogues à celles qu'on a énoncées pour les fonctions d'une variable :
Si une fonction est définie, au sens qu'on vient de dire, dans un cercle ou un rectangle, et si elle est continue en chaque point du cercle et de sa circonférence, du rectangle et de son contour, elle est continue dans tout le cercle, on tout le rectangle, avec la signification qu'on vient de donner à ces mots. Les valeurs qu'elle peut prendre sont alors comprises entre certaines bornes; elle atteint sa valeur maximum et sa valeur minimum. Voici, pour le maximum, le sens précis de ce théorème : si, par exemple, la fonction est définie et continue dans un cercle, y compris sa circonférence, il existe à l'intérieur du cercle, ou sur sa circonférence, un point de coordonnées x\ y tel que Ton ait
pour tous les couples de nombres .r, r figurés par des points situés à rinlérieurou sur la circonférence du cercle. Je rappelle que cette proposition a été admise dans la démonstration du théorème fondamental de r Algèbre (n" 112).
Le lecteur aperçoit, sans que j'insiste, comment on pourra définir une fonction d'un nombre quelconque de variables, et la continuité d'une telle fonction.
Sans doute les interprétations géométriques feront défaut; on ne pourra plus parler d'un cercle, d'un rectangle, etc., mais les inégalités (r), (2), (3), (4) peuvent évidemment être remplacées par des inégalités analogues, avec autant de variables qu'on voudra.
Je reviens aux fonctions d'une seule variable.
198. Fonctions croissantes, décroissantes. — Soity=/(x) une fonction continue dans Tintervalle (a, a') où je suppose a < a', on dit qu'elle est croissante dans cet intervalle si, des deux valeurs de f{x) qui correspondent à deux valeurs distinctes quelconques j:», x, appartenant à cet intervalle, la plus grande correspond toujours à la plus grande valeur de a:, si en d'autres termes la différence/(:r4) — f{^%) est toujours de même signe que X| — x^^ en sorte que le rapport /(•^i "~'-^v^o/est toujours positif, quand les nombres différents Xe, x^ appartiennent à l'intervalle (a, «/). S'il en est ainsi, le trait AA' qui figure la courbe va en montant vers la droite; le point ^' de
Fig. 43.
l'axe OY qui correspond au point x de l'axe OX va en montant quand le point X décrit le segment (a, a')\ la plus petite valeur de la fonction est atteinte pour x = a, la plus grande pour x =^ a'\ lorsque x croît de a à rt', la fonction /(.r) croît de b =f(^a) à b'=/{a') en passant par chaque valeur p comprise entre b et b', et en passant seulement une fois par celte valeur; quand x n'a pas atteint a, la valeur de /\^x) est inférieure à ^; quand x a dépassé a, la valeur de /(.r) est supérieure
La fonction /{x), définie et continue dans l'intervalle (a, a'), est décroissante lorsque, quels que soient les nombres distincts Xo, Ji
appartenant à cet intervalle, le rapport - — — — - est toujours néga-
tif; le trait qui figure la fonction va en s'abaissant vers la droite, etc., le point j^ de l'axe OY descend quand x croît de a à a'; le maximum est atteint pour jc = a, le minimum pour x = a' ] la fonction passe une fois par chaque valeur comprise entre b=/{a)^ b'=f{a')'
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Lorsqu'on s'est occupj des polynômes ou des fractions rationnelles, on ne s'est pas occupé de la croissance ou de la décroissance de ces fondions dans un intervalle, mais seulement pour une valeur spéciale de la variable.
Fig. 4'4
La fonction /(j:) est croissante pour x^ si le rapport-^ ^'^ ^-^ ^"^
est positif pour les valeurs de x, suffisamment voisines de Xq et différentes de Xq ; elle est décroissante pour Xq si le rapport est négatif dans les mêmes conditions.
Il est clair que, si une fonction est croissante dans un intervalle au hons que Ton a dit, elle est croissante pour chaque valeur de 2: appartenant à cet intervalle; réciproquement, si elle est croissante pour cliaque valeur de x appartenant à l'intervalle, elle est croissante dans tout Fintervalle. Cette réciproque, au point de vue logique, aurait besoin d'être Remontrée (* ); le lecteur n'éprouve sans doute aucune diffîculté à l'admettre.
il serait bien naturel d'admettre aussi que, si une fonction continue dans Fintervalle (a, a') n'est pas constamment croissante, décroissante ou constante dans cet intervalle, on peut décomposer (a, a') en un nombre fini d'intervalles partiels (a, ai), («<, «2)5 • • 5 (^p^ <^) tels que, dans chacun d'eux, la fonction soit ou croissante, ou décroissante, on constante. En fait, il n'en est pas ainsi : cette possibilité n'est pas logiquement impliquée parla définition de la continuité, et le lecteur
( ' ) Intr., D» 167.
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doit en être averti; rn a donné des exemples de fonctions qui salis font à la définition de la couliuinlé et qui cependant ne sont, pour aucune valeur de la variable, ni croissantes, ni décroissantes, qui ne sont pas non plus constantes dans un intervalle fini (*).
De telles fonctions échappent à la représentation graphique ou cinématique que Ton a définies plus haut; nous ne pouvons imaginer ni une courbe dont l'ordonnée n'aille pas en croissant ou en décroissant, ni un mouvement rectiligne dans lequel on ne puisse pas dire, à aucun moment, que le mobile a\ance ou recule. Elles n'inlerviendrcml d'ailleurs pas dans la suite de ce livre.
Malgré leur évidence, il n'est pas inutile de résumer les remarque^ suivantes :
Si A est une constante positive, les fonctions /(x) et A/(x) varient dans le même sens : si la première est croissante ou décroissante dans un intervalle, il en est de même de la seconde. Au contraire, si \ est une constante négative, les fonctions /(.r) et Ay(.r) varient en sens contraire; si l'une est croissante dans un intervalle, l'autre est décroissante. Si /{'^) et c3(jc) sont toutes les deux croissantes, ou toutes les deux décroissantes, dans un même intervalle, la fonction/! j:*) -i- ^< x ) est croissante, ou décroissante, dans cet intervalle : il en est de même du produil/(j ) 'f (.^), si dans cet intervalle les deux fonctions /< .r ) et <p(j;) restent positives; quand elles sont toutes deux négatives, le produity'(^) 'f{x) est au contraire décroissant si les deux fonctions y<jr k ç)(x) sont croissantes, croissant si les deux fonctions sont décroissantes. On reconnaît de même comment varie la différence /(jt) — z-iX', quand les deux fonctions /'(^r) elo(x) varient en sens contraire. Si la fonction /(.r) est croissante dans un intervalle et ne s'annule pa-^
dans cet intervalle, la fonction ---, — - est décroissante dans cet inler-
valle; si la fonction /(^) est décroissinte et ne s'annule pas, la
fonction -7^ — r est croissante, etc.
Pour donner une application de ces remarques si simples, considérons la fonction
(') Intl., n' 237.
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OÙ je suppose que les nombres a^ b, c, , . .^ l soient distincts, et les ujinbres A, B, C, . . ., L positifs. Chacun des termes dont la fonction est la sommii est une fonction décroissante de x dans tout intervalle où elle est continue; )' est donc une fonction décroissante de:r, dans tout intervalle auquel n'appartient aucun des nombres <'/, />, c, ..., /.D'autre p irl, quand x traverse en croissant l'une des valeurs a y 6, . . ., /, pour lesquelles la fonction est discontinue, il est clair que la fonction passe de — 3C à -|-«, comme la fraction qui devient infinie; les autres fractions n'influent pas. Enfin, pour x très grand en valeur absolue, chacune des fractions est très voisine de o, négative si x est négatif, positive si X est positif. Si donc on suppose a < 6 < . . . <C ') on voit que, X croissant de — oo à a, y décroit de o à — oc; pour x = a^ y passe de — oo à -h«; quand x croît de « à6, j^ décroit de -f-oo à — oc; pour X ^= by y passe de — oo à 4-<x>; quand x croît Ae b k c^ y décroît de -h oc à — oc, etc.; quand x croît de / à -H oc, jk décroit de -h oo à o; la forme de la courbe qui représente la fonction est évidente; cette courbe est asymptote à l'axe des x, au-dessous pour la partie négative^ au-dessus pour la partie positive; elle est asymptote aussi à chacune des parallèles à Taxe des y menées par les points a, A, . . ., /de l'axe des X : le schéma ci-dessous indique suffisamment cette forme.
Si l'oa se donne une valeur quelconque P, autre que o, la fonction considérée atteindra cette valeur une fois dans chaque intervalle (a, 6), (6, c), . . ., (A*, l) et une fois seulement; elle atteindra de plus cette valeur pour une valeur de x plus petite que a, si P est négatif, pour une valeur de x plus gran le que / si P est positif; en d'autres termes^
s'il y a r nombres rz, />, . . ., /, Téqualion
X — a JL- — b
aura /• rarines réelles; on reconnaît de suite, en chassant les dénominateurs, que cette équation est de degré r; elle a donc toutes ses racines réelles et distinctes, distribuées comme on Fa expliqué plus haut.
199. Fonctions inverses. — Une fonction/( j:), continue dans l'intervalle (V/, «') et croissante, ou décroissante, dans tout cet intervalle, offre ceci de précieux que l'équation j^ = y(j7) permet de définir aussi bien J7 comme fonction de j^que j^ comme fonction de x. Je raisonnerai dans le cas où la fonction est croissante et où l'on a ^/ <; a^
On a vu qu'à chaque valeur ^ appartenant à l'intervalle (A, //) duni les bornes sont les nombres b^f{a)y b'=/(a'), correspond tin nombre a, et un seul, appartenant à l'intervalle (^, «') tel que Ton ail
Fig. 46.
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P =:/(a). Regardons comme se correspondant deux nombres y et x appartenant l'un à rintervalle (6, 6'), l'autre à l'intervalle (>/, a ) ol tels que l'on ait v=/(a7); le trait de courbe A-V rend la correspuu- <lance très claire : si l'on se donne x = a, la valeur correspondaiiUdey s'obtient en menant jusqu'à la courbe une parallèle à OV par le point a de l'axe des x^ et en projetant le point d'intersection sur i'axe des j^; si l'on se donne y:=z^^ on trouve la valeur correspon-
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dante de x en menant jusqu'à la courbe une parallèle à OX par le point 3 de l'axe des j^ et en projetant le point d'intersection sur l'axe des X. Quand x croît de « à a', le nombre correspondant j^ croit de b à y\ quand j' croît de é à è', x croît de a à a'.
Celle correspondance définit aussi bien, ainsi qu'on l'a annoncé, y comme fonction de x^ dans l'intervalle {a^ a') et x comme fonction de V, dans Tintervalle (6, b')\ je désignerai par ¥{y) cette dernière fonction. Chaque couple de valeurs correspondantes x^ y >crifie les deux équations y=zf[x)^ x =z¥{y), qu'on peut regarder comme équivalentes, étant entendu que, dans la première, «c doit appartenir à l'inlervalle («, a'), que, dans la seconde, y doit appartenir à l'intervalle (6, U). Si, dans/(a:), on remplace x par F(jv'), le résultat est toujours y^ si, dans F(^v), on remplace y par f{x)^ le résultat est toujours X.
Des deux fonctions /(j:-), F(y), chacune est dite inverse de l'autre.
On a déjà fait observer que la fonction F(j^), dans l'intervalle 16, b') où elle est définie, est croissante; on voit bien sur la figure qu'elle est continue. 11 est d'ailleurs aisé de constater qu'elle satisfait, pour une valeur quelconque p dej', à la définition de la continuité.
Je supposerai p compris entre b et b' ; la modification qu'ily aurait lieu de faire à la démonstration si l'on avait p = b ou '^ = b' est insijçnifiante. Afin d'établir la continuité de la fonction F (y) poury = p, il faut prouver que, quelque petit que soit le nombre e, on a |F| y) — F( ^) I <;s, pourvu que la diflérence j^ — p soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif s' convenablement choisi. Si x est la \aleur correspondant à y^ F (y) — F([î) est la même chose que X — a; cette dernière différence sera moindre en valeur absolue que e, si le point x, de l'axe OX, est entre les deux points a^, a, de cet axe, situés à une distance £ de a; soient ^o» pi les points correspondants sur OY ; si y est représenté par un point de l'axe OY situé entre jî© et p,, le point correspondant x de l'axe OX sera sûrement compris entre les deux points ao, a^ ; il suffira donc de prendre pour e' la plus petite des distances du point ^ aux points ^o? p\i et d'assujettir y — p à être moindre que e' en valeur absolue ; on sera sûr quejr — a, ou F (y) — F(P), est moindre en valeur absolue que e.
De la façon dont varient ensemble les variables x et r, il résulte que, si X ou F(^) tend vers oLj y ox\f{x) tend vers p; que, si^ ou f{x) tend vers p, x ou F{y) tend vers a.
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De même, si la foaclioa f{.r ) esl coulinue et décroissanle dans l'inlervalle ( a, a'), l'équation^ z=.f{x) définil, sans ambiguïté, -r coniuif une fonclion de y pour les valeurs de y comprises entre fi a i et /(a ». Cette fonction F(j^), in\erse de la fonclion/i j- 1, est continue el décroisdante ; ses valeurs appartiennent toutes à Tinlervalle (a, a i.
Au contraire, si la fonction /(-rj, que je suppose toujours continue dans rinter\alle (a, a')j est tantôt croissante, tantôt décroissante dans cet intervalle, si le trait de courbe qui la ligure va lantùl en montant, tantôt en descendant, en sorte que les parallèles à Taxe OX puissent le rencontrer en plusieurs points qui se projettent sur Tare OX entre les points a et a' de cet axe, ni ce trait de courbe, ni l'équation j'=/(.t), jointe à la condition que -r soit compris, entre a el a\ ne suffir.>nl ù définir sans ambiguïté, pour les \alei;r-.
de y appartenant à rintervalle borné par la plus petite et la plus grande des valeurs que prend /(a:), une fonction continue F(j'), qui puisse être regardée comina la fonction inverse dey(a:), en ce sen* que f{x ), quand on y remplace x par ¥{y)^ se réduise -a y.
Considérons, par exemple, la fonction /(j?) figurée par le trait de courbe ci-dessus {fig» 47 )î quand x croit de a à u^^ y croît de // à t| ; quand x croît de cix à (i\ y décroît de bx k b' \ quand x cny\i de a à a\ y passe deux fois par une valeur telle que p, représentée, sur OY, par un point situé entre 6' et 6»; il y a deux valeurs a, a! de x comprises, Tune entre a el ai, Taulre enlre a^ et a\ qui font acquérir à f{x) la valeur fi; si l'on veut qu'il ne corresponde
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qu'une seule valeur de j: à chaque valeur de y appartenant à Fintervalle (A| 6'), et que la correspondance soit continue, il est nécessaire de choisir toujours comme valeur de x correspondant à y compris entre b et //, la valeur comprise entre a et ai, on aura ainsi défini, pour les valeurs de y appartenant à Tintervalle (è, é|), une fonction continue et croissante F (y) qui satisfera à la condition imposée. Toutefois, si Ton veut dire encore que les équations
sont équivalentes, il ne faut plus considérer les valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle (cr, <?'), mais seulement celles qui appartiennent à l'intervalle (<7, «i), auxquelles correspondent les valeurs àe y qui appartiennent à l'intervalle (6, 6|).
Il est d'ailleurs aisé d'imaginer des traits de courbe tels qu'il soit impossible de définir, dans tout l'intervalle (6, b')^ une fonction continue F(r), inverse de la fonction/(.r) définie dans l'intervalle (a, a ) : tel serait le cas de la figure 48, sur laquelle je crois inutile
Fig. 18.
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d'entrer dans plus d'explications. Mais, en fractionnant l'intervalle î a, a') en trois intervalles partiels (a, ai), (ai, a^), (aa, a'), auxquels on fera correspondre les intervalles (6, è|), (b^^ b^)-, (èa, 6'), on pourra définir trois fonctions continues, inverses de /(a:).
Enfin, il importe de se rappeler que le nom de la variable n'importe pas; on dira que F(a?) est la fonction inverse de la fonction /(j;), T. - II. 6
pour dire que si, dans cette dernière fonction, on remplace i par F(;r), le résultat obtenu n'est autre chose que x.
On donnera plus loin divers exemples de fonctions inverses : un premier exemple simple est fourni par la définition de la fonction j* pour m rationnel.
Tout d'abord, lorsque m est un nombre naturel, il est clair que la fonction x^ est continue et croissante dans l'intervalle (o, A), quel que soit le nombre positif A; elle croît d'ailleurs de o à -h oo quand jt croît de o à + 00. L'équation j^ = x"\ où x et y sont seulement assujettis à être positifs, définit aussi bien x comme fonction de^ que > comme fonction de x : elle équivaut à l'équation x = \fy\ la ^'^^'^lion \/y est la fonction inverse de la fonction x"* : elle est définie, continue et croissante dans tout l'intervalle (o, B) où B est un nombre positif; elle est égale à -f- oo pour y = -t-oc.
Comme le produit de deux ou de plusieurs fonctions continues esl une fonction continue, il est clair que, si /? et y sont des nombres
naturels, la fonction {\Jx)p^=- x'f^ qui est le produit de p fonctions égales à ^x^ sera continue dans tout intervalle (o. A) où A est un nombre positif. La fonction
xn
sera une fonction continue dans tout intervalle (^, o!) dont les bo^ne^ sont des nombres positifs; elle est infinie pour x =zo, La continuité de la fonction x"^s pour ni rationnel, est ainsi établie, dans toul intervalle à bornes positives. On verra plus tard que cette continuité subsiste quand m est irrationnel.
DÉFINITION DE DIVERSES FONCTIONS
200. Fonctions circulaires inversos. — Le lecteur n'aura aucune peine à construire les courbes qui représentent les fonctions sinJ, cos.r, tang.r, et à retrouver sur ces courbes les définitions des fonctions inverses, que je préfère déduire de 4a définition même de sinJ", cos^, tangx.
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Figurons le cercle trigonomé trique de centre O, de rayon i; soit A
roriglnedesarcs, Ble point dont l'abscisse circulaire estH — » en sorte
que le sens positif, sur la circonférence, est le sens de A vers B; OA et OB sont les directions positives sur les axes des cosinus et des sinus
Lfig' 49)-
Si l'on pose x = sina, on sait que, lorsqu'on se donne le nombre Jc tipparlenant à l'intervalle ( — i, i),ilja une infinité de valeurs aqui vérifient celle équation, à savoir tous les arcs ayant leur origine en A et dont on obtient l'extrémité par la construction suivante : sur l'axe des ^jnus, on marque le point Q tel que l'équivalent algébrique du vecteur OQ soit j; et, par le point Q, on mène à l'axe OA une parallèle qui rencontre le cercle trigonométrique en deux points M, M' : ils sont les extrémités cherchées ; si l'on veut définir a en fonction de a:, au moyen de l'équation x = sina, il est nécessaire de choisir un arc ayant son origine en A et son extrémité en M ou en M' : on lui attribuera d'abord pour extrémité le point M dont l'abscisse est positive, et l'on choisira parmi les arcs qui ont leur origine en A et leur extrémité en M celui qui est le plus petit en valeur absolue : tout ceci revient à dire qu'on choisira pour acelle des solutions de l'équation (en a) x := sina qui appartient à l'intervalle
on la représente par arc sin j? (arc sinus j; ou, plus explicitement, arc Jont le sinus est x). Toutes les solutions de l'équation sont comprises
dans l'une ou l'autre des formules
aArir-i-arc sinar, (2X: -4-1)7: — arcsin^r,
OÙ k est un nombre entier.
La correspondance ainsi définie entre a et a? reliés par l'équation
X = sina
et appartenant, a à l'intervalle ( — -» r ) et j? à rîntervalle ( — i, 1),
apparaît nettement au lecteur, qui doit voir le point M décrire le demi-cercle B' AB, en montant de B' vers B, en même temps que le point Q décrit en montant le diamètre B'B; que arc sinj? soit une fonction continue et croissante de x quand x croît de — i à -h i , c'est ce que ce mouvement rend visible.
Au reste, on n'a fait qu'appliquer la méthode du n" 198 : quand a
croît de — ;^ à -h - » la fonction continue sina croît de — i à -h 1 , en
prenant ainsi toutes les valeurs possibles de — i à + i ; donc, inversement, l'équation x = sina, quand on assujettit a à appartenir à Tin-
tervalle ( * r ) ' définit a comme une fonction continue et croissante de x^ dans l'intervalle ( — 1, i) : c'est cette fonction qu'où représente par le symbole arc sina?.
On a arc sin (sin:c) = tc, pour x compris entre et -, puis
arc sino = o, arc sin - = - > arc sin — = - ,
arc sin — = t* arc sin i = - .
La fonction arc sina: est impaire y c'est-à-dire qu'elle change de signe sans changer de valeur absolue quand on y remplace x par — z.
Lorsque a croît de o à tc, cosa décroît de i à — i et prend toutes les valeurs possibles de i à — i; pour définir a comme fonction de x dans rintervalle ( — i, i), on choisira la valeur a, comprise entre 0 et Tz qui satisfait à l'équation (en a) x = cosa; cette racine se représente par arc cosar (arccosinusx ou arc dont le cosinus est x), La fonction arccosar est définie et continue pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle ( — 1,1); elle décroît de tt à o, quand x croît
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de — I à i; on a arccos(cos^) = j:, pour a: compris entre o et tz. Je laisse au lecteur le soin d'établir les égalités
arc cosa: ■+■ arc cos (— a?) = it,
arc SI n a* -H arc cos J? —7"
Le lecteur doit avoir sous les yeux la construction géométrique de
arccos:r, comme celle de arcsin^. Il me paraît inutile d'y insister.
Toutes les solutions de l'équation (en a) j7=cosa sont comprises
dans la formule
ikit^ arc cosa",
où k est un nombre entier.
Lorsque l'extrémité M de l'arc a, compris entre et-> décrit
en montant le demi-cercle B'AB, on voit le point T extrémité du vecteur AT, dont l'équivalent algébrique est tang a;, décrire l'axe des tangentes de — 00 à +00; la correspondance entre les valeurs de x et de a liées par la relation x = tanga, apparaît nettement quand
on assujettit x à être compris entre et -; la valeur de a qui correspond ainsi à j? se représente par le symbole arc tang x( arc tangente X ou arc dont la tangente est x) : la fonction arc tangue est définie et continue pour toutes les valeurs de x; elle croît de à H —
quand x croît de — 00 à -i- 00. Toutes les solutions de l'équation (en a) ^ = tanga sont données par la formule kTz-\- arc tangJ7. La fonction arc tang x est impaire ; on a
arc tango = 0, arc tang --= = - » arciangi=-, arctang/3 = '*
Le choix que l'on a fait pour définir les fonctions arc sinx, arc cos j?, arc tangâ? est, dans une certaine mesure, arbitraire. On pourrait par exemple ajouter tt à arc tang^ ; on aurait encore une fonction continue. On s'est laissé guider par des raisons de simplicité évidentes, et l'on a voulu en particulier que les fonctions continues arc sin j?, arc tangx s'annulassent pour â7 = o. Cette condition et la condition de continuité fixent les définitions, comme il est aisé de le voir.
Il paraîtrait peut-être naturel au lecteur de définir la fonction arc tang^r comme devant être comprise entre o et u; il reconnaîtra
sans peine que cette définition est inacceptable : pour x un peu plu* petit que o, la fonction ainsi définie serait un peu plus petite que t:; pour X un peu plus grand que o, elle serait un peu plus grande que o ; la discontinuité est évidente; pour ^ = o, enfin, il y aurait deux valeurs possibles, o ou tc, la fonction ne serait même pas définie. Le lecteur pourra consti^ire la courbe qui représenterait la fonction dont on vient de parler, et se rendre compte, sur sa forme, de la discontinuité et de l'ambiguïté pour :r = o. La discontinuité pour ^ = o de
la fonction arctang-, assujettie, bien entendu, à être comprise
entre et -> est aisée à reconnaître ; pour x négatif voisin de o, la
fonction est voisine de ; pour x positif voisin de o, elle est voisine de H — ; pour jc = o, elle n'a pas de sens. Je laisse au lecteur le
soin d'établir la relation
TC
arc tang j; -+- arc lang — = di — ,
OÙ il faut prendre le signe H- ou le signe — suivant que x est positif ou négatif.
Les fonctions arc sinj:, arc cos J7, arc tangj;, quand on se donne x^ se calculent aisément au moyen des tables trlgonométrlques. Pour arc SI n^, par exemple, on cherche le logarithme de|x|, puis Tare corresoondant, dans la table, que l'on trouvera exprimé en grades et en fractions décimales de grade; le résultat devra être multiplié (')
par — j et affecté du signe -4- ou — suivant que x est positif ou
négatif.
On aura à utiliser ultérieurement une correspondance entre x et v qui définit aussi bien j* comme fonction de j: ou o: comme fonction de^, et que l'on peut caractériser comme il suit :
Deux valeurs correspondantes de x et de v doivent vérifier Téqui-
tion
tang^ = n tangj<,
où n est un nombre positif donné; lorsque x est un multiple entier
(*) La plupart des tables de logarithmes contiennent des tables de muliipleàde -» qui rendent la multiplication facile.
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de-> y lui esl égal. Les extrémités des arcs x et y^ dont l'origine est en A, tombent toujours dans le même quadrant; la différence entre les arcs y ei x est toujours moindre en valeur absolue que •;-•
Il est très aisé de suivre sur la figure la variation de y avec celle de X. Si l'extrémité de l'arc x est en M, la perspective du point M sur
Fig. 5o.
l'axe des tangentes est en T; l'équivalent algébrique du vecteur AT est tang x ; du pointT, on déduit le point T' tel que l'on ait Al''= n AT ; n étant positif, les points T et T' sont du même côté de A. On mène le diamètre qui passe par T'; on choisit l'extrémité M' de ce diamètre qui se trouve dans le même quadrant que le point M et l'on choisit, pour l'arc y, celui des arcs ayant M' pour extrémité qui diffère de x d'une quantité moindre que -•
Lorsque x est égal à o, les points M, T, T\ M' sont en A.^y = o; quand x croît, les points M et M' se séparent; il est clair que y croît avec X, et croît de o à - quand x croît de o à ~; quand M est en B, il en est de même de M'; les points T, T' sont à Tinlini; quand x est un peu plus grand que-, M est un peu au delà de B. Les points T,T' sont très loin, en bas, sur l'axe des tangentes, le point M' est voisin de B et de M^y est un peu plus grand que-; quand .rcrpît de -à7î,
y croît aussi de - à tï; pour ;r := tt, les points M, M' sont confondus en A', les points Tj T' en A; le lecteur continuera de lui-même cette
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description; il Tétendra sans peine aux valeurs négatives de x et reconnaîtra que, lorsque x croît de — oc à -+- oc, la fonction j de j ainsi définie est continue et croissante, elle croît aussi de — oc à -h x. Il pourra aussi construire, en coordonnées rectangulaires, la courbe qui la figure.
Je représenterai cette fonction par Arc tang(/i tangx); c'est cerlainement un des arcs dont la tangente est n tangx, mais ce n^est pas
celui ( compris entre et -h - 1 que Ton a défini comme étant
arc tang(/i tang.r), c'est pourquoi j'ai employé un autre symbole. La fonction Arc tang(n tangx) est impaire. L'une des deux égalités
y = Arc tang(/i tang^r), x = Arc tang ( — tang^ j
entraîne l'autre.
Si X et a^ sont deux arcs qui difl'èrent d'un multiple de tî, en sorte que leurs tangentes soient égales, les deux quantités Arc tang(/i tang.ri ■et Arctang(/i tangj;') ne pourront diflerer que d'un multiple de-, puisque leurs tangentes, à savoir tang(n langx) et tang (/i tang J' sont égales. On a, quel que soit le nombre entier A*,
Arc tang[n tang(X"'it-i-a7)] = kiz -h Arc tang(/i tang;r) :
en effet la différence Arc tang[/i tang(/r7î -f- x)\ — Arc tang(/i tangj) est une fonction continue de .r; cette différence, d'autre part, est un multiple de tt, qui ne peut varier que brusquement d'un multiple de t:; «elle est donc constante : or, pour x égal à o, elle est égale à kr^.
Les deux expressions Arc tang n tang ( x j et
r /^ M / '^ \ . "^ /langxX
arc taniî n taiiff [ x \ \ = arc tan<î( 1= =i= arc tangf ^—
''l *'\'A /J "\laMg.r/ -2 ^\ n j
ne peuvent différer que d'un multiple de ir; il en résulte que la fonction continue
Arc lang nlangf - — x\ -+- Arc tang ( ^ \
est un multiple impair de -; elle est donc constante et égale à la
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valeur - qu'elle prend pour x= o. On conclut de là, en changeant x en — X, l'égalité
Arc lang n tang ( — -h a?) — Arc tang ( — ) =
201. Fonction exponentielle. Logarithmes. — Rappelons brièvement la définition de a^ où a est un nombre positif, que je supposerai plus grand que i.
Lorsque x est un nombre naturel, a^ est le produit de x facteurs égaux à a; en étendant un peu le sens du mol fonction (*), on peut dire que a-' est une fonction dex définie dans l'ensemble des nombres naturels.
Les formules
où /> et q désignent deux nombres naturels, et a un nombre rationnel quelconque, fournissent ensuite la signification de a^ quand x est un nombre rationnel quelconque; à ce moment, il est permis de dire que a^ est une fonction définie dans l'ensemble des nombres rationnels.
Enfin quand x est un nombre irrationnel, a^ est défini au moyen d'une coupure (n"* 25, 26). Dès lors a* est une fonction de x définie dans tout intervalle; c'est la fonction exponentielle.
Cette fonction, positive pour toute valeur de x^ est continue dans tout intervalle; on a en eff^et montré à la fin du n** 25 que la diff*érence a» — a"^' est plus petite en valeur absolue que le nombre positif e, pourvu que a, a' soient plus petits en valeur absolue qu'un nombre positif fixe r et que la différence a — a' soit moindre, en valeur absolue, qu'un nombre positif e' qu'on a appris à calculer, au moyen de e, et Ton a fait observer, à la fin du n° 26, que ce résultat subsistait quand même a, a' étaient irrationnels; on a observé aussi que l'inégalité a'> a entraînait a*'> a"; cela revient à dire que la fonction a^ est croissante.
Si a= T était un nombre positif plus petit que i, on aurait a-^= r^» :-) /ntr,, n- 148.
b étant plus grand que i ; j- est une fonction continue de x, puisque ^'^
est une fonction continue, toujours posilive ; a^ serait encore une fonction continue; on voit de suite qu'elle est décroissante. Après cette remarque, je continue de supposer a > i. La fonction a^ jouit de la propriété fondamentale qu'exprime l'égalité
On a encore
Cette égalité, il est vrai, n'a été établie que pour les valeurs rationnelles de x^ x' ; mais, une fois la notion de la continuité acquise, son extension est immédiate. Posons, en effet, a^=: u, et regardons pour un instant x' comme un nombre rationnel fixe ; le premier membre de l'égalité à démontrer est a^. C'est, comme on a vu (n" 199), une fonction continue de m, pourvu que cette variable soit positive; or cette variable est essentiellement positive, puisqu'elle représente a^. A une petite variation de u correspond une petite variation de u^ : or, en vertu de la continuité de a^, à une petite variation de x correspond une petite variation de m, donc de u^] d'un autre côté, à une petite variation de x correspond une petite variation du produit jrx', de l'exposant de a^-^, et par conséquent de a^^'; si donc x' est un nombre rationnel fixe, les deux membres de l'égalité à démontrer sont des fonctions continues de x. Or ils sont égaux pour toutes Its valeurs rationnelles de x^ ils sont donc toujours égaux, puisque, pour une valeur irrationnelle de x, ils diffèrent, l'un et l'autre, aussi peu qu'on le veut de nombres que l'on sait être égaux. On a donc u^'z=ia^^ pour n'importe quelle valeur rationnelle de x'. Si maintenant on laisse fixe le nombre x et par conséquent aussi le nombre positif u, on voit de suite que les deux fonctions (de x') «*', et a^^' sont desfonclion> continues de x'; elles sont égales pour toutes les valeurs rationnelles dea;\ elles sont toujours égales.
La fonction a^, toujours positive, continue dans tout intervalle, croît de 1 à -+- oc quand x croît de o à -h oo. Sa variation, pour x négatif, résulte de la formule
a-=-!-; la fonction a^ tend vers o quand x tend vers — oo; on peut dire qu'elle
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croît de o à I quand x croît de — oc à o ; la fonction y = n^ est ainsi représentée par la courbe de la figure 5i ; cette courbe est asymptote
à Taxe des x du côté des x négatifs, coupe l'axe des y au point dont l'ordonnée est i, et monte continuellement vers la droite.
â02. La courbe ainsi tracée, ou l'équation y = a^, définit aussi bien x comme fonction de j^, pourvu que j' soit positif, que y comme fonction de x\ la fonction de y ainsi définie, la fonction inverse de rt', s'appelle le logarithme de y dans la base a, et se désigne par loj;^^. D'après cela, log^^ n'est défini que pour les valeurs positives de I'; la fonction (dey) log^j' est continue et croissante dans tout intervalle dont les bornes sont positives; elle est négative quand j^ est plu"^ petit que i, nulle pour y = i , positive pour y > i ; elle croît de — oc à o quand y croît de o à i , de o à -h oc quand j^ croît de i à -h oc.
Le lecteur n'a qu'à échanger les lettres y ei x pour avoir la définition et les propriétés de la fonction loga.r, définie comme étant l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever le nombre positif a pour avoir x^ ou, si l'on veut, par l'équation identique
l^ot^X —
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La courbe définie par Téquation^ = loga^ ou par réquation équivalente x=.aJ n'est autre que la courbe qui serait définie par Téquation y = a', si l'on remplaçait Taie des x par l'axe des ^ et l'axe des v par l'axe des x^ ou, si l'on veut conser>'er les axes dans la position habituelle, que la courbe symétrique de la courbe définie par Téquationj^ = a^, par rapport à la bissectrice de l'angle des coordonnées positives; la courbe qui représente la fonction log^j: a été figurée à part {Jig. Sa). Elle coupe l'axe des r au point d'abscisse i; en
d'autres termes, quel que soit a, le logarithme de i est toujours o. A la propriété fondamentale de la fonction exponentielle
correspond la propriété des logarithmes, qu'indique l'égalité
loga(^ar') = loga.r-h logaa?',
OÙ x^ x' sont des nombres positifs quelconques : si en effet j^ ety sont respectivement les logarithmes des nombres x^ x' on a
X = ar, x' = ay\ XX = ay,ay' = ay-^y\
et la dernière égalité indique bien que le logarithme de xx' e?l la somme j' -^y' des logarithmes de x et de x' . De là, ou de l'égalilé
ay
--- = ay-y' ay
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résulte l'égalité
!<>&« V =Ioga^ — logaa/.
Eafin on a, quel que soit le nombre positif 6, et quel que soit le
nombre x^
loga6-' = a7loga6;
en effet, si l'on désigne par x* le logarithme du nombre positif 6, en sorte que l'on ait
a*' = 6, on aura
et celte égalité montre que x' x ou ;r log^èest le logarithme de b^,
î203. A chaque nombre positif a correspond un système de logarithmes dont a s'appelle la base] c'est le nombre qui, dans ce système, a pour logarithme l'unité.
Deux cas sont particulièrement à considérer : celui où a est égal à lo, celui où a est égal au nombre e défini au n" 192. Dans le premier cas, les logarithmes sont dits vulgaires; dans le second cas, ils sont dits naturels^ hyperboliques ou népériens.
Le logarithme vulgaire d'un nombre positif x est ainsi défini comme un nombre j^ tel que l'on ait io>'= :r.
Le lecteur est familier avec l'usage de ces logarithmes vulgaires; il connaît les avantages pratiques du choix de la base lo. Si x est un nombre de la forme lo", n étant un nombre entier, positif ou négatif, son logarithme sera n; si x est compris entre lo" et lo""*"*, son logarithme sera compris entre /i et /i -+- 1 ; la partie entière de ce logarithme sera /i, la mantisse ou partie décimale du logarithme étant toujours supposée positive. Si x est un nombre plus grand que i , compris entre lo" et lo"**"', c'est que la partie entière de x a n -t- I chiffres; la partie entière (ou caractéristique) du logarithme \ulgaire d'un nombre x plus grand que i, est le nombre de chiffres, diminué d'une unité, de la partie entière de x. Si x est un nombre positif plus petit que i, compris entre lo"'^ et lo"*""*"', et si on l'écrit bOus la forme décimale, on voit que le premier chiffre significatif
sera précédé de m zéros, en comptant le zéro qui précède la vJrçule : le logarithme vulgaire d'un nombre positif A, plus petit que i , écrit sous forme décimale, a une partie entière (ou caractéristique) négati\e; la valeur absolue de celte partie entière est égale au nombre de zéros (y compris celui qui précède la virgule) qui, dans la représentation décimale de A, précèdent le premier chiffre significatif- Les caractéristiques, toujours aisées à trou>er, ne sont pas inscrites dans les Tables; les mantisses seules sont inscrites pour les nombres de 1 à looo, loooo, looooo, etc. (') suivant l'étendue des Tables : elles comportent les quatre, cinq, six ou sept premières déciiiialcN du logarithme de ces nombres, la dernière décimale étanl forcée s'il y a lieu. La mantisse du logarithme d'un nombre A convient à tous les nombres de la forme A lo", n étant un entier positif ou négatif.
On obtient des résultats plus approchés avec des Tables plus élendues et comportant plus de décimales, mais aussi les calculs sonl beaucoup plus longs.
Le nombre lo* dont le logarithme vulgaire esta: s'appelle quelquefois VanUlo^arithine du nombre x; l'usage des tables d'antilogarithmes, pour revenir aux nombres, est fort commode. Toutefois les tables d'anlilogaritlimos un peu étendues sont peu répandues; le lecteur s'est sans doute servi de Tables à quatre décimales.
Il y en a dans les excellents petits Traités d^ Algèbre de M. E. Borel (*'*), dans le Recueil de Formules et de Tables numériques de J. Houël, dans les Tables à cinq décimales du même auteur, dans les Nouvelles Tables de logarithmes à cinq et à quatrtf de^cîmaies du Service Géographique de l'armée ('). Elles fournissent la
partie entière des nombres de la forme lo *"^, /* allant de o à looo. Si les logarithmes vulgaires ont une utilité pratique considérable, les logarithmes naturels^ à base e, se présentent en quelque sorte d'eux-mêmes dans la théorie, ainsi qu'on le verra plus tard : le logarithme naturel de x^ le nombre y tel que l'on ait «/= jc, sera repré-
(') Pour des raisons pratiques diverses, en particulier à cause de rincertituile dt^> résultats de Tinterpolation au commencement de la Table, celle-ci est souvent prt» ionsée jusqu'à 2000, 12000, laoooo.
(-) Paris, A. Colin.
(«) Paris, Gauthier-Villars.
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sente, afin d'éviler toute confusion ('), par le symbole (Ig^ et non log^.r).
On passe d'un système de logarithmes à un autre en multipliant tous les logarithmes par un même nombre.
Si, en effet, on désigne par j^ le logarithme de x dans la base <7, on aura, par définition,
ay= a?,
et, en prenant les logarithmes naturels des deux membres,
si donc on a le logarithme naturel de or, on obtiendra le logarithme de X dans la base a, en multipliant le logarithme naturel par le
nombre M = .-^^. auquel on donne quelquefois le nom de module.
Ce nombre M est d'ailleurs aussi égal à log^e, comme on le voit en faisant x ^= e dans l'égalité précédente. Inversement, on passe du logarithme d'un nombre, dans la base a, au logarithme naturel en le
multipliant^par g- Pour les logarithmes vulgaires (a= lo), on a
log nat = -jTi X log vulg, log vulg = M log nat.
Pour passer d'un système à l'autre, il est commode de se servir de tables de multiples de M et de t. •
204. Fonctions hyperboliques. — Nous sommes maintenant en possession des fonctions élémentaires les plus simples. Ces fonctions, on peut les combiner d'une infinité de façons; parmi les combinaisons les plus simples, il convient de s'arrêter un instant sur les fonctions hyperboliques shx, ch^c, thj; (sinus hyperbolique.
( ^ ) La confusion n'est guère à craindre, puisque, dans les raisonnemenls théoriques, cVsi toujours de logarithmes naturels quUl est question. Aussi, dans beaucoup d'ouvrages théoriques, on emploie la notaiion \o%x pour désigner les logarithmes naturels; quelques auteurs emploient la notniion L(j7). Bien entendu, quand on en \ ient à effectuer les calculs, il Taut éviter la confusion.
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cosinus hyperbolique, tangente hyperbolique) définies par les formules
(i) shx = 9 cha7= ; » thar =
ch J7 e'-^ e-'
ou, en posant e^= t
(2) shir= -— , char = — -— , tha? = -;
Les fonctions e* et e~^= — étant toujours continues et ne s'annu-
lant jamais, il est clair que les trois fonctions sho;, cho:, thx sont continues pour toutes les valeurs de x.
En changeant x en — x dans les formules (1) on voit de suite que shj? et thx sont des fonctions impaires, que char est une fonctioa paire; en d'autres termes, on a, quel que soit a?,
(3) sh(— x) = — sha:, chxi — a:)= char, lh( — a?)= — thx;
t =ze^ est toujours positif; il en est de même de ch j? ; sh x et thx sont du même signe que i^ — i ou que t — i , puisque t -\- i est positif; or t — i = e^ — I s'annule pour .r = o, est positif pour x positif, négatif pour x négatif; sh:r et th j; sont du même signe que x.
Des deux premières formules (i), on tire, par addition et soustraction,
(4) e-^= cha- -H shar, c~*=cha7 — sha*,
d'où, en multipliant membre à membre,
(5) ch*ar — shar = 1,
en résolvant cette équation et Féquation thjc == -r— par rapport à ch^, shx, on trouve
ch'ar =
I — th'a:
Il résulte de cette formule que thx est toujours plus petit que i en valeur absolue, ce qui, du reste, résulte aussi de la troisième for-
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mule (2) : chx étant toujours positif, on a
en adoptant la signification arithmétique du radical; on a ensuite, à cause de sh:c = cho: thx,
(6} sha? =
/i— th'ar
Des formules (4) on tire en remplaçant x par a -+- 6
ga+A-, ch(a + 6)-t-sh(a-t-6), e-a-*== ch(a-4- 6) — sh(a-h 6);
on a d'ailleurs
et, par suite, toujours à cause des formules (4),
««+6= (<:h« -h sha)(ch6 -h shô), g-a-6 =(cha — sha)(chô — shô);
d'où, en égalant les deux expressions trouvées pour e'*'^^ et les deux expressions trouvées pour e^**"*,
ch(a-4- 6)-H sh(a-t-6) = (cha-H sha)(cha-H sh6), ch(a-\- b)—sh(a-^ b) = {cha — sha)(ch6 — shb);
et finalement, en ajoutant ou en retranchant et divisant par 2, ch(a -h b)=. chachb -+- shasli^,
^ sh{a -h b)= shachb -^ shbcha; on a d'ailleurs
sh(a-H6) sha chô -H sh6 cha iha-hlhb
<S) th(a-hb) =
ch(a-i-6) chach6 -r- sha sh6 i-+-thath6
Je me dispense d'écrire les formules qui se déduisent de celles-là en changeant 6 en — 6.
Le lecteur ne peut pas ne pas être frappé de l'analogie qu'il y a entre toutes ces formules et celles de la trigonométrie relatives aux fonctions cosx, sinx, tang^ : je laisse de côté les conséquences qu'on pourrait en déduire, les expressions de ch2«, sh2a, th2aenfonc- T. - II. 7
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tion de cha, sha, iha, le calcul au moyen de ces mêmes quanlités de
ch-> sh- >th-, etc., pour m'arrêter un instant sur la façon dont
varient shj7, ch^, tha:, fonctions dont on connaît déjà le signe: à cause des formules (3), il suffit évidemment de considérer les valeurî^ positives de x. Quand x croît de o à -f-oc, e-** croît de i à -|-x.
— e~-^= ^ croît de — i à o; shj7, somme de deux fonction>
croissantes, croît de o à -|-oc ; quand x croît de — oc à o : sh^ croîl de — 00 à o, la fonction ûix est toujours croissante.
Quand x croît de o à -h oo, ûiX et sh^o; croissent de o à -|-x. ch jr = sjx -r sM^ croît de i à -h oo; quand x croît de — oo à o, chj décroît de -h oo à i; chj: est toujours plus grand que i, sauf pour :r = o.
On a enfin
I IL
quand x croît de o à + oo, / =: <?^ croît de i à + oo, /* -|- i croît de >. , à -1-00, th^ croît de o à i, valeur limite qu'il n'atteint pas; quand r ! croîl d# — 00 à o, xkix croîl de — i à o. I
Les renseignements qui précèdent suffisent à se rendre compte Av la forme des courbes qui figurent les trois fonctioas shx, chx, thr.
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courbes dont les équations sont ^ = sh.r, y = chx, y = ûïx, La seconde de ces courbes porte le nom de chaîne tle (' ); elle est symé-
Fig. 54.
[•ig. 55.
Iriqiie par rapport à l'axe OY. La première et la troisième sont symétriques par rapport à l'origine. La dernière est comprise entre les (Jeux parallèles à l'axe des x situées à une distance égale à 1 de cet axe: elle est asymptote à ces deux parallèles.
Ces courbes, ou plutôt, celles qu'on obtient en échangeant les axes, ou en faisant tourner les figures autour de la bissectrice de l'angle des coordonnées positives, et qui auraient pour équations
X = shj', X = eh y^
thj^,
définissent les fonctions inverses des fonctions sh.r, dix, thj7, fonctions inverses que quelquesauteursdésignent par les notations argslij?, artj' chx, argthx ; on reconnaît de suite que Téquation (en y) x = shy définit^ en fonction de x sans ambiguïté, quel que soit J7; que l'équation (en y) a; = ch^ a deux solutions symétriques si x est plus grand que i, elles se réduisent à o pour x = i ; de ces deux solutions on choisira la positive; enfin l'équation a: -= thy définit^ en fonction de X sans ambiguïté, pour x compris entre — i et i . Dans les inter- >alles où ces fonctions sont définies, elles varient toutes dans le même sens que x. Elles sont d'ailleurs les logarithmes de fonctions simples
(' ) La tangente au point d'abscisse nulle a une penie égale à i pour la première et U iroiaiéine courbe; elle est liorizonlalc pour la seconde; ces résullals, qui n'intervieuneot pas immédiate aient, deviendront évidents dans le Chapitre suivant.
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de vT, à savoir
arg slij* = lg(x-4- V I -^ -» *)i
argtha: = Igl/'
où les radicaux ont la signification arithmétique. C'est ce que le lecteur reconnaîtra sans peine en se reportant aux équations (2), d'où il est aisé de tirer / = e-^ en l'onction, soit de sliJ?, soit de chjr, soii dethx; à chaque fois, le choix de la racine qu'on doit adopter e^l aisé ; x s'exprime ainsi comme le logarithme naturel d'une fonction de sha:, de chjr, ou de thj?. Les formules auxquelles on parvient aiD>i équivalent, sauf le nom des variables, à celles qu'on vient d'écrire. L'introduction des écritures argshx, etc. n'a rien d'indispensable.
Si l'on pose sin^ = thj^, cette équation, considérée comme une
équation en y y admet toujours une solution comprise entre — - vl
-t- -, puisque thj7 est compris entre — 1 et -f-i; c'est, pour
employer les notations antérieures, arc sin(th x); on aura aloii.
cosj' = y/'i — th-a7=-j — ; le radical doit être pris avec le sens
arithmétique, puisque cos^ est essentiellement positif; on a alors
tangr rirr -î— s^ =: sh^T. Lcs trois équations
(10) sin)'=lh.r, cos^ = -^r— , iang^=shj-,
quand on assujettit j^ à être compris entre et H — t sont équivalentes; elles définissent une même fonction j^ de j", que le lecteur pourra s'exercer à représenter pur une courbe. Quelques auteurs désignent cette fonction par la notation Amha? (amplitude hyperbolique de x). Quoi qu'il en soit, les formules (10) permettent de réunir en une seule des tables donnant à la fois les valeurs (naturelles) de sin v. cos^, tangj" et celles de shjr, chx, thx(').
(') Voir J. HoÛEL, Becueil de formules et de labiés numériques.
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205. Fonctions de fonction. — Parmi les moyens de combiner les fonctions connues, l'un des plus importants consiste à composer des fonctions de fonction.
Supposons que/(x) soit une fonction de x définie dans l'intervalle {a, b) et que les valeurs qu'elle prend, quand x varie de a à è, restent comprises entre les deux nombres A, B-, soit maintenant cp (y) une fonction de^ qui est définie pour les valeurs àc y appartenant à l'intervalle (A, B) ou à un intervalle qui comprenne celui-là. Si l'on regarde ^ comme égal à/(x), y (y) ou f [A^)J sera une fonction (de fonction) de x\ elle sera évidemment définie pour les valeurs de x a;)partenant à l'intervalle (ûf, A), puisque, à chaque valeur de x^ correspond une valeur de^', puis une valeur de o{y). On peut d'ailleurs continuer : si les valeurs de o( v) restent comprises dans un intervalle où la fon'!lion (de z) '}(::) est difinis, on peut regarder i({z) comme une fonction de fonction de )', comme une fonction de fonction de fonction de x^ etc.
Il y a là une notion générale, très importante, dont le lecteur s'est déjà servi maintes et m:iintes fois. La fonction sin^a? n'est autre chose q le la fonction ^=* o\\y est remplacé par sina^, la fonction \J \ -f-sin^j? est la fonction yfz^ où l'on a remplacé z par i +.X-, et y par sinj:. «'f-^ peut être regardé comme la fonction (de j^) ey où l'on a remplacé y par logx; é^ n'est d'ailleurs autre chose que x (supposé positif).
En me bornant à une fonction de fonction, je veux faire quelques remarques simples ; si la fonction /(x) est continue dans l'inlervalle (^, b) et si la fonction o{y) est continue dans l'intervalle (A, B) auquel on suppose que toutes les valeurs Ae f{x) appartiennent, il est clair que ^(j^')= f [/(^)], regardé comme une fonction de x^ est une fonction continue dans l'intervalle (a, 6); car une petite variation de X n'entraîne qu'une petite variation de^:=/(^), laquelle n'entraîne qu'une petite variation de cp(x). On a déjà employé ce raisonnement au n'» 201.
Si les deux fonctions /(.r) et 'f (y), regardées comme des fonctions de X etdej^, sont toutes deux croissantes, l'une dans l'intervalle (a, 6), l'autre dans l'intervalle (A, B), la fonction 'f (y) ='f [/(^)]» regardée comme une fonction de x, sera manifestement croissante dans l'intervalle («, 6). Le lecteur reconnaîtra qu'elle sera encore croissante, si les deux fonctions .f{x) et ^{y) sont décroissantes, l'une dans l'intervalle (a, 6), l'autre dans l'intervalle (A, B). Elle sera dé-
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croissanle si les deux fonctions /(.r), o(j') varient en sens contraire quand x el y augmentent respectivement dans les intervalles {a. (n et (A, B).
D'après cela, si l'on connaît le mode de variation des fonctions/(:r>. <f{y) quand.?: et l'augmentent, on connaît, par cela même, le sens île la variation de la fonction de fonction »[/(^)]. On sait par exemple comment varient les fonctions
on peut en déduire la façon dont varie le polynôme
A(aa7"-4-6iF-Hc)*-h H(ax^-hbx-hc)-i-C.
En supposant a positif, on sait (\ue y = ax'^ -^ bx -^ c diminue de -f-oo à — ~ » puis augmente de cette quantité à -h» quand t augmente de — oo à > puis de à +00; il reste à voir
comment Xy'^-+- Ry -f- C varie quand j^ varie de -t-oo à — 1 ce
qui est aisé. Je ne m'y arrêterai pas.
On sait comment - varie avec x^ comment e^ varie avec j^; on sali donc comment varie e'; les deux fonctions -1 e^ sont, la première
toujours décroissante, la seconde toujours croissante; la fonction e' est décroissante dans tout intervalle où elle est continue; elle n'est
d'ailleurs discontinue que pour la valeur ^ := o, qu'il faudra examiner
de près. Pour x = — oo, - est nul, e'" est égal à i : plus exactement.
quand x tend vers — 00, e' tend vers la limite i, qu'il n'atteint pas;
quand x croît, en restant négatif, e^ décroît et prend ainsi des valeurs plus petites que 1 ; quand x tend vers o par valeurs négatives,
- tend vers — 00, e' tend vers la limite o; dès que x dépasse la va-
leuro, -est positif et très grand, e*' est très grand; on dit que ér''
passe brusquement de o à -+-00; puis il décroît constamment en s'ap-
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prochant de la limite i , quand x tend vers -h^o; la courbe qui représente la fonction a donc la forme ci-dessous
La branche de gauche est tangente à l'axe des x^ à l'origine des coordonnées, ainsi que le lecteur l'établira sans peine à Taide de théories qui seront développées ultérieurement. Il observera que, à proprement parler, la courbe n'atteint pas cette origine des coordonnées; elle s'en rapproche indéfiniment; mais il est naturel de regarder ce point comme lui appartenant et, en tous cas, la distinction n'est pas possible à faire sur la figure.
On peut multiplier les exemples à l'infini, et construire, au moyen des fonctions connues, des fonctions plus compliquées dont la variation sera aisée à suivre; mais si, dans quelques cas, on aperçoit, sur la fonction donnée, le moyen de profiter des remarques que l'on vient de faire, elles ne constituent pas une méthode générale qui permette de reconnaître le sens de la variation d'une fonction : elles ne s'appliquent pas, par exemple, à la fonction x -\ — > somme de deux fonctions dont l'une croît et l'autre décroît. Une méthode générale sera développée dans le Chapitre suivant.
206. La fonctionne'" où m est un nombre quelconque est définie pour toutes les valeurs positives de x. Son logarithme est m\%x^ on |peut donc l'écrire e'w'K^^; la fonction m\^x est continue dans tout intervalle dont les bornes sont des nombres positifs, croissante si m est positif, décroissante si m est négatif : il en sera de même de la fonction x^^ qui, lorsque x croît de o à -|- oo, croît elle-même de o à -|-oo, ou décroît de -1-00 à o, suivant que m est positif ou négatif. On la représentera aisément par une courbe.
Je laisse au lecteur le soin d'établir la propriété qu'exprime Tégalité x'^x''^^=^{xxY^,
Il importe de compléter le résultat établi au n'' 192 : on y a montré
que l'expression (\-\ — \ avait pour limite le nombre e quand n
croissait indéfiniment par valeurs naturelles; je vais montrer que la
fonction f i -+- - j > lorsque x augmente indéfiniment en valeur absolue,
sans que ses valeurs soient assujetties à être entières, tend vers la limite e, que x croisse par valeurs positives, ou qu'il soit négatif.
Examinons le premier cas et observons d'abord que, si a,'P, a', 3' sont des nombres positifs, les inégalités
entraînent
On a, en effet,
Qt'^' > a■^ a'P > aP,
la première inégalité résultant de ce que la fonction a^ est croissanle, quand a est plus grand que i, la seconde inégalité de ce que la fonction x^ est croissante quand m est positif.
Revenons à l'expression ( i + - j et désignons par n la partie entière du nombre positif x^ on a
n~ X n-^\ et, par suite,
(■*r'>(-î)'>(-»-TTr-
Lorsque x augmente indéfiniment par valeurs positives, n augmente indéfiniment par valeurs naturelles î ( ' -f- - ) est compris entre les deux quantités
et
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variables avec /î, et qui ont toutes deux pour limite le nombre e,
puisque le facteur i +*— pour la première, le dénominateur i H
pour la seconde ont pour limite i quand n augmente Indéfiniment : ( I H — \ tend donc vers la limite e, quand x tend vers H-oo. Supposons miiiitenant que J7 = — x' soit négatif : la fonction
est définie pour les valeurs de x' plus grandes que i , qui rendent positive l'expression i : on a d'ailleurs
lorsque x tend vers — 00, x' et x' — i tendent vers -l-oo, le numérateur de la fraction précédente tend vers c, le dénominateur vers i ; la proposition est démontrée.
Il revient au même, en changeant jc en -> de dire que la fonction
(iH-a?/'
a pour limite e quand x tend vers o par valeurs positives ou négatives, ou encore que cette fonction, quand on lui attribue la valeur e pour JT = o, est continue pour x = o. Son logarithme est
et doit avoir, quand x tend vers o, une limite égale à lg<?, c'est-à-dire
à i. Ainsi la fonction -2 g pour limite l'unité quand x tend
vers o; si, pour a? = o, on lui attribue la valeur i, elle est continue
pour cette valeur; elle est alors continue dans tout intervalle dont la
borne inférieure est plus grande que — i; il en est de même de la
fonction (i -f-ar)', quand on lui attribue la valeur e pour x =.0, Considérons encore l'expression — ^^— où a est un nombre positi
donné ; lorsque x tend vers o, le numérateur tend vers a® — i = o; posons a^= i-h^, en désignant par z un nombre qui tend ^'ers o
«quand x tend vers o ; on aura ^ = ^''û, —
lg(l-t-3)
ig«;
lorsque z tend vers o, ^-^ — -— et r--^? ■ tendent vers i: on voit
donc que le premier membre de l'égalité précédente a pour limite Iga •quand x tend vers o (par valeurs positives ou négatives).
Si, en particulier, on fait tendre x vers o par des valeurs de la
forme -> où /î est un nombre naturel, on voit que
n(a'^~i) = /i('v/5— i) tend vers la limite Iga quand n augmente indéfiniment.
EXERCICES
Quelles sont les valeurs des expressions
arc tan g \
197. Que devient la fonction arcsin^r, qunnd on y remplace x par sin^a, 1 étant un arc compris entre — tc et -t- r? Dans quel cas se réduit-elle à 2a?
198. Que devient la fonction arc tanj; quand on y remplace a par
tangz, 2> par tang^?
199. La fonction arc tanff arc tansra — arc tanga? est constante
° I — ax ° "
dans tout intervalle auquel n'appartient pas le nombre -; quelle est sa valeur quand .r est compris entre — » et — > entre — et -t- »?
iOO. Quelles sont les valeurs de la fonction arc lang -^ — i arc tangâ?
quand a: est compris entre — « et — i, entre — i et -h i, entre -h i et -t- oo?
201. Quelles sont les valeurs des fonctions arccos(2a7' — i) — a arc cosar, arc sin-2ar \/i — ar* — 2arc sinar quand x varie de — i à H- i?
2f)2. Quelle est, avec une erreur moindre que — r> la valeur de la fonction ^ ^ lo*
Arc tang(3 tanga?) pour x = looo?
203. Exprimer char et sha; rationnellement au moyen de th - •
204. Connaissant Tune des trois quantités sha:, cha?, tha:, calculer sh-«
ch-, th — .
Variations de Texpression
A(«j-f-6)«-h Bja'x -hù')^ A'(aj7^-6)«4- B'(a'x-^b'y'
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Pour quelles valeurs de x cette expression passe-t-elle par un maximum ou un minimum; quelles sont les valeurs de ce maximum ou de ce minimum?
âlâ. La fonction a*^, où a désigne une constante positive, est la seule fonction continue qui jouisse de la propriété qu'exprime l'égalité
On montrera d*abord, en supposant dans cette égalité ^ = o, ^ = — Xj en y remplaçant x eiy par ~> qu'elle entraine les suivantes :
(p(o) = i==«p(a:)(|>(— x), ?(^)=mf)j •
La dernière prouve que la fonction ^(x) est toujours positive. On établira ensuite les égalités
?(«!)" = <?(rt«i}, ?(/») = [?(!)]";
on montilïra que la dernière égalité, établie pour les valeurs naturelles de n, subsiste quand n est une fraction positive à termes entiers, un nombre rationnel quelconque. La continuité supposée de la fonction <p(x), la continuité démontrée de la fonction [f(i)]', montrent ensuite que l'on a pour une valeur irrationnelle de x
213. Montrer que la fonction logor est la seule fonction continue qui jouisse de la propriété
f(xjr) = o{x)-^o(y).
214. Montrer que la fonction ax, où a est une constante, est la seule fonction continue qui jouisse de la propriété
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207. Soit/(:p) une fonction de la variable x^ définie et continue dans un intervalle auquel je supposerai que les valeurs considérées de la variable x restent intérieures.
Si Ton consiâère deux valeurs a, a y de la variable, on désigne sous le nom A^ accroissement de la variable, quand on passe de la valeur a à la valeur «<, la différence A = a, — <2, et, sous le nom à* accroissement correspondant de la fonction, la différence f{ci^)—f[a)\ ces accroissements peuvent d'ailleurs être positifs ou négatifs. Rien n'est plus naturel que de comparer le second au premier; le rapport
f{ax)—f(a) _ .f{a-^h)-f{a)
peut être regardé comme l'accroissement moyen, le taux de l'accroissemenl de la fonction f{x)^ quand x croît de la plus petite des valeurs a^ a^ à la plus grande.
Si ce rapport est positif, la fonction a été, en gros, croissante dans l'intervalle borné par ces valeurs; elle a pu osciller, mais les augmentations l'ont emporté sur les diminutions; elle aura d'autant plus augmenté, en tout, que le rapport est plus grand. C'est le contraire si le rapport est négatif.
Si la fonction /{x), ou l'équation ^ = y(j7), est représentée par une courbe, le précédent rapport est la pente de la droite AA, qui joint le point A, de coordonnées a et b = /(a), au point A|, de coordonnées a, et 6| =/(c/| ); l'équation de cette droite est
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le second membre est une fonction de x qui s'accroît régulièrement
JelaquanUté-^^°;>~{^"S
j: = aj, coïncide avec/(j:).
(le la quantité i-^^ — ^ — - quand x augmente de i , et qui, pour a; = a,,
Fig. 57.
Le rapport
représente aussi la vitesse moyenne du point de l'axe OY dont l'ordonnée est^ =f(x) quand x représente le temps (n° 196).
Lorsque a reste fixe et que «< se rapproche de a, que h tend vers o, il peut arriver que ce rapport tende vers une limite; cette limite, si elle existe, s'appelle la dérii^ée de la fonction/(:p) pour :r = a, et se représente par le symbole /'(a). Supposer l'existence de celte limitCy cest supposer que la droite AA,, lorsque le point A, de la courbe qui figure la fonction j^ = /(j7) se rapproche indéfiniment du point A, admet une position limite, que la courbe admet une tangente en A; la dérivée /'(a) est la pente de cette tangente. C'est supposer encore que le mouvement du mobile de l'axe OY dont l'ordonnée est, à chaque instant x^ y = f{x)^ comporte une vitesse à l'époque « et que cette vitesse est f {cl).
En parlant d'une courbe, d'un mouvement, nous présupposons 1 existence (en général) de la tangente à cette- courbe en chacun deces points, de la vitesse à chaque instant du mouvement. A la vérité, I eiistence de la dérivée n'est pas impliquée logiquement par celle de la continuité, mais nous ne nous occuperons ici que de fonction^ qui sont susceptibles d'une représentation graphique ou cinématique,.
qui admettent, en général, une dérivée pour chaque valeur a de la variable.
Je dis en général , parce qu'il y a des exceptions, fournies par des valeurs isolées de la variable, qui ne choquent nullement la notion intuitive que nous avons d'une courbe ou d'un mouvement.
Dans la définition générale que Ton a donnée de la dérivée de la fonction /(x) pour j: ^^ a, on n'a nullement supposé que a^ fût plus grand que rt, que h soit positif. S'il y a une dérivée pour x = a, le rapport
doit tendre vers la limite /'(a) quand h tend vers o, soit par valeurs positives, soit par valeurs négatives. Les droites AA|, A.\', doivent
Fig. 58.
tendre vers la même tangente en A, quand le point A, , ou le point A', , se rapprochent de A. Mais on conçoit qu'il en soit autrement et qu'une courbe présente en x\ un point anguleux, que l'on obtienne deux tangentes diflTérentes suivant que l'on fait tendre vers A, soit le point A| soit le point A, ; de même on conçoit un mouvement recliligne où le mobile arrive en un point avec une certaine vitesse it repart immédiatement avec une autre vitesse; il pourra arriver, d'une façon exceptionnelle, que le rapport
fia-^h)-^ fia)
tende vers une limite quand h tendra vers o par valeurs positives,
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vers une autre limite quand // tendra vers o par valeurs négatives; à proprement parler, il n'y a pas de dérivée pour x = a; on dit quelquefois qu'il y en a deux, une à droite et une à gauche ; de même, la courbe à point anguleux peut être regardée comme formée par la réunion de deux arcs de courbes qui aboutissent au point A et qui ont chacun une tangente diflf'érente. Enfin, s'il arrivait que a fût une borne de Tinlervalle où la fonction f{x) est définie, si l'on prenait, par exemple, a = o pour la fonction \/x^^ ou a = i pour la fonction y\i — jc)^^ les valeurs négatives ou positives de h se trouveraient exclues tout naturellement ; en parlant de la dérivée de yjx-^ pour x = o, on entend la dérivée à droite ; on entend la dérivée à gauche, quand il est question de la dérivée, pour a: = i , de y/(i — x)'*.
Iaï notion de la dérivée est assez importante pour qu'on fasse entrer dans sa définition la définition même du mot limite; on dira alors :
La fonction /*(:f) admet, pour x = «, une dérivée /'(a) si la différence entre le rapport
el/'(a) est moindre en valeur absolue que tel nombre positifs que ion voudra, pourvu que h soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif s' convenablement choisi; à chaque valeur de s doit correspondre une valeur de e\
S'il en est ainsi, on aura évidemment
sous la condition | A | <C e', la fonction y*(J7) sera donc certainement continue pour x = a. Si l'on veut, en effet, que la différence fift-r-h) — y(«) soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif a, il suffira de prendre, après qu'on a choisi s et e', h moindre en \aleur absolue que s' et que
Lors donc qu'on aura trouvé la dérivée d'une fonction, on sera assuré de sa continuité.
Ilf
Si la fonction f{x) admet une dérivée dans l'intervalle (a, 3), c'est-à-dire si elle admet une dérivée pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, cette dérivée pourra être regardée comme une fonction de x^ que l'on désignera par /'(a;). Le lecteur reconnailra que, pour les fonctions qui sont vraiment susceptibles d'une représentation graphique, la fonction y'(^) doit être continue, en général. Il est impossible de se figurer un trait de courbe qui admette une tangente en chaque point, et où cette tangente varie brusquement de chaque point au point infiniment voisin. On peut dire que la continuité (en général) de f'{x)^ de la pente de la tangente, est présupposée quand on parle d'une courbe qui représente la fonction f{x\ Toutefois, certaines discontinuités au moins, pour des valeurs parli-
culières de la variable, n'ont rien de choquant : telle est, par exemple, l'existence d'une tangente parallèle à l'axe des y pour une certaine valeur de :r; pour cette valeur on dira que la dérivée devient infinie.
L'importance de la considération des dérivées pour reconnaître le sens de la variation d'une fonction apparaît immédiatement.
Si la fonction y(^) est croissante pour j: = a, le rapport
est certainement positif pour les valeurs de h suffisamment voisines de o; sa limite, quand h tend vers o, est positive ou nulle. Si donc la fonction /(j:) est croissante pour ^ = a, sa dérivée y'(^) est positive ou nulle; si elle est décroissante, sa dérivée est négative ou nulle.
On est amené, pour la généralité du langage, à regarder une constante comme une fonction de x^ une fonction qui garderait la même
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valeur quel que fût x. Si la fonction /(a:) désigne une constante, on aura, quels que soient x et A, /(a? H- A) — f{,^) = o et, par suite,
la limite du premier membre, quand h tend vers o, est évidemment©; la dérivée d'une constante est toujours nulle.
Si une fonction est croissante dans un intervalle, sa dérivée est toujours positive ou nulle dans cet intervalle.
Si une fonction est décroissante dans un Intervalle, sa dérivée est toujours négative ou nulle dans cet intervalle.
Si une fonction est constante dans un intervalle, sa dérivée est constamment nulle dans cet intervalle.
On est tenté d'énoncer les réciproques suivantes :
Si, dans Tinlervalle (a, p), la dérivée d'une fonction /(j?) est constamment positive, la fonction f{x) est croissante dans cet intervalle. Si la dérivée est constamment négative, la fonction est décroissante dans tout l'intervalle. Si la dérivée est constamment nulle la fonction est constante.
Ces réciproques seraient évidentes s'il était vrai qu'une fonction continue dans un intervalle est nécessairement croissante, décroissante, ou constante, mais on a déjà dit qu'il n'en était pas ainsi. On peut aussi, pour les deux premières, faire le raisonnement suivant: si la dérivée /'(a) de la fonction /(x), pour x = a, est positive, il faut
que le rapport
dont /'(a) est la limite, finisse par être positif, pour des valeurs de h suffisamment voisines de o : donc, la fonction /(x) est croissante pour x=a; si elle est croissante pour chaque valeur de x appartenant à l'intervalle (a, p), elle est croissante dans tout l'intervalle. C'est là une proposition qu'on a déjà admise sans l'avoir démontrée : elle est d'ailleurs vraie. Ce mode de démonstration ne permet pas de prouver qu'une fonction dont la dérivée est nulle dans un intervalle est constante dans cet intervalle.
Je reviendrai ultérieurement sur ces réciproques; je veux toutefois faire remarquer combien elles paraissent évidentes sur la représen-
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talion graphique ou cinématique, et chercher en même temps à démêler en quoi consiste celte évidence apparente.
Si, pour les valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, 3), la pente de la tangente à la courbe définie par l'équation y = f(x) est constamment positive, on voit en quelque sorte la courbe monter à droite, parce qu'on confond, sur un petit arc, la courbe et la tangente, et que l'ordonnée de la tangente augmente avec l'abscisse; c'est pour la même raison que, si la pente de la tangente est constamment négative, on voit le trait de courbe descendre à droite. Enfin, on n'imagine pas une courbe dont la tangente soit constamment parallèle à l'axe des x, sans que celte courbe se réduise à une parallèle à cet axe. C'est là nos trois réciproques.
Plaçons-nous maintenant au point de vue cinématique : pendant l'intervalle de temps (a, ^), le point de l'axe OY dont l'ordonnée esly=/{x) a une vitesse toujours positive; il monte donc toujours. Si sa vitesse est négative, il descend pendant tout le temps (a, ^j. Si sa vitesse est toujours nulle, il reste toujours au repos. Tout cela semble évident, parce qu'on prend le mot vitesse dans le même son* que dans le mouvement uniforme; on confond, à chaque instant, le mouvement vrai avec un mouvement uniforme de même vitesse.
Les observations qui précèdent n'en font pas moins pressentir la vérité de nos réciproques, qui sera établie rigoureusement un peu plus tard. L'importance de ces réciproques est claire, puisque, si on les admet, la question de savoir comment varie une fonction dans un intervalle est ramenée à la question de savoir quel est le signe de nh dérivée; elle justifie les explications qui précèdent et le détail de^ règles qui vont suivre pour le calcul des dérivées.
208. Dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient. — J'emploierai ici les notations suivantes : //(.r), i'(^), w(x) désignant de^ fonctions de la variable .r, je regarderai la lettre x comme représentant une valeur spéciale (fixe) de cette variable; je désignerai par «, V, w les valeurs correspondantes des fonctions, par //', v\ w' celles de leurs dérivées, que Ton suppose exister, par Ix un accroissement de la variable, par a -^ lu, v-^lv^ (v -h A(v les valeurs u{x-\-iix}, r(x -i- Ax), w{x H- Ax) qui correspondent à la valeur x -\- Ix de la variable ; en sorte que A«, Ai^-, Atv, soient les accroissements
u(x-^ \r) — u(T), v>(a?-+- \x) — v{x), w(x-h Ax) — (v(x),
DEKIVÉËS. 117
des fonctions «(x), ^(^), iv{x) quand on passe de la valeur x de la variable à la valeur x -h A.r, el que les rapports
aient pour limites respectives les nombres u', ^'^ cv' quand Ix tend vers 0.
Soient A, B, C des constantes, je vais montrer que la fonction Aw -f- Bç' -h Ccv a pour dérivée Au' -i- B^'-h Ctv'.
En effet, quand la variable passe de la valeur or à la valeur x -h A^, l'accroissement de la fonction considérée est
le rapport de cet accroissement à celui de la variable peut s'écrire
A57 Ix Ix
Ce rapport, quand Ix tend vers o, tend lui-même vers la limite A a' -h Bp'-h Ctv';
en supposant A = i , B := i , C = 1 ou A = 1 , B = — i , C = o, ou B = o, C = o, on a évidemment les théorèmes suivants :
La dérivée de la somme d'un nombre quelconque de fonctions est la somme des dérivées de ces fonctions,
La dérivée de la différence de deux fonctions est égale à la différence des dérivées de ces fonctions,
La dérivée d'un produit d'une fonction par une constante est le produit, par cette même constante, de la dérivée de cette Jonction.
Considérons le produit uv\ je vais montrer que sa dérivée est
uv' -h vu\
l'accroissement de ce produit est
( a -h Att) ( t^ -r- Ar ; — uv = a At^ -h i'- Am -T- Aa Ai^ ;
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le rapport de Paccroissement de la fonction à raccroissemenl de la variable peut s'écrire
Ai' Ali . At'
u- — ht;- hAû-— .
ix Ix ix
Quand Ajc varie, les seules quantités qui varient dans celte expression sont — j — > A(/; elles tendent respectivement vers i*', u\ o: l'expression cherchée a donc une limite égale à
uv' -+■ vu' -ho u' =z uv'-h vu'.
Si l'un des facteurs, v par exemple, était une constante, sa dérivée serait nulle; on retrouve une règle déjà obtenue.
La dérivée d'un produit de deux facteurs est la somme de deux termes dont chacun se déduit du produit en remplaçant l'un des facteurs par sa dérivée. Cette règle s'étend sans peine.
La dérivée d'un produit de n facteurs est une somme de n termes dont chacun s'obtient en remplaçant dans le produit considéré un facteur par sa dérivée.
S'il s'agit, par exemple, d'un produit de trois facteurs uvw^ ce produit peut être regardé comme le produit du facteur uv par wp; la dérivée du premier facteur est u v -\- wc'; on doit la multiplier par iv et ajouter le produit de uv par iv', on trouve ainsi
Du cas de trois facteurs on passe à celui de quatre facteurs, etc.
En considérant un produit de m facteurs égaux entre eux, on voit que la dérivée de u'^ est mu"^"* u'.
On appelle dérivée logarithmique d'une fonction le rapport de la dérivée de cette fonction à la fonction.
La dérivée logarithmique d'un produit de plusieurs facteurs est la somme des dérivées logarithmiques des dérivées de ses facteurs: la dérivée logarithmique de la puissance m**'"* d'une fonction est égale à m fois la dérivée logarithmique de cette fonction.
La dérivée du rapport — est égale à
vu — vu
En effet, le rapport de l'accroissement de la fonction - à Taccroissement A^ de la variable est
c -4- Al' V ç \u — M A(^ Aj? Aj?
Ao? v(p-HAf)Aar p(p-H Ap)
Quand àx tend vers o, le numérateur du dernier rapport a pour limite vu' — wp', et le dénominateur a pour limite v^; l'expression
considérée a pour limite ; c'est ce qu'on avait annoncé. On
suppose V différent de o.
La dérivée de - est r •
La dérivée de ; où A est une constante et m un nombre
, . mkix — a)"»-* /wA
naturel est — —
{x — a)*"* {x — aj"*-^»
La dérivée logarithmique d'un rapport est la différence des dérivées logarithmiques de ses termes.
209. Je passe maintenant à la dérivée des fonctions étudiées antérieurement.
Je désignerai habituellement par x une valeur particulière (fixe) de la variable, par h un accroissement donné à cette variable ; l'accroissement correspondant de la fonction sera /(j; + /i) — /(^), et
l'on aura à évaluer la limite du rapport — ^ ^ — - quand h
tend vers o.
Dérivée d'un polynôme. — La dérivée /'(x) d'un polynôme /{x) a été définie à un autre point de vue dans le Chapitre II ; c'était alors le coefficient de h dans le développement de /(x + h) ordonné suivant les puissances croissantes de h. L'identité de cette définition avec la définition actuelle se trouve avoir été établie dans ce même Chapitre II, lorsqu'on a expliqué comment on déterminait la pente de la tangente en un point de la courbe qui figure les variations du polynôme. Au reste, les règles relatives à la dérivée d'une somme et d'une puissance suffisent à reconnaître que la dérivée du polynôme
/{x) = Aoa7«-h Aia7'*-»-h...-i- Art_,a?-t- Art
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est
f{x) ~ nAo:r«-»-h (/i — i)A| jr''-*-4-. . .-H A,,-,;
c'est la même expression qu'au Chapitre II.
Puisqu'on sait trouver la cléri\ée d'un polynôme et d'un rapport, on sait trouver la dérivée d'une fraction rationnelle. Le lecteur reconnaîtra sans peine que, si la fraction est décomposée en fraction> simples, la dérivée s'obtient de suite comme une somme de fractions simples.
Dérivée de a', — On doit chercher la limite, pour h = o, de
or on a vu, au n" 2()0, que le rapport — -. — avait Igrt pour limite quand h tendait vers o. La déri\ée de a^ est donc a-^X^a.
Le lecteur observera que la limite de — r — = — r est. par
définition, la dérivée a^ pour .r = o; c'est de cette valeur particulière qu'on déduit l'expression générale.
La dérivée de e-^ est e^\^e = e-^.
Dérivée de Ig.r. — En désignant par x un nombre positif, on doit chercher la limite, pour h = o, de
\^(x -+- h) — \<ix
en posant h =xz, le second membre de\ient
A et 5 tendent en même temps vers o; on a prouve au n^ 206 que. lorsque z tend vers o, -^^^ — a pour limite i. La déri\ée de Igjr
est -•
S'il s'agissait d'un logarithme pris dans la base a, on aurait (n' 203)
Ik-2*
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d'où Ton conclut que la dérivée de loga^ est — r^— ; en particulier,
M la dérivée de logio-P (logarithme vulgaire) est —
Dérivées de sin:r et de cosx. — Elles se déduisent toutes deux de la dérivée pour J7 = o de sinx; cette dérivée est, par définition, la limite, pour A = o, de
sin/r — sino sinA
que Ton sait être égale à i .
On a
, '>. sin — cos { X -i ) bin — , .
sinia: -t- h) — smx 9. ^ 2/ 1 / h
— — cos - '
et, d'autre part,
2Sin-sin(a?H | sin -
cos( ar -}- A ) — cos a?
h sin —
Lorsque h tend vers o, le rapport — r — tend vers 1, les expressions
sin(j?H )j cos (x -h 7-) tendent, en raison de la continuité,
sers sinj7 et cosx. On voit donc que la dérivée de sina? est cosx = sin( j: -h 7 ) > que celle de cosx est — sin j: = cos ( x -h - j •
Dérivées de tang.r et de cotx. — Les dérivées des fonctions
sin:r cos.r
tangâr = » cota^ = —.
^ cosa^ sinar
résultent des précédentes et de la règle relative à un rapport; elles sont respectivement
cos*x -+- sin'a? — siii'rr — cos* a:
cos*a7 sin*a:
La dérivée de lang^ est — ^ = i + languir. La dérivée de cotx est r-r— = — i — cot^x.
âlO. Dérivées des fonctions inverses. — Considérons deux fonctions F(a:), f{y) inverses Tune de Tautre (*) (n" 199). Je suppose que la fonction ¥{x) soit définie sans ambiguïté, comme on l'a expliqué dans le n" 199, au moyen de Téquation x =z f[y)^ où /(y) est une fonction connue de j^, en sorte que, si l'on considère les valeurs de r qui appartiennent à l'intervalle (a, a') et les valeurs de v qui appartiennent à l'intervalle (6, 6'), les deux équations
soient équivalentes, les deux fonctions /(y) et F(^) étant continues et variant dans le même sens dans les intervalles respectifs (6, i' ), (a, a'). Je suppose en outre que, pour les valeurs de y appartenant à l'intervalle (i, 6'), la fonction /{y) de la variable y admette une dérivée f{y) qui ne soit pas nulle dans l'intervalle (6, b^)l\o vais montrer que la fonction F(:r) de la variable x admet une dérivée et
que cette dérivée est égale à -p — r- Pour avoir cette dérivée en fonction de or, on doit y remplacer y par F(^).
Si l'on considère deux systèmes x et^, d'une part, x -\' h e\.y ~ k. de l'autre, de valeurs correspondantes des variables, on doit avoir
et, par suite,
regardons .r, y comme fixes, h et k comme variables; lorsque Tune de ces dernières quantités tend vers o, il en est de même de Taulre, en raison de la continuité; la dérivée cherchée est la limite de
(*) Le rôle des lettres x et^, ici et dans le n» 199, est interrerti.
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TexpressioiL
Ay-^^)-/(y)
lorsque h et, par conséquent, k tendent vers o; cette limite est l'inverse de la limite du rapport ^^^ k c'est-à-dire -77-? — -•
Un regard jeté sur la figure éclairera suffisamment la façon dont les choses se passent quand il arrive que la fonction /'(jk) s'annule pour une valeur particulière ^ attribuée à y.
Fig.
Je suppose que, y croissant de è à b\ la fonction f{y) croisse de a à a! \ inversement, x croissant de a à a\ la fonction F(a:) croîtra de 6 à b\
La fonction /(y) étant croissante dans l'intervalle (è, 6') sa dérivée ne peut être que positive ou nulle (n" 207); je suppose que cette dérivée s'annule pour ^ = p, valeur à laquelle correspond la valeur a de x. Dire que la dérivée f'{y) s'annule pour jr = p, c'est dire que la tangente à la courbe définie par l'équation x = f{y) est parallèle à l'axe des y\ on le voit de suite en intervertissant le rôle des lettres x et y, de l'abscisse et de l'ordonnée, dans le mode habituel de représentation des fonctions. La tangente à la courbe définie par l'équation y=:F(x)y qui est la même que la précédente, étant parallèle à l'axe OY, il convient de dire que la pente de cette tangente est infinie et que la dérivée de la fonction F(x) est infinie pour j: = a.
Le lecteur voit comment la courbe traverse nécessairement sa tangente en M.
Le théorème précédent relie les règles qui donnent les dérivées de a^ et de Ig.r. La dernière fonction peut être regardée comme définie par l'équation x = e^; la dérivée de Ig^r est — = —
En voici d'autres applications.
211. Dérivées des fonctions arcsinjr, arccos^, arc tango: . — La signification de ces fonctions a été précisée au n" 200; elles sont définies respectivement au moyen des équations
a: = sin^, a^ = cos^, a: = tang^;
on voit en se reportant à la règle précédente que leurs dérivées reî>pectives sont
cosy sin^ I -h tang*^
Pour la première, sin^étant égal à x, co^y doit être égal à ihy i — X'\ mais y = arc sinj? devant être compris entre — - et -f- f^> cos^ est
positif : la dérivée de arc sina: est > en prenant le radical avec
la signification arithmétique.
Pour la deuxième, cos^ étant égal à x^ siny est égal à zb y'i — .r*; mais, puisque y doit être compris entre o et tî, son sinus doit être positif; la dérivée de arc cos J7 est ■==
Pour la troisième, tangj^ doit être égal à j;; la dérivée de arc tangx
est
Le fait que la somme des dérivées des fonctions arc sino: et arc ces j est nulle pouvait être prévu; il résulte de l'identité
arc sina: -j- arc cosa: = — ?
valable pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à Tinlervalle ( — 1, i).
Dérivées des fonctions hyperboliques inverses. — On a vu au
n** 204 comment les fonctions
Ig(a7-h/i-ra72), lg(a-H-/a?«— i), lgl/7^
pouvaient être définies au moyen des équations respectives
leurs dérivées respectives seront donc
II
pour la première, on a x = shy el, par suite, chy =: \^/i -\- x^, le radical étant pris avec sa signification arithmétique, puisque chj^ est une fonclion essentiellement positive; la dérivée de lg(x-h \/i-hx'-^)
est -J=.
v/i -Ha?'
Pour la deuxième, on a, x = ch^ et, par suite, shy = ± ^x^ — i . Dans la détermination choisie pour la fonction inverse de ch^, on •iuppose y positif; il doit en être de même de shy^ on doit donc
prendre shy = y/x- — i; la dérivée de lg(x -f-^x^ — i ) pst —— ^
La dérivée de lei / est -•
On donnera tout à l'heure un autre moyen d'obtenir ces trois dérivées.
il2. Dérivée d'une fonction de fonction. — Soit u=/{x) une /onction de x, admettant une dérivée u= f'ix). Soit o(u) une fonction de la variable //, qui, regardée comme telle, admet une dérivée o {u) (*). Je vais montrer que si, dans ©(a), on regarde u romme étant égal ày(x), la dérivée de la fonction dex ainsi obtenue, à savoir ?[/(^)], est égale au produit ©'(tt)w', où il est entendu qu'on doit remplacer u et u! par leurs expressions en fonction de x.
Désignons en efl'et par j:o, «Oî ?("o)J une part, paro^o-f-A, aoH-A", ^'. "o -{- k) deux systèmes de valeurs correspondantes de la variable x vi des fonctions u = /{x)y cp(w) = çp[/(x)], en sorte que l'on ait
^ =/(^o-4- h) —/(xo), f [/(aroH- h)] = <p(ao-+- A); i>n regardera Xq et Uq comme fixes, h et k comme variables; à cause
( ' ) On dit, dans le même sens, que ?'(a) est la dérivée de (p(u) par rapport à u.
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de la conlinuité, quand h tend vers o, il en est de même de k, La dérivée cherchée de la fonction ?[/"(j?)], pour j7 = Xo, est la limite du rapport
quand h et k tendent vers o; le dernier membre de la précédente égalité met en évidence l'existence et la valeur de cette limite, qui est bien <f'{uo)/'(xo).
Je laisse de côté la petite difficulté tenant à ce que, lorsque A tend vers o, ky qui dépend de A, pourrait s'annuler une infinité de fois(* ): elle ne se présenterait que pour des fonctions singulières prenant une infinité de fois la même valeur; d'ailleurs le théorème reste vrai dans ce cas encore. Mais j.e m'arrêterai un instant sur la remarque suivante qui nous sera utile quelquefois :
Il peut se faire, en conservant les notations précédentes, qu'on sache que la fonction de x 'f [/(^)] admet une dérivée et que 1 on sache calculer cette dérivée, mais que, relativement aux fonctions ff{u)etf(x), on sache seulement que l'une d'elles, ç(£/) par exemple, admet une dérivée (par rapport à u) sans que l'on sache calculer la dérivée de l'autre fonction f{x)^ sans que l'on sache même si celle dérivée existe. Or la démonstration précédente prouve clairement que cette dérivée existe et qu'elle s'obtient en divisant paro'(i/) la dérivée de ?[/(^)]; de même si l'on sait calculer la dérivée /'(^) de/(z): mais, si l'on ne sait pas calculer la dérivée ie^{u) par rapporta m, on voit que celte dérivée s'obtient en divisant par f'{x) la dérivée de
Si dans la fonction if{v) de la variable v^ admettant la dérivée A'{t'i par rap[)ort à la variable v^ on regardait cette variable comme étant égale à çp(e/), puis u comme égal k/{x), A(p) serait une fonction de fonction de m, et une fonction de fonction de fonction de o;; en vertu du théorème précédent, la dérivée de ^{i^) regardée comme une fonction de fonction de ei, ou la dérivée par rapport à w de i[?{«'}
(») Introd., n*212.
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serait
en vertu du même théorème, la dérivée, par rapport à x^ de la fonction A[?(w)] où l'on regarde la variable u comme égale kf{x)^ serait le produit de la dérivée par rapport à u de la fonction ^[f ('/)], par la dérivée /"'(j:) de/(:r) par rapport à x. Finalement la dérivée de la fonction i(i') regardée comme une fonction de x est égale à •y(r) ff'(u)f'{x). Il est clair que Ton peul continuer ainsi indéfiniment.
L'importante proposition qu'on vient d'établir permet de relier des règles que l'on a établies séparément.
Ainsi la dérivée de cos:r = sin ( x\ peut se déduire de la dérivée
de sinjc et de celle de x : si l'on pose pour un instant u= a:,
x)i ou sinu^ devient une fonction de x dont la dérivée (par
rapport à x) est u'cosUj en désignant par u' la dérivée de u par rapport à x^ qui est ici égale à — 1 , la dérivée de cos^ est donc
— cos ( X] = — sinj?. De la même façon on voit que la dérivée
de cotjT = tang (- xj doit être égale à
— IH- tang*( x) = — (i-h cot*a7).
On a établi, au n" 42, en se fondant sur une autre définition de la dérivée, que la dérivée du polynôme
/(ar-+- a) = Ao(a:H-a)«-h A|(a7 H- a)«-i-h. . .h- Art_t(^ -t- «) -^ A„,
obtenu en remplaçant x par x-i-a dans le polynôme
/{t) = Aoa7'»-f- A|a7'»-*-h. . .-h Xn-i^ ■+■ A«,
sobtenait en remplaçant x par x -^ a dans la dérivée
/'(x) = /lAo^r^-i-hCAi — 1) Aia7«-»H-...H- A;i_,
du polynôme /(a;). Il suffit de poser u =x -hct pour voir que le l^oljnome /{x -^ a) = /(u) peut être regardé comme une fonction de fonction, dont la dérivée est /'(a) x a'; ici la dérivée u' de x -i- a
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est égale à i ; la dérivée de /(.r-+-a) est donc f'{X'\- a), en désignant par ce symbole ce que devient le polynôme /'(or) quand on y remplace x par x -h a.
La dérivée de
/(aj;-hP) = Ao(aa:-h?)«-h A,(xx-f-3)«-i-h...-+-\„_.,(aa:H- ^ ) -^ .\„, OÙ l'on suppose que a et p sont des constantes, serait
aL/'(TLX-+- fi) = noiXo{oLx-+- fi)«-» -h(/i - i)7lXq(olx -h 3)"-2 -h ... -t- «A„_,.
en désignant par/'(aj: -f- fi) ce que devient la dérivée /'(j-) du polynouiey(j:) quand on y remplace x par 7.x -\- j3. Ici /'{olx -h 'i ) n'e^l pas la dérivée de/(aa? -f- ^) par rapport à x,
La règle relative aux fonctions inverses peut aussi être ratlachétà la règle relative aux fonctions de fonction :
Si Ton considère en elfet la fonction f(x) de la variable Jc qui définit Téquation x =f(y)^ on peut, en regardant dans celle équaliony cr)mme égal à F(ar), observer quey[F(.r)]doit être identiquement égal à X, en sorte que la dérivée de celte fonction de fonction doit être identique à la dérivée de x^ c'est-à-dire à i ; on doit donc
avoir
i=f'(y)V'ix),
en désignant pur /'(y) la déri\ée de /{y) par rapport k y. C'est le même résultat qu'au n" 210.
En vertu d'une remarque que l'on a faite plus haut, ce raisonnement ne présuppose pas l'existence de F'(x).
Considérons encore la fonction y= Arctang(/i tangx) définie au n" 20(); on a vu que celte fonction était toujours continue; considérons-la toutefois, dans un intervalle (ti, b) auquel n'appartienne aucun
multiple impair de -; dans cet intervalle, la fonction arc tang(/* tang-r i. toujours comprise entre — f et ^* est continue et ne peut diflerer de
la fonction Arc lang(/i timgx) que par un multiple de tt; les deux fonctions ont, dans cet intervalle, la même dérivée; or la dérivée de la fonction arc lang(/2 tangx) est
1 II n
I -r- ( /i lanj':^- j- cos- j- cus--c -t- /i- siii
Telle est donc aus»i la dérivée de la fonction Arc tang(/2 tangx). Le résultat subsiste lors même que x est égal à(2Ar4-i)-jA: étant un entier quelconque; pour cette valeur de x, en effet, y est aussi égal à (aXr -f- 0" ' ^^ sorte que la dérivée de y est la limite, pour A = o, de
Arc tangj n lang (aA-^-i)- -*-'»( — (•>.A:h-i)-
Or le numérateur de cette expression est égal (n" 200) à
Arc tang ( — ^— \ •
La limite que Ton veut évaluer n'est autre chose que la dérivée, pour j; = o, de Arc tang ( — ^^ )' c'est-à-dire - : or c'est là précisément la valeur, pour x = o, de
cos*a' -h n- sin'a?
Dérivées logarithmiques. Dérivées de w". — Si Ton regarde u comme représentant une fonction de :r, qui reste positive dans un certain intervalle et qui admette une dérivée a', la fonction (de x)
Iga sera définie dans cet intervalle et aura pour dérivée — : ce que
Ton a désigné plus haut comme la dérivée logarithmique d'une fonction n'est autre chose que la dérivée du logarithme de cette fonction, quand ce logarithme a un sens.
Si, dans l'intervalle des valeurs de x que Ton considère, la fonction u était négative, l'expression Igu n'aurait plus de sens; posons v= — U] la fonction lg(^ est définie dans l'intervalle considéré; sa
dérivée, par rapport à j?, est — = — - — = — • Des deux expressions
Igtif lg( — u), l'une seulement peut avoir un sens; la dérivée, par
rapport à ar, de celle qui a un sens est - ; on peut dire, si l'on veut,
que cette dernière expression est la dérivée de Ig { // 1.
Les valeurs de x qui annuleraient u doivent naturellement être exclues.
T. - II. o
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Si l'on pose, par exemple, u = x"*^ x étant assujetti à rester posilif et m étant quelconque, la dérivée de IgJ?*", ou de m Ig^, que l'on sait d'ailleurs être — . devra être éfi:ale à — ; la dérivée u de a?"* est donc
égale à —'X'^=- ma:'""*. On a expliqué plus haut que ce raisonnement ne présuppose pas l'existence delà dérivée de la fonction x"^.
En vertu du théorème des fonctions de fonctions, la dérivée de «** est mu^~^ tt', quelle que soit la fonction w, pourvu que celte fonction soit positive et admette une dérivée //'.
En résumé, la règle qui donne la dérivée de «*" lorsque m est un nombre naturel (n° 208) s'applique dans tous les cas.
Il convient d'observer qu'elle s'applique en particulier à une fonction de la forme — = u~^ où m est un nombre entier; la dérivée de
cette fonction est — mti~'^~* u' ou — ;;77ï- > <>n pourrait, dans ce cas, appliquer la règle relative à la dérivée d'un rapport; celle qu'on vient de donner conduit de suite au résultat simplifié.
De même, quand on a affaire à un rapport de la forme -—^ où u^ r sont des fonctions de x, dont les dérivées sont «', r', il est préférable de l'écrire sous la forme uPv~*f pour trouver sa dérivée
pvu' — quv' p M/>-' ç-l u — quP p-^-» V = ^ -r uP^^ .
La règle qui donne la dériv.'^e de //'" donne aussi la dérivée d' un
radical ; les dérivées de ^u = u'^^ -— = u =* sont respectivement ;= ,
vu a y «
2 Ci ^U
Par exemple la dérivée de \Jax^-\- 2bx -h c est -
/o-c* -4- a 6ar -H c
Pour calculer la dérivée de Ig (x -^\/x'^ — i ), déjà obtenue au
numéro précédent, on posera w = j? -h ^/x'-^-t i ; la dérivée cherchée
est
on reconnaîtra de même que les dérivées de Ig (x -\-\/x^ — i ) et de
Igl/ sont respectivement -— ==^ > : •
Considérons encore la fonction Ig lang - qui est définie quand x varie entre o et tî (les limites étant exclues), puisque alors tang - est positive. En posant u = tang 7» on voit que sa dérivée est— • D'ailleurs
tang - est une fonction de fonction de x; si Ton pose t; = -, on voit
v' I que la dérivée de tang r, par rapport à x, est — 5- = ; en ré-
'j> nos* —
COS
sumé la dérivée de Ig tang- est
^X X . X X %\ViX
•1 cos* - tang - SI sm - cos —
la même dérivée convient à la fonction Ig tang-L où, si l'on veut
avoir affaire à une fonction continue, x doit varier dans un intervalle auquel n'appartient aucun multiple de tc.
De même la dérivée de lg| tang(— -I- -7 ) est • Le lecteur
ramènera aisément un cas à l'autre.
Dans les applications de la règle des fonctions de fonctions, je me suis assujetti, pour une plus grande clarté, à représenter par des lettres distinctes les fonctions qui s'imbriquent les unes dans les autres ; le lecteur pourra commencer par faire ainsi, afin de bien reconnaître les fonctions de fonctions; il devra se défaire ensuite de cette
habitude et dire, par exemple : la dérivée de Igtang- est égale à la dérivée / \ de Ig tang - par rapport à tang - , multipliée par
la dérivée / \ de tang- par rapport à -> multipliée par la
dérivée (- j de - : la dérivée cherchée est donc
X ^OC 1 %\ViX
lane— cos* — ° a 2
L'application de cette règle doit lui devenir très familière; j'en
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dirai autant de toutes les règles et de tous les exemples des n"* 208. 209, 210, 211 et 212, qui doivent être sus par cœur, d^autant que ces règles et ces exemples sont d'un usage continuel. J'insiste d'autanl plus sur cette obligation que je crois inutile et même mauvais de confier beaucoup de formules à la mémoire. C'est d'ailleurs en les appliquant fréquemment que ces règles et ces formules se fixeronl le mieux dans l'esprit. Les règles pour le calcul des dérivées seront complétées aux n"* 217 et 219.
213. Dérivées d'ordre quelconque. Notations. — Si une fonction ,>'=/(^)admet une dérivée ^=/'(^), cette dérivée, étant une fonction de x^ peut admettre elle-même une dérivée que l'on désignera pary o\xf"{x) et que l'on appelle la dérivée seconde dc/(j:); cette dérivée seconde peut avoir une dérivée y^=^f"'(^x)^ qui sera dite dérivée troisième de/(x)y et qui sera la dérivée seconde de /^(-r); la dérivée j^*"" = /*''( a:) de la fonction /"'(j?) est la dérivée quatrième de/(^), la dérivée troisième de f'{x)^ etc. On peut continuer ainsi indéfiniment.
La dérivée /i**"* se représente par j^^"' oix/^'^^{x)» La dérivée/'(-r; prend elle-même le nom de dérivée première.
Les notations que je viens d'employer ne sont pas les seules usitées; quelques auteurs emploient, pour désigner les dérivées successives de la fonction y(x), les notations
où il est inutile de dire que les symboles 2,3,... ne sont pas des exposants : ils indiquent la répétition d'une même opération.
La notation de Leibniz consiste à Représenter la dérivée première d'une fonction^ ouy(:r) par la notation
dx^ dx ' dx
Elle conserve la trace de la définition de la dérivée, la lettre d est l'initiale du mot différence. Si Ton regarde pour un instant dx comme un petit accroissement donné à x^ comme la petite différence entre deux valeurs voisines :r et ^ -h dx de la variable, puis dy comme la petite différence entre les valeurs correspondantes y el y ■-\- dy de la
fonction, le rapport -j- sera voisin de la dérivée. Nous regarderons ici (au moins jusqu'à ce qu'on ait introduit la notation différentielle) les écritures ~ » -^ — -^ -^ non comme signifiant un rapport, mais
comme de purs symboles représentant le résultat de l'opération qui consiste à prendre la dérivée dey ou de/(x) par rapport à x.
Cette notation a encore l'avantage de spécifier la variable; si, par exemple, j^ = 'f (w) est u(ie fonction de la variable u, et si a = ^(j?) est une fonction de x, y pourra être regardé comme une fonction de fonction de ^; il y aura lieu de distinguer entre la dérivée ©'(«) de y prise par rapport à u, et la dérivée ^' (u) 'y(x) de j^ = o[J>(x)] prise par rapport à x ; cette distinction se fera naturellement en écrivant -^ dans le premier cas, et -~ dans le second; le théorème des fonctions de fonction pourra alors s'exprimer par la formule
dy __ dy du dx ^ du dx
Dans la notation de Leibniz, les dérivées seconde, troisième, ..., ^iéme jg jg^ fonction^ de x se représentent par
dty d^y d'\y
dx^^ dx^ ' ""' dx"^ '
Les chiffres 2, 3, ..., /i ne sont pas des exposants, ils rappellent simplement Vordre des dérivées (' ).
Voici quelques exemples de cas où la dérivée ai'*™° s'obtient facilement.
On a vu au Chapitre II la forme des dérivées première, seconde, ..., ^lème d'un polynôme du /i'*"® degré : cette dernière est une constante, les suivantes sont identiquement nulles.
Si a et 6 sont des constantes, et n un nombre quelconque, les dérivées première, seconde, . . ., ^'*"« de {ax -h 6)" sont
na(ax-h ô)^-^y n(n — i)a*(aa7 -+- 6)'*-*, ..., n(n — i). . ,{n ■— /? ■+• i)aP{ax-^ by^-P.
(*) Au lieu de dire dérivée première, seconde, etc., on dit aussi dérivée du premier ordre, dérivée du second ordre, etc.
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Lorsque n est un nombre naturel, l'un des facteurs numériques devient nul dès que p dépasse n. En particulier, la dérivée yo**"« de la fonction est
La dérivée/?**"** de
est
La dérivée n**"" de a^ est a'^(lg«)"; toutes les dérivées de e' sont égales à e'.
Les dérivées premières de sinx et de cosa: peuvent s'écrire
sinf x-f- - j> cos(j:-|- -^y, on en conclut, de proche en proche, que
les dérivées /i'*"«* sont sin (x -^ n-\y cos ( jc -f- " f ) ; les dérivées successives de Tune quelconque de ces fonctions se reproduisant périodiquement de quatre en quatre.
La dérivée /»'*"** de lg(^i -{- x\ est la dérivée {n — i)'^"** de —^\
elle est
Soient m, r deux fonctions de .r dont on dé^ignera respectivement les dérivées successives par
la déri\ée /*'*"' du produit */i* est
„ 'I r -^CJm '«-I t'^C5//«-« «' — .. .-^-C;îwl'« ,
en désignant par C", C" C^J les coefticients de la /i'*"* puissance
d'un binôme in*' W^. Cette formule, qui est souvent utile pour calculer des déri\ées «'''""*. se démontre sans peine par induction. La déri\éede Texpression
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Où. a écrit sur la première ligne, pour chaque terme, la partie de la dérivée obtenue en prenant la dérivée du second facteur; sur la seconde ligne, Tautre partie. En faisant les réductions, on voit que celle dérivée est égale
I4t,i/n-i) ^ (__ , yi |^i«H-i) (,.
214. Dérivées partielles. — Considérons une fonction de plusieurs \ariables indépendantes, par exemple une fonction /(^, y^ z) de trois variables x, y, z; je la supposerai définie et continue pour toutes les valeurs de x^ y^ z qui satisfont aux conditions
(1) A<xiPL'y B^^^B', G^5<G',
où A, B, C, A', B', G sont des nombres donnés; si l'on attribue à y, z des valeurs fixes satisfaisant aux conditions précédentes, /(^,y, 5) sera une fonction de x continue dans l'intervalle (A, A'); si elle admet une dérivée, cette dérivée sera dite la dérivée partielle de la fonction /(j:, y^ z) par rapport à x; elle se représentera par
/'. ou g (.).
Les dérivées partielles /J. ou ^>/^ ^" ;i~' prises par rapport ky
et à 3, se définiront de la même façon.
Si la fonction /{Xj r, z) admet des dérivées partielles pour chaque système de valeurs des variables qui vérifient les conditions (1), il est clair que ces dérivées partielles seront des fonctions de x, y^ z définies pour tous ces systèmes de valeurs des variables.
Une dérivée partielle par rapport à une variable se prend en sui- >anl les règles expliquées précédemment; en calculant cette dérivée, ou traite les autres variables comme des constantes.
(') Il convient, afin d'éviter les confusions, d'employer un caractère différent {à) <ie (rf) qui a servi jusqu'ici, pour rappeler qu'il s'agit d'une dérivée partielle.
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On a, par exemple, en prenant/(.r,^) = jJ",
on doit supposer x positif.
Si l'on a
on aura
df z X àf ZTS X df . X
-~ = — cos — » -r- = cos —, -^ "=: ^in-
ox y y dy yr^ y dz y
11 est à peine utile de dire que les dérivées partielles d'un polvnome en x, y^ 5, ..., que Ton a définies au Chapitre II soni les mêmes expressions que celles qu'on vient de définir.
En parlant d'une fonction /(x, y? z) définie et continue aux environs d'un système de valeurs x©? ,Vo, ^o admettant, pour ce sjslème de valeurs et aux environs, des dérivées partielles continues, j'entendrai qu'il y a un nombre positif £ (non nul) tel que, en posant
Pl = Xq — e, B=j^o— 6, C=-3o— s,
la fonction /(j:, y, z) soit définie et continue pour toutes les valeurs de 00^ y ^ z qui satisfont aux conditions (i), et admette, au sens qu'on vient de dire, pour ces mêmes valeurs des variables, des dérivées partielles qui soient des fonctions continues de x, v, z.
Tel est le cas, par exemple, de la fonction ssin - pour tout système
de valeurs x^^y^^ Zq tel quej^o ne soit pas nul.
Les dérivées partielles /^, /^., f'^ d'une fonction de trois variables fi^x^y^ s), dont on vient de parler, sont les dérivées du premier ordre; je suppose que chacune d'elles admette (Jes dérivées premières par rapport à x^y^ 3, celles-ci seront, pour /(x, j^, 5), des dérivées
secondes; par exemple, les dérivées (premières) de/^ ou -- par rapport à jc, y^ 3, se désigneront par
f xxt J xyt Jxz
OU
de même ou
dx dx ' dx dy'
dxdz'
fyxt fyyj
fy:
à'/ ^ av.
dj^ dx dy dy
dyôz
désignent les dérivées (premières) de/^ ou ^ par rapport à x^y^ z,
et ainsi de suite. Ces notations se simplifient lorsque l'on peut intervertir l'ordre des dérivations; c'est ce que l'on peut faire dans le cas des polynômes, comme on l'a montré au Chapitre II; c'est ce que l'on peut faire, plus généralement, lorsque les dérivées que l'on considère sont des fonctions continues de variables indépendantes; je le démontrerai un peu plus loin; je ne m'arrête, pour le moment, qu'à la notation. On a expliqué, à propos des polynômes, la signification du symbole
OÙ a, 3, y représentent des nombres entiers, positifs ou nuls, dont la somme est égale à p, La même dérivée />'*"• que représente le précédent symbole se représente aussi par
dpf
dx» âyP âzy
Je répète que cette façon d'écrire ne sera légitimée que lorsqu'on aura prouvé la possibilité d'intervertir l'ordre dans lequel on prend les dérivées.
On a souvent besoin d'écrire un symbole qui représente la valeur d'une dérivée partielle pour un système de valeurs attribuées aux variables; on écrira, par exemple,
/r«(^o,ro)> fJ^^,p^r(^o,yo, so)
pour désigner ce que deviennent les dérivées seconde et /?**™* /j.,, /,«\?,Y quand on y remplace x par Xo^yo^ Zq; on écrit aussi quelquefois
avec le même sens.
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215. Si une fonction f{x) admet une dérivée f{x) dans un inte/çalte (a, b) et si elle est nulle pour x= aet x := b^sa dérivée f{x) s^ annule pour une valeur de x comprise entre a, b et différente de a et de b.
Fig.
Celte proposition, connue sous le nom de théorème de RoUe. revient à dire que, sur l'arc de courbe qui représente la fonction y = f(^x) lorsque x croît de a à è, il y a un point d'abscisse a (a< a < 6) où la tangente est horizontale.
Sous cette forme la proposition semble intuitive. Le lecteur peut, s'il le veut, se contenter de cette vue, et admettre cette proposition au même titre que les propositions concernant les fonctions continues qu'on lui a demandé d'admettre au n' 196.
Il y a toutefois intérêt à savoir que la démonstration du précédent théorème se ramène à l'une des propositions qu'on vient de rappeler.
Dans l'intervalle (rt, 6), la fonction /(:f) qui, par hypothèse, admet une dérivée, est continue : il nous sera plus tard commode d'avoir observé que la proposition considérée, et la démonstration qui suit, n'impliquent pas l'existence de la dérivée pour les bornes «, b de l'intervalle; mais cette démonstration s'appuie sur la continuité de la fonction /(j7) dans tout l'intervalle, bornes comprises; cette continuilé est donc essentiellement supposée.
Si la fonction /(.r), continue dans l'intervalle (a, fe), n'est pas nulle dans tout cet intervalle, elle est soit positive, soit négative, pour quelque valeur de x^ ap])artenant à cet intervalle.
Plaçons-nous dans le premier cas, et désignons par a la valeur de J7, appartenant à l'intervalle (a, 6), pour laquelle la fonction continue f{jc) atteint son maximum ( n° 196), c'est-à-dire le nombre x
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tel que l'on ait/(a) >/(ar) pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à rintervalle (a^ b).
Le nombre /(a) est certainement positif, puisqu'il y a des valeurs de /(x) qui sont positives et que /"(a) est supérieur ou égal à ces valeurs. 11 suit de là que a n'est égal ni à a, ni à b. Je dis que l'on a /'(a) = o.
En effet, les deux rapports
/(flc-^A)-/(a) /(a-y^)-/(a)
h ' =rÂ '
où h est une variable positive, assujettie à être assez petite pour que les nombres a -f- A, a — h appartiennent toujours à l'intervalle (a, b) tendent vers la même limite/'(a), quand h tend verso; les numérateurs de ces deux valeurs sont négatifs ou nuls, en vertu de T hypothèse faite sur /(a); des deux rapports, le premier est négatif ou nul; sa limite ne peut être positive; le second est positif ou nul; sa limite ne peut être négative. Cette limite, qui existe puisqu'il y a une dérivée, et qui n'est ni positive, ni négative, est certainement nulle. La proposition est démontrée. Puisque a n'est ni a, ni 6, l'existence de la dérivée pour ^ = a, ou pour x = b, n'est pas supposée.
Formule des accroissements finis. — De cette proposition va résulter la suivante :
Si la fonction/(j:) admet une dérivée /'(j:) dans l'intervalle («,t), le rapport
est égal à la dérivée f {x) pour une valeur de x comprise entre a et 6, différente de a et de b.
Remarquons que cette proposition a à peu près le même caractère intuitif que le théorème de Rolle : en effet, si l'on figure la courbe qui représente la fonction^ =/(a7) dans l'intervalle (a, 6), le précédent rapport représente la pente de la droite AB qui joint les deux points A, B correspondants aux valeurs a^ b à& x\ l'énoncé précédent veut dire qu'il y a sur la courbe un point M dont l'abs( i^se a est comprise entre a et t, où la tangente est parallèle à AB.
Au reste, ce théorème se ramène au théorème de Rolle en consi-
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dérant (n** 207) la fonction du premier degré
fia).
Fig. 64.
qui, pour ^ = a et pour ^=6, prend les mêmes valeurs /{a)ei f{b) que la fonction /'(j?); la différence
entre cette fonction du premier degré et /(^) s'annulera donc pour jt* = a et pour a: = è ; sa dérivée
s'annulera pour une valeur de x^ comprise entre a et 6, autre que a et 6.
De même que le théorème de Rolle, ce théorème, pourvu que la fonction f{x) soit continue dans Tintervalle (a, 6), bornes comprises, n'implique pas l'existence de la dérivée aux bornes a, b de l'intervalle.
Le résultat qu'on vient d'établir s'écrit souvent sous la forme qu'on va expliquer.
Si j: et j; -4- A sont deux valeurs quelconques de x, appartenant à un intervalle où la fonction /(j:) a une dérivée, une valeur quelconque de la variable comprise entre j? et a: -h A pourra être représentée par ^ -f- 0/i, en désignant par 6 un nombre positif (non nul' et moindre que i. En appliquant le précédent théorème aux
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nombres x eX. x -^ h (au lieu de a et 6), on pourra donc écrire
ou
c'est la formule à laquelle on donne souvent le nom de formule des accroissements finis.
Elle permet, en particulier, d'évaluer l'erreur que l'on commet, lorsque, pour calculer la valeur d'une fonction /(^), on substitue à la variable une valeur approchée : soient a la valeur approchée, a -}- A la valeur exacte, l'erreur est hf'{a + OA); elle est donc moindre, en valeur absolue, que A a, en désignant par a une limite supérieure de l'erreur commise sur la variable et par A un nombre égal ou supérieur à la plus grande des valeurs absolues de la fonction f'{x)^ quand x varie de a — a à a -h a. Il sera, d'ordinaire, aisé d'évaluer A par un calcul grossier. On ne doit pas oublier toutefois que, si la valeur de /(a) n'est pas calculée exactement, l'erreur commise dans le calcul de /(a) peut s'ajouter à celle qu'on vient d'évaluer.
Supposons, par exemple, qu'on veuille calculer un nombre dont on se donne le logarithme vulgaire et que l'erreur commise sur ce lo-
garithme soit moindre que a; on a ici/(j:) = e", en désignant par x la valeur exacte du logarithme; l'erreur commise sera donc moindre
que ^ e"", en désignant par Ç un nombre compris entre a — a et a -|- a;
si Ton suppose ces nombres moindres que 4) on voit que l'erreur sera moindre que
moindre que — > par conséquent, si l'on suppose a < lo"^. Le lecteur
peut multiplier les exemples de cette nature.
Voici maintenant une application, d'un caractère tout théorique, de la formule des accroissements finis.
Supposons que, lorsque x varie de a à 6, la fonction dérivée /'(a?) reste inférieure en valeur absolue à un nombre positif fixe L : c'est <*e qui arrivera sûrement (n® 196) si elle est continue dans l'intervalle (a, b).
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On aura alors, en désignant par Xq, x^ deux nombres quelconques appartenant à cet intervalle,
|/(^i)— /(^o) I <L|ari— a:o|;
on voit donc que, si l'on se donne un nombre positif s, il est possible de lui faire correspondre un nombre e' = r tel que l'on ait certainement
sous la condition que l'on ait \ x^ — Xo\<.t' et que les nombres -Fj, Xi appartiennent à l'intervalle (a, b). C'est une proposition que Ton a énoncée au n" 196 sous une forme plus générale, sans supposer l'existence de la dérivée.
On verra bientôt l'importance du théorème des accroissemenb finis pour fonder les propositions relatives a la variation des fonctions. Je vais l'appliquer à la démonstration de quelques règles qu'il me reste à donner pour le calcul des dérivées et, tout d'abord, à démontrer que, pour les fonctions de plusieurs variables, on peut intervertir l'ordre dans lequel on prend les dérivées.
Il suffira (n° 46) d'établir la légitimité de cette interversion dans le cas d'une fonction de deux variables; l'extension est ensuite aisée.
216. Soit /{x^ y) la fonction considérée : je suppose que, pour les systèmes de valeurs de x^ y que l'on considère et aux environs, elle admette des dérivées partielles du premier ordre continues
Mon objet est de démontrer que, si les dérivées partielles cp'^. =/jj et ^'j. = fyj. sont continues pour le système de valeurs x^^ y^ attribuées aux variables et aux environs, ces dérivées sont égales.
L'accroissement de la fonction /(:r, y)^ regardée comme une fonction de X seul, quand on passe de la valeur x^ à la valeur Xq -H A est f{x^-\- h^y) — fi^fit 7)1 c'est une fonction de y^ que je désignerai par g{y) et dont la dérivée g'{y) (par rapport à y) est ^(xo-hA, x)— '}(^07y)j puisque J>(^o 4- A,:k) et «K^o, ^) sont les dérivées respectives, par rapport à y^ des fonctions /{xq -\- A,/) et
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L'accroissement g{yo-h A") — g(yo) de la fonction g{j') quand on passe de la valeur Vo à la valeur ^q -f- A" est
/(xo -H A, J^o -H A) — /(a7o, yo -h A-)—/(xo-hh,yo) -+-/(xo, /o),
et, sous cette forme, il est clair que l'on serait arrivé au même résultat en partant de l'accroissement /(^, jKo + A) — /(^i Xo) àe la fonction/(x, r) regardée comme une fonction dey seul, quand on passe de la valeur j^Q à la valeur^o-i- A", puis en regardant cette expression /{x^Vq -h A-) — /(.r, j'o ) comme une fonction de la seule variable x et en calculant son accroissement quand on passe de la valeur Xq à la valeur XQ-i- h. C'est cette remarque évidente qui va nous conduire à la proposition annoncée.
L'accroissement giyo-^ ^) — o (yo) ^st, en effet, en vertu du théorème des accroissements finis, égal à
en désignant par ^ un nombre positif plus petit que i , mais, dans le second membre, le facteur que multiplie k peut être regardé comme raccroisseraent de la fonction (de x) ^{x^ y^ -\- ^A") quand on passe de la valeur Xq à la valeur Xq-\- h\ en vertu du même théorème, cet accroissement est égal au produit par h de la dérivée ( par rapport à X ) de cette fonction, pour une valeur x^-^rth de la variable comprise entre x^ eiXQ-\- h\ le dernier membre de l'égalité précédente est donc hk'Yj.{xQ-\- a A, ^o-h ^k)- On a ainsi
/(jToH- A» ro -+- A) — /(a^o, 7o -^ k) —/{xo -¥- A, ^o) -H-/(a?o,ro) = hk'y^gixo-hoih.yQ-^^k):
mais, si Ton avait fait les choses dans l'autre sens, si l'on était parti de raccroissementy(a7, y^ -\- k) — /(^, yo) regardé comme une fonction de j:, pour calculer l'accroissement de cette fonction quand on passe de Xq à x^ + A, on serait évidemment arrivé à l'expression AAi^(Xjj -+- oL^h.yo -h p'A") en désignant par a', 3' des nombres qui, comme a et (3, sont compris entre o et i ; les deux résultats doivent être égaux et l'on doit avoir
Yx(^o-^<=^^,yo -t- P A) = tf'y(xo ■+- a' h, 7o H- P'A).
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Les deux fonctions ^^, '^^ étant, par hypothèse, des fonctions continues, les deux membres, lorsqu^on fait tendre het fc vers o, ont pour limites respectives ^^i^o^yo) ^^ ^yi'^otyo) • ces deux quantités sont donc égales; c'est ce qu'il fallait démontrer.
217. FonctionB composées. — Soit/(w, i^) une fonction des deui variables indépendantes w, r; je suppose que, pour chaque système de valeurs de ces variables que je considérerai et aux en\ irons, la fonction soit continue et admette des dérivées partielles continue*.
Regardons maintenant i/, r comme des fonctions de la variable indépendante X, continues dans Tintervalle (a, b) et admettant, dans cet intervalle, des dérivées u\ t»'. Il est bien entendu que les valeiir> que prennent m, v quand x appartient à l'intervalle (a, b) sont de celles pour lesquelles les conditions imposées à la fonction y(«/, n sont vérifiées. La fonction /(w, i') devient alors une fonction de j" définie dans l'intervalle (ût, b), fonction dont on dit qu'elle est composée avec les fonctions w, v; je vais montrer que cette foncliuD (de x) admet une dérivée (par rapport à jr)et que cette dérivée est
Au'^/y ou g«'+^W.
Ne regardons pas encore w, r comme des fonctions de x^ et considérons deux systèmes de valeurs Uq et l'o, Wo -h A//o et r^-hAiv attribuées aux variables m, r dans la fonction /(m, r); la différence
entre les valeurs de la fonction /qui correspondent à ces deux ststèmes de valeurs des variables peut s'écrire
Le premier crochet peut être regardé comme l'accroissement de la fonction de la seule variable r,/(wo 4- Awo? ^) quand on passe de Id valeur w-q à la valeur Tq-I- Ar© de cette variable; il est donc égal au produit par Aro de la valeur que prend la dérivée par rapport à r »ie la fonction /(wo4- Awq? ^) quand on y remplace v par une valeur ÇQ-^h\vo intermédiaire à Tq, ('o-H^^oî en sorte qu'on peut écrire
On a de la même façon
V désignanl un nombre compris entre o et i . On a finalement
(U /(Mo-T-Aao, vo-h \Vo)—/(uoy v^)
cette égalité a lieu quels que soient Uqj Vqj ^^oy ^^o-
Supposons maintenant que l'on considère deux valeurs voisines Xq et Xo-h AoTo de la variable x et désignons maintenant par Uq et i'o, Wo-H A^o et i'o"**- ^^0 les valeurs correspondantes des fonctions m, i^ de cette variable; l'accroissement de la fonction (de x) /(u^ i^) quand on passe de la valeur Xq à la valeur Xo-{- Ar© sera le premier membre de l'égalité (i), et la recherche de la dérivée de la fonction de x revient à la recherche de la limite de
quand Axo, Amoi ^^o tendent vers o; or, dans ces conditions, -— ^» — - tendent vers les valeurs (^J,, u' des dérivées v\ u! des fonctions c, u
pour^x = Xo; les fonctions (des deux variables m, ^)/i ^^fu étant continues, les expressions
/i («o-H Amo, Vo-H 0 Ai^o), /« (woH- 6' Amo, Po)
tendent vers les valeurs f'^ (u^^ <^o)î /L(^oi ^o) ^^s dérivées partielles y(,, /J^ pour M = «p, (^ = (;,, ; il n'y a maintenant aucun inconvénient à supprimer l'indice o et à dire :
La dérivée par rapport à :r de la fonction /(m, v) composée avec les deux fonctions (de x) u eX. v est f'u^'-^fl v' ,
La proposition qu'on vient d'énoncer peut s'écrire
df__dfdu àf d^ dx ~^ du dx àv dx
Elle s'étend aux fonctions composées avec autant de fonctions e/, i\ w, . . . que l'on veut. Bornons-nous au cas d'une fonction de trois variables /(m,*', iv), où l'on regardera w, ç, w comme des fonctions T. — U. 10
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(le x'j SOUS dos condîtions analogues à celles que l'on a spécifiées au dôbut de ce numéro, on aura pour la dérivée de la fonction de x ainsi composée
djT du dx ôv dx dw tlx •"' -"^ •'*' '
ainsi qu^il résuUe de la suite d'égalités que voici :
= {/{ u — A«, i* H- Ac», w -+■ A«v] — f{u -^ \u, V -+- Ai?, w)]
— l/i 14 -h Afi» V -h Ar, «v] — /^« -r- Au, v, w)] ^ [/l M — Au, r, «•> — /\ M, r, w »]
= A*»' ^/^. V w -«- Aa, r •+■ Ar, iv -+- 6 Aw >
— Ar Jl < M -*- Am, r — 8 Ai\ wp )
— Au /*„ » M — ft* Aa, i\ w ».
Los règles ivlatJxes ù V^ derixêe d'un produit «i* ou d'un quotient fourniront dos applications immédiates des règles précédentes. i^n a on ottVt. jKir e\ompU\
la vlonxot^ do u\' |VAr rappv^rt àx. lonkjue w. i* sont des fonctions de x, o^t dv^uo \ u — <»%^ . on dtM^uarît fvjir u . %' . les dêri\ées de i/. v. I ^ dorixoo * ' vlo N" o^t
Mi yât^ V,».-* i j: o.i 4 « » ,jt 3v^*r4 » = i' : i .'«i ^» = • ^ :*. pai> en preoaol les
^»l .»! I vU t
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Si en particulier on suppose a = x, i' = x, on voit que la dérivée (le x^ est
Si Ton considère les éléments d'un déterminant comme des variables, il est clair que la dérivée partielle du déterminant par rapport à chacun (le ses éléments sera le mineur relatif à cet élément. De cette remarque, de la règle précédente, et de la règle relative au développement d'un déterminant par rapport aux éléments d'une ligne ou Axrnt colonne, résulte immédiatement la proposition suivante :
La dérivée d'un déterminant du /i*^™" ordre, dont les éléments dépendent d'une variable, est la somme de n déterminants dont chacun s^obtient en remplaçant, dans le déterminant proposé, les éléments d'une des n colonnes par leurs dérivées respectives, ou les éléments d'une des n lignes par leurs dérivées respectives.
En particulier, si, pour une valeur de la variable, tous les mineurs sont nuls, la dérivée du déterminant est nulle pour cette valeur de la variable.
La règle pour prendre la dérivée d'une fonction composée s'applique aux dérivées seconde, troisième, etc.
Supposons, en conservant les notations antérieures, qu'il s'agisse de la fonction composée y(w, r, (v). Sa dérivée première est
Chaque terme est un produit et sa dérivée s'obtient par la règle relative aux produits : en prenant les dérivées des seconds facteurs, on obtiendra les termes
qui devront figurer dans la dérivée seconde; devront y figurer aussi Ifs produits de m', v' ^ iv' par les dérivées respectives des fonctions ('^^ ^) f'u'i f'vtfw • ^^s fonctions sont des fonctions composées; la dérivée de la première est
du dv ôw '
ou
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la dérivée de la seconde et de la troisième sont respectivement et Ton a finalement, pour l'expression de la dérivée seconde,
Cette formule peut s'écrire, si l'on préfère, dx^ ~" du dx* dv dx^ dtv dx^
,à\f/duYd\f/dv^Y àVf^y
du*\dx/ dv*\dx) ôw^\dx) ô^f ds? dw d* f du dw
-^ 2 ^^— + '2 Il
dvdw dx dx duàw dx dix
à^f du dv àudv dx dx
On peut continuer ainsi.
218. Formule des accroissements flnis pour les fonctions de plusieurs variables. — Soit, par exemple, /(jr,j^, -s) une fonction de trois variables. Je vais donner une expression de la différence
/{xo-^h, ro-^k, Zo-^l)—f(xo,yo, ^0),
qui peut être regardée comme Taccroissement de la fonction y (jc,^, s) quand on passe du système Xo,.ro> ^0 s^" système:ro-+-A,yo4-A",S|>-}-'- Je suppose que pour chaque système de valeurs que Ton obtient en faisant varier / de o à 1 dans les expressions
x^t ■+■ ht, jtq -h kt, Zo •+- It,
et aux environs de chacun de ces systèmes, la fonction /'(x,>', z) soil continue et admette des dérivées partielles continues. Regardons dans
DÉRIVÉES. l49
la fonction f{x^y^ z) les variables j?, jk> ^ comme respectivement égales aux fonctions (de t) Xq-^ ht^ y^j-^- kt^ Zq-\- It, dont les dérivées (par rapport à t) sont les constantes A, A", /; la fonction /(^,y^z) deviendra alors une fonction (composée de t) dont la dérivée (par rapport à t) sera h/'j. -+- kf'y -\- lf\\ ot la différence dont on cherche une expression peut être regardée comme l'accroissement de la fonction (de t)
quand on passe de la valeur o à la valeur i de la variable; elle sera donc égale à Taccroissement i de la variable multiplié par une valeur de la dérivée pour une valeur ô de / comprise entre o et i ; en d'autres termes on aura
-f- kfyixo-h^h.yo-h^k, Zo-+-e/) -h//i (xo-\-Bk,yo^^k, Zo-h60.
C'est la formule cherchée.
Celte formule, comme celle du n" 21o, est précieuse pour l'évaluation des erreurs. Supposons qu'on veuille calculer la fonction J'{Xy y, Zy ...) pour un certain système de valeurs de x^ y, z, ... auxquelles on substitue des valeurs approchées a^ b^ c, ..., les erreurs étant moindres respectivement, eu valeur absolue, que a, ^, y, .... On verra, comme au n" 21S, que l'erreur qui en résulte pour f(x^y^ 2, ...) est moindre, en valeur absolue, que Aa-f-Bp-|-CY + ..., en désignant par A, B, C, ... des nombres positifs, respectivement égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs absolues de /^, /^, /^, . . . , quand x^ y^ 5, ... varient respectivement dans les intervalles
(a — a, a + a), (6 — ^^ b -\- ^), (c — Y? c 4- y), D'ordinaire, on
pourra évaluer les coefficients A, B, C, . . . au moyen d'un calcul grossier. Toutefois, l'évaluation de l'erreur par la formule précédente suppose qu'on fasse exactement le calcul de/(r7, 6, c, . . .), ce qui, le plus souvent, est impossible ou très fastidieux : on devra donc ajouter à Aa-h-Bjî + Cv -}-... une limite supérieure de l'erreur commise dans l'évaluation même de /(a, 6, c, . . .). Cette limite supérieure s'obtient encore ens'appuyant sur la formule des accroissements finis; on peut,
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du reste, ne pas tenir compte fie l*erreur commise sur révalualion de /(a, 6, c, . . .) lorsqu'on fait les calculs avec une précision telle que l'erreur qui en résulte soit très inférieure à Aa 4- B^ H- Cy -|-
On peut, d'ailleurs, être amené à partager le calcul en plusieurs étapes, à évaluer les erreurs commises à chaque étape et leur répercussion sur les étapes ultérieures; on aura, au fond, à appliquer plusieurs fois la même méthode.
Quoi qu'il en soit, en regardant la formule Aa -j- B^ -h Cy -H ... comme exacte, on observera d'abord qu'elle contient, comme cas particuliers, les règles données dans la note du n" 138 pour l'évaluation de l'erreur commise sur une somme, un produit, un quotient.
Cette formule, en supposant connus les coefficients A, B, C,
permet de résoudre les deux problèmes fondamentaux de la théorie des erreurs, celui que l'on a posé d'abord, et le problème inverse : lorsqu'on veut calculer la valeur d'une fonction /"(j:*, j^, :;, ...) a\ec une erreur moindre qu'un nombre positif donné e, avec quelle approximation faut-il connaître ces nombres a, 6, c, . . . que l'on substituera aux valeurs exactes de j:,^, 3, . . .? On a alors à résoudre, par rapport à a, p, y, . . ., l'inégalité Aa -h B^ -j- Cy -H ...<£. Le problème comporte une indétermination évidente, dont on profitera pour le mieux. Si les coefficients A, B, C,... sont peu différents, on pourra prendre tous les nombres a, p, y, . . . inférieurs au quotient de e par la somme A 4- B-f- C -h. . . ; dans le cas contraire, on pourra prendre, par
exemple, a<; — ^> P<^~^' Y*^ ~r' '" ^^ supposant qu'il j ail
n nombres x^ y, z, Il arrive d'ailleurs fréquemment, dans les
applications, que certains des nombres a, p, y, ... sont connus : on retranchera de e la somme de ces nombres respectivement multipliés par leurs coefficients; la différence doit être positive pour que le problème soit possible : il se ramène évidemment à la résolution d'une inégalité de la même forme que celle qu'on vient de considérer.
Supposons maintenant qu'on veuille réduire en nombres une formule : dans cette formule peuvent figurer certains nombres qui résultent de mesures forcément inexactes, ou de calculs antérieurs, dont les résultats ne sont qu'approchés, il peut y figurer aussi des nombres (comme tc ou p) qu'on peut avoir avec telle approximation qu'on veut, mais auxquels il faudra bien, pour faire les calculs, substi-
tuer des nombres approchés. On remplacera par des lettres, dans la formule, tous les nombres auxquels on devra substituer des valeurs approchées ; la formule prend alors Fapparence d'une fonction /■( r, y, 5, . . .) et Ton est ramené aux problèmes précédents.
Soit, par exemple, à calculer 4 /<i(lg6)*— csin -<i, où l'on suppose
= 4/-, 6 = 72,5, 0 = 0,087, rf = 0,373; relativement aux trois derniers
nombres, on suppose que chacun d'eux est connu avec une erreur moindre qu'une unité de l'ordre du dernier chiffre.
En regardant, pour un instant, les lettres a, 6, c, d comme des variables, on aura, pour appliquer la méthode précédente, à calculer des nombres positifs A, B, C, D respectivement supérieurs aux valeurs absolues des dérivées partielles
/i L^m 7, iXozb — sin-rf — c-cos-a (lg6)' b ^ 2 2 2
uR ' 2R ' ^R ' 2R '
où K a été mis à la place du radical; un calcul très grossier, où Ton pourra s'aider de tables à un petit nombre de décimales, permet de reconnaître que, dans les limites où Ton suppose que a, 6, c, d restent compris, R reste supérieur à 3, et qu'on peut prendre A = — , B = — , C = — > D = : les
^ ^ ^ ^ jo 100 10 100
nombres p, y, S sont ici donnés et sont égaux respectivement à lo-', 10-», 10-5 : dans l'expression Aa -+- Bp -h Gy de Terreur, la partie Bp-f-CY-+-Dô est connue; elle est inférieure à 10 » H- 2.10-* ; il serait déraisonnable de prétendre obtenir le résultat avec une approximation d'un ordre supérieur au
millième; il serait déraisonnable de calculer a = 4/- avec un très grand
nombre de chiffres décimaux : si on le calculait avec une erreur moindre que
- 10-*, et si tous les calculs ultérieurs étaient faits exactement, on pourrait
compter que l'erreur finale serait moindre que 2.10-'. Cette supposition, qu'on fait exactement les calculs ultérieurs, est d'ailleurs absurde, puisqu'on ne peut avoir les valeurs exactes des logarithmes, de la racine, ...; mais, si l'on fait les calculs avec une table à cinq décimales, on peut compter que les erreurs provenant de ces calculs n'affecteront pas la troisième décimale du résultat (*)• Pour effectuer le calcul, on cherchera le nombre dont le logarithme serait
égal à - log2 log7c-i- 2 log(log72,5) — 2 logM, et l'on en retranchera le
(*) Cest là un poinl dont le lecteur pourra se convaincre par un raisonnement analogue à celui du n** 215, pour le passage des logarithmes aux nombres.
nombre dont le loj^'arithme serait égal à la somme des logarithmes de 0,087 et du sinus de 3y grades, 3 dixièmes; on extraira, toujours au moyen des logarithmes, la racine carrée de la différence. On trouve ainsi 3,8201; on pourra compter que le nombre 3,82 est approché avec une erreur moindre qu'un centième. Des tables à quatre décimales auraient suffi pour parvenir au nombre 3,82.
219. Fonctions implicites. — Considérons l'équation (i) a:'-+- r*— r' = o;
on en tire^ = iiz y/'/*^ — x^ ; si dans l'équation (i) on remplace y par l'une ou l'autre de ces expressions, son premier membre se réduit identiquement à o.
L'équation (i) déduit deux fonctions de x, à savoir y/r^ — x^ et
— ^'r^ — x'*j dont chacune est continue dans l'intervalle ( — r, -h /*•. Ceci apparaît aussi clairement sur la figure. L'équation (1) représente
l'ig. 65.
le cercle de centre O et de rayon r, c'est-à-dire que le lieu des points dont les coordonnées vérifient l'équation (i) est le cercle qu'on vient de dire, la fonction ^/r* — x^ est représentée par le demi-cercle supérieur, la fonction — y/r^ — x^ par le demi-cercle inférieur; les arcs de courbe qui représentent ces deux fonctions et dont chacun n'est rencontré qu'en un point par les parallèles à l'axe des ^ se raccordent aux points Al, A', où les tangentes sont parallèles à cet axe.
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Regardons, dans l'équation (i)y y comme égal à l'une des deux expressions ^r^ — x'\ — \/r^ — x^^ dont on sait d'ailleurs qu'elles admettent une dérivée pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle (— r, /•), et désignons par j/ la dérivée de j^ (par rapport à x). La dérivée du premier membre est 2 a? -}- 2yy ; ce premier membre étant identiquement nul, il en est de même de sa dérivée ; on a donc
OÙ il est entendu qu'on doit regarder^ comme égal à l'une des fonctions \/r^ — x^^ — yjr"^ — x'^ ; et, en effet, on retrouve ainsi un résultat déjà obtenu.
Sous certaines conditions relatives à la continuité de la fonction /(x, y) et de ses dérivées partielles, le lieu des points dont les coordonnées vérifient l'équation f{x, j ) = o est une courbe, qui peut d'ailleurs être composée d'une ou plusieurs branches. Ces branches peuvent être décomposées en arcs de courbe tels que chacun d'eux ne soit rencontré qu'en un point par une parallèle à l'axe des x\ ces arcs de courbe sont limités, le plus souvent, à des points où la tangente à la courbe est parallèle à l'axe des^, comme dans l'exemple précédent. Ils peuvent aussi être limités à des points multiples de la courbe, où elle se croise elle-même ; par exemple dans la figure 66, la courbe en 8
Fig. 66.
peut être partagée en quatre arcs dont chacun n'est rencontré qu'en un point par les parallèles à l'axe des r. On peut d'ailleurs la décomposer en deux arcs seulement.
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La courbe de la figure 67, qui présente en A un point de rebroussentent, se décompose en quatre parties.
En outre, il peut y avoir des branches de courbe qui s'éloignent indéfiniment, soit que les deux coordonnées grandissent indélini-
ment, soit qu'une seule grandisse indéfiniment. Telles sont les principales circonstances qui peuvent se présenter pour les courbes algébriques, c'est-à-dire pour les courbes définies par une équation /(j7, r) = o dont le premier membre est un polynôme. D'autres circonstances peuvent se présenter pour d'autres courbes, dont il peut arriver, par exemple, qu'une branche s'arrête brusquement.
Est-il utile de dire au lecteur que tout ceci n'est qu'une description destinée à lui faire connaître, sans démonstration, comment les choses se passent dans les cas les plus simples?
Quoi qu'il en soit, admettons qu'on ait isolé, dans la courbe définie par l'équation /(:r, y) = o, un trait continu limité à deux points donl les abscisses sont a, b et qui ne soit rencontré qu'en un point par les parallèles à l'axe des^' ; cela revient à dire qu'on a défini dans l'intervalle (a, 6) une certaine fonction continue j/'= ^{j^)-, telle que l'expression /(^,jk), quand on y remplace y par 0(07), soit nulle pour toutes les valeurs de x considérées. Si Ton sait résoudre par rapport a > Téq nation /*(x, y) = o, si, par exemple, cette équation est une équation du second degré en y, cp(x)est une des racines de cette équation. Si l'on ne sait pas efl'ectuer cette résolution, on peut imaginer qu'on sache, pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle (a, A), choisir, parmi les diverses racines que peut avoir Téquation
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(en^) /(jc, y) = o, celle qui est égale à ^{x). On a alors défini, dans rintervalle (a, 6), y comme une fonction implicite de jc ( * ).
Supposons de plus que le trait de courbe considéré admette une tangente en chacun de ses points, ou que la fonction 'f (^) admette une dérivée pour chaque valeur de x appartenant à l'intervalle (a, 6), il sera aisé de calculer cette dérivée.
Lorsque dans l'expression f{x^ y) on regarde y comme désignant ç(x), cette expression est nulle, quelle que soit la valeur Aex appartenuit à l'intervalle (a, b). Cette expression devient ainsi une fonction composée de x^ qui est nulle dans tout cet intervalle : il en est de même de sa dérivée par rapport à x ; or cette dérivée, d'après la règle du n"' 217, s'obtient en multipliant la dérivée partielle de f{x^ y) par rapport à x par la dérivée de x, qui est i, et en ajoutant le produit de la dérivée partielle de/(^, y) par rapport k y par la dérivée o'(^) ou y de y\ on a donc fx-^ y fy^= o, et, par suite, en supposjnt/^ différent de o,
où il est bien entendu que, dans le second membre, y doit être toujours supposé égal à '^{x).
Si y^ était nul pour quelque valeur de x^ la tangente au point correspondant de la courbe serait parallèle à l'axe des x : sans que j'insiste sur ce point, le lecteur reconnaîtra, par raison de symétrie, que, si f'y. est nul sans que /j. le soit, la tangente doit être parallèle à Taxe des^, et qu'il convient de dire que la dérivée j^', qui à proprement parler n'existe pas, devient infinie. Mais, pour un point de la courbe où l'on aurait à la fois/j.= o,/' = o, la méthode précédente ne donne absolument rien. Un tel point (au moins pour les courbes algébriques) est dit multiple (-).
(* ) Lorsque^ est exprimé au moyen de x de manière que l'on sache quels calculs iJ faut efiFectuer sur a: pour avoir ^, lorsque, par exemple, y est une de ces fonctions élémeniaîres de x étudiées lians le Chapitre précédent, ou une combinaison de ces roiictîons, y est une fonction explicite de x. Pour peu que le lecteur y réfléchisse, il reconnaîtra que la distinction entre les mots implicite et explicite regarde la forcne et non le fond.
(^) L*étude de ces points, où il arrive que deux ou plusieurs branches de la courbe peuvent se croiser, est en dehors du cadre de ce livre.
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Supposons par exemple qu'on aîl
/(^» r) = h A*-i- j'«— lang^;
je ne m'arrête pas à construire la courbe définie par l'équation /{x^ y) = o, ni à isoler sur cette courbe un trait qui satisfasse aux conditions imposées; je me borne, pour calculer la dérivée de j par rapport k x^ k appliquer les règles précédentes : on aura
x^ -+- y^ x^ d'où
La règle qu'on vient d'expliquer aurait besoin d'être complétée en démontrant M existence de ces traits de courbe continus que Ton a admise, et V existence d'une tangente en chacun de leurs points ^' i. On démontre que, si le système de valeurs x^^ yo attribuées aux variables x^ y vérifie l'équation /(a:,j^) = o, si, pour ce système el aux environs, la fonction /(j:, y^ admet des dérivées continues, et si la dérivée partielle/^, n'est pas nulle pour ce système, il y a effectivement un trait de courbe et un seul qui passe par le point dont les coordonnées sont x^^ y^ et que, en ce point, il y a une tangente dont la
f pente est la valeur de — 4^ pour x = Xq, y =yo' En partant d'un
autre point, sur ce trait de courbe, on arrive à le prolonger, el ainsi de proche en proche, tant que les conditions imposées à f{x^y) et à ses dérivées sont vérifiées.
La règle pour calculer la dérivée de la fonction implicite de x définie par l'équation /(;r,j^) = o s'applique en particulier au calcul de la dérivée d'une fonction inverse d'une fonction 'donnée (n° 210 1. Ce cas particulier a été isolé, d'une part en raison de son importance, d'autre part parce que l'existence de la fonction inverse et de sa dérivée a pu être mise facilement en évidence.
La même règle s'applique au calcul des dérivées successives. SI, par exemple, on veut, en reprenant les notations précédentes, calculer
(M Introd., n» 221.
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la dérivée ?"(^) ou y de la fonction f (^), on partira de Féquation
et Ton regardera, dans cette équation, j^ comme égal à ç(j?),j' comme égal à f'(^); eUe€5t alors Yériiiëe pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle (a, è), la dérivée du premier membre est nulle; on la prendra encore parla règle du n"217; elle est
en sorte que l'on a, pour déterminer y, l'équation du premier degré
II est bien entendu, que, dans le premier membre de cette équa-
f lion, on doit supposer j^ égal a ^{x)^ y' égal à — ~ •
Si, pour la valeur de x considérée, /J. était nul, en sorte que y fût infini, l'équation précédente n'aurait plus de sens, bien qu'elle semble ^e réduire à une équation du second degré en ^ ; je me borne à dire que cette équation
dans le cas où l'on a /i= o,/^.= o et où ses racines sont réelles et distinctes, donne les pentes des deux tangentes aux traits de courbe qui passent par le point (multiple) considéré, à moins que les trois dérivées 'parti elles du second ordre //,, /j!^,, fy^ ne soient nulles pour les coordonnées de ce point. Cette assertion devient évidente >i l'on admet l'existence de ces deux traits de courbe et l'existence de leurs tangentes.
On peut évidemment continuer de la même façon.
220. Cliangemeiit de Tariables. — Supposons qu'on se donne une fonction de x, y=f[x)^ et qu'on ^veuille substituer à x une autre \ariable /, liée îà x par une relation telle que j:= îp(^); on n'aura qu'à remplacer, dans /(x), x par ç(/); c'est là le cas le plus simple du changement de variable : la règle relative aux fonctions de fonctions permet de calculer les dérivées successives de /(x) considéré comme une fonction (de fonction) de ^, connaissant les dérivées par rapport k x de/{x) et les dérivées par rapport à / de o{l).
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Supposons maintenant que x et y soient des fonctions données de /
y peut être regardé comme une fonction de x définie de la uianuTe suivante : Féqualion ^ = '^(/) définit t comme fonction de x\ reijardant t comme cette fonction de x dans ^{t)^ y est la fonction de x définie par les deux équations précédentes; on peut se proposer de calculer les dérivées de )' par rapport à x.
Désignons par 'f'{l)j 'Yi^) les dérivées par rapport à / des fonctions oit). J^(0? P^*" C "^ dérivée de t regardé comme la fonction de X que définit Téquation x = -^{t)^ P^^^^^ la dérivée de la fonction de X que l'on obtient en remplaçant, dans ^{t), t par la fonction de^ que définit l'équation x = o(t); on a (n*** 210, 212)
Supposons maintenant qu'on veuille avoir la dérivée seconde de / regardé toujours comme la même fonction de x.
On partira de l'égalité y'j.= thj] ^" 1'^^ ^^^^ regarder toujours / comme la fonction de x définie par l'équation j? = cp(/) et l'on prendra la dérivée par rapport à j; en appliquant la règle des fonctions de fonction ; on aura ainsi
on obtiendra de même les dérivées troisième, quatrième, .. ., toules ces dérivées sont exprimées en fonction de /, et il est sous-entendu que l désigne la fonction de x définie par l'équation x = ©(^). Si, par exemple, on suppose
X = t — sin<, y = i — cos /, on aura
, si n / t
Ki.= = cot-»
1 — cost 1
4sin^- -^
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Les problèmes de celte nature peuvent être multipliés et compliqués à plaisir; les règles relatives aux fonctions de fonction et aux fonctions implicites suffisent à les résoudre.
Des questions analogues se posent pour les fonctions de plusieurs variables et leurs dérivées partielles.
Imaginons, par exemple, qu'on ait une fonction de trois variables '51 j:, j, z) et qu'on y remplace J?, j^, z par des fonctions de u, t^,
la fonction oix^ y^ z) deviendra une fonction de w, c dont les dérivées partielles par rapport k u^ v seront, en vertu de la règle des fonctions composées (n" 217),
do
OÙ il est entendu que, dans «^., cp'y, ç'., x^ y^ z doivent être regardés comme respectivement égaux kf{u^ i'), g{u^ v)^ k{u, i^).
l 2. — THÉORËIICS FONDAMENTAUX SUR LA VARIATION DES FONC- TIONS. FONCTIONS PRIMITIVES. DÉRIVÉES ET FONCTIONS PRIMITIVES DE FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE A COEFFICIENTS IMAGI* NAIRES. ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS PRIMITIVES.
221. Je reviens maintenant, pour en établir les réciproques, aux propositions fondamentales du n** 207 :
Soit /{x) une fonction admettant, dans Tintervalle (a, 6), une dérivée f\x)\ on a vu que, si la fonction /(.r) est croissante dans l'intervalle (a, 6), sa dérivée est, dans cet intervalle, positive ou nulle; que, si la fonction est décroissante dans Tintervalle (a, 6), sa dérivée est négative ou nulle; que, si la fonction est constante dans l'intervalle (a, 6\ sa dérivée y est constamment nulle.
Réciproquement, si^ dans V intervalle (a, 6), la dérivée f'{x) n'est jamais négative y et si elle n'est pas nulle pour toutes les valeurs de x appartenant à un intervalle partiel (a', b') compris
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dans rintervalle (a, é), la /onction f{x) est croissante dans ce dernier intervalle.
Il faut, pour le prouver, montrer que, si Xq^ Xi sont deux valeurs de X telles qu'on ait
(i) a^Xfi<x^^b,
on a /(xq) <Z/{Xi) : le théorème des accroissements finis fournit régalitë
(•2) /(:r,)-/(a7o) = (^, — aro)/'(0,
OÙ Ç désigne un nombre compris entre Xq et Xi ; le second membre est positif ou nul : on a donc /(xt)^/{xQ)j sous les seules conditions imposées. De deux choses l'une, ou bien dans l'intervalle {xt^Xi la fonction /(x) 'est constante et, dans tout l'intervalle {x^^ x«), la dérivée /'(:r) est nulle; c'est une hypothèse que l'on a exclue; ou bien, pour quelque valeur x^ comprise entre x^t et Xt^ la fonction /(J i prend une valeur y(:r') différente de /(x^); on doit alors, à cause des inégalités a < ^To < ^' < ^« <6, avoir/(:zro).=/(^') = /(^i)j mais, la supposition /(xq) =:/(.r') étant exclue, il faut bien que /(x©) soil plus petit que /{x') et, a fortiori, que f{x^). La proposition est démontrée.
J'ai exclu, dans la démonstration qui précède, le cas où la dérivée n'existerait pas pour quelque valeur de x appartenant à l'intervalle (rt, b). Si, toutefois, on est assuré de la continuité de la fonction dans tout l'intervalle, le fait qu'il y ait quelques valeurs de x (en nombre fini) pour lesquelles la dérivée n'existe pas, n'importe nullement pour ce qui est de la variation de la fonction, pourvu que la dérivée reste positive ou nulle dans l'intervalle, sauf pour ces valeurs isolées où elle n'existe pas.
Tout d'abord, en effet, s'il y a une dérivée pour toutes les valeurs de X appartenant à l'intervalle (a, é), sauf pour les bornes a, b. U démonstration subsiste entièrement puisque le théorème de Rolle et la formule des accroissements finis (n** 215) ne supposent pas l'existence de la dérivée, pour les bornes a, 6, lorsque la fonction est continue. Si, maintenant, il y a, à l'intérieur de l'intervalle, une valeur a de X (et une seule) pour laquelle la dérivée n'existe pas, la démonstration précédente prouve que la fonction est croissante dans
l'intervalle (a, a), dans rintervalle (a, 6) ; elle est donc croissante dans lout rintervalle (a, é). Le reste est évident. On démontre de même la proposition suivante :
Si, dans ^intervalle (a, é), la dérivée f'{x) n'est jamais positive et si elle n'est pas nulle pour toutes les valeurs de x appartenant à un intervalle partiel (a', 6') compris dans (a, è), la fonction f{x) est décroissante dans ce dernier intervalle.
Enfin, si, dans C intervalle (a, è), la dérivée f'{x) est constamment nulle, la fonction f{x) est constante dans cet intervalle.
L'égalité (2) subsiste, en effet, quels que soient les nombres Xq, Xi appartenant à l'intervalle (a, b); or, le second membre est nul; on a donc f{xi) = f(xo)] deux valeurs quelconques de la fonction /(a;) sont égales; la fonction /(a:) est constante dans tout l'intervalle.
Si l'on considère, par exemple, la fonction arc tangj? -+- arc tang-, qui est définie et continue dans tout intervalle auquel n'appartient pas o, sa dérivée sera
IH z
cette fonction est donc constante dans l'intervalle considéré. Quand x s'approche de o par valeurs positives, la fonction considérée tend évidemment vers;^; telle est la valeur de la fonction considérée dans lout intervalle à bornes positives ; on voit de même, en faisant tendre x \ers o par valeurs négatives, que la fonction proposée est égale à — dans tout intervalle à bornes négatives. Elle n'a pas de sens, et n'a pas de dérivée, pour x = o. Il faudrait donc se garder de lui appliquer le précédent théorème dans un intervalle auquel appartiendrait o.
La méthode pour étudier la variation d'une fonction f{x) qui admet, en général, une dérivée, est fondée essentiellement sur les théorèmes précédents. J'y reviendrai au Chapitre XV.
222. Fonctions prlmitlTes. — On appelle fonction primitive d'une fonction f{x) une fonction F{x) dont la dérivée est f{x); par exemple, est une fonction primitive de x"^, arc tangj: est
T. - II. II
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une fonction primitive de —-, ax -+- b est une fonction priiniti\e
de la constante a regardée comme une fonction de x.
Lorsqu'on a une fonction primitive de /(x) il est aisé de les obtenir toutes :
Supposons que la fonction /(a?) soit continue dans l'intervalle (a, 61 et que la fonction F{x) admette, dans cet intervalle, /(x) comme dérivée; elle sera forcément continue dans cet intervalle. Soit4>(a'i une autre fonction qui, dans le même intervalle, admette la même dérivée /(^). La dérivée de la différence ^{x) — F(^) sera nulle pour toutes les valeurs de x appartenant à cet intervalle ; ce sera donc une constante C; on aura
^(x)= F(ar)-i-C;
réciproquement, il est clair que toute fonction obtenue en ajoutant une constante à F(^) a pour dérivée /(j7), ou, si l'on veut, est une fonction primitive de/*(^).
On appelle équation dij/'érentie lie (du premier ordre ) une relation entre la variable x^ une fonction inconnue y de cette variable et sa dérivée (première) y. Une solution de cette équation différentielle, c'est une fonction ^(x) telle que, si l'on remplace dans cette équation j^ par cp(^) et y' par cp'(.r), l'équation soit vérifiée quel que soit X (*). Le problème qui consiste à trouver les fonctions primitives d'une fonction donnée /(x) est le même problème que celui qui consiste à trouver toutes les solutions de Yéquation différentielle y=zf(x). (La fonction inconnue y ne figure dans celte équation que par sa dérivée.) On obtient toutes les solutions de cette équation différentielle en ajoutant à une de ces solutions V{x) [à une fonction primitive de f{x)^ une constante arbitraire C. Si Ton veut avoir une solution qui prenne une valeur donnée jKo pour une valeur donnée Xq de la variable, il suffira de déterminer C par la condition F(a7o) -1- C=:jKo; la fonction cherchée est F(jr) — F(.ro) -h/©-
Remarquons que la recherche d'une fonction primitive de la fonction donnée f{x) revient à déterminer une courbe y = F{x), telle
C) Au moins dans un certain intervalle (a, b); on dit alors que 9{x) est une solution dans cet intervalle.
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que sa pente, en chaque point, soit une fonction donnée f{oc) de l'abscisse.
Le fait que toutes les courbes qui répondent à la question se déduisent de Tune d'elles par une translation parallèle à Taxe des y^ n'a rien qui doive élonner le lecteur : deux courbes dont l'une se
Fig. 68.
déduit ainsi de l'autre ont évidemment des tangentes parallèles (de même pente) en des points de même abscisse; la courbe dont l'équalionest v = F(:r) — ¥{xq) 4-yo est celle des courbes considérées qui passe par le point de coordonnées x^y jKo- H va sans dire que ceci suppose que x^ appartienne à un intervalle où la fonction F(:c) est continue.
Par exemple, toutes les courbes dont la pente est proportionnelle à l'abscisse x sont les paraboles dont l'équation est de la forme
a est le coefficient de proportionnalité.
Supposons que la variable x représente le temps; trouver une fonction primitive de /(x)^ c'est trouver un mouvement rectiligne dans lequel la vitesse soit f{x) à chaque instant x. Par exemple, un mobile dont la vitesse est constante et égale à Vq se meut, sur l'axe des V, d'un mouvement uniforme défini par l'équation y = VqX -\- b; la constante b représente l'ordonnée du mobile à l'origine du temps. D'une façon générale, si F{x) est une fonction primitive de /{x)^ tout mouvement sur l'axe des j^ dans lequel la vitesse est f{x) à l'instant X sera défini par une équation de la forme ^ = F(a:)-|-C; on
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pourra déterminer la constante C de manière à avoir la loi
du mouvement du mobile qui, à l'époque x^, passe au point d ordonnée Ko*
Les fonctions primitives sont susceptibles d'une autre interprétation géométrique qui, outre son importance, a cet intérêt de rendre leur existence manifeste. Il convient, en effet, de remarquer que les raisonnements précédents supposent l'existence Ahine fonction F^j) dont la dérivée est /(ar).
Aire d'une courbe. — Je supposerai dans ce qui suit que les valeurs de X que l'on considère appartiennent à un intervalle (a, b) où la fonction donnée /(a:) est continue.
Pour simplifier, je supposerai aussi qu'elle soit positivt dans le même intervalle; soient Aq, M deux points du trait de courbe qui
Ao
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Pi
représente la fonction f{x)^ ayant pour abscisses ^r© et x > x^\ je regarderai le premier point comme fixe, le second comme variable.
Ceci posé, l'aire curviligne AJ,AoMlVr, comprise entre les deux ordonnées AJ^Aq, M'M, l'axe desx et la courbe, est un nombre déterminé quand on se donne x^eix {^), Cette aire est une fonction de x. que je représenterai par o{x) et que je désignerai comme étant l'aire
(') On suppose, bien entendu, que l'unité de surface est le carré construit sur Tunité de longueur.
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de la courbe comptée à partir de la droite A^ Ao,' d'après les suppositions que Ton a faites, cette fonction cp(^), définie pour x >Xq^ est positive et s'annule pour x=zXo- Si l'on donne à x un accroissement positif A = M' F, l'accroissement correspondant de (f{x) sera l'aire curviligne M'MPP'; la continuité de la fonction ^{x) est évidente sur la figure: on va en évaluer la dérivée. L'aire curviligne M'MPP' est comprise entre les deux rectangles M'MM« P' et M'P, PP' dont la base est M'P'=A et dont les hauteurs respectives sont M'M =/(x), P'P = y(j:-|- A); dans la figure, le premier rectangle est le plus petit, parce qu'on a supposé la fonction /"(ar) croissante quand la variable croît de OM' à OP': ce serait l'inverse si elle était décroissante. Dans les deux cas, les quantités
se suivent par ordre de grandeur, croissante ou décroissante; il en est de même des quantités
il suit de là et de la continuité de la fonction /"(j?) que le rapport
r~~"^ — * pour limite /(a:) quand A tend vers o, puisqu'il est
compris entre deux nombres dont l'un est f{x) et dont l'autre tend vers f{x) quand A tend vers o; cela revient à dire que la fonction cp(j?) admet une dérivée et que cette dérivée est /(^). Le raisonnement a été fait en supposant A positif; on le refera sans peine en supposant h négatif.
Ainsi, l'aire AJ, AoMM' est une fonction primitive de/{x). Si F(x) d/signe une fonction primitive quelconque de/{x), on devra avoir, eu désignant par C une constante convenable, ^(x) = F(x) -h C; on détermine cette constante en écrivant que la fonction o{x) s'annule pour X = Xq et l'on en déduit
<p(ar) = F(ar)-F(a:o).
Pour obtenir Vaire comprise entre faxe des x, une courbe définie par V équation y=f[x) et deux parallèles à Caxe des y qui correspondent aux abscisses x^ et x», entre lesquelles on suppose
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que la fonction f{x) soit continue, on cherche une fonction primitive F(j?) de f{x); Vaire cherchée est la différence F (jC|) — F(jrQ).
On a toutefois supposé, dans ce qui précède, que la fonction /(j-i était positive entre x^^ et x^ , et que l'on avait Xx > Xq : dans ces conditions, Taire qu'on a évaluée est essentiellement positive. Conservons d'abord la première supposition /(jt) > o, pour nous débarrasser de la seconde.
Si l'on avait Xi < x^, en vertu du même raisonnement, l'aire considérée serait F(j:o) — F(j:i). Il est naturel d'adopter toujours pour cette évaluation l'expression F(^i) — F(:ro), en convenant de regarder l'aire, évaluée à partir de la droite Aj^ Aq, comme négative quand le point M' est à gauche de A„. Dans ces conditions, la formule F(j7| ) — F{xo) convient dans tous les cas. Supposons maintenant que, dans l'intervalle considéré, la fonction f{x) soit négative; il suflit de changer la direction positive de l'axe des y, pour être ramené au cas précédent et reconnaître que l'expression | F(Xi) — F(.ro)|, où Fin désigne encore une fonction primitive de/(x), représentera toujours la valeur absolue de l'aire comprise entre l'axe des x, le trait de courbe, les deux parallèles à l'axe des > qui correspondent aux abscisses Xq et x^; la formule F(.zr,) — F(j:o) représente la même aire regardée comme négative si Xi est plus grand que Xq, comme positive si Xt est plus petit que Xo-
Enfin, si dans l'intervalle (jToî^i) la fonction /(j;) change de signe,
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si la courbe traverse l'axe des x^ la formule F(a:i ) — F{x^), où F{x • désigne toujours une fonction primitive de f{x)j représente une somme algébrique d'aires, dont les unes sont situées au-dessus de
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Taxe des x, dont les autres sont situées au-dessous : si Ton a Xt >- j:o, les premières sont regardées comme positives, les secondes comme négatives; c'est l'inverse si Xi est plus petit que ^o-
En adoptant ces conventions, la formule F(x) — F(^o) conviendra toujours pour évaluer l'aire de la courbe comptée à partir de la droite A'^j Ao(^ = .2:0) • Si l'on veut, au contraire, évaluer les aires en les regardant comme essentiellement positives, il sera nécessaire de tenir compte des changements de signe de /(-p) et d'évaluer séparément des aires qui correspondent à des intervalles où /(x) garde un signe constant.
Soit, par exemple, à évaluer Faire du triangle rectangle OAB;
l'équation de la droite OA sera y = - J7, en désignant par a, b les
Fig. 71.
coordonnées du point A, c'est-à-dire les deux côtés OB, BAde l'angle
droit du triangle rectangle. La fonction — x'^ est une fonction primitive de - x: la différence a'^ = — des valeurs qu'elle prend pour
r = a et X := o représentera Taire cherchée. 11 est aisé de déduire de là la règle relative à l'aire d'un triangle quelconque, qui peut toujours être décomposé en deux triangles rectangles.
Considérons maintenant la courbe définie par l'équation jk = jî
la forme de cette courbe est représentée ci-dessous; évaluons l'aire comprise entre l'axe des x^ la courbe, l'axe des j^ et la droite M'M.
La fonction arc tang^r est une fonction primitive de j; elle
s'annule pour x = o; Isl différence arc tangue — o = arc tang^ représente l'aire cherchée. Si l'on suppose, par exemple, que l'abscisse
de M soit—, l'aire cherchée sera arctang-rr = ^- Si l'on suppose que X augmente indéfiniment par valeurs positives, arc tang:r tend vers - ; il en est de même de Taire ; c'est ce qu'on exprime souvent en
disant que Faire comprise entre Taxe des y, la courbe et son asymptote est finie et égale à - •
Considérons encore la courbe définie par Téquation j^ = - ; la fonction- est discontinue pour j? = o; conformément à ce qui a été dit plus haut, on ne la considérera que dans des intervalles auxquels o
Fig. 73.
n appartient pas; j'évaluerai Taire de la courbe à partir de la droite A'„ Ao en supposant Tabscisse de A^, égale à i : logo: est une fonction
primitive de -> l'aire AJ, Ao MM' sera, en désignant par x l'abscisse
du point M supposée positive, Igx — lgi = lgJ7; elle devra être regardée comme positive pour x > 1 , comme négative pour ar < i .
On observera que les aires, comptées à partir de A'^ A© (a: = i), qui correspondent à deux points M, N dont les abscisses sont inverses, sont égales en valeur absolue.
Ici l'aire comprise entre la courbe et l'asymptote n'est pas finie, puisque loga? croît indéfiniment avec a?.
Je suis parti des propriétés connues des fonctions arc tang j:, Igx ; mais il faut remarquer que la recherche des fonctions primitives
de -y - se serait certainement imposée si l'on n'avait pas étudié
antérieurement les fonctions arc tangj;, lg;r. Ces dernières fonctions auraient pu être définies comme les aires de courbes particulièrement simples. De cette définition même on aurait pu déduire leurs propriétés. Je ne développerai pas cette déduction ; je n'en indique la possibilité que pour faire soupçonner au lecteur cette nécessité de créer des fonctions nouvelles, afin de représenter les fonctions primitives qui ne peuvent s'obtenir au moyen des fonctions antérieurement connues.
J'aurai à revenir plus tard sur la recherche des fonctions primitives, dans des cas simples où elles peuvent s'exprimer au moyen des fonctions algébriques, exponentielles, circulaires, logarithmiques, etc. Je me borne pour le moment à dire que cette recherche est essentiellement fondée sur les résultats obtenus dans le présent Chapitre, et en particulier sur les expressions des dérivées que l'on a calculées, expressions qu'il faut avoir toujours présentes à l'esprit, afin de reconnaître de suite, sur une de ces expressions, quelle est sa fonction primitive.
La remarque suivante, relative aux fonctions de fonction, sera d'un usage courant : soit u une fonction de x et /(u) une fonction de tt, que l'on peut ainsi regarder comme une fonction de fonction de x. Soit F(w). une fonction primitive de /(a) quand on regarde u comme la variable; en d'autres termes la dérivée de F(tt), par rapport à w, est/(u). F(m), en y regardant u comme une fonction de j^", sera une fonction primitive de /(u) a', en désignant par m' la dérivée de u par
rapport à x : ainsi —> r> , admettent comme fonctions pri-
mitives IgM, arctange/^ arcsina, les expressions
iî)'
admettent comme fonctions primiti\es lg(i -h x^)^ arc tang
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La fonction
^a«— ar«
lA^:
admet comme fonction primitive arc si n -ou — arc sin -> suîvanl
que a est positif ou négatif, etc. Signalons encore cette proposition évidente :
Si F(^) et <ï>(jr) sont des fonctions primitives des fonctions /(j*)j '^(x) et si A, B sont des constantes, la fonction AF(j7) H- B^(x) est
une fonction primitive de A/(a:) -h Bcp(a:). Par exemple - arc lang-
est une fonction primitive de—- 1-
223. Fonctions à coefficients imaginaires. — Jusqu^ici, quand on a parlé de dérivées ou de fonctions primitives, on a toujours supposé que la variable et les fonctions dont on parlait étaient réelles.
La notion de dérivée et, par suite, de fonction primitive, s'étend, sous certaines conditions, à des variables et à des fonctions imaginaires; mais cette extension est entièrement en dehors du cadre du présent livre. A la vérité, pour ce qui concerne les dérivées, cette extension a été donnée au Chapitre Vil quand il s'agit d'un polynôme. Mais, pour les poljnomes, on a adopté une définition de la dérivée autre que celle qui a été l'objet du présent Chapitre : l'une des raisons que l'on avait pour cela était d'éviter toute confusion dans l'esprit du lecteur. Cette notion de la dérivée d'un polynôme, où la variable est imaginaire, est indispensable pour certaines théories relatives aux équations algébriques et aux courbes algébriques. Dans le présent Ouvrage, elle n'interviendra que pour ce qui concerne les équations algébriques, et c'est avec intention qu'elle a été présentée indépendamment de la notion de limite. Partout ailleurs, la variable sera supposée essentiellement réelle ; tout en se tenant à cette conception de la variable, il est commode de parler de la dérivée ou de la fonction primitive d'une fonction f{x) d'une variable réelle, mais qui contient des coefficients imaginaires. Une telle fonction sera définie dans un intervalle (a, ft), à bornes réelles, si on sait la mettre sous la forme '^{x) -h i'l{x)^ ? (•^) ^^ ^{^) ^^^^^ des fonctions réelles
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de la variable x^ définies dans cet intervalle; elle sera continue dans le même intervalle si o{x) et ^{x) sont continues; par définition, sa dérivée (par rapport à x) sera ^'{x) -h i^'{x), en désignant par ^'{x) et '^{x) les dérivées de ^{x) et de ^{x).
En adoptant cette définition, on reconnaît sans aucune peine que les règles pour prendre la dérivée d'une somme, d'un produit, d'un rapport de deux fonctions s'appliquent sans modification à ces fonctions. Il en est de même pour la règle relative aux puissances entières, positives ou négatives, qui se déduisent des règles précédemment rappelées.
Par exemple, les dérivées des fonctions
\-^ix — (i-i-t)j?*, .» cosiFH-tsin^
sont respectivement
(|a:-f-0* d-HX»)* (i-+-a:<)« ' — sina? ■+■ icosx = i{cosx-¥- isinx).
La fonction primitive d'une fonction de la forme o(x) -^ i^{x) sera par définition une fonction admettant pour dérivée'^ (:?;)+ i^(x): si ^(x) et W(x) sont des fonctions primitives de o(x) et de ^(x), ^(x) -H iW(x) sera une fonction primitive de <f{x) 4- i^{x)] la fonction primitive la plus générale de cette dernière fonction sera <I>( x) -h iW(x) + A + «B, en désignant par A, B des constantes arbitraires, puisque ^{x) -\- A, ^(j?) -|- B sont les fonctions primitives les plus générales de ^{x) et de^(x)', par exemple, cosjc-h e sina?est
une fonction primitive de i (cosx -i- isînx)^ : = , est une
fonction primitive de r-r -+- —- 7 i\ il en résulte que -r >
-r sont des fonctions primitives de t—^ rj 7— r -■•
EXERCICES
I . I -H sina
1 ^ I — sina?' C«X
X arc sina? -t- /i — a?», o^csu, X
a^arctanga?-— -lg(i -,. .r«), ou^cU/^
I — v/i — ar*
/i — a7*-4-lg
ararctangar— ilg(i-4-j?«)_ -(arcungx)», xscJ';>^-rrîl
2 îfc «o * "T'A
f [sin(lga;) - cos(lgx)l, 5it,(}_)^)
î[sin(lga:) + cos(lgiF)j, ctrt (^Lx)
—r Ig I aa: H- /^ -h /av/aa7«H- 2037 -h cl (a>o), -;=-; "^
I ^ aa? -f- 6
; arc Ung -^ (ac — 6« > o),
/ac — 6*
2 //^* — ac
ig
aa? -h b ax -^h — sfb^— i
(6*-ac>o),
:arcsin
/— a }/b^ — ac
ax -h b -f- /6»— ac
aa: -h 6
(a<o, 6« — ac>o),
^a(ac — b^)
Ig
H arcsm-y
g ^ax^-h '2bx-hc — \/a(ac — 6») aa: H- 6
arcsin(tha;), arcsinf-^), le th- Vcha?/ ° I a
[a(ac — 6*)>o],
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De l'identité
i -h a? -h a?' -f- . . . déduire les suivantes
i.-i-l-2.3a7-4-...-4-(/i-hi)(/i-»- 2)37'»
, a — hx-^i^yj — ah . , ^ , jg 1 — 1 ( ah < o),
37*»^, (sh A- )*''•**.
I — ar"-^»
_ 2 — (n-i-2)(/i-h 3)37^'-»-' -i--2( 71-4- i)(/iH-3)ar'»-^« — (/i-f- 1 ) ( n H- 2 )37'*-^-» "" (I — ^)'
il7. De l'identité
sin a?
cosxH- C082a:-
cosna? =
2 sin —
déduire une expression de
sin a? -h 2 sin 2 a7-h . . . -h /i sin n a?.
218. Former les dérivées n'*"" d^ sin* a:. cos*a7, sin' a:, cos»a7.
."^19. Calculer la dérivée seconde de e'^, a étant une fonction de x dont les dérivées première et seconde sont i£ et m*; vérifier que cette dérivée seconde s'annule identiquement quand 011 suppose 1* = Iga:. , ^ . ^
Calculer les dérivées des fonctions
( X -\' a\ / IX \ arciangf— j — arctangar, arctangl jj — 2arctanga7,
(3a7 — ar«\ - . / ix \ r— Y" I — 3arctanga7, arc sin f j I — 2arctanga7,
1 — ar»
arccos — 2arc tangar, 2arccos
Igk/ r 37, lg(sha:-h /i -h sh^ar) — a?,
a7'Jf,
ei expliquer les résultais trouvés.
221. Avec quelle approximation peut-on connaître un arc (exprimé en grades) quand on connaît le logarithme vulgaire de son sinus avec une erreur
moindre que - lo-*?
ir i** Quand ce logarithme est plus petit que log sin -;
2° Quand il est compris entre log sin - et log sin -=- :
3° Quand il est compris entre logsm — et log sin --^ — ? Avec quelle approximation peut-on connaître un arc, connaissant le logarithme de sa tangente avec une erreur moindre que - lo-'?
222. Si l'on pose y = cos(/tarccosa:^), en désignant par n un nombre naturel, on sait (n° 109) que j' est un polynôme en x^ du degré «, dans lequel tous les termes sont de même parité, et dans lequel le terme de degré le plus élevé est 2'* -* a:'» ; montrer que les expressions
(i-:r«)yî-Hnî(^»-i), (i — x^)y — X y -\- n'^y
s'annulent identiquement quand on y remplace y par ce polynôme, j^' et/ par ses dérivées première et seconde.
Si l'on pose ^ = Ao^r"-!- Aiar^-^-h . . . -H Ay,a:«-*/'-H.. ., et si Ton écrit que l'expression (i— x^)y —xy -\- n'*- y est identiquement nulle, on oblicni une relation entre deux coefficients consécutifs du polynôme y. Calculer le^ coeffîcients de ce polynôme. {Soir Ex, 87 et n° 351.)
223. Montrer que ch[/i lg(j? -+- /x* — 1)] est un polynôme en x de degré n, en supposant que n soit un nombre naturel. Trouver l'expression explicite de ce polynôme.
Si n est un nombre naturel impair, les expressions
sin (n arc sin a:), sh[/i lg(a: -h y/x^-^ 1)] sont des polynômes en x\ trouver les expressions explicites de ces polynômes.
224. Montrer que la dérivée /i'*"»« de est de la forme \ — :»
Si l'on pose v = r» l'identité
cnnduil (n" 213) à la suivante
(i-f- ir«)^t«-»-«>-i- 2(rt H- -2) xy^^-^^^ -h (/i -»- 2) (/i -h i)j'(«> = o,
oîjyin)^ yn-i-i)^ y{n-i-i) désignent les dérivées /i'*n»e^ (n ■+- 1)««'™'>, (/i -1- 2)**"'« dej'. Déduire delà que l'expression
(1 -h 07») P;,— 2/ia: P;-h /i(/i -h i) P«
s'annule identiquement quand on y remplace P^ par le polynôme défini à l'exercice précédent, PJ, et P'J, par ses dérivées première et seconde.
Former l'expression explicite du polynôme P,,.
Déterminer trois polynômes A, B, C tels que l'expression
AP«^î-hBP«^iH-CP,, soii identiquement nulle.
i26. La dérivée n'*"* de la fonction y = e-^* est de la forme e— *''P,i, en désignant par P„ un polynôme de degré n, dont tous les termes sont de même parité; calculer le coefficient du terme du plus haut degré dans ce polynôme.
De l'identité ^'-4- "ixy = o déduire une relation de la forme
où A, B, C sont des polynômes. En déduire une relation de la forme
où A,, Bi, Cl sont des polynômes. Utiliser cette relation, qui doit être identiquement vérifiée par le polynôme P,, et ses dérivées, pour obtenir l'expres- ?ion explicite de ce polynôme. Déterminer trois polynômes A5, Bj, Gj tels que l'on ait identiquement
A, P«^» -h Bj Pn+i ■+■ Cj P« = o.
227. Former les dérivées partielles du premier et du second ordre de la fonction
arctan; —
228. Sachant que^ est une fonction (implicite) de x^ définie par l'équation
on demande de calculer la dérivée seconde et la dérivée troisième de y par rapport à x. Ces dérivées peuvent-elles s'annuler?
2i9. Quelle est la dérivée seconde de ^ ax^-\- 'xhx -h c? Quelle est la fonction primitive de — ?
230. Montrer que, si y est une fonction de x définie par réquation
Aar«-)- iBxy -^ C^*-i- iDa-H-iE^ -h F = o,
où A, B, C, ..., F sont des constantes, \/ --t\ est un polynôme du second
degré. — On résout l'équation par rapport à y^ et Ton s'appuie sur le résultai de l'exercice précédent.
231. Sachant que l'expression e-'Car'-h 3a: -h u) admet une fonction primitive de la forme e-^P, où P est un polynôme en or, déterminer cette fonciioo primitive.
232. Sachant que l'expression (3j: — i) cosx -h (i — 2a:) sinar admet unr fonction primitive de la forme P cosj; -\- Q sinar, où P, Q sont des polynômes, trouver ces polynômes.
§ i. - SÉRIES DONT LES TERMES SONT DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. SÉRIES ENTIÈRES EN x.
224. Continuité. — Nous avons déjà eu l'occasion de considérer des séries dont les termes étaient des fonctions de x (*) : telle était, par exemple, la série
IH 1 h... H h. ..,
dont on a montré qu'elle était convergente (et même absolument con- \ergente) pour toutes les valeurs de x; la somme de cette série est une fonction de jc, définie quel que soit .r. Soit, en général,
une suite infinie de fonctions de x définies dans l'intervalle (a, 6); si, pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, la série
est convergente, sa somme sera une fonction définie de x qu'on pourra calculer, avec telle approximation qu'on voudra, pour chaque valeur de x appartenant à l'intervalle (a, 6).
En désignant cette somme parF(^), on pourra poser
F(X) =/t(x) -^MX) -t-. . .-^fn{x) -h. . .,
OÙ il est entendu que le second mejnbre représente la somme de la
( ' ) La variable x est supposée réelle jusqu'au n» 228. T. - IL
série qui y figure. Inversement, si l'on part d\me fonction donnée F(:r) et si l'on trouve une série telle que (/*) qui soit convergente, pour chaque valeur de x appartenant à l'intervalle (a, 6), et dont la somme soit, pour chacune de ces valeurs, égale à F(j:), on dit qu'on a développé F (^) en série sous la forme/i(x)-|-/i(x) -h —
C'est ainsi que, pour toutes les valeurs de x appartenant à Tinlervalle ( — a, a), où a est un nombre positif plus petit que i, on a
Le second membre est un développement en série du premier, suivant les pui.ssances entières et positives de x,
SupposonSy en revenant au cas général, qu'il existe une suite de nombres positifs ai, aa, ..., a^,, ... tels que, d^ une part, la série
(a) a, -Hai-h...-Ha,| -h.. .
soit convergente, et que, d'autre part, on ait, pour chaque valeur de X appartenant à r intervalle {a, 6), |y, (a:) |2ai, |y2(j:) [^ a,, ... et, en général, \/,i{^) \=^n] H ^st clair que la série (/) sera absolument convergente pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, 6).
Supposons en outre que, dans ce même intervalle, toutes les fonctions fi (x)^ f^ (x), . . -^ fn {^)y - - • soient continues, je dis que la somme F(x) de la série (f) sera aussi continue dans l'intervalle (a, b).
Soit, en effet, Xq une valeur quelconque de x appartenant audii intervalle; il faut prouver qu'à chaque nombre positif e on peut faire correspondre un autre nombre positif s' tel que l'on ait
|F(a7oH-A)-F(:ro)|<6
pourvu que h soit moindre, en valeur absolue, que e', et que x^-^h appartienne, comme Xq, à l'intervalle (a, b).
Désignons en général par S„{x) la somme des n premiers termes de la série (/) et par K,t{x) le reste correspondant de cette même ;'est-à-dire la somme de la série absolument convergente.
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quand o: appartient à l'intervalle (a, 6),
/„H-,(x)-+-/„+,(ar) -+-...;
désignons aussi par r„ le reste de la série (a) limitée au terme a,,, c'est-à-dire la somme de la série convergente, à termes positifs, oin+i + «/i+a -f- . . . . On aura, quelle que soit la valeur de x^ appartenant à l'intervalle (a, é), R/j(a:) ^/Vi, et, d'autre part,
F(a:)=S«(ar)-hR«(ar).
On en déduit, sous la seule condition que Xq et XQ-^-h appartiennent à l'intervalle («, 6),
I F(jroH- A)— F(a;o) | = | S„(aro-h h) - S«(xo) -i- R,i(^o-h h) — R„(aro) |
^ I S„(a7o-4-/i)- S„(iFo)| -t- I R«(a7o-^A)| -h I R«(a7o)| â I S«(a7o-i- A) — S„(aro) | -h 2/'«.
Ceci posé, puisque la série (a) est convergente, on peut choisir n
assez grand pour que l'on ait /•« <i ô> ^ étant ainsi fixé, la fonction
S„(j:), somme de n fonctions continues, est elle-même continue pour x = Xq; on peut donc faire correspondre au nombre positif e un nombre positif s' tel que, sous la seule condition que Xq -{- h appartienne à rinlervalle (a, b) et que la valeur absolue de h soit inférieure à e', Ton ail
|S„(aroH-/i)-S«(a7o)|< j;
de cette inégalité et de la précédente résulte l'inégalité
|F(.ro-H/t)-F(aro)|<e,
sous la condition que a:© -f- A appartienne, comme Xq^ à l'intervalle (a, b) et que l'on ait | A j < e' ; la proposition est démontrée. Par exemple, la série
sin^r sin^o* s'irinx
est absolument convergente quel que soit x, puisque ses termes sont inférieurs ou égaux, en valeur absolue, aux termes correspondants de
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la série numérique, à termes positifs, I t 1
et que, d'autre part, ses termes sont des fonctions continues de x dans tout intervalle ; sa somme est donc une fonction de x, continue dans tout intervalle.
22o. Séries entières en x, — Parmi les séries dont les termes sonr des fonctions continues de x. les séries qui sont de la forme
(a) «0 -h a|J7 -♦- ajjT* -4-. . .-+- a„ar« H-. . .,
tiennent en Analyse un rôle considérable: «o) «i» «2> •••? ««? ••• sont des constantes numériques que j'appellerai les coefficients de la série : celle-ci est donnée quand on se donne la suite de ses coefficients.
Considérons d'abord le cas où tous les coefficients ao, ai, . . ., a„, . . . sont des nombres positifs (ou nuls) ; pour une valeur positive de x, tous les termes de la série (a) sont positifs (ou nuls); la somme de la série, si elle est convergente, est positive.
La série (a) étant donnée, il peut se faire qu'elle ne soit convergente pour aucune valeur positive de x; ce serait le cas, comme le lecteur s'en assurera sans peine en appliquant les règles du n** 181, pour les séries
n-a7-4- (237 )" -4-, ..-4-(na7 )«-»-...,
H- I.2.3a?»H-..,-h l.2.3...nJ7'»-l
Ecartons ce cas. Si la série est convergente pour une valeur positive a, il est clair qu'elle sera convergente pour les valeurs posili\es de X inférieures à a, puisque, pour de telles valeurs, les termes de la série (a) seront inférieurs aux termes correspondants de la série numérique
ao -f- aia — a, a* -h. ..h- ««««-1-. . . :
la somme de la série (a) sera inférieure à la somme de celle qu'on vient d'écrire.
Il peut, enfin, arri\er que la série (a) soit convergente pour toute
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valeur positive de x\ telle est la série
Supposons que la série (a) soit convergente pour certaines valeurs positives de a:, divergente pour d'autres. Si la série est convergente pour 07 = a, divergente pour x =: ^, les nombres a et p étant positifs, on a certainement a <! ^, car les suppositions ^ = a ou ^ <! a entraîneraient, d'après ce qu'on a dit un peu plus haut, la convergence de la série (a) pour a? — p. Si donc on imagine que les nombres positifs soient rangés en deux classes, dont la première contienne tous les nombres pour lesquels la série est convergente, la seconde tous les nombres pour lesquels elle est divergente, tous les nombres de la première classe seront plus petits que les nombres de la seconde classe ; on définit ainsi une coupure qui, à son tour, définit un nombre positif A, nombre que ne surpasse aucun nombre de la première classe, qui ne surpasse aucun nombre de la seconde classe : tous les nombres plus petits que lui appartiennent certainement à la première classe; quand x est un de ces nombres, la série (a) est convergente. Tous les nombres plus grands que A appartiennent sûrement à la seconde classe; quand x est l'un de ces nombres, la série est divergente. D'ailleurs A peut appartenir à la seconde classe ou à la première; en d'autres termes, la série peut être divergente ou convergente pour a: = A.
Si l'on considère, par exemple, la série
on sait que pour o <C.x <C.i elle est convergente; elle est divergente pour X égal à i ou plus grand que i . Si l'on considère, au contraire, la série
X a?* ar«
elle est convergente pour x = i , divergente pour x > i (n" 183) ; ce dernier point résulte de la considération du rapport d'un terme au précédent (n" 181), rapport dont la limite est a?, pour n infini.
Observons encore que si, pour le nombre positif 07o) tous les termes
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de la série (a) sont inférieurs ou égaux au nombre positif B, la série {a) est convergente pour tout nombre positif jti plus petit que^o : en effet, on a par hypothèse, quel que soit /«, an^Q<i B et, par suite,
û«^î < B ( — j ; donc, pour x =Xi, les termes de la série (a) sont
inférieurs aux termes de la progression décroissante
Pour :r = X|, la série (a) est convergente : tous les nombres positifs plus petits que Xq appartiennent à la première classe définie plus haut; Xo peut d'ailleurs appartenir ou non à cette classe.
226. Ne supposons plus positifs (ou nuls) tous les coefficients de la série
(a) ao -H Oi^r -h. . .-+- a„x'» -h. . .,
et désignons, en général, par a[^ la valeur absolue de a„, la série
(a') ai -f-a',a7-h...H-a'„ar«-i-.,.
sera dans le cas que l'on vient d'étudier.
Si cette dernière série est convergente pour le nombre positif jt = a, la série (a) sera absolument convergente pour toute valeur de .r telle que l'on ait jxj^a; dans l'intervalle ( — a, a) sa somme sera une fonction continue de x.
Tout ceci résulte du n" 214, puisque, pour toutes ces valeurs de x, les termes de la série (a) sont, en valeur absolue, inférieurs ou égaui aux termes (tous positifs ou nuls) de la série convergente, à termes numériques,
Soit, maintenant, Xo un nombre quelconque autre que o et x[^ sa valeur absolue.
Si la série (a) est absolument convergente pour x = Xo^ 1» série («') est convergente pour x = x'^; on est dans le cas précédent; la série (a) est absolument convergente pour | x \ ^xj,.
Si la série (a) est convergente pour x = Xq, mais non absolument,
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ses termes tendent vers o quand n augmente indéfiniment; leurs valeurs absolues, à partir de Tun d'eux cipX^^^ sont moindres que tel nombre positif s que l'on voudra. Soit B un nombre plus grand que e et que les valeurs absolues de tous les termes qui précèdent apX^^ tous les termes de la série (^'), pour x = .r'„, seront plus petits que B; donc, pour a positif et plus petit que x'^^ la série {a') est convergente : la série {a) est absolument convergente pourvu que Ton ait | jc | ^^t.
Ceci posé, ou bien la série {a') n'est convergente pour aucune valeur positive de j:, ou bien elle est convergente pour toutes les valeurs positives de .r, ou bien elle est convergente pour toutes les valeurs positives de x inférieures à un certain nombre positif A et divergente pour toutes les valeurs positives de x supérieures à A.
Dans le premier cas, la série {a) n'est convergente que pour x^= o, car, si elle était convergente pour une autre valeur ^r©, la série {a') serait convergente pour n'importe quel nombre positif plus petit que x;.
Dans le second cas, la série (a) est absolument convergente quel que soit x; sa somme est une fonction continue dans tout intervalle.
Dans le troisième cas, la série (a) est absolument convergente pourvu que l'on ait |x| < A; elle est divergente pour tout nombre Xq dont la valeur absolue x'^ est supérieure à A; car, si elle était convergente pour un tel nombre, la série (a') serait convergente pour tout nombre positif compris entre A et x„. Dans ce troisième cas, si a est un nombre positif plus petit que A, la somme de la série {a) est une fonction continue de x dans l'intervalle ( — a, 3c); on peut dire encore que cette somme est une fonction continue pour toute valeur Aex intérieure à l'intervalle ( — A, A); mais, pour les bornes, la série {a) peut être divergente; elle peut aussi être convergente (absolument ou non), comme on le voit sur les séries
..-H ar«-4-
où A est égal à i .
J'appellerai inlers^alle de convergence de la série (a) l'intervalle (— A, A) à V intérieur duquel elle est absolument convergente,
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tandis qu'elle est divergente pour les valeurs de x extérieures à cet intervalle. Il est aisé de déterminer cet intervalle, ou le nombre A.
quand Tune des quantités {/a^^^ — ^ a une limite pour n infini : supposons, en effet, que l'on ait
on aura évidemment
lim iV^n^'") = ^^'î
la série (a') sera donc convergente si l'on a x^<C~f^ divergente si l'on a ^' > y ; on a A := ^ ; on voit de même que A est l'inverse de la limite de ^.
On en conclut, en passant, que les deux expressions ^fi'„^ "!*"' » si elles ont des limites pour n infini, ont des limites égales.
227, Aux observations précédentes, qui regardent la convergence des séries de la forme
(a) ao-h a,ar -h rtja?*-h. . .-h a„a?«-h. . .,
et la continuité des fonctions qu'elles définissent, il convient d'en ajouter quelques autres qui se présentent d'elles-mêmes.
Supposons d'abord que les coefficients a©, ^i, ..., a«, ... soient positifs ou nuls, et que la série soit convergente dans l'intervalle (o, A), A étant un nombre positif; sa somme dans cet intervalle est une fonction continue de J7, on voit de suite que celte fonction est croissante dans cet intervalle.
Considérons le cas où la série (a), dont je suppose toujours les coefficients positifs, est convergente quel que soit x, sa somme sera une fonction croissante de x, pour toute valeur positive de x. Désignons cette fonction par F{x); on aura en supposant x > o
F(x) > flo-r- aiir-f-...-4-a„a:«;
lorsque x croît indéfiniment, il en est de même du second membre et, a fortiori, de F{x); on peut même ajouter que F(x) croît plus rapi-
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dément que n'importe quel polynôme P(^). On enlend par là que la
valeur absolue du rapport tend vers -h oc, quand x tend vers +a?,
ou, ce qui revient au même, que le rapport p- — - tend vers o quand j?
tend vers 7H «:. Désignons, en effet, par P| (x) le polynôme qui se déduit, de P{x) en y remplaçant chaque coefficient par sa valeur absolue, on aura évidemment, pour a:>o, P|(^)^P(j:), et, par suite,
P(x)\^P,(x) Pt(^)
F(x)\~ F(x) ao-f- aiiCH- aja?* -h. . .-+- a^a?»
On peut toujours prendre n assez grand pour que le degré du dénominateur de la fraction rationnelle qui figure au dernier membre soit plus grand que le degré du numérateur; dans ces conditions, cette fraction rationnelle tend vers o, quand x tend vers -h 00; il en est de même, a fortiori, du premier membre.
On démontre de même, en désignant par m un nombre positif
quelconque, que le rapport W7 — tend vers o quand x tend vers +00;
au reste, cela résulte du théorème précédent pour m entier; si m n'est pas entier, soit m' un entier plus grand que /n ; on a
Xfn x"^' I
dans le second membre, les deux facteurs tendent vers o quand :r tend vers -4- 00.
Les conclusions précédentes s'appliquent, en particulier, à la somme de la série toujours convergente
Ne supposons plus que les coefficients de la série (a) ao-hOia?-}-...-+-a„a?«-h. .•
soient positifs et désignons, en général, comme dans le numéro précédent, la valeur absolue de a„ par a^'^, en sorte que la série
(a') aj -h a'i a: -f- . . . -f- a;, a:« -4- . . .
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ait ses coefficients positifs ou nuls. Supposons enfin, en désignant par a un nombre positif, que la série (a) soit absolument convergente pour les valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle (— a, a), ce qui revient à dire que la série (a') est convergente pour x = ol.
Appelons S„{x) la somme des n -h i premiers termes de la série (a), Kfi(x) le reste correspondant, en sorte que l'on ait, pour toute valeur de X appartenant à l'intervalle ( — a, a),
F(a7) = S«rar)H-R«(ar),
en désignant par F{x) la somme de la série; R/i(j:) est égal au produit de a:""*"' par la somme de la série
somme dont la valeur absolue est au plus égale à la somme p de la série convergente à termes positifs
on pourra donc poser R/i(j7) := M. r ""•"*, en désignant par M un nombre dont on sait que sa valeur absolue est, au plus, égale à p, puis
on a déjà appelé l'attention, au Chapitre II, sur l'analogie des fonctions qui sont susceptibles d'une représentation de cette forme et des polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de la variable, pour les valeurs de celle-ci qui sont voisines de o. Je suppose que l'on ait pris n assez grand pour que les coefficients «i, a-j, . . ., a» ne soient pas tous nuls.
La forme précédente apprendrait, si on ne le savait déjà, que la fonction F{x) est continue pour x = o. Elle montre que, si a^ n est pas nul, la fonction F(.r) ne peut s'annuler pour les valeurs de -r qui sont suffisamment voisines de o; que, si «o est nul, la fonction F(xi s'annule pour x = o, mais ne s'annule pas pour les valeurs de x, autres que o, et suffisamment voisines de o ; la fonction F(x) ne peut, quand on se donne le nombre naturel /i, être mise que d'une seule fa(:on sous la forme précédente ; il en résulte, puisqu'on peut prendre /i aussi grand (fu'on le veut, que deux séries entières en x ne peu\enl
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avoir la même somme, pour toutes les valeurs de x appartenant à rintervalle ( — a, a) sans être identiques terme à terme ; en d'autres termes, il n'y a qu'une série entière en x dont la somme, pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à l'intervalle ( — a, a), soit égale à la fonction F(a:). C'est ce qu'on exprime encore en disant qu'une fonction de x ne peut être développée que d'une seule façon suivant les puissances entières et positives de x.
Le premier des termes a^x^ a^x-, ,.., anX*^t dont le coefficient n'est pas nul, fait connaître dans quel sens la fonction F(x) varie pour x^ o>
â!28. Séries entières à coefficients et à variables imaginaires. — Jusqu'ici j'ai supposé réels les coefficients et la variable; il est bien aisé de voir que plusieurs des résultats obtenus plus haut s'étendent au cas où Ton a affaire à une série à coefficients imaginaires et où la \ariable est imaginaire; soit
(a) ao-h UiZ -*- afZ^-^. . .-^ anZ^^-h., .
une série entière en z dont les coefficients «o? ^i ? •••? ^//? • • • peuvent être réels on imaginaires; je désignerai, en général, par a',^ la valeur absolue de a„, par r la valeur absolue de s; la valeur absolue de a,iZ" sera a'^r" et la série à termes positifs
sera la série des valeurs absolues des termes de la série (a). Dire que la série (a) est absolument convergente pour une valeur particulière 5» (non nulle), dont la valeur absolue est /o, revient à dire que la série {a' ) est convergente pour r = r^^] cette dernière sera convergente pour les valeurs positives de ;• plus petites que r^ : la série (a) est absolument convergente pour toutes les valeurs de z dont la \aleur absolue est inférieure ou égale à r^. Si la série (a') est convergente pour toutes les valeurs (positives) de ;•, la série (a) est absolument convergente quel que soit z\ sa somme est ce que l'on appelle une fonction entière {*) de z. Si la série (a) est convergente pour les
^') Rationnelle entière si Ja série se réduit à un polynôme, transcendante entière dans le cas contraire.
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valeurs positives de v inférieures à A, divergente pour les valeurs de r supérieures à A, la série (a) est absolument convergente pour le> valeurs de z telles que Ton ait \z\<i A, elle n'est pas absolument convergente pour les valeurs de z telles que Ton ait 1 5 | > A ; elle n'est pas du tout convergente, car, si elle était convergente pour un nombre réel ou imaginaire z^ dont la valeur absolue surpasserait A. la valeur absolue a\^r\ de a„zj tendrait vers o quand n augmente indéfiniment; il résulterait de là, comme au n*' 213, que tous les termes de la série {a') pour 5 = ^0 seraient inférieurs à un nombre fixe B et que celte série (a') serait convergente pour les valeurs de r comprises entre A et /*o, contrairement à la supposition.
En se reportant à la représentation géométrique des nombres imaginaires que l'on a expliquée au Chapitre VI, on voit que, dans ce cas, les points qui représentent les nombres réels ou imaginaires pour lesquels la série (a) est absolument convergente remplissent F i/i/erieur d'un cercle décrit du point o comme centre avec un rayon égal à \ ; pour les nombres figurés par des points extérieurs à ce cercle, la série n'est pas convergente ; sur la circonférence même du cercle, la série peut être convergente, absolument ou non, ou divergente. Ce cercle prend le nom de cercle de convergence.
Si l'on décrivait du point o comme centre un cercle de rayon moindre que A, il serait aisé de voir que, pour tous les points situés à l'intérieur de ce cercle ou sur sa circonférence, la somme de la série est une fonction continue de 2, en adoptant, pour la continuité, la même définition que pour les polynômes (n" 107). Il suffirait pour cela de raisonner comme au n** 214. J'y insiste d'autant moins que l'étude des fonctions d'une variable imaginaire est en dehors des limites du présent Livre. Les séries à termes imaginaires n'interviendront un peu plus tard que pour relier les propriétés de certaines fonctions de variables réelles.
229. Dérivée. — Je reviens maintenant aux séries de la forme (a) ao-+- aia? -h. . .-+- a„ar«-i-. . .,
oii les coefficients «q, . . ., a«, ... sont réels, ainsi que la variable x: je continuerai de désigner, en général, par a\^ la valeur absolue de fl« et par x^ la valeur absolue de :r; je suppose que la série à coefficients
SÉRIES DE PONCTIONS. 189
positifs
(a') aj-j- a'ja?-H...-+-a;ja7»-}-...
soit convergente, pour x = a, en désignant par a un nombre positif; en sorte que la série (a) est absolument convergente pour les valeurs de X qui appartiennent à l'intervalle ( — a, a) et que sa somme F{x) est, dans cet intervalle, une fonction continue de x; mon but est de démontrer le théorème suivant :
Si Xo désigne un nombre intérieur à IHntervalte ( — a, a), la fonction F(^) admet une dérivée F'(x), égale à la valeur pour X = Xo de la somme de la série
(I) Ux-r- la^x -^ ZazX^-\-. . .-h nanX^'^^-^, . .,
dont je montrerai qu^elle est absolument convergente à V intérieur de ^intervalle ( — a< a).
Soit, en désignant par x'^ la valeur absolue de Xo, p = a — x\\ le nombre positif ^ est évidemment le plus petit des deux nombres positifs a — a?oj ^o + *) en sorte que, si Ton assujettit la variable h à rester dans l'intervalle ( — p, P), on sera sûr que le nombre Xo-\-h appartiendra toujours à cet intervalle ( — a, a) dans lequel la convei*j;ence absolue de la série (a) est assurée : c'est ce que je suppose essentiellement dans la suite.
Dans ces conditions, la valeur du rapport —— ^ ^, dont
on prétend évaluer la limite quand h tend vers o, est la somme de la série convergente
«I j H ai ^ h... -h an ^ K...,
obtenue en retranchant terme à terme (n° 177) les deux séries con- \ ergentes
«o-*-«i(^o-*- h)->t- aj(aro-}- A)*-f-. ..-h a;ï(aro-+- ^)'*-4-. . ., ao-H aia?o H- ajarj -h...-f- anX^ -t-...,
et en divisant ensuite chaque terme par h.
i9«> CBLirmK UT.
Or, on a, ponr loule'» les valeurs de A aulre$ que o.
en dé-^ignant parC*, C*. ... les cr>effirJenU numériques du développement de la puissance /i"^**' d'un binôme.
Désignons par ^«' A) le second membre de celle égalité; c'est un polvnome en A; c'esl donc, dans l'inler^alle ( — ^3, ^L une fonction continue de A ; on va montrer qu'il en est de même de la somme de la série
(1) ai^pti A;-f-aîÇ,( A»— .-.— a«o„( A)-r-...,
toujours égale à — — j- ^— ^ quand h n'est pas nul.
Si l'on admet qu'il en est ainsi, il est clair que la limite de celle somme, quand h tend vers o, doit être égale à la valeur
«1 o,ro; -HaiOj(o;-h...-Ha„<p«(o)-H...,
qu'elle prend pour A = o, c'est-à-dire à la somme de la série
ai -H 2aja?o-i- 3aaarJ -l-, . .-^ na„x'i~^ -»-...;
cette somme sera donc la valeur, pour x = Xqj de la dérivée de la fonction F(x), C'est la partie principale de la proposition énoncée, dont la démonstration est ainsi ramenée à prouver la continuité de la série (a); or, en se reportant à la définition de ^n{h)el en désigaanl par A' la valeur absolue de A, on voit que l'on a
U« ( A ) 1 1 Gï a:;«-» -H c; ^v'"* A' -h ... H- g;î h'»-^ ^ Gïar;«-» -4- g;j7'o«-» fj -h. . .-4- g;î 3'«-i,
le dernier membre de ces inégalités n'est autre cbose que le nombre positif
(y; -h 3)^' — j^y» ^ g" — t'çI*
on aura donc, pour toutes les valeurs naturelles de n,
l«/i?«(A)Ua;i
cû sorte que les valeurs absolues des termes de la série (2) sont inférieures ou égales aux termes, tous positifs ou nuls, de la série
a\ — jT-^ ■+■ ai TT-^ -h. . .H- a'
qui est certainement convergente (n" 177), puisqu'on Ta obtenue en retranchant, terme à terme, deux séries convergentes, puis en divisant chaque terme par p. Il résulte de là, d'une part, que la série (2) est absolument convergente, pour toutes les valeurs de h (y compris o) qui appartiennent à l'intervalle ( — p, jî) et, d'autre part, puisque les termes de cette série sont des fonctions continues de a, que sa somme est une fonction continue de A, dans cet intervalle (n" 224); c'est ce qu'il fallait établir.
On a prouvé que la série
(i; «i-T- -iaijr -i-. . .-h /lart^'*"' "H- • -1
qui n'est autre que la série (2) pour A = o, était absolument convergente pour X = Xq^ c'est-à-dire pour n'importe quelle valeur int('- Heure à l'intervalle ( — a, a) : le raisonnement ne s'étend pas aux bornes de l'intervalle. Si, toutefois, en supposant a'>- a, la série proposée (a) se trouvait être absolument convergente dans l'intervalle ( — a', a'), il est clair qu'on pourrait substituer l'intervalle ( — a', a') à l'intervalle ( — a, a) et la convergence absolue de la série (1) serait assurée pour x=^±%; on serait aussi certain que sa somme serait égale, pour X = ± a, à la dérivée de la fonction F{x). On voit, d'après cela, qu'on peut énoncer les propositions suivantes :
Si la série proposée (a) est convergente quel que soit x^ la série (2) est aussi convergente quel que soit x, et sa somme est toujours la dérivée de la somme F(x) de la série (a).
Si la série (a) est convergente pour certaines valeurs de x et divergente pour d'antres valeurs de jc, il y a, comme on sait, un intervalle ( — A, A) tel que la série (a) soit absolument convergente pour les valeurs de x intérieures à cet intervalle et divergente pour les valeurs de x qui lui sont extérieures; la série (1) est absolument convergente comme la série (a) pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — A, A). Il est aisé de reconnaître qu'elle est divergente pour toute valeur Xq extérieure à cet intervalle ; si, en effet, elle
était convergente pour x = x©, elle serait absolument convergente pour tous les nombres dpnt la valeur absolue est moindre que celle de Xoj et, en particulier, pour ceux de ces nombres dont la valeur absolue dépasse A; en désignant par x\ la valeur absolue d'un tel nombre, la série à termes positifs
serait donc convergente ; mais les termes de celte série dépassent les termes correspondants de la série divergente
a\x\-^ aj a?',* -f- . . . -f- a^a: j" -h
La contradiction est évidente.
On voit que Vintervalle de convergence ( — A, A) est le même pour la série proposée (a) et la série dérivée (i).
Il peut toutefois arriver que la série (a) soit convergente pour X =± A et que la série (i) soit divergente pour l'une ou l'autre de ces valeurs.
La proposition établie sur la série (a) s'applique naturellement à la série (i); puis à celle qu'on en déduit de la même façon, etc. : on arrive évidemment à la proposition suivante :
Les séries
ao-h aijr-h aj a?* -4- . . . -t- a» a?" -h...,
i.-iaj-h -i.SajX -h 3.4afca7*-i-. . .-+- (/i — i)/iana7'»-*-r. . .,
i.-2.../?ap-f--2.3...(/) -hi)a,H-i^-i-3.4. ..(/?-4- îi)apH.jT*-^. .. -l-(n — /> H- i) (n — /> -t- 2)...Aa„a?'»-/'-»-. ..
ont toutes le même intervalle de convergence ( — A, A); à V intérieur de cet intervalle, la somme de chacune d'elles est la dérivée de la somme de la précédente; en d'autres termes, leurs sommes rospeclives sont F(x), F\.rU P(x\ ...^F^p^x), ....
Pour X = o, chacune des sommes se réduit au premier terme de la série ; on a donc
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en désignant par F(o), F'(o), ^'(o), ... les valeurs, pour x = o, de la fonction F(:r) et de ses dérivées successives; on en conclut la formule importante
nf fini fP
Elle suppose essenliellement que la fonction F(:r) peut être développée en une série procédant suivant les puissances entières et positives de jr, puisque c'est ce développement qui a été notre point de départ; elle donne une seconde démonstration de ce fait que, la fonction F(x) étant donnée, le développement en série entière ne peut se faire que d'une seule façon.
Fonction primitive. — De même qu'on peut obtenir, sous forme de série, la dérivée de la fonction F(x) somme de la série (a), on peut obtenir une fonction primitive de F(x) : et telle sera évidemment la somme de la série
cil CL^
(3) aox H î-j?*-i- — a?»-+-...-*- ■
M l'on admet la convergence absolue de cette série à l'intérieur de l'intervalle ( — A, A); or, cette convergence est évidente; si, en effet, la série (a') est convergente pour le nombre positif a, la série à termes positifs
aj a -4- aj a* -+- ai a' -t- . . . H- ai a'»-»-* -+-... àera convergente et, a fortiori, la série
dont les termes sont plus petits. Puisque l'intervalle de convergence d'une série est le même que celui de la série dérivée, il est clair que Tinlervalle de convergence de la série (3) est ( — A, A).
Si l'on désigne par F| (x) la somme de la série (3), toute fonction primitive de la fonction F(x), dans l'intervalle ( — A, A), sera, comme on l'a vu, de la forme F| (^) -|- C, où G est une constante : on peut T. — II. i3
dire que F, (j:*) est celle des fondions primitives de F(x)qiii s'annule pour X = o.
L'analogie des propriétés des séries entières qu'on vient d'établir avec celles des polynômes est manifeste.
§ 2. - DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE QUELQUES FONCTIONS SIMPLES. FORMULES DE TÂTLOR ET DE MACLAURIN.
230. Voici quelques applications directes des résultats du numéro précédent :
On a pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — i, i)
on aura donc, dans le même intervalle, en prenant les dérivées des deux membres,
7 ; = 1-4- 237-+- 3j:*-H. . .-f- /ia-"-ï-f-. . .,
l .2 =1.2-H2.3j7-t-3.4j7'-|-...-h (/l — l)/lJ7«-*-|-...,
^'Vi'_^)7' ='-2...(/> — 0-^-^-3... /?^ -H 3.4... (/?^i)x«-h...
-h{n— p -»-2)(/i— /?-h3). . . nx»-P-^^-h. ..:
cette dernière formule peut s'écrire
^ ^ />(/> + !)■. .(/>-Hr-i)^^
ou, en changeant j? en — x, et en remplaçant/? par — /j, n n(n — i) .
(l-|-J7)'*=lH X -^ ^ ' 37*
_^ n(n — i) (n~2) ^^ ^ _^ ndi — i) (n- r-hi) ^^^
Cette dernière formule est valable pour les valeurs de x intérieures
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à rinlervalle ( — i, i) et pour les valeurs entières et négatives du nombre n : elle est vraie, comme on le sait, pour les valeurs naturelles de n\ seulement, dans ce cas, tous les termes de degré supérieur à n disparaissent, parce que leurs coefficients sont nuls; elle peut donc être regardée comme Texlension au cas des exposants entiers et négatifs de la formule du binôme.
Pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — i, i), la fonction — lg(i — x) a pour dérivée — -— ; toute fonction primitive de est, dans cet intervalle, de la forme C — lg(i — x). Si Ton
\eut que cette fonction s'annule pour j7 = o, il faut prendre C = o : on a donc
-lg(.-x) = l6— ^ = - + - + 3-+...+ --^..., ou, si Ton préfère,
pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — i, i).
Observons que. pour les valeurs de .r extérieures à cet intervalle et même pour la borne inférieure x = — i , la série diverge ; elle est convergente, pour j?=i, mais non absolument; la démonstration précédente ne prouve pas que l'on ait
<ette égalité, toutefois, est vraie.
La dérivée de arc tangjr est j; arc tangx est la fonction primitive de qui s'annule pour x = o; de la formule
on déduit donc la formule
X X^ X^ j.ïrt-4-l
arc tanga: = — -\ — r:H-...-H ( — i}"
valable pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle ( — 1, 1); elle subsiste, il est vrai, pour le cas où x est ± 1 et l'on a
•ic __ I l I
mais cela ne résulte pas de la démonstration précédente.
La fonction Igl/ — 3-» inverse de la fonction thjr, a pour dérivée -— — j; on en conclut l'égalité, valable pour les \aleurs de x intérieures à rinler\alle ( — i? 0?
's V T^^ " T ^ T - T ^ ••^ Î7m ^- • •' qui résulte d'ailleurs de ce que Ton a
el des développements antérieurement obtenus pour lg(^i-|--p) ♦l Igd — jt).
431. Les n'»sultats précédents suffisent déjà à montrer rimportance des propositions établies au n** 229 : en partant d'une série entière dont on connaît la somme, on obtient de nouveaux développements en série entière en prenant les dérivées ou la fonction primitive.
Voici d'autres applications obtenues en cherchant des fonctions qui vérilîent wva^ équation différentielle (du premier ordre) (n"2liî . J'ai déjà fait observer que le problème qui consiste à trou\er la fonclion primitixe d'une fonclion donnée était une question de la même nature. La solution jjénérale de ce dernier problème s'obtient en ajoutant une constante arbilraireà n'importe quelle solution particulière, et le problème devient déterminé si l'on se propose de trouver une fonclion dont la déri\ée soit donnée et qui, pour une valeur particulière de la >ariable, prenne unoaleur donnée. Des circonstances analogues se renconlreronl dans les questions qui >onl être traitées.
Proposons-nous de chercher une fonclion l' de j:*, qui. pour touleles \aleurs de ,r. soit éj;ale à sa dérivée, qui, en d'autres termes, vérifie
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l'équation différenlleile j/'' = y. Nous connaissons déjà une fonction qui répond à la question, c'est la fonction z = e^, 11 est aisé d'en déduire toutes les autres; en effet, les deux égalités j^' = j^, 5'=z entraînent y' z — y^' ^= o, ou
Le premier membre est la dérivée de — ; cette dérivée devant être
nulle quel que soit x, il faut que — soit une constante C; en d'autres
termes, toute fonction qui répond à la question est égale à la fonction e^ multipliée par un facteur constant (*). Lors même qu'on ne connaîtrait pas la fonction e-^, le raisonnement précédent montrerait que, s'il y a une fonction y"( a:) qui soit égale à sa dérivée, toute fonction égale à sa dérivée sera de la forme C/(.c). On pourra déterminer la constante C par la condition qu'elle prenne une valeur déterminée pour une valeur donnée de x, par exemple la valeur i pour a: = o : il n y a qu'une seule fonction, toujours égale à sa dérivée, qui pour ar = o soit égale à i .
On peut présenter les choses à un point de vue géométrique : le problème posé revient à celui-ci : trouver toutes les courbes planes telles que la pente de la tangente soit constamment égale à l'ordonnée du point de contact. La courbe dont l'équation est j^ =: e^ ^fig- ^^) répond à la question. 11 en est de même de toutes celles que l'on en déduit, en multipliant toutes les ordonnées par un nombre constant. C'est là un fait dont il est bien aisé de se rendre compte géométriquement. Nous savons de plus que toutes les courbes qui répondent à la question peuvent se déduire de l'une d'entre elles par la construction qu'on vient d'indiquer. Enfin, comme il est évident sur la figure, il y a une de ces courbes, et une seule, qui passe par un point donné :
y (*) On pourrait encore raisonner comme il suit : si l'égalité ^' = ^ entraîne — = i,
le premier membre de cette dernière égalité est la dérivée de log|^|; cette dérivée devant être égale à i, il faut que log \y\ soit égal à x -\- c' •, en désignant par c' une constante ei, par conséquent, que ^ soit égal à zn e'"^*' = ±: e^'G*"; en désignant par e le facteur constant ± e*', on trouve, comme plus haut, y— Ce*. Le raisonnement employé dans le texte ne suppose pas qu'on connaisse la fonction logarithmique, ni ses propriétés.
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cela revient à dire qu'on peut déterminer la fonction cherchée parla condition que, pour une valeur donnée de x, elle prenne une valeur donnée. Que ce dernier problème n'admette jamais qu'une solution, cela correspond à ce fait évident que deux des courbes considérées ne se rencontrent jamais.
Cherchons en particulier s'il y a une fonction développable en une série entière
(a) ao-f- ai^ 4- aja?*-^. . .-h a,i:r«-4-. . .
qui soit égale à sa dérivée
ai -¥- 'la^x -H. . .-h na,iX^'-^-^, . ..
Puisque les sommes de deux séries ne peuvent être égales pour toutes les valeurs de x sans que les séries soient identiques terme à terme, on voit que, si la série (a) répond à la question, on doit avoir
Réciproquement, la série (a) répondra évidemment à la question, si tous les coefficients vérifient les équations précédentes. De ces équations, on tire successivement
ai = ao, «î = — » as = ^ —
la série la plus générale qui réponde à la question s'obtient en multipliant par un nombre arbitraire a,, les termes de la série
dont on sait qu'elle est convergente quel que soit or. On a vu plus haut que toute solution du problème posé s'obtient en multipliant une solution particulière par une constante arbitraire; on est donc parvenu, par le procédé employé, à la solution la plus générale du problème posé.
On aurait pu encore raisonner comme il suit :
Si une fonction /(^x) est telle qu'on ait toujours /'(j7)=/(x), on
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aura
En particulier toutes ces dérivées doivent être égales pour x = o] désignons par ^z» leur valeur commune; on a vu plus haut que, si la fonction f{x) est développable en une série entière en x^ on doit avoir
On doit donc avoir
réciproquement, on voit directement que la fonction ainsi trouvée répond à la question.
Si Ton détermine la constante ao par la condition que la fonction /{x) soit égale à i pour ^ = o, on aura évidemment «0= i ; la fonclion/(j:) se réduira certainement alors à la fonction e^; on a donc, pour toutes les valeurs de x^
J'insiste sur ce fait que, si l'on n^avaitpas étudié antérieurement la fonction e-^, cette fonction se présenterait très naturellement sous la forme
comme la solution la plus simple de Téquation différentielle y=y. On a vu au n" 217 comment la forme même de la série mettait en é\idence le sens de la variation de '^{x) pour x positif. La propriété f '•^)?(j^) = *f(^ +^) apparaît comme une application immédiate de la règle pour la multiplication des séries : elle apparaît d'ailleurs aussi très aisément sur la propriété cp'(^) = 'f (^) qui entraine immédiatement la propriété cp'(j7 -h a) = '^(jc -f- a) en désignant par a une constante quelconque : cette dernière égalité montre que la fonction ç(.r-f-a) est aussi une fonction égale à sa dérivée; elle ne peut donc
difTérer de 'f{oc) que par un facteur constant C; or l'égalité cp(a: -|- a) = C©(j7), en y faisant x = o, montre que Ton doit avoir C = cp(a) : c'est la propriété fondamentale; de cette propriété et de l'égalité cp(o)= i, on déduit l'identité
qui montre de suite que la fonction o(x) est encore croissante quand j* est négatif, et qu'elle tend vers o quand x tend vers — oc. Soit a un nombre positif quelconque; on a (n" 202)
et, par suite,
Observons encore que les formules
e^ = iH h ■
donnent immédiatement, en ajoutant, en retranchant, et en divisant par 2,
x^ ar* a?"»
char = i-h sha: =
X x^ x^ ar
Ces formules renseignent immédiatement sur la façon dont varient les fonctions ch^, sho;. On voit d'abord que la première est paire, la seconde impaire; elles sont toutes deux croissantes pour x positif: elles croissent indéfiniment, et plus rapidement que n'importe quelle puissance de x, quand x tend vers -f- 00 (n*» 227).
La fonction (i -h x)'" est définie, quelque soit d'ailleurs le nombre m, pour X intérieur à l'intervalle (—1, i); elle vérifie l'équation différentielle
y __ ni y iH-a;'
OU
y{i-har)— /n^ = o;
on voit comme tout à l'heure que toute solution de cette équation doit se déduire d'une solution particulière z en la multipliant par une constante: toute fonction qui, mise à la place de j^, vérifie cette équation pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et H- i, est de la forme C(i -h .r)"*; la fonction (i -h x)"*- elle-même est caractérisée parce fait qu'elle satisfait à l'équation et qu'elle se réduit à i pour jr = o.
Cherchons s'il y a une série de la forme
[a) ao-+-aiir -H. . .-H «„rr''-h. . .
qui vérifie cette équation difTérentielle ; dans le produit par i -\- x de la série dérivée
le coefficient de x""*, c'est-à-dire (n — i)a„_i 4- na„^ doit être égal à /7ia«_i ; l'égalité na,t=^(m — n-\-i)a,f_i doit avoir lieu pour toutes les valeurs naturelles de n. Réciproquement, si tous les coefficients d'une série convergente vérifient cette équation, la somme de la série vérifie assurément l'équation diff*érentielle y{i -\-x) — my = o : or la relation précédente donne successivement
a,= --ao, aî== — ao> •••» «« = — «ni ••••
par conséquent, la série cherchée s'obtient en multipliant par la constante «© les termes de la série
on a vu au n® 182 que cette série est convergente pour les valeurs de X intérieures à l'intervalle ( — i, i); puisque, pour ^ = o, la somme de la série est égale à i , on a, pour toutes les valeurs de :r considérées,
m rn(m — i) ^ m{m — i)...(m — /i-hi)
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cette formule, jusqu'ici, n'avait été établie que pour les valeurs entières de m ; elle est due à Newton. En y changeant m en — m, elle devient
. . , m(/« -hi). ..(//i -t-/i-Hi) „
elle permet de développer les expressions telles que
^iH-a- = 1^14- a:)*, —{i-i-x} »;
en y remplaçant, par exemple, x par — x^ et m par — |, elle doone la relation
— === = IH — a:* H 7 37^ -»-.•. H ; ir*« -h...
qui est encore valable pourvu que x soit intérieur à l'intervalle (— i, i); le premier membre est la dérivée de la fonction arc sinjr, dont on obtiendra donc le développement en formant la fonction primitive de la série qui figure au second membre ; la constante arbitraire se détermine par la condition que la fonction primitive soit nulle pour X = o, comme arc sinj;; on obtient ainsi
1073 1.3 x^ 1 .3.. .(-2/1 — i) ^«''-^-» arc smx = X -i —h -r- -h. ■ ^
cette formule est valable à l'intérieur de l'intervalle ( — i, 1). Ou établira de même la formule
, / i :\ IX* r.3 a?» i.3,5 jt'^
dans laquelle le premier membre est la fonction inverse de shx. Elle est valable pour les valeurs de x intérieures à l'intervalle (— i, i)-
On pourrait obtenir par un procédé analogue les développemeni? en série entière des fonctions u = sinx, i' = cosj7 en partant de ce que ces fonctions vérifient les équations différentielles tf=^-
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r'=: — w ( ' ). On va les déduire tout à Theure d'une formule générale.
232. On a montré au n" 229 que, si une fonction F(j7) pouvait, dans un intervalle ( — a, a), être regardée comme la somme dune série entière absolument convergente, cette série avait nécessairement la forme
d'où un moyen évident pour obtenir le développement en série entière dune fonction donnée F(j:), si ce développement est possible. Prenons, par exemple, pour F(x) l'une ou l'autre des fonctions sin x et cos j?, dont
les dérivées ^'«'««» sont respectivement sinf a: -+- ^ ) et cos( a* + — )'
en sorte que l'on a, dans le premier cas, F^P^ (o) = sin — j c'est à
savoir o si /> est pair, i ou — i si /? est un multiple de 4 plus i
ou plus 3, et, dans le second cas, F^/'^(o) = cos ^^> c'est-à-dire o
si p est impair, i ou — i si /? est le double d'un nombre pair ou le double d'un nombre impair; les seuls développements possibles pour sinj: et cos^r sont les suivants :
sin:r = H -— -- _...+ (— i)/' -+-...,
f COSJ: =1 1 — — — .. .4-(— \)i'
mais, Lien qu'on ait démontré, au n" 182, la convergence, pour toute \aleur de .r, des deux séries qu= figurent dans les seconds membres, on ne peut affirmer, en se fondant sur le raisonnement qui précède, que les sommes de ces deux séries soient respectivement égales à i\nx et à cosjc.
En admettant toujours la possibilité de développer, dans l'intervalle ( — a, a), la fonction Y{x) en une série entière absolument convergente, il est clair qu'on peut mettre cette fonction sous la forme
F(o)-4-fF'(o)+^F'(o)+...4-^^F>/"(o). '"^""'
( » ) Voir Exercice 253.
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M étant une fonction de x dont on sait seulement qu'elle reste, en valeur absolue, inférieure à un nombre positif fixe, quand x appartient à l'intervalle ( — a, a); il est naturel de chercher à obtenir quelque évaluation de cette fonction, qui fournisse un renseignemem sur le reste de la série considérée quand on n'en conserve que les y» -f- 1 premiers termes.
Plus généralement, sans même supposer que la fonction F(j:) soit développable en série entière, et en supposant seulement que celte fonction admette, dans tout l'intervalle (o, ^o)» des dérivées jusqu'à l'ordre/? -f- 1 afin que l'expression qu'on va écrire ait un sens et que les raisonnements qui suivent soient légitimes, on peut se proposer d'évaluer la différence
F(a7) — F(o)--F'(o) — — F'(o)— ... ^^ Ft/^^Co).
M x^^^ Désignons par ^—r la valeur de cette différence pour x-=-x,i.
Mo étant un nombre inconnu dont on va obtenir une évaluation: posons pour cela
la fonction ^{x) admet certainement, dans l'intervalle (o, ^Tq), <1^" dérivées jusqu'à l'ordre /; 4- i , puisqu'on l'obtient en ajoutant un polynôme à F(j:), qui admet de telles dérivées : ces dérivées sont successivement
y'(^) =F'(x) -F'(o) -^F'(o)— -^^ ^^_^^F'P'(o)--^^^-;^ç'(^) = F'(x) - r(o) - ÎF-(o)-...- -^-^— ^^^-^F</')(o)- -j-^-;^
ot/'+i'(.r) --- Fl/»-^»'(a:) — Mo-
Or la fonction «(a:), en vertu de la façon même dont elle a été formée, s'annule pour j? = Xo ; elle s'annule évidemment, à cause de sa forme, pour j7 = o; donc (n" 215), sa dérivée s'annule pour un nombre x,.
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compris entre o et J?o, différent de o et de Xq; ^'{x) s'annulant, d'une part, pour j? = ari, et s'annulant évidemment, d'autre part, pour^ = o, 'i^xj s'annulera pour un nombre x^ compris entre o et j?i, et ainsi de suite : ^^pH^x) s'annulera pour un nombre Xp compris entre o et X;,_, ; C5^^'^(x) s'annulera pour un nombre Xp^^ compris entre o et Xp^ par conséquent entre o et Xq^ et différent de l'un et de l'autre ;
on a donc
Mo=F(A'^»J(a;,^,).
Cest l'évaluation que l'on voulait obtenir; on peut écrire
Xp^^ étant un nombre dont on sait seulement qu'il est compris entre o et x©, et différent de o et de Xq,
Cette formule est valable, quel que soit le nombre Xq^ pourvu que les conditions imposées relativement à l'intervalle (o, Xq) soient vérifues. Rien n'empêche maintenant d'effacer l'indice o, pourvu qu'on sache que x appartienne à un intervalle (A, B), dont le nombre o fa>se partie, dans lequel la fonction F(x) admette des dérivées jusqu'à l'ordre /? + i , et d'écrire
I ») F(ar) = F(o)-4- ÎF'(o)-h -- F'(o)-h...
-F /'Ho) H ; — F^/'+ï'(Ox),
en désignant par 6 un nombre compris entre o et i , différent de o et de I, afin que le produit hx, qui, dans la nouvelle formule, remplace Xp_^i, désig:ne un nombre compris entre o et x.
On voit qu'une fonction V{x), qui pour o et les valeurs voisines admet des dérivées jusqu'à Tordre // -h i , se comporte à peu près comme un polynôme, pourvu toutefois que la dérivée (yo -h i)^*"'' reste, dans le voisinage de o, moindre en \aleur absolue qu'un nombre positif fixe (').
( ' ) Je «lirai souvent, pour abréjjer, qu'une fonction /{x) est bornée dans un intervalle (a, 6), ou aux environs de a, pour dire que la valeur absolue de cette fonction, quand X appartient à cet intervalle, ou reste suffisammeiit voisin de a, reste coinpriie entre deux nombres positifs fixes. On suppose ici que la dérivée (/?-+- !)'*"• de la fonction F(x), aux environs de o, est bornée.
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Dans ces conditions, la formule précédente fournit des expressions approchées très simples de F(x ) quand x est voisin de o, à sa^oi^
F(o), F(o)-uxF'(o), Fioj-hxF'(o)-+ — F'(o;, ....
II est bien aisé d'axoir une formule analogue qui rendra les même? services pour les valeurs de x voisines d'un nombre a, que je supposa appartenir à un intervalle (A', B' i dans lequel la fonction Fu admette des dérivées jusqu'à l'ordre p -^ i ; il suffira de poser X = a -r /i, en désignant par h une nouvelle \ariable, assujettie à la condition de rester dans l'intervalle ( V — a, B' — a), qui contient évidemment le nombre o, alîn que a -\- h reste dans l'intervalle ( V, B' ): la fonction (de h) V{a-\-h) admettra dans l'inlenalle (A' — a, B' — a) des dérivées jusqu'à Tordre yp -|- i et ces dérivée.N s'obtiendront, en vertu du théorème des fonctions de fonction, en remplaçant x par a -{- h dans F'{x), F"{X), ..., F'PUx); on aura donc. sous les conditions imposées,
• Fiùa}-\ -F/'+iHa-^e/i..
en désignant toujours par H un nombre compris entre o et i. Dans les formules ( 2 ) et ( .^), les derniers termes
qui contiennent un nombre inconnu 9, s'appellent termes compléme nia ires ( ' ).
( *) Aces formules, qui sool évidemment équivaleales, sont attachés respeclivemeat les noais de MacUurio et de Taylor. Celle dénominaiion est un peu impropre; iMucIaurin et Taylor n'ont pas considéré d'expressions limitées, avec un terme couiplémeniaire, mais bien les séries illimitées
qui, sous certaines conditions, ont respectivement pour sommes F{x) et F(a-^^)' C'est d'ailleurs ces séries qui lienncnt le rôle le plus important. Le terme compitnientaire, sous la forme précédente, a été donné par Lagrange. La formule (4) ^^^' tient, comme cas particulier {p = o), la formule des accroissements finis.
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Le lecteur n'a pas manqué d'apercevoir l'analogie qu'il y a entre ces formules et celles qu'on a obtenues pour les polynômes; il prévoit certainement les conséquences qu'on en peut tirer pour l'étude d'une fonction dans le voisinage d'un nombre donné : on reviendra plus lard sur ces conséquences. C'est, pour le moment, de leur application aux développements en série qu'il est question.
Les formules (2) et (3), en raison de la façon dont l'une a été déduite de l'autre, sont manifestement équivalentes; les raisonnements qui s'appliquent à l'une s'appliquent à l'autre. Il suffira de raisonner sur la première, en supposant que x appartienne à un intervalle 'A, B), contenant o, où la fonction donnée admette des dérivées de tous les ordres possibles.
Le terme complémentaire peut être regardé comme la différence entre F(.2:) et la somme des p -+- 1 premiers termes de la série
dont tous les termes suivent la même loi. Si cette différence tend \ers o quand p augmente indéfiniment, c'est que la somme des p -\- i premiers termes de cette série a pour limite F{x) quand p augmente indéfiniment, c'est donc que la série est convergente et a pour somme F\x). Réciproquement, pour que la série soit convergente et ait pour somme F(x), il faut que la différence considérée, ou le terme complémentaire, tende vers o quand/; augmente indéfiniment.
Sous la condition (nécessaire et suffisante) que le terme complémentaire tende vers o quand p augmente indéfiniment, on peut donc écrire
F(ar) = F(o)-4- -F'(o)-4- ^F''(o)-H....
Le terme complémentaire peut alors être regardé comme le reste de la série qui figure au second membre, limitée au terme en xP^ c'està-dire que l'on a
F'/^i (^x)= Fi/>^»Uo) H î— F</'+»no)H '^ F:p+3Uo)-t-
Il y a un cas où l'on reconnaît très facilement que le terme complémentaire tend vers o lorsque/; augmente indéfiniment, c'est celui où Ton sait que les dérivées F^^^(^), dans l'intervalle considéré,
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restent, quel que soit x et quel que soit le nombre naturel p. moindres en valeur absolue qu'un nombre positif fixe P. Le terme complémentaire est alors moindre, en valeur absolue, que
en désignant par x' la valeur absolue de x. Or c'est là le terme d'une série absolument convergente, et, par suite, ce terme doit tendre vers o quand son rang augmente indéfiniment.
Cette remarque s'applique aux fonctions sin^ et cosjt* dont les dérivées sont au plus égales à i en valeur absolue ; on en conclut que les formules (i) sont légitimes quel que soit x. La même remarque s'applique à la fonction /"^ dont les déri\ées restent toujours moindres que le nombre fixe e^ pourvu que x soit moindre, en valeur absolue, que le nombre positif A, en sorte que l'on peut écrire
X X- xP
c'est une nouvelle démonstration de la formule établie au n" 231; l'égalité est valable pourvu que x soit moindre que A en \aleur absolue, c'est-à-dire quel que soit jc, puisque A est quelconque.
Ici, le terme complémentaire est assez simple pour être utilisé: oa peut écrire, en désignant par Ô un nombre positif moindre que i,
X a^î xP xP-^^e^^
I \ .'). \.l,..p 1.2. . .(/? -T- Ij
En s'adressant à la formule de Taylor, on obtiendrait le résultat suivant :
h h* hP Qii^h = ^« -, — e" -I e" -h . . . -1 C -+- . . .
I h ht hP \ »,
= e" ( 1 -t 1 -r . . . -^ -H. . . ) = «".tf*.
C'est une nouvelle démonstration de la propriété fondamentale de la fonction e^ ,
On a obtenu pour les fonctions e*^, sinj:, cos^, shx, chj?, arcsmx,
arc tangx, lg(i -+- x ), {\-\-xf', Ig ( .r -h v^ ' + ^* \ ^^K/T^x^'^'^ ^^'
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\eloppements simples, dont la loi est facile à retenir ou à retrouver. Pour les fonctions tangar et Ùix^ la loi du développement est notablement plus compliquée; quant au calcul des [premiers termes, on peut le faire en se servant de la formule (i) ou par des procédés qu'on va expliquer.
233. L'application de la formule générale (2) du numéro précédent et l'étude du terme complémentaire sont très aisées pour les fonctions ^, sinj7, cos:r, sha:, ch.r; pour les autres [fonctions, dont on a obtenu autrement le développement, cette application est notablement plus pénible que les procédés que Ton a décrits. L'étude du terme complémentaire, en particulier, est assez difficile.
Dans beaucoup de cas, la forme de ce terme complémentaire n'a pas grand intérêt : ce qui importe seulement c'est son existence, et le fait que dans la formule (2), par exemple, le coefficient de xP est une fonction bornée dans l'intervalle que l'on considère; et cette importance tient à l'analogie entre les propriétés d'un polynôme ordonné suivant les puissances de x et d'une expression de la forme
«0-+- «1-2? H- atx^-h . . . -h UpXP-i- XxP-^-^
où ao, ai, . . ., ap sont des constantes et "k une fonction de x bornée pour les valeurs de x appartenant à l'intervalle ( — a, a).
Rappelons en particulier que si une fonction F(.»;), (dans l'intervalle ( — a, a), peut être mise sous la forme précédente, elle ne peut être mise sous cette forme que d'une seule façon; il en résulte que si la même fonction peut, dans le même intervalle, être mise sous la
forme
ao -f- ai J7 -h ajar'-h ...-+- aqX^-\- [ix^-^-^,
où ao, ai, ..., a^ sont des constantes, où [jl est, comme A, une fonction bornée, on a nécessairement (n" 32), en supposant q> p-^
(i=:aot CL = ai, ..., cip=apf
X s= ap^i -h oLp^fX -h . . . -f- aqXi-/'-\- [ixi-*-^-P,
Ces remarques faites, il est aisé, dans bien des cas, d'avoir les pre- Fniers termes d'un développement limité tel que ceux que nous venons de considérer, sans se préoccuper de savoir si le développement illi- T. - II. 14
mité en série de Maclaurin est possible et dans quelles conditions il est possible, questions que je ne puis traiter ici.
Supposons d'abord que pour deux fonctions /(x), g{x) on soit assuré, pour un intervalle ( — a, a), de développements limités tels que
g(x) = 60 -h bxx H- . . . -+- bpXP-i- iixP-^^,
OÙ ao, ..., ap, fto7 "", bp sont des constantes et X, |ji des fonctions bornées dans l'intervalle considéré. On voit de suite le moyen d'obtenir des développements analogues pour les fonctions /(^r) -^g{x\ f{x) — gi^)-) f{x) g{x)'i et l'on voit aussi que, dans ces développements, les coefficients des puissances de x, jusqu'à xP^ sont des constantes qui ne dépendent que de «o? •••> CLp'i ^09 •••? 6p, nullement des fonctions X, p.; le produit /(j?) g{x)^ par exemple, se mettra sous la forme
en posant
f{x)g{x) = Co-h ciar-i-. . . -h CpXP-\- va?P-»-i, Cl = ao^i -h û^i^Oî
Cp = a^bp-^ a\ bp-\ h- ... -h a^ 60.
La loi de formation des coefficients c^^ c^^ "-, Cp est la même que si l'on multipliait deux séries indéfinies, ou deux polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes, mais en ne gardant que les ternies de degré inférieur kp-\- i. Quant à la fonction v, dont la valeur exacte n'importe pas, il suffit de savoir qu'elle existe et qu'elle est bornée, dans l'intervalle considéré.
On peut obtenir aussi le quotient ^^- — i> lorsque bo n'est pas nul,
en suivant exactement la même règle que pour la division des polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de x et en s'arrétant quand le reste est divisible par xP^* .
Les coefficients des termes écrits au quotient ne dépendent encore que des coefficients ao> • • •? «/»? ^o? • • •? bp ; les fonctions X, jjl n'interviennent que dans le reste : on parvient par le calcul que l'on vient
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de décrire à une formule telle que
f(x) qui fournit des expressions approchées de '^-^ pour des valeurs de x
suffisamment voisines de o : ces valeurs doivent appartenir à un intervalle ( — p, P) intérieur à ( — a, a) et dans lequel g(x) ne s'annule
pas. On voit très aisément que, dans ces conditions, la fonction — f— r f ^ ' ' g(x)
est bornée.
Dans tous ces calculs, les fonctions 'kxP^*, uxP^* n'interviennent pas; on se dispense de les écrire; on les remplace, si l'on veut, par des points ; en fait, on calcule comme avec des polynômes dont on ne garderait que les premiers termes.
Si, par exemple, on veut avoir une expression du genre de celle que
nous considérons, pour tango; = ' et si Ton ne veut pas garder
de termes de degré supérieur au troisième, on se rappellera qu'il est inutile de garder dans les développements de sinx et de cos x des termes de degré supérieur à 3 , on remplacera sin^ et cos a: respectivement par X — --reii > on effectuera la division du premier polynôme par le second, en s'arrêtant, au quotient, avant qu'on ait un terme de degré supérieur à 3 ; on trouve ainsi x -{- -^ et l'on écrit
tang^ = a? -h -^ -+-••• •
Si Ton avait gardé plus de termes dans les développements de sin j: et de cosj:, calculé plus de termes au quotient, les deux premiers termes écrits au quotient auraient toujours été les mêmes. Le polynôme j:r -f- -r-^ quand x est très voisin de o, est une expression approchée de tangx ; à la vérité ce calcul ne donne pas de limites pour l'approximation ; mais on verra plus tard que des expressions de ce genre rendent néanmoins de grands services : il est aisé de voir que le terme suivant serait un terme en x^ et l'on peut admettre (sans préciser) que l'erreur commise, quand x est très voisin de o, est comparable à :r*.
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Il est à peine utile de dire qu'il serait absurde d'utiliser la précédente formule pour des valeurs de x voisines de -? ou qui dépasseraient ^^ puisque, pour j: = -% cosj: s'annule.
Dans la pratique, on opère le plus souvent comme il suit : on écrit les premiers termes à^f{x) et les premiers termes de g{^x) comme s'il s'agissait d'une division, en mettant des points après les derniers termes écrits; on fait la division comme s'il s'agissait de polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de .r, mais en ayant soin de s'arrêter au quotient avant d\Hre obligé de se servir des termes qu'on n'e pas écrits, soit au dividende, soit au diviseur.
Je reviendrai tout à l'heure sur le cas où 6© est nul, et où ainsi on peut mettre en facteur, dans f^{x)^ une certaine puissance de x\ on obtient, en suivant la même méthode, des formules d'approximation qui sont extrêmement utiles, mais qui n'appartiennent plus au même
type.
Supposons que Ton ait une fonction '^(.y) de la variable y qui, dans l'intervalle ( — ^3, |ï ), puisse se mettre sous la forme
en désignant par 6o, 6,, ...^bp des constantes et par tx une fonction (iey^ bornée dans l'intervalle ( — ,3, ^y, supposons de plus que v soit une fonction de x, s'annulant pour x = o, et susceptible d'être, pour les valeurs de x qui appartiennent à un intervalle ( — x, a), mise sou> la forme
y =1 ayX -*- afX*-+- ... H- apXt*-^ Xj-/*-^*,
en désignant par a^ a^j . . ., ap des constantes et par X une fonction de X bornée dans l'intervalle ( — a, a); en restreignant suffisamment cet intervalle, on pourra évidemment s'arranger pour que les valeurs de y qui correspondent à celles de j; appartiennent à l'inlerxalle ( — ^, ,3). La fonction » (y) pourra, dans l'intervalle (—3t. a ), être regardée comme une fonction de x; elle pourra être mise aussi sous la forme d'une sorte de polynôme. En efi'el, on pourra d'abord mettre sous celte forme (par de simples multiplications)^)'*,^', ...,JK''^ et, daa> les expressions que l'on obtiendra, les coefficients des puissanie> de X, de degré moindre que p -j- i, ne dépendront, en vertu de ce que l'on a dit, que de a,, «2, • • ., «;>, nullement de la fonction À; eu
substituant ensuite les expressions trouvées dans le polynôme en^, bo-i- à^y -{- ,..-\- bpyP^ et en ne gardant que les termes en x de degré inférieur à /? -h i , on obtiendra un polynôme
dont les coefficients ne dépendent que de éo> ^i? •••î^/»î ^n ^a? •••? <3tjp : dans les termes négligés, on pourra mettre xP^^ en facteur, et Ton aura bien mis ^{y) sous la forme cherchée
Co -+- C|a? -4- Cjir* -+- . . . -+- c,, j^/'-f- va?/'-^-»,
où V est une fonction de x bornée dans l'intervalle ( — a, a).
Ici encore les termes complémentaires n'interviennent pas ; on peut les remplacer par des points; il suffit de faire attention à ne pas garder dans le résultat des termes qui dépendraient de ceux qu'on a négligés.
Supposons par exemple qu'on veuille des expressions approchées
de
/a© H- ai a? -h ajar'-t-. . .-\-apXP + \xp^^,
pour les petites valeurs de x^ plaçons-nous dans le cas où a^ n'est pas nul; on doit supposera,, positif pour que l'expression précédente soit réelle quand x est voisin de o ; elle pourra se mettre sous la forme
yjcifi^ i-\- y^ en posant
y = — a7H -x^-Jr- H ~xP-\ xP-*-^.
aj aQ ao a^
On n'aura plus qu'à appliquer la méthode précédente en s'appuyant sur la formule
• • /i-^r = (ï -»-r^^ = ï-^ - .r— gr'-+-----
On trouvera par le même procédé des expressions approchées pour une puissance quelconque, ou pour le logarithme de
ao-h aia7-4- . . . -f- OpXP-h Xxp-^^,
Ici encore, en faisant les calculs, on se dispensera d'écrire les termes
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complémentaires. Les coefficients, jusqu'à celui de xP^ ne dépendent que de ao, a,, ..., a^.
Soit, par exemple, à chercher une expression approchée de
/ ^ pour les petites valeurs de x et supposons qu'on
yi — 2a?cosa H- ar' *^ ' *^'^ *
veuille s'arrêter aux termes en x^. On aura
= (l — IX cost-k- x^) •
/i — 2a?cosa -ha?*
= n- -(aarcosa — a?*) 4- - (aar cosa — a?*)'
3cos*a — I . (5cos*a — 3) cosa , = n-a7cosa-f- x^-^- a*+....
Si l'on voulait avoir une expression approchée de la même fonction, valable pour les petites valeurs de a, en se bornant aux termes en a*, on l'écrirait
sgn(i — ar) f ^ • ^ . 1"'
I — X L (ï — ^) 12(1 — ar)* J
la quantité que multiplie ^^ __ ^ est égale à
ifx , X ^ ISfa? . .a? .p.
'i\Xi-xY 12(1 — ar)« ^ J^8L(i-ar)« 12(1— a:)* J
OL
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Le second facteur du dernier membre est égal à
'-^i{-—^—^'--rT7A-—^-3 — •••) -^••-
On peut donc écrire
(i-h OLX)*= e« I ar-h ^^ 7—^ — x'-f-... L
et Ton voit, en particulier, que, lorsque x s'approche de zéro y
(1 -I- oLxy tend vers la limite e«.
Des méthodes analogues s'appliquent au calcul d'expressions approchées de fonctions implicites de x, valables pour les valeurs de Xj voisines de zéro.
G)nsidérons, par exemple, Téquation
A a?» -t- a Brr^ -h C^* -k- -iDx-hi Ey = o,
qui définit y comme une fonction implicite de x s'annulant pour x = o (n** 219). Admettons que cette fonction puisse se mettre, dans un intervalle ( — a, a), sous la forme
y = aiX-hUiX^-h. . .-H apXP-\- XorA^-^-i;
on va chercher à déterminer les constantes ai, a2, ..., cip\ en remplaçant, dans le polynôme Aa:^ -f- 2 B ay^ H- . . . , ^ par cette expression, on le mettra sous une forme analogue, où les coefficients des différentes puissances de x devront être nulles. En écrivant qu'il en est ainsi, on obtiendra une suite d'équations qui permettront de calculer successivement ai, a^, aj, . . ., a^ ; le calcul des trois premiers coefficients est effectué ci-dessous :
aD-i-2Eai = o, A -h 2Bai-t- Gaf -t- 2Eaj = o, '2 B as + 2 Gai ai + 2Ea8= o, D A (GD — BE)A
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en posant A = 2 BDE — AE^ — CD^ ; on a donc
D A , (CD — BE)A , •^ = -Ê"^-^^"^-^ TËi ^^- •
On a supposé implicitement E diflTérent de o; si E était nul, on Qe serait pas dans le cas où s'applique le théorème fondamental relalif à Texistence des fonctions implicites, puisque la dérivée partielle par rapport à j^ du polynôme Ax^-\- 2Bxy +...+ ^Ey serait nulle pour x = o,y = o.
Si, pour une fonction /(^), on a trouvé une expression abrégée du type
f(x)= aoH- ai a? H- aj 37* + . . .-♦- ««a^^-h Xar«-^-»,
et si l'on sait (ou si l'on admet) que la dérivée et la fonction primitive de /(x) sont susceptibles d'être mises sous cette forme, il esl clair que l'on pourra écrire pour la dérivée f'{x) et pour, celle des fonctions primitives qui s'annule pour x =-o
f'(x)= ai-h îxaja7-t-. . .-h /iarta?"-»-h fxrr",
F(ar)= ao^r-h «i h. ..H-a„ H va"«^-*.
^ 2 /i-hi
234. Une fonction de x ne peut pas toujours se mettre, pour les valeurs de x voisines de o, sous cette forme
que l'on vient de considérer; les fonctions Igor, y/ar, — > par exemple,
ne sont pas susceptibles d'être mises sous cette forme. Toutefois les méthodes que l'on vient d'expliquer permettent très souvent d'obtenir des expressions approchées, plus ou moins difl*érentes de celles que l'on vient de considérer, mais qui n'en rendent pas moins de
grands services.
f(x\ Revenons, par exemple, au quotient '— — - de deux fonctions
/(a')= a^-k- a\X -^ afX^-h. . ., g(x)= bo-^ bix -h biX'-i-, ....
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J'ai écarté précédemment le cas où bo était nul : Supposons de suite que l'on ait
ao= 0,
6rt_i = o,
an 9^ 0,
le quotient se meltra sous la forme
g{x) x»gi{x)' en posant
/x(x)= atn ■+- a,n^x X H- «//n-l'î** M- . . . ,
^,(a-)= 6„ -h 6,,^, a?-f- 6„_Hj 37» -f-...,
et l'on pourra, en appliquant la méthode exposée plus haut, mettre le rapport "^ ,^ sous la forme
en désignant par Aq, Ai, ..., Aji, des constantes qui ne dépendent que tJe a^, «iw+i, ..., am^p^ bny An+i, ..., 6//4./J et par A une fonction bornée dans un petit intervalle ( — a, a). Il ne restera plus qu'à multiplier par j:*""" l'expression obtenue; lorsque m est supérieur ou é^al à 71, on retombera sur une expression approchée qui appartient au type considéré jusqu'ici, expression qui sera valable pour les petites valeurs de x, et mettra en évidence la façon dont le rapport
considéré se comporte pour ces valeurs : on voit, par exemple, que,
f(x) SI m est plus grand que n, le rapport ^^-^ s'approche de la limite o
quand x tend lui-même vers o, que, si m est égal à /i, le même rapport
tend vers la limite t^> quand x lend vers o. Si au contraire n est
plus grand que m on a
Je suppose que l'on ait pu pousser les calculs assez loin pour que /> -h I -f m — n soit positif.
On voit la différence entre l'expression à laquelle on parvient ainsi et celles que nous avons considérées jusqu'ici; celles-ci, abstraction
faite du terme complémentaire, étaient de vrais polynômes en x, ordonnés suivant les puissances de or; nous avons ici des termes en -> ou en x~* ; l'expression à laquelle on parvient, en faisant toujours abstraction du terme complémentaire, est encore ordonnée suivant les puissances croissantes de x, mais elle contient des termes à exposants négatifs; elle se compose d'abord d'une partie fractionnaire, ou plutôt d'un polynôme en - > sans terme constant,
Ao . Al A.n—m—i
puis d'un polynôme ordonné suivant les puissances croissantes de x
An-m -+• An-m-ht SP-h...-^ Ap J:/>+'«-« ;
ce polynôme est enfin suivi du terme complémentaire. Le polynôme en X et le terme complémentaire sont continus pour .r = o; leur somme, quand x tend vers o, tend vers la limite A^.^; le polynôme en - et le rapport — — - deviennent infinis quand x tend vers o et la
différence entre le rapport — — r et le polynôme en - tend vers A».»,;
le polynôme en - est d'ailleurs le seul polynôme en — sans terme
constant tel qu'en le retranchant de '^ ) [ la différence tende vers
une limite finie. Ces circonstances sont exactement celles qu'on a
rencontrées au Chapitre IV quand on s'est occupé des fractions
rationnelles; les calculs qui conduisent à ce polynôme en -> dont on
comprend bien qu'il joue le rôle essentiel quand on s'approche de o,
sont d'ailleurs exactement les mêmes que ceux que l'on a faits
alors (n^ 61).
On a, par exemple.
sinâ?
sin*a?
sin'a?
VIO
ces a?
sinar
Considérons encore l'expression \J x — x'^-^ x^\ elle n'est réelle, pour les valeurs de x voisines de o, que si x est positif; on l'écrira
^x / 1 — rr -H ar*
et l'on calculera, comme il a été expliqué, une expression approchée pour sj \ — x + x^^ en s'arrétant au terme que l'on voudra; en se limitant au terme en x^^ on trouve
J\ — a?H-ar* =1 ar-f- ;^a?*-h Xrr',
Jx — a?* -t- 07' = ar' ar' -h 5a?'-t- \x^\
au lieu d'avoir des puissances entières de x^ on a des puissances fractionnaires.
G>nsidérons enfin l'expression lgsin:r, en supposant x positif très petit, elle est égale à
, ar* a?*
L'expression approchée que l'on obtient ainsi pour Ig sin j? se compose du terme Igx et d'une expression analogue à un polynôme ; \%x devient infini quand x s'approche de o ; mais la décomposition précédente peut être cependant utile, parce que la fonction Iga:, que l'on a réduite en tables, est une des fonctions les plus connues : on trouvera d'ailleurs, à la fin du présent Chapitre, des renseignements sur la façon dont elle devient infinie quand x s'approche de o.
23o. Jusqu'ici on n'a cherché d'expressions approchées que pour le cas où la variable était voisine de o ; on n'a, si l'on veut étudier une fonction f{^x) pour les valeurs voisines de a et en obtenir des expressions approchées, qu'à poser 2: = a -H A, et à chercher des expressions de la fonction /(a 4- A) pour les valeurs de h voisines de o, on est ramené au cas précédent.
Il convient de dire un mot du cas où l'on considère des valeurs de x
très grandes en valeur absolue ; on pose alors j: = - et l'on est encore
ramené au cas précédent. On trouvera dans beaucoup de cas des polynômes en 3, ou des sommes de polynômes en z~* et en 5, ordonnés suivant les puissances croissantes de js, suivis d'un terme
complémentaire du type — ;j:pj> ^ reslant borné quand x est très grand en valeur absolue.
Soit, par exemple, l'expression sjx- — x -+- i dont on voudrait savoir comment elle se comporte pour les valeurs de .r grandes en valeur absolue, et pour laquelle on désire obtenir des expressions approchées : on a
^x^ H- a* -h I = %%vlx- —
on a, en s'arrêtant au terme en z*
et, par suite.
X étant borné quand z s'approche de o, ou quand x lend vers ±3c. Le second membre est alors ordonné suivant les puissances décroissantes de x\ on voit par exemple ici que, pour de grandes valeurs
positives de x, \j'x'^ — x -^ \ est à peu près égal k x ; la différence
entre y/j7* — x -\- \ et x tend vers o quand x tend vers -h^c.
On se dispense souvent d'écrire x = -• On écrira par exemple ici, en supposant x positif,
Jx^ — 07-4- 1 =zxi/i 1 = x( i ! :)
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Considérons encore l'expression (in ) ^ où je supposerai que x
désigne un nombre fixe et que m tende vers dooo. On posera m= -
et l'on fera tendre z vers o; l'expression donnée prend la forme
(i -f- xsy ; c'est, sauf la difl'érence des notations, une expression qu'on a étudiée au n® 233, où l'on a vu qu'on pourrait écrire
(i -^ xz)* = e^ l i z-h -^ — z^ -¥-... ;
on a donc
\ mj y 1 m 'if\ m* J
Lorsque m est très grand en valeur absolue, z est très voisin de o; la quantité entre crochets est très voisine de i , aussi voisine de i qu'on le veut, pourvu que m soit suffisamment grand. On voit en par-
ticulier que, lorsque m grandit indéfiniment, l'expression ( i H — '-\
a pour limite e^. Le cas particulier où x est égal à i a été étudié au n*^ 192.
236. Applications au calcul numérique des valeurs d'une fonction donnée. — Les divers développements que l'on a appris à former servent à divers objets, soit que ces développements soient des séries illimitées, dont la loi est connue, soit que ces développements soient limités et ne puissent être utilisés qu'aux environs d'une valeur donnée. Leur objet essentiel est le calcul des valeurs que prend la fonction pour des valeurs données de la variable : on va en donner des exemples tout à l'heure. Les développements illimités, dont on connaît la loi, permettent souvent aussi de reconnaître certaines propriétés des fonctions, dans l'intervalle de convergence. On en a vu un exemple pour la fonction e^. Les développements limités servent surtout à reconnaître l'allure de la fonction qu'ils représenlent pour les valeurs voisines d'une valeur donnée.
Pour ce qui est des calculs numériques, les développements en série entière seront surtout avantageux pour les petites valeurs de x : théoriquement ils peuvent servir dans tout l'intervalle de couver-
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gence; les développemenls de e', sinj:, cosj: permettent de calculer ces fonctions quel que soit x; mais il conviendra de se senir des propriétés connues de ces fonctions pour ramener le calcul au cas où les valeurs de x sont petites. S'il s'agit, par exemple, du sinus d'un arc x, on pourra toujours en ramener le calcul au calcul du sinus ou du cosinus d'un arc {*) x compris entre o et ^ = 0,785 .... Pour un tel arc, les séries
a? x* jr* x'
sinar =
cosor = I —
appartiennent à ce type de séries alternées où les termes vont en décroissant et où ainsi le dernier terme négligé permet de reconnaître le signe de Terreur et fournit une limite supérieure de l'erreur. En se bornant aux termes écrits, on voit que les formules précédentes fournissent des valeurs approchées par défaut de sinz et de cos x et que les erreurs commises sont respectivement moindres que
en cherchant les logarithmes (vulgaires) de ces quantités on reconnaît que les caractéristiques de ces logarithmes sont respectivement 7 et 6, en sorte que les erreurs sont certainement moindres que lo"* et 10"*; pour les petites valeurs de x, les derniers termes seront évidemment négligeables.
Logarithmes. — La formule
lg(l + X)=---+ 3--...
n'est valable qu'à l'intérieur de l'intervalle ( — 1,1); elle peut cependant servir à calculer les logarithmes des nombres naturels de proche
(*) Si cet arc est exprimé en degrés ou en grades, on n'oubliera pas de rexprimcr en parties du rayon.
ea proche; en désignant en effet par n un tel nombre et en faisant, dans la formule précédente, ar= -, elle devient
!g(,.^i)-lg/.= --— -^
si Ton connaissait Iga, cette , formule permettrait de calculer lg3, lg4, ... ; les calculs, assez longs pour les petites valeurs de /i, deviendraient faciles dès que n est un peu grand : toutefois la formule précédente peut être remplacée par une autre qui est beaucoup plus avantageuse.
On a établi au n^ 230 la formule
, , , I -h 37 a? ar' a:»
(.) Ig__ ==,_+,_+,_ H....
valable à Tintérieur de l'intervalle ( — i, i) ; en posant
I H- ar 71 -H I I
X sera un nombre positif, au plus égal à - 1 si l'on prend pour n un nombre naturel; on aura donc, en remplaçant x par >
(2) lg(/H-i)_lg7l = 2 '
2/l-hî 3(2/H-l)» 5(2/l-hl)» *"'
cette formule est appropriée au calcul; en s'arrêtant dans le second membre au terme
le reste sera un nombre positif, moindre que
2/l(/l-l-l)(2y»-hl)(2/H- I )'/'-»
Si l'on veut calculer Iga de cette façon, on fera n = i dans l'éga-
lilé (2) et Ton aura
L'erreur coramise en s'arrétaiit au terme ^—r sera moindre
ip — I Z*p »
que
4 (a/j-hoS*/»-»'
si Ton veut, par exemple, calculer Iga avec 7 décimales on appliquera la méthode du n** 193; en calculant chaque terme avec 9 décimales.
on constatera que le terme ne fournit plus que des zéros:
d'ailleurs on reconnaît, sur l'expression précédente, que l'erreur commise en s'arrétant au huitième terme —:^^,i: est moindre qne
u ^ ,„io'
Terreur totale sera moindre que — 5 H — < — -; elle ne pourrait
influer sur la septième décimale que si la huitième était un 9; s'il en était ainsi, on devrait pousser l'approximation plus loin, mais ce nesl pas le cas ici et l'on obtient avec sept décimales exactes (')
lg2 = 0.6931471.
Les calculs, un peu longs au début, deviennent bientôt plus aisé>: le troisième terme de la série, puis le second deviennent négligeables.
C'est des logarithmes vulgaires (à base 10), plutôt que des lo*iarithmes naturels que l'on a besoin (n° 203).
On les calculera au moyen de la formule
\ogiQ(n-\-ï)— lotion = 'àM
■j {in-hiy 5 (a/n- 0'
(*) Si l'on veut avoir Jg2 à près, on doit forcer la dernière décimale.
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OÙ M désigne l'inverse du logarithme de lo, que le procédé précédent permet d'obtenir (* ).
On a
237. Interpolation dans les tables de logarithmes. — Le lecteur connaît les règles qui permettent de trouver le logarithme d'un nombre qui ne figure pas dans la table, ou de trouver le nombre qui correspond à un logarithme. Il est aisé de justifier ces règles.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on se serve d'une table à cinq décimales donnant les logarithmes (vulgaires) des nombres entiers de 1 à 10 000 : on y trouvera les mantisses des logarithmes (vulgaires) des nombres ayant moins de cinq chiffres, avec une erreur moindre qu'une demi-unité du dernier ordre décimal.
Je supposerai, pour ce qui est du premier problème, qu'on ait à chercher le logarithme vulgaire d'un nombre A -H a, dont la partie entière A est comprise entre 1000 et loooo, et, pour le second problème, qu'on cherche un nombre A + a, compris entre 1000 et 10000 dont on connaît le logarithme vulgaire Mlg(A4-a); c'est toujours à ces deux cas, en effet, que se ramènent les deux problèmes.
Dans le premier cas, la règle consiste à prendre pour Mlg(A-|-a) la valeur M IgA -|- a[]Vl lg(A 4- â) — MlgA]; l'erreur qui résulte de cette règle même est le produit par M de
lg(A-ha)-lgA-a[lg(A4-i)-lgA]
__ a(i — a) a(i — a*) a(i — a') ""■"TA» 3Â» * 4Â* '"'
la série qui figure au dernier membre appartient au type du n° 187 ;
sa somme est moindre que Tr^> comme a est moindre que 1, le
produit a(i — a)= - — (a — - j est moindre que ^> et la somme de
( *) Pour obtenir Igio il suffit de calculer lg2 et
^ II J iH O II*
T. - IL i5
la série est moindre que ^-^ <^ "jT"' P^'sque M est moindre que -i on voit que Terreur résultant de Tapplication de cette règle e.sl moindre que lo"''. A cette erreur peut d'ailleurs s'ajouter celles qui proviennent de l'inexactitude de la valeur de Mlg(A-t-i)— MlgA. de ce qu'on ne garde que les prenliers chiffres dans le produit de cette diff*érence par a, enfin de l'inexactitude de MlgA.
Considérons maintenant le problème inverse; on connaît le logarithme vulgaire d'un nombre inconnu A 4- a, logarithme vulgaire qui est compris entre Mlg(A-t-i) et MlgA, lesquels figurent dans la table; A et A-l-i sont des nombres entiers compris entre looo et 10000; on prend pour a la valeur approchée
Mlg(A-+-g)- MlgA Mlg(AH-i)— MlgA'
l'erreur qui résulte de Tapplication de cette règle est
lS(A-^a)-lgA ^_M'^i)-M'^i).
lg(A^.)-igA ,^^^^,^
on a vu plus haut que le numérateur de cette fraction est inférieur à r-7^; le dénominateur, égal à ^ j- -f- 3— — . . ., est plus grand
que -j- 7-j; Terreur est donc moindre que
\A -lAV
Comme cette erreur est plus petite que Yoon^ ^^ règle est justifiée; car il ne viendra à l'esprit de personne d'utiliser cette règle pour calculer trois chiff*res décimaux au nombre inconnu ; l'incertitude sur la valeur de ]og(A-t- i) — IgA ne le permet évidemment pas (*).
(') L'erreur qui provient de cette incertitude devient très notable quand oo s'approche de loooo et que les différences deviennent petites : si l'on désigne par/), q les nombres entiers que l'on substitue en fait aux valeurs exactes de
io*[Mlg(A-ha)— MlgA], io*[M lg( A -h 1)- M Ig A],
et par e, t, des limites supérieures des erreurs commises ainsi, la différence entre
Mfgf A -+-a) - M I<î\ , P . ■ , « -^ P
., . , . r rr-, — r ^^ est moindre que 1 — -^ i or, comme q
M Ig(AH-i) — M IgA g ^ g-r^ ^ — 7; ^ ' »
descend au-dessous de 5, on voit que l'erreur que l'on commet de ce fait peut éln* voisine de -^.
^8. Constante d'Euler. — La formule
\s(n -i-i) — lffn = H- - — - — . . .,
où n désigne un nombre naturel, montre que l'on peut écrire, en désignant par In un nombre positif plus petit que -*
En ajoutant membre à membre à cette égalité celles qu'on en déduit en y remplaçant n par I (*), 2, 3, ..., n — I, on trouve
lg('H-l)= - H h r H-...H ; i — ••• T-
On en déduit
11 II/ ^ El Et e„
supposons que l'on fasse croître n indéfiniment; comme la série à termes positifs
est manifestement convergente (n" 183), on voit que le premier membre tend vers une limite, à savoir la somme C de la série précédente. On a donné à ce nombre
le nom de constante d^Euler; il joue un rôle important dans diverses questions d'analyse.
Le fait que la différence
tend vers une limite quand n augmente indéfiniment met bien en évidence la divergence de la série
IH h. ..H h. ..
2 n et la nature de cette divergence.
(*) A la vérité la relation n'est pas établie pour /i =1; qu'elle soit exacte, même pour ce cas, c'est ce qui résulte de la valeur de lg2.
Calcul de it. — Il est aisé de tirer de la formule
X a:' x^ arc tango: = 3" "*" ~^^ ' " *'
valable pour les valeurs de x intérieures à Tintervaile (—1, -i- i) une formule convenable pour le calcul de it.
Observons d'abord que les formules
ia , a— h
•2arc tanga = arc tang j> arc tanga — arc tango = arc tang— — t>
où a, h désignent des nombres positifs moindres que 1, résultent immédiatement des formules
2tan£:a „ tanga — tang Ô
Ungaa= 2__, tang{a — S)= f r"^*
® I — tangua ^ ^ i -+- tanga tang p
Je vais me servir de ces formules pour le calcul de la tangente de l'arc 4arctang- — arc tang i, que l'on peut prévoir être assez petit; on a successivement
2arc tang - = arc tang = arc tang — j
4 arc tans -7 =arc tang ■=- = arc tang j
I MO I
4 arc tang - — arc tangi = arc tang — = arc tang-r-?
et, par conséquent,
j = arc langi = 4 arc tang- — arc tang-^
239 3.289* 5.289* Je laisse au lecteur le soin de montrer sur ces séries que le nombre
' \5 3.5» "*" 5« 7.57/ 239 est une valeur approchée dei:, par défaut, avec une erreur moindre que 2.1 o'
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239. Fonction exponentielle pour les valeurs imaginaires de la yariable. Formules cfEuler. — Dans toutes les applications qui précèdent, on a supposé la variable réelle. L'importance de la théorie des séries entières à variable imaginaire, qui a pour point de départ le théorème du n^ 228, apparaîtra très suffisamment sur les exemples que je vais traiter.
On a démontré, au n** 231, Tégalité
z z^ z^ (ï) e»= iH 1 h.. .H h...,
pour toutes les valeurs réelles de 5, et Ton a observé au n° 189 que la série qui figure au second membre est convergente, lors même que z est imaginaire. Quand z:=x-]- iy est imaginaire, e^ n'a pas de sens jusqu'ici. Convenons de définir e*, lorsque z est imaginaire, comme la somme de la série qui figure au second membre de l'égalité (i); la fonction e* est maintenant définie pour toutes les valeurs de z ; la propriété fondamentale
subsiste quels que soient ^ et 2'; on a établi en effet au n® 190 que le produit des sommes des deux séries
IH 1 h... H ■- ■
c'est-à-dire le produit e^.e^\ était toujours égal à la somme de la série
or cette somme, par définition, n'est autre chose que e*"*"*'.
Il suit de là que Ton a
cette égalité est vraie, quels que soient x et y : supposons d'abord que ces deux nombres soient réels; on a, par définition,
eiy= I -^ -^ H — ^ H ^— -H. . .
— ...-hi— 1)«-
et, par conséquent,
( 4 ) e'y = cosy ■+- i si n^,
ainsi qu'il résulte des formules
^cosr = .-f;^
( sinr = -T —
établies au n°23â pour toutes les valeurs réelles Ae y. On a donc (')t en supposant x ely réels,
( 6 ) 6*-»-'> = e* ( cos^ H- i sin^ ) ;
en d'autres termes e^ est la valeur absolue de e^^'^, j^ en est l'argument trigonomélrique.
Les formules (5) ont été établies pour les valeurs réelles de /: il est assez naturel de faire pour ces formules ce que l'on a fait pour la relation (1), c'est-à-dire de s'en servir pour définir cosj^ et sin/ lorsque^ est imaginaire; cela est légitime puisque, d'une part, cos/
(') Cette formule pourrait, si l'on voulait, servir de défînition à e*, quand z :=i X -^ iy est imaginaire; il serait aisé d'en déduire la relation (a).
et sin^ n'ont de sens, jusqu'ici, que pour les valeurs réelles de y et que, d'autre part, les séries qui figurent dans les seconds membres des égalités (5) sont convergentes quelle que soit la valeur, réelle ou imaginaire, iey. Adoptons cette définition.
On voit de suite que l'égalité (6) subsiste alors quels que soient les nombres réels ou imaginaires x ely^ en effet, on a observé déjà que l'égalité (3) était vraie dans tous les cas; les égalités, non numérotées, qui sont entre les égalités (3) et (4) subsistent, que j>^ soit réel, ou imaginaire, et l'égalité (4) résulte alors de ces égalités-là et des égalités (5) qui servent maintenant de définition à siny et à cosy.
Il est aisé de reconnaître que les propriétés fondamentales des fonctions cosy et sxny subsistent. D'abord les formules (5) montrent de suite que Ton a
cos( — ^)=cos^, sin(— ^) = — sinj^.
Si maintenant on change y en — y dans l'égalité (4), elle devient
(4 bis) e-^y = co^y — * sinj^,
et cette égalité est vraie, comme celle d'où on l'a tirée, que y soit réel ou imaginaire; de cette égalité et de l'égalité (4) on tire les relations, dues à Euler,
e'y-he-^y . eiy—e-iy 17) cos^= -^ , sin7= —^
En changeant dans les formules (7) j^ en iy, elles deviennent e-y-^ey . . e-y—ey
CCS ly = 9 sin ly = -. ?
ou
ey -»- e-y I . . ey— e-y
cosiy = ; , TSint^:
lorsque j^ est réel, les seconds membres ne sont autre chose que les fonctions chj^, sh^' définies au n" 204; en d'autres termes on a, lorsque y est réel,
1 8 \ cos iy = ch^, sin*^ = ishy.
Ces formules subsistent, que ^' soit réel ou imaginaire, si Ton convient
de définir, dans tous les cas, chj^ et shy par les formules
ch^ = — ' si»y = — - — ;
elles montrent que Tintroduction des fonctions chy, shy n'est pas indispensable, si l'on veut bien considérer des sinus et cosinus à variable imaginaire; il est toutefois commode de les conserver, précisément pour les calculs qui ne portent que sur des quantités réelles.
Les relations
ch'a — sh*a = i, ch(a -4- 6)= cha chô -h sha shô,
ont été déduites de la définition des fonctions cha, sha, ... et de la propriété fondamentale e«eP=e«'*"P; elles subsistent, ainsi que leurs démonstrations, quels que soient a et è; elles équivalent, en vertu des relations (8), aux formules fondamentales de la Trigonométrie; au surplus, je vais reprendre la déduction de ces dernières formules au moyen des formules (7); c'est exactement le même calcul qu'au n» 204.
En multipliant membre à membre les égalités (4) et (4 bis) et en remarquant que, en vertu des règles du n** 90, le produit (cos^ -H i siny) (cosj^ — i sinj^) est égal à cos^y -\- sin^y^ on trouve
I = cos*j^ -h sin»^.
On a, quels que soient a, é, en vertu des formules (7)
cos(a-hb)= , sin(aH-6)= : >
puis, à cause des relations (i) et (4),
^Ha-hb) = e'«e''^ = (cosa -+- i sina)(cos6 -f- i sinb).
En effectuant la multiplication indiquée dans le dernier membre par la règle du n" 90, on trouve
gùa-\-b) — cosacos6 — sina sinb ■+■ i(s[nacosb -+- cosasiii6 j;
puis, en changeanl a, 6 en — a, — b
g-ûa-i-b) -^ cosacos6 — sina sine — t(sina cosb -h ces a sinô);
d'où, en portant dans les expressions de cos(a-l-è) et de sin(a-|-6),
ces (a -h b)=i ces a ces b — sin a sin 6, sin(a-4-6)= sina ces 6 + ces a sin 6;
iJ suffira de changer b en — 6, pour avoir les expressions de cos(a — 6), sin(a — b).
Les formules précédentes permettent de séparer la partie réelle et la partie imaginaire de cos5, sin s quand z est imaginaire. Si, en effet, on pose z = X -{- /y, en désignant par x et y des nombres réels, on aura par ces formules et les formules (8)
cos(rPH- t^)= cosa? ch^ — *sina:sh^, sin(a: -4- i^)= sina? chj^ -h t cosa: sli^;
les parties réelles et les parties imaginaires sont mises en évidence. On définit, quel que soit 2, tangz par la formule
sin^
tancz = •
° ces -5
On a déjà dit que la considération des dérivées d'une fonction d'une variable imaginaire était en dehors des limites du présent ouvrage, mais qu'on s'y permettait la considération de la dérivée d'une fonction d'une variable réelle, comportant des coefficients imaginaires. Telle est la fonction e""*''*', où u et v désignent des fonctions réelles de la variable réelle x. Je vais montrer que la dérivée de cette fonction, définie comme au n" 223, est e""'"'*' ( w' -H eV), en désignant par a', v' les dérivées de w et de ^; en effet, par définition, la fonction ^iH-«p n'est autre chose que
e^ tiosv-h ic** sinp,
dont la dérivée s'obtient en prenant séparément les dérivées de la partie réelle et de la partie imaginaire (n° 223) ; cette dérivée, d'après les règles établies pour les variables réelles, est
e" cosi'.tt' — c«* sinp.i^'H- t[e'* s'inv.u'-h e** cosv.p'] s= e'*u(cosv -h i sint')-*- ie^v'[cosv -h t sinp] = e" (cosp ■+- isinv) (u' -h iv') = e^^^*'(u'-h tV).
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Inversement, la fonction primitive de e^""*''*'^(tt'-|- «V) est
eii+iv^ ^ -4-tB,
en désignant par A., B des constantes arbitraires.
On déduira de là sans peine, en conservant les mêmes notations, que les dérivées des fonctions cos(a -H tV), sin(M -\- iv) sont respectivement — {u' -\- /V)sin(// 4- i^)', (w'-H «V) cos(m -|- iv).
On n'oubliera pas que les fonctions Ig^, arcsin^, arccos2 n'ont pas été définies pour z imaginaire.
210. Digression sur la fonction exponentielle. — La beauté et la simplicité des résultats obtenus en introduisant des variables imaginaires n'ont pas manqué de frapper le lecteur : les liens qui se trouvent ainsi établis entre la fonction exponentielle et les fonctions circulaires sont extrêmement remarquables. Il ne sera pas inutile tie faire ressortir ici le rôle de la fonction exponentielle, dont les pn.»priétés se trouvent un peu disséminées dans différents Chapitres.
La signification de a^ étant supposée connue lorsque x est un nombre naturel, on a défini successivement, dans le Chapitre I, a^ (a>o) pour les valeurs fractionnaires, négatives, irrationnelles de x\ cette définition implique la démonstration d'une suite de propriétés relatives aux radicaux. La voie suivie est naturelle, mais longue et quelque peu fastidieuse; la même observation s'applique aux extensions successives de la proposition fondamentale
a^.ay=z a^^r,
La fonction a^, une fois définie pour toutes les valeurs réelles de x. il n'y a pas de difficulté à reconnaître qu'elle est continue et comment elle varie. La définition du logarithme dans une base quelconque comme fonction inverse de la fonction exponentielle est toute naturelle.
Pour arriver à la notion de la base e des logarithmes naturels, on
établit que l'expression ( ih ) tend vers une limite quand m
augmente indéfiniment, et l'on parvient ainsi à la série qui définît le nombre e. La méthode par laquelle on parvient à la limite de
MH \ est, à la vérité, fort intéressante, d'autant qu'elle s^ap-
pliqiie à beaucoup d'autres questions analogues; mais il serait tout aussi naturel, au lieu de se poser la question qui a conduit à la série, d'en\isager la série e elle-même ou plutôt la série
dont la convergence (absolue) s'établit immédiatement. Cette convergence une fois établie, il est clair que la somme de celte dernière série définit une fonction E(a-), dont on aperçoit de suite qu'elle est continue et qu'elle est croissante pour j: > o (n° 22o). La propriété
résulte immédiatement de la règle pour la multiplication des séries, règle dont la démonstration est fort naturelle. Cette propriété fait C(mnaître de suite l'allure de la fonction E(x) pour a: négatif ; elle entraine immédiatement les suivantes
E(a:,)E(a7,)...E(a7,i)= E(ari-l-:r,-h. . .H-ar„), [E(a7)]«=E(/iar), E(/i) = [E(i)]'S
où n est un nombre naturel; si l'on pose E(i) = e, la dernière égalité montre que, si x est un nombre naturel, E(:r) est égal à e^^ c'està-dire au produit de x facteurs égaux à e. Que le lecteur veuille bien oublier, pour un moment, tout ce qui concerne le calcul des radicaux, les exposants fractionnaires, négatifs, irrationnels et ne retenir que la définition des exposants dans le cas où ces exposants sont des nombres entiers, positifs : e^ n'a de sens pour lui que dans le cas où X est un tel nombre ; il devient alors légitime de définir dans tous les cas la fonction e-^ comme étant la somme E(a;) de la série précédente, puisque, dans le seul cas qu'il connaisse, cette définition se raccorde avec l'ancienne. La fonction logarithmique (le logarithme naturel) se définit alors comme la fonction inverse de e^. Il est, dès lors, aisé de construire une fonction qui, pour toutes les \aleurs de j:, se raccordera avec la fonction œ^ et jouira de la propriété <f{x) <p{y) = ^{x -H-jk)- On observera d'abord que la fonction 'j(x) = e^j quelle que soit la constante X, jouit évidemment de cette dernière propriété; pour j; = i , elle se réduit à a si l'on a e^= a ou Â = Iga, ce qui suppose a > o ; d'ailleurs, quel que soit le
nombre naturel n, on a alors, en vertu de la propriété fondamentale,
[<p(a7)]«=<j>(/ix), a«= [(p(i)]« = <p(n);
la fonction e^*K« coïncide avec la fonction a-^, pour toutes les valeurs naturelles de /i, c'est elle qu'on prendra comme définition de a^ pour toutes les valeurs réelles de x. Il revient au même de définir cette fonction a* par l'égalité Ig(a^) = x\%a, La propriété qu'exprime l'égalité
établie lorsque^ est un nombre naturel, est vraie quel que soit j; en efiet, le logarithme du premier membre est
y lga*= xy\^a
comme celui du second. Cette égalité, en supposant que x soit une fraction — et que y soit égal au nombre naturel q^ montre que Ton a
La propriété fondamentale a^ay=a'^x montre d'ailleurs qu'on a
et, par suite,
S^aP
Enfin, l'égalité
où a, 6, . . ., / sont des nombres positifs, apparaît en constatant que les logarithmes des deux membres sont égaux. Toutes les propositions concernant le calcul des radicaux et des exposants fractionnaires, positifs ou négatifs, établies au Chapitre I, apparaissent ain$i immédiatement.
Quant à la propriété du nombre e d'être la limite, pour m infini, de ( iH j 9 ou à la propriété plus générale de la fonction e^ d'être
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la Jimîte, pour m=±:oo, de(n ] » elle a été établie au n" 23o.
Tout ce qu'on vient de dire concerne les valeurs réelles de la variable X.
Observons maintenant que, si des considérations géométriques n'avaient pas conduit à introduire les fonctions cosx et sin^, on aurait été amené à introduire ces fonctions en étudiant ce que devient la série
pour les valeurs purement imaginaires de x] on a vu plus baut comment les propriétés de ces fonctions cos^, sinx apparaissent aisément de ce point de vue. Il resterait, toutefois, à définir le nombre it qui pourrait être regardé comme le double du plus petit nombre (positif qui annule la fonction ( * ) :
2 il. Développement en série des fractions rationnelles. — La formule du binôme
m m(ni — i) .
a été établie en supposant m et z réels et | z | <; i ,
Je me bornerai, dans ce qui suit, au cas où m est un nombre entier, positif ou négatif.
Lorsque m est un nombre entier positif, le second membre de l'égalité (i) se réduit à un polynôme de degré m; l'égalité est vraie quel que soit 2, réel ou imaginaire.
Supposons maintenant que m = — n soit un entier négatif. La série est absolument convergente, que z soit réel et imaginaire, pourvu que l'on ait | 5 | < i, comme je le suppose dans ce qui suit.
On a le droit de multiplier la série par le polynôme
( • ) Inlr., n- 198.
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d'après la règle de la multiplication des séries, puisque la série Vi est absolument convergente et que le second membre de l'égalité précédente peut être regardé comme une série absolument convergente. Lorsque z est réel, le produit doit être égal à i, sous la seule condition | 5 j -< i .
Dans le produit ordonné suivant les puissances de z^ les coefficients des puissances de z doivent être nuls, le terme constant doit être égal à i . Mais les valeurs de ces coefficients ne dépendent nullement de la valeur de z\ quel que soit 2, réel ou imaginaire, pourvu que l'on ait | 3 | < i , le produit de la série
par le polynôme
ou (i -H 2)""', est égal à i ; cela revient à dire que l'on a, pour loule:» les valeurs de z^
Ce résultat est important pour le développement en série d'une fraction rationnelles^^ — ^» où /(x) et <d(x) désignent des polynômes en X,
On a vu (n** 60) qu'une telle fraction pouvait se mettre sous la forme d'un polynôme en x, ^(x), qui n'existe d'ailleurs que si le degré du dénominateur f{x) ne dépasse pas celui du numérateur
fix). et d'une somme de termes de la forme ; — r- : A est une
•^ ^ ' (ar — a)"*
constante, a une racine réelle ou imaginaire du dénominateur îp(j''' m est un nombre naturel qui ne dépasse pas l'ordre de multiplicité de cette racine. Il suffit évidemment, pour obtenir le développement cherché, de développer en série chacun des termes. Supposons d'abord que a ne soit pas nul. On a
(■^i)wA _ (— i)^'A / __ x\-
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on n'aura qu'à appliquer la formule
i X \ '" m X I ) = IH
valable pourvu qu'on ait - << i , ou | .a: | < i a |, et à multiplier
chaque terme par — pour avoir le développement cherché.
Si ^{x) n'admet pas de racines nulles, chaque terme pourra se développer comme on vient de l'expliquer; tous les développements sout valables à la fois lorsque la valeur absolue de x est inférieure à la plus petite des valeurs absolues des racines. Sous cette condition,
la fraction -77-r sera développable en une série entière en x.
Lorsqu'on effectue la division de /{x) par 'f (^), en ordonnant par rapport aux puissances croissantes de Xy on obtient successivement les ternies de cette série.
Si 'f (x) admettait une racine nulle d'ordre de multiplicité />, on pourrait, en posant o(x) = xP'!^(x)^ commencer par développer
■^, — en série entière en x^ puis on diviserait chaque terme par xP^
on obtiendrait, pour la fraction rationnelle, un développement procédant suivant les puissances entières et croissantes de x qui commencerait par des termes de degré négatif; l'ensemble de ces termes
constitue ce polynôme en - » sans terme constant, que l'on peut re-
f(x) trancher de '^ ) [j de manière que la différence reste finie quand x
s'approche de o (n** 61). Le développement auquel on parvient ainsi est encore valable pourvu que x soit moindre, en valeur absolue, que la plus petite des valeurs absolues des racines de 'f («c) qui ne sont pas nulles.
On peut aussi obtenir un développement de la fraction rationnelle
"^ — qui procède suivant les puissances décroissantes de x ou plutôt
suivant les puissances croissantes de -• Reprenons le terme —*
on peut l'écrire
t%40 CHAPITRE XIV.
On a d'ailleurs, en supposant — |<:;i, ou \x\ >|a|,
\ xj IX 1.2 ar* 1.2.3 x*
et il suffit, pour avoir le développement cherché, de multiplier j
chaque terme par —^; chaque terme fournit un développement analogue; tous ces développements sont valables pourvu que la valeur absolue de x soit plus grande que la plus grande des valeurs absolue» ! des racines de f{x); en les réunissant et en mettant en avant, s'ilj en a un, le polynôme en x ordonné suivant les puissances décrois- j santés de x qui figure dans la décomposition de^^^— ^> on parvient au développement annoncé, qui procède suivant les puissances décroissantes de ^ : il commence par un polynôme, il se continue par une série entière en - • C'est à ce développement que Ton parvienl en divisant /(^) par <p(x), lorsqu'on ordonne suivant les puissances | décroissantes de x et qu'on poursuit indéfiniment l'opération. Considérons, par exemple, l'expression
I 2J" COSOt -h X^
OÙ a est un nombre réel; les racines du dénominateur sont cosa ± /sina = ^'*, leurs valeurs absolues sont égales à i ; dans les développements suivant les puissances croissantes de j: que l'on va considérer, on devra supposer |j7|<;i. On a, en décomposant en éléments simples,
i — ixcosoL-^ X* lier-i* — cosa) a" — e'* 2(e-'« — cosa) ar — e"***
2(e-*« — cosa
2(c-'« — cosa
g-iOL — gia
2t sina I -
- xe-
-la
— tisinx I-
-xt}^
i — xei^' d'ailleurs, sous la condition | ^ | -< i , qui entraîne | x^-'* i <C *? ^°^
I — xe-^
^ = I 4- xe-*^ -4- x^ e-«'« H- . . . ,
r- =i-hxe^^ H- a?* «--»'« -h . . . , I — are"*
el, par suite, I — ^«
r = I ^- 2^ COSa H- 2 37* ces 2 a -h. . .H- 207'* COS /l Ot -+-....
I — 2J7 COSa -H J!"'
On verra de même, ou l'on déduira de là, que, pour | j: | >• i, on a
= iH cosa H ' cos2a-i-. . .H cos/ia -+-. . ..
ar^ — 2 a^ ces a -h I x x* ' x"
Enfin, le lecteur n'aura pas de peine, en supposant x réel et moindre que i en valeur absolue, el en égalant la partie réelle et le coefficient de /dans les deux membres de l'égalité
I — xe'^ à établir les deux relations
— X cos a
= i-\- X cos a -H 37* cos 2 a -h ... -h a?" cos n a -h . . . ,
I — 2a: cosa -h x- X sina I — 257 cosa -h 37*
= X sin a -h 37* sin 2 a -f- . . . -t- 37'* sin n a
qui subsistent d'ailleurs lorsque x, que l'on doit toujours supposer moindre que i en valeur absolue, est imaginaire : on le voit en remarquant que les deux membres, quand on les multiplie par
I — 237 cosa -+- 37*,
doivent être identiques lorsque x est réel, et, par conséquent aussi, lorsque x est imaginaire ( * ).
INFINIMENT PETITS ET INFINIMENT GRANDS
242. Les mot& infiniment petit, infiniment grand ne s'appliquent jamais qu'à une fonction d'une ou de plusieurs variables, ou aux variables elles-mêmes. Je ne m'en servirai que pour une fonction à^une seule variable (ou pour la variable elle-même). Ils peuvent d'ailleurs être pris dans un sens absolu, ou dans un sens relatif.
( » ) Cf, Ex. 59 el 60.
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On dit d'une fonction de x qu'elle est ou devient infiniment petite, dans certaines conditions qu'il faut toujours spécifier, si, dans ces conditions, elle a pour limite o.
Ces conditions, on du moins celles que je considérerai, consistent en ce que la variable x doit tendre vers une certaine valeur a^ ou grandir indéfiniment en valeur absolue : elles peuvent d'ailleurs être plus ou moins étroites : par exemple, on peut spécifier que x doit tendre vers a en restant plus petit que a, ou en restant plus grand que a, ou bien grandir indéfiniment en valeur absolue en restant positif ou en restant négatif, ce qu'on exprime brièvement en disant que X tend vers -h oc, ou vers — oo. En disant que la fonction /"(jr) est infiniment petite quand x tend vers a (sans spécifier davantage) on entend que sa valeur absolue doit rester plus petite que tel nombre positif e que l'on voudra, pourvu que x — a soit moindre en valeur absolue qu'un nombre positif yj convenablement choisi, d'après s : à chaque valeur de £ doit correspondre une valeur de r,. Si, de même, on dit que f(x) est infiniment petit quand x tend vers a par des valeurs plus grandes (ou plus petites) que a, on entend que la valeur absolue àef{x) doit être moindre que tel nombre positif £ que l'on voudra, pourvu que x — a (ou a — x) soit positif et plus petit que le nombre correspondant r|. En disant que f{x) est infiniment petit quand x tend vers -h oo (ou vers — oo), on entend que la valeur absolue de/(x) doit rester moindre que tel nombre positif £ que Ton voudra, pourvu que x soit plus grand qu'un nombre positif P (ou plus petit qu'un nombre négatif — P) convenablement choisi, d'après £ ; à chaque £ doit correspondre un nombre P. De même, si l'on dit que la fonction /(:r) est infiniment petite quand x croît indéfiniment en valeur absolue, on entend que la valeur absolue de J'(x) reste inférieure à tel nombre positif £ que l'on voudra pourvu que la valeur absolue de x soit plus grande que le nombre correspondant P.
On dit de même qu'une fonction /(x) est ou devient infiaîmenl grande dans certaines conditions, qu'il faut toujours spécifier, sî^ dans ces conditions, la valeur absolue de/(:r) dépasse tel nombre positif P que l'on veut. Je me dispenserai de répéter les détails qui précèdent en disant que la fonction /(j?) est infiniment grande quand la fonction Y( — ^st infiniment petite et réciproquement.
Par exemple un polynôme en x, qui ne contient pas de terme con-
stanl, est infiniment petit quand x tend vers o ; il en est de même de y/ï, desinj?, de Ig(i 4-^). Un polynôme en x^ qui ne se réduit pas à une constante, est infiniment grand quand x est lui-même infiniment grand; e^. \^x sont infiniment grands quand a? tend vers + oo ;
il en est de même de -^ (n** 227) quel que soit le nombre positif /i;
-^ est infiniment petit quand x tend vers -+- oo, comme on le voit en
posant X = e^, z = Igx; z tend vers H- oo en même temps que x et l'on a
Xfl e«3*
le second membre tend vers o quand z tend vers -h oo.
e-^ est infiniment petit quand x tend vers — oo; e^' est infiniment
petit quand x tend vers jo par valeurs négatives, infiniment grand
quand o: tend vers o par valeurs positives; e*" — i est infiniment petit
quand x croît indéfiniment en valeur absolue; \^x est infiniment grand (négativement) quand x tend vers o par valeurs positives; x'* Igjr, où n désigne un nombre positif quelconque, est infiniment petit quand x tend vers o par valeurs positives, comme on le voit en posant X = e""^, z= — IgJ?; lorsque x tend vers o par valeurs positives, z tend vers -f- oo et Ton a
z a:'» lea? = — ze-"^ =
La fonction x sin - est infiniment petite quand x tend vers o,
puisque le second facteur est toujours compris entre — i et -h i . Dans rinlervalle (o, a), elle s'annule une infinité de fois, quelque petit
que soit le nombre a, puisque sin - est nul pour toutes les valeurs
de Jr qui sont de la forme — , n étant entier. Les raisonnements qui ^ nie ^
suivront ne s'appliqueraient pas tous à cette fonction : un rapport où elle figurerait en dénominateur n'aurait pas de sens, pour des valeurs de JC aussi voisines qu'on voudrait de la valeur o vers laquelle on fait tendre x. Or, on aura à considérer dans la suite des rapports où figurent en dénominateur les fonctions que l'on étudie : pour que les raisonnements qui concernent ces rapports soient valables, il faut que
ces rapports aient un sens et que, dans les conditions où Ton se place. leur dénominateur ne soit pas nul. C'est ce que je supposerai essentiellement dans ce qui suit. Afin d'éviter toute difficulté de ce genre, je supposerai, lorsque x doit tendre vers ût, que l'on peut délimiter un intervalle (a, p), auquel^ soit intérieur, tel que dans cet intervalle les fonctions que Ton considère ue s'annulent pas, sauf pourx =ra. De même, si x doit tendre, par exemple, vers -f- oo, je supposerai qu'on puisse déterminer un nombre P assez grand pour que les fonctions que Ton étudie ne s'annulent pas pour x >- P. Les fonctions pour lesquelles les conditions de cette nature ne pourraient être réalisées sont exclues de ce qui suit, quoique certains des résultats qu'on établira s'appliquent encore à elles.
En disant de la variable qu'elle est infiniment petite, on entend simplement qu'elle tend vers o; en disant qu'elle est infiniment grande, on entend que sa valeur absolue grandit indéfiniment.
243. On vient de définir les infiniment petits et les infiniment grands absolus. J'arrive maintenant à la signification relative des mêmes mots.
Considérons deux fonctions de x^f{x) et ^{x) : on dit que, dans des conditions qu'il faut toujours spécifier (x tendant vers a, vers ±00, etc.),/(a:) est infiniment petit parrapporl ào(\r), ou que '^(J*» est infiniment grand par rapport kfi^x)^ lorsque, dans ces conditions,
le rapport est infiniment petit et que, par conséquent, le rapport-~ — r est infiniment grand. Par exemple, dans un polynôme ordonné par rapport aux puissances croissantes de x, chaque terme, y compris le terme constant s'il y en a, est infiniment grand par rapport à ceux qui le suivent, quand x tend vers o; chaque terme est au contraire infiniment petit par rapport à ceux qui le suivent quand j: augmente indéfiniment en valeur absolue, e^ est infiniment grand par rapport à x" (/i > o), quand x tend vers + oo. Dans les mêmes conditions, Igx est infiniment petit par rapport à x". 11 est à peine utile de dire, après ces exemples, que, lorsqu'on dit que f{x) est infiniment petit par rapport à o(x), on n'entend nullement que la fonction /lJ"i soit infiniment petite (absolument) dans les mêmes conditions.
La somme de deux fonctions /(x), g{x) infiniment petites fwr rapport à ^{x} est elle-même infiniment petite par rapporta ç(xi.
On ne peut pas toujours affirmer que la somme de deux fonctions/ (2:), g(x) infiniment grandes par rapporl à o{x) soit infiniment grande par rapport à o(*r), comme on le voit en prenant par exemple g{x)=—/{x).
11 convienl d'observer que ces expressions que Ton a appris à calculer aux n"* 232, 233, 234, 233 et qui fournissent, dans certaines conditions, des valeurs approchées d'une fonction, ont toujours été ordonnées de manière que chaque terme fût infiniment grand par rapport à ceux qui le suivent. La somme des termes qui suivent le premier est infiniment petite par rapport à lui.
f(x) Puisque l'on a /(x')=:(f(x) — — -* il est clair que toute fonction/(j:) infiniment petite par rapport à o{a:)^ dans certaines conditions, s'obtient en multipliant cette dernière par un facteur qui, dans les mêmes conditions, est infiniment petit : réciproquement en multipliant ©(.r) par un facteur infiniment petit (absolument), dans certaines conditions, on obtient une fonction infiniment petite par rapport kf{x). De même, on obtient une fonction infiniment grande, dans certaines conditions, par rapport à o(^), en multipliant 9 (j?) par un facteur infiniment grand, dans ces conditions.
244. Équivalence. — On dit que deux fonctions/(j:) et <f{x) qui sont infiniment petites (ou infiniment grandes), dans certaines conditions, sont des infiniment petits (ou des infiniment grands) èqui-
vaients lorsque, dans ces conditions, leur rapporl '' , ^ ou y — ■a pour limite l'iinité.
Par exemple '2 x el 2 x -\- x'^ sont des infiniment petits équivalents quand x tend vers o. Plus généralement deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances croissantes de x sont des infiniment petits équivalents, quand x tend vers o, si les termes constants font défaut, et si les premiers termes sont identiques. Deux polynômes de même degré sont des infiniment grands équivalents quand x grandit indéfiniment en valeur absolue, si les termes du plus haut degré sont identiques. Si la fonction g{x) a une dérivée g' {x) qui n'est pas nulle pour X = Xq^ la fonction de hj g(xo'^ h) — giXo)^ est un infiniment petit équivalent à hg'(xo).
Il est avantageux d'étendre, comme le font quelques géomètres, le sens du mol équivalent, et de dire de deux fonctions quelconques
f(x) et ©(^) qu'elles sont équivalentes, dans certaines conditions {x tendant vers «, vers zt oo, etc.), lorsque, dans ces conditions, leur rapport a pour limite i : si les fonctions /(jj) et <p(:r) sont continues pour x-=.a^ et prennent des valeurs égales, non nulles, /(a) etç(a), cette façon de parler est toute naturelle. Elle n'implique pas que, dans les conditions considérées, les fonctions f{x)y o(x) soient infiniment petites ou infiniment grandes, ni qu'elles aient des limites; mais si ces fonctions sont équivalentes et, si l'une est infiniment petite (ou infiniment grande), il en est évidemment de même pour l'autre; si l'une admet une limite, l'autre admet la même limite.
Deux fonctions équivalentes à une troisième fonction sont évidemment équivalentes entre elles.
Si deux fonctions y(^) et o{x) sont équivalentes, dans certaines conditions, leur différence f{x) — ^{x) est infiniment petite par rapport à l'une ou à l'autre; réciproquement, si la différence de deux fonctions est infiniment petite par rapport à l'une ou à l'autre, dans certaines conditions, ces deux fonctions sont équivalentes, dans les même conditions.
Cela résulte évidemment des identités
/{x) /(xy <^(x) ^(x) ''
dire que le rapport Vl^ .^ ou le rapport^— i tend vers i, dans certaines conditions, que /(x) — 'f(x) est infiniment petit par rapport à /(x) ou à f (a?), que l'un ou l'autre des rapports ^ — 'W'i
i( X \ — ~ CD i X '\
"^ T-t tend vers o dans les mêmes conditions, c'est dire la même
chose.
Par exemple, chacune des expressions approchées étudiées dans les n-" 232, 233, 234, 235 est équivalente à son premier terme.
La quantité e^ — x" est un infiniment grand équivalent à e^ quand r tend vers -f-oo.
Il suit de là qu'on obtient toutes les fonctions équivalentes à «ne fonction /(j7), dans certaines conditions, en lui ajoutant une fonction infiniment petite par rapport à elle, dans ces conditions; comme toute fonction infiniment petite par rapport kf{x) s'obtient en multipliant f{x) par un facteur infiniment petit, dans les mêmes condi-
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lions, on voit que toute fonction équivalente à /(x) pourra se mettre sous ]a forme /(^)[i -|- £(^)] en désignant par e(^) une fonction infiniment petite, dans les conditions considérées.
f(x) Si, dans un rapport*^- — r» ou dans un produit f{x)^{x)^ on substitue aux termes du rapport, ou aux facteurs du produit, des fonctions F(x), ^{x) qui leur soient équivalentes, dans certaines conditions, on obtient un nouveau rapport -^ — -> ou un nouveau produit
Y(x)^{x)^ qui sont équivalents au premier rapport ou au premier produit, dans les mêmes conditions.
On a, en effet,
/(x)ff(x) ~ f(x) ^(x) '
dans les deux égalités, les seconds membres ont évidemment Tunité
pour limite.
V(x) Si, par conséquent, le rapport .' [^ ou le produit F (:c)<ï>( j:), a
une limite, dans les conditions considérées, il en sera de même du rapport '^r^» ou du produit /(x) f (^). Si le rapport ^7— t est infi-
niment grand, il en sera de même du rapport '^ » etc.
Le rapport, ou le produit, de deux expressions approchées telles que celles qu^on a étudiées aux n"' 232, 233, 234, 235 est donc équivalent au rapport ou au produit des premiers termes de ces expressions. C'est, d'ailleurs, ce qui est bien évident sur ces expressions même, au moins sur celles de ces expressions qui ont la forme d'un
polynôme (en x, -» A, ;>•••]; en faisant le quotient ou le pro-
«luit de deux de ces expressions, on est conduit à une expression du même genre, dans laquelle le premier terme est le quotient, ou le produit des premiers termes.
Le précédent théorème est particulièrement utile pour simplifier la recherche de la limite du rapport de deux infiniment petits ou de deux infiniment grands, du produit d'un infiniment petit par un infiniment grand, ou pour reconnaître qu'un tel rapport, ou un tel produit, est infiniment petit ou infiniment grand.
Si l'on a adaire au rapport de deux polynômes, quand x tend vers o, ou quand x grandit indéfiniment en \aleur absolue, on peul ne garder, dans chaque polynôme, que le terme du plus bas de^ré, dans le premier cas, que le terme du plus haut degré, dans le second cas; le terme constant, sMI y en a un, doit être regardé comme le terme du plus bas degré.
Kn désignant par m et n des constantes, les formules
s\ïïmr=imx h..., *^\ïïnx = nx ^•••
montrent que sinm:r et sxnnx sont des infiniment petits équivalents k mx ei à nx^ quand x tend verso; dans ces condili(ms le rapport
sinmj: . # • i . . mx m i- •. j » j
— : est équivalent au rapport = — ; sa limite, quand x tend
. f^ vers o, est — •
Dans l'expression - Ig > quand x tend vers o, le premier
facteur - est infiniment grand, le second facteur est infiniment petit: on a, en efl'et,
= IH h -r H-...,
et le logarithme du secimd membre tend évidemment \ers o: d'ailleurs la formule
lg(l H->S) = h...
montre évidemment que, lorsque z est infiniment petit, lg(i+3» est équivalent à z\ par ccmséquent Ig est équi\alenl a
— h -7- 4- ... OU à -; la limite du produit - Ijr . quand x tend
vers o, est •
Si, dans le théorème général, on suppose que les fonctions /U'. ^(x) puissent se décomposer en facteurs, en sorte qu'on puisse po>er
fix) ^/i(T)/i(x), ^(x) =^- <?i(a-)ç,(:r),
et si, dans les conditions considérées, les fonctions /i (jr), 9i(.^' tendent vers des limites non nulles a et a, les fonctions /{x) et
'^(j7) seront respectivement équivalentes à a f2{x) et à aç^ (^); le rapport •'-r — - et le produit /(j?) cp(x) seront respectivement équivalents aux fonctions
en sorte que tout sera ramené à savoir comment se comportera le rapport 4^^ — -> ou le produit/afa:) Ç2('^)-
Par exemple, lorsqu'on a cherché la dérivée de la fonction sinj?,
. , , sin(:r -+• /i) — %\nx , /.
on a mis le rapport j^ sous Ja tonne
. h a sin — ces
Ici X doit être regardé comme une constante ; la variable est li et, lorsqu'on fait tendre h vers o, on a afi'aire au rapport de deux infiniment petits. On peut remplacer, dans le rapport, cos lx-\ — j par sa
limite cosj:, et, au numérateur, sin- par l'infiniment petit équivalent - ; la limite est évidemment cos^.
Il n'est pas inutile de remarquer que l'étude du rapport de deux infiniment grands /(a:) el^{x) peut être ramenée à l'étude du rapport de deux infiniment petits, comme il résulte de l'identité
L'élude du produit d'un infiniment petit /(j:) par un infiniment grand o{x) se ramène aussi à l'élude du rapport de deux infiniment petits, comme il résulte de l'identité
Si n est un nombre positif, la puissance /i**'"'*' d'une fonction y*( a?)
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est équivalente à la puissance n'*"® d'une fonction F (a:) équivalente kf{x) dans les conditions considérées.
En effet, si n est un nombre naturel, la proposition résulte immédiatement du théorème relatif au produit de deux facteurs; si /{est le rapport de deux nombres entiers /?, y, on a
puisque, dans les conditions considérées, f{3c)P et F{x)P sont des fonctions équivalentes, il suffît évidemment de prouver que )/f{x) el\/¥{x) sont des fonctions équivalentes, quand les fonctions /(j) et F(a:) sont équivalentes; or, s'il en est ainsi, on peut écrire
e étant infiniment petit dans les conditions considérées : on a, d'ailleurs,
le dernier membre a évidemment Tunité pour limite.
Il est à peine utile de dire que l'on suppose vérifiées les conditions relatives à la réalité; ainsi, lorsque q est pair, f{x) et, par conséquent, F (2:) doivent finir par rester positifs.
Par exemple, quand x augmente indéfiniment en valeur absolue, le rapport
V^3rF* -ha?
a pour limite \^', en effet, le numérateur et le dénominateur sont v3 ^
équivalents à ^^x^^ ^Zx^ ou aux quantités | x \ v/2, | x \ v/3, dont le rapport estjrr-
245. Comparaison de deux infiniment petits. Ordre infinitésimal- ^
On dit que deux fonctions /(r), 'f (^;, infiniment petites dans certaines conditions, sont du même ordre si, dans ces conditions, U
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\aleur absolue du rapport "^-^ — ^ ou du rapport j^. reste comprise entre deux nombres positifs a, ^, dont aucun n^est nul. Il en sera ainsi, en particulier, si le rapport "^7— r tend vers une limite /, différente de o : il finira, en effet, par rester compris entre / — e et / + £, s désignant un nombre positif que Ton peut supposer aussi petit qu'on voudra et, en particulier, plus petit que | /|; dans ces conditions, la valeur absolue de 'l—l finira par rester comprise entre les
deux nombres positifs |/| — eet|/|+e.
En particulier, deux infiniment petits équivalents sont du même urdre.
Les fonctions /(x) et ç(^) étant infiniment petites dans les mêmes conditions, au lieu de dire que la fonction /(jc) est infiniment petite piir rapport à f (^), on dit souvent que /(x) est un infiniment petit d ordre supérieur à <p(^), que ^{x) est un infiniment petit d'ordre inférieur k /{x) ('). En parlant ainsi d'infiniment petits du même ordre, d'infiniment petits qui sont d'un orûfr<?^e//>e>f>Mro{/ inférieur à l'ordre d'autres infiniment petits, on n'a pas, toutefois, défini ce qu'est l'ordre d'un infiniment petit : cette définition peut, dans certains cas, être donnée d'une façon précise.
Supposons que, dans les conditions où l'on se place, on ait fait choix d'une fonction particulière de x qui, dans ces conditions, soit infiniment petite, et à laquelle on convienne de comparer les autres fonctions qui, dans les mêmes conditions, sont infiniment petites. Si, par exemple, x tend vers o, ou vers «, on pourra choisir x lui-même,
ou x — a; si x tend vers zhoo, on pourra choisir - • Ces choix ne sont
d'ailleurs nullement obligatoires. On désignera cette fonction, une fois choisie, sous le nom d^'njiniment />etit principal; je la désignerai, dans ce qui suit, par la lettre A.
L'infiniment petit principal h et tous ceux qui sont du même ordre sont dits du premier ordre.
Si n est un nombre naturel, A" et tous les infiniment petits de même ordre que A" sont dits du /i'*"*^ ordre.
( M On parle ainsi par ellipses : il faudrait dire infiniment petit d'ordre supérieur à V ordre de ?( jt).
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On emploie souvent cette expression lors même que n n'est pas entier : on dira par exemple que \//i est un infiniment petit d'ordre ^. Il n'y a pas lieu de parler d'infiniment petits d'ordre négatif : A"'. par exemple, est un infiniment grand.
La forme générale d'un infiniment petit d'ordre n est aA", en désignant par a une fonction de la variable qui, dans les conditions considérées, reste, en valeur absolue, comprise entre deux nombres positifs fixes dont aucun n'est nul : cela résulte immédiatement de la définition de deux infiniment petits du même ordre; le cas le plus simple sera celui où, dans les conditions considérées (A tendant vers o), a a une limite autre que o; si l'on est dans ce cas, et si a^^si la limite de a, il est clair que a^h" est un infiniment petit équivalent à ah" ; on appelle cet infiniment petit aoA" X^l partie principale ou la valeur principale de aA".
Lorsque x tend vers o, et qu'on prend x pour infiniment petit principal, les différents termes d'un polynôme, sauf la constante, sont des infiniment petits dont l'ordre est égal au degré; de même dans une série entière en x\ de même encore (sauf le dernier terme) pour ces expressions, considérées si souvent, qui ne diffèrent d'un polynôme ordonné suivant les puissances croissantes de la variable que par le dernier terme.
Un infiniment petit n'est pas toujours d'un ordre déterminé. Si,
par exemple, on prend - == A pour infiniment petit principal, le?
expressions
log.r
qui sont infiniment petites quand x tend \ers -f- x, n'ont aucun ordre: en effet, les rapports
A» e^ h" logr
tendent le premier vers o, le second vers + oo quand h tend verso par valeurs positives ou quand x tend vers 4- », et cela quel que ^«^1 le nombre positif /i.
Les propositions qui sui\ent concernent des infiniment petits qui admeltent un ordre déterminé et une partie principale :
La somme de deux infiniment petits d'ordre /i, dont les parties principales sont «oA", éo*"? est un infiniment petit d'ordre /i, sauf dans le cas où l'on a a^-h bo = o. Si «o + ^o n'est pas nul, la partie principale de la somme est (ao -\-bo)h". Si ao-hào est nul, l'ordre infinitésimal ne pçut qu'augmenter.
Le produit de deux infiniment petits d'ordres /?, q est un infiniment petit d'ordre jj -+- q. Sa partie principale est le produit des parties principales des facteurs.
Le rapport de deux infiniment petits d'ordres />, q est un infiniment petit d'ordre/? — q^ lorsque /> est plus grand que q; sa partie principale est le rapport des parties principales des deux infiniment petits. 11 tend vers une limite non nulle quand/? est égal à ^; il est infiniment grand quand /> est plus petit que q.
La racine /?'^'"« d'un infiniment petit d'ordre n est un infiniment
petit d'ordre -• Sa partie principale s'obtient en prenant la racine pleine jg |j^ partie principale de l'infiuiment petit donné.
246. Infiniment grands. — La terminologie, les propositions, la classification relatives aux infiniment petits se transportent aisément aux infiniment grands. Si les fonctions y (x), o(x) deviennent infiniment grandes dans les mêmes conditions, et si, dans ces conditions,
la valeur absolue du rapport ^^— — finit par rester comprise entre
deux nombres positifs fixes diii'érents de o, les deux infiniment grands /(j?) et 'f (J?) sont dits du même ortire : deux infiniment grands équivalents sont du même ordre.
On peut faire choix d'un infiniment grand principal, auquel on rapporte toutes les autres fonctions qui deviennent infiniment grandes dans les mêmes conditions : si l'on désigne cet infiniment grand par H, tout infiniment grand du même ordre que H", (/i >>o)
sera dit d'ordre /?, Un tel infiniment grand est de la forme aH"
où a est une fonction de la variable qui, dans les conditions considérées, reste, en valeur absolue, comprise entre deux nombres positifs fixes, dont aucun n'est nul; le cas le plus simple est celui où a tend, dans ces conditions, vers une limite «o? ^n peut alors regarder «oH" roinme la partie principale de a H". La partie principale d'un polynôme en J7, quand x croît indéfiniment, est le terme du plus haut
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degré. On ne change pas l'ordre d'un infiniment grand en lui ajoutant un infiniment grand d'ordre inférieur.
La somme de deux infiniment grands d'ordre /i, dont les parties principales sont ^oH", fr^H^S est un infiniment grand d'ordre n, à moins que «o + ^o ne soit nul, auquel cas l'ordre de la somme s'abaisse : il peut même arriver que la somme de deux infiniment grands ait une limite. Si, en particulier (n°* 234, 235), chacun (le> infiniment grands a été mis sous la forme de la somme d'un polynôme en H, sans terme constant, d'une constante, et d'une partie qui devient infiniment petite dans les conditions où H devient infiniment grand, il faut et il suffit, pour que la somme des deux infiniment grands ait une limite, que les deux polynômes se détruisent dans cette somme : la limite cherchée est la somme des deux constantes.
Considérons, par exemple, l'expression
/ar* -h X -hî — y^jr»
en supposant que x augmente indt'^finiment par valeurs positives. On a
^x^ -h ar -h I — /a?» -+-i=--h- h...;
l'expression considérée tend vers la limite { quand x tend vers +*• Il me parait inutile d'énoncer les théorèmes relatifs au produit ou au rapport de deux infiniment grands.
Le lecteur aura sans doute remarqué qu'il n'y a pas, dans ce paragraphe relatif aux infiniment petits et aux infiniment grands, d'idées nouvelles : il y a seulement une façon de parler, qui est commode, et à laquelle il convient de s'habituer. Les exemples où figurent les fonctions exponentielle et logarithmique sont importants.
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2i7. Formes illusoires. Vraies Taleurs. — On a souvent à reconnaître comment se comporte une fonction aux environs d'une valeur a de la variable, pour laquelle la formule qui définit, en général, la fonction que Ton étudie prend une forme illusoire^ en sorte que, pour cette valeur a, la fonction ne soit pas définie, quoiqu'elle soit définie pour les valeurs voisines. Il peut arriver que, dans ces conditions, la fonction tende vers une limite, lorsque x s'approche de a, soit d'une façon arbitraire, soit en restant plus petit que a, ou plus grand. Cette valeur limite est ce qu'on appelle souvent la vraie valeur de la fonction. Il convient de réserver cette dénomination (*) au cas où la limite existe quand x s'approche de a, d'une façon arbitraire : en attribuant cette vraie valeur à la fonction, pour ^ =: a, cflle-ci devient continue pour j? = a. l^orsque la fonction est définie pour les valeurs plus petites et plus grandes que a et qu'il y a lieu de distinguer le cas où x s'approche de a en restant plus petit que a du cas où X s'approche de a en restant plus grand que <2, il peut V avoir deux limites différentes; s'il en est ainsi, la fonction ne peut pas être définie pour :r = a de manière à être continue. L'expression vraie valeur ne convient pas. Cette expression s'emploie aussi lorsque la fonction tend vers une limite quand x augmente indéfiniment en valeur absolue. Ici encore, il ne convient pas de l'employer quand la fonction se comporte différemment suivant que x tend vers H- oc ou vers — oo. Je rappelle que l'expression vraie valeur a déjà été introduite dans le Chapitre IV à propos des fractions rationnelles. Enfin, quand la formule qui définit, en général, la fonction, prend une forme illusoire pour ar = «, il peut arriver que la fonction tende vers H- ao ou vers — oo, quand x s'approche de a. Il importe évidemment de savoir reconnaître ces diverses circonstances.
Au lieu de supposer que x s'approche de a ou tende vers dzoo, on peut, d'ailleurs, comme on l'a déjà fait observer bien des fois, se borner au cas où la variable tend vers o ; il suffit, pour ramener les autres cas à celui-là, de faire le changement de variable x = a -\- h^
ou JF= -•
Supposons, par exemple, qu'on ait affaire à une fonction donnée sous la forme ?, , et que les deux termes de la fraction s'annulent pour
(■) Elle n*est nuliemenl indispensable. Le mot limite suffit.
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X = a, on dit que, pour x = «, la foncliou se présente sous la forme illusoire -; si, pour x = a, les deux fonctions ç(jc),'>j/(.r) sontconlinues, la fonction donnée est le rapport de deux infiniment pelils, quand x s'approche de a. Si, quand x tend vers -4- oc ou vers — x, o{x) et ^(^) tendent vers o, on dit encore que la fonction se présente, pour .r:=±:oo, sous la forme - et l'on a encore alfairf. quand x tend vers -f- oc ou vers — x, au rapport de deux innniment petits.
Si, lorsque x tend vers a ou vers dz oo, les fonctions ^(^)- iu» sont infiniment grandes, on dit que, pour jF = rt, ou pour x = ±x, la fonction donnée se présente sous la forme illusoire — ; on a affaire au rapport de deux infiniment grands (*). La recherche de la liiuiie se fera comme on Ta expliqué dans le paragraphe précédent.
Si l'on a affaire à un produit de deux facteurs, dont l'un est une fonction continue de x qui s'annule pour x = a^ et dont l'autre grandit indéfiniment quand x s*approche de a, on dit que la fonction se présente sous la forme o x oo; on a affaire au produit d'un infiniment petit par un infiniment grand.
On a donné dans le paragraphe précédent et, en particulier, au n" 244, des explications suffisantes pour traiter ces différents cas.
On dit d'une expression qu'elle se présente sous la forme x — x pour dire qu'elle est la différence de deux fonctions infînimenl grandes qui finissent par avoir le même signe. 11 s'agit là, au fond, de la somme algébrique de deux infiniment grands ; on a parlé de ce cas au n« 246.
Considérons encore une expression telle que u" où u et v sont des fonctions, s'annulant pour x = a et continues pour cette valeur de j.
(>) Je dois signaler une règle célèbre, connue sous le nom de VHospitalf que je oe
démontrerai pas. (Voir Introd.j n» 234).
f(x) Si les deux termes du rapport ~ — - deviennent infiiiimenl petits tous les deui, ou
infiniment grands tous les deux lorsque x tend vers a ou vers ±: x, et si le rapport
f Ix")
•—- — - des dérivées des deux termes tend, dans les mêmes conditions, vers une
/"(■a?) limite L, le rapport ^ — - tend aussi vers cette limite L.
Dans la plupart des cas, Temploi de cette règle est moins commode que les méthodes développées plus haut.
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L'expression o* n'a aucun sens par elle-même; les divers sens qu'on est tenté de lui donner sont contradictoires : d'une part, l'expression A® est égale à i, quel que soit le nombre A, pourvu qu'il ne soit pas nul; d'autre part, l'expression o"* doit être regardée comme nulle, quel que soit le nombre positif m. Le problème consiste à chercher si u*^ tend vers une limite quand x tend vers a; on remarquera d abord que le problème n'a de sens que si u tend vers o par valeurs positives quand x lend versa, autrement l'expression u^ n'aurait pas de sens pour une infinité de valeurs de i^.
On cherchera la limite du logarithme de u*', c'est-à-dire la limite de i' Igu; on a affaire au produit d'un infiniment petit (^ par un infiniment grand logu : si ce produit tend vers une limite /, u*' tendra \ers la limite e'; si le produit v Igu tend vers -h oo, u^ tendra vers -H «>; si le produit v Igu tend vers — oo, u^ tendra vers o.
Far exemple, x^^ quand x tend vers o par valeurs positives, tend vers i, car le logarithme de celle fonction, à savoir x Igar, tend vers o; il en sera de même de la fonction a?***, en supposant n positif.
La fonction jr*»' , pour j:^ > o, est constamment égale à e, puisque son logarithme est égal à I. Sa limite, quand x tend vers o par valeurs positives, est le nombre e.
Considérons encore l'expression
oii n est un nombre positif et où Ton suppose que x tende vers o par valeurs positives: son logarithme est
(:r-lg^)«'
quand jT tend vers o, c'est le rapport de deux infiniment grands; en substituant au dénominateur l'infiniment grand équivalent (— Iga:)'*, on obtient
l'expression — — -. — ^ qui lend vers o pour /i>i, qui est toujours
égale à — i pour n = i, qui tend vers — « si n est compris entre o et i. La
limite de Texpression proposée sera i dans leîpremier cas, - dans le second,
e o dans le troisième.
L'expression u*' se présente sous la forme illusoire i~* lorsque, la variable x tendant vers a (ou vers ±od), il arrive que u tende vers i T. -~ 11. m
et V vers ±: oo : on ne reconnaît rien, de suite, sur la valeur d'un très grand nombre de facteurs voisins de i.
On considérera encore le logarithme i^lgw de l'expression «': en
posant if = -j u = i -\- ^, a et ^ seront, dans les conditions considérées, des infiniment petits; on a d'ailleurs
Si - tend vers une limite m, m est la limite de t^Igw; celle de «*'
est ^"*. Si 2 tend vers + oo, t^lgw et u^ tendent vers H- oo. Si - lend vers — 00, M*' tendra vers o.
Par eiiemple, lorsque l'on regarde x comme une constante et que l'on fait croître p indéfiniment en valeur absolue, (in — ^ j lend vers e^, puisque l'on
a alors « = -> 3 = — ,°=ir. Dans les mêmes conditions, cos^ - tend vers c
On a dans ce dernier cas
. . aa?
a =: - , a= — 2sin* — » -î- = > lim-=o.
p ip % % a
EXERCICES
Calculer avec cinq décimales exactes y
^4. Montrer que Ton a
7lg.-3lg5 = lg(,H-.^)
ft se servir de cette formule pour calculer le premier membre avec sept décimales exacles.
21^5. Calculer lg2 avec cinq décimales exactes au moyen de la formule
lff'2 = 3 Iff V H- Ig -^ Ifi: -.
et de la formule (2) du n" 226.
^. Si 2 est un nombre plus petit que i, la somme de la série
est une fonction de x continue dans tout intervalle. On s'appuiera sur ce que la série
où a est un nombre positif et a' la Valeur absolue de a, est toujours convergente.
^7. En désignant par n un nombre naturel, on a
Ig/l— 2lg(/H-l)-h lg(/i -+-2)
(rt-hl)* 2(/H-l)* "' />(/l-hl)*^
montrer que cette expression est plus petite que lo*-* quand n est égal ou «apérieur à 1000.
Utiliser ce résultat afin d'expliquer que, dans les tables de logarithmes, les différences varient peu tout en diminuant.
â.38. En désignant par n un nombre naturel et en posant
"'*" (n-f-3)(/i-hi)»-Hn(/i-h2)»' on a
lg(rt-H3) — 3 lg(/i -h 2)-h3 lg(/i-hi) — Ig/i
Un U\ U\
montrer que Un diminue quand n augmente. Evaluer grossièrement Tordre de grandeur de la quantité
lg(/i-h3)— 31g(n-ha)-h3 1g(/i-hi)— Ig/i — 2M,i,
quand n est égal à lo, ou à loo.
*239. Si a et (f sont de même signe, on a
a6o CHAPITRK \1V.
Si X est compris entre et — > on a
î'«j;^ = tang. J + i tang'f + itang>« J +.
Montrer que. lorsque x est positif et plus petit que —y la fonction
Ig 1 tang* — est positive et plus petite que lang* — . Lorsque x est
compris entre o et —> elle reste inférieure à lo-'.
Si X est compris entre o et — j on a
ilgtanga? = tang^ar--^W i tangWa?— j\-+- i tang*(ar - Jj+....
2il. Déterminer les nombres a, ^ de manière que la série dont le /i'*"* terme
est c" — « — — soit convergente.
242. Déterminer les nombres a, p, y de manière que le développement de
oix -h Bar'
i— arc tanf j",
suivant les puissances entières de x, commence par un terme en x'\ \^ nombres étant ainsi déterminés, on demande d'évaluer le premier chiffre
significatif de la différence précédente pour x = tang— = 2 — /3.
243. Déterminer les nombres a, p, 7 de manière que le développement de a log(i -¥■ x)->r p log(i — x)-\- Y arc tang^ — x^ suivant les puissances entières de x commence par un terme en x'^.
244. Déterminer les nombres a, p, a', ^' de manière que le déveioppeœ«t de
(a?*-!- OLX H- ^)e^ — a:'—- ol' x — p'
suivant les puissances entières de x commence par un terme en x*. Montrer
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que ron a alors
X- -4- ol'x -4- I
a:' -h a X H- ^ en désignant par x' la valeur absolue de x.
245. Si Ton prend les dérivées /i'*™' des deu\ membres de l'égalité
gXip-« -1 — ( I H 1 1- . . . H r-"-^*
I 1.2 \ .1. . .nj
I ar x'^-^P
1.2. . .(/i -hi) 1.2. . .(n -h A) ' 1.2. . .(an -h/? -h I) on arrive à une égalité de la forme
où P/t(ar) et Qn(^) sont des polynômes en x et où Srt(ar) est une série entière en X. à coefficients positifs, toujours convergente.
Trouver l'expression explicite des polynômes ^n{^) d Qn(^); montrer que Ton a Prt(a?)= Q„(a7), que les coefficients des polynômes P»(a7) et Qn(a?) sont entiers; que la somme de la série S,i(a7) est moindre en valeur absolue que e^', en désignant par 07' la valeur absolue de x\ que, si l'on donne à x une valeur fixe quelconque, la quantité «*Qrt(^)~ P/i(^) ^-^^à vers o quand /i augmente indéfiniment; cette même quantité est positive pour x positif. Déduire de là que toutes les puissances entières de e sont des nombres irrationnels.
Évaluer le premier chilîre significatif de la différence
réduite en fraction décimale, pour a? = i, pour 37=-. Vérifier l'identité
246. Soient a et 6 deux nombres tels que le rapport r ne soit pas un
nombre entier néeatif; la série dont le /i'*"* terme est r est, comme on
" na -h o
le sait, divergente. Déterminer le nombre a de manière que la série dont
le /i'*"* terme est r — soit convergente.
na -h o n
26a CHAPITRE XIV.
Montrer que l'expression
I I I \en
tend vers une limite quand n augmente indéfiniment.
247. Soit Sa la somme des n premiers termes de la série divergente
III I
Montrer que, lorsque/) et n sont des nombres naturels très grands, la quantité
Sj^ S^ Srt diffère peu de lga~h - 'gl/ — •
On peut faire croître /> et n de façon que la quantité précédente tende vers la limite que Ton veut.
Déduire des résultats précédents que la série convergente
a pour somme lg2 et qu'on peut en ranger les termes de manière à obtenir soit une série convergente dont la somme est tel nombre que Ton veut, «oit encore une série divergente.
248. Si dans Tintervalle (a, b) la fonction f(x) admet des dérivées jusqu'au troisième ordre, on peut écrire
en désignant par a un nombre compris entre a et 6. Raisonnement analogue à celui du n° 222. Si Ton pose
on constate que la fonction ^{x), nulle pour ar = 6, s'annule pour ar = <i,
ainsi que sa dérivée première et sa dérivée seconde. Celle-ci est égale à
X — a ; — [A -i-f^isr)]; elle doit s'annuler pour une valeur de x comprime
entre a et b; d'où la conclusion.
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249. Si dans Tintervalle (a, b) la (onction /(^) admet des dérivées jusqu'au cinquième ordre, on peut écrire
9 étant un nombre compris entre a et b, ^'iO. Dans les mêmes conditions, on a
2 étant encore compris entre a ci b (^).
iHi. Si dans Tintervalle (a — h, a -h h) la fonction /(.r) admet des dérivées première et seconde, on peut écrire
6 étant un nombre compris entre o et i.
25i. Si les fonctions y(a?), g{x), h{x) admettent des dérivées première et seconde dans un intervalle comprenant les nombres a, 6, c, on a
en désignant par p, y ^^^ nombres compris entre le plus grand et le plus petit des nombres (a, 6, c).
433. Quel que soit le nombre positif/?, la série donl le (/i — i}*^"* terme est {\^n)-P est divergente.
±*>4. Les équations dilTérenlielles
< ' ; Relativement aux exercices 248, 249, 250, voyez n« 331.
OÙ M et p désignent des fonctions de x et a\ p' leurs dérivées, sont vérifiées quand on y remplace m et p par sina? et cosar. Montrer que, si a et p «ioni de« fondions qui vérifient ces équations différentielles, m' h- p* est constaal. Si, en outre, pour 0^ = 0, la fonction a est nulle et la fonction c égale à 1, on a nécessairement u = sin^r, v =■ cosx.
En supposant que les fonctions sino? et cos:i? soient développables en séries entières en x^ montrer comment on peut, en s'appuyant sur les résultats pr»*cédents, déterminer les coefficients de ces séries. Montrer que les séries trouvées ont bien pour sommes respectives sinx et cosj^.
Limites, pour x = o, de
x — ^\ï\x I — cosr sina: (i-na*)' — e
(c*— i)*' chx — I sin*^* ' X
{1-^ x) — (i — x)e' a- — sin.r r-i- -|
i L— '. — , , sinarlffa:, x^*^'\ e -• tansa^:
sh»^? tanga- — j- ^ *
dans les trois dernières, on suppose que x tend vers o par \aleurs positives. Limite pour a? = -f de
Ig tangap — tang ( ^ — t ) tang»/a-— -^j
256. Quelque petit que soit le nombre positif e, on peut trouver des valeurs de X positives et moindres que s telles que la fonction
X ' soit aussi petite ou aussi grande que Ton voudra.
257. Si l'on convient d'attribuer à la fonction e •**' la valeur o pour a: = o, celte fonction est continue et admet des dérivées de tous les ordres; montrer que ces dérivées sont toutes nulles pour x = o. Cette fonction peut-elle être développée en une série entière en a??
258. Si a, ^, ..., X sont des nombres différents, il ne peut pas y avoir de polynômes (en a*), A, B, .... L tels que l'on ait, pour toutes les valeurs de x,
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259. Il n'y a pas de polynôme en x^ y qui devienne nul quel que soit x^ quand on y remplace y par e^. Il n'y a pas de polynôme en a?, y qui devienne nul, quelle que soit la valeur positive de x, quand on v remplace y par Ig^.
i60. On considère, sur un cercle de centre O et de rayon i, un point fixe A et un point variable M : on prendra pour infiniment petit principal l'arc AM = x. Évaluer la partie principale des infiniment petits
PM, AM, AT, PA, Al, MT, AT - a, a — AM, AI H- IM — AM, AÏH-AM — 3?» aire AIM.
P est la projection du point M sur OA, T et 1 sont les intersections de la tangente en A avec le rayon OM et la tangente en M.
Quelle est la limite, quand x tend vers -h », de
x \\ x'^ -H sfx^ -H I — x y/'x ) ?
S62. En désignant par ai, 6|, C], ..., a„, b„, c„ des constantes, parmi lesquelles on suppose que ai, «j, ..., an sont positifs, on demande de déterminer des nombres a, ^ tels que l'expression
/rttx*-i- ib\X -\- C| -+-/ajj'--f- i^ja: -f- Cj-h. . ^
-h y/ Un X^^lbnX -hC„ — tx — ^
tende vers o quand x tend vers h- ao. Les constantes a, p étant ainsi déterminées, quel est le signe de l'expression précédente pour de grandes valeurs dftx1
APPLICATIONS A L'ÉTUDE D'UNE FONCTION, A LA SÉPARATION ET AU CALCUL DES RACINES D'UNE ÉQUATION.
§ i. — ÉTUDE DE LA VARIATION D'UNE FONCTION DONNÉE.
218. Quand on veut étudier la variation d'une fonction /(j^)? donnée explicitement, la première chose à faire est de déterminer les intervalles dans lesquels la fonction est réelle et continue.
Si, en particulier, l'expression de la fonction contient des radicaux d'indice pair, des logarithmes, etc., on n'oubliera pas que les quantités dont on a à extraire la racine, ou à prendre le logarithme, doivent être positives. Les valeurs de x pour lesquelles la fonction cesse d'exister, et celles pour lesquelles elle est discontinue seront des bornes des intervalles que Ton aura à considérer.
Toutes ces valeurs de x doivent être rangées par ordre de grandeur.
On étudiera ensuite le signe de la dérivée, en se bornant aux valeurs de x qui appartiennent aux intervalles où la fonction existe : on notera les valeurs particulières pour lesquelles cette dérivée est discontinue ou infinie ('). On cherchera ensuite les valeurs pour lesquelles elle s'annule, parce que, si elle est continue, elle ne peut changer de signe qu'en s'annulant; on retiendra celles de ces valeurs pour lesquelles elle change effectivement de signe. Parmi les valeurs de x^ telles que la dérivée soit discontinue ou n'existe pas, valeurs
(*) A proprement parler, elle n'existe pas quand on dit quVIle est infinie.
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que je suppose isolées et en nombre fini, c'est aussi celles pour lesquelles la dérivée change de signe qu'il faut conserver. Toutes les valeurs de x ainsi conservées, rangées par ordre de grandeur, sont intercalées dans le tableau primitif. Le champ de variation de la variable X est ainsi décomposé en intervalles partiels tels que, à V intérieur de chacun d'eux, la fonction soit continue, et que sa dérivée ait un signe constant.
Les bornes de ces intervalles sont les valeurs de j: où la fonction
cesse d'exister, où elle est discontinue, où la dérivée change de signe.
Pour simplifier le langage, je conserve le nom A^ intervalle à des
symboles tels que ( — oo, a), (P, -f-oo) qui désignent l'ensemble des
nombres inférieurs où égaux à a, supérieurs ou égaux à ^.
Il suffit d'étudier comment la fonction varie dans chacun des intervalles partiels ainsi formés. Considérons l'un de ces intervalles; à rintérieur, la fonction est toujours croissante ou toujours décroissante : on sait distinguer les deux cas par le signe de la dérivée ou, lorsque la fonction est continue dans tout l'intervalle, y compris les bornes, par les valeurs qu'elle prend pour ces bornes. S'il y a, à l'intérieur de l'intervalle une valeur pour laquelle la dérivée n'existe pas, il n'y a pas, pour ce qui concerne le sens de la variation de la fonction, à s'en préoccuper.
On a ensuite à porter l'attention sur les bornes. Lorsque x s'approche indéfiniment d'une de ces bornes, la fonction, qui, dans l'intervalle, varie toujours dans le même sens, ou bien tend vers une limite, ou bien tend vers -+- xi ou vers — a?. On sera certainement dans le premier cas si la fonction est continue pour la borne que l'on étudie : les deux autres cas se reconnaîtront sur l'expression donnée; d'ailleurs, s'il s'agit, par exemple, de la borne supérieure et si la fonction ne tend pas vers une limite, elle tend évidemment vers -h oo si elle est croissante, vers — oo si elle est décroissante; c'est l'inverse quand il s'agit de la borne inférieure. Des remarques analogues s'appliquent encore lorsque x tend vers -h oo ou >ers — oo.
H n'y a rien de plus à dire si la borne considérée limite un intervalle au delà duquel, ou en deçà duquel la fonction cesse d'exister.
Supposons que la borne considérée, que j'appellerai 6, sépare deux intervalles où la fonction existe : b est la borne supérieure d'un premier intervalle, la borne inférieure d'un second intervalle. Si la fonction est continue pour x = b, c'est que, d'après la façon dont on a
formé les intervalles, la dérivée change de signe pour x= b soilen s'annulant, soit en devenant discontinue ou infinie (*).
Lorsque x traverse la valeur b en croissant, la dérivée peut passer du positif au négatif ou du négatif au positif; dans le premier cas, la fonction est croissante pour les valeurs de x inférieures à è, elle est décroissante pour les valeurs de x plus grandes que b ; lorsque x traverse la valeur 6, la fonction cesse de croître pour décroître ensuite : elle passe par un maximum ; si, au contraire, la dérivée passe du négatif au positif, la fonction, pour x = b^ cesse de décroître pour croître; elle passe par un minimum. On aura à calculer la valeur de ce maximum ou de ce minimum.
Lorsque la fonction est discontinue pour x = 6, on a à reconnaître si, quand x croît et traverse la valeur 6, la fonction passe de -f-x à — oc, de — X à -h 30 ; si, tout en devenant infinie pour x = b. elle garde son signe; si elle passe brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie, d'une valeur finie à ±: oo, ou bien de iti x à une valeur finie, quand on passe d'un intervalle à l'autre.
Il peut d'ailleurs arriver que l'expression même de la fonction devienne illusoire pour certaines valeurs de la variable. On a enfin à reconnaître comment elle se comporte pour j? = dz x. J'ai indiqué, à la fin du Chapitre précédent, la marche à suivre pour lever les difticultés de cette nature.
Il sera toujours bon de résumer dans un graphique l'étude de la variation d'une fonction, soit qu'on représente, au fur et à mesure, la variation de la fonction par un trait de courbe, dans chaque intervalle dont on a fait l'étude, soit qu'on ne construise la courbe qu'après avoir terminé l'élude analytique.
Relativement à ce graphique, les valeurs de la variable qui rendent la dérivée nulle, infinie, discontinue, sans que, pour cela, la déri>ée change de signe, et qui ne figurent pas comme bornes des intervalles que j'ai décrits plus haut, ne sont pas sans intérêt. Si la dérivée s'annule pour x = Xqj c'est que la tangente au point d'abscisse Xo est parallèle à l'axe des x] si elle s'annule sans changer de signe, c'est que la fonction continue de croître ou de décroître; le
(' ) On est dans le premier cas si la dérivée est cunlinne ; la fonction y = x fournil, pour X = Oj un exemple du second cas.
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trait de courbe traverse la tangente au point d'abscisse Xo, qui est un point ^inflexion {fig* 745 75).
Fig. 74.
Fig. 75.
Examinons maintenant le cas où la dérivée devient infînie sans que la fonction soit discontinue, et supposons d'abord qu'il s'agisse de la borne d'un intervalle (a, è), par exemple de la borne inférieure a. En disant que la dérivée f'{x) de la fonction /(x) devient infinie pour jT = a^ on entend que la fonction /'(a?) devient infiniment grande <|uand X s'approche de a par valeurs plus grandes que a : il importe
de remarquer que, dans ce cas, le rapport -^ — = est lui-
niéiTie infiniment grand quand h tend vers o par valeurs positives; ce rapport, en efl'et, en vertu du théorème du n" 215, dont la démonstration ne suppose pas l'existence de la dérivée pour j; = a, est égal à y^(a -f- 6/i), 6 étant compris entre o et 1 ; or, par hypothèse, cette expression est infiniment grande, quand k est infiniment petit. Cela revient à dire que la droite qui joint le point de la courbe dont les coordonnées sont a, f{u) au point voisin, dont les coordonnées sont Cl -{- li^ f{a-\- h)^ tend à devenir parallèle à Taxe des y^ ou encore que la tangente à la courbe, au premier point, est parallèle à cet axe.
Supposons maintenant que, pour x = Xo% la fonctiony(j:") soit continue, mais que la dérivée soit infinie, sans changer de signe; on verra comme tout à l'heure que, au point d'abscisse Xo, la tangente est parallèle à Taxe des y et que la courbe traverse sa tangente en ce point, qui est un point d'inflexion.
Enfin, supposons que, pour x :^ Xq, il y ait une dérivée à droite et une dérivée à gauche, et que ces deux dérivées soient différentes; la courbe présentera, au point correspondant, un point anguleux (n*»207).
249. La méthode précédente, toutes les fois qu'on peut décomposer l'intervalle ou les intervalles dans lesquels la fonction est définie en intervalles partiels où la dérivée garde un signe constant, permet de se rendre compte du sens dans lequel la fonction varie.
La formule de Taylor (n" 232) et, plus généralement, les expressions approchées que Ton a appris à former dans le Chapitre précédent permettent d'obtenir des renseignements plus précis pour ce qui concerne Pallure de la fonction aux environs d'une valeur a de la variable. Supposons, par exemple, qu'on soit dans le cas où la formule deTaj'lor est applicable, de sorte que, en posant x = a ^ h, h fonction y*(x) se mette sous la forme
H r'^Ua)^ îi- /(«+«>(« -+-eA),
i.>.. ../!•' ' i.2...(/i -t-n*' ou
. I.'i.. ./l - ^ I.A.. .(/I-HI)'' ^ ^
0 étant un nombre compris entre o et i ; je suppose que la dérivée y(//-f-i)^j,j est bornée aux environs de a. Je suppose en outre que les coefficients de A, A^, ..., A" ne sont pas tous nuls. Dans ces conditions, le premier des termes en A, A^, . .., A" qui n'est pas nul, fait connaître dans quel sens la fonction varie. On reconnaît en particulier que, si la première des dérivées qui ne s'annule pas pour x= ^ est d'ordre impair, la fonction est croissante ou décroissante pour X =^ a suivant que cette dérivée est positive ou négative, que cette fonction passe, pour j? = a, par un minimum ou un maximum si la première dérivée qui ne s'annule pas est d'ordre pair, suivant que cette dérivée est positive ou négative.
Racines multiples. — Les formules (i) ou (2), par leur analogie même avec les formules qui se rapportent aux polynômes, invitent à généraliser la notion de racine mulliple et d^ ordre de multiplicité.
En conservant toujours les mêmes hypothèses, supposons que a soit une racine de l'équation /(x) = o, en sorte que /(a) soit nul.
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Supposons, en outre, que les dérivées f'ioc)^ /'^{^')i •■•? /^^~*^{^) s'annulent pour :f =: ^, et que la dérivée f^P^ (x) ne s'annule pas pour X = a^ p étant inférieur ou égal à //; il sera tout naturel de dire que a est une racine d'ordre de multiplicité/? de la fonctiony(:r).
Ainsi, pour parler de Tordre de multiplicité d'une racine a de l'équation f{x)^ il faut, d'une part, que la formule de Tajior soit applicable pour les valeurs x = a -f- A suffisamment voisines de a et qu'on puisse pousser le développement assez loin pour que l'ordre du terme complémentaire dépasse l'ordre de la première dérivée qui n'est pas nulle pour x = a, ce terme complémentaire étant borné aux environs de a. Ces conditions seront vérifiées sûrement si la fonction fia -f- A) est développable en une série entière en h.
Par exemple o est une racine double pour l'équation i — cos a? = o, c'est une racine triple pour l'équation
comme le lecteur le reconnaîtra sans peine.
Il peut très bien arriver qu'on ne puisse pas attribuer un ordre entier à une racine d'une équation; tel serait le cas pour les équations ^x = o, j — = o qui doivent être regardées comme admettant la racme o.
Si a est une racine multiple d'ordre /> de l'équation /(a? ) = o, on peut écrire, en vertu de la formule (2),
f(x)^(x — a)ng{x),
g(J^) étant une fonction de x^ continue pour :r = a, qui, lorsque X tend vers a, s'approche indéfiniment de la quantité non nulle
Si a est une racine d'ordre de multiplicité p^ la courbe qui représente la fonction traverse, ou non, l'axe des .r au point d'abscisse a, suivant que p est impair ou pair.
Concavité, convexité, points d'inflexion. — Après cette digression, revenons à l'étude, dans le cas général, de lu fonction f{x) pour les
valeurs de x voisines de a, en supposant toujours que les formules (1) ou (2) s'appliquent dans les conditions que Ton a dites. Désignons par A le point d'abscisse a situé sur la courbe qui représente la fonction.
La courbe qui a pour équation
est très voisine, aux environs de A, de la courbe qui représente la fonctionj^ = /(a:), d'autant plus voisine, en général, que p est plus grand. En particulier, la droite ayant pour équation'
est la tangente en A à cette courbe ; la différence entre les ordonnées des points de la courbe et de la tangente qui ont même abscisses esl
ou, si l'on préfère,
cette différence, qui s'annule pour A = o, (^ = «r), est un infiniuienl petit du second ordre, quand on prend h pour infiniment petit principal, et que f" {a) n'est pas nul. Elle est, en supposant que h soit suffisamment petit en valeur absolue, positive ou négative suivant que le nombre y"(a) est lui-même positif ou négatif; dans le premier cas, la courbe est au-dessus de la tangente, aux environs du point A, et l'on dit que, en ce point, la courbe tourne sa concavité vers les v positifs y ou vers le haut, qu'elle tourne sa convexité vers les v négatifs ou vers le bas; dans le second cas, la courbe est au-dessoii> de la tangente, et l'on dit qu'elle tourne sa convexité vers \es y positifs, ou vers le haut, qu'elle tourne sa concavité vers les y négatifs, ou vers le bas.
Si l'on a f"{x) > o pour toutes les valeurs de x qui appartiennent
APPLICATIONS A l'ÉTUDE D'UNE FONCTION, ETC. '273
à rinlervalle (a, P), la concavité sera tournée vers le haut sur tout l'arc de courbe correspondant à cet intervalle : il est à remarquer que, dans ce cas, la pente /'(x) de la tangente à la courbe va en croissant
Fi g. 76.
avec X] ce serait le contraire si l'on avait /"(.r) < o dans l'intervalle (a, j3). Il est clair, sur la figure, que, dans le premier cas. Tare de courbe est au-dessous de la corde qui joint ses extrémités, qu'elle est au-dessus dans le second cas, je laisse au lecteur le soin de démontrer analytiquement qu'il en est ainsi.
Si /"(a) est nul sans que /"^(a) le soit, on voit que, au point A, la courbe traverse sa tangente, et que la difl'érence entre l'ordonnée de la courbe et celle de la tangente est un infiniment petit du troisième ordre. On dit alors que le point A est nn point d'inflexion; si
l'on a y"' (a) >> o, la fonction f"{x) est croissante pour x= a, elle est donc négative pour les valeurs de x un peu plus petites que a, positive pour les valeurs de x un peu plus grandes que a : les mêmes conclusions ressortent de la formule
274 CHAPITRK XV.
on voit que, lorsque x croît et traverse la valeur ûf, la courbe qui, pour les valeurs de x un peu plus petites que a, tournait sa convexilé vers le haut, tourne sa concavité vers le haut lorsque x est un peu plus grand que a\ en un point d^inflexion, la convexité change de sens. Il est à peine utile de dire que, si f" {a) est négatif, la courbe tourne d'abord sa concavité vers le haut, puis sa convexité.
Si f"{o), f'"{a), ... étaient nuls, c'est la première dérivée non nulle qui indiquerait, par son signe, lorsqu'elle est d'ordre pair, si la courbe est au-dessus ou au-dessous de la tangente en A, et, lorsqu'elle est d'ordre impair, si la courbe est d'abord concave ou convexe : lorsque cette dérivée est d'ordre impair^ il y a inflexion.
Si, plus généralement, on considère la courbe dont l'équation est
la diflerence entre l'ordonnée de la courbe dont l'équation est r =/(x) et de la courbe approchée, est
En supposant f^P^^^{à) différent de o, on voit que cette différence, qui est un infiniment petit d'ordre p -h i lorsqu'on regarde A ou x — a comme l'infiniment petit principal, change de signe ou ne change pa;» de signe, avec A, suivant que/? est pair ou impair; les deux courbes, qui sont tangentes dans les deux cas, se traversent en A, dans le premier cas, ne se traversent pas dans le second. On dit qu'elles ont un contact du z?'*""^ ordre (*).
On a supposé, dans ce qui précède, que la formule de Tajlor était
(') D'une façon générale, si les deux fonctions f{x) et <p(x) sont égales pour X = a, ainsi que leurs dérivées premières, secondes, ..., /?'*■••, et si leurs dérivée* (/> + i )'*"*'• sont distinctes, on dit que les deux courbes dont les équations sont y — f{x )^ y = ^{x), qui ont un point commun A, d'abscisse a, ont en ce point un contact du /?•*•"" ordre; ainsi elles ont un contact simple si l'on a
<p(a) = /(a), cp'(a) =/'(a), ^"{a) ^^fia).
Elles se traversent ou ne se traversent pas en A, suivant que p est pair ou impair, comme on le voit de suite en formant la différence des ordonnées de ces deux courbe» qui répondent à une même abscisse. Cette différence est un infîniment petit du (/j-hi)»*"* ordre quand on prend x — a pour infiniment petit principal.
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applicable à la fonction f{x) pour les valeurs de x voisines de a. S'il en est autrement, on cherchera, comme on Ta expliqué dans le Chapitre précédent, à se procurer quelque autre formule d'approximation qui pourra mettre en évidence soit la continuité de la fonction, pour j? = <7, lorsqu'on lui attribue sa vraie valeur, soit quelque discontinuité : le cas de discontinuité le plus simple est celui où la courbe est asymptote à la parallèle à Taxe des y dont l'équation est jc = rt; elle peut d'ailleurs être asymptote en haut et en bas, en haut seulement, ou en bas seulement, des deux côtés ou d'un coté seulement. On aura à étudier comment la fonction se comporte quand x s'approche de a par valeurs plus petites, ou par valeurs plus {grandes que a. Les formules d'approximation, quand on en a, fournissent des courbes, d'équations plus simples que la courbe proposée, qui en sont très voisines quand x est voisin de a.
Asymptotes. — Il y aura lieu, en particulier, lorsque la fonction /(.r) est définie pour les grandes valeurs absolues de x^ d'étudier comment la fonction se comporte pour ces valeurs; on pourra poser u:= -7, et étudier la fonction /( — ) pour x' voisin de o. 11 peut
arriver que la fonction /( — ) puisse être développée suivant les puissances croissantes de x', et que le développement commence par un polynôme en — ; cela revient à dire que la fonction /(j?) est susceptible, lorsque x est suffisamment grand en valeur absolue, d'être mise sous la forme
fix) = AoX^»-h A, a""-» -h... -h X„i-hai ha^—- -h. ..,
en sorte que la fonction, lorsque x est infiniment grand, diflere infiniment peu du polynôme AoX'"-{- \i x'""* -{-... H- A|„; la courbe définie par l'équation j' = A© J?"* -{- A, j?"*"' -}-. . .H- A;,, est asymptote à la courbe définie par l'équation ^ =y(x) ; si, en particulier, m est
é^^aA à I, on a affaire à une asymptote rectiligne.
Considérons, par exemple, la fonction^ = (a^ 4- ^) e^; on pourra écrire
= aa? H- a -h ,3 -H [ - -+- ? ] - -h ... ;
la courbe est asymptote à la droite doiitl'équatioiiesty = ax-h-a-}-3; lorsque x tend vers 4- 00, elle est au-dessu<î ou au-dessous de son
asymptote suivant que — h ^ est positif ou négatif; c'est l'inverse quand x tend vers — 00 ; si — h ^ était nul, on devrait recourir au terme en—;» etc.
On trouvera dans le numéro suivant divers exemples où les méthodes et les notions qui précèdent seront appliquées à l'élude de la variation d'une fonction donnée f{x)- On verra, en particulier, que cette étude fournit des renseignements précieux sur les racines de l'équation f(x) = o^ ou de l'équation plus générale f[x) = A. A désignant une constante donnée. A. cet égard, on utilisera fréquemment la proposition suivante ; si dans l'intervalle (a, b) la dérivée f'{x) garde un signe constant, la fonction /(j:), étant constammenl croissante ou constamment décroissante lorsque x croit de a à é, prend une fois seulement chacune des valeurs intermédiaires à /(a) età/(6), et n'en prend pas d'autres, en sorte que l'équation /(j:)=o admet une racine et une seule, comprise entre a et è si /"(a) el /(6) sont de signes contraires et n'en admettra pas si /(o) et f{b) sont de même signe. Il est entendu que la fonction f{x) est supposée continue dans l'intervalle (a, 6). On reviendra d'ailleurs un peu plus tard sur cette proposition.
On dit qu'une racine de l'équation f(^x) = o est séparée lorsque l'on connaît deux nombres a, p qui comprennent cette racine et qui ne comprennent que celle-là. Séparer les racines de l'équation /(x) = 0, c'est séparer chacune de ses racines, l'enfermer dans un intervalle (a, p) qui ne contienne pas d'autre racine que celle-là, La séparation des racines d'une équation numérique /(x) = o est le premier pas à faire pour la résolution de cette équation. Elle est liée, comme on le verra suffisamment sur les exemples, à l'étude de la variation de la fonction /(x).
2o0. Je vais appliquer les méthodes précédentes à quelques exemples.
Relativement aux graphiques qui représentent une fonction y = /(x)^ dont les coefficients sont numériques, je crois devoir faire l'observation suivante :
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Eq parlant d'axes coordonnés, j'ai toujours supposé que l'unité de longueur était choisie en même temps que les axes; toutefois, on peut désirer faire le dessina une autre échelle, le faire en choisissant pour uQÎté de longueur un segment de droite qui, avec l'ancienne unité, serait mesuré par le nombre a. On pourra conserver l'ancienne unité de longueur, quitte à remplacer l'équation^ :±=/(j7) par l'équation - =y[- j. Toutes les courbes que l'on obtient ainsi, en faisant
varier a, sont évidemment homothétiques entre elles, par rapport à l'origine.
Considérons la fonction y=zx^-\-px-\-q\ on en simplifiera l'étude en supprimant le terme constant q qui n'influe pas sur le sens delà variation; on va donc étudier la fonction^ = x' H- /?J7, ou la courbe qui représente cette fonction; la recherche des racines de l'équation x^-\-px-\-q=zo revient évidemment à la recherche des abscisses des points d'intersection de cette courbe et de la droite dont Téquation est ^ = — q.
Les dérivées première et seconde Ae y =z x^ -\- px sont respectivement j^= Sx* 4-/?, y = 6a:.
La fonction j^ = j:' -h />x est impaire; la courbe qui la représente est symétrique par rapport à l'origine. Elle passe par cette origine; la tangente en ce point a pour équation y=/?x; la courbe est au-dessus de sa tangente pour x > o^ au-dessous pour x <io\ l'origine est un point d'inflexion; la courbe tourne sa concavité vers le haut quand x est positif, vers le bas quand x est négatif.
Relativement au signe de ^ il y a lieu de distinguer trois cas : /^ > o, /> = o, /? < o.
Dans le premier cas, la dérivée est constamment positive, la fonction j^ constamment croissante ; elle croît de — oo à -+- ûo quand x croît <le — X à -H 00; elle atteint une fois et une seule fois la valeur — y, pour une valeur positive ou une valeur négative de x^ suivant que q est négatif ou positif. En d'autres termes, l'équation x^ + px -h gr = o admet une racine, et une seule, de signe contraire à q. On reconnaît
aisément que la valeur absolue de cette racine est inférieure à - • ^ \p\
II n'y a presque rien à changer dans le cas où p est nul; seulement la tangente à l'origine est l'axe des x\ la racine unique de l'équation JT* -hpx -i- q =zo est alors y/ — q. Supposons maintenant que p soit
négatif. La dérivée s'annule pour x = — 1/ — ^ et x = on voit de suite que y croit lorsque x croit de — x à -
décroît quand x croit de — l/— Ç à l/— ^ ^ croit lorsque x cnùl de cette dernière valeur à 4- x); les deux racines de la dérivée correspondent Tune à un maximum, l'autre à un minimum; les valeurs de
Fig-
ce maximum et de ce minimum s'obtiennent en remplaçant j: par le^ racines de la dérivée dans x'* -h/>^, ou mieux dans le reste -..-x de la division de x^-hpx par l^x'--\-p. Le schéma ci-dessus dunne une
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idée suffisante de la courbe, qui rencontre Taxe des x aux points d'abscisse — y/ — /?, o, \J — />. Il est clair que la fonction x^-^-px atteindra une fois au moins la valeur — q\ elle l'atteindra une fois seulement si — q n'est pas compris entre les valeurs du maximum et du minimum de x^-\-px^ c'est-à-dire si la valeur absolue de q n'est pas inférieure à la valeur absolue des deux nombres symétriques
que l'on obtient en remplaçant a; par ± l/ — ^ dans -i^x, ou encore si Ton n'a pas
q^ < (^)* (- 5) ou 4^»+ .27^î< o.
La racine unique de x'^-i- px -+- q est du si^ne de — q.
Dans le cas ou 4/>'4- '^77^ est nul, — q est égal soit au minimum, soit au maximum de x^-^px; l'équation x^-^px^q=:o a une racine (double) commune avec l'équation dérivée 3x'^-\-p = o; cette
racine double s'obtient en égalant à o le reste ^x -h 7 de la division
dex^-^px -h q par 3x'--\-p', elle est égale à — ^-î»
Lorsque l'on a ip^-\- 2'j q'^ <C o, l'équation a trois racines réelles : une dans chacun des intervalles de la suite
Chaque racine est donc séparée.
La condition 4/^' H- ^7q^< <> implique /> -< o; elle est dans la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation x^ -\- px -f- gr = o ail ses trois racines réelles et distinctes.
(Considérons la fonction ^ = c*-^sina:, où je supposerai a positif : cette fonction est toujours du même signe que sin:r, s'annule pour toutes les valeurs de T de In forme /itt, où n est un nombre entier, est positive dans Tinlervalie |amc, (2/1 -f- 1)?:], néjçative dans l'intervalle [('2/1 — 1)1:, xmz]. La dérivée de y est ^'= r*-' ( a sinx-h cosa:); elle s'annule pour l'angle — 10,
i'ompris entre o et — -> dont la tangente est > et pour tous les angles
n-r: — u>; dans chacun des intervalles où ^ est positif, il y a un maximum; il y a un minimum, dans chacun des intervalles où y est négatif; les valeurs des manima et des minima sont données par la forniule
(__ j^/i-»-igautii-w.i sinui.
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Ces valeurs deviennent très grandes dès que le nombre mz devient un peu grand, en supposant n positif. Au contraire quand n est négatif, et que/ia est grand en valeur absolue, la valeur du maximum ou du minimum s'écarte très peu de o. La courbe qui représente la fonction présente une infinité d oscillations très inégales en hauteur; elle s'éloigne beaucoup de Taxe des t H'uo côté, tout en le traversant toujours aux points d'abscisse égale à me, de l'autre côté, elle s'aplatit de façon à se confondre avec lui. Je laisse au lecteur le soin de la construire, et de déterminer les points d'inflexion.
La fonction y = e*" /.r*-i- ix n'est réelle que dans les intervalles (— », — 2). (o, -f-00); sa dérivée est
xy/x'^-
il n'y a pas lieu de considérer la racine — /î; on reconnaît de suite que la fonction est décroissante dans l'intervalle {— 00,-2), dans rinterxallc (o, /iet qu'elle est croissante dans l'intervalle (/a, -h 00). /^ correspond à un minimum dont la valeur est
a = é^^\i -+-'2/2 = 4,78 environ.
Lorsqu'on veut se borner à un dessin, même assez précis, il suffit de faire les calculs assez grossièrement, par exemple, avec des tables de logarithmes (vulgaires) et d'antilogarithmes à quatre décimales; on aura ainsi
loga= — 4-llog 4,8284 (M = loge),
IVl I M
log — = = logM — - log-2 = r,5273 ; — = = 0,336;,
loga= 0,6793, a = 4,778;
la valeur a = 4,78 sera d'une exactitude plus que suffisante. On a d'ailleurs
/x« -\- 'IX = 3- -h I H. . . ,
xx '
si X est positif et très grand, et
sjx'^-^ix = — /a- -h I — '- _f_. , . ) ,
si X est négatif et très grand en valeur absolue; on en conclut, en multipliant par c* = I -4-- -h _ _f_...^ que l'on a, dans le premier cas, j^ = ar-h2-H "-4-...:
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et, dans le second, y = — x — i . . . ; pour x positif, la courbe est
asymptote à la droite dont l'équation est y = x -h i, et, pour x négatif, à ia droite dont l'équation est y = — x — i; dans les deux cas elle finit certainement par être au-dessus de son asymptote. Quand x s'approche de o par valeurs positives, y devient infiniment grand,
Uquivalent à xe^'J\ la courbe est asymptote à Taxe des^, à droite, vers le
haut.
Pour a: infini, e-** est égal à i, l'autre facteur est infini,^ est infini. Quand 2r croît de —30 à — i, y décroît de -hoc à o; au point d'abscisse — 2, la tangente est parallèle à Taxe des y ; quand x croît de o à /?., y décroît de -1-00 à a, puis croit de a à -h oo quand x croît de y^'i à -h do.
Ce qui précède suffit pour construire le schéma ci-dessous qui donnera une idée suffisante de la courbe.
Examinons quelques particularités. La forme même de la courbe fait prévoir l'existence d'un point d'inflexion pour x <C. — a; la dérivée seconde est
'x{x^-¥- ix -+-2)
IX
l'abscisse du point d'inflexion est — 2 — ^2, ou à peu près — 3,4» ; l'ordonnée est environ 1,64.
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On peut se demander si la courbe rencontre ses asymptotes. On reconnaît de suite que l'équation qui donnerait les abscisses des points d'intersection a\ec l'une ou l'autre asymptote est
(ar-f- '2)*= e' {x*-h ^.x)^ ou, en supprimant la racine évidente a? = — 2,
X -h -1 = xe
pour X positif, le second membre est plus ^rand que le premier; il est en effet égal à
réquation n'a pas de racines positives. Pour chercher s'il y a des racines négatives, commençons par changer j: en — x' ; Tëquation se met sous les formes
On n'a à s'occuper que des valeurs de x' plus grandes que 2; pour ces valeurs
le second membre peut se développer en une série entière en -^» à savoir
— -1- ( — 7 j -H. . . ; il suffit de développer le premier membre pour recon-
naître qu'il est plus petit que le second.
La coui^be ne rencontre qu'une de ses asymptotes, au point d'abscisse — i. Si A est un nombre donné l'équation
n'a pas de racines quand A est négatif; elle admet une seule racine, plus petite que —2, SI A est compris entre o et a; si \ est plus grand que a, elle admet trois racines dont l'une est comprise dans l'intervalle ( — 00, — 2), une autre dans l'intervalle (o, ^2), la troisième dans l'intervalle (^2, -h ao), Dansleca* où l'on aurait A = a, /'i serait une racine double de l'équation.
La figure même donne quelques renseignements de plus sur les racines: on voit que la plus petite racine est plus grande que l'abscisse du point d'intersection des deux droites dont les équations sont
c'est-à-dire plus grande que — A — 2; de même l'abscisse de la |ilus grande
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racine est plus petite que A + 2. On peut prévoir aussi que, si A est grand, les racines de l'équation seront très voisines : une de — A — 2, une de o, la dernière de A -f- 2.
Considérons encore la fonction
on doit d'abord reconnaître le signe de la quantité dont il faut prendre le logarithme; pour x positif, cette quantité est manifestement positive; on voit même qu'elle est plus grande que 1, puisque l'on a
pour X positif, y est positif. Si, maintenant, dans la quantité 1 on
change jr en — x^ on trouve
— X "^ xe^ '
le second membre est évidemment positif : le résultat qu'on vient d'obtenir suggère l'idée de chercher s'il n'y aurait pas quelque relation simple entre les valeurs de^, yi qui correspondent à des abscisses symétriques x et — :z:; on a
X xe' XX
et, par suite, *^^ = — = -; le milieu de la droite qui joint les points de coor-
«lonnées ar, y tl — x^ yi a pour coordonnées o, {; c'est un point fixe M de l'axe des^; la courbe cherchée est symétrique par rapport à ce point; la portion de la courbe qui correspond à des abscisses négatives se déduit ainsi, par •symétrie, de celle qui correspond à des abscisses positives. Il suffit évidemment d'étudier cette dernière.
Pour ar = o, ^ se présente sous forme illusoire; on a vu au n" 247 comment ^e levait l'indétermination, et comment on pouvait développer y en série entière en Xj convergente pour les petites valeurs de :r; on trouve
Ou reconnaît que la courbe passe par le point M; la tangente en ce point
a pour équation y ■= — i ; » le point M est un point d'inflexion, puisque le
terme en .r* manque dans le développement. Gela résulte d'ailleurs de ce que
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le point M esl un centre de symétrie de la courbe, situé sur la courbe elleméine.
On peut écrire y sous la forme
pour a: positif, la quantité lg(i — «"*) est manifestement négative; on voit que^ est plus petit que i et, d'ailleurs, que^ tend vers o quand x tend vers + oo; la courbe considérée esl au-dessous de la droite dont l'équaiion esl^' = i, à laquelle elle est asymptote, vers la droite. On a
, _ I r g^( ar — n -+- 1 . g-^ — 1 1
il y a lieu d'étudier le signe de cette expression pour x positif; il retiendra au même d'étudier le signe de la fonction
cette expression est assez compliquée; on remarque toutefois que le signe i
transcendant Ig disparaîtra de la dérivée, qui ainsi sera rationnelle en x- et |
en e-', et dont on peut espérer que l'on tirera quelques renseignements sur le sens de la variation de «, et par là même sur le signe de z. Quoi qu'il en soit, |
c'est, pour le moment, sur la fonction z à^ x qu'on porte l'attention, eo ^ bornant d'ailleurs aux valeurs positives de la variable; on trouve par un calcul facile
le numérateur est le produit des deux facteurs
u = c'' — 1 — are*, p = e^" — i-hrre*,
dont le second est manifestement positif, pour x>o; quant au premier, sa dérivée est
r;T = eî(.î-.-f);
le second facteur est positif, on a vu en elTet, plus haut, que e'--i — x était positif pour x y> a. Ainsi u' est positif; u est donc croissant quand x est positif; u. est nul pour jr = o, il est positif pour x > o; par conséquent, s' est toujours positif, z est croissant pour a? > o. Pour x = o^ z se présente sous une forme illusoire: on reconnaît sans peine que sa vraie valeur est o; il suit de là que z est positif pour 37 > o; il en est de même de r': donc, lorsque x
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croît de o à H- 00, ^ croît à partir de i, en s'approchant indéfinimeiit de i ; ces renseignements suffisent à construire la courbe qui représente la fonction proposée; je laisse ce soin au lecteur. Celui-ci reconnaîtra sans peine que l'équation
- Ig = A
n'admet pas de racines, sauf dans le cas où A est compris entre — i et H-i; cette racine est de même signe que A.
Dans les exemples qui précèdent, Télude de la variation d'une fonction .f{x) a toujours conduit, de la manière la plus simple, à la séparation des racines de l'équation /*(:r) — A = o, où A est une constante donnée. Lorsque c'est surtout de la séparation des racines qu'on se préoccupe, il peut être avantageux de prendre pour A non pas précisément le terme constant de l'équation, mais bien quelque autre coefficient par rapport auquel on commence par résoudre l'équation.
Considérons, par exemple, Téquation x^ — loo^ -h i = o, qui appartient d'ailleurs à un type que l'on a étudié plus haut, mais qui frappe par ce fait qu'il y a un coefficient beaucoup plus gros que les autres; en la résolvant par
rapport à ce coefficient, on la met sous la forme loo = :r*H > et l'on voit
qu'on en obtiendra les racines en cherchant l'intersection de la courbe définie
par l'équation y = x^-\ avec la parallèle à l'axe des x dont l'équation
esi^ = joo.
Il suffira au lecteur de tracer grossièrement la courbe pour reconnaître que l'équation proposée a une racine négative, un peu plus grande que — lo, une racine positive très petite, une autre racine positive un peu plus grande que lo.
Il arrive fréquemment qu'on ait ailaire à une équation contenant un paramètre variable m, les autres coefficients étant numériques. Le nombre et la nature des racines de l'équation proposée dépendent alors de la valeur de m et c'est cette dépendance même qu'on se propose d'étudier. Il est alors en général avantageux de résoudre, lorsque cela est possible, l'équation donnée par rapport km et de la mettre ainsi sous une forme telle que/(x) = m, /(x) ayant ses coefficients purement numériques : on étudiera la fonction /(x) et l'on examinera si elle peut atteindre la valeur m ; il est à remarquer que les
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racines de l'équation /'(a) = o, qui jouent le rôle essentiel dans celte étude, ne dépendent pas de m.
Si par exemple on avait afTaire à TéquatioD
on la mettrait sous la forme
- le = m:
l'étude de celte équation a été faite un peu plus haut.
Quelquefois, au lieu de traiter directement Téquation donnée, en cherchant Tintersection avec Taxe des J7, ou avec une parallèle à cet axe, de la courbe qui représente le premier membre de celte équation, il est préférable de ramener la résolution de cette équation à la recherche de Tinlersection de deux courbes convenablement choisies, et en particulier d'une telle courbe avec une droite.
Je ne donnerai ici d'exemple que pour ce dernier cas, d'autant que l'étude de l'intersection de deux courbes suppose quelques propositions qui ne seront établies que dans le Chapitre suivant.
Considérons Téquation tang jt — «• = o. Je commence par recueillir les renseignements qui résultent de la considération du premier membre de cette équation et de sa dérivée.
Le premier membre est une fonction continue de j:* à Tintérieur d'un intervalle limité par deux multiples impairs, consécutifs, de - ; sa dérivée lang^x
est toujours positive, la fonction tangj? — x est croissante ; elle ne peut s'annuler qu'une fois dans chacun des intervalles considérés : considérons Tinter-
pelii-
valle 1(2/1 — i) - -h £, (.2/1 -h i) ^ ï 1, où e est un nombre positif très
En substituant dans l'expression tangj:* — x les deux bornes de l'intervalle, on trouve
/ TT \ ^ TZ — I , 1t
tangl rsl— (2/1 — i) £= (2/1 — I) e,
^, '1 / ^ '1 lange ^ ^2
tang ( e) — (2/i-ei) — he= (21C-+-1) — he;
° \2 / 2 tange ^ ^ 1
le premier résultat est négatif, le second est positif; il y a une racine et une
tervalle
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seule dans l'intervalle considéré, les racines sont séparées. On peut aller un peu plus loin, en substituant le nombre m:, intermédiaire entre les deux bornes de l'intervalle, le résultat est — ni:.
Supposons /i > o; il y a une racine entre it et — > une entre aie et 5— > • • •
entre m: et (in -hi)-; on obtient ainsi les racines positives; puisque la fonction tang^ — jr est impaire, à chaque racine positive correspond une racine symétrique. Enfin la racine évidente o est la seule qui soit contenue dans Tin-
Au lieu de chercher à résoudre l'équation tan^^r — x = o, on peut chercher l'intersection de la courbe qui a pour équation y = tang:r, et de la droite qui a pour équation^ = x.
De cette façon, non seulement les résultats précédents apparaîtront clairement, mais on va trouver d'autres résultats importants concernant les racines, et, si l'on se donne la peine de construire la figure avec quelque soin, sur du papier quadrillé, m\ pourra obtenir ces racines avec une certaine approximation.
La droite dont l'équation est j^ = a: n'est autre chose que la bissectrice de l'angle des coordonnées positives.
Quant à la courbe dont l'équation est y = tanga?, on observe d'abord qu'elle est symétrique par rapport à l'origine, parce que la fonction lamgx est impaire; si l'on a construit la courbe pour l'intervalle [o, ~ j» on en déduira par
svmétrie la portion de courbe qui correspond à l'intervalle ( -9 o).
La formule lang{Tz^ x) = tangar montre que les ordonnées de la courbe sont les mêmes pour les points d'abscisse x eiTZ-hx; le point de coordonnées r-f-j7, tang(T:-r x) se déduit du point de coordonnées x, tanga: par une translation parallèle à l'axe des x, égale à 77; quand on a construit la courbe
(7C 7C \ — ) - ]> en faisant subir la translation précédemment définie à cette courbe, on obtient la portion de courbe qui correspond à l'intervalle (-9 — ); par une nou\elle translation, la portion de courbe qui correspond à l'intervalle ( — > — -' )> • • ••
De même, du côté des x négatifs. La courbe totale se compose d'une infinité de branches égales à celle qu'on a commencé par construire, pour l'intervalle ( 9 -)• Cette première branche sera d'abord construite avec soin,
puis répétée à droite et à gauche. Four la construction, il sera commode de se servir d'une table de tangentes naturelles. Toutes les parallèles à Taxe des^
dont la distance à cet axe sont des multiples impairs de — sont des asymptotes.
Pour X très petit on a ^ = 37 -+- ~ h- . . .; Torigine est un point d'inflexion: pour X positif la courbe est au-dessus de sa tangente, dont l'équation est/=j.
Il suffit de jeter les yeux sur la figure pour apercevoir la disposition de
racines positives de l'équation tanga: — â? = o, on voit de suite qu'elles sont
, 3ir Sir 71c ('in-^\)Tz respectivement plus petites que — » — » ^— * • • •> ^ — - — y • - . et que, si «
est un peu grand, il doit y avoir une racine très voisine de (2/1-4-1) --^i
l'on représente cette racine par {in-^x) e, e étant positif et petit, on
doit avoir
=(an-hi) e.
tange ' 1
Si n est très grand, e sera très petit, on aura à très peu prés
tange = >
et aussi, e :
-9 puisque l'arc est alors très voisin de la tangente. Je
me borne à indiquer ces résultats, qu'il y aurait lieu d'étudier d'un peu plus près : le lecteur reconnaîtra tré^ aisément que Ton a e <
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§ 2. - SÉPÂRâTION DES RâCINES.
2ol. Les exemples précédents ont suffisamment montré au lecteur comment Télude de la variation du premier membre d'une équation permettait de séparer les racines de cette équation. Il convient de nous arrêter un peu sur ce dernier problème.
Il pourrait être regardé comme à peu près résolu, si Ton savait résoudre le problème suivant :
Sachant que la fonction f{x) est continue dans V intervalle (gj è), trouver le nombre de racines réelles de V équation f(x)=zo (*), comprises dans cet intervalle.
Ce problème, qui n'a d'ailleurs de sens que si le nombre déracines comprises entre aei b est fini, n'est pas susceptible d'une solution générale: mais tous les renseignements qui fournissent une réponse même partielle à la question posée sont précieux.
On a déjà vu au Chapitre XII que l'on pouvait tirer quelque parti du signe des quantités /(«), /(b).
Je supposerai tracé le trait de courbe qui représente la fonction y=f(^x) dans l'intervalle (a. b)] je désignerai ce trait de courbe comme l'arc AB, A et B étant les points dont les coordonnées sont a elf(a), b eifib); je suppose «< é.
Si les deux nombres /{a) et /(b) sont de signes contraires, le trait de courbe AB traverse l'axe des x un nombre impair de fois (une fois au moins) : Si chaque racine de l'équation /(j?) = o admet un ordre de multiplicité au sens du n® 249, on peut dire qu'il y a entre a el b un nombre impair de racines, en comptant chaque racine distincte pour autant de racines qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité : en effet, on a vu que, pour une racine simple ou d'ordre de multiplicité impair, le trait de courbe traversait l'axe des j^; qu'il ne traversait pas cet axe pour une racine multiple d'ordre pair.
Si les deux nombres /(a), /(b) sont de mêmes signes, le trait
(') Au lieu de dire racine de l'équation f'\x) = o, il m'arrivera fréquemment de dire racine de f {x) : celle façon de parler a élé employée dès le Chapitre II, qoaod il s'agissait de polynômes.
de courbe AB ne traverse pas Vaxe des jr ou le traverse un nombre pair de fois. Si l'on esl encore dans le cas où chaque racine admet un ordre de mulliplicité, on peut dire qu'il y a entre a et h un nombre nul ou pair de racines, en comptant chaque racine distincte pour autant de racines qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
Il est à peine utile de dire que les propositions précédentes s'appli(|uent aux polynômes, puisque, alors, l'ordre de multiplicité d'une racine se définit immédiatement.
La formule de décomposition d'un polynôme en facteurs réels du premier ou du second degré ( n*' 114-) fournit d ailleurs, dans ce cas, une démonstration immédiate des propositions précédentes.
Si l'on désigne en effet par Xi, .r^, ..., Xr les racines réelles du polynôme/(^), chacune étant répétée autant de fois qu'il y a d'unilé> dans son degré de multiplicité, on peut poser
f(x) =^{X — Xx) (X — Xi),..(X — Xr)^(x)
en désignant par «(x) le produit des trinômes du second degré (à coefficients réels ) dont les racines sont les racines imaginaires de/(j:), multiplié par le coefficient de la plus haute puissance de a: dans /ur). Quel que soit x, o(x) a le même signe que ce coefficient : on déduit de là
/(a) = (a — xi){a — xt),,.(a—xr)^{a), /(b) = (b — xi) {b- Xi)..Ab^Xr)^(b).
puis
/(a)f(b) = l{xi--a){Xi-b)][(xt'-a)(Xi-b)]...\(xr-'a)(Xr-b)]
Le produit o{a), 'f (6) est essentiellement positif; chacun des facteurs entre crochets est négatif si la racine correspondante esl comprise entre a et 6, positif dans le cas contraire; d'où la conclusion :
Le produit y(a)/'( 6) est négatif s'il y a un nombre impair de racines de f{x) comprises entre a et b; il est positif s'il y en a un nombre nul ou pair.
Par exemple, en substituant les nombres — 00, o, -f- oc dans un polynôme, à coefficients réels, de degré /?, pour lequel le coefficient de jt" est positif, on arrive aux conclusions suivantes :
Si n est pair et si le terme constant est négatif, le [polynôme a au
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moins une racine négative et au moins une racine positive; le nombre de ses racines négatives est impair, ainsi que le nombre de ses racines positives.
Si n est pair et si le terme constant est positif, le polynôme a un nombre pair, ou nul, de racines positives et de racines négatives.
Si n est impair, le polynôme a un nombre impair de racines réelles, (le signes contraires au signe de son terme constant.
Considérons encore l'équation
où r* — 3x -h /w( I — 3a;* ) = o; il est assez naturel d'essayer la substitution, à
la place de a\ des nombres ;=> -— qui annulent le coefficient de m. et
donneront des résultats purement numériques. En substituant les nombres
on trouve les signes
léquation du troisième degré a ses trois racines réelles et distinctes, quel que soit m.
Il est rare qu'on puisse arriver à un résultat précis, comme dans l'exemple précédent. Toutefois, en intercalant au besoin, entre a i et 6, des nombres suffisamment rapprochés, que Ton prendra le plus souvent en progression géométrique, en calculant les valeurs correspondantes def[x), en figurant sur du papier quadrillé, à une échelle convenable, les points correspondants de l'arc AB, dont on a ainsi les abscisses et les ordonnées, on arrivera d'ordinaire à tracer cet arc avec une exactitude suffisante pour reconnaître à peu près sûrement s'il coupe ou ne coupe pas l'axe des x, pour reconnaître aussi la position approximative des points d'intersection. Il pourra toutefois se présenter des difficultés provenant, par exemple, de ce que l'arc AB s'approche beaucoup de l'axe des x sans l'atteindre, de ce qu'il le rencontre en deux points très rapprochés, etc.
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252. Les renseignements que fournissent les signes des quantités /{a) el/{b) sont au contraire très précis lorsque l'on sait que la fonction/(^), continue dans rintervalle (rt, è), va toujours en augmentant, ou toujours en diminuant, lorsque x croît de a k b. Ainsi qu'on a déjà eu l'occasion de le dire plusieurs fois, il y a une racine dans l'intervalle [a, 6), et une seule, si /{a) elf{b) sont de signe contraire; il n'y en a pas si /(a ) et /(b) sont de même signe. Si Tune des quantités ./k/), /(b) était nulle, Téquation /{x) = o n'aurait pas, dans l'intervalle (a, b) d'autre racine que celle des bornes de Tintervalle qui annule f{x).
Dans ce cas, lorsqu'on a séparé une racine Xq^ comprise par exemple dans l'intervalle (a, b), on peut resserrer autant qu'on le veut cet intervalle^ approcher autant qu'on le veut dex^: supposons, pour fixer les idées, que l'on dit /(a) <Co^ /{^) >■ o; on prendra un nombre a<, compris entre a et b, et l'on cherchera le signe de/(ai i: Xq est compris entre a el a^ ou entre «i et b suivant que^u'i) est positif ou négatif; on continuera ainsi aussi longtemps qu'on voudra.
Par exemple la fonction y = 'xjc — sinar — i a pour dérivée 2 — cosx; celte dérivée est toujours positive; la fonction continue ix — sinx — 1 ne peut
s'annuler qu'une fois; elle est négative pour x = o, positive pour x = -y la
racine est séparée. Pour a: = -, ^ est négatif, la racine est comprise entre 7
et -; si l'on veut aller plus loin, on utilisera une table de \aleurs nalurelUs
sina? = 0,8090, y = 0,076,
sin a- = 0,7604, J^ = — o,o32,
sin 37 = 0,7706, y= — 0,011,
sin a? = 0,7908, y =^ 0,010;
(*) On cil trouve dans les Aouvelies Tables du service Géographique (Gauthier- Villars), dans le Recueil de Tables et de Formules numériques de J. Hoûel {ibid.).
u sinus ('
On a par
exemple
pour
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la racine cherchée est comprise entre o,56 - = 0,879, ... et 0,57 - = 0,893 ...;
la valeur 0,9 est approchée par excès, à un deini-dixième prés. On a montré au n" 230 que l'équation tang:r — .r = o avait une racine, et
une seule, dans l'intervalle (tu, — -U où la fonction tang.r — cr est croissante;
afin d'avoir affaire à des arcs compris entre o et — posons j* = x' ; le problème est ramené à la recherche de la racine de l'équation
, 37r col^r -h or : = o
-ir
qui est comprise entre o et -• On s'aidera d'une table de tangentes naturelles; pour i3 grades, la cotangenle est égale à /^^&i.SS; elle est plus grande que — ;
la racine cherchée est sûrement plus grande que 0,1 3 -; pour x' = o, i4 - on trouve
cotj^ -^ X = — o,Ofn8;
la racine est inférieure à 0,14 -; mais la petitesse du résultat qu'on vient de
trouver permet de supposer qu'elle est voisine de o, i.î -; en effet on trouve
un nsultat positif en substituant 0,139-* ^'^ racine de Téquation en x' est
donc comprise entre 0,139 - et 0,1 40 -• La racine de l'équation tangâ? — x^o est voisine de 4, >• On la calculera plus exactement un peu plus loin.
On reconnaît habituellement que la fonction /(x) est toujours croissante ou toujours décroissante dans rinlervalle (a, è), par ce fait que, dans cet intervalle, la dérivée^ (^) ne change pas de signe ; si, en particulier a, b sont deux racines consécutives de réquationy(>) = o, c'est-à-dire deux racines -qui ne comprennent aucune autre racine de cette équation, et si la fonction fKx) est continue dans l'intervalle {n^ 6), on est certain que cette fonction garde le même signe lorsque a? varie entre a et 6, puisque, autrement, la fonction y"(x) s'annulerait entre a et i ; par conséquent, lorsque x varie de a à 6, la fonction /(j?) est toujours croissante ou toujours décroissante; elle n'admettra pas de racines entre ^ et é si /(//) et f\b) sont de même signe, elle
admettra une racine, et une seule, si f{o) ^^J\b ) sont de signes contraires : cette racine est alors séparée ( * ).
De même, si />est la plus grande racine dey(.r), et si la fonction y^(j:> est continue pour j* >> é, il est certain que/'(x) garde le même si^e pour j: >- a et que l'équation /(\r) = o ne pourra avoir qu'une seule racine pour x >• A; celte racine n'existera pas si /(a) et f{-]-'Xi) sont de mêmes signes, elle existera si /(a ) et /(H- oo) sont de signes contraires; dans ce cas, on peut la regarder encore comme séparée. De* considérations toutes pareilles s^appliquenl aux valeurs de x inférieures à la plus petite des racines de la dérivée, quand cette dérivée est continue pour ces valeurs.
De là la règle suivante, qui est d'un usage continuel :
Soit(A^ li) un intervalle clans lequel la dérivée /' (x) reste continue; Je suppose A <; B. Soient ai^ a^^^ .*-•, ar les racines de cette dérivée comprises entre K^ Met rangées par ordre de grandeur croissante. On considère la suite (^).
(i) A, «,, aj, ..., Éïr. B;
dans chacun des intervalles (A, a, ), (a,, a^), ..., («r^ h) formés par deux termes consécutifs de cette suite ^ il ne peut y avoir qu'aune racine de V équation f{x) = o. On détermine les signes des termes de la suite
{'^) /"(A»), /(a,), /(a,), ..., f{arh /(B).
Si deux termes consécutifs de cette dernière suite sont de mêmes signes, il n\y a pas, dans V intervalle correspondant, de racine de
(') Le raisonnement peut être présenté d'une autre façon, qui montre que la ccbclusion implique seulement Vexistence de la dérivée /'(j:) entre les deux racines consécutives a, b de celte dérivée et non sa continuité.
S'il y avait entre a, b deux racines a. ^ de la fonction /(xj, il y aurait une ra> cine de f'{x) entre a, fi ( n" 215) ; rt, 6 ne seraient pas deux racines consécutives de/'(JF). Enire deux racines consécutives de la dérivée J'{x), il ne pcul donc} avoir qu'une seule racine de la proposée /{x).
Il est à peine utile de dire que, en admettant Vexistence dt la dérivée dans Pinlervalle (a, 6), on admet pur cela même la continuité de la fonction f{x) dans cei intervalle. Si la fonction f{x) n'est pas continue dans cet intervalle, la proposition n'est pas applicable.
(-) On lui donne souvent le nom de suite de Boite relative à l'intervalle t-^ Bj.
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r équation f{x) = o; ily en a une, au contraire, si ces deux ternies sont de signes contraires.
A cel énoncé, je joindrai les remar(|iies suivantes :
Il peut se faire (|ue l'un des termes de la suite (2) soit nul; on a alors déterminé une racine de l'équation /(j?) = o. SI cela arrive pour d'autres termes que pour les termes extrêmes, la racine considérée est, en général, multiple (n" âi9). On aura alors à déterminer son ordre de multiplicité. D'ailleurs, dans les intervalles partiels que borne le terme considéré, il n'y a évidemment pas de racine de l'équation y(.r) = o. en vertu du raisonnement général.
Les racines «1, a^t . . ., Ur Ae la dérivée/'(x) n'interviennent dans le raisonnement précédent qu'en ce que, pour ces racines, la dérivée changeant de signe, le sens de la variation de la fonctiony'(vC) change aussi. Si donc, en résolvant l'équation /'(x) = o, on aperçoit quelque racine pour laquelle la fonction/'(j') s'annule sans changer de signe, ()ar exemple une racine d'ordre de multiplicité pair [pour/'(j:)], on n'a qu'à supprimer cette racine de la suite de RoUe, après avoir constaté toutefois qu'elle n'annulait pas/(x). Si, par exemple, a^ est une racine double poury*'(j?j, la fonction /'(j^ ) garde le même signe quand x croît de a^ à a^, la fonction /(x) dans l'intervalle («i, as) va toujours en croissant, ou toujours en décroissant; elle ne peul s'annuler qu'une seule fois.
Si la dérivée /'{x) est continue pour toutes les valeurs de x^ on n*iiiplacera dans les raisonneuients précédents A et B par — ao, -h 00.
Considérons réquation
f{.P) = (1 — cosx) laiigx — a: -h siii x = o,
où a est un arc donné compris entre o et - ; /(ir) est une fonction continue «le a-, quel que soil j™, ainsi que sa dérivée
/'(x) = sinx tangz — i -+- cos./; = ^sin— f cos- tanga — sin- j;
Icîi racines de l'équation y (j;') = o sont données par les formules
JT = Àfmz, X = 2/nz -^2 a, où /n, n sont des nombres entiers queIcon((ues: innz, 'imr. -+- via, 'i{m -+-1)11
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constituent trois racines consécutives; on a d'ailleurs
/(2/wit)= — ami:, fiiniz H- -xi) = (i — cos2a) tangs — -xt. — -iinz -4- sinaa = 9.(langa — a — mz).
Puisque Ton a o < a ^ -» tanga — % est positif; il en résulte que, si met «
sont négatifs, /(a m 7r) et f{'imz -\- 11) sont positifs, fl est aisé d'en conclure que l'équation /(a™) = o, qui admet la racine (double) a^ = o, n'a pas de racines négatives.
Occupons-nous maintenant des racines positives : entre deux termes consécutifs de la suite
O, 2 a, 'ITZ^ 2--|-2a, 4*"^» l^TZ-^'l'X, ...,
il y a une racine, ou il n'y a pas de racines, suivant que ces deux termes donnent, par la substitution, des résultats de signes contraires, ou de mémeî^ signes; les nombres 2 7î, 4^» ••• donnent des résultats négatifs; soit v le plus petit nombre entier tel que Ton ait
vt: 2 tanga — a,
et supposons d'abord v > i, les nombres
•la, 2 7: -4- •>. oc, ..., a(v — ijTc-H'iGt
donneront des résultats de substitution positifs : l'équation y*( 2* ) = o n'admettra pas de racine autre que o dans l'intervalle ( o, 2a ); elle en admettra une et une seule dans cbacun <les intervalles formés par les termes de la suite
2a, 21T, 211 H- 2a, ..., 2(v-- I) TT -f- 2a, 2V'ïr;
elle n'en admettra pas de supérieure à 2717, sauf dans le cas où Ton aurait vx=tanga — a. auquel cas 2v7r h- 2a serait une racine (double; de l'équation/(ar) = 0. L'équation admet 2v — i racines simples que l'on a séparée*, la racine double o, et dans le cas particulier où vie = tanga — a, la racine
double 2vTr-H 2a : le nombre v est très grand quand a est voisin de -•
Si l'on a V = 1, il y a une racine simple comprise entre 2a et 2", il n'y en aura pas de plus grande, sauf dans le cas où l'on aurait langa — a = ::, auquel cas 271-1-23 serait une racine double.
Considérons encore l'équation
fix) = \(Sx~^ — 20.r'-j- "i.r — m = o. On a
\f{x) = i6a^*— 12 j"* -h I = (4a-«-Hi)*— 2ua-«;
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les racines de l'équation /'(a?) = o sont les racines des équations
4 ar* -^ 1 -i- -lar* /5 = o, 4X^-^1 — •2:r \/5 = o ;
en les rangeant par ordre de grandeur on obtient
rti= » «8= ; > ai= — - — • a4= ; — ;
on a à \e^ substituer dans f(x ): le calcul se simplifiera en substituant Ui et a^ d'une pari, a, et a^, d'autre part, dans les restes — ^x — m — /5 et — 4ar— /w-r-/5 de la division de /(x) par 4^*-+- 9.a^/j H- 1 et par
Ka suite de Rnlle esl formée par les nombres • 1) — X, a|, ^4, <7.i, «4, -H».
On a écrit ci-dessous les résultats de la substitution de ces nombres dans^(a?) :
{•}.) — », I — m, — I — m, I — /w, — I — /w, -hx.
Supposons que l'on ait — 1 <m< 1: les signes des rermes de la suite (2) «eront
L'équation /(x) =0 a cinq racines réelles (nécessairement distinctes).
On reconnaît sans peine que, si tn esl plus grand que i, il n'y a qu'une racine, comprise entre a^ et -hx: que si m esl plus petit que — i, il n'y a qu'une racine, comprise entre — x et a|.
Enfin, si l'on avait /w= 1, rt| et «3 seraient des racines doubles du polynôme f(T), qui adnieltrnit en outre la racine simple x == \\ si l'on avait /n = — 1, «î et «4 seraient des racines doubles de /(x), qui admettrait en outre la racine simple x = — i .
2o3. Théorème de RoUe. — La proposition fondamentale, en vertu rie laquelle la dévisée /'(x) d'une fonction /(x) dont «r, b sont deux racines s'annule pour une \aleurde x comprise entre ri et 6, doit être complétée par quelques remarques, qui se raltaclienl au théorème que \olci, important en lui-même.
Soit /'(O") une fonction de x admettant dans l'intervalle ( /?, q) une déri\ée ronlinue/'( x ). Je suppose que, dans cet intervalle, les fonctions y*(-r), f'{x) ne puissent s'annuler qu'un nombre fini de fois, en >orte que Tinterxalle (/>, q) puisse être subdivisé en un nombre fini dinterx ailes partiels tels que, à l'intérieur de chacun d'eux, l'une ou
l'autre des fondions f(x). /* (x ) garde un signe constant. Soit « une racine de/{x) appartenant à rinlervalle (/?, q).
Les deux /onctions /(x) et /'(x) sont désignes contraires peur les valeurs de x un peu plus petites que la racine a de /{x)\ elles sont de mêmes signes pour les valeurs de x un peu plus grandes que cette racine,
La vérité de cette proposition apparaît aisément en se représentant le trait de courbe qui figure /(\r) dans Tintervalle (/>, q) : ce trait de courbe a un point, d'abscisse a, sur l'axe des x; il peut d'ailleurs soil traverser l'axe des x en ce point, soit rester, aux environs de ce point, au-dessus ou au-dessous de l'axe.
Supposons, par exemple, qu'il le traverse de bas en haut quand xcroîl: la fonctiony(j7), négative pour j?un peu plus petit que a, est nulle pour :fc*=rt; elle croitquand on s'approche de^/, par valeurs plus petilesqued: la dérivée /'{ x ) est donc alors positive : quand on a dépassé la valeurs, la fonction devient positive: elle étaitnulle pourx = rt, elle est croissante ; la dérivée reste positive. I^a proposition est vérifiée dans ce ca^: la vérification est la même dans tous les cas.
Au reste, la démonstration rigoureuse résulte immédiatement de la formule des accroissements finis, appliquée aux deux nombres voisins a etrt-f-A; cette formule peut s'écrire /"(a -h A) = A/' (âr -h 6 Ai, puisque /(a) est nul : elle montre que /(a -h h) e\ f{a -h^A) sont de signes contraires ou de mêmes signes suivant que h est positif ou négatif; or le nombre rt-4- 8A, puisque 8 est positif et plus petit que i. peut être supposé aussi voisin de a qu'on le veut; il est plus petit que a, ou plus grand, suivant que h est négatif ou positif; il v a donc des valeurs de .r, plus petites que a, aussi voisines de a qu'on le veut, pour lesquelles /(jc) e\.f'{x) sont de signes contraires; il va de même des valeurs de x, plus grandes que a, aussi voisines de a qu'on le veut, pour lesquelles /(a:) elf'(x) sont de mêmes signes :si, dans l'intervalle {a — s, a -\- s), où e est un nombre positif aussi petit qu'on le veut, les fonctions /(x), /'(.r) ne s'annulent pas pour une autre valeur que a, en sorte que chacune conserve son signe, soit à l'intérieur de l'intervalle (a — £, a), soit à l'intérieur de rintervallc (a, a -^ e), il est clair que les deux fonctions aunmt des signes contraires dans le premier intervalle,* et les mêmes signes dans le second. C'est ce qu'il fallait établir. On va en conclure la proposition suivante:
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Soient ti, b deux racines consécutives de f{x) : on suppose que dans V intervalle (a^ b) la fonction f{x) reste continue ainsi que sa dérivée f\x)\ puisque, à l^ intérieur de cet intervalle^ la fonction continue fix) ne s'annule pas, elle conserve son signe; je suppose en outre que la fonction f {x)^ dans cet intervalle, ne puisse s'annuler quUin nombre fini de fois.
Dans ces conditions on peut affirmer que, lorsque x croit de a à 6, la dérivée f {x) change de signe un nombre impair de fois.
Supposons eu efFet que le nombre positif s soil assez petit pour que, à rintérieur des intervalles (a, a + g), (b — s, 6), les fonctions f{x), f{x) ne S'annulent pas; elles sont de mêmes signes dans le premier, (le signes contraires dans le second; la fonction f(x) garde le même sigue dans tout l'intervalle (a, b)\ la fonctiony'(.r ) a donc changé de si^ne quand on passe de a H-e à 6 — s, elle a changé de signe un nombre impair de fois; puisqu'elle garde le même signe à l'intérieur (les intervalles ( «, (i-[- z)^ {b — s, 6 ), elle change de signe un nombre impair de fois quand x croit de a à è. Si Ton peut attribuer un ordre (le inullipiicité a chacune des racinesde/'( j: ) contenues à Y intérieur (le rintervalle (a, b)^ on peut dire que le nombre de ces racines est impair, en comptant chacune des racines distinctes pour autant de racines qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité (^* ).
Cette pnjposition, avec le sens précis qu'on vient de lui donner, s applique en particulier quand f(x)^ /'(^) ^^^^^ ^^'^ polynômes en x.
Entre deux racines consécutives a, b d'un polynôme^ il y a un nombre impair de racines de sa dérivée.
Si le polynôme f(x) a toutes ses racines réelles, il en est de même de sa dérivée /'(x).
Soit /i, en eflTet, le degré de f(x)^ /'(•^) ^^i*^ ^^ degré n — i. Supposons d'abord que les n racines de f{x), qui, par hypothèse,
( ' ) Lorsque \h foiM:lioii /( J?) s'annule |»our x — — x, ou pour x = -Hoc, la proposition précédente et sa démonstration s'étendent aisément aux intervalles ( — oo, ot), (^. -^x) en désignant par a et ^ la plus petite et la plus grande des racines de /(j:). On !)uppose bi^n entendu que. pour toutes les valeurs de x supérieures à p, par exemple, la dérivée /'(j?) soit continue. On reconnaît alors sans peine que, pnur les jsraiides valeurs positives de x,f{x) et /'(x) sont de signes contraires, si f{x) tend ^ers o quand x tend vers -hao. Le raisonnement s'achève ensuite de la même façon.
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sont réelles, soient toutes simples, et désignons-les, en les ranjreani par ordre de grandeur, par <7|, a^^ . . ., a,,.
La suite qu'on vient d'écrire comporte n — i intervalles; dans chacun de ses intervalles, il y a une racine àef'(x).
Ce dernier polynôme a donc ses n — i racines réelles et distinctes Entre deux racines consécutives de Fun des polynômes ^/"(xu/'iJ ir j a une racine, et une seule, de l'autre.
Considérons maintenant le cas où Téquation f(x) = o, dont on suppose toujours que les n racines soient réelles, admet des raclnen multiples. Si ai racines sont égales à a^ et si, en conservant les notations précédentes, on suppose ai ^= ^a ==. . .= a^^^^ a, — i intervallp>, de ce fait, disparaissent de la suite précédente; mais, d'un autre coté. Téquation dérivée /'(x) = o admet a, — i racines égales à rtr. on voit que les conclusions relatives au nombre de racines réelles de la dérivée ne sont pas changées; le polynôme f'{x), en dehors de> racines qui lui sont communes avec f{x) et qui sont multiple> pour f{x)^ admet autant de racines, forcément simples, qu'il v a d'intervalles dans la suite formée par les racines distinctes de fix . c'est-à-dire p — i , siy^j") admet p racines distinctes.
Il est à peine utile de dire que les polynômes f"{x). f"(x), ..» /^"~*^(jr) ont tous leurs racines réelles.
Réciproquement, si l'équation /'( .r) = o n'a pas toutes ses racine> réelles, ou si elle a des racines multiples qui ne sont pas racine^ de ./(-p), Téquation /{x) = o a forcément des racines imaginaire>. Le lecteur pourra retrouver et préciser ce résultat, en comptant le nombre d'intervalles formés par la suite des racines réelles distincle-^ de f'{X) précédées et suivies de — x> et de -j- x (suite de RoUei, intervalles dans chacun desquels il ne peut exister qu'une racine réelle de f{x),
CALCUL APPROCHÉ DES RACINES D'UNE ÉQUATION
2o4. Une équation numérique /(x) = o étant donnée, on devra d'abord séparer ses racines, c'est-à-dire déterminer autant d'intervalles (/>, q) qu'il y a de racines, chacun d'eux contenant une racin»* et une seule. Les bornes d'un intervalle peuvent être regardées coinm»* des valeurs approchées de la racine correspondante, mais celte qualification ne convient que quand ces bornes diffèrent peu.
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On a vu plus haut le rôle que tiennent dans cette séparation Tétude (le la dérivée (théorème de Rolle) et la représentation graphique.
Celle-ci, quand elle est faite avec soin, permet d'obtenir des valeurs vraiment approchées des racines.
On se servira pour cela de papier quadrillé, de papier millimé- Irique par exemple; les axes de coordonnées seront placés suivant des lignes (perpendiculaires) du quadrillage, et l'unité de longueur sera choisie dans un rapport simple avec les dimensions des petits carrés, de manière à pouvoir placer de suite le point dont on donne les coordonnées et à lire immédiatement les coordonnées d'un point du dessin.
La représentation graphique, si l'on veut en tirer parti pour le calcul approché des racines, devra être faite avec grand soin dans le voisinage de ces racines, et il conviendra, dans certaines régions, de déterminer un bon nombre de points de la courbe qui représente la fonction. Il est naturel de prendre, pour abscisses de ces points, des nombres en progression arithmétique, des nombres entiers consécutifs, des nombres entiers de dixièmes, etc. Lors même qu'on ne fait pas de représentation graphique, ces calculs n'en sont pas moins utiles pour séparer les racines (*), et pour rétrécir chacun des inter-
(' ) Ils donnent lieu à une théorie intéressanle, celle des diiïérences, que je ne puis développer. Je me borne à quelques définitions et à quelques remarque» immédiates.
Considérons une suite de nombres m, rangés dai»s une colonne verticale (comme les loçariilimes des nombres entiers). Les différences entre les Icrmes consécutifs forment une autre colonne, la colonne des différences premières au; celle-ci engendre de même la colonne des différences secondes A-i/, etc. Chaque colonne se déduit de la précédente par des soustractions. Inversement, connaissant un terme d'une colonne, tous les termes de cette colonne se déduisent de la suivante par des additions.
Supposons que les nombres u de la première colonne soient \e< valeurs d*une l'onction f'yX) pour des valeurs de la variable en progression «arithmétique, . . ., a, a 4- A,
a-t- 2 A, Les différences secondes pourront être regardées comme les différences
premières, pour les mêmes valeurs de la variable, de la fonction/(ar-hA) — /(j?)» etc.... La formule des accroissements linis suffît à faire comprendre eomment les différences premières sont, en général, petites par rapport aux valeurs de la fonction, lorsque U raison h de la progression arithmétique est petite, comment les différences secondes sont petites par rapport aux différences premières, etc.
Si les différences secondes étaient nulles, les différences premières seraient constantes. Le lecteur s'explique comment, dans les Tables numériques qu'il pratique, les différeoces premières sont à peu prés constantes dans des intervalles relativement as^z étendus, et doit comprendre que, dans des tabies plus étendues, il y a lieu d'introduire les différences secondes. Remarquons encore que, si la fonction f{x)
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valles qui contieiiiient iiae racine et parvenir à des valeurs qu'on puisse regarder comme étant vraiment approchées.
2o5. Méthode d'approximation de Neiwton. — Soit f{jr) = o une équation numérique donnée, soit, en supposant /> <! ç, un interxalle {p^ (]) qui comprenne une racine a de f{x) et une seule.
Je suppose que dans l'intervalle { p, q) la fonction f{x) soit continue, ainsi que ses deux j)remières dérivées y (jr) et f"{x): je suppose enfin que dans l'intervalle (p^ q) la dérivée /(x) ne s'annule pas, en sorte que la racine a est simple (* ) et que, dans l'intervalle (/?. 91. la fonction /{x) varie toujours dans le même sens : ./(/>) et fiq) sont de signes contraires; on a vu, plus haut, comment, en intercalant des nombres entre p et q, et en examinant le signe des résultais de la substitution de ces nombres dans f{x)^ on peut s'approcher autant qu'on veut de a; toutefois, ce procédé, qui permet de resserrer autant qu'on veut l'intervalle ( />, y), est assez long, et, lorsque, en l'appliquant, on est parvenu à une valeur a que l'on juge suffisamment approchée de a, il y a lieu d'employer, pour avoir des valeurs encore plus approchées, un autre procédé plus rapide.
La recherche d'une racine de./*(x) revient à la recherche des poinb d'intersection de l'axe des x avec la courbe qui représente J{x), Dire qu'on connaît une valeur approchée d'une racine revient à dire qu'on connaît les coordonnées a et ./(«), d'un point A de cette courbe, voisin d'un point d'intersection avec l'axe des x. La courbe aux environs de A se confond presque avec sa tangente, dont Téquation est
est un polynôme de degré n^ la fonction /(ar -1- /*) — f{x) sera un polynôme du degré n — 1. la différence suivante sera du degré n — 2, . . ., les différences /!'*■•* seront rigoureusement constantes; d'où un moyen évident de calculer par de simples aiiditions les valeurs que prend un polynôme pour une suite de valeurs de la variable eo progression arithmétique; de là aussi, lorsque Ton a constaté que les différences/}'*''** d'une fonction peuvent, à une certaine approximation, être regardées comme constantes, dans un certain intervalle, le moyen de construire un polynôme du /)'*"' degrr qui, dans cet intervalle, représente approximutiveinent la fonction.
(') La méthode que je vais exposer s'appliquerait si a était une racine mullif^lf ( n« 249) et si f'{x) ne s'annulait pas dans Tintervalle {p^ q) pour d'autres valeurs de X que a. Toulefoi>, certains points de l'exposition devraient alors être modiliés. Je laisse ce cas de côté.
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11 est donc naturel de substituer, au point d'abscisse a où la courbe coupe l*axe des x^ le point d'abscisse
ai = rt —
fia)
où cet axe est renconlré par la tangente en A; a\ sera, en général, une valeur plus approchée que a ; les nombres
ai= «1
«3= rtj —
approcheront de plus en plus, et très rapidement, de la racine a, sous certaines conditions qui seront précisées tout à T heure.
Il convient d'observer que, en vertu des hypothèses, la quantité f'(a) est certainement diflerente de zéro en sorte que l'expression lie a, a un sens; les quantités /' («i ), /'(«a)^ • • • seront aussi différenles de zéro, si «i, ^2, ... appartiennent à l'intervalle (/?, q). Au cas où l'un des nombres «i, «a? • • • tomberait en dehors de cet intervalle, on serait prévenu, par là même, que la méthode ne s'applique pas et que l'on est parti d'une valeur a insuffisamment approchée.
Fig. 82.
On a figuré ci-dessus une courbe rencontrant l'axe des a? en a et le point A, d'abscisse a; la tangente en A rencontre l'axe au point A', d'abscisse a« ; la tangente au point A|, de même abscisse a^, rencontre l'axe au point A^ d'abscisse «2, etc. On voit assez, sur la figure, comment les points A', A',, A'^, ... s'approchent du point d'intersection de l'axe et de la courbe.
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Les mêmes résultats apparaissent analytiquemenl ; soit a-^h — i la racine exacte; on peiil érrire, en désignant par 6 un nombre compris entre zéro et i ,
I^a méthode de Newton consiste à supprimer dans le dernier membre le terme en h^, parce que, // élant supposé très petil, A- est beaucoup plus petit ; on obtient alors l'équation /{a) -h /i f'{a ) = o.
d'où l'on tire /* = — -. -; c'est le même résultat que tout à l'heure.
Ce procédé nous fournit une évaluation de l'erreur commise eo prenant a, pour a. On a, en ellet, exactement,
. _ fia) .r(g-^o/o.
l'erreur commisr en remplaçant a par a\ est
A la vérité on ne connaît pas le nombre 6; mais, si h est In's petit, f"{ct H- 6 A) sera voisin de f'{a) et il sera, d'ordinaire, aisé à^
trouver un nombre positif M auquel la valeur absolue de — - — j^
sera notoirement inférieure, et même tel que Ton ait
'if'(y)
lorsque x et y restent dans l'intervalle (/>, q) que je suppose siifii-
samment petit. On pourra, par exemple, obtenir ce nombre nomm
p le rapport ^ de deux nombres dont le premier P est une valeur jr^»'^-
sièrement approchée, par excès, de \/"{x)\, quand x appartient ^ Tintervalle ()y, çr), dont le second Q est, de même, une valeur gr^'v sièrement approchée de \^f'{x)\^ par défaut. Si, dans rinler^all^ {Pi y)î /'{^) ^^ /"{^') ^ont toujours en croissant ou toujours en décroissant, on pourra prendre pour P le plus grand des nonibn*^ \/"{\)\, 1/"(B)|, pour Q le plus petit des nombres |2/\^' l2/(B)|.
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Ceci posé, l'erreur commise en substituant a^ k a sera moindre, en valeur absolue, que Mh'^ ; à la vérité, on ne connait pas A, mais si Ton sait que h doit être inférieur, en valeur absolue, à un nombre positif Tj, on sera assuré que Terreur est moindre que My^^. Or on peut prendre ri = {/ — a ou a — p suivant que la racine a est comprise entre a etq tm entre p et «, ce que Ton sait reconnaître par le signe des quantités /(p)'> /{^)^ /{y)' ^^^ arrive ainsi à une conclusion certaine. Si par exemple Tj est égal à io~", l'erreur sera moindre que M io"'''";.d'où la règle pratique suivante, qui peut se trouver en défaut quand M est grand : A^ant calculé une valeur approchée a de a avec n décimales, on calculera ai avec 2/1 décimales, a 2 avec ^n décimales, etc. Sans doute, les résultats ainsi obtenus ne sont nullement certains; mais si, dans les calculs successifs, les décimales antérieurement calculées ne >ont pas modifiées, on est par cela même rassuré, au moins dans une certaine mesure, sur leur exactitude; au reste, si l'on procède de cette façon, on devra s'assurer de la valeur du résultat auquel on s'arrête, en le substituant dans /(^), en constatant l'ordre de petitesse du résultat et son signe : si le nombre que l'on essaie a donné un résultât d'un certain signe et si ce même nombre, augmenté ou diminué d'une unité du dernier ordre décimal, donne un résultat de signe contraire, on sera certain que l'erreur est moindre qu'une unité de ce dernier ordre décimal. Un autre procédé consiste à regarder A comme
étant égal à sa valeur approchée — jr — :? à évaluer grossièrement
l'ordre de petitesse de MA-*, et à ne conserver dans l'évaluation de a, que des chiffres qui soient ainsi à peu près assurés; la vérification qu'on a expliquée tout à l'heure conduira à la certitude.
J'ajoute les remarques suivantes : on se trouve dans des circonstances d'autant plus favorables que M est plus petit. M peut être assez petit pour que la méthode de Newton s'applique lors même que A est plus grand que i en valeur absolue, auquel cas A^ étant plus grand que //, on n'est pas, tout d'abord, tenté de l'appliquer. Cette circonstance peut en particulier se présenter quand /(a) est un polynôme qui comporte de grands coefficients, auquel cas [/'(«) | peut être grand relativement à |/(a)|.
Par contre, les circonstances seront mauvaises si f'{x) reste très petit dans l'intervalle considéré, c'est ce qui arrivera s'il y a une racine de f'{jc) voisine de a ; cette dernière circonstance se présentera, T. - II. ao
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en vertu du théorème de RoUe, s'il y a une racine de f{x) qui soil elle-même voisine de a : on peut alors être obligé de beaucoup resserrer l'intervalle (/>, y), ou d'employer une précaution qui sera indiquée tout à l'heure.
La méthode de Newton est d'autant plus avantageuse que A est plus petit, comme le montre la limite MA* de l'erreur : il y aura donc avantage, en général, lorsqu'on possède deux valeurs a et 6 qui comprennent la racine a, de choisir, pour appliquer la méthode, celle que l'on juge être la plus approchée, c'est-à-dire celle pour laquelle /(j) a la plus petite valeur absolue.
On a fait remarquer au n° â50 que l'équation j->— nvox + i = o avait une racine positive très petite x, une racine voisine de lo, une racine voisine de — lo. Calculons la première; on a ici
/(x) = x^ — looar-hi, /'(ar) = 3x«— loo, -/'(x) = ^x.
La racine positive étant très petite, son cube est à peu prés négligeable; elle doit donc être à peu près égale à 0,0 1 ; c'est là d'ailleurs une première application de la méthode: si l'on prend a = 0,01, on aura
/(a) = 10-*, /'(«) = — ioo-ho,ooo3, -/•(«) = o,oi;
/(x) étant positif et décroissant pour j^ = a, on voit de suite que la racine « doit être un peu plus grande que 0,01 et qu'elle est plus petite que 0,0a; on peut prendre ici p = a == 0,01 et 9 = 0,02; dans l'intervalle (p,q),/'i^^
reste très voisin de — -luo, -f'(x) reste inférieur à 0,06; on peut prendre M = io-«; les circonstances sont très favorables, parce que M est petit : l'application de la méthode de Newton donne pour valeur aporochce
100 — o,oo3 '^ ^^
de A; on aurait, en adoptant cette valeur,
io»(ioo — o,oo3)« ^ '
il est assez clair qu'une seule application de la méthode fournira une valeur très approchée de a. On a d'ailleurs
ioo-o,oo3= , J3.io-^='^"'('"^^''^"'-^9''^^''^--)-
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On peut prévoir que
lo-'-H io-» = 0,01000001
constitue une valeur très approchée de a. Le lecteur n'aura pas de peine à trouver des valeurs aussi approchées des autres racines.
Les règles qu'on vient de donner et qui suffisent d'ordinaire dans la pratique comportent des exceptions ; elles ne permettent pas d'assurer que ai, calculé comme on l'a expliqué, soit plus approché de a que a. H y a intérêt à avoir une méthode tout à fait régulière et qui permette d'approcher sûrement de la racine a, avec ime approximation indéfinie.
Je suppose que les nombres «, b appartenant à l'intervalle (/?, q) comprennent entre eux la racine a; les conditions énoncées plus haut pour l'intervalle (/>, q) sont évidemment réalisées pour l'intervalle (0, b); je suppose en outre que, dans cet intervalle, la dérivée f{x) ne change pas de signe : des trois nombres
fia) fia) fin^^h)
fia) f {a) '^fia)
le dernier est la racine cherchée; le second sera une valeur plus approchée que le premier si les trois nombres sont rangés par ordre de grandeur (croissante ou décroissante), c'est-à-dire si les deux
nombres
fia) /'(a-^^h)
fia)' 2fia) '
ou les nombres /(a), f"{a -\-^h), sont de mêmes signes, ou encore, puisque a -h ^h appartient à l'intervalle (a, é), si f(ci) et f\a) sont de même signe. Observons que si /{a) ei/'^{a) ne se trouvent pas être de mêmes signes, f{b) et f"{b) seront de mêmes signes, puisque /(a) et f{b) sont de signes contraires.
On choisira donc pour appliquer la méthode de Newton celui des deux nombres a et b pour lesquels f{x) et f"{x) sont de mêmes signes.
Cette règle est due à Fourier. Elle peut être en contradiction avec celle qu'on a donnée plus haut; elle a l'avantage de donner un résultat certain.
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Supposons que la règle de Fourier s'applique au nombre a; elle s'appliquera à tous les nombres compris entre a et a, puisque pour tous ces nombres, /{x ) garde le même signe, comme f^{x)\ elle s'appliquera donc aux nombres «i, a^^, ...; chacun d'eux sera sûrement compris entre le précédent et a.
Il est aisé de déduire de là que la suite illimitée a, ai, a^. . . ., fournie par l'application successive de la méthode de Newion, a pour limite a.
En effet, si, pour fixer le langage, on suppose a < x, les nombres a\. af, . . ., Uny ' ' . vont en croissant, ils restent inférieurs à 2; ils tendent donc. quand n augmente indéfîniment, vers une limite ^ inférieure ou égale à a. Il en résulte que, dans les mêmes conditions, la différence
et, par suite, le numérateur /(«/») du second membre tendent vers la limite 0: d'autre part, puisque /(j-) est une fonction continue, /(a„) tend, quand n croît indéfiniment, vers la limite /(P). On a donc /(P) = o et, par suite.
Le sens géométrique de l'addition apportée par Fourier à la méthode de Newton est aisé à reconnaître.
Dire que f"{x) ne change pas de signe entre a et 6, c'est dire que le sens de la convexité de la courbe entre les points A, B dont les abscisses sont respectivement a et é, ne change pas sur l'arc AB; on choisira, pour appliquer la méthode de Newton, celui des deux poinl> qui est tel que la tangente à la courbe soit comprise entre l'arc de courbe et la parallèle à l'axe des y qui va vers l'axe des x\ sur la figure, où la concavité est tournée vers le bas [/"(^) < o], où la tangente est au-dessus de la courbe, c'est le point A [/(a) -< o] qu'il faut choisir, de manière que la droite AA' soit au-dessus de la tangente. I^'examen des différents cas de figure, qui est aisé, conduit toujours à la règle de Fourier.
Il ne faut pas s'exagérer la portée de cette règle : la figure 83 montre, et il est aisé de voir analytiquement, que si l'on choisissait le point B au lieu du point A, la tangeate en B couperait l'axe des x en un point B'^ , qui serait, par rapport au point a où la courbe coupe Taxe, du même coté que A'; il en résulterait que l'abscisse b^ du point B, serait du coté qu'indique la règle de Fourier. La seconde application
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sera donc, d'elle-même, conforme à cette règle. Ce dernier raisonnement tomberait en défaut si B, n'était pas compris entre V et B'; mais, de cela, on sera immédiatement prévenu par le calcul même; on abandonnerait alors la valeur approchée b.
Od a vu au n*" 252 que l'équation
Ht:
COlX -\- X = o
avait une racine comprise entre 0,139— et o,i^ -• Gela revient à dire que l'équation
TZX TZT 3t
ofa:) = cot 1 =0
a une racine comprise entre i3,9 et 1 î : on a
cp(ri,9) >o, 9(i4)<o,
et, d'un autre côté,
^'ix) = 1 = cot» ,
• ^ ' 20» . . T^x aoo 200 200
sin»
TZX
cos
sin*
pour X compris entre o et 100, f'(.r) est positif; c'est donc de la valeur a = i3,9 qu'il convient de partir si Ton veut appliquer la règle de Fourier; on ne doit pas compter sur une grande approximation en appliquant une première fois la méthode de Newton, on pourra se servir de tables à quatre décimales. On trouve ainsi
cot -^-^^— =4,5070, ç(i3,9J = o,oi3o,
ç'(i3,9) = cot* — ^^— = — 0,3192, •/ .3 ^' = 0,0^07.
Ce qui donnerait ai = 13,9407; il n'y a aucune raison pour conserver les quatre chiffres décimaux; si l'on veut en garder trois, on peut hésiter entre les valeurs i3,94o et i3,94i)et la rè;:le qui consiste à forcer le dernier chiffre décimal quand le premier chiffre négligé dépasse 4 conduirait à choisir la seconde; mais, si l'on veut être certain de rester du même côté de la
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racine, afin d'appliquer la règle de Pourier, on est amené à choisir le premier, qui est sûrement approché par défaut. On devra, pour continuer les calculs, se servir d*une table à cinq décimales (au moins): on trouve ainsi, en supposant ai = 13,9^0,
cot^ = 4,4936; on a d'ailleurs, au même ordre d'approximation,
-^ =o,ai90, -^ = i, 71-^.4, o(rti) = 0,0002.
L'incertitude relative au dernier chiffre ne permet guère de continuer à appliquer la méthode de Newton, et le calcul précédent ne constitue qu'uoe vérification qui montre, parla petitesse du résultat obtenu, que la valeur i3.94o est très près de la racine. Si Ton fait les calculs analogues en conservant le même nombre de chiffres décimaux, pour 01 = 13,941, on trouve îp(ai) = o. De ce résultat, pris en lui-même, on ne peut pas conclure que i3,94i est une valeur approchée par défaut ou par excès; que cette valeur soit effectivement approchée par excès, c'est ce qu'il est aisé de reconnaître, en se servant de tables plus étendues.
La racine correspondante de l'équation tangj? — a? = o est comprise entre
et
En prenant 07 = 4) 4934» on a donc la racine cherchée avec quatre décimales exactes.
L'application de la méthode de Newton donne lieu aux observations suivantes.
Quand on veut calculer a — ^t\^ ^^ ^^ P^"^ P*s> ^^ pl"s souvent, calculer exactement /(a) et / (a); il est d'ailleurs inutile de calculer ces quantités avec plus de chiffres qu'il n'est nécessaire pour l'approximation à laquelle on veut se tenir. L'erreur qui résulte, pour le quotient, des erreurs s, e' commises sur /(«), y*'(a) est donnée parla formule
6 t' fia),
fia)-^f f{a)-^t' /'{a)'
en j;énéral, yn — est très petit, en sorte que c'est le premier terme de
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la formule qui importe le plus. Il suffira d'avoir une valeur grossièremenl approchée, par défaut, de \/\a)\ pour se rendre compte de l'ordre de grandeur de Terreur s que l'on peut se permettre dans Tévaluaiion de /(«), puis de l'erreur t' que l'on peut se permettre dans l'évaluation de f'{a) de manière que la somme des valeurs absolues des deux termes de la formule précédente soit notablement inférieure à l'erreur que l'on veut se permettre sur le quotient.
En appliquant la méthode de Newton, on se trouve avoir à calculer f{x) et f'{x) pour plusieurs valeurs de a; voisines de a; il peut être commode de se servir pour cela des formules
en négligeant les termes, aux seconds membres, qui n'ont pas d'inlluence sur le résultat : le calcul, une fois fait, de /(«j, /'(«), /'(«), . .. servira ainsi pour plusieurs essais.
!2o6. La méthode de Newton consiste au fond, quand on a une valeur approchée a d'une racine a d'une équation, à prendre pour inconnue A = a — a, à former l'équation en A, et à lui substituer une
équation du premier degré, en supprimant les termes en A^, A*,
La même méthode s'applique à des systèmes d'équations à plusieurs inconnues, lorsqu'on a une solution approchée : c'est ce que j'expliquerai en me bornant au cas d'un système de deux équations à deux inconnues o(x,y) = o, '\{oc^y) = o, dont je suppose qu'on connaisse une solution approchée rt, é ; on posera x = a -h h, y = b -\- ky et Ton sera ramené à la résolution des deux équations
-+- k'^'y{a -h ÔA, 6 H- eA- ), u = <^( a -H /i, 6 -h Ar) = ;
^^(a -4- OA, ^-l-SA-), !p'j.(a-+-6A, h -h 9Ar) désignent ce que deviennent les dérivées partielles (p'^, -J^^ quand on y remplace x^ y par a + 6A, b-i-Hk] on remplace, dans ces équations, 'f^(a + 6A, 6 -h SA"), ... par ^j.(ci, 0)^ ..., ce qui revient à supprimer dans les équations
en A, k les termes en h^^ hk^ A-^, A^, ... (*), et Ton parvient aux équations du premier degré en A, A,
Aîpi(a, b) -\- A:cp^(a, b) -+• cp(a, b) = o, h^'j,{a, b) -h AfyU, b)-\- 4^(a, 6) == o,
qui fourniront, en général, des valeurs approchées pour A, k. On aura soin de vérifier les résultats ainsi obtenus en les substiluanl dans <p(:r, /), ^(^,^r), de façon à s'assurer de la valeur du résultat obtenu.
Sur ces équations, je me bornerai à remarquer que leur déterminant est la valeur pour x = a, y = é, de l'expression
?'.Vy-'?'rV- =
f'y Vy
à laquelle on donne le nom de déterminant fonctionnel des fonctions <f, A. Lorsque ce déterminant est nul pour x = a, y = b, il n'y a rien à tirer des équations en A, A', pas plus que de la méthode de Newton quand la dérivée est nulle pour x = a. Lorsque la valeur du déterminant pour x = a, y = b se trouve très petite, il y a lieu de se défier beaucoup des résultats que donnerait la méthode que je viens d'indiquer.
257. Méthode d'interpolation. — Revenons aux équations à une inconnue. Supposons que l'on ail séparé une racine a d'une telle équation y(j7) = o et qu'on en ait deux valeurs approchées a, b. l'une par défaut, l'autre par excès. Une méthode tout aussi naturelle que celle de Newton pour approcher de la racine a conàisle à substituer à la courbe qui représente la fonction f{x)^ non plu» la tangente en l'un des points \, B dont les abscisses sont a et h, mais bien la corde AB, dont Téquation est
(*) Le lecteur, pour s'en convaincre, n'a qu'à penser au cas où ©(x, .>) Cî^l un polynôme en x, y.
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celle-ci coupe l'axe des x au point dont l'abscisse est
Ab)-f(a)
on prendra a' pour valeur approchée de a.
Il suffît de jeter les yeux sur la figure 83 pour reconnaître que, lorsque la convexité de la courbe ne change pas de sens sur l'arc AB,
Fig. 83.
la méthode précédente, dite méthoHe d'interpolation, donne un résultat approché dans l'autre sens que la méthode de Newton, appliquée suivant la règle de Fourier. L'emploi des deux méthodes fournira donc non seulement une vérification, mais un renseignement sur l'ordre de l'approximation.
Il convient de remarquer que les approximations obtenues par les deux méthodes sont du même ordre de grandeur; en effet, la précédente valeur de a\ obtenue par la méthode d'interpolation, peut sécrire, à cause de la formule des accroissements finis,
en désignant par ^ un nombre compris entre a et 6; on voit assez que cette valeur doit être très voisine de
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pourvu que /'(x) ne soit pas petit pour les valeurs de x comprises entre a et 6 ( ').
Considérons par exemple Téquation
l'iix* — 3i5a7*-i-io5j7 — 5 = 0;
en substituant dans le premier membre les nombres o, o, 1 , 0.2, . . ., 0,9, I , on trouve qu'il y a une racine entre o et o, i , une autre racine entre o,4 et o,5, une autre enfin entre 0,8 et 0,9. Occupons-nous de la seconde ; on a
I^a règle précédente donnera pour la valeur approchée
Il est clair qu'il n'y a pas lieu de chercher à évaluer le second terme du second membre avec une grande approximation; on trouve
pour les premiers chiflfres 0,03-; On pourra prendre, pour a\
0,43 ou 0,44 • On trouve d'ailleurs
/(o,43) = o,'2;afii7, /(o,44) = — o,io649<>i
et l'on est par conséquent conduit à la seconde valeur approchée
Prenons «^'=0,4372; il restera, si même on ne veut pas pousser l'approximation plus loin, à essayer cette valeur et à se rendre compte du degré d'approximation qu'elle comporte. Jusqu'ici on a calculé exactement les résultats de substitution, et l'on a pu observer, à chaque fois, que ces résultats comportaient notablement plus
( ' ) L'expression a — ' est l'ubscisse du point où Taxe des j? est reocoDtré|Mr
\h parallèle menée par le point A à la tangente à la courbe au point d'abscisse ^; on peut remarquer, à ce propos, que, dans le cas où /'( j?) ne s'annule pas dans Vin-
tervalle (a, 6), la racine a est comprise entre a — ~ — - et a — •{, »
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(le chUfres qu'il n'était utile pour l'approximation suivante. Les calculs exacts seraient maintenant assez fastidieux.
Convenons de ne conserver que sept décimales. Pour substituer 0,4372 dans y(^), on appliquera la règle du n" 54, on multipliera 0.4372 par 23 1, ce qui donne 100,9932; on retranchera 3i5, ce qui donne — 214,0068; on multipliera par 0,4372; en ne conservant que les sept décimales et en ajoutant io5, ce qui ne change pas l'erreur, on trouve 1 1, {362270, avec une erreur moindre que - io~^ ; en multipliant par 0,4372, ne conservant encore que sept décimales, et ajoutant — 5, on trouve — 0,0000810 avec une erreur moindre <[ue io~' ; le résultat de la substitution est négatif, le nombre 0,4372 est approché par excès.
On pourra essayer de même le nombre 0,437 1 et constater qu'il est approché par défaut; il est d'ailleurs aisé de s'en rendre compte avec des calculs insignifiants ; dans l'intervalle de 0,4 à o,5, la dérivée /'(j:) < st à peu près égale à ^ — Lii_IlZ_^iii j elle est négative et reste manifestement plus grande que 3o, en valeur absolue; on a d'ailleurs
en désignant par \ un nombre compris entre 0,4371 et 0,4372 : or, comme on a évidemment
il est clair que /*(o,437i) est positif; la racine cherchée est donc connue avec quatre décimales exactes.
EXERCICES
â63. Construire les courbes qui représentent les fonctions
, - swkx . -. sinjr
JT^, X\%X~ \, -C^ —^y (l-hX)*, — -1
xe^\ a7*e'"', a?**', tf*V^-i-4.
3l6 CHAPITRE XV.
Reconnaître le nombre de racines de Tëquation obtenue en égalant Tune quelconque de ces fonctions à une constante donnée. Forme des courbes qui représentent les fonctions
II 3P
sin - , iFsin — , lanpar e**»»-*', sin^r Ig tang-«
lâfi'i. Déterminer les constantes a et ^ de manière que Téquation obtenue en égalant à o la dérivée de la fonction
ar-h a
admette i comme racine double. Représenter par une courbe la fonction ainn déterminée.
S65. Construire la courbe définie par Téquation
^îsina?
•^ 2 H- COSJ?
Entre quelles limites^ varie-t-il quand t varie de o à ~?
Soient A, B, C les angles d*un triangle rectangle en A et a, b^ c les c6té«
opposés. Montrer que si l'on évalue B en degrés on a approximativement
Construire la courbe définie par Téquation
y = yj x"^-^ px -f- q.
Montrer que cette courbe a, en général, un point d'inflexion et un seul. Dan^ quel cas y a-t-il exception? Si la courbe présente deux parties, le point d'inflexion est situé sur la branche infinie. /^
!267. Construire la courbe dont l'équation est
{y — ir*)' = xy^.
Cette courbe a deux branches tangentes à Taxe des or, à l'origine. En prenant X pour infiniment petit principal, quel est, pour chacune des branche^
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de courbes, l'ordre infinitésimal de ^? Quel est l'ordre de la différence entre lt*s ordonnées de deux points qui correspondent à une même abscisse? Celte courbe a-t-elle des points d'inflexion?
268. L'équation y — a sinj^ = ar, où a est un nombre donné, compris entre o et 1, définit^' comme une fonction de x, continue dans tout intervalle, croissante quel que soit x. Montrer que, si l'on a construit la courbe (C) qui représente cette fonction pour les valeurs de x comprises entre o et ir, on peut en déduire la courbe tout entière. Trouver les points d'inflexion de cette courbe, reconnaître le sens de la concavité. En quels points la tangente est-elle parallèle à la bissectrice de l'angle des coordonnées positives?
!i69. En combien de points la courbe qui a pour équation y = ch^ peut-elle être rencontrée par une droite? Quelles conditions doivent vérifier a et 6 pour que la droite dont l'équation est y = ax -^ ô rencontre cette courbe en deux points distincts? En deux points confondus?
Nombre de racines de l'équation
{X — sinx — a -h sina) — tang-(cosat — cos;r) = o,
où a est un nombre donné compris entre o et ir.
"ilî. Reconnaître d'après la valeur de a le nombre des racines réelles des équations
x^-i- ax^-\- - x' — r = o, •i 5
x^ -+- ax' -H -^ J7* — = o,
272- Si, rians l'intervalle (a, 6), la fonction /(a?) et sa déri>ée seconde sont continues et si les deux fonctions ne sont jamais de signes contraires, la première ne peut s'annuler qu*une fois dans Tinlervalle (a, 6).
273- Soient i/, v deux fonctions de x qui, dans l'intervalle (a, 6), sont continues ainsi que leurs dérivées u\ v' : si, dans ce même intervalle, la fonction uv' — u'v ne s'annule pas, il y a entre deux racines consécutives de l'équation M = o, comprises entre a et i6, une racine de l'équation v = o.
27-4- Soit (C) la portion de la courbe, définie par l'équation^ = tanga;, qui correspond aux valeurs de x comprises entre et H — ; soit a un nombre
donné compris entre o et - ; la condition pour que la droite dont l'équation
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est
cos*at
rencontre en trois points distincts la courbe (C), est que la valeur absolue de/> soit moindre que a(i-+- tang'a) — tanga. On prouvera que cette dernière quantité est positive.
En combien de points la droite dont Téquation esi
y = — r tanecc
•^ cos*a **
renconlre-l-elle la courbe (C)?
L'équation
— X -k- sinx = o
n'admet pas d'autre racine réelle que a^ = o.
277. La dérivée n'*"« de c--»' est de la forme ?„«-•*"', où P« est un polynôme du degré n (Ex. 2:20). Montrer que toutes les racines de réquation Pa=<> sont réelles et distinctes.
278. La dérivée /i**™« de est de la forme -~- — ;, où O- est un
polynôme de degré n (Ex. 224, 223). Montrer que toutes les racines de l'équation Q,i = o sont réelles et distinctes.
Soit Xn la racine comprise entre o et ~ de l'équation
tangâ7 — 37= /ïir,
où n est un nombre naturel donné; montrer que x^ augmente avec n et tend vers — quand n augmente indéfiniment.
La série à termes positifs
est divergente.
282. On considère un rectangle de carton dont les côtés sont a et 6 (a > 6) ;
on trace à Tintérieur du rectangle des parallèles aux côtés, à une distance a? < -
de ces côtés; on supprime les quatre petits carrés qui se trouvent ainsi délimités aux quatre coins du rectangle, et Ton plie le carton le long des lignes tracées, de manière à former une boite rectangulaire ouverte, de hauteur x
1^ En regardant a et 6 comme donnés, déterminer x de façon que le volume de la boite soit le plus grand possible; calculer l'expression «p(a, 6) de ce volume maximum en fonction de a et de b.
2" On se donne la surface /n* du rectangle de carton ; déterminer a et 6 de manière que Q>(a, b) soit le plus grand possible.
283. Trouver avec trois chiffres significatifs exacts les racines des équations
x^->rx — looo = O, sinir=-> x — -sina7=7,
e^ = , IgC ar H- v^iH-or*) = •
2 — X lOOOO " lOO
*284. Trouver avec trois chiffres significatifs exacts la plus petite des racines
positives des équations
c-** sinar = 7, c-*' sin jt = 10000.
â85. Que donnent la méthode de Newton, ou la méthode d'interpolatioo. appliquées à une équation du premier déféré, quand on prend pour valeur» approchées de la racine des nombres quelconques.
586. Soit (C) la courbe dont Téquation est ^ = a-^— i. Par un point M <ie Taxe des :r, d'abscisse plus petite que 1, on ne peut lui mener qu'une taogeDte. Comment varie Tabscisse du point de contact a>ec Tabscisse du point M?
Soient Ai le point de contact de la tan»;ente issue de Torij^îne des coordonnées et A'j la projection du point A, sur Taxe des x\ soient, de même, A, le point de contact de la tangente issue du point Aj et A, sa projection ^ur Taxe des X, Aj et A, le point de contact de la tangente issue du point Aj et sa pr(*-
jection sur l'axe des a*, .... Montrer que les abscisses ai, aj, , i«, ... à<ti
points A|, Aj, ..., A;,, ... forment une suite lie nombres négatifs dont b valeurs absolues croissent indéfiniment. Soit a un nombre qui n'appartienne pas à cette suite; montrer que la suite
•la'-hi -la^-ri 'i.a\-r-\
"'^-T^i-' '''=—5^' "'=~3âr' ■■■
formée, d'après la méthode de Newton, en partant du nombre a, a pour limite l'unité. Qu'arrive-t-il quand on forme la même suite à partir d'un nombre a qui appartient à la suite 21, a^, . . . , z„, ... ?
287. Appliquer la méthode de Newton à l'extraction de ta racine carrée d'un nombre positif A.
Montrer que, si Ton pose
on a
limite de x^ pour n infini.
Si l'on prend A = 2, x = 4 ? quelle erreur commet-on en prenant pourv'^ ^^ valeurs x^ ou ar^?
288. Soient a et ^ les racines réelles ou imaginaires de l'équation ax^ -r 'jibx -h c = o,
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cloni les coefficients peuvent être réels ou imaginaires, nuiis dont on suppose les racines différentes. Soit x un nombre quelconque, assujetti seulement à être représenté ( n" 9.')) par un point qui soit inégalement distant des points qui figurent les nombres a, fl>. Soit ensuite
nx*'-^ t.hx -\- c ax* — c
■i{ax-\-b) Àiax-i-b)
(1X7 — C Xi= ■ 7-,
•i( axi-^ b) ax\ — c
•}.{axt-i- b)
une suite de nombres formée en appliquant la méthode de Newton à partir du nombre x\ montrer que le point Xa a pour limite, quand n augmente indéfiniment, celui des points a. ^ qui est le plus voi<^in du point x. On n)ontrera, pour rela, que l'on a
La suite X\y x^, . . ., x^, ... ne peut avoir aucune limite, pour n infini, quand le point X est également distant des points x, ^.
ÉQUATIONS ALGÉBRIQLES.
§ i. - RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES. FONCTIONS SYMÉTRIQUES.
258. On a vu au n" 113 qu'une équation du /?**"** deg^ré (i) \oX"-h A|3'"-'-f-.. .-h A«_i jr-f- A„ = o
à coefficients réels ou imaginaires A©, A,, ..., A„ (Aop^ o) a\ail n racines réelles ou imaginaires r^^ /'a. ..., r„, distinctes, ou non. Si ces racines ne sont pas toutes distinctes, il faut entendre que, dan< la suite /'i, r^, ..., /•„, chaque racine distincte figure autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité. Dans ces conditions, on a identiquement
(2) AoJr"-H Aia-«-»-4-. . .-h A|,_iJ^-+- A„= Ao(^ — ri)(x — r»), . .(a- — r^ );
d'où, en développant le second membre, en l'ordonnant suivant le> puissances dex, et en égalant dans les deux membres, di\isés par Af, les coefficients de la même puissance de j\ on tire les égalités
ri /'î . . . r,, -h . . . -*- /•;,- ,,+. r,,_,,_H8 .../•„ = (— i )/' -^ ,
Ao
Ces relations qui fournissent l'expression, au moyen des coeflîcients, de la somme des racines, de la somme de leurs produits deui à deux, trois à trois, .,,, p k p, . . . , de leur produit proprement dit,
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sont fondamentales : elles permettent d'écrire immédiatement^ les coefficients d'une équation du ^î'^"* degré dont on donne les n racines. Je les écris explicitement pour une équation du troisième degré Agj'-i- A| J7*-}- A-i.r -f- A3= o :
Al rx -+- /j H- /'a = — — , Ao
Réciproquement, si n nombres r,, /-j, .., r,, vérifient les équations (3), il est clair que Tégalilé (2) sera vérifiée identiquement en X et que i\, /••>, . . ., r„ seront les n racines de Téquation (i). En d'autres termes, la résolution de l'équation (1), à une inconnue a*, ou la résolution des n équations (3) à n inconnues /'i, /.j, ..., /-,/, sont deux problèmes équivalents.
259. Fonctions symétriques des raoines d'une équation. — r Soient r,, /'a, . . ., /•„ les n racines de l'équation
il) Aoa-"-f- Aia-" '-r-.. -h A„ = o.
On appelle fonction symétrique de ces racines une fonction. f{ j:,, ./-j, .... Xn) des // variables X|, ^2, .... x„ qui prend toujours la même valeur quand on remplace oTi, x^, ..., x,i parles nombres /*,, /-j, ..., r„, quel que soit l'ordre dans lequel ces nombres sont rangés.
Pour constater que/(X|, Xa, • . ., r,,) est une fonction symétrique des racines de l'équation (i), on a donc à former les n\ arrangements n à /i des nombres z^, /-.j, .... /'«, à substituer, à la place de .ri,X2, ..., Xtt-! dans/(X|, x^-, ..., x«j, les n nombres qui constituent chaque arrangement et à constater que les n\ résultats obtenus sont égaux.
Une pareille constatation est en général difficile; elle suppose que r^'^quationfi) soit résolue et implique de longs calculs. Voici quelques ei^einplcs où elle est aisée :
Soient /'i, Ta, /'s les trois racines de l'équation x-^ -^ px -j- ^ = o; je vais montrer que x\ — x^^x^ est une fonction symétrique de ces racines; on voit de suite, en effet, que, si l'on remplace Xi, x^^ x^ par les six arrangements, trois à trois, des nombres /i, /'a, /-j, on ne
trouve que les Irois expressions distinctes r\ — /'-j/'a, r^ — '"a^i* r'I — f'ir,; ces trois expressions sont égales : la différence entre le? deux premières, par exemple, est, en effet,
r} — r\ -H /•3( /•,— /,) = (rj — /'ijC/-, -h/'î-H/', );
elle est nulle puisque le terme en j:^ manque dans Téquation x^-hjjx-h g = o et que, par conséquent, la somme des racines de cette équation est nulle.
Quand une équation a toutes ses racines égales, toute fonction de ses racines peut être regardée comme une fonction symétrique de>e> racines.
La définitiuii qu'on a donnée plus haut d'une fonction symétrique de? racines /'i, rj, . . ., rft «i'une équation du /t'*™*" degré ^(jc) = o n'implique jw? que les /i variables J7i, j^2, ••■) ^n figurent explicitement dans cette fonction :>'il ne figure effectivement que p variables j^i^^Tj, . . ., Xp. on devra entendre que la fonction considérée a toujours la même valeur quand on remplace respecti\emenla*i,j-j, .., ^r^, par les nombres qui figurent dans les /e(/i — i;...(/i— y»— n
arrangements p k p des lettres /*|, /*t />; il pourrait même ne figurer
qu'une seule variable. Ln polynôme en X\ qui garde la même valeur quaad on remplace x^ par rj, /-j, . .., /•„ doit, de ce point de >ue. être regardé corome une fonction symétrique des racines de l'équation ^{;r) = o; tel est, par exemple, le polynôme "^(x) lui-même, qui est nul pour chaque racine. E" supposant que réqu;ition donnée ^{x) = o ait toutes ses racines iiiégalt-s. il e.-<t aisé d'avoir la forme de tout pohnome/(:r) qui prend ainsi la mèun^ valeur V quand on y remplace j^ par /'i, rj, ..., /•«. Le polynôme /(x) — ^ doit, en effet, être nul quand on y remplace x par ri, /-j, . . ., r„; il doit, p<)r conséquent, être divisible par ^{x)\ par convoquent, V est le reste de la division de/(j:) par ^{x) et l'on a f{x) = gKx)^{x) -t- V, en désignani pa: g(x) un polynôme arbitraire; en particulier, si J\x) jouit de la pn)pririf considérée et si l'on sait qu'il est de degré inférieur à n, on peut afliinjcr qu'il se réduit à la constante V.
260. il y a un cas très important où il est clair qu'on a affaire à une fonction symétrique des racines de l'équation
(1} AoJ:^«-r A,x'-'-4-...-h Art= o,
et cela quelle que suit cette équation, pourvu qu'elle soit du degrtf /i : c'est celui où la fonction ./(xi, x-y^ ..., x^) est un polynôme en iTi, Xa, . . -5 ^n symétrique par rapport à ces variables {^n** 126). ceslà-dire qui reste le même polynôme, quand on y échange deux ^a-
riables quelconques, ou qu'on effectue sur les variables une permulalion quelconque. On montrera bientôt que la valeur que prend un lel polynôme, quand on y remplace les variables a'i, x'a, . . ., x,i par les racines de Téquation (i), s'exprime sans difficulté au moyen des coefficients de cette équation et que, ainsi, cette valeur peut être calculée sans résoudre l'équation. En admettant, pour un instant, celle proposition, je vais montrer que, toutes les fois que l'on sait (|u'une fonction rationnelle F(jr'i, .r^, ..., .r,,) des variables X|, Tj, ..., x,i est une fonction symétrique des racines de l'équation (i), au sens qu'on a précisé plus haut, on peut en ramener le calcul au calcul d'un ou de deux polynômes symétriques par rapport aux variables a'i, a*2^ • • î ^/l-
Supposons d'abord, en effet, que F(.ri, x^', ..., ^*«) soit un polynôme en X| , X2, ..., x„; en effectuant sur ces variables, dans ce polynôme, toutes les v = i.2.../i permutations possibles, on obtiendra V polynômes F,, F.., ..., Fv dont l'un sera le polynôme proposé F. (les V polynômes pourront, suivant les cas, être tous distincts, ou en partie identiques; ils seraient tous identiques si F était symétrique en ^,, X2j . . ., x«. Quoi qu'il en soit, ils prennent, par hypothèse, la même valeur V quand on y remplace les n variables par les racines /*,, Tj, . . ., /',< de l'équation ( i) : cette valeur V est donc égale à celle que Ton obtient en remplaçant a:,, a:.,, . . ., x,i par /'i, /a, . . ., r„ dans le polynôme F| -h F^H-. . .-h Fv et en divisant le résultat par v; mais ce dernier polynôme est une fonction symétrique des n variables X|,.r2, . . ., x„ puisque, si l'on effectue une même permutation, d'ailleurs quelconque, sur les v arrangements n à n des lettres j?,, x.j, ..., jr„, on reproduit ces mêmes arrangements, dans leur ensemble. Tout est donc ramené au calcul de Fj -f- Fo-h. . .-h Fv
Si l'on applique, par exemple, cette méthode à la fonction jt; — x.2X:t dont on sait qu'elle est une fonction symétrique des racines /'i, r^, /'a de l'équation j?-' -\- px -\- q = o^ on aura
V = -(Xf -^Xl -hX* -^XiXi — XiXi — XiX^).
Supposons maintenant que F{x^, x^', . . ., x„) soit le rapport
^(J"l, .Tj. .. ^ X„)
de deux polynômes *ri h en X|, Xj, ..., x». Pour que le problème propos»! ait un sens, il faut supposer que le dénominateur A(.r|, .r-j, . . ., x,i ) ne s'annule pas quand on y remplace les variable> par les racines de Téquation (i). Ceci posé, désignons par ^ ^ .- > •••'
^ les V fractions rationnelles que Ton déduit de Ç en ellectuant sur
les variables Jt'i, jt^, ..., jc,i, dans j» toutes les permutations possibles; toutes ces v fractions rationnelles prennent, par hypothèse, des valeurs égales quand ou y reuiplace .ri, .r^, ..., l'n par les racines (le Téquation (i); et il est clair que ces valeurs sont égales à celles que prend la fraction
dont les deux termes sont manifestement des polynômes symétriques en J7 1 , j?^ f • • • s *^n •
On peut donc se borner à l'étude de ces polynômes ou, comme oii dit, des fonctions symétriques entières de X|, x^, ..., x». Dans ce qui suit, en parlant d'une fonction symétrique entière des racine^ d'une équation de degré /^, c'est d'un polynôme symétrique en Xi, Xa, . . ., x,i qu'on entendra parler.
â6t. FonctionB symétriques entières de n variables. Énoncé dn théorème fondamental. — La proposition fondamentale concemani les polynômes symétriques en X|, .r^, . . ., wT», qui est une des propositions les plus importantes de l'Algèbre, a été déjà annoncée au n« 126.
Si Ton désigne par a*,, a^,, . . ., s,t les fonctions symétriques élémentaires des variables x,, .r^- • • -» -f,i, c'est-à-dire la somme de ce> variables, la somuie des produits deux à deux, trois à trois, ...Je produit des n variables; si, en d'autres termes, on pose
Si = JTi -r- a^j -+- . . . -h wlVn
5, = .n JT, -H Xi -Ta -H . . .-Ï-X,/-|X„,
S,. — .r, JTi
tout polynôme /(.r,, r., . .., x„ ), symétrique en x,, x^, . . ., x«, peul
être mis sous la forme d'un polynôme 'f{s^,s•2^ .... .v,j en 5,, a-j, ..., a'„; c'esl-à-dlre (|u'il existe un polynôme '^(a,, ^2, ...,5,/) qui devient identique à/(.ri, .r.., . . ., jc„) quand on y remplace St, s^^ . . ., ^/i par les seconds membres des égalités (i).
Si Ton regarde 5|, 5*2^ "•> ^u comme des notations abrégées pour représenter ces seconds membres, il est clair qu'on a identiquement en.r, Jr^, j:.. ..., x„
{■1} (JT — X|)(j? — arj). .,(x — Xfi) = X" — SiX'* ^-h SiX'-*—.. .-!-(— !)««„;
en d'autres termes, 5|, .so, ..., s,i sont, au signe près, les coefficients d'une équation en j^.* de degré n, dans laquelle le coefficient de x" est I, et dont les racines sont x,, x^j . . -, r„. Je désignerai par 'f (x) le premier membre de cette équation, ou l'un ou l'autre des deux membres de l'identité (2). Il me sera commode de représenter les coefficients de f(x)^ avec leurs signes, par/>i, //2, ..., />«, c'est-à-dire de poser pr= { — i/Sr (/•=i, 2, ..., /i), en sorte qu'on ait identiquement
{ 3 ) f(T) r=z(x — Xi)(x — Xi).. .(X — X,i)=:X'*-\-piX'^-^ -^ p^X»-* -h . . .-^Pa*
Dire que le polynôme /(x^ x^t ..., Xn) peut èlre mis sous la forme d'un polynôme en 5|, .Çj, . . ., a-,i, ou sous la forme d'un polynôme en />!, p.2j . . ., pny c'est évidemment dire la même chose.
Si l'on admet la proposition énoncée et si l'on a obtenu l'expression Ae/iXi, X2, ..., J^ft) comme un polynôme en pt, p^^ ...,/?,i, il est clair qu'on obtiendra la valeur que prend le polynôme /* quand on y remplace x,, Xj, ..., x„ parles racines /'i, r2, ..., r/i de l'équation
Aoa?" -H A I x'^~^ -h . . . -h A« = o,
en remplaçant, dans le polynôme en p^^ />2, ..., p,i, ces dernières lettres par
A_i Aj A,i
Aq Aq Ao
Le problème qui consiste à exprimer au moyen de 6|, 52, ..., ^/i un polynôme symétrique en x,, x-^-, ..., Xn peut être ramené à des problèmes plus simples.
Considérons un terme du polvnome donné: il sera de la forme
où A est une constanle et a,, a-j a„ des entiers positifs ou nuU:
tous les monômes analoj^ues qu'on déduit île celui-là en permutant d'une façon quelcon(|ue les lettres r,, .r.^^ ---i * » et en laissant le^ exposants ai, a-i, ..., ^^ à leurs. places, doivent figurer dans le polynôme donné, avec le méuie coefficient A : autrement, ce p(»lynoinr ne serait pas s y ui étriqué.
Si, par exemple, il s'agit d'un polynôme symétrique en j*,, .r», J^'sî J^\i qui contient le terme ox^x^X'^^ ce polynôme doit contenir, en outre, les termes
Sj'fa-la^î, ixJ.rÎJ'J, Sxîrja^l, '^T\x^xly 5a?Jx|j*î.
■jarlxlxl, 5x1x^x1, 5xlx\xl. 5x1x^x1^ 3j*J.rJxJ,
Dans la même hypothèse, l'existence, dans le polynôme proposé, du ttrme "jx^x-ix^^ où les trois exposants sont inégaux, entraînerai! l'existence de vingt-trois termes analogues, puisqu'il y a vingt-quatre arrangements de quatre lettres trois à trois : tous ces termes auraient pour coefficient 7; les trois variables qui figurent dans un terme seraient toujours an*ect«''es des exposants i, 2, '.\.
Pour en revenir au cas général, il est naturel de réunir tous le> termes distincts qui se déduisent du terme \x^*x^/. . .xf/' par les tliverses permutations des lettres J7|, .To, ..., x,/. (ïl y en avait douze dans un des exemples précédents, vingt-quatre dans l'autre. ) Si, ensuite, on met, dans tous ces termes, A en facteur, ce facteur multipliera une somme de ternies, tous distincts, et qui se déduisent, comme on l'a expliqué, du monôme .r*'x^*,..xf^''; une telle somme <e représente habituellement par le symbole
^x'^x°i-...xfr:
le nombre des termes qui y figurent est, au plus, v = 1 .^«.3. . .«: il
atteint cette limite si tous les exposants a,, aa ^a sont dilVérent-»;
il serait égal à i si tous les exposants étaient égaux; le terme considéré, dans ce dernier cas, serait évidemment égal à sf/.
Dans cette notation, les fonctions symétriques élémentaires se représenteraient par £X|, JlXtXoy . . ., Sj7,:r2. . -x^, la dernière étant réduite à un seul terme.
Il est clair que, si Ton savait exprimer au moyen de ^i, So, . . ., s„ les fonctions symétriques telles que Jlx^'x^*, . .x*", le problème serait résolu. Remarquons de suite que, si aucun des exposants a,, aj, ..., 0L„ n'est nul, et si a est le plus petit de ces exposants, on peut mettre en farteur .r*a*. . .J^*= ^J dans tous les termes de la somme et ramener ainsi le problème à un problème analog^ue, mais relatif à une somme plus simple.
Lorsque les exposants sont suffisamment petits, on peut aisément, en partant des définitions des fonctions symétriques élémentaires, résoudre le problème posé; j'indique quelques exemples avant d'exposer les méthodes générales.
Supposons qu'il s'agisse de la fonction symétrique de trois variables X|, J?2, Xjt,
2j^iJ?* = j'ia:'! -«- ^larj -^ x^x^ -h x^x^ -h x^x] ■+■ x^xl ;
il est clair que tous les termes de Sjc,^.^ se trouveront dans le produit de Sj:, par ^ixi-ro: ce produit contiendra en outre trois fois le^ terme XtX^x^. On a ainsi
on trouvera de même
Soit encore à calculer Jlx\x2j ^n peut ramener le calcul de cette somme au calcul de sommes analogues, mais où les exposants soient inférieurs à 3; si, en effet, on pose comme plus haut
^(X) = (X '-Xi)(x — Xi)(x — Xi) = x^ — SiX^-^-S^X —53,
il est clair qu'on aura x'J — .v, .rf H- .Ça ^i — 53 = o ; celte égalité ayant lieu identiquement en JC|, x-^i x^ lorsqu'on suppose que 5,, .$2-, *'» sont remplacés par leurs expressions eu ^,, .ra, x^ ; on en tire
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puis
x\ = SiJ-] — SiX] -h Sncri= Siisix] — Sfjri -+- 5j) — SfX] -hSj-Pi
Il est à peine utile de dire qu'on pourrait continuer et exprimer de la même façon xj,xj, . . . sous formes de polynômes du second de^rn en X|, polynômes dont les coefficients seraient des polynômes on *i^ -^2» A*3 (M; mais c'est seulement de l'expression de x\ que j ai besoin ici. On a de même
^i = (5? — 5j)jrJ 4-(53— 5,5, )5r,-|- 5,5,.
Si, maintenant, dans les six termes de la somme 2^.r|j:2, on remplace respectivement .r[, j:*, xl par les expressions précédentes, on voit d'abord que le terme x\x.2 se met sous la forme
3r\Xi= {S\ — «j):rf J"j-h( 5, 5|5t)X, a?!-!- SiSiXi
et, en faisant la somme des cinq expressions analogues, que je laisse au lecteur le soin d'écrire, on trouvera
Sx}j72= (s] — 5j) Sarî.r,-h-i(5.,— 5,5,)2a:',.rj-h 45,5, St-j-,
en utilisant l'expression trouvée pour Sj7J\r2, on obtient
Sa:}xj = (5f — «2)(5|5j— i53)-*- -li s^ — *i *i)5t-f- ai?*»
Sans que je m'y arrête, il suffira au lecteur de réfléchir un peu surlj méthode qu'on vient d'appliquer pour voir que, s'il a à calculer une expression de la forme S j:.*'x5«. . .xj", il pourra s'arranger louj ou r>. en utilisant les identités 'f (j?i ) = o, x^ y(j?i ) = o, . . ., pour ramener
(') D'une façon générale, si l'on divise a:" par 'f (x), •>!! parvient à une identité « la forme
où K(.r} est du second degré en x; en remplaçant dans cette identité xparr,, on obtient
le calcul de relie expression au calcul d'expressions analogues où les exposants seront tous inférieurs à n.
Après ces exemples, j'arrive à la démonstration du théorème fondamental, énoncé au début du présent numéro.
262. Je rétablirai d'abord pour des fonctions symétriques particulières, les sommes Sx;, Sa:^, . . ., Sx', des puissances des variables; a\ec les expressions de ces sommes au moyen de 5|, ^j, . . ., 5« ou de P%t Pli -"t Pfij il sera aisé d'obtenir toutes les fonctions symétriques entières. Je poserai pour abréger
le problème consiste à exprimer Sr sous forme d'un polynôme en Pij P'2j •••1 pft qui devienne identique à S^ quand on y remplace /?,, P2J • • •» Ph par leurs expressions en t'i, .t'aj • • -> ^n*
On observera d'abord que le calcul de l'expression des polynômes Sr? au moyen de y^i, /^.j, . . ., p^^ se ramène au calcul des polynômes S|, Sj, ..., S«_i, où l'indice /• est inférieur à /i ; en ellet, on a identiquement, en désignant par x^ l'une quelconque des variables Xx^ x^, . . ., j:,; et par h un nombre entier quelconque,
en écrivant toutes ces identités pour a = i , 2, . . ., /i et en les ajoutant membre à membre, on trouve évidemment
S/i-hA- -HjPl S/,H-A_! H- Pi S„_H>t-ï -H . . . -h /?„ Sxr = O,
OU, en supposant successivement /r = o, 1, 2, . . .,
I' S,i -H/>iS,i_i-h/>ïS„_j-h. . .-h /i/?rt =0, ^ S,i-Hi-«-/>iS« -+-/>îS«_i -h. ..-Hy^rtSi = o, i S«_Hj-f-/>iSrt-Ki-f-y»ïS„ -»-.. .-4-/?«Sj= o,
Ue la première de ces égalités on tirera S« au moyen de S,»!, ^« -2> •••? Si (elde yP|, yoa, ..., /?«); de la seconde on tirera S«^| exprimé au moyen de S,,, S/i_i, ..., S| et par suite au moyen de S,,_i, S«_2> •••îS|, Toutestévidemraent ramené au calcul deS|,
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S-2, ..., S;;_|. C'est l'applicHlion de la inélluxle expliquée à la (in du précrdenl numéro.
Les sommes S| = 5|, S-j, S3 S„_i s'obtiennent au moven de
rartifice suivant, qui est dû à Newton.
En désignant par '^'(jc) la déri\ée (par rapport à .r) du polvnoim'
on a
^'(X)== (x — Xt){T — Xi).,.(X — X,,}
-^ (X'—Xi)(x — JTj). . .(r — .r„)H-.. .-+-(3'-— .ri)(r — j-j). ..Ct — T, il _ y(j') 9(x) ®(a-)
'~ X — J*| X — Xi ' " X — x„
On a d'ailleurs (n** oi) (1) -2_ilL = x»-^-h(xi'-i-pt)x"-^
X — Xi
-+-(x\-hpiXi-h/)i)X"~^-Jr...-h(x\ -hpi^'i * H-...-h/);.)X''-'-'
-f-.-.-hjrî '-^-yoiJ-y * -4-... -h /?«-!,
et des expressions analogiques pour ~ > -^ > • •» — ; en
^ ^ ^ X — Xi X — X3 ar — ^fl
supposant toutes ces expressions écrites et en les ajoutant, on obtiendra
le polynôme en x
/IJ-/1 I _^ ^S|-h npi )x» -*-h ( Sj -}-/>! Si-»- npi)x" -^-h,.. -^ lS,.-4-/>,S,._,-H. ..-i-/3,._,Si-J~ «/>;. >jr«-''-' -H... ■+- S,|- ^-H/>,S..,. î -+-... -h />/,- iSi-h np» j;
puis, en égalant les coefficients de ce polynôme à ceux du polynôme
9'ix} = nx" -^-h { n— i)PiT" *-^-. . .-J- (/i — r)prX'* ''-^ -h. ..-f- />«-!♦
on a, en faisant tout passer dans un membre,
i S,. -r-/>,Sr- 1 -t-/>sS;.- s -i-...-^-/>,. -iSi -+-r/>^ =0,
De la première de ces formules on lire S| = — /?<, résultat que l'on connaissait d'avance ; de la seconde et de la troisième on tire
Sî = y»! — a/>,, Sa = — /?] -H 3/?, />i — 3/>3,
Il serait aisé de vérifier ces formules en remplaçant dans les seconds membres p^^ /?2i /^a? • • • p»»' leurs expressions en :r<, x^^ . . ., x,i, 11 est clair que les formules (i) et (3), auxquelles le nom de Newton est attaché, résolvent le problème posé et que S,, Sj, . . ., Sr, . . . peuvent être mis sous forme de polynômes en ywi, p2^ ..., pnt à coefficients enliers.
On remarquera que la première des formules (i) (/r = o) suit la même loi que les formules (3j; cette loi est changée pour les suivantes.
Kn adjoignant aux équations (3) la première des équations (i), à savoir
S« -+■ px S„_i -i- pt Srt-î -+-...-+- pu~\ Si -+- npn = o,
on obtient, lorsqu'on regarde S|, Sa, .-. ., S,i comme des données, un ï,ystèine de n équations du premier degré qui peuvent être résolues par rapport à /y,, />2, . . ., />«. Ces // dernières quantités peuvent donc s'exprimer au moyen de S|, S^, . . .j S« (*). Considérons maintenant les sommes
au moyen desquelles on peut exprimer tout polynôme symétrique en .r,, ^2, ..., -K-//. On vient de montrer qu'une somme telle que Sa?*», dont chaque terme ne contient qu'une variable, peut être mise sous la forme d'un polynôme en //,, />a, . . ., p^. Passons aux sommes telles que Sj7*x§, dont chaque terme contient deux variables : il y a dans une telle somme n{n — i) termes, si a, ^ sont différents; il y en
a > SI a est égal a p.
Dans le premier cas, tous les termes de Xa:*x.§ figurent, chacun
( * ) On en conclul, en rejÇdrdani j:,, x^y ..., x^ comme les racines d^une équation 9(jc) = o, dont les coefficienls seraient py. p., ..., />„, que les coefficients d'une équation sont déterminés quand on se donne la somme des racines, la somme de leurs carrés, de leurs cubes, . .., de leurs /i'*»»' puissances.
une fois, dans le produit de ïlx* par S^rf, produit qui contient en outre x^^^ et tous les termes analog^ues ; on en conclut
îarî = (S«)«~Sîa
On voit de même que tous les termes de la somme ^x^x^xl figurent dans le produit de Hx'^x^ par SxJ, et que Ton a, en supposant a, 3, y différents, ^ différent de a -f- y, a différent de |ï -h y,
et, par suite,
Lx^x^xl = SaSpSy— Sp-HySa— S«H-ySp— Sa-^-^ Sy -f- 2 Sa^-^^-v.
Il est facile de voir les modifications qu'il y a lieu de faire à celle formule dans les cas d'exception. En procédant ainsi de proche en proche, on aperçoit comment tout polynôme symétrique en j?, . j^a, . . -, x,t peut être mis sous la forme d'un polynôme en S,, S^, S3, — et, par suite, sous la forme d'un polynôme en />«, p^^ . . ., />«.
263. Méthode de Waring. — La méthode précédente n'est pas toujours la plus commode pour le calcul d'une fonction symétrique. Celle que je vais exposer, outre ses avantages pratiques, va mellre en évidence d'importantes propriétés. Elle repose essentiellement sur une manière d'ordonner un polynôme à n variables x,, X2, •• • x„, symétrique ou non.
Imaginons que les variables J7,, X2, . . ., ^« soient rangées sur une échelle verticale, en descendant : Xt est sur l'échelon le plus haut. Xi
sur celui qui est au-dessous, De deux variables, celle qui a le
moindre indice est sur un échelon plus élevé que l'autre ; je dirai qu'elle est plus haute que l'autre.
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Considérons deux monômes
Ax^ix*i* . . . x',\n , Ba:f.a:Ji . . . x^,n^
où A, B sont des constantes, où ai, «2? • • •> ^/n ^m ^2? • • -i ^/i sont des entiers positifs ou nuls. Je dirai du premier monôme qu'il est plus haut que le second, si Ton a a^ >> 6| ; ou, dans le cas ou Ton aurait ai=^bt^ si l'on a ai> 62] ou, dans le cas où l'on aurait à la fois ^, = 6,, «2= 62, si l'on A a^> 63, etc. En d'autres termes, la première des difl'érences a^ — 6|, «2 — 62, ..., an — bn qui n'est pas nulle indique, par son signe, lequel des deux monômes est plus haut que l'autre : c'est le premier, si cette différence est positive; les différences qui suivent n'interviennent pas ( * ).
De deux monômes en x^ , ^^2^ • • •? ^ti', qui ne sont pas semblables, l'un est nécessairement plus haut que l'autre. Deux monômes semblables sont regardés comme de la même hauteur.
Si l'on fait abstraction des coefficients, il iCy a qu'un nombre limilé de monômes qui soient moins hauts qu'un monôme donné.
Etant donné un polynôme (réduit) en .ri, X2, . . ., x,,, on peut en ranger les termes de manière que chaque terme soit plus haut que ceux qui le suivent; par exemple les fonctions symétriques élémentaires de .r,, J72, J?3, J?4, ainsi ordonnées, s'écrivent,
XxX^->r XxX^-k- XxX},-it- XtX^->r X^Xs,-^ X^X^,
X\X^X^-\- X\XiXi^-\- X\X^X!^-^ X^X^Xi^^
X\ Xf x^ x^ .
Si l'on fait le produit de deux polynômes en x^, x^^ . . ., Xn ainsi ordonnés, le terme le plus haut du produit proviendra évidemmeni, sans réduction, des premiers termes des deux facteurs. Cette observation s'étend au produit d'un nombre quelconque de polynômes.
Considérons, par exemple, l'expression
(') C'est d'après une règle toute pareille qu'on reconnaît, de deux nombres entiers écrits dans le sysiéme décimal, lequel est le plus grand. La façon d'ordonner un polynôme que Ton indique ici serait identique à celle que Ton a indiquée à l'exercice iO, si l'on convenait de ranger les variables non dans Tordre x^, x^, . . ., J7„, mais dans l'ordre inverse ar„, ^„_i, ...» x^.
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OÙ \ est une constante, où ai, a.^, ..., a,i sont des nombres enlier> positifs ou nuls, et où 5|, s.», . .., 5„ représentent les fonctions sviiiêtriques élémentaires de j?i, x^-, .. ., JCn-
Cherchons quel est, dans ce polvnome en j*i, x^-, . . ., Jr„, supposé déxeloppé et réduit, le terme le plus haut.
Les termes les plus hauts, dans^,, s*. 5.,, ..., s„, sont respecli\ement
J?i, XiXf, XiTiXz, ..., .riXtX3..,x„;
ils sont, dans 5*', 5*% .vj", . . ., .v*",
Le terme le plus haut dans Ajf*«5*«. . ..ç** est donc
Les termes les plus hauts qui proviennent du développement de deux monômes en a*i, .V21 • • •? ^u q^^i n<^ ^^oi^l- p^^ semblables,
ne peuxent être de la même hauteur, car les égalités
ai-HajH-...-4-«„= 3i;-T-a;-r-...-Ha;,,
cMilraînent é>idemment ai = a',, a^^a.^, ..., a„=a^. Si, des ileui
monômes en A|, a'^ jr,,, il y en a un qui est (en 5,, a-.j, .. ., s„) àe
dt»j;ré plus élevé que Tautre {>i -h aa 4- . . . H- a« > a, -4- a,^ -h . • • H- **'• c'est é>idemment celui-là qui fournit le terme le plus haut. Comc-
nons de dire, eu général, de deux monômes en a,, s^ .««, que le
premier est plus haut que Tautre, si le plus haut terme du développement qu'il fournit est plus haut que le plus haut terme du développement que fournit le second. Alors, des deux monômes en 5 1. 53 ^^
que Ton \ient d'écrire, le premier sera le plus haut si la première des
différences
(a. H- aj-^. . .-4- a„) — («', -t- 3t; -h . . .-f- ai), (aj-f-...-f- a«)— (a;-h...-f-a;,),
qui ne s'annule pas est posilive.
Il est clair que tout poljnome en 5,, $2, . . ., s,i peut être ordonné de façon que chacun de ses termes soit plus haut que ceux qui le suivent.
Ceci posé, partons d'un polynôme /(j^i , ^r.j, . . ., j?,,), symétrique en ^1, Xo, . .., x„j et admettons qu'il existe un polynôme F (^i, S2, ...,*//) qui lui devienne idenlique quand on y remplace 5,, s^, ..., s,, par leurs expressions en :r,, Xi^ . .., x,^', on va voir comment, en supposant les deux polynômes /et F ordonnés ainsi qu'on l'a expliqué, les termes successifs de F se déterminent d'une façon nécessaire. Réciproquement, la façon dont seront obtenus ces termes montrera (jue le polynôme formé par leur réunion répond à la question.
Soient, en désignant par A et A' des constantes, par ûf|, «a? • • •? ««? a,, aa, . . ., a„ des entiers positifs ou nuls,
les termes les plus hauts dans /' et dans F, respectivement : dans le développement de F, le terme le plus haut proviendra de celui que l'on vient d'écrire, il sera
il devra être identique au premier terme de /, c'est-à-dire qu'on devra avoir A'= A, puis
et, par conséquent.
a, = ai — aj, xj = a^ — aj, ..., a,i_i = a„_, — a,,, 2.,,= an.
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Ainsi, le premier terme de F sera
Désignons maintenant par/, (^,, j^a? • • •> -^n) le polynôme que l'on obtient en remplaçant dans la diflérence
/(a^i, ar, ar„) - A *?«—«*;«-««. . . i^-,
5|, 52, . . ., 5„ par leurs expressions en ^i, JTa, . . ., j?m, développant et réduisant; ce polynôme, différence de deux polynômes symétriques
en J7|, 072, . . ., .r^i, est lui-même symétrique eu 07|, o:*^, , o:»; il ne
contient plus de terme aussi haut qu'en contenait /(j^i, X2, ..., Jw). Ce polynôme/, doit être identique au polynôme en .ç,, 52, ...,*«
lorsqu'on y remplace 5|, 5^, ..., 5,1 par leurs expressions en j,. a?2ï . . ., ^/i î si donc on désigne par
le plus haut ternie de/, le premier terme de F, (le second terme de F) devra être
Tous les termes de F se détermineront ainsi individuellement les uns après les autres: l'opération se terminera sûrement, puisque, à chaque fois, le plus haut terme est moins haut que dans Topératioa précédente, et qu'il n'y a qu'un nombre fini de monômes, moins hauts qu'un monôme donné.
Il est à remarquer que c'est précisément la méthode qui vient d'être exposée, qu'on a appliquée, d'une façon un peu inconsciente, (^a^^ les exemples simples traités au n® 261. Reprenons le calcul des quantités ^x''^X2^, S.r"j:ri| en supposant maintenant qu'il y ait n variable^. Pour/= Jlx'-^ X'2^ la méthode de Waring fournit 5^"* s!^ comme premier terme de F; le produit StS^ est d'ailleurs égal à 2ic;a?2-|-32^4 jrj-rj: dans ce produit, en effet, le terme x^x^^j^i, par exemple, est obtenu trois fois, comme produit de X2X:i par a?,, de XtXz par jt^, dexiJTj par x^. On a donc
Xx\xt= Si Si— 3*j.
Pour/=2j^Jj7^, la méthode de Waring fournit 5®5*^ comme premier terme de F; on a d'ailleurs
(dans le carré, le terme 'iXtX^x^iX^ est répété trois fois, comme double produit de x^x^ par j^jJ^*, de x»j?3 par XiX^, de x^x^ par XiXi), Tout est ramené au calcul de Sx^j^aJ?»; la même méthode fournit 5*;"'52.v.i comme premier terme du polynôme en 5«, ^2, ..., qui doit être identique à Ix^^x^x^; le produit s^Si est d'ailleurs égal à ^x^x^x^i-h 4-^<'2^2^3^i ; on a donc
I,t\tI = si — 6*4 - 2(*i53— 4«4 ) = *î — ^'SiSi-h '1.^,
C'est au même résultat que conduit la méthode de Newton, en par- Unt de régalilé S^f xj = i(S^ — S,)-
264. De la méthode de Waring résultent immédiatement les propriétés suivantes, pour l'énoncé et la démonstration desquelles je reprends les notations employées dans l'exposition de cette méthode.
Etant donné un polynôme /, symétrique en x^^ Xa, . . ., x^, il n'y a qu'un polynôme F en 5|, 5^, . . ., s,/ qui devienne identique à /quand on y remplace 5|, «2, . . ., s,i par leurs expressions en jîi, X2-, . . ., ^/i. En efl'et, les monômes qui constituent F se déterminent l'un après l'autre, d'une façon nécessaire.
Les coefficients du polynôme F s'expriment en fonction linéaire, à coefficients entiers, des coefficients du polynôme / : cela est clair, en effet, pour le premier A; d'ailleurs les coefficients du polynôme /, symétrique enoTi, Xa, . . ., x„, auquel on ramène le calcul, s'obtiennent évidemment en retranchant des coefficients de /"les produits par A de certains nombres entiers, etc. En particulier, si les coefficients de / sont des nombres entiers, il en sera de même des coefficients de F. Que les coefficients de / s'expriment en fonction linéaire, à coefficients entiers, des coefficients de F, c'est ce qui est bien évident.
Quand on regarde s^j s^, . . ., s,i comme des variables, le degré de F e^l le degré de son plus haut terme, c'est-à-dire
(«1 — a,)-H(aj— a3)H-...-f-a„= a,; c'est le degré le plus élevé a\ec lequel figure dans /l'une quelconque
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de» variables Xt^ x^, ..., x„. Ce degré est ce qu*on appelle l'ordre de ia fonction symétrique /(^i, ^2? . . ., ^«).
Supposons que celle-ci soit homogène et de degré/? en x^y x^* ..., ^'/i ; *i, A'jî • • -1 Sf, sont, en x^, x^^ . . ., x„, des polynômes homogènes de» degrés respectifs i , 2, . . ., n. Un terme quelconque
de F sera un polynôme homogène en Xk^ X2, ..., x„ de degré A| -h 2X2 -h ... -h Al X„. Dans le développement, les termes qui ne sont pus de même degré ne peuvent se réduire entre eux; pour que le déveh)pp(Mnent soit homogène et de degré />, il faut donc que 1 on ail. pour chaque terme,
Xj -+- 2 Xj -+-...-+- n X,i = />.
On appelle ywo/rf^ d'un monôme en 5,, ^.j, . . ., 5« son degré en^j, 7'a, ..., Xf, qu'on vient d'apprendre à calculer. Tous les ternies du polynôme F(A'i, ^j, ..., s„) qui devient identique à une fonction symélrique homogène /(xi, jFj, ..., x,,) quand on y remplace a,. Jfa* » » *y 'V« P"i* leurs expressions en x«, .r^, . . ., x„, doivent être d'un même poids égal au degré m de/ en Xt^ x^, . . ., x„.
iHH. J'ajoute quelques brèves indications sur une autre méthode tie calcul iie> l\»nohons s\mt'triques qui est due a Cauchy et qui mériterait une élude plu> ap|irolondie.
t>b>er\on* d'abord, eu conservant toujours les mêmes notaiioiis, que lot>qu'ou sait meUre un pol\ nome / symétrique en j-,, Xj, ..., Xa sous la forme
oil IV, P|, ,. ., 1*4 sont des pol\nMme> en /»|. />j, , />. (^el, par conséquent.
do> |\olMUMne> en ,r|, j-*, , .. jr, «. il e>l aise d'avoir son expression au moyen
de /•!,/»♦ /v : M, eu elîel, d<«n> le p«*|yoome précédent, où je suppose
^jue J*», i>*. ,,. /',, <|uî fi^uivnl dans P#, P, P*.. si^ieot remplaces par
leuiN e\|Mv-Mo«N eu x . jr* x», on eohao^e les lettre* jr« et -r|, Jr, ei
Jt* -*«» î* et j*, ,. le p.dxuvMue ne oh^nse pas, puisqu'il est identique au
px^l\Ux»m»^ r\ >\mxU\|ue eu x , ^j x,: maïs cet échange ne trouble eu
ru^w P^ P, P^ qui >v'U» eu\-nieme> s\nie;rîques en X|, Xj x,; cela
rvxiom a duv que e pv>ixwonie en x
est ideatiquement nul quand on y remplace x par j^i, par^s. ...^parâ?/,, ou qu'il est divisible par fo(x) = (x — xi)(x — x^). . .(x — Xn)-, ou encore que/est le reste de la division par cp(âr) du polynôme Pox^-+- Pi a?*-» 4-...-+- P*, reste d*où x disparait nécessairement : en effectuant la division par
dij polynôme Poar^-i- PiX*-»-h. . .-+- Px, où P©, Pi. ..., Pa- sont des polynômes en /?!, />t, ...,/?/i, le reste (indépendant de x) fournira l'expression cherchée dey. Si, en particulier, k était inférieur à n^ il faudrait, pour que ie polynôme Poar^-f- Pio:^'-*-!-. . . -r- P^ — /fût divisible par o(.r) que ce polynôme en X fût identiquement nul, en sorte que P^ serait l'expression cherchée de/.
\u lieu de faire une division, on peut se servir des identités
f(x») = 0, X„^(Xn) = Oy xlo(Xn) = 0,
pour faire disparaître de l'expression (1) les puissances de .r„ supérieures à /i — I ; les autres disparaissent d'elles-mêmes ; il ne reste plus qu'un polynôme ^^ Pif Pi'> ' ' "> Pny qui est l'expression cherchée du polynôme/.
Il est d'ailleurs certain que tout polynôme symétrique en x^, arj, . .., x„-i peut être mis sous forme d'un polynôme en Xn dont les coefficients sont des polynômes en pi, p^^ . . . , />« ; en effet, l'identité
-i = (x —Xi)(x — Xi)...(x—Xn-l)
= a-«-i -+- (xn-^-px ).r'»-* H- ( arj -^ Pi^n-^ pt)x'*-'^-Jt-. . .
montre que les fonctions symétriques élémentaires des /i — 1 variables a^i, •^t» • • ■• ^u-\ sont identiquement égales à
— {Xn-\-px), ^l^ P\Xn^Pt. -(xi^piX^^p^Xn-^Ps), .••
{x„ disparait de ces quantités quand on y remplace pt, /»s, . . ^^ Pa par leurs expressions en x^, x^, . . ., Xa)\ tout polynôme symétrique ena^i, x%^ . . ., Xn-\ pouvant s'exprimer au moyen des fonctions symétriques élémentaires de .Ti, j*î, .. ., Xn-u la proposition est évidente.
Si maintenant on considère un polynôme / symétrique en .ri, arj. ..., a7«, on peut l'ordonner par rapport à Xa\ les coefficients sont des fonctions symétriques en iCi, rcj, ..., Xn-\' Admettons qu'on sache résoudre le problème pour les fonctions symétriques de /i — 1 variables, c'est-à-dire qu'on sache exprimer une telle fonction symétrique au moyen des fonctions symétriques élémentaires de ces n — i variables, on saura, par la méthode même qu'on vient d'expliquer, mettre le polynôme /, symétrique en rri, .Tj, ..., Xn^ sous forme d'un polynôme en x,i dont les coefficients sont des polynômes en p\y
/7s, ..., Pat puis finalement obtenir l'expression de / au moyen de p^ fit ...1 Pn-
On voit que cette méthode ramène le calcul d'une fonction symétrique de /i variables au calcul d'une fonction symétrique de n — i variables. Le calcul d'une fonction symétrique de deux variables est aisé, il permet d'obtenir l'expression d'une fonction symétrique de trois, quatre variables, etc.
266. Puisque l'on sait exprimer une fonction symétrique entière d^s variables j?,, Xa, ..., x„ au moyen des fonctions symétriques élémentaires 5|, s^^ ..., s»^ on sait, comme il a été dit plus haut, calculer ce que devient une fonction symétrique quand on y remplace X|, x.2j ..., x,t par les racines d'une équation dont on connaît les coefficients : on n'a qu'à substituer dans l'expression trouvée les valeurs de /7|, p2, . . ., />/i ou de jt,, 5^, ..., s„ quand on y suppose que Xt, Xa, . .., x,, sont les racines de l'équation, valeurs que fournissent de suite les coefficients de cette équation.
Toutefois, quand on a à calculer une fonction symétrique des racines d'une équation, on ne s'astreint pas, le plus souvent, à calculer son expression générale au moyen de 5|, 52, ...; ^//^ ^^ profite, dès qu'on le peut, des simplifications qui peuvent résulter des valeurs numériques des coefficients. Il est clair^ en particulier, que les formules de Newton, si l'on y regarde />|, )d 2 > •••? Pn comme remplacés par les coefficients de l'équation donnée, fournissent, en Résolvant par rapport à S|, S2, S3, ..., la somme des racines, des carrés des racines, de leurs cubes, etc., ou, comme on dit, des puissances semblables des racines de cette équation. En appliquant, par exemple, cette formule à la recherche des puissances semblables de l'équation binôme a:" — 1 = 0, on reconnaît de suite que la somme des r'*"** puissances des racines de celte équation est nulle, sauf dans le cas où /* est divisible par n^ auquel cas la somme est n. De même quand on applique la méthode de Waring ou qu'on combine diverses méthodes, il est commode de donner de suite à 5|, 52, -"f Sh ou à /?4, p2j •..?/>/# leurs valeurs numériques et de regarder ar,, x^j ...? x„ comme les racines de l'équation proposée.
Au lieu de représenter ces racines par a?i, x^^ ..., j:„, on peul aussi bien, si l'on veut éviter les confusions qui naissent facilement de l'emploi des indices, les désigner par des lettres distinctes, telles que a, b^ Cy ... ; l'ordre de succession de ces lettres, dans l'application de la méthode de Waring, se substitue à l'ordre des indices,
c'est-à-dire qu'on regardera, par exemple, chacune des lettres a^ b^ c. . .., comme plus haute que celle qui la suit. On simplifie autant qu'on le peut la fonction symétrique à calculer en se servant des valeurs connues des fonctions symétriques élémentaires de a, by c, ..., ou, ce qui est la même chose, des relations entre les coefficients de l'équation donnée et de ses racines, ou en se servant des formules de Newton, ou encore en se servant de Féquation proposée^ que doivent vérifier a, 6, c, ..., de manière à faire disparaître le«termes où quelque racine figurerait à un degré plus élevé que celui de Féquation. On applique ensuite, d'une façon plus ou moins régulière, la méthode de Waring, en faisant disparaître, du polynôme donné, les termes les plus hauts, et en le réduisant ainsi, petit à petit.
Supposons, par exemple, que l'on veuille calculer
en désignant par a, b^ c les racines de Téquation x^-^ px -h ^ •= o.
On remplacera d'abord a', 6"», c' par — />a — g, — pb — q^ -^ pc — y, et Ton sera ramené à calculer
On a déjà calculé on a donc
Si l'on avait, pour la même équation, à calculer 'S.a^b^c, on remarquerait d*abord que abc = — q se met en facteur dans chaque terme de la somme, il reste à calculer
2a*6 = 2(— a'^p — aq)b =— p^à^b — iql,ab
= — ^pq — ipq=-'ipq\ on a finalement
Désignons par a, 6, c, d les racines de iVquation du quatrième degré
a:* -H Aar»-+- Bar» -h Ca: -H D = o, et posons
a = a6 4- crf, p = ac -^- bd^ ^-^ ad-\-hc\
il est aisé de constater que les trois quantités
a -h p -h Y, Py H- Y« -+- «?» «?T
sont des fonctions symétriques de a, 6, c, rf : on va les exprimer au moven des coefficients A, B, C, D de iVquation du troisième de«j^ré. On a
a-h P 4- Y = S«6 = B, Py H- Y* "^ *P = 2a*ftc,
Le calcul de I.a^bc (ou de I^tIx^x^) a déjà été fait; on a
2a«6c = AG — 4D.
On a d'ailleurs
I,a^bcd = abctil.a^= D( A5— îiB);
puis, en appliquant encore la méthode de Waring,
l.a^b^c*= (I,abc)^~ila^b^cd
et finalement
a -h p -h Y = B, PY^-T«-+■ aP = AG — 4D,
a(iY= D(A*— giB)-hG«— 9.BD = A*Dh-G*— îBD.
Bn sorte que a, p, y sont les racines de Téquation
58_Baî-h(AG — 4D)5-h 4BD— A^D — G»=o.
Je laisse au lecteur le soin de montrer que, si Ton connaît une racine 5 •!« cette équation, la résolution de Téquation du quatrième degré se ramène à ia ré!»olution des équations
* r. , Att — G
Z — lU
Appliquons la méthode de Gauchy au calcul de la fonction symétriqo»' R — (A — c)^{c — a)^{a — b)* des racines a, 6, c de Téquation op^-i- px-hq^f^
Je vais chercher à mettre R sous forme d'un polynôme en a dont les coefliaients soient des polynômes en p^ q; b el c sont les racines de l'équation
x*-f- ax -t- a*-H/> = o.
On a, par suite,
d'autre part (a — c)(a — b) s'obtient en remplaçant .v par a dans
x^ -h ax -^ a^ -h p ; on a donc
et. par suite,
(a — c)'(rt — 6)*= 9«'»-4- 6/?a*-i-/>*
= ^a(— pa — q) 'n (y p a^ -\- p*
= — 3 )[?«*— i)qa -H/?*, et, enfîn,
R = (3rt«-i-4/?)(3/>ûr«-H9gra— /?^)
= çipa^-h 'ijqa^-^^p^a*-h^6 pqa — .\ p^
= ^pa{'^ pa — ^) -H 'à'jqi— pa — ç) -H 9/^*a* -H 2C)pqa — 4 A>'
ÉLIMINATION
267. Kiiminer x entre deux équations /(x)= o, g{x) = o, c'est trouver la condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire les coefficients de ces deux équations pour qu'elles puissent être vérifiées par une même valeur de x.
Plus ^généralement éliminer n inconnues .ri, .ra, . . ., Xn entre n -\- i équations /, = o, /^-^o, ..., /„^., = 0, c'est trouver la condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire les coefficients de ces équations pour qu'il y ait un système de valeurs des inconnues qui vérifient à la fois les /i -|- i équations.
A ce problème se relie immédiatement la question suivante : La condition pour que les n 4- i équations admettent une solution étant vérifiée, trouver cette solution.
Le problème général n'ofTre aucune difficulté lorsque n des n -h 1 équations sont du premier degré en .r,, .r^, .. ., x,, ; on résout alors ces n équations par rapport à ces n inconnues et l'on substitue les résultats dans la ( /i -h 1 )'*'"% qui doit être vérifiée après la substitution.
Dans ce qui suit, Je me bornerai au cas de deux équations f{x) = o, g{x) = o, en supposant que/(x), g{x) soient des polynômes en X, 11 s'agit de trouver la condition pour que les'deux équations aient une racine commune, et de trouver cette racine commune.
Si les deux polynômes /(x), g{x) ont une racine commune a, ces deux polynômes ont un diviseur commun j? — a; s'ils ont un diviseur commun, ils ont autant de racines communes que ce diviseur admet de racines. Le problème posé se ramène donc à celui-ci : trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes aient un diviseur commun, et trouver ce diviseur commun.
Le premier de ces problèmes a été traité aux n"' 167. . .170; il >â être repris par des méthodes indépendantes de celles qu'on a développées alors.
Quant au second problème, la théorie du plus grand commun diviseur en fournit immédiatement la solution. Lorsque les deux polynômes f{x)^ gi-^) ^^^^ ^^^ <^" plusieurs racines communes, on trouve cette racine commune ou ces racines communes en cherchanl le plus grand commun diviseur des deux polynômes /(x), g{x) et en résolvant Féquation obtenue en égalant à o ce plus grand commun diviseur. Je rappelle que, lorsque les deux polynômes n'ont qu'une racine commune, lorsque leur diviseur commun est du premier degré, cette racine commune s'exprime rationnellement au moyen des coefficients des deux polynômes (n** 71). Elle est réelle si ces coefficients sont réels.
On a déjà fait observer que la solution des deux problèmes posés était immédiate quand l'un des polynômes est du premier degré : si l'on a, par exemple, g(x) =: ax -^ b (a^ o)^ la condition cherchée est// ) = o, et. si cette condition est vérifiée, la racine
commune est
11 est encore aisé de résoudre ces deux problèmes quand l'un des polynômes est du second degré : Supposons, par exemple, que Ton ait g{x) = ax^'^bx-hc{a^o), on fera la division de /{x) f^r g{x) au sens du n" 51; soient Q(:r) le quotient et Aar-i-BIc reste, on aura identiquement en x
f{x) = (ajr«-H6a:-h c)Q(jr;-i- Ajr-i- B;
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toule valeur de x annulant ax^-\- bx -^ c ei f{x) annule kx -h B; supposons d'abord que A ne soit pas nul, la valeur de x qui annule
B Ax-}-Best^ = — -tj si cette valeur annule aa:^-|- 6a? -|-c, c'est-
à-dire si l'on a
aB« — 6AB-4-cCA« = o,
elle annulera évidemment /(^). On vient donc d'écrire, dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes /(a:), g{x) aient une solution commune, et cette solution a? = — -r s'exprime rationnellement au moyen des coefficients de f{x) et de g{x).
Si l'on a A = o, il faut évidemment, pour que les deux polynômes /(x), g{x) aient une solution commune, que l'on ait, en outre, B=o; dans ce cas, /(j:) est divisible par aa?^H- 6a: -h c; les deux polynômes /(ar), g{x) ont en commun les deux racines de l'équalion ax'^ H- bx -j- c = o. Les conditions A = o, B = o sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations fix) = o, g{x) = o aient deux racines communes.
Supposons, par exemple,
le reste de la division de x^-^px + q par Zx^-^p s'obtient en remplaçant x"^
par — ^; il est ^ h y. Si /? n*est pas nul, la condition pour que/(j?)
tl/*(x) aient une solution commune est
p-hj^=:0 ou 4/>»-+-27y« = 0,
la racine commune est x = — • Si l'on a /> = o, il faut, pour l'existence d'une
racine commune, que q soit nui; les deux équations ont alors la racine commune (double) X = o.
Cette méthode s'applique sans difficulté à deux équations du se- «'ond degré; toutefois, l'artifice suivant permet d'obtenir plus rapidement le résultat. Soient
, aa?*H-6j7H-c=o,
les deux équations données; supposons qu^elles aient une solution commune et désignons-ia par x\ les deux égalités précédentes seront alors des identités; on peut aussi bien les regarder comme des équations du premier degré à deux inconnues, qui s'appelleraient x- el or, et dont les valeurs, en supposant ab' — a'é ^ o, ne peuvent être que
bc' — b' c _ ca' — c'a
"^ " âb'^^^râl)' ^- ab'-a'b'
réciproquement, ces valeurs mises à la place de x'^ et de x vérifient le> équations précédentes; si les deux équations en x ont une solution
commune, celle-ci ne peut être que —r, rr et son carré doit être
^ » ab — a b
^^^^ ^ b' — — ^' d'ailleurs, l'on a
/ ca' — c'a\*_ bc'—b'c \ab' — a'b) - ab'—a'b"
les deux équations en x sont vérifiées quand on remplace x par ,,__ — rr et x^ par le carré de cette quantité : elles admettent une solution commune.
Lorsque ab' — a^b est différent de o, la condition
(•2) {ca' — c' a)^ — {ab' — a' b){bc' — b' C) = o
est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équfi-
• • ca' c' a
t/ons aient une racine commune, qui est alors —r, rr-
' ab — a b
Examinons maintenant le cas où ab' — a' b est nul, et supposon? d'abord que a, a' soient diflerents de o, en sorte que les équations ( i soient ellectivement du second degré. Les deux équations (i ) considérées comme des équations du premier degré à deux inconnues r et X ne peuvent avoir de solution que si l'on a a' c — rtc'= o, éi^alit» qui, jointe aux conditions /i^'— a'6 = o, « ^ o, a'^o, entram' bc' — b'c^=o : les deux équations en j? ont alors leurs coefficient proportionnels: leurs deux racines sont les mêmes.
Si Ton a ab'—a'b = o et a = o, il faut que l'on ait soit & = •• soit a = o. Dans le premier cas, la première équation ne pourwii être vérifiée que si Ton avait c* = o; elle serait alors une identité, t^t
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Ton pourrait dire encore que les deux équations ont leurs racines communes. Si Ton a à la fois a ^ o, a'= o, les deux équations proposées se réduisent au premier degré et n'ont pas, à proprement parler y de racine commune, sauf dans le cas où Ton aurait
Observons que, si Ton a a6' — èa'=o, la condition (a) entraîne ca' — d a = o. Les deux conditions
ab' — ba' = Oj ac' — ca' = o
entraînent soit b& — b'c = o, soit rz = o, a'=o. On conclut de là (|ue la condition (2) est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations (i) aient une ou deux racines communes ou pour que Ton ait a = o, a'z=o. Si Ton convient de dire qu'une équation (lu second degré a une racine infinie quand le coefficient de J?^, dans celle équation, devient nul, on peut dire que la condition (2) est la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (1) aient au moins une racine commune, ou pour qu'elles aient Tune et l'autre une racine infinie.
La condition pour que deux équations du second degré aient une racine commune peut se mettre aussi sous la forme
('?.ac'-^7.a'c— 66')î — (6«— 4«c)(6'«— 4a'c'; = 0.
Le premier membre de celte égalité est en effet identique au premier membre de l'égalité (2), au facteur 4 prt-s.
268. Transformation des équations. Cas simples. — Les cas simples du problème de l'élimination que l'on vient de traiter suCfisent à résoudre quelques problèmes faciles relatifs à la transformation des équations.
Une équation de degré n
(n f{x) = aQX"-h atX'-'-^-h. . .-h a„ = o
élant donnée, on demande de former une équation de même degré dont les racines soient celles de l'équation (1) augmentées, diminuées d'un même nombre, multipliées, divisées par un même nombre, ou
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encore dont les racines soient les inverses, ou les carrés, des racines de Téquation (i).
Supposons qu'on veuille, par exemple, trouver une équation donl les racines soient les racines de Téquation f{x) = o, diminuées de h. En désignant par x une racine de l'équation /{x) ^ o et par v la racine correspondanle de Téquation cherchée, on devra avoir
par conséquent, y devra vérifier Téquation /(y -\- h)^=o; réciproquement, si y vérifie cette équation, il est clair que x=y -^ h devra vérifier Téquation proposée.
Les racines de Téquation (en y), /{ y -{- h) = o, obtenue en éliminant X entre les deux équations
seront donc les racines de l'équation f{x) = o, diminuées du nombre h.
Au surplus, le résultat se vérifie immédiatement sur la formule de décomposition en facteurs. Si l'on désigne par x,, x^, ..-, x^ le^ racines de l'équation (i), on a identiquement en x
/( x) =z ao(T — xi) (x — Xi ) . . , {X — x„),
et, par suite, identiquement en j-,
/(y-^h) = ao{y-hh—Xi)(y-hh — Xi)...(y-i-h^Xn}i
on voit que les racines de l'équation f(^y-\-h) = o sont JC| — A, X2 — /*, . . ., J?// — h; cette façon de raisonner montre clairement, en particulier, qu'à une racine multiple de l'équation /(x) =0 correspond une racine multiple, du même ordre de multiplicité, de Téquation/(j^ + A) = o.
On voit de même que les racines de l'équation y( ^ ) = o obtenue:-
en éliminant x entre les équations /(j?) = o, y ^ kx sont les racines de l'équation /{x) = o, multipliées par le facteur k;
Que l'équation fi-) =0, obtenue en éliminant x entre les équations y(x) = 0, j: = - , admet comme racines les inverses des racine? de l'équation /(x) = o.
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II est clair que, dans ces divers cas, si l^on sait résoudre Féquation en y, on sait, par cela même, résoudre Téquation en x^ et réciproquement. II peut se faire que Fune des deux équations soit plus simple que l'autre.
Au lieu d'employer une nouvelle lettre {y) pour désigner la nouvelle inconnue, on conserve souvent la même lettre x ; ainsi on dira que les racines de lVquation/(j7 H- A) = o (la transformée en j? -h A) sont les racines de Téquation /(j?) = o diminuées de A; que les
racines de l'équation /( v ) =o (la transformée en -r ) sont les racines de Téquation /(x) = o multipliées par k; que les racines de l'équation /( - i = o (la transformée en - ) sont les inverses des racines de l'équation /(x) = o.
La première transformation, le changement de x en x -\- à^ permet, en choisissant h convenablement, de faire disparaître le terme en j:"' ' ; on a en effet
il suffira de prendre A = — : la résolution de l'équation proposée, du degré aï, est ramenée à la résolution d'une équation analogue, mais où manque le terme de degré n — i .
S'il s'agit par exemple de l'équation du troisième degré
ax* -hbx*-+-cx-hd = o;
on voit que son premier membre devient, en remplaçant x par b
, / 6« \ ^ bc ?.b^
Si donc on pose
_ 3 ac — b^ __ 517 a^d — 9 abc -+- 2 6'
la résolution de réquation proposée est ramenée à la résolution de l'équation
Lorsqu'on aura résolu cette dernière équation, il suffira d'ajouler — w- à chacune de ses racines pour avoir les racines de Téquation proposée.
Le changement de x en v remplace l'équation (i), après avoir multiplié par A"", par l'équation
il est utilisé, lorsque l'équation proposée a ses coefficients entiers pour la remplacer par une équation ayant aussi ses coefficients entiers, mais où le coefficient de x" est l'unité; on y parvient toujours en prenante = «o, puisque, alors, tous les coefficients sont divisibles par ao.
La transformée en — x d'une équation, qui s'obtient en changeant ^ en — X dans son premier membre, ou, ce qui revient au même, en changeant le signe, soit de tous les coefficients de tous les lerraes de degré impair, soit de tous les coefficients des termes de degré pair (y compris le terme constant), a pour racines les racines de l'équation proposée changées de signe. L'équation .r^ -{-/? a; — q = o est la transformée en — x de l'équation x-^ -\- px -h g = o.
Pour que les deux équations /(.r) = o, /( — x) = o, dont chacune est la transformée en — jc de l'autre, aient les mêmes racines, il faui qu'à chaque racine de l'équation /(x) = o corresponde une racine symétrique (de même ordre de multiplicité) de la même équation. Lue racine nulle est à elle-même sa propre symétrique; écartons le cas où réquation /(x) = o aurait de telles racines, c'est-à-dire le cas où le terme constant est nul; les racines de l'équation /(x) devront pouvoir se ranger par couples tels que x^ et — X| , X2 et — jtj, ••: elle devra, par conséquent, être de degré pair. En appliquant la formule de décomposition en facteurs, on voit que l'on aura identiquement
Le second membre, développé, ne contiendra évidemment que des termes de degré pair. Réciproquement, si le premier terme d'une équation ne contient que des termes de degré pair, cette équation est ë\idemmeut identique à sa transformée en — x.
La résolution d'une pareille équation se ramène immédiatement à la résolution d'une équation de degré moitié moindre, qu'on obtient en y remplaçante- par^; puis, quand on a résolu cette équation par rapport à j^, à l'extraction de n racines carrées.
C'est la méthode classique pour la résolution de Téquation bicarrée.
2dB. Si, dans l'équation (i) du numéro précédent, on remplace x par -> et qu!on multiplie par a:", on obtient l'équation
les coefficients y sont rangés dans l'ordre inverse. Cette transformée en - » dont le premier membre, par définition, n'est autre que
donne l'occasion de faire quelques remarques importantes.
Tout d'abord, en partant d'une équation admettant pour racines les inverses des racines de l'équation (i), on supposait implicitement que l'équation (i) n'avait pas de racines nulles, c'est-à-dire que a„ n'était pas nul; c'est sous cette condition que l'équation aux inverses est effectivement du /i**"« degré : s'il arrivait que, dans l'équation (i), les/? derniers coefficients a„_^^i, an-p^2'i • • •? ^«j fassent nuls, On^p étant d'ailleurs différent de o, l'équation f{x) = o aurait une racine
multiple nulle d'ordre/?; l'équation x"/( -j =o serait de degré
n — />; ses n — p racines seraient les inverses des n — p racines non nulles de l'équation (i).
On démontre que, lorsque, dans l'équation (i), les p derniers coefficients (mais non an-p) sont très voisins de o, l'équation (i) a yy racines très voisines de o : si l'on se donne un nombre positif quelconque e, on peut fixer un nombre positif r, assez petit pour que p racines soient assurément plus petites que £, pourvu que les T. — II. 23
^«— OH-Î 0,n
valeurs absolues des rapporls-^^-^^» _îLJî±î, ..., Jl2- soient moindre» que 71 («).
S'il en est ainsi, les p premiers coefficients de Téquatiou au\ inverses (mais non le ^'<'™«) sont très petits, et cette équation a p i^cines très g;randes en valeur absolue, puisqu'elles sont les inverses de p nombres très voisins de o.
De même, si les/? premiers coefficients de l'équation (i) [mais uon le (/> 4- 1)'<^'"«] sont très voisins de o, les p derniers coefficients de l'équation aux inverses seront très voisins de o ; cette dernière équation a p racines voisines de o, l'équalion (i) a /? racines très g^ande^ en valeur absolue.
De là, la façon de parler suivante :
Lorsque les coefficients d'une équation qui est, en général, du degré n sont variables et que les p premiers coefficients s'annulent [mais non le (/> 4- i/*""*]. on dit que cette équation admet alor> p racines iniinies, de même que l'on dit qu'elle a y? racines nulles si les/> derniers coefficients s'annulent.
Lorsque, dans deux polynômes en x^ on regarde les coefficienb comme variables et que, dans les deux polynômes, les p premiers coefficients sont nuls, sans que le (/? -i- i)**^*'"" soit nul dans les deux polynômes, on dit que les deux équations obtenues en égalant à o le> deux polynômes ont/> racines communes infinies.
Cette façon de |)arler a déjà été employée pour les équations du second degré; elle est cohérente avec celle qu'on a employée au n'^SJ (|uand on parlait des dniseurs communs à deux polynômes.
Considérons un polynôme du n *^'"^ degré homogène en or, /, ou, (onime on dit souvent, une forme binaire du degré /i,
( e polynôme peut s'écrire sous la forme
^.■.[«.(;.)'V«.(jj'-'+...-^«„].
(^) Je Inisse de côlé la dcnionsiralion de cet iinporUnt tiiéoi*éijie, que je n'invo<(ve ici que puur juslilier une façon de parler. 11 esi le point de départ de la défiotlioa des n racines d'une cqualiun du /r*'"" deiiré, considérées comaie fonctions (implicites ) des coeflicients de celte équation. On a admis, en général, au n« 219, 1'^»*tcucc des fonctions implicites.
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Si Oq n'est pas nul, et si l'on désigne par Xi, X2^ . . ., x,i les racines du polynôme aoX^-h at x"^^ -i-. . .H- a„, on aura idenliquement en x
«0^"-*- «107"-* + ... -h «/,= ao(ar — x^) {x — x^) . .* (a? — x„)^
et, par suite, en remplaçant x par -> et en multipliant les deux membres par ^'", on aura identiquement en x, y
f{^,y) = ao(x — Xiy)(x — Xty) ... (x-^x»y).
Si l'on avait
ao=o, «1 = 0, ..., a,,_i = o, «/,^o,
le polynôme /(jr,^) pourrait s'écrire
en désignant par Xt, ar^, ..., Xfi.p les /i — p racines du polynôme apX"~P'^ ap^iX"~P~^ -4-. . .4- a«, on aurait identiquement en x
apX^-P-h ap^ix^^-p-^ -h . . .-+■ an= ap{x — xt){x — xt) ,., (a? — a?«. p),
et, par suite, en remplaçant x par — et en multipliant par ^"j on aurait identiquement en x, y
/(^, y ) = CtpjrPix — Xiy) (x — Xijr) ... (x — Xn-pJ^)-
Ainsi, un polynôme homogène du n'®"*^ degré peut toujours être décomposé en n facteurs du premier degré en x, y. Parmi ces facteurs, il y en a autant qui ne contiennent pas x quMl y a de coefficients nuls au commencement du polynôme, ou de racines infinies dans Féquation. (du /i'*™* degré en général) que l'on obtient en égalant le polynôme à o, après y avoir remplacé y par i ; les racines de
celte dernière équation sont les valeurs de - pour lesquelles s'annulent les facteurs qui contiennent x. Si les q derniers coefficients du polynôme étaient nuls, on pourrait de même mettre en facteur x^ dans ce polynôme, comme on met yP en facteur lorsque les p premiers coefficients sont nuls.
11 est à peine utile de faire remarquer que, dans le cas général, les valeurs de - telles que le polynôme homogène f{^ty) soit nul soni les inverses des .valeurs de - qui annulent le même polynôme (').
270. Revenons, en supposant maintenant a^ et an différents deo. aux deux équations
/(a?) = acar» -h aiar'*-* H-. ..-+-«/,= o, an ar» H- a^-i ar»-* -H . . . -4- ao = o,
dont chacune a pour racines les inverses des racines de l'autre, el cherchons sous quelles conditions ces deux équations sont les mêmes, sous quelles conditions la première, si elle admet une racine a, admet aussi pour racine le nombre -> les deux racines ayanl le même ordre de multiplicité. 11 faut, pour cela, que l'on ait
ao «i ai
Un an-i a„-t
ai ai ao
ces égalités de rapport étant entendues en ce sens que si, dans un rapport, le dénominateur est nul, le numérateur doit aussi être nul.
(') Il est souvent commode d'associer à un polynôme en x, du degré n, /{x) = ajj7»-ha,ar"-'-+-...-^a,., le polynôme homogène en x, y
que j'appellerai, pour abréger, le polynôme f{x) rendu homogène. On passe du polynôme /(j7,j^) au polynôme f{x) en y remplaçant y par i. Aussi rcgarde-l-on souvent la lettre y comme une variable fictive qui, une fois les calculs effectuéedoit être remplacée par i. A ce point de vue, /j., yy., les deux dérivées partielles du premier ordre du polynôme /{x^y), désignent deux polynômes en x, dont le premier est identique à la dérivée f {x) de f{x) et qui sont liés à /(x) par l'identité
nf{x,y)=xf'j, + yf^ (ti« 40), ou
nnx)=xf'^-^f^,.
L'égalité des rapports extrêmes montre qu'on doit avoir
a» = aj,
par conséquent ao = ±a,t] dans le premier cas, tous les rapports sont égaux à i, les coefficients à égale distance des extrêmes sont égaux; dans le second cas, tous les rapports sont égaux à — i, les coefficients à égale distance des extrêmes sont symétriques et le terme du milieu, s'il y en a un, est nul. Inversement, si Tun ou l'autre de ces systèmes de conditions est vérifié, il est clair que l'équation proposée et la transformée en sont identiques.
Les équations pour lesquelles il en est ainsi sont dites réciproques. Elles appartiennent à deux types distincts, faciles à reconnaître. En désignant par/(j:) le premier membre d'une équation réciproque, on a identiquement, pour le premier type,
/(x) = xv(j).
et, pour le second type.
En faisant, dans cetle dernière identité, 07 = i, on trouve
ce qui entraîne /(i) = o. Les équations réciproques du second type admettent la racine x = i . En faisant x = — i dans l'identité
on trouve
égalité qui est vérifiée d'elle-même si n est pair, qui entraîne /( — i)=:o si n est impair : les équations réciproques du premier type admettent la racine x = — i , quand elles sont de degré impair. Si, d'une équation réciproque, on supprime toutes les racines i ou — i qu'elle peut avoir, en divisant par des puissances convenables de ,r — i et de ar + i, l'équalion reste évidemment réciproque : à chaque
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racine a de cette équation correspond toujours une racine inverse -
qui, alors, est différente de a, puisque, l'équation n*admettant plus de racine égale à i ou à — i , on ne peut avoir a^ = i . Or, il résalle des remarques précédentes qu'une équation réciproque qui n'admet ni la racine i , ni la racine — i, appartient nécessairement au premier type, celui où les coefficients à égale distance des extrêmes sont égaux, et qu'elle est nécessairement de degré pair. C'est là, é\'id€mment, \e> seules équations réciproques qu'il y ait lieu de considérer. On verra un peu plus loin comment leur résolution se ramène à la résolution d'une équation de degré moitié moindre et d'équations du second degré.
271. Les transformations élémentaires dont il a été question jusqu'ici sont évidemment comprises dans la suivante : Soit
l'équation proposée; on demande de former une équation en z dont chaque racine soit liée à une racine de l'équation (i) par Tune ou l'autre des relations équivalentes
^ = 75 n7> ^ = TT »
P^-f-?'' '""" Px-i
en sort3 que, si l'on désigne par j^i, x-j, . . ., x» les racines de la proposée, les racines Zi, 53, ..., z,t de la transformée s'olitiendronl en
remplaçant x par X|, .r^, ..., x„ dans ^ _ ; de même, lej^
racines de la proposée s'obtiendraient en remplaçant z par S|, ^j, .... z,i dans ^ ô^- On suppose que les constantes a, ^3, a', ^' satisfassent à la condition a^' — a'^^o, afin que la fraction r/, ^v dépende effectivement de 5. L'équation transformée s'obtient évidemment en rem plaçante par Q-T~r~â'' dans l'équation proposée; lorsqu'on a chassé le dénominateur, on peut l'écrire
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On peut (lire encore que le premier membre de relie équation s'obtient en remplaçant x par a 3-+- a', y par jS^-f- [5' dans le polynome/(j7, j') qui se déduit du polynôme /(a:) en le rendant homogène.
FI n'est pas inutile de vérifier ce résidtat sur la décomposition en facteurs, comme on Ta fait pour la transformée en j? -h li.
L'identité en x
/(t) = ao(.r — ,r, ) (./; — .r* ) ... (.r — .r„)
montre, en remplaçant x par f/ ^ et en chassant les dénomina-
leurs, que Ton a identiquement en z
rto(aa-4-a')'» -t-rt,(a5-f-a')«-'(p5-}- 3') -+-...
= ao[(a-.3.r,)5H-a'- ^'.r, | [(a - ^j.,)^ -h a'— ?'.rj | ...,
et cette identité montre bien que les racines de l'équation en z sont
—r y — jf > • ••; a une racine multiple de I équation en .r
correspond une racine multiple de l'équation en :;, du même ordre de
multiplicité. Si l'équation en J? admettait/? fois la racine ^> l'équation
r en z aurait p racines infinies : inversement, si le degré de Téqualion
en z est n — /?, c'est que l'équation en x admet /) racines égales à ^, •
Supposons, par t*\cmple, que réqualion proposée soil réciproque vt qu'on V fasse la transforiiiation 5 = ; si, dans cette dernière expression, mi
change 5- en — t z se change en — z. Si, dans l'équalion m 3, on chanjçe z
en — 5, on devra retrouver une équation qui ait les mêmes racines. Le lorteiir reconnaîtra sans peine que l'équalion en 3 a autant de racines nulles que l'équation proposée a de racines égales à ï, autant de racines infinies que l'équalion proposée a de racines égales à — i, qu'elle e*^t de degré pair et ne coniieni plus que des termes de degré pnir, quand on a supprimé les racines nulles. Sa résolution se ramène alors à la résolution d'une équation de «legré moiiié moindre et à des extractions de racines carrées; quand on l'a résolue, les \aleurs correspondanles de x sont données par la formule
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i72. Toute une branche importante de l'Algèbre se rattache à la transformation précédente. Considérons les deux polynômes du numéro précédeni:
OU plutôt les deux formes binaires (à deux variables)
/(.^jy) = «o^^-H aiar"-»^ -4-, . .-+- a;,^",
^{z, t) = ao(oiz -h 9.' ty^-h aiioLZ -r- ol' t)^-^ {^z -*- ^'/) -4-...
obtenues en rendant homogènes les polynômes /(a:) et ^(5) et dont la seconde se déduit de la première en y remplaçant respectivement x, y par 12 — 2'.'. 3-s -r p'f. Les formes /( a?, ^), ^{z, t) sont décomposables en facteurs lint^airo^
en a:, ^ et en -3, /. Les valeurs des rapports - et - qui annulent les factfur*
correspondants sont liées comme il a été expliqué dans le numéro précédeni. Tout polynôme çC^Tq, a|. ...,a«) homogène en «o» «h •••! <*« ^^ quels relcition
<p(6o, i»,, ...,ô«) = («?'-- a'P)''?(«oiai, .-.jO/f),
où /? désigne un entier positif, devienne une identité en «oi «1» . • m ^n» *' ?• 3c', P' quand on y remplace les coefficients 6©, ^1, ..., 6„ de la forme ^U,/' par leurs expressions en «o» «1, .... «/i» a, P, *S P' s*appelle un invariant àv la forme /(iF, j') [ou du polynôme /(x)].
Je rae borne à signaler les expressions suivantes des coefficients 69, ^i,...,^/!* que le lecteur établira sans peine : on a
Dans la seconde formule, /ot,/p désignent ce que deviennent les dérivée? S'xyfy ^^ 'a forme/(j', j) quand on y remplace x^ ^ par a, p. Dans Texpre*- »iion de 6^,, le second membre est une puissance symbolique; après avoir effectué la puissance />''"' de a'/; h- p'/^. on doit remplacer (/i)*(/^>'"^ par /Jj'{'^,,_j, en entendant par rette dernière expression ce que devient, quand <»n y remplace x et y par a et p, la dérivée />''^'"* de f{x^y) prise k fois p;>r rapport à j- et /?— A fois par rapport à y (n" 48).
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Si, par exemple, on suppose (<)
= 60 3» -H 2 Ô| « < -h Ôt '*!
on aura
Ôq = ao»* 4- 2 ai a P -+- as p*,
6, =aoaa'-Ha,(aP'+a'P)-i-ûr,p?'«,
6, = aoa'» -h aaja'P'-t- a,p'*;
si l'on regarde 60, 6|, 62 comme définis par ces formules, on a identiquement, en ao, ai, aj, a, p, a, P',
606,-6? =(ap'-«'P)«(aoa,-aJ).
Cette identité, aisée à vérifier, sera établie, sous une forme plus générale, au n"293 : aoa^ — a\ est un invariant de la forme UqX^ -t- ^aixy -t- aj^*. La notion d'invariant se généralise de diverses façons.
273. Supposons qu^on veuille trouver une équation ayant pour racines les carrés des racines de Téquation
(ï) aoa;'* -H aia?"-* -f-. ..-f- a» = o.
Si yi est une racine de Féquation cherchée, il doit y avoir une racine Xt de l'équation proposée, telle que Ton ait j'i = J:^ ; il suit de là que les deux équations en x
/{X) = 0, ^1 — iF»==0
doivent avoir une racine commune (x = Xt) ; réciproquement, sî ces deun dernières équations ont une racine commune Xi, y^ est certainement le carré d'une racine de l'équation cherchée; d'où la conclusion suivante :
On obtient l'équation en y^ dont les racines sont les carrés des racines de l'équation f{x) = o, en éliminant x entre les deux équations
(') Conformément à rhabitude, j'ai écrit 2ap ib^ à la place de a,, 6,; relativement à cette notation, voir l'Exercice Î3.
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L'élimination se fera comme il a été expliqué plus haut. On cherchera le reste de la division Ae f(x) par:c*^ — y\ pour cela on remplacera dans f{x)^ x^ par^. Réunissons dans f{x) les termes de des^ pair, dont je représenterai la somme par •i(.r-), et les termes de dejjré impair, dont je représenterai la somme par J7©(.r-), en sorte qu'on ait identiquement /(^) = j:o(a:^) -h 4'('^^)î '^ reste cherché sera ^o{y) -\-i({y). Le résultat de l'élimination s'obtient en remplaçant X par — jL2_^ dans l'équation y =i x^\ l'équation cherchée c<it
si y est une racine de cette équation, la racine de l'équalion en x
dont elle est le carré est — ^V^- S'il y a une valeur de y qui annule
à la fois i^{y) et o(^), cette valeur est une racine double (au inoin<;i de l'équation en^; pour une telle valeur de j* les deux équations (en x) /(x) = o, x'^ =y ont deux racines communes, é\idemmenl symétriques.
Le premier membre (changé de signe) de Téquation en y peut évidemment s'obtenir en multipliant /(.r) = .rs(j;^) + 'i(jr-) par /( — x) = — X'fîx'"^) -h '!j(x'^), et en remplaçant dans le résultat rpar ^. Je laisse au lecteur le soin de retrouver ce résultat, en parlant de l'expression de /(x) décomposée en facteurs du premier depr^'
274. Élilnination par les fonctions symétriques. — Soit mainlcnanl à éliminer x entre les deux équations /(x) = o, g{x) = o, en supposant
désignons par jTi, j^j? •••? ^/?* les racines de/(.r), par j'i, )'2i — /« les racines de g{jc). Dire que les deux polynômes f et g doi\enl avoir une racine commune, c'est dire que l'un des nombres /O <:. /(r^), •••, /O'/i), ou le produit /(y,)/(y .,)... /(r«)7 Joil être nul: c'est dire aussi que l'un des nombres g{xx)^ o (^a)? • • m gi'^m')^ *^" '"^ produit g{^\) g{x*i) ' • ' g{xm)'i doit être nul; la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes /(^), g{^} ^'^"^ ""*^
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racine commune s'eicprime donc par Tune ou Taulre des égalités
Il est aisé de vérifier que ces deux égalités sont équivalentes : si, en effet, dans l'identité (en x)
/(X) == (x — Xi) (x — Xi) . . . (x — Xm)
on remplace successivement œ par^i,j^2, ...,^« et qu'on multiplie tous les résultats, on voit que le produit /(jKi)/(^2)- • -/(j^w) est le produit de toutes les mn différences que l'on peut obtenir en retranchant d'une quelconque des n quantités j)'i,j^2, ...,r„ Tune quelconque des m quantités j?i, ^Pj, ...,.r,„; on représente ce produit par le symbole
j^rj^y — ar,) (1 = r,2, ..., m; y = I, 2, ...,/i).
Il est clair que le produit ^(:ri)^(j?2). . .^'(a;,,,) est égal au produit des mêmes différences toutes changées de signe. Remarquons que les égalités
('^ > /(yi )f(yt). . Jiyn) = W iyj—Ti) = (-!)'«« g{x,)g{x^), . . g{x,n)
deviendraient des identités en j:,, ^rj? • • •? «^//n JK1Î.X2? -* ^^yn si l'on regardait ces lettres comme des variables, les quantités — /?,, /?2,
— /?3, ,( — ^y^Pm comme les fonctions symétriques élémentaires
de Xi, J72> • ••? Xm et — ^1, <72, — q^^ . . ., ( — i)"^/* comme les fonctions symétriques élémentaires de ^'1,^2 î •••j^w
Le produit /(^,)/(^2)-« -/(y /ï) est une fonction symétrique en Vi, ^2? î ^/i quij si on la développe, a évidemment pour coefficients des polynômes en />i, /?2, • • •? Pm du degré /i (au plus) et dont quelques-uns sont certainement de degré /? ; ces coefficients multiplient des polynômes symétriques en j^i,^2^ • • •? J'mj lesquels s'expriment en fonction entière de q^^ q^^ . .., y«; le produit considéré s*expriine donc comme un polynôme en /)|, ^2? "-^fm'i ^i, 727 •••5 7// • je désignerai ce polynôme par <!R.
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A est de degré /i en /?,, /?2, . . ., />„,; si pour le calculer on sVlaii adressé à l'expression ( — ^)"^'' g(^i) g('^2)'"g(^m)j on aurait vu tout aussi bien qu'il est de degré m en ^i, g 2-, • • -j Çn (*)•
En égalant M. à o, on a la condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier les coefficients des polynômes / et «^ pour que ces deux polynômes aient une racine commune; l'équation A = o est le résultat de l'élimination de x entre les deux équations
/(ar) = o, ^(jr) = o.
Tout polynôme * en />i, />t, .... Pm, ^ii î'î» .-.i ^n qui jouit de la propriété de s'annuler pour toutes les valeurs de/>|, . .., Çn, telles que les deui polynômes /(^), g{^) aient une racine commune, est divisible par A, Le polynôme *, en effet, si l'on y regarde —pu Ptt — Pzt • • •! — Çu Çu — Çy ••". comme les fonctions symétriques élémentaires des variables jti, . . -, J*jr. d'une part, yi^ ■ . -, ^« àe l'autre, devient un polynôme par rapport à ce^ variables qui doit, par hypothèse, s'annuler toutes les fois qu'une des premièrevariabl«>s devient é«^ale à Tune des secondes; il est donc divisible (q^58> par Il (j'y — Xi) et Ton a une identité en Xi^ ...,jrp de la forme
* = U(yj — x,)^t(xi, ...,^«j;
n(^y — x/) est comme 4» une fonction symétrique en a?j, ..., ar,n <l*anc part. ^*^ y 11 yii • ' '7 yp ^^ l'autre; il en est de même de 4>| qui est le quotient de * par ri; <l>j peut donc s'exprimer comme <t> et D en fonction de pu ^^^^ Pr* Çii --M Çnl l'égalité précédente était une identité en a?i, ...,^«; elle re?te une identité en /?i, ..., q„^ puisqu'une fonction symétrique entière d'un certain nombre de variables ne peut s'exprimer que d'une seule façon au moyen de< fonctions symétriques élémentaires de ces variables; 4> redevient alors le polynôme donné, Il se change en c^, la proposition est démontrée. Il en réfuit*' en particulier, que, si 4> est du degré n en /?|, />t, ..., pm^ du degré m en q.. 9tt •••! ^/i) ^ est identique au produit de 5{. par un facteur numérique.
Restons encore au point de vue où l'on regarde — p\^ ..., — qx'-" comni«? les fonctions symétriques élémentaires des variables X\^ ..., x^ et ri. ..»/«• en sorte que les égalités (a) soient des identités par rapport à ces variable*.
Dans ces identités, remplaçons x^^ ..., a?,,,, j^i, ..., ^n par Xari, \xt '-^e-
^y\^ ^yti ..., y^yn\ le produit Tl{yj — xt) sera multiplié par X*»"; il devra m être de même de A: d'ailleurs p\^ pu •••? Pmi Çu Çu •••7 y« sont renipla«tpar X/?,, X*/?j, ..., l^'^pm^ X^j,X*gri, ..., X'^Çn] un terme quelconque de /^
(') La iiièrnc conclusion se voit aussi sur l'expression /(^,)/(^,) . ../(/«) «asidérée comme une fonction symétrique de ^p ^'j, • . -i y^t' *'^^ ^*^ éfideniin»t d'ordre m.
est multiplié par une puissance de X, dont Texposant est
puur que la somme de tous les termes soit, quel que soit À, égale à X"*'<<^, il faut évidemment que Ton ait
a, -f- 2 aj 4- . . . -h /n a„i -h Pi -h -2 Pi -h . . . 4- n P/, = mn.
Le premier membre de celte égalité est ce qu'on appelle le poids du terme considéré; ainsi, dans ^, tous les termes sont de même poids, égal à mn\ c'est le degré de W{yj — Xi) quand on regarde x^^Xt, ..., x^n, y^yt, .,.,yn comme des variables.
Exemple. — Le résultat de l'élimination de x entre les équations
p x^ -^px -+-^ = o, x*-\- ^ =o
est, en désignant par j^i, yt les deux racines de la seconde équation,
= (yij'iy-^p}'iyt(j'\-^j'l)-^g{r]-+-yl)'^p*yiyt-^pç{yi-^yi)-^g^\
on a d'ailleurs
et, par suite,
Kn supposant qu'on ait 4/>' -+- '^-77* =0, les deux équations ont comme solution commune
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux polynômes y"(:r) et ^(j:) aient au inoins deux racines communes, s'obtiendront en adjoignant à la condition A = o, la condition exprimant que la somme des produits n — 1 à /i — i des n quantités f{y\)^ /(j'a)? • . -, f{yn) est nulle : cette condition est nécessaire, car, s'il y a deux des racines de g{x) qui annulent /{x), tous les termes de celle somme sont nuls; jointe à ^ = o, cette condition est suffisante;
en eHet, à cause de A = o^ il faut que l'un des nombres /(/i k /{y-i)'» • • "if{yn) soit nul; si le dernier, par exemple, est nul, tous le^ termes de la somme, sauf/(^i),/(jK2), -- -i /{yn-x)^ sont nuls; pour que la somme soit nulle, il faut donc que l'un des nombres Vi, J^s, • ■• yn-\ annule f{x). Si Ton voulait que les deux polynômes /"(x), g\£ ' eussent trois racines communes, il faudrait, en outre, que la somme de tous les produits n — 2 à /i — 2 des n nombres/(j'i),y"(j^2), .. ., J{y,t) fussent nuls, etc. Il est à peine utile de dire que la somme de^ produits n — 1 à n — 1 ou n — 2 à n — 2, ..., sont des fonctions symétriques de j^i, ^2, ...,j^/i et s'expriment au moyen de ^r,, Çj, ...,^«. J'ai supposé, dans ce qui précède, que les coefficients des plus hautes puissances de x dans /et dans ^ étaient égaux à l'unité. Considérons, au lieu des deux polynômes /et ^, les deux polynômes
F(ar) = a© a:'" -H a,a:"»-*-t-. . .H- a„i,
dont je désignerai encore les racines respectives par X| , Xj, . . ., x« et yijy2, '"jyn^ Posons
il est clair que l'égalité Jl 5f= o est encore la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes F et G aient une racine commune.
En remplaçant respectivement dans «^, qui est un polynôme en/^i^ Pi-t "", Pm du degré /i, un polynôme en y,, ^2» • • «j ?/• du degré m» les variables par — • —, .-., ^ et t^, 7-^, ••., -^y on obtient une
expression rationnelle en ao, «i, ...^am et 6,, 6,, 63, . . ., è^,, homogène par rapport aux variables du premier groupe et aux variables du second groupe; un monôme en />,, yoa, . . ., p„t qui, par rapport à ce?
vaiûables, est du degré /i, est remplacé par un monôme en a,, a.
a„i divisé par a'^; de même, un monôme en qt, q.^^ .-.» Çn qui- P^"" rapport à ces variables, est du degré m est remplace par un monôme
en 6,, b^^ . . ., bu divisé par 6„" ; 11 résulte de là que R = dlajôj," est
un polynôme homogène en a,,, «i, a,,, du degré n par rapport à
ces variables, un polynôme Jjomogène en A,,, 6|, . . ., 6/i du degré m par rapport à ces variables. 11 y a dans R des termes qui ne conliennenl pas effectivement ^o, d'autres qui ne contiennent pas eilecti veulent 60 .
Le polynôme R en «o, «1, ..., amt ^o? 6,, ..., 6„ défini par les égalités
où il est bien entendu que, dans le troisième membre, les fonctions symétriques de ^,,^2? •••> JK// doivent être remplacées par leurs expressions au moyen de
et que, dans le quatrième membre, les fonctions symétriques de X|, «r^, . . ., 07,,! doivent être remplacées parleurs expressions au moyen de
est ce qu'on appelle le résultant des deux polynômes F et G.
L'égalité R = o est la relation qui doit exister entre les coefficients des polynômes F et G pour que ces polynômes aient une racine commune lorsqu'on suppose cio, bg différents de o.
Lorsque a„ est nul sans que 60 le soit, il est clair que la valeur de R eal donnée par l'expression
R = 6i"F,(j.0Fi(72)...F,(^«),
uù F| désigne maintenant le polynôme
Fi = ai X"»-» H- Uf ar"»-* -h ... -H a,,,
et où, dans le second membre, les fonctions symétriques de j^d
>',, , y,i doivent toujours être remplacées par leurs expressions
en cjtj q-jj - • •» ^n', or, l'expression
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a'esl autre chose, d'après la théorie générale, que le résultant des deui polynômes Fj (:r) et G(a7); c'est un polynôme en «i, a^, . .^., a,», A|, 6|, ..., bn* Lorsqu'on y fait ao=o, R se réduit à 60R1; la condition R| = o, en supposant que b^ ne soit pas nul, est la condition nécessaire et suffisante pour que F| et G aient une racine commune. D'où la conclusion suivante :
La condition R = o est une condition nécessaire pour que les deux équations F = o, G = o aient une racine commune; si K est nul, on peut ajfirnier ou que ces deux équations ont une racinv commune, ou que Uon a à la fois ao= o, èo= o : dans ce dernier cas, en employant la terminologie expliquée au n^ 239, on peut dire que les deux équations ont une racine commune, finie ou injinie.
De ce que tout polynôme du degré n en /?i, />,, ..., />^, du degré m en çr,, . . ., ^„, qui s'annule lorsque les deux équationsy(^) = o, g{x) = 0 ont une racine commune, ne peut différer de cR. que par un facteur numérique, il suit immédiatement que tout polynôme homogène en a^^ at, ...,^^61 du degré n par rapport à ces variables, homogène en 6], 6s, ..., 6^ et du degré m par rapport à ces variables, qui s'annule lorsque F(â7) et G(>)ont une racine commune, ne peut différer de R que par un facteur numérique. TeW sont, par exemple, les déterminants de Sylvester et de Bézout, que l'on é appris à former aux n"* 167, 168, 169 et dont la nullité exprime que les dewx polynômes V{x) et G(a:) ont un diviseur commun.
On désigne sous le nom de discriminant du polynôme
f{x) = aoa?"«-t- ai a:"»-» -h. . .-h a,„= ati{x — X\){x — Xt).. At — t«, 1
le résultant, divisé par Gq^ de ce polynôme et de sa dérivée; en ^erlu des identités
/'(a?, ) = ao(ar, — a:,) (a-, — arj ) . . . (jr, — a',«), • ,
on reconnaît de suite que le produit /'(j7,)/'(^2) ...y(x«) e>t
«'•gai à (— 1) * «o'A, en désignant par A le produit des carrés de* difrércnces des racines de l'équation f(x)=:o. Le résultant R df*
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deux polynômes /et/' défini comme plus haut est, d^ailleurs,
m im — H
•-=(—1) * aJ"*-'A
en désignant par^i, ^2? • • •? ^/«-i les racines de la dérivée f{x).
Ces formules peuvent servir à calculer A; si, par exemple, on suppose
on aura
/'(^) = 3(aoa?'-4- 2aiar-t- «i),
et Ton doit, en désignant par ^i, y-^t les racines de ce dernier polynôme, calculer /(^,)/(y2) • on a? d'ailleurs.
«0^'-+- 3aia?*-+- ZaxX -+- a»
= (aoa7*-4- 7.aix-h a,) ( xH ) h- a -x
et, par suite,
(aofls— aiûi)*— 4(«o«ï— «î)(«i«3— «î)
= iri '
d'où, enfin (*),
A=— -^faoa,— flifl,)*- 4(au«j— aî)(a,a,— aj)]. Cette quantité A est intéressante ; tout d'abord, la condition A =: o
(*) Oo voit, sur cet exemple, que R contient a^ en facteur. Il en est ainsi en général, et le discriminant de /{x) est un polynôme en «„ Op ..., a^. Désignons en eflci par yi, fi les dérivées partielles, où Ton a fait * = i, du polynôme f{x^t) déduit de /{x) en le rendant homogène. L'identité m f{x) = x fx-\-ft permet de montrer que R est égal au résultant des deux polynômes (en x) fx Qt/ii multiplié par ni'~'^a„-
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est, en général, la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation f{x) = o ait une racine multiple. Dans le cas d'une équation du troisième degré, il suffit de se reporter aux expressions du premier degré en y^^ y 2, que Ton a substituées à f{y\)^ /(y^)^ P°"^ reconnaître que la racine double, si A est nul, ne peut être que
2(af — a^ai)
Je laisse au lecteur le soin de reconnaîti-e que si l'on avait à la fois A = o, a^a^ — aJ = o, l'équation proposée aurait une racine triple.
Dans ce même cas d'une équation du troisième degré, si l'on suppose que les coefficients ûTo, «1, «2? «3 sont réels, la condition A>o est la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation proposée ail ses trois racines réelles. En efl^et, si tout d'abord les racines ari, X2, Jj sont réelles, il est clair que A est positif; la condition A > 0 est nécessaire. Si les racines ne sont pas toutes réelles, il y en a une réelle et deux imaginaires, puisqu'il y a toujours un nombre pir de racines imaginaires quand les coefficients sont réels (n** 114). Soient j, la racine réelle, X2 et x^ les racines imaginaires, forcément conjuguées : les difl^érences Xt — a/a? Xt — x^ sont imaginaires conjuguées; leur produit, égal au carré de leur valeur absolue, est positif; il ^û est de même de (x^ — ^2)* (x, — ^j)^; d'ailleurs x.2 — Xs est purement imaginaire; son carré est négatif, A est donc négatif. Si A est positif, il ne peut y avoir de racines imaginaires ; la condition A >o est donc suffisante.
276. Transformation des équations. — Étant données une ëqu»lion du degré n
f{x) = aoa?'»^-a,a::'-»-i-...-}-art = o
el une fraction rationnelle -j— — -, dont je supposerai qu'elle est irréductible et que son déterminant ^{x) est premier à /(x), on propose de former une équation dont les racines soient les quantités
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que Ton obtient en remplaçant, dans j ' > x par les racines jCi,
Xn de l'équatîon J\x) = o
On a traité, aux. n"* 268, ..., 271, quelques cas particuliers de ce problème général.
L'équation cherchée est, en désignant l'inconnue par^,
ou, en multipliant par '|(^i) •i(^a) • • • 'H-^'O? 4"' n'est pas nul,
Le premier membre est manifestement une fonction symétrique entière de jTi, x^^ ..., Xu\ c'est donc un polvnome V{y) du degré /i, dont les coefficients peuvent s'exprimer en fonction entière
de —, — j . .., -Jî. Si l'on se reporte à la théorie de réliminalion, on
voit que l'équation F(y) = o n'est autre chose que le résultat de l'élimination de x entre les deux équations
c'est ce qu'il était aisé de prévoir d'après la définition même de l'élimination : si, en efl'et, on désigne par j^, une racine de l'équation
cherchée,^! doit être la valeur que prend -î-y — - pour une des racines x^
de l'équation /(a;) = o, en sorte que celte dernière équation cl l'équalion 6(^x)yi — ?(^) == o doivent avoir la racine commune u-, ; ea d'autres termes, yi doit être une des racines de l'équation (en y) obtenue en éliminant x entre les deux équations /'(j:) = o, *i(:r)j^ — <p(x) = o. Inversement, si ^i est une racine de l'équation en y obtenue par l'élimination qu'on vient de dire, les deux équations en Xj /(x) = o, ^{x)yi — cp(.r) = o ont une racine commune; si l'on désigne cette racine commune par Xi, on voit que^i doit être
<^g;al à la valeur que prend l'expression ' quand on y remplace x para,.
Toutefois, ce dernier raisonnement ne monlre pas comment se correspondent les racines multiples des deux équations /(x) = o
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. et F(^) = o : cette correspondance va résulter clairement du premier point de \ue auquel on s'est placé.
Si Ton pose, en général, yj^ = ^ ^' (A* = i, 2, . . ., /i), il est clair
que l'équation F(r) = o aura exactement autant de racines égales
ky/ç qu'il y aura de racines de l'équation /(^) = o donnant à ~- — la
même valeur que x^', si, parmi les racines j:«, X2, . . ., ^r,, de/(\r), ilv
en a /> qui fassent acquérir à -j-r — - la valeur ^a, l'équation F(/) = o
admettra ^A pour racine /t;"^'® ; cette conclusion s'applique, d'ailleurs,
que les racines x^^ Xo, ..., Xn qui font acquérir la valeurj^'*à7^—
soient égales ou inégales ( * ).
Bornons-nous, désormais, au cas où les racines X|, j:^, ..-, J^* ^^ Téquation proposée sont inégales. Si p de ces racines font acquérir
à T^- la valeur ^>, les deux équations en a:,
ont p racines communes, le plus grand commun diviseur des deiiv |
premiers membres est du degré />, et, si Ton a pu calculer j*, on j
obtiendra les p racines communes en égalant à o le plus jn^nH |
commun diviseur et en résolvant l'équation ainsi obtenue. |
Si, en particulier, il n'y a qu'une seule racine x* de l'équa- |
lion /(x) = o qui fasse acquérir à ^— ^ la valeur ^a, le plus grami
commun diviseur sera du premier degré, ses coefficients s'exprinK*ront rationnellement au moyen des coefficients des deux équations (n" 72); il en sera de même de xa, qui sera, par conséquent, dt*
la forme u-^^' ^^ désignant par ^(y), ^{y) deux polynômes dout
(>) Dans le cas éludié plus haut, où Ton avait
deux valeurs inégales de x ne pouvaient faire acquérir à ^ — - la même valeur, il
n'en est plus de même, lorsque l'un des deux polynômes ? et <J* est d'un degré supérieur à 1.
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les coefficients seront composés ralionnellemenl au moyen des coefficients Ae f[x)^ de *\{oc) et de ^{x).
Pour obtenir ces polynômes ^{y) et ^{y)^ on effectue les opéralions du plus grand commun diviseur sur les deux polynômes en x^ f{x) et yij{x) — 'f(^), en laissant jk indéterminé, et l'on s'arrêle quand on est parvenu à un reste du premier degré en ^; ce reste est précisément ^ly)x — W(r); il n'y a pas à craindre qu'il s'annule identiquement pour y=iyi^^ c'est-à-dire que ^(y) et ^(y) soient divisibles parj^ — j"^, puisque, s'il en était ainsi, les deux équations auraient au moins deux racines communes.
Supposons qu'on ait résolu l'équation F(j^) = o ; quel parti peut-on en tirer pour la résolution de l'équation fi^x^ = o, dont je continue à supposer que toutes les racines sont simples?
V une racine simple y^ de l'équation F{y) = o, correspond une seule racine x/ç de l'équation /(jc) = o, qui sera précisément
Xk= ^/ \' Si toutes les racines de l'équation F(^) = o sont simples,
on obtiendra toutes les racines de l'équation /(:r) = o en remplaçant,
dans ;p7~j' y par les racines T",, JK2, • • .? yn de l'équation F (y) = o.
A une racine /?"P^*, ^Aî de l'équation F(j^) = o correspondent/? racines de l'équation /(a:) = o, que l'on obtient par la résolution d'une équation du degré />. Si l'on avait p = n^ en sorte que /(y) fût la puissance n'*"® dey — j^Aî le plus grand commun diviseur entre /(j?) elyf('!^{x) — o(x) serait f{x)] la résolution de l'équation F {y) = o n'avancerait en rien la résolution de l'équation /(o?) = o.
Étant donnée l'équation en x, f{x) = o, de degré n, former l'équation en y dont les racines sont les valeurs que prend ^ - quand on y remplace x par les racines de f{x)\ c'est ce qu'on appelle faire, sur l'équation /(x):=o, la transformation rationnelle j^ = | — -- On suppose à(x) premier à /(x).
Cette transformation peut éire remplacée par une transformation entière y = gix), où ffix) est un polynôme de degré inférieur à /i; on va montrer, en effet, qu'il existe un tel polynôme ^(a?) qui, lorsqu'on y remplace x par
les racines Xi, Xf, . . ., a7„ def(x), prend les mêmes valeurs que | ' »
TV
Les polynômes ^{x) et /{x) étant premiers entre eux, on peut (n"82) déterminer deux polynômes A, B, tels que l'on ait identiquement A^j' -+- B/= » ;
on aura, d'ailleurs,
fD(x) A9 Aç
tir) ^ A'^; ~ T^B/'
d'où il résulte que, pour les valeurs de a? qui annulent /(j*), on a
Si maintenant on désigne par ff(x) le reste de la division de Aç par/, il esl clîiir que le polynôme g'(ar), de degré inférieur au degré de/(x), prendra les mêmes valeurs que Acp pour les valeurs de x qui annulent/; la transformation^ = ^(x) est équivalente à la transformation j' = Tt^T' ^^^^ conduira à la même équation en y.
L'équation /(j*) = o étant donnée, il peut y avoir intérêt à faire sur elle la transformation générale^ = ^(j*), où g{x) est un polynôme de degré «-« à coefficients indéterminés,
/r(x) =aoa:«-ï -t-aiO?"-* H-. . .-h ««-i,
et à déterminer, s'il est possible, les coefficients de façon à obtenir une équation en j^ plus simple que l'équation donnée en x. Si l'on peut résoudre U transformée en^, ^'{y) = o, on a vu plus haut comment cette résolution sert à la résolution de l'équation proposée. Si, en particulier, l'équation F(r) = o n'a que des racines simples, chaque racine de l'équation /(x) peut s'obtenir
4»( Y en substituant une racine de l'équation en ^ dans une certaine fraction ^^^^
rationnelle en ^, fraction que l'on peut, d'ailleurs, ainsi qu'on vient de l'expliquer, remplacer aussi par un polynôme G(^k), de degré inférieur an. Les coefficients de
sont des polynômes homogènes en a©, ai, ..., a„_| ; on voit de suite que le coefficient de ^« ^ est un polynôme du degré k en a©» «i, • • ., ««-i» <J<>"^ '^* coefficients sont des fonctions symétriques entières en Xi, ar», . . ., jTi, cl s'expriment ainsi en fonction des coefficients de /{x ).
Si, en particulier, on veut faire disparaître le terme en >"*-* et le terme en^« î, on obtiendra entre ao, ai, ..., a.|_| deux équations qui seront l'une du premier degré, l'autre du second; on pourra donc, par des opértitionf élémentaires, trouver des valeurs de ao, a,, . . ., a«_| qui répondent à la question: en général, n — 1 de ces coefficients resteront arbitraires.
Le lecteur peut, par exemple, appliquer cette méthode en supposant /'/• du troisième degré; la transformation j = a:'' -h a ar-t- p, en choisissant convenablement a et p, conduira à une équation de la forme j'>H-A=o;la
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résolution de l'équation /(x = o) est alors ramenée à la résolution de l'équalion /' -+- A = o ( 1 ).
277. Le problème que Ton a traité dans le numéro précédent peut être généralisé.
Considérons une fonction rationnelle
^(Zly.Zi, ..., Zp)
dont les deux termes sont des polynômes en «i, z^, . . ., Zp et supposons que le dénominateur ne s*annule pas quand on y remplace ^i, z^j .,., Zp par p des racines j?i, j?j, ..., x„ de l'équation donnée /(a:) = o, rangées d'une façon quelconque. On peut se proposer de former une équation en y dont les racines soient les valeurs que prend la fraction précédente quand on y remplace Zt, 5;, .... Zp, par/? des racines de l'équation /(ar) =o. Supposons qu'on ait formé les n(n — i). . .(/i— /? -h i) arrangements des
n racines Xi, x^, ..., x„, p à />, et qu'on remplace dans la fraction -^ les variables ^i, Zff ...f Zp respectivement par les nombres qui figurent dans ces n{n — i)...(n — /? + i)arrangements; on obtiendrait ainsi les n(n — i)...(/i— p-Hi) racines de l'équation en y. Le premier membre de celte équation est donc le produit de facteurs binômes de la forme
où xocj, ^Tgt,, ..., Xa^, forment un arrangement p ^ p des n racines Xy, ^ti . . ., 2^/1 (<); l'ensemble de tous ces facteurs, et leur produit, ne changent pas quand on elTectue une permutation quelconque sur les racines, puisqu'une telle permutation ne modiHe pas l'ensemble des arrangements p 'h p. Le produit de ces facteurs sera donc un polynôme en y, du degré
dont les coefficients sont des polynômes symétriques en a^i, arj, . . ., j:,, et s'exprimeront donc rationnellement au moyen des coefficients de /(x).
Il peut arriver, soit en vertu d'une certaine symétrie des fonctions 9, '^ par rapporta quelques-unes des variables ^1, Zf, ..., Zp, soit en vertu des valeurs spéciales des racines âe/{x), que le premier membre de l'équation en y soil
(M L'élirTiin.itiun de x entre les deux équalions/(a:) = o, x^-\-aiX -h p —y = o s« fait simplement par la méthode du n* "267; on pourra se borner au cas où /{x) est de la forme x^-h px -hg.
(') On peut, si on le préfère, dire que les indices ot,, «„ .. ., a forment un arrangement/? à/? des n numéros 1, 2, ..., /i.
une puissance /''^"** exacte, parce que les n(n — i)...(n — /?-*-') arrangements se partagent en groupes de r termes, chaque arrangement d'un même
groupe fournissant la même valeur de la fraction rationnelle -*-• L'élude de*>
cas où cette circonstance se produit et du parti qu'on peul en tirer pour la résolution de Téquation /(a?) = o constitue un des Chapitres les plus importants delà théorie de la résolution algébrique des équations, théorie qui en en dehors du cadre de ce Livre.
Supposons que la fraction rationnelle se réduise à un polynôme à deux variables «(5i,«t); l'équation en y sera, en général, du degré /i(/i — i). Si le polynôme flp(^i, z^) est symétrique en ^i, Z|, à chaque racine çC^ra,, Ta.) correspondra une racine égale ç(j^a,»^at)» ^^ ^ on voit de suite que le premier membre de l'équation en y est la racine carrée d'un polynôme de degré
; il est aise d obtenir directement ce polynôme.
Pour cela on n'aura qu'à faire le produit des — ^ facteurs de la forme
jr — o(jra,i ^ût,)que l'on obtient en remplaçant rra,, stol^ parles combinaisons deux à deux des n quantités a^i, a*î, ...j^r»; l'ensemble de cc^
ni n — 1) , . . , , , , , . , combinaisons n étant pas altère par une permutation quelconque
effectuée sur les n lettres a^i, a?j, . . ., Xnt le produit ne sera pas non plus altère
Il • 1 j j . /i(n — n par une telle permutation : ce sera un polynôme en j^, du degré »
dont les coefficients, fonctions symétriques de ari, a:», ..., t„, s'exprimeront
rationnellement au moyen des coefficients do/(r). Le produit des ;
facteurs de la forme j^ — çC-^a»? ^a,) sera le premier membre de l'équation
cherchée.
Celle-ci sera particulièrement aisée à former quand l'équation proposée
/{x) = o est du troisième degré; la fonction o(j7i,a7j), symétrique en Xi, j-j.
peut, en effet, s'exprimer au moyen des coeffîcients du polynôme du second
, f{x) degré — '— et, par suite, 's'exprimer en fonction entière de x^. En d'auirc>
termes, il y a un polynôme en a:, ^(x) tel que l'on ait
J'équation cherchée sera
«n d'autres termes, la transformation considérée reviendra à faire la transformation y = 6 (a?).
Par exemple, les équations qui ont pour racines les sommes ou les produits
de deux racines de Téquation x^-\'pr -\-q = 0 s'obtiennent en remplaçant dans cette équation x par — y ou par — - • formons pour cette même équation, dont je désignerai par a, 6, c les racines, Téquation qui a pour racines les quantités {b — c)', (c — a)*, (a — 6)». On a
(b — c)*= 6-H- c*— aôc = a*-f- 6*-+- c* — a*
iq à^-\-'i.ap — '>.q 'ig —ap
Cette expression suppose a différent de o. On obtiendra des expressions analogues pour (c — a)*, (a — 6)*, en supposant qu'aucune des racines ne soit nulle, c'est-à-dire que q soit différent de o; l'équation cherchée en^ a
pour racines les valeurs que prend — ^— quand on v remplace x par ût,
b, c; on l'obtient en faisant sur l'équation x^-\- px H- ^ = o la transformation
Zq — px ,, v= -z — £l_. elle est j?
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OU, en divisant par 7, chassant les dénominateurs et ordonnant,
y^ -+- 6/> v« -+- 9/>î^ -h 4/?' -+- îi7S^* = o ;
si Ton savait résoudre cette équation, on n'aurait, pour avoir les racines de l'équation proposée, qu'à en substituer les racines ^i,^î, y% dans l'expres-
sion — 2— .
En appelant toujours a, 6, c les racines de l'équation x'^-k-px-^p = 0, le lecteur reconnaîtra sans peine que, si l'on fait sur les expressions
aô* -h 6c* -h cd^^ a'^ b -\- b'^ c -^ c"*- a
toutes les permutations possibles, elles se reproduisent toutes deux, ou s'échangent; les coefficients de l'équation du second degré
{y — a6* — 6c» — ca^){y — a^b — b*c — c*a) = o
sont des fonctions symétriques entières de a^ b, c; elles s'expriment aisément au moyen de/?, q.
Si l'équation /(ar) = o est du quatrième degré, et si l'on en désigne par a, 6, c, d les racines, les trois quantités
ab ■+■ cd^ ad -h 6c, ac •+■ bd
se rcprofluiront, dans leur ensemble, par les vingt-qiialre permatations «les le lires a, 6, c, ^ : on a appris à former, au moyen des coefficienls de /(x\, les coefficients de l'équation du troisième degré dont les racines sont ab-^cd. ad-^bc, acH- 6û?(n" 266).
278. Équations réciproques- — Revenons aux transformations qui portent sur une seule racine, pour en faire l'application aux équations réciproques n'admettant ni la racine i, ni la racine — r, qui, par conséquent, sont de degré pair et dans lesquelles les coefficients à égale distance des extrêmes sont égau\
Soit
f{x) = aoar2«-haiiF*'*-* -4- ajar^w -î -i-.. ,_i_aiar*-h ai a: h- a© =0 une telle équation; à chaque racine X\ correspond une racine inverse — ; en
d'autres termes, les in racines de f(x) peuvent être rangées sur deux lignes telles que les suivantes :
a?i, J?j, . . ., Xn^
Xi Xi x,t
L'expression x -^ — > quand on y remplace x par les ifi racines, ne prend que n valeurs distinctes, car la substitution de :ri ou de — à x donnent ê\i~
demment les mêmes résultats. Si donc on faisait sur l'équation /{x} =0 la
transformation y = x -^ > on obtiendrait une équation du degré an dont
les racines seraient égales deux par deux ; son premier membre serait ua carré parfait, comme on le voit de suite en se reportant à la décomposition en facteurs ; ce serait le carré du polynôme
en posant, pour abréger,
Xf Xt Xfg
On va montrer tout à l'heure comment on peut obtenir les coefficients de F(^) en fonction rationnelle de «0» <^u •••» ^/i* Observons que, lorsqu'on aura formé le polynôme F(^), la résolution de l'équation y(x> = o, du degré ?.Ai, sera ramenée à la résolution de l'équation F(^) = o du degré n, ei
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<!es n équations du second degré
on effet, Téquation
par exemple, a pour racines ar| et — • On voit ici apparaître la propriété
o^scntielle du polynôme F(^) : quand on y remplace y par a? H — > les facteurs du premier degré qui le composaient se mettent sous la forme
s i x\ il se met lui-même sous la forme y en désignant par g{x^ un polynôme
<le degré 2/i qui n'est autre chose que — f{^)t comme il résulte de suite de
ta décomposition de/(x) en 'facteurs du premier degré. On a donc identiquement en X
lorsque, dans le premier membre, on remplace^ para: H — •
Je \ais montrer comment ou peut former ce polynôme F(_^). O.I a
D'un autre côté, il est aisé de former un polynôme en y qui se change iden-
iiquemeni en xp -\ quand on y remplace j^ par x -a — •
Si, en effet, on regarde y comme étant mis simplement, pour abréger, à la
place de a: -+- -, l'équation du second degré en ^,
z'^ — yz -\- \ = iy, aura pojr racines a? et — ; a?/* H sera la somme des ^•*'»'» puissances de ses
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racines; elle s'exprimera en fonction entière des coefficients de l'équaLîon du second degré, c'est-à-dire en fonction entière de ^; ce sera un polynôme en^; désignons-le par V^; les formules de Newton, pour ce cas, montrent que Ton a
Vp+i — V,^,^ -^ Vp = o;
c'est, d'ailleurs, ce qu'il est aisé de reconnaître directement en se reportant à la définition de Vy, : cette relation, en y regardant Vo comme égala -2, V| commr égal à y^ permet de calculer successivement
On reconnaît de suite, par induction, que V,, est un polynôme en _v d'i degré /?, commençant par yP^ à coefficients entiers, dans lequel tous \e^ termes sont de même parité.
Quant au polynôme cherché F(j^), il est évidemment donné par la formule
«0 ^iy) = «0 V« -h ai V«_i -T-. . .4- a«^, V, -f- a«.
279. Équations binômes. — Considérons l'équation hinome x'' — i = o, en nous bornant au cas où r = 2/i + i est un nombre impair; en supprimant la racine i, on voit que les 2/1 racines imaginaire^ de l'unité (n" 100) sont racines de l'équation
x^n _|_ ar*"— * -h . • . -f- a? -+- I = o.
lî)n appliquant la méthode précédente, on en ramènera la résolution à la résolution de l'équation du n'*^"" degré en y^
Vn-t- V„_i -H. . .-h V| -+- 1 = o,
et à la résolution de n équations du second degré. On a vu au n" 100 qui* les in racines imaginaires r'^""" de l'unité s'obtiennent en donnant à / levaleurs 1, 2, ..., /i dans les expressions
Xk = cos h i sin 9
I 'xkr. . . iki:
— = cos 1 sin
Xk 2/t-+-i 2/1 -t-i
en sorte que les n racines de Tcquation en y s'obtiendront en donnant à k les valeurs 1, a, ..., n dans l'expression
yk = a'A H = 2 cos
Xk 2 71 -H I
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Inversement, la résolution de l'équation en y fournil les valeurs de
cos ^ > celle de Téquation en x fournit, outre ces valeurs, celles de
2Anr
Pour /• = 3, /i = I, les équations en ar et en ^ sont respectivement ar* -i- a: -h I = o, ^ h- i = o.
La seconde équation montre que l'on a cos -^ = j les racines de la
première sont
— I -h «1^3 2ir . . 2ir a = 2— = cos ,- -h i sin -- >
— I — I ^/'ï 2 7C . . 2ir I
a* = = cos -r t sin — - = - •
Supposons maintenant qu'on prenne /' = 5, /i = 2; on a à résoudre l'équation
ar* -H a:^ -h a:* -+- a: -h I = o,
et, pour cela, à résoudre l'équation
Vf -h V|-+-i ^y^-^y -\-\ =o;
— I ±: 1/5 les deux racines de- cette équation sont -^ — -^\ elles doivent être égales
a-icos-r-, 2 cos -- ; c est évidemment la racine positive qui est égale a
•ico^ -r-*; on a donc
2ir — 1-4-/5 ^T — I — /5
ri = 2 cos -r- = i y\=-^ cos -:- = •
Four achever, on doit résoudre les équations
a?* — ^157-1-1 = 0, ar' — ^j ar -+- i = o, la première a pour racines
__ ^i± \/Ti — 4 _ ^i±^V4— ^f _ —1-4-/5 _^ v/io-h2v/5
Ces deux racines doivent coïncider avec x\ et — , c'est-à-dire avec
arj
TC , . . "^.TT
cos-r- ±:« sin-r-:
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la distinction se fait de suite en considérant le signe des coenicienis de c on a
•ITZ . . •à.'r: — i-f-v^j . \' lo H- yi i/i
JTi = COS -r- H- « Sin -7- = ; r- l ; »
I ITZ . . ?.Tz — I -h 1/5 . V »o ■+■ '^ y/^
— = C05 -; t Sin -r- = ; * ;
Xi ti J A 4
et de même, en résolvant la seconde équation du second dej^ré,
4Tt jiî — I — /5 .V io — 2/5
X* = COS -: h t Sin -r- = ; r- i -
I 4 ^ . . f\tz — I — 1/5 . V 10 — 51/5
— =. COS -; « Sin -:- = ; t ; •
ari o a 4 4
On connaît donc
. air . Jtc v 10 -H i \o
sin -r- = sin -r- = ; 1
s.n - = sm j =
TT y \o — -2 v^5
c'est-à-dire les demi -côtés des deux pentagones réguliers inscrits dans le cercle de rayon 1 ; les valeurs de cos -r- et de cos 4 fournissent lésa pollième» •de ces polygones. De même les relations
:- ) = COS = Sin -r- i
(Tz \t:\ tz . 4r
COS ( r- I = cos — = sin -V >
. /tt 27r\ .3?: vit:
sin ( =- ) = sin — = cos -=->
(TT ^t:\ . tz 47:
r- ) = sin — = cos -r-^ •2 5 / 10 3
•dans lesquelles on connaît les valeurs des troisièmes membres, fournissent re5pectivement les apothèmes et les côtés des deux décagones.
280. Équation du troisième degré. — On a vu que la résolution J unt •équation du troisième degré pouvait toujours se ramener à la résolution duoe équation de la forme
il) ar'-H/îj? -h </ = o,
OÙ p ti q sont des nombres réels ou imaginaires. En remplaçant dans celle équation x par j^ + .s, on obtient de suite l'équation
{2} yi-^z^-^q -h{^yz -hp)(y -^ z) = o.
Pour que la somme de deux nombres y, z soit racine de l'équation (i), il faut et il suffît que ces deux nombres vérifient l'équation (2); assujettissons les deux nombres^, z à vérifier l'équation
(3) ^yz-^p=o\
il faut et il suffit, pour que leur somme soit une racine de (i), qu'ils vérifient en outre Téquation
Réciproquement à chaque racine de l'équation (i) correspond un système de deux nombres dont la somme est égale à cette racine et dont le produit est
é^^al à — ^» qui par conséquent vérifient la seconde équation (3).
Si dune on résout les deux équations (3) par rapport à ^ et à ^ et si l'on ajouie deux valeurs correspondantes de^et de z^ on obtiendra une racine de l'équation (i) et chaque racine de l'équation (i) pourra être obtenue de cette façon.
On tire de la première équation (3; z = — -^ > et en ).o/tant dans la seconde
équation (3) on obtient l'équation
ou
qui est du sixième degré, mais seulement du second degré en y^.
En portant une racine quelconque de cette équation (4) dans^ — :^ , on
iy
obtiendra une racine de l'équation (i); réciproquement toute racine de l'équation (i) peut s'obtenir en remplaçant, dans j' — .;—, y par quelque racine de
1 équation (4)- L'équatiou (4) étant du sixième degré, il semble qu'on doive trouver pour
7 — - — six valeurs, et par suite six racines pour l'équation du troisième
de^ré. Qu'on ne trouve elTeclivement que trois valeurs distinctes, c'est ce qui lésulte, en gros, de ce que les deux équations (3) ne changent pas lorsqu'on \ échange les lettres y et «; de ce que, par conséquent, l'équation (4) ne
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change pas quand on y change ^ en — .;p- ; c'est ce que le raisonnement qui
ftuit va d'ailleurs montrer d'une façon précise.
L'équation (4)^ regardée comme une équation du second degré en j^', donne deux valeurs pour^', à savoir
X racines carrées
dans ces deux expressions, 4/^ -h — désigne l'une des deu
do •—-*-—» choisie arbitrairement : il est naturel, lorsque cette dernière
quantité est réelle et positive, de regarder le radical comme ayant la signifia cation arithmétique.
Dans tous les cas, ce radical doit être regardé comme conservant la même si^nilicution, une fois choisie, dans toutes les formules où il ligure. Le produit
di\r} par >J est égal à — ^ = ( — -^J • •^7 \ -^ /
hosif^iums par ^V| Tune des trois racines cubiques de — ^ -4- l/^ -*- ^;
*• V 4 27 »i ooll<^ dernière quantité est réelle, il sera naturel de choisir pour^t '& racine ouhique rtvHe: si elle est imaginaire, on choisira la racine cubique que Ton \oudr« ; puisque Ton a
Twue do> lï\^i* racine* cubiques de
>\'ïA c^:,»ic À — r — 5 c fst x'>fI*<*-U qae je de>ifBeraî par^n: lorsque />, ç soûl ^VvNv >î^s -- • -^ <<t ivc> ;.i. .çie i\^« a cî.':<i i^c^ur ^V| la racine cubique
>s'N •*'«#<,#.* 1; * ^ - > * — '. 4 i< -û«- r*: xf< cabiqacs imaginaires de
*f ,^ ,w V 1, t< ^'i :*^: L*: h: xi. :r, <*'«;irnee de celle-là, sera
^' * ^ ^^ ; v*.> • jc- i«i> Ci Ji'iufS' Àf ji-^ rt de ri soal respectif
telles sont les six racines de l'équation (4); en perlant ces six valeurs dans 7~Y^ion trouve, a cause dej', jk2 = — \y
Les trois derniers résultats ne sont pas distincts des trois premiers; les trois racines de Téquation (i) sont
en posant
ces deux racines cubiques étant choisies de façon que leur produit soit égal
Les expressions qui figurent dans les seconds membres des formules qui fournissent les trois racines sont plus avantageuses pour le calcul numérique
que celles qui figurent dans les troisièmes ; le calcul de y\ — rr— y par exemple,
^ Yi
n'exige qu^une extraction de racine cubique; le calcjl de J^i-r j^j en demanderait deux.
Cherchons la condition pour que deux racines, Xi et x^ par exemple, soient égales; on doit avoir alors j^i -t-j'a = aj^i -h a^ j^, ou, successivement,
^, =— in-a)j^2= aî^j, y] — y\y T. — II. 25
et, par conséquent
on arriverait à la même conclusion en écrivant que Xi est égal à T| ou j; à 07]. C'est un résultat que l'on connaissait déjà.
Arrêtons-nous un instant sur le cas où p ei q sont réels.
n y a alors trois cas à distinguer, suivant que - — ^71 ^^^ positif, nul. ou
négatif.
Dans le premier cas, y\^yl sont réels et distincts; il en est de même, d'aprè> les conventions que l'on a faites, de j^i, ^j; Ti est réel, arj et a?j sont de* imaginaires conjuguées, puisque x et 2- sont des imaginaires conjuguées. On reconnaît de suite que, dans ce cas, le coefficient de i ne peut être nul ni dans j*] ni dans x^.
Dans le second cas, y], yl sont égaux, on a
Xi= iy, arj = ar3=(a-+-aV):^'i = — ri-
Dans le troisième cas, yXi y\ sont des imaginaires conjuguées: on ne saii pas, par des opérations élémentaires, extraire leurs racines cubiques, en Mdf que les expressions trouvées pour x^^ rj, x^ sont impropres au calcul numérique. On remarquera que, dans ce cas, p est certainement négatif, car. autre-
ment, ^ -+- ^ serait positif. Il est aisé de vérifier que^i,^,, choisis comme
\ ^7 on l'a prescrit, sont des imaginaires conjuguées.
Il suffit de prouver pour cela que le produit y\y^ ou — -^ est égal au carre
de la valeur absolue de l'un ou l'autre facteur; or le carré de la valeur absolue de^î, ou de y\, est
f^NZ-f-^-l^
le carré de la valeur absolue de^i ou dt y^ est donc — -Ç-
Les nombres j^i et ki étant conjugués, il en est de même des nombres 2»i» a*^j, et des nombres a*j^|, txy^ : X\y ar^, Xj^ sont réels.
Pour les calculer numériquement on pourra procéder comme il suit : En posant
- = r rns m. i / — ^ — — =
( 5 ) — i = r cos u), 4/ — ^ ^— =/'sin(u,
(6) r=^^|, cosu)=-^;
à cause de la seconde formule C5), sina> doit être positif; on choisira pour a> la valeur comprise entre o et ir que détermine la second(t équation (6); et l'on aura ensuite à résoudre Téquation
^» = r (coso) -h e sino)),
dont les trois racines sont ( n" 99)
j/- / (*} . . toX ri = V '* ( cos j -h « sin - j,
«ri= y^ ( cos h fsin — ),
3/-/ (s)-h^TZ . . C0-+-4lt\
a*j'i = /r ^ cos — h i sin j ;
c'est d'ailleurs arbitrairement qu'on a choisi l'expression de j^j ; les valeurs de/j, a-^t, aj^i sont respectivement conjuguées de celles-là, et Ton a finalement
CO
Xi= 2 yrcos —,
a?j = a v'' cos ,
3/- a>-h4ir X3= 9. yrcos — ■•
Le calcul se fera aist'ment au moyen des Tables trtgonométriques.
i8i. Équation du quatrième degré. — La résolution d'une équation du quatrième degré
<7) a?*-i- Aa7»-+- Bx*-h Gar-r D = o
se ramène aisément à la résolution d'une équation du troisième degré et d'équations du second degré.
Les deux premiers termes peuvent être regardés comme les deux premiers \ termes du carré de x^ -\ .r, en sorte que Téquation proposée peut s'écrire,
eo désignant par X un nombre qu'on se réserve de déterminer plus tard,
/'ar»-h -a:-+-Xy=(2X — B);r«-i-(AX — G)a7-hX«— D.
Déterminons X de façon que le second membre soit un carré parfait, c'està-dire par l'équation du troisième degré
{S} (AX — G)»— 4(2X — B)(X«— D) = o.
Nous regarderons, dans ce qui suit, X comme une racine de cette équation, d'ailleurs arbitrairement choisie; l'équation du quatrième degré pourra alors s'écrire
celle-ci se décompose en deux équations du second degré, savoir
La résolution de ces deux équations fournira les quatre racines de Téquation (7). Malgré l'intérêt qu'offre l'étude approfondie de. celte méthode de résolution, je ne m'y arrêterai pas.
On doit à Abel d'avoir montré que si l'on considère une équation générale du n}^^^ degré /(a?) = o, c'est-à-dire une équation dans laquelle les coefficients sont arbitraires, on ne peut pas la résoudre par radicaux, dès que n dépasse 4; on entend par là qu'il est impossible de constituer une chaîne d'équation* binômes, en nombre fini
dans lesquelles Ai s exprimerait rationnellement au moyen des cot'fficients de/(a^), Aj au moyen de ces coefficients et des racines de la premièrr' équation binôme, A3 au moyen de ces mêmes coefficients et des i*acine« de^ deux premières équations binômes, etc., telles enfin que les racines de Téquation proposée s'exprimassent rationnellement au moyen des coefficients de cette équation et des racines des équations binômes.
Pour l'équation x^-^px-^q = o, cette chaîne d'équations binômes est formée par les équations
OÙ z' est une racine de l'équation en z\ les racines de l'équation proposée s expriment rationnellement au moyen des racines do l'équation en y.
Résolution des équations simultanées. — Deux équations
étant données, où les premiers membres sont des polynômes en jr. r. la résolution de ces équations peut être ramenée à la résolution d'équations à une inconnue.
Soit J7oî yo UÏ16 solution de ces deux équations; les deux équations en y
ont une racine commune y = y^; réciproquement, si x© est un nombre tel que les deux équations précédentes en j>^ aient une racine commune j^o? il est clair que le système j?©, yo constituera une solution des équations proposées.
D'où la marche suivante :
On éliminera l'une des inconnues, y par exemple, entre les deux équations (i): on parviendra ainsi à une équation
dont les racines seront précisément les nombres Xq telles que les équations (2), en ^, aient une racine commune au moins. L'équation (3) étant résolue et Xq étant une de ses racines, les deux polynômes, en ^, /(j^o? y) ^^ S'i^^^y) a^'^ont un plus grand commun diviseur; en égalant ce plus grand commun diviseur à o, on formera une équation dont les diverses racines seront les valeurs de y que l'on peut associer à Xq pour avoir une solution des équations proposées. Dans le cas où les deux équations
/■(aro,r)= o» ^(^o^y) = o
n'ont qu'une racine commune, le plus grand commun diviseur sera du premier degré; à la racine Xo de l'équation résultante ^{x) = o, on ne pourra associer qu'une seule valeur y^ de y^ laquelle s'exprimera rationnellement au moyen de Xq et des données.
Supposons que fix^y)^ ^(^- .Y) soienl les polynômes généraux (avec des coefficients littéraux, qu'on laissera arbitraires), Tun du degré n en x^ y, l'autre du degré/?; en les ordonnant par rapport à y^ on les mettra sous la forme
fKX,y)= Ao^" -h A,j-«-î -f-. . .-r A„, g{x,y) = BoyP -h B,^/'-i -H. . .-H B,,;
Ao, A|, ..., Art d'une part, By. Bj, ..., B,, d'autre part, sont des polynômes en X dont les degrés respectifs sont marqués par les indices correspondants. Aq et Bq, en particulier., sont des constantes. Le résultant R(a^j, obtenu en éliminant y. est une somme de monômes de la
forme
KA«.A«....A»»Bf....Bgp,
OÙ K est un coefficient numérique; tous ces monômes sont du poids np (n"274). Tel est le degré de R(iF)(*). En donnant des valeurs numérique.» aux coefficients de y (ar,^), g{x^y)^ ce degré pourra s'abaisser. Pour chaque racine œ^ de R(x), les deux polynômes en y^ /(^q-, y), g{^»^ y)^ ont. en général, une racine commune ^0 ^^ ""^ seule : l'ensemble des deux nombres Xp. y^ constitue une solution des deux équations
fi^.y) = 0, g{x,y) = o,
qui ont, par conséquent, np solutions, en général.
L examen des cas particuliers, et de la façon dont il faut entendre ce théorème : Deux équations des degrés respectifs n. p ont np solutions, est en dehors du cadre de ce Livre. Je me borne à signaler quelques-unes des difficultés qu'en présente la démonstration : il y a d'aboixi lieu d'examiner le ca> où le degré de H(^) s'abaisse au-dessous de np^ et où Ton dit que les deux équations ont des solutions infinies, ce qui demande à être précisé. Ensuite, il peut arriver qu'à une racine a^o <Je R(^) correspondent plusieurs racines communes des deux équations (en y)
/(^o, J')= o, g(xo, y) = o.
On démontre alors que, s'il y a r racines communes à ces deux équations. Xq est une racine multiple de K(:r), d'ordre de multiplicité r. Enfin, il y a encore lieu de tenir compte de l'ordre de multiplicité de certaines solutions, si l'on veut que le théorème reste exact; cela ne va pas sans difficulté : en effet, si pour une équation à une inconnue F(ir) = o, dont le premier membre est un polynôme, la signification des mots racine multiple, ordre de multiplicitéy a pu être précisée, on n'a nullement expliqué ce qu'il fallait entendre par ceux-cî : une solution multiple des équations /( a?, j') =0, g(x^Y) = o.
Je me borne relativement à ce sujet à quelques indications très rapides, sur une méthode qui d'ailleurs offre un assez grand intérêt théorique, et qui a, en géométrie analytique, d'intéressantes applications.
Désignons par/(a7, j^), g{x,y) des polynômes en x, yy dont on suppose maintenant qu'ils aient des coefficients numériques.
(*) Ou reconnaît sans peine que le coefficienl de j:"/' n'est autre chose que le résultant des doux polynômes en y
a^y" ■+- a^y"-^ -»-...-+- a,, à,^y^ -^b,yf '-+-...-- 6^,,
en désignant en général par a^, b^ les coefficients de x* dans A^, B,.
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Supposons qu*on élimine x^y entre les trois équations
(4) /U,r) = o, g{T,y) = o, y=ux-hv, ce qui revient à" éliminer x entre les équations
(5) /{x^ ux -h ç) = o^ g(x. ux -hv) = o. On obtient ainsi une équation
H\) Aiu, v) = o,
Soiij?^, jTjj une solution des équations^ = o, g = o; les équations (4) seront vérifiées, quel que soit ii, si l'on prend
il suit de là que Téquation (6) sera vérifiée, quel que soit a, lorsqu'on y remplace V par yo — uxq, pourvu que Xo^ yo constituent une solution des équations y = u, ^ = o. En d'autres termes, dans ces conditions, le polynôme A{u^v)^ qui devient identiquement nui quand on y remplace v par j^o — ux^, en divisible par v ■+■ uxo — /q. Soit ao, t'o ""e solution de Téquation
A{u, v) = o; les deux équations en x
/(ar, Wo^H- ^u) = o, ff{x^ Ui^x -t- Vq) = o
admettent une solution commune oto; les <leux équations
fi^iy) = o, g{^yy)==o
admettent la solution j?,), ^o = UqXo -h Vq, et l'on peut, en vertu du premier raisonnement, affirmer que«*Jl(a, p) est divisible par p-i-a.ro — Xo- Chaque «•olution de deux équations /= o, ^ = o entraine l'existence d'un facteur du jnemier degré en i/, v qui divise c'fl(M, i'); chaque facteur du premier degré i'-r-aa-i-P qui divise .•<l(a, p) entraine l'existence d'une solution oto = a, >'„ = — p des deux équations /= o, ^ = o. La résolution des deux équations /= o, ^ = o est ramenée à la décomposition en facteurs du premier degré du polynôme <'R(k, p), et chaque facteur du premier degré fournit une solution «les deux équations proposées solution dans laquelle les valeurs de a? et ^ se trouvent naturellement associées, sans qu'on ait besoin, comme dans la première méthode, de former un plus grand commun diviseur. Enfin les notions de solution multiple, d'ordre de multiplicité, se présentent maintenant d'une façon assez naturelle : on dira que Xq^ j^o <^st une solution multiple d'ordre de multiplicité r îles deux équations proposées si c**l(a, p)est divisible par u' -h uxq — y^y sans être divisible par (v -h uxq --^o)'^*«
283. J'appliquerai la méthode exposée au début du numéro précédent au cas de deux polynômes du second degré en .r, y^
f{^^ y) =■ ci^^ -H a'^* -¥• 7.6" xy -ir ib' T -^ iby -f-rt'(^), g{x^y) = axX^ -^ a\y^ -H ib\xy -^- 'xb\ x -h ib^y -+■ a\^
où je supposerai que l'un au moins des coefficients a\ a\ de y* n'est pas nul. On aui*a à former le résultant ^{x) des deux polynômes en y
où l'on a posé, pour abréger,
a = rt', p = •xb''x H- 26, Y = ^^* "^ -^^'jF -i- a*,
a, = a'j, p, = aô'JT -4- '261, y, = «i-r* -h 26', a? -4- aj ;
on a (n" 268)
R(:r) = (fltt Y-txY. )*-(«?! -a, ?)iPyi-?iï)-
On reconnaît de suite, sur cette expression, que R(x) est, en général, du quatrième degré ; a, y — ayi j a^i — a, ^, ^y, — 3, v sonl en général, des degrés respectifs 2, i , 3. Si x^ est une racine de R(j'). les deux équations en y ont une racine commune, dont on obtient la valeur en remplaçant x par Xq dans la fraction rationnelle
il n'y a aucune difficulté si Xo n'annule pas a^i — a» ^ ; au cas où t»
(') Il convient d'expliquer cette notation : on a déjà employé, au n* 46, la oot«ition, qui s'explique d'elle-même,
ax'-h a'y^ -h a" z^ 4- 2 byz -h 2 6' 5X 4- 2 b' xy
pour représenter un polynôme homogène du second degré en or, y^ s, ou, comme oi dit, une forme quadratique ternaire, lin faisant s = 1 dans le polynôme homogënc. on obtient un polynôme du second degré en x, y écrit sous la forme employée dan? le texte. Il est souvent commode de regarder ainsi un pol\nome en x, y du degré n comme provenant d'un polynôme homogène en x, y, z du degré /i, où l'on a fait 5 = 1, et, inversement, d'associer à un polynôme en x, y le polynôme homojrrDien x. y^ z que l'on obtient en complétant chaque monôme de degré p<n par un facteur z''-F; en supposant 5 = 1, les deux polynômes sont identiques.
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annulerait cette expression, on voit de suite sur l'expression deR(^), puisque R(.r) et a^, — a^ p sont nuls pour x = Xq^ que ai y — ay, est aussi nul; pour la même valeur de x^ [ây, — j^iv est nul aussi; car les deux égalitt's
si Ton écarte le cas où a et a« sont nuls, entraînent ^ly — PYi = o- Le facteur x — îCo divise a, y — ay, \ [x — jTo)*^ divise (a» y — ay« )^ ; il divise aussi (a^i — a, ^)(^y, — f^iy)? puisque :r — Xç^ divise cKacun des facteurs; .r — x^ est une racine dotihle de R(.r); d'autre part, pour X = Xo, les quantités a,, p,, Vi sont proportionnelles à a, ^, y; les deux équations du second degi'é en y ont leurs deux racines communes; on associera chacune de ces deux racines à Xq et l'on obtiendra ainsi deux solutions des équations proposées : les deux autres racines de R(j:), si elles sont simples, fourniront chacune une solution. On en obtient bien quatre en tout, en supposant que le degré de R(^) ne se soit pas abaissé au-dessous de 4 ( ' )•
Le seul cas où l'on puisse avoir plus de quatre solutions est celui où K{x) est identiquement nul. Supposons qu'il en soit ainsi; alors, pour chaque valeur de Xj les deux équations en y ont une solution commune fournie par la formule
le numérateur est du second degré en or, et le dénominateur, du premier; il est aisé de voir que le numérateur est divisible par le dénominateur : soit, en efl'et, /• la racine de ce dernier; il faut prouver que /• annule j3y, — ?iy • or, c'est ce qui résulte de l'expression du polynôme R(^), qui, par hypothèse, est identiquement nul : pour x = /•, ^'ii — oLi ^3 est nul, donc aussi ay, — a, y et l'on a déjà dit que les deux
(') Dans le cas où x^ annule ap,— at, p, Pr, — p,Y, il faut se garder de chercher, afin d'avoir la valeur correspondante de y, la lirnile \ers laquelle tend le rapport
'-!^- î-^ quand x s'approche de x^^. Tout est fixe ici, il n') a pas lieu de chercher
une limite.
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égalités
ap, = a, p = o, «Yi — «1 T = o
enlraînaient ^v, — ^3, v = o; en faisant la division de ,3v, — 3, y par a|i, — ai p, on voit que y se met sous la forme y = /wx -H- /». Par conséquent, dans ce cas, les deux équations
sont vérifiées quel que soit x quand on prend pour y la valeur mx -f- il] cela revient à dire que /(x, y) et g(x, y) s'annulent identiquement quand on y remplace r par mx -\- Hy ou encore que ce^ deux polynômes sont divisibles par y — mx — n.
AJnsi, la circonstance qu'on vient d'étudier se présente quand le^ deux polynômes f{x^y)^ f^i-^: y) ^^ décomposent l'un et l'autre en un produit de deux facteurs du premier degré et que l'un de ces facteurs est commun aux deux produits : outre les solutions qui annulent ce facteur commun, les deux équations /= o, g = o ont encore une solution que l'on obtient en égalant à o les seconds facteurs et en résolvant les deux équations du premier degré ainsi obtenues (').
Les raisonnements précédents, relatifs au cas où R(x) est identiquement nul, supposent toutefois que a^, — a, ^ ne soit pas identiquement nul, auquel cas un raisonnement déjà utilisé deux fois montrerait que ai Y — av, serait aussi identiquement nul ; il suffit d'écrire qu'il en est ainsi, en remplaçant a, ^, y, ai, p,, y, par leurs expressions explicites pour reconnaître que, alors, les coefficients du polvnome g{x^ y) sont proportionnels aux coefficients du polynôme fix^ y)\ toute solution de l'une des équations /= o, «^ == o e<t une solution de l'autre.
Je laisse au lecteur le soin de traiter le cas où a' et a\ seraient nuK simultanément.
(') Le résultat qu'on vient d'obtenir se généralise sans peine : supposons quo /(-F, y), ^(-F, y) soient des polynômes quelconques en x^y ei que le résultant dr res deux polynômes regardés comme des polynôme? en y soit identiquement nnï. Le* deux polynonies f tl g regardés comme des polynômes en y ont, quel que soii j^ un plus grand commun diviseur : soit 6(z:, v) ce plus grand commun diviseur: je suppose que, après Tavoir ordonné par rapport à y, on ait débarrassé ses coefficieniN qui sont des polynôme* en j?, de tout diviseur commun, en sorte que h{x^ y) ^^i» primitif au sens du n» 81 ; les deux polynômes f ^i g seront divisibles par6( x, y)-
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Le problème de la résolution de deux équations du second degré /=o, ^ = 0 peut être abordé par une autre méthode, dont je dirai quelques mots, en raison de l'importance qu'elle offre en géométrie analytique. J'aurai besoin pour cette méthode de la condition qui doit exister entre les coefficients a, a\ a*, A, b\ b' d'un polynôme
/(^i J^) = a^*-+- «'^*-H ib" xy 4- 2 6' a? -h iby -h a'
pour qu'il se décompose en deux facteurs du premier degré en x^y. Supposons a! ^ o. Si fix^y) se décompose en deux facteurs du premier degré, ces deux facteurs doivent contenir y^ sans quoi leur produit ne pourrait reproduire un terme en y^\ ils sont donc de la forme
y — mx — /i, y — m' x — n'
ei Ton doit avoir identiquement
f{x^ y) = a*(y — mx — n) {y — m' x — n'),
Supposons qu'il en soit ainsi; si l'on résout l'équation du second degré (en y)^ f{x, j') = o, les deux racines devront être mx -h /i, m' x -h n!\ on sait que la quantité sous le radical représente, à un facteur numérique près, le carré de la différence des racines, c'est-à-dire, ici, [(m — m')x h- n — /i']*.
Ainsi, dans le cas où / se décompose, le polynôme en x que Ton obtient sous le radical, en résolvant par rapport à y l'équation
a' y^-^ '!( b' X -^ b)y -T- ax^-^ ib'x -h a" = o,
doit être un carré parfait; or, en effectuant cette résolution, on trouve
_ b'x -h b zb )/{b\r -f- b)^ — (a.r- -^ y.b'x-^ a' )a'
la quantité sous le radical est
(6"*— aa').r«-f- xibb" — a'b')x ^ A«— a a" \
elle est un carré parfait si l'on a
(I) (66'- a*6')-— (6'2— aa')(6»— a'a") = o.
Si cette «ondilion est vérifiée, la quantité soùs le radical, en supposant 6*^— aa' différent de o, est le carré de
v/6'« - aa' (
bb'-^a'b'
b'i—aa'
en sorte que f{x, y) est le produit, multiplié par a', des deux facteur;: -^ a a \ b'^—aa I
b'x^b ^b'^'-aa' [ bb'—a'b'
' - aa' l bb'—àb'\
1i' V^ b'^-aa I
Si 6'* — aà était nul, bb" — a'b' devrait aussi être nul à cause de la condition (1), la quantité sous le radical se réduirait à une constante, la décomposition apparaîtrait ainsi immédiatement.
Lorsque a' est différent de o, la condition (i) est donc nécessaire et suffisante pour que /(J", >^) se décompose en deux facteurs du premier degré; or le premier membre de l'équation (i) est le produit par — a' de la quantitéC'
A = aa'a'-h9.^»6'é»'— a6»— a'6'»— a'6'*.
Si à était nul, sans que a le fut, il suffirait d'intervertir le rôle des lelirf? a:, y pour retrouver la même condition; si a! et a étaient nuls tous deux, la relation entre x^y qu'exprime l'équation f{x^ y) = o deviendrait uoe relation homographique; le cas de décomposition a été traité au n*" 69; oo recoonait sans peine que, dans ce cas aussi, la condition A = o exprime que le polynôme /(>, y) est le produit de deux facteurs du premier degré.
Arrivons maintenant à la résolution des deux équations du second ilegre y= o, ^ = o et cherchons à déterminer une relation du premier degré en j^.k
y = ux -h V
telle que les solutions des deux équations simultanées
/\^i y) = ^^ y = ux -h V soient les mêmes que les solutions des deux équations
^{^,r)^o, y = ux-hv.
(') Celte quantité A a déjà été rencontrée au n" 13j; c'est le déterminant des iroi* formes linéaires
ax -h b' y -h b' z, b'x -^ a' y -h bz, b'x -i- by -h a' z
qui ne sont autre chose que les demi-dérivées partielles du polynôme homosene ax'-i-a' y'-+- a'z^-*-'2byz-i-2b'zx -^ib' xy\ l'identité
{bb'-a'b'Y— {aa'^b'^){a'a'—b^) =— Aa'
ne diffère pas de Pidenliié .VA — B'^= àa' que l'on a signalée au n- 13j.
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C'est pour le moment u et v qui sont les inconnues; il est clair que, si l'on a «lèterminé ces inconnues auxiliaires, la résolution de l'un ou de l'autre des deux systèmes précédents fournira (eu général) deux solutions du système /=o, ^ = 0.
Par hypothèse, les deux équations en x
/{x, ux -h i') = o, ff(^i wa? -4- p) = o
doivent être identiques; s'il en est ainsi le premier membre de la seconde ne doit différer du premier membre de la première que par un facteur constant, que je désignerai par — X; en d'autres termes, l'expression
\ f{Xy UX -\- V) ^ g{x, ux-k-v) doit être identiquement nulle; en d'autres termes encore, Texpression
doit s'annuler identiquement quand on y remplace y par ux -^ p, ou, ce qui revient au même, le polynôme (en x, y) ^^^ f(Xy y)-^ g{x. y) doit être divisible par y — ux — v\ il doit donc être décomposable en facteurs du premier degri'.
Kéciproquement, supposons qu'on connaisse un nombre X tel que le polynôme (en Xy y) X/-+- g soit décomposable en un produit de deux facteurs du premier degré tx -h P^ -H y, a'j? h- ^' y -h 7', en sorte qu'on ait identiquement
X/-+-^ = (aa:-f- fi^ -h 7) (ot'ar -t- ^' y^^'\
il est clair que toute solution des deux équations f = o^ g z= o devra annuler l'un des facteurs du second membre, et que l'on obtiendra les solutions de ces deux équations en résolvant, d'une pari, les deux équations
et, d'autre part, les deux équations
/= o, a'xH- îi>-+-Y'=o,
on obtiendra ainsi, en général, quatre solutions qui vérifieront l'équation AT =^0.
n'où la méthode suivante :
On cherche un nombre X tel que le polynôme du second degré (en x, y) y^/^ g se décompose en deux facteurs du premier degré, on a pour cela à résoudre une équation du troisième degré en X, A(X) = o, dont on obtient le premier membre en remplaçant dans
A = aa a' ^ ib ô' b" — aù^ — a' b'^ — a' b"*
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a, a', a\ . ,. par "ka -+- a,, Xa'-t- a'i, Xa'-h «![,...; «1, a',, a', ,,. désignent, comme plus haut, les coefficients de g'{:r^y).
Ayant une racine Xo de cette équation, on décompose X0/-H ^ en deu& facteurs; cela revient à résoudre, comme on l'a expliqué plus haut, Téquation ^0/-+- ^ = o par rapport à y {^oukx)\ on obtient ainsi les deux équations du premier degré a j: -f- ^ )' -r- y = o, a' a- -h p' ^ -h y' = o, dont il faut adjoindre successivement l'une et l'autre à l'équation /=o, pour obtenir les quatre solutions des équations /* = o, /Ç" = o. On voit que la résolution de ces deu\ équations revient à la résolution d'une équation du troisième degré, et de trois équations du second degré.
Le lecteur pourra appliquer cette méthode au cas où l'on suppose
/(x, y) = y* -h \xy -h By -^ Cx -h D, g{^^y) = x^— y,
il retrouvera ainsi une proposition déjà obtenue : la résolution de l'équation du quatrième degré
:r'*^ \t^^ Bj-î-H Cx-+-D =0,
qui résulterait visiblement de l'élimination de y entre les deux équation? y = o, ^ = o, se ramène à la résolution d'une équation du troisième de^ré et d'équations du second degré.
284-. Lorsqu'on regarde x^ y comme les coordonnées d'un poini, une équation /(x, y) = o définit une courbe, à savoir le lieu des points dont les coordonnées x^ y vérifient celle équation. Lorsque /{x, y) est un polynôme, le degré de ce polynôme est, par définition, le degré de la courbe dont Téquation est /{Xy y) = o : la courbe e>t alors algébrique; elle est transcendante, lorsque son équation ne peut pas se ramener à la forme /{x, y) = o, oii /est un polynôme en x^ y. L'étude des courbes algébriques, définies comme on vient de l'expliquer, est un des objets essentiels de la Géométrie analytique.
La recherche des solutions (réelles) de deux équations simultanées f{x^y)=zo^g{^x^y)=zo revient à la recherche des points dont ie> coordonnées vérifient à la fois ces équations, ou, ce qui revient au même, des points communs aux deux courbes qu'elles définissent. Le problème qu'on a traité dans le numéro précédent est le raérae que le problème de l'intersection de deux courbes du second degré, ou, comme on dit, de deux coniques; la seconde méthode revient à la recherche des sécantes communes à ces deux (;oniques. La première faisait dépendre cette recherche de la résolution d'une équation du
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quatrième degré, dont les racines étaient les abscisses des points communs aux deux courbes.
Inversement, étant donnée une équation numérique o(.r) = o, à une seule inconnue, lorsqu'on sait former deux équations /(j:,j^) = o, g{Xj y) z=o telles que Téquation donnée cp(x) = o soit le résultat de Télimination de y entre ces deux équations, et que la construction des deux courbes qu'elles définissent est aisée, il peut être commode d'effectuer avec soin la construction de ces deux courbes, et de mesurer les abscisses de leurs points d'intersection, pour avoir des valeurs approchées des racines réelles de l'équation ©(x) == o.
La méthode même qui fait le fond du Chapitre précédent et qui consiste, pour résoudre approximativement l'équation o(j7) = o, à construire la courbe dont l'équation est y = »(j?), rentre dans celle qu'on vient de dire puisque l'équation o(:r) = o peut être regardée comme résultant de l'élimination de y entre les deux équations y — ©(^) = o et ^ == o.
On a fait une autre application de la méthode générale quand on a ramené la résolution de l'équation transcendante tang:r = j? à la recherche des points d'intersection de la droite dont l'équation est y=:x et de la courbe transcendante dont l'équation est y = tangj7. Il est aisé de multiplier les applications.
Si l'équation proposée (p(x) = o peut se mettre sous la forme 5|(x) 4- ©2(-p) = o, on pourra prendre, pour les équations
les équations
j' — <p,(ir) = o, y-hfi(^) = 0
et, si les courbes qu'elles définissent sont aisées à tracer, chercher les abscisses de leurs points d'intersection. Par exemple, on peut remplacer la résolution de l'équation x^-hpx-\-q = o par la recherche des points communs à la courbe dont l'équation est y=:x^ et de la droite dont l'équation est y -f- px H- ^ = o. La même courbe (y = .r') pourra servir pour toutes les équations du troisième degré. Il est à peine besoin de dire que cette méthode s'applique aussi bien aux équations transcendantes qu'aux équations algébriques.
On peut interpréter les dernières lignes du numéro précédent en
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disant que la résolution de l'équation du quatrième degré a:* -4- A j:' -h B .r* H- C j: H- D = o
revient à la recherche des abscisses des points communs aux deui courbes définies par les équations
y*-H A:fk H- B^-4- Gx -+- D = o.
qui, lorsqu'on se donne les coefficients numériques \, B, C, D, >oiU assez aisées à construire avec quel(|ue exactitude.
On peut d'ailleurs donner un meilleur procédé pour résoudre graphiquement une équation du quatrième degré : dans cette équation, on fait d'abord disparaître le terme du troisième degré (n'^âfiS) : on la ramène ainsi à la forme
x^-h bx*-\- ex -h d = 0.
La résolution de cette dernière équation revient à la recherche de> abscisses des points communs aux deux courbes définies par les équations
y^ -r- h y -h c x -h ci = o.
Cette dernière équation peut être remplacée par celle qu'on oblienl en ajoutant membre à membre, cVst-à-dire par l'équation
x*^y^-\- ( b — i)f-\-c.r-hd=zo OU
6 — iv* , c* (6 — 1)»
' -ha 7 ; — — = o;
sous certe forme, on reconnaît un cercle dont le centre a pour coordonnées — -, ^^ et <lont le rayon est i / — "~'^ -h î- — d, Aiii-^i
la résolution d'une équation quelconque du quatrième degré peut hr^ remplacée par la recherche des points d'intersection d'une paraholc. tracée une fois pour toutes, dont l'équation est r = jt-*-, et d'uncenlt*. dont les éléments dépendent des coefficients de l'équation du quatrit*ine degré. En remplaçant l'équation du troisième degré x^-^px-^g^f*
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par Téquation du quatrième degré x^ + px^ '\- qx =^ o, on voit que ce procédé permet de résoudre graphiquement une équation du troisième côté : on devra, parmi les points d'intersection du cercle et de la parabole, laisser de côté Torigine des coordonnées, qui correspond à cette racine nulle que Ton a introduite.
Dans les exemples qui précèdent, l'une des équations /(a?, jk) = o, ^(x,j^) = o, qui conduisent à l'équation (p(x) = o lorsqu'on élimine^, contenait toujours cette variable au premier degré; lorsqu'il n'en est pas ainsi, on doit prendre une précaution dans l'application de la méthode précédente; il pourrait arriver en effet que, pour une racine réelle x^ de l'équation 'f (j) = o, les deux équations
eussent deux racines communes imaginaires, auxquelles ne correspondraient donc pas de points d'intersection des deux courbes; la méthode laisserait ainsi échapper la racine réelle x^ de l'équation ^{x) = o. J'ai dit plus haut que, alors, x^ doit être une racine double de l'équation obtenue en éliminant y entre les deux équations /(x, y) = o, g{x, y)=:o: ce point n'a d'ailleurs été établi que dans le cas où ces deux équations étaient du second degré.
Les procédés qu'on vient d'indiquer peuvent être variés et généralisés dans divers sens. L'étude systématique de méthodes qui peuvent fournir rapidement, au moyen de graphiques ou d'instruments très simples, la solution approchée d'un très grand nombre de problèmes numériques, a pris, sous le nom de Nomographie, une grande extension.
ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A UNE INCONNUE
285. Les méthodes qu'on a développées dans le Chapitre précédent pour la résolution numérique des équations à une inconnue (séparation et approximation des racines) s'appliquent aux équations dont le premier membre est un polynôme ; on a pris soin, dans ce Chapitre, de faire remarquer comment, pour les équations de cette sorte, il était possible de compléter le théorème relatif à la substitution de deux nombres et le théorème de RoUe. Il me reste à développer quelques propositions importantes qui sont spéciales aux T. — II. i6
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équations algébriques et qui se rapportent principalement à la séparation des racines (* ).
Le problème posé au n" 151 {Trouver le nombre de racines réelles d'une équation qui appartiennent ci un intervalle donnée a été complètement résolu pour les équations algébriques ; je me bornerai toutefois, sur ce sujet, à la règle des signes de Descaries el à ses conséquences.
286. Considérons une suite de n nombres réels, dont aucun n'est
nul,
on dit que deux termes consécutifs de celle suile présentent une variation (de signe) s'ils sont de signes contraires, qu'ils présentent une permanence (de signe) s'ils sont de mêmes signes. Le nombre de variations de la suite augmenté du nombre de permanences est e\idemment égal au nombre d'intervalles, c'est-à-dire à /i — i.
Les observations suivantes sont immédiates :
Si, entre deux nombres de signes contraires a, 6, on introduit un terme intermédiaire c, la suite de trois termes a, c, b présentera une variation, comme la suite a, b.
Si, entre deux nombres de mêmes signes a, 6, on introduit un terme intermédiaire c, la suite de trois termes a, c, b présentera deux ou zéro variations.
Revenons à la suite a, p, . . ., X.
Si, entre deux termes consécutifs de cette suite qui présentent une variation, on introduit un terme intermédiaire, la nouvelle suite ainsi formée présentera le même nombre de variations que la précédente.
(') Le but esl toujours de diminuer el de diriger les lâlonnemeots qui conduiscni à ces racines. On remarquera que, en Arithmétique même, c'est là le caraclèrc dcTrègles qu'on enseigne pour faire une division ou extraire une racine. On ne doit {w> se faire illusion sur la valeur pratique des expressions algébriques des racines d'unf t-quation, lorsqu'on possède de pareilles expressions. Pour les réduire en nombres, il faudra faire ces tâtonnements qu'enseigne l'Arithmétique, et il n'est pas inulilo d'observer que la iiicthode pour extraire une racine carrée, par exemple, qu'on qoaliiie d'abrégée, n'est que l'application de la méthode d'approximation de Newtoo. k rappelle encore que les expressions algébriques des racines d'une équation dn troisième degré sont inapplicables quand les trois racines sont réelles.
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Plus brièvement, on dit que, en introduisant ce terme, le nombre de variations n'est pas altéré. De même, en supprimant un terme intermédiaire entre deux termes de signes contraires.
Si, entre deux termes consécutifs de même signe, on introduit un nouveau terme, le nombre de variations ne change pas ou est augmenté de deux unités! Si l'on supprime un des termes intermédiaires de la suite compris entre deux termes consécutifs qui ont le même signe, le nombre des variations n'est pas modifié ou est diminué de deux unités.
En supprimant dans la suite a, ^, . . ., a autant de termes intermédiaires que l'on veut, le nombre de variations reste le même, ou est diminué d'un nombre pair. En supposant que, dans la suite, on supprime tous les termes intermédiaires, pour ne garder que les termes extrêmes a, )., on arrive aux conclusions suivantes : si les termes extrêmes a, 'k sont de mêmes signes, la suite présente un nombre pair de variations, qui peut être nul. Si les termes extrêmes a, X ont des signes contraires, le nombre de variations de la suite est impair.
On ne change pas le nombre de variations d'une suite en changeant tous ses termes de signe ou en renversant l'ordre de tous ses termes.
J'arrive maintenant à l'énoncé du théorème (ou règle des signes) de Descarles.
Considérons un polynôme ordonné /(x) et appelons nombre de variations de ce polynôme le nombre de variations de la suite de ses coefficients (non nuls) : le nombre de racines positives du polynôme est égal ou inférieur au nombre de ses variations ; la différence entre ces deux nombres est paire. Chaque racine doit être comptée pour autant de racines qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.
L'une des démonstrations que l'on a données *de ce théorème permet de le rattacher au théorème de Rolle : c'est celle qui suit.
Je supposerai toujours dans ce qui suit que le polynôme considéré n'a pas de racines nulles. Si ce polynôme était divisible par xP^ on n*aurait qu'à supprimer le facteur a:/'; le polynôme auquel on parvient ainsi a les mêmes racines positives et le même nombre de variations que le polynôme proposé.
La seconde partie de l'énoncé s'établit immédiatement en substituant o et -{- 00 dans f{x) : si les deux coefficients extrêmes sont de
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mêmes signes, le poljnome/(ar) a un nombre pair (peut-être nul) de racines positives; il présente alors un nombre pair de variations; si les deux coefficients extrêmes sont de signes contraires, le polynôme a un nombre impair de racines et de variations ; dans les deux cas, la différence entre le nombre des racines et le nombre des variations est paire.
Observons encore que le théorème de Descartes est évident pour les équations du premier degré; le lecteur n'aurait aucune peine à constater qu'il est encore vrai pour les équations du second degré.
Admettons qu'il soit vrai pour les polynômes de degré n — i ; je vais établir qu'il est vrai pour un polynôme quelconque f{x) de degré /i. Il est vrai, par hypothèse, pour la dérivée /"'(x), qui esl de degré n — i . Je désignerai par V et V les nombres des variations des polynômes f{x) et f'{x) que je supposerai ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la variable. Le premier coefficienl de/{x) [et de /'(x)] est supposé positif. Les coefficients de/'(j:) sonl ceux dej\x) multipliés par des nombres positifs : toutefois, il ny a pas, dans f'{x)^ de coefficient correspondant au terme conslanl def{x). Le nombre de variations de f'{x) est le nombre de variations de la suite des coefficients de/(j:), dont on a supprimé le dernier. On a V= V ou V = V'+i, suivant que les deux derniers termes de f{x) présentent une permanence ou une variation.
Soient ai, a^t ..., ap les racines positives de f{x) rangées par ordre de grandeur croissante, avec les ordres de multiplicité oli, a,, ..., ttp. Le nombre de racines positives de f{x)^ en tenant compte de leur ordre de multiplicité, est P = ai -f- aa-i-...-ha/»î elles fournissent, ainsi qu'il a été expliqué au n^ 253,
«1 — i-hai— i-h...-»-a^— I = P— />,
racines positives de la dérivée, communes à J\x) el à f{x). En vertu du théorème de RoUe, il y a d'ailleurs au moins une racine de f'{x) intérieure à chaque intervalle de la suite a^ a2, ..-, «/►c'est-à-dire au moins p — i racines positives autres que celles qu'on a déjà comptées; il peut encore s'en trouver entre o et a, entre ap et H- 00. En résumé, si l'on désigne par P' le nombre de racines positives de f'{x), on a
P'= P — /7 -h /? - I -H A: = P — iH- A'
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en désignant par k un entier positif ou nui; le théorème de Descartes s^appliquant par hypothèse à la dérivée, on a
P_,^yt<V', p<V'-hi-A^lV'-i-i^V + i;
si P n'était pas inférieur ou égal à V, il faudrait donc qu'il fût égal à V -h I ; mais cela est impossible, puisque, alors, la différence entre P et V serait impaire. Le théorème est démontré.
Quand il n'y a pas de variations, il ne peut y avoir de racines positives, en vertu du théorème précédent : cette conclusion est évidente a priori, puisque, alors, tous les termes du polynôme sont de même signe quand x est positif : leur somme ne peut être nulle.
Quand il y a une variation seulement, il y a au plus une racine positive : il y en a sûrement une, puisque les termes extrêmes du polynôme sont de signes contraires. Dans ce cas encore, la démonstration directe esl aisée.
Le polynôme /(^), en effet, si l'on suppose qu'il commence par un terme positif, peut s'écrire sous la forme f[{x) — A(x) en désignant par g{x) el h{x) des polynômes ordonnés à termes tous positifs et pour lesquels le degré du second est inférieur au degré r du dernier terme de g{x)] on a alors
xf X'' X'' *
supposons que, dans le second membre, on ait effectué la division par x'" de chaque monôme de g{x) et de h{x)\ tous les termes
de ^ ont des exposants positifs ou nuls, tous ceux de — ^^ — - ont des
exposants négatifs; lorsque x croît par valeurs positives, \. croit^
J décroît; il en résulte que '^ , est constamment croissant et ne peut s'annuler qu'une fois; d'ailleurs le polynôme fi^x) s'annule certainement puisqu'il a des valeurs de signes contraires pour a: = o et ar = + 00.
La règle due à Descaries permet d'obtenir une limite du nombre de racines négatives de l'équation /(j?) = o, lesquelles ne sont autres que les racines positives de la transformée en — x, /( — j?) = o,. changées de signe. Dans ce qui suit, je désignerai par V et V| les nombres respectifs de variations de la proposée et de la transformée^
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par P, P, les nombres respectifs de racines positives de l'une et de l'autre; P| est le nombre de racines négatives de la proposée. On a P^V, P,£V, ; les différences V — P, V, — P, sont des nombres pairs ; V -h V| est une limite supérieure du nombre de racines réelles de l'équation proposée (qui n'a pas de racines nulles); si n est le degré de celte équation, on voit que le nombre de ses racines imaginaires est égal ou supérieur à n — V — V,.
Considérons^ par exemple, l'équation
elle a une racine positive puisqu'il y a une variation et une seule; la transformée en — xa deux variations; la proposée a zéro ou deux racines négatives; elle a une ou trois racines réelles; elle a deux ou quatre racines imaginaires. Considérons encore l'équation
a?« -h axP H- 6 = o,
où l'on suppose n^ p.
\* Supposons n et p pairs, il y a évidemment autant de racines positives que de racines négatives. Si a et 6 sont positifs, il n'y a pas de racines réelles; si a et 6 sont négatifs, il y a une racine positive et une négative; de même si a est positif et b négatif. Si a est négatif et b positif, il peut y avoir deu% ou zéro racines positives.
2" Supposons n et p impairs; la transformée en — a? est x**-h axi* — 6=0. Si a est positif, il n*y a qu'une racine réelle, qui est de signe contraire à 6. Pour a < o, 6 > o, il y a une racine négative, zéro ou deux racines positives. Pour a < o, 6 < o, il y a une racine positive, zéro ou deux racines négaiive-^.
3* Supposons n pair et /> impair ; la transformée en — a: est x** — ax/'-H6==o. Si b est positif, il y a zéro ou deux racines réelles; s'il y en a deux, elles sont de signe contraire à a. Si 6 est négatif, l'équation proposée a une racine positive et une négative.
4* Supposons n impair et /> pair, la transformée en — x est x" — axP — b = 0. Si b est positif, il y a une racine négative, zéro racine positive si a est positif et, si a est négatif, zéro ou deux racines positives. Si b est négatif, il y a une racine positive, zéro racine négative si a est positif, zéro ou deux si a est négatif; en tout trois racines réelles au plus.
On peut faire, sur l'évaluation de la somme V-f-V,, quelques remarques générales qui nous conduiront, en particulier, à cette conséquence importante :
Le nombre de racines positives d'une équation dont toutes les
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racines sont réelles est égal au nombre de variations du premier membre de cette équation.
Considérons deux termes consécutifs de f{x)\ soit 3 la diflTérence de leurs degrés; soit 8' le nombre d'unités que ces deux leimes apportent dans la somme V + V| ; S' est nul si les deux termes considérés présentent une permanence dans f{x) et dans /( — x)\ 8' est égal à I s'ils présentent une permanence dans l'un des polynômes et une variation dans l'autre ; 8' est égal à 'à si les deux termes présentent une variation dans f{x) et dans /( — x).
Supposons 8 impair : l'un des termes consécutifs est de degré impair et change de signe quand on change x en — x\ l'autre terme est de degré pair et ne change pas de signe; si les deux termes présentent une variation dans l'un des polynômes f{x)^ f{ — x)^ ils présentent une permanence dans l'autre ; on a 8'=: i .
Si 8 est pair, les deux termes sont de degré pair ou de degré impair; quand on change :r en — x^ ils ne changent ni l'un ni l'autre, ou bien tous deux changent de signe : on a 8'= o si les deux termes, dans f{x)^ présentent une permanence; on a 8'= 2 s'ils présentent une variation.
Dans tous les cas 8 — 8' est un nombre pair, positif ou nul.
V -h V| est égal à la somme des différents nombres 3' qui correspondent aux divers couples de termes consécutifs de f{x) ; c'est ce que j'exprimerai en écrivant
V-+-V,= SÔ
quant à la somme S 8 de toutes les différences de degrés relatifs à ces mêmes couples, elle est évidemment égale à la différence n entre le degré du premier terme de f{x) et le degré o du dernier terme.
La différence /i — (V + V,) = 28 — S3' = 2(8 — 8') est un nombre pair, positif ou nul, puisque chacun des termes de la somme 2(8 — 8') est un nombre pair, positif ou nul.
En vertu de cette remarque et du théorème de Descartes, on peut poser, en désignant par a, ^, ^i des nombres entiers, positifs ou nuls,
V-+-Vi=/i — ^a, P = V-~>ip, Pi=Vi-9.Pi
On en conclut
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Comme on a d'ailleurs /? = P -h Pj -f- 2I, en désignant par 2I le nombre de racines imaginaires de f{x)^ on a
si l'on sait d'avance que 2I est nul, on sera assuré que a, ^, ^1 sont nuls; ^ et p, étant nuls, on a P = V, P, = V, ; le nombre de racines positives de l'équation proposée est égal au nombre de variations qu'elle présente.
Dans le cas général il y a au moins un nombre de racines imaginaires égal à
Pour une équation donnée, il est très aisé de déterminer le nombre n — V — V, et d'obtenir ainsi une limite inférieure du nombre de racines imaginaires. L'expression 2(8 — 8') n'est pas non plus sans intérêt; comme les nombres 8' sont au plus égaux à 2, on voit que, dans une équation dont toutes les racines sont réelles, aucun nombre 0 ne peut dépasser 2 ; aucun nombre 8 ne peut être égal à 2 si le nombre correspondant 8' est égal à o, c'est-à-dire si les deux termes consécutifs dont les degrés diffèrent de S = 2 unités ont des coefficients de même signe. Entre deux termes consécutifs d'un polynôme f{x) dont toutes les racines sont réelles, il ne peut manquer plus de deux termes ; si les coefficients des deux termes consécutifs sont de mêmes signes, il ne peut en manquer deux.
Lorsqu'on sait qu'une équation a toutes ses racines réelles, on reconnaît immédiatement le nombre de ses racines positives et le nombre de ses racines négatives.
Pour une telle équation, il est aisé de reconnaître combien de racines réelles sont supérieures à un nombre donné a ; en effet, les racines du polynôme f{x-\-a) sont les racines du polynôme /(>) diminuées de a ; le nombre de racines de .f{x) supérieures à a sera donc le nombre de racines positives du polynôme
/(^ -^ «) = /(«; H- Y/'(a) -4- f^/'Ca) -..•-+- — ^!!— /uj(«).
c'est-à-dire le nombre de variations p de la suite d'où Ton a supprimé les termes nuls, s'il y a lieu.
De même, le nombre de racines de Téquation supérieures à b est donné par le nombre p' de variations de la suite
Le nombre de racines comprises entre a et 6 est donc r — r', en supposant a <,b.
Ce théorème ne s'applique qu'aux équations dont toutes les racines sont réelles : dans le cas général, on démontre que le nombre v — i/y calculé comme on vient de l'expliquer, est supérieur ou égal au nombre de racines comprises entre a et 6, et que la différence entre v — v' et le nombre de racines est paire ; je me borne à énoncer ce théorème, qui est connu sous les noms de Budan et de Fourier.
Une autre transformation que celle qu'on vient d'indiquer permet de trouver, au moyen du théorème de Descartes, une limite supérieure du nombre de racines d'une équation donnée f{x) = o comprises entre deux nombres donnés a et 6 (rt < 6).
Si Ton pose y = ,—— , il est clair que, lorsque x croît de a k b, y
croît de o à H- 00 ; pour les autres valeurs de x^yesl négatif; le nombre de racines de l'équation /(x) = o qui sont comprises entre a et b sera
donc égal au nombre de racines positives de l'équation /( ^) = o;
on mettra cette équation sous forme entière, on comptera le nombre de variations et l'on obtiendra ainsi un nombre égal ou supérieur au nombre de racines de l'équation f(^x)= o qui sont comprises entre a et 6; si l'équation en x avait toutes ses racines réelles, il en serait de même de l'équation en j^ ; le nombre de variations de celte dernière donnerait exactement le nombre de racines de l'équation en x coinprises entre a et b.
Exemples. — L'équation
a ses quatre racines réelles (n° 198).
En chassant les dénominateurs et en ordonnant, elle prend la forme
x^ — 7^7' — 507* -h x^jx — 2 =o;
on voit, par le théorème de Descartes, qu'elle a trois racines positives et une racine négative. En désignant son premier membre par/(a7), on a
^fix) = 6j7*— ïia: — ."»
Cherchons, par exemple, combien il y a de racines entre o et i,5. Ce nombre est égal à la différence de variations entre les deux suites
c'est-à-dire 3 — 1=2. Il 3' a donc deux racines positives entre o et i,5. On sait d'ailleurs (n** 198) que les racines de l'équation proposée sont respectivement situées dans les intervalles de la suite
— 2, —I, 1, 2, -+-oc;
puisqu'il y a trois racines positives, la racine comprise entre — i et 1 est certainement positive; comme il y a deux racines comprises entre o et i,5, on voit aussi que la racine comprise entre 1 et 2 est comprise entre ï et i,5. Considérons Téquation
Le théorème de Descartes n'apprend rien sur cette équation, si ce n'est qu'elle ne peut avoir de racines positives, ce qui est d'ailleurs évident. Mais on sait (n°229) que le premier membre^ multiplié par {x — i)^, devient
Ce dernier polynôme admet les racines de l'équation proposée et, en plus la racine i, qui est double. Il a d'ailleurs deux variations. Les racines négatives de ce polynôme, s'il en a, sont les mêmes que les racines de l'équation proposée; or la transformée en — x n'a pas de variations si n est pair; elle en a une si n est impair; l'équation proposée a donc une racine réelle, et une seule, dans ce dernier cas. Elle a toutes ses racines imaginaires quand n e^t pair.
287. Limites des racines. — Il est utile, afin de diminuer le nombre des essais à faire pour séparer les racines d'une équation, de savoir trouver des limites entre lesquelles elles soient certainement comprises.
J'indiquerai d'abord un procédé pour trouver une limite supérieure de la valeur absolue des racines réelles ou imaginaires d'une équation à coefficients réels ou imaginaires, plus avantageux que le procédé un peu grossier que l'on a indiqué aux Chapitres M et VII.
Soient
f{x) = ay^-f-aiar''-^^-. . .-h an^\X -h an
un polynôme quelconque et a un nombre réel, supérieur à i et au moins égal à la plus grande des valeurs absolues des coefficients ûfi, . .., rt«_i, rt/i. Si l'on désigne par x' la valeur absolue de x^ on aura évidemment
|/(a?) I â ar'» — af a?'»-» M- a?'"-» -H . . . -+- 1 ).
est
Supposons J7^> I, le second membre de l'inégalité précédente, qui
, , , / aix'**" — i) 1 1
égal a jt" ,^ — - > est plus grand que
, aa?''* x'^{x' — I — a) X n j = .
On a donc
I fi^) I > ""'^^-'-'^>
et, si l'on a x'^i -+- a, on sera certain que J {x) ne peut être nul; a -H I est donc une limite supérieure des valeurs absolues des racines de l'équation proposée; en particulier, les racines réelles sont comprises entre — i — a et i 4- a, ces expressions sont commodes à cause de leur grande simplicité; on peut toutefois en trouver de meilleures. Je me borne, dans ce qui suit, aux équations à coefficients réels et à leurs racines réelles.
Je vais montrer comment, pour une équation à coefficients réels, on peut obtenir une limite supérieure des racines réelles. En cherchant, pour la transformée en — .r, une pareille limite, puis en changeant le signe du résultat, on aura évidemment une limite inférieure des racines de la proposée. Lorsque l'équation proposée a des
racines positives, on peut se servir de la transformée en - pour avoir
une limite inférieure de ces racines : on n'a qu'à prendre l'inverse de la limite supérieure des racines positives de cette transformée. Je me borne donc à la recherche d'une limite supérieure des
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racines de Féquation proposée. Je supposerai que le coefficient de la plus haute puissance de x soit positif, en sorte que le premier membre /(x) de l'équation soit positif pour x positif et très grand. Il suffit de trouver un nombre A tel que Ton ait certainement /(x) > o pour X ^ A.
Si l'on avait une pareille limite A' pour les racines de Féquation dérivée /' (j:) = o, on serait sûr que, pour x > A', la fonction /(o^) est croissante ; tout nombre supérieur ou égal à A' qui la rend positive est une limite supérieure des racines dey*(x ) : on substituera, dans f{x)^ Pi! à la place de ;r ; si le résultat est positif, A' sera une limite; sïf{hl) est négatif, on substituera à la place de x des nombres plu^ grands que A', par exemple des nombres entiers croissants, jusqu'à ce qu'on en trouve un qui rende /(j?) positif.
Supposons que f{x) soit de degré /i; sa dérivée /i**"* est une constante positive, sa dérivée (/i — ly*™» est du premier degré; on obtient de suite sa racine ou un nombre plus grand; on en conclut, par le procédé qu'on vient d'indiquer, une limite supérieure des racines de /f'»"2^j7, puis de/<"~»^:r, . . ., enfin de f{x).
Considérons, par exemple, l'équation
a?*— 7a:* — 5x»-f- igar — a = o;
la racine de /'"(a:) est ^ <'2; en substituant 2 et 3 dans {•/'(^r), on trouve des résultats négatifs; mais, pour a: = 4, le résultat est positif; 4 est une limite supérieure des racines de /"(a?); en substituant 4 dans/'(x), on irou^e un résultat négatif; mais, pour a? = 5, le résultat est positif; 5 est une limite supérieure des racines de f'{x)\ 5, 6 et 7 substitués dans /{x) donnent de* résultats négatifs; 8 donne un résultat positif; c'est une limite supérieure Hts racines; les essais qui précédent montrent en outre que la plus grande racine est comprise entre 7 et 8.
Le procédé suivant donne d'ordinaire une limite un peu moin^ bonne que l'application de la règle qu'on vient d'expliquer et qu' est due à Newton, mais il est d'une application plus rapide.
On observera d'abord que, si un polynôme ^{x)j dans lequelle premier coefficient est positif, a une variation et une seule, et, par conséquent, une racine positive et une seule, tout nombre a qui, mi^ à la place de a?, donne un résultat positif, est plus grand que celle racine. Pour un tel polynôme on obtiendra la limite cherchée par de> essais successifs.
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Soit maiatenanl un polynôme f{x)^ dont je suppose que le premier coefficient soit positif; on le décomposera en une somme de polynômes
<pi(^) H- ?t(^) -^. . .-+- ?/»(ar),
dont chacun est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x^ commence par un terme à coefficient positif et ne comporte qu'une variation; le dernier peut n'en comporter aucune mais doit toujours, bien entendu, commencer par un terme à coefficient positif. On cherche un nombre ax supérieur ou égal à la racine positive de 0| (j7), un nombre «2 supérieur ou égal à la racine positive de Ça .r), ..., un nombre ap supérieur ou égal à la racine positive de ?/»(^)î s'il y en a une; si <fp{x) n'a pas de variation, on prendra ap=:o. Le plus grand des nombres a^, a^, .-., ap sera une limite des racines de/(a:), car pour les valeurs de x supérieures à ce nombre, chacun des polynômes «pi(^), 'f2(^)î •••> ?/>(^) sera positif.
Par exemple, dans réqualion qu'on vient de traiter, on peut prendre
<ï>,(ar) = ar*— 7ar»— 5.r% <p,(a:) = 19^7 — 2;
le nombre 8, mis à la place de or, rend ^i{oc) et Oi(a:) positifs; c'est une limite supérieure des racines positives de Téquation proposée.
Cherchons une limite inférieure des racines positives, et, pour cela, une limite supérieure des racines positives de Téquation
2a?*— iga:' -h 5a?* H- 7a: — I = o, on peut prendre ici
{p,(a7) = 23^*— 19J:', cpj(ar) = 5a:*4- 75: — I ;
•^ annule ^i{^) et rend 71(27) positif.
Le nombre -f^ ou le nombre plus petit 0,1 peut donc servir de limite inférieure des racines positives.
288. L'utilité des propositions et des méthodes exposées dans les deux numéros précédents pour la séparation des racines d'une équation algébrique ressort suffisamment.
Il convient de remarquer que, pour une telle équation, on peut toujours supposer qu'elle n'a plus que des racines simples; il suffit
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de lui appliquer la méthode du n** H9. Je ne reviens pas sur le parti qu'on peut tirer du théorème de RoUe.
Le théorème de Descartes fournit un premier renseignement sur le nombre de ses racines positives et négatives. Après avoir déterminé des limites supérieure et inférieure de ces racines, on cherche à séparer ces racines, par exemple en substituant dans le premier membre des nombres, que Ton se gardera de prendre en dehors des limites; lorsqu'on sait que toutes les racines sont réelles, on peut procéder régulièrement dans cette recherche, puisqu'il est alors aisé de connaître le nombre de racines contenues dans un intervalle. Les racines étant séparées, on cherche, par de nouvelles substitutions, à resserrer suffisamment l'intervalle dans lequel chaque racine est enfermée pour qu'on croie pouvoir appliquer utilement quelqu'une des méthodes d'approximation.
Il peut se faire qu'une équation algébrique ait des racines rationnelles, et il importe de savoir déterminer exactement ces racines.
Recherche des racines rationnelles. — Soit
Ajar"-r AiJ7"-' -t- . . . -h An = o
une équation à coefficients entiers (*), dont je désignerai le premier membre par f{x). Supposons qu'elle admette une racine rationnelle — > les nombres entiers p et q étant premiers entre eux; le cas où q serait égal à i n'est pas exclu. Le poljnomey(a:) est divisible par a: — — ou par qûp — /?. Ce dernier polynôme éianii primili/, au
sens du n" oo, la division ne doit introduire au quotient aucun terme fractionnaire; en particulier, Aq et A« doivent être respectivement divisibles par q et/?, puisque le premier et le dernier coefficients du quotient s'obtiennent en divisant respectivement A© et A« par q et par — p] d'ailleurs, les coefficients du quotient de la division par
ç' x — p sont les coefficients du quotient de la division par x — - res-
(*) Lorsque les cuerficients d'une équalion sont des nombres rationnels, on n'a qu'à multiplier lous les coefficients par un nombre convenable pour les rendre entiers. Quant au cas où les coeflicienis sont irrationnels, il n'y a pas lieu, en général» de s'en occuper.
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pecti veinent divisés par q\ d'où, en se reportant à la règle du n' 54, les conclusions suivantes :
Si la fraction irréductible —est racine de l'équation à coefficients entiers
Aoa7"H- AiiF«-^-+-.. .-h A„=o, les nombres
Bo=Ao, B,= Bo^-+-A„ Bj=B,^-+-A„ ..., B„_, = B;,_j ^ -+- A„-i sont entiers et dis^isibles par q^ le nombre
est nul(^)
Le quotient de/(a:) par x — — est alors
Boa'«->H-B,ar"-«-h...-+- B„_,,
(') Ces proposilioos s'établissent directement. De la supposition A„ //• -h \, />«-' q~\-...-h \„q"=o on tire successivement
Les seconds membres sont entiers; les premiers doivent Tètre aussi; q est premier kp et, par conséquent, à toutes les puissances de p; en vertu de la première égalité, il divise A^, donc B^ est entier; en vertu de la deuxième égalité, q divise B^ donc Bj est entier; la dernière égalité montre à la fois que q divise B^.j et que p
divise A^. La condition B,^= o exprime que — est racine de Téquation f{x) = o.
4l(î CHAPITRE XVI.
et le quotient de/{x) par qx — /? est
Bi ^«-' -h B', x«-« H- . . . -+- b;_, ,
en désignant par B^, B', , . . ., B^_j les quotients de la division parj des nombres Bo, B|, ..., B;,_, ; les nombres BJ^, BJ, ..., B^,_, sont entiers.
Pour essayer une fraction — j afin de reconnaître si elle est racine
de l'équation /(a:) = o, on écrit sur une ligne horizontale les coefficients
Ao, A|, Aj, ..., Art-i, A«
de cette équation, en ayant soin de remplacer par des zéros les coefficients manquants ; sous le premier coefficient A© on écrit B'^ = — ; B'^, que l'on écrira sous Aj, est égal à —2-^ -, chacun des coefficients Bj, Bj, ..., B^,_^ se déduit du précédent en le multipliant par />, en ajoutant celui des nombres Aq, A|, ..., Art_i au-dessous duquel on doit le placer, et, en divisant la somme par q ; le nombre B^, formé d'après la même loi, doit être nul.
Si l'un des coefficients que l'on est amené ainsi à écrire n'est pas
entier, ou si B)^ n'est pas nul, — n'est pas racine de l'équation.
Si ~ est racine de l'équation /(x) = o, -^ sera racine de la transformée en - j c'est-à-dire de l'équation
A/iiT^-h A^-ia?»-»-!-. . .-i- Ao= o.
On pourra aussi bien s'adresser, pour un essai, à cette équation qu'à la proposée; d'où une nouvelle suite de conditions que je me dispense de répéter, et qu'on trouverait d'ailleurs aussi en faisant la division du polynôme /(^), ordonné suivant les puissances croisliantes de x par p — qx. C'est à la dernière équation qu'il faudra s'adresser si l'on veut essayer un nombre entier /?, parce que, ainsi, on peut être prévenu plus tôt, en rencontrant un coefficient fractionnaire, que l'essai ne doit pas réussir. Pour la même raison, c'est la première méthode qu'il faudra suivre si l'on veut essayer une fraction
de la forme -• D'une façon générale, on choisira plutôt la première
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méthode ou la seconde suivant que p est plus petit ou plus grand queçrC*).
Les nombres rationnels à essayer sont, d'ailleurs, en nombre limité : pour les obtenir, on cherchera les diviseurs de Aq et de A,,, on formera un tableau contenant tous les diviseurs de A„ et toutes les fraclions ayant pour numérateur un diviseur de A„, pour dénominateur un diviseur de Aq; toutes ces fractions devront être réduites à leurs plus simples expressions; tous les nombres du tableau seront afrect:''S des signes -h et — , on ne gardera que ceux qui sont distincts.
On supprimera tous ceux qui seraient en dehors des limites assignées aux racines.
Voici une remarque à l'aide de laquelle on peut éliminer certains des nombres à essayer :
Soit — une fraction irréductible (le cas où q est égal à i n'est pas
exclu). Soit 'f (^) le quotient de la division du polynôme /(a:) par y.r — />, quotient qui doit avoir tous ses coefficients entiers. L'identité f{x) = [qx — /)) 'f (j?) montre que, si l'on attribue à x une valeur entière quelconque, le nombre entier f{x) doit être divisible par le nombre entier^ x — p. En particulier, les nombres entiers fy\) et /{ — i) doivent être respectivement divisibles par q — p
et q •+-/>; on rejettera ceux des nombres — qui ne satisferaient pas à
cette condition; en particulier, on rejettera les nombres entiers /> tels que p — i et p -{- ine divisent pas l'un et l'autre les nombres /( i >
Remarquons enfin qu'on peut toujours ramener la recherche des racines rationnelles à la recherche des racines entières : en effet, une équation à coefficients entiers étant donnée, on peut toujours, en multipliant ses racines par un nombre entier convenablement choisi,, la remplacer par une équation, à coefficients entiers, dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de x soit égal à i. Pour une pareille équation, les racines rationnelles sont nécessairement entières. Il ne restera plus, après avoir calculé ces racines entières,.
(') Cela n'a rien d'absolu, surtout si la fraclioo -^ est voisine de i en valeur
absolue . si q était un nombre premier, ce serait une raison pour choisir la première méthode.
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qu'à leur donner comme dénominateur le nombre entier par lequel on a multiplié toutes les racines de la proposée.
La remarque suivante permet quelquefois de reconnaître rapidement qu'un polynôme /(ar), à coefficients entiers, n'a pas de racines entières. Soit m un nombre naturel quelconque : on reconnaît de suite que, si deux nombres entiers a et ^ donnent le même reste quand on les divise par m, il en est de même des deux nombres entiers/(a), /(6). Il résulte de là que, si l'on substituait dans/(a7), à la place de x, tous les nombres entiers de — œ à -h oc, ei si l'on calculait les restes de la division par m, les restes se reproduiraient périodiquement de m en m (*); pour obtenir tous les restes possibles, ii suffira de substituer, dans/(j?), m nombres entiers consécutifs.
Ceci posé, l'un de ces rentes doit être nul si f{x) admet une racine entière a, à savoir le reste qui correspond à celui des nombres substitués qui, divisé par m, donnerait le même reste que a.
Si donc, parmi les m résultats de substitution, aucun n'est divisible par m, on est sûr que l'équation /"(j?) = o n'a pas de racines entières.
En particulier, si les deux nombres /(o) et /( i ), ou /(o) et/(— i) sont tous les deux impairs, l'équation /(a: ) = o n'a pas de racines entières; elle n'en a pas non plus si aucun des trois nombres /(— i), /(o), /(i) n'est divisible par 3. La première de ces conclusions s'établit sans peine directement.
Exemple. — Soit
/{x) = -28a7«-+-i36ar»— 33îar*— i53ua:» - i i8a?»— i666j: -h -245
le premier membre <Ie l'équation proposée; d'après le théorème de Descarte5. il peut y avoir, au plus, deux racines positives et deux racines négatives. Le polynôme
Îi8j:«-hi36ar5-,335ar*— i53oa:»— ii8a:»— i666a7
n'a qu'une variation; il est positif pour a? = 4 ; il en est de même a fortiori de/{x) pour les valeurs de a? égales ou supérieures à 4; 4 est une limite supérieure des racines (n* 287).
On a d'ailleurs
/(— a') = a:*(28a:«— i36a?-335)-+-a?»u53oar-ii8)-+-ri666a:-h 24'>)-
La première parenthèse est positive pour a?= 7, il en est de même des deux autres polynômes placés entre parenthèses : — 7 est une limite inférieure de-* racines de l'équation proposée. Je me dispense de chercher une limite inférieure des racines positives, une limite supérieure des racines négatives.
(») La période peut d'ailleurs être plus courte; le nombre de termes qui la composent est nécessairement un diviseur de m.
Les diviseurs de 28 et de 2^5 sont respectivement
I, 2, i, 7, II, 28; I, 7i 49^ 5, 35, 245.
Les nombres distincts à essayer seraient, d'après cela,
±1 rbi ±1 ±1 ±1 ^
En supprimant ceux qui tombent en dehors des limites, et les nombres m (, déjà essayés, il reste
lizi :^i ±1 ±1 ±1 ±7 ±7 __ .
±5 ±j) ±_5 ±^ 1 ' 4 ' Il ' 28 '
La règle relative à/(i),/(— i) permet d'écarter les nombres
:i ±1 zb- rizj
il reste à essayer
±1 ±1 itzi ±7
Les essais relatifs à - ^ -> - sont figurés ci-dessous; on s'est arrêté dès qu'on a pu voir que le terme suivant ne serait pas entier.
28 i36 — JJô — 1 53o —118 —I ()()() 245
L'essai a réussi pour - et les nombres écrils en dernier lieu sont les coeffîcients du quotient dt/{x) par yx — i ; on remplacera, dans les essais ultérieurs,/(:r) par ce quotient, qui est plus simple. 11 n'y a pas lieu d'essayer une
seconde fois - puisque y ne divise pas 4- Pour essayer -> au lieu de faire la
division par ix — 7, les polynômes étant ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de Xj on essaiera la division du polynôme ordonné par rapport aux puissances croissantes par 7 — ^x : le calcul est indiqué ci-dessous :
245 49 aî*5 4j — 20 —4, 35 17 37 17 7. o.
L'essai réussit encore : - est racine de la proposée: on a les coefficients du
quotient de la division par 7 — qx] ordonné par rapport aux puissances crois-
santés de x; on peut se dispenser d'essayer- une seconde fois, car on savait,
par le théorème de Descartes, que l'équation /(x) ne pouvait avoir plus de deux racines positives; au surplus, sur le polynôme même auquel on parvient, on reconnaît qu'il ne peut y avoir de racines positives. Il ne reste pliH quà
essayer les nombres > — -j — 5; l'essai de -^ est inutile, puisque 7 ne
divise pas le coefficient 2 de la plus haute puissance de x; pour essajer — »
on fera la division par 7 -f- iir, les deux polynômes étant ordonnés suivant le* puissances croissantes de :r; le calcul est indiqué ci-dessous :
Il n'y a pas lieu d'essayer une seconde fois — -* il reste à essayer la division par 5 -h X qui donne les coefficients :
On voit que — 5 est racine et que le quotient est x^-^i. Finalement, on voit que Ton a
/(j-) = 9.8(j-— i ) l X — ^j (x -h '^ Ux -^ 5) (x^ -^ i)
On >oil que les essais sf» font assez rapidement : ils ne suppo'^enl iKillrmt'nl que Téquatioii considérée ait élé déi>arrassée de ses ncine^ nniltiplos. Tout au conlraire, quand on a affaire à une équation du
troisième degré ou à une équation du quatrième degré (dont le premier membre n'est pas un carré parfait), et que les coefficients de ces équations sont rationnels, il est souvent plus commode, au lieu de rechercher par la méthode du n° 119 leurs racines multiples, d'appliquer le procédé qu'on vient d'indiquer.
EXERCICES
^^^9. Résoudre l'équation
«achant qu'elle a deux racines dont la somme est — i.
. 290. Résoudre l'équation
fâchant qu'elle a deux racines dont le produit est égal à !• ^91. Résoudre l'équation
.t'-H ij!'»— iir — 9 = o, — ^3^-^^^ sachant qu'elle a deux racines symétriques.
g92. Résoudre l'équation
x^ — 0 ar* -h 1 1 ir — 6 = o,
sachant qu'elle a deux racines dont la différence est 'i. ^ ^
^293. Résoudre l'équation
x'^-h'yx^ — IX — aî = o ^ ^a -x
tachant qu'elle a deux racines dont le rapport est — 2.
£^94. Trouver, en partant des relations entre les coeffîcients et les racines, la condition à laquelle doivent satisfaire /? et ^ pour que l'équation x*-\-px-^q = o ail deux racines égales : cette condition étant vérifiée, résoudre l'équation. •> -,
293. Établir des formules, analogues à celles de Newton, qui donnent les sommes des puissances semblables négatives des racines d'une équation.
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296. Vérifier, en fnpposant ^(ar; =ir*-j-/^x — y, les ideautê« eutl^ -t
2^17. Calculer les coefficients de Téquation
jr* -^ Ax*-»- B^ — C = o
connaissant la somme des carrés, la somme des cubes et la somme de» qaatriémes puissances des racines de cette équation.-
298, Soil /Car; un polynôme dont on donne les coefficients et dont on déMçne les racines par a, b, c^ ..,,/.
Montrer, en développant en série ordonnée suivant les puissances croissantes
de - les deux membres de Tidentité a?
/'(ar) I I I
et en égalant dans les deux séries les coefficients d'une même puissance de - *
qu'on parvient à des formules qui donnent les sommes des puissances semblables positives de^ racines de l'équation /(x) =o.
En développant suivant les puissances croissantes de a?, on parvient à des formules qui donnant les sommes des puissances semblables négatives.
2i)9. Si une fonction symétrique entière des variables a,b^c^ . . ., / s'annule quand on y fait a = 6. elle est divisible par le produit des carrés des dilTérences de ces variables.
800. Si une fonction symétrique entière des variables a, b, c est divisible par le déterminant
rt« 6» c« .
elle est divisible par le carré de ce déterminant.
Le carré du déterminant (n
xZ-
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est un déterminant symétrique dont les éléments s'expriment au moyen des «ommcs Sot S|, Si, ..., Ss^-t ^^^ puissances semblables des variables Xi
•^ti • • • I ^n*
Déduire de là un moyen pour calculer le produit des carrés des différences lijs racines d'une équation du /ti^me degré dont on donne les coefficients. Appliquer à VéqMSLliefTx^-h px -+- ^ = o.
L2P2. Soient a, 6, c les racines de l'équation ar»— 3.r -+- r = o; former Téqualion dont les racines sont a»— 2, 6* — 2, c' — 2, et celle dont les racines sont ,_1, ,__i, ,_1. l)x^— ;iK4-7 = 0
Montrer que, si Ton forme la suite indéfinie . '
a, ai = a* — 2, aj = a} — 2, aj=a| — •>., ...,
les nombres a, ai, a^ sont différents : la condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait ap= a^, en désignant par p et q des nombres naturels, est que p — g soit divisible par 3.
Calculer les valeurs de a6'-h bc*-\- ca^, bà^-^cb^ -\- ac*.
303. Soit/(j:) =0 une équation du n'*"* degré et soit a une racine cubique imaginaire de l'unité.
Montrer que, dans le produit /( a: )/(aa?)/(a*a7), les termes dont le degré n'est pas divisible par 3 disparaissent.
Si l'on dési<^ne par <f(y) ce que devient ce produit quand on y remplace rr' par j^, l'équation ^{y) = o a pour racines les cubes des racines de l'équation proposée.
30i. Soii, en général. S» la somme des n**"" puissances des racines de
l'équation algébrique /(a:) =0; le rapport -5-^> quan<l n augmente indéfini-
ment, a pour limite celle des racines de l'équation /(x) = o dont la valeur absolue esi la plus grande, en supposant qu'il y ait une racine dont la valeur absolue dépasse celle de toutes les autres.
Si les co»»fficients de l'équation /{x) = o sont réels et si la racine qui a la plus grande valeur absolue est positive, cette racine est la limite de y/Sn quand n augmente indéfiniment (n» 2S6, à la fin). •
Former les équations qui ont pour racines les puissances 2, .{) S* (^ ^^^ racines de l'équation a?* — 3a?-hi = o : quel est l'ordre d'approximation que
l'on obtient en prenant \^, V^^s» V Si« pour la valeur de la plus grande racine positive de cette équation ?
Résoudre et discuter Téquation
ar*-+- ax^-h bx^-h ax -h i = o,
où a, b sont des nombres réels donnés; en regardant a, b comme les coordonnées d'un point M, on demande de reconnaître, d'après la position du point M, le nombre de racines réelles de l'équaiion proposée.
Décomposer le premier membre en facteurs réels du second degré, dans le cas où Téquation du second degré en z
Z'— À-h az -^ b = o a ses racines réelles.
Appliquer à l'équation
or* H- dx^ ■+■ bx^ -h ax -h i = o la méthode du n"* 181.
308. Trouver le produit des carrés des différences des racines de l'équation -r» — I = o.
309. Appliquer les formules de résolution de Téquation du troisième degré .à Téquation {en x)
x"^ — 3yzx -h ^' -H -s' = o ; décomposer le premier membre en facteurs du premier degré.
310. Soient a une racine cubique imaginaire de l'unité et a, />, c des variables •quelconques; si sur Texpression a -h oib -h a*c on fait toutes les permutations jpossibles des lettres a, 6, c on obtient les six quantités
rt H- a 6 -+- a* r, a -h a c H- x* 6,
a»(a -H a6 -h a»r), a*(a -h ac -4- a'^).
L'expression (a -h a^ -î- a*c)' n'est susceptible que de deux valeurs quand •on y permute les lettres a, 6, c de toutes les manières possibles. Montrer que ■cette expression s'exprime rationnellement au moyen des fonctions symétriques élémentaires de a, b, c et de l'une ou de l'autre des quantités
bc*-^- ca^-hab^^ b^c -\- c*a -^ a^b.
Désignant maintenant par a, 6, c les trois racines de l'équation
x^-hpx-h q = o,
oii p et g sont des nombres donnés, on forme l'équation du second degré dont les deux racines sont bc^-hca*-^ ab*, A* c -f- c'a -h a* 6. Exprimer a, b, c au moyen de ces deux racines et des données.
Soient a, 6, c les racines de l'équation
(I) x^-hpx-^ q — o,
supposées inégales.
Le polynôme du second degré
^'^ " {a^ b)ia — c) (b ^c)(b - a) (,c —a){c — b)
prend respectivement les valeurs b, c, a quand on y remplace respectivement a: para, ô, c (n» 67).
Montrer que ses coefficients s'expriment rationnellement au moyen àt p^ q^
Effectuer complètement les calculs en supposant /> = — 3, g = i.
Quel est le résultat de l'éliminalion de x entre les équations (i) et (2)?
312. On a appris, au n" 109, à former Téquation de degré n en a? que Ton obtient en faisant cosO = a7 dans Téquation cosnO = cosa, et dont
les racines sont les n valeurs que prend l'expression cos y quand on
y fait r = o, i, 2, ..., n — i. Déduire de celte équation les égalités
a a -f- 2 Tî a ^ !\TZ a - xi'y.m — \)t. ( - i ) wi — . cos a
cos cos cos . . . cos = ; j
'\m •>.m '>.in '}.ni -^tm-i
a a -+- -AU a -^- i r a -r~ '{imz cos n
cos ctis cos ... —
•xin -t- I 'i
toi
où m désigne un nombre naturel.
En remplaçant dans la première a par 2a et m par 2/>, en rapprochant dans les ^p facteurs du premier membre ceux dont les ar«;uments diffèrent de ir, puis en utilisant la relation sin2a~ = 2sinj7Cos.r, on parvient à Tégalité
d'nù
. .a . .a-4-TT . .a-^jTT . .a-H(p — Dtt sin*a
sm» - sin' sin* . . . sin* = — — -,
p p p p 'ftp—t
. a.a-t-7: . a. -^ ( p — 1)7: , sina
sin sin ... sin =± -•
Si l'on a o < ï < iT, on doit évidemment prendre le signe -h. Montrer que le
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I apport
. a . a ^- T . OL-^ip — i)ir
fin — sin ... sin
sin z
lorsqu'on lui attribue sa vraie valeur pour les valeurs de a qui en annulent les cleu\ termes, est une fonction toujours continue de % : conclure de là et de
Tégalité précédente qu*il a toujours la valeur — ^*
En faisant tendre 2 vers o dans l'égalité
« . JL -t- Tz . a-^-?.T: i-r-ip — m: sini
sin — sm Mn ... sm = r>
Pi» /' P 2^-»
établir la relation
.•ir.2it.3ir . {p — \)T, p
?in — sin — sin — . , . .«in -^-- — -^ — r»
d'où Toq déduira
?: . -211 . 3ir . pit J'xp -^ \
sm sin sin . . . sin — — — '
ip - I xp -h I ip-r-i 'ip -^ \ Àt'
Résoudre par radicaux les équations (n
( I -h ir )« _ f I — ix »'* , . : : — A«.
(1 -h i.r;'-h(i — IX)"
Montrer que, si A est réel, la seconde équation a toutes ses racines réelles.
La première équation a toutes ses racines réelles si A est compris entre —1 et -H I. Qu'arrive-t-il quand A est égal à d= 1? Combien l'équation a-t-elle <le racines rcelliîs quand A est réel mais plus grand que i en valeur absolue?
BB'- AC/-A'C = (a3'-a'p)î(266'— «c'-aV
.Montrer que la condition ibb' — ac' — a' c ^ o est la condition nécessaire
Cl suffisante pour que le rapport anharmonique ~"~"^' : ^\ " ^^ soit égal
ar„ — ./i x^ — xx
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il — I, en désignant par a?o, ^i les racines de aa7*-4- 26a? -f- c, par Xq, x\^ les racines de a'ar'-h aô'ar H- c'.
Montrer que le résultant des deux polynômes A j7*h- 2 Bar -+- C, A'rr'-h 2 B'ar -+- C e«t égal au résultant dos deux polynômes aa?' -4- 2637 h- c, a' a?* -4- 2 6' ar -+- c' multiplié par (a?'— a'P)*.
315. Reprenant les notations du n"* 274, on vérifiera d'abord que si, dans l'expression
on remplace respectivement a?/ tlj^j par
(n" 271), elle deviendni
[n(a- par/)]"|II(a— ;iXy)]"''
Soient maintenant F(ar, t) et G(.r, /) les polynômes F(x) et G(a;) rendus homogènes : on a
aon(a-parO = F(a, P), ^n(a-P^y) = G(a, P).
Conclure de là que, si l'on pose
*(X) = F(aX-ha', PX + P';, IVX) = G(ctX -+- a', PX-+-P'),
le résultant des polynômes ^(X) et r(X) sera égal au résultant des polynômes F(a7) etG(ar), multiplié par («P'— a'P)'««-
Si Ton a, identiquement en x
ao(«a:-+-a')'»-hCTi(aa7 h- «')«-»( p a: h- P')
-haj(aar-ha')'»-«(Par-h P')«-h. . .-+- a„(P a? -+- P')« = Aoar«-i- Aiar'-»-f- Aja7'«-«-H...-H A^,
le discriminant du polynôme Aoa7'* + . . .+ A^ est égal au discriminant du polynôme «0^" -H.. .-+-a« multiplié par («P'— a'P)'»^'»-*^
317. Soit y(X, Y) un polynôme de degré n, homogène en X, Y; on y regarde X, Y comme des formes linéaires en x, y
X = aa7-+-a>, Y r= ^x-\-^y\
le polynôme /(X, Y) devient alors un polynôme en or, j^ que je désigoerai par 9(37, ^); montrer que, si Ton pose
X'= ax'-h ay, Y'= par'H- py, on a identiquement en x^y^ x\y
et, symboliquement (n" 48),
(X'Fk+Y'Fi)'- = (:r'/; + //;)r (r = i,2 n).
On parvient à ces identités en remarquant qu'on doit avoir, quel que soit /r.
/(X-i-A:X', Y-+-^Y') = ç(x^^ar',^-f-X-y)
et en égalant, dans les deux membres, les coefficients d'une même puissance de A.
Énoncer et démontrer la proposition analogue pour les polynômes homogènes à un nombre quelconque de variables.
Déduire de là qu'on a , identiquement en j?, y^
?;.9;.- WxyY = [AV;.- (/Xï )]•(»?' - «'?)'•
Résoudre les syslcmes
/ y^ — xy -h 'XX -+- y — 3 = o,
( xy — IX — iy H- i = o.
Pour chacun de ces systèmes, l'équation enx, obtenue en éliminant j^, admet des racines multiples.
On appliquera à ces exemples les deux méthodes expliquées dans le n" â83.
3S0. Résoudre le système
yz — x*= a, za- — r* = 6 , xy — z^ = c.
321. Soilf(x) = o un polynôme du degré n, dont toutes les racines soient réelles et distinctes : il en est de même du polynôme
/(a7)-+-a/'(ar)=o
où a est une constante (réelle) quelconque; du polynôme
/(^) + SJ'(X) -h S^fix)-^ ... -h Srf^^^(x)
OÙ 5i, 5}, . . ., S,, sont les r premières fonctions symétriques élémentaires de n constantes réelles quelconques. On suppose r < n.
322. Soit /(a?, y) un polynôme homogène en a;, y de degré n; on appellera, dans ce qui suit, racines d*un tel polynôme les valeurs du rapport — pour lesquelles il 5*annule.
Si le polynôme f^x^y) a ses n racines réelles et distinctes, les polynomes/i, fy^ fx*^fxyyjy*ifjc*t -- • ont aussi leurs racines réelles et distinctes. Il en est de même des pofynomes
où x\ y' sont des constantes réelles quelconques, et, en général, du polynôme (p^n)
OÙ la puissance /?**"" est symbolique (n" ^).
Si dans chacun de ces polynômes on regarde x, y comme des constantes et x\ y comme les variables, les polynômes en x\ y* ont encore leurs racines réelles et distinctes. *
Le polynôme
a toutes ses racines imaginaires.
Dans le cas oiifix^y) est du troisième degré, on obtient la condition nécessaire et suffisante pour que ce polynôme ait ses trois racines réelles en écrivant que les racines du polynôme H sont imaginaires.
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323. Trouver quatre nombres en progression géométrique connaissant leur produit et leur somme.
32 i. Soit ABC un triangle rectangle en A, dont on désignera les côté>, opposés aux angles A, B, G, par a^ b^ c.
Soient AA', BB', GC les bissectrices intérieures limitées aux côtés. Déterminer ce triangle connaissant
i" a et AC',
1^ BB' et CC\
3» a et AA'.
Nombre de racines réelles des équations
(x •+- n — I )" — n"x = o, 'Jl{x -^ n — I y*-^^ — n" ( n -h i) X* — ai'*( 2 n — i ) = o.
326. En égalant les parties réelles et les coefficients de / dans les deux membres de Téquatioa
{x-h yi)^= A-T-Bi,
où A, B, x^ y sont supposés réels, on parvient aux deux équations
rr' — 3j-^'= A, ^x^y - ^»=- B;
éliminer j^ entre ces deux équations; on parvient à une équation du neu^iéine degré en x, qui se réduit au troisième en posant 0?'= u. Montrer que les trois racines de l'équation en u sont réelles. Comment, de la résolution de cette équation, pourrait-on déduire les racines cubiques de A + Bi?
327. Soit f{x) un polynôme du troisième degré, à coefficients réels: soient a, p les racines de la dérivée y* (ar).
D'après le théorème de Rolle, si les trois racines def{x) sont réelles et distinctes, les nombres a, p sont réels et distincts et l'on a/(a)/(P) < o.
Montrer, réciproquement, que cette dernière inégalité implique, d'une part, la réalité des nombres a, p; d'autre part les deux inégalités /(a) <o,/(^)>o. en supposant a < p et le coefficient de a?* positif dans/(ar): ce dernier point résulte de ce que la dérivée est négative dans l'intervalle (a, P).
Conclure de là que la condition /(a) /(P)< o est nécessaire et suffisante pour que le polynome/(j') ait ses trois racines réelles et distinctes. Exprimer cette condition au moyen des coefficients de/(x).
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Soit X la racine du reste de la division de /(a?) par f{x) : la condition f{^)f{^) < o revient à dire que le nombre /'(X) doit êlre de signe contraire au coefficient de ar» dans/(.r).
3:^8. Soity(:r)=o une équation du quatrième degré, à coefficients réels, (loQt les quatre racines sont réelles et distinctes, et dans laquelle le coefficient de x^ est positif. Montrer que l'équation du troisième degré en^ obtenue en éliminant x entre les équations
a une variation et deux permanences.
Soit
/{x) = x^-^ ^ax^-^ ijbx^-h i\cx -{- ff
un polynôme du quatrième degré à coefficients réels : on a
/(•^)= ï/'(^)(x-i-rt)-h R(x), en posant
R(x) = ^(b —a^)x*-J,-'S{c— ab)x~h d— ac.
Montrer que, si les quatre racines de/(x) sont réelles et distinctes, les deux racines ai, Sj cle K(x) sont aussi réelles et distinctes et que l'on a b — a' < o.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation /(^) = o ait ses quatre racines réelles et distinctes sont
exprimer au moyen de a, 6, c, d les premiers membres des deux tiernièrei inégalités.
330. Soit ^(x) un polynôme de degré n dont toutes les racines sont réelles et distinctes; soient a^ b, , . ., l ces racines.
Tout polynôme ffix) du degré n — i dont les racines sont réelles et distinctes et telles que deux racines consécutives de <p(:r) comprennent entre olles une racine de g{x), et une seule, peut être mis sous la forme
en désignant par A, B, . . ., L des constantes de mêmes signes.
331. Si. en désignant par a une constante positive, le nombre de variations du polynôme ^(J7)(â7 — a) n'est pas égal an nombre, augmenté d'une unité, des variations du polynôme 7(0?), ce dernier a des racines imaginaires.
Après avoir multiplié le polynôme
f{x)= Ao.r'«-h AiX'«-»-h A2a7'»-*-i-...-4- A«
par X — Uy on peut choisir a de manière à annuler le coefficient d'un terme dans le produit f{x){x — a). Conclure de là que le polynôme f{x) a certainement des racines imaginaires si les quantités A^ — Ap-iA^i. AJ^., — \p\p^i sont de signes contraires, ou si l'une d'elles est nulle.
Un polynôme dont trois coefficients consécutifs sont en progression géométrique a des racines imaginaires.
Un polynôme dont quatre coefficients consécutifs sont en progression arithmétique a des racines imaginaires.
332. Si ai, a^, . . ., an sont des nombres réels ou imaginaires dont les valeurs absolues soi^^ut moindres que i, les valeurs absolues des racines de Téquation
sont supérieures à 7.
333. Si l'on suppose | ««| < 1 , n = i, i et si Ton désigne par /(r) la
somme de la série
I -^ a^x -^ a^x^-^- . . . -Ha^a-^-h
absolument convergente pour toutes les valeurs de x telles que l'on ait |x|<i. les racines de l'équation /(x) = o, vérifiant l'inégalité |ar|<i, sont supérieures à {, en valeur absolue.
334. Soient a, 6, c. . . ., / les racines du polynôme /(j?); montrer que l'on a identiqui^ment
{x — ay {X -0)^ '" (x—l)* /*{x)
montrer que si le polynôme /(or) a toutes ses racines réelles, le polynôme /'*(x) — /{x)/''(x) a toutes ses racines imaginaires.
3J5. On considère une suite Vo, Vj, . . ., V„, ... de polynômes en x dont les deux premiers sont donnés; Vo est une constante positive, Vi estduprcmiijr degré; les autres se déduisent de ceu\-là par une relation de la forme
OÙ an, bn sont des polynômes en x donnés, an est au plus du premier degré en JT, bu au plus du second degré. 11 en résulte que V/i est, en général, du /jiéme degré en a:; je suppose que le coefficient de a?" ne soit jamais nul.
Je suppose en outre que, lorsque x appartient à Fintervalle (a, p) où a est plus petit que p, 6„ soit constamment positif, que, pour a? = a, V» soit du signe de ( — ï/* et que, pour a? = p, V^ soit positif, enfin que la racine de Téquation V|= o soit comprise entre a et p.
Tels sont, par exemple, les polynômes X;, et P,, définis aux exercices 36 et 38, en supposant a = — i, P = i ( * ).
Montrer (par induction) que les racines de l'équation V„ = o sont réelles et distinctes, comprises entre a et p el que, entre deux racines consécutives de l'équation V« = o, il y a une racine, et une seule, de l'équation V„_i = o.
336. Si une équation à coefficients rationnels admet une racine de la forme a + 6 ^Pj où a, 6, p sont trois nombres rationnels dont le dernier n'est pas un carré, elle admet, au même ordre de multiplicité, la racine a — b \/p,
337. Si a, 6, Cy p sont des nombres rationnels dont le dernier n'est pas un cube parfait, et si Ton a
a-^bYp -^ c v^/>5 = o,
on a nécessairement a = o, 6 = o, c = o.
On parvient aisément à la démonstration de celte propriété en multipliant régalité précédente par //?, et en regardant les deux équations ainsi obtenues comme des équations du premier degré dont //? et ^p* seraient les inconnues.
Si une équation à coefficients rationnels admet une racine de la forme a-h b y p -h c\ip^ où a, 6, c, p sont des nombres rationnels dont le dernier n'est pas un cube parfait, elle admet, au même ordre de multiplicité, les racines
a -h 6a//> H- cot* //?', a -h ôa*v^;t? -h ca y^/)*,
en désignant par a une racine cubique imaginaire de l'unité.
Soit A la plus grande des valeurs absolues des rapports
Ao Aq Aq
(*) Sur la définition du polynôme P . Voir V Errata, à la fin du tome II. T. — II. 28
Pour que aoXP-\-aixP^^-i-,..-hapSOÏtundi\ïsevLrâe \^"-h\iX'^~^^...-hXn, il faut que l'on ait
do I
<cy(i-^A), |g <c;(i + A)«, ..., |^|<(,4.A)/'.
xMontrer que, si Aq, Ai, . .., A» sont des nombres entiers, la recherche des diviseurs à coefficients entiers du polynôme AoX^-h. . .H- A^ n'exige quun nombre limité d'essais. Dans cette recherche, on peut se borner aux diviseurs
de degré p^- •
Trouver les diviseurs à coefficients entiers du second degré du polynôme
ax^H- ar» — aa?* — 4a? — 3.
Dans l'équation
(a© -4- ibo)x'^-\- (ai +- ibi) x'^-^-h, . .-!-(«„-+- ibn) = o,
on suppose que ao, 6o, ai, 6|, . . ., a„, 6» sont des entiers réels.
Démontrer que, si cette équation admet une racine de la forme s + i^ où a, p sont des entiers réels, il existe des entiers réels a', p' tels que l'on ait
a«-H iàn=(oL -h ïp) (a' -+- *?');
aj -4- bft est alors divisible par a»-f- §*. Trouver les racines de l'équation
qui sont de la forme a + i^, a et ^ étant des entiers réels.
290. Considérons une fonction /(a?, j^, z) de variables indépendantes X, y y z, admettant des dérivées partielles f^j fyj /g ; j'écris ici trois variables, mais celles-ci peuvent être en nombre quelconque.
Les différentielles (du premier ordre) des variables indépendantes j:, y, z sont, par définition, de nouvelles variables indépendantes que l'on fait correspondre respectivement aux premières et dont on désigne chacune en plaçant la lettre d devant la variable à laquelle elle correspond : ainsi, dx est la différentielle de x^ dy la différentielle de^, etc.
On nomme différentielle (du premier ordre) (*) de la fonction /{x^y^ z) des variables indépendantes x^y^ 5, la forme
f'x dx -r- /y dy -+-/: dzy
linéaire en dx^ dy^ dz^ dont les coefficients sont les dérivées partielles /^, fyif'g de la fonction /(j7,^, z) par rapport aux variables x^y^ z. Cette différentielle de /(a:, y^ 5), que Ton représente par df/, est ainsi une fonction des variables indépendantes x^ y^ z et dx^ dy^ dz^ linéaire
(') Daos tout ce Livre il ne sera question que de différentiel les du /premier orcsfre, ou, comme on dit encore, de différentielles premières, aussi je supprimerai ordinairement cette qualification. Je dois prévenir aussi le lecteur que les différentielles (du premier ordre) dont il sera question sont celles que, dans le Calcul différentiel et intégral, on qualifie de différentielles totales: il ne sera pas question de différentielles partielles.
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par rapport aux trois dernières. Elle est identiquement nulle lorsque les dérivées/^, /^, /^ sont identiquement nulles et seulement dans ce cas; dire que la dérivée /^ est identiquement nulle, c'est dire que la fonction f{x^j , z) reste constante quand x varie, ou que cette fonction ne dépend pas de x ; dire que les dérivées /j., f' f^ sont identiquement nulles, c'est dire que la fonction f(x^ y^ z) ne dépend ni de x^ ni de^', ni de 5, ou que cette fonction est une constante. Dans l'expression f'x^x -^ f'ydy -{- f'^dz de la diflerentielle df^ Tune de» diflerentielles dx^ dy^ dz peut disparaître; dy et dz disparaîtraient si les dérivées /(., f'^ étaient identiquement nulles, si la fonction J\x^y^z) ne dépendait eflectivement que de x^ et seulement dans ce cas. En particulier, si la fonction /{x^y^ z) se réduisait à -r. sa diflTérentielle se réduirait à dx^ puisque les dérivées partielles de x par rapport aux variables x, y^ z sont respectivement 1,0, o : les notations relatives à la diflerentielle d'une fonction et à la différentielle d'une variable sont cohérentes.
Dans le cas où Ton a affaire à une fonction /(x) d'une seule >ariable indépendante x, la diflerentielle f{x) dx de cette fonction est le produit de la diflerentielle dx par la dérivée f{x) de la fonction. La définition est la même que dans le cas d'un nombre quelconque de variables, si ce n'est qu'il n'j a plus lieu de parler de dérivée partielle.
Au lieu d'employer les notations /[c^fy, f^ pour désigner les dérivées partielles delà fonction y (x,^, 5), on peut aussi bien employer
les notations i^» i^ » . (n'*214) et écrire la diflerentielle de/(x,j. -»
sous la forme
'^ Ox Oy '^ àz
L'emploi des d (en ronde) est utile pour distinguer les symboles dj. dx^ dy^ dz des diflerentielles df^ dXj dy, dz. Pour nous, les symboles isolés âj\ df, ôy^ dz n'ont pas de sens ou sont, tout au plus, la trace de certaines opérations qui conduisent aux dérivées parlielles. représentées par les symboles -f^> i ' ^' lesquels représentent le
résultat d'opérations effectuées sur la fonction f.
A la vérité, la confusion qui est ainsi évitée, dans le cas de plusieurs variables indépendantes, par l'emploi des lettres d, ne le sera
plus dans le cas d'une fonction f{^) d'une seule variable indépendante, fonction dont on représente la dérivée (n" 213) par -^. et dont la différenlielle s'écrira donc df=^ ^ dx\ mais, dans ce cas, il n'y a aucun inconvénient à regarder le symbole 4- comme le quotient
obtenu en divisant par dx la différentielle df^ qui n'est autre chose que le produit par dx de la dérivée de f{x) : il n'y a aucune confusion à craindre.
!i91. L'importance de la forme d/=/'^dx -{-/l. dy -{-/^dz tient essentiellement à la façon dont cette forme se conserve quand on change les variables indépendantes.
Supposons que, dans la fonction /{Xy y, z) de x^ y, z, on regarde ces variables comme des fonctions g(Uy i'), A(m, p), k(Uy v) de variables indépendantes i/, v : ces dernières variables peuvent être en nombre inférieur, égal, ou supérieur au nombre des variables x^y, z. J'écris deux variables a, p, comme j'ai écrit trois variables x^ y, z : le nombre des variables est ici sans importance. La fonction /{x^y, z) devient alors une fonction F(a, i') des variables indépendantes £/, s^, admettant, à ce titre, une diQ'érentielle
^F = f;, du H- f;, dv.
Je vais démontrer que si, dans la forme /j.ûf:r -h/,' dy -h/g dZj on remplace, d'une part, les variables x, /, z par g(Uy v), h{Uy v)^ k{Uy v) et, d'autre part, les dift'érentielles dx^ dy^ dz par les différentielles des fonctions g{u, i'), A(«, v)^ A(tt, r) des variables indépendantes w, p, c'est-à-dire par
dg = g'u du -h g'^ dv, dh = h'n du -¥- /t^ dv, dk = k'n du -^ k\, dv^
V expression /^ dx -h /y dy -^/'^ dz se change identiquement eu dF= h\du-hFldi^.
En eQet, par les substitutions précédentes, l'expression
fj. dx -h/'y dy ^-/i dz
devient
fx^g'u du-^g'^ dv)->rf'y{h'^du -h K ds^)^fi(k'^ du-^-Kdv) = {A^'u^/^K^/iK)du^i/iff^,^/^K-^/ik',)ds^;
mais, en vertu du théorème des fonctions composées (n** 217), on a
Le résultat de la substitution est donc bien F^^ du -\- F|, dv^ comme on Pavait annoncé. 11 est clair que la démonstration ne dépend en aucune façon du nombre des variables x, y, z ou m, v.
Cette proposition est capitale, parce qu'elle permet, dans l'égalité
(i) df^f^dx-^f'ydy-^Jldz,
de ne pas regarder x^y^ z comme des variables indépendantes. Si x. y^ z sont des fonctions de variables quelconques^ /"doit être i^gardé comme une fonction de ces variables, df comme la différentielle de/ à ce nouveau point de vue; dx^ dy^ dz doivent être regardés non plus comme des variables indépendantes, mais comme les différentielles des fonctions a?, y^ z des nouvelles variables. Enfin, il e^t bien entendu que, dans les dérivées partielles/^,/', /j, on doit remplacer J7, y, z par leurs expressions au moyen des nouvelles \ ariables. Dans ces conditions, la formule (i) subsiste identiquement par rapport aux nouvelles variables et à leurs différentielles.
Supposons, en particulier, que x^ y, z soient des fonctions de la variable indépendante t
x=^g{t), y=h{t), z=k{tu
/ devra être regardé comme une fonction (composée) de la seule variable t : la formule (i) devient alors
df=[f!.g'{t)-^f',h'{t)^fLk'{t)\dt', elle veut dire que la dérivée par rapport à ^ de la fonction
f[g{tu h{t), k{t)\
n'est autre chose que/^ o^'(/) H-/^ h'{t) -h/^k\t); on retrouve ainsi la règle des fonctions composées; ce n'est pas, bien entendu, une
nouvelle démonstration de celte règle, sur laquelle on s'est appuyé pour démontrer le théorème fondamental.
Plus particulièrement, supposons que/{x) soit une fonction de la seule variable Xy et que l'on y regarde x comme une fonction g{t) de la variable t] la relation
df^f{x)dx^f[g{t)]g'(t)dt
veut dire que la dérivée de la fonction /[o^(/)] par rapport à t est f'\s{^)\s' {^) • c'est le théorème des fonctions de fonction.
dv La notation -~ a été introduite primitivement comme un pur symbole pour désigner la àérï\ée y' =f{x) d'une fonction /(a:) de.r; on a observé plus haut qu'il n'y avait pas d'inconvénient à la regarder comme représentant le quotient de la division par la différentielle dx de la différentielle ciy=ydx. Si l'on y regarde^ et jf comme des fonctions g{t), h{t) d'une variable quelconque, et si l'on continue de regarder dy^ dx comme les différentielles de y et de x, à savoir
g^{t) dlj h'{t)'dt^ elle représentera le ï*apport ^tttt » c'est-à-dire la
dérivée de la fonction /(x) = g{t)dejo que l'on obtient lorsque l'on remplace, dans g{t)^ t par la fonction de x que l'on tirerait de l'équation x= h(l).
Plus particulièrement, ^ représentera la dérivée de la fonction
inxerse de /(x) (n" 210), c'est-à-dire la dérivée (par rapport à y) de la fonction ^ = F (y) que l'on obtient en résolvant par rapport à X l'équation y =/(a;).
!292. Supposons que l'équation /{x^ y^ 3) = o définisse z comme une fonction de x, y qui la vérifie identiquement, c'est-à-dire comme une fonction de a?, y qui rende identiquement nulle la fonction /(x, V, z). Si l'on attribue, dans/(.r, ^, 3), cette signification à 5, la différentielle de la fonction des deux variables indépendantes .r, y^ <|ue devient alors /{x^ y^ z), est identiquement nulle; c'est-à-dire que l'on doit avoir identiquement en x, r, dx, dy
Ada;^/;dy+/idz^o, quand on regarde dz comme la différentielle de la fonction z des
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deux variables x^y que définit l'équation /(wC, r, z) = o; on a donc, en conservant la même signification aux variables, identiquement encore,
ds=-'^dx^^dz,
Jz Jz
et cette dernière égalilé, rapprochée de la définition de la différen-
tielle d'une fonction, montre que — ~ » — ^ sont les dérivées partielles de la fonction z des deux variables x^ y.
Supposons encore que les deux équations simultanées
définissent u et r comme des fonctions de trois variables indépendantes x^ y^ 5, fonctions qui rendraient o et ^ identiquement nuls quels que fussent ar, y, z] en regardant u et ç comme ayant cette signification, on a
^ du-h-r dv -h -r- dx-^ -r- ^y -^ -r^ dz = o^ ou dv dx dy *^ dz
-^ du -h ^ dv -h ^ dx -h -^ dy -k- -r- dz = o,
du dv dx dy '^ dz
d'où l'on tire, en résolvant par rapport à rfw, rfc,
, ^\dv dx dv dx I
d^ d^ d^ d(p du dv du dv
V du dx du dx j
d^ d^ d^ do du dv du dv
et ces égalités montrent que les dérivées partielles des fonctions i/, v par rapport à jr, ... sont respectivement
dv =
du
d^ d^ dv dx
d^ df^ dv Ox
dv
d^ d9 du dx
au dx
dx
du
d^ dv "
d^ d^ du dv
dx
- d^ d^ du dv
du dv
293. Jacobien. — Soient /(a, i», w), g{u^ v^ w), h{u,v,w) trois fonctions (*) de trois variables a, p, (v, leurs différentielles
•^ Ou ov ow
du dv ôw
dh = —- du -^ —- dv -^ -^r- dw
ou OV OW
sont des formes linéaires en du^ dv, dw; le déterminant de ces formes
du
à£ du
' àh
âv âh
àv
dw i
dj- ;
ôw I
dw i
est ce qu'on appelle \^ jacobien ou le déterminant fonctionnel des fonctions/, g^ h. On le représente souvent par la notation abrégée
dif.g.h) d(u, (», w)
On dit que les trois fonctions/ g^ h des trois variables u, p, w ne sont pas indépendantes, quand il existe entre elles une relation telle que F(/, g, h) = o^ qui est vérifiée identiquement en u, p. w; dans ce cas les trois formes linéaires (i) en du^ dVf dw ne sont pas indépendantes, puisque Tégalité
Jfdf-^Tg'^^^Th'^^-^
doit être vérifiée identiquement en du^ dv^ dw quand on y remplace df^ dgy dh par les seconds membres des égalités (i) : le déterminant des formes (i), ou le jacobien des fonctions/, g. A, est donc identiquement nul.
On démontre que, réciproquement, les trois fonctions / g^ h des trois variables u^ v^ w ne sont pas indépendantes quand leur déterminant fonctionnel est identiquement nul.
Supposons que, dans/, g^ A, on regarde m, c, w comme des fonctions d'autres variables x^ y^ z^ en même nombre, et que, dans les seconds membres des
(') Le lecteur n^aura aucune peine à étendre ce qui suit à n fonctions de n variables.
égalités (i), on remplace du^ dv^ dw par leurs expressions
du , du , du ,
dx dy ^ dz
di^ j dv , dv ,
dx dy -^ dz
dw , dw , dw ,
—- dx -h -r— dy -+- -T— dz^
dx dy -^ dz '
ces seconds membres deviendront les différentielles
df . àf. df , dx dy -^ dz '
dh , dh , ^dx^-^dy.
--dz dz
des fonctions/, ^, h regardées comme des fonctions de x, y^ z; le déterminant
à(/. /r. h) à{op, y, z)
de ces dernières formes linéaires en dx, dy, dz n*esl autre chose que le jacc»bien des fonctions/, g^ h regardées comme des fonctions de ar, ^, 5. On a ^u, aux n°' 161 et 162, que ce déterminant était égal au produit du déierminani des formes linéaires en du, dsf, dw qui constituent les seconds membres des égalités (i) par le déterminant des formes (-2), linéaires en dx, dy^ dz. lequel n'est autre chose que le jacobien
des fonctions a, i^. iv, regardées comme des fonctions dex, y^ z; nous smime? donc par>enus à Tidentité
d(f,ffjL)
àif, g, h ) d(u, y, w) d(Uy p, w) d{x, y, z)'
qui constitue une des propriétés fondamentales du jacobien.
En particulier, si a, 3, 7, a', ^', y', a', 3', Y désignent des consuntcs et >» l'on désigne par A le déterminant
le jacobien ^ des trois foDctions
G = a7-4-pV-^ï'A.
sera égal à
()(F. G, H) djf.g.h) ^^d{f,g,h) à{f, g, h) d(u, V, w) â(u, V, w)'
Hessien. — On appelle hessien d'une fonction de n variables le jacobien des n dérivées partielles de cette fonction par rapport à ses n variables.
Bornons-nous, pour établir la propriété fondamentale du hessien, au cas d'une fonction <p(a, p, w) de trois variables a, t>, w.
Soient
^ à^ . dp , d
J'^Tu' ^=5^7' ^"^^
les dérivées partielles de cette fonction.
Supposons que, dans la fonction o(i/, p, w\ on fasse le changement de variables
. tt = aa? -h 7.' y -+- a'^ -h a'",
' tv = Y
en désignant par s, s', . . ., y" ^^^ constantes : je désignerai par A le déterminant des coefficients de x, y^ z dans les seconds membres.
Par le changement de variables, la fonction ^(a, i^, (v) deviendra une fonction 4>(-F, ^, z) des variables x^ y^ z: je poserai
r = -— , o = — > tl = — - •
dx ôy dz
Mon but Cbt d'établir que le hessien de la fonction ^{x^y^z) des va-
riables jt, y^ z^ c'est-à-dire le jacobien ^ — î — ^ des fonctions F, G, H, est
ie produit par A* du hessien de la fonction ^(u, p, -i^) des variables a, ç', tf',
c'est-à-dire du déterminant fonctionnel ,/ ' ? dans lequel, après avoir
effectué les opérations, on regarde u, v, w comme des fonctions de ar, y^ z défînies par les équations (5).
Diaprés la définition de la fonction <t> et le théorème des fonctions composées on a
£Hl> f>ç du d» dv dcc dw . ,. ,
et, de même,
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G=a'/ + pV+ï'/«,
Les fonctions F, G, H définies par ces égalités sont, comme /, ^, h. àt> fonctions de m, t», «v; pour obtenir les dérivées partielles de <l»(ar. /, *.>p«r rapport à x, y^ «, on doit remplacer, dans a/ -h ^f[ H- y A, ..., les variabJe^ii, (?, w par leurs expressions (5) en x^ v, z.
Le hessien de la fonction <I>(a7, y, s) ou -r-^ — - — - — r est d'ailleurs égal au
A/ Xf p IJ \
produit du jacobien -——^ — des fonctions F, G, H regardées comme de>
fonctions des variables u^ v, w par le jacobien
des fonctions u, i^, (v des variables o?, ^, z que définissent les égalités (3). D'autre part, si l'on se reporte à l'expression des fonctions F, G, H au moyen de/, g^ A, on voit que l'on a
on a donc finalement
dix, y, z)
C'est la proposition énoncée.
Le hessien d'une forme quadratique ternaire (c'est-à-dire d'une forme du second degré à trois variables)
o(a, p, w) = aa*-i- a' \f*-h a'w*-!- ^bvw -h 2b' wu -h'ib'uv n'est autre chose que le produit par 8 du déterminant
= aa'a'rh ibb'b'^ ab^ — a'b'^-^ a'6'«.
Il résuite du théorème précédent que, si l'on désigne par
*(iP, y, ^) = axX^-{-a\y^-^ a\z^-^ zbiyz-^ 'ib[zx -h2b\Ty
ce que devient la forme ^(u, p, w) quand on y fait
u = JLX -h d'y -h a' 3,
1^ = Par -^ P> H- P'iS,
«m a identiquement en a, a', . . ., 6*, a, {i, . . ., y'
Ui
quand on remplace a^ a\, ..., b'\ par leurs expressions en a, a', ..., 6", a, 3, . .., Y* ■ le lecteur vérifiera sans peine que ces expressions sont données par les formules
«. = 9(«, P, ■(>, a'. = ?(«'> .3', ï'), «; = <f('% {»'. y'). b\ = i (a<pi. + ??^. + Y?r ) = i (»'?i + ?'?p + Y'-fT ).
K =' !(«'?; + ?'?{t + y'?; ) = i («?;• + p?v + Y<fV' >
Les notations telles que ci, o^, Q>y désignent ce que deviennent les déri- >ées On, fu^ o,v quand on y remplace a, p, w par a, p, y-
294. DilTérentielles de diverses fonctions. — Si A, B, G désignent (les constantes et «/, ç, w des fonctions de variables quelconques, la difTérentielle de la fonction Aw-f-Bv-f-Givsera kdu -f- Brft' + Crftv : cela résulte de la définition quand w, (^, tvsont des variables indépendantes : cette forme subsiste dans tous les cas d'après le théorème fondamental.
Le même mode de raisonnement conduit aux conclusions suivantes, où «, p, w, ... désignent soit des variables indépendantes, soit des fonctions de variables indépendantes :
La diflférentielle du produit uvw est khv du -f- aw dv + us; dw\
La différentielle du rapport - est ^
Enfin toutes les règles relatives aux dérivées de fonctions simples x"*, Igx, e^, sinx, cosj;, tangx, arcsinj:, ..., conduisent à l'expression
des difFérentielles de ces mêmes fonctions : on a, par exemple ('),
d{x'^) = mx'^~* dx^ d\gx = — , de^=e^dx^ d{sirctaLngx)= j,- •
Considérons Tune de ces égalités, la dernière par exemple ; elle a un sons un peu plus étendu que la proposition suivante : la dérivée
de arctangj: est j; elle conserve un sens en effet quand on y regarde X comme une fonction de fonction, ou une fonction composée; on peut écrire, par exemple,
V du — udv
, / u\ V V du
rf(^arclang-)= Jjï = -^
Un grand avantage de la notation différentielle consiste, comme on le voit, en ce qu'elle permet de ne pas spécifier la ou les variables indépendantes, et cela en vertu du théorème fondamental du n* 291, lequel réunit en particulier les théorèmes relatifs aux dérivées des fonctions de fonctions, des fonctions composées, des fonctions inverses, des fonctions implicites.
29S. On a très souvent Toccasion de regarderies différentielles </jr, dy^ dz des variables indépendantes qui figurent dans une fonction /{x^jy z) comme des accroissements infiniment petits donnés au\ variables j:, j^, z.
D'ordinaire, on fait même figurer cette supposition dans la définition des différentielles; je me suis écarté de cette habitude parce que, comme le lecteur a déjà pu s'en convaincre par ce qui précède, la supposition que les différentielles sont des accroissements donnés aux variables, ou qu'elles sont infiniment petites, n'intervient nullement dans un très grand nombre de cas; d'un autre côté je n'ai considéré au Chapitre XIV que des infiniment petits qui dépendaient d'une variable.
Lorsqu'on regarde dx^ dy^ dz comme des accroissements donnés aux variables x, y^ z, l'accroissement correspondant de la fonction/
(>) On emploie ou l'on supprime les parenthèses suivant que Ton craint ou qu'on ne craint pas des confusions possibles : j'ai écrit d{x'^) et non da:^ parce que cette dernière façon d'écrire représente la puissance m'*"»* dedxy (rfar)"", si Ion veut.
esl
/{x^dx, y-^dy, z -^ dz)—f{x, y, z)
ou, d'après le n" 218, fx^^'^f'y ^y -^f'z ^^t ^^ supposant que, dans les dérivées /^, fy^f'^^ on remplace respectivement x^ y^ z par a: -f- 0 rfa:, r-f-8^, 3 -rf-Ôrfz, où 6 désigne un nombre compris entre o et i ; lorsque dx^ dy^ dz sont regardés comme des infiniment petits et que les dérivées partielles sont continues, les différences entre les valeurs que prennent ces dérivées pour x^y^ z et ço\xr x -^ ^ dx ^ y -\- ^ dy ^ z -\-^dz sont elles-mêmes infiniment petites, et l'on conçoit qu'on puisse dire, en employant, pour les fonctions de plusieurs variables, un langage analogue à celui qu'on a employé pour les fonctions d'une seule variable, que la différentielle d/ de la fonction /est la partie principale de l'accroissement de cette fonction, partie principale que Ton obtient en regardant, dans l'expression exacte de cet accroissement, les dérivées partielles comme ayant les valeurs relatives au système Xy yj z des variables et non au système x-{-hdx^ J' + ôrfj', z 4- ^dz.
Cette façon de parler, que je ne préciserai pas davantage en général, esl très claire quand il s'agit d'une fonction/(a7) d'une seule variable et c'est sur ce cas que je vais m'arrêter un instant.
Si Ton regarde dx comme un accroissement infiniment petit donné à la variable unique Xj l'accroissement infiniment petit correspondant de la fonction /(j?) est
/( JT -h dx) —f{x) =f{x -h ^dx) dx =/'ix) dx -+- i/'(x -+- ^'dx) dx*, . . .
et il est clair que, si dx est regardé comme l'infiniment petit principal, y (x) dx sera, sauf pour les valeurs particulières de x qui annuleraient/(a:), la partie principale du second membre : la différentielle de /(x) peut donc, en excluant le cas exceptionnel qu'on vient de signaler, être définie comme la partie principale de l'accroissement de f{xi)y quand on donne à x un accroissement infiniment petit dx^ qu'on regarde comme l'infiniment petit principal.
La différence entre l'accroissement de f{x) et df est du second ordre, au moins quand la formule de ïaylor s'applique.
Plaçons-nous au point de \ue géométrique : si la courbe ci-dessous représente la fonction j^ =/(^), si M est le point de cette courbe dont
les coordonnées sont x, y; si M' est le point de la courbe dont l'abscisse est X -f- dx^ en sorte que dx soit Téquivaient algébrique «lu vecteur MR, parallèle à O jc, l'accroissement de la fonction sera Téqui-
Fig. 84.
valent algébrique du vecteur RM', la diflerentielle dey sera riy=RT. le point T étant sur la tangente en M; la différence entre l'accroissement de la fonction et la différentielle sera l'équivalent algébrique du vecteur TM', qui est un infiniment petit du second ordre quand on regarde dx = MR' comme l'infiniment petit principal.
On dit souvent que x -f- dx, y -{- dy désignent les coordonnées d'un point de la courbe infiniment voisin du point x, y : cela n e-^i vrai que si l'on néglige les infiniment petits du second ordre ^x-^ds, y -^ dy ne sont pas, dans la figure, les coordonnées du point M' voisin du point M, mais bien les coordonnées du point T, sur la tangente.
COURBES PLANES
296. Jusqu'ici, on n'a guère considéré que des courbes (ou des traits de courbe) définis par une équation telle que y=z/(x); à une valeur de x correspond alors une seule valeur de y; en d'aulre> termes, les courbes que l'on a considérées n'étaient rencontrées qu'en un point par les parallèles à l'axe des y.
Si l'on reste à ce point de vue et si l'on veut, par exemple, représenter analjtiquement un cercle de rayon /•, et dont le centre est à l'origine, il faut deux équations, à savoir
NOTATION DIPKERENTlELhE. COURBES PLANES.
chacune définit une moitié du cercle. Pour d^aulres courbes un peu plus compliquées, il faudrait de même trois, quatre, . . . équations.
A la \érité, on peut dire que le cercle tout entier est représenté par Féquation unique .r*-hy'^ — /-^izro, laquelle définit implicitement les deux fonctions j' de x que l'on a écrites plus haut. L'étude des courbes représentées par une équation /(x, jk) = o, qui peut ainsi définir implicitement plusieurs fonctions jk de j?, en particulier dans le cas où f{x^y) est un polynôme en x, y^ est un Chapitre très important de la Géométrie analytique. Dans ce dernier cas, la courbe est dite algébrique; son degré est le degré du polynôme /{x^^y). En décomposant cette courbe en parties telles que chacune ne soit rencontrée qu'en un point par les parallèles à l'axe des y^ on définit sans ambiguïté les fonctions que réquation/(j:-,^) = o définit implicitement.
L n autre façon de représenter une courbe plane consiste à regarder les coordonnées jt, y d'un point de cette courbe comme des fonctionsy(^),;»(/) d'une variable; la courbe est alors le lieu des points Jt-, y dont les coordonnées sont
quand t varie entre certaines limites.
r^ar exemple les équations
Fig. 85.
définissent une droite quand t varie de — ao à -h oo, à savoir une
droite passant par le point A de coordonnées a, b et parallèle à la
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dirertion qui va de Torigine au point A' de coordonnées flr', 6', et dont les cosinus directeurs sont (n** 94)
en effet, si, sur la droite ainsi définie, on prend le point k pour origine et la direction de O vers A' pour direction positive, les coordonnées d'un point quelconque M sont données par les formules
X =i a -^ r cos a, ^ — 6 -+- /• sin a,
en désignant par r l'équivalent algébrique du vecteur AM : ces coordonnées coïncideront avec celles du point a-\-a'(^ b -\- b' t^ si Ton suppose /•= t^'a'^-h b''^; quand t croît de o à -h ao, le point considéré décrit à partir du point A la demi-droite AB dont la direction esl précisément celle de O vers A'; quand t varie de o à — x, le poinl décrit la demi-droite opposée.
Considérons maintenant les équations
elles rentreraient dans le type précédent en posant /-= /'; on voit que le point X, y se trouve toujours sur la demi-droite AB; quand /croît de — X) à -h 00, il décrit cette demi-droite deux fois, une première fois dans le sens de B vers A, quand i croît de — oo à o; une seconde fois dans le sens de A vers B, quand l croît de o à -t- x. Il pas>e deux fois par la même position pour des valeurs symétriques de L
Le lecteur n'aura aucune peine à se rendre compte de la forme des courbes définies par des équations de la forme
T = a -^ a' tf, y = b -^' b' t*i.
Il est commode, en général, de regarder la variable t comme re|)résentant le temps; les équations x =f{t), y = g(t) définissent alors, dans le plan, la position d'un mobile à chaque instant f, et la courbe n'est autre chose que la trajectoire de ce mobile.
Si l'on considère deux époques quelconques / et / -f- A, auxquelles correspondent deux positions M, M' du mobile, on sait qu'on appelle vitesse moyenne du mobile, pendant l'intervalle de temps A, 1*
vitesse d'un mobile qui se meut d'un mouvement uniforme sur la droite MM' de manière à passer en M et en M' aux époques / et ^ -4- A. Cette vitesse est un vecteur MK dont le sens est le sens de M vers M' ou de M' vers M suivant que h est positif ou négatif. Les projections de ce vecteur sur les axes ont respectivement pour équivalents algébriques
la limite de ce vecteur MK, quand h tend vers o, est la vitesse à l'instant /, et les équivalents algébriques des projections du vecteur limite sur les axes sont respectivement les dérivées /'(f), g'{t)\ ces deux quantités définissent sans ambiguïté une direction sur la tangente en M, la direction de la vitesse, la direction dans laquelle se meut le mobile quand la variable t augmente : c'est la direction (n" 94) du vecteur qui \a de l'origine au point dont les coordonnées sont/'(£), g^{c); les cosinus directeurs de cette direction sont
le radical est la valeur absolue de la vitesse. Les différentielles
dx = f\t)di, dy = g'{t)di,
lorsqu'on regarde rf^ comme l'infiniment petit principal, peuvent être regardées, en négligeant les inGniment petits du second ordre, comme les accroissements des fonctions x, y quand on donne à la variable t Taccroissement h^=^dt] en sorte que, dans les mêmes conditions, on peut dire que x -h dx^ y -^ dy sont les coordonnées du point de la courbe qui correspond à la valeur t -f- dt.
Rigoureusement parlant, x -h dx^ y -^ dy sont les coordonnées, non d'un point de la courbe, mais d'un point de la tangente : c'est à ce dernier point de vue qu'il faut se placer quand on veut regarder dt non comme un infiniment petit, mais comme un nombre arbitraire. <^ue dt soit infiniment petit ou non, le \ecteur, porté par la tangente, qui a pour origine le point dont les coordonnées sont x^ y et pour extrémité le point dont les coordonnées sont x -h dx^ y -h dy^
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et qui est déterminé quand on se donne dt^ joue un rôle imporlaut dans la théorie des courbes, 11 a pour projections sur les axes des vecteurs dont les équivalents algébriques sont dx et dy ('); il est la somme géométrique de ces deux vecteurs.
Il convient de remarquer que, pour une \aleur /|, qui annulerait à la fois/'(^), Ql g\l)^ les formules qui donnent en général les cosinus directeurs de la tangente deviennent illusoires pour / = /,. La pente de Ja tangente en ce point s'obtiendra par la méthode générale en cherchant la limite, pour A = o, du rapport
Si la formule de Taylor s'applique, ce rapport, dans le cas qui nous occupe, est égal à
sa limite, lorsque f'{t\) est différent de o, est évidemment ^ry-;'
lorsque /""(/,) est nul sans (\\ie g*'{t^) le soit, la tangente est parallèle à l'axe des^.
297. D'une façon générale, quand on veut étudier la forme delà courbe définie par les équations .v = f(t)^ y = ff(i) aux environï^ d'un point A, correspondant à une valeur /, du paramètre, ou, ce qui revient au même, le mouvement du mobile M défmi par ces équations aux environs de l'époque ^i, on pose t= tt ^ A, et Ton cherche (ie> expressions approchées de .r et de y pour les valeurs de h voisines de o; si, en particulier, la formule de Taylor est applicable aui deux
(') C'est là la forme correcte du langage : on se permet souvent il'abréger uo p?o et de dire que les projections sont dx. dy : d'une façon générale, il est pcrniiv lorsqu'oii ne craint pas d'ambiguïté, de désigner un vecteur par son équivalenct algébrique : cela suppose essentiellement que Vaxe auquel on rapporte le >fcipnr soit bien défini. Je rappelle qu'un axe comporte une direction (positive) et une unité de longueur.
fonctions /(^), ^(A), on aura
Les formules approchées s'obtiennent en limitant les développements. On obtient ainsi les coordonnées d'un point m, exprimées au moyen de la variable A = ^ — ^i ; le point m est voisin de M lorsque h est voisin de o et décrit, dans ces conditions, un petit trait de courbe voisin de la trajectoire du point M. La construction du point m défini par les formules
h h^ ht*
est manifeste ; le vecteur Om, qui va de l'origine au point m, est la somme géométrique de /^ 4- i vecteurs, ayant tous le point O pour origine et aboutissant aux points dont les coordonnées sont /(^«)
et g(t^). - f'{t^) et g^{t\)^ ... ; la première de ces extrémités est le
point A|, où le point M se trouve à l'époque Cf. La seconde, quand h varie, se déplace sur la droite qui va de l'origine au point de coordonnées/'(^i), g^(^i); la troisième sur la droite qui va de l'origine
au point de coordonnées '^ > ° ' > etc. ; lorsque les deux dérivées
qui correspondent à un vecteur sont nulles, ce vecteur est lui-même nul.
Si, en particulier, on ne garde que les deux premiers termes, on aura, pour les coordonnées du point m.
Ces formules, lorsque h varie de — x) à -+- oo, définissent une droite : cette droite n'est autre chose, comme on l'a vu plus haut, que la tangente à la trajectoire du point M, au point A, ('). Ceci suppose tou-
( > ) Kii prenant un lerme de plus dans les expressions de x^ y il est aisé de reconnaître la position de la courbe par rapport à la tangente, le sens de la convexité, etc.
lefois que Ton n'a pas à la fois /'(/,) = o, g'{t^)=z o, c'est-à-dire que l'on n'est pas dans la circonstance exceptionnelle signalée un peu plus haut.
Pour l'étude de cette circonstance, bornons-nous au cas o\if{t\^ et ;^'(/, ) sont différents de o ; on peut prendre comme formules approchées
y=.fr^t,)^-gUM)
ces équations, lorsque h varie, définissent non plus une droite, mais seulement une demi-droite, partant du point de coordonnées /(/|), g{t^), dans la direction parallèle à celle qui va de l'origine au point de coordonnées -/''(^i), -g^i^i) et de même sens. Lorsque h varie de —i à e, e étant un nombre positif, le point m, défini par les formules précédentes, décrit deux fois, dans des sens opposés, un petit segment de cette droite, laquelle n'est autre que la tangente en A,, puisqu'elle
passe par ce point et que sa pente est ^ ' • Le mouvement du point M
se rapproche beaucoup de celui du point m.
Pour nous rendre compte de ce mouvement du point M et de la forme de sa trajectoire aux environs du point A,, prenons un ternie
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de plus dans les développements, et considérons le point m' dont les coordonnées sont
en supposant que les deux quantités /'"(^i ), g'"{ft) ne soient pas nulles toutes les deux; pour déduire le point m' du point m, on devra regarder ce point m comme l'origine d'un vecteur mm' équipoUent au vecteur qui va de Torigine au point dont les coordonnées sont
7" /"'('«)? ~â g"{^^ )' ^^ dernier vecteur est situé sur la droite OP qui
va de l'origine au point P de coordonnées /'"(/,), ^"(/i), de même sens si h est positif, de sens contraire si h est négatif. Je suppose que la droite OP ne soit pas parallèle à la tangente A| m au point A|, c'est-à-dire {\^\ef"{t^)^ g"{^\) ^^ soient pas proportionnels k/"{ti)j g^(/i). Alors, le point m' reste d'un côté de la droite A, m quand h est positif, de l'autre côté quand h est négatif; il décrit ainsi deux traits de courbe tangents en A|, à la droite A| /w, de côtés différents : leur réunion forme, en A,, une sorte de bec. Le point A, est ce qu'on appelle un point de rebroussement de la trajectoire du point m' : ce point de rebroussement est dit de première espèce lorsque, comme dans l'étude précédente, les deux traits de courbe sont de part et d'autre de la tangente. La trajectoire du point M offre la même disposition.
Je laisse au lecteur le soin de montrer que, si l'on avait /'"{t^ ) = o? g'"(^ti) = o et si les deux dérivées/'''(^), g^^'it) n'étaient pas nulles toutes deux pour / ^ /», ou proportionnelles à/''(/«), g"{t^)^ la trajectoire de M présenterait en A| un point de rebroussement de
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seconde espèce, où les deux traits de courbe seraient tangents en A,, à la droite A| //?, d'un même côté (*).
Comme cas très particulier, il peut arriver que les deux traits de
( ' ) Je lui laisse aussi le soin d'examiner les difTérents cas qui peuvent se présenter, lorsque /'(/,), ^"(Z,) sont nuls: les explications qui précèdent suffisent pour reconnaître comment on doit procéder dans ces dilFérents cas.
courbe soient confondus, et que le point M, lorsque h croît de — e à H- e, rebrousse chemin à partir du point A,, sur la /M<^/«e courlK* qu'il a déjà parcourue : Texemple de la demi-droite définie par irs équations x ^= a -\- a* t'^ ^ y = b -\- b' t- suffit à montrer qu'il peut en être ainsi. Cette circonstance exceptionnelle ne se présente pas dans un intervalle où les dérivées y\/), g'{t) sont continues et où Tune d'elles ne s'annule pas, puisque, dans un tel intervalle, l'une des coordonnées x^ y du mobile varie toujours dans le même sens : elle ue pMii donc se présenter dans un intervalle où les dérivées ne s'annulent pas à la fois. Dans un tel intervalle, on peut dire que les poinis de la courbe se succèdent dans un ordre déterminé, l'ordre dans lequel il> sont rencontrés par le mobile quand / croît : on sait alors netlenienl ce qu'on veut dire en parlant d'un point qui en précède un autre, d'un point qui est situé entre deux autres, etc.
Le mobile rebrousserait chemin, à partir de l'époque /,, si, dansle> deux développements de/(/, H- A), ^(/| -f- /') suivant les puissaiine> de A, tous les termes de degré impair disparaissaient. Dans ce cas, on voit qu'il y aurait une infinité de couples de \aleurs distinctes (\ f telles que l'on eût à la fois
on les obtiendrait en posant /'=: f, -h A, f ^ i^ — h.
Dans le cas où les équations précédentes admettraient une solution en t\ f {^t' ^ t") sans en admettre qui fussent \oisines de celles-là. cela voudrait dire simplement que, à l'époque /', le mobile se lrou\t' à la même position qu'à Tépoque t'' \ la courbe présenterait un /'(»uii double,
298. Je n'ai rien supposé sur celte \ariable / à chaque valeur «le laquelle correspond un point de la courbe: elle s'introduit souvent d'une façon naturelle, par la définition géométrique de la courbe: il y a toutefois quelques variables sur lesquelles il convient de s'arrêter un peu, en raison de leur importance, tant pour en éclaircir la signification que pour montrer comment on les détermine en fonction de/, quand la courbe est définie par les équations de la forme x = /^tu
On peut, sur une courbe donnée, fixer un point par son absci'ise
curviligne. Pour cela, on commence par choisir sur la courbe un point Ao, Vorigine des arcs^ correspondant, par exemple, à une valeur t^ du paramètre t, A partir de ce point on peut décrire la courbe dans deux sens différenls, correspondant Tun aux valeurs croissantes de /, l'autre aux valeurs décroissantes ; on choisit Tun de ces sens comme étant le sens positif, l'autre le sens négatif. Tout ceci est parfaitement clair pourvu qu'on reste sur une portion AB de la courbe correspondant à un intervalle dans lequel les fonctions /(/), .^(')?/' (^)ï o'(0 ^^^^ continues, et dans lequel les deux dernières f(mctions ne s'annulent pas à la fois. C'est ce que je supposerai dans ce qui suit.
Soit M un point quelconque (*) de la courbe; l'abscisse curviligne de ce point M sera, par définition, un nombre dont la valeur absolue est la longueur de l'arc VM (n" 26) et dont le signe est -+- ou — suivant que, pour aller du point Ao vers le point M, il faut marcher, sur la courbe, dans le sens positif ou dans le sens négatif. Le lecteur a été familiarisé avec cette notion, au moins par la trigonométrie. La position du point IVf est définie sans ambiguïté par son abscisse curviligne s ; il est clair que ses coordonnées x^y sont des fonctions de celte variable ; il importe de savoir exprimer s en fonction de ^; on pourra exprimer ensuite /, x, y au moyen de s.
Il est nécessaire, pour résoudre cette question, de définir d'une façon précise ce qu'est la longueur de l'arc d'une courbe. On a, à la vérité, esquissé au n" 26 une telle définition; mais cette définition ne s applique qu'à certaines courbes planes ("). Il serait assez facile d'en déduire, pour ces courbes, la proposition suivantr :
Si deux points, sur une courbe^ sont infiniment voisins, les longueurs de rare infiniment petit limité par ces deux points et de la corda qui le sous tend sont des infiniment petits équivalents.
Je prierai le lecteur, soit d'admettre cette proposition comme un postulat impliqué dans la notion vague de la longueur d'un arc de
( ' ) On suppose toutefois que le point A^ et le point M sout sur le même trait de courbe : on ne prendra pas, par exemple, les deux points A et M sur deux branches difTérentes d'une hyperbole.
(-) Je ne parlerai pas, dans le présent Livre, des courbes de l'espace.
courbe, soit, s'il veut se placer à un point de vue plus logique, de h regarder comme une condition imposée à toute définition de celle longueur. Cette défînition doit, en outre, être telle que, si A, B, C sont trois points de la courbe, l'arc AC soit la somme des arcs AB et BC, quand le point B est situé entre les points A et C. Je vais montrer que ces deux conditions suffisent à déterminer l'arc s d'une courbe, compté à partir d'une origine Ao, comme une fonction du paramètre t qui fixe chaque point de la courbe : -la fonction ainsi obtenue sera, si l'on veut, la définition même de l'arc; j'aurai roccasion d'indiquer plus tard comment cette définition ^se raccorde avec celle qu'on tire de la considération de la longueur d'une ligne brisée inscrite dans la courbe.
Soit s l'abscisse curviligne du point M correspondant à la valeur/ du paramètre; supposons qu'on donne à ce paramètre un accroissement positif A, et qu'à la valeur ^ -|- A du paramètre corresponde le point M' de la courbe; il se peut que, le paramètre croissant à partir de /, l'abscisse curviligne s augmente ou diminue ; plaçons-nous dans le premier cas; lorsque jl'on passe de la valeur / à la valeur t-^-hn l'abscisse curviligne s augmente de l'arc positif MM'; la limite du
rapport — r— » quand h tend vers o, est la dérivée de s par rapport
à /; pour l'évaluation de cette limite on peut remplacer arc MM' par Tinfiniment petit équivalent corde MM'; on a donc à évaluer U limite, pour A = o, du rapport ( * )
oii le radical a la signification arithmétique. En vertu de la formule des accroissements finis, ce rapport peut s'écrire, en désignant par e, Ti des nombres positifs compris entre o et i ,
sa limite, quand h tend vers o, est évidemment y//'^(t) -^ ^r'^^it)
1*) J'ii'iraets ici la formule suivante, 1res aisée à démontrer : la disUncc de àcû\ points dont les coordonnées recUngulaii^s sont or, y et -r",^' est
on a donc dans ce cas
On voit immédiatement que, dans le cas oii l'are s diminue lorsque t augmente, l'on a
De là résulte une méthode pour évaluer les arcs d'une courbe plane, analogue à celle qu'on a donnée au n" 222 pour évaluer les aires.
On détermine une fonction '^{l) dont la dérivée, par rapport à /,
soit \Jf'{t)-\- ^'^(0- ^^ supposant que les arcs croissent en même ipinps que ^, on voit que 5 — '^(/) doit être une constante, puisque la dérivée de celte fonction est nulle : la valeur de cette constante est égale à la valeur — ©(/o) de ^ — tp(/) pour t ^= t^) on doit donc avoir s^= <f(t) — ?(<o)- O^ aurait de même s = o{to) — 'f (^), si les arcs croissaient lorsque /diminue. L'expression o{ti) — '^{to), où ^{t) désigne une fonction primitive de la fonction essentiellement
positive v/y^(^) -+" o^'i^h représente, lorsque /, est plus grand que ^q, la longueur (absolue) de l'arc de courbe décrit par le point j; =:y(/), y =■ g{i) quand t varie de Iq k tf
La formule générale (-tj) =/'*'(0 "^"^''^(0? ^^^^ le cas où l'on
suppose /(/) = t, en sorte que le paramètre t n'est autre que l'abscisse X d'un point de la courbe, montre que l'on a
^^=±v/i-ys
en désignant par ^ la dérivée de y par rapport à j;; on prendra le signe -f- ou le signe — devant le radical, suivant qu'on est convenu de faire croître ou décroître les arcs quand x croit.
Lorsqu'on est parvenu à exprimer l'arc .y au moyen de fonctions connues du paramètre qui détermine chaque point de la courbe, on dit qu'on a vectijié cette courbe.
Les expressions
représenlenl, comme on l'a vu plus haut, les cosinus directeurs de la direction qui, sur la tangente, correspond à t croissant, c'est la direction de la vitesse quand t désigne le temps; la valeur de cette vitesse
est v/r-^(o+/'(o.
Les expressions
dx
dy
dl
dx
dt
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ds
- Ts'
ds
~ ds
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seront les cosinus directeurs de la même direction si ^- est positif,
si les arcs croissent lorsque t croit, de la direction opposée si les arcs
décroissent lorsque t croît ; elles sont, dans tous les cas, les cosinus
directeurs de la direction qui, sur la tangente, correspond aux arcs
ds .
croissants. La quantité -%- est l'équivalent algébrique de la vitesse
quand on prend pour direction positive, sur la tangente, cette direction qui correspond aux arcs croissants.
299. Désignons par a l'angle dont il faut faire tourner la partie positive de Taxe des x, pour l'amener parallèlement à cette direction positive sur la tangente ( ' ), on aura
dx dy
ds ds
ou
(i) dx = dscosoi^ dy = ^^sina.
Ici encore la variable indépendante n'est pas désignée ; t, /**• * peuvent être des fonctions d'une variable quelconque : celte \ariable peut, en particulier, être s ou a. Ces formules expriment que dx et
(') Cet angle est déterminé à iki: près; il définit la dii*ection coosidérce.
dy sont les équivalents algébriques des projections sur les axes d'un vecteur porté sur la tangente, dont l'équivalent algébrique est ds^ quand on choisit la direction définie par l'angle a comme direction positive sur la tangente, j'ai déjà appelé l'attention sur ce dernier vecteur dont l'origine et l'extrémité sont les points de coordonnées X et y^ X -h dx et j^ -|- dy. Il ligure la différentielle ds de l'arc; je l'appellerai à l'occasion le vecteur a^; la formule rfi-^ = û^j;^ -f- rf)^^ n*est autre chose que la relation entre l'hypoténuse d'un triangle rectangle et ses côtés : peu importe d'ailleurs qu'on regarde, ou non, dx^ rf)', ds^ dt comme des infiniment petits; mais il ne faut pas oublier que ces quantités ne sont déterminées que quand on se donne la variable indépendante et sa différentielle : si t est la variable indépendante, //x, dys ds sont les dérivées de jr, y, s par rapport à t respectivement multipliées parla différentielle dt\ ainsi le vecteur ds^ dont les projections sont dx et dy^ a, lorsque dt est positif, la même direction que la vitesse, à savoir la direction qui va de l'origine au
point dont les coordonnées sont rsj^ -jr'y il a la direction opposée
si dt est négatif; en d'autres termes encore, la direction du vecteur ds^ quand la différentielle dt est positive, est la direction dans laquelle on marche sur la courbe ou sa tangente lorsque / croit.
La quantité -r- joue un rôle important dans la théorie des courbes
planes : on la regarde comme l'équivalent algébrique d'un vecteur dont l'origine est le point M delà courbe auquel correspond la valeur
de -.- > porté sur lu normale à la courbe en ce point, la direction
positive choisie sur la normale étant définie par l'angle a-h -• Les cosinus directeurs de cette direction sont
/ ^\ dy . / it\ dx
CCS («-♦--1= — sina=~-^, sin(a-h-]= cosa = -z- .
L'angle qu'elle fait avec la direction OY est aigu ou obtus suivant
cLr que -^ est positif ou négatif, suivant que s ei x varient ou non dans
le même sens.
Supposons que ^ soit positif; 5 et a varient alors dans le même
sens; par suite, a et x varient ou non dans le même sens suivant
que —T est positif ou négatif; dans le premier cas, la pente de la tangente augmente avec x^ la courbe (n" 249) tourne sa concavité \ers le haut, au voisinage du point M ; elle est située au-dessus de la tangente ; il en est de même de la direction positive sur la normale, qui fait un angle aigu avec la parallèle à la direction OY menée à partir du point M; dans le second cas, la courbe est située au-dessous de la tangente; il en est de même de la direction positive sur la normale, qui fait un angle obtus a\ec la parallèle à OY.
On reconnaît de la même façon que, si -j- est négatif, la direction
positive sur la normale, à partir du point M, est située, par rapport à la tangente, de Tautre côté que les points de la courbe \oisins du point M.
Par conséquent, dans tous les cas, le vecteur dont Torigiue esl le
point M et dont IVquivalent algébrique est -r- est situé, par rapport
à la tangente en M, du même côté que la courbe dans le \oisinage de M; les coordonnées de Textrémité de ce \ecteur sont
cette extrémité s'appelle le centre de courbure relatif au point M: le cercle décrit de ce point comme centre, et passant par le point M. est le cercle de courbure (ou cercle ose ula leur) en ce point, et le rayon de ce cercle est le rayon de courbure relatif au point M .
On appelle courbure moyenne d'une courbe entre deux points voisins M, M' le rapport à la longueur de Tare MM' de Tangle aigu formé par les deux tangentes aux points M, M'; c'est la valeur absolue du
rapport — > en désignant par Aa, A.v les accroissements de a et de 5
quand on passe du point M au point M'. Dans un cercle, cette courbure moyenne est constante et égale à l'inverse du rayon du cercle. La courbure au point M est la limite de la courbure moyenne quand le point M' se rapproche du point M, et le rayon de courbure en M est le rayon d'un cercle qui aurait même courbure que la courbe proposée en M.
Ce rayon de courbure, à proprement parler, est la valeur absolue
de ^- Je donnerai toutefois le nom de rayon de courbure au vec-
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ds teur précédemment défini, ou à la quantité R = -7- avec son signe.
En tenant compte des formules (i) et (2), les coordonnées du centre de courbure peuvent s'écrire
L \ = X — ^ sin (X = X — *5^ »
ds dy
-r sma = x f- '
ai d%
i ^. ds dx
le lieu de ce point, quand le point M décril la courbe proposée, est ce qu'on appelle la développée de cette courbe : cette développée correspond point par pointa la proposée; on peut la regarder comme définie par les formules précédentes.
Il est aisé de transformer les formules précédentes de manière à les rendre immédiatement applicables quand on se donne .r, y en fonction d'une variable quelconque ^ ." je désignerai par des accents les dérivées prises par rapport à cette variable ; on a
l'angle a ne peut différer de arc tang*^ que d'un multiple de tc, on a donc
d\ arc tang*^ ) -, „ , _ , , ,
* ~ dît ~ x'-^^y^ ~" ?2 '
dx x' x's'^ ^y ^ y ^ y ^'*
7 'ZFT.* ' ~jZ — 1J — -,» «' !
dn t! y x' — x"}"' d% a' y" x' — y' x'
et, par suite,
( " ) A = ar - i^--= — ; = — y , \ = y-\ ■ — — -
yx —x'y " yx—x^y *
de même
ds __ s' ^ ±: {x^-\- y^)"^
Lorsqu'on prend l'abscisse x pour variable indépendante, on a (8) \^x- ^''y K Y=JK-^-L:^;
Observons, à propos des formules (5 ), que, si a augmente en même temps que x^ si -j- est positif, la courbe tourne sa concavité \ers le haut (n" 249). Le signe de la quantité — ; — ^ fait donc connaître le sens de la concavité. Les points d'inflexion sont déterminé^ par les valeurs du paramètre pour lesquelles j^'x' — x^y s'annule en changeant de signe.
300. Considérons, par exemple, la chaînette définie par Téquation ('}
y = chx.
Prenons Torigine des arcs au sonnniet A et convenons de faire croître lo arcs quand x croit. On a alors
-^ = sh j?, — = y^i -j- sli-j: = ch j:*,
(^) Le sommet de la courbe est en A sur l'axe des ^ à une distance de l'origine égale à l'unité de longueur. Si Ton ne voulait pas spécilier ain^î l'unilé de longueur et considérer une clialnetle placée de la même façon par rapport aux axes et telle que l'ordonnée du sommet fût égale à a, on prendrait son équation sous la funne
- = ch - ; on passe de cette seconde courbe à la première en posant \ = û.>''
X = ax Tous les nombres qui mesurent des longueurs, pour la première ct»url»f. devraient, pour la seconde, éire multipliés par a; tous ceux qui mesoi^nt des ave* devraient être muliipliés par à^. Si l'on a entre des l(»ngueurs relatives à la premirncourbe une certaine relation, en remplaçant dans celte relation chaque longueur l
par -, on obtiendra une relation (homogène) entre les éléments analogues pour
la seconde courbe. Toute relation homogène entre les lignes de la premici-c figure est vraie pour la seconde. Les angle» sont les mômes dans les deux figures.
Les remarques faites ici pour une chaînette s'appliquent dans tous les cas analogues, lorsqu'on veut passer d'une figure où Ton a spécifié l'unité de longueur a une autre figure où cette unité n'est pas spécifiée.
et, par suite, s = shx, puisque sh rr est une fonction primitive de ch^r qui s'annule pour ar = o; on a ensuite
djT I cIy sh â7
cosa=-r-'=-î — > sina=-7^ = -; — = thar, tan£a = sh27:
as en X as cha:
l'angle a peut être supposé pris entre et H — ; il n'est autre chose que la
fonction de x que l'on a définie au n** i04 comme Vatnplitude hyperbolique de .r; on a
dx , I
,- = char = ,
aa cos a
-r- = tha* = sma.
aa
Le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure sont donnés par les formules
ds 1
dx ch*a7
X=x — sha^cha", Y = *2cha'.
Soient M le point dont l'abscisse est x, P sa projection sur l'axe des x, \ et T les points où la normale et ia tangente rencontrent cet axe, Q et R les projections de P sur la tangente et la normale, C le centre de courbure relatif au point M. Le lecteur n*aura aucune peine à établir les propriétés suivantes :
Dans le rectangle PQMR, les côtés PQ, MR sont égaux à OA; les côtés QM et PR sont égaux à l'arc AM de la chaineite. L'aire du rectangle est égale à l'aire OAMP comprise entre l'axe des ar, la chaînette et les deux droites OA, PM.
Le point M est le milieu des points N, C.
T. - IL 3o
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Les coordonnées du point Q sont
cha?
Le lieu de ce point Q, lorsque x varie de — oo à H- oo, est une courbe nommée tractrice; elle est tangente en Q à la droite QP: la longueur de sa tangente, limitée au point de contact et à Taxe des x^ est donc constante et égale à OA.
Considérons la cycloïde définie par les équations
ar = / — sin /, J = i — cos t. En faisant varier ^ de o à iiz on obtient un trait de courbe tel que celui
que l'on a figuré, symétrique par rapport à la droite B'B(a7 = ir); la courbe entière, obtenue en faisant varier /de — 00 à -h 00, se compose de parties qui se déduisent de celle que Ton a figurée par une translation parallèle à l'axe des iT, translation définie par un vecteur équipollent à /lOA = ïrtir, n ciant un entier positif ou négatif: la courbe a ainsi une infinité de points de rebroussement, tous situés sur l'axe des x. On a
dx . /
t t ., = Si sin- COS-»
at 11
ds _^ . t dt 2
Convenons de compter les arcs à partir du point O (/ = o), et de les faire croître quand x (ou /) croît. On aura alors, quand t appartient à Tintcrvalle
ds . t
On observera que, dans l'intervalle suivant (9.1c, 4^), cette formule ne con
viendrait plus, puisque sin - serait négatif; il faudrait prendre
_=_,sin- (i).
Je supposerai que l'on reste dans le premier intervalle : — 4 cos - est une
fonction primitive de 2 sin -•
On a donc, puisque s doit s'annuler pour / = o,
5 = 4(1 — cos - ) = 8 sin* - • V ^/ 4
(Cette formule n'est plus valable quand / dépasse la valeur 217; elle donnerait, par exemple, 5 = 0 pour t = ^'7:.)0n a ensuite
cos a = -7- = sin - = cos ( )j
as 2 \2 2/
dy t
sina = -f- = cos - = «1 ds
on peut prendre a = - — - ', cet angle décroît de - à quand C varie de o
Je laisse de côté les interprétations géométriques de ces résultats.
301. Revenons au cas général et considérons une courbe (C) pour laquelle les coordonnées x^y d'un point quelconque sont exprimées au moyen d'un paramètre que nous pouvons d'ailleurs ne pas spécifier.
( * ) Des circonstances du même genre, dont l'oubli conduit à des erreurs, se présentent poar une courbe définie par des équations x=/{t)f y = g(t), lorsque y^f t) -*- g'^{t) est un carré parfait, ou lorsqu'on peut mettre un facteur carré en évidence dans f'^t) -h g"^it) : si l'on a, par exemple, /''( O + «''MO =?M^)4'(0 et si l'on écrit
il importe de faire attention aux valeurs de t qui annulent cp(f) et pour lesquelles cp(/> changent de signe. De telles valeurs correspondent, en général, à des points de rebrousseraent. Si l'on convient, par exemple, que les arcs doivent croître avec t, on 4evra nécessairement changer le signe du second membre, lorsque t passe d'un intervalle où ^{t) est positif à un intervalle où «p(f) est négatif.
En posant
R = $^ OU cls=Rd%, aoL
les formules (i) du numéro précédent deviennent dx = R cosa da, dy = R sin z ^ ;
relles-ci montrent que les dérivées de x et de j^, considérées comme des fonctions de a, sont respectivement R cosa, R sina. Inversement, s'il arrive que les dérivées de x^j' par rapport à une certaine variable i se trouvent être de la forme R cosa, R sina, on est certain que celle variable désigne l'angle dont il faut faire tourner l'axe des x pour l'amener parallèlement à la tangente et que R est le rayon de courbure.
Les coordonnées du centre de courbure ou du point de la développée (D) qui correspond au point x, y de la courbe (C), sunl données par les formules
\ = x — Rsina, Y = j^ -t- R cosa.
équivalentes aux formules (3) du numéro précédent. Dans ces formules X, Y, X, j^j R, a dépendent d'un même paramètre t; les difl'érentielles de toutes ces quantités sont déterminées quand on se donne t et dt\ on a d'ailleurs
d\ = dx — R cos ada —- dR sin a, d\ — dy — R sin a ^a + dR cosa,
ou, en tenant compte des formules dx := R cosa rfa, dy = R sina r/a, d\ = rfKcos^'a-h -)y dY = dRs\n(%-i-^Y
Ces formules expriment que rfX, rfV sont les projections sur les axes
(l'un vecteur dK rapporté à la direction définie par l'angle a -|- -; on
sait d'ailleurs que <^/X, dY sont les projections sur les axes du \ecteur dS qui figure la dillérentielle de l'arc de la développée ; les deux v(H leurs dS, ^/R, qui ont mêmes projections sur les axes, sontéquijx»!lents. On voit d'abord que la tangente à la développée est parallèle à
la direction définie par l'angle cl-\ — , c'est-à-dire que cette tangente à la développée coïncide avec la normale à la proposée ; si sur cette tangente on choisit comme direction positive la direction définie par Tangle a H — » on aura, entre les équivalents algébriques des deux vecteurs, la relation rfS = rfR ou rf(S — R) = o ; S — R est donc une constante. 11 résulte de là que l'arc de la développée, qui va du point M au point M', est égal à la diflFérence R — R' des rayons de courbure relatifs aux deux points m, m' de la courbe (C) auxquels correspondent les points M, M' de la développée.
302. Coordonnées polaires. — On a jusqu'ici représenté chaque point M du plan, rapporté à deux axes rectangulaires OX, OY, par ses coordonnées x^y. Le procédé suivant est aussi très employé.
Fig. 90.
Une direction quelconque OA, partant du point O, peut être définie par l'angle (o dont il faut faire tourner OX pour l'amener sur OA; sur la droite indéfinie qui porte OA, prenons la direction OA comme direction positive; un point quelconque M de cette droite est défini sans ambiguïté par l'équivalent algébrique p du vecteur OM ; les deux nombres p, tu sont ce qu'on appelle les coordonnées polaires du point M ; l'axe OX prend alors le nom d^axe polaire; le point O s'appelle le pôle.
Les coordonnées x, y du même point sont données par les formules
a: = pcosto, ^=psin(o.
Il est commode, dans un grand nombre de questions, d'envisager
deux axes (mobiles) liés au point M; la direction positive est, pour le premier, la direction OA, définie par l'angle ta et, pour le second, la direction perpendiculaire OB, définie par l'angle w -h - ; Fangle AOB a la même disposition géométrique que l'angle XOY. Par rapporta ces axes les coordonnées du point M sont p et o.
Si l'on suppose que p soit une fonction de u> ou que p et w sont des fonctions d'un paramètre /, on définit une courbe; les formules précédentes donnent les expressions de .r, y en fonction de /; Ie> théories développées aux n"* 298, 299 s'appliquent ici ; on a, en particulier,
dx = rfp cos w H- p û?w cos ( co -h - J >
dy = «^p sin (D -h p <f(o sin I (1) H — ) •
Ces formules expriment que dx et dy sont les sommes des projections sur les axes des x et des y des vecteurs rfp et p rfw rapportés aux axes OA, OB ; la somme géométrique de ces deux derniers vecteurs a donc pour projections sur les axes OX, OY les vecteurs dx, dy; cette somme géométrique n'est pas autre chose que le vecteur ds. qui figure la différentielle de l'arc de la courbe. Inversement, puisque les directions OA, OB sont perpendiculaires, les projection* de ce vecteur ds sur les axes OA et OB ont pour équivalents algébriques dp et p diù.
De même les équations
da: dp dtjn
dt dt
dy dp . rfo) . / 7î>
-^ = —i- sin ui ■ ' * o.« / --* ^_ ^ dt dt
din I TC\
cos ^-^ 9 -y: cos ( o) H — j >
expriment que les projections du vecteur vitesse sur les axes OAetOB ont pour équivalents algébriques ^s^ ?-jrl si l'on désigne par V l'angle dont il faut faire tourner l'axe OA pour le rendre parallèle à ce vecteur et de même sens, on aura
dp dtii
cosV= — — • sinV =
KS)" {W
Le dénominateur commun de ces expressions est la valeur absolue de la vitesse. L'angle V, quand on prend la direction OA pour origine des angles, définit la direction qui, sur la tangente, correspond à /croissant; tangV= p-j- serait la pente de la tangente si l'on prenait pour axes des coordonnées les directions OA et OB; on aura
i-^vity-'-m-
suivant que l'on regarde, ou non, les arcs comme croissants, quand t croît.
Si Ton prend co pour variable indépendante et si l'on désigne par p' la dérivée de p prise par rapport à (o, on aura
cosV =— — ^ , sinV = -- P tangV = -^;
la direction sur la tangente, définie par l'angle V, correspondrait alors à (f> croissant.
Si l'on choisit cette direction sur la tangente comme direction positive, on a, en désignant par a l'angle qui la définit en prenant la direction OX comme origine des angles,
*'=5^ =/p'-Hp'*, a=V-hu),
puis, pour le rayon de courbure,
^^d^ ^^ du} ^ ^ (p*-hp'«)*
da dV d p p* -h 2 p'* — qq" '
Construire la courbe définie par les équations
ar = r —
y = tK
Évaluer Tare de cette courbe, compté à partir de l'origine, en prenant pour sens positif le sens correspondant à / croissant. Pour quelle valeur de / cet arc est-il égal à îy/S?
Calculer Texpression du rayon de courbure, les coordonnées du centre de courbure; construire la développée.
342. Soit M un point d'une courbe rapportée à des coordonnées rectangulaires OX, O Y; soient P la projection de M sur l'arc des ar, T et N les points
Fig. 9»-
où la tangente et la normale rencontrent cet axe: on a, en désignant par/' la valeur de la dérivée de^ par rapport à x relative au point M,
MT
Sv/r
|MN| = |//. -+-y«|.
Les lignes TP et PN s'appellent respectivement la sous-tangente tiU sousnormale.
En conservant (») les notations des n*»' 298, 299, 300, 302 et prenant pour
(M C'est ce qu'on fera pour tous les exercices du présent Chapitre où inierriendront les lettres «, a, H, p, u.
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directions positives, sur la tangente et la normale, les directions définies par les angles a et a h — , on a
MT=-H^, MN
sinz cosoe
'.Wi. Soit M un point de la courbe de coordonnées polaires p, ia; p est une fonction de o> qui définit la courbe; p' désignera sa dérivée.
Fig. 92.
Soient OA, OB les directions définies par les angles o), (u + -(n"302).
Soient MX, MN la tangente et la normale limitées à la droite indéfinie qui porte Ja direction 06. On a
MT| = |p^.-.-^
|MN| =/p»-+-p'î.
Les lignes OT, 0^ s'appellent respectivement la sous-tangente et la sousnormale.
344. Rayon de courbure et développée de l'ellipse définie par les équations X = acost^ y = bs'int:
de l'hyperbole définie par les équations
de la parabole définie par Téquation
345. Construire la spirale d'Archimède et la spirale logarithmique définie^ respectivement, en coordonnées polaires, par les équations
p = ao), p = ae"*^,
où a et m désignent des constantes.
La spirale d'Archimède est la seule courbe pour laquelle la sous-normale s<iit constante. L'arc compté à partir du pôle est proportionnel au rayon vecteur.
Si Ton fait tourner la spirale logarithmique d'un angle quelconque autour du pôle, on obtient une courbe homothétique à la proposée, le centre d'homothétie étant le pôle. Le rayon vecteur coupe la courbe sous un angle constant : elle est la seule courbe à jouir de cette propriété. Trouver la longueur de l'arr de la courbe compté à partir du point dont les coordonnées sont co = o, p = a.
346. Le mouvement d'un point M sur une spirale logarithmique étant défini par les formules
a? = ae'"' cos /, ^ = a«"*' sin t,
montrer que l'hodographe des vitesses est semblable à la trajectoire; que If quadrilatère dont les sommets sont le point M, le centre de courbure correspondant, les extrémités de la vitesse et de l'accélération en donnant à ce« vecteurs le point M pour origine, reste semblable à lui-même. Quels sont les lieux décrits par les trois sommets autres que le point M?
347. A chaque point m d'une courbe (C), dont les coordonnées x, y soai exprimées en fonction de l'arc s de cette courbe compté à partir d'une origine fixe, on fait correspondre un point M de coordonnées X, Y par les formoks
X = 37 -f- / cos a, Y=^-h/sina,
où / est une fonction de s; montrer que le vecteur qui a pour origine le point M et dont les projections sur la tangente et la normale ont pour équivalents algébriques
dl l "^ds' ïï
est tangent en M à la courbe décrite par ce point.
Déterminer / en fonction de s de manière que la tangente en m à la courbe i <soit normale à la courbe lieu du point M. Cette dernière courbe est dite alvr? développante de la courbe (C). Montrer comment on peut la coosunire géométriquement.
Quel est son rayon de courbure? Sa développée?
348. Former les équations qui expriment les coordonnées d'un point de la développante d*un cercle en fonction de Tare de cercle. Forme de la courbe. Rectification.
349. On a donné au n° 300 l'expression des coordonnées d'un point d'une tractrice sous la forme
exprimer ces coordonnées : i" en fonction de Tangle a ; a" en fonction de l'arc s, compté à partir du point situé sur Tare des j^.
330. Une courbe définie par l'équation y =/(x) est tangente à l'axe des .r â Torigine des coordonnées. Quelle est, pour ce point, l'ordonnée du centre de courbure? Montrer que ce point est la limite du point d'intersection de la normale en O et d'une normale infiniment voisine. On considère deux points de même abscisse infiniment voisins du point O, pris sur la courbe et le cercle osculateur en O; montrer que la différence de leurs ordonnées est un infiniment petit du troisième ordre, quand on regarde l'abscisse comme rinfiniment petit principal.
35t. Considérons deux courbes (C), (C) : Sur la courbe (G), on compte les arcs dans un sens déterminé, à partir du point A ; de même sur la courbe (C), à partir du point A'; on regarde comme correspondant sur les courbes (G) et (C) deux points M, M' tels que les arcs AiVI, A' M' soient égaux; aux points M, M' les deux directions, sur les tangentes, qui correspondent aux arcs croissants, sont regardées comme correspondantes.
Laissant la courbe (G) fixe, on place la courbe (C) de manière que le point A' coïncide avec le point A et que les deux directions correspondantes des tangentes coïncident; on fait mouvoir la courbe (C) de manière qu'elle soit toujours tangente à la courbe (G) et que le point de contact, considéré comme appartenant à la courbe (G') et le même point considéré comme appartenant à ia courbe (G), se correspondent toujours; c'est ce qu'on appelle faire rouler la courbe (G') sur la courbe (G).
La cycloïde, définie au n"" 300, peut être regardée comme le lieu décrit par un point d'un cercle qui roule sur une droite; la normale à la cycloïde, en ce point, passe par le point de contact du cercle et de la droite; la tangente passe par le point du cercle diamétralement opposé.
La développée de la cycloïde est une cycloïde égale.
352. On appelle épicycloïde la courbe décrite par un point d'un cercle mobile qui roule sur un cercle fixe. Les coordonnées d'un point quelconque de
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cette courbe peuvent être mises sous la forme
a? = (r — r')cos(/o-t- ')-l- r' cos (to-ht -,t\y
y =: {r — r') sin (to-\- i) -h r' s\n (to-h t — -, t\ ;
I r I et I r' I désignent les rayons des cercles fixe et mobile; le premier cercle a son centre à Torigine; les deux cercles sont tangents intérieurement si r et r' sont de mêmes signes, extérieurement dans le cas contraire. Montrer que la courbe définie par les deux équations.
( a? = A cos(Xm H- ^) -h A' cos(X' w H- fi'), ( ^ = B sin ( X a -h |jl) -»- B' sin ( X' tt -h fi' ),
où u est un paramétre variable et où A, B, A', B', X, jx, X', ji' sont des constantes, peut, dans le cas où XA + X'A' est nul, être regardée de deui façons différentes comme une épicycloïde, soit en prenant
/• = A H- A', _ AV-f-A>^
soit en prenant
Les équations (2) représentent encore une épicycloïde lorsque X A — À'A'est nul.
Pour l'étude ultérieure de la courbe, définie parles équations (i), on pourrt supposer ^o = <>•
La normale à l'épicycloïde engendrée par le point P du cercle mobile pa$>e par le point de contact des deux cercles.
Rectifier la courbe : exprimer les coordonnées d*un point de la courbe eo fonction de l'angle a, de l'arc s.
La développée de l'épicycloïde engendrée par un point P du cercle mobile est homothétique à l'épicycloïde engendrée par le point Q du cercle mobile diamétralement opposé, dans ce cercle, au point P; le centre d'homothétie est
à l'origine, le rapport d'homotbétie est ;, •
353. Soient a:, y les coordonnées d*un point d'une courbe, que l'on suppose exprimées en fonction de l'arc s.
Établir les formules
-^ = A;, cosa — B„ sina,
-j^ = A;, sin a ■+■ B,i cosa,
Off'*
où A,|, B/» désignent des fonctions de s définies par les formules
dkn
en sorte qu'on a
Al = o,
A, = --jJî,
B,— pj,
R'«— RR'— 1 ^»= R
Si Ton suppose que les coordonnées x^ y soient développables suivant les puissances de 5, on aura en désignant par ^o» ^o, «o, «n* ^n» ''i '*'» ••• le» \aleurs de jr, ^, a, A^, B„, R, R', ... pour * = o,
X = Xq-\- X cosa© H- Y cos ( «qH — U y —y^-^- X sinao+ Y sin (^-\ )>
en posant
X = ai — K fli 1- «3 ■
Ces dernières formules qui peuvent s'écrire explicitement __ 5* r'5' 2r'* — rr' — i ,
peuvent être regardées comme exprimant, en fonction de l'arc s^ les coordonnées d'un point d'une courbe rapportée à des axes rectangulaires, l'origine des coordonnées O coïncidant avec Torigine des arcs sur la courbe et la tangente en ce point étant prise pour axe des X.
Trouver les premiers termes du développement, suivant les puissances de *, de /X«-+- Y*, de tanga, de a,
354. On se donne une courbe et sur cette courbe un point ^\e G; soient M un point de la courbe infiniment voisin du point O, P la projection de M sur la tangente en O, T le point où cette tangente rencontre la normale en M, Kle point où la normale en M rencontre la normale en O, C le centre de courbure relatif au point O, on demande, en regardant l'arc OM comme Tinfiniment petit principal, d'évaluer les parties principales des infiniment petits
OM, PM, OT, TM, GK, arcOM — OM,
OK — MK, OT-f-TM-OM, angle TOM, angle MTP,
angle TMO, angle TOM — angle TMO.
355. Soient /, ^, h trois polynômes homogènes en x, y, z. du même degré. Démontrer que le jacobien de /^ g. h s'annule ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre pour tout système de valeurs de x^ y, z qui annulent/, g^ h.
356. Déterminer la constante a de manière que le hessien du polynôme
x^-k- y^-^ z'^ — 3 a xyz
soit divisible par ce polynôme; a étant ainsi déterminé, montrer que le polynôme x^-h y^-&- z^ — Sa xyz se décompose en facteurs linéaires.
INTÉGRALE DÉFINIE
303. On a indiqué au n** 26 la définition de l'aire d'une courbe, et Ton a montré au n" 222 comment on pouvait calculer l'aire d'une courbe comprise entre les deux parallèles à l'axe des^ dont les équations sont x = a^ a? = 6, l'axe des x lui-même et la courbe dont l'équation est r = /(.r), lorsque f{x) est une fonction, continue dans l'intervalle (a, A), dont on connaît une fonction primitive ¥{x) : cette aire est F(b) — F(«)7 en adoptant certaines conventions relatives aux signes, qui ont été précisées au n° 222.
Je vais maintenant montrer comment l'on peut évaluer approximativement une pareille aire, lors même qu'on ne connaît pas de fonction primitive de /(x) ; nous parviendrons ainsi à l'importante notion de V intégrale définie.
Je supposerai d'abord a<ib\ je supposerai en outre, pour éviter toute complication concernant les signes, que dans l'intervalle (a, 6) la fonction y(j:) soit positive. Je supposerai enfin que, dans ce même intervalle, la fonction fi^x^ varie toujours dans le même sens; je raisonnerai dans le cas oii elle est croissante.
Intercalons entre les nombres a, b les nombres croissants ^4, Xj, . . . , Xn_s \ en d'autres termes, subdivisons l'intervalle (<if, b) en n intervalles partiels (a, J7|), (^M^a), . . . , (^«-i, 6). Soient A, M,, Mo, ..., Mw_.|, B les points de la courbe définie par l'équation >'=y(ic), dont les abscisses sont ai, x^, Jt'29 • • • ■> -^^w-i? b\ dans la figure on a pris /î = 4.
Par chacun des points A, M4, . . . , M;/_|, B on a mené, jusqu'à Taxe des x^ les parallèles AA', M,M'j, ..., M,;., M',,_,, BB' à l'axe
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des y et l'on a figuré les rectangles A'AP,M'^, M'.MiPaM',,
M„_^M,/_|P«B' dont aucun point n'est extérieur au contour i^S»
Fig. 93.
Os
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formé par la droite A' A, l'aie de courbe AB, les droites BB\ B' V, en sorte que le polygone A'AP, M| . . . M,,_, P,|B', constitué par la réunion de tous ces rectangles, n'a aucun point extérieur à (S): je désignerai ce polynôme par (9?) et son aire par $. On a figuré aus>i les recUngles A'Q^M.M',, M'^Q.M.M;, ..., M;_,Q„BB' dont les sommets Qi, Q2, ..., Q/i sont extérieurs au contour (^S), lequel a tous ses points situés à l'intérieur ou sur le périmètre du polvgone AQ4 M4 Q2 . . . Q//BB', formé par la réunion des rectangles; je désignerai par(^) ce dernier polygone et par ^ son aire. Le polygone (y?) est ce qu'on a appelé au n" 26 un polygone intérieur à «^S 1. le polygone (^) est extérieur à (S).
La différence ^ — ^J? n'est autre chose que la somme des aires de-^ rectangles AQ,M|P,, M, QaMjP,, . . ., M„_,Q„BPfl que la courbe traverse diagonalement.
L'aire S limitée par le contour (S) est plus grande que *, plus petite que ^; ^ est une valeur approchée de S par défaut, ^ est une valeur approchée par excès; pour l'un ou l'autre nombre l'erreur esi moindre que ^ — ^\ on prévoit qu'en prenant les nombres x^. ^2, . . . , .r,, suffisamment approchés, cette erreur pourra être rendue aussi petite que l'on voudra : c'est ce qui va d'ailleurs être établi rigoureusement.
Remarquons en passant que cette démonstration même donnera à ]a notion de Faire S une entière clarté. On a expliqué au n" 26 que cette aire devait être définie comme plus grande que l'aire de tout polygone intérieur à (S), comme plus petite que l'aire de tout polygone extérieur à (S), et que cette double inégalité suffisait à définir le nombre S d'une manière précise, pourvu qu'on ail établi qu'il se trouve des polygones extérieurs et des polygones intérieurs dont les aires aient entre elles une différence moindre que tel nombre positif que l'on voudra : or c'est ce qu'on va prouver pour les polygones ($), ( ^) dont on vient de décrire la construction.
En pensant à l'expression des aires des rectangles dont la réunion forme, d'une part, le polygone (tf), d'autre part, le polygone (^), (in voit de suite qu'on a
^ = (xi—a)f{a) -h (a?i— ar,)/(ar, )H-...-h(6 — ar„_,)/(ar«_,), ^- <f = (a:i- a) [/(or,) -/(a)] -h (a:,- ar, ) [/(:r,>-/(:r, )] -h. . .
Désignons par r\ la plus grande des différences jt, — a, x.^ — d7|, ..., b — J"«_.i ; puisque ces différences sont toutes positives, comme aussi
les différences/(x,)— /(a), y(j?2)— /(^i), - -> f{b)— f{xn^i), cm aura évidemment
Or la quantité entre crochets n'est autre chose que f{b) — /(«); en sorte que l'on a
^^^UU{b)^f{a)],
Cette inégalité apparaît d'ailleurs en imaginant que les petits rectangles dont la somme est égale à ^^ — ^ soient empilés les uns audessus des autres de manière que leurs côtés de gauche soient tous sur une parallèle à l'axe des y^ ils seront tous intérieurs au rectangle avant deux côtés (parallèles à l'axe des j^) de longueur f{b) — /(«} et deux côtés (parallèles à l'axe des x) de longueur t^.
Il suffit de prendre les nombres j^i, X2^ . . . , Xn-\ de manière que T. — II. 3i
la plus grande des différences X| — «, x-j — x^^ . . . , h — x„_% soil
égale ou inférieure à ^ , ^ — r> pour être sûr que la diflerence ^ — ^
soit moindre que le nombre positif e, que Ton peut choisir arbitrairement. C'est ce que Ton avait annoncé.
On exprime ce même résultat en disant que S est la limite des nombres i\ ou ^, quand on fait grandir n indéfiniment de manière que les intervalles partiels dans lesquels on a divisé l'intervalle (a, 6) décroissent indéfiniment. Cette façon de parler demande quelque explication :
A chaque mode de décomposition de Tinlervalle (a, b) en intervalles partiels, par Tintercalation de nombres intermédiaire^ X|, x^-i ..., ^«_i7 correspond un polygone (tf), un polygone (^), un nombre tj, à savoir la plus grande des différences entre deux consécutifs des nombres a, x<, . . . , Xn^t, b. Quand on change le mode de décomposition, les nombres tJt\ ^, r\ varient; il faut entendre que la différence entre le nombre fixe S et les nombres variables ff, ;J peut être supposée aussi petite qu'on le veut, pourvu que t^ soit suffisamment petit.
Si Ton considère le mode spécial de décomposition de Tinlervalle (a, b) qui résulte de Tintercalation des nombres croissants j*«, x>2j . . . , x„_,^ entre a et b, et si Ton désigne par $4, $2^ . • • * 5« d<^» nombres qui appartiennent respectivement aux intervalles (a, ari), (a?,, X2), . . . , {x„_i^ 6), il est clair que le nombre
2 = (:r, — a)/( $,)-+- (ar,— ar,) /•($,) -h. . .n- (6 - :r«_, )/({„),
qui mesure évidemment la somme des aires de n rectangles respectivement compris entre les rectangles dont se composent (ff) et(^)* est compris entre ^Jt^ et ^, en sorte que ce nombre peut, lui aussi, être regardé comme une valeur approchée de S avec une erreur
moindre que -jt-t — -5— ^r — -.
304. On peut aussi, dans la somme S, remplacer les nombres /i'?iV /(52), . . • i/(S/0 paï* des nombres/, /a, ...,/,/ qui en diffèrent 1res peu; on aura ainsi une somme
2'= (a:, — a)/, -h (xt — Xx)Jt-^ . ^ .-^ {b — Xn^x)/n,
qui, pourvu que les différences
soient aussi petites qu'on le veut quand les intervalles partiels sont suffisamments petits, différera aussi peu qu'on le voudra de S ou de S et fournira ainsi une valeur aussi approchée qu'on voudra de S, toujours sous la condition que les intervalles partiels soient assez nombreux et assez petits. La différence S — S' est en effet égale à
(Xi — a) El -4- (a7î— J?i )SjH-. . .H- ( 6 — J7n-1 )s«.
Puisque toutes les différences x^ — a, x^ — ^i , . . . , b — x„^i sont positives, on aura, en désignant par £ la plus grande des valeurs absolues des nombres s, , £2, . . . , t„,
[S — S'|<£(a?i — a -Ha^î— T|-h. ..-h 6 — aT/i-i) ou e(6 — a);
il suffit de prendre les intervalles assez petits pour que t(b — a) soit inférieur au nombre qu'on veut. La proposition, dont on verra l'utilité dans les applications, est démontrée.
Il n'est pas inutile de faire remarquer ce qu'il y a de général dans le procédé que l'on a employé pour obtenir des valeurs approchées de l'aire S. On a commencé par la séparer en bandes étroites par des parallèles à l'axe des j^ : S est la somme des aires de ces bandes; à chaque bande on a ensuite substitué un petit rectangle soit intérieur, soit extérieur : la somme des rectangles intérieurs fournit une \aleur approchée de S par défaut, la somme des rectangles extérieurs fournit une valeur approchée par excès.
La demi-somme des rectangles intérieurs et extérieurs, ou, ce qui revient au même, la somme des trapèzes
A'AMjM'j, m; M, M, m;, ..., M'„_i ]VI„_i B B',
fournirait évidemment une meilleure approximation : l'erreur commise serait la somme des aires manifestement très petites comprises entre la courbe et les cordes MM^, Mi M^, . . . , M.,t^^ B. Dans le cas de la figure, où la concavité de la courbe est tournée vers le haut, la somme des trapèzes fourniniit évidemment une valeur approchée de S par excès; ce serait Tinverse si la convexité était tournée vers le
haut. La valeur approchée de Taire, ainsi obtenue, quand on suppose les bases de tous les trapèzes égales à > est
Je reviendrai plus tard sur cette formule, pour en donner de> applications numériques.
On a ensuite expliqué qu^on pouvait substituer aux petites bande> d'autres rectangles que les rectangles intérieurs ou extérieurs, ayanl mêmes bases que ces derniers et des hauteurs peu différentes : une idée assez naturelle et qui fournit une assez bonne approximation consiste à prendre pour hauteur de chaque petit rectangle l'ordonnée de la courbe relative au milieu de l'intervalle; en supposant encore
tous ces intervalles égaux à > on parvient ainsi à l'expression
approchée de l'aire
Au lieu de décomposer l'aire S en petites bandes qu'on remplace par des rectangles ou des trapèzes, on aurait pu la décomposer en un grand nombre de petites parties o"i, 0*2, . . . , o",,, aux<|uelles on aurait substitué des valeurs approchées o-',, o-^, . . . , t,,, en commettant les erreurs ai, aj, . . . , a,^. Si l'on désigne par ^ la valeur absolue de la plus grande des erreurs relatives
ai aj 7,n
l'erreur commise en substituant la somme o", -f- o-.j -h . . . -h ^ix à S = 0*1 4- <y2 + . . . + S",, sera moindre que
I «1 I -*- I «ï I -H. . .-H I «« l< H'^i -»- <ït-*-. . .-H »«)< PS;
si donc on peut s'arranger pour que ^ soit plus petit que tel nombre qu'on voudra, on pourra, de cette façon, obtenir S avec telle approximation qu'on voudra.
303. Laissons ces généralités pour revenir aux modes d'évaluation de S que nous avons considérés tout d'abord, et nous affranchir de quelques restrictions imposées à la fonction y(j;).
On a supposé que cette fonction variait toujours dans le même sens quand x croissait de a à 6; s'il n'en était pas ainsi, si l'ordonnée de la courbe allait tantôt en croissant, tantôt en décroissant, mais si l'on pouvait décomposer l'intervalle (a, 6) en un nombre fini d'intervalles partiels tels que, dans chacun d'eux, l'ordonnée allât toujours en croissant ou toujours en décroissant, ou restât toujours constante, il est clair que le raisonnement du n" 303 s'appliquerait à chacun des intervalles partiels. L'aire limitée par la courbe, l'axe des x et les deux parallèles à l'axe des y^ serait alors la somme d'aires partielles relatives chacune à l'un des intervalles partiels et il est clair qu'elle pourrait être encore obtenue approximativement par l'une ou l'autre des formules
{x^ — a )/( a) -h ( j:, — a-, )/( Xi ) -h . . . -f- ( 6 — Xn-x )f{ Xn-\\
(ar,-a)/(t,) -h (ar,— arO/Cîi) -^ ...-+- (^ -ar,, .,)/($«),
en désignant par X\^ x^^ . . . , x^-x des nombres croissants intercalés entre a et 6, par $,, $2^ • • • ? \n-\ des nombres appartenant respectivement aux intervalles (a, 2:,), (j:.j, Xs\ . . . , (:r„_j, 6), et cela avec une approximation aussi grande qu'on voudra, pourvu que les nombres intercalaires soient suffisamment nombreux, et les différences x^ — a, X2 — X\^ . . . , 6 — .^/i_i, suffisamment petites.
On a supposé que la fonction /(ic) était toujours positive dans l'intervalle (a, b)\ s'il n'en est pas ainsi, augmentons toutes les ordonnées de la courbe d'un même nombre positif A assez grand pour que, dans l'intervalle (a, 6), la fonction A-f-/(:r) soit toujours positive; cela reviendra à faire subir à la courbe primitive une translation parallèle à l'axe des y, à l'élever de manière que toutes ses ordonnées soient positives. L'aire primitive S, délimitée par la courbe y = /(j:), l'axe des X et les deux parallèles à l'axe des r, se trouve alors augmentée d'un rectangle dont la surface est A (6 — a), il est à peine besoin de dire que, pour l'évaluation du nombre S, on doit adopter les conventions relatives aux signes que l'on a précisées au n^ 222, c'est-à-dire regarder comme positives les parties de l'aire qui sont au-dessus de Taxe des x^ comme négatives celles qui sont au-dessous.
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Soit mamtenant S = Al(6 — a) H- S raîre de la courbe limitée par l'axe des x^ la courbe dont l'équation est y = A -|- /(-r), et les deux parallèles à Taxe des r. En supposant les nombres intercalaires croissants x% , X2', . . . , Xn-\ assez nombreux et assez rapprochés, le nombre
(ar,-a)[AH-/(Ç,)]-^(^î-^i)IA-+-/(Ç,)]-f-...-H(6-a?„.,)[A-h/<{„)]
différera aussi peu qu'on voudra de S : or, ce nombre est la somme de
A(iFi — a-+-arj — Xx-\-. . .-h 6 — ar«-i) =^ib — a) A et de
(ar, — a) /(J,) -H (arj-x, )/({,)-+-... H- (6 — Xn-,)/(î«,);
par conséquent, dans ce cas encore, cette dernière quantité diffère aussi peu qu'on le veut de S, qui est égal à S — A(^ — a).
Supposons enfin âr>>6; intercalons entre les nombres a, b les nombres décroissants x^^ x^^ ..., x„_x] les nombres ^, jr«_|. ^«-29 • • •? ^i> <^ formeront une suite croissante, et en désignant toujours par Ç;,, S/,_i, ..., $1 des nombres quelconques appartenant aux intervalles (6, ^/,_i), {Xn-\', Xn-n)^ •••? (*^i? ^)î le nombre
pourvu que n soit assez grand et que les différences positives Xn-\ — b^ Xn_2 — -a?/i_M ..., a — Xfy soient assez petites, différera très peu de l'aire limitée par l'axe des x, la courbe et les deux parallèles à Taxe des y, en regardant toujours comme positives les portions de celle aire qui sont situées au-dessus de l'axe des x et comme négatives celles qui sont au-dessous; le nombre
(^i-a)/(îi)-+-(^i-^i)/({i)-+-...-4-(*-a7«_.)/(t„)
différera donc très peu de la même aire, changée de signe. Or, danî> le cas où l'on suppose a > 6, la convention adoptée au n*" 222 consiste précisément à regarder comme positives les parties de Taire situées au-dessous de l'axe, comme négatives celles qui sont au-dessus. Si donc on continue d'adopter cette convention, l'expression précédente représentera, dans tous les cas, l'aire considérée, avec Tapproximation qu'on voudra, pourvu que n soit assez grand et que les différences j:, — a, Xâ — jc,, ..., b-^Xn^x', toutes positives ou toutes
négatives, soient suffisamment petites en valeur absolue; l'expression précédente, par conséquent, différera aussi peu qu'on voudra de l'expression F(6) — F(«), où F(x) désigne une fonction primitive de /(x).
ÎM)6. Ce dernier résultat peut d'ailleurs s'établir directement : on a, en effet, en supposant que les nombres a, x^^ . . ., d?«_i, b se suivent par ordre de grandeur croissante ou décroissante,
F(6;-F(a) = F(:F,)-F(a)H-F(^5)-F(^t)-»- . .h- F(6) - F(ar„_,), oïl, en appliquant la formule des accroissements finis,
5m ^2? --î? 5/i désignent des nombres convenablement choisis, appartenant respectivement aux intervalles [a^Xs) (j:,, jc^), ..., (X/,_i, 6); la différence o entre le second membre de l'égalité précédente et l'expression
(jr,-a)/({,)-*-(a7,— 37, )/({,)-+-... -h (6- a7„_i)/fî,*)
où Ç|, $2, ..., \n désignent des nombres quelconques appartenant respectivement, comme £,, Ç^, ..., ç),, aux intervalles (a©, X|), (x,, Xa), ..., (x„_,,fe), est égale à
Or, pourvu que les intervalles partiels («, X|), (Xi,^^), ..., (.!:«_ I, 6) soient suffisamments petits, les différences
peuvent être supposées moindres, en valeur absolue, que tel nombre positif que l'on voudra (*). Les quantités x, — «, x^ — X|, ..., b — x„_i sont toutes positives ou toutes négatives : dans les deux cas.
(*) Ceci est vrai, pourvu que la fonction /( j? ) soil continue, et a été démontré au n* 215 dans le cas où cette fonction, dans Tintervalle (a, b), admet une dérivée qui reste, en valeur absolue, moindre qu'un nombre positif fixe.
on a
I 8 I ^ a I a^i — a -h .r, — .r| -h ... -h 6 — x^-x \ ou a | 6 — a . ;
pour que la différence entre F(6) — F(«) et
(.r, — a )/( t, ) -h (J^i— ^1 )/(îî) -h. . .-h ( 6 - .r,,_, )/( t„)
soit moindre que le nombre positif (5, arbitrairement donné, il suffira donc de prendre
307. On dit que la fonction /(^), définie dans l'intervalle {a,b). est intégrable dans cet intervalle s'il existe un nombre S jouissant de la propriété suivante :
Quels que soient les nombres x^^x^^t • • •? ^n-\ intermédiaires entre a et b et rangés par ordre de grandeur croissante si l'on a a << 6? pr ordre de grandeur décroissante si l'on a a >- i, quels que soient les nombres $1,^27 • • •? 5« appartenant aux intervalles (a, ^i), (X|, Xj), ..., {xn-\^ b), la différence entre S et l'expression
(^i-<»)/(îi)-+-(a7,-ari)/(t,)H-...-h(è-a?„_i)/(Ç„)
est moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif e que Ion voudra, pourvu que les différences, toutes positives ou toutes négatives, J7, — «, X2 — x^J ..., b — x„_i soient moindres en valeur absolue qu'un nombre positif, convenablement choisi, d'après e. Le nombre S, s'il existe, se représente par le symbole
f{x)dx,
qui s'énonce somme de a à h de f{x) dx.
Le signe / (somme) est un S déformé, il rappelle qu'on a affaire à la somme des éléments
(:r,-û)A$,), r.rs-.ri)/(?,), ..., (^» - .r«-i) /( t„):
//' f{x)dx, Télément de l'intégrale, f{x)dx, esl
la irace de ces éléments; dx^ en particulier, où la lettre d est la lettre initiale du mot différence, est la trace des différences Xt — a, Xj — j:, , . . ., b — x„._i] dx n'est pas la différentielle de la variable Xj définie comme on Ta fait au n° 290; toutefois, on verra bientôt qu'il est avantageux d'employer le même symbole ici et pour cette notation différentielle, qu'on a expliquée au Chapitre XVII.
Les nombres a et b sont la limite inférieure et la limite supérieure de Vintégrale définie
• fi
L'intervalle (a, b) est V intervalle d'intégration.
Supposons qu'on prenne les n intervalles partiels (a, 6), (xtjXa). ..., (iP/i_i,6) dans lesquels on subdivise l'intervalle (a, é) pour obtenir une valeur approchée de l'intégrale définie, égaux à = A; on voit que la valeur de l'intégrale définie sera la limite
vers laquelle tend l'expression
— ^— ! f(^)-^f{^ -^- ^) -^-/(a^ -^ 2/1) ^-. . .-t-/lar -♦- (/i — i)/i | {
lorsque n augmente indéfiniment et que, par conséquent, h tend vers o. L'existence de cette limite résulte de celle de l'intégrale définie.
On appelle valeur moyenne de la fonction f{x) dans l'intervalle (a, b) la limite de l'expression
/ia)^f(a-^ h)^, ..-^f\a -h(n — i)h\
quand n croît indéfiniment (et que h tend vers o), cette limite est évidemment égale à
*^ Il
308. Il résulte des explications données au commencement du précédent numéro que l'intégrale
T) dar,
c'esl-à-dire le nombre S dont s'approche la somme
(a:,-a)/(Ç,)-h(x,— a:,)/(Ç,)-h...H-(6-jr„-,)/(Ç,),
dans les conditions que l'on a dites, existe bien quand la ionction/(a:) est continue dans l'intervalle (a, 6) et que cet intervalle peut être décomposé en un nombre fini d'intervalles partiels, dans chacun desquels la fonction est soit croissante, soit décroissante, soit constante; l'intégrale est alors égale à F(6) — F(a), en désignant par F(x) une fonction admettant /{x) pour dérivée dans Tiiitervalle (a, b).
Si l'on avait a = h^ l'intégrale définie serait regardée comme nulle.
On prouve l'existence de cette intégrale définie dans des cas beaucoup plus étendus : en particulier, on démontre qu'une fonction y(x> est intégrable dans tout intervalle (a, 6) où elle est continue, dans tout intervalle où, sans même être continue, elle est soit croissante, soit décroissante.
La notion géométrique d'aire, qui a été mon point de départ, suffit pour qu'on se rende compte que la continuité de la fonction f{x). dans l'intervalle (a, 6), n'est pas nécessaire pour que l'intégrale définie ait un sens.
Supposons, en effet, que la fonction/(j7) soit représentée de a à c
Fig. 94.
par l'arc AC, de c à 6 par l'arc C| B, en sorte que, pour x un peu plus petit que c, la fonction f{x) soit très voisine de C'C et que, pour x un peu plus grand que c, cette même fonction soit très voisine
de CCi; le symbole/ f{x)fix représente naturellement l'aire
limitée par le contour -VACC,BB', aire qui est la somme des aires
-VACC, C'C| BB', représentées respectivement par
f f(x)dx, f f{x)dx.
II n'importe pas que, pour j? = c, on attribue à la fonction /(^) la valeur C'C ou la valeur C'C|, puisque cette valeur, quand on envisage l'intégrale définie comme limite d'une somme, n'intervient que
dans le dernier élément de / f[x)dx. ou dans le premier élément
de / f{x)dx : ces deux éléments, qu'on peut supposer aussi petits
qu'on veut, n'ont pas d'influence sur la valeur exacte des intégrales. On peut, dans la première intégrale partielle, regarder CC comme la valeur Aef{x) pour x = c et, dans la seconde, adopter la valeur C'C|. On ramène ainsi, par une décomposition de l'intervalle (a, b) en deux intervalles partiels (a, c), (c, 6), l'intégrale proposée, où le
signe d'intégration / portait sur une fonction discontinue f{x), à
deux intégrales où ce signe porte sur une fonction continue dans l'inlervalle (a, c) et sur une fonction continue dans l'intervalle (c, 6). La seconde fonction ne continue pas la première.
Les mêmes considérations s'appliqueraient évidemment au cas où la fonction y(j:) admettrait, entre a et é, un nombre fini de discontinuités. Elles supposent toutefois essentiellement que la fonction /(:r) soit finie; le cas où cette fonction devient infinie dans l'intervalle (a, 6) demande une étude particulière^ j'en donnerai plus loin quelques exemples simples.
309. Bien que quelques-uns des théorèmes qui suivent n'impliquent pas cette restriction, je supposerai que les fonctions sur lesquelles
porte le signe / soient continues dans l'intervalle d'intégration et
satisfassent aux conditions énoncées plus haut, sous lesquelles l'intégrale définie apparaît nettement comme l'aire d'une courbe.
I. On a
(t) f /(x)dj:=- f /{x)dx.
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Cette proposition résulte immédiatement de la définition, soit qu'on regarde l'intégrale comme limite d'une somme, soit qu'on se reporte aux conventions du n" !22S relatives aux aires ; au reste, si l'on désigne par F{x) une fonction primitive de/{x), l'égalité précédente équivaut à celle-ci :
F(6)-Fra) = — [F(a) — F(/>)].
II. On a
(^) J /(x)dx=f /(x)dx-^f f{x)dx.
Cette proposition résulte encore immédiatement de la définition, au moins lorsqu'on suppose a <C c <Z b^ soit qu'on se reporte à la règle pour additionner des aires contiguës, soit qu'on regarde les intégrales comme des limites de sommes, en faisant figurer le nombre c parmi les nombres intermédiaires k a^ b que l'on introduit pour évaluer la première intégrale. Ces démonstrations s'appliqueraient aussi au cas où l'on aurait a> c> b. D'ailleurs, si l'on a a < 6 < c, on aura ( * )
mais, à cause de / = — / , cette égalité entraîne celle qu'on veut
démontrer; même démonstration si l'on a c<ia<,b^ etc. \u reste, la formule générale, en introduisant la fonction primitive F(x), équivaut à celle -ci
Quels que soient les nombres rt, 6, c la formule (2) peut s'écrire sous la forme plus symétrique
I /{x)dx-h I /(x)dx-h f f(x)dx = o.
(') Dans les formules de ce genre, on se dispense souvent d'écrire /( jt ) </jr son* les signes j , quand aucune confusion n'est à craindre : il est bien entendu que le:»
signes / doivent porier sur la même fonction /(a?).
m. Si dans l'intervalle (a^b) la fonction f{x) est toujours ftositive, ^intégrale définie
h f(x)dx
est positive ou négative suivant que l'on a b>a ou b <^a.
Gela résulte encore de la définition, ou de ce que la fonction priinilive F(jc) croît avec x. L'intégrale est évidemment nulle si la fonction f{jc) est constamment nulle dans l'intervalle (a, b)] si l'on sait •seulement que f{x) est, dans cet intervalle, positive ou nulle, on peut affirmer que l'intégrale est positive ou nulle; on peut alors affirmer que l'intégrale est positive s'il y a un intervalle (a, ^) compris dans Tintervalle (a, 6) à l'intérieur duquel la fonction /(j:) ne s'annule pas.
I V. Si K et ^ sont des constantes, on a
j [A/(x)-hBg(x)]dx = A I /{xjdx-^-B I g(x)dx.
(^ette proposition apparaît immédiatement en regardant l'intégrale comme la limite d'une somme : elle résulte alors de l'identité
(ar,-a)tA/($0-4-B^({i)]-+-(:r,-x,)lA/({,) + B^(Ç01-^... = A[(x,— a)/({i)-+-(a:,-:r,)/(J,}-H...] -h B[(a:, — a) ^( {, ) -h (a:,- arj) ^(Çt) -+-. . . J.
Elle résulte aussi de ce que AF(x)-t- BG(^) est une fonction primitive de A /(j:) -|- B^(x) si F(j:) et G (x) sont des fonctions primitives de /(x) et de g{x).
L'égalité (4) contient, comme cas particulier, les égalités suivantes :
f X/{x)dx = A f /(x)dx, f [/(x)-^gix)\dx= f /{x)dx-h f g{,x)dx.
V. 5/, pour toutes les valeurs de x appartenant à P intervalle
(a, 6), la fonction f{x) vérifie les inégalités
où m et M sont des constantes, on a, en supposant a < b,
(5) m(b — a)S j /{x) dxSM(b — a)\
en effet, les intégrales
f [fi,x)^m]dx, f iyi-/(x)\dx
sont positives ou nulles; la première est certainement positive, s^îl j a un intervalle (a, p) compris dans (a, b) où la fonction /(j) reste supérieure à m ; de même pour la seconde, s'il y a un intervalle où la fonction reste inférieure à M. Les égalités
/ [/(^) — m\dx — \ f{x)dx—m{b — a),
f [M-/{T)]dx=M(b-a)— f Ax)dx
permettent d'achever la démonstration.
On a admis (n" 215) que la fonction continue /(^) admettait dans l'intervalle {a, b) une plus grande valeur et une plus petite valeur et qu'elle passait par toutes les valeurs intermédiaires : le théorème s'applique en prenant pour m et M cette plus petite et cette plus grande valeur; on voit ainsi que le théorème qu'on vient d'établir peut être remplacé par le suivant : il j a un nombre q appartenant à l'intervalle (a, &)(*)» tel que l'on ait
(6) f /(x)dx=/a)(b^a),
(^ette égalité ne suppose pas a<i b.
( •) Je laisse de côté la démonstralion de ce fait que $ peut être supposé différent de a et de b\ elle est aisée pour les fonctions auxquelles je me borne, qui sont, dins des intervalles finis, ou croissantes, ou décroissantes, ou constantes.
Si F(.r) est une fonction primitive de /(^), Tégalité (6) équivaut à l'égalité
qui n'est autre chose que la formule des accroissements finis.
Je laisse au lecteur le soin d'interpréter géométriquement ces résultats quand on regarde l'intégrale définie comme représentant une aire.
Je lui laisse aussi le soin d'établir la proposition plus générale qu'exprime l'égalité
(7) f A^)gi^)dx=^f{\) f ff{x)dx,
où $ désigne un nombre appartenant à l'intervalle (a, 6) et où g{x) est une fonction qui garde toujours le même signe dans cet intervalle. La démonstration se fait aisément en considérant les intégrales
f ffi^)\A^)-rn]dx, f ^{x)[M-/(:r)]rfa:, dont le signe s'aperçoit de suite.
310» On a vu au n" 229 que, si la série entière en x
ao -+- ai ar -4- . . . -4- a^ rr" -h . . .
est absolument convergente dans l'intervalle (a, ^), sa somme /(j?) avait pour fonction primitive la somme F(^) de la série
a^x -h ai — -h . . . -h a,i ■
qui est absolument convergente dans le même intervalle; si a, b appartiennent à cet intervalle, l'égalité
r /{x)dx=zF(b)-'F(a)
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entraîne les suivantes :
f{,x) dx = OiAb -— o)-4- ai
6* — a» lf»-hl „ ^n-i-l
hi
= / aoilx-^l rtiarcfo -h. . .-H / aaX*^ dx -h
D'une façon générale, si/(.r) est la somme d'une série
(/) /l (x) -l-/,(ar) -h. . .-h/nix) -h. . .
dont les termes sont des fonctions de a*, et si l'on a
(I) / /{X)dx= f /i(x)dx-h f /t{x)dx-h,.,-^ f fn(x)dX'^...,
la série qui figure dans le second membre étant convergente, on dil que la série (/) est intégrahle terme à terme.
Il en est ainsi lorsque les nombres a, h appartiennent à un intervalle (A, B) tel que, dans cet intervalle, la fonction y), (x) soit continue et moindre en valeur absolue qu'un nombre positif a«, la série
(a) a,-ha,-h...-l-a„-H...
étant convergente.
La démonstration est immédiate en admettant que les fonctions/(a:), /«(x) soient intégrables. Désignons, en effet, parRa^x) et prt les restes respectifs des séries (/) et (a), limitées à leurs /i""''* termes.
On a, d'une part, |Rrt(»r)|<p„ dans l'intervalle (A, B), et, d'autre part,
Ç Kn{x)dx=. f [/{X)—f,{X)^/^{X)—.,.-/n(x)]dx.
La valeur absolue du premier membre est moindre que
f p,tdx = (b — a)pn\
il en est de même de la valeur absolue du second membre ou de
o'esl-à-dire de la dilTérence entre le premier membre de l'équation (i) et la somme des n premiers termes de la série qui figure dans le second membre. Cette différence devenant aussi petite qu'on veut, en valeur absolue^ quand n augmente indéfiniment, la convergence
de la série, l'affirmation que sa somme est égale à / ./(^•), sont éta-
blies. Enfin l'expression (6 — ^) ?n fournit une limite supérieure de la valeur absolue du reste.
3H. L'intégrale définie
J f{x)dx
dépend de ses limites a, 6. Si on la considère comme la différence F(6) — F(«) entre les valeurs que prend pour j: = 6 et x = « la fonction primitive F(a;) de/(j:), il est clair que sa dérivée par rapport à sa limite supérieure est f{b) (*), que sa dérivée par rapport à sa limite inférieure est — f{ci)^
Lorsqu'on regarde une intégrale définie comme une fonction de sa limite supérieure, par exemple, il arrive souvent qu'on la représente par un symbole tel que
f{x)dx\
(^) On arrive aisément à ce résultai sans passer par l'intermédiaire de la Tonction primitive F(j7); si, en effet, on donne à 6 un accroissement p, Taccroissement correspondant de Tintégrale définie est
/ f{x)dx- /{x)dx= f{x)dx = ^f{\\
J ,1 %J ,1 J If
en désignant par \ un nombre appartenant à Tintervalle (6,6 + ^). Le rapport de l'accrolsseiiient de l'intégrale à ^ est /(^) ; il a pour limite /( 6) quand p tend ▼ers 0. Ce raisonnement ne diffère pas de celui du n* 222, qui conduit à l'évaluation de Taire.
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il faut observer que la lettre x figure dans ce sjmbole avec deux sens essentiellement différents, comme variable d^ intégration dam f{x)^ et comme limite supérieure de l'intégrale définie. Il doit èire bien entendu que le précédent symbole a le sens de
où l'on a remplacé b par x : c'est l'aire limitée par la courbe représentative de la fonction, l'axe des x, les deux parallèles à l'axe des v dont tous les points ont pour abscisses a pour la première, x pour la seconde. x\u contraire, l'élément d'intégration /(.r) ^x doit être regardé comme l'un quelconque des éléments
(x, — a)/(Çi), (a:, — ar,)/(Çt), ..., (x — ar„_, )/(?„), dont la somme est à peu près égale à l'intégrale définie.
312. Les deux remarques que voici, relatives l'une au cas où la fonction /(a:) est paire, l'autre au cas où elle est impaire, sont souvent utilisées.
Supposons que la fonction /(x) soit paire et, dans l'expression
approchée de l'intégrale / /{x)dxj changeons de signe tous le»
nombres «, j:,, 0:2, ..., x,t_ij ^, ii, 52» •••5 Ç//* on voit de suite que tous les éléments de la somme sont changés de signe, de là résulte immédiatement l'égalité
J f{x)dx=-j f(x)dx;
de même, quand la fonction /"(x) est impaire, on a
f /(x)dx = f f(x)dx.
La vérité de ces deux égalités apparaîtra aussi bien au lecteur s'il pense à la représentation géométrique et aux conventions conceruanl les signes, qu'on a adoptées au n® 222. Ces égalités, lorsqu'on suppose que a est nul, peuvent s'exprimer de la façon suivante : l'intégrale
f{x) dx est une fonction impaire de x quand f{x) est une fonc-
lion paire; elle est une fonction paire de x quand /(a:) est une fonction impaire. Ces propositions peuvent être regardées comme les réciproques de celles-ci : la dérivée d'une fonction impaire de x est une fonction paire; la dérivée d'une fonction paire de x est une fonction impaire.
Notons encore les égalités suivantes : si la fonction /(x) est paire
f^Ax)dx= f\ r =- f \ f* =^1 f /ix)dT, t/.j. »' — .»• «'^O *^0 *^'o «^0
Si la fonction /(jc) est impaire, on a
j f{x)dx = o,
INTÉGRALES INDÉFINIES ET INTÉGRALES DÉFINIES
313. La définition de l'intégrale définie fournit un moyen de la calculer approximativement. C'est un point sur lequel je reviendrai bientôt. On obtient une expression explicite de l'intégrale définie, quand on a une fonction primitive de la fonction /(x) qui figure
sous le signe / ( * ) ; c'est de la recherche de la fonction primitive d'une
fonction donnée f{x)^ dans quelques cas simples, que je vais maintenant m'occuper. Une telle fonction primitive est dite une intégrale indéfinie de la fonction /(x) et se représente par le symbole
f{x)dx,
qui s'énonce somme de f{x) dx et où ne figurent pas de limites : une telle fonction n'est, comme on l'a vu au n° 222, déterminée qu'à une constante additive près.
( *) Dans quelques cas particuliers, on peut, pour des valeurs spéciales des limites, trouver une expression explicite sans connaître de fonction primitive. Les recherches de cette nature sont en dehors du cadre du présent Livre.
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J'écris ci-dessous les valeurs explicites d'un certain nombre d'intégrales indéfinies ; elles résultent immédiatement des règles de dérivation établies au Chapitre XIJl. Je crois inutile d'entrer dans plus d'explications à propos de ces formules, que le lecteur doit arriver à pouvoir retrouver immédiatement : a et 6 y désignent toujours des constantes, dont la première est supposée différente de o. Les seconds membres peuvent être augmentés d'une constante arbitraire : il en est toujours ainsi quand on écrit l'expression d'une intégrale indéfinie; c'est une remarque que je fais une fois pour toutes :
vrii
I (ax-^by^dx =
(ax ■+• A)"»-»-* (m -\-ï)a
dx
= arctan^AT,
= arg tha?,
arcsinx,
r dx I ,
/* dx _
yx^-\- a j cos(ax-hb)dx = -sin(aa: -t- 6),
. j sin {a x-¥-b)dx = cos{ax -^ b)
X. I ch{ax-\-b) dx = ^ sh(ax -^ b)y
/ sh(a^-h6)eir = - ch(aar-t- 6),
/ tangâr dx = — ig I cosar |, r dx ,1 x\
NOTIONS DE CALCUL INTÉGRAL. 5oi
Ces formules ne doivent pas être maniées sans précaution, parce que les fonctions qui y figurent peuvent devenir discontinues, imaginaires ou même n'avoir aucune signification : jusqu'à ce qu'on prévienne du contraire, les quantités imaginaires seront formellement exclues.
314. Pour ce qui concerne la formule I, on doit donc rejeter les valeurs de x qui rendraient ax -\- b négatif si m n'est pas un entier ou une fraction irréductible à dénominateur impair et il est nécessaire de faire attention aux valeurs qui annulent ax + b quand m est négatif, parce que, alors, {ax -h 6)"* devient infini.
Si, dans l'intervalle (xo, X|), ax-^-b est toujours positif, l'égalité
Jr^ (m-hi)a
qui se déduit immédiatement de la formule I, est toujours valable, quel que soit le nombre /n, différent de — i ; elle est aussi valable quand m est un nombre positif, entier ou égal à une fraction à dénominateur impair, et cela quelles que soient les limites Xo et Xs ; ou encore lorsque, m étant positif, d'ailleurs quelconque, ax ->r b s'annule pour l'une des limites Xo, X|, mais reste positif à l'intérieur de l'intervalle (xo, x,).
On a, par exemple,
/ ^xdx= I x^dx— — ^ — = ^ =1,22,
les valeurs numériques ont été calculées avec une erreur moindre
que jio"*. L'expression / \jxdx n'a pas de sens.
Considérons maintenant ce qui arrive lorsque, m étant négatif, <ix -H b s'annule pour une des limites de l'intégrale; on suppose que, à l'intérieur de l'intervalle d'intégration, {ax -f- 6)*" a un sens réel; {ax + by^ devenant infini pour a- = X| ou x = Xo, la définition de
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l'intégrale définie tombe en défaut, et la figure géométrique qui a été le point de départ de cette définition est profondément modifiée.
Considérons, par exemple, en supposant d'abord Xi inférieur à I , rintégrale
. T*' dx
Xx -h -2.
Le second membre tend évidemment vers 2, lorsque x, tend vers I ; il en est de même du premier et il est naturel d'attribuer la valeur '?. au symbole
qui n'a pas de sens par lui-même.
Si, en supposant toujours x» inférieur à i , on considère maintenant l'intégrale définie
/ , = / (i — x) ^dx= n — a,
on voit de suite que le second membre croit indéfiniment et, par suite^ ne tend vers aucune limite quand x» tend vers i ; il n'y a pas lieu d'attribuer un sens au symbole
dx
r* dx^
Les deux courbes définies par les équations
ont des formes analogues dont le schéma ci-dessous donne une idée suffisante. Elles sont toutes deux asymptotes à la droite dont l'équalion est x = i ; la seconde courbe est manifestement au-dessus de la première. Si B est le point de la première courbe ou de la seconde qui a pour abscisse X|, l'aire OABB' représente Tune ou l'autre des
deux iiiléj^rales définies
r*"' dx /*'' dx
Fig. (jj.
Lorsque B'B s^approche indéfiniment de l'asymptote, Taire OABB' tend vers la limite 2 dans le premier cas; elle augmente indéfiniment dans le second cas. Il y a lieu, dans le premier cas, de regarder comme finie, et égale à 2, l'aire comprise entre l'axe des x, l'axe desjK, la courbe et son asymptote ; de regarder cette aire comme infinie, dans le second cas.
Considérons, d'une façon générale, l'intégrale 1 /{^) dx, où la
fonction /(x) devient infinie pour l'une des limites, pour la limite inférieure Xq par exemple, la fonction /(x) étant d'ailleurs continue dans l'intervalle (xj^, x^) quel que soit le nombre x'^ inlérieur à l'intervalle (xo, X|); si l'intégrale / /{x)dx tend vers une limite
quand x'^ tend vers x©, en restant toujours intérieur à l'intervalle d'intégration, cette valeur limite sera, par définition, la valeur du
symbole / /{x)dx : ce dernier symbole n'aura pas de sens s'il n'y
a pas de valeur limite.
Le cas où la fonction devient infinie à la limite supérieure, celui oii elle devient infinie aux deux limites se traitent de la même façon.
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On donnera des exemples un peu plus loin. Je laisse de côté le cas où la fonction devient infinie pour x compris entre les limites d'intégration .
Pour ce qui est de l'intégrale
T -^r- b )"* dx^
lorsque l'une des limites est > et que la fonction (axH-fc)*" est
réelle dans l'intervalle (a;©, ^i), elle a un sens si m est plus grand que — I , elle n'en a pas si m est inférieur à — i . Cela résulte aisément de la formule (i).
Examinons maintenant ce qui se passe quand une des limites de l'intégrale devient infinie.
Supposons que Xf^ soit plus petit que X\ et que la formule (i) soit applicable, quelque grand que soit x^ ; faisons grandir 0:4 indéfiniment, la valeur absolue de ax^ -\- b grandira indéfiniment; il en sera de même de la valeur absolue de (ax^ -+- 6)"*"^* si /w -h 1 est positif; si, au contraire, m H- i est négatif, {axx H- 6)"»+' tendra vers o et le
second membre aura pour limite "—^ — ^'~\ * '^ lecteur aperçoit
de suite la signification de l'égalité
(ajTH- b)'^dx = — ^—r^ >
où l'on suppose essentiellement que m soit inférieur à — i , et que {ax -\- b)"^ soit réel pour toutes les valeurs de x supérieures ou égales à x^ ; lorsque m est supérieur à — i , le premier membre n'a pas de signification.
D'une façon générale, si la fonction /(j:) est continue dans Tintervalle (iCft, J7|), lorsque x^ est un nombre plus grand que :&o^ et m
f f{x)dx tend vers une limite quand x^ augmente in-
définiment, cette limite est, par définition, la valeur du symbole
f{x) dx.
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f{x) dx tend vers une limite quand x^ tend vers — oo, cette limite sera, par définition, la valeur du symbole
r 'f{x)dx.
On a, par exemple,
'^* dx /-"* dx
.rs=£
Le lecteur reconnaîtra sans peine la signification géométrique de
ces égalités; la courbe dont l'équation est y = ~ est asymptote à
Taxe des j?, des deux côtés; la première intégrale représente l'aire comprise entre cette asymptote, la courbe et la droite dont l'équation est x = \.
Arrivons maintenant à la formule II du n® 313. Elle conduit à l'égalité
/•'* dx I ,
ax\-
a.ro-
le second membre a un sens pourvu qu'aucun des nombres Xq^ X\ ne
soit égal à ; mais le premier n'en a point quand ax -H b s'annule
pour une valeur de x appartenant à l'intervalle {x^^ x^)^ puisque, alors, T devient infini dans les limites d'intégration. Dans ce
cas la formule (2) est inapplicable; le lecteur reconnaît de suite, sur cette formule, que le premier membre devient infini, en valeur absolue, quand l'une des limites d'intégration s'approche de 5 ou
quand l'une des limites devient infinie. Puisque, dans la formule (a), ax -I- b ne doit pas s'annuler dans les limites d'intégration, ax^^ b et ax^ H- h sont de mêmes signes, leur rapport est positif, et l'on peut tout aussi bien écrire
■' * dx I , ax\-
= - le
ax -»r b a axo-\- b*
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cette forme est même avantageuse, parce que le second membre n'a pas de sens quand ax + b s'annule dans l'intervalle (:ro, :zr,). On a, par exemple,
r^^dx r^ dx r^ dx
Les symboles / — > / — , 1 — n'ont aucune signification.
Quand on applique la formule JJI au calcul d'une intégrale définie, arc tango: doit, comme il a été dit au n" 199, être compris entre — - et H — ; je me borne à écrire les formules (* )
r* dx ^ r" __
dx __ 11
dx
Quand on applique la formule IV au calcul d'une intégrale définie, on doit supposer que les deux limites sont supérieures à i ou toutes les deux inférieures à — i , ou bien qu'elles sont toutes les deux comprises entre — i et -h i , sans quoi la fonction __ ^ deviendrait infinie dans les limites d'intégration; on peut écrire dans les trois cas
dx _ £ I (i H-3:t)(i — .rp) I — X* X ^ i\ — XiXlH-a-u)
l^e cas où l'une des limites serait — i ou i est formellement exclu. L'emploi du symbole arg \}xx suppose | x | < i .
(') Quand la fonction /(.r) est continue dans tout intervalle et que l'inlégnle
I /{x)dx tend vers une limite, soit lorsque jc, tend vers -t-oc, soit qaaod x«
tend — 90, cette intégrale tend certainement vers une limite lorsque j:« et x, teudfot indépendamment Tun vers -h ac, l'autre vers — x, et cette limite est, par déliiiiti»»'.
^+« la valeur du symbole / /(«^r) dx\ on a alors, quel que soit x',
f /{x)dx= f /{x)dx-^f f{x)dx.
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Des observations analogues concernent les formules XII, XIII, XIV, quand on les applique au calcul d'intégrales définies ; les limites d'intégration doivent être telles que sinx pour la formule XIII, ces wC pour les formules XII et XIV ne s'annulent pas dans l'intervalle d'intégration. Dans un intervalle où sinj? ne s'annule pas, tang —
garde le même signe ; de même coso: et tang ( — *" t ) ^^^^ ^^ intervalle où cos.r ne s'annule pas.
On aura, dans ces conditions.
Xi /tt Xi\
tang — •'• ta
Par exemple,
C TT
rijL' , ^3 Ig3 _ = ig = -s_ =0,549...,
5 tang -7
, c-;i;7 = 'S 3^ = lglang^ =0,881....
^ tang -;-
(^uand on applique la formule V au calcul d'une intégrale définie, les limites doivent appartenir à l'intervalle ( — 1, 1). Je me contente d'écrire les formules
/'* r/j7 _ r^ dx _ £ r* dx _ Tt
Lorsque ^/ est positif, la formule VI s'applique, quelles que soient les limittf^s d'intégration; la quantité x -V- yjci-^- x^ est toujours positive. Dans le cas où a est égal à i , on a
dr
= arg slia:.
Cette formule et la formule VI montrent que les relations
dx
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entraînent les suivantes
X = sin^, ^ = shz.
Lorsque a est négatif, il faut, pour appliquer la formule Vi au calcul d'une intégrale définie, supposer les limites soit égales ou supérieures à \J — a, soit égales ou inférieures à — yj — a. On peut au>>i introduire les fonctions hyperboliques, en partant de ce que
arg
cha: = Ig(ar -h /a?* — i)
et — argch( — x) sont des fonctions primitives de qui con-
viennent, la première quand x est supérieur ou égal à i , la seconde quand x est inférieur ou é^al à — i .
Relativement aui formules VJI et VIII, j'observerai que les intégrales
/ cos(ax-»-6) rfa?, / sin(ajr -h 6) rfr,
regardées comme des fonctions de leur limite supérieure x, sonu lorsque a n'est pas nul, des fonctions périodiques de jt, la période étant — ; ces intégrales sont nulles toutes les fois que la différence
x^ — X est un multiple entier de — ^ ; ces fonctions changent entièrement de caractère quand a est nul : elles sont alors respectivement égales à
(ar — a?o) cos6, (a? — a*©) sin6.
Les détails dans lesquels je suis entré montrent, sur des cas simples, les précautions à prendre pour le calcul des inlégrile> définies.
Je vais, maintenant, faire quelques observations sur les intégrale» définies portant sur des fonctions imaginaires.
315. Tout d'abord, il doit être entendu, conformément à ce que l'on a dit pour ce qui concerne les fonctions primitives, que la variable d'intégration et les limites de l'intégrale seront toujours supposées réelles. Le cas contraire est formellement exclu de ce Livre. Je préviens en outre que les seules fonctions imaginaires que je considé-
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rerai dans ia suite seront des polynômes, des fractions rationnelles, des fonctions exponentielles, des sinus et des cosinus. Les logarithmes, les arc sin, ... de quantités imaginaires n'ont pas été définis et sont formellement exclus du présent Livre.
Soity*(j:) une fonction de la variable réelle x^ qui puisse se mettre sous la forme ©(:r) -|- i^(x), en désignant par cp(jc) et ^{x) des fonctions réelles, l'intégrale définie
où Xo el Xx sont des nombres réels, sera, par définition, égale à
Jf ^(x) dx -h i f ^(x)dx;
on suppose, bien entendu, que les intégrales définies qui figurent dans cette dernière expression ont un sens. On voit que, si l'on désigne par F(j:) une fonction primitive de/{x) au sens du n° 223, on pourra encore écrire
f */(x)dx = F(xi)-F{xo).
Les formules VII, VIII, IX, X, XI subsistent sans modification, que les constantes a el b soient réelles ou imaginaires.
On en déduit le moyen d'obtenir la fonction primitive de toute fonction de x obtenue en remplaçant, dans un polynôme quelconque en a, i?, ..., les variables par des expressions de la forme e**^"^*; la substitution étant faite, il est clair, à cause de l'identité e-^e-^ = e^"^^, que l'expression considérée devient une somme de termes de la forme Ae"^^P, où A, a, ^ peuvent, d'ailleurs, être des constantes réelles ou imaginaires; chacun de ces termes s'intègre par la formule IX. En se rappelant les formules d'Euler qui permettent de passer des fonctions sin, cos à la fonction exponentielle, on voit de suite que le procédé qu'on vient d'indiquer réussit pour toute fonction de X obtenue en remplaçant, dans un polynôme quelconque en w, i^, ..., les variables par des expressions de la forme e**^"*"*, sin{ax -H 6), cos(a^ H- b).
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On a, par exemple,
f ^ a->i-bi\r _;_ ^{a—bi)x
j <»«■*■ cos bx dx = j l j
dx
= - ( ïT^ -^ r^ = ' — ^'''
•2 \ a -h 6i a — ùi /
j e"' sin hxdx = / ( : ) dx
, / ^{a-hbix ^ a-bi^x \ « sin 6ar — A COS 6jr
= — • ( T^ r- ) ^^ = ; — Âï ^''''•
!ii\a-r-ftf a — bi I a*-t-b^
la déinoQStratioii inèiTic prou\e que ces formules subsisteut, que a, b soient réels ou imaginaires, pourvu que a^-h 6* ne soit pas nul. Pour calculer les intégrales
/ co^'f^xdxy j sin"^xdx^
où m désigne un nombre naturel, on remplacera cosx, sinx, par
— y ;— : > et l'ott appliquera la formule du binouie, de
manière a avoir une somme de termes de la forme e'*-^, où a est un nombre entier positif ou négatif, multipliés par des coefficients numériques. Au reste, le calcul même montre sans peine que cos-'"x. cos^'"~*j:, sin^^'x, sin*^"*x peuvent être mis respectivement sous \e> formes
cos*'" j: = Xocos'imx -+- Ai cos( -im — •x)x H-. . .-h A//i_t cosaa" -!- A«, cos*"*-'x = Bo cos(a//i — i)x-+- B] cos (2 /m — 3)x-h...-h...-i- B«,cosjr, sin*"»a7 = Co cos 2 m x ■+■ C| cos(2/;i — 1)0: -4-. . .-*- C,„_i cos2X-r-Gw, sin^m-ijr = Do 5in(2m — i)x -h Di sin('2A/i — 3 )^ h-. . .-k D/« sinx.
Les coefficients A, B, C, D sont des constantes numériques ai>êe!» à calculer en se reportant au n'^OT; je me contente d'écrire les premières de ces formules
cos*x
COS2X
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On a, par exemple,
cos^xdx= — sinS-r-h - sina*.
Il 4
316. Plus généralement, un calcul du même genre conduil sans peine à la fonction primitive d'un produit de cosinus ou de sinus portant sur des expressions de la forme ax -h b. On arrive aisément au même résultat sans passer par la considération des nombres imaginaires; observons d'abord qu'on peut, à cause de la relation
sin(ax -h b) = — cos lax-^-b-^ Jj
se borner au cas où le produit ne contient que des cosinus ; dès lors les formules
ticosacosp = cos(a -+- |3) -h cos(a -h P), 4 ces a cos p cos Y = ^ cos y cos (a -»- P) -h '2 cosYCOs(a — ^)
= cos(a -h p -+- Y) -h cos(a -4- p — Y) -h cos(y -+- a — P) -+- cos(y — a -h P)
montrent qu'un produit de la forme 2" cosacos ^3. . . cos A, où figurent n cosinus, est une somme de cosinus d'expressions de la forme (a zb p d= . . . ±:X); si toutes les expressions a, p, ..., A sont de la forme ax H- 6, il en sera de même de l'expression ol± ^ ±:...d=X; on ramène ainsi le produit à une somme que l'on sait intégrer terme par terme.
On a par exemple
/ cos(aj: -+- 6) cos(a'^ -H 6')rfx = - / cos [{a -h a') jc -h ô -h b'] cLr
H — / cos [(a — a'jx-hb — b']{ix.
On voit que le second membre est susceptible de formes différentes suivant les cas; si a -H a' et a — a' sont difiérents de o, on aura
.. . , ,,, , sinf a-4- a ).r-h 6-1- 6'] cos{ax-h b)cos(ax-h b )dx = ' ;
•lia -h a)
sïnUa — a) x-h b — b']
H î^^ TT -'
■li^a — a )
5 12 CHAPITBE XVIII.
Si a est égal à a', ou à — a\ on aura, suivant les cas,
/,. ,,, , s\n('iax -*- b -^b') x .. ,, cos(ax -+- o)co8(aar-^ b )(ix = : 1 — cos(6 — o).
/., / t. v^ sin (2ax-h6 — 6') jt /r i.v cos(ax -+-6)cos(— ax-\- b )dx =i ; h cos(o — 6 ). 4a 2
Ces dernières formules supposent a difl'érent de o.
Lorsque a et a' sont des nombres entiers, on voit que Tintégrale
cos(ar H- b)cos(a'x -h b')dx
est nulle si les valeurs absolues de a et de a' sont différentes, qu'elle est égale à ircos(é — 6'), ou à «cos(6 -h 6'), si l'on a a = a'^o, ou a= — a'^ o; elle serait égale à 2 7tcos6 cos6',si l'on avait a = a' =o. En particulier, si a, a' sont des nombres entiers qui ne sont pas nuls tous les deux, on a, dans tous les cas,
co%axs\na' X dx = o^ 1 sin a x cos a' xebp =^o^
puis, si les deux nombres a -h a' et a — a' sont l'un et l'autre différents de o,
/ cosaxcosa'xdx = o, 1 s\naxsma'xdx = o;
enfin
f cos*aa7ûte= ir, / siB*axdx= t: (>).
317. Changement de la ▼ariable d'intégration. — Si F(j7) est une fonction primitive de /(x) et si cp(^) est une fonction quelconque de t admettant pour dérivée '/(/), il est clair que F[?y(/)] sera une fonction primitive àe/[f{t)]f'{t); en d'autres termes, l'égalité
(I) f/(x)dx = Fix)
(') L'exercice 378 est une application très importante de ces divers résuluts.
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entraîne l'égalilé
(2) ff[9in\9'indi^F[^{t)l
Ce résultat se retient très aisément en remarquant que, si l'on regarde dx^ dt comme des différentielles, la différentielle de la fonction »(/)est précisément ^'(t)dl; en sorte qu'on peut dire que l'égalité (2) se déduit de l'égalité (i) en y remplaçant x par cp(/) et dx par (f'(t)dt, comme s'il s'agissait de différentielles. C'est ce qu'on avait annoncé au n" 30o : bien que le symbole dx qui figure sous le signe / ne soit pas, à proprement parler, une différentielle, l'emploi de ce symbole n'offre que des avantages, puisqu'il se trouve soumis aux mêmes règles de calculque les différentielles proprement dites ('). Rien n'empêche, d'après cela, d'écrire le premier membre de l'éga- Jilé (2) sous la forme
En particulier, si l'on suppose o(/) = a^H-6, a et b étant des constantes, on voit qu'on a
fAat
b)aclt= ¥{at-^b);
ce qui, sauf le nom de la variable, revient à dire que, si F(x) est une fonction primitive de/(T7), -Y{a.v -[-b) est une fonction primitive i\e /{(ix -\- b)] en fait, cette remarque a été déjà appliquée pour les formules I, II, Vill, IX, X, XI : la formule VIII, par exemple, résulte de la remarque qu'on vient de faire et de ce que smx est une fonction primitive de cos..*'.
318. Cette même remarque va nous fournir le moyen de déduire des formules III, IV, V, VI les fonctions primitives des fonctions
Kx^^ j.n.c'
\' Xx- -t- i .{..
( '; L;j Icctciit' tjui puiirsuivia ses ëluilc.s iiiaihéiiiuliqiH s rocoiiiii.Mra qu'il n'en c»l \t\\i^ »lc même .piand il s'agit «l'inlcgralcs mulliples.
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OU, si Ton veuU les expressions des intégrales indéfinies r dx r dx^
L'identité
suggère immmédiatement l'idée du changement de variable
ar -h -r- = l. dx = dt A
qui change les deux intégrales précédentes en
•Vf — B* Pour ramener ensuite le binôme /*-»- - — '-r-i — à la forme Z'± i qi»
figure dans les formules III, IV, V, VI, il suffira de faire le changement de variable
v^Ac-B», „„ / = ./EEZ2*,
suivant que AC — B^ est positif ou négatif, suivant que le trinôme proposé Aj?''^4- 2 Bx H- C a ses racines imaginaires ou réelles. Considérons d'abord la première intégrale
I* AC — B» > o, t = ^ z, dt = dz.
r dx 1 r dt _ I /
J Ax«-h2Bx-hC A / ^^ AC — B« ~ A f
A AC — Bî , A»
x r dz I
= . - / —z = - arctang-s
v/AC - B» ./ «* -^ • /AC - B^
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et, finalement,
dx I A 2: -+- B
: arc tang -
on a, en parlîciilier (*),
/•"*"* dx __ sgnA
./., Xx*-^2Bx^C /aG — B*
en effet, quand^ tend vers -\- 00, -=== tend vers -\- 00, ou vers — 00, '^ ' v/AG-B«
suivant que A est positif ou négatif, l'arc tangente tend vers ;^ ou — ->
suivant que A est positif ou négatif. On a les mêmes distinctions à
faire quand x tend vers — 00.
Dans le cas qu'on vient de traiter, la fonction sous le signe / est
continue, quel que soit x.
jir n^^ , V'H»— AG . /B« - AG ,
a" AG — - B* < o, / = j z, dt = r dz.
On a
r dx _ \_ r dt _ —i r dz
J Ax*-^iBx-hG ~ A / B«--AG ~ ^B^ZTXg.' '- -5*
a ^^n AG
•ji/B*— AG'^U-'^r
«-^«1 av^B«- AG
v/B*— VC — A.r— B
v/B»- AC-f-A^-^ B
en désignant par x', x^ les racines du trinôme Ax^-h 2Bjf-4-C, rangées dans un ordre tel que l'on ait a:' — a/'= ^ ; la formule n'est applicable que si les deux limites d'intégration sont toutes deux supérieures à x', af^ ou toutes deux inférieures à x', a^ ^ ou toutes deux comprises entre x' et af , On peut écrire aussi, dans le
( • ) Je rappelle que sgnA = -î^-r- représente -t-i ou — i, suivant que A est positif ou négatif.
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dernier cas,
dx — I , A ar -^ B
/dx _ — 1 ^ .
Arî-^-î*Ba:-4-G /B»— AG v/H«— AG
3" .\C-B2=o, on a
r dx
J Aj»-+-aB.
x-hC A r -+- B
La formule ne s^applique que si — j n'appartient pas à ['intervalle d'intégration.
Arrivons à l'intéarale / -- —
^ J y/Xx^'-^'iBx-^C
Supposons d'abord A négatif; on doit supposer les racines du irinome Aa^^'^- 9.Bx -h C réelles (B*^ — AC > o), sans quoi le radical serait toujours imaginaire; on aura alors
/dx _ I /" d.r
7;^j.,_,Bt-"C~/=T / /B»- AC 'T~'hJ''
vn faisant le changement de variables,
Il /Bî^r;\ô t/B»— AC ,
A \ieat
/ • dx — I /• //5 — I
/ = -T=r / — = --_^r— arcsiDJ,
/ • dx — I . A r -4- B
I -— = -^=- arc siii
,' v'^Aj- — /Hj- — G \ — \ /B^ — AG
l:i formule n'est applicable que si les limites d'inlégralion appi«rlionnenl à Tintervalle formé par les deux racines .r', jf du trinom -; ou désignant par j:' la plus petite et par x" la plus grande, on a
Ai ^ B ^ ^ B — \G, Aj' ~ B = — v^B«— AG,
= : I arc sini — n — arc mu i J = — «j=:-*
/, \ A J >Bj — «: \ - A V - \
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Supposons maintenant A >• o. Un calcul tout pareil et la formule VI montrent que l'on a
/âï»TTb7Tg /a
= -Llg[Ar-hB-f-v/A«/Aar*-h'>.BarH-C|.
Je laisse au lecteur le soin de montrer que la quantité placée entre deux barres verticales, dans le second membre, est toujours positive quand les racines du trinôme Aj:^ -h 2 B j? -^ C sont imaginaires. Lorsque ces racines sont réelles et distinctes, elle est positive si x est supérieur à la plus grande des racines, négative si x est inférieur à la plus petite. Ce dernier point résulte sans peine de l'identité
(A:c-+-BH-/A/Aj^«H-2BarH-G)(Aar4-B--- v/Âv/Â>»-h2Ba:--G) = B«--AG.
Les limites de l'intégrale définie doivent être toutes deux plus grandes que la plus grande des racines ou toutes deux plus petites que la plus petite.
Lorsque B^ — AC est nul, on a
sgn ( -. -. ^ ; I B I
lg|^-H;^
r dx ^j_ r_^^f_ = Z!t!lÂZi I
J y/X^^'iBx-r-C v/Â / I ^ _^ B I /Â ^1
Considérons l'intégrale indéfinie
dx
xyx^- On peut l'écrire
— sgniT
On aura donc, si a est positif.
Va
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et, si a est négatif,
— " arcsin
Si Ton applique celte formule à une intégrale définie, les deux limites de rinlégrale doivent être de mêmes signes et, si a est négatif, être toutes deux au moins égales à y^ — a, ou au plus égales à — \/— a.
Les formules évidentes
/u'dx r du , , ,
/— dx— l II-"' u dx = ! fd{ tt-'«^-*) = — (m ^ i ),
ru, r du
I rdx = I = arctancu,
où U est une fonction de x dont la dérivée est i/', se rattachent si Ton veut à la théorie précédente, ou au théorème des fonctions de fonction, dont elles sont des conséquences immédiates. Il convient de se familiariser avec leur application, de savoir reconnaître, par exemple, si le numérateur d'une fraction est, à un facteur constant près, la dérivée du dénominateur ou la dérivée d'une fonction dont le dénominateur est une puissance.
Ainsi
r {Anr-hh)dT 1,14, i> /-i
J \X*-^ 'llix -h Çj 2 "
Celte dernière formule, dans laquelle le premier membre peut s'écrire
J Ax«H-iBa7H-C"^ ,/ A;r«-h2B:r-+-C' montre, puisque Ton a l'expression de / -j—^ -^ r^» qu'on peut
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TTi ^ p' ^^)
par suite, celle des intégrales de la forme / ^^^^ p' où a et 6
sont des constantes.
De même la formule
./ |/Aj-*-H9.Bj7-f- C J
et les résultats précédemment obtenus permettent d'évaluer les inté-
11, C {a.t -^ b)cLc
crrales du type / ^
On a
320. Les applications précédentes du changement de variable ont été faites en vue de la recherche de l'intégrale indéfinie; celle-ci une fois oblenue, il n'y a qu'à prendre, pour en déduire une intégrale définie, les précautions relatives à la continuité, etc., sur lesquelles on a insisté au n° 314; il importe de se rendre compte de la façon dont il convient d'opérer en général quand on fait un changement de va-
f f{x)dx.
Je suppose essentiellement que la fonction /(ar) soit continue dans un intervalle (A, B) auquel appartiennent les limites :ro, Xx^ que la fonction ^{t) soit de même continue, ainsi que sa dérivée o'{t)^ dans l'intervalle (a, P), et que les valeurs qu'elle prend quand t varie dans l'intervalle (a, P) appartiennent toujours à l'intervalle (A, B),
Soit F(x) une fonction primitive de/{x); elle sera aussi continue dans l'intervalle ( A, B) et l'on aura
/{x)dx=F{Ti)-F(T^).
Quant e appartient à l'intervalle (a, P), la dérivée par rapport à t de F[?(OJ ^^^ /['f(^)] ?'(0> ^^ ^'^"^ aura, quels que soient les nombres Iq et f|, appartenant à l'intervalle (a, p),
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el, par suite,
(I) r V[?(Ol?'(/) = F(x,) — F(^o)= f f^^)dx,
pourvu que /o et t^ appartiennent à Tintervalle (a, ^) et satisfassent aux équations
Lorsque t varie de /« à/|, sans sortir de l'intervalle (/«, i|), x = ^(/ » qui passe de la valeur x^ à la valeur Xx peut sans inconvénient osciller dans cet intervalle, ou même sortir de l'intervalle (x«, x^ j. pourvu que les conditions précédentes soient vérifiées. Ce point, qui ressort clairement de ce qui précède, s'établit sans peine par des considérations géométriques que je laisse au lecteur le soin de développer.
Au reste, lorsque Téquation x = »(/) permet de définir une fonction / = A(x), inverse de o{l) (n" 199) qui varie toujours dans !«• même sens quand x va de Xq à r,, il sera naturel de choisir pour /» et tx les \aleursque prend cette fonction •i(x) pourar = Xo, x= Xt.
La formule (i) ne s'appliquerait plus si, lorsque l \arie de /« à /,. les valeurs de la fonction x = ^{t) sortaient de l'intervalle ( A, B ) où la continuité AeJ\x) est assurée.
J'ai supposé dans ce qui précède la formule du changement d'' variable résolue par rapport à .r. Si Ton se donne inversement la formule t = '^{^) et si l'on sait former une fonction continue g{l • tell»* que l'on ait
pour les valeurs que prend la fonction ^{x) quand x varie de j-* à -r,. on aura
(O f fix)dx= f gyt)dt
en prenant /o= •i(:ro), i\ = *l{xx)^ ainsi qu'on le \éri(ie iminédi-ilement en faisant, dans le second membre, le changement de ^ariahlr>
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Considérons, par exemple, en supposant b- — c négatif, l'intégrale
ibx -t- cy*
où n est un nombre entier, au moins égal à 2 ; Tîntcgrale indéfinie, en posant x -{- b = ^c — b'^ tang/, deviendra
; :^ I cos'*~*/rf^'
on a vu au n" 31o comment se calculait cette intégrale indéfinie ; on n'aura ensuite qu'à appliquer la formule (i) en prenant pour Iq^ t^ les nombres définis sans ambiguïté par les formules
j*o -h 6 ^ .ri H- 6
t^ = arr i«tng — . /t=arclang-
On aura, en particulier,
/ il.r I / K J ir^T^Ty-^ . arc ta„îr —.==-- a. ctang _
AT I
— - j arc lan«ç y i h- arc lanjj -^ J = -:— .
321. Intégration par parties. — La recherche de la fonction primitive du produit w(^' d'une fonction connue m de .r par la dérivée d'une fonction connue (^, se ramène immédiatement à la recherche de la fonction primitive du produit u'v^ puisque la dérivée de uv est égale à //'i-'-l- uv\ en sorte que la fonction primitive de uv' est égale à e/r moins la fonctioa primitive de «V; en d'autres termes, on a
(11 / nv' lix = Hv — I vu' dr.
Cette formule, quand on a affaire à une intégrale définie, s'écrit souvent
uv' dx =\uv J J* — / vu' dx^
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en désignant par le symbole [«»']rj la différence entre les valeurs que prend le produit uç pour x = Xt et pour x = x^,
La formule (i), ou (2). à laquelle on donne le nom de formule d'intégration par parties, est avantageuse toutes les fois qu'on sait calculer / UK'dx,
Si, en particulier, u est une de ces fonctions qui, comme Igx, arc tango:, . . ., ont une dérivée algébrique simple, la formule (1) permettra souvent de ramener le problème proposé à un problème plus
aise.
Soit par exemple à calculer / x" Igjr dx{n -h 1 ^^ o).
En supposant v = 1 h = Igjr dans la formule (i), elle deviendra
x** Isx dx = / x^ cLr
on a en particulier, pour n = o,
/ lg.r ûte = ar Igjr — x.
Soit encore à calculer
/ /j**-i-a dx.
On a, en prenant v — r^ u = ^x^-^a^
I v/j** -\-adx = X ^x^-h a — / dx ;
d'autre pan, on a
/. dx = / — "^ dx = I /ar'-f-a eix — a f —==. ;
on en conclut
/ /j^* -^adx — ^ l X Jx^ ^ a —a f ^"^ - j. ./ ^ \ J v^x«-^a '
r x^dx I / /-- /• dx .
I , =^ - ( x/x«-i-rt — « / );
NOTIONS DE CALCUL INTÉGRAL. SlS
l'intégrale qui flgurc dans les seconds membres a été calculée dans le n* 318. Plus généralement, oo a, en prenant
j ^kx^^'iHx-^Cdx = ^(Aa^-H B; /Aj-^-i- aBar -h C
(Aar-i-B)«
dx\
v/XtM^TbFTc
on a d'ailleurs
(Aar-*-B)»= A(Aar»-H2Bj:-+-G)-+-B«- AG, et, par suite,
\_ r (Ay -f-B)<r/a-
.^ ^^ ,/ V^Ax*-*- >.Bar-+-C
d'où
= -i- I { Aar -+- B ) /AT«-f- 2 Bj- -4- G -h ( AG — B«} / ^ -
^A L J |/'Aar*4--2Ba:-hGj
Ici encore, l'intégrale qui flgure dans le second membre est connue. La formule (n*»213)
onduit à une formule plus générale que la formule (i), à savoir :
/ i^pU+i) dx — af {«^ — aV<«-i' -4- . . .=!z a'"' v^i j m<'*^»U' ^j:;
le s'appliquera quand la fonction dont on cherche la fonction primitive est produit d'une fonction connue par la dérivée (/n-i)''"** d'une fonction ^nnue. Une belle application de cette formule concerne le cas où v est de la rnie e*»-*, a étant une constante, et où u est un polynôme de degré n, poly- >ine dont la dérivée (n ^-i)'*™* est identiquement nulle, en sorte que l'intéale du second membre disparaît et que l'on a
I ue»^ dx = e*"^ ( -H — .,.±: — )i
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formule qui se vérifie immédiatement en prenant les dérivées des deux membre^. En se reportant au n** 31 S, on reconnaît de suite que la formule précédente est valable quand a est imaginaire, en particulier quand il est égal à db i ; on en conclut, en supposant toujours que v soit un polynôme de degré /i,
/ wcosx r/j7 — (a — M* -h //.'*' — . . .) sinjr -h («'— M*-»-. . . )cosx,
I X rfj? = ( «' — m" -+- . . . ) sin j" — ( u — u' -h m" — . . . ) co^ar.
j usine
La méthode d'intégration par parties, ou plutôt une méthode fondée sur la même identité, permet souvent d'obtenir des formules de réduction qui sont très piécieuses. Les formules que l'on désigne ainsi ramènent d'ordinaire le calcul d'une expression qui dépen<l d'un nombre entier n à celui d'expressions semblables mais relatives à des valeurs moindres de cet entier.
Considérons par exemple l'intégrale
X» dx
où n est ua nombre entier.
La dérivée de .r^ y/i -
est
.ri'-^*
pxP'Ui
■rP-^l
pxf*~^
i)xP-*-\
on en conclut
Si n est un nombre entier positif, on aura donc, en remplaçant dans cette formule p successivement par n — i , n — 3, n — 5, les égalités
. // — l .r"- ' v/i — jr* A„ =--_A,_,
La dernière de ces formules sera, suivant que // est pair ou impair,
Puisque A© = / . — - = arc sina? est connu, ces formules perriiet-
tront, dans tous les cas, de calculer de proche en proche les quantités Aa, A4,'A6, ..., A« si n est pair, les quantités Aj, As, ..., A„ si n est impair. Le lecteur pourra calculer, dans les deux cas, Texpressîon explicite (*) de A«. Je me borne aux remarques suivantes, qui sont immédiates.
Si n est pair, A„ cor tient un terme transcendant, en arc sin^c, et le produit par ^/i ~ x^ d'un polynôme en x^ de degré n — i , dont tous les termes sont de degré impair.
Si n est impair, A„ est le produit par y/i — x^ d'un polynôme en x de degré n — i , dont tous les termes sont de degré pair.
Dans tous les cas on doit ajouter à l'expression de A;, la constante arbitraire qui figure dans toute intégrale indéfinie.
Je laisse au k oteur le soin de traiter le cas où n est un nombre entier négatif; il verra encore que le calcul de A,, se ramène au calcul de quantités connues.
Revenons au cas où n est un entier positif : et faisons maintenant
'* xPda?
fjcP dx_
\.\\ l'iiriiiule
quia été notre point de départ, et qui montre que xP\/ \ — x^ est une fonction primitive du second membre, montre que l'intégrale définie de ce second ineiiibre, pri^ic entre les limites o et i, est nulle quand on suppose /?><>, puisque xi^ \f i — x^ est nul pour r = o et pour x = \\ cette remarque fournit
( • j I oir lOx. IGO.
5vt6 CHAPITRE XVI II.
la relation
d'où, en supposant successivement p =^ 'in — i, a/i — 3, . . ., i,
Ain = — '^m-ii
• 2rt--3
A, = - Ao = ;
on déduit de là
Sn
'* a?«/*^ar i.3.5...(2/i — i)
on aura de même
r^ Xdx 2r > -T
et, par suite,
A.jrt-n =
Ces formules conduisent très naturellement à des înégalilés intéressantes on voit de suite que, pour x compris entre o et 1, on a
/i — ar* /i — ap* /i — ar*
d*où l'on conclut, en se n-portant à la signification géométrique de rinlégrale définie,
Aj/i_i > Aj/, > As/iH-i
et, en utilisant les résultats précédents,
I.3.i..,(2/l — I)J 2/4 -^ 2 "^ Ll.3.5...(2/l — l)J 2/l-hl
L'expression approchée de - que fournissent ces inégalités est due à Wallis.
322. Intégration des fractions rationnelles. — On a vu (n^* 65,
f(x) 117) qu'une fonction rationnelle \ \ était la somme d'un polynôme
entier en j:, et de fractions de la forme J_ — -- i en désignant par a quelque racine de o(^), par /> un nombre naturel inférieur ou égal au degré de multiplicité de cette racine et par A une constante. Le polynôme, qui n'existe d'ailleurs que si le degré du numérateur f{x)
est au moins égal au degré du dénominateur, s'intègre de suite; il
en est de même du terme 7 r-> si a est réel; on a alors
<i) / 1— = A ( (x — a)-'Pdx — -Ç— ^^ ; — r»
quand p est plus grand que 1 , et
r ^dx , . . ,
-quand/? = 1.
Il n'y a de difficultés que quand le dénominateur ^{x) admet des racines imaginaires.
Il convient toutefois de remarquer que, même si a est imaginaire, la formule (1) continue d'être valable, pourvu que/; soit plus grand <\\ie (i); c'est seulement la formule (2) qui n'a plus de sens.
Supposons d'abord que les coefficients de f{x) et de 'f (^) soient réels; aux racines réelles de ç(j?), s'il y en a, correspondront des éléments simples réels qui s'intègrent de suite; quant aux racines imaginaires, elles vont par couples; à une racine imaginaire a-|-3« ^a, p réels), correspond une racine conjuguée a — p«, du même ordre <Je multiplicité; à un élément simple tel que
Ah-Bi
^ A, B réels), correspond un élément simple conjugué
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Lorsque p est plus g^rand que i , ces éléments simples fournissent de suite «ne partie de la fonction primitive cherchée, à savoir
— A — B t - A-hBt
(p — ijix — ct - pi)/'-i {/j — Dix — 'x-^ PÔ^'-»'
la somme de ces deux fractions est évidemment réelle; c'est une fraction dont le dénominateur est (p — i) [(x — a)'"*-h ^-^ ]/''"• et dont le numérateur est
-h Bi[(x — a — ^t)/'-» — (x — OL-h P<)/'-»];
il suffit d'efl'ectuer le dé\eloppement des puissances (/> — lyème» p^^j. voir comment les termes en / disparaissent.
Ce procédé ne réussit plus quand ;c7 est égal à i ; il introduirait des logarithmes de quantités imaginaires; mais il suffit de réunir, avant l'intégration, les deux éléments conjugués
or — a — p I * j; ~ 3L -h ^^l
pour mettre leur somme sous la lorme on a d'ailleurs
= K\{;[{x — af-h ^»]— -uBarctangî-^- Si, par exemple, la fonction à intégrer, que j^ prends toute décomposée, es i
I I i -\- '21 I — 'ai I I
(x-\-iy' (x—i)* j* — I — - £ X — i-hi X — i x-^i
on \oit que ia fonction primitive s'obtiendra en ajoutant à
I , 1 V — Il — ix , \x — I I
, -h l0J,M I = ; -t-Ij^
la fonction primitive de
ii — I '214-1 __ — 'i(x — i)h-4
<;'est-à-dire
-- lg(a?* — ix -1-2)4-4 î^rc tang(â7 — 1).
Considérons encore Tintégrale
r dx
J Xx*-^iBx-^C'
•en supposant réelles les racines x', x' du trinôme Aa;*-h2Brr+ G; on a
X{x — x'){x — af) A(x' — x')\x^x* x — x" / «t, par suite,
/dx I , I ^ — J^' I :_L 1er I I f AiF«H-9.Ba--i-G a^|3«— AC |ar — ar'|
en supposant les racines x\ x" rangées dans un ordre tel que l'on ait
2v/B«-AG y-^= j
Au lieu de réunir, avant d'intégrer, deux éléments simples conjugués, dont le dénominateur est du premier degré, on peut, en remontant à la définition de l'intégrale d'une fonction à coefficients imaginaires, calculer directement rintégrale
r dx
J X — a — bi'
•où a et b sont supposés réels; on a, en effet, par définition,
/dx _ r (x^a)dx . r bdx
x — a''bi~ J (a7-a)«-h6* "^ \/ {x — a)^^b^
= Ig \/x — a)* -f- 6* -f- t arc tang — y — •
En supposant que Xq et Xt soient des nombres réels, on aura
r*' dx _, /(a:, — g;» -h 6^
•/r. a: — a — bi "" vA^o — «)*-+- ^*
(Xt — a Xn — a \
arc tang — j- arc tang — j- — j •
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Le second membre s*interprète géométriquement d*une façon simple, que le lecteur n'aura pas de peine à établir.
Fig- 9^.
CL^bÙ
JCo
Figurons, conformément aux conventions habituelles, les points a:«, Xt (sur l'axe des quantités réelles^, et le point a — bi. Dans l'intégrale
dx
a — bi
la partie réelle est le logarithme du rapport des distances du point a-^ bi auK points Xx et x« et le coefficient de < est Fangle (compris entre — ?: et ir» sous lequel on voit, du point a -4- bi, le vecteur qui va du point ar« an point Xi : cet angle est positif ou négatif suivant qu'il a la disposition directe ou la disposition inverse; on peut dire encore qu'il est de même signe que le
rapport —-
En emplovant la méthode précédente, on voit que l*on peut effectuer toute
intégrale du type
où Xtf, X| soni des nombres réels et où/^x), ^< x) sont des polynômes premiers entre eu\, à coefficients réels ou imaginaires, en supposant que, dans l'intervalle (X^.XiK le dénominateur Q(x) ne s'annule pas. L'intégrale n'a pas de sens quand 9(x) s'annule dans cet intervalle.
La méthode générale s'applique sans difficulté à une intégrale du type
f\ X ) dx
aBj
oùyiX' est un pohnome; il n'est toutefois pas inutile d'indiquer une autre méthode pour traiter ces intégrales, en particulier dans le cas où les coefficionts sont réels, et où les racines du trinôme sont imaginaires. D'abord, en
prenant ^ -^- t pour variable, on ramènera celte intégrale à une intégrale du lype
r ff{x)dx ^
i»n peut, en séparant tlans g{x) les termes de degré pair et les ternies de degré impair, meltre gix) sous la forme
m ordonnant ensuite ©(ar«) et ^(x^) suivant les puissances de ar*-Ha, puis en divisant par (a?* -h a )«, on voit quon mellni --^ — -V- sous forme d'une partie entière et de termes delà forme
(X*-^0L)P (x^-hOL)P
Les premiers s'intègrent immédiatemeni; on a en eiïet xdx _ t f d(x^-^ Si) —
r xdx _ I r d_
(a-«-+- OL)P '^{p — i)(:r«-ha)/'-' si p est plus grand que i et, si p est égal à i,
X dx
/xdx I , / .
Quant aux autres termes, on a déjà donné une méthode pour les intégrer, qui consiste à poser j:r = y/s tangf; on peut aussi obtenir une formule de réduction, fl suffit pour cela de prendre la dérivée de .r(.r*-!- x)-/'-»-*, qui e«t
__ xp — i {'ip — 'i)y- ^
~~" (a:*-f- a)/'-» (a-^-i-a;/'' on déduit de là
r dx _ -ip — > r dx ^ ,
on peut au moyen de celte formule exprimer l'intégrale cherchée au moyen
de
r dx
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323. Un très grand nombre d'intégrales peuvent, par un chan^'ement de variables, se ramener à celles qu'on vient d'étudier, qui portent sur une fonction rationnelle. J'indique d'abord quelques exemples où le changement de variable s'aperçoit immédiatement.
Considérons une intégrale du type
ff{^.y)dx.
oà/[Xjy) est une fraction rationnelle en x, y et où y est mis, pour
abréger, à la place de ( —, p ) > en désignant par/?, q des nombres
entiers et par a, 6, «', 6' des constantes, telles que ab' — a'b ne s<»ii pas nul ; si l'on pose
ttjr-^b b' rr - b , \ah'—ah\
= /7, or = : — , dj- = qi^-^di.
a X -*- 6' ' a — a' i*t \ a — a Vi \-
on ramènera évidemment la quantité sous le signe / à être rationnelle.
Plus généralement, considérons les intégrales du type
I f\ T^ M, t\ U\ . dx
où^y^r» M, *\ u\ . - - ^ est une fonction rationnelle en x, u^ t*. •»•- .. . el où I., ^\ «r, sont mis pour abréger à la place de
ttx -^ b ' «i r — />\' ' ax — b
/», y* /*\ q\ p^. «/> — êlanl des entiers: il suffira de faire le cb.-::-
gemenl de variables
ax — I»
eu do>ii:n4nl jvar r un entier qui soîl di\i<îble par «y. •/, •/'
^fcîL Voici maintenant une ivmaixfue ireoerale :
Cousidi-rv^ns riuttiCrale / R jr. i' 'Yx. où R x^r-esla»** i:- -
rationnelle de x^ y et où y est une fonction algébrique de x^ c'està-dire une fonction de^ telle que l'on ait identiquement ç5(;r,y) = o, en désignant par f (^, .v) un polynôme en x^ y.
L'équation o{x^y)=: o définit y comme une fonction implicite de:r; pour que cette fonction soit complètement définie dans un ntervalle (A, B), il faut qu'on sache quelle racine de l'équation enj^) o[x^y)=:o il faut associer à chaque valeur de .r appartenant à l'intervalle (A, B); je suppose que cetle fonction j^ = 9(^7) soit continue dans cet intervalle, et qu'il en soit de même de la fonction R[:c, 9(;r)]. Si a^o, Xs appartiennent à l'intervalle (A, B) le symbole
\\\x,^{x)\dx
a alors un sens précis.
Au point de vue géométrique, la définition précise de la fonction ^{x) revient à isoler, sur /a courbe algébrique définie par l'équation o{x^y) = o, un trait continu qui n'est rencontré qu'en un point par les parallèles à l'axe des y^ et qui va d'un point dont l'abscisse est A à un point dont l'abscisse est B. Ce trait de courbe représente la fonction j^ = 9(;r), dans l'intervalle (A, B).
Supposons qu'il existe des fonctions rationnelles de /,
continues dans l'intervalle (a, jî) et telles que, lorsque t varie dans cet
intervalle, le point dont les coordonnées sont x^ y décrive précisé-
/' '•i R(Xjy)clXy on -, fera le changement de variable
X = g{t), dx = h\t)dt\
la fonction y = 9(x), par ce changement de variables, se changera en A(/) et l'intégrale proposée deviendra
Ç \\g{t),hi,t)\h\t)dt, /o et /| étant des valeurs de /, appartenant à l'intervalle (a, P), telles
534 UIAIMTRE XVlll.
que Ton ait
La quantité sous le signe / est maintenant rationnelle en t et le problème est par conséquent ramené à celui qu'on vient de traiter.
325. Digression sur les courbes unicursates. — On voit d'après cela rimportance des courbes algébriques, dites unicursales, lellei» que les coordonnées de leurs points s'expriment rationnellement eu fonction d'un paramètre t.
Dire que la courbe algébrique dont l'équation est o(x, jk) = o «si unicursale, c'est dire qu'il existe deux fonctions rationnelles g{l}. h{t) telles que le lieu des points dont les coordonnées or, y annulent le polynôme <p(a?, y) est le même que le lieu des points dont on obtient les coordonnées a:, y en donnant à / toutes les valeurs possibles dans les formules x = g(t), y= h{t).
En d'autres termes, si la courbe dont Téquation est o{x^ y) ==■ o est unicursale, d'une part, à chaque valeur de t corresprind un poinl de la courbe dont les coordonnées x^ y sont fournies par les formules précédentes, en sorte qu'on doit avoir identiquement (en l)^
et, d'autre part, à chaque point de la courbe, à chaque système de valeurs :c, y qui annulent le polynôme o{x^y) correspond au moins (*) une valeur de t telle que l'on ait x = g{t)^ y = hit).
Par conséquent, si x^ y sont les coordonnées d'un point de La courbe, les deux équations précédentes considérées comme des équations en t ont au moins une racine commune. Réciproquement, il est clair que, si ces deux équations ont une racine commune, le poinl dont les coordonnées sont x = g{e), y = /i{t) est un point de la courbe : l'équation ^(x^y) = o est la condition nécessaire et suflî- -sante pour que les deux équations (en l) x = g{t), y = h[t) aienl une racine commune.
( ' ) On démonlre que, si la courbe est unicursale, on peut choisir les fonctions g{l)j h{t) de manière qu'à chaque poinl de la courbe (sauf des point» exceptionnels, en nombre fini) ne con*esponde qu'u/ie valeur de t.
NOTIONS DR CALCUL INTEGRAL. i»J
Les courbes du second degré sont unicursales. Soit en effet
(i) Aar*-h -^Bar^-i- G^*-H aDar -»- 2E^-+- F = o
l'équation d'usé telle courbe, équation dont je désignerai le premier membre par f (^, ^); soient en outre Xq, ^o l^s coordonnées d'un point fixe pris arbitrairement sur cette courbe, en sorte qu'on ait <p(j7o? J^o) = o; on commencera par faire le changement de variables
qui revient à transporter les axes parallèlement à eux-mêmes, de façon que la nouvelle origine coïncide avec le point dont les coordonnées étaient primitivement a?©, J^oî à cause de l'identité (n°48)
?(a-o-*- X, ^oH- V) = 9(:ro, y^) -f- Xo;^-4- Y<p;.^-+- AX«-^ -iBXY h- CYt,
on voit que les valeurs de a?, y qui vérifient l'équation o[x^y) s'obtiendront en ajoutant à J?o, j^o ^^s valeurs de X, Y qui vérifient l'équation
(a) AX«-}- 2BXY -h CYîH- X©;,^-h \^'y^=-o.
Si, dans cette équation, on fait Y = ^X, et qu'on supprime le facteur X, elle devient
( A -h 2Bf -h G/*)X -H <p;.^-h ^<Pv.= o. On voit que l'équation (2) est vérifiée quel que soit t^ si l'on prend
A-hAB/-HG/«' ' -''^- A-huB/H-G/»'
et que, inversement, à chaque système de valeurs de X, Y qui vérifient l'équation (2), correspond en général une valeur ^ de /pour laquelle les seconds membres des égalités précédentes prennent respectivement les valeurs X, Y. Les expressions de x^ y que l'on lire de là sont de la forme
^ ' '''^ A-h'2B/-+-G^«' ^~ A -+-2B/-hG^'
Ce sont des fractions rationnelles en t dont les termes sont du second degré et dont les dénominateurs sont les mêmes. Je laisse de côté la démonstration de la réciproque, en vertu de laquelle une courbe définie par des équations telles que (3) est une courbe du second degré (<).
Au lieu de faire le calcul comme on vient de l'indiquer, il re\Tent au même de résoudre !es deux équations
par rap|>ort à x^ y, ce qui revient à prendre l'intersection de la courbe donnée et d'une droite variable passant par le point fixe ar^j y^ de cette courbe; l'équation du second degré en x^
a une racine connue x^\ l'autre racine s'exprime rationnellement en /, elle fournit ainsi l'expression de x au moyen de t\ l'expression dey est ensuite fournie par la formule y ssz r© + /(a: — x^).
Enfin on peut encore opérer de la façon suivante, que le lecteur, s'il est familier avec la géométrie analytique et l'emploi des coordonnées homogènes, raccordera sans peine avec la méthode qu\>n vient d'indiquer.
On résout par rapport kx^yle système d'équations
en choisissant la constante m de manière que l'équation en Xy <f{Xj mx -\- t) = o, qui est en général du second degré en Xy s'abaisse au premier; il suffira pour cela de prendre pour m Tune des racines de l'équation du second degré
Ayant ainsi choisi m, on obtient sans peine x et y exprimés ration-
( ' ) Il y aurait exception si le déterminant
était nul ; les équations (3)
abc
ABC
définiraient alors une droite, dont une ou plusieurs parties seraient décrites deux fois quand t varie de — oo à -h oo.
nellemcnt en t. Cette méthode, si l'on ne veut introduire que des éléments réels, suppose B=^ — AC^o.
Voici un exemple.
On demande d'exprimer x et \/â x'^ -\- 'i b x -^ c rationnellement en /. Ce problème rentre bien dans ceux qu'on vient de traiter : il revient, en effet, à exprimer ;r et ^ rationnellement en t de manière à vérifier Féquation du second degré y^ = ax^ + ibx -\- c\ on choisira pour x^ un nombre quelconque qui rende le second membre positif, et pour jKo l'une des deux valeurs de dz y/^xj-h 2 6:roH- c; supposons, par exemple, c > o : on pourra prendre Xq=^ o, yo= \/c et remplacer y par ^ -f- Y; on aura alors, pour Téquation entre Y etar,
Y»-^ 2/cY = aa7«-f- 2 6ar;
en posant Y = tx^ et résolvant par rapport à x^ on trouve
_ 'x{h — t\fc) _ — t*' \fc ->t- '>.ht — a yfc
Si a est positif, on peut résoudre les deux équations
y\ ^ ax"^ ^'ibx -\- Cj y •=. xyfâ -^ t.
On trouve ainsi
c — /* i^sfâ — ^bt-\-c\Ja X = 9 V =■ — — •
Dans le cas où la courbe ©(^, j) = ^ n'est pas du second degré, on ne peut pas, en général, exprimer x^ y rationnellement en t\ cela n'est possible que pour des courbes spéciales, et cette possibilité est liée à l'existence de points multiples sur la courbe.
Supposons que le polynôme f(^, JK) i^e contienne pas de terme constant, c'est-à-dire que la courbe dont l'équation est cp(j:r, y) = o passe par l'origine : imaginons que le polynôme soit ordonné comme il a été expliqué au n** 44, en mettant d'abord les termes du premier degré, s'il y en a, puis les termes du deuxième degré, puis ceux du troisième degré, etc. Si les termes du plus bas degré dans f (^, .x) sonl du ^»*"« degré, on dira que l'origine est, pour la courbe, un point /?"P**^, ou un point multiple d'ordre de multiplicité p. L'origine
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est un point simple de la courbe s'il y a des termes du premier degrf^.
Soit maintenant Xa, yt un point quelconque de la courbe; remplaçons, dans ^(j7, y)y x et y par x^-h^ eiyo-\-Y et ordonnons le polynôme (en X, Y) ©(or^-f-X, yo-f- Y), comme il vient d'être expliqué : si les termes du plus bas degré sont du degré /?, on dira que le point dont les coordonnées sont x^^y^ est un point ;»■'** de la courbe dont l'équation est »(^, y) = o.
Pour que Xq^ yo soient les coordonnées d'un point multiple, il faut que l'on ait (n*» 48) :
Si les conditions écrites explicitement sont vérifiées, le point considért* est au moins r/oub/e.
Je vais montrer, dans le cas où le polynôme 9{x,y) est du troisième ou du quatrième degré, le parti qu'on peut tirer de la connaissance d'un point double; je suppose de suite que ce point double soit l'origine des coordonnées; s'il n'en était pas ainsi, on commencerait par faire la transformation expliquée plus haut. Dans le cas du troisième degré, si l'origine est un point double de la courbe, l'équation de celle-ci doit être de la forme
ax* •+- hxy -h cy^ -h «a?* -h ^x^y -f- '^xy^ -4- %y* = o ;
il suffit de résoudre cette équation et l'équation y = tjc^ pour obtenir x ei y exprimés rationnellement au moyen de t : les courbes du troisième degré qui admettent un point double sont unicursale-^. On voit que x, y s'expriment par des fractions de même dénominateur dont les termes sont, au plus, du troisième degré.
Dans le cas d'une courbe du quatrième degré, si l'origine est un point triple, le même procédé permet d'obtenir jt, y en fonction de/. Si l'origine est un point double, l'équation peut se mettre sous la forme
F, G, H désignant des polynômes homogènes en j?, y qui sont respectivement du second, du troisième et du quatrième degré; en remplaçant y par Ix dans cette équation, on obtient, après avoir suj>primé le facteur x'^^
On en tire
Le poljnome en t sous le radical est en général du sixième degré; s'il arrivait que ce polynôme admit deux racines doubles, ou une racine quadruple, en sorte qu'on pût le mettre sous la forme
K«(/)(A/î-*-B/-hG),
X se mettrait sous la forme
or, on a vu plus haut qu'on pouvait exprimer t en fonction rationnelle d'une autre variable t^ de manière que y^A/^-f-B^ + C s'exprimât aussi rationnellement en fonction de t^ \ dans ce cas, x et, par conséquent,^ = tx s'expriment rationnellement en fonction de /'.
On peut encore essayer, pour une courbe du troisième ou du quatrième degré, dont l'équation est o(x, j^') = o, de résoudre les deux équations simultanées
en choisissant la constante m de manière que l'équation en x
f(x, tnx -\- t) =. w
soit du premier degré quand o est du troisième degré, du second degré, au plus, quand ç est du quatrième degré. Si cela est possible, il est clair, lorsque l'équation en x est du premier degré, qu'on peut exprimer rationnellement x^ y au moyen de t\ dans le cas où, le polynôme ^{x^y) étant du quatrième degré, on peut ramener l'équation en a: à être du second degré, x s'exprime rationnellement, comme tout à l'heure, au moyen de f et d'un radical du second degré, qui porte, en général, sur un polynôme du sixième degré; ici, encore, s'il arrive que ce polynôme soit le produit d'un carré parfait par un trinôme du second degré en ^, la courbe est unicursale.
Une étude approfondie du sujet conduit à des méthodes générales
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pour reconnaître si une courbe du fV^^*^ degré est, ou non^ unicursale, et pour exprimer rationnellement, au moyen d'un paramètre /. lorsque cela est possible, les coordonnées d'un point quelconque de la courbe. Les recettes que j'ai indiquées plus haut réussissent en faiu lorsque le degré de la courbe ne dépasse pas 4* J^ ne m'arrêterai pas à le démontrer.
Applications. — Les intégrales du type
où y est mis, pour abréger, à la place de ^ A^c-' -H 2 B x -h C, peuvent, par le procédé qu'on vient d'expliquer, être ramenées à des intégrales qui portent sur des fonctions rationnelles. 11 en est de même des intégrales du type
/ R(cosa:, sina7)dlr,
OÙ R est une fonction rationnelle de cosj? et de sinj;; on observera d'abord que ces intégrales se ramèneraient au type précédent en posant
cos^ = a, sina? ==fc /i — m*, ds: =z± ;
v/i — tt«
on ramène la quantité sous le signe / à être rationnelle en posant
T i — t* . Il , ifit tang— = /, cosa: = —, sina7= -r» «m? = -z;
je reviendrai d'ailleurs sur les intégrales des deux types précédents. La courbe (folium de Descartes), défînie par Téquation
est unicursale; les coordonnées d'un quelconque de ses points s'eiprimeni par les formules
at an
IH- /> "^ l -f- r« '
en supposant que t varie de o à -h oo, le point a?, y décrit une courbe fermée, tangente aux deux axes, dont je me propose de calculer Taire.
La courbe admet une tangente parallèle à Taxe des y\ on trouverait la valeur ^ de i qui correspond au point de contact A, en cherchant la valeur
dx positive de t qui annule —r-' Le point A sépare la boucle OMANO en deux
traits de courbe OMA, ANO.
Le premier est décrit par le point x^ y quand t croît de o à ^': à ce trait correspond une fonction j^ = 6 (or), vérifiant l'équation de la courbe, définie dans rintervalle (o, a) en posant
at
at'^
quand t croit de o à t*. x croît de o à a et y de o à r-» Le second trait de
courbe est décrit quand t croît de /' à -+- oo ; à ce second trait correspond une fonction jr = 6,(07), vérifiant encore l'équation de la courbe; quand t
croît de /' à -4- 00 , a? décroît de a à o, y varie de 77 à o. L'aire cherchée est
d'ailleurs égale à
Jr ^^(x)dx — I (i(x)dx; 0 • ^1
dans chacune des intégrales faisons la substitution
af
tlx
at' Ot(ar) et 6(0?) prendront la forme -\ mais aux valeurs de a? qui vont de o
à X, correspondent, peur la première intégrale, les valeurs de t qui vont de - 00 à /', et, pour la seconde intégrale, celles qui vont de o à i'; Taire cherchée sera donc
flL
On a d'ailleurs
L*aire cherchée est donc
Si l'on pose
u = i-ht*, du = ^ *« rf*,
on voit de suite que u varie de i à +00 quand t varie de o à oo et l'on arrive, pour Taire cherchée, à l'expression
a* Le calcul s'achève immédiatement; Faire cherchée est égale à — •
La courbe du quatrième degré (leniniscate de Bernoulli) définie par l'équation
(ar»-h^î)t=aî(jr«-7«)
a la forme figurée ci-dessous; cherchons à évaluer Taire OAM située dans Tangle des coordonnées positives.
Fig. 9«.
I/orif;iiio est un point double; en résolvant par rapport à x, / l'équation de la courbo et Téquation j^ = mâr, on trouve
a yT—m 1 -^ m*
X Q\, y s'expriment rationnellement au moyen de m et de v/i — /w*; comme ces deux quantités s'expriment rationnellement au moyen d'un paramètre, en posant, par exemple,
— t^ I Ji /
/Il =
IH
yj \ — w#* =
on voit que^r et^ peuvent s'exprimer rationnellement au moyen de t et que la courbe considérée est unicursale; mais, pour l'objet que l'on a en vue, il suffît de prendre m pour variable; on reconnaît tout d'abord que, lorsque m croit de o à i, le point dont les coordonnées sont
a i/i — m' am v/i — m*
décrit Tare AMO; ces deux formules, ou le trait de courbe, définissent^' comme une fonction de x dans l'intervalle (o, a).
Le problème consiste dans l'évaluation de l'intégrale / ydx. Si l'on y fait
la substitution
X = ■ j CLX ï^ — él ^^ y
aux limites o et a de a: correspondront, pour m, les limites i eto, et l'on aura
on a affaire à une intégrale portant sur une fonction rationnelle que Ton pourra traiter par la métUode du n** 317; on peut aussi poser
m = taiigtj, dm =
cos*0'
lorsque 6 croît de o à -> m croît de o à i, on a donc
r m«(3-m«)^^^^^ r jin,ô(3cos«0-sin*e)
= - I (cosaO — cos40)e;0
rfe
a' L'aire cherchée est —, Taire totale de la lemniscate est a*.
Je reviens, après ces exemples, aux intégrales du type
où R est une fonction rationnelle de x et de y et où j^ est mis à la place de y\x'-j- 26^-4- C; je vais indiquer un autre procédé d'intégration. Rien n'empêche de supposer B nul, puisque Ton peut loujours commencer par faire la substitution x -\- -^ = x'', c'est ce que je ferai dans ce qui suit. On peut supposer aussi que la fraction rationnelle R(ar, y) ne contient^ qu'au premier degré puisque l'on peut remplacer y^" ety-""^* respectivement par (A^'-j-C)", (.\j:--|-C)''^v: on peut donc, en désignant par M, N, P, Q des polynômes en x, suj>poser que K(x,y) a été mis sous la forme
_ MP — \Q(Aar«-r-C) (NP-MQ) Ajrt-H-C
où f{x) est une fraction rationnelle en j?, où g{x)^ l^{^) sont des polynômes en x\ puisque l'on sait trouver la fonction primitive d'une fraction rationnelle y(^), le calcul de / R(ar, r)rfx est donc ramené à celui de l'intégrale
Çgjx) dx_
Je me bornerai, dans la suite, au cas où les racines de/(-r) sont réelles. En décomposant la fraction Çt^. en élémenU simples, on voit de suite que tout est ramené à effectuer des intégrales qui appartiennent respectivement aux types
où /i ety» sont des entiers positifs ou nuls.
NOTIONS DK CALCt'L INTÉGRAL. î\'t
Considérons d'abord les premières; quand n = '2m -{- i est impair, il est avantageux de faire la substitution
A J7* -+- C = 5*, Xxdx = z dz <|ui donne
/ÂïïTc " J l A ; A •
On développera ensuite ( — ^ — ) P^^ la formule du binôme; le
calcul s'achèxera sans peine.
Quand n = 2m est pair, on obtiendra une formule de réduction, d'après le procédé indiqué au n" 321, en partant des formules
d / , , n — I 7T\ a/wAjrï'w-h^'im — i)Cjc*"»-«
-j- ( a-^m-i /AÏM-C) = ^ ,
J v/Aa:«-+-C J v/Ar«-+-G
dont la dernière permettra de ramener de proche en proche le calcul
de / , a celui de / ,
J /Ax2-+-G J v/Ajr«-i- G
Quant aux intégrales du type
rfr
on pourrait les obtenir par une voie analogue; on peut aussi faire la substitution
I , dz
X =i a -\ — 9 dx = -9
qui donne
d.T /* z/'-» dz
Ji.x-a)Py/Kx*+C j / ^^.
uAa A
/zP- ^ dz /(Aa»H-C)^*H-2Aa;
il convient de remarquer que, si Ton a affaire primitivement à une
intégrale définie, prise entre les limites jcq et x%^ le nombre a ne doit
pas appartenir à Tintervalle (^O) ^i ) si ron veut que cette intégrale ait un sens; par suite, entre les limites correspondantes de la nouvelle intégrale, z ne changera pas de signe; sgn^ sera toujours égal à i ou toujours égal à — i; l'intégrale précédente appartient au type que l'on vient d'étudier.
Si a était nul et sip était impair, il conviendrait encore de faire le changement de variable A:r^+ G =y.
3â8. Considérons maintenant les intégrales du type / R {s'inx, cosx) cLr^
où R(sina:, cos^) désigne une fraction rationnelle en sinjr, cosx.
Si l'on a aflaire à une intégrale définie, les limites Xo^ Xf doivent être telles que la fonction R(sinJ7, cosar) soit continue dans l'intervalle {Xo^ Xi).
On a vu qu'une intégrale de ce type se ramenait à une intégrale portant sur une fonction rationnelle en posant
ar = 2 arc tang^, ax = -» sina? = -rt cosa? = -;
il convient, toutefois, de remarquer que / variant de — oo à -}-», X varie de — it à -H it; la méthode s'applique sans difficulté à une intégrale définie dont les limites appartiennent à l'intervalle ( — r, ti): on aura alors, en posant 1^= tang—, t^ = tang— î-^
Elle ne peut s'appliquer sans modifications lorsque l'un des nombres Xqj Xi est en dehors de l'intervalle ( — tt, tt). Il faut alors ramener les limites de l'intégrale à être comprises dans cet intervalle : on y parviendra en fractionnant au besoin- l'intervalle d'intégration. Supposons d'abord o < x» — ar„ < 2iî; déterminons un nombre entier n tel que Ton ait ( * )
(') /i sera la valeur approchée, à une unité près, par excès de ~-
et faisons la substilution
ûnx et cosx seront remplacés par asinj^ et acos^(*), a étant égal à ( — i)" ; l'intégrale devient
R(a sin^, a cos^) djr»
Si X\ — mz appartient, comme x^ — /iir, à l'intervalle ( — it, ic), le problème est résolu : s\ x^ — /nr est plus grand que ir, on écrira
-, — nie *^x,-/t« *^ir
la première intégrale rentre dans les conditions voulues; pour calculer la seconde, on fera le changement de variable
j^ = n -h z, dy ^dx,
s\ny et cos^ sont remplacés par — sin«, — cos-2 et la seconde intégrale est remplacée par
R(— asin^, — acos^) dz^
qui rentre aussi dans les conditions voulues, puisque x^ — (/i -H i)it ne peut être supérieur à tc.
Si Ton avait maintenant x^ — ;ro>2'n, ce qui ne peut d'ailleurs arriver que si la fonction R(sin^, cosor) est continue dans tout intervalle, on partagerait l'intervalle (^o> ^0 en intervalles tels que
donc chacun aurait une étendue égale ou inférieure à 21c et l'on serait
(*) Gomme le nom de la variable d'intégration n^importe pas, on emploie souvent la même lettre x pour désigner la nouvelle variable : on dit alors que l'on remplace X par nie + x\ les limites x^ et x^ sont remplacées par x^^ nie, x^— n-K\ la
quantité sous le signe / ne change pas, si n est pair.
ramené à des intégrales
,Xo-4-aTC /•J»-t-*«
que l'on sait traiter.
On observera qu'une intégrale de la forme
où la fonction* sous le signe / est supposée continue dans tout intervalle, est indépendante de x^ : en effet, on peut récrire
î« >,iir+j'o
en remplaçant dans la dernière x par a-n + .r, on la ramène à la
; elle détruit la première et l'on a, quel que soit x«, w
>,.T,-«-«1C ^tlZ
si, en particulier, on prend Xo = — it, on voit que l'intégnile ccumdérée est égale à
/ R{sinx,cosx) cLc = 1 iRl -» -) -•
Les calculs que l'on vient d'expliquer sont, dans certains ca>. susceptibles de simplifications. Si la fonction R(sin^, cosx) peul être mise sous forme de fonction rationnelle de sin2X, cos2.r, u qui arrivera en particulier si R(sinj', cosx) est rationnel en sin-x, cos'-'j:, il sera avantageux de prendre pour nouvelle variable non pa>
^V^S: ' '"^'^ '^'^^^ tang^; il y aura, pour ce qui concerne les limili>.
à prendre des précautions analogues à celles sur lesquelles je \ieii? d'insister.
Telles sont, par exemple, les intégrales du type
r dp
J a cos*iF -I- b sin'x
sur lesquelles je vais m'arrêter un instant. J'observe d'abord que les intégrales du type
J a cos^ X -h b sin^ a: -h c J (a
H- c) cos*a7 H- (b -h c) %\ïi^x
rentrent dans le type précédent; il en est de même des intégrales du dx /"* d.r
■ (A H- B)cos* — h(B — A)sin*-
après que l'on y a remplacé x par 2^; plus généralement les inté- «îrales
r dx
J A cosir -♦- B sinar -i- G
ventrent encore dans le même type : si Ton détermine, en effet, un angle a tel que Ton ait
A = rcosa, B = rsin5c, elles prennent la forme
r dx
J r cos{x — a) -h c'
<»t il suffit de remplacer x par %-{- x pour les ramener à un type que l'on vient d'examiner.
Ceci posé, pour ce qui est des intégrales
dx
on aura à distinguer deux cas, suivant que a et b sont de mêmes signes ou de signes contraires. Le cas où l'une de ces constantes
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serait nulle se traite immédiatement, puisque Ton a
/dx __ Ç dur _ __
cotangor = —
tangx
1° Supposons que a et 6 soient de signes contraires. Si Ton a affaire à une intégrale défînie, prise entre les limites x^ et ar,, il faut, pour que cette intégrale ait un sens, que le dénominateur
a cos'xH- b sin'jr
ne s'annule pas dans l'intervalle (a?©, a:,), en d'autres termes que Ton n'ait pour aucune valeur de x appartenant à cet intervalle
tangar=±i/— ^.
Supposons qu'il en soit ainsi; on pourra, par des procédés analogues à ceux qui ont élé décrits plus haut, quitte à fractionner l'intégrale, s'arranger pour que les limites appartiennent à l'intervalle
( y - j» puis faire la substitution
iF = arctanff/, dx = -, sin*a? = r> cos'ar= ;
qui ramène l'intégrale à la forme
r dt J a-^-bt^'
que l'on sait traiter : aux limites Xq^ x^ correspondront les limites ^0 = tang j^O) 'i = tangXi .
On peut d'ailleurs se dispenser de ramener les limites à être
comprises entre — - et -h -• Si, en effet, on pose tanga =1/ — t»
la substitution précédente, faite sans se préoccuper des limites, conduit aux. égalités
r df^ r dt _ I . tangjT — tanga 1
,/ a C()s«^ H- b sïn^x " J a-h bt* ~~ ^b tanga ^ tangjr -+- iang« |
26tanga ^ | sîn{ar -4- a) |
régalllé des membres extrêmes veut dire que la dérivée du dernier
membre est , . ^ ; c'est d'ailleurs ce que le lecteur n'aura
acos*.r -h 6 sin*a7 ^
point de peine à vérifier; pour appliquer cette formule à la détermination d'une intégrale définie, prise entre les limites Xq et Xi, il suffit
<iue la fonction le -7—, soit continue dans l'intervalle (xq, Xi ),
' ^*j' sin(a7 — a) , , ^ j. ' n '
c est-a-dire que -r-^ ^ ne s annule pas et ne devienne pas inhni,
ou encore que x ne prenne dans cet intervalle aucune valeur de la forme dz a-H rmz, m étant un nombre entier; or, pour une telle valeur, on aurait
tanga? = iang(=fc a) =±1/— |
^t l'on a supposé que cela ne pouvait avoir lieu dans l'intervalle (xo^Xi) afin que l'intégrale proposée eût un sens. On peut donc écrire
/'* da^ __ I r I sin(37i — g) I sin(aro— a) 1 *|
a cos*ar-+- 6 sin*a7 "" -26 tanga L ^ I sin(a7i-i-a; ° | sin( jro-i- a) | J
_ I . sin(j7i — a) sin(a?Q-i- a)^
"" 2^tanga ®sin(a:i-ha) sin(a7o — a)'
<lans la dernière expression, la quantité sous le signe Ig est positive, «car les deux facteurs sont de mêmes signes. On a, par exemple,
1£ X. /77r Tc\ . /Sir 7c\
d. 1 , ^^nT-3J^'"(-6-^3J
r ± =--^ig
J,^ 3 cos«ar - sin«a7 21/3
. Tz . 7'jr sin-sin %- I . 00
^'V^ sm — sin- 1 7.
Considérons maintenant les intégrales du tj[.e
dx
J a cos*
.r -4- 6 siii^a?
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OU aeib sont de mêmes signes ; dans ce cas, la fonction sous le signe /
est toujours continue; on peut appliquer ici les méthodes générales, il est plus aisé de se rappeler que la fonction toujours continue
(n" 211) Arc lang f l/- tangx j, dont la valeur est comprise entre le>
. , . , , t: , , i ' • f yJab s^w a mêmes multiples de- que le nombres, a pour dérivée , . ^ ^
en sorte qu'on peut écrire
/ ; î — :— T— = -4:^ Arc lang ( l/- langx).
J « cos*ar-h ^sin^j- ^/^^ \V « /
On a, par exemple, en supposant a, b positifs,
r* dx ^ IC
J^ «cos»j'-+-6sin«ar "" ^/ôï'
r'"" dx ^ -^^
La méthode qu*on vient d'expliquer suffit à faire comprendre que. uu lieu des fonctions arc tang^, arc si n^:, ..., définies sans ambiguïté au n** 200, il peut être avantageux d'introduire des fonction*» Vrc tang. Arc sin, appropriées au problème spécial qu'on a en vue, ei dlHérentes de celles qu'on vient de rappeler. Supposons, par exemple, que les limites de Tintégrale à calculer soient x^. x^ et que Ton soit amené à y faire le changement de variable t = tangjr, la tangente \ariant d'une façon continue dans l'intervalle (oto, X\ ) dont je
ne suppose pas que les bornes appartiennent à Fintervalle ( ^» - ) ;
si>iont d'ailleurs
/a = lang Xo, /i = tangxi ;
Il Y a une détermination de Arc tang/, telle que, / variant de /« à /,, celte détermination \arie, sans oscillation, de x» à x, ; il sera loul n iturel de Ki choisir,
J\>hser\orai aussi qu*il est parfois commode de fTecluer fi nlégraliou suK lrt>p se préoccuper des limites, de |)arvenir. comme on le peut, à u le touotion qui aiinielte comme déri\ée le ci»eflîcienl de dx so\\> ie
sl«;ne / el de s'assurer ensuite que les conditions de continuité sous lesquelles on peut appliquer la formule fondamentale
sont vérifiées.
Si, par exemple, on fait dans Tintégrale
r dx
J langjr — tangt/
la substitution tangr = /, on la ramène à la forme J (I-^-/»)(^ — tanga)
, r dt ^ r tdt r dt
= cos'a I cos*« / -;-— sinacosa / ~
. , I tangj- — ta:i&:a 1 = cos'a Ig — — ^-— — jTsina cosa.
I \J \ -t- lang-a |
On en conclut que la fonction
F(a-) = cos'rt Ifî I sin(x — a)\ — x siiia cosa
admet pour dérivée •
tangj* — tanga
D'un autre côté, si l'intégrale doit être prise entre les limites a^o, a^i, il n«
doit y avoir dans l'intervalle (Xy, X\) aucune racine de Téquation
tang^ — tanga = o ou sin(a? — a) = o;
dans ces conditions la fonction F(a:) est continue dans rintcrvalle {x^^x{) et l'on peut écrire
I /•'* dx , (sinf^r,— a)| ,
/ =cosaIg -r—r ■ — (oTi — a?o)sma.
cosa^^ tangx — tanga °|sin(jro — a)|
On peut même, dans le second membre, supprimer les deux barres verti-
I J 1 !• . 1' !• 1. • sinCj* — a) ,
r.iles, car, dans les conditions que 1 on a dites, 1 expression -: ^'arde
' ^ ' r sin(Xo— a) '^
•ion signe dans tout l'inlcrvalle (a^o, Xi); elle est positive pour a" — oto» clic
lest encore pour x = Xi.
En parliculier,
dx Ig2 Tri/3 ^ — langar 4 <-*
à un denrii-millième près, par excès.
330. Enfin, il convient de dire encore un mol du cas où la fonction R(cosa7, sinx), qui figure dans l'intégrale
/ R(cosa?, sinar) rfr,
est un polynôme en cos;r et sin:r; on a déjà donné, au n" 315, une méthode pour traiter ce cas; on peut aussi remarquer que tout se ramène au calcul des intégrales du type
/ cos/'arsin^j-^,
où />, q sont des nombres entiers positifs ou nuls. Il est aisé de trouver une formule de réduction pour cette intégrale, que je désignerai par A^^^. On a, quels que soient les entiers a, p,
^(cos*a7sinPir) = — a cos^'^ x slnP-*-^ x -\- ^ cos«-»-*arsinP-'a?
= — acos«-*arsinp-ïar(i — cos'a?) -+- p cos*-<-*a?sinP"'i* = (a -h P) cos*^-*irsinP-* J7 — a cos*-*ar sinP-*a: = — ( a -+- p ) cos*-* X sinP-^' x -h ^ cos»-* x sinP-* r,
d'où Ton déduit
(a -4- P) Aa-f.,,p_i — ût Aa_i,p_i = cos«.t sinPa?, — (a -4- p) Aa-i.p+i -H pAa-i,p-i = cos«J7 sinPar,
et, par suite,
(/>-+-^)Ap,ç = (p — i;Ap-i,y-t-cos/^>a?sin^+«^ = (^ — O^A'.y-î — cos/^'arsin^-^a?.
Ces formules ramènent, de proche en proche, le calcul de A^^^ au calcul d'une intégrale du même type oii /y, q sont égaux à o ou
à 1. Au reste, elles pourraient encore servir, en les résolvant par rapport à A^_2,^, ^p,q^2 si/? et ^r étaient négatifs. En restant dans le cas où /?, q sont positifs, on observera que, si Ton désigne par A' ^
l'intégrale A^,,^ prise entre les limites o et-, on a
tant que /?, q sont plus grands que i; il est aisé de déduire de là l'expression de A^^.
Lorsque l'un des nombres ;>, q est impair, on procède autrement pour le calcul de A^^^ ; si, par exemple, p est impair, on écrira
/ cosP X sin^ X cLv = 1 sin^ar^i — s\n^ x f^ d sin x = j /7(i — f«) « dt,
en posant t = sin^ : on n'a plus qu'à intégrer une fonction entière. Signalons encore les intégrales du type
I R(e')dx,
où R(e') est une fonction rationnelle de e^; le cas où K(e^) est un polynôme en e^ a déjà été traité. On peut poser, en général,
c*=/, x=\^t, dx^-jy
on est encore ramené à une différentielle rationnelle.
ÉVALUATION APPROCHÉE D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE
331. J'ai déjà donné, au n** 304, quelques indications sur ce sujet. Lorsqu'on ne sait pas trouver l'expression explicite d'une intégrale définie
J f{x)dx, c'est aux méthodes d'approximation qu'il faut avoir recours; il con-
vient d'observer d'ailleurs que l'expression explicite elle-même nf permet pas, d'ordinaire, autre chose qu'un calcul approché, et qu'elle n'est pas toujours plus avantageuse, même à ce point de vue, que \t< méthodes indiquées au n" 304 et sur lesquelles je dois m'arrêler un peu. Quoi qu'il en soit, la possibilité d'évaluer, avec telle approximation qu'on veut, une inté^^rale définie montre nettement que, si l'on regarde l'une des limites, la limite supérieure par exemple, comme une variable, l'intégrale définie est une fonction de celle variable (n° 194). La classification des fonctions ainsi définies, rétude (le leurs propriétés, constitue un Chapitre très important de IWiwlyse. La première chose à faire est d'apprendre à les calculer: pour le reste, je me borne à remarquer que les théorèmes sur la variation de> fonctions s'appliquent naturellement à l'étude de la variation de la
fonction / /(^) dx^ dont la dérivée par rapport à x est /(x) : c'est
seulement sur le calcul numérique que j'insisterai.
Je supposerai que la fonction /(x) est continue dans Tintervalle (a, b); j'en désignerai une fonction primitive par P{x) en sorte qu'on ait
naturellement, on ne supposera pas que la fonction F (a:) soit connue: V{x) est simplement un symbole commode pour les explications théoriques; enfin je supposerai, comme au n" 304, que Tinterai»* mesure une aire, décomposée en bandes étroites par des parallèles h l'axe des^r; l'aire exacte d'une de ces bandes a une expression de l.i forme
où je supposerai cl <^p.
On remplace cette aire par une expression approchée; si l'on connaît une limite de la valeur absolue de l'erreur que l'on commet, la somme de ces limites, relatives aux diverses bandes, fournii*a une limite supérieure de Terreur.
La différence /i = [3 — a des abscisses des parallèles à l'axe des y qui limitent la bande est petite; je la regarderai comme du premier ordre, en emj)loyant un langage analogue à celui de la théorie de>
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infiniment petits (n" 245, note du n« 19); je regarderai A" ou le produit de A" par un nombre que Ton suppose être ni très petit ni très grand, comme étant du /i'*'"" ordre. Ce langage coïnciderait avec celui du n** 245 si l'on regardait, par exemple, a comme fixe, ^ comme variable et p — a comme l'infiniment petit principal.
La méthode même qui a conduit tout d'abord à la définition de rinlégrale définie consiste à prendre A /(a) ou hf{^) comme valeur approchée de l'aire de la bande; l'erreur est alors, dans le premier cas,
en supposant que la formule de Taylor s'applique et en remplaçant F(a H- A) par
F(a)-HAF'(a)-h^F'(a)+...= F(a)-h;i/(a)+Ç/'(a)-h..., l'expression de cette erreur devient
On voit qu'elle est du second ordre, en supposant que /'(a) ne soit pas très grand, en valeur absolue. La conclusion serait la même si l'on avait choisi la valeur approchée A/(jï).
Si l'on prend pour l'aire de la bande l'aire 7[/(P) -H/(ot)]> l'erreur sera
Elle sera, en général, du troisième ordre ( ' ).
(•) En prenant la valeur h fl ^j = /i/(a h — j que l'on a encore indiquée
au n* 304 comme valeur approchéei on trouve que l'erreur est
Supposons qu'on ait divisé l'inlervalle (a, b) en n parties égale-* à A, et qu'on remplace chacune des n bandes ainsi obtenues par le trapèze correspondant; on commettra sur chaque bande une erreur comparable à A* ; on peut donc s'attendre, sur le tout, à une erreur comparable à
/iA*= (6 - a)/i« = ^-^^^=^' , c'est-à-dire à une erreur du second ordre.
On peut d'ailleurs donner une meilleure évaluation de Terreur
commise sur chaque bande : représentons celte erreur par A(3 — a)', A étant un nombre qu'il s*agit d'évaluer; pour cela, considérons la fonctioD
elle est aussi du troisième ordxe» à peu près moitié moindre, et de signe contraire. On est conduit, par ce calcul mènM« à une méthode encore préférable : il montre ea effet que, dans la somme des développeme&ls suivant les puissances de A des quantités
F(« + A)-F(.)_ J[/(«)-K/(P)], et
les termes en h, h^, h* disparaissent : le développement de
= F(a4-A)-F(a)-^[/(a)-h/(a-hA)-f-4/(«-Hj)]
commence donc, par un terme du quatrième degré au moins; en fair, ce développement commence par le terme
L'cipression ^ /(a)-^-/(P)-^-4/^î-±J^^ fournit donc une très bonne valeur
approchée de Taire F(p) ~ F(a) de la bande considérée; cette expression est cxacie quand f{x) est un polynôme du troisième degré, au plus, comme il résolce du calcul même, puisque, alors, les dérivées d*ordre égal ou supérieur à 4 sont ideoti-
de X
<p(x) = F(x) - F(a) - î^ [/(a) +/(af)] - A(x - «)».
Pour âT = p, cette fonction est nulle d'après la définition de A; pour :7 = a^ elle est nulle identiquement, ainsi que sa dérivée
il en résulte que sa dérivée seconde
cp'(a7)=— î-=^/'(ar) — 6A(ar — a) doit s'annuler pour un nombre ^intermédiaire à a, p, c'est-à-dire qu'on a
quemeoi nulles. D où Tiaterprétation géométrique suivante :
oc 4- 3 Par les trois points de la courbe proposée dont les abscisses sont a, -y p, oo
fait passer une courbe ayant une équation de la forme
^^ = A -*- Bj? 4- Ca7>+ D^,
et Ton substitue à \^ bande proposée celle que limite cette dernière courbe. Quelle que soit la courbe, ayant une équation de cette forme, qui passe par les trois points, le résultat est le même. La plus simple de ces courbes est évidemment une parabole ayant son axe de symétrie parallèle à Taxe des y.
La méthode d*approximation fondée sur l'emploi de la formule précédente est due à Simpson. Il est bien aisé de voir, en supposant qu^en ait divisé Tintervalle (a,6> en an parties égales et qu'on pose
J7, = a-+-/i, a?j=a-i-2A, ..., a?,^, = a -+- (an — i)A»
qu'elle conduit à prendre pour valeur approchée de l'intégrale / f{x)dx^ l'expression
|[P + aQ + 4R].
OÙ Ton suppose
H=/(a7,)-t-/(ar3)4-...H-/(x,,_,).
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et que Terreur peut être mise sous la forme
D*une pan, on obtiendra ainsi aisément une limite de celte erreur si Ton a mi'' limite des valeurs absolues de /'(x) dans Tintervalle (a, S); crautre p<ir(. i.i forme même qu'on vient de trouver conduit naturellement à une ainélioraiion de la méthode : si, en eflfel, on suppose qu'on divise rintervalle (a, 6) m
n parties égales à h =z et qu'on fasse
que Ton désigne par ^i, ^t, ..., ^„ chacun des nombres analogues à S, relaiiK aux intervalles partiels (ai,a?i), (iPiyXf), ..., (Xn-i,à) et par S la sonimdes trapèzes, on aura (exactement)
La première expression de l'intégrale montre que, si Ton désigne par M ui. nombre égal ou supérieur aux valeurs absolues dey (x) dan» rintervalle «a, /". Terreur commise en prenant S pour la valeur de Tintégrale est moindre que
nMA» (6-a)M/i«
Dans la seconde expression, on voit que la quantité entre crochets, si h ca assez grand, est voisine de Tintégrale
f(x)clx=f(b)-f{a).
On pourra donc prendre pour valeur approchée de rinit^grale
(lotte expression, appliquée à la bande dont Taire exacte est F(3)— F(i'. fournirait, comme valeur approchée de cette bande, Texpression
Un calcul analogue à celui qu'on vient de faire pour calculer Terreur, conduirait à la relation (>)
F.^,-F(.) = (p-,)/<'>y^P>-ii^[/'(P)-/'(a)]-^l^V-m
en désignant par $' un nombre compris entre a et p. Dans cette nouvelle formule, le dernier terme est identiquement nul quand /(a?) est un polynôme de degré inférieur à 4; dans ce cas la formule
donne la valeur exacte de Tintégrale. La même relation permet de reconnaître aisément que Terreur commise en adoptant cette dernière valeur pour Tinté- ^rale est moindre en valeur absolue que
on désignant par M' un nombre égal ou supérieur à la plus grande des valeurs absolues de/*^(a:) dans Tintervalle (a, b) (*).
Appliquons ceci à la recherche dé la valeur de Tintégrale
^ dx
dont on sait que la valeur exacte est -r =0,7853981....
En divisant Tintervalle (0,1) en cinq parties égales, on a à calculer les va-
j 2 3 4 leurs des six ordonnées correspondant aux abscisses o, -ry -> 77 -9 i ; on doit
ajouter la demi-somme des ordonnées extrêmes et les quatre ordonnées intermédiaires; le calcul est indiqué ci-dessous; il a été fait avec six déci-
(*) Le même genre de raisonnement conduit, pour la méthode de Simpson, à la relation suivante :
(') Il est clair qu'on pourrait continuer ainsi. Le résultat général est contenu dans une formule due à Euler, dite formule sommatoire d'Euler-MacIaurin.
T. — IL
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maies :
le résultat multiplié par 0,2 doone pour la somme des trapèzes
II est manifeste que, si Ton \eut se borner à la méthode des trapèzes, pn»prement dite, on a fait les calculs avec un trop grand nombre de décimales; il n'en est plus de même si Ton tient compte du terme correctif, dont la \aleur est ici
:: — = o, COI 666.. .;
en ajoutant 0,0016667 à la valeur trouvée pour S, on trouve pour i'inlervallc la valeur
dont la différence avec la valeur exacte est moindre que 2.10-'. Je laisse aa lecteur le soin de comparer l'approximation à laquelle on arrive à la valeur limite indiquée plus haut (*).
Considérons encore Tintégrale
Il sera tout d^abord nécessaire de se rendre compte de Terreur que l'on commet en substituant à cette intégrale une intégrale de la forme
( < ) L'emploi du terme complémentaire est commode si Ton se donne la fonciioo f {x) par soD expression analytique. Il n'en serait plus de même si la courbe dont on a représenté l'équation par j' = / {x) était simplement tracée, la fonction /(Ji étant seulement connue ( approximalivement) par sa représentation graphique. C'e$t ce qui arrive souvent dans les applications pratiques. Le tracé, d'après la courbe, de la tangente, qui peut fournir la valeur de /' {x) est quelque peu arbitraire. L'emploi de la méthode de Simpson, indiquée plus haut en Note, est préférable.
OÙ A est un nombre positif suffi sani ment grand. On a, en supposant B> A,
/ e-J' dx<-T I e-**x dx.
L'intégrale qui fîgure dans le second membre est égale à
La relation
où il est manifeste que le second membre peut être supposé aussi petit que Ton veut, pourvu que A soit assez grand, permet d'établir rigoureusement que
l'intégrale / e—^'^dx, qui augmente en même temps que sa limite supé-
rieure, tend vers une limite quand x tend vers -h oo et que l'erreur que
l'on commet en substituant à / e-^'* dx l'intégrale / e--^* dx est moindre
que — — ; si Ton prend par exemple A = 3; on aura
Pour calculer l'intégrale / c"»* dx^ je supposerai qu'on partage l'inter- Jo \a\\e (o,3) en six parties égales; on a à calculer les valeurs de e-*' pour j? = o,
-, 1, -j 2, -> 3: les calculs ont été faits avec des tables à cinq décimales; •222 *
dans l'addition qui est faite ci-dessous, le premier nombre représente la demisomme des ordonnées extrêmes, les suivants sont les ordonnées intermédiaires
o,5oooi 0,77880 0,36788 o, io54o 0,01 832 n,ooi(j3 o , 000 1 2
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On a donc, en multipliant par -y pour la somme des aires des trapèzes,
Le terme complémentaire est ici -3-; il n'affecte que la dernière décimale et
il n'y a guère lieu d'en tenir compte, vu l'incertitude manifeste de ce dernier chiffre; en fait, les quatre premières décimales se trouvent exactes (*).
Lorsque la fonction /(a?) qui figure dans l'intégrale
S= / f{x)dx est développable en une série
intégrable terme à terme (n° 310), et telle que la série des intégrales soit rapidement convergente, on a là un moyen naturel d'avoir une valeur approchée de S. Il est tout indiqué quand la' fonction f{x) n'est connue que patson développement en série (/). Il s'applique en particulier quand la fonction f{x) est développable en série entière ou en série de Taylor.
Je considérerai, à titre d'exemple, le cas où la fonction /( \-h\ esl
développable par la formule de Taylor
En faisant dans l'intégrale proposée le changement de variable x = — -^ h A,
elle devient
et Ton trouve de suite, en désignant par/o, /i', /ô\ ... les valeurs de la fooc-
(*) On démontre que la valeur exacte de l'intégrale est
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lion f{x) el de ses dérivées d'ordre pair pour x = S = {b — a)/o-h
ib-a)^ fl _ {b--af yr
Celte formule s'appliquera ulilement, en parliculier, dans le cas où Tintervalle (a, 6) est petil, en sorte que les termes décroissent rapidemenl. On a 4léjà signalé le procédé d'approximation qui consiste à ne garder que le premier lerme
.-„,/(îi-').
%h. - APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES.
333. Je vais donner un certain nombre d'applications de la méthode générale expliquée au n° 304, pour parvenir, quand on ne sait pas le faire directement, à l'évaluation d'une quantité Q. On décompose cette quantité en petites parties qu'on puisse évaluer approximativement : si, en particulier, tous les éléments sont positifs et si l'erreur relative commise sur chacun d'eux est moindre que p, l'erreur relative commise sur la somme est aussi moindre que p. Si l'on peut faire correspondre la décomposition de Q à une décomposition d'un intervalle (a, 6) en intervalles partiels (a, ^i), (^1,^2), ..., KXn-ib^^a^Xx^x^^ . . .jjT/,, 6 étant des nombres rangés par ordre de grandeur, si l'on sait mettre l'expression approchée de chaque partie de Q sous une forme telle que (^/>+i — ■^/>)/(S/»)î où \p désigne un nombre appartenant à l'intervalle (j^j», ^/y+i) et/(j7) uue fonction continue ilans l'intervalle (a, 6), la somme
(Jr,-a)/({l)^-(a7,-a7l)/(Ç,)-^-...-t-(^- ^/i-i)/(Ç«)
fournira une expression approchée de la mesure de Q ; cette somme diffère aussi peu qu'on le veut, pourvu que les intervalles partiels soient suffisamment petits, de l'intégrale
b f{x)dx.
lui sera la mesure cherchée.
Il arrive souvent que la mesure de Q manque, tout d'abord, de (lofmition précise; c'est l'intégrale même, à laquelle on parvient en se guidant sur la nature de la question, qui fournit cette défînilion. Dans le cas ou l'on possède a priori celle définition, on peut, au lieu d'employer le procédé qu'on vient de décrire, se servir du mode de raisonnement que l'on a appliqué au n° 222 pour les aires et au u" 298 pour les arcs : on regarde Q comme un état d'une grandeur \ariable dépendant d'une variable indépendante x et l'on cherche la dérivée de cette fonction. Le lecteur n'aura pas de peine à reconnaître que ce mode de raisonnement s'appliquerait à plusieurs des cas (ju'on va examiner.
Au reste, dans ces applications, je ne m'attarderai pas à établir rigoureusement la légitimité des résultats en étudiant, par exemple, les petites erreurs commises dans l'évaluation des parties et en montrant qu'elles n'ont pas d'influence. La répétition serait par trop fastidieuse.
Je commencerai par une observation concernant les arcs.
334. Arcs. — La règle que Ton a donnée au n** 298 pour calculer Tare de la courbe définie par les équations
compris entre les deux points qui répondent aux valeurs /«, /' du paramètre, consiste, lorsque les arcs croissent avec /, à former la dilVérence F(/') — V{f») en désignant par F(/) une fonction prinaili^e de \^/'{f) -l-<f'^(,')> elle revient à dire que l'arc s'exprime par rinlograle définie
f v(rvTT7v)rf/.
Supposons les nombres i^, /, in^t^ t* rangés par ordre de
grandeurs croissantes, et les intervalles {t^%i\)^ {U^^^u ... très petits: la somme
où 0|, O2» - 0^ sont des nombres qui appartiennent respectivement
aux intervalles partiels, dîflere très peu de Finlégrale définie, si ces
intervalles sont très petits. Ainsi qu'on Fa déjà fait observer au n° 298, les quantités qui multiplient les différences t^ — /q? • • • ? ^ — ^/i-i diffèrent très peu des rapports que Fon obtient en divisant respectivement par ces différences les longueurs des cordes qui joignent au suivant chacun des points M^, M,, . . . , M' de la courbe qui correspondent aux valeurs ^©j 'd • • • ? ^' du paramètre. En remplaçant chacun des éléments de la somme précédente, qui sont tous de mêmes signes, par la corde correspondante, l'erreur relative commise sur chaque élément est très faible; il en résulte que l'erreur relative commise sur la somme est aussi très faible; d'où la conclusion suivante, annoncée au n° 298.
La longueur d'un arc de courbe Mo M' diffère aussi peu qu'on le veut de la longueur de la ligne brisée MqMi, ..., M' pourvu que les points consécutifs Mo, M|, . . ., M' correspondent à des valeurs du paramètre croissantes et suffisamment rapprochées.
La démonstration suppose l'existence et la continuité des dérivées.
335. Aires en coordonnées polaires. — Considérons une courbe rapportée à des coordonnées polaires.
Supposons qu'on veuille avoir l'aire comprise entre les deux rayons vecteurs OA, OB, et l'arc de courbe AB, dont l'équation estp=:/(to); et dont on obtient tous les points en faisant varier a> depuis la valeur a, qui correspond à la direction OA, jusqu'à la valeur p, qui correspond à la direction OB. La variable co va jouer ici le rôle de la variable x du raisonnement général. On décomposera le secteur curviligne à évaluer en petits secteurs curvilignes o- par des rajons vecteurs par-
tant du point O; l'un de ces petits secteurs est limité, par exemple, par les rayons OM', OM" qui correspondent aux angles polaires co', w": on lui substitue le secteur circulaire OM'P, dont l'aire est - p^ (w^— to') en désignant par p la valeur du rayon vecteur OM'; on parvient ain^i. pour l'évaluation de l'aire, à la formule
SI le pôle était intérieur à un contour défini par l'équation p :=/(tu'i, et dont on obtiendrait tous les points en faisant varier w dans un inlf rvalle de air, l'aire limitée par ce contour se calculerait par une formule telle que
SI le pôle était sur le contour même, et si l'on obtenait tous Ie> points de ce contour en faisant varier, dans la relation p =/(<«)), o de a à a + *rc, on aurait pour la surface
I r*"^'' S=-^ p.rfo>.
L'angle a serait l'angle polaire d'une direction choisie sur la tangente
Fig. loo.
au pôle. La formule doit être modifiée si le pôle est un point anguleux de la courbe, ou si celle-ci traverse sa tangente.
Considérons le cas où le pôle est extérieur au contour de Taire: je
suppose que celle aire soil comprise enlre les deux tangentes cxlrêmes 0.\, OB correspondant aux angles polaires a el j3, et qu'une droite menée par le point O rencontre le contour en deux points; l'aire cherchée est la différence des deux aires OAMB, OAPB; le lecteur reconnaîtra de suite qu'elle est égale à
- / /(w)<ioj, ^ • 'a
en désignant par/((o) la différence OM^ — OP^ des carrés des rayons vecteurs OM, OP qui correspondent à l'angle polaire a>.
A propos des coordonnées polaires, je rappelle qu'on a calculé la différentielle de l'arc (n" 302); il résulte de l'expression trouvée que Tare d'une courbe limitée à deux points qui correspondent aux angles polaires a, p est donné par la formule
sy^'
p'* d{ûy
en désignant par p' la dérivée de p par rapport à co.
Si p et o) étaient exprimés en fonction d'un même paramètre /, l'aire serait donnée par une formule telle que
XV'-(S)'-(f)'-
Exemples. — Considérons Tellipse défînie par l'équation
I -+- £ COSO
670 CHAPITRE XVIll.
a est le demi-grand axe; s est Texcentricité, Torigine est un foyer; W\t polaire est dirigé vers le sommet A le plus rapproché du foyer 0. L'aire da secteur OAM est donnée par la formule
a*(i — £*) r^ diji
g^ a»(i — £î) r"" dis>
^ Jq (i-4-ecosw)*'
Je laisse au lecteur le soin, en appliquant les méthodes générales, de justifîer la substitution
cw = aarc tang
où ta fonction qui figure dans le second membre est celle qui a été défiaie au n" 199; on trouve ainsi
S = --p= / (i — ecostt) ai* = (n — ssmii),
où la valeur de u correspond à celle de co (>).
Pour avoir Taire totale de la courbe, on doit faire w = 2x, u = aie; et l'on a
alors S = ir . = Tzab,
Considérons la courbe définie par l'équation p = où m est un
cos*" — m
nombre entier, positif ou négatif; on trouve sans peine
v/pqr^= '—^;
COS
l'arc de la courbe, compris entre les deux points correspondant aux valeurs 2, P de co, sera donc
•P dw
Cl)
cos'"-^* — m
si m -h I est positif, on doit supposer que cos — ne s'annule pas dans riniervalle (a, p). La courbe se réduit à une droite pour m = i, à un cercle
( • ) L'angle u est Vanomalie excentrique du point M ; le lecteur retrooTera ceiif formule par des considérations géométriques, en regardant Tellipse eommr la prjection du cercle.
pour m = — I ; pour m = 3, on a
cos»^
Siangj -h tang3y,
la formule est valable tant que w est intérieur à l'intervalle ( r — )•
336. Intégrales relatives à un arc de courbe. — On considère un arc AB d'une courbe qui, rapportée à des coordonnées rectangulaires,
Fig. 102.
est définie par les équations
Pour désigner le point de cette courbe qui correspond à la valeur t du paramètre, je me permettrai de dire, d'une façon abrégée, le point t. Je suppose l'arc décrit en faisant varier t de a k b. On se donne, en outre, une fonction cp(^) de la variable t. On divise l'arc AB en petits arcs, on multiplie la longueur de chacun de ces arcs partiels par la valeur de la fonction cp(^) pour une valeur du paramètre t correspondant à quelque point de cet arc partiel; on fait la somme de tous les produits ainsi obtenus; on demande de quelle limite s'approche cette somme, quand le nombre des arcs partiels augmente indéfiniment et que la longueur de chacun d'eux diminue indéfiniment.
Le petit arc dont les extrémités correspondent aux valeurs ^', ^' du
paramètre peut être remplacé par (^' — ^') vV'^C^O + 5^^(^')î ^^ limite cherchée est
t)dt
OU, en supposant que les arcs croissent en même temps que t^
en prenant l'arc de courbe 5, compté à partir d'une origine fixe, pour variable, en désignant par 6(5) la fonction de $ qui remplace ç(/) el par a, ^ les valeurs de l'arc qui correspondent aux points A, B. on aura
Regardons la courbe comme un fil matériel très fin ; soit k la dcnsite (*) du fil au point ^, l'intégrale
représente alors la masse du fil : elle se réduit à la longueur pour A' = 1 .
On démontre, en Mécanique, que, si ç(^) désigne la distance à une
r* ds
droite fixe du point t de la courbe, l'intégrale / k^{t)--rdt dÎNisée
r^ ds par la masse M = / /^'-yi^f^ donne la distance du centre de gravité
(') Si l'on considère un arc de la courbe, ou plutôt du fil, la densité moyenne de cet arc est le rapport de sa masse à sa longueur. Soit A un point de la courlv: envisageons un petit arc de courbe contenant le point A; admettons que la denMté moyenne tende vers une limite, quand Tare, en se rapetissant, tend à se réduire dU point A, cette limite sera la densité au point A. Inversement, en supposant celle densité continue, la masse d'un petit arc s'obtient, avec une erreur relative in*? petite, en multipliant la longueur de l'arc par la densité en Vun quelconque de ^e< points : d^où l'expression de la masse sous forme d^ntégrale.
Considérons de même une surface matérielle (plaque mince, membrane, etc.); I*> densité moyenne d'une portion de cette surface s'obtiendra en divisant la masse de cette portion par son aire : si cette portion se rapetisse autour d'un point A et »i 1" densité moyenne tend vers une limite, cette limite est la densité en A.
Considérons enfin un volume limité, rempli de matière. La densité moyenne d'une portion de cette matière s'obtiendra en divisant la masse de cette portion par son volume. En faisant tendre le volume vers o, on obtient la densité en un point.
Je désignerai la densité en un point par A'; elle dépend en général de ce poini: quand elle est constante, la matière du fil, de la membrane, du corps est dite hom'tgene. Dans les applications géométriques on suppose souvent /r = i.
à celte droite; en particulier les coordonnées X, Y de ce centre de gravité sont
jr;, y doivent être remplacés par /(^), giO-
Par exemple, pour l'arc de cercle défini par les équations x^r cos ty y=r sinty quand t varie de — a à + a, on a -t^ =: r et les coordonnées du centre de gravité sont, en supposant la densité égale à i ,
Si la fonction ç(^) représente le carré de la distance du point t de la courbe à une droite fixe, l'intégrale
At(o^:
dt
est ce qu'on appelle le moment d* inertie de l'arc de courbe par rapport à la droite; ainsi le moment d'inertie par rapport à l'axe des x est
' ky^^dt.
-^ dt
Par exemple, le moment d'inertie par rapport à l'un des axes d'un segment de droite homogène de longueur /, parallèle à cet axe et situé à une distance de lui égale à a s'obtient en multipliant là^ par la densité.
Si la fonction <p(^) désigne le carré de la distance du point t de la courbe à un point fixe, l'intégrale
dt
k^(t)^dt
est le moment d'inertie de l'arc de courbe par rapport à ce point. Le moment d'inertie par rapport à l'origine est ainsi
il est la somme des moments d'inertie par rapport aux deux axes.
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Le moment d'inertie d'une circonférence de cercle de rajon /% par rapport à son centre, est 2Tzkr^, en supposant la matière homogène.
337. Intégrales relatives à une aire plane. — Considéions, dans le plan, un contour (C) limitant une aire «A»; je supposerai, pour simplifier, que ce contour (C) soit rencontré en deux points seulement par les parallèles à l'axe des y, comprises entre les tangentes parallèles à cet axe, tangentes que je suppose correspondre aui abscisses a et é. La longueur interceptée sur une parallèle qui correspond à l'abscisse x est un nombre positif qui dépend de x et que je désignerai par f (a?). C'est la différence entre les ordonnées des deux points de la courbe qui ont x pour abscisse.
Ceci posé, imaginons qu'on décompose l'aire <Â> en bandes Irè* étroites par des parallèles à l'axe des y^ que l'on multiplie l'aire de chacune de ces bandes par la valeur •i(x) d'une certaine fonction relati>e à un point de la bande (peu importe lequel); on fait la somme de tous les produits ainsi obtenus, et l'on demande de quelle limite cette somme s*approche indéfiniment quand, le nombre de> bundos croissant indéfiniment, Tépaisseur de chacune décroit indéfiniment.
On substitue à Taire de la bande M'M"PF qui correspond aux limites x\ x' Taire d\in rectangle qui aurait pour base Tépaisseur r" — x' de la bande et pour hauteur M'F=o(j:') ou ^FP; on substitue au produit partiel relatif à celte bande la quantité
il apparaît alors que la limite cherchée est Tintégrale
NOTIONS DE CALCUL INTÉGRAL. Sj)
Si ron prend ^{x) = ij Tintégrale représentera évidemment Taire X.
Regardons l'aire X comme une plaque homogène dont l'épaisseur est négligeable. On montre, en Mécanique, que, si l'on prend "^(x) = j:, l'expression
est l'abscisse du centre de gravité de cette plaque. L'ordonnée de ce centre de gravité s'obtiendrait d'une façon analogue en décomposant l'aire X en bandes étroites par des parallèles à l'axe des x.
Dans les mêmes conditions, si l'on prend J/(j?)=::r^, l'intégrale
où; A: est la densité (supposée constante), est ce qu'on appelle le moment d^ inertie de la plaque par rapport à l'axe des^.
Considérons, par exemple, une plaque rectangulaire ayant ses côtés respectivement égaux à a et à P; le côté de longueur ^ est supposé parallèle à l'axe des j^; soit Xq l'abscisse du centre de la plaque; en supposant la densité égale à i , le moment d'inertie de la plaque par rapport à l'axe des y sera
^x^'dz:= -C( 12x5 -haï).
Les moments d'inertie de la plaque par rapport au côté de longueur p et par rapport à la parallèle menée par le centre à ce côté
a» S a» S seraient respectivement -^f — ^-
338. Intégrales relatives à un volume. — Considérons un volume V limité à deux plans (A), (B) parallèles à un plan fixe (H) que le lecteur pourra se figurer comme étant horizontal. Imaginons un axe OZ perpendiculaire au plan (H) et le perçant en O. Le point O servira d'origine sur l'axe OZ ; chaque point M de cet axe sera déterminé, comme d'habitude, par l'équivalent algébrique du vecteur OM,
équivalent al{:;ébrique que j'appellerai la cote du point M. Un plan quelconque (P) parallèle au plan (H) est déterminé par la cote du point où il rencontre l'axe OZ; ce même nombre sera la cote du plan (P). Je suppose que les cotes des plans (A) et (B) soient a ei h et que l'on ait a<ib.
Ceci posé, tout plan parallèle au plan (II), compris entre les plans (A) et (B), détermine dans le volume V une section dont Taire dépend de la cote z du plan sécant. Je suppose qu'on sache évaluer celle aire, que je désigne par o{z). Imaginons qu'on découpe le volume V en plaques minces par des plans parallèles au plan (H), dont je désignerai les cotes successives par a, ^1, ^2, ..., z„_^y b; soit ^ le volume d'une de ces plaques, limitée par les plans dont les cotes sont 5' et z" ; on ne sait pas évaluer le volume a-, mais on lui substituera le volume o{z')(z" — z') d'un cylindre droit dont la hauteur sera l'épaisseur z" — z' de la plaque et dont la base sera la section par le plan de cote z' ; on aurait pu tout aussi bien prendre pour base la section par le plan de cote z" ou par un plan intermédiaire. Dès lors, on aperçoit de suite que le volume cherché sera
\ = f <f(z)dz.
Imaginons que, après avoir décomposé le volume en plaques minces, on multiplie le volume de chaque plaque mince, comprise, par exemple, entre les deux plans de cotes js', 5", par la valeur d'une certaine fonclion ^(z) pour un nombre appartenant à l'intervalle (5', z"), qu*on fasse la somme de tous ces produits et qu'on veuille la limite dont s'approche cette somme quand, le nombre des intervalles partiels (a,2|), (31,^2)5 •••» (5„_|, 6) augmentant indéfiniment, l'étendue de chacun de ces intervalles diminue indéfiniment; on trouvera pour celte limite
On démonlre en Mécanique que la cote Z du centre de gravité du volume V, supposé rempli par une matière homogène, est donnée par la formule
Z=^ I z^iz) (/z.
Supposons en particulier que le volume V soit de révolution autoui de OZ; les sections planes seront des cercles ayant leurs centres sur OZ ; le rayon x de chacun de ces cercles dépendra de la cote z du plan sécant, et la relation x=^f{z) entre ce rayon et la cote n'est autre chose que l'équation de la courbe méridienne dans un plan passant par OZ et coupant le plan (H) suivant OX.
L'expression du volume sera alors
la cote du centre de gravité sera alors
339. Surfaces de révolation. — G)nsidérons maintenant la surface engendrée par la révolution autour de OZ d'une courbe AB située dans un plan ZOX tel que celui qu'on vient de définir; désignons par a, b les cotes des plans (A), (B) menés par les points A, B auxquels l'arc de courbe est limité et qui contiennent les cercles décrits par ces points.
Fi g. io'|.
vA
Tout plan de cote 2, parallèle au plan (H) et compris entre les deux plans (A), (B), coupe la surface de révolution suivant un cercle dont le rayon x est égal kf{z)^ en supposant que, dans le plan méridien, l'équation de l'arc AB soit x =zf(z).
Ceci posé, décomposons la surface de révolution en petits rubans T. - II. 37
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circulaires par les plans parallèles au plan (H) dont les cotes sont a, wf, Z2, ..., 5«_i, b; soient 5', 2* deux de ces cotes consécutives; le petit ruban de surface correspondant sera assimilé à la surface latérale d'un tronc de cône de révolution à bases parallèles; l'arête de ce ironr de cône sera la corde de Tare de la courbe méridienne dont les extnmités répondent aux cotes ^' et 5", corde dont la longueur sera à peu prés égale à (5" — -;') s/i-hf-{z').
La demi-somme des circonférences de base du tronc de cône esl '^[/(^') +/(^')J ^"> ^ P^" près, 'nzf{z')\ on substituera à la surface du tronc de cône, ou du petit ruban circulaire, la quantité
la somme de toutes les expressions analogues est une expression approchée de l'intégrale
en désignant par s Tare de la courbe AB, compté à partir d'un point fixe et croissant quand z croît. C'est cette intégrale qu'on prendra pour la surface engendrée par la révolution de la ligne AB. Elle peut s'écrire
s = / 'nzF(s)ds,
lorsqu'on prend pour variable d'intégration l'arc s de la courbe qu» correspond à chacun de ses points : a et p désignent alors les valeurs de s qui correspondent aux points A et B, et F(s) désigne ce que devient /(s) quand on y remplace z en fonction de 5.
Les explications précédentes, relatives à l'évaluation d'une surface de révolution, sont notoirement insuffisantes en tant que démonstration de la formule à laquelle on parvient. Tout d'abord cette surface qu'on prétend évaluer n'a pas même été définie; dans l'évaluation approchée que l'on fait des petits rubans circulaires, on n'a aucune idée de l'erreur qu'on commet. Ces explications toutefois peuvent être regardées comme amenant d'une façon assez naturelle la formule
finale / ^TzF{s)ds et il est légitime d'adopter cette formule comme
définition de la surface de révolution.
La cote Z du centre de gravité de la surface de révolution regardée comme homogène serait donnée par la formule
SZ= r ^T:zf{z)-J-^dz.
Le lecteur n'aura aucune peine à retrouver, en se servant de ces formules, les expressions classiques des volumes et des surfaces que ron considère en Géométrie élémentaire. Voici quelques autres exemples :
Supposons qu'on veuille évaluer un volume V tel que celui qu'on a considéré un peu plus haut, pour lequel la surface d'une section soit une fonction de la cote ^ de la forme As' H- Bz^-i- Cs + D; on aura
V = / ( A^»^ B<«*-4- Cz -+- D) dz
= (^ — «) [7 A(a»-4- a»6 -+- ab^-h 6»)
^ i B(a«-+- a6 + 6*) -H iC(a -H 6) -+- d1 .
On peut regarder b — a comme la hauteur du volume; si l'on désigne par P, Q les sections extrêmes, les bases, et par R la section moyenne du volume, on aura
P = Aa»-HBa«4-Ca-4-D, Q= A6»H-Bô«-hC^-+- D,
» = .(îi»)VB(îi»)Vr.i±».D,
et l'on trouvera sans peine (*)
Si A était nul, la cote du centre de gravité du volume considéré, supposé homogène, s'obtiendrait par une formule analogue.
( ' ) C'est une conséquence immédiate de la noie du n» 331 à propos de la mcthode de Simpson.
58o CHAPITRE XV m.
Le volume et la surface engendrés par la cycloïde
X = a(t — sin^), y = a{t — cost)
tournant autour de Taxe des x^ sont respectivement
Tzy^dx = ira»/ (i — cos/)»rf^ = 5r*a», S= / ^Tzy--T-d.T = Ji'Ka^l (i — cost)s\n - fit = — ^ — •
340. Intégrales doubles. — Considérons, comme plus haut^ uu contour (C) limitant une aire plane e.l>; imaginons qu'on subdivise cette aire en parties de dimensions très petites. J'entends par là que la distance maximum de deux points de cette aire est très petite; les bandes que l'on a considérées plus haut ne satisferaient pas à celle condition, car leur épaisseur, seule, a été supposée très petite. Supposons qu'on multiplie chaque aire partielle par la valeur y(x, ri d'une fonction continue de x et de y relative à un point x^y intérieur à l'aire partielle ou situé sur son petit contour; puis, qu'on fasse la somme de tous les produits ainsi obtenus pour toutes les aires partielles dans lesquelles on a décomposé «A». On démontre que celle somme, évidemment variable avec les divers modes de dé<-omposition, avec la façon dont on choisit les points x, y intérieurs au\ aires partielles, s'approche indéfiniment d'une limite fixe quand, le nombre des aires partielles croissant indéfiniment, leurs dimensions décroissent indéfiniment. Cette limite est ce qu'on appelle une iniég raie double.
Je n'expliquerai pas ici comment on effectue, en général, le calcul d'une pareille limite; je me bornerai à des cas particuliers, en admettant l'exislence de la limite.
Supposons d'abord que la fonction f{x^y) ne dépende pas de y et désignons-la par/(x). Adoptons, comme mode de décomposition de l'aire rAo, une division en petits carrés par des parallèles aux a\e>, et considérons la file de petits carrés, intérieurs à (C), compris enlre deux parallèles consécutives à l'axe des y^ qui correspondent aux abscisses x' ^ ^'; cette file de petits carrés constitue une bande, au sens du n" 336 ; ou va former la partie de la somme de produits par-
lîels qui correspondent à ces petits carrés. Donnons la même abscisse $ à chacun de ces points intérieurs aux petits carrés pour lesquels on a à prendre la valeur de la fonction /(x), par laquelle on multipliera Faire du petit carré; /(S) se mettra en facteur dans tous les produits partiels, l'autre facteur sera la somme des aires de tous les petits carrés, c'est-à-dire Taire de la bande, à savoir, (x" — x')ff(x'), en désignant comme au n" 336 par <f{x') la longueur de la bande, la portion de la parallèle à Taxe des ^' comprise à l'intérieur du contour (C); la partie de la somme qu'on veut évaluer, relative aux petits carrés dont l'ensemble constitue la bande, est ainsi, approximativement.
et la limite cherchée est
[x)dx.
en désignant par a et b les abscisses des parallèles extrêmes à l'axe des y, en dehors desquelles on ne rencontre plus le contour. On est ramené à un résultat déjà obtenu. Il est clair qu'on pourrait procéder d'une façon analogue si la fonction /(a:, r) ne dépendait que de )'.
Supposons maintenant que la fonction /(j?, y) représente le carré de la distance du point x^ y k l'origine. La limite de la somme obtenue en multi{)liant chaque aire partielle par x^ -{- y'^ est ce qu'on appelle le moment d'inertie, par rapport à l'origine, de l'aire cV, pour une <lensité partout égale à i. Il est clair que, au lieu de multiplier cha(|ue aire partielle par x^-\-y^ et de faire la somme, on peut multiplier chaque aire partielle par x^ et faire la somme des produits, puis chaque aire partielle par j^- et faire la somme des produits, puis enfin ajouter les résultats : le premier résultat est ce qu'on a appelé, au n* 336, le moment d'inertie par rapport à l'axe des y; le second est le moment d'inertie par rapport à l'axe des x; on sait évaluer chacun de ces moments d'inertie, leur somme est le moment d'inertie par rapport à l'origine. On sait ramener le calcul de chacun d'eux à l'évaluation d'une intégrale définie.
Si la densité, au lieu d'être i, était égale à A*, on devrait multiplier les résultats par A*, en supposant toujours la matière homogène.
Supposons par exemple, en prenant la densité égale à i, qu'on
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veuille évaluer le moment d'înerlie, par rapport à un de ses sommets, d'une plaque rectangulaire dont les côtés sont égaux à a, ^. Il suffira de faire la somme des moments d'inertie de la plaque par rapport à deux côtés non parallèles ; on trouve ainsi
Le moment d'inertie de la même plaque par rapport à son centre serait évidemment égal à quatre fois le moment d'inertie, par rapport à l'un de ses sommets, d'une plaque rectangulaire dont les dimensions
sont -. ^: il serait donc -^ — ^ — s— ^•
Considérons, en prenant toujours la densité égale à i, le moment d'inertie, par rapport à son centre, d'un cercle de rayon r; décomposons la surface de ce cercle en couronnes circulaires très étroites par des cercles concentriques; décomposons ces couronnes en petits ira pèzes curvilignes par des rayons très rapprochés issus du centre; considérons en particulier la petite couronne limitée par les cercles de rayons très peu différents r', z-^; multiplions la surface de chacun des petits trapèzes qui la composent par le carré / '^ de la distance d'un point de ces trapèzes au centre et ajoutons les résultats; t^^ se met en facteur dans la somme, l'autre facteur est l'aire de la couronne, c'est-à-dire Tz(r^* — /•'«) =:iT(r'-f- /"^) (/«^ — /') ou, à peu prts, 2nr'{r" — r'); la partie de l'intégrale qui correspond à la ^îou renne circulaire est donc, à peu près,
Le moment d'inertie de la plaque circulaire sera par conséquent
Le moment d'inertie, par rapport à son centre, d'une couronne circulaire limitée par deux cercles concentriques de rayons Ti et r^ serait
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3il. Moment d'inertie d'un volume. — Considérons un volume V; imaginons qu'on le décompose en petits volumes partiels de dimensions très petites et qu'on multiplie chaque volume partiel par le carré •<le la distance d'un de ses points (qu'on peut prendre arbitrairement il une droite fîxe OZ; puis qu'on fasse la somme de tous les produits ^insi obtenus. On démontre que cette somme, qui varie évidemment ^vec les modes de décomposition, avec les points de chaque volume partiel dont on prend la distance à OZ, s'approche indéfiniment •d'une limite fixe quand, le nombre des volumes partiels augmentant indéfiniment, les dimensions de chacun d'eux diminuent indéfiniment. Cette limite est ce qu'on appelle le moment d^ inertie par rapport à la droite OZ du volume V supposé renipli par une matière de densité égale à i . Si la densité était k et la matière homogène, le résultat calculé, comme on vient de l'expliquer, devrait être multiplié par k.
Supposons d'abord que le \olume V soit un cylindre droit, de hauteur A, dont les génératrices soient parallèles à OZ et dont la base, limitée par un contour (C), soit située dans le plan (H), perpendiculaire en O à OZ, et divisons cette base \U) en un très grand nombre d'aires partielles de dimensions très petites ; considérons l'une ^ de ces aires partielles et soit /• la distance d'un de ses points au point O; regardons ^ comme la base d'un petit cylindre droit, très fin, de hauteur A; on reconnaît de suite que son moment d'inertie est, à très peu près, ^A/-^; si l'on fait la somme de toutes les quantités analogues, afin d'avoir une expression a|)prochée du momeni d'inertie du cylindre proposé, A se mettra en facteur et le second facteur, somme de toutes les quantités telles que pr^, différera très peu du moment d'inertie de la base \^\^ par rapport au point O; si l'on désigne ce moment d'inertie par B, le moment d'inertie du cylindre sera BA.
Considérons maintenant un volume V quelconque, compris, en reprenant les notations du n" 337, entre deux plans perpendiculaires à OZ, de cotes n et 6; supposons qu'on sache évaluer le moment d'inertie 'i( j) de la section faite dans le volume V par un plan perpendiculaire à OZ, de cote ^, par rapport au point où ce plan rencontre OZ. En décomposant V, par des plans parallèles, en plaques minces, en remplaçant chacune de ces plaques par un cylindro droit de même épaisseur, et dont la base soit l'une des bases de la
plaque, on reconnaît sans peine que le moment d^inerlie de V, par rapport à OZ, est donné par Tintégrale
j'ai supposé la matière homogène et de densité égale à i ; si la densité était égale à Ar, la matière étant toujours homogène, on devrait multiplier les résultats par A*.
En continuant de prendre la densité égale à i , on voit que le moment d'inertie d'un parallélépipède droit de dimensions a, p, y, par ra|)port à l'une de ses arêtes, ayant pour dimension y, est -^' (a* -h ^*). IjC moment d'inertie par rapport à la parallèle à ce côté menée par le centre est -^ (a-*-!- ^'^),
Le moment d'inertie d'une sphère par rapport à un diamètre est
•2 f !:(r«-^t)«rfi = ^r5.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
342. On appelle 6fgrz/ûf^Y0/i différentielle (ordinaire) une équation entre une variable indépendante x, une fonction inconnue y et ses Ai-
ri\ées^, y", j^", L'ordre d'une équation diflTérentielle est l'ordre
de la plus haute dérivée qui y figure. Intégrer une pareille équation, c'est trouver la fonction de x la plus générale telle que, en remplaçant dans l'équation j^, .kS J'S • • • par cette fonction et ses dérivées, cette équation soit \érifiée identiquement en x. Cette fonction s'appelle V intégrale générale de l'équation.
On dit que la résolution de l'équation est ramenée aux quadratures, quand elle est ramenée à la recherche de fonctions primili\e>.
On trouve des équations différentielles du premier ordre en cherchant à déterminer une courbe plane par quelque propriété de la tangente.
Soit M un point d'uae courbe plane (C) rapportée à des axes rectangulaires OX, OY. Soit P la projection de M sur OX; soient MT, AIN la tangente et la normale en M, limitées au même axe. Soient/ r«)rdonnée du point M et^^' la pente de la tangente en ce point.
On donne aux vecteurs
les noms de sous-langente et de sous-normale ; toute relation entre les coordonnées du point M, la sous-tangente ou la sous-normale, ou encore quelqu'une des lignes OT, ON, MT, MN, . . . dont on a donné les expressions {Ex. 342, Ch. XVII), est une équation différentielle du premier ordre.
Par exemple, les courbes dont la sous-normale est constante et égale à a sont définies par l'équation différentielle yy =^ a; le premier membre est la dérivée de — > le second la dérivée de ax\ la dif-
férence entre — et ax doit donc être une constante; toutes les a
courbes satisfaisant à la condition imposée ont une équation de la forme
OÙ C est une constante arbitraire; inversement, toute courbe ayant une équation de cette forme satisfait à la condition énoncée, comme on le voit en prenant les dérivées des deux membres.
De même, les courbes telles que leur sous-tangente soit constante et égale à a sont définies par l'équation différentielle
y ^ ^ Igr ^ 1.
y dx a*
on en- conclut que leur équation est de la forme
en désignant par C la constante e^. Réciproquement, toutes les courbes définies par une telle équation ont leur sous-tangente constante et égale à a.
Dans ces deux exemples, l'intégration a introduit une constante arbitraire C; on n'a pas trouvé une courbe, mais une famille (ou un faisceau) de courbes dont cbaque Individu s'obtient en donnant à la constante C une valeur numérique particulière.
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343. Considérons, inversement, une famille de courbes, définie par l'équation /(ar,y, C) = o où C est une constante arbitraire; il eM aisé de voir que toutes les fonctions y de x définies (implicitement i par l'équation y (j?, j^, C) = o vérifient une même équation différentielle : la dérivée r' d'une telle fonction s'obtient, en effet, au moyen de l'équation
en éliminant C entre cette équation et l'équation /(a:, y^ G) = o, on trouve une équation f(^, y, ^) = o qui doit être vérifiée pour chaque système de valeurs de a:, y y y auxquelles on peut associer un nombre C tel qu'on ait à la fois
f(x, r. C ) = o, /; -4-yyy = o.
Imaginons qu'on résolve la première équation par rapport ky^ on en tirera y en fonction de x et de C, ^ = <i(a:, C); la dérivée y = ^x(^^ ^) ^^ cette fonction par rapport à x est identique à la \aleur qu'on tirerait de l'équation /x'-^j'/r = o? après y avoir remplacé y par ^(^, C); quels que soient les nombres x et C, l'équation '^(•^'ï y^y) = ^ ^st vérifiée quand on y remplace y par ^(j", d, y par <j;^(j.", C) ; en d'autres termes, l'équation ©(^r, r, y) = o e>l vérifiée identiquement (en x et C) quand on y remplace y et y' par la fonction <{/(x, C) et par sa dérivée. Toutes les fonctions obtenues en donnant à C des valeurs numériques quelconques sont des solutions ou intégrales particulières de l'équation différentielle du premier ordre f (x^ y^ y) = o ( * ).
Puisque y est la pente de la courbe dont l'équation est y = 4 (j-, Cu
(*) On démontre que la fonclion 4'(<27) C) esl la solution la plus générale de cette* équation, c^cst-à-dire que toute solution peut s'obtenir en donnant à C une râleur convenable. Toutefois, d'une part, cet énoncé aurait besoin d'explications et de restrictions : il n'est pas toujours exact si, comme je le ferai le plus souvent dans cr paragrdpbe, on «e limite au cas des variables et des constantes réelles. D'autre pari. même en restant dans le réel, il comporte une exception si la courbe dont IVquatioa est _^ = ^{x^ C) admet une enveloppe : cette enveloppe définit y comme une fonction de X qui vérifie l'équation diflTérentielle sans rentrer dans le type «{/(or, C); cette solution est dite solution ou intégrale singulière. L'équation ^'-4-^''*=i, par exemple, a pour intégrale générale^ = sin(^-H C) (n"* .347) et pour intégrale fi osa- Hère les deux droites j' =rhi. Je n*insisterai pas sur ce sujet.
on voit que réqualion ©(ar, j", j^) = o exprime une propriété de la tangente commune à toutes les courbes de la famille.
On dit que cette équation différentielle a été obtenue par l'élimination de la constante C.
L'élimination de la constante se fait immédiatement quand l'équation de la famille de courbe est résolue par rapport à C, quand elle est sous la forme F(:r, j^) =r C; l'équation différentielle est ici F^-f-^Fl,= o. Réciproquement, une équation différentielle de cette forme exprime que si, dans l'expression F(a:,y), on regarde^ comme une fonction de jr, la dérivée de Y{x^y) est nulle; il en résulte que ¥{x^y) est une constante : l'intégrale générale de l'équation différentielle ¥'j^-\-y¥'y.= o est ¥{x^y) = constante.
La recherche de l'intégrale générale d'une équation différentielle donnée ?(^, ^, ^)=o, la recherche des courbes qui représentent une fonction de x qui vérifie cette équation, sont deux problèmes identiques : on a pris l'habitude de parler d'une courbe qui vérifie une équation différentielle, d'une courbe intégrale d'une équation différentielle, pour parler d'une courbe qui représente une fonction vérifiant l'équation différentielle, d'une courbe telle que les coordonnées x^ y d'un quelconque de ses points et la pente y de la tangente en ce point vérifient l'équation différentielle.
Si une courbe (S), définie par des équations telles que x=/(l), y = g(t)^ est une courbe intégrale de l'équation ?(^î J^j^)? cette dernière équation doit être vérifiée identiquement en /, quand on v
remplace x^y^y respectivement par/(/), g{t)^ ^/^> puisque celte
dernière quantité est la pente de la tangente au point t. Réciproquement, si l'on a, identiquement.
,[/(O.^(0,fij^]=o.
la courbe définie par les équations x=f{t)^ y=g(t) est une courbe intégrale.
344. La solution générale d'une équation différentielle du premier ordre <f(x^y^y) = o contient une constante arbitraire; c'est ce qu'ont montré les exemples donnés aux numéros précédents, c'est ce que montre encore l'exemple des équations différentielles de la
forme y =f(^x) donl la solution la plus générale est évidemmenl V =: F(j:) -h C, en désignant par F(x) une fonction primitive de f{x) et par C une constante arbitraire; c'est ce que montre, enfin, l'exemple des équations difTérentielles du premier ordre oblcnues par l'élimination d'uae constante arbitraire. 11 est d'ailleurs facile de s'en rendre compte d'une façon générale, par un raisonnement que je présenterai d'ailleurs sans chercher à y mettre aucune rigueur.
Si l'on se donne un point Ao, de coordonnées x^^ y^^ l'équation ?(^oi^Oî J^) = ^ détermine une ou plusieurs valeurs de j^; choisissons-en une y'^ et construisons la droite passant par A» et dont la pente estj^^; sur cette droite prenons un point A| de coordonnées -Ci,^!, très voisin de A©; l'équation ^{x%^y\^ y) =o détermine une ou plusieurs valeurs dey'; j'admets que, en raison de la continuité, il y en ail une v, (jui soit voisine de y^ ; je construis une seconde droite passant par A, et de pente y\ ; elle fera un angle très aigu avec la première droite; sur cette seconde droite je prends un point A, très voisin (le A,, de manière que l'angle A© A, A2 soit très voisin de deux droits: Téquation 0(^2? >'2>J'') = Oî où x^^ y^ désignent les coordonnées du point A,, détermine de même une valeur v!, de v' très voisine de y\\ on regardera r^ comme la pente d'une droite passant par A2, droite sur laquelle on prendra un point A, très voisin de A2, de manière que l'angle A, A^ A.s soit très voisin de deux droits. En continuant de la même façon, de proche en proche, on
formera une ligne brisée Ao A| A^ . . . A„ dont les côtés seront très
petits, et qui ressemblera fort à une courbe partant du point arbitrairement choisi Ao. Les cotés de celte ligne brisée pourront être regardés, approximativement, comme des tangentes à une courbe: d'ailleurs les coordonnées de chaque sommet et la pente de la droite, de la tangente si l'on veut, qui le joint au sommet suivant, vérifient l'équation ^{,x^ y^ y), La ligne brisée ainsi obtenue peut donc être regardée à peu près comme une courbe intégrale de cette équation. On démontre d'ailleurs rigoureusement, sous certaines condition^, que, lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment et que la longueur de ces côtés diminue indéfiniment, on s'approche Indéfiniment par ce procédé d'une véritable courbe intégrale. Si Ton admet qu'il en est ainsi, on voit qu'il existe (au moins) une courbe intégrale de l'équation différentielle qui passe par un point donné A»;
il n'en existera qu'une si l'équation différentielle est du premier degré en^.
On arrive à la même conclusion analytiquement. L'équation o(j7, ^, ^') = o étanl supposée résolue par rapport à j/, on en tire j)/ = »i(x, y); puis, en prenant les dérivées,
En continuant de la même façon, on voit que les dérivées successives^, y, y, ... de la fonction y s'expriment au moyen de a?, r : les valeurs numériques y^^ y\^ ^'J, ... de ces dérivées pour x = .r» sont donc déterminées, si l'on se donne la valeur ^o que doit prendre la fonction V de x pour j? = a?o* Admettons que la série
soit convergente dans un certain intervalle, comprenant ^o^ elle définira, pour les valeurs de x voisines de x^^ une certaine fonction y =/(a7), et il est clair que cette fonction est la seule qui puisse être représentée par une série entière en j? — x^ et se réduise à y^ pour x = Xq^ à pouvoir vérifier l'équation difl'érentielle y= ^(^ty)' L'étude des conditions dans laquelle la série est convergente, la démonstration, d'ailleurs facile, de ce fait que la somme de cette série vérifie eflectivement l'équation différentielle sont en dehors du cadre du présent Livre.
Au lieu de procéder comme je viens de l'expliquer, il revient au même de partir d'une série entière en x — Xq
«ïQ -+- «i (a? — a:o)-i-aj(a? — a?o)* -h...
à coefficients indéterminés, de remplacer dans l'équation donnée <©(jr*, yj y) =o, y par cette série, y par la série
ai-h 2at(ar — OTo) -+■ 3aj(a7 — aro)« -*-.. .,
€t d'écrire que l'équation ainsi obtenue est identique en or, ou plutôt en X — Xo; on parvient ainsi à des relations entre les coefficients a©, «j, aj, . . . qui permettent (sauf exception) de déterminer ces coeffi-
cients en fonction du premier. On a donné, au Chapitre XIV, des applications de celte méthode à des équations diflerentielles particulièrement simples.
Ces aperçus suffiront au lecteur pour se rendre compte (|ue, si Ton se donne une équation différentielle du premier ordre ©(-r, y, >'') = o. du premier degré en j^, il y a, en général, une courbe, et une seule, qui vérifie Téquation différentielle et qui passe par un point donné A,. H y aurait, en général, deux pareilles courbes si l'équation différentielle était du second degré en j^, etc. Or c'est là précisément le caraclèn* des courbes d'une famille dont l'équation ^(^, ^, C) = o contient une constante arbitraire C; les courbes de cette famille qui passent par le point A© sont déterminées : on les obtient en donnant à C la valeur (ou les valeurs) que l'on tire de l'équation '^(Xq,^©, C) = o. Inversement, on a vu que toutes les courbes d'une même famille \érifiaient une équation différentielle. Il est donc à prévoir que l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre conduit à une famille de courbes, dont Téquation contient une constante arbitraire. C'est ce qu'on vérifiera dans les divers exemples qui seront traités un peu plus loin.
Auparavant, je veux encore signaler un autre point de vue duquel on peut envisager une équation différentielle ^(^, y^ y) = o, que je supposerai, pour éviter les difficultés relatives aux diverses déterminations, du premier degré en v'. On peut regarder cette équation comme faisant correspondre à chaque point A, de coordonnées jr, /♦ une droite passant par ce point, à savoir la droite dont la pente v' est déterminée par Téquation '^{x^ y^ y)z=.o. Cette droite n'est autre chose que la Jiangente à la courbe de la famille, définie par l'équation différentielle, qui passe par le point A. Inversement, à chaque droite du plan définie par l'équation v = ax-hA, on peut faire correspondre un ou plusieurs points situés sur cette droite, et dont on obtient les coortlonnées x, y en résolvant les deux équations
l'ne courbe intégrale quelconque (S) peut être regardée comme un lieu de points tels que les droites correspondantes soient précisémeni les tangvnles à celle courbe en ces points, ou comme Tenveloppe de droites dont chacune correspond au point où elle touche son en\eloppe.
Notons en passant que l'équation o{x,y, a) = o entre les variables X, y représente le lieu des points de contact des tangentes aux courbes de la famille définie par Téquation différentielle qui sont parallèles à une droite de pente a.
Après ces généralités, je vais passer en revue quelques équations (liirérentielles du premier ordre pour lesquelles la recherche de la solution généi-ale se ramène à la recherche de fonctions primitives : toutes les fois qu'il en est ainsi, on dit que l'équation se ramène aux quadratures (* ).
34o. Si l'équation différentielle est du premier degré en j^ ou, ce qui revient à peu près au même, si cette équation est résolue par rapport à r', son premier membre peut se mettre sous la forme
ou, en employant la notation différentielle,
^{3r,y) dx -+- ^{,x,y) dy = o.
Il peut arriver que <p(^j^) et ^{^x^y^ soient les dérivées partielles d'une même fonction Yi^x^y) (^), et qu'on s'en aperçoive immédiatement, en regardant l'équation. La solution la plus générale de cette rquation est alors F(a?, j^) = C, en désignant par C une constante arbitraire, ainsi qu'on l'a déjà dit un peu plus haut. Dans ce cas, le premier membre de l'équation différentielle
est la différentielle de Y\x^y^\ on dit habituellement qu'il est une différentielle exacte.
( *) Effectuer une quadrature ou trouver une /onction primitive sont des exprèsusions qu'oD preod dans le même sens; l'origine de la première façon de parler esl évidenie : déterminer une aire (ou trouver le carré équivalent à celte aire) revient, romme on Ta vu, à la recherche d'une fonction primitive.
(^) Une condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que l'on ait identiquement en JT, y
dy '^ dx*
ftiilc condition est d'ailleurs suffisante, je ne m'arrêterai ni à l'établir, ni ù montrer comment, lorsqu'elle est vérifiée, on peut déterminer la fonction F{x,y),
La courbe intégrale qui passe par le point Xo, yo a évidemment pour équation F(xjy) — F{xo',yo) = o. Cette équation peut aussi bien être regardée comme l'intégrale générale de l'équation proposée, et Ton peut y regarder l'une des quantités .r©, yo comme la constante arbitraire, en attribuant à l'autre une valeur numérique quelconque (* )•
Par exemple l'équation
xy'-^y^o^ ou xdy-hydx^o,
a pour intégrale générale xy = C. La famille de courbes qui vérifient l'équation différentielle est formée d'un faisceau d'hyperboles équilatères admettant pour asymptotes les axes coordonnés.
Le premier membre de l'équation j: rf^ — y dxr=o n'est pas, comme il est aisé de le voir, une différentielle exacte^; il devient la différentielle de — quand on l'a divisé par a?*; l'intégrale générale de l'équation xdy — y dx =z o esi, donnée par l'équation y = Car, qui représente les diverses droites passant par l'origine.
346. Séparation des variables. — On dit que, dans une équation différentielle du premier ordre, les variables sont séparées lorsqu'on peut mettre cette équation sous la forme
^{x)'^y^{y) = o, ou
©(a?) dx -+- ^{y) dy = o,
o(:f) et if {y) désignant respectivement des fonctions de x seul fi de^ seul :
Si l'on désigne respectivement par ^{x) et par ^{y) des fonctions primitives de <f{x) et de ^(^), c'est-à-dire des fonctions dont les dérivées, prises par rapport à a? et y, soient respectivement ç(x) et if{y)^ on sera évidemment dans le cas qu'on a examiné dans le
(*) Il semble que dans réquation F( x,^') — F( ar,,^,) = o, dont on vient de dirr qu'elle était l'iiilégrale générale de Téquation différentielle, il y %it deux coosUDie« arbitraires, x« et y^^ et non pas seulement une. Mais on voit bien ici que ces deux constantes, qui n'entrent que dans la combinaison K(x„ ^,), n'en forment qu'une, à savoir cette combinaison elle-même. Une observation analogue peut se faire dans le cas général.
NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL. SqS
numéro précédent et l'intégrale générale de Téquation proposée sera
*(:r)-hV(7) = C;
la diUerentielle du premier membre est, en effet, f (r) dx -j- ^{y) dy. On écrit souvent cette intégrale sous la forme
/ ^{x)dx-¥- I ^(y)dv = C;
dans le premier membre, les intégrales ne désignent pas autre chose que des fonctions primitives des fonctions 'f (^)> A(^). Cette équation peut s'écrire
(I) I o(x)dr-h I *l(y)dj^ = C^
où Xoy yo désignent des nombres choisis arbitrairement (pourvu que
les intégrales définies aient un sens), puisque, aussi bien, / ?(^) ^'-^
est une fonction de x dont la dérivée est ^{x). Le changement des valeurs attribuées à x,,, y^ revient à changer la valeur de C, ainsi qu'on le voit immédiatement.
Si l'on cherche à déterminer la constante C de manière que la courbe définie par l'équation (i) passe par le point donné ^o»^o> on trouve de suite C = o; la courbe cherchée a pour équation
/ f^{x)dx-^ J ^{jr)djr = 0.
Cette dernière équation peut, ainsi que l'équation (i), être regardée comme l'intégrale générale de l'équalion différentielle. C'est l'une des quantités Xq^ yg qui joue le rôle de constante arbitraire.
Si par exemple on' veut chercher les courbes telles que toutes les normales passent par un même point, par l'origine par exemple, on trouve de suite l'équation différentielle x '-hyy= o ; les variables sont séparées; la solution générale est x'^-{-y^= C, c'est-à-dire les cercles ayant leur centre au point donné.
Une équation différentielle étant donnée, on cherchera toujours d'abord à séparer les variables, soit directement, soit en faisant quelque T. — II. 38
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heureux changement de variable. Il n'est pas d'ailleurs toujours possible d'y parvenir.
347. La séparation des variables est immédiate lorsque Tune de ces variables x eXy manque dans l'équation difTérentielIe.
Supposons d'abord que la variable y manque; Téquation est de la forme ^{x^y') = o ; en la résolvant par rapport à ^, on la met sous la formey' = ^(:r); on est immédiatement ramené aux quadratures: la solution générale est
Remarquons que toutes les courbes qui appartiennent à la famille défmie par celte équation se déduisent de l'une quelconque d'entre elles par une translation parallèle à l'axe des j^- C'est ce qu'on pouAait prévoir sur l'équation (p(x,j'') = o, qui montre que toutes les tangentes à ces courbes en des points situés sur une même parallèle à Taxe des y sont parallèles. Réciproquement les courbes qui peuvent se déduire d'une courbe donnée /(Xy y) = o par une translation parallèle à Taxe des y ont évidemmsnt une équation de la forme y(wr, V -+- C) = o; en éliminant C entre cette équation et Téquation
on élimine à la fois v et C, il reste une équation qui ne contient plus que X e^y.
Supposons maintenant que la variable x manque ( ■ ) ; l'équation différentielle est de la forme o()',j|-')= o; en la résolvant encore par rapport ky elle prend la {orme y' =zij{y)y ou
djr • -^'^ ^Ky) Dans la dernière forme, la séparation des variables est effectuée el
( ^) Au fond, les deu\ cas ne sont pas disUoets, comme il apparaU immédialemeiit qu^nd ott emploie !a n^uiion différentielle et qu'on ne spécifie pas la rariable iode- |>eud«nte II n'iinpv>ne pa> que celle vahable s'appelle x ou y.
Ton voit que la solution g^énérale est donnée par la formule
loutes les courbes de cette famille se déduisent de Tune d'elles par une translation parallèle à l'axe des x] inversement, une famille de courbes qui jouissent de cette propriété donne lieu à une équation différentielle où x manque.
J'ai fait observer que les deux cas n'étaient réellement pas distincts ; je vais raisonner sur le second cas, le lecteur verra sans peine comment, dans le premier cas, les remarques qui suivent doivent être modifiées.
Il se peut que la résolution par rapport à y de l'équation o{y^y) = o présente des difficultés, ou conduise à des formules dont la complication cache le moyen d'effectuer les quadratures, et qu'il soit au contraire aisé de remplacer l'équation cp(y,^)= o par des équations de la forme
ielles que l'ensemble des valeurs dey^ y que l'on obtient en faisant varier / coïncide avec l'ensemble des valeurs dejKj^qui satisfont à l'équation ç(j^,y') = o. C'est ce qui arrive en particulier lorsque, regardant pour un instant^ et y' comme les coordonnées d'un point, la courbe définie par cette dernière équation est unicursale.
Il est alors tout naturel de prendre t pour variable indépendante et de chercher une fonction h(t) telle que les deux équations x = /i(t)j jy=z/(i) définissent une courbe intégrale; il suffit pour cela que la
pente jrrrr delà tangente à cette courbe soit précisément ^(/); c'està-dire que la fonction inconnue /i{t) est déterminée par l'équation différentielle
on en tire
Ja courbe intégrale est définie par les deux équations
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on observe que, sous cette forme, la propriété qu'ont les courbes de ]a famille, de se déduire l'une de Pautre par une translation parallèle à Taxe des or, apparaît tout aussi clairement.
Exemples. — On considère la famille de courbes (G) définies par Téquation
où la constante p reste la même pour toutes Jes courbes, où le paramétre G, constant pour une courbe, varie d'une courbe à Fautre : toutes ces courbe> sont égales et se déduisent Tune de l'autre par des translations parallèles à Taxe des^; chacune d'elles est une branche de parabole, située au-dessus de son axe de symétrie; toutes ces paraboles ont leur sommet sur Taxe des k- l*ar chaque point du plan, dont Tabscisse est positive, passe une courbe (G) et une seule.
On demande de trouver une courbe qui soit rencontrée à angle droit, en chacun de ses points, par celle des courbes (G) qui passe par ce point : une telle courbe est ce qu'on appelle une trajectoire orthogonale des courbes {C\.
Soienl x, y les coordonnées d'un point de cette trajectoire ; par ce point pa«5e
une courbe de la famille, dont la pente est 1/ 7^; la pente de la trajectoire
orthogonale, en ce même point, sera — I / — ; cette trajectoire oriho«;onale sera donc une intégrale de l'équation
dont l'intégrale générale est
en désignant par G' une constante arbitraire. Gette dernière équation définit une famille de courbes que j'appellerai les courbes (G'); chacune d'elles e^i une trajectoire orthogonale des courbes (G) : toutes les courbes (G) quelir rencontre, elle les rencontre à angle droit.
Par chaque point du plan, dont l'abscisse est positive, passe une courbe (C : les diverses courbes (G') qui passent par les différents points d*une courbe iC» la rencontrent à angle droit; chaque courbe (G) est une trajectoire orthogonale des courbes (G').
Si l'on considérait les paraboles (Gi) définies par l'équation J
el les courbes (G', ) définies par l'équation
et si J'on désignait sous le nom de branche supérieure pour J'une quelconque de ces courbes la partie qui est située au-dessus de son axe de symétrie, on reconnaîtrait sans peine que les branches supérieures des courbes (C^ ) sont les trajectoires orthogonales des branches inférieures des paraboles (G|). Si, en général, Téquation différentielle d'une famille de courbes est
J «quation différentielle d*une trajectoire orthogonale de ces courbes est
Inversement, la première équation est l'équation différentielle des trajiîcloires orthogonales des courbes définies par la seconde équation.
En reprenant les notations de l'exercice 342, Chap. XVII, on demande de trouver une courbe telle que si, par le point N, on mène une parallèle à l'axe des ^jusqu'à la tangente en M, la longueur de cette droite soit constante et égale à 7*a,
On trouve de suite l'équation différentielle
d'où
puis, en posant ^ = (2a — ^)/*,
Y = > dy ^ — ats dx = d= — a/,
la substitution f = tang/z est tout indiquée par le dénominateur 1 + /^; on trouve alors
, , 4^tang*a , ... L^ , . - ,
dx =z±: 2- — _(i 4_ tanvr'ie) du =±1 ^a sin*M du\
(H-tang«w)'^ " ^
ar = Cdt'2a / (i — cos ^u) du = C db 7. a ( u -^— j •
Kn exprimant j^ au moyen de la même variable i£, on a
'À a tans^u
y= 2__- == 'lasin'a = a(i — cosia).
•^ I -h tang» u '
En remplaçant 2 u par ç on obtient, pour les équations des courbes cherchées
ar = C r*- #7(p — sinp), ^ = a(i — cosi^).
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Il est inulile de conserver le double signe dans l'expression de r. comme le montre immédiatement le changement de v en — v. La courbe définie par les équations
X — a(\' — sin p ), y = a(\ — cos v )
est une cyùloïde ( n" 300); toutes les courbe» cherchées se déduisent de celle-là par une translation parallèle à Taxe des x.
En conser\ant toujours les mêmes notations, on demande de déterminer le> courbes telles que l'on ait TN = a.
On trouve de suite Téquation diiïérentielle
en p-enant y' =^ t pour variable indépendante, on reconnaît que la courbe cherrhée est déHnie par les deux équations
_ nt dx __ a{\ -- /*)
dont la dernière s'intègre aisément en posant /*= a; on trouve finalemeot
Soient M un point d'une courbe, G le centre de courbure correspondant. N le point où la normale rencontre l'axe des x\ on demande de déterminer la
MG
courbe par la conditition que le rapport ^rr^ soit constant et égal à k.
En mettant brutalement le problème en équation on parvient à une équation difTérentieile du second ordre; un choix convenable des variables va permettre de n'introduire que des équations différentielles du premier ordre, appartcnaoi aux types où manque une variable.
Reprenons les notations du n" 299; à chaque point M de la courbe correspondent son abscisse curviligne s (les arcs étant supposés comptés à partir d'un point fixe), l'angle a dont il faut faire tourner Taxe des x pour l'amener parallèlement à la tangente, etc. En prenant pour direction positive «ur la
normale la direction définie par l'angle (x.-\ — > les équivalents algébriques desvecteurs MG, MN seront
iMG= î^, M\ = ^'
ai cos a
On devra donc avoir
. , ds 008 a ,
on a, d'ailleurs,
(i) dx = ds cosa, dy = ds sina ;
en éliminant ds entre la dernière des équations (2) et l'équation (1), on parvient à l'équation difTérenlielle
dy ^ A^sina^^.
y cosa
les variables sont séparées; on trouve pour l'intégrale générale
y = a cos*a,
en désignant par a la constante d'intégration; en remplaçant, dans l'équation i\), y par sa valeur on obtient
ds =ka co5*-*«
et, en remplaçant dans la première équation (2),
dx ^ — ka cos^a rfa,
d'où ar = G — ka 1 cos^ac^a; on donnera à l'intégrale définie la limite supérieure a, et une limite inférieure arbitraire, o, par exemple; la modification de cette limite inférieure revient à changer la valeur de la constante G; toutes les courbes cherchées se déduisent de l'une d'elles par des translations, ou par un déplacement de Torigine; en sorte qu'on peut dire que les courbes cherchées sont définies par les équations
<3) x=—kaj cos^'aflfa, ^' = acos^*a,
sans m'arrèter à la distinction, suivant les valeurs de /:, des formes de ces diverses courbes, je me contente d'observer que, pour A' = 1, on a un cercle, pour A: = 2, une cycloïde, ....
Lorsque k est négatif, il est avantageux de faire le changement de variables (n" 204) défini par les équations
I . , , du
cosa = -T — , sina = thM, da = —, —
ch u ch u
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et de substituer aux équations (3) les équations
X = — aA- I ch-*-^ u du, y — a ch-* w :
pour A: = — I, on obtient une chaînette; pour A: = — i une parabole, eir. Lorsque k est un nombre entier impair et positif, ou un entier pair et négaiif. la courbe est algébrique.
348. Équations difTérentielles linéaires. — On appelle équation différentielle linéaire homogène du /i**"* ordre, ou encore équation différentielle linéaire sans second membre^ une équation du type
dans laquelle le second membre est o et dans laquelle le premier membre est une forme linéaire (*) par rapport à y et à ses dérivées, jusqu'à Tordre /î, j^, y, . . ., y^''""*\ .v^"^ les coefficients A«, A|, . . ., An de cette forme étant des fonctions données de x. Je nie bornerai dans ce qui suit à Fétude des équations du premier et du second ordres, c'est-à-dire des équations appartenant à l'un ou Taulre des types
Aoy H- A,j^ = o, Aoy-+- Aiy-f- \ty = o;
mais, avant de m'y arrêter, je veux faire les observations suivantes, qui sont évidentes sur la forme générale.
Soit u une fonction de x qui vérifie l'équation (i), c'est-à-dire une fonction de x telle qu'en remplaçant dans le premier membre de cette équation y et ses dérivées par u et les dérivées de m, le premier membre devienne identiquement nul, la fonction Cw, où C est une constante arbitraire, sera, comme u^ une solution de l'équation (i).
Si u et V sont des fonctions de x qui vérifient l'équation (i), u-t< sera aussi une solution de cette équation; il en sera par conséquent de même àeCu-\- CV, en désignant par C et C des constantes arbi-
(>) C'est-à-dire, conformément aux conventions expliquées au n* 129, un polynôme homogène et du premier degré. J'ai conservé le mot homogène dans le texte, |M»ar éviter toute confusion.
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(raires. Les deux solutions u et v ne sont pas regardées comme distinctes si leur rapport est constant.
Supposons que i/|, U2, • • ., iin soient des fonctions de x qui vérifient Féquation (1), la fonction
Giai-t-CtWj-f-...-H C,i«,„
où C|, C29 ..., C/i sont des constantes arbitraires, sera aussi une solution de cette équation. On démontre que c'est la solution la plus générale de Féquation (i) lorsque les fonctions Ui^ U2j ••., u„ sont linéairement indépendantes, c'est-à-dire lorsqu'il n'y a pas de nombres constants C|, c^, • . ., €„ tels que l'on ait identiquement en x .
Cl Ml -f- Cj Mj -+-... -+- C„ Un = O.
On appelle équation différentielle linéaire avec second membre toute équation du type
<2) Aoy«>-+- A,y«-»)-h. . .-+- A„_,y-h Kny = B,
où B est comme A©, A.|, . . ., A„ une fonction donnée de x.
Il est à peine utile de faire observer au lecteur que le fait qu'on a fait figurer B dans le second membre n'a aucune importance.
Supposons que l'on connaisse une solution u de l'équation différentielle linéaire (2). Si, dans cette équation (2), on remplace y par 1/ -h 2, en prenante pour fonction inconnue, il est clair, en tenant compte de l'hypothèse, que cette équation sera remplacée par l'équation sans second membre
Ao-**"^-*- A|3^«-»'H-...-f- A,i_i-«'h- A„5 =0,
qui est maintenant linéaire et homogène en z, z\ z", . . ., z^"^] d'où la conclusion suivante :
La solution générale d'une équation différentielle linéaire avec second membre s'obtient en ajoutant à n'importe quelle solution particulière de cette équation la solution générale de l'équation obtenue en remplaçant le second membre par o.
La recherche d'une solution particulière de l'équation avec second membre peut être simplifiée par la remarque suivante, qui est évidente.
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Si le second membre est la somme de deux quantités B| 4- B^, od obtiendra une solution de l'équation proposée en ajoutant une solution de Téquation où le second membre serait B, et une solution de l'équation où le second membre serait B^. Dans toutes les équations, bien entendu, le premier membre est le même.
349. L'équation linéaire homogène du premier ordre peut s'écrire, après qu'on a divisé par le coefficient de j^, sous la forme
y-f-ar = 0, en désignant par a une fonction donnée de x: en l'écrivant
les variables sont séparées, on trouve de suite, pour l'intégrale générale,
en désignant par C et G' des constantes arbitraires dont la seconde est liée a la première par la relation C'=e~^. Cette forme de l'intégrale générale met bien en évidence ce que l'on a annoncé plus haut. La solution la plus générale de l'équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre s'obtient en multipliant par une constante arbitraire une solution particulière, à savoir ici e'^"^^', on
pourrait remplacer / arfx par / ae/.r, en désignant par x^ uq
nombre fixe quelconque, qui peut d'ailleurs jouer le rôle de constante arbitraire.
Par exemple, l'intégrale générale de l'équation y x -^ y =z o est
ou yx=^C L'intégrale générale de l'équation ^+x''^s= o, lorsque « n'est pas égal à — i , est
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Observons que le premier membre: de Inéquation y-\-ay = o^ quand on le multiplie par e^^^^^ devient, quelle que soit la fonction^, la dérivée de ye^'^^-^^ puisque la dérivée de e^'^^ est aeJ'^^^ : de là résulte une nouvelle démonstration du résultat auquel on vient de parvenir; l'équation proposée équivaut à Téquation
dx
(^ygj'adx) == o,
d'où Ton déduit, en désignant par C une constante arbitraire,
Considérons maintenant une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre ( ' ),
où a^ b sont des fonctions données de .r.
Un des procédés, pour parvenir à la solution de cette équation, consiste à y remplacer la fonction j^ par le produit de deux fonctions w, i", l'équation devient alors, en ordonnant par rapport à ^' et à sa dérivée,
( w' -f- aa ) p -f- uv' = b ;
on détermine u par la condition que le coefficient de r soit nul, c'està-dire par l'équation tt'+rtw = o, celte dernière équation, sauf le nom de la fonction inconnue, n'est autre que l'équation homogène obtenue en supprimant le second membre de l'équation (i); on en tire u = Atf"/*"'-^, en désignant par A une constante.
Si l'on adopte cette valeur de w, il est clair que le produit uv vérifiera l'équation (i) si l'on a uv=. b et ne la vérifiera que dans ce cas : on obtiendra donc v par la formule
rix 4- C,
(') On dit liabîlucllemcnl : une équation différentielle linéaire du premier ordre, sans rien ajouter; il importe de remarquer que le mot linéaire n'est plus alors pris avec la signification qu'on lui a donnée an n® 1?9; il remplace les mots du premier degré.
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et la solution la plus générale de Téquation (i) sera
C désigne une constante arbitraire.
Il semble qu'il y ait dans l'expression de y deux constantes arbitraires, C et X; mais il est clair que \ disparait du produit u j — f/x:
les deux constantes n'entrent que par leur combinaison aC; au reste, il résulte clairement du raisonnement même par lequel on est parvenu à la solution générale qu'on peut prendre pour u n'importe quelle solution de l'équation a'-Ha« = o, c'est-à-dire attribuer à A telle valeur numérique que l'on veut. Il suffit de faire figurer dans le résultat la constante C.
En résumé, pour avoir la solution la plus générale de l'équation (i), on détermine d'abord une solution u de l'équation sans second membre
et l'on multiplie cette solution par une fonction primitive de — ^ augmentée d'une constante arbitraire.
On peut écrire j sous la forme
jr = e-^"^^ ( f be^'^^^dx -4- C ) .
Cette dernière forme revient à dire que la dérivée de ye^^^ doit être èeJ*^^-^. C'est là, d'ailleurs, une conséquence immédiate de l'équation différentielle et de ce que le produit par eJ***^ de y* -\- ay est, comme on Ta fait observer, la dérivée de ye^*^^^.
On a vu que l'intégrale générale de l'équation (i) peut s'écrire sous la forme y = CP -f- Q, en désignant par C la constante arbitraire et en posant
p = «-/««'jc. Q = c-J"* ''^ / 6gJ^«<'-^ dx ;
inversement toutes les fonctions de la forme CP -+- Q, satisfont, quel que soit C, à l'équation différentielle linéaire du premier ordre
py--P>=PQ'_P'Q; l'identification de cette équation avec l'équation y-\-ay = b, four-
NOTIONS DK CALCUL INTÉGRAL. 6o5
nira au lecteur un moyen de retrouver l'expression de .rintégrale générale.
Si a et 6 sont des constantes, l'intégrale générale est
y r= c-«' ( / be'^^ //a- -h C) = - -H C«-«-«^;
observons que la solution — est évidente; conformément à une observation antérieure, on obtient la solution générale en ajoutant à cetl<* solution particulière l'intégrale générale de l'équation sans second membre y -^ ay = o.
350. Dans tout ce qui précède, on a supposé implicitement que la variable, les fonctions données ou inconnues étaient réelles; mais, en supposant toujours essentiellement que la variable x soit réelle, il convient, pour ce qui suit, d*observer que le résultat qu'on vient d'obtenir, relatif à l'intégrale générale de l'équation y'-\- ay = 6, subsiste lorsque a et 6 sont des constantes imaginaires; la fonction j' la plus générale de la forme P -h Q«, où P, Q sont des fonctions réelles de la variable réelle x^ qui satisfasse à cette équation est toujours donnée par la formule
où G 'est maintenant une constante réelle ou imaginaire, et où Texponentielle «-«* a la signification qui a été précisée au n°239; cela résulte de ce que* quelle que soit la fonction y^ la dérivée par rapport à ^ de ye*^^ est
eaxi^y^ayY
si Ton veut que la fonction j^'+ ay soit égale à 6, il faut donc que \\\\\ ait
ex, que, par conséquent, la différence entre ye^-^ et —e^^ soit une constante^
qui peut d'ailleurs être imaginaire; c'est le résultat annoncé.
Par exemple, on voit, dans le cas où b est nul et où Ton suppose a = a -;- ^i\ que la solution la plus générale de Téquation ^''-i-(a-t- '^i)y est donnco par la formule
y = (A -H Bt) (cospar — t sinpr)e-*-^.
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Cela revient à dire que les fonctions réelles
P = (Acospa7-+-BsinPir)e-«', Q = { B cos pa? — A sin p a?) «-**,
où A, B désignent des constantes, constituent la solution la plus générale de« équations diflerentielles simultanées
P'-î-aP~pQ=o, Q'-h pP-+ aQ=o, où tout est supposé réel.
351. Exemples. — Cherchons les courbes telles que la tangente renconLn> l'axe des y en un point fixe d'ordonnée égale à a. On trouve de suite lequation différentielle y — y* x = a, ou
On aperçoit de suite la solution particulière y z=z a\ la solution générale de Téquation sans second membre est ^ = C ar ; Tintégrale générale est y = Cx -i- a.
Soit à intégrer Téquation <i) y\\-' x^) — xy = i;
l'intégrale de Téquation Mos second membre est
/.r##jr 1
... r^^xe-ï""— ',
elle est susceptible de deux formes distinctes, dont l'une -== convient
pour I a: I < I , dont l'autre -r== convient pou r a? > i ( * ).
Elles vont conduire à deux formes de la solution générale, dont Taae conviendra dans le premier cas, l'autre dans le second. Quant à la constante X, on peut dans l'un ou l'autre cas lui donner la valeur i.
Dans le premier cas, que je considérerai spécialement, la solution générale <era donnée par la formule
(^) On passerait de l'une à l'autre par le changement de X eo A; voir la note du n« 343.
elle serait donnée, dans le second cas, par la formule
/ar*— i \.J I — a?» J v'.r» — I /^«— I
Cherchons à déterminer les coefficients ao, ai, . . ., a^ ... de la série
«0 -h ai ar H- . . . -h a«a:« H- . . .
«upposée convergente, de manière que la somme de celte série vérifie l'équation proposée.
On écrira que le terme constant est égal à 1 et que les coefficients des diiïérenies puissances de x dans Texpression
<i — dr*)(a|-H 'xaix ->r. . .-h /iartJr«-'-h. . .) — x^a^-i- «1 / -h. . ,-\-anX'*-\-. . .) sont nuls; on trouve ainsi
ai = i, lat — ao=o, 3ai — •>.a| = o, et, en général,
/la^— (n — i)a,,-,= o (/i = 2, i, ...).
Les équations
«1 = 1, 3aj= 2ai, 5a, = 4 a,,
(2/1 -h i)aj„+, = A/i a,„_,
déterminent successivement les coefficients à indice impair; on trouve, en multipliant membre à membre,
Les équations
•la^ = ao,
4ak=3a,,
2/ia,n = (2/i — i;a,„-,
déterminent les coefficients d'indice pair en fonction de a©; on trouve comme Coût à l'heure
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On en conclut que Téquation proposée est vérifiée par Texpression
en désignant par a^ une constante arbitraire, et en po^^ant
x^ ilA x^ 2.4>6...-2/< x
On rcronnait de suite que ces deux séries sont convergentes à l'intérieur de rintervalle ( — i, i). Kn vertu même du calcul que l'on a fait, toute série entière en x qui vérifie l'équation proposée peut se mettre sous la forme f{x)-^a^g{x).
L'intégrale générale de cette équation, en supposant | j* | •< i, est
'xn-\-i
,Ain —
elle se réduit à G pour .r = o; l'intégrale f{x) -4- a^g{x) se réduit à a*. i>n en conclut^ puisqu'il n'y a qu'une seule solution de l'équation (i) qui prenne une valeur donnée pour une valeur donnée de la variable, que les deux fonctions
f{x)-^Cg{x)
v/i — x^ v^i — a?* sont identiques; ceci devant avoir lieu quel que soit G, on a certainement
., ^ arcsin^ , ^ i
la seconde formule nous était déjà connue; la première nous fournit un déve-
arc sin x loppement simple de -===: en série entière, développement que Ton savait
d'avance exister, puisqu'on peut l'obtenir en multipliant les deux hêries qui
représentent arc sinx et » séries que l'on sait être convergente> à
l'intérieur de l'intervalle ( — i, i).
Le résultat que l'on vient d'obtenir a été présenté comme une conséquence
de rintégrdtion de l'équation (i). Si l'on s'était proposé, aprioriy de chercher
la forme du déveloj)pement de la fonction
arc sin j"
il aurait été naturel de chercher quelque relation simple entre la variable, cette fonction et sa dérivée (ou ses dérivées). Cette relation s'obtient de suite en prenant les dérivées des deux membres de l'égalité précédente, écrite sous la forme
y ^\ — a?' = arc sinrr,
et l'on retombe immédiatement sur l'équation (i). Il est d'ailleurs inutile ici, pour la suite, d'intégrer l'équation (i). On sait que le développement est possible; on reconnaît aisément qu'il ne doit contenir que des termes du degré impair et qu'il est, par conséquent, de la forme
Les coefficients «i, «3, ..., «sn-t-ii . • • se déterminent comme on l'a expliqué.
On est tombé ici sur une équation linéaire, avec second membre, du premier ordre, particulièrement simple. Je signale une autre application du même procédé qui va nous servir à déterminer, au moyen d'une équation différentielle, les coefficients, non plus d'une série, mais bien d'un polynôme; la question est de la même nature; un polynôme en x peut être regardé comme une série entière en x^ dont tous les coefficients sont nuls, à partir d'un certain rang.
On a vu au n** 109 que la fonction j^ = cos(/i arc cosar), qui s'obtient en remplaçant cosa par a? dans l'expression de cos/ta, était un polynôme en ar du degré n, dans lequel le coefficient de x^ était 2'»-* et dont tous les termes sont de même parité.
On a, par un calcul facile,
dy n . . .
-7- = ■ sin(w arc cosa?)
ax ^, __ ^t
et
— zdy\ n^ . . n^y
■ x^ -,- ) = — cos ( n arc cosa?) = .
dxj /TTarî y/i — x^
On voit que la fonction y vérifie Téquation différentielle ou encore
nous tombons ici sur une équation linéaire homogène du second ordre. On sait qu'il existe un polynôme de la forme
XqX" -h A| a:«- * H- ... -h A/,a?«-*/' -h . . . T. - II. h
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qui vériHe celte équation ; on substituera le polynôme dans Téquation (i) et Ton écrira que les coefficients des différentes puissances de x sont nuls : on obtient ainsi une relation entre deux coefficients consécutifs du polynôme,
d'où l'on déduit sans peine
A ^ ( .^(n — 'ip-hi){n — -ip-h:i)(n — -2p-i-3)...n '' ^ ^PXi.'à...px(n'-p)(n—p-hi),.,{n — i)^'
ou, en supposant p>i et en remplaçant A© par a»-*,
On peut donc écrire
-cos(narccosar)= — (aar)" — (2a?)«-*H (aar)"-* — . . .
n ti 2
Il convient de remarquer que les deux premiers termes n'obéissent pas à la loi du terme général : dans ce terme, p doit prendre les valeurs a, 3, ..., ~
si n est pair, les valeurs 2, 3, . . ., si n est impair. Le dernier terme est
( — i)* ~> dans le premier cas et ( — i) * 2 or dans le second (>).
3S2. Une équation différentielle linéaire (homogène) du second ordre peut s'écrire
f'n désignant par p et q des fonctions données de x.
Considérons le cas où ces fonctions se réduisent à des constantes rtW^lles et cherchons si Téquation admet des solutions de la forme e^', en dôsignanl )>ar r une constante. Le premier membre de Téquation^ quand on v remplace r par ^', de\îent ^'(r* -h/?r + y) ; il sera idenliquemcnl nul ^c*^' sera une solution) si r est une racine de Téquation
X ^ Cf\ Kx. .^^ <^t S7
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du second degré
supposons que cette équation ait deux racines réelles et distinctes ;*! et r2l on trouve ainsi deux solutions e'*!^, e'*t^ dont le rapport n'est pas constant; il en résulte que
y = Ci«''.*-i- Cj«''.*
•est une solution de l'équation proposée, si C| et C^ désignent des constantes : si l'on admettait la proposition générale énoncée au n° 348, on «erait assuré que c'est là la solution générale ; c'est ce que l'on établira d'ailleurs dans un instant.
Si les deux racines sont distinctes, mais imaginaires, le calcul précédent conserve une signification. On sait ce que signifie l'expression e'*^ quand r est imaginaire et x réel, ce que sont ses dérivées j'^rjp^ p2^rx ; qh est encore certain que e''»^, e''»^, où /'i et 1*2 sont des nombres imaginaires conjugués a + ^c') ^ — ^h ^^^^ ^^^ solutions de l'équation différentielle. Les fonctions
e*'t^= tf«*(cosPa7 -h e sinp:p), e**** = e**( cos pa? — * sin p j?)
sont imaginaires conjuguées. La fonction Cie^'-h C2e'*«^ est toujours une solution de l'équation proposée; elle sera réelle si l'on
pose
Cl = a -f- bt\ Cj = a — 6«,
^ el 6 étant des nombres réels ; on a alors
CiC''.-'-hCj«'-^= (a ■+■ ùi) (cos^x -¥- i s\nfkT)ef^
-4- (a — bi) (cos^a: — t sinpa:)e*^ = (aa cospa: — u^ sin ^a* )«*■';
il suit de là que les fonctions réelles
e*^cosPa7, e^'sln^x
satisfont à l'équation différentielle. C'est ce que le lecteur n'aura aucune peine à vérifier. L'intégrale générale, en admettant toujours la
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même proposition, est
ke<^ cos pa? -4- Be»* sin ^x
en désignant par A et B des constantes réelles quelconques. On peut l'écrire
en désignant par R et A* de nouvelles constantes arbitraires liées aux premières par les relations
A = — Rsin^A-, B = Kcos?A%
On peut supposer R > o.
On observera les différences de nature entre les fonctions que Ton
trouve comme solutions de l'équation différentielle. Une fonction de la
forme Cie''«^-f- Cje''*-^ où C|, C2, /'i, /'a sont des quantités réelles ne
s'annule pour aucune valeur de x si les constantes C|, Cj sont de
même signe, elle s'annule et change de signe pour une valeur de x,
et une seule, si C| et Cj sont de signes contraires. L'influence du signe
de /'i, r2 se fait sentir sur la façon dont se comporte la fonction pour
:r = dz 00, pour j: = -h 00 par exemple : en supposant rj > r^ on peut
écrire
y = e'-,j:[Cic^'-»-'-.^'+ Ct];
quand x devient très grand, la quantité entre crochets tend vers Gai si 7-2 est positif, jr deviendra infini en valeur absolue et du signe de Ca; si /'a est négatif, j^ tendra vers zéro; il s'approchera deCj si r^ est nul.
Les fonctions de la forme y = Re«^sin{î(a: — Xr) se comportent tout autrement, elles s'annulent et changent de signe pour toutes le> valeurs de x de la forme x = k -i- niZy n étant un entier quelconque. La courbe sinueuse qui les représente rencontre l'axe des x en une infinité de points équidistants; si a est positif, e^^ tend vers -|- oc en même temps que x {et beaucoup plus rapidement). Il est clair que pour
a- = X:-f-(2/i-hi)- (n entier)
y a des valeurs très grandes en valeur absolue, positives ou négaliv
es
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suivant que n est pair ou impair, de plus en plus grandes à mesure rjue ji devient plus grand. Les précédentes valeurs de x ne sont pas d'ailleurs celles qui correspondent aux maxima et aux minima de y\ celles-ci sont données par Téquation
langP(a7 — X:) =— ^.
Au contraire, quand a est négatif et que x tend vers -h oo, la courbe se rapproche rapidement de Taxe des x.
Lorsque les deux racines de l'équation r^ -^ pr -h q = o sont égales, la marche précédente ne fournit qu'une solution de l'équation différentielle; il faut en chercher une seconde; on y parvient par une méthode qui va nous fournir en même temps la démonstration de ce que, <lans les autres cas, on a bien, en effet, obtenu la solution générale <le IVquation.
Si, dans l'expression y -\- py' -^-qy^ on remplace y par le produit u\^ de deux fonctions quelconques de x, cette expression, en ordonnant par rapport à i^ et à ses dérivées, devient
uv' -^ {iu' -^pu)v'-h v{u''-h pu'-h qu) (•).
Supposons maintenant que u soit de la forme e''-^, r étant une constante, et que p el q soient des constantes, l'expression précédente deviendra
e'-jr[(;»H-(2r-h/;)p'-h (/•*-!-/>/• -H q)v]>
11 est clair que, si l'on se donne r, la solution la plus générale de l'équation proposée s'obtiendra en multipliant par e''^ la solution la plus générale de l'équation
v" -^ {ir ^ p)v' ->t- {r^ -^ pr -^ q)v = o,
dans laquelle on observera que le coefficient 'ir -\- p de v' est la dérivée par rapport à r du coefficient r'-\-pr-\-q de v. En prenant
(^) Ce calcul s'applique lors môme que p et q sont des fonctions de x; le lecteur en conclura sans peine que, lorsque l'on connaît une solution d'une équation diiïérentielle linéaire homogène du second ordre, sa résolution complète se ramène à une quadrature et à Tintégralion d'une équation linéaire du premier ordre.
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pour r une racine /'i de r^-\-pr-\-q^ l'équation précédente devient
p'-h (îîri H-/>)p'= o.
C'est là, si Ton regarde v' comme la fonction inconnue, une équation linéaire homogène du premier ordre, à coefficients constants. On en tire
et, par suite,
en désignant par C, C|, C2 des constantes; on en conclut que la solution la plus générale de l'équation proposée est
y = pe'-i ^ = Gt e''^ -«^ 4- C, e-<''t^-/>J* = C, e''t ' 4- C, e*"- ',
en désignant par r^ la seconde racine de l'équation r^ -\- pr -^ q = o z ces résultats sont valables lors même que les racines ri, r^ sont imaginaires conjuguées ; mais il faut prendre alors, pour les constantes C, et C2, des nombres imaginaires conjugués, si l'on veut avoir pour r une fonction réelle. On retrouve donc ainsi, complètement démontrés, les résultats annoncés plus haut.
Il reste à examiner le cas où les racines du trinôme r^+pr-\-q sont égales; l'équation en r se réduit alors à t>"= o, d'où l'on déduit v'= C, r = Cas -f- G en désignant par G et C des constantes; l'intégrale générale de l'équation proposée est alors
y = (Cx-^C')e * .
Dans tous les cas, les constantes sont déterminées si l'on se donne pour une valeur de x, la valeur de y et de sa dérivée, un point de la courbe intégrale et la tangente en ce point.
333. Considérons maintenant une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre
y-hpy-¥-qy = K,
où je suppose encore que p et q soient des constantes. La métliode précédente fournit un moyen de ramener l'intégration de cette équa-
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tion aux quadratures quelle que soit la fonction donnée de x qui figure dans le second membre; en efiel, en substituant dans celte équation e''^s^ à la place àe y et en supposant que r soit une racine de Téquation r^ -|- /?/•-[- y = o, on trouve, après avoir divisé par e''*,
v'-^{ir-^p)ç'= A «-'•*;
c'est une équation linéaire du premier ordre, si l'qn regarde v' comme la fonction inconnue ; on en déduit t^', puis p, par des quadratures ; cette méthode s'applique en particulier quand r est une racine double.
Dans le cas où A est un polynôme en 2?, ou une somme d'exponentielles, il vaut mieux, le plus souvent, chercher une solution particulière de l'équation
y-^py'-^qy = A,
puis ajouter à cette solution particulière la solution générale de l'équation sans second membre.
Si A est une constante, — sera une solution.
Si
A = Aoa?«+ Ata?'»-*-h...-f- Aa x"-» + ...-+- A „ est un poljnome de degré n, on cherchera une solution de la forme
en substituant et en égalant dans les deux membres les coefficients d'une même puissance de ;r, on formera n 4- 1 équations du premier
degré
qa^ = Ao,
^a|H-/>/iao= Al,
yaa-h(n — a-hi)/>aa-i + (/i — a -h 2)(n — a -h i)aa_j= Aa,
qui permettront de déterminer sans ambiguïté les coefficients a^, «1 , . . . , aa, . . . , a„, lorsque q n'est pas nul.
Si q était nul, on serait ramené à une équation du premier ordre en prenant^ pour inconnue; au reste, la même méthode s'appliquerait, en prenant un poljnome du (n-hi)*^"® degré pour ^ au lieu de prendre un polynôme du /i'^™*.
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Dans le cas où A est une exponentielle de la forme ae" étant des constantes, on cherchera une solution de la forme ^=Xe'* on satisfera à l'ëquation en prenant
/it*-h/?/n-h q
si m^ -f- pm -4- q n'est pas nul ; si m* -h pm -h q est nul on cherchera une solution de la même forme mais où X soit du premier ou du second degré suivant que 2m -h/? n'est pas nul ou est nul; on trouvera sans peine, suivant les cas, que
sont des solutions.
Lorsque A est de Ja forme Be"^j où B est un polynôme en jc. on posera dans Féquation proposée y = çe"^^ on la ramènera à une équation linéaire où le second membre est un polynôme, équation que l'on traitera comme il a été expliqué.
Une remarque que l'on a faite pour une équation linéaire d'ordre quelconque montre que l'on saura, en ajoutant des solutions obtenue^ par les méthodes précédentes, trouver, dans le cas où A est la somme de polynômes et de termes exponentiels de la forme Be"*-^, une solulion particulière de l'équation avec second membre. Le cas où Ton aurait, en oulre, des termes de la forme Bsinmx, Bcosmx, Bsin(///j'-f-n) rentre dans celui que l'on vient d'examiner, puisque le sinus et le cosinus peuvent être remplacés par des combinaisons d'exponentielles imaginaires; la méthode précédente permettra, en ajoutant des solutions qui soient des imaginaires conjuguées, de parvenir à une solution réelle, que l'on peut d'ailleurs trouver directement par des procédés analogues à ceux que l'on vient de décrire.
L'équation
où a est une constante réelle, admet pour intégrale générale
y = Acosaar-H hsinax = R sina(ar — Xo);
où A, B, R, Xq sont des constantes arbitraires; on peut déterminer ces con-
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stantes par la condition que, pour une valeur donnée de x, y et y prennent des valeurs données (*).
Si l'on veut, par exemple, que, pour x = x^^ y soit nul et y égal à i, on prendra ^= -sina(a? — .tq). L'équation
y^ a*j^ = o a pour solution générale
y = Ac«*-f- Bc-««= A' ch«:r -f- B' shaa:,
on désignant par A, B, A', B' des constantes arbitraires. Suivant que A, B sont, ou non, de même signe, y peut se mettre sous l'une des formes
Rcha(jr — a7o), Rsha(a7 — aro)
où R et x^ sont des constantes : ces expressions vérifient l'équation différentielle, quelles que soient R et x^.
Considérons l'équation
y —y = Se^'-hx^e^—s'inx.
L'intégrale générale s'obtiendra en ajoutant à Ae*-hBtf-«, où A et B sont des constantes arbitraires, les solutions particulières des équations dont les seconds membres sont 3 c'*, x^e^y — sina:. Pour la première, on trouve e^': pour la seconde, on commence par poser ^ = çe^ et l'on forme l'équation en v v^-t- ap'= X* qui admet pour solution
on pourra écrire la troisième sous la forme
•^ -^ Il 2 1
et déterminer des solutions particulières des équations
on trouvera les deux solutions conjuguées -t"-^*'» — T"-^~*'t dont la somme
CO Cette observation s'applique à toutes les équations du second ordre : cela est évident quand il s'agit d'équations linéaires à coefficients constants, avec ou sans second membre. En d'autres termes, la courbe que définit l'équation est déterminée quand on se donne un point de cette courbe et la tangente en ce point.
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est-sin»r; on arrive au même résultat en cherchant directement uae solution
de l'équation ^ — j^ =3 — sinT, qui soit de la forme a^'iax, a étant une constante.
On aura finalement pour Tintégrale générale de Téquation proposée
y = Xe^-h Be-^-^ e** H e^-h - sinx.
Considérons encore Téquation
y—'iy-hy = 4 sin'ar;
l'intégrale de l'équation sans second membre est e'(Aa?-HB\ en désignant par A et B des constantes : on remplacera le second membre par
3 sina? — sinîa?
pour le ramener à Tun des types précédents et Ton cherchera des solutions particulières des équations dont les seconds membres sont Ssinor, — sin'ix; pour la seconde, par exemple, on cherchera une solution de la forme
[a sin3a7 + 6cos3a7;
le premier membre, en y remplaçant y par cette expression, deviendra
sin3ar( — 8a -H 66) -4- cos3a?(— 8 6 — 6a),
et Ton déterminera les constantes a et 6 par les équations
d*où Ton tire
On obtiendra finalement pour l'intégrale générale
y = e*(Aa:-4-B)-hi,5 cosa?-ho,o8sin3a? — o,o6cos3ar. ]
354. Je terminerai en donnant un exemple de la recherche d'une série dont la somme vérifie une équation différentielle linéaire du second ordre, à savoir Téquation
(0 C^' — ar)y-hf(a-»-p-hi)a? — Yiy-»-«Pr = o,
^^ *? P? Y sont des nombres quelconques dont le dernier toutefois n'est pas un entier nul ou négatif.
Cherchons à vérifier cette équation par une série entière en x^ à coefficients indéterminés ao, ai, . . ., a;,, ... ; on remplacera respectivement dans le premier membre j^, j^', y^ par
a© -H aiJ?-4-...-4- ««ar*» H-...,
ai -H 2ajir-h...-4- /iarta7'»-* + . . .,
2at-l- 2.3aj.r-+-...-f- (/i — i)»^,!^?'*-*-}-. . . ;
on ordonnera par rapport à j: et Ton écrira que le résultat est identiquement nul; on trouvera ainsi, en égalant à o le coefficient de x'*^ la
relation
«-« = ««(„_^,nn^Y)
d'où Ton déduit
aCa -h I ) . . . (a -+- /i) ? ( P -+- 1 ) . . . ( p -H /i ) 1 .2 . . .( /i -h I ) Y < Y -»- «>• • -^ Y -»- 'i )
En appliquant la règle relative au rapport dlun terme au précédent on reconnaît sans peine que la série
i.v i.uY(Y-f-i)
est convergente à Tintérieurde rintervalle( — i, i), divergente à Texlérieur; je laisse de côté ce qui concerne les valeurs di i. On désigne cette série sous le nom de série hyper géométrique et sa somme, qui est une fonction continue de x pour toute valeur de x intérieure à Fintervalle ( — i, i), par la notation F(a, ^, y, ^). L'équation (i) admet donc comme solution la fonction aoF(a, p, y, x)^ en désignant par ao une constante arbitraire ; elle n'admet pas d'autre solution qui soit développable en série procédant suivant les puissances entières et positives de x.
Le calcul de a;, revient au calcul de la valeur, pour :i: = o, de la dérivée /!**"• de ^. En égalant à o la dérivée /i**"' du premier membre de Téquation (i), on trouve de suite la relation
670 CHAPITRB XVIII.
entre trois dérivées consécutives j^f''J,^^"+'J,^f"+*^; en faisant x = o dans cette relation, la dérivée (/i + a)**"* disparaît et l'on trouve, entre les valeurs y J,""^*^ et^*(" des dérivées pour x = o, la relation
( Y -*- n)^!»"-^»^ = (a -H /i)(p ^- n)yi'^
qui équivaut à la relation trouvée plus haut entre a„^i et a^-
On est ici dans un cas très particulier; pour a? = o, toutes les dérivées d'une fonction y qui vérifie l'équation (i) sont déterminées par les valeurs que cette fonction prend pour j; = o ; il en serait de même pour ^ = I , tandis que, pourt oute autre valeur :r = a, toutes les dérivées s'exprimeraient au moyen des valeurs que prennent, pour o-^flr. les fonctions j^ et j/^, en sorte que le développement (en supposant (]u il soit légitime) suivant les puissances de or — a dépendrait des deux valeurs pour x =a dey et de j^, qui joueraient le rôle de consranrt-i arbitraires.
Il ne faut pas conclure du calcul précédent qu'il n'y a pas d'autre^ fonctions à vérifier l'équation (i) que la fonction aoF(a, p, y, x». mais seulement qu'il n'y a pas d'autre fonction que celle-là qui satisfasse à l'équation et qui soit développable en série entière en x.
La fonction F(a, p, y, x) jouit d'un très grand nombre de pmpriétés, parmi lesquelles je me contente d'indiquer les suivantes :
Elle se réduit à un polynôme quand a ou ^ est un nombre entier négatif.
On a
±^(^jMlf} = «(« -^ 1)-. (« -H /l-0P(P^0...O 4-/1-0 p..^ , ^ *3 _^ „ ., ^ , r\
(i-^a;)'« = F(— /i, I, 1, —-37), lg(i -r-x) = xF(i, I, 2, - X),
Ig ='2a?F(-, i,-,.r«),
cos fia = F ( n, — /i, - > sin* - ) j
dx
EXERCICES
Effectuer les intégrations indiquées ci-dessous
Jlg'x^, /.Igrrfx, /^rf-, /j^,g^.
y^xlg.xrfx, /j^,
(n-irî)(arclangj7)'»^/ar, J __^^^
/(arcsin3^)^rfa: C, , ^ , » I (tanga: -t- tan g' ar) a-r, y/i — a?* */
/ (^ -f- v'a:) ctr, / X 9ivcs\x\x dx^ I a:" arclanga*,
fi/^!L±ldx, f\/)/x — idx, f ^ '-
J V ^ — I J ""^ J ^{ax^-^-2
J (Xi-r-ix-^l)^' J (n-a:*)^(l
ÙX -h C)^
r dx r dx r dx r dx
J sUx' J c\\x* J ihx' J sli.T — sha
r dx r dx r
J char-- cil a' J thar — tlia' J i
cosa cosj"
359. Calculer avec deux chiffres significatifs exacts les intégrales définies
/' dx /' dx r'^sin»arH-3cos«3:
^ H-7. cosx' ^/^ (i -+-'2sin.r)«' ^_j^ cos*a? -h 3 sin'ar '
r'i-.s^ r' — dx
Jf l^/i — ar* — a— pa?)* rfar, pour a = ic — a, p = 4 — 3-
/•*'*/ 12 — r..r-ha:>\
J^ V i2-HGa'-f-a'V ^*
(I) Dans tous les exercice:» de ce Chapitre n désignera un nombre naturel.
Si Ton pose
(M Dans les exercices 3Gi, 3C5 ^ el 8 conserveront la même significalioii. (^) Sur la résolution des équations de celte forme, voir Exercice 160.
Ed déduire
ax-hb ""^'^ 2/1- 2*5 •^"*" (2/1 — 2)(2/i — 4) "S»*^ ■*"'"
"* (2/1 — 2> (ait — 4)- .(2/1 — 2/) T'- *^ "^ ' "
(2/1 — i)(2/i — 3).. . I a« ^ •miin — 2). ..2 $«***'
où Ton suppose
Éiablir les formules analogues qui suivent, pour lesquelles la signification •de Sa est donnée chaque fois; en déduire chaque fois Texpression explicite •de dn* Dans quels cas l'expression de d/i est-elle algébrique?
y' dx y '
(2/1 — l)a5„ — (2/1 — 2)ûf^n_, = ,^_, '
^a-J y ^ dx, 00= T-p»
2/tad/, — (2/1 — i)6drt_i = (ax -h 6)j^ • .
5,,= y {ax-hb)^)/j^dx, 5o= / /rfltr,
(/i H- 2)5«-r- (/i — 1)8 <;>„_, = (ax -h 6/*-!^*. riax-hh^f^dx . /"rfar
J vy J y/y
/IÔ„ -h (/i — 1)8 5„_, = (aar -h 6)'*-» v/3^. J (ax-hùj" /r'
dx
">Jy
sITr
(aa?-4- ^)'-»
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Démontrer que, si/? est différent de i, on a
(ar -h b )/'- *
^"S, Si a 8 est positif, on a dx
(ax -¥ b) \/y yjal
ip
ay/y — yfâl ax H- b
{ax -h 6)a
Kn supposant 27 choisi de manière que y soit positif, la quantité entre deoi bcirres est du même signe que a et S. Si a 8 est négatif, on a
dx
■b)y/y 3(i6. Montrer que Ton a
_ — sgn(aâ7 H- b)
\ ax -^ b J
dx
cosT — cosrt sinrt
dx
sinx — sina
Pour l'une ou l'autre intc;;rale, si x varie dans un intervalle où le dénominaicur ne s'annule pas, la quantité entre les deux barres ne s'annule pas et ne devient pas infinie.
Que devient la première formule quand on fait tendre a vers o?
367. Montrer, en désignant par ^{x) Tune ou l'autre des foncli ms sin/, cosx, que, si l'on pose
.3 = f—Jf—
• ^ cp(.r)-<p(a)
( /« — I) 9'«( ^ )->„ = r 9.n — 3 )9 ( rt )-")„-i -h ( « — •>.)-■>«-« —
368. Évaluer la longueur de Tare de Tune ou de Tautre des courbes définies par les équations
ou par les équulions
a«— 6* ,, a»— Ai . ,^ j. = cos' t. y = ; sin^ /,
.r = - cos^ -h -z C0S9./, ;' = ~sin / — - sin9. /.
309. On considère la courbe définie en coordonnée^ polaires par les équations
( m cos t y
I ' jft —1
-(tang/ — O,
on demande quelle relation il y a entre le rayon vecteur et l'arc de cette courbe, compté à partir du point A qui correspond à / = o. En prenant m = -i on fait croître t de la valeur o jusqu'à ce que eu soit
égal à -; soitB le point delà courbe auquel on aboutit ainsi; évaluer Tare AB et l'aire du secteur OAB (O est le pôle).
Montrer que la courbe définie par l'équation
est unicursale. Soient O Torigine des coordonnées, I le point double de 1» courbe, A le point autre que le point f, où elle rencontre Taxe des x, B le milieu de Of.
\ En désignant par M un point quelconque de la courbe, quelle relation } a-t-il entre les angles AOM, AIM?
Soient M, M' deux points voisins de la courbe, Mi et M'i les points où les droites IM, IM' rencontrent la parallèle à Taxe des y menée par le point B; on demande d'évaluer la limite du rapport des aires du triangle OMi M\ et du secteur compris entre OM, OM' et l'arc de courbe MM'.
Déduire du résultat une expression géométrique de Taire du secteur OAM.
376. On a, en supposant que/? et q soient des nombres naturels,
On a (n
dx =
dx s=
, Ain —
Montrer
que
^'•'^yï/i+ij
iT
est un polynôme de degré 2/1, et que ce polynôme est formé par les /i-t-i
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premiers termes du développement en série entière de . . 2.4. ..2/1 I
Montrer que l'expression
/'' x^'^dx "j i_
arcsin;77- .
est un polynôme du degré 2/1 — i et que ce polynôme est formé par les n premiers termes du développement en série entière de
arcsinar 2.4. ..an /i-a^^i
378. On suppose que, dans l'intervalle ( — ir, ir), la foncrion/(a?) soit développable en une série de la forme
J Ao H- A 1 cos 2? -H B 1 si n a? -t- At cos 2 a? -h B jsi n 2 07 H- . . . -f- A «cos 71 a? -4- Bu sin n ar-h . . .
en désignant par Aq, Ai, . . ., A/^, Ba, . . . des constantes, et que la série obtenue en la multipliant pas cosnar ou par sin/ia? soit intégrable terme à terme. Montrer que l'on a
An= - / /(a?) cos n a? rfar, Brt= - / /(x)sinnxdx.
A quel développement parviendrait-on en appliquant ces formules au cas où l'on auraity(a?) = ar?
Construire les courbes
^ = e~*sina7, ^ = c-*'sina?
pour les valeurs positives de a?. Pour a? > i , la seconde courbe est constamment située entre Taxe des œ et la première.
Chacune forme au-dessus et au-dessous de l'axe des a: une infinité d^arches. Numérotons ces arches r, 2, 3, ..., en commençant parcelle qui part de l'origine. Soient, en valeur absolue, U/, et Un les aires respectives des arches de rang n. Les séries
U,-hU,-h... + U„-h...,
M| -h Mj -h .. . -h l/n -H. .
sont convergentes.
L'intégrale / e"^*smx dx tend vers une limite quand x augmente indéliniment.
380. La courbe définie par l'équation j^ = sin^?' forme aussi des arches audessus et au-dessous de Taxe des x; Taire An de la /i'^* arche est, en valeur absolue,
sinx^dx= I sin[/«-i-a^ v^(/i — i)T.]dt:
montrer que Ton a A^ < ^Jîïz — \/(/i — i)tz^ que la série Ai — A« -h A3— ... est convergente, que Tintégrale / sinx^dx tend vers une limite quand jaugmente indéfiniment.
J/» ' sin^ f dx tend vers une limite quand x augmente indé- 0 ^ finiment.
^82. Évaluer avec deux chiffres significatifs exacts les intégrales
/ i > I ^sinxdx.
383. Déterminer les constantes numériques A, B, G, X de manière que le? dérivées de la fonction
f /(x)dx^x[X/(a)-h B/(a-f- 'kx)-hC/{a-
soient nulles pour â? =0, jusqu'au quatrième ordre inclusivement. Kn déduire une justification de la méthode d'approximation exposée dans la note du n"33l.
384. Déterminer les constantes numériques 'A, B, G, D, X, |jl demaaièreque les dérivées de la fonction
f{x)dx — x[k.f{'a)-^ B/(a +- Xx) -f- G/(aH-fXwc) 4- D/(a-+- J*t]
soient nulles jusqu'au sixième ordre inclusivement, pour or = o.
Les constantes étant ainsi déterminées, montrer que l'expression précédente est nulle identiquement quand /(â?) est un polynôme du cinquième degré, au plus.
383. Déterminer ( * ) le centre de gravité d'un arc de cycloïde, ou de chaînette,, dont on donne les extrémités.
386. Déterminer le centre de gravité d'un secteur circulaire, de la surface limitée par une cycloïde et sa base, de la surface limitée par une demi-ellipse et l'un des axes.
387. Volume et surface engendrés par une cycloïde tournant autour de sa base; par une chaînette limitée à une perpendiculaire à Taxe et tournant au» tour de l'axe; centre de gravité de ce dernier volume et de celte dernière surface.
388. En reprenant les notations de l'exercice 342, on demande de déterminer les courbes telles que l'une des lignes TN, MT, MN soit constante.
389. En reprenant les notations de l'exercice 343, on demande de déterminer les courbes (en coordonnées polaires) telles que l'une des lignes MT, MN, TN soit constante.
Evaluer pour cette dernière courbe l'arc qui va du pôle au point de rebroussement, l'aire comprise entre cet arc et la corde.
390. En conservant les mômes notations, trouver la courbe telle que la surface du triangle MTN soit constante. Forme de la courbe.
On considère l'arc de courbe qui part de l'origine et qui aboutit au premier point d'inlersection avec l'axe des x. Évaluer la longueur de cet arc, l'aire comprise entre cet arc et l'axe des x,
Intégrer les équations différentielles
392. Trajectoires orthogonales des cercles de rayon constant tangents à l'axe des X.
(*) Dans les exercices relatifs aux centres de gravité on supposera toujours la matière liomogtne et la densité égale à i.
63o CHAPITRE XVIII.
393. Séparer les variables dans les équations difTérentielles
Pour la dernière on prendra ~ = t pour variable indépendante, et Ton ra-
djp i mènera Tintégration de l'équation à celle de Téquation -y- = ^ . -•
394. Montrer comment on peut ramener à des quadratures l'intégration (ie< équations appartenant à l'un des types
quand la courbe dont Téquation est/(X. Y) = o est unicursale.
395. Trouver les trajectoires orthogonales du faisceau de paraboles définies par l'équation ^v*= ipx, où p est un paramètre variable.
Chercher les solutions de l'équation
(i) (aa^-h 6)« -j^ -+-A(aar-h6;-^-l-Bj' = o
^ ' f(T^ dx
qui soni de la forme {ax -^ b)'' : a^ b^ X, B désignent des constantes.
Quel changement de la variable indépendante faut-il faire dans TéquatioD précédente pour la ramener à la forme
(■2) ^.0+«xg + p^ = o
où a, p sont des constantes?
Que devient le premier membre de réquation (2) quand on y fait le changement de variable x = c*. Déduire du résultat la solution générale de l'équation (i).
Quelle est la forme de cette solution quand Téquation en r
r( r — i) -h ar -f- p = o a ses racines égales?
Trouver la solution générale du système d*équations
dz , ..
-^ay^bz,
où a, h, a', 6' sont des constantes.
On pourra prendre les dérivées des deux membres des deux équations, éliminer * et -T>9 et faire dépendre la résolution de l'intégration d'une équation
différentielle linéaire du second ordre en y.
Chercher directement les solutions de la forme y = Xe**^, z = fxe''^, en désignant par X, fx, r des constantes.
Examiner le cas où l'équation
{a ^ r)(h' — r) ^ a' b = Q a une racine double:
Dans l'équation différentielle homogène
on fait le changement de variable x-=^{t)\ on obtient ainsi une nouvelle équation différentielle linéaire du second ordre entremet t. Déterminer la fonction ^{t) de façon que, dans la nouvelle équation, le
coefficient de •—- soit nul. Intégrer l'équation à laquelle on parvient et l'équation proposée.
400. Si les fonctions u^ v vérifient l'équation différentielle d^y , dy
63!2 CHAPITftR XVI 11.
OÙ A et B sont des fonctions de x, on a
Soit (x, ^) un intenralle dans lequel on suppose que les fonctions A, u. r. u\ s/ sont continues. Dans cet intervalle aucune des fonctions u, p ne peut avoir de racine commune à sa dérivée. Entre deux racines consécutives de Tune des fonctions u, p il y a une racine de l'autre, et une seule.
•401. Montrer diaprés la proposition précédente que, lorsque Ton connaitone solution d'une équation différentielle linéaire homogène du second ordre, l'intégration de cette équation se ramène à Fintégration d*une équation linéaire du premier ordre. L'intégrale générale est de la forme Cu -f- CV en désignant par u, p deux solutions dont le rapport n^st pas constant et par G, C de» constantes arbitraires.
Intégrer Féqualion
sachant qu'elle admet la solution y = 20:* — 1. Intégrer l'équation
^.d^Y dy ^
sachant qu'elle admet la solution ^ = 3x> — i.
402. Si A, B, G sont des fonctions de x telles que l'on ait identiquement
en désignant par A', A', ... les dérivées de A, . . ., il existe trois constanies ). {1, V, non toutes nulles, telles que Ton ait identiquement
XA4-[jiB-rvG = o.
L'équation différentielle
admet comme solution un polynôme Pn(^) {Ex, 38) (*); montrer qu'une seconde solution de l'équation est
/dx
x^)Py
montrer que, si Ton décompose en fractions simples Texpression -^»
les résidus (n* 110) relatifs aux racines de Féquation P;, = o sont tous nuls; en
P X -^ î conclure que la seconde solution est de la forme ~ Ig h Q„, Q» étant un
polynôme. On pourra se servir, pour déterminer les coefficients de ce polynôme, de l'équation obtenue en remplaçant, dans l'équation proposée, y par Texpression précédente.
401. Soit Pn le polynôme du degré n formé par les n + 1 premiers termes
du développement en série entière de ; montrer qu'il existe un poly-
nome Q^ de degré n tel que Ton ait identiquement, en :r,
(i-ar)PiH-ar«^iQ„=i,
qu'il existe une constante a» telle qu'on ait identiquement, en x^
P„— -^Ci — ar)P;=3i„J?«, (nH-i)Q«-harQ;. = a,|P«.
Déterminer cette constante et les coefficients du polynôme Q,,. Les équations 1*^= o, Qn= o n'ont pas de racine réelle quand n est pair; elles en ont une seule quand n est impair. Intégrer les deux équations
J^ — 2(1 — ar)y= OLnX",
(n-^i)z-^xz'= a,|P«.
(') La relation entre trois polynômes F. doit élre rétablie ainsi : n P,(x) - (2« -i)x P,.,(:r) 4- (n - I) P,.,(^) = o, elle permet de calculer successivement les polynômes P., en prenant
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