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NOTIONS PRÉLIMINAIRES
Objet de l'tftgebrA. — Premirr<»s iliSoull^s> qui se présenteut.
1. Dans toate question qu'on peut proposer sur les nombres , il doit exister entre les données et les inconnues certaines conditions qui sont indiquées par l'énoncé de la question : la solution a pour but de déterminer les inoHmues de manière qu'elles vérifient ces ocmditions. H faut donc s'attacher d'abord à bien saisir les divo^ses relations par lesquelles toutes les quantités connues ou inconnues sont liées entre elles, et trouver ensuite, au moyen de \m relations, quelles opérations on doit effectua sur les quantités I innées pour obtenir les inconnues. Tel est l'objet qu'on se proplus spécialement dans cette partie des mathématiques à
îlle on donne le nom d' Algèbre.
2. Pour mieux apprécier les premiers moyens qu'elle met en 9 je inrendrai le problème suivant : Partager 52 en trois
irties telles que la moyenne partie surpasse de 9 la plus petite »
qu^elle soit surpassée de iZ par la plus grande.
D'après cet énoncé , les parties inconnues doivent remplir trois
iditions :
r Que la moyenne soit égale à la plus petite augmentée de 9 ;
¥ Que la plus grande soit égale à la moyenne augmentée de i 3 ;
3» Que la somme des trois parties fasse 52.
Si quelques quantités données sont exprimées en chiffres, cl surtout si CCS quantités sont des nombres fort simples , on gagnera peu, sous le rapport de la brièveté, à les remplacer par dei lettres. Mais comme ces nombres s'altèrent par les calculs successifs , il n'est plus possible de reconnaître , à la fin des opérations de quelle manière ils entrent dans les résultats ; et de là il sol qu'en changeant ces nombres dans la question, il faut recommencer tous les calculs qui Ont déjà été faits. Quand on veut obyia à cet inconvénient, on le peut encore, en mettant des lettres ai lieu de ces nombres ; et c'est là un des plus grands avantages qvi procure l'emploi des lettres pour représenter les grandeurs, r. 6. La seconde difiBculté, celle qui naît de la répétition desmdl plus, moins, etc. , employés pour désigner les relations des qnatf tités entre elles, se résout naturellement en adoptant des signe! particuliers pour indiquer ces diverses relations. Je vais faire oott naître ceux qui sont en usage. ' '
7. + signifie plus, et — signifie moins. Ainsi, pour indiqott qu'on ajoute b k a, on écrit a+b{ei, pour indiquer que b'M retranché de a , on écrit a — b. ™
8. On emploie le signe x , ou bien un simple point , pom: diquer une multiplication. En écrivant ax^b ou a,b, on connaître que la quantité a est multipliée par b. De ày^by^c et a.b.c signifient que a est multiplié par b, et produit est multiplié par c.
-; Lorsque les multiplicateurs successifs sont désignés par simples lettres, on supprime les signes de multiplication afin rendre l'écriture plus rapide. Ainsi , abc a la même si lion que a.b.c ou axbxc. ^^,
Quand les facteurs sont des nombres , cette simplificatûn plus permise : car si on voulait, par exemple, indiquer le duit de 3 par 4, et qu'on écrivît 34, on confondrait ce avec le nombre trente-quatre.
Lorsqu'on multiplie une quantité littérale par un mnltipU numérique, on le place au-devant de cette quantité : on loi alors le nom de coefficient. Ainsi ^aet^b signifient la m que ax 3 et ^x 3 : 3 et J sont des coelBScicots.
9. Pour indiquer une division, on écrit le diviseur- ai sous du dividende , et on l'en sépare par un trait U
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ainsi , - signîGe ^ dimé par b. Quelquefois aussi on ccril a : b.
IQ. Oa nomme puissances d*unc quantité les produits qu'on forme en multipliant cette quantité par elle-même une fois ou plusieurs. Ainsi, aa est la 2" puissance ou le carré de a, aaa en est la 3* puissance ou le cubé, aaaa en est la ¥ puissance, etc. On indique ces puissances d'une manière abrégée en écrivant la lettre nue seule fois et en plaçant à sa droite, un peu au-dessus, un nombre, qu'on appelle exposant^ et qui marque combien de fois die devrait être écrite. Par exemple, a'^ représentera aaaa ou la ('puissance de a, et on lira a exposant quatre^ ou, plussimplenent, a quatre. Cette notation, imaginée par Descartes, a eu k plus heureuse influence sur les progrès de Falgèbre.
n faut bien prendre garde de confondre le coefficient et l'expotaX. Si j'écris 3^, le nombre 3 est un coefficient, et si j'écris A^, le nombre 3 est un exposant. Or 3a et à^ expriment desquanttés bien différentes : car 3a est la même chose que a+a+a, et a' est la même chose que ay^ax^a. On comprendra mieux More la différence , si on met un nombre particulier à la place de k lettre a. Par exemple , si on met 4 , 3a représente 3 fois 4 ou 12 , tandis que a^ représente 4x4x4 ou 64.
11. La quantité qui, étant élevée à une puissance, produit ime quantité donnée, est une racine de celte dernière. Ce sera ime racine 2«, 3% 4% etc., selon qu'il faudra en faire la 2^ puissance, la 3', la 4*, etc., pour reproduire la quantité donnée. Ainsi, la
dne4" de 16 est 2, attendu qu'on reproduit le nombre 16 en vaut 2 à la 4« puissance. La racine deuxième prend ordinaireinent le nom de racine carrée^ et la raciiie troisième celui de racine
€ubique.
Le signe V , qui s'appelle radical ^ indique une racine à ex-
i. On lui joint un nombre qu'on nomme closant ou indice ,
qui marque de quelle racine il s'agit. |/â indique la racine 4«
a. Dans la racine carrée, on sous-entend l'indice, et on écrit
iplement Va.
12. Le signe = est celui de l'égalité. Ainsi, en écrivant i+2a = 5a , on indique que si à trois fois à on ajoute le double
a, la somme est égale au quintuple de a. L'ensemble des ox .qpiantilés , ainsi séparées par le signe = , se nomme une
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égalité. Chacune des deux quantités se nomme membre. Celle qui est à gauche est le premier membre; ceUe qui est à droite est le second.
13. Le signe > veut dire ;?/tt5jr«»rfîtttf /et le signe < veut dire ptus petit que. Ainsi , a^b signifie a plus grand que b; et a<Cfi signifie a plus petit que b. L'ouverture du signe est toujours tournée du côté de la plus grande quantité.
14. Les dénominations de quantité littérale, quantité algé'brique y expression littérale^ expression algébrique y sont employées indifféremment pour désigner un assemblage quelconque de quantités représentées par des lettres , et unies entre dles par les signes de différentes opérations. Telles sont 2a^ et a^ — Vab.
Chacune des quantités qui sont jointes entre eUes par les signes +et — s'appelle terme, et assez ordinairement le signe fait partie du terme. Dans l'expression ^a — ab"" + k^, il y a trois termes , savoir: 9a, — ab*^'^Vab,
On appelle quantité monôme ou simplement monôme , une expression algébrique qui n'a qu'un seul terme; etpofynome, celle qui en a plusieurs. En particulier, on appelle binôme, trinôme^ quadrinome, quinome, celles qui en ont deux, trois, quatre oii cinq. Quelquefois encore on donne aux monômes le nom de quantités incomplexes , et aux polynômes celui de quantités complexes.
On appelle termes semblables ceux qui sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes exposants. Ils peuvent d'ail* leurs différer par le signe et par le coefficient. Dans l'expression i^a^b — Zab"" — 2ûf'6, le premier terme 4^'^ est semblable au troisième — 2a'i. Toutes les fois qu'un polynôme renferme des termes semblables, il peut recevoir certaine simplification dont on parlera plus loin (29).
En algèbre, on nomme quantités rationnelles celles qui ne
renferment point de radical. Telles sont 17, \a, a^h -.
On appelle quantités entières celles qui sont rationnelles et ne contiennent aucun dénominateur. Telles sont 47, 2c^b^ %a* — bc.
15. Lorsqu'une quantité est composée avec une autre, on dit qu'dlc est une fonction de cette dernière. Par exemple, l'exiM'eBMOn 3^:^ — 1^ est mie fenotion de x.
Pour désigner d'une mAnitod générale une fonction dé a:, on
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écrit F(x) , et alors la lettre F est employée comme une abré- TÎation da mot Fonction. Lorsqu'on veut représenter plusieurs fooctioiis diffâreutes de or, on varie la forme de cette initiale. Par eiemple , on écrira F(x) , f(x) , ^(x) , quelle que soit d'ailleurs la loi d'après laquelle chaque fonction est composée.
Quand on se sert de la même lettre F, et qu'on écrit F (a.) , F (.r), on désigne par-là deux fondions composées semblablement , Tune ttec JT et Tautre avec y , de telle sorte que la première se change en la seconde quand on y met ^ au lieu de x.
Ce qui vient d'être dit s'étend naturellement aux expressions où il eatre {dos d'une quantité. Ainsi, l'expression ^xy — x-f Vy sera me fonction de jt et^ ; et en écrivant F ( a: , ^) on désignera d'une manière générale une fonction quelconque de a: et ^.
Application de la noUtion algéJ>rM|ue.
16. A6n de faire ressortir les avantages qui peuvent résulter de la notation algébrique, je vais l'appliquer à la solution du problème énoncé n** 3.
Je désignerai par a le nombre à partager , par b l'excès de la noyeane partie sur la plus petite , et par c l'excès de la plus grande sur la moyenne.
De plus , je représenterai la petite partie par . . jt,
Alors la moyenne sera x+ b^
La plus. grande sera x4- 6-fc,
Et la somme des trois parties sera 3jr+26+c.
Or cette somne doit être égale au nomlve à partagera; donc on a r^^alité
Si on retranche 2b et c de chaque membre, il vient '
3jc=/ï — 2& — C;
et si on divise par 3 , on obtient, pour rineonnue x^
ont employé les quantités négatives ,- et , laissant de côté tonte question particulière, c'est de la soustraction qu'ils font naître ces quantités , comme on Tient de TexpHqaer plus lumt.
Ainsi , en résumé , lorsque dans une soustraction la quantité à retrancher surpasse celle dont on doit la retrancher^ on est convenu de soustraire la plus petite de la plus grande^ et JÊin^ diquer ce changement d^ ordre en plaçant le signe — devant le reste.
Ce sont les quantités isolées, ainsi précédées du signe — , qu'on nomme négatives. Par opposition, ceUes qui ne sont poiirt afiectées de ce signe , sont cens^ aToir le signe +, et on les nonune positives.
20. Reprenons l'expression a — 6 , et supposant que a oonserre une grandeur fixe , faisons croître b à partir de léro. On (Atient d'abord des résultats décroissants ; et quand b est égal à /x, la différence a — b est zéro. Si on coatkaM d'augmenter b , on trouve des quantités négatives ; et plu» b sera grand , plus ces quantités négatives, considérées dans l^aur vsdeur absolue, seront grandes. Par exemple, prenons ^ =3, et faisons succedsivement ^=0, 1 , 2, 3 ; les valeurs de a^—b seront 3, 2,1, 0. Mais si b continue de croître, et qu'on fasse 6=4, 5, 6,... on aura — i, — 2, — 3,...
Or, parce que ces valeurs négatives viennent à la suite des nombres positifs décroissants 3,2, 1, 0, on convient de les regarder comme plus petites que zéro ; et parce que les quantités négatives qui ont une valeur absolue {dos considérable viennent après celles qui ont une valeur moindre , on les regarde aussi comme plus petites que ces dernières.
Ainsi, d'après ces conventions, — 2 est moindre que zéro, et — 5 est moindre que —2. En se servant des signes < et > dont la signification a été fixée n^' 13 , on peut écrire
, — 2<0^ _5<;-.2, oubien 0> — 2, —2>— 5-
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CHAPITRE II
ou CALCUL ALGÉIMQIII.
CoBtmeDt on étend aux ^nantiln négativet Im opératioiu d« rarilk«iétiqtt«.
21. Lbs quantités algébriques peuvent, comme les nombres, être soumises à diverses opérations, telles que l'addition , la soustraction , etc. Mais pour les quantités littérales , ces opérations , ainsi que le fait observer M. Lacroix , diflèrent de cdles qui se pratiquent, sur les nombres, en ce que leurs résultats, ne pouvant être que des indications de calculs à effectuer , no présentenfréeliement qu'une transformation des opérations , primitivement indiquées , en d'autres qui doivent produire les mémos résultats. Les règles qo'fl faut suivre pour eflbctuer ces transformations constitmetà le calcul algélnrique.
22. Tant qu'on ne considère que des grandeurs positives , les déQnltkms de l'arithmétique font coonatlre avec précision l'objet de diaqae opération ; mais dles deviennent insuflBsantes quand on les applique aux quantités négatives. Par exemple, quelle signiâcatioii ces définitions peuvent-elles donner à des énonciations telles que celka-d : ajouter — 5 et — 7 , multiplier + 5 par — 7 , etc. ? et n'est-Q pas clair que de pareiUes loeutions doivent être rejetées comme étant tout à fait videS de sens , à moins qu'on ne fixe , par qudques ccmventions nouvelles, celui qu'on vent y attacher : c'est ce que je vais faire. A cet effet, je reprendra! diacune des quatre opérations ; j'étendrai , autant qu'il sera possible , la définition de chacune d'elles aux cas nouveaux qui se présenteront ; et quand cela ne se pourra point, j'établirai les conventions nouvelles auxqoriBes ces cas donnent lieu.
23. ÀDDiTioff . Cette opération , telle qu'on la conçoit en arithmétique, a pour objet de trouver une quantité qui contienne à elle seïde tontes les unités et parties d'unité qui sont dans piufieurs
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le résultat doit être négatif , et que sa grandeur absolue est égale k l'excès de 7 sur 3 : c'est-à-dire qu'cm a
Il est à remarquer que dans chacun des quatre cas qu'on Vient de parcourir le résultat est toujours le même que si l'on eût ajouté le second nombre, après avoir changé son signe, avec le premier. Bien entendu que dans cette addition on se conforme aux conventions du n"" 23. Ainsi , on a cette règle simple et facile à retenir :
La soustraction revient à une addition dans laquelle on ajoute la quantité à soustraire > prise avec un signe contraire , avec Vautre quantité.
Par cette règle , on aurait
25. Multiplication. Soient aQib deux nombres quelconques, il y a quatre cas à. considérer, savoir :
+aX+^, — ûX+ô, +tfX— 6, — /ïX— A.
Le premier cas est celui de l'arithmétique , car + ^ et + fr sont la même chose que a et bj et comme le produit de a par 2^ se représente par ab , et que ab est la même chose que 4-a& , on peut écrire , en mettant les signes en évidence , +a x 4- 6 = + ^6.
La définition ordinaire de la multiplication peut s'appliquer aa second cas; mais pour le montrer clairement il faut examiner l'une après l'autre les hypothèses de b entier et de b fractionnaire. Si ce multiplicateur est un entier, 3 par exemple, en répétant, suivant les règles de l'addition (23), le multiplicande — a autant de fois ^'il y a d'unités dans 3 , On aura — a — a— ^ on — 3i •• c'esl-àdire que , pour multiplier une quantité négative par un nomkre entier positif, on fait le produit sans égard aux signes, et qu'on lui donne le signe — . De là on conclut qu'on peut diviseur une quantité négative par un nombre entier positif, en prenant le qootieot sans égard aux signes, et en lui donnant le signe -<-.
Supposons que, dans le produit — a x +^ , le multiplicateur soit un nombre fractionnaire tel que f . D'après l'idée attachée à la multiplication, il faut prendre les \ du multiplicande $ ou, en d'au-
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Uts tentm , il faut diviser ce multipUcaiide par 5 , et multiplier le résuUai par 7. Or, oq vient de démontrer que ces apérati(His dMveot s'exécater sans avoir é^rd au signe — , et qu'on doit donner ce signe au résultat j donc — a x 4» î = — la. Donc , quel que soit 6, on a toujours — ax+b = — ab.
Dans les deux autres cas , 4-tfX — 6 et — ax — 6, lemultiplicatttir est négatif. Or, la déGnition de la multiplication, en prescrivant de composer le produit avec le multiplicande comntô le multi- ]^iGateur est composé avec l'unité, ne montre point comment on dmt avoir égard au signe — qui est devant le multiplicateur , et sous ce rapport elle est insufiSsantc. Pour corriger ce défaut, on remarquera que , dans les cas où le multiplicateur est positif, le signe du malti|dicande se conserve dans le produit ; et par-là on est conduit naturellement à ajouter, comme complément à la définition , cette convention nouvelle que , dans les cas ou le multiplicateur est négatifs il /aut faire la multiplication comme s'il était positif , et changer ensuite le signe du produit. De là on conclut immédiatement qu'on doit avoir -ha x — fr= — ab et — a x — ^ = +ab.
Les différents cas qu'on vient d'examiner peuvent se résumer dans la règle suivante :
Pour multiplier deux quantités, quels que soient leurs signes ,
on fait le produit de ces quantités, sans fu^oir d'abord égard aux
signes , puis on affecte le produit du signe + quand les deux
facteurs ont le même signe^ et du signe — quand ils ont des signes
contraires»
L'usage permçt encore d'énoncer la règle des signes par ces locutions abrégées :
+par + donne + , ---par + tionne — , ■^par — donne — , — par — tionne +.
Remarquez que, si on change le signe d'un facteur, le produit doit changer de signe, et que si on change les signes des deux facteurs, le produit reste le même. Remarquez aussi que le produit ne change point quand on intervertit Tordre des deux facteurs.
26. Division. La définition ordinaire convient parfaitement à l'algèbre. Son objet sera toujours de découvrir Tun des facteurs d'un produit donné quand on connatt.rautre facteur ; et par conséquent il faudra toujours qu'en multipliant le quotient et le diviseur Ton par l'autre , on reproduise le dividende*
qael ses termes soient rangés , pourra que chacun d'eux reste toujours précédé du même signe.
En effet , un polynôme quelconque étant dontié , imaginons qu'on ait écrit, comme formant deux sommes séparées , d'une part les termes positifs , et de l'autre les termes négatifs. Si on suit avec attention le détail des additions et des soustractions indiquées dans le polynôme donné , on comprendra sans peine que ces opé- ■ rations successives reviennent tantôt à retranclier , sur une partie de la première somme, une partie de la seccnde, tantôt à Mranclier, sur une partie de la seconde , une pâHle de la première. Par-là il devient clair que le résultat définitif doit être égal à l'excès de la plus grande somme sur la plus, petite et avoir le signe de la plus grande; et conune les deux sommes demeurent les mêmes dans quelque ordre que les termes du polynôme soient placés , on con- ., dut que l'ordre de ces termes lal ^^i^ interverti à vohmté , sans ^^ que la valeur du polynonMpMllwée.
Cela posé , supposaolBMt^lt p^nôme donné ftit des termes semblables. Par eaKiMi^pnl soit
On pourra changer de place les quatre termes semblables — 86^^ +3^^, — 5^^, 4-46^, et les rapprocher les uns des autres commt^^ il suit : I ,*"
Alors remarquez que les termes positifs 36^+46^ peuvent remplacés par un seul +76^; qu'ensuite les termes négat — 8i^ — 5ô^ peuvent aussi être remplacés par un seul — 13^1 quatre termes semblables seront déjà réduits à deux+7&^ — l^^a» Mais ces deux-ci se réduisent eux-mêmes à un seul — 6^^ ; P^"*!? conséquent, en reportant— 66^ à la dernière place, le polynonfipi simplifié sera
En général , plusieurs termes semblables pourront toujours réduire à un seul \ son coefficient sera la différence entre somme des coefficients précédés du signe-^et la somme des coi cients précédés du Signe — ; et son signe sera le même f^ue d des coejîcients dont la somme est la plus grande.
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Dans rapplicatioo de telle règle , il ne faut pas oublier que le premier terme , qoand il n*a pas de signe , est censé avoir le signe +9 et qae les termes devant lesquels on n'écrit pas de coefficient sont censés avoir le coefficient 1 .
30. Remarque. Qnolqde Tordre des ternies soit indifférent, on les dispose presque toujours de manière que les exposants d'une même lettre aillent en croissant ou bien en décroissant : cela s'appelle ordonner. Le dernier polynôme est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de ^ ; et il Test aussi par rapport aux puissances croissantes de 6.
AùéMoû et toiiitractioii des pol jutftnet.
31. Si à a — b on doit ajouter c-f*^ — e, pour indiquer cette addition , on enveloppe la seconde quantité entre des parenthèses et on écrit
a — 6-H(c4-rf^e);
mais je vais montrer qtie les parenthèses peuvent se supprimer.
Concevons pour un moment qu'on ait effectué les opérations
bdiqaées dans le second polynôme c+d — a, et que le résultat
toit une quantité positive +P. En ajoutant 4«P avec a— Z^, il
^^1 vient a — ft + P. On peut changer la place des termes et écrire
+P + ^x — b. Mais ici l'addition de a et la soustraction de b ne
doivent venir qu'après les opérations qui donnent +P ; par consé*
qoent on peut remettre , au lieu de 4-P, le polynôme c+û?— e, et
on a c + rf — c+a— ô. Enfin on transportera aux dernières
les termes qui viennent de 4-P, et on aura
a — b-rC+d — e,
uoïïf ^ lo second polyncmie était égal à une quantité négative — P, le jnême raisonnement se ferait encore en mettant jpar tout — P au lieu +P, et on arriverait encore au même résiQtat. Dans ce résulit, les termes des deux polynômes se trouvent écrits , avec leurs , les unsà la suite des autres; et il est évident que la même doit arriver, quels que soient les polynômes qu'on ajoute, là on conclut cette règle :
le ce| Pour ajouter des polynômes, U suffit de les écrire les uns à suUe des auires, en conservant les signes de tous leurs termes.
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Après avoir appliqué cette règle, il ne faut pas néglige la réduction des termes semblables , s41 y en a. Pour faci réduction , on ordonne assez ordinairement les polynôme! port à une lettre, et on les écrit les uns sous les autres j fait immédiatement la réduction. Yoici un exemple :
— a'-i'lab-h 7c'-}r2 ab-h2b'+ 4c" +1
Somme 7a" — i«6-Mlc*+f.
32. Passons à la soustraction. Pour indiquer qu'on ( traire c+d — e de a— 6, on écrit
et , pour arriver à une expression débarrassée des parent raisonnera comme il suit.
D'après ce qui a été dit n^ 24, la soustraction revient à lion dans laquelle la quantité à soustraire est prise avec contraire. Or, la valeur d'un polynôme est égale à la diffé existe entre la somme de ses termes positifs et celle de s* négatifs; et le signe de cette valeur est celui de la pluç g deux sommes; donc cette valeur ne fera que changer de si change dans le polynôme tous les -h en —, et tous les — en de là que, pour soustraire un polynôme d'une quantité que , il suffit de changer les signes de tous ses termes, et ter ensuite à cette quantité. Mais , dans l'addition, les p qu'on ajoute se placent à la suite les uns des autres , en c( les signes de leurs termes ; donc ,
Pour soustraire un polynôme , il suffit de Vécrir avoir changé le signe de tous ses termes y à la sui quantité dont il doit être soustrait.
On peut encore démontrer cette règle en prouvant (j ajoute au résultat le polynôme qui était à soustraire, ( duit la quantité dont il devait être soustrait. En effet , ] cette addition, on écrira à la suite du résultat les ton polynôme avec leurs signes ; mais ces termes se trouv dans le résultat, avec des signes contraires , il est clair qu détruits , et qu'après la réduction il ne restera plus que
imposent la qaantité sur laquelle la soustraction devait être faite. Yoici on exemple de soustraction :
Soustraire de. . . . 9a*^3ab-h2b*+lbc le polynôme . . . . 5a*-4-4a6 — 36* — \hc
Reste avant la | %c^— ^ab + 26*+ {bc ^ réduction, \ — ^à^—iab^W^{bc,
Après la réduction, 4a* — 7ab 4- 56*+ {bc.
Multiplication àts monômes;^
S3. Pour indiquer des multiplications successives, on est con-
[«BQ (8) d'écrire les facteurs à la suite les uns des autres , en les
Lt par le signe x , ou seulement par des points , ou même
aucun signe quand il n'en résulte point d'ambiguité. Par
iple , si on doit multiplier a^b par c , et le produit par d" , on
a^byccxti^ , ou a*b.c.d^^ ou simplement a^bceP.
I^û fallait multiplier a^ par un nombre déterminé , tel que
I , ce nombre deviendrait le coefficient de a* , et on écrirait
on |a*.
ion avait à indiquer la multiplication de a*b par ccf^ on pourlêcrire indifféremment a''6x^^, oii,a*b.c(t', mais on ne devrait supprimer le signe , car alors on aurait l'expression à'bcd' , dans on devrait voir que a'b est multiplié par c , et que le pro- \a*bc est lui-même multiplié par d*:oj^ce n'est point là ce qu'on it indiquer. A la vérité , les deux expressions a'b x cd* et sont équivalentes , mais il faut le prouver, et c'est ce qu'on rappelant que , d'après un principe démontré en arithméti- I on peut multiplier une quantité par un produit de plusieurs en multipliant cette quantité successivement par chacun ap^kiexirs (*).
i^ f Les règles des signes ayant été établies n*" 25 , on laissera signes de côté. Soient d'ab<»r4^ deux quantités telles que a* [. D'après la définition de l'exposant , a* et a^ sont la même re^ que aa et aaa-y donc a* X a^ =^ aap< aaa. Or, par le ur
. JSoit m une quantité qu'on doit multiplier par le produit abc. Puis- ^produit ne change pas quelque soit l'ordre des facteurs ; on aura VsS^ic=adcwf =;maic ; c'est le principe dont il s'agit.
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principe rappelé plus haut, on doit avoir aax aaa=i aaaaa ; donc
Si on prenait d'autres exposants, il est cl^ir qu'il faudrait encore les ajouter pour avoir l'exposant du produit. Donc , en général , quand on multiplie entre elles des puissances d'une même quan^' tité , on doit donner à cette quantité un exposan égal à la somme de ceux des facteurs.
Une lettre sans exposant doit être regardée comme ayant l'exposant 1 : car , par exe^le , on aurait dx,a=^a^.
A présent, considérons des monômes quelconques. Soit à
effectnar le {H^uit
Zeeb^oaafcd:^.
Les deux inononiies pei^vent être (§ctit$i ainsi , 3Xa*x6^X(?
et TXû'XcXrf*; et, par le prindpQ 4éj|à cité, Je produit est
égala
SXcfxb*XcX7X£fXcxd^.
En changeant Tordre des f^ucteors, il devient i
3x7xa'Xa^Xb^XcXcXd'. î
Or, au lieu de 3x7 on peut mettre 21 ; au lien des deux fact^rft successifs a* et a^, on peiat mettre leur produit, qui, d'après la r^ gle trouvée plus haut , est a^; au lieu des deux facteurs égaux ji c , on mettra leur produit c* -, et quapt 9ux facteurs b* et ^, on lep laissera au produit sans aucupe altération. Alors on aura
Wb'cX7a'cd':==: 2ia'bVd^.
On peut faire des raisonnements analogues sur tels monoma qu'on voudra ; donc , abstraction faite du signe , le produit M deux monômes s*obtîèndra en multipliant les coefficients entÊT eux y en donnant à chaque lettre commune aux deux monÊ^ mes un exposant igwi à la somme de ceux dont elle est affecté dans ces monômes^ et en primant les autres lettres sans changée leurs exposants.
En combinant cette règle avec celle des signes qui a été établi au n"" 25, on trouve sur-le^diamp
— 7a*bd'X iSa'b^c = — dl^Wcrf", — iab'çx — f tf-c= + {\aWc\
It
Multiplication des polynomat.
36. Si l'on a des polynômes tels que a^—alH*2 et 2^—^, et qa'on Teaille indiipiar leur produit, on devra employer des paren- Ihcses oa des crochets, et écrire
(«•— a6+2)(2a— 6), ou [a*— /ïfr4-2] [2^ï— *].
Quelquefois aussi, mais rarement, on emplo|e des barres comme cidessous : %
37. Pour effectuer de pareilles multiplications, je raisonnerai d'abord comme si les soustractions qui sont Indiquées dans les polynômes ne devaient jamais amener de quantités négatives; et je prouverai ensuite que la règle , à laquelle on arrive dans cette hypothèse, s'étend à tous les cas.
Supposons , en premier lieu , qu'un seul facteur soit complexe , comme dans l'expression
Si on avait simplement à multiplier a par m , le produit serait am. Quand c'est a-^ qu'on doit multiplier par m, il est évident qu'on aura le produit en prenant séparément m fois la quantité a^ m fois la quantité 6 , et en ajoutant les deux produits : or ces produits partiels sont exprimés par am et bm ; donc ia-\-b) x m = ani'^-bm. Mais quand c'est a-hb — c qui est le multiplicande, la quantité a+b étant diminuée de c, il s'eniiuit qu'en multipliant a^ par m , on doit avoir un produit trop grand de m fois c ; donc, de ce produit, qui est am+bm , il faut retrancher celui de c par /7s qui est c/71 ; donc enGn
{a + b — c)Xm=tfm4-6/?i— Cl».
En quelque nombre que soient les termes du polynôme, on voit que dans le produit chacun d'eux se trouvera multiplié par m , et (xmservera le signe qu'il avait dans le pdynome.
Supposons le multiplicande et le multiplicateur tous deux complexes. Par exemple, soit
Imaginons qu'on ait effectué les opérations indiquées dans le polynôme û+6— c, et qu'il ait pour valeur T. Le produit à effectuer deviendra Tx(wî— »+/?). Alors , l'un des facteurs étant monôme, on aura, par ce qui vient d'être dit,
siTm— T/î+Tp.
Puisque T représente la valeur du polynôme a+b — c, Tm est égal au produit de a-hb^c par m^ et, d'après ce qui pré^^e, cq produit e&iam*\'bm — cm.
De même Tn est égal au produit de tf+6— c par /i, lequel est an+bn — en.
Et pareillement , Tp est égal au produit de a+b—c par /» , ou à ap+bp — cp.
Or, de Tm on doit retrancher Tn , ensuite on doit ajouter Tp ; donc il faudra, à la suite des termes du premier produit, écrire tous ceux du second avec des signes contraires (32), et tous ceux du troisième avec leurs signes (31). En conséquence , on aura
(a+6— c) X {m — n+p) == -i^am+bm — cm i — an — bn+cn
+ap+bp — cp*
De là on tire cette règle : Pour effectuer la multiplication des polynômes j on multiplie successivement tous les termes du multi^ plicande par chaque terme du multiplicateur^ en ayant soin de conserver tous les signes du multiplicande quand le terme du multiplicateur a le signe ^^ et de les changer tous quand ce terme a le signe — .
Si, dans les deux polynômes, on regarde tous les termes, pris avec leurs signes , comme des monômes isolés , si alors on multiplie successivement les termes du multiplicande par chaque terme du multiplicateur, et si ensuite on ajoute tous les produits , il est évident qu'on aura le même résultat que par la règle précédente.
38. Maintenant il faut démontrer que cette règle convient àtous les cas ; mais auparavant je ferai deux remarques.
La première, c'est que de quelque manière qu'on intervertisse Tordre des termes dans deux polynômes, le résultat qu'on trouve en leur appliquant cette règle ne changera pas de valeur. En effet, d'après cette règle môme, il est évident qu'il contiendra toujours les mêmes termes : seulement ils y seront dans un ordre différent, ce qui n'altère en rien sa valeur.
La seconde remarque, c'est qu'en changeant tous les signes de Fnn des polynômes , les termes du résultat changeront de signes, et par suite la valeur représentée par ce résultat en changera également. A quoi j'ajouterai , ommie conséquence immédiate , que si on changeait aussi les signes de l'autre polynôme , les termes du résultat ne seraient point altérés : car, après le premier changement, ils devraient en subir un second qui rétablirait le résultat tel qu'il était d'abord.
Gela posé, je nommerai Y l'ensemble des termes qu'on obtient en appMquant la règle à deux polynômes quelconques, et je vais prouver que le produit de ces polynômes est toujours égsd à Y. D'abord supposons que ces polynômes aient des valeurs positives, mais qu'en effectuant les additions et les soustractions qui y sont indiquées on doive passer par des quantités négatives avant d'arriver à la dernière opération. Comme on peut changer l'ordre des termes d'un polynôme sans changer sa v^eur, j'écrirai dans chaque facteur tous les termes positifs aux premiers rangs , et à leur suite tous les termes négatifs : alors la difficulté dont il s'agit disparaîtra , et la règle fera trouver le produit cherché. Or, d'après notre première remarque , ce produit est égal à Y.
Quand l'un des deux polynômes a une valeiu* négative , c'est que la somme de ses termes négatifis l'emporte sur celle de ses termes positifs. En changeant les signes de tous ses termes, la valeiu* de ce poylnome deviendra positive, sans autre altération : alors on pourra appliquer la règle , et , d'après la seconde remarque , on aura un produit de signe contraire à Y. Mais, puisqu'on a pris positivement un facteur qui devait élre négatif, ce produit doit être de signe contraire au produit cherché (25) ; donc Y est le produit cberché.
Enfin , quand les deux polynômes ont des valeurs négatives, on changera les signes de tous leurs termes , ce qui donnera deux
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polynômes dont les valeurs seront positives , et dont on pourra trouver le produit par la règle du n'* précédent. D'après la seconde remarque, ce produit aura les mêmes termes que Y; mais les Valeurs des deux facteurs ayant changé de signe, leur produit n'a pas dû en changer; donc le produit cherché est encore égal à V. 39. Pour plus de facilité, pn ordonne les polynômes qu'on doit multiplier. Up exemple montrera comment on dispose Vopération.
Multiplicande 3â'-- 5a'b — ^^zè' Multiplicateur — 2a'— 3^& +6*
a^b'-'-ba^b^—iab
partiels
Produit. . . — 6<+ a^b^i9a'b'-^laV--iab\
La première ligne des produits partiels a été trouvée en multipliant tous les termes du multiplicande parle premier terme — 2à* du multiplicateur. Les signes du multiplicande ont été changés , parce que ce terme a le signe — .
La seconde ligne des produits partiels a été trouvée en multipliant les termes du multiplicande par le second terme— 3^zft du multiplicateur ; et on a dû changer encore tous les signes du multiplicande.
La troisième ligne des produits partiels renferme les produits de tous les termes du multiplicande par le troisième terme +b^ du multiplicateur; et comme ce terme a le signe +, on a conservé les signes du multiplicande.
Enfin, en opérant les réductions entre tous ces produits, on remplace +i0a'^b—9a^b par +a^b^ ^aW+iba^b^'+Sa^b* par +i9a^b*^ +la'b^—5a'b^ par — la^b^. Alors on a le produit cherché, tel qu'il est écrit plus haut.
40. Quand on veut ordonner des polynômes par rapport à une lettre, il peut arriver qu'il y ait plusieurs termes où cette lettre soit affectée du même exposant. Dans ce cas on ordonnera ces tçrmes entre eux par rapport à une autre lettre , comme on le voit \ dans le polynôme ax"" — x*+a'x — àx—a. Il contient deux termes en X* qu'on a ordonnés entre eux par rapport à ^z, et au^si »^ deux termes en x qu'on a ordonnés de la même manière.
Mais le pins soiiTent on réunira les termes qui contiennent une même puissance de x en un produit dont cette puissance sera un iacteor. Ainsi on remarquera que le produit (a — l)x'= ax^ — j:% que (tf'-i-û) a:=a^x — ax^ et en conséquence le polynôme ci-dessus s'écrira sous cette forme : (a — 1) x^-iia^ — a)x — a.
Pour oSrir Texemple d'une multiplication dans laquelle on emplme cette seconde manière d'ordonner, je prepdrai le suivant :
— {i:fi^a')x'—(a^—a')x*'\'\a^x (a*^i)x*'h {a*^a) x^—{a*'—a^^'\^)x*+a^x.
On considère dans chaque polynôme tous les tames qui contiennent une même puissance de x comme n'en formant qu'un seul, et on suit la règle générale du n<> 37. Mais alors, parmi les opérations partielles , il y a des multiplications de polynômes. Ainsi , pour multiplier le midtfplieande par {a-hi)x^^ qui est la première partie du multiplicateur, on aura à multiplier a — 1 , a^ — a et — a par a*hi . On trouve que ces produits sont a^ — 1 , a^ — a , — (a'+tf ) ; et ce sont eux qui, dans la premi^e ligne des produits partids, sont placés devant les puissances j:^, x^, j^. On forme de même la seconde ligne. Les commençants doivent surtout avoir grand soin de ne point commettre d'erreur dans les signes.
41. An moyen de la moiCipliëation , on démontre plusieurs propositions d'un usage très-fréquent. Effectuons les multiplications d-après :
a» — ab —ab-\^V
Q*+ab —ab-^V
£^^2ab+b%
Le premier produit est le carré de <v\h ; et comme les lettres A et 6 peuvent représenter telles quantités qu'on voudra , on conclut que le carré de la sqmmç ele deifx qi^ir^ités contient le
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les restes ou dividendes partiels ordonnés comme le dividende primitif. La disposition des calculs est d'ailleurs la même qu'en arithmétique.
S'il restait quelques nuages dans l'esprit du lecteur, l'exemple suivant achèvera de les dissiper.
• Dividende, Diviseur.
— 1 4a*4-âîâ<5=l4^a'A*
Quo^ent.
I*' reste. • . — 6a^b-^ '}a'b* — 3a*i' — aafc*
a* reste ... — 2a*/»''-|»3a*6' — aai*
aaV--3aV-f.2aM
3* reste. . . 000
Après avoir ordonné les polynômes par rapport aux exposants décroissants (}6 .la lettre a, et en supposant que le quotient soit aussi ordonné de la même manière, on est certain que le l** terme 14a^ du dividende est le produit du 1" terme 2a* du diviseur par le 1^*^ terme du quotient ; de sorte qu'en divisant 14a' par 2a* on connaîtra le 1""' terme du quotient. Ce terme doit être positif , connue résultant de la division de deux termes positiiEs (26) : il est ^al à 7a\
Alors on multiplie le diviseur par 7a\ et on soustrait le produit du dividende. A cet effet, on écrit les termes de ce produit, en changeant leurs signes , au-dessous du dividende , puis on fait les réductions. On obtient ainsi le V^ reste.
Dans ce reste , le 1" terme est — 6a* b , et en le divisant par 2a* on obtient — 3a*b pour le 2® terme du quotient. On multiplie encore le diviseur par ce terme, on pose encore les produits partiels, en changeant leurs signes, au-dessous du V reste, et après la réduction , on a le 2® reste.
Enfin , le 1®' terme de ce reste est — 2a'i*, et en le divisant par 2a% on trouve que le 3® terme du quotient est — ab\ On forme le 4"^ reste de la même manière que les précédents ; mais ici ce reste | étant zéro , on en conclut que lopération est terminée , et que le quotient cherché est 7a' — 3a'i — ab*.
Continuation. ~ Division dans les cas le; plus compliqués.
46. Quand on ordonne , par rapport à une lettre , les poly'noÂés qci'on veut diviser , il peut arriver que plusieurs termes
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coDtieiiiMiit cette lettre an même degré. Alors on doit aToir soin dordonner ces tennes entre enx par rappc»*! à une autre lettre. Par excm|de, s'ils*agit des tennes abxH^*x^ — b*x* qui contiennent tons trois .r\ on les ordonnera par rapport à a, et on les disposera horizontalement de l'une de ces deux manières ,
on bien Terticalement, de Tune de ces deux-d f
+abx'
+ab
Quelle qac soit celle qu'on adopte , on y reconnaît avec la même facilite que a^x* est le 1'' terme , que -Hzfrx* est le 2% et que — 6'jr"cstle3*.
Alors on pourra suivre tout à fait, pour la division , la marclic qui a été tracée dans Farticle précédent ; car il est clair que dans chaque division partielle le l*' terme du dividende de>Ta toujours être le produit du 1^ terme du diviseur par le l*' de ceux qui sont à trouver au quotient. On obtiendra ainsi tous les termes du quotient, ordonnés entre eux de la même manière que le dividende et le diviseur.
47. On peut encore se représenter dans la pensée tous les termes de chaque polynôme, qui contiennent une même puissance de la lettre par laquelle on a ordonné d'abord , comme ne formant qu'un seul terme ; et alors les divisions partielles pourront être elles-mêmes des divisions complexes qu'il faudra elToctner à part.
Pour nous convaincre de l'exactitude de ce procédé , prenons deux p(dynomes ordonnés par rapport à x , tels que
Aj:^-HBj:'+Cj:+D, Mj:"+Nj:4-P,
et supposons que les lettres A , B,... P, représentent des quantités complexes qui ne contiennent point x. Il est clair que , daus le produit des deux polynômes , la partie qui contient x au plus haut [depré est égale à Ajt^xMj:* ; donc, réciproquement, en divisant cette partie par Kx^ on retrouvera la partie Mx% qui contient les termes de l'autre facteur dans lesquels x a le plus haut exposant.
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On voit que le raisonnement est exactement le même que si les verses puissances de x n'étaient multipliées qne par des monoi L'exemple suivant lèvera toutes les difficultés.
N, B. Les termes affectés de la même paissance de x sont ordonnés e lonne ; et , pour abréger, on n^écrit pas les termes qui doivent détrui I" colonne de chaque dividende partiel. Par la même raison, on sous-en dans chaque reste les colonnes du dividende qui devraient s'y placer altération.
—'ia*b'*
J-aa'i<
— ab'
^ab'
^b 1x3— a'^b +aV — a*b^ + a*b* — ab'
+ à'bHx'+a^b^x.
— a'A*jr+a*5«
-^ab
x^-^a^ù -ab'
i^ division partielle.
a^^-a^b+a^b'-^ab^ — a*+ a^b
— a b^+ab^
a* — ab
a* division pat' tielle.
+ a^b^aV}*
a*—ab
*b^ab»
3* division partielle.
--a^'b^-rab^
a*^ab
48. Gomme dernier cas de la division , je mentionnerai celi le diviseur ne contient point une lettre x , p^ rapport à laqi on a ordonné le dividende. Soient A j^'-hEx+C ce dividende, et diviseur qui ne contient point x. Pour que le quotient mull par M reproduise le dividende , il faudra que cq quotient
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tienne les mêmes pnissances de x qac le dividende, et qu'en multipliant par M les parties de ce quotient qui renferment ces puissances, on retrouve Aj:'+Bj:+C. Donc, pour faire la division proposée , on doit diviser séparément par le diviseur les parties du dividende affeclées des diverses puissances de x,
4-9. Quelquefois on peut décomposer le dividende en facteurs de manière que le diviseur y soit en évidence ; il suffit alors de le supprimer pour avoir le quotient. Par exemple, soit à diviser
jc* — \aa?'\-\(Cx* — kVx* par x^ — 2ax-\'2bx.
On observera que les trois premiers termes du dividende sont le carré de x* — 2ax (41) , et que de ce carré on retranche ^b*x* qui est le carré de 2bx. Le dividende est donc la différence des carrés des deux quantités x* — 2ax et 2bx : par conséquent il est égal au produit de la somme de ces deux quantités , multipliée par leur différence (41) ; et, en se bornant à indiquer la multiplication , il peut s'écrire ainsi :
{x"— 2ax + 2bx) ( j:'— 2ax — 26x) .
Le premier facteur est le diviseur proposé ; donc l'autre facteur est le quotient. Il n'y a qu'une très-grande habitude du calcul qui puisse suggérer de pareilles décompositions.
Gontiaiution. — A quels symptômes on reconoatt U possibilité ou rimpossibilité
de U division.
50. Dans le n? 45, pour découvrir le procédé de la division, on a supposé que le dividende était un produit du diviseur par un polynôme inconnu. Je vais montrer qu'on peut reconnaître, par œ procédé même, si cette condition a lieu ou non : c'est-à-dire, en d'autres termes, qu'on apprendra si la division est possible ou si die ne l'est pas.
Supposons, pour fixer les idées , qu'on ait ordonné par rapport aux puissances descendantes de la lettre x. Il est clair que dans le 1* terme de chacun des restes successifs, l'exposant de :r est moindre que dans le 1«^ terme du reste précédent; par conséquent on doit nécessairement arriver à un reste nul, ou à un reste dont le 1^ terme contienne x à un exposant moindre que le i*' terme du diviseur.
Dans le premier cas , la division est possible. En effet , c-est en retranchant du dividende les produits du diviseur par les différents termes do la quantité placée au quotient qu*on est arrivé au reste zéro : or, c'est la somme de ces produits partiels qui compose le produit du diviseur par la quantité écrite au quotient ; donc le diyidende est égal à ce produit.
Dans le second cas , il est évident que le 1" terme du reste ne pourra pas se diviser par le l^** terme du diviseur. Or , quand on suppose que le dividende est un produit du diviseur , on a vu dans les raisonnements du n° 45 que cette division doit donner un terme du quotient ; donc , puisque cette division est impossible , celle des polynômes proposés Test également. Ainsi , la division ci -dessous est impossible , et la raison en est que le 1*' terme du reste 3a:— 1 ne peut plus se diviser par le 1" terme x* du diviseur.
Quelquefois l'impossibilité de la division se manifestera sanâ pousser l'opération aussi loin , attendu qu'il peut y avoir dans le 1^^ terme du diviseur différentes lettres qui empêchent les divisions partielles. Il convient même , avant de commencer l'opération, de porter son attention sur chacune des lettres communes aux deux polynômes proposés ; et si , pour Tune d'elles , il arrive que les termes qui, dans le dividende et le diviseur, la contiennent respectivement au plus haut exposant ou bien au plus faible, ne soient pas divisibles Ton par l'autre , on sera certain que la division proposée est impossible. Cette observation doit s'appliquer aussi aux divisions partielles auxquelles le calcul peut conduire. I Dans le dernier exemple, on peut, si on veut, compléter le ' quotient en lui ajoutant une expression fractionnaire dans laquelle ' sera indiquée la division du dernier reste par le diviseur , et alors ' on aura
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Le second membre do celte égalité est souTeal employé à )a place du premier; et ce qni rend cette traiisformation remarquable, c'est que, dans la partie fractiounaire , le aaméraleur ne contient plus j: à UD aussi haut degré que le dénominateur. En cela , elle a quelque analogie avec l'cxtraclion des entiers en aritlimétiqae.
SI. Il y a, pour reconnallre l'impossibilité de la division , un antre sy mptàme , qui se fonde sur ce que le terme dn dividende dans lequel une lettre a le moindre exposant doit provenir, sans iMactioa , de la multiplication des termes du diviseur et du quotient dans lesquels celte lettre a le moindre exposant. De là il suit qu'après avoir ordonné par rapport aux exposants décroissants d'one lettre , si on divise le dernier terme do dividende par le dei^ nier t^-me du diviseur, on doit obtenir le dernier du qnotient, c'est-à-dire celui où cette lettre a le plus Taible exposant. Par conséquent , lorsque les opérations successives conduisent à placer au ijDDtient cette lettre avec un exposant plus faible , on sera certain qnc la division est impossible : car 1^ opérations subséquentes ne donnerODt que des exposants moindres.
Dans l'exemple suivant , si la division était possible , le dernier terme du quotient devrait être +x* -. or le calcul conduit à mettre au quotient le terme — a:*, sans que la division.sc termine; on est donc assuré qu'elle ne doit pas se terminer , et dés lors il est inutile de la CDntinuer, à moins qu'on ne veuille efîectner la transformation dont j'ai parlé à la fin du numéro précédent.
x'+ x' — ax'-^aa* [ x*+j:^+fl
■i- a:'-\- 3? + aj*
52. Quand on ordonne par rapport aux puissances ascendantes d'une lettre , l'impossibilité de la division se mauifcste d'une manière analogue. Alors le dernier terme du dividende divise par le dernier terme du diviseur doit donner le terme du quotient où telte lettre a le plus haut exposant ; donc , si le calcul amène an quotient cette lettre avec un exposant plus fort , la division sera impossible.
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53. Je citerai ici deax exemples de division qui condoiseot à des résiillats remarquables, dont nous ferons asa^ plus tard.
Le premier exemple sera la dïTision de jr"— a" par x~a SI on divise les binomesx' — o', j;'— a', x*-^a*, par x—a, oq troare
= *'+ax+a',
= j^+aa^+a'x+a'.
On apercoitune loi fort simple dans ces quotients : l'Ions les termes sont additifs ; 2° le premier terme et le dernier sont formés en dtant Dne anîlé aux exposants de :>: et de a dans le diridende ; 3° dans l'interfalle , les exposants de x vont en diminuant d'une noitâ , et ceux de a en augmentant d'une unité , de telle sorte qoe la somme des exposants de j; et de a , dans chaque terme , est constamment la même.
En suivant cette loi , si on désigne par m un nombre entier positif quelconque , on devrait conclore
Les points indiquent ici une lacune qui doit Mre remplie par des termes qu'on sous-entend , et qui sont soumis à la même loi que les précédents. Ce quotient n'est établi que sur une simple analo^'ii; : a la vérilc, on pourrait y parvenir en divisant immédiatement j:"— tf" par j.— a , et en faisant attention à la manière dont <:haiiue terme du quotient se trouve formé i mais il sera plus simple de le vérifier en le multipliant par le diviseur a:— a. Il vient alors
—ax"—' — a'x^—
Or, 11 est évident que dans la première ligne chaque terme , à partir du second , doit avoir au-dessous de lui un terme égal et de signe œntraire par lequel il est détruit, de sorte qu'après la réduction on retrouve le dividende x" — a".
Le deuxième exemple sera la division da polynôme x'^+px^-* •f jj?*""* . . .+tx+u par X — rt.
jr*-+pj:*— ' -fjj::*-*. . . .^Hx+u
a:— tf
En divisant j:"» par x , on a jc*-" pour le 1*' terme du quotient. Dans le premier reste, la partie en jt*»-' est {a-\-p)x''-'' : on la divise par x, et on obtient {a+p)x'^^ au quotient. Dans le reste suivant, la partie en x»"-^ est (a'-fpa-h^)x'"— • : on la divise par j: , et on trouve {a^+piH^)x"'-^ .
En continuant de la môme manière , et en considérant toujours comme un seul terme tous ceux qui renferment la même puissance ie X, on aperçoit clairement que chaque terme du quotient se forme du précédent en le multipliant par a , en ajoutant au produit le terme qui a la même puissance de x dans le dividende , et en divisant ensuite par x.
Il suit de là que , dans le quotient , la partie indépendante de x sera «"•-« +par"-^ +^a™-3 . , .4.^, si on multiplie le diviseur par cette quantité , la partie en x détruira celle qui doit se trouver dans le dénier dividende partiel, et il viendra , pour reste ,
La division s'arrête ici , et Von doit remarquer que ce reste n'est autre que le dividende dans lequel on remplacerait x par a.
Lorsque ce reste est nul , la division se fait exactement. Ainsi , on peut déjà regarder comme démontrée la proposition suivante , dont l'importance sera reconnue plus tard : Si a est une quantité qui y mise à la place de x, rende le polynôme x'"4-px"""*4-etc., égal à zéro , ce polynôme sera divisible par x — ^a.
FraclioiM ilgébriquet.
On donne le nom de fractions algébriques à des exprès
sions telles que —, - — j , qui indiquent le quotient d'une division , soit qu'on puisse reffectuer ou qu'on ne le puisse pas.
Si le& numérateurs et les dénominateurs étaient des nombres entiers, il est évident que ces fractions devraient entrer dans le calcul par les mêmes règles que les fractions de l'arithmétique. Mais comme ils peuvent représenter des quantités quelconques, quelques explications nouvelles sont nécessaires.
55. Désignons par a eib deux quantités quelconques , et par q leur quotient , on aura
y =^, d'où az=zbq.
Si on multiplie a et bq par une quantité quelconque m , il vient
am=^bqm ou am^=.qy<J)m ^ donc -, — = ^. Mais q représente le quotient de a par b ; donc
am a
bni b '
De là on conclut, comme en arithmétique, qu'une fraction ne change pas de valeur quand on multiplie ou quand on divise ses deux termes par une même quantité, s^ Do ce principe résultent aussi , comme en arithmétique , la simplification des fractions et leur réduction au même dénomi* nateur.
La simplification d'une fraction s'opère en supprimant les facteurs communs à ses deux termes. Ainsi
i2a'bc' _ 2c a* ^W _ a—^b iSa^bc'" 3â' 2a+4ft "" 2~'
La réduction des fractions au môme dénominateur peut se faire en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les autres. Mais il convient de rappeler que s'il y a des facteurs qui appartiennent à plusieurs dénominateurs , on obtiendra un dénominateur commun plus simple en prenant chacun des facteurs qui entrent dans les dénominateurs des fractions proposées , et donnant à chacun la plus haute puissance dont
il soit affecté dans ces dénominateurs. Par exemple, soient les fraclions
Les trms dénominateurs peuvent s'écrire ainsi :
2'X5X^V, 3'x2XaV, 3'x5Xa'ft\
Alors , on prendra chacun des facteurs avec son plus haut exposant, et le dénominateur commun sera 2^x3*x5xa'^'(?', ou 360a' 6' c^ (*). Pour réduire les fractions à ce dénominateur , on le divise d'abord par chaque dénominateur successivement , ce qui donne les trois quotients ^a*c* , 202^' , 8c3 ; ensuite on multiplie les trois numérateurs respectivement par ces trois quotients ; enCn on place sous les produits le dénominateur commun 360a'6V , et les trois fractions deviennent
27aV 1406' 88c'
360a*iV' 360a'6V' 360a'6V
Si avec les fractions on a des quantités de forme entière , on poiiTa donner à ces quantités le dénominateur commun , après les avoir multipliées préalablement par ce dénominateur.
56. Quand on veut réduire en une seule fraction plusieurs termes qui ont des dénominateurs différents, on commence par les réduire au môme dénominateur , et alors on aura des expressions
comme celles-ci
abc
dans laquelle les lettres désignent telles quantités qu'on voudra. Si on multiplie chaque fraction par m, l'expression entière sera multipliée par m , et on aura a^-^c. Or, en divisant ce produit par m^ on doit revenir à la première quantité ; donc
abc a+b — c m m m m '
(*) En arithmétique, pour trouver le plus petit nombre divisible par des nombres donnés, sans les décomposer en facteurs, on s'élève successivement aux multiples de l'un d'eux, jusc^uà ce qu'on en trouve un qui soit divisible par chacun des autres nombres. Pour abréger, ce sont les multiples du plus grand nombre qn il conyient d'essayer.
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Ainsi , après avoir réduit les fractions an même dénominateur , on fait, sur les numérateurs , les additions et les soustractions qu'on devait faire sur tes fractions, puis on donne au résultat le dénominateur commun.
Considérons les multiplications et les divisions de fractions. Soient
On devra avoir /?&«sa, qdzsc; donc pbXqd=saXc ^ ou pq X bdssac. De là on tire /
ac
donc on multiplie des fractions entre elles en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.
De cette règle on conclut celle de la division. £n effet , elle donne •
ad c adc a
bc d bcd b '
donc -j— est le quotient de - par ■-, : or, la quantité -j— est aussi
d d égale au produit t X - ; donc on divise une fraction par une
fraction en multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
Les quantités entières seront comprises dans les fractions en leur donnant Tunité pour dénominateur.
57. Pour donner un exemple de calcul algébrique, je proposerai de simplifier cette expression
En réduisant chaque terme entier en fraction de même dénomina- teur que celle dont il est suivi , puis renversant la quantité frac^ =
tionnaire qui sera en diviseur, pour la mettre en multiplicateur, cette expression devient
2^*— fc* ab—V a+b 2a a-^b b
Après qu'on aura multiplié les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux, il est fticile d'apercevoir que 6 et a + 6 seront des facteurs communs aux deux termes de la fraction résultante. On peut donc les supprimer, et on aura
2a Si on juge à propos d'effectuer la multiplication , il viendra
et même , s'il y avait quelque utilité à diviser par 2a tous les termes du numérateur, on pourrait écrire
û — aô h — .
Comme exercice , je proposerai encore au lecteur d'effectuer la transformation suivante :
(a b\ { a-^-b a — b\ \ a) Xa-^b a^b)
[a^ — ab'-b^)[a-\-b) 2ab\a'^b)
De l'exposant séro et des ezpo<ianti oégalift.
58. Quand on divise l'une par l'autre deux puissances de la même quantité , telles que a*» et a" , la règle des exposants (43) donne
Les raisonnements qui ont conduit à cette règle supposent l'exposant du dividende plus grand que celui du diviseur ; mais je vais montrer comment , au moyen de conventions nouvelles , la même règle peut s'étendre aux autres cas.'
Supposons d'abord qu'on applique cette règle aux cas où les deux exposants sont égaux : on trouvera a® pour résultat. Or , l'exposant d'une lettre indiquant le nombre de fois que cette lettre est prise comme facteur (10), et l'expression a° ne pouvant recevoir de cette déCnition aucune interprétation, on reste maître de lui donner tel sens qu'on veut. Mais comme elle vient d'une division dans laquelle le diviseur est égal au dividende , et qu'alors le quotient est toujours l'unité, on est convenu de regarder l'expression ^o comme équivalente à Tunité. Ainsi désormais, toute quantité qui aura V exposant zéro sera égale à 1 .
Supposons , en second lieu , que l'exposant de a dans le diviseur surpasse celui du dividende et qu'on ait ?i=m-\*p. En appliquant encore la règle des exposants , on aurait pour quotient a"'' ; et cette expression, dans laquelle l'exposant est négatif, ne peut ellemême avoir aucune signification si ce n'est en vertu de quelque convention nouvelle. Toutefois , on aura soin que cette convention permette de considérer la puissance négative a^p comme le quotient de a"^ par a'^+p. Or, si je remarque que ce quotient peut se repré-
senter par la fraction ^ , , qu'on peut le simplifier en divisant
les deux termes de cette fraction par a*», et qu alors il devient —,
on est naturellement conduit à regarder l'expression a-'P comme
équivalant à — ; c'est-à-dire que toute quantité affectée dun
exposant négatif équivaut au quotient de V unité dii^isée par cette même quantité^ après qu'on a changé le signe de son exposant.
Au moyen des nouvelles conventions qu'on vient de faire connaître, on aura toujours, m^in étant des nombres entiers positifs quelconques ,
Par suite , on aura aussi
= — X •— X — = /z'"-''fr"~'c/'-'.
59. On emploie quelquefois l'exposant zéro pour conserver la trace d'une lettre que le calcul fait disparaître ; et l'exposant né-
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galif , pour présenter une quantité fractionnaire sous Torme entière. (Test ainsi qu'on écrira
2a'b*x* ^ a^ b' a:' ^ ., abx a b or
3^^* ^1,, 1 1 « .,. , ,». -— - = 3aV X - X -^ = 3aVc-"^'.
60. Puisque les exposants négatifs sont admis dans les expressions algébriques , il faut chercher les règles suivant lesquelles ils doivent se combiner dans les calculs. Or, il est digne de remarque que ces règles sont toutes comprises dans mêmes énoncés que celles qui ont été trouvées pour les exposants positifs. Rien de plus simple à démontrer.
Par la nature des exposants négatifs , on a
1 tf*
Qm. pn ^w 4- «
Dans chacun de ces produits , l'exposant de a est la somme des exposants des facteurs. Ainsi , dans la multiplication des puissances d'une quantité , l'exposant de cette quantité est toujours la somme des exposants des facteurs. Par une conséquence nécessaire, on conclut que, dans la division, l'exposant du quotient s'obtiendra toujours en retranchant celui du diviseur de celui du dividende.
61. Tout ce qui a été dit dâhs la division des polynômes repose principalement sur cette proposition , que , si deux polynômes et leur produit sontf)^donnés par rapport à une même lettre , le pre* mier terme du produit est le produit des premiers termes des deux facteurs , et le dernier terme est le produit des derniers termes de ces facteurs. Or, cette proposition subsiste également quand il y a des exposants négatifs ; par conséquent la théorie de la division n'aura aucune modification à souffrir.
Quand on ordonne des polynômes par rapport aux exposants décroissants d'une lettre quelconque x , il faut bien faire attention à l'ordre qu'on est convenu d'établir entre les grandeurs selon leurs signes. D'après le n** 20 , les exposants négatifs devront venir
après o^, c'est-à-dire après les termes qui ne contienaent point x ; et , parmi ces exposants , ceux qui sont les plus forts en valeur absolue devront être rangés les derniers. Exemple :
2ax'— ahx-\' ab^-^ a*b*x-' — ■ a?b*x-* .
Cela posé , si la proposition dont il s'agit ne semble point assez évidente , on pourra la démontrer comme il suit. Soient A et B deux polynômes quelconques ordonnés comme ci-dessus, et désignons par k un nombre positif supérieur au plus grand exposant négatif qui se trouve dans A et B. Si on multiplie A et B par x^ sans troubler l'ordre des termes , on aura deux nouveaux polynômes A' et B' qui uq renfermeront plus que des exposants positifs , et qui seront encore ordonnés par rapport aux puissances descendantes de x. De plus , il est clair que si les premiers termes de A et B sont ax"^ et bx"" {m eX n pouvant être des nombres négatifs ) , ceux de A et B' seront ajc'»'^* et ^j:»"+"* ; donc , ai multipliant les nouveaux polynômes l'un par l'autre, le premier terme du produit sera
Semblablement, si les derniers termes de A et B ^ni/x? et gx^^ ceux des nouveaux polynômes seront fxP"^^ et gvrî"*"* ; et par suite le dernier terme de leur produit sera
Le produit des nouveaux polynômes est égal à Ax^xBo:* ou ABx=**, et il est évident qu'en le divisant par jc»* on reviendra au produit AB des polynômes primitifs. Mais par-là le produit ne cesse pas d'être ordonné , et ses deux termes extrêmes se réduisent à
abx"^-^^ et fgxP'^H :
or, c'est précisément ce qui était à démontrer.
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CHAPITRE III
ÉQUATIOJfS DU PfiEMIER D£GRi.
Quelque* définitions.
62. Revenons aux questions dont la solution exige les rcsioaroes de l'algèbre. Si on se reporte à ttlle qui a été traitée dans le n^ 16 , on remarquera qu'après avo^désigné par x la plus petite partie du nombre à pariMir, fÊk b Texcès de la moyenne sur kplos petite, et par c TexoMpla pMrgrande sur la moyenne, on t reconnu que k sonmie 3x+2fr-Hr devait être égale à ce nom- Iffe ; et , comme ce nombre était représenté par a , on a posé
régalité
De là , ensuite , on est parvenu facilement à la valeur de x.
Proposons - nous encore ce problème : Trouver un nombre dont le quintuple diminué de i3 soit égal à son triple augmenté de 11.
En représentant par x le nombre inconnu , son quintuple diminué de 13 sera exprimé par 5x— 13 , et son triple augmenté de 11 sera exprimé par 3j:+11. Or, d'après l'énoncé, il faut que ces deux quaqtités soient égales ; donc on doit avoir
Ajoutons 13 à chaque membre de cette égalité, puis retranchonsei| 3.r , on aura
ou bien , en effectuant les réductions ,
Alors en divisant par â on obtient
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c'est-à-dire que le nombre cherché est 12. En effet, si on ôte 13 da quintuple de 12 , il reste 47 ; et si on ajoute 11 au triple de 12, on trouve encore le même nombre^ 47.
La question précédente ne renfermait qu'une seule inconnue, et elle n'a conduit qu'à une seule égalité. D'autres questions pourraient contenir plus d'une inconnue et donner plus d'une égalité. Mais quel que soit le nombre des inconnues , la solution de la question devra toujours offrir deux parties bien distinctes. Dans la première , on exprimera au moyen des signes algébriques les relations entre les quantités connues et les quantités inconnues, ce qui mènera à égaler entre elles certaines expressions ; et , dans la seconde , on déduira de o^ égalités les valeurs des inconnues. La première partie ne peut As soumise à aucune règle précise ; mais la deuxième est assujettie Mks JH^ générales qui font l'objet principal de l'algèbre, et d||pp vaXommencer l'exposition après avoir expliqué quelques nouvelles c[m)minations dont l'usage est continuel.
63. Lorsque deux expressions algébriques ne sont pas actuellement égales , mais qu'elles renferment une ou plusieurs quantités inconnues qu'il faut déterminer de manière qu'elles deviennent égales , on les joint par le signe = , comme si elles étaient actuellement égales , et Ton donne à l'ensemble des deux expressions , ainsi réunies , le nom dH équation.
Par exemple , désignez par x une quantité inconnue , et posez
ce sera là une équation. La quantité 2ji:+3 étant la même chose que jc+7+:c— 4, on reconnaît sur-le-champ qu'elle ne peut devenir égale à x-\-l qu'en donnant à x la valeur 4.
Lorsqu'on peut démontrer que deux expressions ont des valeurs égales et qu'on joint ces deux expressions par le signe = , elles constituent une égalité.
Ainsi, en posant
(07-M)(a7— 2) =jr*— j:— 2,
on aurait une égalité : car en effectuant le produit {x+i ) (o7— 2 ) on trouve x* — x— 2.
Si on désigne par a^b^c^d^ quatre quantités connues en proportion géométrique , et qu'on écrive ax«?=frxc, ce sera encore là
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me égalité : car il est démontré que dans toute proportion §^métrique le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Si les deux quantités séparées par le «igné *s sont égales et exprimées tout à fait de la même maniàre, elles fcMment une idetilité.
Par exemple, on a des identités quand on écrit
Qu'il s'agisse d'uni» équation, d'une égalité, ou d'une identité, il est inutile d*avertir que les noms de premier membre et de second membre désignent toujours les deux quantités séparées par le signe =.
64. D'après les définitions précédentes, quand on parle Adéquations^ on doit toujours entendre qu'il y a des inconnues à trouver , et que les valeurs de ces inconnues doivent être telles, qu'en les sobstiloant à la place des lettres qui les représentent , les équations doivent se changer en de véritables égalités. Le mot égalité rappelle des quantités qui sont actueUepient é^les, mais dont l'égalité doit être démontrée, si elle ne l'a déjà été. Enfin Yidentiié est une ^lité évidente d'elle-même.
Dans l'usage, on s'écarte souvent de l'acception rigoureuse des termes , et on confond l'équation avec l'égalité. Cela tient à ce que , dans les raisonnements , on a besoin presque toujours de supposer que les inconnues soient remplacées par leurs valeurs; et, comme ces valeurs doivent rendre effectivement les deu:;;: membres de chaque équation égaux entre eux, on conçoit que, sous ce ,point de vue, les équations deviennent des égalités.
Souvent aussi, lorsqu'on veut désigner une égalité telle que 3x4=2x6, ou (^z+l)(^— 1)=^*— 1, on se sert du mot identité : c'est que, par la pensée, on regarde ïés opérations indiquées comme déjà effectuées, et qu'alors en effet on aurait de ifraies identités, 12=12, oua'— l=a"— 1.
65. Déterminer les valeurs des inconniies qui sont engagées dans des équations , c'est chercher toutes les valeurs qui , étant mises dans ces équations à la place des inconnues , peuvent rendre les deux membres égaux entre eux. Cela s'appdie résoudre les équations.
Il suit de là qu'on peut vérifier les valeurs des inconnues , en les substituant dans les équation^ , et eu effectuant tous les calculs
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indiqués dans les deux membres de chacune d'elles : les équations ' devront devenir identiques , c'est-à-dire se réduire à des identi- tés. On dit alors que les équations sont çérifiées^ ou bien encore ^ qu'elles sont satisfaites.
66. Les équations qu'on peut avoir à résoudre ne sont pas toutcfs également simples. Dans un très-grand nombre de cas, on les ramène à ne contenir que des termes joints entre eux par les signes + et — , dans lesquels les inconnues sont élevées à des puissances positives, et multipliées soit entre elles soit par des quantités données. Alors, ce qu'on nomme le degré d'une équation, c'est la somme des exposants des inconnues, prise dans le terme où cette somme est la plus forte.
Ainsi , par exemple , considérons les équations
[1] 2x — a^ib—x , [2] ax — by =cx — d^
dans lesquelles les inconnues sont x et y. Les équations [1] et [2 j sont du premier degré , l'équation [3] est du second , et l'éqoa^ tion [4] est du cinquième.
Quelques principes généraux relatifs aux équations. — Transposition des termes. —
Eyanouissement des dénominateurs.
67. On peut ajouter ou retrancher une même quantité deux membres d'une équation , sans que les pâleurs des inconnuer soient altérées. Il est évident en effet que les mêmes valeurs , qui satisfont à l'équation dans son état primitif, doivent y satisfaire également dans le second état, et t^ice persd.
68. De là il suit qu'on peut effacer dans l'un des membres d^une équation , une quantité qui est ajoutée ou retranchée à ce membre , poun^u qu'on V écrive dans Vautre membre avec un signe contraire. Cela revient évidemment à ajouter à chaque memhce cette quantité , prise avec un signe contraire à celui dont elle est précédée dans le membre où elle se trouve.
Au moyen de cette règle , on pourra faire passer d'un membce dans l'autre tels termes qu'on voudra , en ayant soin de changer leurs signes. C'est ce qu'on appelle la transposition des termes. Ainsi, qu'on ait l'équation
17jc— 3=:45+ll^.
ta
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Si on][Ycat mettre dans le pRmier ^Kmibre les termes qui contiennent Jc^ et les autres dans le secoml, on effacera vf llx dans le second membre et on écrira — llx dans le premier ; et pareillement on efiEacera — 3 dans le premier , puis on écrira +3 dans le cond. Alors l'équation devient
17a: — liJi:=i:45 + 3.
69. On peut aussi, sans que les i^àleurs des inconnues soient altérées ^ multiplier ou diviser' les deux membres d'une équation par une même quantité, poi^rvu ^ue cette quantité ne renferme aucune inconnue. En effet, Ic^ méq^cs valeurs des inconnues doivent évidemment smEa^e à Téquation dans les deux états (*). ^
Toutefois la proposition pourrait cesser d'être vraie , si la quantité par laquelle on multtelie (lu on divise les dciUx membres coutenait les inconnues : car ,|si cela était, ccifaines valeurs des inconnues, qui satisfont à Téiliation dans un des deilx états, pourraient n'y pas satisfaire dans l'autre. Par exemple, qu'on ait Téquation 2j:=4 , et qu'on mtttiplie chaque membre par.o: — 1 , il viendra 2x{a: — l)=4(x — 1) : cette dernière équation adtnettra évidemment la valeur x=^i , qui ne satisfait pas a la première, f
70. De la proposition j'récédentè il résulte que, si une quantité donnée est facteur dans les ùcux membres, on pourra simplifier l'équation en divisant les deux membre par cette quantité. Par ex^nple,siona ^
27a"6x+ i%ab = 9a*6'— 450^0:,. on pourra diviser tous les termes par Qa" , et l'équation deviendra
71 . Une autre remarque ,' qui découle immédiatenient de la même proposition , c'est qu'on peut changer les sigiils de tous les termes d'une équation : car cela revient à multiplier les deux membres par — 1. n est d'ailleurs évident (32) que , par ce changement de signes ,? les valeurs des deux membres ne font que changer de signe, et que par conséquent, si elles sont égales avant, elles le sont encore après, et i^ice {^ersâ,
(*) 11 est entenda , sans qa il soit nécessaire de le dire , que la qaantilé par laquelle on multiplie oi^ dÂyise léquation ix'est ni nulle ni intinie,
cl , en effectuant les réductions ,
Enfin , en divisant les deux membres par 5 , on obtient
De là on conclut que l'inconnue x est égale à 6. Et en effet remarquez que, d'après les principes des n®^ 68 et 69 , les équations successives par lesquelles on est passé doivent admettre les mêmes valeurs de x que l'équation [1]. Or il est évident que la dernière, jc=6 , est satisfaite en mettant 6 à la place de or, et qu'elle ne peut pas l'être autrement ; par conséquent il en doit être de même de l'équation [1]. Ce raisonnement s'applique à tous les exemples qui vont suivre.
Pour vérifler si les calculs ont été faits avec exactitude, on substituera la valeur de x dans l'équation , et on examinera si elle la rend identique. C'est effectivement ce qui arrive , car on trouve
successivement
Exemple II. Soit l'équation
[2] 2ax--hx + 2à!b = 4a'— ûô— 3irx.
Je ferai encore passer dans le premier membre les termes qui contiennent 07, et dans le second tous les autres. Il vient
2ax — &Jc+3ao?=4a* — ab — 2a&,-
et , en réduisant , on a
bax — bx=^a^ — 3^6.
Les deux membres ne peuvent plus ici se réduire à des monômes ; mais en remarquant que le premier est la même chose que le pro^ duit {ba^—b)x , l'équation peut s'écrire ainsi : -•
(5a— i)j7=4a=»— 3aô.
Alors il n'y a plus qu'à diviser les deux membres par le multiplicateur de X , et l'on obtiendra la valeur de cette inconnue , savoir :
ka'—Zab
ba — 0
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multiplier les numérateurs des fractions par ces quotients , et le terme entier 5a par 36^^^*. On a ainsi
/^ 5a X 36^6* +^xX'2a=: 3a" X 9aft — bx X 46' ;
et, en effectuant les produits,
180aV4-2a'^ = 27a'6— 46'a:.
Soit encore réquation
ax a*x 3a* b
TT
En décomposant les dénominateurs en facteurs , ils deviennent
et on voit que la quantité la plus simple qui puisse se diviser par chacun d'eux est 2.3.6(a4-6)(à— 6) ou 6a'6—66^ Les quotients
s(mt
par conséquent, pour chasser les dénominateurs de Féquation, je multiplierai les numérateurs des fractions par ces quotients , et le terme entier 26 par la quantité 6a*6— -66^. Alors il vient
1 2a''6'— 126* — a'jc + a6"a: = 6a'x— 6a"6 x — 9a'6\
73. Ce qui a été dit dans ce paragrafdie est applicable à toute espèce d'équation, et suffit pour résoudre celles du l'*^ degré.
Résolution d'une équation du i**^ degré à une seule inconnue. .
74. La difficulté de résoudre les équations dépend de leur degré et du nombre des inconnues. Je vais parcourir ici^dans différents exemples , tons les cas que peut présrâiter une équation du 1^"^ degré à une seule inconnue.
Exemple I. Soit Téquation
[1] 18jc — 61 = 13^— 31,..
En transposant 13j: dans le premier membre , et — 61 dans le se^
cond , on aura
lar— l3JP=ii61 — 31,
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Exemple IV. Soit réqpiation
ibx X — h hx — (C X
Oh chasse d'abord les dénominatears att moyen de la règle dd n"" (72f) , ce qui revient à multiplier les dent membres de réqùafion r par la quantité \d{ct^^V) : on a ainsi
^hx{a^^V)'-kçi^[a'-h)[x-^b)^ka\hx'^d)^ax{a*—b\
Ensuite, pour mettre en éyidenée lés termes affectés de j: , on effec- tue les multiplications, et il Tient
^a^bx—^b^x-^àx-^Kà^bx^^^Kéb—KiCV
En transposant , réduisant et ordonnant, on trouve
"-^dx + ^dbx--aVx—^Vx = — 4tf ♦ - \db + 4« V.
D'af^rès la rmntrqoe du n"" 7l, oift mt^ pu donn^ lé fligliè4*iitt premier terme ^dx^ en ayant «ein dé changer tous les Apm de rdqftfâtîon. Dé cette manière^ k dernière éqnation eût été
%dx—t(ébx^*aVx^iib^x=^\d^%db—kdb^.
On peut récrire ainsi :
et par suite
_ \ct{d^ab^b')
Irè. ExEBiPtÉ V. Soît P*tMtion
[5] ^Lv, + 1 =
Comme l'inconnue x est engagée dans les dénominateur, On no voit pas comment tirer de cette équation.la valeur de j:, si on ne les fait pas disparaître. Miris en les chassant, il vient
2 +2x + 1 — jc' =? x^x^'^ puis , en transposant et réduisant ,
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J Remarque. Les règles pour chasser les dénominateurs sont fondées sur le principe du n° 69 , lequel peut cesser d*étre vrai quand rinconnuc se trouve dans la quantité par laquelle on multiplie ou on divise l'équation. Or, révanouissemenl des dénominateurs revient à multiplier toute Téquation par un produit divisible par chaque dénominateur; par conséquent, lorsquellnconnue entre dans les dénominateurs , et c'est ce qui arrivQ(|uApation [5] , il y â lieu d'examiner si toute valeur de x <M!Vfilfait à Téquation, avant la disparition de ces dénominateunN^Jatisfait encore après, et i^ice t^rsd.
Afin de n'effectuer que des changements qui n'altèrent point Tincomiue, tran^|[K>rtons le 2" membre dans le l^*", et réduisons tout ao même dénominateur : il vient
1— jt'
Si on égale le numérateur à zéro, on a a:= — 3 ; c'est la valeur trouvée plus haut , et elle convient véritablement à réqdation cidessas ^ car en la substituant à la place de x le 1""* membre devient égal à zéro. 11 est évident d'ailleurs qu'aucune autre valeur ne le rendrait égal à zéro ; ainsi , dans ce cas, on peut ne tenir aucun compte du dénominateur.
n n'en est pas toujours de même : car , dans certains cas , une valeur qui rend nul le numérateur d'une fraction peut aussi rendre nul son dénominateur , et ^ors la fraction peut n'être pas nulle. Je revieflRrai plus tard, avec quelques développements , sur cette observation, et en même temps je parlerai des i^aleurs ùifinies dont j'ai fait abstraction jusqu'ici. P^oj^ez le Chapitre V.
79. Laissant pour le moment ces difficultés de côté, je résumerai dans la règle suivante toutes les explications qui viennent d'être données au sujet des équations du 1*''' degré.
1® Chassez les dénominateurs^ s'il y en a ^ et effectuez les opérations nécessaires pour, que téquation ne contienne plus que des termes multipliés par Vinconnue ^ et des termes tout connus ;
2** Transposez dans le l*"* membre les termes affectés de Vinconnue, et dans le 2^ les termes tout connus ;
dP Donnez au l**" membre la forme dun produit dont Vim
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Toutefois, on doit comprendre qu'une pareille vérification ne prouve rien pour le cas où Ton aurait d'autres équations à résoudre; par conséquent une dcraonstrafion, fondée sur le procédé même qui sert à trouver les valeut*s Aq9 inconnues , était indispensable pour prouver que ces valeurs doivent toujours satisfaire au^ équations.
82. Deuxième MÉTHODE, dans laquelle t élimination e$i /ake par suBSTrrùTioN. Reprenons les deux équations
[6] 3^— 7jr = 4,
et considérons toujours xetj- comme, représentant deux nombres qui satisfont à ces équations. De la première , on tire
On peut donc, dans la seconde équation, remplacer^ par cette valeur ; et cette équation , ne renfermant plus alors que la seule inconnue a: sans cesser d'être du V^ degré, servira à déterminer cette inconnue. La substitution donne
et de cette équation on déduit successivement
• 14x+8+15jr=66, 29j: = 58,
Cette valeur étant mise dans celle Aey, qui a été tirée de la première équation , on trouve encore
On a donc, pour jc ciy^ les mém* valeurs que tout à l'heure. Mais il faut s'assurer que ce nouveau procédé doit toujours donner des valeurs qui conviennent aux équations proposées.
Remarquons d'abord que la valeur j^=G ayant été trouvée en faisant jr—'I dans l'équation [S] , il s'ensuit que les valeurs jc=2 , ^•=6 , doivent satisfaire à cette équaiion. Or, en multipliant par 3 et remettant 7a: dans le prOBiier tnemluùe , cette équation devient
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inconnue. Par les procédés établis dans le paragraphe précédent , on aura
En mettant cette valeur de x dans une des deux expressions de ^ , qui sont écrites plus haut , on connaîtra la valeur de cette inconnue. Il est d'ailleurs évident qu'en faisant cette substitution dans rone ou dans l'autre , on doit trouver le même résultat : car h valeur de x , ayant été déduite de l'équation [5] , doit rendre |idcsitiques les deux membres de cette équation, lesquels sont pré- \\ dsément les deux expressions de y dont il s'agit. La substitution étant faite dans la première, il yient
Ainsi les valeurs des deux inconnues sont
Par la manière dont ces valeurs ont été trouvées , on est certain qu'elles conviennent aux deux équations données. En effet, elles conviennent évidemment aux équations [3] et [4] ; et comme cellesd, en chassant les dénominateurs et en transposant dans le premier membre les termes en x, ramènent aux proposées [1] et [2], il s'ensuit que les valeurs de x et de ^ doivent aussi satisfoire à ces .équations.
Cette dernière remarque était nécessaire : car, pour arriver aux Taleurs j:=2,^=6, on a supposé qu'il y avait des valeurs de x et de ^ qui vérifiaient les deux équations données , et rien ne prouvait que cette supposition fût vraie. Il restait donc encore à examiner si les valeurs trouvées, pour :r et^, satisfaisaient réellement aux deux équations.
Dans cette vue , on aurait pu substituer ces valeurs immédiatement dans les équations, afin de voir si elles les rendent identiques. C'est en effet ce qui a lieu : car, par cette substitution, la première devient
3X6 — 7X2=4, ou 18—14 = 4, ou 4 = 4j
et la seconde »
X6+5X2 = 22, 1^ 12+10=22, OU
et en retranchant ces équations l'une de l'autre, membre à membre 9 on a
29j: = 58, d'où x^2.
Pour avoir ^ , on pourrait substituer cette yaleur dans l'une des deux équations proposées. Mais si on yeut trouver x psu* le mônoie procédé que x, on multipliera la première de ces éqpiations par 5 , coefficient de x dans la deuxième, et la deuxième par 7 , coefficient de jc dans la première. Par-là elles deviennent
puis en ajoutant celles-ci , membre à membre , oi;i a ■
29^=174, d'où 7=6. 3
On retrouve donc encore les mêmes valeurs , x=2 et ^=6 , que par les deux autres procédés. .
Cette troisième méthode est, comme on voit, assez simple; mais il importe, comme dans les deux précédentes, de faire voir . que lés valeurs de x et de j^, auxquelles elle conduit , ne peuvent \ pas manquer de satisfaire aux deux équations. Gomme ceci exigel des explications qu'il serait difficile de suivre sur des équatiom particulières , je représenterai les deux équations d'une manière générale par
Cela posé , si on les multiplie respectivement par des nombres quelconques m et n^ et qu'ensuite on les ajoute , on a wiA+nA' =/wB+/iB' ; et je vais montrer qu'on peut remplacer par cette équation l'une des deux proposées, la deuxième, par exemple: c'est-àdire que les deux équations [a] ont ab{K)lument les mêmes solution» que celles-ci
ib] ' [
wA + nA'=mB'hnB'.
En effet , si de la dernière on retranche le produit de la précédente par m , il vient nA' = nB' , ou, en divisant par n , A'=B^ ^ Donc, de même que le système des équations [b] est une coaW séquence du système [a], réciproquement le système [a] estoiM
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conséquence du système [b]. Donc les valeurs de a: et de^^ qui con- Tiennent au dernier ne peuvent pas manquer de convenir aussi au prenuer. Or, si les multiplicateurs m et n sont choisis, conmie OQ le fait dans la 3* méthode, de manière que Féquation i7iA4'/iA'=/7iB+nB' ne contiennne plus j" , si de cette équation on tire la valeur de jt, et si on la substitue dans Téquation A=B pour en tirer la valeur de j^ , il est évident qu'on aura ainsi des valeurs de j? et de ^^ qui conviendront aux équations [b] : donc elles conyiendront aussi aux proposées [a].
Maintenant il faut encore justifier le procédé dans lequel on calcule la seconde inconnue de la môme manière que la première. Supposons, à cet eifet, qu'après avoir déduit des équations [a] , l'équation /nA+/iA'=/nB+/iB', on les multiplie de nouveau par d'autres nombres m' et n', et qu'on les ajoute encore. On aura une nouvelle équation m'A + 7i'A'=m'B+n'B' : et je dis qu'on peut aussi considérer les équations [a] comme des conséquences de celles-ci
r 771 A + «A' = mB + wB', *^^J ( m'A+»'A'=w'B+«'B'.
Pour le montrer, multiplions ces dernières respectivement par n' et n , puis retranchons-les Tune de l'autre : A' et B' disparaissent , et il vient
(mnf — nm!)A={mn' — /i/»')B, ou A=B.
Pareillement , en multipliant les équations [c] par mf et m , et en retranchant la première de la seconde , il vient
[mn'—nm!)M^{mn!-^nm')B\ ou A'=B'.
Ainsi, les deux systèmes [a] et [c] sont réciproquement une conséquence l'un de l'autre. Or, on peut choisir les multiplicateurs m, /ï, /n', n\ de telle sorte que la première équation [c] ne renferme plus^, et que la deuxième ne renferme plus x. Il est donc évident que les valeurs qu'on en tire immédiatement, pour x et j^, doivent convenir aux proposées. C'est ce qui restait à démontrer. 84. Remarques. J'ai supposé qu'on obtenait les équations [c] ^liar voie d'addition. Cette manière d'opérer comprend celle où Ton \^ploierait la soustraction : car si, par exemple, après avoir iltiplié les équations [à] par m et /t , on voulait rotranchcgr la 2*^
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de la U% cela reviendrait évi dcmment à les ajouter après les avoifr a mullipliécs par m et — ji.
J'ai aussi supposé tacitement que mn' — nui' n'était pas zéro. Si a cela était, les équations dans lesquelles la quantité mn^ — nni' était i facteur des deux membres, se réduiraient identiquement à 0=^0, i et l'on n'en pourrait plus conclure A=B, A'=B'. U suit de là que, pour remplacer les équations [a] par les équations [c] , il faut choi- . sir m, n^ m\ n\ de manière qu'où n'ait pas m»' — «/;î'=0, ou,
ce qui est la même chose , = -7 : c'est-à-dire que les nombres m
et n ne doivent pas être proportionnels à m' et n'. Or, quand on fait ■ Télimination par RÉDUcTiON (83) , on prend pour m et n les ooeffi- i eienls de y dans les équations proposées , et pour m' et n' ceux de x' : si donc les coefficients de x sont proportionnels à ceux de j^, la méthode i^mblera en défaut. Cette diiGculté sera éclaircie ■ plus tard (131).
L'opération par laquelle on rend égaux les coefficients de l'inconnue qu'on fait disparaître est parfaitement analogue à la réduction des fractions au même dénominateur , et elle présente les mêmes simplifications. Par exemple, si les équations étaient
21jr4-20^ = 165, 77^— 30a: =295,
comme les coefficients de y se décomposent en 7X3 et 7X11, on les rendrait égaux en multipliant les équations respectivement par 11 et par 3. Semblablement , ceux de a: deviendraient égaux en multipliant les équations par 3 et par 2.
Les deux premières méthodes amènent le plus souvent des dénominateurs qu'il faut faire disparaître. Cet inconvénient n'a pas lieu dans la troisième j et même il est à observer qu'avec un peu d'habitude on pourra, quand les coefficients seront peu compliqués , ' effectuer d'un seul coup, comme si c'était une opération unique, et les multiplications qui réduisent à l'égalité les coefficients d'une inconnue, et l'addition ou la soustraction qui fait disparaître. cette inconnue.
Quoique méthode qu'on emploie, il est clair qu'après l'élimination d'une inconnue, l'équation résultante doit toujours donner la même valeur pour l'inconnue restante. Il suit de là que si , en faisant usage d'un procédé d'élimination, on ramène Téquation
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résultante à la forme ax=:b, a et b étant des quantités cou naes , on sera sûr que tout autre procédé donnera ou la même éqaation , ou une équation gui ne différera de celle-là que par un facteur commun à ses deux membres : autrement, on n'aurait pas la même valeur pour x.
Résolatâon d'un nombre quelconque d'équations du it degré , contenant un farell
nombre d'inconnues. *
Soient les équations
Par l'une des trois méthodes connues, on îpourra éliminer Tinamnue z entre la première équation et chacu ne des deux autres. Si on emploie Télimination par réduction , il Tient sur-le-champ
Les valeurs de x die y devront satis faire à ces deux équations,
et par conséquent on saura les détermii ler. «^
Si entre ces deux équations on élimii le ^, toujours par réduction,
QD trouve
356a?=3560, d'oui x=10.
En mettant cette valeur dans Téquatic m [4] , on aura
380—3^=374, d 'où y— 2.
Enfin , en portant les valeurs de j: et y dans l'équation [1] , on a
40— 64-2z=40, d'où z = 3.
Donc les valeurs des trois inconnues -i seront x^ 10, ^= 2, z=^Z. n est bien évident que ces valei jrs sont les seules qui puissent ktîsfaire aot trois équations propc ;)sées; mais est-il certain qu'elles y satisfassent? Pour s'en assurer, ? .1 faut observer que, par la madère dont îfes valedhijnt été trou ! vées, on est sûr qu'elles doivent irtisfaire aux équations [1], [4], ' [5]. Mais, d'après ce qui a été eiil «posé n"" 83 , Féquation [2] est ui jie conséquence des équations [1] vonUt [4] ; et Féquation [3] est une co jnséqaence de [1] et [5] : donc les
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valeurs de Ar, ^, s, qui vérifient les équations [1], [4], [t peuvent pas manquer de vérifier aussi les équations [1] , [2] ,
86. Eh généralisant le procédé qui vient d'être employé trois équations , on peut établir la règle suivante :
Pour résoudre plusieurs équations du 1*' degré en nomhr aux inconnueSy éliminez une inconnue entre l'une de ces tions et chacune des autres .* ^fous aurez ainsi de nouvelles lions, qui renfermeront une inconnue de moins, qui serc nombre égal à celui des inconnues restantes, et qui seront i du l***" degré. Opérez sur ces équations comme sur les proj. c'est-à-dire, éliminez encore une inconnue entre l'une de cei ifelles équations et chacune des autres. En continuant toi de même ^ ç^ous pa'rviendrez à une équation du i^^ degré q renfermera plus q.u'une seule inconnue. Alors, de cette de équation i^ous tirerez' la valeur de cette inconnue ; puis^ remc aux équations précé. dentés, ifous déterminerez successiç-^eme ifaleurs des autres int *onnues.
87. Quand on aperc. evra des facteurs communs à tous les I d'une éqiiation, il ne faiit pas oublier de les supprimer : par rendra les calculs plus sin iples*. Soient, par exemple , les équ
^ iOx' -^Qr + 30z = 60 ,
8arH^12ir— 16s = 80, 27jr- -18^ + 452 = 234.
On voit que la i "-^ peut se d mser par 10, la 2*^ par 4 , et la 3' En conséquence , au lieu d tefi équations ci» dessus, on aura soudre les suivantes :
L'éliminalion de a?, entre Ja V de ces équations et lej vautres, donne ces deux-ci
OU bien , si oto simplifie la dei tiière en la divisant par 4 ,
^- !• 2 as2,
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ilion de y entre celles-ci donne
3z = 6, d'où z = 2.
ituc celte valeur dans l'équation .r — z=2, et il vient y — 2=-:2, d*où y^=^\.
a mot les valeurs de y et de z dans Téquatio:! j:*— 2>-|-3z
'on a
a-— 8+6 = 6, d'où xi=8.
n cas doit être prévu ici parce qu'il embarrasse quelqoeommencants : c'est celui où toutes les inconnues n'entrent ciiacune des équations. La méthode ne cliange pas pour iloment il y aura quelques éliminations de moins à elTecinme exemple, prenons les quatre équations
7tt— 13z===87,
lOr— 3j: = H,
2j:-- llz=50.
ible qu'en éliminant l'inconnue u entre les deux premières, n résultante ne contiendra que les deux inconnues x et s; léquent, en la joignant à la dernière, on aura deux équa- [ feront connaître ces deux inconnues. Ces deux équations
98j: -+-392=138, 2jr— llz = 50. ^
miner x , nuiltiplions la dernière éqaatûll^ar 49 , et rets-la de la précédente, il Tient ^ '■
5782 = — 2312, d'où z =— 4.
ons cette valeur dans l'équation 2x — llz=ôO, on a
2j: 4-44 = 50, d'où ar = 3. ' >
emonlons aux équations proposées, et mettons la falenr ms la deuxième ctla troisième : elles dev^ebuent
lOx— 9 = llJ 1^ = 2:
i valeurs cherchées sont a = 5,/=2,''a:=ss3, »=*— 4.
89. Le lecteur pourra s'exercer encore à résoudre les trois é lions
cx-\'az=zb^ bz-hcy =^a.
11 devra trouver
_ b'-^c'--a* _ fl'+c'— Z>' _ aT+b'—c' ■^ "" 2bc "^ "" 2ac ^ "" 2ab
90. Quand on propose de résoudre des équations du 1*' deg: nombre égal aux inconnues, il suit de la règle établie n** 86 existe, pour les inconnues , un système de valeurs propres à ^ fier les équations , et qu'il n'en existe qu'un seul. Toutefois il ne pas donner une trop grande généralité à cette conclusion : cai est sujette à des exceptions dont je parlerai bientôt (n*** 109—1
Supposons que le nombre des équations surpasse celui de connues, et que , par exemple, on ait cinq équations entre troi connues x^ y^z. On pourra considérer à part trois de ces é lions, lesquelles détermineront, sauf exception, un système que de valeurs pour a:, y^ z; et après avoir trouvé ces valei faudra examiner si eUes vériGent aussi les deux autres équat Or, à moins que ces équations n'aient été choisies d'une ma particulière, cette vérification ne doit pas avoir lieu, et par séquent il n'existera pas de valeurs, pouir les inconnues, puissent convenir aux cinq équations à la fois.
Supposons au contraire qu'il y ait plus d'inconnues que d'< lions: par exAple , trois équations et cinq inconnues x, j^, z, On pourra doÉjjk des valeurs arbitraires à deux inconnues, u puis déterminjcv^u moyen des trois équations, des valeurs co pondantes pour «r, ^, z. En changeant les valeurs de u et < aurait un autre système de valeurs ; et on en trouverait ainsi infinité. Mais il sera mieux de n'attribuer aucune valeur par lière à u ni à f', et de résoudre les trois équations comme si i étaient des quantités données. De cette manière on obtiendra , :r, ^, z, des formules dans lesquelles entreront u et p, et qi ront connaître les yaleurs de x^y^ z, correspondant à tellei leurs qu'on voudra de u et de v.
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CHAPITRE IV
PROBLiftMfiS DU PREMIER DEGRÉ.
Rfgle pour uietlre le.« pruLloraes na ^quatlob.
91. L'énoncé d'un problème Tait connaître les conditions que b inconnues doivent remplir, de telle sorte qu'en prenant à vohelé des valeurs pour les inconnues , il est toujours facile de véliiar si elles remplissent ces conditions. Dans la plupart des questons qui sont du ressort dela^gèbre, ces yérifications consistent Boe que, après avoir effectué certaines opérations sur les valeurs fetts inconnues et sur les quantités données , on doit arriver à des ités. Cela étant bien compris , si on représente les quantités inmes par des lettres, on pourra former des expressions algébridans lesquelles soient indiqués, au moyen des signes, tous les qu'il faut faire, tant sur les inconnues que sur les quantités , pour trouver les quantités qui doivent être égales. Par lent, en joignant ces expressions par le signe d'égalité, on une on plusieurs équations qui devront être satisfaites quand y substituera les vraies valeurs des inconnues à la place des ;. Réciproquement, lorsque toutes les conditions du problème it été exprimées dans les équations, on sera certain que les vades inconnues , qui satisferont à ces équations, devront aussi à l'énoncé du problème.
On voit par-là que les conventions de l'algèbre constituent une lie langue, 'dans laquelle on peut traduire l'énoncé d'un pro- , et représenter avec la plus exacte fidélité toutes les relations ifrandenr qu'ont entre elles les quantités connues et les quantités Lues. Etablir ces relations par des équations, cda s'appelle !rc le problème en équation , ou le traduire en langage algé-
fue. Lc8 réflexions précédentes serviront de guide pour y cnir.
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Oa peut aussi les réduire à cette règle générale : Apres avoir a choisi la quantité ou les quantités qu'on prend pour inconnues^ \ on les représente par des lettres ^ puis on indique^ n l'aide des i signes algébriques , les opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier les valeurs des inconnues ^ si elles étaient données.
jMais, pour bien comprendre toute Futilité de cette règle, le» commençants doivent l'appliquer à un graïui nombre d'exemples; et bientôt, par cet exercice, ils acquerront une sagacité qui leur tiendra lieu de préceptes.
Souvent une question, qui au premier aspect présente plusieurs ^ inconnues, se résout cependant avec un nombre moindre d'incon-;' nues , et quelquefois même avec une seule. Ce dernier cas , par exemple, arrive quand on reconnaît tout d'abord que Tuoe des incotmues étant trouvée, les autres pourraient s'en déduire iminédia» tement par des opérations très-simples , par une addition , par ont soustraction , etc. C'est ce qu'on verra dans quelques-uns des prà« blêmes dont je vais développer les solutions.
Exemples de problènies à ane reule ittconnue.
92. Problème I. Trouver deux nombres dont la somme soiâ, égale à 36 , ci la différence égale ^i 10.
Je prends pour inconnue le plus grand des deux nombres cher-r chés, et jele désigne par jc. Puisque la différence des deux nona-^ bres doit être 10, le plus petit sera désigné par x — 10; et cornât^ la somme de ces deux nombres doit être 36, on posera
Cette équation revient à
*ia7 = 46,
d'où jc = 23.
l),onc le plus grand des deux nombres est 23 , et par suite le pif» petit est 23—10 ou 13. En effet, oa a.234- 13 = 36. i
Solution genéeale. Le problème peut s*énoncer généraleme^ en ces termes*. Trouver deux quantités dont on connaît la sonM$ et la différence.
Ici il y a deux quantités connues qui doivent rester quelconqOQi|| et il faudra aussi les représenter par des lettres. Je désign60l|||
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|ir a la somme donnée , par b la différence, et toujours par x la fins grande des quantités cherchées. La plus petite s'exprimera dors par jc — 6, et Tcqualion du problème sera
«bien
tec
X'-^-JU
jn
a-hb
Toîlà l'expression de la plus grande partie. Il faut en retrancher b fm avoir l'autre partie, et il yient
. __ tf-f-^ , _ a-^b — ûb a — b
^ |MDsi, pour calculer les deux quantités inconnues, on a les for-
WàBg
a-hb
rn-
Elles peuvent aussi s'écrire de cette manière
rtsous celle lbrm« elles font voir que, quand on connaît la tomme et la différence de deux quantités , la plus grande est f^le à la demi-somme plus la demi^dijference , et la plus pe» ^(e à la demi'Somme moins la demi-dijfférence. Supposons que la sutnine connue soit 36 et que la .différence toit 10 : on aura
la plus grande quantité = — - -+--— =18 + 5 = 23,
pltf
et la plus petite
Ces valeurs sont celles qui conviennent à l'énoncé particulier qui
I été proposé d'abord .
• 93. Problème II. Deux fontaines çersent uniformément leur tau dans le même bassin, et Ion connaît le temps que chacune, tpulant seule , met à remplir ce bassin. Combien de temps fau" irait-il pour le remplir, si elles coulaient ensemble?
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Je représente par a le nombre d'heures qu'il faut à la première fontaine, coulant seule, pour remplir le bassin; par h , celui qu'il faut à la seconde ; par x^ celui qu'il faut aux deux fontaines coulant ensemble.
Pour vériGer le temps x , s'il était donné , je chercherais la partie du bassin que remplit la première fontaine pendant ce temps ; celle que remplit la seconde pendant ce même temps; et les deux parties réunies devraient donner la capacité entière du bassin.
' Or, en prenant cette capacité pour unité , les parties de cette capacité, que fournissent les deux fontaines dans le temps x , sont les quatrièmes termes des proportions
donc , puisque ces parties réunies doivent donner le bassin entier, on aura l'équation
a b Si on chasse les dénominateurs , il vient
ab
bx'^ax=zab^ d'où x=i
Pour prendre un cas particulier, supposons que la première fontaine mette 1^^ à remplir le bassin, et que la seconde mette 2i>^. Il faudra, dans la valeur de x^ faire /ï=: i;. et 6=2J. Alors cette valeur devient
i;x2; Ixl 27 9
lï+2i J + l 30 10
94. Problème III. Un père ordonne par son testament que ^ Vaine de ses enfants prenne , sur le bien quHl laisse , une somme a ' plus la n"** partie du reste ; que le 2« prenne, après que faîne aura prélet^é sa part , une somme 2a plus la n^'^ partie du resle; que le 3* prenne , après le prélèvement de ces deux parts, la i somme 3a plus la n*°* partie du reste; et ainsi de suite. Or, il f arrii^e que tous les enfants se trouvent également partagés et que *' le bien du père est tout à fait épuisé» Quel est le bien du père ^ Id \ part de chaque enfant , ^t le nombre des enfants?
Si le bien da père était connu , on pourrait aisément former la part da 1«' enfant, et puisqu'ils sont également partagés, elle serait edie de tous les autres. Ensuite, en divisant le bien du père par œtte part, on aurait le nombre des enfants. C'est pourquoi je jn^ndrai pour inconnue le bien du père.
Si cettç inconnue était donnée , pour la vérifier, on formerait la part de chaque enfant , d'après la loi qu'indique l'énoncé ; et quand on arriTerait à celle du dernier enfant , le bien du père devrait être entièrement épuisé , et toutes les parts devraient être égales. Mais il est évident que la seule condition d'égalité entre la l'"" part et la 2' snflBra pour déterminer la valeur de l'inconnue , il restera donc encorej après l'avoir trouvée , à examiner si les autres conditions sont remplies.
Comme la solution du problème, considéré dans toute sa généralité , pourrait paraître trop diflBcile, je l'expliquerai d'abord sur des nombres particuliers. Par exemple , je supposerai que le premier eJifant prenne sur le bien du père une somme de iOOOfr,, plus le 5* de ce qui reste ; que le deuxième eîifant prenne , après que la première part aura été prélevée^ une somme de 2000 yr., plus le 5* du reste , ainsi de suite.
Soit a: le bien du père. Après avoir prélevé 1000 fr.,le reste est a: — 1000 ; par conséquent la part du le' enfant est
1000 + ou .... i'" part.
En étant cette part du bien total a: , il reste à partager entre les
autres enfants
4000+ jc 4jc— 4000
X — OU
Sur cela le 2» enfant doit prendre 2000 fr., plus le 5' du reste. Or, après avoir pris 2000 fr., le reste est
4x— 4000 4ar— i4000 2000 OU —
par conséquent, en ajoutant à 2000 le 5' do ce reste , on part du 2* enfant; savoir :
2000 + ^ OU tt: ....2'part.
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Sans s'occuper des autres eofaDlg, on peut dès à présent former Téquation du problème. En effet, Jl'énoncé indiquant qu'ils sont tous également partagés, il faut que les deux premières parts soient égales j et de là résulte Téquation
4000 4-^ 36000+ 4 jc [Ij —5— = 25—-
En chassant les dénominateurs, il vient
20000 + 5:r = 36000 + 4x , d'où 07 = 16000.
Si on remplace ûc par cette valeur dans^ l'expression de la !'• part, on aura la valeur de cette part
et, puisque toutes les parts doivent être égales, en divisant le bien du père par cette part, le quotient 4 sera le noml)re des enfants.
Donc le bien du père = 16000 fr. , la part de chaque enfant = 4000 fr. , et le nombre des enfants = 4.
Il se présente ici une observation importante. La. valeur de x a été déduite de l'équation [1] , qui exprime seulement l'égalité de la 2" part à la l'^* : il reste donc encore'* à examiner si les deux autres parts lui sont aussi égales. Or, en* défalquant de l'héritage entier les deux premières parts, qui font ensemble 8000 fr., il reste 8000 fr.; et, sur ces 8000 fr., le 3' enfant doit prendre 3000 fr., plus le 5* du reste : donc il aura
Ensuite, cette part étant ôtée de 8000 fr., il reste 4000 fr., sur quoi le 4" enfant doit prendre 4000 fr. et le 5* du reste. Il aura donc aussi 4000 fr., et l'héritage sera épuisé. Ainsi toutes les vérifications sont satisfaisantes.
Exposons maintenant la solution générale. En nommant toujours x le bien du père , on aura
jc — a 1" part sts a H î
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et ) après le prélèveiucut de cette part, ce qai reste da bieu est
X — a — — — ou .
Par suite, on aura
n Donc , en égalant la 1'* part à la â*, on aura l'équation
Après réyanouissement des dénominatenrs , die devient celle-ci an*-^njc — an î= 2an*+nx — x — an+a— *2â/i ,
d'où le bien du père x = an* — 2an + a ,
on autrement, x=a{n — 1)*.
Au nioyen de cette yaleor on peut calculer la l'* part, qui sera aussi celle de chaque enfant. On a donc
X — a an* — 2an-\-a — a
part d un entant = a H = a 4- ■
= a+ an — 2a =a{n — 1).
Enfin , en divisant le bien total par cette part, on trouve
le nombre des enfanîs =r/î — i.
Mais l'observation faite plus haut se reproduit ici Par la manière dont on a établi Tcquation du problème, on est bien sûr que la 2* part sera égale à la f' ; mais il reste à vérifier s'il en est de même de toutes les autres.
Du bien entier fl(/i— i)* ôtez la part du V' enfant , il reste
a (/i— ir— ^(n~l)=rt(/i— 1) (n— l-il)=âf(n— 1) (/i— 2); La part du 2* enfant sera donc
tf (71— 1) (71— 2)— 2^i aln—i ) (n— 2)-|-2^(7i— i )
Elle est égale à la première, ainsi qu'on devait s'y attendre.
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Da bien entier 6tez les deux premières parts ^ il restera a(/i-l)'— 2a(n— i) = a(;i-.l)(/î— 1— 2)=a(n— l)(/i— 3).
Par suite, la part du d"* enfant sera
Za*{-
aiw^i").
Elle est égale aox précédentes, et par conséquent le reste du bien , en défalquant les trois premières parts, sera
^(n— 1)'— 3flr(n--l)=:a(ii— i)(«— l--3)=«(7i— i)(«— 4)vv
En continuant ainsi , on voit clairement que les calculs s'effectueront toujours de telle sorte que toutes les parts seront égales à a[n — 1). Par conséquent, il est clair aussi qu'après avoir formé k /z—- 1 parts, le bien sera totalement épuisé : car la somme de toutes ^ ces parts sera a{n — 1) X [n — 1) , ou /ï(/i— 1)% ce qui est la val^r . du bien à partager.
Il peut se faire qu'on éprouve de la difficulté à comprendre que les calculs doivent toujours amener des parts égales; mais en calculant encore quelques parts , les lois selon lesquelles s'effectuent les réductions ne pourront point échapper. .
Au reste , voici un raisonnement qui ne peut laisser aucun doute. ;, Admettons qu'après avoir calculé un certain nombre de parts, on j les ait toujours trouvées égales entre elles , et examinons si la part <| suivante leur sera encore égale. Soit k le nombre des parts déjà ! calculées, lesquelles sont toutes égales à a{n—i). Ce qui reste du 1 bien total, en défalquant toutes ces paris, est !
La part suivante sera • '
n ^(/i— 1) (n^i—k)-\*alk + i) (n— 1)
n rt(«— -IJC/z—l— ^+A+1)
= flt(»-.l)î
et Ton voit que cette part est égale anx précédentes.
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Remarquez maiatenant qae k est mi nombre enti^ quelconque ; donc si on fait A = 1, on œnclura que la 2« part est égale à, la l'^^' ; si on fait A = 2 , on conclura que la 3' part est égale aux deux premières ; et ainsi de suite. Donc toutes les parts seront égales.
Kxenples de proklèmeâ à plutieurt inconnues.
95. Problème IV. Un entrepreneur a payé lOSyr. pour 17 jour^ nées de maçon et iO journées de manœuvre-, et plus tard ^ sans que le traifail ait changé de prix y il a payé S^fr, pouriOjour^ nées de maçon et il journées de manœui^re. Combien gagnait par jour le maçon, et combien le manœuvre ?
Appelons x le gain du maçon , et y celui du manœuvre. Poiïr 17 journées de maçon et 10 journées de manœuvre, rentreprenèur doit 17j: + IQx ; donc , d'après l'énoncé, on a 17j:+ iOy = 105.
Pour 10 journées de maçon et 17 journées de manœuvre , il ddt iOj?-4-17^; donc, d'après l'énoncé , on a 10x4-17^^=84.
Ainsi , les deux équations à résoudre sont
et pour cela on pourra employer celle des trois méthodes qu'on Yondra.
V Si on emploie Y élimination par comparaison, on aura
_ 105— 17x _84— lOr
105 — 17x_84— lOx 10 "" 17 ' 1785 — 289x=840— lOOx, 100a7—289x= 840— 1785, — 189x=i— 945, 945 ^ ^=189=^-
En portant cette valeur dans la l'* valeur de y^ il vient
Ainsi , le maçon gagnait 5 fr., et te oi^pceuvre 2 fr.
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^ Si oh fait V élimination par substitution , on a , en tirant de la l'» équation la valeur de ^,
IOOj; T- 1785— 289 j:= 840 ,
et par suite on a encore , comme tout à Thèure ,
3<» Enfin servons-nous de Véliminatlon par réduction. Pour éliminer ^, on multipliera les équations respectivement par 17 et par 10, puis on retranchera la 2« de la 1", ce qui donne
289JC— 1 00:r = 1 785 — 840 ,
Pour éliminer x^ on multipliera la 1" équation par 10, là 2® par 17 j et, par la soustraction , on aura
On aurait pu encore trouver y en substituant la valeur jr=5 dans Tune des équations du problème, dans la 1""*, par exemple. On a ainsi 85 + 1 Oj^ = 105 , d'où ^ = 2 , comme ci-dessus.
96. Problème V. Une personne possède un capital qu^ elle fait valoir à un certain intérêt. Une autre personne, qui possède 10000 yr. déplus que la première^ et qui fait i^aloir son capital à 1 déplus pour 100, a un rei^enU, plus' grand de 800yr. Une troi-^ sieme , qui possède 15000yr. de plus que la première , et qui /ait valoir son bien àS^tle pliuptnir 100 , a un revenu plus grand
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de 1500^. On demande les biens des trois personnes , et à quel intérêt chacune fait valoir son bien ?
]VommoDS x le capital de la première personne, et ;^' l'intérêt pour 100 qu'elle en retire. D'après Vénoncé même, la seconde personne aurait un capital égal à j: + 10000, qu'elle ferait valoir à rintérét de ^ + 1 pour 100; et la troisième, un capital égal à x + i 5000 , qu'elle ferait valoir à l'intérêt de j^ 4- 2 pour 100.
Les revenus que ces trois personnes tirent de leurs capitaux se trouveraient par les proportions
Mais , d'après l'énoncé , la seconde personne reçoit 800 fr. de revenu de plus que la première, et la troisième 1500 fr. de plus; donc on a les deux équations
(^+10000) (r+1) ^ ^ . goo 100 100 '
Je chasse les dénominateurs, j'effectue les multiplications, je supprime le terme xy qui y est commun aux deux membres de chaque équation , et je fais passer tous les termes connus dans les seconds membres. Alors ces équations deviennent
Pour éliminer x , du double de la V équation je retranche la 2' :
il vient
5000^=5 20000, d'où ^=4.
Puis , pour avoir x , je substitue cette valeur dans la l"* équattoil , ce qui donne
^+40000 = 70000, d'où a: = 30000.
Oonc la première personne possède un capital d« S(NXW fir»,
qu'elle fait valoir à 4 pour 100 ; la deuxième , un capital de 40000 fr. , qu'elle fait valoir à 5 pour 100; et la troisième, uu capital de 45000 fr., qu'elle fait valoir à 6 pour 100.
97. Problème VI. On a acheté séparément les charges de trois voitures. La première^ qui contenait 30 mesures de seigle^ 20 d'orge et 10 de froment , a coûté 230yr. La seconde^ qui contenait 15 mesures de seigle ^ 6 dHorge et 12 de froment , a coûté 138yr. La troisième , qui contenait 10 mesures de seigle , 5 d'orge et 4 de froment , a coûté 75 fr. On demande combien coûte la mesure de seiglei^ celle d'orge et celle de froment?
En nommant/or, y^ z les trois inconnues, il est clair que les équations du problème seront
•^Ox + 20j^ 4-1 Os ='230 ,
•15a:+ Br + 12z = 138,
On peut simplifier la 1^' équation en divisant tous ses termes par 10, et la seconde en divisant tous ses termes par 3. En conséquence, au lieu des trois équations ci-dessus, on aura celles-ci
En éliminant, par réduction, z entre la 1" équation et les deux autres , il vient
2a:4'3jK=17.
En éliminant de la même manière y entre ces dernières, on a
3jc = 12, d'où jr=;4.
Si on met cette valeur dans l'équation 2 j: 4- 3j = 17, elle devient
8 4-3jr=17, d'où ^=3.
Enfin , en substituant les Valeurs connues de a? et y dans l'équation 3 j: 4- 2^ 4* s = 23 , on trouve
12+64-2=23, d'où 2 = 5.
Donc la mesure de seigle vaut 4 fr., celle d'orge 3 fr., et celle de froment 5 fr.
LEÇONS d'4LGËI»RE. 81
98. Problème VU. Un officier qui commande à trois compa-^ gnies de soldats^ Pune de Suisses, Vautre de Souabes, et la troisième de Saxons , veut donner un assaut aifec une partie de ses troupes. Il est chargé de partager 901 écus entre les soldats des trois compagnies $ mais ceux-ci consentent quil soit donné un écu à chaque soldat qui montera à Passant , et que le reste soit distribué également entre tous les autres. Or il se trouife que si les Suisses donnent Passant , chaque soldat des autres compagnies reçoit un demi-écu; que si les Souabes vont à F assaut ^ chacun des autres reçoit un tiers d'écu\et que si les Saxons donnent l'assaut y chacun des autres reçoit un quart d*écu. On demande de combien d^ hommes était chaque compagnie ? -
Soit X le nombre des Suisses , y celui des Souabes , z celui des Saxons.
Si les Suisses vont à l'assaut , chacun d'eux recevant un écu , le
nombre d'écus qui resterait à distribuer entpi^ 1^ autres serait
901 — X, et par conséquent ce que chacune ceux-ci recevrait
serait .
Si les Sooabes montent à l'assaut , ce qui reviendrait à chacun
des hommes restants serait ^.
Enfin, si les Saxons vont à l'assaut, chaque homme restant te-
cevrait >,
Or, d'après l'énoncé, ces trois quotients devraient être respectivement ^auxaux fractions î , ï 9 i ; donc les équations du problème sont
901— x _ 1 ,901— j^ _ i 901-.S _ i y-bz ""2' x + z ""3' x+y "^ 4^ ^
En chassant les dénominateurs et transposant, elles deviénneut
^x+ y+ z=1802, x+dy+ 2 = 2703, x+ j^4-4z=:3604>.
Par l'élimination de z on trouve
x^iy=:— 901, 7a: + 3^^=4-9604.
L'élioiinatioD de y entre ces deux équationa donne
VI X = 4505 , d'où X = — r— = 265. ' 17
Cette yaleur étant mise dans l'équation x — ^^ = — 901 , on a
265— Sir = — Wl, ^-OÙ T = -S" == ^^-
Enfin, en remplaçant, dàrisTéquâtion 2j:4-j^+î5 = 1802, a: et^ par leurs valeurs, op a
530+583+»= 1802, d'où z=:689.
Donc il 7 ayait âÇo bowva£s dans la compagnie suisse , 583 dai la compagnie souabe , et 689 dans la saxonne.
Knnncés rfe problèmes â rt'soudrff.
99. Gomme exercice , je place ici quelques problèmes à résoudre Jusqu'au XIX*, ils B'«xigent qu'une seqlc inconnue.
I Problème VIII. Un maître promet a son domestiqtie , en l
prenant à son service , 200 yr. par an et un habit. Il le réh ^oie au bout de iO mois^ lui donne. 160 /r. et lui laisse tàa bit. On demande le prix de l- habit, llcponse : kO fr.
Problème IX. Diophante , l'auteur du plus ancien lii^re d'aï gèbre qui nous reste , passa dans sa jeunesse le sixième d temps quil vécut , un douzième dans l'adolescence , ensuile \ se maria , et passa dans cette ujiion le septième de sa vie aug mente de 5 ans , avant d'avoir un fils auquel il survécut d h ans , et qui îî' atteignit que la moitié de l'âge où son pèt est parvenu. Quel âge avait 0tophante lorsquil mourut Réponse : 8/|. ans.
Pff^i5l4>ME X. Vn père a k9 ans et son /ils en a 11. Quan^ tâ^é'mi père ne sera-t^-il plus que le triple de celui de soi fils ? Réponse : Dans 8 ans.
Problème XI. Un père laisse quatre fils et 8600 fi\ Dan son testament il ordonne que la part de Vaîné soit doubl de celle du second moins 100^*., que le second ait trois f (À autant que le troisième moins 200 y/\, et que le troisième (à quatre fois autant que le quatrième moins ZOO fr, Quelh
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sont les parts dei quatre fils ? Réponse : Le 1«''///j, 4900 fr. ; le 2% a500 fr. ; fc 3 , 900 fr. ; le 4% 300 fr.
Problème XII. Un père i^eut , par son testament , que ses trois fils partagent son bien de la manière suiv^ante : Uainé , 3000 fr, de moins que la moitié de tout f héritage ; le second, 'SikOO fr, de moins que le tiers de tout le bien; le troisième, 1800 y/\ de moins que le quan du bien. Quel était le bien du père et quelle est la^part de chaque héritier? Repense : Le père laisse 8G400 fr.; le 1«' fils reçoit 40i00 fr. } le 2\ 26400 fr-i le 3% 19800 fr.
' Problème XIII. Un courrier faisant Î5 lieues en 2 heures était parti de Paris depuis 9 heures lorsqu'on a eiwoyé après lui un autre courrier qui faisait 11 lieues en 3 heures. : On demande à quelle distance celui-ci a joint, le premier? 1 Réponse : 70 lieues î.
L Problçme XIV. Une montre marquant midi^ f aiguille des minutes se trouve sur celle des heures : à quelle heure se fera la prochaine rencontre ? Réponse : A 1^ 5' 7'', .
Problème XV. Un nombre est composé de trois chiffres ; la
somme des chiffres est 13 ; le chiffre des unités est triple de
celui des centaines ; et quand on ajoute 396 11 ce nombre , on
% obtient une somme qui est ce nombre renv^ersé : on demande
' quel est ce nombre ? Réponse : 2r>fe.
Problème XVI. Une personne ayant des jetons"^ dans les deux mains^ en prend un de la droite pour l'ajouter h ceux de la gauche , et par-là il s'en trouvée autant dans l'une que dans Vautre, Si elle en eût fait passer deux de la gauche dans là droite , cette dernière main en aurait contenu le double de ce qui serait j'este dans F autre. Combien y a^/ait- il d'abord de jetons dans chaque main ? Réponse : Il y avait 8 jetons dans la gauche, et 10 dans la droite.
Problème XVII. Un renard poursuivi par un lévrier a 60 • iauts d'avance. lien fait d pendant que le léi^rier Ji'cn fait qw' 6'f mais 3 sauts du lé\»rier en iraient 7 du renard. On demande combien le léi^rier doit faire de sauts pour atteindre k renard} Réponse: 72 sauts.
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PROBLèME XVIU. On a *^^kilog, cV eau denier qui contient rient 16 heclog, de sel ; combien faut-il y ajouter d'eau douce pour que S^hilog, du noui^eau mélange ne contiennent plus) que 2 hectog. de sel? Réponse : 224 kWog. ^
ProblèxME XIX. Un 'réservoir j qui est plein d* eau ^ peut se vider par deux robinets de grandeurs inégales. On ouvre T un d'eux et on fait couler le quart de l'eau ; puis alors on ouvre l'autre et on les laisse* couler tous les deux» Le réseivoir achève de se vider ^ et emploie pour cela ^ d'heure de plus qu'il n a fallu au premier robinet pour vider le quart de Veau, Si on eût ouvert les deux robinets dès le commencement , le réservoir se serait vidé un quaH d'heure plus tôt. Combien faudrait-il au premier robinet^ s'il coulait constamment seul ^ pour vider le réservoir? Réponse : 4 heores.
Problème XX, Un mulet et un âne portent des charges de quelques quintaux. L'âne se plaint de la sienne et dit au mu-' let : Il ne me manque que de porter encore un quintal de ta charge pour que la mienne soit double de la tienne. Le mulet répond : Et moi^ si je pre/ids un quintal de ta charge^ la m mienne sera triple de la tienne. On demande combien de quintaux ils portent chacun ? Réponse : Le mulet porte2 quin-^ taux \ , et Tâne 2 quintaux \^ I
Problème XXL Deux personnes doivent ensemble 870 JJ/ Elles ont de l argent toutes deux^ mais pas assez chacune poui* acquitter seule cette dette commune. Le pj^emier débiteur dit donc au second : Si vous me dojinez les {- de votre argent , jt^ payerai seul la dette sur-le-champ. Le second lui répond : Je ■ pourrais aussi acquitter seul la dette')^ vous me donniezles \ du '^tre. On demande combien ils ont l'un et Vautre^ Réponse'-' Ji i"^ débiteur a 580 fr., et le 2*» a 435 fr.
Problème XXIL Une personne charitable rencontre des ! pauvres^ et veut donner 25 centimes a chacun ; mais il lui * manque pour cela 10 centimes. Alors elle ne donne que 20 centimes à chaque pauvre , et il lui reste 25 centimes. Combien avait-elle de monnaie , et quel était le nombre des pauvres ? Elle avait 1 fr. 65 cent., et il y avait 7 pauvres.
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PaoBLÈiME XXlll. Le testament d'un oncle jjorle que cha^ cun de ses neveux aura 12000 y}'., e^ chacune de ses nièces 9000 yî*., sur la somme de 120000^/'. quil leur laisse après sa mort. Par cette disposition, il ne reste rien de cette sommé. ^ Si au contraire chaque nièce eut eu 12000 y/\, et chaque neweu 9000 /r., il serait resté 9000 y/\ Trouver le nombre des neueiix et des nièces ? Réponse : 7 neveux et 4 nièces.
Problème XXIV. Trois frères ont acheté une ^igne pour 2000y/*. Le troisième dit qu'il pourrait la payer seul , si le second lui donnait la moitié de son argent ; le second dit que , si Vaîné lui donnait seulemeîit le tiers du sien , il paye^ rait seufla^i^igne^r^njin l'ainé ne demande que le quart de f argent du troisième pour payer seul la i^igne. Combien chacun as^ait-il d'argent? Réponse : Kaînc avait 1680 fr. ; le_2% 1440 fr. ; le 3% 1280 fr.
Problème XXV. Un homme ^ qui s'est chargé de transport ter des i^a'ses de porcelaine de trois grandeurs^ est corwenu de payer pour chaque ^ase quil cassera autant quil recev^ra pour chaque i^ase qu'il rendra en bon état.
On lui donne d'abord ^petits v^ases, k moyens et 9 grands; il casse les moyens, rend les autres en bon état, et reçoit
On lui donne ensuite ^ petits stases j 3 moyens et 5 grands ;
cette Jhis ili^nd les petits et les moyens en bon état, mais il
casse les grands^ et il reçoit seulement 3 fr.
Enfin , on lui remet^ petits v^ases^ 10 moyens et ii grands; il casse tous ces derniers, et ne reçoit en conséquence que kfr.
Quel est le prix du transpoH d'un ^ase de chaque gran^ ieur?
Réponse : Le prix est de 2 fr. pour les pelîls, de 3 fr. pour le» njoycns , et de 4/r. pour les grands.
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REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS OÙ IL T A DES DÉNOMINATEURS
CONTENANT l'iNCONNUE.
laterprélalloo et oMge des quantités négatives daas les problèiàes*-
100. Pour ne point embarrasser les commençants j*ai laissé de côte certaines particularités fort remarquables qui peuvent se rencontrer dans les équations et dans les problèmes du l*'^ degré. Je me propose de les faire connaître dans ce chapitre ; et d*abord je parlerai de Tinterprétalion et de Tusage des quantités négatives dans les problèmes en général. Pour être bien comprise , cette importante théorie doit être expliquée sur des exemples.
101. Problème. Un particulier a employé dans Vété un oU" urier pendant i^ journées; et dans Vliii^er^ pendant il journées^ pour chacune desquelles, il lui donnait 2 francs de moins que pour une journée d'été, La première fois, l'ouvrier a subi une retenue de 22 francs pour quelques dégâts quil await causés; la seconde fois il a mérité par son zèle une gratification de 2Sfr,; et cependant il a reçu chaque fois la même somme. Quel est le prix d'une journée d'été ?
Soit X le prix d'uiie journée d'été. La somme que l'ouvrier a dû recevoir, la première fois, sera exprimée par 13jc — 22. Comme il a par journée d'hiver 2 fr. de moins que par journée d'élé , la somme -qu'il a dû recevoir, la seconde fois, sera exprimée par 17(x— 2)+28. Or, d'après l'énoncé, il reçoit chaque fois la même somme ^ donc on doit avoir
LEtîONs d'algébrk. S7
I>e là on déduit sacocssivemcnl
17a:— 34 4-28=13x— 22, 17x— 13:r=34— 28 —22, 4.r=— 16, Jt'= — 4.
Ainsi , ponr répondre à la question , il faudrait dire que le gain de l'ouvrier, pendant un jour d'été, est — 4 fr., ce qui n'offre absolument aucun sens. Il faut donc conclure que l'énoncé renferme des conditions impossibles.
Pour mettre cette conséquence dans tout son jour, remarquons d'abord que les changements opérés sur l'équation [1], pour arriyer à l'équation x= — 4, n'altèrent point l'inconnue. Or, la dernière est vérifiée en remplaçant x par — 4, et ne peut pas l'être autrement ; donc il doit en être de mémo de l'équation [I].
En second lieu , remarquons encore que , s'il existe une valeur de a: qui convienne à la question , elle doit nécessairement vérifier l'équation [1]. l)onc, puisque celte vérification ne peut s'opérer que par une valeur négative , on a raison de conclure que la question est impossible.
Mais une observation qui est bien importante , c'est que la valeur négative a:= — 4 , devant vérifier l'équation [i] , qui est l'expression immédiate des conditions da-jproblèmc , indique par ct^la même comment on peut modifitT l'énoncé en un autre qui ne renfermera plus aucune impossibilité, et qui , après cette rectification, admettra pour solution la valeur de jc déjà trouvée, mais prise positivement. C'est ce qu'on va expliquer.
Dans l'équation [1] remplacez jc par — a: , elle devient
[2] 17(— .>t-2) +28=— 13jf— 2ii.
Or, soit qu'on mette «^4 dans la première , ou 4 dans la seconde , il est évident que les deux substitutions doivent donner exactement le même résultat ; donc, puisque la première équation doit être vérifiée par la valeur jl' = — 4, la deuxième le sera par la valeur j: = 4. Ainsi toute question dont Ténoncé sera exprimé par TéquatioD[2] aura pour solution u*=4. Mais coiipuc il n'en existe aucune qui puisse conduire à ne mettre dans le second membre que des termes négatifs , je changerai tous les signes de cette équjation , et je l'écrirai ainsi
[3] 17(^4-2) — 2S«= ISx+M.
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Alors, pour que la question proposée admette la solution .r=s4, on voit qu'il suffît de modifier son énoncé de telle manière que le prix de la journée cC hiver surpasse de 2fr, celui de la journée d^été; que la somme gagnée dans les i3 jours d^ été soit augmentée de 22 Jr. au lieu d'être diminuée; et qu'au contraire la somme gagnée pendant les il jours d'hii^r subisse une retenue de 28 Jr, au lieu d'un accroissement. De cette manière , le nouvel énoncé sera celui-ci I
Un particulier a employé dans l'été un oui^rier pendant 13 journées ; et dans Vhiçer pendant il journées, pour chacune des-* quelles il recevait 2fr. de plus que pour une journée d^été. La preinierefois^ V ouvrier a mérité en outre par son zèle une gratification de 22 fr. j maisy la seconde fois, il a subi une retenue de 2Sfr,, à raison de quelques dégâts quil avait causés. Il a reçu chaque fois la même somme , et Ion veut connaître le prix de la journée dSété.
Ainsi rectifiée , il est de toute évidence que la question conduit à Véquation [3] , qui admet la même valeur a: = 4 que l'équation [2]. Par conséquent cette valeur résout la question dans le sens précis du nouvel énoncé. On doit remarquer surtout que les quantités données dans l'énoncé primitif sont restées sans altération dans le nouveau. Seulement quelques-unes d'entre elles, qui étaient désignées d'abord comme soustractives , sont devenues additives , ou vice versa.
102. En général , si l'énoncé d'un problème exige que l'inconnue X soit positive , et si Téquation donne une valeur négative j: = — <2, on doit conclure que le problème est impossible. Pour rectifier l'énoncé, on remplace dans l'équation x par — a:, ce qui change les signes de certains termes ; puis , sans altérer les quantités données, on modifie l'acception sous laquelle elles sont considérées , de telle sorte que les changements de signes de l'équation correspondent exactement à ce changement d'acception. Alors, on sera sûr, sans résoudre aucune nouvelle équation , que la valeur positive j7= ûP conviendra au dernier énoncé ; à moins toutefois qu'il ne renferme encore quelques conditions qu'on n'aurait pas pu exprimer dans l'équation : comme si , par exemple , il exigeait que l'inconnue fût uft nombre entier."
Au reste , on conçoit que cette rectification peut se faire d'une infinité de manières différeirtes ^ mais il faut toujours, dans le nouvel
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énoncé , avoir soin de se tenir le pltis près qn'on poarra de renoncé primitif.
103. Problème. Deux courriers partent de deux points A et B, situés sur la même route ABX, et vont dans la même direction vers un point G ^ placé au delà de B par rapport à A. On connaît les distances des points A c/ B au point C, sat^oir : AC=110 kilomètres ei BC = 50 kilom. De plus^ on sait que la vitesse du courrier parti du point A est de 10 kilom. par heure , et que celle du courrier parti du point "B est de % kilom. On demande à quel point de la route les courriers se joindront.
Supposons que la jonction se Tasse au point R, et soit la dis* tance GR=j:. Les diemins parcourus par les deux courriers seront AR = 110 — jc et BR=50 — x. Puisque le premier fait 10 kilom. par heure , et le second 6 , les nombres d'heures employées par eux pour parcourir AR et BR seront exprimés par
— — — et — - — . Gomme ils sont partis en même t^ps, ces
nombres doivent être égaux ; donc Téquation du problème est
.f *^ ~To~ = -6—
En multipliant les deux membres par 30 pour chasser les diviseurs, puis continuant les calculs, il vient
330 — ^x = 250 — hx , - Sx— 3jc= 250—330, . 207 = — 80,
Voilà encore une valeur négative, et cependant on aurait tort d'affirmer que la question est impossible. îl est évident, en effet, que le courrier qui, au départ, est derrière, allant plus vite que celui qui est devant , doit finir par l'atteindre. Mais nous avons supposé en formant l'équation [4] que la rencontre se faisait en R avant le point C , et rien n'autorisait une pareille supposition. Ainsi c'est dans cette supposition , et non dans l'énoncé , que se trawe l' absordHé accusée par la valeur négative.
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Il faut donc faire une supposition contraire , c'est-à-dire , jdacer la rencontre en quelque point tel que R', au delà de G. Âlmrs, en posant GR'= x , l'équation à résoudre sera
ilO + x _ 504-3?
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Mais aucun calcul nouveau n'est nécessaire. En effet, cette éqoa-» tion n'est autre que l'équation [4] où l'on aurait mis ^x au lieu de a: ; donc, puisque celle-ci est satisfaite par la valeur x^^-r-^iO', l'équation ci-dessus doit Télre parla valeur positive a: = 40. De cette manière on apprend que la rencontre a véritablement lieu au delà du point G , à la distance de 40 kilom.
Il suit de là que l'équation [4] donnera toujours la solution du problème , pourvu qu'on regarde la valeur négative de x oomme devant être portée à droite du point G , c'est-à-dire , du c6té opposé à celui où on l'avait supposée située.
104. L'exemple que je viens de traiter montre qu'une valeur négative de l'inconnue peut aussi , dans certains cas , provenir d'une fausse supposition qui a été faite pour arriver à l'équation du problème. Et en même temps on doit soigneusement remarquer que non seulement le signe — , qui se trouve devant la valeur de Tinconnue, indique de quelle manière Terreur doit être rectiflée, mais encore que la valeur de cette inconnue, en faisant abstraction du signe, donne la vraie solution du problème.
Remarque, On aurait pu résoudre le dçrnier problème en prenant la distance BR pour inconnue j et ensuite, pour connaître la distance du point G au point de rencontre , on aurait retranché BR de BC. Alors on voit bien que si le reste est négatif, c'est que la rencontre a eu lieu en un point R' situé au delà de G , et à une distance GR' précisément égale à ce reste pris positivement.
105. Problème. Deux courriers sont partis en même temps de deux ailles différentes et parcourent la même ligne. On connaît la distance des deux villes, ainsi que la vitesse de chaque cour~ rier^ c^est-à^dire , le nombre de kilomètres que chacun deux fait en une heure. On demande en quel point de la route ils se join-^ dront*
Ainsi conçue en termes gén^HX , la question fré«ente drax cv
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distÎDcls : celui où les courriers vont dans le même sens , et celui où ils vont à la rencontre l'un de Taulre.
Premier cas. Je suppose que les deux courrier» tendent vers le point G , situé au delà du point B par rapport au point A , et que R soit le point où ils se joignent. Je nommerai
d la distance des points de départ A et B , m la vilosse du courrier parli du point A , n la vilesse du courrier parti du point B, X la distance inconnue AR , parcourue par le premier comv ricr au moment où il atteint Tautre.
Cela posé, le chemin BR fait par le second courrier sera AR — AB oa a: — d. En divisant x par m on aura le temps que le premier coarrier emploie à faire le chemin AR ; et en divisant x—d par ti, on aura le temps employé parle second courrier à faire le chemin BR. Ces chemins doivent être parcourus dans le même temps; donc on a
De là on tire
nx = m.v — md^ mx — nx^=mdj
ind
Deuxième cas. Je suppose que les deux courriers aillent à la rencontre Tun de i'autre, et que leur jonction ait lieu au point R situé entre A et B, A R B : en conservant les mêmes dénominations que toutà Theure, Tégalité entre les temps employés par les courriers pour faire , Tun le chemin AR, et l'autre le chemin BR , sera
Cette équation n'est autre que l'équation [5] dans laquelle on aurait remplacé n par — n ; car alors le second membre devient
, ce qui est la même chose que . De là on conclut quç
l'équation [5] suffira pour résoudre les deui cas du probl^ pQumi que Ton convienne de regarder la vitesse du €0
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parti du point B comme changeant de signe quand la direction de ce courrier vient à changer.
106. Par la question qui vient tfétre traitée, on voit que les quantités négatives peuvent servir à renfermer dans une seule équation, et par conséquent aussi dans une seule formule, plusieurs cas d'une même question, dont chacun semblerait, au pre* mier aperçu, exiger une solution distincte.
C'est là aussi ce qui fait que ces quantités sont d'un usage presque continuel dans toutes les branches des mathématiques. Il n'est pas possible de caractériser avec précision les questions dans lesquelles la solution d'un seul cas peut s'étendre ainsi à plusieurs autres , par de simples changements de signes ; cependant on doit comprendre dès à présent que cette extension a lieu surtout dans les questions générales, où il faut considérer plusieurs cas qui ne difierent entre eux que par l'acception de certaines quantités , lesquelles sont additives pour quelques cas et soustractives pour les autres. Ainsi , la même lettre sera regardée comme représentant une quantité positive ou négative, selon qu'elle désignera un gain ou une perte, une vitesse imprimée dans un sens ou une vitesse de sens contraire , une distance située à droite d'un point , ou une distance située à gauche, etc.
107. Les remarques auxquelles ont donné lieu les trois problèmes qu'on vient de traiter s'appliquent à toute espèce de question, quel que soit le nombre des inconnues et le degré des équations. Elles se résument comme il suit :
1* La valeur négative d'une inconnue peut indiquer quelquefois une condition impossible dans l'énoncé d'un problème. Alors il sui&t de donner, dans cet énoncé, à quelques quantités des acceptions contraires , pour faire cesser toute impossibilité ; et la valeur négative , qui a été trouvée d'abord , étant prise positivement, donnera la solution de la question ainsi-rectifiée (102).
â"" La valeur négative de l'inconnue peut aussi indiquer, non une absurdité, mais une supposition erronée ; et , dans ce cas, elle donne toujours la solution du problème, pourvu qu'on prenne la quantité qu'elle représente dans un sens contraire à celui qu'on lui a d'abord attribué (104).
* S** EnGn , en considérant certaines quantités comme positives ou négatives, selon qu'on les envisage sous certaines acocfitions, on sous des acceptions contraires, on peut réunir en une seule
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équatioQ ou en une seule formule les différents cas d'une même question (106).
108. Après ces remarques, le lecteur traitera lui-même sans difTicullé la question suivante :
Problème. Un aubergiste ^ait avec un chasseur ce marché .-
Tous les jours où le chasseur apportera une pièce de gibier, i7re-
ceifra de C aubergiste une sommer a , mais il lui rendra une somme
b tous les jours ou il n'en apportera point. Apres un nombre n de
jours^ il peut arriver que V aubergiste et le chasseur ne se doivent
rien , ou que le prenUer doive au second , ou le second au premier,
une somme c. Trouver une formule qui fasse connaître dans lés
trois cas le nombre de jours où le chasseur a apporté du gibier,
^, bn + c .
^Réponse : x = r .
Cai d'impossibilité et d'indétermination din» les équations et dans les probUmtt
du i«r de^.
109. Pboôlèmb. Trouver un nombre dont le tiers augmenté de 75, et les cinq douzièmes diminués de 35 ^ fassent autant que ses trois quarts ajoutés à 4-9 .
On voit inunédiatcment que Féquation du problème est
En transposant les termes convenablement et en chassant les dénominateurs , il vient
Ici Ton parvient à une absurdité évidente, 0::^108. II n'y a donc aucune valeur de x qui puisse vériGcr l'équation [1] , et par suite il n'en existe pas non plus qui satisfasse à la question. C'eiSt pourquoi Ton applique alors la dénominalion d'absurde ou A* impossible à l'équation et à la question.
I/impossibilité peut se rendre sensible sur l'équation [1]^ en
Tî"
rt.?*"'
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faisant , dans son 1^ membre , la lédocticm des tennes semblables. Par-là elle devient
Sx .^ 3:r .^
et dès lors il est évident que les deux mombres auront toujours emtre eux une diSérenee de 9 unités, quelque valeur qu'on mette à la place de x, .;
Cette impossibilité est bien différente de celle qui avait lieu dans le n'' 101. St alors le problème était impossible, ce n'était point parce qu'il n^existait aucune quantité qui pût se prêter aux vérification^ de calcul exigées par renoncé, mais bien parce que la valeur de jc était négative, et que Ténoncé repoussait toute valeur de cette espèce. Dans le problème qui vient de nous occuper, Timpossibilité est absolue^ c'est-à-dire qu'aucune quantité, de quelque nature qu'elle soit , ne peut donner l'égalité établie dans son énoncé.
ItO. Problème. Tromper un nombre tel quen ajoutant la moitié de ce nombre augmenté de iO ^ les ] de ce même nombre augmenté de 20, et encore les | de ce nombre diminué de 34, on ait une somme égale à deux J'ois f excès de ce nombre sur 5.
Ici l'équation du problème est
En chassant les dénominateurs, réduisant et transposant, il vient
3o: + 30+4a7+80 + 5o' — 170=l$jc— 60, 3a: + 4o' + 5x—12x= 170-7-30 — 80 — 60:
Comme on arrive à deux membres qui sont identiques , on en conclut que l'inconnue x doit rester tout à fait indéterminée : c'esl-à- ■" dire qu'on, peut prendre x égal à 2 , ou à 3 , ou à td autre nombre ^ qu'pi^. voudra. . 1 Et en effet, si on remonte à l'équation [2] , et si on effectue les ^ caculs indiqués dans son 1^' membre, on trpuve qu'il équivaut i^ ^
, ou , en réduisant , à
OQ
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Ken encore, en simplifiant, k2x — 10. Ce résultant étsyg^précisément égal au 2*" membre 2{x — 5), il s'ensuit que réBj^^â] a'est autre chose qu'une yéritable égalité, qui a lieu quel qu< Dans tous les cas analogues, Téquation et la question sont dites indéterminées.
111. Problème. Ai^ez-vous abattu beaucoup de pièces de gibier? demande-t-on à un chasseur. Celui-ci, répond : Il faudrait en Rajouter 5 au tiers de celles que f ai tuées ian passé, pour aioir la uçitié de, ce que j* ai (ué cette année ; mais si , du triple de cette ierniere moitié^ i'ous ôtez 5 , iwus aurez juste ce que f ai tué Van fasse. Combien le chasseur a-t-il abattu de gibier chaque année ?
\ En nommant x le nombre de pièces tuées cette année , et ^ ce- Udes pièces tuées Tannée précédente , on a les équations
X y Sx
Ëb mettant dans la V^ la valeur de y donnée par la 2', il vient
Sjc — 3jc=30— 10, 0 = 20:
cplitc absurde , de laquelle on conclut qu*il n'existe pas de valûirs de x et.de y qui satisfassent aux deux équations. Par conléquent le problème renferme des conditions impossibles à remplir. On peut d'ailleurs rendre Timpossibilité sensible sur les équa- Ias mômes : car, en chassant les dénominateurs et transposant, tes deviennent
c( alors on voit que les deux premiers membres sont les mômes, taidis que les seconds sont des nombres différents. Remarquez bien que chacune des deux équations, si on la prend inlément, est possible, et que même elle admet une infinité de ululions. L'impossibilité consiste donc en ce que les deux équajbns ne peuvent avoir aucune solution commune , ou , ce qui est Jimémo chose, en ce que les deux conditions du problème ne leavent jamais avoir lieu ensemble. C'est poiurquoi l'oii dit de ees
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on substituera ces valeurs dans la première équation. Si on tombe sur une égalité absurde, la première équatioi incompatible avec le système des autres équations ; et au coi elle en sera une conséquence, si on tombe sur une égalit< tique.
Voici deux exemples sur lesquels le lecteur peut s*ex
x+ Sr— 6z— 6m = 7, / x-f- 3x— 6z— 6« =
2j:4- j^— 4s— 2tt = 15j (sx-f- 5j^— iOs— 9a =
.5J:+I0tr— 22z— 20« = 39. \5j^+12j^— 243— 24a =
Le premier exemple conduit à une absurdité , et Ton recoi qu'en ciïet la 4^ équation est incompatible avec l'ensemble de pn^mières.
Le second exemple conduit à une identité, et il sera fa reconnaître que la 4® équation est une conséquence des trois prises ensemble, tandis qu'elle ne Test d'aucune d'elles prise ment, ni même de la réunion de deux quelconques d'entre Pour satisfaire à ces équations, on trouve
et l'inconnue z reste arbitraire.
116. Je terminerai cet article en remarquant que les cas possibilité dont j'ai parlé sont bien les seuls qui puissent s senter dans les équations , mais que dans les problèmes il «jn avoir beaucoup d'autres. Par exemple, il se pourra qi près renoncé du problème une inconnue doive être un n entier, cl qu'on trouve une fraction; ou bien qu'elle doiv moindre qu'un certain nombre, et qu'on trouve une ^aleu grande; etc.
En général, l'énoncé d'un problème peut imposer à une nue , ou à plusieurs, des restrictions qu'il est impossible d'ex| par des équations; et dans ces cas, après qu'on a trouve les \ des inconnues, il reste encore à vérifier si elles satisfont à Ces restrictions. C'est ainsi que dans le Problème III , p. 74 qucs conditions n'ont pas été introduiras dans Téqualion , nous avons dû reconnaître à la un si eUcd étaient remplies HolQtion déduite de cette équation.
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Discussion des problcmn.
1 1 7. Lorsqu'on a résolu un problème dans lequel les quantités nncos sont représentées par des lettres, la valeur de Tinconnue 3 suppose, pour lixer les idées , qu'il n'y en a qu'une) est exprime par une formule qui indique les opérations à exéculer surles nnces. Or, on peut concevoir que ces données reçoivent toutes les leurs possibles, et examiner s'il en résulte quelques cas qui of- .'nt des parlicularités remarquables : cest là ce qui s'appelle c/i5ler le problème. L'exemple suivant montrera comment on doit se figer dans ces discussions.
118. Problème. Deux mobiles M etW se meuvent uniformeent Mir la droite indéfinie XY, a^fec des vitesses données a et , tous deux dans la direction XY. On sait que le mobile M est rrii^é au point A un certain nombre dheurcs h avant que le molle M' ne soit parvenu en B, et Von connaît la distance d des wits A et R. On demande en quel point de la droite XY se fait arencontre des deux mobiles.
Supposons que la rencontre soit en R du côlé BY : je nomme-
li X la distance inconnue BR. La distance AR sera ^Z+x, et
temps employés par les deux mobiles M et M', pour parcourir
rf-f X X
jctivcment les distances AR et RR , seront
et
Or,
)rcs renoncé, le mobile M est artivé en A, un nombre /* rares avant que M' ne fut parvenu en B; donc le premier doit surpasser le second de la quantité h, et par conséquent iiTéquation
d-Vx
là on tire facilement
bd-\-bx — ax = abhy
ax — bx=ib{d — ah)^
b{d^ah)
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les cas les points de rencontre des mobiles, en ayant soin de porter
les valeurs négatives de a: à gauche du point B.
3^ Supposons qu'on ait ^=a sans avoir ^=:â A. La valeur de x
devient
a{d — ah)
0 ' OU, plus simplement, en posant a{d — ah)=m,
Que signifie une pareille expression ? Pour rinterpréter, imaginons , qu'au lieu de 0 on donne à m des diviseurs de plus en plus petits, par exemple, i, -'„ , 7^,0 v l<?s quotients seraient m , 10m, 100/y/,... . et iraient en'croissant de telle sorte qu'on ne conçoit aucune quantité, quelque grande qu'elle soit, qu'on ne puisse surpasser en prenant un diviseur assez petit. C'est là ce qu'on exprime en disant que le quotient d'une quantité divisée par zéro est //z/^/z/. On indique TinGni par le signe do.
L'expression"', coqsidérée en elle-même, montre donc qu'il n'existe aucune distano^ assez considérable pour représenter celle à laquelle les mobiles doivent se rencontrer, ce qui équivaut évidemment à dire qu'ils ne se rencontrent pas.
Et en effet, de ce que d est diiïércnt de ah, il s'ensuit que 1» mobile ne se trouve pas au point B en même temps que le mobile M' ; et de ce que ^ = ^ , il s ensuit que les deux mobiles ont la mém^ vitesse ; donc ils doivent toujours être à la môme distance l'un de l'autre ; donc aucune rencontre n'est possible.
4'' Supposons en même temps b = a et d=ah. Il viendra
et l'interprétation immédiate de cette expression sera facilo* Conune dans toute division le produit du quotient multiplié par 1^ ai\ise\ir doit reproduire le dividende, il fai\t ici que le quotient soE-C t.'t-^pVn le multipliant par zéro on trouve zéroj donc on pcm' «H'snëreco quotient égal à tel nombre qu'on voudra : c'est ce quoiO
evpriiiio «rn^d.'autrcs tLTmes, en disant quo^ représente une gracr^
deur indèUfmÎHc^,
De o^te «j^dp^ on doit conclure que les mobiles ne soi»'
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SI j pour une certaine hypothèse , U7ie expression fractionnaire det'ient l , on 'ne dira point queiia est indéterminée ^ mais on rccherchera avec soin quel est le facteur commun à son numérateur et à son dénominateur qui en devenant zéro fait prendre à la fraction la forme " , ("t dont la suppression laisse apercevoir la vraie i'aleur de cet le fraction.
Appliquons celle règle aux trois fraclions
r'— 2rH
iz --À ' :i-^— 3 ' s — 2s -f 1 ' qui deTienncnt l par Thypothèsc z = 1. On les écrira ainsi
Onsnpprimera partout le facteur communs— 1; puis, en faisant ï=1, en trouvera les valeurs 3, 0, ± oo.
125. Une fraction pouvant devenir zéro quand son numérateur est nul ou quand son dénominateur est inGni , il s'ensuit que si une équation a des dénominateurs qui contiennent Tinconnue x ^ et qu'on la ramène à la forme fractionnaire
il faudra , pour la résoudre complètement, chercher non-seulement les valeurs de x pour lesquelles on a M =0, mais encore celles qui doonent N = oo.
Toutefois on devra considérer si, par ces valeurs, la fraction ne devient pas " ou î : car, si cela arrive, il se pourra que sa vraie valeur ne soit pas zéro, et alors Tcquation ne serait pas satisfaite.
Dans Texemple du n* 78, l'équation a été ramenée à celle-ci
comme la valc;;r x= — 3 rend le numérateur nul sans rendre l^nl le dénominateur, on a pu conclure que cette valeur satisfait |Tèrilabkmcn: à Tequation.
Mijiis quoique le dénominateur 1 — x* devienne inGni en faisant
[ar= + oo et j:= — « , comme ces valeurs rendent aussi le numéra-
infini , m tombe dans une indétermination apparente. Pour la
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faire disparaître, on met la fraction sous une forme où le numérateur ne devienne plus inflni , ce qui se fera en divisant par x les deux termes de la fraction. De cette manière elle devient
puis , en remarquant que les valeurs j:'= + oo eta:= — qo rendent
3 1 * 1 1 nulles - et -, on voit qu'elle se réduit à ou à ; c'est-
XX 00 ,, -f-Qj
à-dire à zéro : donc les valeurs a:=4-oo et x^^ — ^tb q|^n viennent à l'équation proposée.
Le plus ordinairement , quand on fait évanouir des dénominateurs qui contiennent Tinconnue , on ne tient aucun compte des valeurs infimes, parce qu'en effet elles ne conviennent presque jamais aux problèmes que les équations servent à résoudre : mais cette omission est toujours volontaire, et les explications que je viens de donner montrent assez comment elle doit élre réparée.
NOMBRE ÉGAL AUX INCONNUES
Formules générales. — Règles d'après lesquellies elles se coniposenf.
126. Quelque diverses que puissent être des équations du 1" degré, on peut toujours les ramener à des formes générales qui permettent d'obtenir pour les inconnues des ybr/Tzz^/e^ dans lesquelles sont compris tous les cas particuliers qui peuvent se présenter. Ce sont ces formules que je me propose de chercher maintenant. On pourrait y parvenir par les méthodes expliquées chapitre III ; mais
je me servirai préférablement de celle qui est connue sous le nom de Méthode des indéterminées^ et qui a été employée par Bezout. Les coDsidéralions sur lesquelles elle repose méritent une grande attention , à cause des applications qu*elles reçoivent dans les recherches élevées de l'analyse.
Prenons d'abord deux, équations entre deux inconnues x et y. Par des préparations convenables , on saura toujours les ramener à la forme
[1] ax + lyy=^k^
Id a^ b^ k^ a\ l)\ k\ représentent des quantités connues qui pèsent être positives ou négatives. En mettant a\ b\ k, dans la seconde équation, pour désigner les quantités analogues aux quanlités ^{ , ^ , X:, de la première , on se rappelle plus facilement la signification de toutes ces lettres.
Désignons par m une quantité tout à fait indéterminée , dont on pourra disposer comme on voudra, multiplions la 1'^ équation par m, et ensuite retranchons-en la seconde : il viendra
( am — al ) .r 4» ( bm-^V ) y = km — k ;
4t comme la quantité m est arbitraire, on la choisira de manière qu'elle réduise à zéro le multiplicateur de l'inconnue qu'on veut éh'miner.
Si c'est y qu'on fait disparaître , on posera
bm=:b\ d'où m = -;
Téquation ne contiendra plus >-, et en y remplaçant m par cette va-\ leur, on aura
_b^ _ W—hV
^~ aU , ~ ab'—ba''
Mais si c'est x qu'on veut faire disparaître , il faudra poser
a' am:=^a\ d'où /w b= - ,•
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et réciuatioa donnera
a kd — aV
^"^ ba! ^ ^ bd—aW a
Les dénominateurs de x et de j^ sont égaux , maïs de signes contraires. Pour les rendre tout à fait semblables, je changerai les signes du numérateur et du dénominateur de>-, et alors les valeurs générales de jt et de ^ seront
^W'-blé _ al'- kat
Chacune d'elles peut immédiatement se déduire de Fautrc. En effet , il est évident que les mêmes calculs qui font trouver x^ doivent donner y en changeant partout « en ^ et ^ en ^ , sans d'ailleurs toucher aux accents. Donc, en .effectuant ces changements dans la valeur de jc, on doit trouver celle dejK- Une remarque analogue s'applique aux cas que je traiterai tout à Vheure.
Si on veut vérifier ces valeurs, il suffit de les substituer dans les deux équations. Par exemple, en effectuant cette substitution dans la première , il vient
a{kU—bk)-^b{nk'--ka')
ab'—ba' "" '
{ab'—ba')k-ir[ab--ba]h
iib''—ba k = k.
127. Considérons maintenant trois équations générales entre trois inconnues. On peut les représenter ainsi :
ax + by + cz = k^ a'x + by + c'z:=k\ a"x+by+c''z=k".
Après avoir multiplié la 1'" par une indéterminée m, et la 2® par une indéterminée n^ ajoutons-les, puis de la somme retranchons la 3^. Dans l'équation résultante, en pourra faire disparaître deux inconnues, en disposant des deux indéterminées de manière que les multiplicateurs de ces inconnues devienoeDt zéro \ et ensuite on
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en tirera la valeur de rinconnae restanle. L'équation résultante dont il s'agit est
(am + a'n-'a")x + {bm-^b'n—b")y+{cm + c'n—c")z
Si on veut faire disparaître ^ et z , il faudra déterminer meln par les deux équations
bm -h b'n = b'\ cm + c'îi = c^,
et Ton aura
am 4- an— a l| ^-J^
Les deux équations qui déterminent m et n se déduisent éTidem* ment des deux équations générales traitées dans le n^ précédent, en j remplaçant
les lettres x^ y, ^r*? ^^ «S ^S ^t par *«? 'ïî b^ b\ b'\ c, c', c"\
donc, pour avoir m et n , il suffit d*opérer les mêmes changements dans les formules qui terminent le n"" cité. De cette manière on a
^ c'b"--b'c" _ bc"-^cb" '^- Ud—cU ' ^^ uc'^cb''
et en mettant ces valeurs dans celle de x, il vient
_ ]c(c'b"—b'c") + k'ibc^'—cb")-^F{b(^^cU) " '
^'^ a{c'b"—b'c")^a\Od'—cU') — a!\bd—cb')' ^^'^
Pour trouver ^9 on fera disparaître xQizt^n posant
am + a'n = a", cm + dn = c".
La comparaison de ces deux équations avec celles du n^ précédent donne
'» = — : Tï '* = — : r>
a c — ca «c — ta
et par suite on trouve
k{da!'-^n'd'^ -f V(nd''^ca")—l'\ad'^ca') .
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Enfin, pour connaître z, on posera
am + a'n = a'\ bni + i'« = b" ; de là on tirera
'"- ab'—ba! ' '^ "~ ab'—ba'' et par suite il viendra
c [b'a!'—a'b")-\'C'[ab"—ba")---c'\ab''-ba')
« En effectuant les multiplications indiquées dans les valeurs •r, ^, z, et en changeant les signes du numérateur et du dénon Dateur dans la préjnière et dans la dernière, on pourra écrire i trois valeurs comme il suit :
_ kb'c"-^kc'b"-hc^b"-'bk'c"+bc'e'-^cb'e' ^ — ab'</'^ac'b"+ca'b"--'ba'c"+bc'a"'-'Cb'a'"'
^ ~ ab'c''—ac'b"+ca'b"'-ba'c"^b(/a"—cbW'^ _ ablk!''-ak!b"^ka'b"-ba'V'.^bh!a:'^Wa"
^ "■ ab'c"'-ac'b"^ca'b"—ba'c"+bc'a"'-'Cb'a:''
Pour vérifier ces valeurs , il sera plus commode de les prenc telles qu'elles étaient d'abord , avant d'effectuer les multiplicatioi Si , par exemple, on fait les substitutions dans la première équ tion, et qu'on ait soin de changer les signes de la valeur de j^, a d'avoir un même dénominateur pour les trois inconnues, il vien(
[a{cb"'-b'c")^b[(/a!'^a'c")^c[b'a!'^db")]k +[a[bd' '^cU')-'b[ac" -^ca")^c{ab" '^ba")'\h! • ^[a[bc' --^cb' )—b{ac' -^ca! )+c{ab' —ba' )]k"
a[c'b"'--b'c") + a'{bc"-'Cb")-a"{bc'-'Cb')
Dans cette égalité on reconnaît , à la simple inspection, que \ multiplicateurs de k! et A/' se réduisent à zéro , et que celui de n'est autre que le dénominateur même ; donc l'égalité se réduil (4.= A:, et la vérification est opérée. Celle des deux autres équatic se ferait d'une manière toute semblable.
Ces vérifications ne sont pas ici sans importance : car, po arriver aux valeurs générales de x , ^, z , on a employé des ^
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leurs de met n qui renferment des dénominateors ; et par oonséqaent on pourrait craindre que , dans les cas où ces dénominateurs deviendraient nuls, les valeurs de j: , ^^ z , ne fussent en défaut. Mais la Térification écarte tous les doutes. 128, Soit encore les quatre équations générales
a"x+ V'y-\-d'z + ^'tt=F,
En multipliant les trois premières par trois indéterminées m, n, p^ puis les ajoutant , et retranchant la quatrième , on a une équation de laquelle on fera disparaître trois inconnues en égalant à zéro les multiplicateurs de ces inconnues. Il vient ainsi trois équations pour déterminer les valeurs -de /n , n , /? ; et alors au moyen de ces valeurs on aura celle de Finconnue restante»
129. Ces calculs ne sauraient offrir aucune difficulté et peuvent s'étendre à tant d'éqaations qu'on voudra. Mais en observant avec attention la composition des formules trouvées précédemment pour deux et pour trois équations, on a découvert des règles générales aa moyen desquelles on peut obtenir sans calcul les formules qui conviennent à un nombre quelconque d'équations.
Première règle. Avec les deux lettres atib formez les arrangements ab et ba^ puis interposez le signe — entre eux, on aura
ah — ba.
S'il n'y avait que deux équations à résoudre , on mettrait un ac-* cent à la 2' lettre de chaque terme , et le résultat aV — ba' serait le dénominateur commun des valeurs de x et de y.
S'il y a trois équations, on fera passer la troisième lettre c à toQtes les places dans chaque terme de l'expression ab — ba. En ayant soin d'alterner les signes, ab donnera abc — acb-\-cab; de Blême — ba donnera — bac + bca — cba : par conséquent il viendra
abc — acb + cab — bac + bca — cba .
Alors on mettra un accent à la 2» lettre de chaque terme , et deux à h 3* : on aura ainsi le dénominateur commun de :r , ^, s. S'il y a quatre équations, on prendra la lettre df, qui sert de ^'1 coefficient à la quatrième inconnue u , et on la fera passer à toutes
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les places dans chaque terme du sextinome ci-dessus ; on aura soin d'allerocr les signes dans les termes fournis par chacun d'eux , en commençant par + pour ceux qui viennent d'un terme précédé du signe +, et par — pour ceux qui viennent d'un terme précédé ^ du signe — ; enfin on mettra un accent à la â* lettre , deux à la 3% et trois à la 4^ On aura ainsi le dénominateur conmiun des quatre inconnues x,^, z, a.
S'il y a un plus grand nombre d'équations , on continuera de la même manière.
Deuxième règle. Quel que soit le nombre des équations , les numérateurs des inconnues pourront se déduire de leur dénominateur commun; et, à cet effet, il suffira d'y remplacer, sans toucher aux accents, la lettre qui, dans les équations, sert de coefi^ent à l'inconnue qu'on veut trouver, par la lettre k qui représente le terme connu placé dans le second membre. Ainsi , on changera a çjïk pour avoir le numérateur de j: ; ^ en ^ pour avoir celui ^ de y j etc. \
Xics deux règles que je viens d'exposer se vérifient sur les for* mules trouvées pour deux et pour trois équations ; mais une dé^ r monstratiou est nécessaire pour prouver qu'elles s'étendent à tous ; les autres cas. Je vais rapporter, à quelques changements près, celle qu'a donnée Laplace , Mcmoire de V Ac, des Sciences^ année 1771, ^ et qui a (Hé adoptée par M. Cadchy dans son Cours d Analyse à ^ V École polytechnique.
Démonstration des règles précédentes.
130. Je supposerai qu'on ait n équations du 1^' degré à n incon* nues ; et suivant la notation employée jusqu'ici , je représenterai ces r équationi ainsi :
/ ax-\- by'h CZ+ du-\-.,,=:k^ a'x-i- by+ &Z+ d'u+... = k^^ . . , a"x^ ly + c"z + d"u +. . . = k",
Les points placés après un terme tiennent lieu des termes qui doivent venir après lui; et pareillement les points écrits aa-
dessous de la 4' équation remplacent celles dont elle doit être suivie.
Je nommerai R la quantité qu'on forme d'après la première règle, dans le cas.de ces équations, et je vais d'abord présenter à Tégard de cette fonction plusieurs remarques sur lesquelles repose toute la démonstration.
i"" Par la manière même dont la fonction R est composée, il est évident que l'ensemble de tous ses termes, abstraction faite des signes et des accents , renferme les différents arrangements qu'on peat former avec les n lettres a^byC^d,,., qui servent de coeflideata aux inconnues x, j^, z, u..., en écrivant ces n lettres les vues k la suite des autres et en les changeant d'ordre de toutes les manières possibles. *
ft II est évident aussi que dans chaque terme de R il y a une lettre sans accent , une lettre avec un accent, une lettre avec deux accents, et ainsi de suite.
3*" Les termes affectés du signe + sont ceux où , en comparant diaqiie lettre avec chacune de celles dont elle est suivie, on trou- Tera que les irn*ersions alphabétiques sont en nombre pair ; et les termes affectés du signe — sont ceux où le nombre de ces inversions est impair. Par exemple, si un terme contenait quatre lettres rangées dans l'ordre dacb, comme il renferme trois inversions par npp(H*t à ^, et une par rapport à c, ce qui fait quatre inversions en tout, il devrait avoir le signe +.
Lorsqu'il n'y a que deux inconnues, la vérité de cette remarque
est évidente : car alors, en faisant abstraction des accents, R est
ab—ba. Si on fait passer la lettre c à toutes les places dans ab^ le
1* terme abc n'aura point d'inversion , le 2* acb en aura une , et
k 3« c^z6 enaura deux : aussi le 1«' est-il précédé do +, le â"* de — ,
elle 3* de +. Quant à — Z>ût, le 1" terme qu'il fournira n'aura pas
pfais d'inversions que l^a , le 2* en aura une de plus , et le ^^ en aura
ienx : aussi le 1" est-U précédé de — , le 2* de +, et le 3* de — .
I S on fait encore passer la letlre d à toutes les places dans chacun
des six termes qu'on vient de former, comme chacun de ceux-ci est
[composé des lettres a^b^c ^ui précèdent d dans l'alphabet , on ne
changera pas le nombre de^nversions en mettant rf à la fin d'un
tarme : aussi alors le signe reste-t-il le même. En avançant d d'un
nng vers la gauche , il y aura une inversion de plus : aussi le signe
(buige-t-il. En l'avançant encore dune place, il s'introdvxtt. xMft
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nouvello inversion, cl il vient un nouveau changem^t de sigfne. Ainsi de suite.
4'' Dans la fonction R , deux termes qui , abstraction faite des accents , ne diffèrent Tun de Tautre que par un simple échange entre deux lettres , doivent avoir des signes contraires. En effet j supposons que ces deux termes ne soient différents que par l'échange de aeic, tels que sont les termes adlb"c"' et cd'U'a!" : pour déduire le second du premier, on peut imaginer que la lettre a passe successivement après chacune des lettres qui la suivent pour venir se placer après c y et qu'alors la lettre c à son tour remonte succès-^ sivement jusqu'à la place qu'occupait a. Par-là l'échange des deux lettres ^z et c se trouvera effectué. Or, chaque déplacement successif amène évidemment une inversion de plus ou de moins, et par conséquent aussi un changement de signe ; d'un autre côté , la lettre qui descend doit parcourir une place de plus que celle qui remonte ; donc, définitivcfnent , les deux termes doivent être de signes contraires.
5*" Si , dans la fonction R , l'on ajoute ou Ton supprime un égal nombre d'accents à toutes les lettres semblablement accentuées , la fonction R deviendra nulle d'elle-même. Pour fixer les idées, supposons qu'on remplace partout a\ b\ c\,,. par a!"^ b"\ c"',,.. et que l'on considère en particulier le terme qui contient a' et c"'. Puisque tous les arrangements qu'on peut faire entre les n lettres a^b^Cy,. se trouvent dans R, il doit y en avoir un qui ne diffère de celui que nous considérons que par le changement de a' eu (/ ' et de c"' en a"'; donc, lorsque dans R on remplace a\ b\ c',... par a!"^ b"\ c"\,,, ces deux termes deviennent égaux. Mais, en vertu de la remarque précédente , ils doivent avoir des signes contraires ; donc ils se détruisent. Le même raisonnement s'applique à chaque terme de R; donc R doit devenir zéro.
Maintenant revenons aux équations [1], Comme toutes les lettres a, b^ c,.,. se trouvent dans chaque terme de R, et chacune avec un nombre différent d'accents, on pourra mettre R sous ces. différentes formes,
R = Aû+AV+A%"-f..., l\ = Bb+h'b'+B"b"+..., R=-~Cc+CV+CV'+...,
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A.', A'',... désignant des quantités qui ne contiennent plus la
e a, B, B\ B",.- désignant des quantités qui ne contiennent
la lettre ^; C, C, C",.-. désignant des quantités qui ne contien-
plus c; et ainsi de suite. Il résulte de là qu'en formanlb^ d'a-
les régies énoncées, les valeurs de jc, j^, z, on devra avoir
B^ + BT + R^T^-f...
te la question se réduit donc à démontrer que ces valeurs satisaux équations [1].
ibstituons-les d'a^prd dans la première : elle devient \
F+etc. = k.
bservons que Aa contient tous les termes de R où se trône le ;ur a , que Bb contient tous ceux où se trouve b ,.que Gcwn- Itous ceux où se trouve c , etc.; donc R=Aa+B&4-Cc+... *épétant un semblable raisonnement , on recoigialt que la'fonc- R peut encore s'écrire sous ces différentes -formes ,
R = A'û'+B'y+C'c'+..., R = A V+ B"^''+C V'+. . . , etc.
ela posé, il est évident que, dans Féquation [2], le premier lérateur est égal à R, et que les suivants ne sont autre* chose la quantité R où l'on aurait mis a, ^, c,... à la place de b', c',... ou de a'\ b'\ c",... etc. Donc, en vertu de la S^-reque, ces derniers numérateurs sont nuls d'eux-mêmes ; et par e l'équation [2] se Téimikk=:k. Donc les valeurs de a:, ik,z,... jfoat à la r® des équations [l]. Il est clair que la même vérifi-
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cation a lieu sur les autres équations ; par conséquent Fexactiti de ces valeurs se trouve démontrée.
DkeanioB das farmalet fournies par les équations générales da i» degré.
' 431. Dans les cas où le dénominateur commun des valeurs nérales des inconnues se réduit à zéro, on ne voit plus commen équations données peuvent être vériGées : je me propose d'cxa ner ici ces cas particuliers.
Reprenons les deux équations
[1] ax+bjr=k^
[2] a'x^byz=^^
d'où Ton tire les formules
f •• «^ - ay^bd ' ^ "" ab'-^ba'^
Premier cas particulier. Supposons que le dénominateur xéro, sans qu'aucun des numérateurs le soit. Alors on a
A. ., , , ^ kb'^bk ak'--ka'
au — ba=iO^ jc = — , j^ =
LesAleurs'de x et dej^ son%k)nc inGnies : c'est-à-dire que, p sati^ireaux deux équations données, elles doivent surpasser t(
grandeur assignable.
A^'- \»* i, f^» aV
;•■■ Be l'égalité ab'—bc^= 0 , on tire « = -r- ; et par suite Fée
tion [2], en y mettant cette valeur, devient
^x + b'Y=zk!, d'où b\ax+by)=zbh!.
Le premier membre n'est autre chose que celui de Téquation multiplié par b' ; donc il faudrait que la même relation eût entre les jecokids membres , pour que des valeurs de jt et de ^ ] sent vérîG^r à la fois les équations [1] et [2]. Donc on devrait a bk^kU où kif'—bk^^O] donc le numérateur de x serait égi zéro , ce qui est contraire aux hypothèses.
De cette manière , F impossibilité de trouver les valeurs de . de jr qui satisfassait aux deux équaticxis à la fois est bien en
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dence ; mais elle est encore micax caractérisée par les valeurs fflfinies, lesquelles, tout en montrant celle impossibilité , font voir de plus qu'elle vient de ce que les valeurs des inconnues sont trop grandes pour être assignées. Et, en effet, on peut imaginer que ab' — bel' soit d'abord une très-petito quanlilé. Alors les valeurs de jret de ^ seraient très-grandes, mîiis elles satisferaient toujours aux équations; donc, au moment où ab' — ba devient zéro, si on ne peut plus opérer directement de vérification sur les équations, c'est uniquement parce qu'alors x et ^ surpassent toutes les grandeurs assignables (*). 41
Deuxième cas particulier. Supposons que le dénominateur soit nul en même temps que l'un des numérateurs : par exemple , qu'on ait*
Je dis d'abord que l'autre numérateur ak—kà est aussi égal à no. En effet, les deux égalités ci-dessus donnent
, aV ,. kb'
et par suite il vient, pour l'autre numérateur,
ak''-ka'=^
akb'
kV
Si d'abord on avait supposé ce numérateur égal à zéro , on aurait
irouvé semblablement que celui de x doit aussi être zéro.
De là il suit que, dans les hypothèses où nous sommes , on doit
svoir
hr eux-mêmes , ces symboles indiquent des quantités indélermir.iliées; je vais prouver, en remontant aux équations, qu'il doit en .^ItteÉet y avoir indétermination.
0 Considérées par rapport à la question dont les équations expriment les itxoni, les yalenrs infinies peuvent être quelquefois une yéritable soiude cette question. L'application de Tulgèbrc à la géométrie en fournit ^ j^_-j preuves nombreuses : entre autres exemples, je citerai celui où un angle JbM inconnu , et où l'on trouve pour sa tangente une valeur infinie ; il est ^^^^- qa'alors l'angle sera droit.
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, Substituons dans Téquation [2] les valeurs de a! et K trouvées pins haut, elle devient
■7-a: + 6>=-r, d'où -- (aj:4-6r) = 7- A. b b b b
Alors on voit qu'elle peut se former en multipliant les deux mem-
bres de l'équation [1] par - ; donc toutes les valeurs de a: et y qui
satisfont l'une des deux équations doivent aussi convenir à l'autre. Or, si (wWonne à x successivement telles valeurs qu'on voudra et qu'on les substitue dans l'équation [1], on pourra, de cette équation , tirer les valeurs correspondantes de y ; et de cette nuinicre oh aura toujours des solutions qui conviendront à cette équation. Donc, puisqu'elles doivent aussi convenir à la seconde, on est en droit de conclure que les équations proposées admettent une inflnité de solutions. Ainsi , c'est avec raison que les formules de l'algèbre don* nent alors des valeurs indéterminées.
Toutefois il faut bien remarquer que l'indétermination ne va pas jusqu'à permettre de prendre telle valeur de x et telle valeur de y qu'on veut : car l'explication précédente montre que l'une des inconnues doit toujours se calculer au moyen de l'autre.
Le cas actuel comprend celui où l*on aurait /: = 0, A:'=0, aV — ba! = 0 : car alors x ei y deviennent l. Si on*remonte auxf équations proposées , elles se réduisent à celles-ci ,
ax-k-by^O^ a'x^b'y^^^O, Elles donnent respectivement
Or, de l'hypothèse ab'~-ba'=:0^ on tu-e 7=7-1; donc les deux
valeurs de y sont égales quel que soit x , et par conséquent il y a véritablement indétermination.
Cependant il est à remarquer que si on prend le rapport de y à JT , il sera déterminé : car on a
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SiDS la condition y ==^ j,i les valeurs de y n'eussent été égales
qa'en faisant x = 0 ; par suite on aurait eu j^ = 0 , et le rapport iejrkjc n'aurait plus été déterminé.
Dans ce qai précède, on s'est servi des valeurs a'== %- , *'= — =
et par conséquent on a admis tacitement que le coefficient b était
dilKrent de zéro. On pourrait aussi considérer les cas où il est nul;
miis je laisserai ces détails de côté.
132. Dans la discussion précédente j'ai considéré certaines formes
lières que prennent Jes valeurs générales de x et y^ et je me
■is attaché à rendre évident, surles équations proposées elles-
■émes , les résultats indiqués par une exacte interprétation de ces
formes. Une discussion analogue peut s'établir pour les formules
idstives à plus de deux équations; mais, quand on cherche à mettre
a évidence , dans les équations proposées , les cas d'impossibilité ou
findétermination indiqués par les formules, on rencontre des cal-
ods plus difficiles , auxquels je crois peu utile de m'arréter. Je me
■bornerai à placer ici des observations dont Tobjct est de prémunir
contre q[aelques fausses conclusions dans lesquelles un jugement
trc^ précipité poursait peut-être entraîner.
Dans le numéro précédent, on a pu remarquer que les inconnues
X et ^ devenaient à la fois toutes deux inCnics, ou toutes deux in-
Merminées. Or, une première erreur que l'on pourrait commettre
anit de juger par analogie que , si au lieu de deux équations on en
irait plusieurs , les valeurs des inconnues devraient aussi devenir
ila fois toutes infinies, ou toutes indéterminées. Supposons, par
aemple, qu'il s'agisse des trois équations
ax -hbjr -fez ; a!'x+by+c^'z
Le dénominateur commun de a:, ^, 2, est R=ab'c" — ac'b" ^ca'b"—ba'c"'bbc'a"-^cb'a"-j et il peut s'écrire de ces trois mancres ,
K—a(^b'c"—c'b" ) + a'{cb" —bc" ) + al' fie' —cb' ), R= t(c'a"— a'c") + b'{ac"—ca") + A"(ca'— flc'), R = c {a'b"— b'a") + e' {ba"— ab")+ c" {ab'— ba') .
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Posons ^
b'c"=^c'b\ cb"^bd\ ••f^
■M De ces égalités on dédnit bd = cb', et par conséquent R devîem^^^ zéro. Alors le numérateur de x^ qui se forme de R en changeanfi^ic a, d,d\ en ^, â:', U\ devient zéro aussi. Mais comme le numé^^ïfii rateur de y se forme en mettant A, A', A" dans R , à la place d0*M i , b\ b", il n'y a aucune faison pour que ce numérateur devienne::?'' zéro , à moins qu'on n'établisse quelque nouvelle hypothèse. JA-m. même chose peut se dire de celui de z. Ainsi la valeur de x pem prendre la forme indéterminée ? , tandis que les valeurs de y et^ seront infinies. • '^\
Mais, relativement à cette forme indéterminée, une autre erife reur est encore à éviter : car il peut se faire (124) que Findcterm^j;^ nation ne soit qu'apparente. Pour en mieux juger, on n'aurf^, d'abord égard qu'à la seule relatibn * \^
Ud'=^c'W, d'Où c" = ^. f.
'{VU A cet effet, on subirtituera cette valeur de c" dans la valeur génér,-,
raie de x. Alors on reconnaîtra que le facteur bc' — c6' est colll-^
mun au numérateur et au dénominateur. Or,^ar les hypothèses , ^
ce facteur est zéro; c'est donc sa présence qui produit Tindétermi-^^
nation, et en le supprimant, on aura la vraie valeur de x ^ la-^^^
quelle cessera d'être indéterminée, à moins qu'on ne joigne quel- .,
ques nouvelles hypothèses aux hypothèses déjà faites.
CHAPITRE YII
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU l^'' DEGRÉ.
Résolution de l'équation aT\-hy^ac en nombres entiers.
133. Si on propose de résoudre une équation du \^^ degré à deux inconnues x et j^, oft peut donner à l'une d'elles telle valeur qu'on veut, et l'équation] fait connaître une valeur correspondante de
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Fintre inoonnae. Par-là on voit que Téquation admet un nombre kCni de solutions; et, pour celte raison, les deux inconnues ifrennent alors assez ordinairement le nom d'indéterminées. Le [lombre dos solutions ne sera plus autant illimité, si on exige que [ks valeurs de j: et de ^ soient entières ; et il le sera moins encore \'i on yeat qu'elles soient à la fois entières et positives. Des conditions de ce genre ne peuvent pns s'exprimer par des équations : je lÛB montrer comment on y a è<(ard.
Je ramènerai d'abord l'i^quation à la forme
A^à^ c étant des nombres entiers quelccmques, positifs ou légatiffl; |cf comme les facteurs a)mnuins à la fois à ces trois nombres pour- |Kiient être supprimés, je sup|)oserai qu*i]s Vont déjà été.
Cela posé, je ferai remarquer dès à présent un cas où il est imfOBsible de satisfaire à riHpiation avec do:!' valeurs enlières de a: et <e y : c'est celui où, après la suppression dont on vient de parler, « et 6 auraient encore un fadeur comnnm. En effet, quelques vdeors entières de a: et de y qu'on substitue alors , le premier ■embre sera divisible par le facteur commun à a cikb^ tandis faele second ne le sera point ; par conséquent légalité est imposable. C'est pourquoi je regarderai toujours dans la suite a et b fxmme premiers entre eux. On n'exigera pas d'abord que x et y niait entiers positifs, mais entiers seulement.
135. Pour le moment, la question est donc celle-ci : Étant ionnée l'écioation
[1] ax -^ by =z c ^
dans laquelle a^b^c sont des nombres entiers quelconques dont les deux premiers n'ont aucun facteur commun, on demande pour ^ et ^ tous les systèmes de valeurs entières qui satisfont à l'équation. Je ferai le raisonnement comme si a et ^ étaient positifs, mais on apercevra sans peine qu'il s'applique aux tatres cas.
La question n'aurait aucune difficulté si le coefficient d'une inconnue, de y^ par exemple, était égal à l'unité. L'équation donnerait sur-le-champ ^= c — ax^ et il est évident qu'en prenant pour X un nombre entier quelconque , la valeur correspondante de y tendt aussi entière.
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Sapposons que ni a ni Z^ ne soit égal à 1 , et que b soit <ja. JSk Véqnation on tire d'abord *
c — ax
Piriflons apar b^ nommons q le quotient, et rie reste; on anr^ tf 5= 6j 4-r, et par suite
c — (bq + r)x c^^rx
On veut que xeiy soient des nombres entiers ; or, en donnant à je une valeur entière quelconque, la partie — qx sera entière ; donc pour ffBte y ait aussi une râleur entière , il faut chercher la
valeurs entières de x propres à rendre — r — égal à un nombrl
entier. A cet effet , posons Téq nation
c — rx . '
[2] — 7 — =/ ou rar + 6/ = c,
t désignant une nouvelle indéterminée; la question' sera réduite 1 résoudre cette équation par des valeurs entières de x et de t. Si h reste r était égal à Tunité, la recherche serait donc terminée.
Supposons r>l : on résoudra Téquation ci-dessus par rapport à X , dont le coefficient est moindre que celui de r, et on aura
c — ht
En nommant q' le quotient de b par r, et r^ le reste, il viendra
c^(rq'+r')t , c—r't
x= Lï L ^^q't+——i
et comme t doit être un nombre entier, on voit qu'il faut choish* o nombre de manière que »— soit un nombre entier. C'est pour
quoi l'on pose
[3] =it! ou r'/+r/'=c,
t' étant une nouvelle indéterminée ; et la question est réduite . résoudre cette équation par des valeurs entières de ^ et r'. Tout pcchérchc serait donc terminée si Ton avait r = 1 .
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Hais soit r' > 1 : la dernière équation donnera
if OÙ, en nommant 9" le quotient de r par r^, et r'' le reste, on aura
/= ^ — = — Wh r^.
On posera de nouyrau
^i" ou /^Y+rr=<r,
ce
a itel
éCant encore une nouyellc indéterminée ; et Ton aura à chercher
scdutions entières de cette dernière équation.
La marche du calcul est maintenant assez évidente , et l'on voit
lirement que la question devra être regardée comme résolue, qu'on parviendra à une équation dans laquelle une indétermiaura pour coefficient l'unité. Or c'est ce qui ne peut manquer
Pirriver : car les coefficients r, r', r',... qui entrent dans les itkms auxiliaires [2], [3], [4]v« sont les restes successifs qu'on Il en opérant comme si on cherchait le plus grand commun ir de a et de b. %
Pour fixer les idées, supjjjosons V = i : l'équation [4] donne
[5] tl^ — r^-^^c.
raisonnements par lesquels on est passé ont montré que t, i^ f dent être des nombres entiers. Ici on voit qu'en donnant à 1!' valeurs entières qu'on voudra, ^' sera toujours entier; et iksrs il est clair que les indéterminées précédentes, en remon^ jusqu'à X et ^, seront aussi jsntières. Ainsi Tèquation proposée ^ une infinité de solutions en nombres entiers {*).
i 0 Si « et 6 n'étaieut point premier8%ntre eux , Kimpossibilité d'ayoir des
rs entières pour x et y serait mise eu évidence par la méthode même.
leiiet, alors dans la suite des restes r, K, r",... il y en a nn qui diyise
lexit le précédent, et qui est le plnft grand commun diyiseiw de a et 6 1
ms qae ce soit r'', et qu'on ait r'szAr". L*éqaation [4l donnera
jjt • - r"
hXk on conclut qu'il n'existe aucune râleur entière àe i" qui rende if en^ à moins que r" ne diyise aussi c. C'est préciséitient le cas ^^impossibilité 1 4éjà été remarqué (i34)-
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Mais on peut se dispenser de calcoler les indéterminées intérm^ ' diaires ^ et ^ f car il est facile d'avoir des formules générales qui expriment immédiatement en fonction de t'^ les indéterminées pri-)^ mitives x et ^. Pour y parvenir, remarquez que les valeurs dé: x\j',t et t\ à cause des équations [2] , [3] , [4] , [5] , peuvent s'écrire ainsi , • 3
• JC = — q't +t\
et alors on voit qu'il faut substituer la valeur de i dans celle de t^: puis celles de^ et i^ exprimées en i\ dans celle de x-^ puis enfioilitA celles de x et.^» aussi exprimées en /', dans celle de y. 'i
Le succès de la méthode précédente est fondé sur la diminatioril progressive que la division opère dans les coejfidents des indéter>4i minées ; mais rien n'empêche de diviser aussi le terme constant qài> se trouve dans les équs^tions successive. De cette manière , le cal^ cul renfermera des nombres moins considérables, et cet avantagé^ n'est pas à négliger. i • fc
Pour exemple, soit réqtiati
Comme le multiplicateur de x est ici moindre que c:elui de yf^
c'est par rapport à x que je résous Péquation : il vient j
En divisant 8 par 3 on .trouve le quotient 2 avec le reste 2, et « ndi-
visant 43 par 3, on trouve le quc^ient 14 avec le reste i\ donc on fl
«■Il
en posant
De cette équation , on tire
3/— iir ^—1
y^—r^^t^—rz=^t^i.
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cmarquanl que 3^=2 x 1 + 1, et en posant
me dans cette équation le coeificienl de t est Tunité, on aura
)n pourra donner à t' toutes les valeurs entières possibles. 1 moyen de cette valeur, on trouve
^=f + i'= 2^ + 14-^=3^+1; , en remontant à x , il vient
jr = 2j' + 14 + f = 2(3r'+i)H-U + 2^'+l = 8/'+i7. u, les formules qui expriment y ti x ^ en fonction de i\ sont
n donnant à i! les valeurs ^'=.0, 1, 2, 3,... on trouvera
r= \^ 4, 7, 10, etc.
jc=i7, 25, 33, 41, etc.
pourrait aussi donner à l' les valeurs négatives /'= — 1, — 2, J. etc.
37. Dans Texeniple ci-dessus , les valeurs de ^ et de x forât deux progressions ariilmétiques, dont la première a pour ion le nombre 3, coefficient de x dîms Féquation proposée; et it la seconde a pour raison le nombre 8 , qui est le coc^fficient y pris avec un signe contraire. On pourrait reconnaître que le proposition est générale , en eiïecfuant les substitutions suc* BÎTes dont il a été parlé à la un du n"" 135, mais la démonstration iraule est préférable, hr l'analyse du n'' cité , on est certain que Féquation
[1] ax + by = c
it admettre une inûnilé de solutions entières, quels que soient les lues et les grandeurs des nombres a et 6 , pourvu qu'ils soient Oûiers entre eux. Supposons qu'une de ces solutions soit
inombres devant satisfaire à l'équation [1], on aura
1S8 LBÇOHS vfM.Ot»tX,
Ed retranchant cette égalité de l'équation [1], il Tient
et de là on tire
Les valeurs de x doivent être entières , et telles que ^ soit aussi un nombre entier; donc le prodait a( A— x) doit être divisible par 6. Or a est premier avec b; donc A — x doit être un multiple de b (*). On posera donc
A — x=^btj t désignant un nombre entier quelconque ; et par suite on aura
j?=ssA — bt^ y=s:'B-^at.
Ces formules mettent en évidence la loi des valeurs qu'on obtieil pour X et ^, quand on donne à t successivement toutes les valeui entières. Si on prend /^rO, 1, 2, 3,... il vient
j:=A, A— 6, A— 2b, A— 3^, etc., ^ = B, B+^, B + 2a, B4-3^,etc.;
et si on prend / = —l, —2,— 3,... il vient
:r = A+ ft, A4- 26, A+ 36, etc., yrtzB — û,B — 2û,B — 3a, etc*
En général, quand t croît d'une unité y augmente de ^, et j augmente de — 6. Donc les solutions entières de téquatioi axH-by = c sont les termes correspondants de deux progrès sions arithmétiques. Dans la progression relative à chacune de indéterminées X e^ y, la raison est égale au coefficient de Vautr indéterminée. Mais il faut avoir soin de prendre Vun de ce coefficients avec le signe quHl a dans V équation ^ et ï autre avt un signe contraire.
(•) Si un nombre divise un produit de d€ux facteur, et s il est premier /m rapport à l'un de ces Jacleurst il devra diviser l'autre* On peut regarder cet" proposition comme connue pat rarithmétiqae ; et d ailleurs elle sera d montrée plus loin , chap. XXL
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Il est d'ailleurs tout à fait iDdifférent que ce soit le coeflicient de r ou celui de y qu'on prenne avec un signe contraire : car, dans les formules qui expriment x et^-, on peut changer les signes des ternes -\ht et — ai , attendu que F indéterminée t peut recevoir toutes b valeurs possibles, positives et négatives.
138. La proposition qu'on vient de démontrer donne le moyen d'obtenir sur-le-champ toutes les solutions entières d'une équation le la forme ^zx+^^ = c, dès qu'on en connaît une seule. Ainsi,
Fèquation
7jc— 5^ = 9
étant proposée , on reconnaît, après quelques tâtonnements, qu'elle ' ttt satisfaite par a:=2, ^= 1 ; et dès lors, en observant que +7 et —5 sont les coefficients de x et de^ dans Téquation, on pourra poser ks formules générales
biaisant r==:0, 1, 2, 3,... et ; = — -1,— 2, — 3,... on aura les sohtions de l'équation.
Dans l'équation générale supposons c=0, elle devient
«t comme alors elle admet évidemment la solution a: = 0 et 7 = 0 , formules générales seront
x = bt, y = — at.
[Si (m veut trouver directement ces résultats , on tirera de l'équa*
'Vnla valeur j^= ; puis on remarquera que a ci b élant
iers entre eux , les valeurs entières de x qui rendent y entier itétrc multiples de 0, Donc, i désignant un nombre entier [ue, on doit avoir x=:bt^ et par suite ^= — ai.
Exemple Six — 22^=0,
tara x=22t^ y^'^H-
140. Supposons c multiple de ^ ou de ^. Soit c=:bd: l'équation
iiésoudre sera
ax'\^by = bd,
a évidenunent pour solution j: = 0 , j^ = rf j donc les valeurs les seront
jM^'
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De Têquation on peut tirer x = -^ — — , et de là on condotqae
d^y doit être un multiple de a. On posera donc à—y^at^ et par suite on retrouve les fornjules y = d — at^x=:i bt.
Exemple 5^— 7^^ = 21.
Ici la solution évidente de Téquation est j?=^0,^r= — 3; et en conséquence les valeurs générales sont
141. J'indiquerai encore deux simplifications qui se rencontrent quelquefois dans les calculs. Un exemple les fera comprendre. Soit réquation
On en tire d'abord
Si on divise 80 par 17, ona 80 = 17x4'+tâ; vaisoomme le reste 12 surpasse la moitié du diviseur 17, je ferai remarquer qu'on peut écrire 80= 17 X (4 -f 1 ) + 12— 17 = 17x5 —5. C'est-à-dire qu'en augmentant le quotient d'une unité , on aura un reste négatif moindre que la moitié du diviseur, ce qui opère dans les nombres une réduction plus rapide. Quant à la division de 39 par 17, elle donne 39 = 1 7 X 2 + 5 , et il n'y a point lieu à changer le reste 5. En conséquence on aura
(17X5— 5)x— i7x2— 5 ' 5jr4-5 ^= ^ =5^-2 —.
Mais il se présente encore une autre simplification , laquelle résulto de ce que 5 est fiictour dans 5j: + 5. En effet, ce numérateur se décompose en 5(.r+ 1) , et comme le dénominateur 17 n'a aucun facteur con>mun avec 5, il s'ensuit que pour rendre le produit 5(jc + 1) divisible par 17, il faut prendre x+l égal à un multiple quelconque de 17. C'est pourquoi l'on posera l'équation auxiliairei
jT + 1 = 1 7^ ;
et par suite on trouvera
jc = 17/— 1, jK==80/— 7,
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ftèsolutîon de t'ûiualiuQ n»i-bymeic en nombrei entiers positifs. -• i()plinalion à des prohlètneiè
— Remarques sur les inégalités.
142. Quand on veut résoudre Féquation ax-\'by=cen nombres entiers positifs , on commence par faire les calculs comme si les nombres devaient ôlre entiers seulement ; et , d'après cequi précède, on a pour x et^, des expressions de la forme
Mais alors, au lieu d'^tribuer à t toutes les valeurs entières possibles, on ne doit plus cfimsir que celles qui rendent x et j^ positifs. De là résultent pour / certaines limitations qui sont toujours faciles à déterminer.
En premier lieu , considérons le cas où a et 2^ sont de même signe dans Véquation
ax'^by=c.
Je les supposerai positifs, parce que, s'ils étaient négatifs, on pour rait les rendre positifs en changeant tous les signes de l'équation. Je supposerai aussi c positif: autrement l'équation serait impossible en nombres positifs.
Écrivons les. valeurs générales dexdy sous cette forme ,
JC
pour rendre x positif, il faut et il suflSt qu'on prenne t<C y, ci
pareillement, pour rendre y positif, il faut et il suffit qu'on prenne
t > . Donc , pour n'avoir que des solutions positives et en-
re-l ^
^emltifares, on ne devrait ttribuor à t que les valeurs entières comprises icu&lntre les deux limites
jf a b^
itefois il faut remarquer que les signes > et < n'excluent pas légalité : c'est-à-dire qucsi la première limite, par exemple, était nombre entier n , on pourrait faire r = ti. La valeur corresponitedc j: serait j;=0.
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De ce que i doit être entier et choisi entre deux limites , il s'aisait que le nombre des solutions de l'équation doit être limité ; et c'est ce qui est évident sur Téquation même. En effet, a et b étant positifs , si on substitue pour j: et j" des nombres positifs , les deux termes ax+ by seront toujours positifs ; et comme leur somme doit rester constamment égale à c , il est impossible qu'aucun des deux termes augmente indéfiniment.
Il pourra se faire qu'il n'y ait aucun noml^re entier entre les li- 1 mites assignées ci-dessus pour t : alors on conclura que l'équation j est impossible. C'est ce qui arriverait si ces limites étaient resser- 1 récs entre deux nombres entiers consécutifs , conmae sont celles-ci, ^>4'j et /<4}. D'ailleurs, elles ne pourront pas être contradiOf: toires, conune, par exemple, ^>4; et ^<3i : car il faudrait
qu'on eût -r < ; or, de là on tire a Ah- ftB< 0, et, d'un autre
côté , A et B doivent satisfaire à la relation ^A 4* 2^B = c , dans la-s quelle c est positif. ^
En second lieu, considérons le cas où ^ et & ont des signes œik^^traires. Supposons qu'il s'agisse de l'équation "^
ax — i^ = cr,
dans laquelle aeib représentent deux nombres positifs. Alors le^ valeurs générales de x et de y sont de la forme
Or, on peut les écrire ainsi
et sur-le-champ on reconnaît que , pour rendre x eiy positifs , . fil faut avoir à la fois
c'est-à-dire qu'on peut atlribucr à t toule^cs valeurs entières ailÇdessus de la plus grande dettes limites (sans exclure l'égalité , ^ cette limite est un nombre entier ).
Par-là on voit que Toqualion ax — i^s=c, admet toujocÀ un nombre inOni de solut.x^ns entières et positives, tandis 4^^
Féqoation ax + by^c n'ea a jamais qu'un nombre limité , et même peut n'en pas avoir du tout.
Appliquons ce qui précède à quelques problèmes.
143. Problâme I. Une société d!hommes et de femmes a dépensé ions une fête lOOOyr. Les hommes ont payé 19^/r. et les femmes Wfr. Combien y a\^ait'il d! hommes et de femmes?
Soit X le nombre des hommes et y celui des femmes : il faudra résoudre en nombres entiers positifs Téquation
Bnfiiisant les calculs comme dans le n» 136, et profitant des simpli* leitioDS indiquées par le n"" 141, j ai successivement
3jc — 1 = 11^,
llf+1 , 1 — < , j:= __ = 4^+-^ = 4/H-/\
lurenu à ce point, je remonterai à a: et y^ et il viendra
|AiDsi les formules générales , qui expriment x et j^ en ^, sont
Pour que x soit positif, il faut et il suffît qu'on ait ll/'<4 ou '< A ; et pour que ^ soit aussi positif, il faut et il suffit qu'on ait '> — 84 ou f'> — 4 ,V Donc on devra prendre pour /l'une valeurs
jt ' ;f=0, -1, -2, -^3, -4.
ices valeurs correspondent
ftonibre de» solutions est limité , et l'on devait s'y attendre ,
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En dannant k x des valeurs entières positives qaelcmqaes, tous les nombres dont la division par 1 ^ laisse le reste 3 sont évidan* ment compris dans la formule
Semblablement, en prenant y entier et positif, les nombres qui, divisés par 17, donnent le reste 10 sont compris dans la formule
Par conséquent, la question consiste à résoudre en nombres entiers et positifs réquation
[2] ll.r + 3 = 17^+10.
En opérant conmie dans le problème précédent, on aura ces calculs:
^ L'hypothèse i' = 0 donne* /= — 1,^=— 3, a?= — 4; et alors on c6nclut«siir-le-champ ,
On ne doit pasïakeY négatif, ni même ^=;0 ; car\r et j^ deviendraîggt négatifs, idais on pourra faire ^==: 1* 2, 3, etc. jusqu'à rinûni.
Si on veut avoir des formules dans lesquelles on puisse donner à l'indéterminée toutes les valeurs entières positives à partir de zéro, il suffira évidemment de changer /' en 1 + 0, 0 étant la nouvelle indéterminée. Alors on aura
jc=13 + 17e, ^=8 + 110.
Au moyen de ces valeurs on trouve
N = lla:+ 3 = 11(13 + 170)+ 3 = 146 + 1870, N = 17^ + 10 = 17( 8+llô)+10=146 + 1870.
Ces deux expressions sont égales , et Ton devait s'y attendre , puisque Téqualion [2] a été formée on égalant les valeurs de N.
On voit qu'ily a une inûnitédc nombres qui remplissent les deux conditions de renoncé , et qulb sont tous représentés par la formule
dans laquelle B est une indéterminée qui peut recevoir toutes les valeurs entières positives , en commençant par zéro.
Il est d'ailleurs facile de s'assurer qu'elle satisfait à Ténoncé : c'est-à-dire que si on la divise par 1 1 le reste sera 3 , et que si ou la divise par 17 le reste sera 10. En effet, on a
N .„ .. . 3 . N ii/. _ 10 /i^tr
147. Problème V. Trouver un nombre tel qiCen le divisant par 11 il reste 3 , qu^en le divisant par 17 */ reste 10, et qu*en le divisant par 37 il reste 13.
Dans le problème précédent, on a trouvé la formule des nombres qui remplissent les deux premières conditions. En mettant x au Ûea de G , cette formule est
Mais pour que le nombre N remplisse la troisième condition , il doit être de la forme N = 37^ + 13 ; donc on a l'équation
n est bien entendu que x eXy doivent être entiers et positifs. 11 viendra d'abord
j: + ll = 37f,
Pour que x soit positif, on ne doit donner à t que des valeurs posiitives au-dessus de zéro. Mais en faisant ^ = 1 + 0 , on pourra attri- [ker ajoutes les valeurs entières positives, en commençant par zéro. jnS ce changement, x devient
Avec la yalenr ^ = 0, on aurait ]
01 7 ) t qu'on peut faire jr=0, 1, 2, 3. De là résultent, pour ^ les équations proposées , les^quatre solutions suivantes :
x= 0, /x= 1 fx=: 2 (j:= 3
z=20 jz =14 U = 8 )z= 2
a=20, Va=26, \tt=32, Va =38.
Avec la valeur ^= 1 , on aurait
et les seules valeurs admissibles de x sont a? =0 , 1, 2. De là résot tent les trois solutions
En0n , avec la valeur ^ = 2 on aurait
Les seules valeurs admissibles de x sont jc = 1, 2 ; et de là résul<* tent encore les deux solutions
En tout, neuf solutions. Il n'y en aurait plus que trois si on eicluait celles dans lesquelles une inconnue est zéro. 153. Comme exercice , je placerai ici les énoncés suivants :
Problème. Deux paysannes ont ensemble 100 œiifs. L'une dit à l'autre •• Quand je compte mes œufs par huitaines, il y a un surplus de 7. La seconde répond: Si je compte les miens par dizaines^ je trouve le même surplus de 7. Combien chacune as^ait" elle dœufs ?
Réponse. Nombre des œufs de la 1" = 63, 23 ; Nombre des œufs de la 2^ =37, 77.
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Problème. Troiwer trois nombres entiers tels que si on multiplie le i^ par 3, le 2* par 5, et le 3« par 7, la somme des produits soit 560, et tels encore que si on multiplie le V^pard, le 2^ par 25, et le ^"^ par 49, la somme des produits soit 2920.
Réponse: 1<» nombre :i015, 50;
m 2« nombre ==82, 40;
V' 3* nombre =15, 30.
Problème. Quelqu'un acheté 100 pièces de bétail pour 100 louisy sai^oir: ifes porcs à 3 louis [ lapiece^ des chet^res à 1 louis J-, et des moutoni'à l louis. Combien y av ait-il d animaux dé chaque tspece ? ,
RipoNSB : Nombre des porcs = 5, iO, 15;
Nombre des chèvres = 42, 24, 6; Nombre des montons = 53, 66, 79.
f Problème^ Un orfèvre a trois sortes d'argent ,• le marc de la
première contient 7 onces d^ argent fin ^ le marc de la seconde 5J, le marc iie la troisième 4^-. Il veut composer un alliage dont le marc contienne 6 onces d^ argent fin. Combien doit-il prendre , ea nombres entiers^ de marcs de chaque sorte pour que le nou- 9d alliage fasse un poids de 30 marcs?
KipoMSEzNomb. des marcs de lai '« sorte = 10, 12, 14,fl6, 18; Nomb. des marc5 de la 2* =20, 15, 10, 5, 0;
Nomb. des marcs de la 3^ = 0, 3, 6, 9, 1^.
Problème* Un fermier a acheté 100 pi ces de bétail pour 4000 yr., savoir: des bœufs à ^00 fr. la pièce, des vaches à 200 fr.j des veaux à 80 fr., et des moulons à 20 fr. Combien y avait^il d'animaux de chaque espèce ?
Réponse. En excluant les solutions qui renferment un zéro, le ]irot>lème admet les dix suivantes :
Bœufs 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 4, 4
Taches.... 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1, âj
Veaux.... 24,21,18,15,12, 9, 6, 3, 5, 2
Moutons.. 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92.
CHAPITRE Vm
DU Cil^B£ ET DE LA RACINE G AÉRÉE Stt ' (^UAHTITÉS ALGÉBRIQUES.'.
CALCUL DBS RADICAUX DO ftBCOHD DEGRÉ.
V«liÉr«Mlr!|piê dk la raeiM carrée. •-> QtiiUltte tmagliudrcl.
154. La quantité qui , élevée ^n carré , rqproduit une ^qpuutité donnée , se nommèlâ racine cariie 4e cette quantité. En arith-* mélîque , où il n'y a point de quantités nègatiTes et où Ton na considère que les valeurs absolues des nombres^ une racine carrée ne peut avoir qu'une seule valeur. Il est évident, par eumple, q^e la racine carrée de 4 ne peut |Nia être autire que. S. K en «rt encore de même en géométrie tosqu'ra demande «pftel «t le oâl6 du carré dont la surface est donnée^ *
Mais il en est autrement par raf^p^t à l'algèbre , . qui adoMst également dans ses calculs et les quantités positives , et les quanti tés négatives, et d'autres encore que nous ferons bientôt connaître. Il est clair en effet que 4 est aussi bien le carré de — 2 que celui de +2; et^en général, si on convient de désigner par VK une certaine quantité dont le tarrèsoit A, la racine carrée de A. sera aussi bien — [^ que +KÂ. ,0n représente ces deux valeurs d'une manière abrégée en écrivant ±I^A. ^
. Une proposition importante doit être démontrée ici : c'est que la quantité A n'a^pas d'autre racine carrée que ces deuie-là. En. effet, les différentes racines carrées de A ne sont autres que lei
aleurs dex qui satisfont à l'équation x'=s: A, ou, ce qui est la' mcme chose, à celle-ci .
^* — A, on peut écrire .r* — (k A)*; puis , en décompo* •^nce de carrés en deux facteurs (41), on a
'—k^{jc—Vh,)[X'^\/'K).
Sous cette forme , on voit que toute valeur de x qui ne serait n{ 4- i^Aj ni — |/A, ne rendrait nul aucun des deux facteurs ; donc elle ne saurait rendre nul le produit jt' — A; donc la quantité A n'a point d'autre racine carrée que ±Ka. m
Ainsi la racine carrée d'une quar^ité a deux valeurs gui som ^uiLes et de signes contraires^ et elle n^en a pas davantage.
^Bl55. Â parler rigoureusement, l'expression Ka suiBt sans le wgne ± , pour représenter les deux racines carrées de A : car elle désigne indifféremment toute quantité dont le carré est A. Lors donc que, pour indiquer ces deux racines, on écrit ±1^, le radical est pris dans un sens restreint, lequel consiste à supposer que Ka ne désigne plus que l'une des deux valeurs. 156. Il peut arriver que la quantité placée sous le radical carré
soit négative, conmie dans Texpression K— 4. Or, il n'existe aucune grandeur positive ou négative dont le carré soit négatif; ^esl pourquoi l'on dit alors que les valeurs de radical dont imaginaires. A proprement parler, ce ne sont plus des quantités ; cefendant, comme on les soumet aux règles du calcul algébrique, OQ leur conserve cette dénomination ; mais la qualification [d'i/miginaires suffît pour 4ter toute équivoque* Par opposition , on appdle réelles les quantités positives ou négatives.
157. Tout radical carré imaginaire peut se transformer en un produit de deux facteurs, l'un réel, et l'autre égal à 1^—1. Soit
le radical imaginaire K — A. La quantité A étant positive par ellemême, elle doit avoir deux racines carrées qui soient réelles. Nonmions a Tune d'elles, ceUe qui est positive, par exemple , on pourra toujours représenter V—K par ay^ pourvu qu'on détermine j^ de manière qu'on ait (ay^=^ — A. Cette condition revient à ti/=^ — Aj ou bien, puisque A est le carré de a, à Ajy*= — A; ou bien encore , en divisant par A, à
y^-l, d'où y=±V^.
Or, pour avoir les valeurs de 1^— A, il faut multiplier a par celles dej^,- donc les valeurs de \^ — A peuvent s'exprimer par ± (M — 1.
158. Par ce qui précède on est conduit naturellement à distinguer, parmi les résultats qui se déduisent du calcul , deux espèces
de valeurs ovl déterminations : les unes, qu'on nomme arithmeti* ques parce qu'elles sont tout à fait de la nature do celles qu'on trouve pai;; les opérations de Tarif hmétique , c'est-à-dire essentiellement réelles et positives ; les autres, qu'on nomme algébriques l|brce qu'elles comprennent les valeurs négatives et les imaginaires , qui ne doivent Içur existence qu'aux tonabinaisons des sigc^ de l'algèbre. Ces dénominations ont le mérite d'avoir une conifl mité parfaite, avec les idées qu'elles sont destinées à rappeler. ^
Carré et racine jcarrée des monômes.
Soit un produit quelccfuquep^r..., on a
{pqr„ ,y=pqr... >Cpqr... =p*qV..,;
donc on fait le carré dun produit en élevant les facteurs au carré.
Si on fait le carré d'un facteur a", qui a déjà un exposant, od a (a'»)'=a»x û" = a^» : c'est-à-dire qu'il suffit de doubler l'exposant. Donc on fait le carré d!un monôme quelconque en élevan* son coefficient au carré et en doublant les exposants.
Suivant cette règle , on aurait immédiatement
160. Par une réciprocité évidente, on conclut des régies ci-de£ sus que la racine carrée d'un produit s obtient en extrayant cell de tous les facteurs ; et que la racine carrée d'un monôme s'ob tient "en extrayant celle du coefficient et divisant les exposant.
par 2.
Ces nouvelles règles donnent
161. Quand tous les facteurs d'un monôme ou d'un produit ne sont peint des carrés , on indique d'abord la racine carrée , et ensuite on simplifie le radical en mettant en dehors de la racine tout les facteurs carré?. Par exemple, s'il s'agit de KôÔôVc, gr
décompose la quantité placée sous le radical en 25a'^b'x'2ac -^ et alors on aura
£n général , pour simplifier un radical carré , on décompose la quantité placée sous le radical en deux produits^ dont Vun ne '**jbûntienne que des facteurs carrés^ et dont Vautre n*en contienne ' aucun i puis on extrait la racine du premier produit, et on indique celle du second.
D'après cette règle , si on nomme a la racine carrée de Ài on pourra écrire , comme au n*» 157, K — ^A = )^a*x — 1 =a \/—i.
Quels que soient a et ^, on a
fa\__ et' a ^a*
donc le carré d'une fraction algébrique s'obtient en élevant au carré son numér^ateur et son dénominateur, '
Donc aussi , la racine carrée d*une fraction s^ obtient en extrayant celle du numérateur et celle du dénotûinateur.
Par cette ré^Ie on a 4
Del
• /49^' _ la^ ^ Ï6?5* "" ^cd*'
163. Quai)d le numérateur et le dénominateur ne sont point de^^^ carrés, on pourra indiquer la racine de chacun d'eux , et la simplifier ensuite s'il y a lieu ; mais le plus ordinairement on fait en sorte qu'il n'y ait point de radical au dénominateur. Al cet effet , on introduit dans les deux termes de la fraction; les facteurs qui manquent m dénominateur pour être un carré , alors on peut en extraire la racine , et il ne reste de radical qu'au nutiotérateur .
Ainsi, soit V Tjp : on remarquer! que 4e nombre 50 devient
tmcarré en le multipliant par 2 , et que fê facteur â en sera un aussi eo le multipliant par c. On multipliera donc les deux termes de la fraction par 2c, et on aura ^
4/30^ _ ^J^^c _ y/^a^bc _ a'I/ebc
164. Je ne dis rien des signes ; mais il est toujours sous-entendu If^une racine carrée doit être prise avec le signe ambigu + .
150 LEÇONd D^ALGÂBIIB.
Lorsqu'on Bimplifie une racine indiquée , qui ne peut pas s'ex-* traire fie radical qui reste alors , étant considéré dans le sens le plds général, suffit pour donner à Fexpression ses deux valeurs. U est évident en effet qu'en le prenant en + et en — , on aura les Amx yaleniy de la racine indiquée. Ainsi , par exemple , je puis, sans a^ cane reistilction , poser
.ces égalités auront tout à fait le même sens que si, distinguant les deux valeurs de chaque radical, j'eusse écrit
' Carré, et racine carrée des polTDomes.
Soit un pcflynoiflé
dans lequel terme a^b^c^d représentent des quantités quelconques. Considérons tous If s termes, excepté le dernier, comme n'en forniant qu'un seul , et alors formons le carré de ce polynôme comme celui d'un binôme m + d : on aura
En formant de la même manière le carré de â^+fr+c, il vient
^ -f-2(<ï+64-c)rf+cP.
I[uiS| en f^s^nt le dlrré i^ a+b^
De là ou oondul ^e UP carré d'uti polynôme , qu^ que soit 1^ nombre de ses tèrme^ contient le carré du !«' terme^ plus le doubla prgduit dU V^ pdrle 2% plus le carré du 2*; et encore le doubla produit des deux premiers par le 3*, plus le carré du 3* ; et en^ core le double produit ^des trois premiers par le 4*, plus le carrS du¥'^et ainsi de -iuiteT^fS
Remarquons enr pssanjt que si on effectue tous les doubla^
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produits énoncésJans cette règle , le psi^t du polynôme renfermera les carrée iQ tous les termes , plus tous les doubles produits de ces termes iiullipliés deux à deux.
166. Cette ^gle étant établie, proposons-nous d'extrairek racine carrée d'unpolynome quelconque, que je nommera! P. Supposons qu'on ait ordonne P de manière que les exposants de la lettre x .aillent endécroissant, et qu'alors ce polynôme soflfel^
Ksignons par a+h-\*c-^.„ la racine ordonnée de la même manière^ Son carré devra reproduire le polynôme P : or, d après la règle ci-dessus, parmi les termes qui composent le carré do cette racine, celui dans lequel x a le plus haut exposant est évidemment a ; donc A est le carré de a ; donc le 1«' terme de la racine s'obtient en extrayant la racine carrée du 1*' ternie du polynôme proposé.
Retranchons de P le carré de ce terme : le reste que je nommerai R, sera
et il devra contenir le double prodûil du l** terme de la racine par le 2e, plus le carré du 2*, etc. Or, TI est Facile de voir que le double produit du 1" terme par 1q 2^floil contenir x à un plus haut exposant que les autres parties de R, donc 1^ est ce double produit; donc le 2« terme de la racine se trouve en dii^isant le 1*"* terme du reste R par le double du 1" terme de la racine.
Maintenant que les deux premiers termes a+b de la racine soi^ connus, ajoutons ^ à 2a et multiplions 2a +^ par b -. le produit sera égal au double du l""" terme multiplié par le 2% plus le carré du 2*. Si on retranche ce produit du reste R, on aura donc un nouveau reste R', lequel ne contiendra plus que le double produit des deux premiers termes de la racine par le 3% plus le earré du 3% etc. En raisonnanUP^«âQmio tout à Theure, on reconnaît d'abord que, dans ce reste, le terme où x a le plus haut exposant est le double produit du 1«' terme de la racine par le 3«; et par suite on conclut que le 3" terme de la racine se troui^e- en divisant le 1" terme du reste R' par le double du 1" ternie de Ifi racine.
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Les trois premiers termes a-i-b+cée la racae feront trouver le 4% comme les deux premiers ont uni trouva le 3*. Ainsi, on ajoutera le terme c , qu'on vient de délermiher^ atdoublc ^a^^b des deux premiers, on muKipliera la somme 2^u2&*K par c, puis on soustraira le produit du reète R'. Par-là on iura un nouveau reste R"; et cest encore en divisant ' le 1" ttrme de ce reste par le Hquble du 1" terme de la racine qu'on obtiendra, le 4* terme de cette racine.
En continuant ainsi, on est sûr, quand le polynôme P est un carré, de découvrir successivement tous les termes de la r^çiqe : car chaque division en fait trouver un.
On doit déjà reconnaître que la pltSs grande analogie existe entre la règle qui sert à extraire la racine carrée d'un polynôme et celle qu*on emploie pour les nombres. Mais Tanalo^ie s'apercevra mieux encore sur un exemple.
1** reste.
Polynôme donné.
4x*+ 12x'+ 5jc'— 6a:+ 1 — 4x*
«a rcsMs» • • •
3« reste. . . .
—407*— 6x4-1 +4a*^+6jc— 1
Racine.
4jc'-f6a:— 1
On extrait la racine carrée du !•'' terme 4-3:^? et oA obtient' ainsi le 1*"^ terme 2x* de la racine.
Du polynôme donné on retranche le caA'é de ce terme , ce qui donne le 1" reste; puis on fait le doul?le kx^ dî ce terme, et l'on divise le T' terme du reste par ce double, c'est-à-dire, H-12a:' par 4x*. Le quotient + %x est le 2* terme de la racine. •
A côté de 4^:*, double du 1" t«rme de la racine, 6n ajoute le 2« terme +3a7, on multiplie la somme \x*-\*Zx par le 2* ternie 3ar, puis on retranche le produit du 1" reste , ce qui donne un 2* reste- On divise encore le 1" terme — 4x* de ce reste par le double 4x^ du 1" terme de la racine ; et le quotient — 1 sera le 3' terme de la racine.
Au. double des deux premiers termes de la racine on ajoute le 3", ce qui fait 4j:'4-6:c— -1 ; on nijiltiplie cette somme par le 3* ienne — 1, et on retranche le produit du 2e reste. On a zéro pour V reste; et de là on conclut que les termes trouvés 2x"+ 3jr -r- 1 X>niposent la racine carrée du polynôme donné.
167. En général, ce qui avertira tout à la fois que le polynôme est un carré et que la racine est complète, c'est qu'alors on arrivera à un reste nul. En effet , par la manière même dont les calculs sont faits, chaque reste qu'on obtient n'est autre chose que lepcdynome proposé, diminué de toutes les parties qui composent le carré de la quantité trouvée à la racine par les opérations ipi ont précédé. Lors donc que la racine sera complète , on ne peut pas manquer d'avoir un reste nul ; et , réciproquement , dès qu'on parvient à un tel reste, il est évident que les termes écrits à la racine composent la racine exacte^^du polynôme proposé. ^
Fun autre côté, quand le polynôme donné ne sera point un carré, il est très-important de remarquer que les calculs en avertiront encore. Supposons toujours , comme on Ta fait jusqu'ici , ^'oQ ordonne de manière que les exposants de 2x: soient décroissants, et observons qu'à chaque soustraction le l'r terme delà qnaEtité sur laquelle se fait la soustraction est détruit : de là il sût que Texposant de x doit aller en diminuant dans le premier terme des restes successifs, et par conséquent aussi dans les termes de h racine.
Cela posé, nommons K le dernier terme du polynôme proposé P.^ c'est-à-dire le terme où x a le plus petit exposant; et ioit J: U racme carrée de K. Il est aisé de reconnaître que si P jttt nn carré, k devra être le dernier terme de la racine; par conséquent la narche progressive du ciilcul devra le faire trou- [Wr. Or, si cela liarrive pas, on est sûr que les calculs amèneïtmi à la racine ui terme de degré moindre que k ; donc alors \i sera évident que P, n'est point un carré. La conclusion serait
iméme si le calcul aliénait le terme k et que le reste suivant ne jiftpasnul. /
168. Toutes ks explications précédentes (166 et 167) semblent iicoomiDodées au cas où ir)n ordonne les polynômes de manière Iftt les exposants d'une leUe soient décroissants. Mais quand on
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adopte Tordre contraire , elles subsistent encore , sauf une légèn modification dans le caractère auquel on reconnaît qoe le pol} nomi n'est pas un carré. ^
B'abord on aperçoit sans peine que là même marche de calcu fera encore connaître successivement tous les termes de la racine et lorsqu'on parviendra à un reste nul , on pourra encore conclur que le polyn(»ne est un carré, et que les termes trouvés sont ceu^ de sa racine.
Ensuite, pour modifier le caractère auquel on juge que le po lynome n'est point un carré, il suifit de remarquer que Texposali de la lettre , d'après laquelle on ordonne , va en croissant dans le termes qu'on trouve successivement à la racine, et que dans \ cas où le polynôme est un carré, le calcul doit amener un der nier terme égala la racine carrée du dernier terme de cepo lynome; donc, si en effet on arrive à un pareil terme, san trouver ensuite un reste nul, ou si on arrive à un terme d degré plus élevé, alors on pourra affirmer que le polynôme n'es pas un carré.
169. Quelquefois cette conclusion s'aperçoit à la simple inspec tion du polynôme : car nous avons dit que, dans le cas où fi serai un carré, la partie de ce polynôme qui renferme une lettre quel conque au plus fort ou au plus faible exposant doit être un carré par conséquent, dès que cette condition vient à manquer i regard de Tune des lettres , le polynôme ne saurait être un carré Si cette impossibilité ne se montre pas tout d'abord, elle peut encore se manifester dans le cours des opérations , quand il se trouva un reste dont le 1^' terme n'est pas divisible par le dou^e du 1« terme de la racine. 1
170. Je terminerai par une observation que le lecteur a saa doute déjà faite. Quand on ordonne les polynones par rapport ^ une lettre x , on peut rencontrer plusieurs t^nies où x ait 1» même exposant. Dans ce cas, on adoptera T^e des disposition prescrites pour la division (46) ; et il est cla** que nos raisonner ments subsisteront en entier, aussi bien qi6 les règles qui en on été déduites. On peut aussi considérer t'^s les termes qui contiennent une même puissance de x oxfim^ s'ils n'en fonuaicn qu'on seul, mais alors les opérations Partielles, devant, s'effeo' tuer sur des polynômes, ne pourroi? pl^ se Csdre à sîmpla vu9
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et il Caadra les déyelqpper à part, comme dans Texemple d-
dessous.
? l— (4<ï6— 6tf)j:4-46*--12i+9
• f (4^6— 6fl— 8^?'-M26)a:" II— (4û6 — 6a)ar+46'— i264-9 r— (4a6— 6a— 86"+126)a:' (+ (4aA— 6a)ar— 46'+126— 9
Rtfline.
ra— 2fr)j:r^— aj?+2ft— 3
(2a— 46)jc'
(2a— 46)j::*— ax
(2a— 4ft)j:'— 2aj?+2ft— 3
!'« opération partielle.
—\ab+W +4aft-46'
a" opération partielle.
3« opération partielle.
Calcul des radicaux du second degré.
171 . Le plus soayent les racines, de quelque ordre qu'elles soient , ne peuvent pas s'exprimer exactement sans le secours des radicaux ; et par conséquent tous les calculs dans lesquels ces racines doivent entrer se trouvent aussi compliqués de radicaux. Notre objet est ici d'exposer les différentes transformations ou réductions qu'on opère
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sur les radicaux carrés. Elles sont , pour la plupart , déjà connues , et il suffira de les indiquer brièvement.
i72. On a vu que la racine carrée d'un produit s'obtient en extrayant celle de chaque facteur (160) ; dope on a
et réciproquement on a aussi
Par là on voit comment on fait passer un facteur hors d'un radical carré , et comment on le fait entrer sous ce radical lorsqu'il est eu dehors.
Soit l'expressiOD
SîmpliGons d'abord les radicaux : on aura
i^'^=i/7i7rb=abyb, \/f=\/iEL=^yh
ou 0
Par suite , Texpresçion proposée devient d'abord
W+^abyi—^Vb;
puis , sous une forme équivalente ,
da'+iSab^j)^^.
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Dans cet exemple on a réduit à un seal fdusieurs radicaux joints cnlre eux par + et par — , lesquels solit différents en apparence et se ramènent cependant à être semblables. On nomme ainsi ceux qui ne diffèrent que par les facteurs extérieurs. -
175. Puisqu'on extraitla racine carrée d'un produit en extrayant celle de chaque facteur (160) on a V^ltb^\/ax\^b^ ou , ce qui est la même chose ,
VaxVlm^y^b;
et, puisqu'on cintrait la racine carrée d'une fraction en extrayant celle du numérateur et celle du dénominateur (162) , on a aussi
Vb
Ainsi s'effectuent la multiplication et la division des radicaux carrés : c'est-à-dire qu'on multiplie ou qu'on divise l'une par Vautre les quantités qui sont sous les radicaux, et qu'ensuite on met le résultat sous uu radical de même degfe.
Je ne m'étendrai pas davantage^ sur les radicaux du second degré, attendu qu'ils sont compris parmi les radicaux à indice quelconque dont je m'occuperai dans le chapitre XI.
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET QUESTIONS QUI EN DÉPENDENT
Résolution des pquâlion) du second degré à une seule inconnue.
176. Lorsque, par l'évanouissement des dénominateurs, ou par toute autre préparation , une équation ne renferme plus que des termes connus et des termes affectés du carré de l'inconnue, on peut toujours la ramener à la forme
i58 Leçofiâ û'ALOÉBas.
et alors sa résolution est facile. En effet , puisque le carré de x doit reproduire A, il s'ensuit que x est une racine carrée de A : or, cette quantité a deux racines carrées représentées par ±KÂ , et n'en a pas davantage (154) ; donc on aura tout^ les solutions de l'équation [1] dans les deux valeurs
Exemple I. Soit l'équation
^X _ - AX i
On chasse d'abord les dénominateurs , et successivement il vient
(26— 3a)a7'= haV^a^b , ,_5fl6'+a'6 ^ "" 26— 3a '
' . ^/hab^^-a^b
Exemple II.
hx j:4-2'
Exemple III. 3o:"+17=5o:*+89,
177. Considérons maintenant l'équation la plus générale d 3* degré. Elle doit renfermer trois sortes de termes : les uns affec tés du carré x* de l'inconnue , d'autres affectés de x au premier d( gré, et d'autres entièrement connus. Après avoir transposé tous \ termes dans le premier membre , on pourra réunir en un seul toi ceox qui contiennent x*, aussi en un seul ceux qui contiennent j
et aussi en un seul ceux qui sont toul connus» Alors réquation prendra la forme /
ax^'+bx + c^ 0.
On fait encore subir à cette équation une simplification, qni cou* sisle à dégager le carré x* de son multiplicateur a. A cet effet, on divise tous les termes par a , et il vient
Si le terme en x" avait le signe — , on changerait tous les signes ;
déserte qu'on peut toujours ramener le premier terme à être x".
Soit fait , pour abréger, - =p^ - = y : on aura
et telle est la forme générale à laquelle on réduit les équations du second degré, p eiq étant des quantités connues. Par exemple , si Ton propose l'équation
on la changera successivement en celles-ci :
9a:j-2a:'=60 — 24jr,
— 2jc'+33x— 60 = 0,
x'— Vjf-f30=0.
Cette dernière équation est évidemment comprise dans rik[uation ^'+/'.rH-^ = 0, en faisant /?= — Wq=z^o, 178. Occupons-nous donc de résoudre Téquation générale
[2] x'-hpx+q^O.
CclÂ serait facUe si on pouvait lui donner la forme
m et n étant des quantités connues. En effet, dans celle-ci on voit Q qu'il faut choisir x de manière que le carré de x+m soit égal à n ; donc x-^m doit être une racine carrée de n. Or, il y a pour n
deux racines carrées , qu'où désigne par di Vn j donc on doit avoir
et par suite, en transposant m ,
Revenons à Téqualion [2] , et cherchons à la mettre sous la forme (j:+m)*= n. En transposant q dans le second membre, elle devient d'abord
af-^-px^ — q»
Maintenant rappelons que le carré d'un binôme se compose du carré du V^ terme, plus le double produit du 1*"^ par le 2% plus le carré du 2*. Il suit de là qu'on peut regarder x'^-^-px comme les deux premières parlies du carré de x+î/? : car x"" est le carré de a: , et px est le double produit de x par {p. Le premier membre x^-^-px sera donc le carré de x^~p , si on lui ajoute le carré de {p ou 4/?\ Or, on peut en effet lui ajouter ce carré, pourvu qu'on l'ajoute aussi au second membre j et de cette manière l'équation deviendra
^Alors, en raisonnant comme pour l'équation {x^mf=tît^ on eH tire d'abofd
et par conséquent
On a ainsi» Jeux valeurs pour x. Il n'y en a pas d'autre : car^ pour que (r + [ pf soit égal à \p^—q , il faut que x+ ^^/lisoit çgal à la racine carrée de ^/>' — q ; ca:, nous savons que cette wfthfe. n'a. que les Ao^iJi valeurs désignées. par ±.V -^p" — q\ doilct§!|MJi valeurs de x doivent sf tirer de l'équation [3]. *
On nomme en général racines d'une équation tou^kSIKMhi^ de l'inconnue qui satisfont à cette équation. En consdÉriiMP dirons que les valeurs [4] sont les racines de l'éqUatij
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179. Si Ton veut vérifier ces valeors y il suffit de les substitiier onr à tour dans Féquation. En substituant la première , où le ralical a le signe +, il Tient
3t , réduction faite , on v>^it que le premier membre est identique-ment nul. La seconde vaieur de x se vérifie semblablement , sans autre changement que celui du signe qui précède le radical.
180. On a fréquemment à résoudre des équations du â* degré; pour cette raison, il est commode de traduire la formule [4] enlangage ordinaire et d'établir ainsi une règle applicable à tous les cas. En obseryant que p est le coefficient de x pris avec le signe dont fl est précédé dans Téquation [2], et que^ est le terme tout connu écrit dans le premier membre , la règle sera celle-ci :
Lorsqu'une équation du 2® degré est ramenée à la forme x'+px+q = 0, V inconnue est égale à la mX)itié du coejfficient.de ^ pria avec un signe contraire , plus ou moins fa racine carrée de la somme qu!on obtient en ajout{i^nt au carrelle cette moitié le terme tout connu , pris aussi opec un signe Contraire*
181 . Appliquons cette règle à quelques exemples. Exemple I. Soit Téquation ' '
n faut remarquer : 1"" qu'dle a déjà la forme prescrite dans la règle; 2** que le coefficient de j: est — 10, dont la moitié, avec un signe contraire , est +5; 3*^ que le terme tout connu est +9. Alors
la règle donne sur-le-champ ^«î,
«t les deux valeurs de jc sont
a: = 5+4=:9, et j:=5— .4=:1.
ExfiMTPLE II. Soit l'équation
On la ramènera d'abord à la forme x^+px-hq ^=0. Pour chasser
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les d^nomînateuw , oft multipliera tons les termes par ( en contintiant les calcnls , il viendra
3jr'+18 = 2JC+26, 3jc^—2x— 8=0,
x= I ±K|+.Vi,
^ = 3 il»
On a donc, ponr les valeurs de x^
or^— 6a;+9 =0,
Dans ce cas, les deux valeurs de a: se réduisent i, une s< Exemple IV. lOOxV- 100jc4-41 = 0.
% 1 4- i/n^ir
Les deux valeurs de x sont imaginaires à cause d |/— ^. Proûtant de la rémarque faite dans le n"* 157, j' la racine carrée de 7^ sans faire attention au signe remplacé ce radical par \\^ — 1.
'^'*-,s^omposition de Téquatlon du a» degré et de ses coefficients» — Discussion de:
' 182. On a décomposé, n*" 154, le premier membre d tion jc* — A = 0 en deux facteurs {x — V^) (x+ V h) : composition analogue peut s'opérer dans Féqualion gcnéi
[2] x'-^px-^q^O.
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Remplaçons x'^px par l'expression équivalente ( x + ; /; )'— - \ ^/ : on aara
et comme J/?* — q peut se changer en (k'jy/— //.^, on mettra en ^ évidence la différence dos carrés de Jr + ^y^ et de P^^// — q. Or, cette différence est égale au produit de la somme de ces deux quantités par leur différence ; donc
x^'^px^q ■^(^x^\p^y '-,p'^q){x^^\p^\/\f^q).
Telle (»t la décomposition que nous voulions faire connaître.-
Elle fournit un nouveau procédé pour résoudre Téquation [2]. En effet, elle montre que les valeurs de x doivent rendre nul le pn)tfvM 4BMb||I^. Or, ce produit devient nul en égalant à zéro rvdi ou rantre des facteurs , et en outre il est évident qu'il ne \^ saurait devenir nul si aucun des facteurs n'est zéro ; donc les valeurs de x, qui conviennent à Téquation [2], doivent se tirer des équations
lesquelles donnent les racii^ déjà connues (178),
De nouvelles pr^Rili?se présentent ici, qui recevront
plus tard une grande extension, et qu'il importe de remarquer
dès à présent
1" 11 est évident que les deux /acteurs du premier membre de
éjF£ia/<on x'' + px+q=:0 sont les différences qu'on obtient en
Tttranchant de x chacune des deux racines-, de sorte qu'en nom-
optent j/ et a/' ces racines, on a
a:^^px + q=: {x — x'){x — a/').
â» Si on effectue la multiplication (jc— x')(a:— a/'), on trouve
et, comme ce produit doit être identiquement égal à a:*+/?x+y, d s'ensuit qa'^n a
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Ces relations , qui peuTent d'ailleurs se vérifier immédiatement sur les valeurs [4], s'énoncent en ces termes : Dans toute équation du 2® degré , ramenée à la forme x%px4-q = 0, le coeffi^ cient p du second terme est égal à la somme des deux racines , prises avec des signes contraires , et' le terme tout connu q est égal au produit de ces racines.
Quand on sait que les deux racines d'une équation du 2^ degré sont réelles , les relations ci-dessus font connaître sur-le-champ la nature de ces racines. Par exemple , admettons que celles de l'équation j:*— 2 j:— 7=0 soient réelles: on conclura immédiatement qu'elles sont de signes différents , car leur produit est égal an . terme tout connu— 7; et , en outre, que la plus grande est positive , car leur somme est égale à + 2, coefficient de a: pris avec im signe contraire.
. 184. Maintenant discutons les racines de l'équatiM [SQ. I^;Ta<-
*^ leurs générales de ces racines sont •-'
[4] :r=-^lp±yif^q,
et l'on est assuré que le terme {^ est positif, quel que soit le signe dej».
$\ q est négatif dans réquatifl|flb^+/7^+^ = 0, la quantité
\]^-^q sera positive et '>\p^\ ^^^^^^ — ^ ^^^ ^'^^ quantité réelle et plus grande , en valeu^HHK , que {p; donc le terme — \py placé devant le radical , ne changera point les signes des deux valeurs de ce radical ; donc les deux valeurs de x seront de^ signes contraires entre elles. Il est d'ailleurs évident que la plus grande est de même signe que — \p^ et par conséquent de signa contraire à/>.
Si l'on a 3^ = 0, les deux valeurs de x sont jc = 0 et Jt'= — /?. Alors l'équation générale se réduit à j:"+/7^ = 0 oux(a:H-^) = 0 j et il est évident que ses racines sont en effet j: = 0 et j: = — p.
Si^ est positif et <Jf,p\ le radical Kj/?" — q sera encore réel, mais <Co/? ; donc les deux valeurs de x seront de même signe que le terme — \p placé devant le radical : c'est-à-dire qu'elles sont toutes deux positives quand/; est négatif, et toutes deux négative^ quand p est positif. <k
Si l'on a ^ = ;/?', les deux valeurs de x se réduisent à une
seule 5 a: = — ijw. Dans ce cas, puisque ^ =^ \p\ l'équation de* rient
Le premier membre est donc un carré, et alors on voit clairement ^e l'inconnue n'a en effet que la seule valeur x =—;/;: car aucune autre ne peut rendre ce carré égal à zéro.
Enfin, si q est positif et > 4/»', la quantité 4/7* — q placée sous te radical est négative , et les deux valeurs de x sont imaginaires. Changeons le signe de la quantité \p^— q^ et nommons r la racine carrée de ? — i/>*. On aura \p^ — <7 =— ^; donc (157)
donc le* valeim de x pourront s'écrire ainsi
ir
De jp* — 9 = — r^ on tire q = ip'+r\ et par suite Téquation générale devient
Le premier membre est alors la somme de deux carrés, et , sous cette forme , on reconnaît pourquoi les deux valeurs de x sont imaginaires : c'est qu'il n existe évidemment aucune valeur, soit positive , soit négative , qui , mise à la place de a:, puisse rendre nulle la somme de ces deux carrés.
Parlicalarilés à remarquer dans les équations Je la forme as* -}-&«-{- cmmo,
Pour résoudre l'équation ci^ 4 t > z
ax^^bx^c= 0, on la divise d'abord par a , afin de lui donner la forme ordinaire
|ob on tire , par la régie générale (180) ,
190. Cette conséquence se présente immédiatement lorsqu'on résout le problème proposé en prenant pour inconnue la différence des deux parties cherchées. Nommons z cette différence , a la plus grande parUe , 0^ la plus petite. Ckimme leur somme est /? , on aura (92)
et, d'après l'énoncé, on doit ayoir
ou, en effectuant la multiplication ,
Cette équation montre que la plus grande valeur du produit a lieu lorsque la différence z est nulle , ou , ce qui est la même chose, lorsque les deux parties sont égales entre elles. Pour troarer ^ et 2r, de l'équation ci-dessus on tire
= ±vf
et par conséquent on a
On devra prendre les signes supérieurs ensemble , ou bien les signes inférieurs ensemble : mais on n'a toujours q^ne seule solution , puisqu'on ne fait ainsi que changer Tordre des parties.
191. Problème m. Déterminer , sur la droite qui joint deuao lumières^ le point qui est également éclairé par chacune.
Je supposerai connu ce principe de physique , que les intensités d'une même lumière, pour des points qui en sont inégalement éloignés, sont entre elles en raison inverse des carrés de leurs distances à cette lumière : c'est-à-dire qu'à une distance, double, triple , etc., l'intensité de cette lumière sera 4 fois, 9 fois, etc., plus petite.
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Je nommerai a rintcnsitc de la première lumière pour les points placés à l'unité de distance, et b l'intensité de la s|tonde pour les polo (s placés à la même dislance. GV^t par ces quantités que Ton compare les deux lumières entre elles, et Ton dit, pour cette raison, que /z et 6 en sont les intensités,
Soient A et B les deux Inmièrcs, et G le point cherché. Je
ferai AB = cî, AC = :?;, d'où BC = £? — x. D'après le principe dté, aax distances 2, 3, 4,.... l'intensité de la lumière A serait
-, -, 7^ ,.••; ^Oïic pour le point C, à la distance :r, elle est — ;• 4 9 lo X
Pareillement l'intensité de la lumière B, pour le même point G, 1 la distance d^x^ est j- — --t. Or, l'énoncé exige que ces deux iateiisités soient égales ; donc on a l'équation
Elle peut s'écrire ainsi
I et pour éviter d'introduire des radicaux dans le calcul, je mettrai «* au lieu du rapport de ^ à ^^ , ce qui vient à désigner par c la racine carrée de ce rapport. Alors Féquaiion à résoudre sera
m (^— x)*= ex\
On pourrait développer le carré de d—x , et miettré cette équation sous la forme x''-\-px-k-q = 0 ; mais on la ramème sur-le-champ au 1" degré en extrayant la racine carrée des deux membres. On frouve ainsi , en donnant à chaque racine le signe + . %
et, à cause de l'ambiguité des signes, cette équation équivaut aux quatre suivantes :
[c] -|-(^— j:) = + cjc, H-(rf— jr) = — cjc,
\d\ — (^— •^) = + ^j:^ , — [d^x) = — ex.
Ibis si on change tous les signes des deux dernières, on retombe
sar les deux premières ; par conséquent on se bornera à considérer les équafioil| [c],
; A ce sujet on peut remarquer d'une manière générale que toutes les fois qu^on extrait la racine carrée des deux membres d'une équation, il suffit de mettre le signe + devant Tun d'eux. Je résous donc les équations [c] , et j'en tire les deux valeurs '^'
Discussion. 1® Soit c<l. Comme c* représente le rapport — ,'!
cette hypothèse revient à supposer la lumière A plus intense queB. l^ Alors la première valeur de x est positive , <,d ef^^d. Donc il l,^ existe entre les deux lumières, et plus loin de A que de B, un point .„ C également éclairé par chacune. . '^
La seconde valeur de x est aussi positive , mais î> d. Elle déter- ' „ mine un point tel que C, au delà de B par rapport à A ; et il est fa* ^' cilede reconnaître qu'en ce point l'intensité de la lumière qui émane ; de A est la même que celle qui émane de B. En effet, on est certain ; que cette valeur de x satisfait à l'équation [a] ; donc , en la désignant par x\ on doit avoir
ou
égalité dont les deux membres sont précisément les intensités dont il s'agit.
2° Soit c >1 : c'est-à-dire que l'intensité de la lumière B surpasse celle de A. H est clair qu'on doit trouver pour le point B ce qui vient d'être dit du point A , et réciproquement. C'est ce que les valeurs de X conGrment.
La première , qui est positive et <1 â ^7 montre qu'il existe entre A et B un point également éclairé par chaque lumière, mais qu'il est plus rapproché de A que de B.
La seconde valeur de x est négative : désignons-la par — x'. Comme elle doit toujours satisfaire à l'équation [a\ , on a
Or, si de l'autre côté de A on prend AC"=jr', le premier membre -^e l'égalité ci-dessus exprimera l'intensité de la lumière que le
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point C" reçoit de Â , et le second membre , celle de la lamière qa'il reçoit de B -, donc le point C" est également éclairé par A et par B. Ainsi, conformément au n° 104, la valeur négative de x indique un simple changement de position dans la distance que cette lettre représente.
d"" Soit r=l, ce qui suppose deux lumières d'égale intensité. Les ieuiC yaleurs de jc deviennent
La seconde étant infinie, il n'existe plus, à proprement dire, qn'un seul point également éclairé : il est déterminé par la première valeur, et c'est le milieu même de la ligne A B.
Pour montrer comment la valeur infinie peut convenir à la question , remarquons que dans le cas actuel , où c = 1 , Féquation \h'\ peot s'écrire ainsi :
Alors on voit qu'en donnant à x une très-grande valeur, le premier membre différera très-peu de l'unité , et que cette différence peut être rendue aussi petite qu'on voudra en prenant x suflBsamment grand. C'est là le sens qu'on doit attacher à la valeur infinie , laquelle a d'ailleurs ici le signe ambigu ±. 192. Pour exercice , je proposerai encore les énoncés suivants : Problème IV. Deux ouyHers employés à des prix différents ont été payés au bout d'un certain temps. Le premier a reçu 96 Jr.^ et le second , qui avait travaillé 6 jours de moins, a reçu 54 yr. Si le second avait travaillé tous les jours , et que le pre-^ mier eut manqué 6 jours, ils auraient reçu tous deux la même somme : on demande combien de jours chacun a travaillé-^ et le prix de sa journée. Réponse : le 1*' a travaillé 24 jours et gagnait 4 fr. par j<)ur ; le 2^ a travaillé 18 jours et gagnait 3 fr.
Problème V. Un marchand fait escompter par un banquier
deux billets \ Vun de ibll fr, 90 c, payable dans 3 mois ^ et
J^ autre de 2605 fr., payable dans 7 mois. Il reçoit pour le tout
\la somme de 4050 ^r. ; on demande le taux de V intérêt d après
)Tt| lequel V escompte a été réglé. Réponse : le taHx annuel de l'intérêt lel A^it de 7 fr. 20 c. pour 100 fr.
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Problème. YI. Trouver deux nombres x et y tels que si on Im multiplie respectivement par des nombres donnés di et h y la sonirm des produits soit égale à un nombre connu p; et tels encore qw si on multiplie leurs carrés par les mêmes nombres a e/ b , /^ somme des nouveaux produits soit égale^ à un autre nombn connu q. Réponse :
ap±yab[{a-^b)q'-'p''] _bpi;:y ab[[a^-U),f^^ "^"^ a(a+b) ' '^"" b^a-i-b)
N. B. Si , à cause des deux inconnues, le lecteur trouve quelque diffîcolti à résoudre ce problème , il peut remettre à s'en occuper après le n^ 194.
Équations à une seule inconnue qu'on résout comme celle du ae degré. — Exemples qui renferment plusieurs inconnues et qui dépendent du a« degré.
193. Lorsqu'une équation ne contient qae deux puissances di l'inconnue , dont Tune a un exposant double de celui de Tautre on peut la mettre sous la fornae
[1] \r*"»+/?j:«4-gr=0.
En considérant d'abord x"" comme l'inconnue, a?'»» en sera 1 carré, et l'équation se résoudra comme celles du 2* degré. On ; ainsi
Représentons d'une manière abrégée par a eib les deux valeui de .r"», on aura
x'^s^a et j:™=^;
et quand on saura résoudre ces équations, c'est-à-dire trouve toutes les valeurs de x qui satisfont à chacune d'elles , il est évi dent qu'on connaîtra toutes les solutions de Téquation [1].
Ces équations sont de la classe de celles qu'on nomme à deu. termes , et je remettrai à m'en occuper plus tard. Pour le momei je m'arrêterai au cas de w = 2. L'équation [1] est alors
en prenant x^ pour inconnue on en tire d'abord
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et eusuiie , chacane de ces nouvelles éqoations donnant deax racines, réqualion [2] en admettra quatre , savoir :
Supposons, par exemple, qu^on ait l'équation particulière
On fera dans les formules précédentes /? = — 12, q= — 64 ; et elles donneront
x=± y^6+ J/36+6l= ± ^^6+k'lÔ0 = ±KÏ6'=±4,
Ainsi j l'équation dont il s'agit a quatre racines , deux réelles et deux imaginaires : x= ± 4, a:= ± 2 1^ — 1.
194. Les principes qui ont servi à résoudre les équations du l*' degré à plusieurs inconnues , Reçoivent aussi leur application dans le 2* degré.
Exemple I. Soient les équations
[3] jr+^ = flf, jf+y=b\
Pour les résoudre, de la 1'* on tire
(MOI substitue cette valeur dans la 2% laquelle devient successivement
2x'—2ax+a'=b\
X — tfj?= — - — .
Cette dernière donne deux valeurs pour :&, et en les portant dans l'expression y=^a — a: , on aura pour y deux valeurs correspondantes, n vient ainsi
x^\a±\VW'-a\
11 faut avoir bien soin de prendre les signes ^périeurs ensemble, et les signes inférieurs ensemble. Les deux solutions qu'où obtient
les mêmes, on est certain qne les valeurs déterminées par le second ne sont qu'une transformation de celles qu'on obtient par le premier. On expliquera toutàTheure (196) une méthode de calcul pour opérer les transformations de cette espèce , toutes les fois qu'elles sont possibles.
Exemple III. Soient les équations générales
dans lesquelles P, Q, P', Q', sont des fonctions quelconques de y. Par la soustraction , on en déduit celle-ci
(P— PO^+Q— Q'=0, d'où a: =
En mettant cette valeur de x dans l'une des équations [5] , dans la 1'*, par exemple , il vient
(0'-^)"-*- PCg-Q) (P— F) + Q(P— F)'=: 0 , ou , sous une autre forme ,
(Q'_Q)t»+ (P— F) (PQ'-_QP') = 0.
Cette équalion ne contient plus que la seule inconnue y^ et quand on saura la résoudre , elle fera connaître les valeurs de y. En les substituant dans l'expression de x écrite plus haut, on obtiendra les valeurs correspondantes de x,
195. Pour que l'analyse du 2® degré fiit complète , il faudrait considérer les cas où les inconnues sont en plus grand nombre que les équations. Le plus simple est celui d'une équation unique entre deux inconnues x et y. Si on la résout par rapport à une des inconnues, y^ par exemple , on trouvera , en général , une expression qui renfermera x sous un radical ; de telle sorte qu'en donnant à. cette inconnue x des valeurs rationnelles quelconques, on en trouverait , pour y^ qui seraient irrationnelles. On peut alors se proposer de rechercher les valeurs rationnelles de x pour lesquelles les valeurs correspondantes de y sont aussi rationnelles. Lîais la dilfi— cuUê de ce problème , à moins (ju'on ne le r.es(reij?iie à qiielci'vîes cafi fort simples, est supi'rioure à de simples èiéiueniS. Consultez Ifl Théorie des Nombres de Lkgendue.
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EUciiM carrée d'une quanlité en partie cominenturable et en partie incommenturable, ou bien eo
partie réelle et en partie imaginaire
196. Nous nous fTOfOSCTOiï&A'dLhOTd d'extraire la racine carrée d'une quantité en partie commensurahle et en partie incommensurable.
Si on fait le carré de P^a+ V^b^ acib étant des qoailtités rationnelles, on trouve un résultat de la forme A+ i/\ dans lequel A et £ sont des quantités rationnelles. De là on conclut réciproquement que la racine carrée d'une expression de cette dernière forme peut aussi, dans certains cas, se ramener à la première; c'est cette transformation qu'il s'agit ^effectuer, lorsqu'elle est possible. Il faut donc considérer A et B conune des quantités rationnelles, (/S comme une quantité irrationnelle, et déterminer, pour a et 6, des yaleurs rationnelles telles qu'on ait
En développant le carré, il vient
a+b+l/îâb=A+l/B.
Sans le l*'^ membre, a-\-b doit être un nombre rationnel, et il n'y a que la partie l^iâb qui puisse être un nombre irrationnel : or je dis qu'on doit avoir séparément les deux égalités
Supposons qu'il en soit autrement, et isolons 1/Tab dans le 1' m^Dcibrc -, il viendra
Faisons A—a—b^zk afin d'abréger, puis élevons au carré. On aura _
4a6 = A^ + B+2AklB, ou 4a6— A'»— B=2i|/5 :
*-| égalité absurde , car uniB quantité rationnelle n'est jamais égale à *l une quantité irrationrielle. L'alfturdité ne peut cesser qu'en posant c4 Jh=o, ou, ce qui est la même chose, a+^=A. Alors la dernière 1 4 ^té se réduit à 4(û^— B=0 ou 4ai=Bî et l'on est ainsi ramené Ajix équations [1 ] et [2] .
Si on élève la 1'' de ces équations au carré, et qu'on en retran la 2% le premier membre de Téqualion résaltante sera le carr<! a — h\ donc
Il est permis de supposer que a est la plus grande des deux qu tUés a j(^ ^ , et pour cette raison on prendra le radical KA"aycc le signe +.
Maintenant , on connaît donc par les équations [1] et [3 scNume et la différence des inconnuQS a et 6 ; par conséquent on a
û=iA+iKA^B, 6 = îA— :KÂ>-B.
La question exige que les valeurs de ^ et de A soient rationnel ér il est évident qu'il faut, pour que cette condition soit remp que A' — B soit égal à un carré C\ Alors il viendra
et par suite
Comme on suppose tacitement P^B positif, les radicaux ù membre doivent se prendre tous deux avec + , ou tous deux avec autrement, en élevant ce membre au carré, on ne reproduirait p terme +Kb, mais bien — l^B.
£ Cette explication môme prouve que si Ton avait K A— |/. faudrait prendre les deux radicaux avec des signes conlrairos en conséquence on écrirait
l/IZjTl^v/^./A:!:^.
Pour exemple, soit l'expression ri2^l/lÀÔ. On a A = B = 140, A^*— B = 4. Ce dernier nombre est un carré, et ïi C = 2 : on peut donc appliquer la formule [4] , et il vient
k'IiTk^ = V^ + \/iEi = j/7 + 1/5.
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)il encore rcxprcssion k 1 — ^x\/i — x'. On aura A=l, 4jc' — 4j:*, KA' — J5 ou C = l— 2.r'. Puisque C est sansradiet que d'ailleurs le second radical de l'expression proposée a le c — , il y a lieu d'appliquer la formule [5] , et il vient
y^i-^IuVi — Jc^^ Vx — x^x.
X la même valeur de |/l — jc' qui entre dans les deux membres, outre, on doit observer qu'il faudra mettre le sifçne + devant le md , si on veut qu'il représente les deux vabîurs du premier. 97. Lorsque la quantité A' — B n'est pas un carré, les valeurs i et de ^ ne sont plus rationnelles ; mais il est clair qu'en les subuant dans \^a-\-]/b^ on n'en a pas moins une expression
livalente à k A-hP^B. w^eulement, comme elle est alors beauip plus compliquée, elle est plus rarement employée. Cepen-
at, quand \^\\ est imng^inaire, elle conduit à un résultat qui îritc de fixer l'attention. Changeons B en — B% A.+l^ devient f bJ/ — 1 ; et ce qu'il y a de remarquable , c'est que la racine carede A-+-Bj^ — î se ramène elle-ménie à une expression de la rmc a 4- bV^ — ï , dans laquelle ^ et ^ sont des quantités réelles , li peuvent d'ailleurs, ainsi que A et B, n'être pas rationnelles. Cette proposition devient évidente sur-le-champ en changeant en — B^ dans les calculs du n° précédent. Alors , au lieu de = ^/A'— B, on a C = Ka^+B^ ; donc ^ •*'
A+J/a^+B» , A— KA^+B'
Le radical p^A' + B^ étant > A , la valeur fle a est positive, et celle le 6 est négative. Représentons-les par a" et — (5% on aura
<i par suite
[6] V/A4-Bk'^=±(a + pk^).
le prends a et (3 tous deux avec +, ou tous deux avec —, parce le produit 2i^ doit être égal à B, qui est supposé positif. S'il y
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fcricurcs. Ces calcals se préscotent comme il suit ;
+ ax +a*
x^+2éLX*+ ax + ax^ + 2dx 4- cù
La loi générale des exposants est évidente, mais celle des coq^ ficients ne Test pas. A la vérité, on voit bien que ceux du premier terme et du dernier sont égaux à Funité , et que ceux du second et de l'avant-dcrnier soûl égaux à l'exposant du binôme; et môme, pour les termes intermédiaires., on recounaît bien encore que les coefficients également éloignés des extrêmes sont égaux, mais leur composition ne s'aperçoit point.
Ces coefficients proviennent des réductions qu'entraînent les termes semblables. Or, en multipliant entre eux des binômes tels que x-\^a^ x-\-b, jc4^c, etc. dont les seconds termes sont différents, ces réductions n'auraient plus lieu , et il peut se faire qu'alors la composition des termes du produit se manifeste.
21:5. Considérons donc les produits successifs de ofe binômes. Voici les trois premiers :
(X'i^a) {X'{-0)=:^x''-\'a\x +abj
{x+a){x+b){x + c) =:x^+a\x*-\'ab
+ ^ ' -{-ac + c + bc
+ ^ +ac
+ c ^ bc
-f (l •\-ad
+bd
-hcd
x+abcj
x^+ abc +abd -i-acd -{-bcd
x+abcd.
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égaux. En effet si a et b^ par exemple ^ claieut inégaux, ou aurait , par le n"" eité ,
et par conséquent
Dans le second produit, la somme des facteurs est la même que< dans le premier, c'est-à-dire, égale à/?. Donc le produit abcd,.., n'est point un maximum , à moins que tons ses facteurs ne soient égaux entre eux.
200. Le procédé du u'' 189, par lequel on a reconnu le produit maximum des deux parties d'un nombre, est susceptible d'une assez grande extension. Supposons qu'une fonction soit composée d'une quantité indéterminée ^, combinée avec des quantités données, et qu'on demande la valeur de x pour laquelle la fonction est un maximum ou un minimum. On raisonnera d'abord comme s'il fallait rendre cette fonction égale à une quantité quelconque z : on aura ainsi une équation de laquelle on tirera la valeur de x , et alors on cherchera s'il existe quelque valeur de z au delà ou an deçà de laquelle les valeurs correspondantes de x deviennent imaginaires. Dans le premier cas, cette valeur de z est un maximum que l'expression proposée ne peut point dépasser ; dans le second , c'est un minimum.
Par exemple , soit la fraction
2x—2 il En l'égalant à z , et en tirant la valeur ie x^ on a successivement
ni]
x'— 2(z+l)xH-2z+2 = 0,
Oq voit sur-le-champ qu'en faisant z = + 1 , on a x = 2 , et que les nleors de z un peu moindres que 1 rendent x imaginaire ; donc ^^ Feipresdon proposiée a une valeur minimum , laquelle est égale à 1 et correspond à x = 2.
Pareillement , en faisant z =— 1, on a a: = 0; et une valent négative de z un peu plus petite que 1 rendrait x imaginaire. Or, en algèbre , des quantités négatives qui , abstraction faite du signe — , vont en diminuant, doivent être regardées, quand on n'en sépare point le signe, comme croissantes : on peut donc dire que les valeurs de z un peu plus grandes que — 1 rendent x imaginaire; donc z = — 1 est un maximum de Texpression proposée, lequel correspond à 07=0.
^' Le caractère essentiel d'un maximum n'est pas de surpasser toutes les autres valeurs , mais seulement celles qui le précèdent et qui le suivent immédiatement. Une observation analogue doit se faire sur le minimum. Je n'insisterai pas ici sur la détermination des maximums et des minimums : jusqu'à présent elle a toujours été comprise parmi les applications du calcul différentiel.
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PUISSANCES ET RACINES EN GÉNÉRAL
Puissances et racines des monômes. — Exposants fractionnaires.
201 . Soit un produit/7(7r.. ., et ti un nombre positif quelconque : on a
{pqr,,.Y = pqr.,,Xpqr...Xpqr,..X etc.
=ppp,..X,qqq..,><: rrr,.,X etc.
donc on élevé un produit à une puissance en élei^ant chaque facteur à cette puissance.
S'il s'agit d'une quantité a"^ qui a déjà un exposant , on aura
(a"»)n = a™ Xût"* X^"* X ... = a"* +'"+'« + •••=:«'»" j
donc on élei>e à une puissance une quantité qui est déjà affectée d'un exposant, en multipliant cet exposant par le degré de la puissance.
* Si Ton veut élever à une puissance un mrmome quelconque, on peut le regarder comme un produit, et en conséquence élever tous les facteurs à celte puissance : or cela revient à élever U coeffi^ cient à cette puissance et à nmlii plier tous les exposaïUs par le degré de cette puissance^
Lorsqu'une quantité est positive , toutes ses puissances sont positives ; mais lorsqu'elle est négative , il est clair, d'après la règle des signes, qu'il y aura + devant la 2« puissance, — devant la 3% -H devant la 4% etc. Ainsi, en général, quel que soit le signe d'une quantité , les puissances paires do cette quantité ont le signe +, et les puissances impaires consentent le signe de cette quantité.
Au moyen des règles ci-dessus , on aurait
( ± 2aWc]'=^ 1 VHi''b'^c\ ( + 2a^b'c)'= ± 32a''b''c\
202. On peut renverser ces règles , et on obtiendra , pour r*extraction des racines , les règles suivantes :
1° On extrait la racine d un produit en extrayant la racine de chaque facteur,
2? On extrait la racine d'une quantité qui a un exposant en diifisant cet exposant par le degré ou l'indice de la racine,
3° Oji extrait la racine dun monôme quelconque en extrayant celle du coefficient , et en disfisant les exposants de chaque lettre par t indice de la racine.
4° Quand la racine à extraire est d'indice pair^ elle doit aifoir le signe ambigu i ; et quand elle est dindice impair^ elle a le même signe que la puissance.
Par ces règles on trouve
ly Si a''b''=z ± 3^^ b\ 1^320^'= 2a'b , iy—32a'b'' = '-2ab\
203. Quand le cocflicient d'un monôme n'est .point une puissance exacte de Tordre marqué par l'indice de la racine à extraire, ou que les exposants des différents facteurs ne sont point divisibles par cet indice, la racine du monôme s'indique d'abord au moyen du signe \/; puis on simplifie le radical , comme on l'a déjà fait pour le radical carré. l\ir exemple, soit vdi^a^^c". On observera que 96 = 2'x3,a'=a'Xrt%6"=:c"xc; donc
1^960^' = |^2WcS<li^ = 2aic" l^SÔV.
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C'(.'St-à-dire que , pour simplifier un radical quelconque , on décompose la quantité sous le radical en deux facteurs , dont Vun ne renferme que des puissàTices exactes de même ordre que la racine à extraire, et dont Vautre n'en renferme aucune; puis
on extrait la racine du premier f acteur ^ et Von indique celle du second*
âO^. Aucune quantité réelle, soit positive, soit négative , quand on relève à une puissance paire, ne peut donner de résultat négatif; par conséquent, toute expression composée d'un radical de degré pair^ placé sur une quantité négatii^e , représente une quantité imaginaire.
Telles sont , en supposant que a ^ib soient des grandeurs positives par elles-mêmes.
Mais toutes ces quantités peuvent, de même que les radicaux carrés imaginaires (157) , se transformer en produits dans lesquels il n'entre d'autre imaginaire qu'une racine de — 1. Par exemple, il est clair qu'on a
205. De même qui latt division a conduit aux exposants négatifs, do même l'extraction des jacincs mène à l'emploi des exposants fractionnaires. D'après laYègle 2" du no 202 , si l'on veut extraire la racine 5*^ de a'°^ on doit diviser l'exposant par 5, et la racine cherchée est a*. Mais en se bornant à indiquer la division , on peut
écrire 1/ a' " :=a^.
Si l'exposant de a n'était point divisible par 5 , la racine ne pourrait plus s'extraire ; mais rien n'empêche d'indiquer encore la division de l'exposant , lequel aura alors pour dénominateur l'indice de la racine. Les algébristes ont en effet adopté cette convention , et en conséquence ils regardent comme équivalentes les deux
expressions ^ a»» et ^".
ArrangementSy permutations, combinaisons.
. 20G. Pour former une puissance quelconque d'un binôme, on sera conduit incidemment à résoudre une question qui exige quelques développements, et dont il est bon de connaître la solution d'avance.
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Elle fait d'ailleurs pariîo d'une thôorio utile dans un ^and nombre de recherches, et surtout dans le oalcul des probabilités. Cette théorie, que je vais exposer ici, est celle àcs arraiigefuents ^ des permutations et des combinaisons, ^,/^^
207. arrangements. Plusieurs lettres, //, bj c, d^ e,... étani'données, imaginons qu'on les prenne deut à deux de toutes les manient; possibles, en sorte que choaque assemblage de deux lettres s^il (Tiiïérent des autres, ou par les lettres ((i!i le c(Hnposont, ou par l^^dre .dans lequel elles sont écrites : on aurait ainsi ce (faon nomme les 1 arrangements deux à deux des lettres données. On compr(»nd de même ce qu'on entend par arranç^i^mcnts trois à trois !^ quatre à quatre^ etc. Rien de plus simple que de comp(jscr ces différents arrangements et d'en déterminer le noml)re. J^<^ seul soin à prendre sera de suivre un ordre qui les fasse trouver tous sans en répéter aucun.
Pour avoir les arrangements 2 à 2 , il suffit de placer, à côté de . chaque lettre, alternativement cliacune des lettrcîs restantes. De cette manicro, on obtient des arrangements tels que
abj ac^ ady acj,,., ba, bcj bdj be^.,..
et en même temps on voit qu'en désignant par m le nombre des lettres a^b^c^.., et par Â, le nombre de leurs arrangements 2 à 2, on aura
On passera aux arrangements 3 à 3 en plaint, après chaque arnngement de deux lettres, alternativement chacune des lettres qui s'entrent pas dans cet arrangement. Il vient aqssi
abc, abd^ abe^,.., acb^ acd^ ace^^,,.
etc. ;
rt| en nonunant A, le nombre de tous ces arràn^ments 3 ' : , (ki '«
On s'élèverait semblablement aux arrange^ ..'!:. î '; 'r ri , pour
la connaître le nombre, ou aurait la for'-tul'
lesl
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Chaque fois qu'on s'élèvera à des arrangcmcnits qui auront une lettre de plus, il est clair qu'il s'introduira dans la formule un facteur de plus , lequel sera inférieur d'une unité au facteur placé avant lui. Dés lors on peut conclure avec certitude que Tcxpression générale du nombre des arrangements nhn devra renfermer n facteurs pris consécutivement dans la suite m^m — 1 , /w — 2 , etc. Le dernier facteur sera donc/» — (n — 1) ou m — » + i, et par conséqilp|t , en appelant A„ le nombre des arrangements de m lettres nhn^ on doit avoir ^
[1] »• An = /n{m — i){ni — 2).,..(w — /i + l).
En faisant n = 2, 3, 4, le dernier facteur m— w + l se réduit successivement à 7;i— 1 , m — 2, m — 3, et Ton retrouve les valeurs de A,, A3, A4.
208. Permutations, Après avoir placé plusieurs lettres les unes à côté des autres , si on change de toutes les manières possibles Tordre de ces lettres, on formera leurs permutations. Les permutations de n lettres ne sont donc autre chose que les arrangements de ces n lettres n à n, et par conséquent on peut calculer leur nombn» par la formule [1] en faisant m=^n. Si on représente par P„ le nombre jdes permutations de n lettres, on aura P„ = 7z(/i — \)[n — 2)...l, ou , en renversant l'ordre des facteurs,
On peut trouver cette formule directement comme il suit. Avec 2 lettres il n'y a que deux permutations. Celles de 3 lettres se formeront en plaçant alternativement, après chaque lettre, les permutations des deux autres, ce qui donnera 2.3 permutations. En continuant ce raisonnement, on voit que le nombre des perutations de 4 lettres est de 2.3.4, et qu'en général, pour n lettres, il serait 1.2.3.4....7Z.
Combinaisons. Lorsque parmi les arrangements n kn
'^onserve que ceux qui diffèrent entre eux par une ou plu-
''^s, ceux qu'on obtient ainsi sont désignés sous le nom
'.* ' ou de produits. Par exemple , les deux arran-
goi. ne forment qu'une seule combinaison ou
quun Sii
Parmi les a. v,i^ r, •' lettres n h iiy il est clair que cha-
que combinaison de n lettres doit se trouver répétée autant de fois qa'il y a de permutations possibles entre les n lettres de celte combinaison. Donc, eu divisant le nombre total des arran;^ements de m lettres n k n par celui des p(;rmutations de n lettres , on obtiendra le nombre des combinaisons de m lettres ii à n. Ainsi, ce dernier nombre étant désigné par C» , il sera donné par la formule
Si on veut avoir en particulier le nombre des combinaisons â à 2 , 3 à 3 , etc. , il faudra faire /^ == ^ , 3 , etc. ; et il viendra .
L'hypothèse /i = 1 donne Ci = w ; et en effet les combinaisons de m lettres une à une ne peuvent être que ces lettres ellesmêmes.
210. Le nombre dos combinaisons qu'on peut faire avec des lettres étant essentiellement entier, ii s'ensuit que la division indiquée dans la formule [3] doit s'eff(îcluer exactement. Donc un jfroduit den nombres entiers consécufif's est toujours illisible par le produit des n premiers nombres entiers.
Cinonic île !N'e\vt ,:« , dans le en*. i\o l>xporant entier posillF.
211. Tout binôme peut élre représenté par j:4-rt, et la question est de. trouver une formule générale au moyen de laquelle
OD paisse obtenir immédiatement une puissance quelconque de ^|p f+a sans passer par toutes les précédentes. La formule qui ïttant ce but est peut-(Mre la plus importante de l'analyse : on ^1 rappelle vulgairement binôme de Aewion^ du nom de son in- ^ Teatenr. Ir oim < \a %0^ t^ ,
I La première idée qui se présente est de faire les puissances suclossives A^x-\-a par voie de multiplication , et d'examinqr s'il est (ossible d'y apercevoir une loi qui permette de former immédiate- _>e&t une puissance quelconque , sans passer par j^s puissances in-
On réduit cette formule à la règle suivante : Jpi^s aifoir formé
, ^ . m m— 1 m— 2 m--3 avec l exposant m les fractions -- , — - — , — — , — - — , etc. ,
prenez Vunité pour premier terme du déçfeloppement ; multipliez cette unité par la V^ fraction et aussi par z ; miiltipliez le résultat par la 2^ fraction et encore par z ; multipliez le nouveau ré" suitatparla Z" fraction et encore parz; et ainsi de suite. £Jnfin, ajoutez tous ces résultats' au premier terme 1, et vous aurez le dé~ veloppement de (l^-z)".
On verra plus tard que la formule [1] ne cesse point d*étre vraie quand l'exposant m est fractionnaire ou négatif. C'est surtout dans ces cas qu'il convient d'employer la règle ci-dessus, parce qu'elle a l'avantage de mettre en évidence la loi des coefficients numériques propres à chaque développement particulier.
Puissances des polynômes.
221. En considérant deux termes d'un trinôme comme n'en formant qu'un , on ramène au binôme les puissances de ce trinôme , et l'on en peut dire autant de tous les polynômes. Je vais montrer ici conunent on parvient par cette voie au terme général de la puissance
c'est-à-dire, au terme qui renferme les lettres ^, Z?, c,... à des exposants quelconques /?, n\ n'\... 0
Posons x=ib*\*C'\*d,,. ; la puissance ci-dessus sera égale à (a^xY^ et, d'après ce qui a été dit n° 216, la partie qui contient a"" dans le développement de (a+a?)"» peut s'écrire ainsi :
r , 1.2.3.4 mX^^J:^-**
Xl.2.3.../t'Xl.2.3...ii"x
n, n\ n!\,.. étant tels nombres entiers positifs qu'on voudra, pourvu que leur somme soit égale à m. De sorte qu'on obtiendrait tous les termes du développement dont il s'agit en dopnant , dans cette formule, à n, n', »",... toutes les valeurs entières et positives pi satisfont à la condition
Remarque, Quand on fait un de ces nombres égal à zéro, V prend une forme illusoire. Par exemple, soit 7i=0, la suite 1.2.3.. .n placée au dénominateur ne peut plus avoir de sens : car en pre nant des facteurs croissants à partir de 1 , on ne peut pas rencontrer le facteur zéro. Pour lever cette difficulté , remontons au terme général [a\ du développement de {a-^-xy^^ et remarquons que l'hy-
pothèsftù/i = 0 le réduit à . . . , . Mais , d'un autre côté , l'bypo-
thèse n = 0 devrait donner, dans* ce développement, le terme qxii ne contient point ^, et ce terme est jc* j donc, pour que ce terme puisse se déduire de la formule [a] , il suffit de considérer la suite 1.2. 3. ..71 comme équivalente à 1 dans le cas particulier de 7z=0. La môme observation doit s'étendre aux autres suites de facteurs contenues dans le dénominateur de V; et alors V donnera, sans aucune exception , tous les termes de la puissance du polynôme Û+6+C4- etc.
Racines quelconques des nombres et des polynômes.
222. Supposons, par exemple, qu'on ait à extraire la racine cinquième d'un nombre.
On formera d'abord le tableau des puissances cinquièmes des neuf premiers nombres, et l'on s'en servira pour obtenir, à une unité près , la racine des nombres moindres que 10', c'est-à-dire qui n'ont pas plus de cinq chiffres.
Quand un nombre a plus de cinq chiffres, sa racine cinquième en aura plus d'un, et on peut la décomposer en deux parties a-hb,a étant les dizaines et b les unités. Alors on examinera comment se compose la puissance 5' de a -f 6 ; mais, comme on ne se servira que des deux termes qui renferment les plus hautes puissances de ^^ , on posera seulement '^
{a+bf=:a'+5a^b^ etc.
Ces raisonnements et ceux qui restent encore à faire sont tellement semblables à ceux qu'on fait pour trouver la racine cubique, que je crois inutile de m'y arrêter davantage.
223. Quand le degré de la racine est un nombre composé de plusieurs facteurs, elle peut s'extraire au moyen de racines successives dont les degrés sont ces divers facteurs. En effet , d'après la 2* règle dun''202,ona
l/a/^p = a^p^ [/a'P = ap^ \/aP = a .
Or, si on voulait extraire de rt""»/» la racine de l'ordre mnp^ cette racine serait évidemment a : c'est-à-dire la môme qu'on trouve en extrayant d'abord la racine m , puis la racine n , puis encore la racine p.
On pourra donc obtenir la racine 4* au moyen de deux racines
carrées, la racine 8* au moyen de trois, la racine 16« au moyen deqnatre, et ainsi de suite : c'est-à-dire que toute racine dont le deg^ré est une puissance de 2 peut s'extraire par des racines carrées successives. Au reste, quand on a besoin d'extraire des racines de degré élevé , il est toujours plus commode de faire ces opérations par logarithmes.
224. Passons aux polynômes. La question à résoudre est celle-ci : On suppose qu'un polynôme donné P est la puissance m (TunpO" lynome inconnu p , et il s'agit de retrouver p.
Considérons les deux polynômes comme ordonnés selon les exposants décroissants d'une même lettre x^ et nommons a, 6, c,... les termes inconnus de la racine p : ils devront être tels qu'en élevant a+fr+c... à la puissance m, on retrouve tous les termes qai composent P. Or, si on imagine qu'on effectue cette puissance par multiplications successives, il est clair que, dans le résultat, le terme où x aura le plus haut exposant sera la puissance m de ^ ; donc on connaîtra le 1«^ terme de la racine cherchée p en eX" trayant la racine m*"'* du l®*" terme du polynôme donné P.
Le l*"^ terme de la racine étant trouvé, il sera facile d'obtenir le 2"; mais je préfère montrer tout d'abord comment , lorsqu'on connaît plusieurs termes successifs de la racine à partir du 1'^'' , on peut déterminer le terme qui vient immédiatement après.
Soit u la somme des termes connus, et v celle des termes inconnus , on doit avoir P = (a-f j')'", ou , en développant ,
P = a» + mu"» - » t' 4- ku'^-^v'^ + Uw^—^if^ -f- etc.
Je n'ai point mis en évidence la composition des coefficients k^V^.. parce que cela serait inutile, ainsi qu'on va le voir. De cette égalité , ontbre
P — u"^ = mu"»-'^' + hv^-^v"^ + ku^^-^v"^ + etc.
D'une part , le 1er membre P — w» est une quantité qu'on peut calcnler, en formant la puissance m de la quantité connue u et en la retranchant du polynôme P. D'autre part, le second membre est une somme de produits au moyen desquels on peut facilement assigner la composition du 1" terme du reste P — W", et par suite découvrir le l*' terme de la partie inconnue f^.
D'abord, si on développe u"»-' , il est clair, d'après les seules règles de la multiplication , que le premier terme du développement,
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c'est-à-dire celui qui renferme x au plus haut exposant , sera a^—^ ; 4onc, si on nomme y le 1"^^ terme de (^, le 1^^ terme du produit mur^—^v sera ma^—'f. Par mi raisonnement semblable, on voit que les premiers termes, dans les développements des autres produits ^ seront respectivement kar'-'\f'^ Â:'a'"~y*5,...Ces termes, abstraction faite des coefficients qui n'ont aucune influence sur le degré de j: , peuvent se déduire du terme ma""— 'feu y supprimant un ou plusieurs facteurs égaux à ^ , et en les remplaçant par autant de facteurs égaux à f. Or, f étant en x d'un degré inférieur à a, ces cbangements ne peuvent donner que des termes de degré inférieur à ma^-\f. Donc, après avoir soustrait du polynôme donné P la puissance m de la partie u trouvée à la racine, le l^'' terme du reste est égal au produit de m fois la puissance m — 1 du 1^^ terme a de la racine par le premier terme de ceux qui restent encore à trouver. Donc enfin, en divisant le 1^*^ terme du reste par m fois la puissance m—i du 1^' terme de la racine , on connaîtra un nouveau terme de cette racine.
Cette conclusion donne le moyen de découvrir successivement tous les termes de la racine une fois que le l^"" est connu. Pour avoir le 2® terme b, on retranche du polynôme donné P la puissance m du 1«^ terme a de la racine , puis on divise le l®*" terme du reste par ma™—' 5 pour avoir le 3* terme c de la racine , on retranche de P la puissance m de a+b, puis on divise le 1®*" terme du nouveau reste par ma™""' ; ainsi de suite.
225. Ce procédé fera toujours connaître si le polynôme donné est ou n'est pas une puissance exacte du degré m. En effet, pour peu qu'on fasse attention aux réductions qui doivent s'opérer en formant les restes successifs, on voit que le l®'^ terme de chaque reste contient la lettre a:, d'après laquelle on a ordonné, à un exposant, moindre que le l^** terme du reste précédent ; donc on finira ou par trouver un reste nul , auquel cas le polynôme donné est la puissance m de la quantité écrite à la racine, ou par trouver un reste dont le 1^' terme ne sera plus divisible par m fois la puissance m — i du \^^ terme de la racine, et alors on sera certain que le polynôme donné n'est pas une puissance exacte de degré m.
On peut aussi remarquer que si le polynôme donné est une puissance de degré m, la racine m^"""" de son dernier terme doit être 1 dernier terme de la racine de ce polynôme. Donc, si le calcul conduit à placer à la racine on terme dedegiré moindre, on sera enoore
aflRiré qae le polynôme n'est pas une puissance exacte de Tordre m, 226. Au lieu d'ordonner de façon que les exposants d'une lettre x uÂeai décroissants, on peut ordonner en sens contraire; et il est clair que les raisonnements qui font trouver la racine (224) subsisteront en entier. Alors , dans le premier terme des restes successifs , l'exposant de jc va en augmentant , et par conséquent il ne sera jamais un obstacle à ce qu'on puisse effectuer les divisions qui doivent donner les termes de la racine. Mais comme la racine du dernier terme du polynôme donné doit toujours être le dernier terme de la rsrdne cherchée, il s'ensuit que le calcul ne peut amener à la racine on terme de degré supérieur que dans le cas où le polynôme donné n'est pas une puissance exacte.
n serait superflu de parler des cas où la lettre x , d'après laquelle on ordonne, se trouve au même exposant dans plusieurs termes. Ce qui a été dit à ce sujet , en traitant de la division ou de la racine cariée, doit se répéter ici littéralement.
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CHAPITRE XL
CALCUL DBS BADICAUX ET DES EXPOSANTS FRACTIONNAI AES.
Calcul dei radicaux arithmétiquet.
227. Dans les c(»nmcncements de l'algèbre, on ne considérait que des grandeurs positives, et alors non-sculcmcnt les quantités ioos les radicaux étaient positives , mais les valeurs des radicaux étaient elles-mêmes regardées comme telles. Plus tard , lorsque les quantités négatives furent introduites dans le calcul , on remarqua qu'un radical de degré pair deviiit être précédé du signe ± ; et plus tard encore , après de nouveaux progrès , quand on y admit les
quantités imaginaires, on reconnut que les radicaux pouvaient aussi avoir des déterminations de cette espèce.
Sous Facception restreinte dont j'ai parlé d'abord, c'est-à-dire lorsque les radicaux ont des valeurs positives et qu'on rejette toutes les autres, ils seront très-bien désignés par la dénomination de radicaux arithmétiques; et , quand on leur donne toute l'extension , que permet l'emploi des signes de l'algèbre, par celle de radicaux algébriques.
Je vais exposer ici les règles de calcul relatives aux premiers : l'ordre à suivre sera le même que pour les radicaux carrés. ^ *
228. On a déjà dit (201) qu'on élève un produit à une puissance en y élevant tous ses facteurs, et que par conséquent on en extrait la racine en extrayant celle de chaque facteur ; donc
{/a'^b = a yH ;
donc, s^il y a sous le radical ufie puissance de même degré que le radical, on peut mettre la racine de cette puissance en facteur hors du radical \ et , réciproquement y un facteur placé devant un radical peut passer sous ce radical, en rélevant à la puissance marquée par V indice,
229. Lorsque plusieurs radicaux de degrés différents sont joints entre eux par les signes 4- et — , conune dans l'expression.
^aVo'b + b V^db" — a^\^2ab , ils ne donnent lieu à aucune réduction, mais il en est autrement lorsqu'ils ont le même indice, et. qu'en les simplifiant il reste la même quantité sous chacun d'eux. Par exemple, soit
si on simplifie les radicaux , il vient
Maintenant tous les radicaux sont semblables , c'est-à-dire qu'ils n^ diffèrent que par les facteurs placés en dehors; dès lors on peut le^ réduire à un seul , et écrire
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230. Soit le produit )/a\/b\/c. En relevant à la puissance m on trouve abc \ donc il est égal à la racine m**^ de abc , donc
M n ni m
Ainsi, on multiplie entre eux plusieurs radicaux de même degré m formant le produit des quantités placées sous les radicaux^ et en affectant ce produit du radical commun.
On élève une fraction à une puissance en y élevant son
numérateur et son dénominateur. Donc, si on divise k^ par 1^, la puissance m du quotient sera j ; donc
va •
donc on dit^ise Vun par Vautre deux radicaux de même indice en divisant tune par Vautre les quantités placées sous les radicaux, et en affectant le quotient du radical commun.
232. Considérons maintenant les puissances des radicaux. D'abord , par la règle de la multiplication (230) , il est clair qu'en pre-
nant n facteurs égaux à i^a , on a
m m m m "i ^ Rt
(k^" = va ]/^ l^.. . = V^aaa . . . = va^ ;
donc on élevé un radical à une puissance en élevant à cette puis" sance la quantité placée sous le radical.
On élève encore un radical à une puissance en divisant , quand cela est possible , Vindice du radical par V exposant de la puis^ «a/ice. Ainsi,
mn m.
mn
En effet , VZ est une quantité mn fois facteur dans a : on peut donc partager a en m groupes, chacun composé de n facteurs
mn «M»
égaux à Va. Or chaque groupe équivaut à (ka)" ; donc cette
dernière quantité est m fois facteur dans a ; donc enfin
mn m
Si l'exposant de la puissance , saùs être un diviseur de l'indice, a seulement avec lui un facteur commun, on pourra faire concourir les deux règles à la formation de la puissance. Par
mn I
exemple, soit (l/]â)«p. On remarquera qu'on peut faire la puissance np d'une quantité en élevant d'abord cette quantité à la puissance ti, et le résultat à la puissance j9. Or, d'après la seconde
ma m mm
règle, (y^y = |/S; et, d'après la première, \/^p = \/^'^ donc
mn m
(|/^ "/» = y OP.
233. Pour extraire une racine d'un radical , il n'y a qu'à ren-
verser les règles ci-dcsSus. D'abord on a
Ksra . D
car en élevant l^ à la puissance n , on retrouve l^a\ Donc on extrait la racine d'un radical en extrayant celle de la quantité qui est sous le radical.
Lors même que la quantité sous le radical n'est pas une puissance de même ordre que la racine à extraire , on peut encore appliquer cette règle, mais alors l%racine à extraire ne sera qu'indiquée. Par
exemple , on écrira
mn m
En second lieu , puisqu'on a (J/^)«= Va , on doit avoir aussi
\Vâ-.
mn
donc on peut extraire une racine d'un radical en multipliant C indice du radical par le degré de la racine à extraire.
Cette manière de prendre la racine d'un radical est la plus usitée. D'ailleurs , chacune des deux règles montre également que l'ordre dans leqpielon extrait deux racines successives est tout à fait indiflfê-
rent ; et il est dair que cette conclasion s'étend à un nombre quelconcpie de racines successives.
234. La multiplication et la division des radicaux de même indice, réduit ces radicaux à un seul. Il en sera donc de même pour des radicaux quelconques si on les ramène préalablement au même indice, et c'est ce qui est facile. Remarquons, d'un côté, qu'on élève un radical à une puissance en élevant h cette puissance la quantité placée sous le radical (232) ; et , d'un autre côté, qu'on extrait une racine d'un radical en multipliant Tindice du radical par celui de la racine qu on veut extraire (233). De là il suit que la pon UurcPun radical ne change point 91 on multiplie son indice par un nombre^ et qu'en même temps on éleife à la puissance marquée farce nombre la quantité placée sous le radical.
Cette remarque montre que plusieurs radicaux peuvent se ramener à un indice commun par les mêmes règles qui servent à réduire des fractions au même dénominateur. Ici les indices des radicaux remplacent les dénominatc^^'s des fractions.
Par exemple, soit le produit
p = J/^Z;' X Va^b' X Va'o.
Comme chaque indice est premier avec les deux autres , le plus petit nombre divisible par chacun d'eux est le produit 3x4x5 = 60 , et ce sera l'indice auquel je ramènerai les radicaux.
En divisant 60 par les trois indices, on obtient les quotients 20, 15, i2 : c'est par ces nombres qu'on doit [multiplier respectivement les indices des trois radicaux , en même temps qu'on élèvera les quantités placées sous les radicaux aux puissances marquées par ces nombres. De cette manière il vient
p = |/^^'xK?V'X^^PV^;
puis, en effectuant la multiplication et simpliGant,
Soit encore le produit ^
Q = y^IiH^' X yUSu'b X K64^^
Ici le plus petit nombre divisible par chaque indice est 24. ObserYOl»
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en oatre qae les Ikcteurs numériques sons les radicanx sont puissances de 2, savoir : 32=2", 128= 2^, 64s9^. En rédi les trois radicaux à l'indice 24 , on aura
ICaIcdI des ttip^iiatfs fraeHonnaim.
irti ip. k^;!
235. Puisque les exposants fractionnaires ne font que des radeaux (205) , c'est du calcul des radicaux qu'on doit tirer lei règles du calcul de ces exposants. H est inutile d'avertir quliHael sera encore question ici que de radicaux arithmétiques. £
En parcourant les différents cas que peuv^t présenter la mulâr'^7 plication et l'élévaïion aux puissances , il vient
p q m n ail pn-^qm
a"» X <ï" = [^opI^ = [/aP^Tr^ = a "»* .
p m m , pq
/ pv y — ::r~ ""* ^
ya"" p = V Q^apy=: ]/api = a'»».
Tous ces résultats sont remarquables en ce qu'i/5 sont prçflsément les mêmes que si Von eut appliqué immédiatement aux exposants fractionnaires les règles établies pour les exposants entiers.
Cette analogie entre les deux sortes d'exposants a lieu encore dans ^ la division et dans rextraclioD des racines. En effet , dans ces opé- ^ rations les règles des exposants se déduisent de celles de la multiplication et de rélévation aux puissances; donc elles doivent, comme dans la multiplication et rélévation aux puissances, rester les mêmes pour les exposants fractionnaires que pour lc3 exposants entiers.
Par-là il devient évident que la division peut donner naissance à des exposants fractionnaires négatifs \ par conséquent la conven-
tk>n da n'' 58 s'étendra aussi à ces derniers, c'est-à-dire qoe/?,
étant entier ou fractionnaire , l'expression a-p est toujours équiva-
lente à —. De là il suit que, pour les exposants négatifs fractionnaires, les règles seront absolument les mêmes que pour les exposants négatifs entiers ; et comme, pour ceux-ci , on a vu qu'elles étaient les mêmes que pour les exposants positifs, on conclut que. tous les exposants, entiers ou i'ractionnaircs, positifs ou négatifs, entrent d'après les mêmes règles dans les diverses opérations de l'algèbre.
A la yérité, on n'a considéré (60, 61) les exposants entiers négatifs que dans la multiplication et la division , et non pas dans les élévations aux puissances ; mais la conclusion ci-dessus n'en est pas moins vraie. En effet , m et /t étant des nombres quelconques , entiers ou fractionnaires, il est facile de voir qu'on a
Va»»/ ut'"»
Cesrésultats montrent qu'on doit toujours, comme pour les exposants positifs, multiplier l'exposant de a par celui de la puissance. 236. En gé" éral, toute notation bien choisie doit être la représentation exacte de l'opération dont elle tire son origine ; et cette condition est si fidèlement remplie par les différentes sortes d'exposants, qu'il est toujours facile de transformer une expression, dans laquelle elles se trouvent , en une autre qui ne renferme que des exposants positifs et des radicaux. Pour qu'il ne puisse rester aucun doute à cet égard , j'effectuerai cette transformation sur la formule
X'</7sr
Ne considérons ponr un moment que la quantité placée entre
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parenthèses, et posons
A Ganse du sens attaché au signe |/ , on doit avoir
à cause des exposants négatifs , cette égalité se change en celle-ci
— = — , d OU c" = ^y ;
S" al
et cette dernière, à cause des exposants fractionnaires, équiv à celle-ci
Or, en élevant les deux membres à la puissance n, il vient puis , en extrayant la racine m de chacun ,
mq
Z = l^aP"" :
donc enCn la formule proposée deviendra
ijr mq mq
237. On pourrait demander si les règles du calcul des exposa s'appliquent aussi aux exposants incommensurables ou imaginai]
Relativement aux exposants incommensurables , je ferai rem quer qu'ils n'ont absolument aucun sens par eux-mêmes , et q pour leur en donner un , il faut concevoir par la pensée qu'on remplace par des exposants commensurables qui en approct de plus en plus. De là il suit qu une formule dans laqueU entre des exposants incommensurables doit'élrc considérée con
lëçopis d'algAbre. Sll
représcnlant la limite vers laquelle tendent les yalcurs qu'on en déduit, en y remplaçant ces exposants par des nombres commensurables qui peuvent différer de ces exposants aussi peu qu'on voudra; et de cette manière, on comprend que l'expression pro* posée représentera exactement la même limite, après qu'on y aura exécuté, sur les exposants incommensurables qu'elle contient, les mêmes opérations que s'ils étaient commensurables.
Par exemple, m et n étant incommensurables, on doit toujours avoir
En effet, si on met au lieu de /n et n des nombres commensurables m et n\ m" et n'\,., qui approchent indéfiniment de m et de n, on
aura
Les premiers membres de ces égalités tendent donc vers la même limite que les seconds. Or, a'"Xa" représente la limite des uns, et a»'+« 'celle des autres; donca'«Xa"=^"*+".
Relativement aux exposants imaginaires, nous observerons d*ane manière générale qu'en iatroduisant des quantités imaginaires dand lescalculs, une convention tacite subsiste toujours : c'est de regarder comme équivalentes les expressions dans lesquelles on remplace cer'taJDes lettres, a^ b^ etc., par des quantités imaginaires, toutes les fois qu'il est démontré que ces expressions sont égales en y mettant pour ces lettres des valeurs réelles.
S'il s'agit, par exemple, de «'"X^", cette expression n'ayant abso- Imnent aucun sens lorsque m et n sont imaginaires, il est clair que, sans une convention expresse ou tacite, on ne pourrait point la regarder comme équivalente à a"»+'îi.
DE
Sur los valeurs multiples des radicaux algébriques.
1.238. Les radicaux n'ont encore été considérés que cooMne représentant des valeurs essentiellement réelles et positives ; maintenant je vais leur rendre toute leur généralité, c'est-à-dire que je les re- *'^4W'^crai comme désignant indistinctement toutes les valeurs qui coproduisent la quantité placée s^us le radical, quand^on les élève à h puissance marquée par l'indice de ce radical. Par-là nous sommes
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ramenés à la distinction déjà établie ailleurs (158) entre les déter^
minations arithmétiques et les déterminations algébriques. Chaque radical n'en admet qu'une seule de la première espèce; et encore, pour cela , faut-il que la quantité soumise au radical soit réelle et positive. Quelques développements sur ce point ne seront pas inutiles.
239. Prenons un radical quelconque Ka, et supposons A successivement positif, négatif, imaginaire.
Lorsqiie A est positif, on sait trouveq|M:actement ou avec ap« proximation, par les méthodes connues^une quantité positive a dont la m'""^ puissance reproduit A. Or, toute autre quantité posi^ tive, élevée à cette puissance , donnerait évidemment un résultat >A ou <A; donc la valeur a est une détermination arithmétique du radical, et c'est la seule de cette espèce qu'il puisse avoir.
Lorsque A est négatif, on remarquera qu'il n'existe pas de grandeur positive dont les puissances soient négatives ; donc alors le radical ne peut avoir que des déterminations algébriques.
Enfin, lorsque A est imaginaire, comme il est évident que les puissances d'une grandeur réelle, positive ou négative, sont elles-mêmes des grandeurs réelles, il s'ensuit que toutes les déterminations du radical sont algébriques, et même imaginaires.
240. On peut encore considérer séparément le cas où l'indice m est pair et celui où il est impair.
Dans le premier cas, toutes les valeurs du radical sont deux à deux égales et de signes contraires. En effet, si a est Tune d'elles, de telle sorte que Ion ait a'"=A, il est clair qu'on aura aussi, attendu que m est un nombre pair, {—a)"^ = a"» = A , c'est-à-dire que — a est aussi une valeur du radical. On peut donc alors représenter toutes les valeurs du radical par une suite de quantités aCTectées du signe + , telles que ±a, ±b^ ± c, . . . En même temps que m est pair, si A est positif, le radical a une valeur réelle et positive; et en supposant que ce soit ^, on voit que — a est aussi une valeur réelle, mais négative, du radical. Quant aux autres valeurs +6, ±c,... elles ne peuvent être qu'imaginaires.
Dans le cas où l'indice m est impair, en changeant le signe de la quantité A placée sous le radical, les m valeurs de ce radical ne feront
que changer de signe. En effet, si ^z est une valeur de Ka, il est clair que, m étant impair, on doit avoir (— /z)«=:--a^=— A. Ainsi, en
sûj^posant que les valeurs de k A soient a^ ft, c, rf,..., ceDes de
y — A seront — a^ — 6, — c^ — rf,.... Si A est une quantité réelle, Fune des m valeurs du radical est réelle et de même signe que A : c'est-à-dire qu'elle est positive loirsque A est positif, et négative lorsque A est négatif. Les autres valeurs sont essentiellement imaginaires.
241. Jusqu'ici j'ai parlé des valeurs multiples des radicaux, sans en préciser le nombre. Il est temps à présent de porter l'attention sur la proposition suivante : H^
Un radical quelcouQue a autant de (valeurs différentes , ni plus ni moins, quHly a d* unités dans V indice de ce radical^ ou en d'autres termes^ toute quantité a autant de racines et un certain degré quHl y a d! unités dans Vindice de ce degré.
Cette proposition est déjà connue pour les radicaux carrés; con-
âdérons aussi le radical cubique Ka. Toute quantité qui a A pour
cube, est par cela même une valeur de V^\ donc les valeurs de ce radical sont précisément les mêmes que les valeurs de x qui satisfont à l'équation ^
J7'=A ou x^ — A=0.
Pour mieux flxer les idées, supposons A positif. Alors il existe une (piantité positive dont le cube est A, et que l'on sait calculer exactement ou avec approximation. Désignons cette quantité par ^, et remplaçons A par a' : l'équation x'— A = 0 deviendra
Le binôme x^ — c^ est divisible par x-^a (53) , et l'on a
x^ — a'= (jc — a) (x'+aj:4'âi*).
Or, pour qu'un produit soit nul, il faut et il suffit qu'un de ses facteoms le soit; donc on aura toutes les solutions de l'équation jtr^'— a'=0 en posant successivement
X — a = 0 et a?'4'ûtj:+a"=0, et en tirant de là les valeurs de x. On obtient ainsi
xz=a, j;=:a^ r Ji
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et par conséquent telles sont les trois racines cubiques de a* ou. A. On iretrouve la valeur a, et Ton devait s'y attendre : car elle était, par hypothèse, une racine cubique de A. Mais on voit qu'outre celle-là il en existe deux autres , que l'analyse précédente fait -connaître. Et remarquez bien que cette analyse subsiste quelle que
puisse être la quantité A, pourvu que a désigne une valeur de ^''A^ floit réelle , soit imaginaire.
La proposition peut facilement s'étendre à tous les radicaux dont lindice jg^ une puissance de 2 ou 3, ou un nombre composé des fac-
teur^'^S^g^. Par exemple, supposons qu'on ait le radical ^'X^ dont l'indice 12 = 2X2X3.
La quantité A aura deux racines carrées ; chacune d'elles aura aussi deux racines carrées, ce qui fera quatre quantités différentes ; enGn chacune de ces quantités aura trois racines cubiques , ce qui fera en tout douze quantités différentes ; et je dis que chacune d'elles
la
est une valeur de |/A. Soit a une des deux racines carrées de A, a! une des deux racines carrées de a^ et d' une des trois racines cubiques de al. Il est clair que d^ sera une des douze quantités dont il s'agit. Or, il est clair aussi qu'on aura
^m ^_ ji -fie ^f* ^ _//«» _a A .
U =^, a :=:Cl =Clj CL = â( = A ;
la
donc d' est une valeur de Ka.
Quel que soit le radical Ka , que l'on considère, la détermination de ses différentes valeurs revient toujours à la résolution d'une équation. En effet, ce radical désigne indifféremment toutes les quantités réelles ou imaginaires qui, élevées à la puissance m , reproduisent A ; par conséquent elles ne sont autres que les valeurs de x qui satisfont à l'équation j:"» = A.
Par-là on voit que la proposition générale qui fait l'objet de ce n** revient à prouver que dans cette équation l'inconnue j: a w valeurs différentes. Je ne saurais entreprendre ici cette démonstration; mais j*y reviendrai ailleurs, et j'admettrai dès à présent comme établi que tout radical a autant de valeurs différentes, soit réelles , soit ima- • ginaires , qu'il y a d'unités dans l'indice du radical.
En désignant par a une valeur de Ka , on a trouvé plus
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haut pour les trois valcars de ce radical,
a, ay ^ ;, a^ . ).
Soit A=:l : on pourra prendre â = l, et par conséquent les
trois valeurs de Kî seront
Si on les compare avec celles de ^^ , on aura cette conséquence remarquable : que les trois racines cubiques d'une quantité s'obtiennent en multipliant l'une quelconque d'entre elles par les trois racines cubiques de l^ unité.
Je vais prouver que cette propriété s'étend aux radicaux de tous les ordre. Représentons par ^ine valeur du radical quelconque
yi^ et par {^ a, p, y,.... les m valeurs de KT; si on forme les produits
/zXl, aXoLj axpî ^Xy,.--
et si on les élève à la puissance m , il vient.
Or, ces quantités sont toutes égales à A , car on a évidemment
û'"= A, a"*=l, j6,„=:l,... ; donc les produits a, aa, ^p, ay,... sont
les /» valeurs de I^A. Ainsi on peut dire en général que dans chaque ordre , les racines d'une quantité quelconque se forment en multipliant l'une déciles par les racines de V unité,
243. Ce qu'on dit ici des racines d'une quantité quelconque peut s'appliquer à celles de l'unité, et alors on a cette propriété curieuse '. que les diverses racines de l'unité ne font que se reprgdnire dans un ordre différent, quand on multiplie successivement chacune d'elles par toutes ces racines. J'engage le lecteur à en faire la vériûcation sur les racines cubiques dont les valeurs sont cidessus. Il reconnaîtra en môme temps que les deux racines imaginaires sont le carré l'une de l'autre j et cette remarque recevra dans la suite une grande extension.
Afin do prévenir toute équivoque , quelques auteurs ont
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pensé qa'une notation caractéristique était nécessaire pour distinguer le cas où Ton prend un radical avec toutes ses déterminations de celui où Ton n'en considère qu'une seule. Une convention assez simple serait de remplacer, dans le premier cas , la barre
horizontale du radical par un double trait. Par exemple, r A. désignerait tout à la fois les deux valeurs de la racine carrée , tan^ dis que 1^ désignerait Tune d'elles seulement. Ainsi on pourrait écrire * _
»/X=±|/Aj
et si , en particulier, on suppose A= 4 , on aura J/4= ±2, Avec cette notation , le théorème général du n*» 242 s'écrirait aiosî
m mm
Ka=|/^1/T.
245. Les exposants fractionnaires donnent lieu à des remarque^ analogues. L'expression M peut être employée pour désigner à la
fois toutes les valeurs du radical I^À" , ou seulement Tune d'elles. Si Ton jugeait utile de distinguer ces deux points de vue par quelque différence dans la notation , on pourrait encore convenir de placer, dans le premier cas , le double trait au-dessus de la quantité A. De cette manière on aurait
j/a«=a'", yTp=À^
Par exemple, si w=2, on écrirait KÂ"=:=A'=±Ka» = ±A". 246. Lorsqu'on a plusieurs radicaux de même indice placés sur des quantités positives , il pourrait arriver qu'on eût besoin de considérer plus spécialement, dans ces radicaux, les déterminations qui résultent de la multiplication de leurs valeurs arithmé-» tiques par la même racine de l'unité , sans d'ailleurs particulariseï? cette racine. Pour désigner ces déterminations, je me suis quelr qoefois servi , dans mes cours , de la dénomination de valeurs ou racines similaires. Ainsi , a et b étant les valeurs arithmétiques
deB radicaux l^A. et Î^B, et c-^ étant une des racines m*"»" de 1, les produits ax et bx seraient deux racines similaires. Quand, sous les radicau^jç , il y a des quantités négatives— A ,
— B , les radicaus^ n'oat j dus de valeur arithmétique. Si Vindice rn
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est impair, ils ont cbacnn une valeur réelle , mais négative ; alors on inrendrait pour a et b les valeurs négatives de ces radicaux , et on Donunerait valeurs similaires les produits tels que ax et bot , formés avec la même racine de l'unité.
Quand les radicaux ont un indice pair, et qu'ils sont placés sur des quantités négatives — A et — B , toutes leurs déterminations sont imaginaires. Alors on peut cdkevoir que a et b soient des valeurs de ces radicaux telles qu'elles deviennent égales lorsque les quantités — A et — B sont égales; et c'est au produit de a et de b par une même racine de l'unité qu'on donnerait le nom de racines similaires,
247. Pour ne point contrarier l'usage , je 'ne me servirai point de cette dénomination , non plus que d'aucune notation nouvelle : mais au moins le lecteur doit-il être bien averti maintenant de Téquivoque qui peut accompagner les radicaux et les exposants fractionnaires; et par conséquent, lorsqu'il les emploie, il doit faire soigneusement attention à l'acception qu'il leur donne.
Calcul des radicaux algébriques.
248. Lorsqu'on prend les radicaux dans leur signification la plus étendue, les expressions qui en contiennent peuvent aussi avoir plusieurs valeurs, et par conséquent les transformations qu'on fait subir à ces expressions , pour ne pas être défectueuses , doivent leur conserver toutes ces valeurs. Il convient donc de reprendre ici les différentes opérations qu'on peut exécuter sur les radicaux , et de faire en sorte que les résultats atteignent toute la généralité qu'ils doivent avoir.
La simplification des radicaux est fondée sur l'égalité
J/û^ = al/b ;
et cette égalité n'est sujette à aucune restriction. En effet , le se-* cond membre a m valeurs, et en élevant chacune d'elles à la puissance m , on retrouve toujours a'^b -, donc ce membre repré-
sente exactement toutes les m valeurs de l/a'^ô.
250. Dans la multiplication des radicaux de même indice ^ on doit encore avoir, conune dans le n"" 230 ,
tn tu n
D'abord, si on fait la puissance m du produit Vli\/b^ il vient ai, donc toutes les valeurs de ce produit sont parmi les m yaleors
m m ai
de val). Ensuite, il est clair que chacun des facteurs V^ et Vh ayant m valeurs différentes, on ne peut pas trouver moins dew produits différents en multipliant les m valeurs de Fan par celles de l'autre. Donc on doit avoiftxactement les mêmes valeurs pour
le produit ]/cX^b que pour \^ab.
Cette conclusion donne lieu à une remarque assez importante. En multipliant les m valeurs du premier radical par une des valeurs du second , on aurait déjà m résultats différents ; donc en les multipliant par toute autre valeur du second radical , on doit reproduire les mêmes résultats, mais dans un autre ordre.
251. Ce qui vient d'être dit s'applique littéralement à la division des radicaux de même indice : de sorte qu'on devra encore avoir, avec toute la généralité possible ,
252. Passons aux puissances. Trois cas sont à distinguer, et je vais les parcourir successivement.
1° Quand les nombres m et n sont premiers entre eux , on a
m wi
{y~ay=Va-.
En élevant le 1*' membre à la puissance m , il vient
et de là on conclut d'abord que toutes les valeurs de l'expressiott
(Kâ)" se trouvent parmi celles de Ka". Il reste donc à faire voif que ces valeurs sont au nombre de m,
Soient a\ a'\ a'",.-- les m valeurs de Va, celles de (V^y seront a'", a"», a'"",... : je vais montrer que toutes ces valettï^ sont différentes. Admettons qu'il y en ait d'égales, et soit
[1] a'»=aa""*
Puisque a! et a" sont deux racines //^*'"'* de ^ , on a aussi
Supposons m > zi, et que la division du nombre m par n donne m = 71^ + r, Tégalité [-2] jjevient
Si on fait la puissance q des deux-membres de l'égalité [1], on a
et, si on diyise rûnë'pSr Taulrc les égalités [3] et [4] , il reste
Maintenant supposons qu'en divisant n par r on ait n ^=srq'-\-r^. Dans l'égalité [1] remplarons n par cette valeur, élevons la dernière égalité à la puissance q\ puis alors divisons-les Tune par l'autre : il restera
En continuant ainsi, on voit qu'on tombe toujours sur des égalités de la forme
dans lesquelles l'exposant s est un des restes qu'on obtient en effectuant sur m et 7i les opérations du plus grand commun diviseur. Or, ces deux nombres étant premiers entre eux , on doit arriver au reste 1 ; donc on aurait a' = a" ; donc a' et a" ne seraient point deux valeurs différentes, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc 1®, etc.
2° Quand l'indice du radical est un multiple mn de l'exposant n de la puissance , on doit avoir
mn m
(yrr = vâ.
mn
En effet , pour toute quantité x , qui serait une valeur de va , on doit avoir x'"" = « , ou bien, ce qui est la même chose, (x")"» = a ; donc les valeurs de j:" ne sont autres que celles de
m • mn m
Va^ c'est-à-dire que (y a Y = \/a.
3' Quand l'indice du radical et l'exposant de la puissance ont
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un facteur commun, si ces nombres sont désignés par mp et itp, p étant leur plus grand diviseur, on devra avoir
{\/ayp = Va" ; car, en s'appuyant sur les deux premiers cas, il vient
mp mp m '^m *
Remarque. Si on appliquait aux deux derniers cas la règle du premier, on trouverait un radical qui comporterait-plus de valeurs qu'on n'en doit avoir. Cependant on se sert presque toujours de . cette r^le sans faire aucune distinction ; mais alors il est sousentendu que les résultats peuvent quelquefois embrasser une trop grande généralité.
253. La règle relative aux racines des radicaux sera générale : elle est comprise dans l'égalité
m mn.
En effet, si on pose j?= v K^, on aura ar»= k'tf, puis
mn
j::^» = a 5 donc X a les mêmes valeurs que \^.
254. Il n'y a point lieu à parler de réduction au même indicé pour les radicaux algébriques : car cette transformation est évidemment défectueuse, en ce qu'elle augmente le nombre des valeurs de ces radicaux. Elle ne pourra donc pas servir ici, comme dans le n*' 234, à expliquer la multiplication et la division des radicaux d'indices différents. Cependant on va prouver que les résultats trouvés par cette voie sont encore vrais dans le cas def radicaux algébriques , pourvu que l'indice commun soit toujours le plus petit possible. Je ne considérerai que la multiplication ; l'explication serait absolument la même pour la division.
l*' Lorsque les indices m et n sont premiers entre eux , j( dis qu'on a
m n mn
D'abord , si on élève le produit VliVb à la puissance mn , il vieu
^aVV)^ = (kâV (kî>« = ùTlr,
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mn
ce qui montre que parmi les déterminations du radical Vâ?^ se troavent toutes celles du produit. Il faut prouver en outre qu'elles ne sont pas en moindre nombre.
Représentons par a\ a'*^a"\ les m valeurs de VlT^^i
par b\ V\ b"\..,.^..,. les n valeurs de VIj! En multipliant les quantités a\ a!\ a'",.- par h\V\ b"\... on aura toutes les dé-
terminations du produit V^V^b^ lesquelles seront
a'b% a%\ aî%\...
dy\ a"b'\ a!"b'%...
Yoilà bien mn produits, mais il faut prouver qu'ils sont inégaux.
n n'y a lieu à démonstration que dans le cas où l'on compare entre eux des produits formés de facteurs différents ; par exemple, wV et a"b". Admettons pour un moment que ces produits soient égaux : en les élevant à la puissance «, on aurait a'"*'» = a""6"« ; et cette égalité , en observant que &"» = 6''" = 6, devient
Mais , puisque a! et d' sont deux racines m<^'"«' de a^ on a aussi
Les quantités a! et a" sont donc tout à fait dans le même cas que cdles du n*' 252 (l"*) ; par conséquent on arriverait de la même manière à conclure a! = a'\ ce qui est contre l'hypothèse.
2^ Lorsque les indices ont des facteurs communs , en nommant/? leur plus grand commun diviseur, on aura
mp np mnp
Eu effet, par les n^* 253 et 250, il vient
Mais, par ce qui vient d'être dit ci-dessus (1*>), on a vaVb^sÈ
am p / nui mnp
VôFly^', et, par le n^ 253 déjà cité, on |i y |/a"fr«= Va'^b^i
mp np mnp
UÇOm o'ALcfcBEB. *
CftlAul d« fzpMMiMM iatgiiMint da ■* difWL ^ *
255. On a souvent à comliiiner eatr^ elles des expressioiis inuigir naires de la forme a-^bV^^^ danslesqaellesa et & sont des^quan- ' tités réelles ; et on démontre qne les résultats sont eox-méinBS toujours réductibles à la forme a+&K^. Cette proposition ya se Yè< rifier dans les différents cas que je yais parcouriflh.
256. Si 6n soumet les' eiqpressionsiinaginaires aux quatre opérations fondamentales, on a
(a+6^C:î)-.(a'+yK=4) = ù— ^)4-(ft-*')k'=ïî
ad-^-bV db^aV
257. Les puissances de V—i se présentent fréquemment. Or, il, est évident qu'on a
(K=i)'=-ix=ï, (j/=ï/=+i;
de là on conclut qu'en s'élevant aux puissances supérieures on retrouvera toujours ces quatre résultats. Si on veut renfermer cette conclusion dans des formules, on désignera par i un nombre entier positif quelconque , et on aura
(|X=î/'- + ■ = çy^f X |/=î = + K=ï, (l/=î/+' = (V-if X (K=ï)' = -1,
{yz=if+' = (y— if X (y^f = - y—i.
Ces formules doivent étfe employées respectivement, selon qu'ea
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divisant l'exposant par 4 , on aura pour reste 0, 1, 2 ou 3, ce qui comprend tous les cas. W
258. Maintenant, considérons Texpression \a-\^b]/ — l)", n étant nn nombre entier positif. Par la formule du binôme , on a
a Lia
Ti:^'^ 1.2.3.a^ i.i:SA,a' + «*^J î
et, en réunissant les termes affectés de ^^i,
Lia 1.2.3 a^ J ^
Puisque les quantités a et ^ sont supposées réelles , ce résultat est évidemment delà forme A+ BK^, A et B étant aussi des quantités réelle^
Pour développer (a— ôK — i)'», il suffira de changer h en — h dans le résultat précédent. Par-là il n'y aura d'autre changement que celui de B en — B : car/? entre à des puissances paires dans tous les termes de A , et à des puissances impaires dans tous ceux de B.
Ainsi ,'en posant, pour abréger,
"'' Via r2.3 a^ + ^^'^J'
en
on aura
[1] {a+by~iy = A + BK^>
[2] (rt-tJ/i:î> = a-bK~ï.
Pour passer aux puissances négatives, on observe que
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De là on tire ^
et
donc on aura
1 (a_iK=î)"
conséqxient, à cause des formules [1] et [
a+bK=ï
[3] U^bl/-^i)^ =
[4] (tf-iJ/I^r" =
Dans la'suite, il sera démontré que la formule du binôme convient à des exposants de nature quelconque. Par conséquent les transformations [1], [2], [3], [4], sont vraies queluque soit n. Mais il arrivera, quand cet exposant sera négatif ou fractionnaire , que les valeurs de A et B seront composées d'une infinité de termes (*).
Quand on veut réduire l'expression radicale
ya±bP^
. à la forme A±6K — 1, on la remplace par la puissance fraction-
naire (ûJ±i^^'^)% qu'on développe comme il vient d'être dit. L'algèbre ne fournit point d'autre méthode générale pour cette transformation ; mais lorsque n est une puissance de 2 , on peut encore l'effectuer sans le secours des séries.
Considérons d'abord les deux radicaux v a-\- b V—i et
O Si on multiplie entre elles les égalités [i] et [2] , on trouve cette relation, (a»-|-i»)n=A'+B*, qui est fort simple et qui peut être quelquefois . utile. Par exemple, elle montre comment une puissance quelconque, entière et positive , d'un nombre qui est une somme de deux carrés , peut se décomposer elle-même ea une somme de deux carrés.
V a—iy^—i» En posant
[5] |/a + ^^(/— 1 + y^a-bV^i = jc,
[6] y'a-^bV^i — l^a-^bl/^i = y,
et en élevant ces quantités au carré , il vient
2ez— 21/^'+^' = y.
Quel que soit le signe de a la valeur de x' est positive , mais celle de y est négative. De ces égalités on tire
Or, les égalités [5] et [6] donnent
donc enfin, en mettant pour xeiy les valeurs [7] , on aura
[9] J/a^I^ïj/^='-k^
Maintenant, si on considère les expressions radicales
\/a±bV^, ]/a±bV^, \^a±by^,eic,
on observera que Tcxtraction d'une racine jgnt l'indice est une puissance de 2, peut être remplacée par des cflkctions successive^ de racine carrée ; et par conséquent , l'emplo^repété des formules [8] et [9] réduira toujours les expressions ci-dessus à des expressions de la forme A ± B K — 1.
Remarque, Dans chacune de ces formules le premier membre, à raison des radicaux qu'il contient, ixîut avoir quatre valeurs différentes, et c'est aussi ce qui a lieu pour le second membre. Dans l'une, et l'autre les quatre valeurs du premier membre sont les mêmes, et c'est encore ce qui a lieu évidemment pour les seconds membres : de sorte que les deux formules n'en font vraiment qu'une seule. Elles ne présentent de différence que lorsqu'on les emploie simultanément dans un même calcul, parce qu'alors on y doit re- > i5
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garder les termes dans lesquels entre V^ — 1 comme affectés de signes contraires. Mais alors il faut remarquer eu outre que, par la manière même dont on est parvenu à ces formules, l^^z*+6* y représente le produit V a^b K^ ya-^bl/"^; par conséquent, les déterminations de ces deux radicaux doivent toujours être supposées associées de manière que leur produit ait le signe qu'on donnera à l^d"+ù" dans les seconds membres. Sans cette attention les formules conduiraient à des résultats fautifs.
, Explicalion de quelque* paradoxef .
260. On propose quelquefois sur les radicaux des difficultés qui embarrassent les commençants, mais qui disparaissent aussitôt qu'on fait attention à la signiûcation plus ou moins étendue qu'on attache à chaque radical.
Soit rexfHresiMon
Par les règles du n"" 229, on réduira les radicaux à un seul. En effet, on a
doncTcxpreiflion proposée équivaut à
ou, en mettant y a en facteur commun , à
[2] {2b'^3a)ya.
y)r, si on considMBchaque radical carré comme portant avec lui le signe ±, TexpireRion [1] peut avoir quatre valeurs distinctes, à cause des quatre combinaisons qu'on peut faire entre les signes, tandis que Texprcssion [2] n'a évidemment que deux valeurs. Il n'est donc point vrai , en toute rigueur, de dire que les deux expressions soient équivalentes.
Mais si on fait attention à la manière dont la réduction s'est opérée, on reconnaît qu'en mettant le radical ^a en facteur commun, on a supposé tacitement qu'il devait être pris avec le même signe dans chacun des termes où il entrait ; et par suite, au lieu de quatre arrangements de signes, il n'y en a plus que deux, -+- -h et — .— . On voi t donc qu'on pourra en effet employer les exprès-
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sions [1] et [2] comme équivalentes, (lourva qa'on regarde les deux radicaux qui enlreul dans la première comme devant être pris avec le même signe, c'esl-à-dire, (ousdeux avcc+, ou tous deux avec — . 262. Dans rexcmple précédent on attachait à [expression proposée une idée plus générale que ne comportait la transformation qu'on lui a fait subir. Voici uu excmj)le du contraire.
Soit le produit l^^^^xl^— a ; la règle de la multiplication (250) donnerait •
Or, dit-on , il est bien vrai que ^a a deux valeurs t a , mais le produit K — axl^ — a étant le carré de K — a, il doit être égal à — a; donc le résultat l^a* renferme la valeur fausse, + a, '
L'explication de ce paradoxe est Utile. Le résultat est exactement ce qu'il doit être, et Terreur est ici tout entière dans une fausse supposition, laquelle consiste à regarder le produit de l^ — ax y — a comme le carré de K — a , tandis qu'il a une signiGcation plus étendue , ainsi qu'on va le reconnaître.
Considérons en général le produit Kax^^B, dans lequel A et B sont des quantités quelconques. Il doit avoir autant de valeurs qu'on en peut trouver en multipliant chacune des deux valeurs de k^ par chacune de celles de V^B Pour plus de netteté, désignons ces valeurs par ± A' et ± K. L'expression k^X k B représentera indifférenmient chacun deâ quatre produits
lesquels se réduisent à deux ^seulement, +A'B'. Or, le carré de ces deux produits est A''B'' ou AB^onc ils sont les deux racines carrées de AB ; donc on a rigoureusement , et sans aucune restriction dans le signe y , l'égalité
KAxKÏÏ=kAB.
Cela posé, si, au lieu de KÂxl/ÏÏ, on considère le produit y ^X'K^^, la règle n'en doit pas moins donner les deux valeurs qui résultent de la combinaison des deux valeurs du premier facteur avec les deux valeurs du second ; et au contraire , quand on veut faire te carré de K^, chaque valeur de ce radical ne de-
dBfOt Me. don molIipUëe que par elle-mAoe, il n'c^^
'daUMOtriMlter que — a. .'
. H. . LiCBOix observe avw raison que le produit Vax. va. i^ Uea an nUme paradoxe. Pour dire qu'il est égal à a , il faut r tadteoient qu'il équivaut à (P^ô) , tandis qu'en lui laissant toate H gteénSté, il est véritablement égal à + £ , -fnS.. C'At dans les radicaux imaginaires qu'on remarque surtoat œ qpre de diflculté. Supposons qu'on Veuille apprécier iajuHWj ' de k tnnafbniaiiioa ^
*- ^Nooniigiii 4^ et &' les déterminations arithmétiques de ka et 1^ ' i^Birt-fc^re la deux nombres positifs dont les carrés sont a (A. h. iTn laliiiinf «ci radicaux ti^te l'extensioli possible, oo a. tMdsQf
•Bt Uon iai deux déterminadoos de V—atk de V^-^M "et «dka d^l'''^. Par suite U viait
D'après ce qui a été dit dans le n» précédent , si on à'étaMt ihcone restriction, on a l^— IX k— 1 = 1^— Ix— iWti-*
Mais si l'on veut introduire la restriction que les deux fadi du prodïdt V—aX. l^~b soient les délerminatiOBS de 1 *k — b correspondantes à la roéme délerminaticm de K^hI^i OD a simplement V^^x l'^^l=Çk— 1)"= — l, et par sottes
Maintenaut on peut c^narquer qoe le carré de o'i' est 4 ou ab ; doifc, si on convient de n'attadter à KÔ^ qne la i idée d'une détermination arithmétique , on pourra dire \ t£y=y^, et écrire les égalités [4] et [5] comme d-dessons :
La dernière n'est tfulrc chose que la trangfonnation [3] ; par4< voit quelles restrictions dùvent accompagner cette Inwafc
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264. Soit encore l'expression V^a V — 1 . En réduisant le second ndical à llndice 4 , il vient
résultat qui est, dit-on, évidemment absurde : car, a étant une (piantité positive, il représente une quantité réeUe, tandis que l'expression proposée est imaginaire.
Il y • ici confusion d'idées. Si, dans l'expression V^ V — 1, le
radical Va est une détermination arithmétique, il est bien vrai que cette expression est imaginaire. Mais alors il n'est point permis de lui appliquer la transformation ci-dessus : car elle laisse aux
deux radicaux VûTei V—i toute leur généralité. Pour mieux nous en convaincre, développons toutes les valeurs
dont le produit 1^ ]/ — 1 est susceptible. Soit a! la détermina-
tien arithmétique de Va : pour avoir les quatre déterminations de de radical, il faut (242) multiplier a' par les quatre valeurs
4 • de kTT Or, en désignant par ± a les deux valeurs de V—i , il est facile de voir que
flODt celles de VT : ca« en les élevant à la 4' puissance on repro-
doit 1. Donc les quatre déterminations de Va^ sont
Maintenant, pour avoir toutes les valeurs du produit Va V—i , ilfiiut multiplier ces quatre quantités successivement par chacune des valeurs de V — 1 , c'est-à-dire, par -ha et par — a. On trouve ainsi hait produits, savoir :
û'a, — û'a, -l-ûV, — aV, — a'a, +^a, — a' a y H-flV
Mais en observant alors que les quatre derniers sont les mêmes que
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les premiers, écrits dans un ordre dHTcrent, et ensuite que t^ est la même chose que — 1 , ces produits se réduisent à ceux-ci : ^aa, — dôL , — ai^ +a'. Alors on voit qu'ils ne sont autres que les quatre
valeurs de \/cl. Donc l'égalité [6] est parfaitement exacte ; et Terreur, qu'on prétend y remarquer,\ient de ce qu'on attache au produit
|/a \/ — 1 une signîGcation restreinte que n'admet point la transformation qu'on lui fait subir.
265. Je terminerai cet article par l'explication d'un autre" paradoxe que présente l'emploi des exposants fractionnaires. Soit
Texpressiou a^ : si on simplifie la fraction 4, il vient a^=:a*;
donc, en repassant aux radicaux , on aura V a=^ \/a. Cependant cette égalité manque de justesse, car le premier mcHubre doit avoir quatre valeurs, et le second n'en a que deux. On présentera la difficulté d'une manière générale en posant
np n
[7] a^P = ce"' ,
Mi
et en concluant de là
mp m #
Pour découvrir la cause de Terreur, il suffit de remonter à la couvention qui a fixé le sens des exposants fractionnaires (205). Alors on voit qu'ils ne font que remplacer des radicaux ; et, pour rester dans les termes de la convention , on jie doit point regarder,
dans Texpression ^z™, l'exposant comme une fraction ordinaire, mais il faut comprendre que le numérateur n indique une puissance qu'on doit former d'abord, et le dénominateur m une racine qu'on doit extraire ensuite.
Lors même qu'on ne considère que des rauicaux arithmétiques, c'est toujours de cette manière qu'on doit entendre les exposants fractionnaires; et par conséquent alors , bien loin qu'on puisse tirer Tégalité [8] de l'égalité [7], c'est au contraire l'égalité [7] qui doit se déduire de l'égalité [8].
CHAPITRE XII
PftOPOSmONS SDR LtS NOMBRES. — GRANDEURS INCOMMENSURABLES KT APPROXIMATION DES RACINES. — PROGRESSIONS. FRACTIONS CON- TINUES.
Propositions sur les nombres.
266. Théorème. Un produit de plusieurs nombres entiers ne change pas , dans quelque ordre qiCon multiplie ses facteurs.
Supposons d'abord qu'on mette les deux derniers facteurs l'un à la place de l'autre. Soient ^ et ^ ces facteurs, et P le produit de tous les précédents : je dis qu'on aura Vah^=^Vha. En effet, multiplier P par a , c'est prendre autant de fois P qu'il y a d'unités dans a ; donc on a
Pa = P+P+P+....,
eh comprenant dans cette somme un nombre a de termes égaux à P. Pour multiplier P^ par h , il suffit de prendre h fois chacun des termes ; donc
Pa6=Pft+P6+P6+....
Mais cette dernière somme , renfermant a fois le terme P^ , est égale à P^ X û ou Vha ; donc Vah = Vba,
Si tous les fa(?feurs de P étaient égaux à 1 , on aurait P = 1 ; fab se réduirait à ab et Vba à ba / donc ab = ba. Ainsi le théorème est vrai dans le cas de deux nombres.
Maintenant considérons un produit, tel que abcde^ composé de tant de facteurs qu'on voudra. A cause de la première partie
de noire démonstration , on peut échanger les deux derniers facteurs , cl Ton a abcde = abced, La même raison montre qu'on a aOce = abec ^ et par conséquent abced =:abecd. Il est évident qu'en continuant ainsi on peut successivement avancer le Tacteur e à toutes les places vers la gauche;' et ce qu'on dit du facteur e peut s'appliquer à tous les autres.
Reprenons le produit abcde -. on y peut remplacer ab par ba; donc abcde = bacde. Dans le produit bac on peut "échanger a et c, et écrire bca; donc bacde = bcade. Par -là on voit qu'on peut aussi avancer un facteur à telle place qu'on voudra vers la droite.
Donc on peut amener chaque facteur du produit à une place quelconque, ce qui revient à dire qu'on peut intervertira volonté l'ordre des divers facteurs sans que le produit change.
267. Remarque. La démonstration précédente ne s'applique qu'aux nombres entiers ; mais le théorème s'étend à toute espèce de facteurs. Quand il y en a de fractionnaires , si on les réduit en fractions, et si on regarde les facteurs entiers comme ayant l'unité pour dénominateur, on peut dire que le produit s'obtient en divisant le produit de tous les numérateurs par celui de tous les dénominateurs. Or, en changeant Tordre des facteurs primitifs , on ne fait qu'intervertir l'ordre des nombres entiers qui composent ces deux produits, ce qui n'altère en rien ces produits.
Quand le produit renferme des facteurs incommensurables , pour reconnaître la vérité de la proposition , il suffit d'expliquer le sens qu'on attache alors au mot produit. Dans ce cas, il n'a absolument aucun sens , à moins qu'on ne le regarde comme représentant une limite vers laquelle tendeiil les produits qu'on obtient en remplaçant les facteurs incommensurables par des valeurs commensurablos qui en approchent de plus en plus. Or, ces produits successifs ne changent pas quand* on change l'ordre des facteurs; donc il en est de même du produit qui renferme les facteurs incommensurables.
268. Corollaires. I. Puisqu'un produit ne ch^ge pas quand oa change l'ordre des facteurs, on a mXabc=abcm = mabc: donc on multiplie une quantité par un produit, en multipliant cette quantité par les facteurs de ce produit. Cotte démonstration est déjà connue par la note de la page 21.
IL En général, lorsqu'on multiplie entre elles plusieurs quan-
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tilés P> Q, R ,.... on pourra considérer leur produit comme compo6é de tons les facteurs de ces quantités. En effet , d'après le corollaire précédent , si on écrit les facteurs de Q à la suite des facteurs de P, on indiquera un produit égal à PxQ ; par la même raison, si après tous les facteurs de P et Q on place ceux de R, on indiqaera un produit égal à PxQxR ; etc.
III. Il suit de là que tout nombre entier, qui divise exactement un des facteurs d'un produit de plusieurs nombres entiers , doit diyiser exactement ce produit.
A ce sujet , on doit observer qu'un nombre peut quelquefois diviser exactement un produit , quoiqu'il ne divise aucun facteur. Par exemple, 20 ne divise ni 12 ni 15, et cependant il divise le prodait 12x 15 ou 180. Il en est ainsi parce! que 20 est composé de factears dont les uns se trouvent dans 12 et les autres dans 15. Mais si le nombre 20 n'avait aucun facteur commun avec l'un des deux factears , il devrait nécessairement diviser l'autre : c'est ce qui résultera du théorème suivant.
269. THÉORÈRfE. Tout npmbre P qui divise exactement un pro^ duit AB de deux nombres , et qui est premier par rapport à Vun deux , doit nécessairement dii^iser Vautre.
Supposons P premier relativement à A. En opérant sur ces deux nombres comme si on cherchait leur plus grand diviseur commun , on doit parvenir à un reste égal à 1. Soit A^P : nommons
Q le quotient de A par P, et R le reste;
Q' le quotient de P par R, et R' le reste; Q" le quotient de R par R', et R" le reste ; etc.
Ces divisions successives donnent les égalités
A=PQ+R , P=RQ'+R', R=:R'Q'M-R", etc.
Multiplions par B les deux membres de chacune, puis divisons les par P ; il vient
AB „^ BR ^ BR^, BR' BR BR' ,. BR
coït aéj D'après l'énoncé, AB est divisible par P, donc le «econd membre
de la 1'* égalité doit être entier ; et comme BQ est nombre entier,
[uaï û faut que BR soit divisible par P. La 2" égalité prouve que la
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divisibilité de BR par P entraine celle de BR' par P ; pois la 3* prouve que la divisibilité de BR et BR' par P entraîne odle de BR" par P ; et ainsi de suite. Les produits de B par tous les restes successifs seront donc divisibles par P. Or, dans la suite de ces restes , on doit trouver Tunité ; donc le produit Bx 1 ou B est divisible par P. C'est ce qu'il fallait démontrer.
^70t Corollaire. Un' nombre premier P qui divise un produit ABCD...E de plusieurs nombres entiers doit diviser l'un d'eux. Décomposons ce produit en AxBGD...£ : puisque P est un nombre premier, s'il ne divise point A , on pourra le r^arder comme premier à l'égard de A, et d'après le théorème précédent il devra diviser BCD...Ë. Ce dernier produit se décompose en BxCD...£, et on conclut encore que si P ne divise point B, il devra diviser CD...E. En continuant ainsi on voit que si aucun des facteurs qui précèdent E n'est divisible par P, E devra l'être. Donc P divise Tun des facteurs.
271. Théorème. // n'existe qu'un seul système de nombres premiers dont le produit soit égal à un nombre 'donné : ou , en d autres termes , deux produits de nombres premiers ne peut^ent pas être égaux, à moins quils ne soient composés de facteurs égaux chacun à chacun.
Soient abcd... et ABCD.... les deux produits égaux. Puisque le produit abcd.,., est divisible par a, le produit ABCD.... doit l'être aussi : mais a est un nombre premier ainsi que A , B , C , etc.; donc, si a n'est point égal à quelqu'un de ces facteurs, il ne pourra diviser aucun d'eux. Or, d'après le théorème précédent, a , ne divisant ni A ni B , ne peut point diviser le produit AB ; ne divisant ni AB ni C, il ne peut point diviser le produit ABXC ou ABC ; et ainsi de suite : donc a ne pourrait point diviser le produit ABCD.... Il faut donc que a soit égal à l'un des nombres A, B, C... Supposons a=A, et divisons les deux produits par a. Les produits restante bcd.... et BCD.... seront encore égaux, et l'on pourra leur appliquer le raisonnement précédent. On conclura donc que b est égal à Tun des* facteurs B, C, D..., à B, par exemple. On fera voir scmblablement que c est égal à l'un des autres facteurs ; et ainsi de suite. Donc les deux produits abcd..,, et AHCD.... sont composés des mômes facteurs premiers.
Cette démonstration ne suppose pas que les nombres a, 6, c... soient inégaux : de sorte que si dans le premier produit un
bdenr se répète plusieurs fois , il doit se répéter dans le second on pareil nombre de fois.
272. Les corollaires de cette proposition sont nombreux : je me bornerai aux principaux.
I. Un produit de plusieurs nombres contient tons les facteurs premiers dont ces nombres sont composés, et il n'en contient pas d'autres. En effet, il est démontré, d'un côté (268, cor. II), que le produit de plusieurs nombres peut être considéré comme composé de tous les facteurs premiers de ces nombres; et, d'un autre côté (271), qu'il n'y a qu'un seul système de facteurs premiers dont le produit soit égal à un nombre donné.
II. Une fraction dont les deux termes sont premiers entre eux ne peut pas être réduite à des termes moindres. Supposons que a et b soient des nombres premiers entre eux , et qu'on puisse
B.YOir'T^-jpj al et V étant des nombres respectivement moindres que a et h. De là on tire aV =iba!. Mais açXb n'ont point de facteurs communs ; donc a* contient les facteurs premiers de a^et 1/ contient ceux de b ; donc les nombres a' et b' ne seraient pas moindres que ^z et ^.
III. Deux produits de nombres entiers sont premiers entre enx lorsque tous les facteurs de Tun d'eux sont premiers par rapport à ceux de l'autre. Soient ABC... et abc, les deux produits. Le produit ABC... n'a pas d'autres diviseurs premiers que ceux des nombres A, B, G,... et le produit abc, n'en a pas d'autres que ceux des nombres a, &, c,... Donc, si aucun des nombres A, B, G,... n'a de diviseur commun avec ^, ni avec ^, ni avec c, ^tc. , les produits eux-mêmes ne pourront pas avoir de diviseur oommon.
ly . S\ aei b sont d^ nombres premiers entre eux , les puissances a"' et b"" sont dans le cas du corollaire III, donc elles repré- KAtent des nombres premiers entre eux. Les exposants m et n peuvent d'ailleurs être égaux ou inégaux.
V. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres est égal au produit de tous les facteurs premiers communs à ces nombres. Soit D le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. Par le cor. I, on sait que tous les facteurs premiers de D doivent se trouver parmi les facteurs premiers de chacun de ces nombres. D'ailleurs , aucun autre facteur premier ne peut
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leur être commun à tous ; car s'il en existait un autre d , ces nombres admettraient pour diviseur commun le produit D^ , lequel serait plus grand que D.
De là il suit que si on détermine le plus grand diviseur D commun à deux nombres A et B , puis le plus grand diviseur îï conunun à D et à un troisième nombre G, le diviseur TV sera le plus grand qui soit commun aux trois nombres A , B , G. On continuerait de la même manière s'il y avait plus de trois nombres.
YI. Plusieurs nombres étant donnés, composons un produit de telle sorte que tout facteur premier appartenant à quelqu'un de ces nombres se trouve dans ce produit avec l'exposant le plus élevé dont il soit affecté daqs ces différents nombres ; le produit ainsi formé sera le plus petit nombre divisible par chacun des nombres donnés.
Il est clair, en effet, que si un nombre ne renferme fkts tous ces facteurs, ou s'il les renferme à des exposants moindres , il ne sera pas divisible par chacun des nombres donnés i et , d'un autre cùté , si , outre ces facteurs , il en contenait d'autres , il serait plus grand que le produit dont il s'agit.
273. Problème. Tromper tous les dwiseurs d'un nombre quelconque N.
La première idée qui se présente est d'essayer successivement la division du nombre N par chacun des nombres 1, 2, 3, 4,... jusqu'à Nj mais on peut abréger ces tâtonnements. Soit D un diviseur de N, et *^ D' le quotient N par D : on a DD' = N, ou, sous une autre forme, DD'=|/NxI^N. Donc si D est'<;J/N, D' sera >J/N. Donc , après avoir trouvé tous les diviseurs < V^N, les quotients qui auront été obtenus en divisant N par ces diviseurs, seront les diviseuriisf^> V^N.
Par exemple , soit N= 360. La racine carrée de 360 est comprise entre 18 et 19 : ainsi , on divisera 360 seulement par les nombres 1, 2, 3,... 18. De cette manière on trouve tous les diviseurs de 360 , savoir :
Problème. Former une tojble de nombres premiers
On appelle nombre premier celui qui n'a pour diviseurs que
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Vanité et lui-même. Lors donc qa'un nombre étante donné , le procédé ci-dessns ne fera décoavrir ancnn autre diviseur, on sera sûr que ce nombre est premier. Pour éviter ces calculs , qui peuvent être fort longs, on a construit des tables qui renferment tous les nombres premiers jusqu'à certaines limites (*).
La manière la plus simple de les construire consiste à écrire de suite les nombres impairs 3, 5, 7, 9, etc., jusqu'à telle limite qu'on voudra , et à effacer tous les multiples de 3, tous ceux de 5, tous ceux de 7, etc. Il est évident que les nombres premiers sont les seuls qui resteront. A. la tête de ces nombres U ne faut pas oublier de placer 1 et 2.
Rien d'ailleurs de plus facile que de reconnaître les multiples qu'on doit eOacer. Ceux de 3 se trouvent en comptant les Nombres 3, 5, 7, etc. de 3 en 3 à partir de 5 ; ceux de 5, en les comptant de 5 ^1 5 à commencer de 7 ; et yisi de suite (**).
275. Ranarques. I. La sune des nombres premiers est illimitée. Admettons qu'il en soit autrement, et que n soit le plus grand de tons. Si on forme le produit P = 2.3.S,..m , qui renferme tous les nombres premiers, il faudrait que le nombre P + 1, qui est >>n, fût divisible par quelqu'un de ces nombres. Or cela est évidemment impossible , car il y aura toujours le reste 1 . Donc il est impossible que k suite des nombres premiers soil limitée.
II. En comparant tous les nombres avec lés multiples d'un même Bombre,on est conduit à les présenter sous différentes formes dont m fait souvent usage. Par exemple , si on les compare aux multiples de 6, on pourra d'abord les représenter par une des six formules
6x, 6a:+ty 6j: + 2, 6jc4-3, 6x4-4, 6j:+5,
O Légendes cite particalièrement les tables de Chernac et celles de C*l BuKGEHAEDT Daiis ccllcs de Chernàc , Oji trouve tous les uonibres premiers k6i| J**<li^'À 1 oooooo, et les diviseurs de tons les autres nombres compris dans \g\ '^tte limite. Celles de Burcrhaeot s'étendent jusqu'à 3o36ooo.
C*) Représentons- nous une planchette percée de trous , au-dessus desquels les nombres impairs S/'S, 7, etc. sont placés par ordre ; puis à mesure qu on wrivc, en les comptant de trois en trois, de cinq eu cinq, de sept en «ept, etc , aux multiples quon doitefFacer, concevons cju'on laisse échapper «» multiples à travers les trous correspondants, il ne restera sur la planchette que les nombres;premiers. Tel est le fameux crible d'£ratosthène, qui yiwt 4^1 * Alexandrie aSo ans avant J.'-C.
dans lesquelles x est un nombre entier quelconque. Mais si on ne veul considérer que les nombres promiors , il ne faudra conserver que les deux formules 6cr+l et Gj:+5 : car les autres donnent des nombres divisibles par 2 ou par 3. On peut aussi, à la place de 6j:+5, écrire G(j: + 1)— 1, ou bien encore ^x — 1 puisqœ x cstnn nombre eutier quelconque. Ainsi tous les nombres premiers , excepté â et 3 qui sont diviseurs de 6, sont compris dans la formule
On raisonnerait d'une manière analogue , si on considérait d'aa* très multiples que ceux de 6.
276. Problème. Décomposer un nombre en facteurs premiers ^ et trouver ensuite tous ses diviseurs.
Un nombre quelconque N , s'il i^t pas premier, peut être re-* présenté par le produit de plusieurs nombres premiers a^ b, c, etc., élevés chacun à une certaine puissance, de sorte qu'on peut toujours supposer N= «"'fr^cp;... C'est cette décomposition qu'il s'agit d'opérer.
Prenons pour exemple le nombre 504. Je le divise d'abord par fi autant de fois que possible , et on trouve ainsi
504 = 252xi>i=126x2x2 = 63X2X2X2.
Alors je divise 63 autant de fois que possible par 3 , qui est le plus petit nombre premier au-dessus de 2, et il vient 63=21x3 =7x3x3. Donc ou a
ou bien , sous une autre forme ,
Les divisions par 3 ont amené le quotient 7. Si ce quotient n'était pas un nombre premier, on continuerait les opérations en essayant successivement les autres nombres premiers 5, 7, etc.
Maintenant on formera facilement tous les diviseurs de 504. Ib ne sont autres que les nombres qu'on obtient en prenant tous les&iCteurs premiers un à un , deux à deux, etc. Pour être sûr de n'omettre aucun diviseur, on adopte la disposition suivante :
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première colonne à gauche conlieat le nombre donné 504 et oticnts des divisions successives. A côté de ces nombres , dans •conde colonne , sont écrits les nombres ]H'emiers qu'on eiScommc diviseurs , et' qui sont les facteurs premiers du aom- )4. Enfin, on place à droite de celte colonne tOQ^ Icsdiviseors I , et je vais dire comment on les trouve, tétc de la troisième colonne , mais au-dosaus de la ligne qui ;nt 504 , on écrit d'abord l'unité , qu'on doit regarder commo ■mier diviseur de 504. On multiplie cette unité par le premier re de la seconde colonne, et on a ainsi le diviseur 2 qu'on à cAté de ce nombre. On multiplie ensuite les diviuurs déjà es, 1 et 2 , par le dcusicme nombre de la seconde (^«nme ; ef, aetlant la répétition du produit 1 X 3 ou 2 , on <Atiait le noudiviseur 4 , qu'on écrit sur la ligue du dernier mnltiplicateor. ■utinue de la même manière jusqu'à ce qu'on multiplie enfin i dernier nombre de la seconde colonne , ce qui produit une ère suite de diviseurs,9aquelle ^ra toujours terminée par le irc donné.
land on connaît les facteurs premiers d'an nombre, oa peut -e trouver ses diviseurs par un autre procédé. Snpposonsqu'an ire N , décomposé en facteurs premiers, soit
]V = fl'"/*"cp....( liviseurs de N seront représentés par la formule a'°'6''cp'..., laquelle les exposants m', n',p',.... ne doivent point surpasser :, p.... Par-là on reconnaît que ces diviseurs seront les diffét tfrmes qu'on obtient en effectuant le produit
» = (l+rt+ffl'+a'")(t+/i-t-/''....4-6"](l+c+c'.. . + CC).,,.
7. Remarques. La multiplication des deux premiers polynômes le on nombre determeségal à (m+l)[n+l)j par conséquent ) des trois premiers polynômes en donne un mKnbre ^sl
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1 ('>*+l)(n4-l)(/'tfl),etaiiuldesiii(eidoDo le nombre de loiis ' les diTiienn de N est cximmé pu ta formale
Kl même tanps on T(4t qoeiP est la 8ominp de tous ces divisears. Or, OD nit (53) qoè In polytoorneB qui composent P sont respective I a/o + '—l é»+' — 1
BMDt énox k — — , —»,-—■" . etc.; donc ta somme de te
«-rt 6 — 1
<HiriiBmi de N pent s'exprima par la formule
n = 3,n = S,;7=i. DODC le WHtibredes diviseurs de 504 sera 4xSXS=S4{etbia9mBdetoaaccsdlTisenr8sera . ^, J]
978. P|0»LtHK. Combien de fois un nombre premier S et £-iif à Jlacaiir.diau ia mite de$ atmbrei naturels, depuis i jusqu'à u ? ON , Ai dHàlitret termet, quelle est [a plus haute puissance de 9 ^uidiviae h produit 1.2.3.... n?^
Soil n' la pûlie entière du quotient de n pare. Dans la suite pra- If posée on trouve les n' facteurs B,29, 39,.... du prodoit
e.îe.ae.... «'S;
et il est clair qu'ils sonates seuls qni soient divisibles parQ. Ce {i doit peut s'écrire ainsi
1.2.3.... tt^xS''; donc on aurala paissance cherchée en mullipliant S"' par la pld haute puissance des renfermée dans le proiluit 1.2.3.... n
Le même raisonnement peut se répéter sur ce produit , de » que, en appelant n" la partie entière du quotient de «' par 6, verra que la plus haute pnissanoede s, contenue dans le dernier pi dnlt, se compose de la puissance S"' multipliée par la plus h
' puissance de s contenue dans 1.2.3.... n".
y Semblabtement, en nommant n'" la partie entière du quotient i ■- -a" par S, on sera encwe conduit à cbiTcber la plus liante puissad . de e renfennée dans le produit i.3.3, ... n".
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On continaera ainsi jusqu'à ce qu'on parvienne h un quotient <0. Pour fixer les idées , supposons que ce soit n'"; alors on DODclura que la plus haute puissance de 9 , contenue dans le pro- Init donné 1.2.3.... «, est 0"' + "' M-'»".
Veut-on savoir, par exemple , quelle est la plus haute puissance de 7 qui divise le produit 1.2.3.... 1000 ? On fera 7i=1000; et en ne prenant que les parties entières des quotients, on aura
1000 ll2 ' 20
—— = 142, -^ = 20, --=2. La somme de ces quotients
étant 164 , il s'ensuit que la puissance cherchée est 7'^^.
279. Corollaire. Soient w, w, /^, <7v- <ics nombres entiers tels qu'on ait m = n +/? + (/....; l'expression
X1.2.... /?Xl.2.... <7Xetc
représentera toujours un nombre entier. En effet, soit 0 un facteur premier da dénominateur, on aura
?n II p a .G e 6 6
&1 nommant m\ /i', p\ ^V-** ^^^ quotients entiers, on'aura donc
aussi
m;= ou >/i'-t-y+ç'+etc.
Sien divise de nouveau par 0, et qu'on nonmaez/t", /i'',.... les iKNiveaax quotients entiers , on aura pareillement
;/i"= ou >7i"+/'+^"+etc.
On continuera ainsi tant que les quotients ne seront pas tons moindres que 9. Alors , en ajoutant , on aura
ou >(7i'+7i"+....) + (/+/'+....) + (?'+?"+....) +etc.
', ces différentes sommes font connaître les plus hautes puissances 0 par lesquelles on peut diviser les produits qui composent Texssion [1]; donc il n'y a aucun facteur premier dans le déno-; inateur de cette expression qui ne soit à une puissance au moins Je dans son numérateur ; donc cette expression représente un
■ombre entier. Cette conclusion renferme, comme cas particulier,
m remarque du n*" 210.
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Continuation. — Théorèmes sur les résidus.
280. Théorémb. Soit p un nombre premier par rapport à a ; si on diifisepar p les multiples successifs de a jusqiCà (p— l)a inclusis^ement ^ les résidus ou restes de ces divisions seront tous différents.
Admettons qaedenx multiples ma eim'a^ moindres que/iâ, puissent donner le même résidu r. En nommadt l^Set £' les entiers
des quotients, on devrait avoir v
ma = Ep+r, m'a := E^H-r. ' .
Si on retranche ces égalités l'une de l'autre j il fient
(m'— m) a = (E— E)p d'où ^-^î^lJ^^E'— E ;
et comme j9 est premier avec a^ il s'ensuivrait que/i divise m' — m,
ce qui est impossible puisque m et m' sont <CP'
Remarque. Appelons r, r' r',... les/? — 1 restes qu'on obtient en
divisant a , 2a^ 3a,... {p—i)a^ par jo; et supposons qu'on ait
a=Ep+r, 2a=E>+/, 3a=E"j^rf r", etc. Si on ajoute pa à chaque égalité, on a .^
(/7+l)â— (E+a)/^+r, (p+2)a = (E'+^/7+r', etc. j
donc, après avoir passé pa qui est le premier^piitiple de a divisible par j!;, les multiples suivants ramènent les restes déjà trouvés, et dans le même ordre. Sans pousser la démonstration plm loin , il est clair que cette période de restes se reproduit après chaque multiple de a divisible par/>.
281. Théorème. Soit p un nombre premier avec a, si on ditdse par p la suite des puissances 1 , a , a% a^,.... il j^ en aura au moins une avant a^, qui laissera un résidu égal à \*,jusqu!à la plus petite.^ tous les résidus seront différents } et au delà y les mêmes résidus se repjvduiront périodiquement.
Les résidus devant être moindres que/?, on ne peut pas en trou- ^ ver plus de /?— 1 qui soient différents ; donc , dans les p premier!. ' termes de la suite 1 , a, a',.... aP—\ il en existe au moins deaXi qui donnent le même résidu. En les représentant par a"* et a*', wL le résidu commun par r, supposons qu'on ait ;^
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)e là on tire
^w_ ajn =- (By— E)/7 , ou a^{a^'-^ —1) = (F— E)/i/
^ooiiimc/7 est premier avec a \ il devra diviser a^^-"^ — i. Donc >n aura Tunité pour résidu en divisant par/? la puissance a"*'-»» ^ laquelle est <a^-
Désignons par cC" la plus petite puissance, autre que a"", qui donne le résidu- 1, tous les résidus précédents seront inégaux entre eux. £n effet, si pour deux puissances ar^ et a^\ moindres que ^z", on pouvait avoir les égalités [1], on en conclurait, comme tout à l'heure , que la puissance a"''-'" donnerait le résidu 1 ; par con^séqucnt <£" ne serait pas la plus petite puissance qui jouit de cette propriété.
Soit a"=E/7+ 1, E étant entier. Au delà, on aura
a»+ '=Etf/?+a, éz" + »=Edf7^+<î% <z»+^=Ea^/>4-^S etc. ;
donc , pour les puissances «",«" + ',.... ^?î~', les résidus seront successivement les mémos que pour c^^ a\ «*,...«"-«.
Pour «•»* le reste sera 1 comme pour or : car l'égalité a^=^Ep-\- 1 , en la multipliant par a""^ donne ^*"=Ea"/7 4-«". Avec le raisonnement précédent , on fera donc voir que, de* «'" à a 3"~*, les puissances donnent encore la même période de restes ; et ainsi de mite.
282. Remarques. I. En partant de Végalité éz'* = Ep + 1, on ifl>»=Ea"^+^", a^" =Eût^'»/?-l-^z^«, etc. ; et, de celles-ci, on coudât que le résidu 1 correspond à tous les exposants multiples de A. On peut même affirmer que tout exposant plus grand que n foi ramène ce résidu doit être multiple de n. En effet , on a dû observer plus haut que le résidu d'une puissance de a ne change Jkas quand on ajoute ou qu'on 6te à l'exposant autant de fois n fu'on voudra; donc, si cet exposant n'est pas multiple de n^ on pourra l'abaisser au-dessous de n sans le réduire à zéro ; donc û** ne serait pas la plus petite puissance, autre que a""^ qui pût donner le résidu 1 .
II. La même observation fournit un moyen facile d'obtenir les tésidus des puissances trés-élevées , lorsqu'on connaît les résidus
la première période. Quant à ceux-ci , on les détermine direc-
ent, mais on simplifie le calcul en faisant attention que, pour
^ser du résidu de a* à celui de ^z'-t-< , il suffit de multiplier le
inremier par a ou par le résidu de a et de diviser le produit par/?,
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Par exemple, cherchons le résidu de la division de 4*9« par 11 . Ceux de 4% 4', 4% sont 1, 4, 5. Le produit 5x4 ou 20 donne le résidu 9 ; 9x4 ou 36 donne 3 ; et 3x4 ou 12 donne 1. L'on s'arrête ici , et l'on forme le tableau suivant :
Puissances.... 4% 4', 4\ 4', 4*. Résidus 1, 4, 5, 9, 3.
L'exposant 5 étant celui qui ramène le risidu 1 , ob divisera VeX" posant donné 898 par 5, et le reste 3 indiquera que la puissance 4®9® laisse le même résidu que 4^ ; donc ce résidu est 9.
III. Lorsque/; n'est pas premier avec a le théorème ne subsiste plus. En effet, supposons que la division de a' par p donne a' = Ep + r, on en conclurait que si des facteurs sont communs à a eip , ils doivent diviser r; donc r ne pourrait pas être égal à 1.
283. Théorème. Si p est un nombre premier qui ne di\fise point a , la di\fision de SlP^^ par p donnera le résidu 1 j ou , ce qui est la même chose , a^*—' — 1 sera un nombre exactement diifisibU par p. Dans ce théorème , qui est dû à Fermât, il faut bien faire attention que p est un nombre premier absolu, et non pas un nombre premier seulement par rapport à a.
Nommons 5^, </', ^",... et/-, r^r"^,,, les quotients et les restes qu'on obtient en divisant par/? les/? — 1 quantités^, 2a, 3^,... (/» — 1 )a : si on multiplie entre elles ces quantités , et si on désigne par E un nombre entier, on aura
a.2^.3a.... [p — i)az=z[qp-\-r)[q'p+r^){q"p+r^').,,,
= Ep+rrr",.,.
Ici le premier membre est égal à 1 .2.3. . . . {p'-~i)XaP-' ; et , d*im autre côté, comme on a démontré n° 280, que les/? — 1 resté 7% r^, /•",... sont différents entre eux, le produit rr'/'.... doit être égal à 1.2.3.... (/?—!). En conséquence, l'égalité ci-dessus revient — à celle-ci
d'où
donc le premier membre de cette dernière égalité est divisible par/;. Mais, par hypothèse,/? est un nombre premier; donc^* puisqu'il ne peut diviser aucun des facteurs 1, 2, 3,... (/?— 1), iV devra diviser ^ a'-' — 1 .
LEÇONS D ALG^RH. , 245
284. Bemarques. I. Lorsque aP— n'est pas la plus pelile puissance , antre que zéro , qui ramène le résidu 1 , la remarque 1" du D* 282 prouve que l'exposant de celle plus pelKe puissance doit élre un diviseur de yj — 1 .
II. Lorsque ar-i est la plus petite poissaDcc, autre que a% dont la division par p ramène le reste 1 , p doit être un nomlnv premier absolo. En cilct , le théorème du n" 281 prouve que les restes qui précèdent La division de ^-' sont tous incganx entre eux j donc ils doivent comprendre tous les nombres 1', 2, 3...^ — 1, mais dans nn ordre di(T(TCnt de l'ordre naturel. Si p était un nombre compose et que /- l'iXt un de ses facteurs premiers , r ferait donc partie des 7' — 1 résidus , et par conséquent on devrait avoir une égalité telle que m'= Ep+r. De là on concInraiL que r est imaî facteur de a -. donc a et /> ne seraient pas premiers entre eux ; et dès lors , d'après la remarque 111 du n' 282 , il ne serait I pu même possible de trouver au-dessus de a' une puissance de a (ni ramen&t le résidu 1 .
ni. Supposons qu'un ne prenne poury> que des nombres prenôers, si on veut que les puissances a', a\....ap— donnent pour résidus tons les nombres inférieurs à y>, il faudra donc choisir a iiaa les nombres tels que if-'' soit la plus petite puissance, audessus de o', qui ramène le reste i ; et si parmi ceux qui remplissent cette condition , on ne prend pour a que les nombres ■u-dessons de p, on aura ceux que Edlbr appelle des racines primitives par rapporl à p. Pour la recherche de ces racines on devra consulter M. Ivohy, 4' vol. du supplém. de V Encyclopedia Britannica, p. 698, et M. Cauchï, Exp.rcices nuUhhnû tiques , ♦• année, p. 217. Je me bornerai ici à rapporter les racines primi- «we« des nombres premiers jusqu'à 37.
Ktmb. p. Ricino piimiliin i1f;>.
5, 13 1ô, 17 18, le, 20, 22. 24, 3i, Va.
En consultant ce tableau , on y voit que 5 est racine primitive de 7 ; et en effet, si on divise par 7 les puissances 5*, 5', 5\ 5*, 5% 5', qn trouve les résidus 1, 5, 4, 6, 2, 3, qui comprennent tous les nombres au-dessous de 7.
On pourrait aussi prouver que, pour chaque nombre premier j9, il existe autant de racines primitives, plus une, qu'il y a, entre i dp, de nombres premiers par rapport kp — 1. Mais, pour cette proposition et pour toutes les autres qu'on pourrait encore démontrer sur les nombres , je renverrai à la TJiéorie des nombres par Legendre.
Sur les grandeurs iacoinniensurablcs. — Approxînialion dos racines.
285. Deux grandeurs de même espèce sont dites commensurablcs , lorsqu'elles ont une commune mesure, c'est-à-dire, lorsqu'il existe une troisième grandeur qui est contenye un nombre exact de fois dans chacune d'elles ; dans le cas contraire, elles sont incornm ensura h les .
Quand on dit d'une quantité , prise isolément, qu'elle est cornmensurable ou incommensurable, il y a toujours une certaine unité sous-enlcr.duc avec laquelle on la compare ; et alors ces expressions indiquent qu'il existe une mesure commune entre cette quantité et l'unité, ou bien qu'il n'eu existe pas.
Supposons, par exemple, qu'une ligne donnée contienne 23 fois une certaine longueur, et que le mètre la contienne 7 fois, la ligne donnée sera comniensurable ; et comme elle est égale à 23 septièmes de l'unité, elle sera représentée par ?. Cet exemple suffit pour montrer que toute quantité comniensurable peut s'exprimer exactement en nombres entiers ou fractionnaires.
D'un autre côté, toute quantité représentée par un nombre entier ou fractionnaire est commensurable : car il y a évidemment une commune mesure entre elle et l'unité. Ainsi, qu'une longueur soit égale à \l, et que le mètre soit l'unité sous-entendue, la commune mesure sera le décimètre.
Donc, une (juantité qui ne peut être exprimée exactement ni avec des enticTS ni avec des fractions est incommensurable. Telles sont K^, Kn.
En faisant attention que le rapport ou la raiswi^ entre une quantité commensurable et l'unité à laquelle on la rapporte, est
LEÇONS d'algâbre. 247
toujours exprimée exactement par un nombre entiçr ou fractionnaire , on comprendra pourquoi Ton désigne encore les quantités conunensurables sous la dénomination de rationnelles, et les iuoommensurablcs sous celle d'irrationnelles,
286. Lorsque lu racine d'un nombre entier, quel que soit le rfegré de cette racine, ne peut pas cire exprimée exactement en nombres entiers, elle ne peut pas Vétrc non plus avec des fractions, et par conséquent elle est incommensurable.
Supposons qu'elle puisse s'exprimer avec des fractions, on pourra
h mettre sous la forme d'un nombre fractionnaire irréductible t-
Or, à quelque puissance qu'on élève un tel nombre , bien loin de retrouver un nombre entier, je vais montrer qu'on n'obtient jamais qu'un nombre fractionnaire irréductible. En effet, les nombres premiers qui divisent a ne devant point diviser ^, il s'ensuit (théor. n** 269) qu'ils ne pourront pas diviser by^b ou ^', ni ^'x^ oa ft', etc. Cette conclusion revient à dire que les nombres premiers qai divisent les puissances de b ne peuvent pas diviser a ; donc tossi, d'après le théorème cité , ils ne diviseront ni aXa ou a*, ni a^XaofJLa^ etc. Ainsi-, les puissances de a n'ont aucun facteur
a commun avec celles de b. Donc la fraction y étant irréductible , ses
puissances — , —3, etc., seront irréductibles aussi. Donc les racines
des nombres entiers , quand elles ne sont pas des nombres entiers ,' Kmt toujours incommensurables.
287. Déterminons aussi à quel caractère on connaîtra que la racine d'un nombre fractionnaire est incommensurable.
D'après ce qui vient d'être dit-dans le numéro précédent, la puis-
fiance -=- d'une fraction irréductible -, est elle-même une fraction 6» b
irréductible ; donc , pour qu'une fraction soit égale à une puissance n , il faut qu'après l'avoir réduite à sa plus simple expression , on puisse extraire exactement la racine n de son numérateur et de son dénominateur.
Quand cette double extraction sera possible, il est clair qu'elle tem connaître la racine de la fraction donnée. On trouve ainsi 1/867 1/289 1 7
288. On peat remplacer cette règle par une antre , fondée snr ce principe que si une fraction est égale à la puissance /i d'nne fraction , et que Tnn de ses termes soit une puissance n^ Tautre en doit
être une aussi. En effet , supposons que la fraction |r; soit égale à la puissance n d'une fraction - : on deyra avoir «
-- = — , d'où A=-7— j
donc ^"B" est divisible par ^'». Or, si on conrx)it aeilà décomposés en facteurs premiers, il est clair que tous ces facteurs sont à la puissance n dans û^»B" ; et de même les facteurs premiers de b sont à la puissance n dans ^". Donc , après avoir divisé ^"B" par ^», ce qui revient à supprimer dans /z"B« tous les facteurs de 6», il ne restera au quotient que des facteurs élevés à la puissance /£/ donc A
est une puissance exacte de l'ordre n,
(i Cela posé, remarquons qu'une fraction étant donnée, on peut
toujours, en multipliant ou en divisant ses denx termes par des facteurs convenables, rendre son dénominateur puissance exacte d'un ordre quelconque n. Donc il faudra qu'alors le numérateur en soit une aussi , pour que la fraction donnée puisse être égale à la puissance n d'une fraction.
Par exemple , en multipliant les deux termes de la fraction parle dénominateur, on rendra ce dénominateur carré parfait; il deviendra un cube en les multipliant par son carré; et ainsi de suite. De
* /ër^ ^ / «07X363 ^ / 3i47ai 5Bi
celte manière on a t/ 353 = ^ ^^^ ^ t/ ^^^ ^ -.
En simpliûant ce résultat , on retrouverait ; ; comme dans le numéro précédent.
289. Maintenant expliquons comment on évalue avec approximation les racines incommensurables. La question générale est celle-ci - Etant donnée une quantité quelconque M , déterminer
sa racine vl^^^ à moins d'une fraction donnée -.,
Tout se réduit à chercbcr combien de fois celle fraction est
contenue dans f^M : car si r exprime ce nombre de fois, il est
clair que KM sera entre - et ; et comme ces deux fractions
ne diffiS^rent entre elles que de la fraction donnée , il arrivera , à
phu forte raison, que la diffcreoce entre chacune d'elles et i^M sera <C -• En conséquence , on posera
[1] ^=yM,
et la valeur Aex^ calculée à une unité prés, sera le nombre r. Or, de l'équation [1] on déduit
donc il faut extraire, à une unité prés, la racine du produit Mp*.
Ainsi , on peut établir cette règle générale : Pour évaluer, at^ec Me approxirnalion marquée par une certaine partie d'unité, la racine n**"® d'une quantité donnée M , multipliez cette quantité far la puissance p" du dénominateur de la fraction qui désigne tapproJtmatioJi, extrayez la racine du produit à une unité près^ fids dit^isez cette racine par le dénominateur p de cette mémo fraction.
Par exemple , veut-on trouver ^2 à ê près? on fait le produit 2x36r=7â , on en extrait la racine carrée 8 , à une unité près, et du divise 8 par 6. Le quotient f ou 1 ; est la racine cherchée.
Soit encore à évaluer 1^7 f à ^ près. On fera le produit 7|X25 =?j-'=191}. Alors on remarquera que la racine carrée de ce proloit, à une unité près , est la même que si on avait le nombre 191 aiB fraction. En conséquence , on extrait , par la règle connue , cette racine qui est 13 ; et la racine cherchée sera '5- ou 2|.
290. Les approximations se font ordinairement en décimales, et, (ûur ce genre de fractions , la règle générale se simplifie beaucoup, je ne parlerai ici que de la racine carrée.
Supposons d'abord qu'on ait à évaluer en décimales la racine carrte d'un nombre entier. Dans ce cas , la règle se réduira à celle- Â : On place à la suite du nombre donné deux fois autant de zéros fu'oQ veut avoir de décimales à la racine , on en extrait alors la ïsuine à moins d'une unité , puis on sépare sur la droite de cette rail Itine le nombre requis de décimales.
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Il peut se faire que le nombre donné ait déjà des décimales. S'fl n*en a pas deux fois autant qu'on en veut à la racine , on complète ce nombre par des zéros ; et, s'il en a plus, on supprime les décimales excédantes. Du reste, on extrait la racine sans faire attention à la virgpale, mais on y a égard à la fln de l'opération.
S'il s'agissait d'un nombre fractionnaire , tel que ^ ou 3^ , on réduirait la fraction f en décimales , en ayant soin d'en prendre deux fois autant que la racine doit en contenir.
291. Quand on extrait , à une unité près , la racine carrée d'un nombre entier , on trouve ordinairement le plus grand nombre ei^ lier contenu dans cette racine. Mais le nombre qui a une unité de plus, quoique trop grand , approche aussi à une unité près, et môme il peut se faire qu'il soit plus approché que le premier : or , il y a une règle très-simple pour le reconnaître.
Soit a le nombre entier contenu dans la racine, et R le reste de l'opération. Si a est plus approché que o+l, le carré de a^\ surpassera le nombre donné , et par conséquent on devra avoir R<(rt-f-;)'— û^* ou R<û+i ; donc alors le reste R est tout au pins égal à a. Ainsi, quand le reste ne surpasse pas le nombre trouvé à la racine , ce nombre est le plus approché de la racine. Dftns le eas contraire , c'est ce nombre augmenté d'une unité.
292. Les approximations relatives aux racines se ramènent toajourjr à extraire la racine d'un nombre entier à une unité près. Quand il s'agit d'une racine carrée qui doit avoir beaucoup de chiffres, et qu'on a trouvé plus de la moitié de ces chiffres, je vais montrer comment on obtient les autres d'une manière abrégée, au moyen d'une simple division.
Supposons donc que N soit un nombre entier , et qu'on ait calculé plus de la moitié des chiffres de la racine. Pour leur donner te rang qu'ils doivent avoir , mettons à leur droite autant de zéros qu'il y a encore de chiffres à connaître. Désignons par a le nombre ainsi formé, par R le reste complet qu'on trouve en abaissant tout» les tranches dont on n'a point fait usage , et enûn par x ce qu'il faut ajouter à a pour obtenir Kn. On devra avoir
OU , en développant le carré ,
2aa:+j:' = R;
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Soit q- le ffliotient de la division de R par 2a , et R' le reste : cette égalité deyient
R' jc' "■ ■* ^ 2a 2a
SonKMQns qa'il y ait encore n diiffres à trouver à la racine , le
carré jc* sera •<10*". Mais, par hypothèse, a renferme au moins
jc* R'
ân+i chifres : donc û>10»" ; donc -- <1. D'ailleurs r- est <1:
donc la différence des deux fractions est <1 ; donc en prenant amplonent «rs^, Terreur est <1 , et l'on aura, à une unité près,
Remarque. H peut se faire que le quotient q soit la valeur encle de x , ou qu'il soit moindre , ou bien qu'il soit plus grand. S^ssj:, l'équation [1] donne j:'=R', par conséquent ^'=R'; si
1 ?<J^, Téquation [i] donne x'<R', par .conséquent ^'<R'; si î>a:, l'équation [1] donne a:*>»R', par conséquent (7'>R'. Ainsi, nivant qu'on a 9'=RS 9'<R'» q*>^-i la racine a^ est exacte, on approchée par défaut , ou approchée par excès.
al
U| Pro^^ressioDs arithmitiqars.
293. On appelle /7ro^re55£0/i arithmétique ou par différence une mite de termes^ tels qu'en retranchant chacun du suivant on ob" fient toujours la même différence. Cette différence est la raison de k progression.
Ymd deux progressions arithmétiques , écrites selon l'usage •dcqpté,
i3.7.11.15.etc. ^45.41 .37.33.etc.
Dans la première, la raison est 4 ; dan^la seconde, elle est — 4. ^ L'une est croissante , et l'autre est décroissante.
Soit une progression arithmétique quelconque
ia.b.cd.c/.eiC',, *' et soit i la raison. D'après la définition même» chaque terme étant
ai
égal au précédent plus la raison, on a t = a+^, c=ûj+2^, </=a+3^, etc. Donc, en général , / étant un terme dont le rang est tr -il marqué/ÎT, on doit avoir
c'est-à-dire *qu'M7î ternie quelconque est égal au premier,. plus autant de fois la raison qu'il y a de ternies aidant lui,
295. Considérée sous un point de vue général , cette formule exprime une relation entre ûf , ^, w et /; et elle servira à résoudre les questions dans lesquelles , trois de ces quantités étant données, il s'agira de déterminer la quatrième.
Par exemple, proposons -nous A' insérer m moyens arithmétiques entre deux nombres donnés sl et\.
On entend par-là qu'il faut trouver m quantités comprises entre aeil ^ et formant avec ces nombres une progression arithmétique commençant à ^z et unissant à /. Ici c'est la raison S qui est à chercher ; car, dès qu'elle sera connue, on pourra former tous les termes "% ■i -delà progression par des additions successives. Or, l'équation [1]
donne
mais le nombre des moyens étant m , celui de tous les termes, en y comprenant aei l, est 7/2+2 j en conséquence je fais »s=:7iH-2, et
il vient
Donc j pour trouifer la raison, il faut retrancher le premier teime, du dernier, et diviser le reste par le nombre des moyens augmenté de V unité,
296. On pei^ conclure de là qu'u/ie progression arithmétique étant donnée ^Jji on insère un même nombre de moyens arithmé" tiques entre cnl^ue terme .et le suivant , la nouvelle suite sera encore une progression arithmétique.
En effet , on formera ainsi des progressions partielles qui auront toutes la même raison ; et comme le dernier terme de chacune .est le premier de la suivante, leur ensemble forme encî^re^'une progression arithmétmie.
297. Maintenam je vais montrer comment on trouve la somjnè des termes d* une progression arithmétique.
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Soit nne progression arithmétique 6 ' y 4 '^
ia.b.c.d....h.i.k.l,
Aont la raison est S. Par la nature même de la progression , on a 9*
en partant do premier terme , ' . ^* ^'^ " ^ '
et , en partant da dernier,
l-^i^li^ k — ^=1, i— ^=A,etc.,
donc, en ajoutant les égalités correspondantes , on aura
a*{'l=zb-\'k^ i+A:=rc+^,. c+i = rf+A, etc.,
c'est-à-dire que la somme de deux termes quelconques, également éloignés des extrêmes , est égale è la somme des extrêmes.
Cela posé , nommons S la somme dos termes de la progression : en les prenant d'abord dans Tordre môme de la progression , et ensuite dans un ordre inverse , on aura
Donc, en ajoutant ces égalités, si on observe que la somme.de deux termes correspondants est toujours égale à la somme des extrêmes or^-l , et si on appelle n le nombre des termes de la progression , il viendra 2S=(rt4-/)/i , d*où
Donc la somme des termes (Vune progression aHlhmêtique est égale à la demi^somme des termes extrêmes, multipliée par le nombre des termes, ^ 298. Les relations [1] et [2] , dans lesquelles il entre cinq quan- :> tîlés a, ^, /i, /, S , pourront servir on général à trouver deux quelconques de ces quantités, quand les trois autres seront données. Ainsi, elles fournissent la solution d'autant de problèmes distincts qu'il y a de manières de prendre doux quantités sur cinq ; et par conséquent le nombre de ces problèmes sera de '';^ ou 10. Pour qu'ils soient possibles , il faudra toujours que la valeur de n soit non-seulement réelle , mais encore entière et positive.
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Sans entrer dans le détail des calculs, je plao^ai id les soliitlo
de ces dix problèmes.
Inconnues /;S.r=''+("-*)*' S=|«[2^+(«-l)fl.
IL Données/,^, /i. Inconnues a y S.
ûj=/— (71— 1)^, S==i/i[2/— (/i— l)(î]
X. Données /, ^, S. L ^ ^+2/±K(^+2/r~8^S
Inconnues a , «. i , , , , ^^
Progressions géométriqaes.
299. La progression géométrique ou par quotient est une su de termes tels qui en divisant chaque terme par celui qui le pi cède le quotient^ reste constant. Ce quotient est la raison de la pi grcssion.
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Voici deux exemples où Ton -voit comment on écrit les progrèsdoos de cette espèce :
Hi2:6:18:54:etc., —60:20: — .??: etc.
La première est croissante , et a pour raison 3 ; la seconde est décroissante , et a pour raison 7.
Soit une progression géométrique quelconque
•~^:^:C:rf:e:....;A::/.
En désignant la raison par q , on doit avoir h-=^aq , cs=^% i=:aq^^ et en général, n étant le rang du terme /,
[1] l^zag""-' :
e'est-à dire qu'u/t tenue quelconque est égal au premier multiplié par la raison élevée à la puissance marquée par le nombre des ttrmei qui précèdent,
301 . Si Von çeut insérer m moyens frcométriques entre a <?/ 1 , 00 remarquera que le nombre des termes de la progression sera nH-2 ; en conséquence on fait n=:m+2 dans Téquation [1], puis on en tire la raison
On Toit qu'il 7 aura à extraire une racine , opération qui est , en général , assez laborieuse , et qu'on facilitera beaucoup par Temfdoi des logarithmes. ^ ^
302. De cette formule on c^Rrarque, si on insère un même nombre de moyens géométriques entre chaque terme d^une prO" gression géométrique et le suii^ant, la nouvelle suite sera e/icore une progression de même espèce.
En effet, si on met dans la formule , à la place de a et de /, deux termes consécutifs quelconques d'une progression géométrique , le quotient qui est sous le radical sera constant ; par suite la raison de tontes les progressions partielles sera la même ; et , comme le terme qui flnit chacune d'elles commence la suivante, il en résulte que l'ensemble de ces progressions est aussi une progression géo« nëtoiqiBe.
A.ppelons S la somme des termes : on aura
Si on multiplie cette somme par la raison ^ , et si on remarque que le produit de chaque terme par q est égal au terme suivant , il Tient ' :-
et si de cette égalité on retranche la précédente , on trouve
-' , d'où Ton tire
[2] <: S = ii=?.
Donc la somme des termes d' une progression géométrique s obtient en multipliant le dernier terme par la raison , en retranchant du produit le premier terme ^ et en divisant le reste par la Yaison moins un,
Remplaçons / par sa valeur ^^»-% la formule [2] devient
et je vais examiner les conséquences qu'on en tire dans les hypothèses (/>!, (/<!, <7=1.
1^ Soit ^>1, ce qui est le cas des progressions croissantes. Alors la quantité q"" est d'autant plus grande que u est plus grand, et même il n'y a aucune limite qi^llcue puisse surpasser, en donnant à n une valeur assez considéîjpiflr |
En effet, si on pose la rai-on /7 = l+a, on a /7"=(l+a)« = l+7ia+etc. ; donc ^">1 +7ia. Or, quelque petite que soit la quantité a , il est clair qu'en prenant n assez grand , i+nx peut surpasser telle grandeur qu'on voudra ; donc à plus forte raison en " est-il ainsi de </".
De là on conclut, ce qui est d'ailleurs évident par soi-même, que la somme S peut devenir aussi grande qu'on voudra en prenant un nombre suffisant de termes dans la progression.
2^ Soit^<;i, ce qui est le cas des progressions décroissantes. Après avoir changé les signes du numérateur et du dénominateur,
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I formule [3] peut s'écrire de cette manière :
;d , la quantité ^» sera d'autant moindre que n sera plus gprand ,
il même elle peut devenir aussi petite qu'on voudra. Pour s'en
»nyaiacre, on posera 5^= --,l3étant>1.0nauray" = — : or,
i'après ce qui a été dit ci-dessus, en prenant n de plus en plus grand , ^'* peut augmenter jusqu'à Tinfini ; donc q"" diminuera jus-
ipi^à zéro, et par suite la partie soustractive r-^ décroîtra aussi
jusqu'à zéro. On voit ainsi que la somme S doit encore augmenter,
08 qui est évident sans calcul ; et de plus, qu'elle ne surpas-
a aéra jamais la limite , dont elle peut d'ailleurs approcher autant qu'on voudra.
Ces raisonnements démontrent^'en faisant 71= 00 , on aura en t(Hite rigueur ^ t .
c'est-à-dire que, si on prolonge à V infini une progression géomé-' trique décj*oissantc , la somme des termes est égale au quotient du frtmier, divisé par r unité moins la raison. D'après celte règle, pour avoir la somme
.1.1 1 on fera a = 1 , 7 = î j et il viendra
' 3^ «oit gr = 1. La formule [3] donne S =5, mais l'indétermination n'jst ici qu'apparente : car, en divisant ^" — 1 par q — 1 (53), la formule devient
et alors ThypoUièse q = i donne S = an, Celte conséquence est évidente à priori .• car , la raison étant 1 , tous les termes de la progression sont égaux à a.
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305. Remarques, La division de 7" — i par q — 1 ne fait que reproduire, dans un ordre inverse, la progression dont la formule [3] représente la somme. Il est clair , en effet , que cette progression peut se représenter ainsi
Pour la retrouver sans inversion , il suffirait d'écrire la formula sous cette forme :
11 7 a plus , la formule [4] , qui exprime la somme de tolis tei termes d'une progression décroissante prolongée à l'infini , peat aussi reproduire cette progression. Effectuons, suivant la règle ordinaire , la division a par 1 -—q.
a !«' reste +aq
2» '{-aq*
3« + aq
etc. etc.
Si on arrête la division successivement au I'" reste, au 2% au 3*, etc., il faudra, pour compléter les quotients correspondants , leur ajouter les fractions
aq aq^ aq^ ^^^^
Or , q étant < 1 , ees fractions ont des valeurs décroissantes j et comme on peut pousser la division jusqu'à avoir au reste un exposant de q aussi grand qu'on voudra , il s'ensuit qu'en supposant les termes du quotient prolongés indéfiniment, la fraction complémentaire doit être regardée comme zéro. Donc la suite de tous cei termes , continuée à l'infini , est la valeur exacte du quotient. .
Il est très-important de ne point perdre de vue que celte con<^ sion n'est légitime que dans l'hypothèse q <1. Si l'on avait ^>1, les fractions complémentaires, bien loin de tendre vers zéro, iraioi! en augmentant jusqu'à l'infini négatif.
306. De même que pour les progressions arithmétiques, toutç les questions qu'on peut proposer sur les progressions géométrique
■ / ru . ■ "*■<..
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peuvent se réduire à dix , dont les solutions se déduisent des deux équations.
[1] /=aî-., [2] S=î^. '■
Ces solutions sont renfermées dans le tableau suivant :
IV. Données <y, w, S
Inconnues
V. Données a, /i, S. ( _ _ ^ i ». Inconnues?,/, p * "** "" «' — «?
VI. Données /,/i, S. )(^^j "^V^^) •••+<= 2"» Inconnues ? , ^^'\a=:i /"iY""'
VU. Données ^ ^ ?? ^' j ^ _ ?^ — ^ _ ^ log / — loga Inconnues /i, S. ( "" y— 1 * *^ lojî '
loga
j^ VIII, Données ^ï,/, S. j _S— a _ log/-
. Inconnues ? , /t. I ^ "" S — / ' "" log ?
. iA. Donnéesa,<7,S. r ^ rt+S(? — 1) _ log/ — loga
^ Inconnues /, 71. ( "" q ' "" log? '
X. Données /, ?, S
Inconnucb
a,/i. l ^ ' log?
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Dans le Y* cas, il faut observer qu'en éliminant /entre les équations [1] et [2] , il en résulte une équation en q du degré n — 1 ; et , à moins qu'on n'ait /^ = 3 , ce qui la réduirait au second degré, elle ne peut être résolue que par des méthodes qui seront exposées plus tard. D'ailleurs , dès que la raison q est connue , on trouTe / par l'équation [1]. A l'égard du Vr cas , même observation : on y
a pris pour inconnue - au lieu de 9.
Enfin dans les quatre derniers cas , on remarquera que^l'équation [2] donne sur-le-champ chacune des quantités a^l^q ^ S , au moyen des trois autres : de sorte que toute la difficulté est de résoudre l'équation [1] , dans laquelle l'inconnue n est en exposant. Cette résolution a été effectuée par logarithmes , d'après les règles qui seront exposées dans le chapitre suivant.
Sommée des puisMDces semblables et entières de plusienrs quantités en progression y
arithmétique. — Piles de boulets.
307. Si on élève à la même puissance tous les termes d'une progression géométrique , il en résultera une autre progression géométrique; mais l'observation analogue ne serait point vraie à l'égard d'une progression arithmétique. Cependant, lorsqu'on élève les termjp d'une telle progression à une puissance positive et entière, 9n va voir qu'on peut encore trouver facilement la somme de la nouvelle suite.
Soit une progression arithmétique quelconque ,
en' nommant ^ la raison, on a 6==f/+<y, c = ^+^,... /=A:-i-^i puis , en élevant ces égalités à la puissance wi + l , il vient
, , 1 m + i ^ (m + i)ni ,.
* I ni+i . ^ (m4-l)w , /"» + 1 = A'^4- iH A"*^ 4- A"-' 5 + etc.
Ajoutons ces dernières égalités membre à membre , supprimons le»
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krmes 6*+ ',... c*+ ',... /:"*+', communs aux deux somme», puis Innsportoiis «•• + « dans le premier nombre. On aura
H j-g — <î'(a"»-' + i"»-!. .. 4- A:«-«) + etc.
Pour abréger, posons
avec cette notation , il viendra
et de là on tirera , pour S„t , la formule
^'il(^^.(S„ /.-.)_ctc.
La loi des termes qu'on n'écrit pas est assez évidente ; et d'ailleurs il est clair que la suite de ces termes s'arrêtera d'elle-même lorsqu'on arrivera à celui qui renferme le facteur m — m ou zéro.
Par cette formule , on trouvera la somme Sm quand les sommes inférieures seront connues. En posant d'abord //i = 0, elle donnera So ; en faisant ensuite wi = 1 , elle donnera S, ; puis en faisant m = 2, on aura S,; et ainsi de suite jusqu'à telle somme qu'on
Toudra.
308. Comme application, considérons la suite naturelle des S$mhres T 1 . 2. 3 ... N. Dans cette progression, on a a=l, $=i , /»=N ; par conséquent la valeur générale de S^ devient
m -ht 2 •
ni {m — 1)
(S«-a— N'«^0— etc.;
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et en y faisant saccessivement m = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , on troato^ facilement les valeon
309. Dans les arsenanx, les boiilets de m^me calibre sont rangés par piles , et quand on Veut calculer le nombre qu'une pile en contient , on a recours aux formules précédentes. Ces piles peuvent être ou triangulaires^ ou quctdrangulaires, ou rectarigu^ laires.
Piles triangulaires. On dispose sur le sol une tranche de boulets de manière que les centres de ceux qui sont sur les bords forment un triangle équilatéral. Sur cette tranche on en construit une seconde, en plaçant des boulets au-dessus dés vides de la première. Cette nouvelle tranche aura encore la forme d'un triangle équilatéral, mais son côté aura un boulet de moins. On o/^iilinue de s'élever ainsi , par tranches successives, jusqu'à ce qu'où ne puisse placer qu'un seul boulet.
Désignons par N le côté de la base, c'est-à-dire le nombre des boulets contenus dans un côté de la tranche qui touche le sol ; et appelons Y le nombre des boulets renfermés dans cette tranche. D'après ce qui vient d'être dit , il est clair qu'on a Y = 1+2 + 3... +N: or cette somme n'est autre que la somme S, du n^ précédent ; donc
Is dans cette expression on remplace N successivement par les noiÀres 1,2,3, etc. , on aura les difiërentes tranches à par-
la+1 2"+ 2 3"+ 3 \\T du sommet, savoir • — — , — — , — — , etc. Donc la
A ^ JL
Mjnme Z des boulets de toute la pile sera
Cette somme peut s'écrire ainsi ,
_ rH-2"H-3'...+N' 1 + 2+3...4-N là ^ + ■
Ici se retrouvent les sommes S, et S, da n^ précédent ; en copséqaeuce , on aura
ou , en réduisant ,
Telle est la formule relative aux piles triangulaires. Supposons que le côté de la base contienne 35 boulets : on fera
N=35, et on aura , pour la pile entière, Z = = 7770.
^iUs quadrangulaires. Elles ont pour base une tranche do boulets rangés en carré. Les autres tranches sont aussi des carrés dont chacun a sur son côté un boulet de moins que la tranche immédiatement inférieure , de telle sorte que la plus élevée n'a plus qu'un seul boulet , qui est le sommet de la pile.
Désignons encore par N le côté de la base , et par Z le nombre de boulets de toute la pile. Il résulte de la construction même de la pile, qu'en ajoutant toutes les trandies, eu commençant par le sommet , on aura
Cette somme est précisément la quantité S, du n^ 308 ; donc
_. N(N4-1)(2NH-1)
Par exemple , supposons qu'il y ait 35 boulets sur le côté de la base ; on aura N = 35 , et alors il viendra , pour la pile en-
tiére,Z=5i>^* =14910.
PiUs rectangulaires. Dans ces piles , la base est un rectangle au lieu d'un carré, la tranche placée au-dessus est aussi un
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rectangle qui a un boulet de moins sur chacun de ses côtés , et ainsi de suite jusqu'à ce que YSu arrive à une simple file de
boulets.
Représentons par p + i le nombre des boulets de la file supérieure. La tranche placée au-^iessous contiendra deux files de/; + 2 boulets ; la suivante en renfermera trois do /? + 3 boulets , et ainsi de suite. Si donc n désigne le nombre des boulots ^u petit côté de la base , et Z celui des boulets de toute la pile , on aura
pn{n+i) n(/i + l)(2« + l) = ___+ g
En réduisant au mémo dénominateur et fai^nt attention aux facteiùrs communs , il vient
Dans cette formule , p est le nombre des boulets , moins un , de la file supérieure. Si on veut y introduire le nombre des boulets du grand côté de la base, il faut observer qu'il est égal à/?4-/i, de sorte qu'en le désignant par N, on aura /7 + /i = N, d'où p = N — /i. Par suite la formule Z devient, en fonction des côtés N et 71,
Pour exemple, soit une pile dont la base ait 50 boulets sur son
grand côté, et 35 sur le petit : on fera N = 50 , /i = 35 ; et la for-
, , ,, 35X3GX(150— 35 + 1) ^^^^^
mule donnera Z = ^ = 24360.
Chaque espèce de pile pourrait être tronquée , c'est - à - dire terminée à une tranche composée de plusieurs files. Dans ce cas, la pile est encore facile à calculer ; car elle est la différence de deux piles complètes.
Ce serait ici le lieu de parler des nombres qu'on appelle nombres figurés , nombres polj^gones ,- mais comme ils ne sont qu'un simple objet de curiosité, je me contenterai de renvoyer à YulgÛre (J'Edler.
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Fractions coDlinnes.
310. Définitions. On désigne sous le nom de Jractions con^ iinues des expressions de la forme
rf+etc..
dans lesquelles a, b^ c, d,,:,. sont des nombres entiers positifs. La suite de ces nombres peut d'ailleurs être limitée ou illimitée.
Pour plus de généralité , au lieu de l'unité, on pourrait prendre des numérateurs quelconques, et regarder les dénominateurs a, &, c,.... comme représentant telles quantités qu'on voudra; mais les fractions continues , telles que nous les avons définies , sont les seules, qui maritent quelque attention.
Je nommerai quotients incomplets ou simplement quotients les nombres a^b^c. . . tpii entrent dans la fraction continue, sans supposer pour cela qu'ils doivent toujours provenir d'une division. Les quotients complets s'obtiennent en prenant chaque quotient incomplet avec toute la quantité qui lui est jointe par le signe 4*. Tel
serait b + . Les fractions -r , —, etc., sont souvent appelées
c4-etc. b c
Jractions partielles o\k fractions intégrantes.
Si on prend successivement, dans la fraction continue, d'abord le premier terme, puis les deux premiers, puis les trois premiers, etc. , on aura différentes expressions qu'on pourra réduire à la forme des fractions ordinaires. Ces fractions sont désignées sous le nom de réduites ou Ae fractions com^ergentes,
311. Loi déformation des réduites. Pour les deux premières on a inunédiatement
On passera .à la troisième réduite en changeant dans la seconde b en 6 + - ) ce qui donne
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On obtieudraît semblablement la quatrième réduite en chang^eant c en c4- -. dans la troisième ; et ainsi des suivantes.
te m
Mais déjà on aperçoit que la troisième peut se former en multipliant les deux termes de la seconde par le quotient c , et en ajoutant respectivement à ces produits le» deux termes de la première : il s'agit donc de reconnaître si cette loi est générale. Or, cette question revient à examiner si cette loi, éiant vraie jusqu'à une certaine réduite, subsiste encore à Tégard de la suivante; car alors il est clair qu'elle devra s^étendre de la troisième à la quatrième, de celleci à la cinquième , et ^insi de suite indéfiniment.
Soient donc trois réduites consécutives quelconques rj ? tj?» 'Tfiî
nommons m le dernier quptient employé ({ans la composition
P" de y^,^ et supposons qu'on ait
Nommons - la fraction inU'grantequi, dans la fraction continue,
vient après le quotient m .• on aura la réduite qui succède à
--7,,en remplaçant m par m-h dans l'expression de — - ; et comme
^, Q, F, Q', ne contiennent point m , il est clair qu'on aura, pour * ' uvellc réduite,
Cette réduite este, ;\* «Mt formée d'après la même loi que précédente ; donc cette îoi est géuérale. Donc chaque réduite , partir de la troisième , se formera en niultipl^nt les \leux de la réduite précédente par le noui^eau quotient , et en qjoutat^^ reapecti^emeîit à ces produits les deux termes de V aidant-précédents -
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Quand on applique cette règle, il est commode de disposer
tons les quotients a^ h^ c,.... sur une ligne horizontale, et de
placer au-dessous d'eux les réduites correspondantes à mesure
qu'on les forme. Par exômple, si Ton donnait
serait celle-ci :
Quotients... .3, 5, %
Réduites., y -, — , -7, ^ 1 5 11
Lorsque la fraction continue n'est pas terminée, la loi d'après laquelle se forment les réduites prouve que les numérateurs et les dénominateurs forment deux suites croissantes jusqu'à Tinfini.
312. Les réduites sont aliematwement plus petites et plus grandes que la fraction continue,
La 1** réduite est égale à /z , et comme on néglige la partie fractionnaire qui lui est ajoutée, elle est évidemment <j:.
La 2*" est égale à a+ -.- j et comme on y donne à l'unité un di-
yiseur. & moindre que dans la fraction continue, il s'ensuit que cette 2* réduite est > j:.
La 3" est égale à ^ + — : or ici le diviseur ^ + - , d'après ce
qui vient d'être dit pour la 2% est une quantité trop forte;
donc la 3« réduite est < j:. Le môme raisonnement se continue in-
« définiment.
313. La différence entre deux réduites consécutives quelconques est égale à r unité dii^isce par le produit des dénominateurs des
deux réduites,
Supposons que r- , v^n TTit soient trois réduites successives;
d'après la loi démontrée (311), si on nomme m le dernier quo^ tient, on doit avoir
P"=:P'm + P, Q'=Qm4-Q.
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là
Gela posé , les rédactions ordinaires donnent
y p _ QP — pg
]r _ F _ Fm+P _ F _ PQ.-QP^
Ces deox différences ont des numérateurs égaux et de signes contraires. Ainsi, on peut déjà conclure que la différence entre deux réduites consécutives quelconques est égale , abstraction faite da signe, à un nombre constant divisé parle produit des dénominateurs de ces deux réduites. Or, si on.considère les deux premières réduites on trouve , . \
donc le numérateur constant de toutes les différences est égal à 1 , et Ton a
Le signe sera + ou — , selon qu'on retranchera une réduite de rang impair d'une réduite de rang pair, ou we ifenâ. ^
Comme les dénominateurs croissent jusqu'à l'infini , il est évident qu'on peut assigner deux réduites consécutives dont b différence soit aussi petite qu'on voudra ; et comme elles comprendront entre elles la valeur de la fraction continue totale, il y a dès à présent lieu de conclure qu'on peut trouver une réduite aussi approchée qu'on voudra.
Par exemple, si l'approximation doit être à -rho près, on poussera le calcul des réduites jusqu'à ce que le produit des dénominateurs des deux dernières soit au moins égal à 1000 , et alors l'avant-dernière réduite aura l'approximation requise.
314. Les réduites ^ formées ttapixs la règle (311), sont tou~ jours des fractions irréductibles.
P Si une réduite -r pouvait se simplifier, il y aurait un facteur k
^mmun à P et à Q, et X: devrait aussi diviser QF— PQ^ : or cela est impossible, car QF— PQ'= ± 1.
315. Chaque réduite est plus approchée de Ut ivraie valeur que la réduite précédefUe^
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Pour le démontrer, j'observerai d'abord que si on complète , dans chaque rédaite , le dernier quotient employé à la former, on aura des expressions égales à la fraction coutinne totale x , et qu'il sera facile de compMèr avec celles des réduites. Par exemple, soit la réduite
F'_Fm+P
dans laquelle H est le dernier quotient employé. Si on pose le quotient complet w+etc. =j^, et si on remplace m par^ dans cette réduite, il est évident qu'on aura une expression égale à .r ,
et que la composition de cette expression la rend facilement corn-
P F parable avec les deux réduites 7: , 77,. *
Cela posé , en prenant les différences entre x et chacune de ces réduites il vient
P Py+P P ^^(QF-PQV
F _ py+p P^ _ PQ^— QF "" Q' ~ W^ Q' ~ Q'(Q>+Q)
Quelle que soit la valeur de la quantité QF — PQ', ces différences sont de signes contrarires $ et de .là on conclut , comme au n*"* 312, que la valeur de x est toujours comprise entre deux réduites consécutives.
Mais si on-se rappelle que QP'— PQ'= ±. 1 (313), les différences ci-dessus se réduiront à
X — rr = .. ^. — rr. , X — —
Q Q(Qy+Q)' Q' Q'(Q>+Q)'
Or, y étant un quotient complet , et Q' étant un dénominateur qui vient après Q, on doit avoir ^>1 et (^>Q,\ donc la deuxième différence , abstraction faite du signe , est moindre que la précédente. C'est cette propriété qui a fait donner aux réduites le nom de fractions convergentes, 316. Remarque. Le quotient complet^ est compris entre m et
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m + 1 : donc si , dans le dénominateur de la deuxième différence , on remjAace j^ par m , on aura une fraction trop grande ; et si oa y remplace y pai^ /» +1 , on aura une fraction trop petite. Donc , abstraction faite du signe , on a
•^ — ^ < ?v7/vzr7-7^ et ^— 7v>
ou bien , puisque Q'w + Q =Q",
•^ •" ?Y < ;v?v/ et ^ — Kf>
On obtient ainsi deux limites de la différence x — ^- La première
limite revient à cette règle déjà connue (313), cpi en prenant une réduite pour valeur approchée de x, V erreur est moindre que V unité divisée par le produit des dénominateurs de cette réduite et de la suivante. Mais la seconde limite montre en outre que l'erreur est plus grande que V unité divisée par le produit du premier dénominateur multiplié par la somme de ce dénomina' teur et du suivant, «
317. Chaque réduite approche de x, non-' seulement plus qu'aucune des réduites précédentes , mais encore plus que toute autre fraction qui aurait un dénominateur moindre que celui de cette réduite.
Nous venons de reconnaître que chaque réduite approche plus de jc que lei& réduites précédentes ; mais aussi elle a Tinconvénicnt d*étre exprimée eu termes plus grands, et Ton sait d^aîlleurs qu'elle n'est point simpliûable. Il est donc naturel de rechercher s'il existe une fraction conçue en termes plus simples qu'une réduite ) et qui cependant ne soit pas moins approchée de x,
Reprenons les réduites r^,^^} et supposons qu'une fraction -,
qu'on peut toujours regarder comme irréductible , soit plus ap-
prochée de x que -tû. Puisque x est entre ces deux réduites , mais
plus près de la seconde que de la première , il faudrait que la fraction - fût aussi entre ces réduite^. Donc on aurait , abstrac-
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lion faite des signes des différences ,
Mais le numérateur Qx — Pô est un nombre au moins égal à 1 ;
donc 11 faudrait qu'on eût lé dénominateur QP> QQ', ou p>Q^.
F ainsi une fraction , pour être plus près de x que la réduite ^,
doit avoir un dénominateur plus grand (*).
Cette propriété imprime aux réduites un caractère qu'il importe de bien saisir. En général, quand on emploie des fractions dans les approximations , il ne faut pas croire qu'en prenant des dénominateurs plus grands on obtienne toujours un plus grand degré d'exactitude. Pour mieux me faire comorendrc^ soient les trois fractions ], ', ^. Si on les réduit au nmne dénominateur, elles deyiennent ^'é, H^ l\ ; et par-là on reconnaît qu'elles sont rangées par ordre de grandeur. Or, il peut se faire qu'une quantité inconnue x tombe entre l et 7, mais beaucoup plus près de 4 que des deux autres; et alors il est évident qu'il sera impossible, avec des septièmes d'unité , d'obtenir pour a: une approximation aussi grande que l . Cet exemple jmoutre qu'eu cherchant des valeurs approchées parmi les fractions qui ont un dénominateur donné, on peut quelquefois avoir un moindre degré de précision qu'avec des dénominateurs plus petits. Mais il est très-remarquable que cela ne doive jamais arriver quand les valeurs approchées seront choisies parmi lès réduites qui se déduisent de la fracticm continue égale à l'inconnue ; et c'est sur cette propriété qlie je voulais fixer l'attention.
318. Toute fraction continue périodique est égale à l'une des racines d/une équation du 2' degré à coefficients ration'nels.
Soient a, ^,.... les premiers quotients, qui forment la partie non périodique ; et soient /?,</,.... les quotients suivants, qui re-
(•) Il y a plus : si on ne considère que «les valeurs approchées qui soient toutes moindres, ou toutes plus grandes que x, on peut facilement prouver qa*ane traction, pour approclier plus de x qu'une réduite, mais dans le même sens, doit avoir un dénominateur plus i^rand que celui de la réduite si^iyantet
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viennent périodiquement. Posons
jf =s ^4* -, — ^iV = /? +
/i + etc. # p+eic. •
Il est dair que dans ces deus expressions on pourra^ remplacer par^ la suite /?+ etc. : de sorte qu'on aura
: 1 il
En considérant aîSi ces deux suites comme terminées k y^et en leur appliquant les règles relatives à la composition des réduites , on arrivera à deux équations de cette forme :
Or, si de la première on tire 1% valeur de^ en jt^i et si on la substitue dans le deuxième , il est facile de voir que réipiation résultante sera du 2« degré en jc. Donc etc.
La proposition inverse est également vraie : c'est-à-^ire que toute racine irrationnelle <ïune équation du 2« degré, dont les coefficients sont rationnels , est égale -à une fraction continue périodique. Cette proposition peut se vérifier dans un grand nombre d'exemples , et j'en donnerai un dans le n*» 321 ; mais, pour la démonstration générale , je renverrai au Traité de la résolution des équations numériques par Lagrange , ou aux additions du même auteur à \ Algèbre d'EuLER déjà citée p. 264.
319. Développer 'une quantité quelconque en fraction con^ tinue.
Représentons cette quantité par xi la règle générale consiste à faire successivement
a:=za+-,, x'=^b+—,, j/'^c + --^, etc.
tétant le plus grand nombre entier contenu dans .r, ^ le plus
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giand nombre entier contenu dans x\ et ainsi de suite. Quand on saura trouver ces nombres, il est dair qu'en remplaçant successiTement x', x\....^x leurs valeurs, on aura le développement demandé ,
c + etc.
Lorsque x est une quantité incommensurable , la fraction coutmoe devra se prolonger indéfiniment : car si elle se terminait, ks réduites seraient en nombre limité et la dernière serait la valeur exacte de x \ donc x ne serait pas incommensurable. Au contraire, lorsque x est commensurable la fraction continue ifirrétera toujours , ainsi qu'on va le voir tout à l'heure.
320. Convertir une fraction ordinaire en fraction continue ^ \ H former ensuite les fractions consfergentcs.
Soit une fraction ordinaire
M par N : en nommant a le quotient et R le reste , on
jUMaons N par R : en nommant b le quotient et R' le reste, on
-.= 6+-, dou jj = --5-,.
misons encore I* par R' : en nommant c le quotient et Br et !, on a pareillement
R ^R" ., . Rf 1
g;=C + 5„ dou ^ = -^,.
continuant ainsi ces opérations, qui sont les mêmes que si on lit le plus grand commun diviseur 4e M et de N , on arrinécessairement à un reste nul , puisque les t«&\»& %x3^t«&%\V&
sont des nombres entiers décriMssants. Sapposons, poitr fixer les idées 9 qu'on trouve , sans reste ,
Alors il est facile de voir qu'on aura sticcéssiremem
N JN
ch —
AU misreti des quotients a^b, c,.... les réduites» où fréctiohis obbvei^ntëà se calculeront comthe il a été' expliqué h<» 311. Supposons ) pir exemple, que la A-action donnée soit
Yoici le tableau des calculs :
Divisions < 86400
Quotients 4, 7,1,3
Réduites.
La fraction donnée étant conçue en nombres assez considérables, on pourra, si on le juge convenable, la remplacer par une de ces réduites ; et alors on sera assuré qu'aucune fraction plus simple ne pourra en approcher davantage. En prenant la ré-
duite -r ^ Terreur serait <
321 . Réduire en fraction continue la quantité irrationnelle K a^'H-l, dans laquelle a est un nombre entier quelconque.
Le plus grand nombre entier contenu dans va^ +1 est évidemment a. £n conséquence on posera
Ka*+l=a+->, d'où j/=
Pour extraire les entiers contenus dans jd^ on
d'abor4
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les deux termes de cette yalear par a + V^F^Â , et on lui donne cette forme pins simple
Alors il est clair que 2a est la partie entière de àf\ on fera donc
' j/=a+J/?+î=2a4--;7, d'où a/' =
Cette vatettr de x" étant la même que celle de y, 11 s'ensuit* que l^it" + l sera exprimé {lar la fraction ccmtinue périodique
2à+etc.
En iiraitànt de la même manière la racine carrée d'un nombre entier quelconque qui n'est pas un carré exact i>On trouyera toujours une fraction périodique ; mais il pourra se faire que la pé- ^ode se manifeste plus tard. Cette proposition rentre dans celle ' qui est énoncée à 1 1 fin du n*" 318, et dont je n'ai point jugé à |irqpos de rappoi ter la démonstration.
322. On propose d'évaluer le rapport approclit de la circon-^ férence au diamètre en fractions , dont chacune moit telle. qiCau^ cune fraction plus Simple ne puisse être plus approchée,
B'après la propriété démontrée n'' 317, cette question reyient à déyelopper en fraction continue de rapport la circonférence* au diamètre, et à calculer ensuite les réduites, tljiii'existe 'point de méthode directe pour opérer ce développement, mais œï y suppléa en se servant de la valeur approchée , en d^imalës , (lu repart dont il s'agit. Si on désigne par tt ce rapport et qu'on se borne aux dix [Hremiéres décimales , on a
Si on ajoute une unité à la dernièî*e décimale, la valeur exacte de TT sera comprise entre les deux fractions
10 OÔO 000 000 ' 10 000 000 000'
En conséquence, on les réduira toutes deux en fraction continue ; et W iib prenant que la (lartie commune aux deux développe-»
ments , on sera assuré qu'elle doit appartenir aussi à celui du rap*-< ]port TT. Pour ne point j^rdre de Tue Tobjet principal , j'admettrai ici tîctte assertion comme démontrée.
Si on effectue pour chaque fraction les divisions successives , comme au n"" 320, on trouve ces deux séries de quotients :
Ne cpnsidérons donc que ceux qui sont communs à ces deux suites, & partir du premier sans interruption ; puis formons les réduites correspondantes : on aura ainsi les valeurs cherchées. • ^É
Quotients 3, 7, 15 , 1 , *292 , 1 , 1. ^
*^^^ î' 7 ' 106' 113' "33IÔ2' "33IÏ5' 66 317'
La 1'* réduite n'est autre chose que le quotient 3 , auquel on donne Tunité pour dénominateur ; et la 2^ est égale à 3 + ^ .
La 3' réduite i^ê est formée en multipliant les deux termes d#a la précédente par le 3* quotient 15 et en ajoutant respectivement aux produits les termes de ravant-précédenté. Calcul analogue pour la 4* réduite elles suivantes (31 1).
Ces diverses Tf actions sont alternativement plus petites et plus grades que la vraie valeur de tt. Ainsi la fraction -,- sera trop grande ; c'est le rapport trouvé par Archiméde. D'après le n* 316 , Terreur qu'il comporte est entre -r^ et ' ^,, c'est - à - dire
fintre -^ et —.
' ^Jrattuoit — ^ esile rapport d' Adrien Métius. Il est encore plus grand que le rapport exact, mais il est beaucoup plus approché que celui d'ARCHiMÉoE : car il ne laisse qu'une erreur comprise entre , ' , — et ., ,' ., — r , c'est - à - dire entre ryn^
« ii3X^'<'^ 110(1 10^-33 loj)^ 374o5a6
3nâ3jQ5*
Le rapport -j^, placé entre celui d'ARCHiMèoE et celui de Métius, paraît avoir été connu des Indiens; il n'est guère plus
simple que —, mais il est beaucoup moins approché : car Terreur
est entre . ' > et ,^, J. ,x, c'est-à-dire, entre -^ et -r^.
iopXiiS io6(ioo-f>ii3)7 ' 11978 93ii4
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Si on veut comparer ces rapports avec la valeur de n rapportée au commencement de ce n*, ce qu'il y a de mieux, c'est de les réduire en décimales. On trouve
On voit donc que le rapport d'ÀRCHUiÉDE est en erreur à la 3' décimale , celui de Métius à la 7* seulement , et le rapport intermédiaire à la 5*.
D'un autre côté , si #n cherche les valeurs approchées de v par des polygones inscrits et circonscrits en prenant le carré pour point de départ , on reconnaîtra qu'il faut s'élever aux polygones de 128 c6t^ pour avoir deux décimales exactes, à ceux de 2048 côtés pour en avoir quatre , et à ceux de 8192 pour en avoir six. Par là on voit de quels polygones dépendent les trois rapports cidessus. Je n'ai rien dit des autr^ rapports parce qu'ils sont beaucoup plus compliqués, et qu'ils n'(mt d'ailleurs aucune célébrité. 323*. 'Je me suis appuyé , dans le n* 322 , sur une assertion qui
I ^jhesoin de démonstration , et je proposerai la suivante.
i^RSapposons que x soit une quantité comprise entre it et t', et qa'«en développant u,Uy x^en fractions continues , on ait
1 f IL 1 ,. . 1 *
u^a+—,^ u!z=b+^j u"=c+-;^, etc.
^=a+p, ^ = *+p>, (/'=c+^,, etc.
•^=^'+3» •3/=6'+3;, j/'=C+-3;7, etc.
jC X •*,
Puisque x est entre u et m, et que la même partie entière a se trouve dans u ot ^, cette partie entière doit aussi se trouver dans x ;
donc a'= a. De plus, il est clair que —, doit être entre -7 et -r ,
et que par suite x! est entre u' et ^ : ainsi on peut raisonner sur u', p', a/, comme sur u, f , jt, et on conclura que 11'=^ 6. Ensuite on conclura encore que c'= c. On poursuivra de même ; et tant qu'il y aura des termes communs aux deux premières fractions continues, on reconnaîtra que ces termes doivent également se bouv^ dans la troisième : c'est ce qu'il fallait démontrer.
-.irf
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324- Comme deroière application des fractions continnes, je donnerai le procédé qu'on en déduit j^our résoudre en nombres en^ tiers r équation indéterminée
Les nombres a, b^ c sont entiers, et les deux premiers sont sup« posés n'avoir aucun facteur commun Concevons qu'on ait développé
1^ mpport -7 en fraction copti&ue , et qu'on ait calculé toutes les
réduites : la dernière ne sera autre que ce rapport même. Re-
tranchon&^n l'avant- dernière que je re^ésenterai par t-,* Le ■
Quméfateur d^ la différence ^TSiab'^ba\ et par la propriété da^ p^'dld, on a
[2] ab'^ba'=±i.
Multipliée par ± c , cette égalité devient
ax ±b'c-{'bx T a'c:=C',
donc on satisfait k Téquation [1] en prenant ^ = ±: bfc^y = T a|^^ Cette solution étant connue, on sait (137) que toutes lesauffl^jl sont données par les formules j
x=:±b'c — btj ^= T a'c+aty
t désignant un nombre entier quelconque. On prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, selon qu'il y aura + ou — dans l'égalité [2]; ou bien encore, ce qui est la même chose, selon
que la réduite y sera de rang pair ou de rang impair.
Exemple. Soit l'équation
Si on réduit --— en fraction continue , on trouve
Quotients... 3, 5, 2, 7.
3 16 35 261 Réduites.... j, - , -, _.
Si on prend le numérateur de la différence %V — -tÎ > et si on fait attention que *ri- est une réduite de rang pair, on aura
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Donc 9 en multipliant par 117,
donc on satisfait à l'équation [3] en faisant a:=llxll7=ia87 et >^=35x 117=4095 , donc enfin les valeurs générales de x' et dP y smt
S on fait la division de 1287 par 8â et celle de 4095 par 261 , on trouve 1287=82X15+57 et 4095=261x15+180. Alorà, en remarquant que t est un nombre entier quelconque, on pourra écrire plps simplement ,
CHAPITRE XIII
tWÈOUE DBS LOGARITHMES. — QUESTIONS SDR LES INTÉRfiTS COMPOSÉS.
Dénoition des logarithmes. — Leurs propriétés. — Utilité des tables.
325. Soient deux progressions, l'une géométrique , commisnçapt par 1, et l'autre arithmétique, commençant par Q : telles que ceUesd , par exemple ,
H 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 128 : otc. i 0 . 3 . 6 . 9 . 12 . 15 . 18 . 21 . etc.
^ Si on les compare entre elles , on aperçoit facilement qu'cp multipliant l'un par Vautre deux termes quelconques de la première , et en ajoutant ensemble les termes correspondants de la seconde, on trouve encore deux termes correspondants de ces mêmes progrèsdons. Ainsi , 4X16=64 , .6+12=18 ; et l'on voit qu'en effet 18 répond à 64. De cette manière , une multiplication se trouve effectuée au moyen d'une a4dition.
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Cette remarque si simple est sans doute fort andemie ; mais c'est le génie de Néper , baron d'Ecosse , qui en a fait sortir la théorie des logarithmes , une des plffi utiles découvertes modernes. Elle fut publiée en 1644, sous le titre de Mirifici Logarithmorum ca-^ nonis Descriptio. Je vais Texposer ici avec tous les développements convenables , en me tenant le plus près possible des idées de l'inventeur, sans toutefois employer la considération du mouvement dont il faisait usage.
Le savant Écossais commence par observer que les nombres , dans toutes les nuances de grandeur , peuvent être regardés comme les termes d'une progression géométrique ; et c'est là un point qu'il importe de bien comprendre. Considérons la progression
H l:l+a:(l+a)»:(l4-a)3: etc.
Si on suppose que a soit une très-petite quantité , les termes croîtront par degr^ très-rapprochés ; et comme on peut diminuer a indéfiniment, on doit regarder , à la limite, les termes comme variant d'une manière continue. A la vérité , on ne peut point écrire une progression dans laquelle cette continuité existe; mais l'esprit la conçoit et cela suffit : en conséquence, on pourra considérer tous les nombres plus grands que 1 comme compris dans la progression géométrique. Je laisse de côté ceux qui sont moindres, pour y revenir tout à rheure.
En même temps, Néper prend une progression arithmétique
7 0 . p 2p . 3p . etc.
dont les termes croissent, à partir de 0 , par différences aussi faibles qu'on voudra; et alors, envisageant les termes de cette suite dans leur liaison avec ceux de la première , il les désigne sous le nom de logarithme i.
Ainsi, les logarithmes des nombres sont les termes (Tune pro^ gression arithmétique commençant par zéro , qui correspondent à ces nombres considérés comme faisant partie d^une progression géométrique commençant par V unité,
326. Cette définition semble ne point attribuer de logarithmes aux nombres <1 : et si au lieu de prendre la progression géométrique croissante , on la supposait décroissante , ce seraient les nombres >1 qui n'auraient point de logarithmes. Pour fixer les idées , je raisonnerai toujours dans la première hypothèse ; et
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don, pour qne la progression géométriqae embrasse aussi les nomtares <11 , il suffit de la concevoir prolun^ au-dessous de Tunité, es qui revient à diviser Tunité par les puissances successives de la nison !+«.
Mais quds seront les logarithmes de ces nombres , et comment ontiniier la progression arithmétique au-dessous de zéro? On peut bieD fiiHiner les termes de cette progression dans un ordre rétrograde , en retranchant la raison de chacun d'eux ; mais quand on est arrivé à zéro, la soustraction n'est plus possible, et il semble que la progression doive s'arrêter à ce terme. Cette difficulté disparaît sur-le-champ par remploi des quantités négatives, qui s'introduiraient ici naturellement si elles n'étaient déjà connues : c'est-à-dire qu'on mettra le signe — devant les multiples de la raison qui devraient être retranchés de zéro, si cela était possible. On engendre ainsi des termes négatifs , au moyen desquels on fait des œaire la progression arithmétique au-dessous de zéro , et qui sont les logariUimes des nombres moindres que Funité.
En conséquence, si on écrit à la gauche des deux suites leurs tennes descendants, ces suites pourront se présenter ainsi
et alors la seconde donne les logarithmes de tous les termes de la première. Il ne faut pas oublier qu'il entre dans la définition des logarithmes, comme condition essentielle, que les termes 1 et 0 doivent toujours se ^correspondre , ce qui revient à dire que log 1=0.
Dans les deux suites, la partie ascendante augmente jusqu'à l'infini ; mais , dans la première , la partie descendante tend indéfiniment vers zéro , tandis que , dans la seconde , elle croit jusqu'à Finfini négatif. Donc log x = oo , et log 0= — oo.
Ces deux suites mettent encore en évidence cette remarque , que si un nombre quelconque n est placé à une certaine distance de
Tonité dans la partie ascendante de la première , le nombre — doit
occuper le même rang dans la partie descendante. Uonc ce dernier nombre a le même logarithme , mais pris négativement $ donc
log- = — logw.
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327. Pftflsons aux Fpropriétés des logarithmes. La propriété fondamentale est celle ^i a été remarquée n^ 325 , et que je vais démontrer généralement. Elle s'énonce ainsi : Le logarithme d^un produit est égal à la somme des logarithmes de ses fac^ teurs, ^
1^ Supposmis que ^ et 6 goient deux nombres appartenant à la partie ascendante de la progression [1]. Par exemple , prenons
a=>(l + a)% ^^a-fa)':
on aura
Dans la progression [2] , les logarithmes de a et 6 sont 2|3 et 6|3 ; donc loga+log6=:(5+2}p. Or (54*2)j3 est le logarithme de (l+a)^+*; donc
log âè s=: log ^z4:log 6.
2^ Supposons a dans la partie descendante , et b dans la partie ascendante , mais plus loin de Funité que a. Soient
on aura
Mais loga=— -2|3, logi=5p; donc» logtf+logé = (5—2)13 : et comme (S*— 2)j3 est évidemment le log de (14» a) ^"S on conclut encore log a6= log et + log ^ . »
3^ Supposons a dans la partie descendante , et b dans la partie ascendante, mais plus près de 1. Soient
on aura
a=77T-rs, 6 = (l+ar:
ab =
Mais logû=— sp, logi=2p; donc logiz+log6 = — (5— 2)p,
ce qui est le log. de ,, . ,> , ; donc log ab = log a-f-log b.
LEÇONS D^LGÈBRK. 283
4^ Enfin , prenons les deux nombres a et b dans la partie desoendante , et soient
^*=— ri. 6 =
on anra
(l + ajS+=''
Id log fl=— 2p, log è=— SP; par suite on a log^z+logfcss — (34*5) p , ce qui est le logarithme dû produit ci-dessus ; donc en- . core log ab = log a+log b.
Cette égalité étant Traie dans tous les cas , changeons-y bea bc; die devient
log abc = log a + log bc = log ^4* log b + loge.
On peut continuer ainsi , quel que soit le nombre des facteurs ; donc
k logarithme d'un produit etc.
328. Posons T = ^9 0uaura 6^=^; donc log i!»4^ log jrs= log /z,
ffoù
logy = loga— log^.
Donc le logarithme dun quotient est égal au logarithme du di» vi4ende moins celui du dipiieur.
329. Si un produit est composé de n facteurs égaux à a , on doit ayoir
loga" = loga + loga+...=:nloga. x
Pour étendre cette fcMmule aux exposants fractionnaires , on po-
sera jc=:a*j d'où j:"=^'". Par suite logj:" = log^"»; donc, en Tertu delà formule ci-dessus, nlogjr=:/72log a; et de là on tire
log j:= — loga.
Si a est affecté d'un exposant négatif — n , on remarquera que a-*X«"= 1 ; donc (327) log ât-"+log a»=log 1. Or log 1=0 ; donc log a-»= — log «"= — n log a.
Donc le logarithme d^une puissance quelconque (fun nombre est égal au produit du logarithme de ce nombre par l'exposant de la puissance.
i 180. Soit **» l^a, on a r" =ifi ; donc , par la règle précédmte , ^10fr=1osaf «fou
'' Dodo' fa btgariAme de la racine d'un nombre s'obtient e\
b legaritkHu du nombre par rindice de la racine. '
• 881. Gn |fe9priélés montrent clairement qae si l'on avait de<
' ^Ufl»OÙ l'on pût trouver tous tes nombres , et à c6té leurs loga-
.lithiDH, il ferait facile de ramener la multiplication à l'addition, la
~ ' ' n i la Boastraction , la formation des puissances à la mul-
, et l'extraction des racines à la diviHoa. Par exemple ,
de 887, OD le diviserait par 7, et on aurait ainsi le log. de Ksf? ; < donc, en dicKhant dans les tables le nombre correspondant, on aurait la nefaie deanandée.
' T«Ut im làgtiiiina. — Dv ^ffiranU tjtlima taatàiitit d'iprii 11
— > Sjitimo ntpïT-
332. On CMnprend bien que les tables ne peuvent pas renfermer j les logarithmes correspondant à toatea \» Boances de grandeur qoe peuvent avoir les nombres : car ces lAiances scmt infinies , mÂne entre deox limites très-rapprochées. Slles ne peaveot pas ncm ^os contenir les logarithmes de tous les nombres entiers : car la lulte de ces nombres est illimitée. Mais on y mettra ceux des nombres entiers depuis 1 jusqu'à nue certaine limite , jusqu'à 100000, par ezemi^ ; et comme tontes les opérations numériques se ramènent à des calculs de nombres entiers , ces tables seront encore d'une îmmense utilité. Je vais exposer leur construction , en suivant tonjours les idées de Nâpin.
D'après nos explications , pour que la progression géométrique embrasse les nombres plus grands que t , dans tous les étais de grandeur , îl faut la concevcùr comme formée de termes qui croissent d'une manière insensible à partir de 1 ; et, pour avoir leurs logarithmes , il faut aiissi concevoir la pn^ression arithmétique comme composée de termes qui varient par d^rés inseosiblet , à partir de zéro.
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A leur wigiiie, les accroissements simultanés que peuvent rece- Toir les termes 1 et 0, sont d'une petitesse inappréciable; mais, quelque petits qa*ib soient, on conçoit qu'on peut établir entre eux on certain rapport, lequel est entièrement arbitraire. Ainsi, lors* que ces accroissements commencent à naître , on pourra supposer que odai du logarithme 0 est double, triple, etc., de celui du nomtare 1. Ce rapport est appelé , d*une manière générale, le Module des logarithmes, et je le désignerai par M.
Cela posé, donnons au terme 1 de la progression géométrique un accroissement très*petit », mais cependant appréciable en nombres. L'accroissement correspondant du terme zéro de la progression arithmétique sera à fort peu près égal à M<» ; et Ton pourra prendre, pour les deux progressions , celles-ci :
[1] ff 1 : l + w : (1 + 0))' : (!+»)' : (!+»)* : Ctc.
[2] -^ 0 . Mo> . 2Ma> . 3Mca . 4M&> • etc.
Noos avons dit que le rapport ou module M peut être pris à volonté : par conséquent , selon les valeurs particulières qu'on lui attribuera, on aura différents systèmes de logarithmes.
Les logarithmes que Néper a publiés étaient tirés des progressions
[3] f^ 1 : l+ù> : (14-w)' : (l + a))^ : etC.
[4] T 0 . w . 2w . 3à) . etc.
Cda revient à supposer M=l , et cette hypothèse se présentait d'ellemême comme moyen d'éviter les multiplications par M.
Les termes de ces deux suites varient très-peu rapidement , de sorte qu'en les prolongeant Tune et l'autre aussi loin qu'on voudra, on est sûr de trouver, dans la première, des termes égaux aux nombres entiers 2,3, etc. , ou si approchants que la différence sera négligeable. Les termes correspondants de la seconde pourront donc être pris pour les logarithmes de ces nombres, et ce sont eux qu'on devrait écrire dans les tables.
Par là , on voit que ces logarithmes ne sont pas exactement ceux des nombres à côté desquels ils seraient inscrits. Mais il existe bailleurs une autre cause d^inexactitude , laquelle résulte de ce qae w ne représente qu'approximativement l'accroissement que doit prendre le logarithme 0 , lorsque &> est celui du nombre 1. Toutefois, cette supposition approchera d'autant plus de la vérité que &> ^ une quantité plus petite.
Les logarithmes dont je yiens de parler , qui répondent au module M = 1 , se nomment Népériens ; on les appelle aussi hyperboliques,, pour une raison qui ne peut point se placer ici. La comparaison des deux suites [2] et [4] démontre sur-lechamp que, pour transporter les logarithmes népériens dans Uh système quelconque^ il suffira de les multiplier par le module de ce système,
333. Je placerai ici deux valeurs assez souvent employées. L'une est le logarithme népérien de 10} et l'autre , qu*on représente ordinairement par Cy est le nombre dont le logarithme népérien est 1 . Ces valeurs sont :
Log. nép. de 10=2,302 585 092...,
D'après ce qui a été dit plus haut sur les suites [3] et [4] , il ii*y a aucune difficullé à concevoir comment on a' pu les calculer.
334. On a fréquemment à multiplier et à diviser par 10, 100 ^ 1000 , etc. j par conséquent, en construisant des tables dans lesquelles 10 aurait 1 pour logarithme , ces opérations se réduiraient * à une addition ou à une soustraction de quelques unités entières. Cette remarque n'avait point échappé à Néper; mais la mort Tempécha de construire ces nouvelles tables , et ce fut Briggs , professeur d'Oxford , à qui il en avait recommandé instamment 1 exécution, qui publia les premières en 1624, sous le titre de Arithnietica logarithmica ^ avec une introduction très -développée. Ces logarithmes sont ceux dont on fait toujours usage dans les calculs numériques : on les appelle indiOféremment logarithmes de Briggs , ou logarithmes ifulgaires.
D'après la remarque du n^ 332 , on voit que les Icçarithmes népériens une fois calculés , on les fera passer dans le nouveau système, en les multipliant tous pat* un module convenable M. Ce module est facile à trouver : car , puisque dans ce système le logà-^ rithme de 10 est 1 , on doit avoir
Mxlog. nép. delO=l; .
donc , en divisant 1 par log. nép. de 10 , rapporté plus haut , on connaîtra le modulé M ; savoir :
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Des diflPérenU systèmes de logarithfhes , eoilsidérés d'après leurs bases. — Syslème
' de Briggs.
335. Si l'on suppose toujours qu'on s'élèye ou qu'on s'abaisse à partir de 1 , en suivant une jprogression dont les termes varient gécmiétriquement d'une'manière continue , on peut lui adjoindre une infinité de progressiotis dont les termes croissent , à partir de zéro, arithmétiquement et aussi d'une manièraa)ntinue. C'est pour ortte raison qu'il peut ^xist^^ une infinité wUystènics de logarithmes* mais toute indétermination disparait des qu'on fixe le nombre auquel correspond ul^ certain logarithme, qu'on peut d'ailleurs ckdsir arbitrairement. Par e^mple , on peut donner le nombre aùiqaél on attribue l'unie pour logarithme , et c'est ce nombre qa'on noinme la hase du ^ystèÂe.
336. Sous ce point de i^e , le système qui se présente tout d'abord, comme le plus simple, est celui dont îaNbase est 10 , et je vais m'eh occuper spccia^emenpt. •
i)ans ce système, les Ib^aritlftnes de 10, 100, 1000, etc., sont i , 2 , â , etc. , et en général lOg 10^ = A ; de sorte que ces logarithinies, qui doivent reveçir si cuvent dans les calculs, sont toujours connus sans aucune peine. «
Dé 1 à 10, les nombre ont^leurs logarithmes compris entre 0 et 1 ; de Ibà 100, entre 1 et 2 ; rfe lOQà 1000, entre 2 et 3, etc. Or, la pérlie entière d'un logarithme 'è^ysidxxim^caractèristiques .• on peut donc conclure que, dans le système dont la base est 10, /a caractéristique du logarithme d*un timbre a autant d'unités , moins une , quHl y a des chiffres *duns le nombre.
337. Lorsqu'on multiplier ou qu'on divise un nombre par 10, 100, 1000, etc. , son logarithme doit augmcnter«ou diminuer du logarithme de 10 , 100 , 10^ , etc. , c'est-à-dire, de 1 , 2 , 3, etc. Donc , tant que le nombre restera plus grand que 1 , la partie décimale du logarithme sera toujours la même , et il n'y aura que la caractéristique seule qui changera.
Ainsi , en prenant pour poipt de départ le nombre 658 , on aurait
log 659=2,818225 9, log 65,8 = 1,8182259, log 6,58=0,8182259.
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Si on continue la division par 10 , il vient
log 0,658 =0,8182259— î=— 0,1817741, Iog0,0658 = 0,81«2259-n2=— 1,1817741, etc.
Mais on a troavé plus commode de ne^ point effectuer les soustractions , et de donner à la partie décimfde une caractéristique négative qu'on écrit ainsi : 1, 2,.... Par exemple, 2,8182259 ne sera qu'une abréviation ^ — 2+ 0, 81 8 225 9 . '
En admettant ainâ des logarithmes dont 1^ caractéristique seule est négative , il sera permis de dire qu'ihi nombre décimal étant donné, on peut y changer à volonté la plaie de la virgule, sans que la partie décimale de son logarithmesoit altérée ; et en même temps on voit qu'il sera toujours facile de rétabUr le Caractéristique à la simple inspection du nombre donné/
338. Expliquons maintenant comment^)n peut calculer les logarithmes des différents nombres , . depuis 1 jusqu'à 100000 , par exemple. Dans le système que nouf considérons, 1 et 10 sont deux termes de la progression géométrique auxquels répondent les termes 0 et 1 de la progression arithmétique. Pour avoir des termes qui varient par degrés trés-rapprochés, insérons un très-grand nombre de moyens géométriques entre i et 10 , tout autant de moyens arithmétiques entre 0 et 1 , et ."prolongeons les deux progressions jusqu'à ce que la «première atteigne 100000. Dans cette progression, on trouvera des termes qui différeront si peu des nom*' bres entiers 2,3,4, etc. , qu'on pourra négliger la différence , et prendre les termes correspondants de la seconde pour les loga- rithmes de ces nombres. , I
Soit un nombre n qui tombe entre deux termes do la première, ? auxquels corrélspondent / et l' dabs la ^conde. On peut concevoir r par la pensée qu'en augmentant de plus en plus le nombre des moyens insérés, on s'élève dans les. deux progressions par toutes les nuances possibles de grandeur. Il est clair qu'alors, dans la seconde, le terme correspondant à n serait entre / et /', et par consé-» quent , en prenant teg «=/, Terreur sera </'— /. Par exemple, en admettant que les termes de la progression arithmétique crois- ' sent de millionième en millionième, elle fournirait les logarithmes ' avec six décimales exactes.
Pour réaliser cette supposition il faut que 10 ait 1 000000 termes
LEÇONS i/algi^brr. 303
coté, on conclut que 40 répon/lrait à 0,3 ; donc ^ rc^nd à 0,03. En cons6q!io;ico , le nombre cherché se compose des chiffres 3141593; donc, en tenant ciflP^c la caractéristique il ^ ce nombre =314,1593. ^^fSS^*^
On pourra disposer les calculs comme on le voit ci-dessous :
Pour 0,4971371 31415
1" reste 128
^ a** reste 4
J^ombre cherché 314,1593.
Qnâlbd la caractéristique est négative , cela ne change rien aux calculs. On n'y fait d'abord aucune attention , mais on y a égard à la fln pour déterminer le rang des plus hautes unités.
III' CAS. On suppose que le logarithme donné L est entièrement négatif. ^
Soit L= — 1,87^145. Prenons ce logarithme positivement, fet cherchons le noAbre correspondant N. En divisant l'unité par N , on aura le nombre cherché : car le Ic^arithme de l'unité étant Q, il est évident que le logarithme de ce quotient sera égal à — log N ou L.
Mais il vaut mieux éviter la division de 1 par N, en ramenant le logarithme donné à un autre dont le caractéristique soit seule négative : or, c'est ce qu'on fera en ajoutant 2 à L, et en prenant ensuite 2 pour caractéristique. En effet , on a
Alors on opère comme dans le second cas , et on trouve le nombre î rï^ cherché =0,01332556.
Compléments aril)im«*lîquo<:. — Eiempi^s des coIcdIs ofFectués par lognrithnififl. — Ri»;oti]lion
<\n équations oxponenllollest
351. Souvent dans les calculs on doit ajouter des logarithmes, et de leur somme retmncher d'autres logarithmes. Je vais expliquer comment on peut réduire toutes ces opérations h une seule addilion, au moyen des coinpléments tirithmvtiques.
Toutefois on conçoit qu'elle peut approcher assez près de cette limite ; et, pour obvier à cet inconvénient, on calculera les logarithmes des nombres premiers avec 8 décimales. AJors, en les ajoutant pour avoir ceux des nombres composés, l'erreur ne surpassera point 2 unités du 7^ ordre, et par conséquent elle nç sera point d'une unité sur la 6® décipaale C). *
340 Quand op détermine les système^ de logarithmes par lepfs bases, le passage d'un système à un autre est toujours facile. En désignant par a une quantité aussi petite qii'on voudra , tous les nombres se tireront de la progression géométrique
TT 1 : 1+a : (l + ar : (!+«)' : CtC
SuppQSons que, |3 et | étant aussi des quantités de tel degré de petitesse qu'on voudra , les logarithmes des deux systèmes que Ton compare soient pris respectivement dans les deux ]fgMritfl|«^ arithmétiques ht':'- /
7 0 . p . 2p . 33 . etc. 7 0 . 7 . 27 . 37 . etc.
On voit sur-le-champ que les logarithmes d'un même nombre , dans le second système et dans le premier, ont enlre eux un rapport constant : de sorte qu'en appelant jc' et x ces deux logarithmes, et K ce rapport constant , on aura
Quant au rapport K, il suffît, pour l'obtenir, que les logarithmes d'un seul nombre soient connus dans les deux systèmes. Or , dans le premier, le logarithme de la seconde base est censé connu , et , dans le second , il est égal à 1 ; donc , en appelant a et a' \qs deux bases , et désignant par log a le logarithme de a' dans le premier système , on aura 1 = K log a' d'où K = , -.
log a!
(*) On ne peut point afiirmer qu'elle sera moindre qu'un demi-millionième Par exemple , supposons qu'après l'addition les huit décimales soient 0,4723-2149. La partie négligée pouvant s'élever presqu'à 2 unités du 7« ordre, l'erreur commise , en prenant les six premiers chifl'res 0,4723^1 , atteindrait presque 7 unités du 7" ordre ; mais , comme on l'ignore, on n'est poiivt autorisé à augnientcr d'une unité le C)*^ chiflVc.
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Mais il est plus simple d'employer les compléments , oonûM on le voit ci-après : ■
log "7340 = 3,8656961 . /
log 3549 = î)ÉiOii>0/ X3yj7^'/^^<5
comp. J^ 681,8 = 7,1663430 ^
comp. Tog 593,1 = 7,2268721 Som. —20 on log Aif 1,8090172 log 100j:=3,8090ta|.
c = 6442 W^' jc
On a retranché 20 à cause des deiFx compléments ; et ensuite , ■ comme on yonlait connaître x à 0,01 près^ on a ajouté 2 à la caractéristique de log X, Alors on a eu le log. de IOOj:, et par conséquent il a suifi de chercher le nombre entier le plus approchant auquel ce dernier logarithme correspond. On a trôuyé ainsi , avec léger. excès, j:= 64,^2. «
Soit proposé d'évaluer à 0,00001 près le quotient' ^Êr
• • lKl46298y
En pr^iant, d'après les règles, le log. du numérateur et celui du dénominateur, puis retranchant l'un de l'autre, il vient
, log ^= * log 146298— I log 988789. •
Voici le tableau des calculs :
î log 146298 \ log 988789
iog 98878 0,9950997
pcMir 0,9 40
log 14629 0,1652146
pour 0,8 238
log 146298 5,1652384
Iiroduit par 4 20,660953b
quotient par 5 4,132190^
\ loff 146298=111321907
comp. \ log 988789 ='5,0040803
produit par ^ 29,9755185 y
quotient parA 4,9959197 ^
som. — 10 oag9V= 1,1362710 log 100000a'=4,i3t;2710 100000.r = 13686
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que positives, les valeurs correspondantes de y comprendront toutes les nuances de grandeur entre zéro et TinGni.
En premier lieu , soit a^\.. Si on donne à j? des valeurs positives croissantes à partir de zéro, telles que ,V, /^,... il vient
y^a\ a'"^, a''\ a~% etc.
lO
ou , en faisant V^ = a\
^=1, d\ ci''^ a!^^ etc.
cC est ici une quantité plus grande que 1, et par conséquent cette suite est croissante jusqu'à l'infini. De plus, il est clair qu'en faisant augmenter x par différences plus petites que -^ , on peut rapprocher autant qu'on voudra les valeurs de j^. Posons X := — 2 , on aura
Or, d'après ce qui vient d'être dit, si on fait passer z par toutes ! les valeurs positives à partir de zéro, ^' croîtra d'une manière continue depuis 1 jusqu'à TinGni ; donc le quotient de 1 par a- décroîtra depuis 1 jusqu à zéro. De là on conclut que les valeurs négatives de X, entre zéro et l'infini , font prendre ky toutes les grandeurs
descendantes depuis 1 jusqu'à zéro.
En second lieu , soit « <; 1 , et faisons a = —, : on aura
Ici a' est>l : donc, selon qu'on fera croître x positivement ou négativement, a'^ augmentera à partir de 1 jusqu'à 1 infini ou diminuera à parlirde 1 jusqu'à zéroj et par suite^ devra décroître depuis i jusqu'à zéro ou croître depuis 1 jusqu'à l'infini.
Concluons donc que tout nombre, au Ire que l'unité, peut être pris pçmr base d'un système de logarithmes.
La 'discussioii pncèdonlc fait Vi>ir en outre : 1" que, dans to s les syslèiiies, h' loî^^arithme do 1 unité est égal à zéro, et celui de la basî égal à î'uiiilé j 2" que, dans les systèmes dont la base est >1, en alog(»;= 00, et log. 0=— od; 3*>que, dans ceux dont
LhÇOINS D^ALGÉBIIK. . 293
la base est <1, on doit, au coiilraire, avoir log[ qo = — oo et log 0 = 00.
343. Par la nouvelle fîéfinition (341), l(»s pn^priélés (1rs logarithmes se tirent immédiatenicnl de celles des exposanls. JLn eflet, soient j% y, y,... des nombres dont les logarithmes sont j:, j/, x',„ . : par cette dclinition , on doit avoir
donc, par les règles relatives aux exposants, il viendra
yyy . . . = a'^a'^'a*'' . . . = a** + '«^' + '^'^ ■
un «
Mais, d'après la définition, les exposants de a^ dans les derniers membres, sont des logarithmes des quantités qui sont dans les premiers ; on retrouve donc ainsi les propriétés connues.
344. Les logarithmes étant toujours considérés comme des exposants, proposons-nous de calculer le logarithme d*un nombre donne b. Ce problème , sur lequel repose la construction des tables, revient ^ résoudre Téquation
leni a
L'inconnue est en exposant , et les méthodes expliquées jusqu'ici ne sont point applicables à ce cas. Voici celle qu il faut suivre.
Supposons les nombres <^i et b tous deux^l. En donnant à jc successivement les valeurs 0, 1, 2, etc., on arrivera à deux puissances a" et <^/"+', entre lesquelles b sera compris, et alors on saura que x est entre « et // + 1 . En conséfluonce on posera
Par suite , l'équation /7.' = /^ devient
a *^ '' = // . d'où a'^' ■=r. — . Faisons, pour nbr«^?fT. — -- ^ , ^t éîpvons la d^raiéro «égalité \ la
aamTeoable.
RapiHxichoiis préseatemeot les relations trouvées ci-dessus ,
et on poorra exprimer x par cette fractioD cdntinuc
Par UjjÀéorie de cette sorte de fractions , on sait qac plus on pren- _^ dra M termes, plus on approchera de la valeur de x,-ct que même on pourra rendre l'erreur aussi petite qu'on voudra.
345. Lorsqu'on prend 10 pour base , on a évidemment 10'=10, 10*=100, etc.; donc les logarilhmcs di^ nombres 1, 10, 100, etc., soutO, t, 3, ctc , et en général lo.:; )/^:=k. Ici vîennenl nalurullemcnt se reproduire les remarques déjà faites sur la caraclérislique n- 336 et J37,ct auxquelles je renvoie.
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Pour avoir les lo^j^arithmcs dc*s autres nombres, on devra réaoudro successivement les équations
10*=îf, 10'' = 3, I0' = i, etc.,
ce qui ne peut plus maintoiiant olTrir ih. difliculté. 11 ne faut pas oublier qu'il suffit de cIktcIkt les loî^arithmes des nombres premiers : car de simples additions feront connaître ceux des nombres composés.
346. Dans les tables, les logarithmes sont toujours exprimés en décimales , et par conséquent il iinpo|^ï l)eu de savoir s'il existe d'autres nombres que U^ puissances de iO, qui aient des loga rithmes commensural)les; cependant, pour satisfaire le lecteur, je f traiterai ici cette qu<*stion.
; Pour plus de généralité, je ebercherai d'abord à (/uclles con- \ ditions on peut tvconnaUre (/m* x est commensumble dans r équation a* = b, a et b êttint des nombres entiers positifs.
Soit donc jl= —, m et n étant des nombres entiers. 11 vient
a'z=b, d'où rf'» = ^".
Dans a"*, il ne peut pas y avoir d'autres facteurs premiers que dans a, ni dans b" d'autres facteurs premiers que dans b; donc la dernière égalité exige que les facteurs premiers de b soient les mômes que ceux de a. Supposons ?
a = vJ'fj^Y et b= yp'pt'Y' :
on aura
Mais, pour que celle égalité subsiste , il faut que chaque fadeur premier entre le même nombre As fois dans les deux membres Ame W . / /
mp=ztip'y mq=.mf, mr=^nr^, ^^ y
Delà on tire
m p' ni q ni r
Cl par conséquent on a ces conditions
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Réciproquement , admettons qu'on ait
a = 0LP&9y% b = ot.p'Çi^'Y\ ^ = ^ = -.
Si on prend
on aura px =/>', qx = g^', rx=r\ et par suite
Donc, /?our ^Me x soit commensurahle^ il faut et il suffit que a e^ b soient composés des mêmes facteurs premiers , et que les rapports des exposants de b aux exposants de a soient
égaux (*).
Lorsque ûj= 10 = 2x5, on devra avoir 6 = 2^»' x 5^', et p'=^q'\ donc Z? = 2'"X5^'=10/", c'est-à-dire qu'i7 n'y a que les puissances de 10 qui aient des logarithmes commcnsura-
blés.
347. Quand on déGnit les logarithmes par les exposants, et qu'on les a calculés pour une base particulière , il n'y a aucune difficulté à les transporter dans un autre système. En effet , si a est la nouvelle base, et que, pour cette base, x' représente le logarithme d'un nombre quelconque jk, on doit avoir
.'xf
Or, en prenant les logarithmes des deux membres dans le premier système, et observant (343) que log a'^' =:x' log a\ il viendra
loff.r
j/ log a'=\o%y^ d'où x' =:
log a
Remarque, Uftlk on Xxr^éÊà&ï ' = , -; donc, quel
que soit le nouAre j^, ilexi^un rapportnonstant entre ses logarithmes , pris dans les deux systèmes. Quand les logarithmes ont été tirés des progressions , cette conséquence s'est présentée tout d'abord (340), puis on en déduit la valeur de ^; mais ici c'est le contraire.
(*) Les cas où, a^Xb étant des fractions ou des radiraux, on voudrait en- (!ore que X fût cçîmmcnsnrable, se traiteront d'une manicre anaîoirue.
LEÇONS d'algébrb. ^97
Soit une progression géomélriqu^udconque
fi /* : hq : hq* : liq^ : clc,
les logarithmes des différents ternies seront
logA, log/*4fiog(/, logA^o^ etc. -ht ^y 9
Bonc les logarithmes des jwfnb/vs en progression géométrique sont en progression arithmétique.
Si l'on suppose A= 1 , les deux progressions seront
fr 1 : 7 : 7' : q^ : etc. ,
T 0 . log<7 . î2log<7 . 31og^ . etc.,
ee qui ramène à la déGnition des logarithmes, tels qu'on les a considérés d'abord.
Des deux qii^s[ions }>rincip<'ili>s q'.ie lf>s tables de logarilliitifs servent à résoudre.
349. La première de ces questions est celle-ci : Un nombre quelconque Si étant donné, trouver son logarithme.
Les tables de «ALLET, qui sont les plus répandues en France, contiennent les logarithmes des nombres depuis 1 jusqu'à 108000. Elles sont dites à sept décimales , parce qu'en effet elles donnent les logarithmes avec fopt décimales. Cependant on doit observer . que dans quelques parties il y en a huit. Pour réduire ces tables à un format commode, la caractéristique a été partout supprimée, comme étant connue d'avance (3i5) ; et en outre une disposition particulière a été adoptée, que je vais expliquer en parcourant les différents cas de la question dont il s'agit ici.
I*' CAS. On suppose le nombre N entier et <C 108000.
De 1 à 1200, il ne faut aucune explication. Par exemple, veuton le log. de 652 ? on cherche ce nombre dans la colonne N j on trouvée côté les huit décimales 81424760, et en rétablissant la caractéristique on a log 652 = 2,81424760.
Au delà de 1200, la disposition est moins simple. Dans la colonne N , les nombres se suivent sans interruption depuis 1020 jusqu'à 10800, et leurs logarithmes se trouvent encore dans la colonne immédiatement à droite. Je suppose qu'on demande le log. de 3456. Après avoir trouve le nombre .S456 dans la colonne N, on remarquera que dans la colonne à droite les trois
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chiffres 538 sont censés se répéter dans Tcspace vide qui est audessous d'eux ; et par conséquent on aura , en restituant la caractéristique , log 345(> = 3,5385737.
Jusqu'ici, il semblerait que les tables s'arrêtent à 10800. Maïs à Faide des autres colonnes, intitulées 1, '2, 3,... 9, elles vont réellement jusqu'à 108000. D'abord, si un nombre est^écuple d'un antre, la partie décimale de son logarithme est la même ; et de là il suit que la colonne marquée 0 donne aussi de 10 en 10 les logarithmes des nombres jusqu'à 108000. Pour avoir ceux des nombres intermédiaires, il faut recourir aux colonnes 1, ii, 3, ...9. La l"" sert àtrouver les nombres terminés par 1 , la 2e les nombres terminés par 2, etc. Au delà de 10200, les logarithmes des nombres qui ne diffèrent que par le chiffre des unilés ayant les trois premières décimales communes, on s'est contenté d'écrire ces décimales une seule fois dans la colonne 0, et on n'a placé dans les colonnes suivantes que les quatre dernières décimales. Ainsi, veut-on le log. de 34567? on fera abstraction des unilés 7, on cherchera 3456 dans la colonne N , puis on s'avancera horizontalement , à partir de ce nombre jusqu'à la colonne marquée?, pour y prendre les derniers chiffres 6617 du logarithme deniantié; et, quant aux premiers, ils sont donnés par le nombre isolé 538 qui se trouve dans la colonne 0, le plus proche en montant. En rétablissant donc la caractéristique, on a log 34567^ 4,5386617.
IP CAS. O/t suppose le nombre N entier et > 108000.
Soit JN = 3456Vt;9. Je sépare sur la droite assez de chiffres pour que la parliez restante; à jj^.iuehe ne surpasse point 108000; et j'ai ainsi le nombre ]\' = 34567, Si), (jiîi est 100 foîs<i\, mais dont le logarithme a la mC\\\{\ narlic décimale que celui de N (337)
jNo coii^.idéiciDt qie la pailie eiitière deJN', je cherche log 34567 comme dans le 1" cas, et je trouve^ abstraction faiîc^ de la caractéristique, lo- 31507=0,5380617.
]Mais A' surpai^sant 34567 (W (?,N;), le logaritinne de JN' doit surpa.sser le prc(:Oi;onl d'uie cerhiii^e qua:ilité <:r:e je vais cher- ('î:ri\ Acinn^llciis pour ur. liionhnl que les accroissements des ijoîîjhî'es S(jieiit pr(»portioiinels aux accroissements d(; leurs logaii»imies; oit remarquera al(>ïj que les tables contietnu'ot , dans îa drniiére roionne à ùroiie, les dilïerences , tout(\s calculées, entre h's lii;,MiilhmeN dch nondires consécutifs j et que, pour les nom-
brcs 34567 et 34568, celle différence tabulaire esl de 126 unités dédmalcs du dernier ordre. C'est donc là ce qu'il faut ajouter au log. de 34567, lorsque ce nombre augmente d'une unité ; et par conséquent, lorsqu'il augmente de 0,89, on aura ce qu'il faut ajouter à son logarithme en faisant la proportion
x, d'où JC = 126x
On doit négliger la fraction 0,14 qui est moindre que l'unité décimale du 7« ordre, et l'on a simplement jr = 112. On fc\yi aussi s'épargner la multiplication 126x0,89. En effet, dans les tables on voit au-dessous de 126 une petite colonne de paHies proportionnelles , qui renferme les prodi^^ de celte différence par /o, ,'0, etc.; et qui donne immédiatement 126x0,8=101, 126x0,09 = 11,3; donc 126xOt89=101 + 11 = 112.
De quelque manière que ce produit soit trouvé, en l'ajoutant au log. de 34567, et en rétablissant la caractéristique , on aura le logarithme chei^ché , savoir : log 3456789 = 6,5386729.
Les calculs que je viens d'expliquer sont réunis dans le type suivant ': :
log 34567 .j ."! 0,5386bl7 *
•• pour 0,8 101
' pour- . 0,09 "... 11
" log" 3456789 6,5386729.
Remarques. La proportion entre J^s accroissements des nombres et ceui des*4ogarithmes n'est point rigoureusement exacte. Seulement elle fournit une approximation suflisante, quand 1(îs nc^bres soht grands et leurs accroissiîmenls pou considérables. C'est pourquoitU (»st essentiel d(^ ne séparer sur la droite du nombre donné qud le moins de chiffres possibh\
Si on avait,à trouver teg 345678987, il faudrait sépanT quatre chiffres; et,' eu citkulant la différence correspondante à 0,8987, on aurait 126X0,8 = 101, 126x0,09=11,3, 126x0,008=1,01, 126X0,0007 =-0^088. Or, si on ajoute ces produits partiels, ou voit que le deiiiier, c(*lui qui résulte du chiffre 7, n'a aucunt^ influence sui- la*7* déchnale» du logarillune. Cet exemple montre
et A" ne pourra pas non plus être zéro : car , pour que cela fût , il faudrait ^ue M'P fût divisible par chaque facteur algébrique premier de A'. Donc , en vertu du 3« cas , P devrait l'être aussi, et dès lors F ne serait plus une quantité première. |Si on multiplie par B^et si on divise par F les deux membres de celte ^alité , elle devient
donc la divisibilité de A'B par F entraine celle de A"B.
Divisons encore F par A". Soit M" le nouveau nombre par léqud on multiplie F pour éviter les coefficients fractionnaires, soit Q"le quotient et A'" le reste , il viendra
M"P=A"Q"+A'", d'où Ton tire , comme plus haut , ^
donc A'"B est aussi divisible par F.
Encontinuan^insi, on obtient des restes successifs A', A", A''',... dont le degré va en décroissant , et comme aucun reste algébrique ne pourra diviser exactement F , on est sûr d'arriver à un reste numérique A,. Or, les raisonnements précédents prouvent que tous les produits A^B, A^'B , A^^'B , etc. , sont divisibles par F ; donc A,B doit l'être ; donc, par le 3® cas , B est divisible par P.
Les quatre cas qu'on vient d'examiner sont les seuls qui soient à considérer lorsque les quantités A, B, F ne sont pas 'numériques à la fois , et qu'elles ne contiennent pas plus d'une lettre. Passons aux cas où il y a deux lettres .r ci y dans l'une de ces quantités, ou dans deux d'entre elles , ou dans toutes les trois. Ces cas sont aussi au nombre de quatre , savoir :
1^ Lorsquhui seul des facteurs A e^ B contient la lettre x , et que F ne la contient point,
2^ Lorsque les deux facteurs A e^ B contiennent la lettre x , et que P ne la contient point,
3^ Lorsqu^mi seul des facteurs A e/ B conlicnt la lettre x , et que P la contient aussi.
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4» Enfin^ lorsque les deux facteurs Â e^ B contiennent la lettre X, et que P la contient aussi.
Les démonstrations sont semblables à celles qui viennent d'être exposées ; la seule différence consiste en ce que les quantités qui, précédemment, étaient suppQ3ées numériques, peuvent être ici des fonctions de ^.
De même que les cas où A , B , P, ne renferment paftplus d'une seule lettre , servent à démontrer la proposition pour les cas où ces quantités peuvent contenir deux lettres; de même ceux-ci serviront à s'élever aux cas où ces quantités pourraient en contenir trois : et ainsi de suite, quel que soit le nombre de lettres. Le théorème général doit donc être regardé comme démontré.
363. Théorème. // n'existe qu'un seul système de facteurs premiers dont le produit soit éf^al à une quantité donfiée : on^ ce (pi est la même chose, deux' produits de facteurs premiers ne peuvent être égaux que lorsqu'ils sont composés def acteurs égaux chacun à chacun, .
Cette proposition, toute scmj^blo ^ celle qu'on connaît sur les nombres (271), se dém^Sntre aussi de la même manière. Soient ABCD.... et abccjif,,* les deux produits égaux. Puisque tous les facteurs sont premiers, si a n'est point égal à quelqu'un des facteurs A, B, G,...' il na pou^a diviser aucun d'eux. Or, a ne di- TisaDt ni A ni B, nef divisera point AB : car, d'après le théorème précédent, si ^^ divisait AB, il devrait diviser A ou B. Parla môme raison , a ne divisant ni AB ni G , ne divisera pas ABG ; et ainsi de suite. Donc a ne pourrait point diviser le produit ABCD.. ., ce qui serait abuirde, puisque ABCJ),,, = abcd..,, Il faut donc que a soit égal à l'un des facteurs A , B , G , D , etc. Supposons «=A, et divisons les deux produits par a. Les produits restants BCD.... et bcd.,., seront encore égaux, et l'on pourra leur appliquer le même raisonnement. On «conclura donc que b est égal à l'un des facteurs du produit BGD...., à B, par exemple. On fera Voir semblablement que c est égal à l'un des facteurs restants , et Mnsi de suite. Donc les deux produits ABGD.... eiabcd.,.. stfit composés des mêmes facteurs premiers.
Si plusieurs facteurs du premier produit sont égaux entre eux , le second produit doit les renfermer précisément en pareil nombre.
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déterminer le plus grand comman diviseur de deux polynômes A et B, qui n'ont plus de facteurs monômes. C'est donc cette recherche qui doit nous occuper.
D'après la déCnition , ce diviseur est le produit des facteurs communs à A et à B j donc si la quantité B divise exactement A , elle sera elle-même ce diviseur : c'est pourquoi nous essaierons cette division. Or, une difficulté se présente dès le commencement, c'est que 4x*, premier terme du dividende, ne peut point se diviser par 6J:^ premier terme du diviseur. Pour rendre la division possible, on pourrait multiplier A par 6, et le diviseur cherché ne serait point altéré (365) ; car 6 ne contient aucun facteur qui soit commun à B , et en effet ne doit point en contenir puisque B n'a plus de facteurs monômes. Mais il suffît de multiplier A par 3 ; car alors le premier terme du dividende devient ISo:*, et il est divisible par 6j:\ •C'est donc Ax3*ou
12a:*— 30âJarV 3âiV— 3a\
qu'on prendra pour dividende. Après avoir placé le terme 2x au quotient , on trouve le reste — Sax^ + 1 da'x* + 2a^^ — 3^*, lequel , en vertu du 2" principe (365), doit avoir avec B les mômes facteurs communs que A.
La division est encore arrêtée; mais on la rend possible en multipliant aussi ce reste par 3. On trouve ainsi — ^a au quotient, et pour reste la quantité^ 13a'a:' — 26a^jc — 13a*, qui a encore avec B les mêmes facteurs communs que A.
Ce reste contenant a* à un degré moindre que le diviseur, c'est le diviseur qu'on prendra maintenant pour dividende , tandis que le reste servira de diviseur. Mais on supprimera préalablement dans ce reste les facteurs qui sont communs à tous ses termes, ce qui le réduit à x' — ^ajc — a\ et ce qui n'altère en rien le plus grand conmiun di<?iseur.
On a alors à diviser l'une par l'autre les deux quantités
La division se fait sans introduire aucun facteur dans les dividendes partiels ; et comme on parvient à un reste nul, on en "conclut que x* — 2aa: — a* est le commun diviseur cherché. On donne à l'ensemble des calculs la disposition suivante :
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3âl
Première division.
— 8aj:3 + i9ûj»jr.»4. 2a5a:— 3a* — 24aj:3+57^>^>+ Ôa^jc— 9a* -|-24a j:^— 44a'jc'— 32a» j?— 4a*
13a*a:'— 26a^x— 13a* JC* — 2aj: — a".
Deuxième division.
X* — 2ax--a*
6a?*— 1 1 ao:*— 8a*a:^a 3
aj?' — 2a'jr — a' — a j:' + 2a* X -ra^
367. Les raisonnements précédents montrent comment des diririoDs successives conduisent au plus grand commun diviseur. Deux divisions ont suffi dans l'exemple ci-dessus ; mais si la seconde ne se fût point effectuée exactement^ elle aurait mené à un autre resle de degré moindre que le diviseur, et Ton serait passé à une troisième division comme on est passé de la première à la seconde. En continuant de cette manière, il est évident que si Ton parvient à un reste nul, le diviseur de la dernière opération est le commun diviseur Aerché. Voici un exemple qui exige trois divisions. Les deux quantités sont
A = x*— a.r'— a V— a'j:— 2a*, B = 3a:'— 7ax'+ 3a*x— 2a'.
Première division.
a:* — ax^ — a'x* — a^x — 2a* 3^*— 3aa:5— Sa'x'— 3a3j:— 6a* -3a:* + 7aj:3— 3a'j?*4- 2a^x
4aa:=»— 6a V—' a^x —6a*
12ajc3— 18a"x'— 3a^a:— 18a*
— i2ax^ + 2Sa^x*'^i2a^x+ 8a4
lOa^Jc'— lôa^o:— 10a* 2x''^Zax-'2a\
Sx^—'rax*+ 3a'x^2a*
ai
^ HevxAifM àmâùn.
TroUSéme dirision.
'■^Mi
C'eit donc x— Sa qm est le plus grand commiiii dirtoeor. -1 4aMib prairiÉM «TbiflB eira^mri^ h sefcoode V dènx fois par â. On pomTaM abrégé on pea en m pliant one Sicile fois par 9, et nne iseole fois par 4.
GontinuâtioB : on étrad la théorie précédente à tout les cas.
368. Ce qu'il importe sortout de remarquer, c[est que le sn du calcul est entièrement fondé sur ce que, les quantités étant iijyoDnées selon les puissances décroissantes d'une lettre , chaque vision amène un reste de degré inférieur au diviseur. I/H'squc polynômes coqtiennent plusieurs termes de même degré ^ une caution est à prendre , sans laquelle cette réduction né s'obtient toujours, et qui consiste à réonr tous ces termes sous un seul n tip^icatçur. boient les polynômes
Je les écrirai ainsi :
La partie x^ ne se divisant point par (^+l)x% à cause du facteur j^+1, je rappellerai qu'en général, si une quantité est ordonnée comme les précédentes , tout diviseur de cette quantité indépendant de a: doit diviser séparément le multiplicateur de chaque puissance de x. De là il suit que^ + 1 n'a aucun facteur commun avec B; car, s'il y on avait un, il devrait se trouver dans /+^4-l et dans^ : or il est évident que ^r n'a aucun facteur commun avec j' + l. On pourra donc multiplier A par^+1 sans altérer le commun diviseur cherché; et comme il faudrait tout à l'heure multiplier encore par ^+1, on multipliera tout d'abord A par (j^ + 1)' ou^*-f^+l. De cette manière on parvient au reste R ,
Avant de passer à la 2' division, il faut supprimer dans R les facf leurs communs aux multiplicateurs des puissances de x. Or, les deux parties de R sont évidemment divisibles par — j^* — y^+y* et après cette simpliGcation il reste x-^j^. On va donc prendre x-hy pour diviseur, et comme la division se fait exactement il s'ensuit que le commun diviseur cherché est x+y
Première dwision,
(.r-fl )x*+ (.r*+r+l) x+y
{yJri)x+;y
(jr+l)V+(y+3/+ 3^+1 ) X*
Deuxième division.
(^•:hlj*4-l
369. L'exemple qu'on vit-nt d'expliquer met à découvert ccr- 'teines ilitHculliis qu'il faut cncori- résoudre. Dans la premiértî difvisioii il u fallu , avaul d« multiplier par j+ 1 , s'assurer que celte
' .Quantité n'avait point de fadeur commun avec celles qui mullilÂlient les diverses puissances de x dans le diviseur; el comme le SBOnome^- était une de ces quantités, il a été facile de recoDbatlre qu'il u'a en effet aucun facteur commun avec y+i: Mais i^ |[cnéral il n'eu est point aiusi, car il aurait pu se faire que toute;* les puissances de x eussent été multipliées par des poly^
.'nomes, il f a plus : après la première division nous avons sn|i« primé, dans le ri'sie, les facteurs communs aux quantités multiplient les diverses puissances de x ; et cela suppose qa'i Bâche detOTminer le plus grand commun diviseur de ces quanlil Cette détermination a été facile dans l'exemple précédent, . on comprend qu'il n'en sera pas toujours de même, tes dévelt . |iements suivants font disparaître tuâtes ces difficultés. : r Elles n'ont point lieu quand il s'agit de deux pidynomes ne contiennent que la lettre x ■■ les règles du n" 366 si
-: alors. Ainsi on saura toujours trouver le plus grand commun seur de deux polynômes qui ne renferment qu'une seule lettre^ par suite je dis qu'on «aura aosu (roaver celui d'nn plus granâ nombre de qoanUlés dans lesquellea il n'entre qu'une seule lettre. Supposons, par exemple, qu'on ait trois quantités A, B,Cî soilO le plus grand commun diviseur de A et B, et 0' celui de D et G. B'aprôB la défînilion, D est le produit des facteurs communs à A et B, et I^ est celui des facteurs communs à D et G ; donc Tf est le produit des facteurs communs aux trois quantités A , B , G ^ donc ly est leur plus grand commun diviseur.
2* CoDsidéroas des polynômes A et fi qui contiennent deux lettres ir et y. Prenons d'atxHii le plus grand commun diviseur des termes de A ; soit a ce diviseur et A' le quotient de A par > : on aura A=:aA'. Ordonnons A' selon les puissances décroiisautes de x, en ayant soin de réunir tous les termes qui renferment la m^e puissance de celte lettre ; et supposons, par exeoK pie, qu'on ait
iL' = Lx'+Mx+N. *
Tons les facteurs de A', indépendants de x , doivent être fftctnn j des quantités L , M , N , qui multiplient les diSéreotes [HdMpm "4 de ^. Ces quantités ne contenant qne la seule leUre^, ll'iMpt'
facile d'avoir leur plus grand commun diviseur : nommons a' ce. diviseur et A" le quotient de A' par a', on aura A =/ A" et par conséquent
a sera le produit des facteurs monômes de A, a' le produit des facteurs polynômes qui ne contiennent point «r , et A" le produit des facteurs polynômes qui cx)ntienuent jc.
Faisons la même décomposition sur le polynôme B, et soit
Alors, je détermine le plus grand commun diviseur des monômes a et |S, ainsi que celui des polynômes c^' et fs' qui ne contiennent que la letlre j ,• et si je puis aussi trouver celui des polynômes A" et B" qui renferment j- et x, j'aurai trois quantités dont le produit sera le plus grand commun diviseur de A et de B En effet, la première (oiitiondra les facteurs premiers monômes \ communs à A et à B ; la seconde, les facteurs polynomt^ indépendants de x; et la troisième , les facteurs polynômes dépendants de x\ Or, jc dis qu'où peut trouver le plus grand diviseur commun des quantités A" et B ' en les soumettant aux calculs des divisions SQccessives, comme dans l'exemple du n** ;î(J8. Il est clair, en effet, que ces quantités n*ayant plus ni facteurs monômes, ni facteurs polynômes indépendants de .r, il sera permis de multiplier les dividendes partiels de la première division par le polynôme qui est placé devant la plus haute puissance de x dans le diviseur, et qu'on arrivera ainsi à un reste de degré moindre en x que le diviseur. 11 sera facile d'ôter de ce reste tous les facteurs monômes qu'il renferme, aussi bien que les facteurs polynôme > indépendants de x; et alors on procédera à la seconde division ^ prenant pour diviseur ce reste ainsi simplifié. On se conduira i^omme dans la première ; puis on passera à une troisième ; et eu X>ntinuant toujours de cette manière, on est sûr de parvenir enûn t un reste nul ou à un reste indépendant de x.
Dans le premier cas, les quantités A" et B" ont pour plus grand liviseur commun le diviseur de la dernière division. Dans le Qoond , elles n'en ont aucun , ou , pour parler plus exactement , lies n'en ont point d'autre que l'unité. En effet , le plus grand ommon diviseur de ces quantités devant être le même que celui H dernier diviseur et do restt iodipendant 4« Jf i dtmit être
lifc'' •'"***'■' • -^ iJfçbtt li'âMiÉW;'^' ■ ^*-;'^'.':'\?*aj 'Jnii^païautdex.- mats la iwlTiMom À^ë( i''U'<M<m 0)iBp(»ttloiltprétiiniiuiira,ps.pamnt avdraiicDnfàcteaval ■nnipdépaidaiit de «antre que l'aniU; donc l'odUett tour nd
non i^ deux polrnooies daWWi^ïl'fl fW MlttWiN#?i>tfflri
. 3* De même qu'OD s'est élwé du cas où les polynomps ne cod-
lienneiit qu'une Icltre à celui où ils cq conlienaeut deux, de
r^ néiue on s'élèvera de ce second eas à celui des polynômes qui en
.^renferment trois, et ainsi de suite quel que soit le nombre des
lettres. Donc enfin il n'y a aucun cas oii t'oo ne puisse détcrmiuer
'^^as ^od commun [Ûviseur de plusieurs polynômes.
■ " ';i;W)."!-ill 6"!--'';fc>i _i;,:!v;:; v.m.i.' • MaaiMMa4itfàliiMBiM<Mb>.fiu«dI«i ■r •!•! • . ., II ■ 'ilii le, eqajflojt
■; VB^-.:-\>:~.-. ■'-■.■-•;. '■
"yl/nt' TiBvs la théorie générale des équations, qui va bientôt JttMk'deeuper, on considËre d'une manièro spéciale des polfiK»ues de M forme ' ' i
Ajr"+fix"-'+Cjf*-»....Gj:+H, ■-' j
dans lesquels x représente une inconnue , m un nombre entier M sitif, et A, B, C,.... des quantités quelconques, numériques oaii|-1 lérales, qui ne contiennent point x. Or, quoique les coelTicieiili A, B, C,... puissent renfermer des radicaux ou des dénominaleiui comme l'inconnue x ne se trouve ni sous ces radicaux ni dans c^ dénominateurs, le polynôme est dit rationnel et uiiitr par rappoi i à X; et l'on dit encore que deux polynômes de celle forme soi divisibles l'un par l'autre , lorsque la division donne un qi^lifl exact, entier aussi relativement à x. Ainsi, x'-i-^ajr/S— fc'ei . divisible pas ^j; — «1/2: car on trouve le quotient exact i^c+aj/j Cela posé, voici une proposition tout k làil semblable â celle d •■ n* 362, et dont l'application se présentera dans la théorie d équations.
Si un binôme du premier degré, de la J'arme ax + ^\dit^t 1|
produit AB de deux polynômes raiionneli et entiers pop ^VBpf i.
à X, il devra diviser l'un de ces polynômes, ^, ■ ...,^ \g
Divisons A elB par 1.2,-1-/, et supposons que les divisions nef
fiHseat pa» exactemenl, on «sl^ùx %a.Qw>w&4.'umerâde8n(ll
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Ifû ne contiendront plus x. Soient Q, Q', les deux quotients, et R, R', les deux restes : on aura
A=:Q(aa'-i-a')+R, B = QW+a')+R',
et par suite
AB = QQ' (ax + a')'+ Q'R(«^+ a') +QR'(ax+ a') + RR'.
De là on tire, en divisant par aj:+» ,
; = QQ'(aj:+a')+QR+QR'+ -rrr-r
Par hypothèse AB est divisible par ajt'+^', il faut donc que le second membre se réduise à un polynôme entier relativement à j: : or, pour cela, il faudrait que RR' fût divisible par »x+:i', ce qui est impossible, puisque R et R' sont indépendants de x. Donc la divisioD de A ou de B par ax-^-u! doit se faire exactement.
Corollaire. Soit un produit ABCD de plusieurs polynômes entiers par rapport à x. S'il est divisible par v.r-f a', il y aura au moins un des facteurs qui devra Tétrc. En effet , on peut considérer ABCD comme un produit de deux facteurs ABCxDj donc si le binôme our+x ne divise pas D, il doit diviser ABC. Semblablement , on coudât que s*il ne divise point C il doit diviser AB , et que s'il ne divise point B il doit diviser A. On continuerait de la même manière s'il y avait plus de facteurs.
37i. Supposons que le polynôme Aa:'"+etc. soit formé parla Inaltiplication de m facteurs du premier deg;ré, et qu'on ait
Ax^-f-etc, = (a:r:+a)(?-^-H^')(V«*^+v')"«- :
ta pourra écrire
Aj:«+etc. = «P7....xrj:+- V j:+-^ V ^H — Y...}
puis , si on observe que le coeflScient A doit être égal au produit
aÔ7..., etsion pose-=a, *f =ô, - = c,..., ouaura
Aj:^+etc. = A(x+^) [x-\-b) (jc+c)....
On dit alors que le polynôme kx 4-etc. est décomposé en facteurs simples ou premiers^ et, sous cette dénomination, on entend ici les binômes jc+ûf, j:+^, jc+c,..- abstraction faite de A.
On peut appliquer à cette décomposition un théorème lout i
W^MM
b eaW,«*MttoM fa'oadtlblDii
.I^At«+tfii{ir+ft)(jr+tf).(jr+rf)'.
\ ,X=A(x+«^(*+ftOC*+«')(j^+<'} .■
I* binôme jr-Hï' doit diviser le produit A[x4-a)[jr+6)(jr-i-c)...;donc - U divise l'un de ses facteurs , et pour cela il faut évidcminent qn'i' soit égal à l'un d'eux. Supposons-le égal à x+a, et divisons Ik deux produits par -r + n, il vient ^x + t)){x+e){x+d)....= i-jL{3: + b'){j: +c'){x+d'),... On prouvera de la même maniért ■^e x + li' doit être égal à l'un des Tacteurs du premier membre i^Soit x + b œ facteurj en divisant encore par x + b on an» A.'x+c){x+dj....—/i{x+c'){x+d')...; el en poursuivant le raisonnement un conclura que les m facteurs simples du second prodoi: sont les mêmes que ceux du premier.
372. Dans la théorie des équiiliona, quand il s'agira du /^/ut^ranc diviseur commun à plusieurs polynômes, cnliers relativement à x il faudra toujours entendre que les fadeurs simples do la rorini x+a, x+i,... qui sont communs à ces polynômes, ont élé muiti plies entre etix pour composer le plus ^rand commun diviseur lequel pourra conlenir en oulre un mulliplicaleur quelconque in dépendant de x. La présence de ce multiplicateur est d'aillenrs too i fait indifférente : car ordinairemeat on ne consîd^ ce coinmui dJvÏMsr que pour en déduire les valeurs de xqai le rendent ^all zéro, el du muTtiplicaleur indépejfâant de x ne peut en ancimi façon changer ces valeurs (69).
La détermination de ce commun divisear pourrait élre toat i faiassimilée & celle du plus grand commun diviseur-des nombres. 1) sera inniile de tenir compte des -facteuts communs indépendant! de jr , et on admettra , si on vent , des coefficieols fractionnant dans le calad; cependant il sera en général plus simple d'éritei les fractions. A la v^ité, les résultats qu'on obtient par ces diverseï nuinières de procéder différeront entre eux par des multiplicalean ou des diviscors indépendants As x; mais on rient de dire qoe cette drconslance ne doit être ici d'aucone oonsidéralion.
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SEULE INCONNUE
Tbcorèmc fondamenUl dont l'objpt est d'établir que toute équation algébrique a unt racine,
373. Les équations algébrique^ à une seule inconnae sont celles qu'on peut réduire à la forme
X étant l'inconnue, m un nombre entier positif, et A, B, C^,,. des quantités connues quelconques. L'exposant m est le degré de Téquation. Pour la simplifier encore davantage , on la divise par le premier coefficient, et on récrit ainsi :
P, Q,... T, U, étant encore des quantités connues.
n n'est pas évident à priori qu'il existe toujours une quantité réelle ou imaginaire qui, mise dans cette équation à la place de :r, rende le premier membre identiquement nul : ainsi, une démonstration est nécessaire pour établir que cette équation a toujours une racine. Je vais exposer celle qu'a donnée M. Caucht dans ses Exercices de Mathématiques, Cependant, comme elle ne laisse pas qae d'être assez épineuse, si Ton jugeait à propos de la supprimer et d'admettre le théorème comme évident, il faudrait passer immédiatement à la composition des équations p. 339.
374. Avant tout, il convient d'observer que le mot imaginaire^ pour avoir ici quelque sens , doit désigner une expression algébrique sur laquelle on sache effectuer les opérations indiquées dans l'équation. Or, comme on n'aura à considérer dans la suite que des quantités réductibles à la forme a+bl^ — 1, a et b étant des quan-
I Utés réelles, je restreindrai désormais la dénomination de quantité
^niaginaire smx seules expressions de cette forme.
Avec les quantités aei bAe l'expression imagisairt tf+frK— 1,
OD pont former une quantité poriliré égale i V^+ ^ : cette qa># * ftté eit dite teiwoifcAdh^riJffj^ Pir eumfia^ m
nttdnle de S--4k^sàrait K^
diflirent entre efiei que M>l]0<lil>^.^ 1^ IMnrtIe imaginaire, aont ; djtaB et^uguéês Tune de Taotre. Deni; quantités conjogiiéei ont ^ 'donc k même modole.
flS on ftktt 6»0, l'exprariona+^KIi aeiédnità^i. AiMik
coijagiiée nae' quantité égate, e(l»|ka*4fl «'«iljptre«h|M{P» (OBUeqBhntitA'WIlê^iiéqie, abstnctkM fUledeaonato
S75. YoidiildyydtVibiAiâM'âkiM
«■ibmhllt AaunMmtt^ii XnififiNMie AibiidÉltfiMdiiCiÉ^iAdL SoSnt les deux ezpreMipni ii^^éfc^^^î^ a*H-#f^^
t aura ividenimrït
R te inodalé db MOT aommé, oit aora (
=:r*+/'"+â(aa'+iy).
Mail) en nuilUpIittit z' par r^ j il est fMile de Yoil
doue la Teleu nnmériqne de aaf-^bb' cal inférieiil»oii Irai^mirtm égale à n^. Par sidte il eat d^ que R' est OMOpris entre 1» d^Qx q^^antltéa r^-tr^^-^^rr^ et f^-hr^^^ar^^ oa^oa.qin est la même chose^ entre (n^)* et (r-y)\ Donc le module H est compris entre la jomQiftM la diflSèrenoe des modules r et r^.
La démonstration est «lactement sembkUe, lorsqu'au lieu de la somme des expressions imaginaires on oonsidôreleur différence^ ^
.976^ hoêUi 11/ Le^fnqtiuU d^ deux quantités a pour nwduU le produit des rn^df^^ ^ ces* quantités^
En effet, la multiplicatipu donne
la^bV^i) {a!+bVC:Â) =zaa!'-'bU+{abf+ba')U^^i
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et, si OQ prend le module de ce produit , on trouve conformément à l'énoncé,
[/(aa'— bb j'+ [ub'^ bu')* = [/a*a'*+ b*b'*-\-a*b"-\- 6V
Corollaire, Donc le produit d'un nombre quelconque de facteurs avoir poar module le produit des modules de tous les factedrs. Sooc aussi la /i«">« puissance d'une ei^iression imaginaire a pour module la n^"** "puissance du module de cette expression.
377. Lemme III. Pour quune quantité de la forme a-f b \/ — 1 soîinûlle^ il est nécessaire et il suffit que son module soit nul.
En effet, a etb étant des quantités réelles, soit
Comme la partie réelle a ne peut pas détruire la partie imaginaire b l^ — 1, il faudra qu'on ait séparément a = 0 et J=0; donc Ka*+^*=0, c'est-à-dire que le module de la quantité a+b V^^^ doit être zéro. Celte condition sufSt évidemment: car aeib étant dés quantités réelles, leurs carres sont des quantités positives et la somme a'-^-b* ne peut pas être zéro à moins qu'on n'ait a=0 et 6=0.
Corollaire, 11 est manifeste qu'un produit de plusieurs quantités réelles ne sera pas nul si q^icune de ces quantités n'est égale à zéro. Mais quand il y a des facteurs imaginaires , il n'est pas évident qu'après la multiplication les termes du produit ne puissent pas s'entre-dctruire sans que cela arrive dans lun des facteurs. Or voici comment on démontre que dans ce cas encore il fout qu'un facteur soit zéro. ^
Pour que le produit soit nul, il faut que son module le soit. Or, ce module est le produit des modules des facteurs (376) \ et comme ces modules sont des quantités réelles, leur produit ne peut pasdevenir zéro à moins qu'un d eux ne le soit. M^is alors le facteur auquel correspond ce module doit lui-même être nul; donc en général le produit de plusieurs facteurs ne peut pas devenir nul à moins qu'un des facteurs ne soit nul.
Lemme IV. Soit un polynôme X de la forme
X=x'" — Px*»-'— Qx*"-*... — U,
dans lequel tous les termes qui {tiennent après (e premier otvI d^^
mw^
fflcients essentiellement négatifs. Si on fait t^iittn X •it au delà iTune certaine limite, les valeur* ^ iwfr 'seront continuellement positives et croiasantet^ Àpôiuînàii. depOiir tmmgrandet qt^en vùudru.
' OU pBBàMxp X rwiny g fiU .-;-—'—
. jMw»ri<».tfcit:<wlttft.g#aiilliiMwiN>tti«ii><pift>>fÉi
0 îjjPB 1^ a m dKir «toe b qptntfU nnferviïv wm J« '. ■mr8riflTe>l4Ba||MHit0.Û|M|«%|KiAn|0ftfHr»»^^ Mil die en poidn dîffktv .MHri^ pep qu'on Tobdri. dW cMié,le Etetenr ;c- Th «DdrtftMij^MMDt et peut farpaw
'.' Limite ; dooc, à partir de x=\ on est d&C fU JCv,<^«i '^^ent jusqu'à l'infiai. :• -; — ■• i
Remarque. Le nombre des termes nân£^' w la p~ t en général égal à m, mnis il peat élite' tiioriSItrê pÀn , qnes-mii d'entre eus peuvent être nais,' SôitRliBiloitat|i^MlCi restants, dt posons les égalités ' "" *
Ml en.Jifva les Velenn
et il etf-drifrqD'oi faisant j: égal à la pins grande deoetTalean, le pol^iome X net» positif. Aiuai, on poorra prendre X égal i cette
râleur.
379. Procédons maintenant k la déiDMistration dn Ihétwène findamental qne nbas avons en voe.
THeoaftHE. Une équation dedegrè quelconque^ à coefficients rieti ou imaginaires, a toujours au moins une racine.
PiEHitRE PARTIE. La démonstration générale exige qae'l'on cûoffldére d'abord le cas particulier de l'équation binôme. Sopposoos celte éqoalion ramenée fr la forme
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ù a et |3 désignent des quantités réelles qni peuvent être nulles , nsemble ou séparément. Il s'agit de prouver qu*il existe une valeur le JT, de la forme a-^b \^ — 1, propre à la vérifier.
Lorsque le degré m est égal à une puissance de 2, la déterminaion de Jc revient à extraire de «+|3 1^^^^ plusieurs racines carrées ncoessives. Or, on a vu (259) qu'on parvient toujours à exprimer Desracines sous la forme a+6 V^^^i, •
Lorsque le produit m est un produit de facteurs égaux à 2 par vmbre impair quelconque, la détermination revient à extraire de 1^.^ |/ — 1 plusieurs racines carrées successives, puis à la fin une .ndne de degré impair. Les racines carrées pouvant toutes s'expri- Mr sous la forme a + b\/ — 1 , il reste donc à démontrer que, m tlint impair, il existe encore une valeur de x, de cette forme , iropre à vérifier Téquatiou x"» = a -i-fi k*^^. û vérité de la proposition se reconnaît facilement quand Tune quantités» et p est zéro. D'abord, si j^=0 l'équation binôme
letèduit à
quel que soit le signe de a, le radical d*ordrc impair x = V^a doit roir une valeur réelle, laquelle est racine de Téqualion. Sia=0, r«quation binôme se réduit à
iRI
irs, en posant x=x' V — 1 , on aura :c"»= ± a:'"» V— -1 (on doit
idrc + ou — suivant que m est un multiple de 4 augmenté
1 ou de 3). Par suite l'équation devient a4*= ±p. Or celle-ci a
acine réelle ; doncf équation j:"» = p \/^\ en aura une de la
>itne 3c = bl^ — 1.
Considérons les cas où ni a ni p n'est égal à zéro. En mettant tous ^ termes dans le premier membre, l'équation sera
Our abréger, je représenterai le 1*' membre par X , de sorte qu'on itoa }
■.Ht inQ» ■'«laùip.
X n tRuCoraMn «k iMteinpii^ JndfltHt'
,,,,„.., . ^^wah^bk;;!,
A et B élanl des puljnomcs entiers en a et b, dan»* lesqnds Kn'entre point. Je vais prouver qu'il euste des valeurs de a eÇb. ^èd et non infinies, qui font évanoair le module k A'+B' 4fi.Js^ ,. , . Représentons par p , f, V, les modules des quantités '
^WÎ^sfftev'opal^ ; -■i:^:»'; -,
' i^«ÀpttiBàbsâ(itAai^=*j Qieslé^déntqDe j;- se rédiii(iij^J||
x=«_Cx+p K=:ï)=-P 1-^=1;
donc V=p' j donc V" <a +p' ou V <p. Poisqo'oo troDTe ajnài valear de V<p , on peul déjà conclnre avec certitude qu'en I saut varier a et & de lootes les manières possibles, la pins pe valeur que puisse prendre V sera <p ; et ce qu'il faut démontri c'est que cette plus petite valeur n'est antr£ que zéro.
Quelle que soit cette valeur minimum , elle oe'doit point corr pondre à la valeur de x=(i; car alors on aurait a=^Q, b= V= \^»+^' = p i et elle ne doit pas non plus correspondre à i valenr de x dans lacfheHe a ou & serait ioGoî, car alors on ani n = 00 , par anite.{376] le module v de j*i serait loBnl , et par st aussi celui de X, lequel est compris entre p~+p et p" — p(375).
Soit f =cBnc«alear différente de zéro, réelle ou imaginai et dans laquelle ni a ni ft n'est infini. SnpposoQs que la vali correspondante du module V ne soit pas zéro : désignons-la par et par C la valeur correspondante de X, laquelle doit être dii renie de zéro. Si on pose
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et si on fait attention que C =c-»— a— .p k^, le polynôme X*dS^ yioidra
Dans ce développement , la somme des deux premiers termes s'é* Tanouit en prenant
mc^"^*
Désignons par c une quantité réelle positive ^ qu'on poiura choisir aussi petite qu'on voudra, et faisons
les deux premiers termes du développement deviendront G(l — f) ; et, en mettant G en facteur commun , on pourra écrire
X = C(i— e+Zi'+Z's'+etc.),
/,/',.... étant des quantités de la forme <x+^^^— 1. I Si on appelle 4> le module de la quantité qui multiplie G , on aura y pour celui de X , en vertu du lemme II ,
D*un autre côté , puisque e est une quantité réelle , si on nomme y, ?',.••• 1^ modules de y',/',.... on aura 1 — e, «pe*, fi^.... pour ceux des quantités 1— e, /«S /'«^...- ; et en vertu du lemme 1*% le module 4> ne devra point surpasser
1 — e + ?e* + ?'ÉHetc.
En mettant cette quantité sous la forme
1 — s (1 — cpe — «pV — etc.) ,
on voit que, pour de très-petites valeurs de e, la quantité entre parenthèses est <1. Par suite la quantité ci-dessus, tout enUère, est elle-même <!; donc alors on aurait *<1 et V<V'.
Ainsi , quand V n'est point zéro, on peut choisir x de manière que le module V de X soit <V'. Don^ la valeur mûmuf^^ «e
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module ne saurait différer de zéro. Or, la valeur de ûc qui donne y=0 est racine de Téquation X=0; donc enfln l'équation binôme admet toujours une racine de la forme a^h )/ — 1 . Seconde partik. Actuellement, soit Téquation générale
[A] 0*4- Px«-« -f- Q*»-» -h Ra7*-3 j^ etc. = 0 ,
dans laquelle P, Q , R , etc. sont des quantités quelconques, réelles ou imaginaires, de la forme a-^h V^ — 1. Posons encore , pour abréger,
X = j:^-|-Pa^-'+Q.r»-«4'etc. ;
puis remplaçons x par la valeur
Il viendra un résultat de la fonne
X=A+Bk'— i,
A et B étant des polynômes en <z et ^ où K — 1 n'entre point ; et pour que Téqualion [A] soit vérifice, il faut et il suffît que le modale I^A -f B* de X soit zéro (377). Or, l'objot des explications suivantes est de prouver qu'il existe jen elTel des valeurs réelles de a et ^ qui doivent anéantir ce module.
Représentons par p, p', r/',.... les modules des coefficients P, Q, R , etc., par p le module de l'expression x-:=a-\-b \^ — 1, et par V celui de X. En vertu du Icmmc II , quand on substitue a^hV^S- ' à la place de x, les puissances j:"', o:"'-', jt""^',.... ont pour modules p'", ^^'"--', M'"-^.... ; et les différents termes
j:'", Pjc'-', Qa:'"-% Rx'"-^, etc., qui composent X, auront pour modules
^m^ |5pm~l^ pV'"-^ p'V'"-^^ etc.
Donc , par le lemme I", on est sûr que le module du polynôme
p^m-i + Qjc"«-a + Rx"»-^ 4- etc. ,
ne devra point surpasser la somme
ppra-i 4pV->+pV'^~^-f etc. ;
et qae par suite le modale Y du polynôme ne devra point être inférienr à la différence
[1] P» — pj^-« — p'f;«-> — p"^--3 — etc.
On suppose cette différence positive, anjrfment iUJetndrait la piyndrp on Bipne coniraire.
En donnant à ^ des valeurs de plus en plus grandes, à partir d'une certaine limite, on sait que l'expression [1] sera constamment positive et croissante jusqu'à FinGni (378). Bouc le moduk^ Y, qui ne doit jamais être au-dessous de cette différence, peut lui-même aquérir des valeurs plus grandes que toute limite.
Si on attribuait une valeur inGnie à ^ ou à ^, le module (^ de j: serait ii^Gni. D'après ce qui vient d'être dit, l'expression [1] le serait donc aussi, et par suite le module Y. Mais tant que a et b n'auront point de valeurs inûnics, il est évident, par la nature même des polynômes A et B, que ce module ne devra pas devenir inGni. De là il suit que , s'il ne peut devenir zéro par aucune valeur de x, on est au moins assuré qu'il en existe une , formée avec des valeurs finies de ^ et ^ , qui donne pour Y une quanlitc au-dessous de la- ({uelle il ne pourra tomber aucune autre valeur de ce module. Toute la question se réduit donc encore à prouver que ce minimum n'est autre que zéro.
Soit j: = cune valeur particulière de x, laquelle peut être réelle ou imaginaire; soit G la valeur correspondante de X , laquelle est supposée différente de zéro ; et soit Y' le module de C. Si on prend pour X une valeur jc = c-h3, diffcronte de c, il en résultera pour X un développement tel que
[2] X=G4-C'z+iCV+etc.
Admettons d'abord que G ne soit pas zéro, et prenons
c étant une quantité positive qu'on peut choisir aussi. petite qu'on veut. L'expression [2] pourra s'écrire ainsi :
X = C(1— fi+Zc^t/fi^ + etc),
y,/',..,, étant encore des quantités de la forme <i-f-frk'^.On
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pourra donc reconnaître ici , comme à la page 335, qae des raleurs Ircs-peliles de « rendront le module V <! VV, ; l^ 7i
Admettons à présent que, dans Texpression^B^^ G soit zéro, et qu'à partir de ce coeflicicnt le premier qui diffère de zéro soit celui de^. £n le désignant par C,, et les suivants par C., Gj, etc., l'expression [2] sera simplement
[3] X = C + C,s» + C,s« + » + etc.
Si 00 pose l'égalité
la quantité — — pourra se ramener à la forme a-^bi/"^^^ et
Ton sait, par ce qui a été dit pour le cas de l'équation binôme, qu'il existe une valeur de z propre à vérifier cette égalité. Nommons s' cette valeur et prenons
t étant encore une quantité positive aussi petite qu'on ycat. En remarquant que c'"= — -^, l'expression [3] se change en celle-ci
X = C:;i— e'^-f/s^+'^+Xe^+^ + etc),
dans laquelle^ y*,, /,,.... djsignent toujours des coefficients de la
forme a-{-b V — 1 ; et on raisonnant encore comme à la page 335 déjà cité(î, on verra que les Irès-pcMilos valeurs de e rendront le module de 1 (expression ci-dessus moindre que celui de C, c'est-àdire qu'on aura A - A'.
Ainsi, lor-^quc \ n'est point zéro, on peut toujours choisir x de manière (jue ie module Y du polynôme \ soit <Y'. Donc la valeur miiLimiun de V ne diffère pas de zéro; et par conséquent la val(»ur de x à huiui'Ih^ («jrrcspond ce miniinum est racine de l'équali(?n [A]. Sans assii^^ner la valeur de cette racine, et sans examiner s'il existe plusieurs valeurs de x qui puissent donner V=0,on n'en peul pas moins conclure avec ceî'litsîde ç^une équation de (Irirn- qnrlci)iirjnr^ à cocfflcienls rccls OH ininoiiuiircs ^ a toujours au moins une racine dv la forme a-\-hV — 1.
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Compotilion des éqaatioiit.
380. Théorème. Si une quantité 'di est racine dune équation^ le premier membre de cette équation est exactement dii^isible par le binôme x — a.
Dans cet énoncé, on suppose que l'équation est de la forme
[A] j:'"-f-Pj:'"~' + Qj:'»-^ ..+Tj:' + U = 0.
Pour abréger, je désignerai le premier membre par X, de sorte que Téqualion elle-même se dé ignera simplement par X= 0.
Divisons X par x — a,- comme le diviseur esldu premier deyré, on pourra pousser l'opération jusqu'à ce qu'on trouve un reste qoi ne contienne plus x. Nommons Y le quotient et Z le reste, on
aura
j:'"4-Px'"-'+Qj:'"~"+etc. = (a:— a)Y4-Z.
Si on fait j: = a , le produit {x — a)Y sera nul : car a: — a devient zéro, et Y ne peut pas devenir inGni attendu que x n'y enlre pas en dénominateur. D'ailleurs Z ne change pas, puisque x n'y entre pas; donc l'égalité précédente se réduit à
^'« + Pa'«- » + Qa'»-^' + etc. = Z .
De là on tire cette conséquence que, quel que soit a , le reste Z de la division de X par x — a s'obtient en changeant x en a dans X. Donc, lorsque a est racine de l'équation X=0, Z sera nul; donc alors X est exactement divisible par x—a.
Autre démonstration. Quelle que soit la quantité a, le polynôme X peut s'écrire ainsi :
La première ligne contient les différences x"' — ^ï"», jc™— '— a»"-', etc., lesquelles sont toutes divisibles par x — a; donc la seconde ligne est le reste independapt.de x qu'on doit obtenir en divisant X par -fc^oT tTr,"!! est evîaent qdêcê reste n'est auti-e chose que^ ; donc, lorsque a est racine do l'équation X= 0, le polynôme X est divisible par X — a.
Remarque, Par celte derniôro démonstration , on Voit aussi que
h.ji ». •/ •■"» 'K
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pour iVcrfr le quotient i)oX par j'—(i il n'y a qu'à diïiger «■" — a". a"—' — a"^', etc. par jr — a, et à ajouter entre eu\ tous les quotients, .qwèsaroirinviKipUë le^-parP^ le 8° par Q, elc. Ces divers fienU Hrt bdlcs à former, et il vient
^=jr-'4-fl]j:*-*+a' lx"~'..,.4-(i"-'
r— « ^.pj +pa ....+Pd—
lents.
Aanate, tout M qa'oD Tient ie àbaicmlnr iam aa^ éUt4i$
. 881. TrtOfttav*. {Tn pofyjteme- quelççiiquê X^ delafûim ' j^l^ir-'+tie Mt loujoun ta^nidtiii de m /actetirt Mnybt.MH fiù X— a, X — ]>, etc. Par itùte Piquaiion X =0^«ut apo)fr-M|J^ «tBM, etjamàù datuintage, ' /\-
Ici, on 8appon admis qàe loote jqaatioii algétriqne te mil , ^OM ndncrtelle oit imagfauirê. Soit àaac d nnentiBB éiTtl^ tkiiiX=0; le polynôme X d(^t 4tre divisible par x—d(9MfiS prcnder terme da qadtiaat sera éridemment j;--',' et ea dèd^Êmt ce quotient, d'une manière abrégft, par x''—+etc., on aura
\=^{x—a){x'—+etc.).
Puisque toute équation a une racine, il existe une valeor b qui, mise à la place de j», anéantit x-'-'+elc.j donc ce TactenrestdiTisible par X— ft; donc, si on désigne le quotient par :r--'+ etc., « anra .r"'-'+etc. = (a: — ô) (x"-'%elc.), et par suite
t=(j:-^a)(x— i) (j*-'+etc.). -
£n répétant le^éme raisonnement , on décompose le poIynoDK j:"-»+eté. couji^e on a décomposé le précédent x"-'4-etc.j et« continuant ainsj, chaque opération mettra en évidence un noaTeu facteur du 1" degré en même temps qu'elle diminuera d'une niùlé le degré du dernier quotient. On arrivera donc enfin à un qoolioit .qui lui-même sera du f" degré, et dont le premier ferme senf- •4*ar conséquent, si on désigne ce quotient par x — /, le po1fn(Hi>e X sera décomposé en m facteurs romme il snit :
X=ix~a)ix—b][x—c),...{j:—[).
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A qaoi il faut ajouter que les binômes x-^-a^ x-^b , etc. étant des facteurs premiers , dans le sens expliqué n"* 371 , il n'y a aucun autre système de facteurs premiers qui puisse reproduire X. Ainsi, on est sûr qu'aucun binôme nouveau x-y^nepeut être un divi-/c< seur de X.
Corollaire, La possibilité de ^ décomposition précédente étant établie, on reconnaît sur-le-champ que l'équation X=0 doit avoir m racines; car son premier membre déifient nul par chacune des valeurs j:=a, jc=ô, j:.==c,.., .ar = /. De plus, elle ne pçutpas avcMr d'autres racines; car s'il en existait une nouvelle, a, le binôme X — a serait un nouveau diviseur de X, ce qui est impossible (*). Remarque. Si quelques-unes des quantités a^ 6, c,... sont égales entre elles, il n'y a plus alors ^Valeurs différentes de x qui véj^fient l'équation. Gepend»^ on est convenu de ftnsidérer toujours le degré de Téquation comme indiquant le nombre des racines ; maîp alors on sous<entend que plusi<tirs de ces racines peuvent détenir égales. Ainsi , en supposant qu'il y ait dans l'équation a facteurs égaux à X'-a , on dira que parmi les racines il y en a a qui sont égales ka, .
382. Théorème. Dans toute équation ramenée à la forme ordinaire^ les coefficients sont composés avec leê racines a, b, C,... oittsi qu'il suit : Le coefficient du 2* ternie^ pris ai^ec un signe contraire^ est la somme des racines. Le coefficient du 3* terme eif la somme des produits des racines multipliées deux à deux.
C) On peat éviter la considération des facteurs premiers eu observant ^ne si on remplace x par une quantité a difi'érente de a, de &,... de /, il I n'est pas possible que X devienne zéro, pnisqu aucun de ses facteurs ne s'aj liéantit; donc Téquation X=o na point d'autres racines que a, 5,... /. X. Bona aussi, X ne saurait être divisible par un binôme x — <&, difierent de I *—a, de X — b, etc. Car si cela était, X deviendrait zéro en faisant x=za, et ^ ]^r conséquent a serait une nouvelle racine de l'équation X=ro. \. Ce raisonnement est fondé sur ce qu'un produit ne peut pas être nul lors- * cancan de ses facteurs ne Test. Cette assertion , ainsi qu on Fa déjà ref turque dans le coroll. n^ 3^7, est évidente d'elle-même quand les facteurs Sont réels. Mais ici les lettres x, a» b, c..., peuvent représenter des quantités imaginaires, et il n'est plus évident que les termes du produit ne puisant point se détruire entre eux sans que cela arrive dans Tun des facteurs. ^ar cette raison y la démonstration dn texte doit être préférée, à moins qu'on i ^ veuille B*aippnyer tar le corollaire qu'on vient de citer.
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Le coefficient du^^ ternie^ pris at^ec un signe contraire^ est la somme des produits des racines multipliées trois à trois. Ainsi de suite ^ en ayant soin de changer les signes des coefficients de termes de rang pair, Enjin,^ le dernier ternie,^ prii avec son signe ou avec un signe contraire ,^ suii>ant que le degré de V équation est pair ouimpair^ est le produit de toutes les racines.
On sait (212) que dans le produit de plusieurs binômes tels que j?+«, j:+6, x+c^,.. le Coefficient du 2® terme est égal à la somme des seconds termes des binômes , que le coefficient du 3* terme est égal à la somme de leurs produits deux à deux, etc. Or, on a vu tout à l'heure que dans une équation de la forme jr«+Pjr"-~'+ etc.=0, le premier membre est composé de m facteurs simples x — /z, jc — 6, o^c, etc. , et quel£p quantités a^ ï, c ,etc. , sont les racines de cette équation. On pourra donc appliquer iq||les règles qu'on vient de rappeler, pourvu qi^'on ait soin d'y remplacer a, b, c^,,, par — a^ — ô, — c,^., c'est-à-dire, parles racines elles-mêmes, prises afcrec des signes contraires. De là résulte le théorème énoncé.
383. Remarque, Il semble, au premier coup d'œil, que ce» relations pourront faire connaître les racines. En effet, elles donnent sur-le-champ des équations dans lesquelles entrent ces racines, pt qui sont encombré égal aux coefficients de Téquation (abstraction faite du premier terme dont le coefficient est l'unité). Or le nombre de ces coefficients est égal au degré deréquation* ainsi on aura autant d'équations que de racines inconnues. Mais malheureusement, quand on cherche à les résoudre, on est toujours ramené à l'équation proposée elle-même, de' sorte que la question ne fait aucun progrès.
Pour plus de simplicité , je prendrai l'équation du 3" degré
En désignant les trois racines par ^, ft, <?, on aurait, pour déter^ miner ces racines , les trois relations
Pour en déduire une équation qui ne contienne plus que la seule inconnue a , le procédé le plus simple consiste à multiplier la 1"*
par a% la 2« par a , et à les ajouter ensuite avec la 3% membre à membre. Il vient d'abord
■^a^b'\^a*c-{-abc — abci
poia, en effectuant les réductions et transposant — A
û'+Pa'+Qa + R = 0.
Les inconnues bçic sont ainsi éliminées , mais on arrive à une é({aation tout à fait semblable à la proposée, et dont la résolution doit par conséquent offrir les mêmes diflicultés.
n en serait encore de même de l'équation (pii ne renferme que 6 on c. En effet, si au lieu de mulliplier les deux premières équations par a* et a, on les multipliait respectivement par W et par ^, ou bien par c^ et par c, cl si ensuite on les ajoutait 'avec la 3% on (^tiendrait ces équations,
etl'on voit que l'on est toujours ramené è des équations entièrement semblables à la proposée.
On pourrait croire qu'en cherchan| quelque autfe procédé d'élittination , il serait possible de parvenir à une.équation d'une résolation plus facile. Mais voici un raisonnement qui doit convaincre da contraire. Les trois ijgconnues «, //, c, entrent do !a même ma-^ nière dans les trois équations, de telle sorte que ces équations ne changent point quand on fait entre a^ b^c, telle permutation qu'on voudra De là il suit que les mômes calculs qui conduisent à l'équatioD finale en a doivent se répéter pour avoir Tétjuation finale m b ouen c, avec cette seule différence qu'on remplacera partout a par b ou par c. Chacune de ces trois équations finales doit donc à elle seule déterminer les valeurs des trois racines de Téqaalion proposée [1] , et par conséquent aucune d'elles ne saurait être différente de celte équation elle-même.
On arrive encore plus rapidement à cette conclusion en observant que chacune des lettres a^ b^c^ rcprésonte indifTéremmonl lelic faciae qu'on voudra. Donc, lorsqu'on aura trouvé par un moyen ^ladconque une équation qui ne renfermera plus que a^onb^ ou c,
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elle devra détenniner ponr valeurs de cette ioconnae les racines mêmes de Téc^alion proposée, et par conséquent être toute semblable à cette équation.
Olisenrations auxquelles donnent lieu les racines imaginaires.
384. On sufjpose ordinairement que les coefficients des équations algébriques sont réels ; mais on atteindra une plus grande généralité en les considérant comme représentant des expressions de la forme a+b K — 1, aei b étant des quantités réelles : car cette hypothèse comprend la première en faisant ^=0. Dans le no 379, c'est en donnant aux coefficients ce degré d'étendue, qu'il a été reconnu qu'une équation algébrique a toujours au moins une racine de la forme a'\*b]/—i^ réelle ou imaginaire; et maintenant je veux faire remarquer qu'en admettant cette proposition comme d^ootrée, les m racines de Téquation X=: 0 ou
[A] af^ + P j:«-' + Qx"»-» + etc. = 0
doivent toutes avoir la même forme a+b K— 1.
En efîot, soit x=^a^b V^ — 1 la racine dont l'existence est démontrée. On sait que le polynôme jc"' + etc. est divisible par jc — {a + bl^ — i). Or, quand on effectue cette division, les quantités a + b P^— 1, P, Q , etc. ne peuvent se combiner que par addition, par soustraction, et par multiplication; donc les coeffi- • cients du quotient j:''*«^*rhotc. seront encore de la forme a+bl^ — 1. Par suite, l'équation .r'"-'+etc. = 0 aura aussi au moins une racine a' + b'V^ — 1 de cctlc forme, et en divisant j:'"— ' + etc. par œ—[a'+b'\^ — 1), les cocfïïcieiUs du quotient j:'»--=» + etc. seront encore de la m^me forme. En continuant de raisonner ainsi , il est clair que le polynôme primitif X se trouvera décomposé en m facteurs tels que x — {a+-b [^ — 1) , et que par conséquent les racines de l'équation seront toutes de la forme a + bV^'^^X,
Si on considère deux équations conjuguées
[1] Y+ZK^=0, [2] Y--ZK^=0,
qui ne diffèrent que par le signe de Z\/ — 1, et dans lesquelles Y et Z sont des polynômes en x dont tous les coefficients sont des
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KMiibres réels ; les racines de Tune seront les quantités conjurées ks racines de l'autre. En effet, soit x^a-^-bV^^i une radne le l'équation [1], et soit T+Z'^^i le quotient de son premier membre par x — a — bl^ — Ij on aura identiquement
[3] (Y'+ZV^){x—a—bl/^)=zY + Z\/^.
En effectuant la multiplication indiquée dans le premier membre ^ on trouve le produit
Or, en changeant dans les deux facteurs Z' en — Z' et 6 en — b, on Toitque, dans le produit, la partie qui ne contient pas 1^ — 1 reste la même , et que celle qui contient i^ — 1 change seulement de signe ; donc , par cela seul qu'on a Tégalité identique [3] , on doit aussi avoir
[H] (Y'— ZV— l)(x— tf +6K— 1) =Y-Z K— 1 .
De là on conclut que x=a — b\/^^ est racine de Téquation [2] : c'est-à-dire qa'on obtient toutes les racines de cette équation en :^ngeant dans celles de Téquation [1] le signe de V^ — 1. Si on ne 'ait attention qu'aux racines réelles, cette conclusion montre qu'elles ont les mêmes dans les deux équations.
386. Une particularité remarquable se présente lorsque les efficients P, Q, R,.... sont réels : c'est qu'alors l'équation ne Nïut pas avoir une racine imaginaire a+bl^ — 1 sans en avoir une econde égale à a — bl^ — 1. En effet, supposons qu'après avoir livisé X par x — a —6 1^ — 1 on réunisse tous les termes du quoient qui contiennent l^ — ^^1, et que ce quotient soit représenté par Ï+Z y^^ de telle sorte qu'on ait
[5] X=(Y+Zl/^)(x— ^z — 6|/=î.
En effectuant la multiplication, le produit pourra s'écrire ainsi :
[6] X = {X'^a)Y+bZ + [{x—a)Z'-bY]y^.
Mais puisque X est un polynôme qui ne contient pas K—1 la par-
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lie qui, dans ce produit , multiplie V — 1, doit B'anéaotir d'elle* même ; donc on doit avoir «mplemeat
Maintenant , dans les deux facteurs de l'expression [5] changeons Z en — Z et ft en — b. Pour avoir le nouveau produit, il suffira de faire les mêmes changements dans l'expression [6], et par là elle ne subit pas d'autre altération que celle du signe de la partie affectée de K-— 1. Or, on vient de voir que cette partie est nulle d'ellemême ; donc , on retrouve encore pour produit le polynôme X. Ainsi l'on doit avoir
X=(Y— Zl/^)(:r — ^+fcj/^);
donc la valeur x=a — fc J/ — 1 est racine de l'équation X =0.
Il suit de là que les racines imaginaires de cette équation sont en nombre pair et peuvent se grouper par couples de la forme x^=^a±ihy — 1. Eu multipliant entre eux les deux facteurs du l**" degré , correspondant à un tel couple, il vient
(^_a— i|/— 1)(j:— a+il/-^) = (x— a)^+6"
Ce produit est un trinôme réel du 2' degré , c'est-à-dire que ses coefficioiits sont réels.
On peut dor.c regarder comme démontrée cette belle proposition; Qu'iuie èquatioji algébrique à coefficients réels est toujours coni' posée d' autant de facteurs réels du 1'*'' degré qu^elle a de racines réelles , et d'autant de facteurs réels du 2*, qu'elle a de couples de racines imaginaires.
.'il
ni
LEÇONS d'algébm. 347
THÉORIE DES RACINES EGALES
Transformation des cquationt.
S87. Considérée d'une manière générale , la transformation des éqnalions a pour objet de déduire d'une équation donnée une nou- Tdle équation dont les racines ai(»nt avec celles de la première une relation connue. Les questions suivantes, quoique fort simples, suffiront pour comprendre le but de cette théorie et les procédés qu'elle emploie.
I. Question I. Une équation étant donnée, changer les signes de
■ ses racines.
Par là on veut dire qu'il faut trouver une équation dont les racines soient celles qu'on obtiendrait en changeant les signes des Pleines de l'équation donnée ; donc, si on appelle x IJinconnue de l'équation donnée , et y cell^ de l'équation transformée, on devra avoir jc = — y. Ainsi il faut remplacer x par —y dans Féqualion donnée. 11 est clair, en effet, que si une quantité a est racine de Tone des deux équations, la quantité — a sera racine de l'autre. Soit l'équation abnnée
'* [A] jc^ + P j:"»-' + Qjr*-* 4- etc. = 0.
Après la substitution, les coefficients seront évidemment les mêmes, avec cette seule différence , que ceux des puissances impaires tle l'inconnue auront des signes contraires. Si m est pair, le premier terme de la nouvelle équation sera donc ^"*, et si w est impair, il sera — ^"». Mais comme il est permis de changer tous les signes de l'équation , on peut dans ce dernier cas rendre le premier terme %al à ^'", et alors ce seront les coefficients des puissances paires Vti prendront des signes contraire!.
.- fi
Sll UQOM'B^I
Pw ei^pq|fe, tl réqsatioo cft
la tnnifiDniiée qui aim les mAiMi ndoBfy viaif de éignéf eosf tndreiyten
S88/ Quimoii H. Former^P équation dont les raaàfé i6U^^ €^proque$de celles JtuM éqùaiion 4ohnié . ^,^
Demie quantités dont le pioddft est 1 sont réciproques Vubb 4|
l'antre Ainsi, te liansforméeaoFa poorradiMS --, t>
au c .^1
oÉlhsdrkfitQposéetA]sonl;tf, i,c,...; parconsé^^ ^
dAi#[A]iren-.Farlàil Tient '''^'*
jf . ■■■..■•■'...-•
'' oa bien » en nmltipUant par x», divisant par U, et renversant îedin l^des termes,
389' Question III. Multiplier par une quantité quelconque ï les racines (Tune équation donnée
L'énoncé exige que les racines de la transformée soient les produits qu'on obtiendrait en multipliant par k toutes les racines de l'équation [A]. Ainsi , y étant la nouvelle inconnue , on aura
jrzs^kx ou ^=^T\
et par suite l'équation [A] se change en celle-ci :
n est bien évident que la substitution de ka , au lieu de j^ dans cette équation , donne le même résultat que la substitution de a «a
le X dans Téquation [A] ; de sorte qae a ne peut pas être une 3 de l'équation en x sans que le produit ka en soit une de Té- 3n en y,
multiplie par k^ tous les termes de cette transformée et on t ainsi :
\ on Toit que ses coefficients peuvent se déduire immédiatede ceux de la proposée [A] , en multipliant ces derniers ressèment par k^^ k\ A:*,...A:^, de telle sorte que dans chaque \ de la nouvelle équation la somme des exposants de A: et ^ gale à m.
transformation précédente comprend celle qui se proposerait iriser les racines par un nombre k : car celle-ci revient à mul-
r les racines par -r , et par conséquent à diviser les coefficients
quation donnée par /:% k\ A*,...
). Question IV. Transformer une équation , qui a des coeffL" ^ fractionnaires t en une autre qui nuit plus de dénomina- , et dont le premier terme ait toujours V unité pour coefficient» issant la quantité k tout à fait indéterminée, faisons kx^=y^ fectuons la transformation du numéro précédent. Les coeffis P, Q , étant fractionnaires , formons un nombre N qui soit ible par chaque dénominateur, et prenons A = N. Il est clair lans réquation [B] les coefficients PA, QA:%... deviendront en- . Ainsi , on résout la question en multipliant les racines de ation donnée [A] par un nombre N , qui soit divisible par un des dénominateurs,
lelquefois on peut prendre pour multiplicateur un nombre idre. Par exemple , soit Téquation
Qultipliant ses racines par k , la transformée sera
3^ 5Ay_2A3^ *^ 2 4 9 '
38 dénominateurs disparaîtront si on prend âs4x9$ nuûs il
suiBra de prendre il =2x3. En effet , il vient
391. Question Y. Augmenter ou diminuer d' une quantité k Us racines d'une équation donnée
[A] a-»+Pa:^-'+Qj:'"-«...+Tjr+U = 0.
Posons j?=^*4-A", on aura ^ = jr— â:/ et par conséquent, en substituant ^+â au lieu de x dans [A], on aura une transformée dont les racines seront celles de celie équation diminuées de k. Pour qu'elles fussent augmentées de k il faudrait changer partout k en — k.
En opérant la substitution de ^+A:, on a d'abord
puis , en développant les puissances ,
[C] y'-^mk +P
mim — 1) -
riïi— I J^ i 1 jt'
+ (/n— 1)PX:
rm — a
TA
Si on voulait présenter cette équation dans un ordre inverse, c'est-à-dire , de manière que les exposants de y fussent croissants, on substituerait, dans [A], k+y au lieu de y-\-k. Alors il vieot
K+K>+iKV+-:3KV...-f-r^^0, en faisant , pour abréger, K =A'«+PA'«-« + QA-'»-^..+TA:+U,
K'''=/w(w-.l)(/»-2)Aî'"-34.(;yj.l)(;;j.2)(/7i-3)Pi:'»-4+,.., j
etc.
Remarques, Ces quantités K, K', K", etc. sont liées avec l'équation proposée [A] suivant une loi très-simple sur laquelle il imporlô de fixer lattention.
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La première K se forme en écrivant k au lieu de x dans le prenier membre X.
K' se déduit de K en multipliant chaque terme de K par l'expo* ant qui affecte k dans ce terme, et eu diminuant ensuite cet expo- Binl ^'une unité. Comme le terme U équivaut à UX."*, il doit s'anéantir dans cette opération, puisqu'il est multiplié par zéro.
K'' se déduit semblablement de K'; K''' de K"; et ainsi de suite.
Les quantités K', K'', K'",.* portent le nom de polynômes déri-vis, K' est le polynôme dérivé de K , K'' est le polynôme dérivé de K', etc. On dit encore que K' est le premier polynôme dérivé de t, que K'' est le second , et ainsi des autres.
Les lois précédentes donnent le moyen d'effectuer avec facilité la substitution de k+y à la place de x dans une équation quelconque. Tar exemple, soit celle-ci
«laura K=F--2yt'— 4)t+5, K'=3^'— U— 4, K"=6A— 4, ^"=6^ et par suite, en ayant soin de diviser K" par 2, et K"' 'par 2. 3 9 la transformée sera
(i3_2A'_4^+5)+ (3A:*— 4*— 4)^+(3ifc— 2)y+j^= 0.
392. Question VI. Transformer une équation en une autre qui manque cPun certain terme.
Soit toujours l'équation
faisons j:=^+A-, y étant une nouvelle inconnue, et k une indéterminée dont on peut disposer à volonté. Par cette substitution , on obtient réquation désignée plus haut par [G]. Si on veut que le second terme disparaisse, il faut déterminer k
par l'équation
mA+P = 0, d'où k=: :
.îJ P et alors la valeur j:=^+A: devient x=x . Donc onfaitèva-
nouir le second terme d'une équation en substituant , à l'inconnue de cette équation , une nout^elle inconnue , à laquelle on ajoute le coefficient du second terme de V équation , pris a^fec un signe con^ traire et diwé par le degré de réquation.
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Le troisième terme disparait en posant
/vw(/»—l )*•+(/»— 1)P^+Q = 0.
De là on tire en général deux yaleors pour k^ par conséqaent i] existe deux substitutions différentes pour transformer une éqpatioa en une autre qui n'ait plus de troisième terme. j
L'évanouissement du quatrième terme dépend d'une équation dn troisième degré ; et ainsi de suite jusqu'au dernier, qui ne disparaît qu'en déterminant k par une équation toute semblable à la propo-' fiée 9 savoir :
A:^+ PA:"»-' + QA"-*. . . +TA: + U
La raison de cette ressemblance est facile à trouver. Égaler àj zéro le dernier terme de l'équation en j^, c'est supposer qu'une deri valeurs de ^ est nulle : car lorsque cette équation n'a plus de demiin terme, elle se vériûe évidemment en faisant ^= 0. Par suite la relation x=y'\'k devient x = A:/ donc on doit prendre pour/: une quelconque des valeurs de •; donc k doit être déterminé parla même équation que x,
393. Remarques. Lorsque Ton fait évanouir un terme, il se peut qu'un ou plusieurs autres disparaissent en même temps ; mais i! faut pour cela qu'il y ait entre les coefficients de l'équation donnéel quelques relations particulières. Supposons, par exemple, qa'ôal demande celle qui doit exister pour que le second terme et le troi-| sième disparaissent ensemble. Il faudra qu'on ait à la fois ?
/nA:+P = 0, i/w(m— l)A:'+(m— 1)PA"+Q = 0.
Or, la première équation donne A= ; U faut donc que cettn
valeur satisfasse à la seconde , ce qui donne y
ou , réductions faites ,
telle serait la- condition cherchée. Si de là on tire la valeur deQ pour la porter dans l'équation [A] , on aura la forme générale im. équations dont le second et le troisième terme doivent disparaître al même temps.
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394. Il ne faut pas croire qu'on puisse , par des iransforma- Ikms successives, faire évanouir d'abord un terme, puis un seoond, puis un troisième, etc. : car chacpie opération ferait rejfvaltre le terme anéanti par la précédente. Soit en effet une
ition
j:« + Qj:*»-a + etc. = 0 ,
li manque déjà do second terme. La substitution de>^ •+• ^ au lien
.r donne
. (j^+A)«+Q(j/-+A:)'»-a + etc. = 0,
Oq , en développant ,
W, an voit que la valeur de h qui anéantirait le terme en ^~"* Serait différente de zéro, et que par conséquem le terme en y"-' reparaîtrait.
395. Souvent la composition des équations met en évidence le saccès des transformations. Supposons que l'équation [A] décomposée en facteurs soit
[1] ( j:— fit) {pc'-b) {x^c) . . . = 0.
Si on remplace x par— j:, et si ensuite on change les signes de tous les facteurs , ce qui est permis , il vient
et il est évident, à la seule inspection de cette équation , que ses racines sont égales à celles de la proposée, mais de signes contraires : c'est la transformation du n"" 387.
Le changement de j: en — dans [1] donne
Onpeutmultiplier les facteurs respectivement par -, t-, — ,... et ^duingcr le signe de chacun. De cette manière il vient
ai
iu
L$^» OÂUitBU.
l'exige la question il.
Faisons -i' = V, ft mullipUons chaque facLrur par i, ce qui rc- Tient il mulliplicr loute l'équalion par l-^; on trouve
équation dont les racines sont^n , Ai, kc,... Cette transformatiim est celle du n" 389. *
Faisons comme au n'^ 391, j:— ^+A ■ l'cquatiou [Ij déviant
et celle-ci a évidemment pour racines a~i, b^k, c — A,..., c'«là-dire, les racinefde la proposée, chacune diminui^'e de X. Lorsque , pour faire évanouir le deuxième terme de l'équalioii
[A], on foil x=y-
donc , en se souvenant que a sera
- , les racines de la Iraiisfomiée sont
c... = — P{n°3.Si), leurs
c'csl-à-dire que l'équalion en 7- n'aura point de second terme, te qui est en eit'et le but de la transformation.
396. Dans les questions que nous avons traitées , il y avait i^lre l'inconnue primitive x et la nouvelle inconnue y une relation fort simple : mais quelle que soit cette relation , la marche à suivre sera toujours la même. Ainsi, on exprimera d'abord cette relation par une équation , puis on en tirera la valeur de x en y, \m enfin on substituera cette valeur dans Téqualion proposée.
H pourrait se faire que l'équation de relation entre j.- et y ^ trop compliquée pour être résolue par rapport » x. Alors il faudra éliminer r, entre celte équation et la proposée, par les n»thiides qui seront esposées plus tard.
R^rherche det diTueurs des équatiom*
397. La résolution' des équations serait complète si Ton pouyait toujours, lorsqu'une équation est donnée, déterminer un diyiseur de cette équation : car alors on descendrait par des rédactions successives jusqu'à des équations du i" degré. En effet, soit
Féquation proposée, Y un diyiseur de X, et Z le quotient; cette équation se changera en 9
YZ
Or, pour satisfaire à celle-ci, il faut et il suffit cpie Tan de ses •fiMtanrs soit zéro ; ainsi on aurait à résoudre séparément les deux
fi sont de degré moindre que X. Semblablement chacune d'elles M décomposerait en deux autres , et ainsi de suite : de sorte que la résolution de l'équation X = 0 flnirait pas s'abaisser à des équations du 1^"^ degré. Malheureusement, on y erra tout à l*heure qu'en général la recherche des diviseurs est un problème ta moins aussi difficile que la résolution de Féquation proposée ^-méme;
Quand on parle dos diviseurs d'une équation X = 0, i| faut toujours, pour donner plus de précision au langage, entendre mae cette équation est ramenée à la forme ordinaire
[a] x^+'Px"'-*+Qx"'-^+ etc. = 0 ,
M que les diviseurs sont aussi des polynômes en x , ayant ton^ , ciqmme X, l'unité pour coefficient du 1'' terme. Alors, tout di- Nseur d'un degré supérieur au premier ne pourra être qu'un lait de quelquos-uns des facteurs simples de Féquation : au* ;nt , il y aurait plusieurs manières de la décomposer en fac* premiers, ce qui est impossible.
De là il suit que l'équation doit avoir autant de diviseurs du 2^
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de|;rL> , du 3', etc. , qu'on peut former de produits en multipliant S ù 2 , 3 à 3 , etc. , SCS m taclcur<> itimples. Ainsi [â09},
le nombre des diviseurs Un 2' degré = - — ,
le nombre des diviseurs du 3' degré =; ~
etc.
398. Espliqucms maintenant comment on procède à la recherche de ces diviseurs. Supposons qu'on demande ceux da 2* degré.
Ils doivent tous étA de la forme jc'+px+q, et les coefficients/^ et <^ doivent Hrc tels qu'on puisse diviser exactement le '. polynôme X par x''+pj:+q. En conséquence, on eCfectuera celte division jusqu'à ce qu'on ail un reste de degré moindre que cedivisenr, c'esl-â-dire, du 1" degré; et alors on remarquetaqoe Bip et q avaient des valeurs convenables , les termes en a: dansce reste devraient se détruire entre eux , et les termes sans .£- se dé- 1 Iruire anssi entre eux. Or ce reste sera de la forme Aj;+B, ' A et fi étant des quantités dans lesquelles entrent les inconnues p et (/ combinées avec les coefficieDls de l'équation proposée : il faudra donc poser
et la résolution de ces équations , si elle était possible, ferait connaître^ et y.
Tous les procédés imaginés pour opérer une telle résolulion ! ramédent toujours à résoniir;* une équation unique quinecon-1 tient plus qu'une seule inconnue , et qu'on nomme ùquado'i finale. Ces méUiodes d'élimination seront expliquées plus Join;J mais on peut reconnaître dès à présent à quel degré doit s'eleTerj l'équation finale de laquelle dépend séparément^» ou y. En eilcl,| il doit y avoir autant de valeurs pour p ou q que l'équation a de diviseurs du 2" degré, et par conséquent chacune de ces quiintités, considérée séparément, doit être déterminée par une équation du degré ^m(/it — 1).
Lorsquem^3, ce degré:=3; mais lorsque m surpasse 3, il est plus grand que m. Ainsi , au delà du 3° degré , pour connaîd* p m\ q, on est conduit à une t^ualinn de degré plus élevé qnel*
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proposée 9 et par conséquent elle est plus difficile à résoudre, sauf les cas particuliers .
En général , si on cherche un diviseur du degré n , Téquation finale, de laquelle dépend un coefficient quelconque de ce diviseur, doit s'élever au degré
IL
Quand on suppose /t = l ou/i = //i — 1, celte formule devient
égale à m. Mais si on fait successivement /^ = 2 , 3 , 4 , elle
donne des nombres croissants tant qu'on a
/i<m— w + i, d'où n<:i\{m-{-\)\
et, passé cette limite , elle donnera des nombres décroissants qui seront , dans un ordre inverse , les mêmes que les précédents. Ainsi, en général, la détermination d'un diviseur de degré supérieur à 1 , et inférieur à /// — 1 , dépend d'une équation plus élevée que la proposée.
399. La recherche des diviseurs d'une équation peut encore se faire par un procédé qui en général est plus commode, et qui consiste à introduire dans le calcul, comme autant d'inconnues distinctes, les coefficients du quotient aussi bien que ceux du diviseur. Touà ces cooffi('i(»nts sont en nombre m , et on les déterminera d'après la condition que la multiplication du diviseur par le quotient reproduises l'équation proposée terme pour terme.
400. Pour première application, je chercherai les diviseurs du 2® degré de l'équation du 3°; et comme on peut toujours faire disparaître le second terme de cette équation, je supposerai qu'elle soit
Conformément à la première méthode (398), je diviserai •r^-hQ.r+R par x" '\'px+q.
— x^ — px" — qx I X — p
— jyj:"+(Q— 5r)jr+R
Parvenu au reste du 1'^ degré , je dois égaler à zéro le multipli-
•M LUtam D'uLeftmti.
CAtear de j> dans ce reste , ainsi que !a partie tn<lt'pendaDtc <li; ~f i
l'on a ainsi ces doux équatioiis
De la seconde on lire y = , et jiar suite la première devl
C'est do celle-ci qu'il faudrait tirer le^ voleurs de /i,* et ensuite (il calculerait les valeur» correspondantes de y.
II est reniarquahlc que cette équation suit tonte pareille à la proposée, et c'est ce qu'il était facile de prévoir. En effet, chaque diviseur du 2° degré devant t^tre le produit de deux diviseurs du i", le coefficient du deuiLième terme de ce diviseur est la somoie de deux racines de l'équation proposée , chacune prise avec un signe contraire. Or, celte équation manquant de deuxième terme, la somme de ses trois racines est zéro^ donc la somme de dcui quelconques d'entre elles , prises avec des signes contraires , est égale à la troisième ; donc les valeurs du (XHilTicienlp ne sont autres que les racines mêmes de t'équation proposée.
401. Pour seconde application, considérons l équation du i' degré
.ï'+Q-£''+Rx+S=0,
et cherchons ses diviseurs du 2° degré par le procédé du n° 39!). On posera
et, après avoir effectué la mulliplicalion, on égalera entreeux ici multiplicateurs des puissances semblables de x. On a ainsi, pour déterminer les inconnues/), y, //, t/', ces quatre équations j
p+j,=Q, ,j + ,/+pp'=Q^ i,'f/+j>f/ = R^ qq'= Les trois premières donnent
p'+Qp—R , /+Qp+R
cl par suilc la quatrième équation devient
|p»4.Qp_B)|p'4-Qf+B)^g
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OQ bien , tontes rédactions faites ,
Cette équation est du 6^ degré ; mais comme elle ne contient qae des puissances paires de y;, on peut prendre // pour inconnue, et elle ne sera plus que du 3^ Si on pouvait en tirer les trois valeurs de j}\ elles feraient connaître pour p six valeurs , égales deux à deux et de signes contraires ; et ensuite on calculerait facilement les valeurs correspondantes de//, q et r/.
Il suffit de conuaitre une seule valeur de p pour qu'on puisse résoudre Téquation du 4^" degré : car alors elle se décomposera en deux équations du â'^ degré , dont les racines seront celles de la poposée. C'est ainsi que Descartes a ramené le 4« degré au 3°; nais ce procédé reste sans succès dans les degrés supérieurs.
La seule inspection de Téquation en /? a suffi pour juger qu'elle doit s'abaisser au S"" degré , et il semble que ce ne soit là qu'un résultat heureux et tout à fait inattendu du calcul. Cependant rien n'était plus facile à prévoir. En effet, si on désigne par a^ 6, c, d^ 1^ quatre racines de l'équation proposée , les valeurs de 77
devront être
— a — ^, — a — c, — a — rf,
Or, c^tteiéquation n'ayant plus de 2« terme, on a a + b+c + d= 0 j donc les trois dernières valeurs de p sont égales et de signes contraires aux trois précédentes ; donc l'équation en p ne doit contenir que des puissances paires icp.
402. Je ne quitterai point ce sujet sans donner un dernier exemple de la facilité avec laquelle la composition des équations fait prévoir certaines particularités du calcul.
Soit l'équation copiplètc du 4® degré
et soit toujours x^ +px + 7 un quelconque de ses diviseurs du 2« degré. Ici la somme des racines a+Z>+^+/i=--P, cl les six Uleurs' de p ne seront plus égales deux à deux et de signes contraires; mais ce qu'il y a de très-remarquable, c'est que si on cherche l'équation en ;? et si on en fait évanouir le 2« terme au iiK>yen delà règle connue (392), les autres puissances impaires de 'inconnue devront aussi disparaître.
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En changeant x en x+y ou en y+x , on aura
On peut donc regarder Y comme un produit de m binômes, qui ont y pour premier terme, et dont les seconds termes sont jc — a, jc — 6, x — c, etc. Par suite , les règles connues (212) détermineront la composition des multiplicateurs des diverses puissances de^. Ainsi, la partie indépendante de j^ sera égale au produit des m facteurs {x — a)(x — b){x — c)....; la quantité qui multiplie j^ sera égale à la somme des produits de ces facteurs multipliés m — 1 à m — 1; etc. On vient de voir que ces mêmes quantités sont repré-
X' X" sentées par X, --, — , etc. de sorte que la composition des polynômes dérivés se trouve mise en évidence.
Si l'on Se borne au seul polynôme X', on pourra donc dire qu'un polynôme du degré m étant donné , son polynôme dérivé est égal à la somme des produits de ses facteurs simples, combinés m — 1 à m — 1; et comme ces produits peuvent s'obtenir en divisant successivement X par chacun des m facteurs x — a, x — à, x — c,.... on aura encore
X' = -h : + + etc.
Cela posé, admettons que Téquation X= 0 ait des racines égales, ou , ce qui est la même chose , que' X renferme des facteurs élevés à des puissances ; et soit
X = {X'-'a)''{x—by{x—c)(x — d)..,.
On ne prend ici que deux facteurs élevés à des puissances; s'il y en ayait davantage , le raisonnement ne changerait pas. ^
On vient de démontrer que le polynôme X' est égal à la somme des quotients qu'on obtiendra en divisant successivement X par chacun de ses m facteurs simples ; donc , puisque n facteurs sont égaux à X — a , et n' égaux à x — 6, on aura
n (x—ay- ' [x—by {x—c) [x—d)
+ nix—a)''{x—bY'-' {x—c)[x-^d)
X'= \ + {X'-'aY[x-'bY\x—d),„.
+ {x—aYlx^bYix—c),,,.
•f etc.
4M. Soit Tcquation X = 0 oa
Quand elle a des racines égales à ^ , il est clair qu'après Tavoir diyisécpar j: — a, l'équation résultante doit se vérifier encore en y faisant x=^a. Or, en introduisant cette hypotlièse dans le quotient rapporté n" 380, il devient
et ce résultat est le même qu'on obtiendrait en substituant a au lien de X dans le polynôme
mx'"- ' + [tu — 1) Pjt" '"-^ -f [m — 2) Qar'"-^, . . . +T ;
donc ce polynôme, que j'appellerai X', doit s'évanouir par cette substitution ; donc il est divisible par x — a^ donc x — a est facteur commun à X et à X'. \
Réciproquement , si x\a est facteur commun à ces deux polynômes, on sera sûr que Tequation X = 0 a des racines égales à a : car alors il est évident que la substitution de a au lieu de x fait évanouir à la fois et X et le quotient de X par x — a.
On rem^qucra sai^Hjùite que le polynôme X' se déduit de X d'après une loi très-simple'yiïui a déjà été remarquée (391), et qui lui a fait donner le nom de polynôme dérivé.
Ce qui précède montre bien que le plus grand diviseur conmiun ae X avec X' ne doit contenir que les facteurs égaux de X , mais on ne voit point à quels degrés ils s'y trouvent. Quoiqu'il soit très-facilft d'y parvenir par les considérations dont je viens de faire usage , jeçréfère reprendre en entier la théorie des racines égales par un [ffocédé qu'a indiou^ M. Lacroix dans son Complément des élémeats d^ algèbre^ eiqui me parait le plus simple. yK05. ConsidéronSc^'une manière générale les polynômes dérivés oeX , et montrons odbment ils sont composés avec les facteurs de X. D'abord , par ce qui a été dit dans le n*" 391, on sait qu'en changeant X en x+y dans le polynôme X, et en nommant X', X", X'",.- les polynômes dérivés successifs de X , le résultat de la substitution sera un polynôme Y qu'on peut écrire ainsi :
Xf -Yti -^rni
Maintenant soit
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sont à la 1'° puissance , les facteurs triples à la 2% etc. Si D est numérique 9 c'est que l'équation n'a point de racines égale^.
Cherchons de même le plus grand diviseur commu^ntre le po- /-' lynome D et son dérivé. Il devra être le produit des facteurs multiples de B, à une puissance moindre d'une unité : de sorte qu'il contiendra les facteurs triples de X à la r® puissance, les quadruples à la 2% etc. Si E est un nombre , il n'y aura pas dans X=0 de facteur dont le degré surpasse deux.
Cherchons encore le plus grand diviseur commun F entre le polynoflie E et son dérivé. Supposons que F contienne encore l'inconnue j:, mais qu'il n'en soit plus ainsi du commun diviseur de F et de son dérivé. Alors on sera sûr que dans X les facteurs de l'ordre le plus élevé sont ceux du 4% et que F est le produit de ces facteurs abaissés au 1" degré.
Désignons séparément par X,, X^, X3, X^, les produits des facteurs de cliaque degré de multiplicité , mais chacun pris une seule fois , savoir : par X, le produit des facteurs simples, par X, celui des facteurs doubles , par X3 celui des facteurs triples, par X4 celui des facteurs quadruples. On aura
X = X.Xj^Xj X/, D = X2X3*X4 , E = X3X4*, F = X4 .
De là , en divisant chaque égalité par la suivante , on tire X DE
=jj = XjXjXjX^ , ■= := X^XaX^ , =; =: X3X4 , F= X^ ;
puis , en divisant encore chacune de celles-ci par la suivante ,
jy — -^i» "^ — ^2 5 pS — -*3î -T A4.
Ainsi on voit qu'on pourra toujours trouver X,, X,, X3, X4 , et par conséquent ramener la résolution de l'équation X = 0 à celle j des équations partielles i
qui contiennent isolément les racines de chaque ordre de multiplicité , mais chacune prise une seule fois. Lorsqu'une des quantités X,, X,, X3,... sera égale à un nombre , on sera averti par là que les racines dont Tordre de multiplicité répond à cette quantité man- \ quent dans l'équation X ^ 0.
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Appliquons ce qui précède à l'équation
r. j:'— x"— *u:-''+ 4a:* + 5 j:»*— 5a:'-^ 2ji* + a = 0.
Id on a
X= aP^ x""— 4^:*+ 4j:r<+ 5jr*— 5j:'--2x+2, X'=7j:''-^6a'^— 20a:*+16ar'+15x'— 10:c— 2: •
et, en cherchant le plus grand commun diviseur de X et X', oa trouve
par là on est déjà certain que l'équation a des racines égales.
On cherche de même le plus grand diviseur commun £ entre le pdf nome D et son dérivé D'= 3jt* — 2x —1 , et l'on trouve
On est donc sûr que l'équation a des racines triples ; et puisque E est du l^*" degré, elle n'en admet point d'un degré de multiplicité supérieur au :V.
I En conservant à X, j X, , X3 , le même sens que tout à l'heure , on aura donc
X.X;X/= X = ,r^— 0?— 4ar^+etc., X,X,'= D = :c^— a^— a + 1, X3 = E = JC— 1.
En divisant la l*^*^ égalité par la 2% et la 2* par la 3«-, il vient
Puis, en traitant encore ces égalités de la même manière , on a
L'équation , décomposée en facteurs, sera donc
et par suite elle se partage en celles-ci ,
a'— 2=0, 07 + 1=0, a — 1 = 0, lesquelles sont faciles à résoudre et donnent
^Ktf
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itrc ilcnx inconnues ^ clj-,- et soit p une valeur donnée de. Si ou snbstitne (9 au lieu tley dans M elN, les résultais, que |i désignerai pnr M' et N', seront en général fondions de x. Or, est évident que la valeur p de ^ ne convient aux équations dOQj nées qu'autant qu'il existo au moins une valeur do x propre rendre nulles en même temps les deux quantités M' et N' ; ces quantités doivent avoir un commun diviseur fonction de x.
Il est clair, d'dilleurs , que cette condition suffit : car, sî D le commun diviseur et si on poseD = 0, chaque valeur x = 9 déduite de c^tte équation , étant substituée dans M' et N\ rcnA ces polynômes égaux à î!éro; par conséquent, en faisant à fois x = ix et^ = p dans M et N, ces quantités s'évanouiroid. c'est-à-dire que les équations propesées seront satisfaites.
Donc, en général, deujt équations à deux inconn données, pour qu'une valeur altriOuée à l'une rfes inconiuà CDwieiiae à ce$ équations , il est nécessaire et il suffit qtC i tubttilwinl dans ces équations , elle leurj'asse acquérir un ' nuBt diviseur fonction de l'autre inconnue; et, si ton ègt
■ to/ionun diviseur à zéro, on a une équation dont les ra sont les valeurs correspondantes de Vautre inconnue,
Ce principe montre aus« comment il faut s'y prendre
achever la résolution de deux équations à deux inconnues, Ifflff qu'on est arrivé, par un moyen quelconque, à une équation
Y == 0 , dont les racines sont ^s valeurs de y, et qu'on a déterminé toutes ces racines.
Sî l'équation Y = 0 renferme , outre les vraies valeurs de j', des valeurs étrangères aux équations proposées, on les reconnaîtra ^ ce qu'elles ne feront point acquérir à ces équations de commun diviseur fonction do x, eton doit les rejeter. Au contraire, si nne Taleur de y vérifie les proposées , indépendamment de toute valeurde J7 , il est clair qu'en lui adjoignant telle valqpr de x qu'on voudra , les équations seront toujours satisfaites.
412. En général, la résolution do deux i-quations à deux inconnues consiste à trouver tous les systèmes de valeurs qui, substituées à ta place des inconnues , peuvent sfitisfaire aux deux
■ équations, et l'on ramène toujours celte détermination à la résolution des équations à une seule inconnue. Pour réduire ainsi la question , il faut donc chercher à déduire des équations données une équation qui ne renferme plus qu'une inconnue ; et tel est !
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m effet robjct des méthodes d'éliminalion ; et l'on regarde comme parfaites celles qui conduisent à une cqiuidon finale ayant pour racines toutes les valeurs de cette inconnue sans complication de yalcurs étrangères. .
Klimination dans qiicl({ups cas fort simples.
413. Lorsqu'on sait résoudre l'une des deux équations par rapport à l'une des inconnues, on pourra éliminer cette inconnue par le procédé déjà expliqué n° 82, et que je vais rappeler ici.
Les deux équations étant représentées par
supposons qu'on sache tirer de N = 0 la valeur de x en fonction de^, et qu'on ait
On est assuré 'que cette fonction, substituée au lieu de x dans l'équation N = 0 , rendra N identiquemdfit nul , sans qu'il soit besoin d'attribuer de valeur particulière à y. Mais cette inconnue y doit être telle qu'(m mettant f[x) à la place de x dans la première équation, M devienne aussi identiquement nul ; donc il faut prendre pour valeurs de y les racines de l'équation qui résulte de cette substitution.
L'équation ainsi obtenue sera donc l'équation finale en j^; et, si on peut la résoudre , il n'y aura plus, pour avoir les valeurs correspondantes de X , qu'à substituer successivement chaque valeur de^ dans la formule x=^f[y). Quoique ce procédé soit fort simple, cependant le calcul exige quelquefois des précautions que l'exemple suivant apprendra à ne point négliger.
SdVnt les équations
[1] 24x^+ 20jc^ + 5^— 84 = 0 ,
[2] 32ji:'— 15r* +28=0.
La seconde donne
x = ±1^^2(15^—28); Pt en substituant ces valeurs dans la première, on trouve
On ne peut pas résoudre cette équation sans la ramener à une
forme rationnelle , et c'est à quoi l'on parviendra en isolant le radical dans nn membre et en élevant ensuite les deux membres à la poissance marquée par l'indice du radical. Ce procédé doit être remarqué parce qu'il est d'un usage presque continuel. On isole donc le radical, et l'équation devient
[a] ± 1 QrK2(15y-^28) = 420 — 65^ ,
puis on élève au carré , et l'on trouve , toutes réductions faites,
Cette équation se résout à la manière du 2' degré , et donne
Pour avoir les valeurs correspondantes de j: , il y a une attention à avoir, sans laquelle elles seraient fautives. A cause du. signe ±, qui était devant le radical , l'équation |j3] équivaut à ces deux-ci :
r [a"] — 1 0^K2(i Sy-- 28) = 420 — 65^.
Or, si on pouvait résoudre séparément chacune d'elles, les valeurs de y tirées de [-*'] devraient être substituées dans la formule
et les valeurs de y tirées de [a"] , dans la formule *
n est donc nécessaire de distinguer parmi les quatre valeurs de f celles qui appartiennent à chacune des équations [a] et [y!']. Le moyen le plus simple consiste à les substituer dans ces équJiions : et l'on reconnaît ainsi que les valeurs ^ =+2, ^=^-6, vcri- ■ Cent [a']; tandis que les deux autres, y = — 2, y=z-{-6^ véri' j fient [a']. En conséquence, on a pour les équations proposées quatre solutions, savoir :
j^=+2, lj. = -2, l^ = -6, (^ = +6. j
414. Lorsque les deux équations sont du mc^me d^ré par rap-i. port h l'inconnue qu'on élimine, il convient d'abaisser préalable-j
ment Tune d'elles au degré inférieur, au moyen de la soustraction , ainsi qu'on l'a déjà fait (nM94, Ex. III) pour les équations
Les équations [1] et [:2] se ni donc mieux traitées en leur appliquant cette observation , puisque l'une d'elles sera remplacée par une équation du 1"^ degré en x. Toutefois, il faut auparavant rendre le coelDSeient de x* égal dans les deux équations, ce qui se fera en multipliant l'équation [1] par \ , et l'équation [2] par 3. Alors, en les retranchant l'une de l'autre , il vient
84— * 13k* 80jc^ +65^— 420 = 0 , d'où jc = — — -^.
Cette valeur étant portée dans l'équation [2] , on obtient , toutes rédactions faites, l'équation flnale déjà trouvée
Les valeurs de y qu'elle détermine sont
et par suite la formule qui exprime x eny donnera , pour valeurs correspondantes , »
415. Souvent la résolution des équations s'obtient immédiatement en remarquant qu'elles sont décomposables en facteurs. Supposons, par exemple, que deux équations aient été ramenées à celles-ci
Pour les r Aoudrc , il faut chercher toutes les valeurs de x cidej qui peuvent rendre nuls à la fois un facteur de la première et un facteur de la socimde. On a donc à résoudre séparément ces quatrcî systèmes d'équations :
Je laisse au lecteur le soin d'effectuer les calculs, et je passe à des considérations plus générales.
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Klimination par la mclhodf» du plus grnnd cominoD diviseur.
SoienHes équations à résoudre
on leur fera subir d*abord les sîmpliGcalions qu'on va expliquer.
Ordonnons le polynôme M par rapport à y^ cherchons le plus grand commun diviseur des multiplicateurs des diverses puissances de y^ et divisons M par ce diviseur. Ensuite ordonnons le quotient par rapport à x^ cherchons le plus grand commun diviseur des coefficients des diverses puissances de .r , et divisons encore le quotient par ce diviseur. Alors nous pourrons décomposer M en trois facteurs, l'un fonction de j:, le second fonction de j^, le dernier fonction de x et de y. Désignons-les par U, U', U'', et l'on aura M = UU'U''.
On pourra décomposer scmblablcment le polynôme N; et^ en nommant Y, V, Y", les trois facteurs, on aura IN =YY'V'. . Maintenant, il se peut que les facteurs U et Y fonctions devaient un diviseur commun} (]u'il en soit de même des facteurs U' et Y' fonctions de y ; et encore de même des facteurs U" et Y fonctions de x ç^t y. Désignons ces, trois sortes de diviseurs communs par rZ, rZ', d",, et l'on décomposera M et N comme il suit :
m=dd'd">^iiu'a\ N= dd'd'y^v^'v".
Examinons présentement les diverses manières dont on peut satisfaire aux équations proposées ]VI=:0, N = 0. D'abord, il est évident qu'on y satisfait en égalant à zéro Tun des facteurs communs d^ d! ^ d" . Or, si on pose ^=0, celte équation ne contiendra qu'une seule inconnue x-, et quand on Faura résolue, on aura un nombre limité de valeurs de x , mais on pourra joindre à chacune d'elles une valeur quelconque de ^. Si on pose rZ'= 0, on aura un nombre limité de valeurs dc^, mais on pourra joindre à chacune d'elles une inlinité de valeurs de x. Enfin, si on pose l'équation d"=0^ comme d" contient x ciy^ on pourra donner une valeur arbitraire à l'une de cei; inconnues, à x , par exemple, et alors cette équation fera connaître les valeurs correspondantes de y. Ainsi, chacun des facteurs communs rZ, d\ d'\ détennine une infinité do solutions.
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Les autres manières de satisfaire aux équations proposées consistent à égaler zéro, en même temps, l'un des facteurs m, a', ii\ de la première, et Tun des facteurs ^ , </, ^", de la seconde. On ne peut pas avoir à la fois ii = 0 et^ = 0, car ces facteurs ne contiennent que X et n'ont plus de facteur commun, de sorte qu'aucune valeur de jc ne peut les rendre nuls tous deux ensemble. Par une raison semblable, on ne peut pas avoir en même temps m'= 0 , p'= 0. De plus , il est clair que si on égale à zéro deux facteurs, dont l'un ne soit fonction que d'une inconnue,. il n'y aura , pour résoudre ces deux équations, d'autres difficultés que celles des équations à une seule inconnue.
Mais il n'en sera plus de même si on pose
car chacune de ces équations contient x et x H faut une méthode nouvelle pour les ramener à la résolution des équations à une seule inconnue , et c'est cette méthode qu'on va exposer. On doit bien faire attention qu'elles ne renferment plus de làcteurs dépendants de X seul ou de y seul ; et , en outre , qu'il n'existe entre elles aucun facteur commun fonction de j? et ^ : c'est en cela que consistent les simplifications que j'avais en vue.
417. Pour éviter les accens , supposons que les dernières équations dont on vient de parler, et qu'il s'agit de résoudre, soient représentées pal'
Âyanl ordonné ces équations par rapport à x, supposons que cette inconnue soit à un plus haut degré dans A que dans B, ou à un degré égal ; divisons A par B et arrêtons l'opération dès qu'on est arrivé à un reste qui ne pourrait plus se diviser sans mettre dans lequotienl des dénominateurs fonctions de y, Ilepréscntons par H ce reste , et par Q le quotient trouvé 5 on aura
A = BQ+R.
De cette égalité on conclut que si certaines valeurs de x et de j^ rendent nuls A et B , elles doivent donner aussi 11 = 0 j donc elles doivent se trouver parmi les solutions des équations
Réciproquement les valeurs de x et de y qui vériûcnt ces équa-
A . T( - i- ny^f
'ttonfl doivent donner AsiO, etflatirfont par coméqnent «n frapON^^ j .ato;, donc on peut remplacer le système des Aqoatfans p] ppÉ^. i odnideséqaations[â]. . « -^ J
Pour plus de 8im|didté, supposons, ce qui n'arrite que . dMS^ des.cas particuliers, que la diyisimi ait conduit, sans placer >- datti\ aucun dénominateur, à un reste de degré moindre, par npp^* àx, que le diviseur- B. Divisons maintenant B par R, et soppo-*^ sons encore que, sans mettre ^ en déncmiinateur, on Ait trouvé^ reste A'. Les équations [â] pourront être remplacées par éfpt: ' antres plus simples aooore, savoir
SI R' est de degré moindre que R , on divisera, à son tour Rfflr R'; et Ton continuera de diviser ainsi chaque reste par le soiiiptjç^^
En supposant que chaque division nouvelle œnduised'éllei44|^ i un reste de degré moindre en X'que le diviseur, sans qn'on,NP| (diligéde mettre au quotient des dénominateurs fonctkxis drj^ijl arrivera nécessairement à un reste independant.de ar. Sott.mSfMl reste : alors les équations [3] tiendront lien des proposées; et çotÉii la seconde, R'=0, ne contient qu'une seule inconnue, elle fera connattre les valeurs Recette inconnue; et ensuite la première, R = 0 , fera trouver les valeurs correspondantes de x,
418. Il n'y aurait rien à ajouter s'ir la résolution des.èqoar tions [1] , si les divisions pouvaient toujours se faire avec, les conditions énoncées-, mais il n'en est ainsi que dans des cas très-par ticuli»s. Cependant, pour que les conséquences trouvées précédemment ne soient pas inCrmées , il faut que les quotients ne contiennent ^ dans aucun dénominateur.
En effet, reprenons les équations A = 0, B = 0, et supposons que la division de A par B ne puisse point conduire à un reste de degré inférieur à B sans placer y en dénominateur dans le quotient
XJ
En désignant ce quotient par r=p , R étant une fonction de ^, on aurait
Si Ton met pour x et pour y des valeurs qui rendent A el B égaux à zéro, il peut se faire que K devienne aussi égal à z^ >
BH
alors -— ■ devient et peut avoir une valeur finie ou infinie, et K 0 *^ '
par conséquent R peut lui-même prendre une semblable valeur. Donc on ne peut plus affirmer que toutes les solutions des équations A=0, B=0, se trouvent parmi celles du système B = 0, R=0. La réciproque ne serait pas plus vraie, car B et R étant ré ■ doits à zéro , K pourrait être aussi réduit ù zéro, et dès lors le second membre pourrait n'élre point nul ; donc A lui-même pourrait n'être pas nul.
Pour éviter les fractions , on aura recours au même moyen que dans la recherche du plus grand commun diviseur. Remarquons d'abord qu'il n y a plus de facteur commun fonction de y dans les différents termes ch» B ; en sorte que si Ton multiplie le dividende A par le co(»flici;»nl du premier terme de B, ou bien, lorsque cela suffît, par quelques facteurs de ce coefficient, la division deviendra possible;, et aucun facteur commun n'aura été introduit dans A et B. Mais cetîe multiplication peut ajouter aux équations proposées des soiulious étrangères : en effet, si C représente ce multiplicateur fonction de y^ Q le quotient , et R le reste,
on aura
, CA = BQ+U;
et cette égalité prouve que les solutions des équations B=0 , R=0, sont les mêmes que celles des équations CA=0 , B=0. Or, ces dernières équations se partagent en deux systèmes , savoir ;
[A = 0,'b = 0] et [C = 0,B = 0]:
donc, outre les solutions des équations proposées, les équations B=0, R=0, feront entoro trouver celles des équations C=0, B=0. Il faudra donc résoudre ces dernières, dont Tune C=0 ne contient que^, puis substituer les valeurs correspondantes de x et dej/dans l'équation A=Oî et les couples de valeurs qui ne satisferont point à cette équation devront être de trop parmi les solutions des équations B = 0, R=0. Par conséquent ces couples devront être supprimées.
La question est ainsi ramenée à résoudre les deux équations
Oa examine d'abord s'il y a dans R des facteurs fonctions de y ou de X. Supposons qu'il en existe, désignons-les par/ et/, et
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soit r le quotient de R par^'; on pourra décomposer R en JJ'^r^ et par suite remplacer les équations précédentes par les trois systèmes suivants :
Les deux premiers systèmes n'offrent point de difiicuUé, car f ne contient que y^ et/' ne coBtient'que x ,- il suffit donc de s'occuper du troisième.
JJ et r n'ont aucun facteur commun : car s'il y en avait un , il devrait se trouver dans A et 13 , ce qui est contraire à la supposition. l)e plus, ni B ni r ne renferment de facteur fonction de y seuloa de X si^ui ; donc on peut traiter les- équations
lout-à-fait comme les proposées A = 0 , B = 0. Ainsi, on les remplacera elles-mêmes par deux autres
qui seront dans le même cas «que les précédentes, mais dont la seconde , r =0 , sera de degré moindre en x que la première , r=0.
Celles-ci à leur tour pourront se rcniplacor par deux autres, dont la seconde sera encore de degré moirfJre que /''=0.
En continuant ces opérations, qui sont en tout semblables à celles qu'on ferait sur A el B pour chercher le fflus grand commun diviseur de ces polynômes , on arrivera'tonj^rs à un dernier reste qui ne contiendra plus Tinconnuc x. Suppcjpons que ce reste soit r'-. alors les équations proposées dépendent desléquations /'=:0, /'^O, lesquelles ne peuvent offrir aucune difficulté, puisque la deuxième ne contient plus que la seule inconnue j;. V
Il ne faut pas oublier qu'en remontant des équations /•=0, 7'=0, aux précédentes B==0, /'^O, il peut se faire qu'il y ait quelques solutions à ajouter et d'autres à supprimer; qu'il peut encore en être de même en remonlan^^ des équations B = 0 , r= 0, aux équations A = 0, B = 0; et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand nombre de divisions successives.
419. La méthode qui vient d être développé;» coiuluit, en général, non à une équation unique en j^, mais bien à plusieurs, dont quelques-unes peuvent donner pour^Vtlc incoanuc» des valeurs fausses. Quand on aura reconnu toutes celles qui entrent véiitabiemeiil dans des solutions communes aux deux équations, il sera facile , si
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cela est néce^ire y^dctidcs réunir dans une seule équation, qu'on prcndra'^alorS pour TéqUation ûnale ; maijs cette réunion est rarement utile. '^
* Quand on a fait toutes les |$tmplifications prcUminaires (416), les jpolynomesuiue Ton iMimct aux djbrisions successives ne peuvent plu»>àvoiftde facteurs communs ; et , comme ces divisions sont absolvmentjes mêmes qu'on ferait pour déterminer le plus grand commun divis(!Ur dcs»deu\ polynômes, on est certain de ne point arriver à'un roste nul.
Maift il peut se faire que les termes en ^ se détruisent dans le dernier resfé, et que ce reste se réduise à un nombre. Alors ce ^t6 ne peut pas être retdu ég^al à zéro ; et de là onidoit conclure -quoife^ équations proposées soni impossibles ou in$ompatibles , à moiAs qu'il n'y ait eu des solutions supprimées dans le cours du calcul , et dont la méthode a appris à tenir (fompte.
Exemple I. Soient les équations
• (— 2j:*+ 2) y% (x*— 2.r '— 2a7' + 2a:- + 1 ) y-\- ( J:'— 2jc' ■rx)y=0^ C— J:* + l)y-h(— J:"4-.2:0y+(^— ^*)^^ + ('^*— ^^)y=^ :
il^ aitfa de nombreuses isimpliCcation£, car elles se "décomposent en factturs commc.il suit ,
En égalant d'abord à zéro les facteurMgnmiuni chacun à son tour,
il vient * ©^ ^m
jr = 0 , j * indét. j y indét.
j?indét. l j:'=1. . * j: = — y^
et , en égalant cn^pite les autres facteurs à zéro , on a quatre syslèmesîl'equations, savoir : • ' • ijC
r système {^^«^^ •jd.'où
^ )jr*— 2^-d=0| |a: = l,. j:= — 1;
s^tèrte [^/^^^ VHy=h,\yA-i
Dans les trois premiers syslëines, toule^c^solut^ns, excepté x^ — 1 et ^= — 1, sonj déjà connues, et, dans le *■, telles oà l'on a a?=— j- !e sont ^ussi ; de sorte qu'oif ne trouve véritable- ' ment que trois scrutions nouvelles, sflvoir : '
I j- = — 1. \ x=i+\/2, (. x = l— 1/2. Exemple 11. On propose de résoudre l&s deux éqbations
Ces équations ne se décomposent point et facteurs ; c'est poni^qj Ton passe iuinodiatement aux diitiâions successives, If^^ev^^' même des exemples III cl IV. _ • '
j:^—'iyx'+l,^y'—y+i)x—y>+y'~'iy 1 jP'-»%J:+,r*— J- • —if^+2y^'+(*y+y)x . . I x~y^
-}.(^=+()xV^J
Deuxiefhe divisia/l.
-ïTir'
Donc
les équiltloDS finales sont '
d'où
on tire
CoQftne on n'a introduit ni supprin|é aucun factsur, ces deux solutions sont celles d^ proposées elles-mêmes. ExnuFLË III. (^ propose à résoudre les deui équations* ■
yx^-i'Qx'—lQyk^Q. '• • .
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Première dwision.
Ftaisqu'on a multiplie par^, il faut çpsoudre les équations ^=0, Xjc'+Oj: — \ffy=iO^ lesquelles donnent .r=0,^=pj et examiner si ^ps valeurs rendent le dividende èsd\j3i zéro. Commexela n'arrive point , il sWnsuît qu'elles forment une soluUlh étrangère qu'il faudm supprijper. ., « •'* ' x
l^euxienie. éivisCon. ^
J^+(—Ar^ 7^-— 63^+81)
: (■-5r'H-7r^--(i37M-81)a.^+70y— 9Dr ' ^J[-5/+..».)(— 7j^*f9)x-490y + 1260y— 81Clr
— +25r— 7Ctr*+364x'— 846^+567^
: Ji !
25^— 70r/— 124r'+ 41^—243^ ^^ Les équations qu'il faut résoudre sont donc * "*
(—Tr + 9]a>t- sy — 7j^= 0 ♦
25r'—7«>-*—1264'+4l4j-''— 243^ = 0, La se(%de donne , ainsi qu'il el^ facile iie le vérifier j
t , en substituant ces^aleurs dans la pi^micre équation^ on obtint oor X les "valeurs coj^responda|}tes ^ *
lems la deuxième ^i'^ision, on a^Aè obll|[é.de multiplier p«r^ -7^+9, mai^Jil«ei^t facile de 'voir qu'aucune solutiop étrangère^ a- été i'ntroduit(f. Il y a ^onc seulement à iupprynec, dans les nqt solutions ci-d«ssus , celle quba été introduite jMtr la première
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divisign. Il reste ainsi ^ pgur }fis équations proposées, les quatre solutions suivantes : , "*
— 3 + 31^ I •.-^■i-3KÏ5
Exemple IV. Soient enco|p les équations» § ^
x' 4- (8^—1 3) jf +jr'— 7j- +12=0,
^ première "dwision .
(12^— i2)ti7— 1^+42
Ce reste se décomposant en facteurs t2(^— l)'Cr — 1) , les csScuIifse simplifient , et l'on a ces de^x ^sternes d'équations : "^ • "^ . *
f .r-i=o . ,. *— i=Oe •
Chacun d'eux se résout immédiatement , cX Ton trouve
* Ji. ^*
Perfeclionnhmcnts ajoutésJrla méthode précédenh». ^
421 . Fendaftl longtemps, on a ccu qu'en ^umëttant exactement deux équations aux opérations^du plus grand commun diviseur, Iç dernier reste donnait immédiatement la véritabl(3f équation finale sans aucumo complication tde racine^ étrangères. Dans la Correspondance de 'V Ecole Polytechnique^ tome II, année ISU? j'ai corrigé cette erreur, et les niodificatiohs que j'ai proposées alors ont été adoptées dans l'cnsei^iement. De là o^t résultée la méthode expliquée dans l^aragraphé précédtînt, n'^ 416-i4l^9. Mais cette méthode a clle-menie reçu de M. Lab^tiç , en 1832 , de notables perfectionnements , qui ont étér reproduits pjir M. Sakrds sous une forme élégante, en 1^, et que je ^ais développer ici
'après ces auteurs. Pour plus de clarté, je diviserai cette cxpoition en trois parties.
Première partie. Quaud il faut résoudre deux équations entre eux inconnues a: cl j\' le mieux est toujours d'effectuer les impllGcations indiquées n'*416; mais pour l'explication qui ya aivre , il sufTira que les deux équations ne renferment plus aucun icteur algébrique indépendant de l'inconnue jc par rapport à lauclie on ordonne. Considérons donc deux équations qui remplissnt cette condition et désignons-los par
\ étant en a: de degré inférieur à A. Divisons A par B, en ayant oin de multiplier A par les facteurs nécessaires pour arriver à un este do degré moindre que B , sans prendre de quotient fractionaire ; représentons l'ensemble de ces facteurs par c , le quptient >ar q^ et le reste parR/*, r étant le produit des facteurs de ce reste [ui ne contiennent point jc. Après cette division , faisons tout à ait de la même manière celle de B par R; puis, après cette seconde livision , faisons-en une troisième \ et ainsi de suite jusqu'à ce {u'on obtienne un reste indépendant de jc.
Je supposerai , pour fixer les idées , que ce reste vienne après la troisième division et que ces divisions donnent
[i] c'A = Bq+Kr
On pourra , si on le veut , regarder reic connue premiers entre eux. £n effet, s'il n'en est pas ainsi, soit d le plus grand commun diviseur de c et r, l'égalité [1] donne
Do là, on conclut que d doit diviser Bq ; et comme B ne renferme plus de facteur indépendant de x , il s'ensuit que ^.doit diviser q. Or, rien n'empêche de supposer ces simplifications déjà faites dans l'équation [1] avant de passer à la deuxième division. On peut même ajouter qu'alors q ne devra avoir aucun facteur commun ni avec c ni avec /', car un facteur qui serait commun à ^ et à c , par exemple, devrait diviser Rr, et comme R n'en renfermo aucun
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qui soit indépendant de jt, il devrait se trouver dans r; par conséquent c et r auraient encore un facteur commun, ce qui est contraire à la supposition. Les égaillés [-2] et [3] donnent lieu à des observations toutes semblables.
Il sera bien, dans la pratique , pour éviter les calculs compliqués , de faire en sorte que c et r n'aient en effet aucun facteur commun , qu'il en soit de même de Ci et r, , aussi bien que de c, et r^; mais les explications que je vais donner ne l'exigent point.
Revenons maintenant aux égalités [1] , [2] , [3]. De la première on conclut que si des valeurs de x et de ^ donnent A=:0 et B=0 , elles doivent aussi donner Rr=0 : de sorte que toutes les solutions des équations proposées sont comprises dans les deux systèmes [B=0, r=0] et [B = 0, R~0].
Semblablement, l'égalité [2] prouve que les solutions du système [B=aO, R=0] sont comprises parmi celles des deux systèmes [R=0, r,=0] et [R = 0, R. = 0].
Par l'égalité [3] .on reconnaît que les solutions du dernier système [R=0, R,=0] sont elles-mêmes renfermées dans le système unique [R, = 0 , A=0].
Donc enfin toutes les solutions des proposées A= 0, B = 0 , se trouvent parmi celles des systèmes suivants :
Mais on ne pourrait pas dire que réciproquement toutes les solutions de ces divers systèmes conviennent toujours aux proposées. En effet , l'égalité [2] , par exemple , montre bien qu'une solution des deux équations R=0 , /•, = 0 , doit donner B=0 si /•, n'a aucun facteur commun avec c^ , ce qu'il est permis de supposer; mais l'égalité [1] prouve que ces valeurs doivent rendre cA=0, ce qui peut avoir lieu sans qu'on ait A=0.
De là il suit qu'en arrêtant ici le raisonnement, il resterait à examiner, dans chaque cas particulier, quelles sdnt parmi les solutions des systèmes [4] celles qui doivent être rejetées ; de sorte que la méthode déjà exposée n'aurait fait aucun progrès. Mais M. Labatie a eu l'heureuse idée de former les égalités successives par lesquelles chacune des quantités A et B est liée avec deux restes consécutifs quelconques , afin de reconnaître si ces égalités n'offiriraient point d'elles-mêmesdes exclusions qui restent inaperçues dans les égalités [1], [2] , [3]. Or, voici comment se font ces calcuk.
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Deuxième partir. Nommons d le plus grand commun diviseur de c et r, divisons Tégalité [1] par d^ observons que q doit être divisible par dj posons
et alors on aura
Multiplions cette dernière égalité par c,, puis re&iplaçons dans le second membre r,13 par sa valeur, telle que la donne l'égalité [2] :
il Tiendra
ce r
= (Gr/.+^QR+GR,r..
ce Nommons d^ le plus grand commun diviseur de -y avec /\, et di-
Ci)
visons régalité par r/, : le multiplicateur de R devra être divisible par ^,, et en posant
on aara
A = G.R + GR
ce r
égalité dans laquelle -y- , -^ et G, sont des quantités entières.
Multiplions cette égalité par c^ , remplaçons c^R par sa valeur [3] ,
il viendra
ce e p
^'A=G.(R.<?,+.J+GcA^
cc.c.
Soit d^ le plus grand commun diviseur de -^ et r,, en divisant
tout par ^a, on reconnaît que le multiplicateur de R. est divisible par d^, et en posant
il vient
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Maintenant formons les ciqoations analogues dans lesquelles t» fera entrer B au lien de A. A cet effet on mulliplic l'égalité [1 par c, on divise pur dd, , on pose
B = H,R+HR
Il est bien entendu que U est entier, et par suite aussi H,. Ea multipliant cette égalité par c,, divisant par d,, remplaçant cfi. par sa valeur [3] , et posant
on obtient enfin
Ainsi , en réunissant sous un seul coup d'œil toutes les égalité qui précèdent, un voit que , pour abréger, on a fait
et que par suite on a trouvé [5] |a = CB4-II^^,
A^G,R+GR
cf,r, ddd
An moyen de ces égalités, on conclu! sur-lo-charap que les équa-
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tions A=0, B=0, sont vérifiées par les solutions de chacun des systèmes suivants :
Par exemple, ies^lutions du l^"" système doivent évidemment ré-
duire -A à zéro ; et comme -^ et -, sont des fonctions en y seul a a a
qui n'ont plus de facteur commun , les valeurs de j- qui entrent
dans ces solutions ne doivent point donner -> = 0; donc c'est A.
qui devient zéro par les solutions dont il s'agit. En appliquant aux égalités [G] et [8] , ou aux égalités [7] et [9] , un raisonnement tout semblable, on reconnaîtra que A et B doivent devenir zéro par toutes les solutions des deux autres systèmes;
Si on compare les systèmes [4] de la page (382) avec les trois systèmes ci-dessus, on voit que les quantités /•, r,, /•, peuvent conte-
nir des facteurs qui ne sont plus dans -, -^ , -j\ de sorte que les
systèmes [10] peuvent réellement être plus simples.
Troisième partie. Il y a plus : on va démontrer maintenant qu'aucune solution des équations proposées n'échappe à ces trois systèmes; et c'est ce qu'on fera en formant successivement les différentes relalioiis dans chacune desquelles se trouvent A et B avec une des quaulilés /•, /•,, /;. On pourrait les tirer immédiatement des équations [1], [2], [3], de la page 381, mais il sera mieux de profiter des calculs déjà faits pour établir celles de la page 384.
L'égalité [5] est la première de celles qu'il faut trouver. Pour avoir les autres, on élimine Centre [6] et [8] , et ensuite on élimine
entre [7] et [9]. De cette manière, en mettant A et B dans un
seul membre et se rappelant que - = H, il vient d'abord
riA— GB = R-, *
-:'- (ff.A-G,B) = (Gll, - HG.) R, ^- ,
Mais il s'opère dans les seconds membres des réductions temar-
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<iuublra, (|u\)U ubliilkl eu m' rL-piirlant nu^ ronvpuliuns faites sur
la significalkin de G, U., G., 11, )!,, Jl.. Du e0el il est facile de voir
quo
Gll, — IIG.
_ GHî,
dtld'
,,_„,0,.G,(î^.^)-„,(feîÊ^) = (C.H-H,G,g = 4.^:r.,
en otnséqnencc, les trois relations dont il s'agit, si Iod a sois d'j supprimer \es facteurs cojnmuiis , se réduiroot à celles-ci ;
[II] IIA— GB = + H i,
[12] ll.A-G,I!=-R.jj,
La domiiTC prouvp que si une sdutioD [x — 4, jK^Jî], fonïîfflt aux Équalions A=0, B = 0, la valeur y=^ doit rendre null'iB
des fadeurs -7, -!, -^ : or, si elle donne -. — 0, il est dair que la
solution [*=«, y^P] se trouve parmi les solutions du sysléme
Si , par la valeur .r= 3 , on a y — 0 san3 avoir -j ^= 0 , 1'^ lité[lt] prouve que la solution [a =;^, y=p] doit donner R=Oi doue elle se trouve parmi celles du système Ir — y, -Ç';=ol
Qno si la Talet#^=p donne y = '*i sans donner -5=0 ri —■=0, l'égalité [12] prouve que la solution [.7=3, ^=p] dœt» m lisfaircàrèqualionR,= 0; doncelle est comprise dans le sjsft*
Ce qui vient d'élre dit démontre que les équations A=0, Bcd,
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n'ont pas de solution qui ne soit comprise dans l'un des systèmes [10]; on a démontré auparavant que toute solution appartenant à Fun de ces systèmes doit convenir aux équations A=0, B=0 ; donc enfin on peut remplacer les deux équations par l'ensemble de ces systèmes, sans craindre de négliger de véritables solutions ni d'en admettre de fausses.
422. Quand on considère Télimination comme ayant pour objet de donner une équation finale en .r dont les racines soient les valeurs de cotte inconnue qui font partie des solutions communes aux deux équations A= , B= 0 , il est clair qu'on pourra prendre, pour cette équation finale ,
Les valeurs de ce qui correspondent aux racines de l'cqua-
tion - =0 sont données par l'équation B=0; de sorte que si B
est du degré /^ par rapport à j:, la même valeur de y pourra se trouver dans ?i solutions ; par cotte raison , M. Labatie regarde Té-
quation iinale comme devant renfermer - à la puissance n. Par une
raison semblable , en désignant par n' et //' les degrés de R=0 et K,=0 par rapport à .r, cette équation devra contenir les facteurs
( ^ j et ( -y j : en conséquence , il prend pour équation ûnale
Ces considérations sont assez conformes à l'esprit de l'analyse ; mais dans les appiic^alioiis elles ont peu d'utilité.
Je n'ai cuiprunlé à M. Labvtie qu'une partie de son travail, mais il pousse plus loin ses invcsti,L>;ations. A l'égard des facteurs introduits à cbaquo division, il montre comment ces facteurs peuvent reparaître dans les restes (les divisions suivantes; et à l'égard de l'équation finale, après avoir remarqué celle qui précède, il l'abandonne bientôt pour en établir une qu'il regarde comme plus complète . Sur tous CCS points je renverrai à l'ouvrage même de l'auteur.
423. Lorsque deux équations ont des facteurs communs, ces facteurs donnent lieu à une infinité désolations, ou, ce qui est la même chose en d'autres termes , à des solutions indéterminées :
c'est ce qa'on a déjà rémarqaè eâ parlant des 8iin|ili6cttioiii nûnaires qa'on peat faire subir à deux équatioiis qaiHi se de résoudre. Mais lorsqu^Û n*y a plus de facteur oomman, les rents ^sternes par lesquels on remplace ces deux égoalioas Éb. peuTent présenter aucune indétermination ; par conséq[tteat je afii : rien, sur ce sujet, à lyouter à ce qui est déji connu. '• i
Quant aux solutions infinies, il n'en a été rien dit ; et d'dDeÉi ' on nconniatt facilement que les raisonnements par lesquds on mi passé ne leur sont point a^licaUes : ainrï elles exigent unedéloN mkiation spéciale. Cette détermination est importante dans ji^ ' sieurs questions de gécxnétrie analytique, mate aussi alors nèit rare qu'elle offre de sérieuses diflBcuités, tandis qu'en la pi^iwiipt ; d'une manière générale, abstraction falÉe de toute application , îdk pourrait être mal comfHise du lecteur. C'est pounpioi je me bornerai àremarquer ici qu'<m peut trouver les valeurs d'une inoon- i nne y, auxquelles répondent des valeurs infinies de l'autre inoo^ -
ime X, en faisant d'abord j: =5 --j,, et ensuite j/sO.
Sur réliminalion entre un nombre quelconque d'équations. I
424. JnsquMci les éqaations à résoudre étaient aux nombre de deux seulement. Supposons qu'on en ait trois entre les inconnues x^ y, z : pour parvenir à une équation finale en z , on pourra éliminer d'abord a: entre la première et chacune des autres; puis, jr entre les deux équations résultantes, mais alors, les plus grands soins sont à prendre pour écarter les fausses solutions ; et ce qu'on dit ici de trois équations s'applique à plus forte raison aux cas où il y en aurait davantage.
Bezodt, dans sa Théorie générale fies équations , s'est beaucoup occupé de celte branche épineuse de l'analyse ; maïs les méthodes qu'il propose, outre quelques difficultés théoriques dont elles ne sont pas exemptes , exigent des calculs si compliqués qu'on doit les regarder comme impraticables. Je me bornerai à énoncer ici, sans démonstration , le beau théorème dû à ce savant , savoir que : si entre des équations en nombre pareil à celui des inconnues , on élimine toutes les inconnues hors une , le degré de V équation finale devra être tout au plus égal au produit des degrés de ces équations.
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425. Toutefois, sans entrer ici dans aucun détail sur la résolution des équations , il est facile de reconnaître que si elles sont eu même nombre que les inconnues, elles n'admettront en général qu'un nombre déterminé de solutions.
Sup[)OSons qu'on ait n équations entre n inconnues a:, ^, z,
si on considère l'une quelconque d'entre elles , on doit accorder, lors même qu'on ne saurait pas la résoudre par rapporta a:, qu'elle détermine pour cette inconnue un certain nombre de valeurs a , a', a", y/",.... qui généralement seront des fonctions des autres inconnues y^z,,.. En substituant a dans les équations restantes, on aurait /£ — 1 équations qui ne contiendraient plus que n — 1 inconnues , de mémo eu substituant a , on aurait un autre groupe de/t — 1 équations entre n — 1 inconnues; et ainsi de suite pour chacune des autres valeurs , :.", a"',....
Si on prend chacun de ces groupes séparément, on conçoit qu'en tirant de lune des n — 1 équations les valeurs d'une inconnue , pour les substituer dans les n — 2 équations restantes, on pourra aussi remplacer ce groupes par d'autres groupes , composés chacun de /t~-2 équations entre n — 2 inconnues. En continuant de cette manière, on arriverait à une équation qui ne renfermerait plus qu'une inconnue , et qui déterminerait pour cette inconnue un certain nombre de valeurs. Et enfin , si ces valeurs étaient trouvées, on pourrait, en remontant successivement jusqu'à la première inconnue , obtenir les valeurs correspondantes de toutes les autres inconnues.
Par cette explication il est manifeste que les n équations données ne peuvent avoir qu'un nombre limité de solutions.
426. Maintenant supposons qu'il y ait plus d'équations que d'inconnues. Soit n le nombre des inconnues , /t+A: celui des équations; et, parmi ces équations, prenons-en à volonté un nombre égal à 71, D'après ce qui vient d'être dit, ces n équations détermineront en général un nombre limité de solutions; et comme ces Solutions doivent aussi satisfaire aux A équations restantes, leur substitution donnerait k équations de condition. On les nomme ainsi parce qu'elles ne contiendraient plus que des quantités connues et qu'elles devraient se vérifier d'elles-mêmes pour que les équations proposées \w fussent pas incompatibles.
LorSxiu'on a plu.^ d'inconnues que d'équations, il y a indétermination. En cflW, si « + / désigne le nombre des inconnues^ et
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« ceJui iIps i-qualioiis, il csl éviJeiil qu'on pourra allribaor d« va lenrs arbitraires à k inciioDucs , t-t détcriuinor i;asut(c les n autre iD€Ounu<.« an moyen dus n vquations donuécs,
Aq reste , ce qui vient d'être dit , dana ee n° et dans le précé dent , souffre quelquefois exception. Par exemple il peat se fair qup le» équations aiient en nombre égal ans ieconnoes , et qa cependant elles soient incompatibles ou qu'il y ait indétermînatioi Les équations du 1" de^ eu oSrenl une preuve.
CuBt J= IVlIralaitioi. .Jdi.. b .r«.r.,rm,ilion Jb ciu.liotis. ^ K.|u.lion ».i orn.
i37. Nous av(HM déjà dit (396) que les méthodes générali d'élimination pouvaient i^lre nécessaires pour opiner la traosToi mation des équations. Elles le sont surtout dans les cas où chaqi racine de la nouvelle équation doit être composée avec plusiru racines de l'équation donnée. Un seul exemple suffira , et je dioi! la question suivante, qui doit se présenter plus tard dans une r cherche importante.
Mtaiit donnée, une équation ijuelcontjue à une sfide inconnm trouver une autre équation dont les racines soient les diffèrenc entre celles de la première , combinées deujr à dcu.i'.
Soit l'équaliou proposée
[A] j:"4-Pjc"— '+Qx"->+etc. =0.
HVommons xel^ deux quelconques de ses racines, et y leur d férence, de sorte qu'on ait J:'=x+y -. l'équation [A] devra êl satisfaite en y mettant cette valeur au lieu de jt , et par conscquc on a
Développons les puissances : en représentant par X , X', X", e le polynôme j:™ + Pj:-°^'+ctc. et ses dérivés successifs, il vieni)
x+x>+ : XV + , : . x"y--+^-=iif-
Mais X est ici une racine de [A] ; donc on a X= 0, et par su l'équation ci-dessus étant divisée par y devient
[B] X'+;xv+.-:,xv+--+r"-'=o.
Avant la suppression du facteur y y x et x' étaient deux racii
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quelooiiqQcs de Tcquation [A] , et rien n'empêchait de supposa a!=ix. Or, la différence x — x étant zéro, il faut que l'équation en^, ayant la suppression du facteur y^ ait pour racine ^ = 0. C'est en effet ce qui arrive puisqu'elle est divisible par ^, et en opérant la division, cette racine se trouve supprimée : de sorte que les m — 1 valeurs de y dans Téquation [B] ne sont plus que les différences qu'on obtiendrait en reiranchant la racine désignée par X de toutes les autres racines de l'équation [A].
Maintenant, afin do distinguer entre elles les m racines de réquation [A], représentons-les par a^b ^c , d,,.,\ puis imagi* nons qu'on remplace successivement, dans [B] , x par chacune de ces racines, il résulterait de ces substitutions m équations , dont la première aurait pour racines les différences entre a et toutes les autres racines ^, c, r/,.... ; la seconde, les différences entre & . elles antres racines «, c, r/,... ; et ainsi de suite. Paf conséquent, en éliminant x entre [A] et [B] l'équation finale en y aura pour ndnes les différences entre chacune dos racines de l'équation [A] et toutes les autres racines de la même équation : elle sera donc l'équation cherchée. On la désigne d'une manière abrégée par la dénomination adéquation aux différences.
^ 428. Remarques. Pour qu'elle soit en effet l'équation aux différences, il faut que l'élimination n'ait point supprimé de vraies racines ni amené de racines fausses. C'est dans cette supposition qae je continuerai déraisonner. S'il en était autrement, on sait comment on doit tenir compte des unes et dos autres.
Sans effectuer l'élimination, il est facile de reconnaître quel sera le degré de cette équation. En effet , ses racines sont
c — rt, c — ^, c — dy ..., etc.;
et il est évident que ces différences sont en même nombre que les arrangements deux à deux des m lettres a,b, c, etc. \ donc l'équation aux différences est du degré m [m — 1).
De plus , on voit que s'il existe dans cette équation une racine « égale à a — ^ il y en a une autre — a égale à b — a; donc le premier membre est composé de facteurs qui peuvent se grouper
deftx par deux en prodnils tels que {y — x){y-{--j) = y — a' par cunsi^iient l'équalion ne contiendra que des puissances pa P de^. Donc, en posant wi(m—l)=2n, elle 3era do la forme
Enfin, onpestfatrey=3, et elle dcTÎent
i'+pz'-i+qz"-
..+ uz+t^O.
Celle-ci est appelée équation aux carrés rfis dijjèrences , parce Pipi'en effet , s étant le carré de^-, elle a pour racines les carres dis f 4ifférences des racines de l'équation donnée [A].
429. Comme application, proposons-nous de trouver l'cquatioa r.aiix carrés des diiîêrences de lV>qualion du 3° degré.
Avant lou^e remarquerai d'une manière générale que les équar fions [C] et [D] ne doivent point changer quand on augmente oa I quand on diminue d'une même quantité toutes les racines de > l'équation [A]. Par conséquent, si une équation donnée a son second terme, on pourra le faire disparaître (39:2) et chercher ensaile l'équation aux difTérences de la transformée : on b^uvoi ainsi la même équation que si on n'eût point fait évanouir le second terme, mais les calculs seront moins compliqués. D'après cette observation , je supi>oserai que l'équation du 3" degré n'ait plus de second terme , et qu'elle soit [i] xï+Q^-f-Rc=0.
Lorsqu'on désigne parX^O l'équation, et par X', X", X'",..*. les polynômes dérives de X , la règle pour trouver l'équation aux différences est d'éliminer x entre les. deux équations X = 0 , X'+ ■ X'y+ ,1 i \"y^ etc. = 0. Or, dans le cas actuel , on a
X = .ï;'-|-Qjr+R, X'=3j;'+Q, X"=6x, X"'=G; donc l'élimination de x doit se faire entre l'équation [1] et celle-d [2] 3j^-fQ + 3j-.v+.r'='>.
En conséquence , on ordonnera cette équalion par rapport à jt, puis on opérera comme s'il s'agissait de trouver le plus grand coomuD diviseur des premiers membres de (I] cl fJI.
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Première dwision.
3:p^ + 3Qa: + 3R — 3j:3— 3r j:'— (.r^+Q).r —^yji^— (y— iiQ) JC+ 3R + ^Xx'+ 3ya:+.r'+Qj^
2(j^'+Q)a.-+,r^+Qj'+3R.
Deuxième dii^ision.
3(y+Qr— 3R)j:+2(^'"+Qr 6(y+Ql(r'+Q^'— 3R):c+4(y+Q)' -6(y+Q) (.r^+Qj--3R)x^3(j^-^+Tj.r+3R) (^4-Q^-3R)
Dans la dernière division, ou a multiplié deux fois par j^'+Q pour rendre les divisions possibles; mais si on pose^"+Q=0, le diviseur se réduit à 3?. , quantité qui en général est différente de zéro- Ainsi , en égalant à zéro le dernier reste et eiFectuant les opérations indiquées , Téquation aux diiFérences est
/+6Qy+ 9Qy4'4Q3+27R*= 0,
puis, en posant y=z^ on a Téquation aux carrés des différences ,
z^ + 6Qs'+ 9Q'z + 4Q3 + 27R'= 0.
Pour réquation x^— 7j:+7=0, on a Q= — 7, R=+7j et par suite réquation en z devient z^ — 42s'+441z— 49 = 0.
Usage do r<''limination pour l'évanouissement des radicaux.
430. Les procèdes qui servent à calculer les racines d'une équation supposent que l'inconnue ne se trouve sous aucun radical ; par conséquent il est très -important de savoir changer une équation compliquée de radicaux en une autre qui ne renferme que des termes rationnels. Or, l'évanouissement des radicaux, en le consî-
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m déranl sous un point Je vne général . n'est qu'une ipicslioa d'élimîm notion. Un exemple le fera comprendre. I . Soit l'équation
P dans laquelle chaque radical pst censé représiiutcr indifféremmeot I toDles les dé Icrmi nations dont il est susceptible. Eu posant
I oUc devient
I x—r+z=Oi
f et alo^ on voit qu'en éliminant ^ el :: entre cette dernière équation \ et les deux précédentes , on obtiendra une équation en .r , ontiére- L ment dégagée de radicaux : car les méthodes f^ënérales d'climiuati<si ■ n'en introduisent aucun dans les résultats.
B Bans notre exemple les calculs sont faciles. La dernière équation I donnant^ = ; + x, l'équation ^= .r — 1 devient
z'+axz+jt^—x+i—O; elensuile, pour éliminer ; entre celle-ci et l'équation ;'=^.r+l, le procédé du plus grand commun diviseur suffira. L'êqualion finale , sans aucune inlroduclion de racines étrangères, est
x" — 'S-t'+iiJo'+x^+lx' — 7j?+2 = 0.
Î31. Les mélhodcs générales d'élimination sont si compliqué» qu'on doit toujours chercher à les éluder. Le caa où l'équation ne contient qu'un seul radical s'est déjà présenté (^13] , et nous avons vu qu'on fait disparaître ce radical en l'isolant dans un membre de V équation , ei en élevant ensuite les deux membres à la puiisanct jnarquéc par- findiCe du radical. v ■«
Cette tègle, quoique très-simple, a néanmoins besoin de qudqns explications. Le plus ordinairement, quand on élève les deux meni' bres d'uneéquation à une puissance, elle acquiert de nouvelles racines. Par exemple, si on a ax'+b = c:e et qu'on élèVe au carré, il est clair que la nouvelle équation {ax" + Of= c'x' aura non-scnlement les racines de la proposée , mais encore celles de l'équation ax'+b = — ex. Ainsi, il y a lieu d'examiner si la règle donnée ddessus pour l'évanouissement d'ua radical , ne fait pas acquérir trop d'étendue h l'équation.
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Supposons qu'après avoir transposé le radical , Tcgaation soit
X et Y étant fonctions des inconnues : par révanouisscment du radical , elle devient
[2] X''=Y ou X»— Y=0.
Le radical l^ est censé avoir toute la généralité possible , c'est-àdire qu'il représente indifféremment chacune des déterminations dont il est susceptible. Quelle que soit celle que l'on considère, toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à Téquation [1] ne sauraient manquer de satisfaire à lequation [2] ; et ce qu'il faut prouver, c'est que la réciproque est également vraie. Si on avait Téquation jc" — A= 0 , et qu'on désignât par A', A",
A'",... les n valeurs de Ka, on sait (381) qu'on devrait avoir
jc»— A= (^— A') (x— A'O (a.-— A'"J...
Or, on peut remplacer ici j: et A par telles quantités qu'on voudra : en conséquence, je désignerai par Y', Y", Y'", etc., les n
déterminations de Ky, et je mettrai X, Y, Y', Y',... au lieu de
X, A, A', A'V" il vient ainsi
donc on ne peut satisfaire à l'équation [2] qu'en posant X=Y', ou X=Y'', ou X=Y"', etc. Or, ces dernières équations ne sont autres que la proposée [1] dans laquelle on aucait^mis-fiiKcessive-
ment chacune des déterminations de KY: donc enflnles solutions de
cette équation s69nes.^Mile& que contienne l'équation [2].
L'explication préoéSe^te montre en même temps comment il se fait que cette dernière équation devienne trop étendue quand le ra-
dical l^ représente spécialement une des n déterminations dont il est susceptible, comme cela arriverait , par exemple, s'il devait avoir une valeur réelle et positive.
432. Quand une équation renferme plusieurs radicaux , il ne faut pas croire qu'on puisse en général faire évanouir successivement chacun d'eux par la règle précédente : car, dans le cas où il n'y en
a que deux , il y a déjà lieu de remarquer que l'opération , qui fait disparaître un des radicaux, amène dans l'équation plusieurs quantités radicales qui ne s'y trouvaient pas auparavant. Par exemple , si on a
et qu'on élève à la A-" puissance , le second radical disparait en effet, mais les puissances du premier, jusqu'à la 4®, se trouveront dans l'équation résultante
X*+4X-'J/^+ 6X^J/Y)^+4X(J/Y)'+ (KY)*= Z
433. Cependant, lorsqu'une équation ne renferme que deux radicaux , et que l'un des deux est du 2* degré, on peut, par cette règle, les faire disparaître l'un après l'autre, pourvu qu'on ait soin de commencer par celui du/plus haut degré. Alors, le succès du calcul tient à ce que les puissances d'un radical carré ne reproduisent point de nouvelles quantités radicales. Ainsi , par exemple, l'équation étant
^ x+Ky=Kz,
on aura successivement
X»— Y— Z)-^=4YZ
435. EnGn , je placerai encore ici un cas particulier dans lequel il y a deux radicaux cubiques qu'on fait évanouir très-simplement. Soit 3 3
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En élevant au cube, il Vient
X'=Y+Z+3(KYrkZ4-3KYc(^Z)%
OU X3— Y— Z ==3KYKZ(k'Y+KZ).
Or, on peut remplacer J^M^Z par X, et alors en élevant encore an cube , on aura une équation sans radicaux , savoir :
CHAPITRE XVIIl
RÉSOLUTION DKS KQUATIOÎSS NUMÉRIQUES.
Rnrin<»s coinmonsnr.iblp».
436. A défaut de raélliodes pour résoudre ré{[uation générale de chaque degré , le but vers lequel je dois tendre maintenant est de faire connaître les procédés à Taidc desquels on détermine , d'une manière exacte ou approchée, les racines des équations numériques .• on nomme ainsi celles dont les coefficients sont des nombres donnés. Les racines peuvent être réqlics ou imaginaires , et , parmi les racines réelles, il peut y en avoir de commcnsurables. Il existe pour trouver ces dernières des procédés fort simples que je vais exposer d'abord
4â7. Je commencerai par chercher les radbes commcnsurables entières. Soitléqualion'
dans laquelle je suppose que tous les coefficients soient entiers. Représentons par a une racine entière de cette équation, on devra avoir
[2] Aa*+B^^5 + Ca'+Da-f-E=0,
d'où, en transposant et divisant par a^
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Enlin, la dornière ligue est iorméc v.w ajoutant le coefficient 2 du premier ternie 2jl'^ aux clcniicrs quotients ; et comme ou ne trou?e zéro que dans la colonne du diviseur 5, on conclut que 5 est la seule racine entière de l'équation.
Remarques. Cette racine étant connue, on peut diviser TéquatioD par le facteur x — 5, et on aura pour quotient
2jr'— 2x4-3 = 0, |ft
d*où Ton tire x=[± \V — 5. Alors l'équation proposée est complètement résolue , et ses trois racines sont
Lorsque F équation est privée de quelques termes, il ne faut pas oublier d'y avoir égard , en comptant leurs coefficients comme égaux à zéro; par conséquent, les quotients auxquels on doit les ajouter pourront être soumis immédiatement à de nouvelles divisions. On verra plus loin un exemple de ce cas (442). ^
439. La méthode qu'on vient d'expliquer ne montre pas combien les racines qu'elle détermine eutrenl de fois dans l'équation. Pour le reconnaître, le moyen qui s'offre le premier est de diviser l'équation par les facteurs com^spoudanls à ces racines, prises chacuue une seule fois, et d'examiner ensuite, soil par h\ substitution immédiate, soit par les règles du n" '. :;7, .1 ('(\s racii:; is apparliciîîient encore à l'cqualiou reslanlo. SU s'en IroiivcMiucI j.cs-uuî's qui la vérifient, on est sur qu'elle s eulreni au moins i!; uv lois (Luis la proposée. Par une nouvelle division, on eunnaîlia «elles ([rii j)cuveni y entrer trois lois 5 et ainsi de suite.
L(»s propriétés dos polyiionies dérivés donnent encore un aulrc procédé. On sait (4( ôj que si une rcjualion \ = 0 renfernii? le facteur [x — /7)', le polynôme dérivé V ùoit renfermer a — rz)"— '; donc 1(» polynôme X" déri\é de \' d- il contenir (.r — <^^)''~% et aiuïïi de suite: de sorte que le nombre des équations X = 0, X'=0, X"=0,... qui seront vérifiées par la valeur .r=.7 , indiquera combien l'équation X:=0 a des racines éf;;;les à (i.
Dans la recberclie qui nous oicupe, on pourra aussi s'aider de cette remarque, dont le lecteur dénîonîrera facilement l'exactitude: que, si uuî- racine entière a entre /: foi:> dans une équation à coefficients erUiei s, de la forme
Ax^^+Bx-^-' + etc. = 0 ,
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! dernier terme doit être divisible par a^^ et les termes précédents, -x 07, j:',... j:»-', divisibles pîir a"—*, a"— %... a.
440. Après avoir trouvé toutes les racines entières, tant égales u'inégales , on peut les ôtcr de Féquation, et s'il y a encore des oicines commensurables dans réquation restante, elles doivent tre fractionnaires : occupons-nous maintenant de ces dernières, -leur détermination repose sur ce principe, que Si le premier erme d'une équation a pour coefficient r unité , et si les autres ernies ont des coejficients entiers^ cette équation ne peut tn^oirpour ^acines commensurables que des nombres entiers.
Pour le démontrer, soit Téquation
dans laquelle P, Q,...T, U, sont des coefficients entiers. Mettons an lieu de xun nombre fractionnaire y , qu'on peut toujours regarder comme irréductible , Téquation deviendra
Delà, en multipliant par b""-^ et transposant, on tire
Or, aeib étant des nombres premiers entre eux, le 1^ membre de cette égalité est une fraction irréductible , tandis que l'autre est un nombre entier ; donc l'égalité est impossible. Donc aucun nombre fractionnaire ne peut satisfaire à Téquation.
441. Lorsqu'après avoir cbassé les dénominateurs, le coefficient du premier 4crme n'est pas l'unité, on transformera l'équation en une autre qui remplisse cette condition, et pour cela il suffira de faire V inconnue x égale à une noui^elle inconnue y, divisée par le coefficient du premier terme de V équation proposée.
Alors il est clair que toutes les racines commensurables de cette équation répondront à des racines commensurables de la transformée, et comme celle-ci ne peut en avoir que d'entières, on les déterminera toutes par les règles connues , après quoi on en condnra celles de la piaposée.
Pour montrer directement comment on découvre la transformationd-dessHS, supposons que l'équation donnée soit
kx^+ Bjt"-' + Cx"-' + etc. = 0 ,
•ife
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A,B,G,.... Aluldescoef&clenIsenUérs.Fidsons ■r=-, iUicjif Ml M«i, CD BtdUpliatit parr^',
' àkn on voit qae le coe^dRHt de^ deviendra ^al & rnqitd, et jpç la aàlres ooiitficieDtg sâronl «itiera, en prenant z= A ,'ce qui art èooCorme à te règle énoncée.
Ad rate , cette règle revient i celle da a* 390 , et ici encore il cOBTkat d'«fa«rTcr qu'on pourra dans certains cas parliculien dhoWr peur z au nombre moindre que Jl , ce qui donocra une mùiàriilèe dont les coefficients seront plus simples. . *
US. Poor termioa-, proposons-noqi de flfierdiertoul^ lea H* Cbm eooamanipnbleB de l'^ïquatioD ,:
On poari^U chercher d'abord les racines entières'^ mais I« co^GÏents étant peu considérables, il sera mirax de transfonoer tout de suite celte équation en uno autre d(ml le premier coeffident toit l'tibité , sans que les autres cessent d'être entiers. Suivant la règle générale, il faudrait faire ^ — 'ji maissi un fait x= -, oo verra, sans peine qu'on peut prendre z = 2, ce qui revient & poser X =t'-. En effet, par là on troave celte Irgnsfonnéc
y—iiy+uj—2i=o. '
Comme elle ne peut avoir pour racines comnjensar^bles que dci nombres entiers, après avoir ri»;onnu que +t cl — ^1 ne penvenl point la vériûer, je lui applique les règles connues (437).
+ ï,+3, + l.+ 6. + 's,+ ii, + 24,- I,- 3.- i,- 6._ 8,-i=,-i(, QiiolP.ot.-ii,-8,-(i,- 4,- 3,- .,- .,+ ■=.+ 8.+ 8,+ 4,+ 3,+ a.+ p,
+ ï,+6,+8, + (o,+ ii.+ iï,-t-i3,+»6,+3a,-f:ao,+ (8. + i7,+ ,6.+rS Qu(,liml.+ i. + a. + j. ■ ■ + I, ■ -.i3, - - 5,-,^,. ' - •
-io,-9,-g, -10, -i4, -^i6,-pét.
QuoGrak - 5.-3, ■ ■ +IÎ, ip 4,- -
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LUX quotients de la 6'' ligne il fallait ajouter le coefficient de ^ ; nais comme ce coefficient est 0 , on a divisé immédiatement ces [uotients par les diviseurs correspondants
On reconnaît à la fin que +3 et — 4 sont racines de l'équation în^. En la divisant par le produit (y— 3) (^+4) , il vient
y— j^-f2==0, d'où ^ = - + -i/z:7.
Les quatre valcui's de ;y étant connues, la relation j:=: "^ donnera
celles de a? , savoir : a- =- , jc=: — 2, j:= j ± - k"'^^.
LiiuilM des rucines doi équatioiu.
443. La méthode qui sert à trouver les racines oommensurables n'est à proprement parler qu'une suite de tâtonnements tellement coordonnés , qu'on est sûr de trouver toutes les racines de cette espèce qui peuvent exister dans une équation. C'est encore par des tâtonnements qu'on obtiendra les valeurs approchées des racioas incommensurables ; et , pour établir les règles qui doivent les diriger, la première question qui va nous occuper sera d'assigner des limites aux racines , c'est-à-dire , de déterminer deux nombres entre lesquels soient comprises toutes les racines positives de l'équation, et deux nombres entre lesquels soient comprises toutes les racines négatives.
444. D'abord, proposons^nous de déterminer une limite supé" rieure des racines positives.
Soit ,r"' le premier terme et N le plus grand coefficient négatif d'une équation donnée X =::= 0. Si on considère la quantité
on est sûr que la partie positive n'y est pas plus grande que dans X, et que la partie négative n'y est pas moindre. Or, il est facile d'assigner à jc une valeur x ~ /, à pariir de laquelle toutes les valeurs plus grandes rendront X, positif; donc aussi, à plus forte raison, toutes ces valeurs rendront-elles X positif. Ainsi, à partir de x:=l aucune valeur ne devra anéantir X , et par conséquent on pourra prendre / pour la limite cherchée.
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Pour délenniner l rappeloà» (53) que :r" ~ l {X^—' + i^-*„.+ x-i'i}; en craséqaeoce on anra
Or, aoos celte forme , on voit sar-Ie-c)tatnp que X. sera positif î prenint X=rN-i-l Oa x>^+l -, donc on peut prendre pout^ witê Mvpiricuiv Jet racines positives d'une éqUation le plus gn €»eficimt H^atif augmenté de C unité.
*tVltf<elteri^, oatroQTe /=1I>1 pourlimiledesradnesâsJ!
jt] af+éi^+ia'—lQx^—Wx'+iO^—Ux—tWi^ft.
i la même voie , on peat parvenir à une t illtt oD aura égard au rang du premier terme q^ _ _ • V^ ce terme renferme aif-', reiH^s«itons es pir-K'le-^tofnad coeSicient n^tif, et posons
on potun' nisooner sur X, comme sur X,. D'abord on a
ar-1 ~ j,— 1 *
donc X sera positif si on substitue au lieu de x une valenr plus grande que 1, et telle qu'on ait
Ces conditions seront évidemment remplies si on trouve pourjc une valeur >>1 qui satisfasse à l'équation
on, ce qui est la même chose, à celle-ci :
{x-iy=s.
Delà on (ire en effet une valeur >1, savoir: x = i+\/N.
Ainsi on peut établir celtp règle ■ Duplusgrand coeffîcienl négatif de l'équation extrayez la racine dont l'ordre est marque par la différence entre le degré de. l'éguation et le degré du pf*-
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mier terme négatif, puis à cette racine ajoutez L* unité; la somme sera une limite supérieure des racines positives.
l^orsquclc premier terme négatif sucœdc immédiatement au premier terme de l'équation, cette limite coïncide avec celle du numéro précédent; mais lorsqu'il est éloigné, et que le coeiBcient N surpasse Tunilé , elle sera toujours plus approchée. Par exemple,
dans réquation [1] elle est 1+KlOO ou 6, limite beaucoup moindre que le nombre 101 donné par la première règle.
446. Ces deux règles sont d'une application prompte et facile : mais comme elles donnent presque toujours une limite trop éloignée, la marche suivante doit être préférée.
Supposons d'abord que l'équation donnée X=0 se compose d*une suite de termes positifs, après lesquels il n'y ail plus que des termes négatifs, tous de degré moindre que les premiers. Soit Y l'assemblage des termes positifs, — Y' celui des termes négatifs, et jc la plus petit*; puissance de jc renfermée dans Y; on aura
JU'' X' J
Dans le quotient de \ par x'' aucun terme ne doit contenir x en dénominateur, cl le contraire doit arriver à tous ceux du quotient de Y' par x"--^ donc , eç faisant croître x à partir d'une valeur positive quelconque, le premier quotient doit augmenter, ou au moins rester constant si Y est un monôme , tandis que le second quotient diminue nécessairement. Ainsi , dés qu'une valeur positive a:= / rendra positif le polynôme X ou Y — Y', on sera certain qu'en y substituant au lieu de x des valeurs plus grandes, les résultats seront toujours positifs, et même qu'ils iront en augmentant jusqu'à l'infini. Au delà de / il n'y aura donc aucun nombre qui puisse anéantir Y — Y', et par conséquent / sera une limite supérieure des racines positives. De là on conclut que si on substitue dans X successivement, au lieu de a:, des nombres positifs croissants jusqu'à ce qu'on ait un résultat positif, le nombre qui donnera ce résultai sera la limite cherchée.
Maintenant, supposons que l'équation renferme des termes positifs entremêlés avec des termes négatifs, ce qui est le cas le plus ordinaire. Il est toujours permis de considérer le premier terme de l'équation comme positif. Réunissons-y les termes positifs qui oeuvent se trouver avant le premier terme négatif, et , faisai i
4M UQoiu bu^tiu.
^ ratm tennei posilifs, comparons cette somme aveu celle dea I oégilib de l'équation. Le raisonnement ci-dessus prouva I une limite supérieure des racines positives eu dé^' h- positive de x qui rende la première soiei th laMomidei et c'est k quoi l'on réussit facilement es it tu Ueo de JT des nombres croissants à partir de zéro. isIecMqaiDOUsoccupe, où les termes positifs et négatifs i, oa pourra souveul partager le premier membre de çution en [daneiin parties, dons chacune desquelles on aura soin 4>>H(tmui>m plittieurs termes positifs, suivis de termes négatib ' il ilfr4 Bdtadre. Alors on déterminera, comme plus haut, p» '•'•ÀUftf^ mccenib, oae valeur positive à partir de laquelle toulM 4l^.||urtlM mHnHtt tOÊÀlift»; et celle valeur pourra être prise pour ||Mri(B'<Artl^*> Souvent aossi il yaora plusieurs manières d'op^ . .lit it|i«il4«ëei larmes de l'êquatiou , ce qui pourra donner dtf- HtlBlAi^ liffltMi maison choisira toujours la limite la moins éle?^. DuM tou lei 4M, il est k remarquer non-seulement que la lindto ' ibqndle OD. parvient jouit de la propriété que les nombres f^ndi, étant nbititués dans l'équatioa , donnent des résultats Mb, Biais «DCOre qœ ces résultats vont en augmentant jusqu' fini. La première condition est la seule nécessaire pour qu'un ■oH limite supérieure des racines posiIives:car itrésulted'un théorème, qui sera démontré plus loin (453), que tout nombre ao-deuni. de la {dus grande racine positive, doit donner un résultat positif. Appliquons ce qui précède à l'équation
jr*— 3^' + 2 jr'~ 3 j: — 8 = 0.
En comparant le premier terme avec 1^ termes négatifs, on congidèrera seulement le polynôme x* — 3jr—dx — 8 : or, si ou essaie sDccessivemeot :r = 0, 1, 2,... on Trouve que x=\ donne oa résultat positif ^ donc ce nombre peut être pris poiir limite.
Mais le premier membre de l'équation se présente de lul-ntéoM oonime la somme des deux quantités
x*—Zx^ et 2j?'— Ir— 8,
dont ruse devient zéro , et l'autre devient positive , par l'hy polbèK x=S: or cela suffit pour qu'on puisse prendre 3 pour limite. Soit encore l'équation , qui nous a déjà servi d'exemple [444], II] x'+8x'-i'2x'—iOj:*—iOx^+l0x'—Ux—iQO =0.
iiindw -espMfed
u'àiîrl
nombre I
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Parmi les différentes manières de décomposer le premier m^ubre, je choisirai celle ci :
(jf7— lOO)-f (8:i*+:i:c'— IOj:*— 4.0j:') 4- (IOj:'— 14:c)
ou (Ji-"— 100) + ^x\x^ + ■; oc^— -x—h) + 10j:(j:— -) ;
et comme chaque partie devient positive par la valeur j: = 2, on est sûr que 2 est une limite supérieure des racines positives. On "voit qu'elle est encore plus approchée que celle du n" 445.
447. Newtom employait un procédé assez commode , par lequel on trouve souvent une limite plus approchée que par les autres, liponsiste à chercher un nombre tel que si on le retranche des' racines de réquatiôn proposée , il en résulte une transformée dont tous les termes soieiit positifs. Alors il est évident qu'aucune valeur positive ne pourra satisfaire à cette transformée , et que par conséquent le nombre dont il s'ag^it surpassera nécessairement la plus grande racine positive de la proposée.
Soit / ce nombre inconnu ; pour diminuer de / toutes les racines d'une équation donnée X = 0, on fait j:' = /+^, et il en résulte ane transformée en y^ qu'on peut mettre sous la forme
L, L', L",.'« représentant le polynôme X et ses dérivés X', X",... dans lesquels x aurait été remplacé par /. Or, on veut que tous les coefficients de l'équation en y soient positifs; par conséquent la \ question se réduit à trouver une valeur de x qui rende positives toutes les quantités X , X', X", X"', etc.
La quantité X étant du degré /w, X' est du degré //i— 1, X" est du degré m — i2, et ainsi de suite jusqu'à la dernière quantité, qui ne oontieRt plus x et qui est essentiellement positive. Il couvient donc de déterminer d'abord une valeur de x qui rende positive l'avantdernière quantité, ce qui sera toujours facile puisqu'elle est du l"degré; ensuite on augmentera cette valeur, si cela est nécessaire, jusqu'à ce qu'elle rende aussi la quantité précédente positive; et on continuera de même en remontant successivement jusqu'à X. Pour plus de comn:odité , on n'emploie ordinairement dans ces ess^ que des nombres entiers.
Pour exemple .soit Téquation
X = x*+ j**— ix'— 6^'~7000i>+800'3 X' =s &r»+4j:'—12j^'— 12^—7000, |X" =10:B*+fij-"— lir ■;f,X"'=10j:^+4x — ^rîX"="&i+l. ,
On Ttrit lor-Ie-dianip qnW Usant x=l, les deux dernitn p^T ' DOOM Mot podUb. ^X" le deviendra en preDantx^S; et X'ifi l'élevant jnqa^ x 3=7. Comme cette valeur rend aussi X posiUfioa cQDdiil qu'on fent praidre 7 poariimlte. On trouvexait TdisIbM - „|!Dr]|a.rtgkdqa*«U,et l+kTUOO oa M par celle da a* US. A , ^ JlaiMuigrM. On peot prouver d'one ' manière:.gteérale.qae , ^pj / 'CM «Maison p'anra jamiis à revenir sor les {M^cédeots. SnppofpB^ par mva^, qn'en commonçant par le polynôme da 1' degié^^tjt, 'ytfBriat jSDODesriveawnt jniq^'i X'', 00 ait IroflTè t^ ^nnde poritib ti^Ios pc^wnKB X",X"', X"",...Aagaienbiat^ «t diingeoos :i: en :^A ^ éoQUn ï les polToomes dérivés de X* njl i*",X"",,-. fl est Air que X" deviendra X"+X"'k+'-X'"h'+S-i '■ "■'- par conséquent, des que ^ valmr j:-=/ rei]dX",X'",..i ppttttk,'- €a est certain qu'une valeur |> l rendra encore X" positif. On voit même que plus x surpassera l, plus X" croîtrais. Jusqu'ici il n'a été question que de la limite supérieure des racines positives. Elle est en effet la plus importante, car elle sert à trouver toutes les autres. Pour déterminer une limùc iriférieun de ces racines, faisons x= - dans l'équatioo proposée, et représentons par / la limite supérieure des racines positives de la (ramformée. Il est évident que j sera un quotient momdre que la plus petite racine positive de la proposée, de sorte qu'on pourra prendre ce quotient pour la limite cherchée. Dans les applications, il «invieot qu'elle soit la plus grande possible ; par conséquent on chcdfiira pour / la limite la plus rapprochée qu'on pourra.
Si on n'avait pas d'autre but que d'obtenir une limïle inférieoie différente de zéro, on y parviendrait sur-le-champ en divisant, dans l'équation donnée^ le dernier terme par la sornmede ce dernier terme et du plus grand coe^deiit de signe contraire à ce terme. Pour d^ontrer cette règle , soit l'équation
[A] ^'--|-P:i5-f...+S:c'+Tji7i:U = 0.
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Ed faisant x= - y et ramenant Téquation résultante à la forme
ordinaire, il Yîent
T S Pi
r-+ ju ^""'-^ Tû ^'""^-^ ±û -^-^ ±ÏJ = ^-
Si on suppose que dans [A] le plus grand coefficient de signe contraire à ±U ait pour valeur absolue R, il est évident que —
sera le plus grand coefficient négatif de la transformée ; donc on
R 1 TJ
pourra prendre /= -. +1, et par suite y = , conformément
à la règle énoncée.
449. Quant aux limites des racines négatives, on les trouve en changeant x en — x dans Téqualion donnée. Par-là, on change les signes des racines, de sorte qu'en chcichant les limites des racines positives de la transformée et les affectant du signe — , on aura les limites des racines négatives de la proposée.
450. Lorsque dans uno équation tousles termes ont le même signe, il est clair qu'aucun nombre positif ne peut satisfaire à l'équation j ainsi il n'y a point lieu dans ce cas à chercher les limites des racines positives. 11 n'y a pas lieu non plus à chercher des limites aux racines négatives d'une équation dont tous les termes de degré pair ont un même signe , tandis que ceux de degré impair ont le signe contraire. 11 est clair, en efTet , qu'en y substituant un nombre négatif quelconque, tous les termes deviendront de même signe, et ne pourront point donner une somme égale à zéro.
Que les équations soient complètes ou incomplètes, ces remarques sont également vraies. Toutefois, si le dernier terme manque, réquation a une ou plusieurs racines nulles , mais en faisant abstraction de ces racines les remarques précédentes subsisteront.
451 . Je placerai ici une proposition qui a un rapport intime avec les recherches relatives aux limites , et qui est d'un fréquent usage dans la haute analyse.
Soit un polynôme X de la forme
X = Mx'»-t-Nx'»+Pj:/'+ etc.
dans lequel les exposants m, n, p, ... sont entiers ou fractionnaires, mais positifs et décroissants. Il existe toujours une valeur
fOtilwe de Z , teUe qt^en diMUlnt À % tks valeurs de pln$ e grande», Upofynonu X prendra dea vuleurs de même si son premier ïerme, et qui iront en augmentant Jusqu'à l MetlMisd'abM^Meafoclairxomman, etécrivtnv
X=M(x-+|;r-+|^+etc.).
Dans les parenlbèws , parmi les tomes en j^, j»°,.-- il P^ut s'ei ' troamr qni aient des eo^cteols potitifa : représentons pat 1~ ~ KXDDe de ces tffmes, et pu Y' cale dés termes a&clés de d tàokiê négatifs. Od aura
X=M (X-+Y— Y') = M fa- (1- X )
n ta dair que toas les termes du qqotjent de Y' par af avofr » draornintlelm despuissaoces positives de jt , et que pu coafléi^eat,,en doonaiit à j: une trés-graude valeur pusilive quoliait sera -Ci. Par soile, la quanUté cutre crochets &era ' dominait positive , car jc" est poâtir et Y ne renferme ~ que ttriMl twsilirs; donc X sera de mâne signe que M ou Mj:"-.
Heprésenlctfts par X cette très-grande valeur, et supposons qu'on fasse croitre x à partir de / ; le quotient de Y' par x" ira eu décroissants, tandis que x^etY augmenteront indcQnimeut ; donc la quantité X ira elle-même en croissant jusqu'à l'infini, et c'est ce qu'on voulait démontrer.
Si on veut assigner une valeur à X, on p^ut y parvenir, comme pour les limites, en substituant au lieu de .r d^s nombres posilils croissant jusqu'à ce que x" surpasse Y'; mais on y parviendra encore par le procédé suivant , déjàtmployé n' 378. Supposons que le quotient de Y' par x" soit
et qu'il soit composé de a (ormes. Posons les inédites R i S i T 1
ou, ce qui est la même chose, celles-ci
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En essayant successivement pour x des nombres de plus en plus grands, od en trouvera un qui satisfera à toutes ces conditions, et on pourra le prendre pour >..
Remarques, Quand les exposants m^n^p^,.. sont tels que les termes du polynôme X ne deviennent pas imaginaires eny mettant des valeurs négalivcs à la place de j: , on pourra au^si assigner une valeur négative de jc, à partir de laquelle toutes les valeurs négatives plus grandes feront prendre à X des valeurs de même signe que le premier terme IM^f", et croissantes jusqu'à Tinfini. En effet, eu faisant x=— ^, X devient
X=M (— ^j-n+N (— ^«) + etc.
or, dequelquc manière que les signes se distribuent, on peut, d'après ce qui précède, déterminer une valeur posilivc^=À', qui remplisse, à l'égard du polynôme précédent , les conditions de l'énoncé $ donc la valeur négative x= — V sera celle qu'il s'agit d'assigner.
Lorsque tous les exposants du polynôme X sont entiers, les termes ne cessent pas d'être réels quand on y substitue des valeurs négatives dex; par conséquent, dans ce cas, on peut toujours assigner à X une limite positive x et une limite négative — )/, telles qu'en faisant croître x positivement à partir de \, ou négativement à partir de — /, il en résultera, pour le polynôme X, des valeurs qui seront constamment de même sigue.quc son premier terme, et qui pourront devenir aussi grandes qu'on voudra.
Théorèmes sur les indicatious que fournissent les substitutions de deux nombres quelconques
la place de l'inconnue.
452. Je porterai d'abord l'attention sur une remarque importante que le lecteur a sans doute déjà faite, savoir : Que si dans un polynôme X de la forme A^C'+Bjc^—'+Cj:^— ^-h etc., on fait Pttner x d'une manière continue, le polynôme X i^ariera aussi d!une manière continue.
A , B , G, ... son t ici des quantités réelles , et ce qu'il faut prouver, (fest en donnant successivement à x deux valeurs aussi peu diffé- 'rentes qu'on voudra, la différence entre les valeurs correspondantes de X pourra elle-même être aussi petite qu'on voudra.
En effet, supposons qu'après avoir altrUiuéè j: une valeur quelconque, on change j; en x+À. Si oaDomnie X,oefB0denei^&,
et si on désigne, comme à l'ordinaire, par X', X^',.** ^^ polynômes dérivés de X, on aura
X,=X+X7i4- 7 X"AV . . +AA'".
L'ensemble des termes qui suivent X, et qui contiennent les diverses puissances de A, représente le changement que subit X par suite du changement de x en oc+h -, or, il est évident qu'en choisissant h suffisamment petit, on peut rendre chacun de ces termes aussi petit qu'on veut ; par conséquent il en sera encore de même cie leur somme. Maintenant passons aux théorèmes.
453. Théorème I. Si deux nombres substitués successii^ement au lieu de x dans une équation X=:0 , de la forme
donnent des résultats de signes contraires, U équation a au fuqfns une racine réelle comprise entre ces deux nombres.
Représentons par a et |3 les deux nombres sub::titués qui donnent des résultats de signes contraires ; et pour flxer les idées, soit a<;f:>. Concevons, par la pensée, qu'on substitue successivement dans X, au lieu de x , toutes les valeurs depuis a jusqu'à p ; le polynôme devra lui-même varier d'une manière continue. Mais, par hypothèse, en y faisant d'abord x=oi. puis j^'=;3, on doit avoir -deux résultats de signes contraires; donc parmi les valeurs qu'il prend quand x croît depuis « jusqa a /8 , la valeur zéro doit se trouver au moins une fois. Or, la valeur de x par laquelle X devient zéro est une racine de l'équation X=0 ; donc, etc.
Remarques, Il faut bien observer qu'il pourrait y avoir erreur en affirmant qu'il ne doit y avoir entre a et |3 qu'w/^e seule racine de l'équation X=0. Et en effet, le polynôme X, sans cesser de varier d'une manière continue, peut, par exemple, avoir d'abord des valeurs décroissantes qui s'arrêtent à une certaine limite, après laquelle il croîtra jusqu'à une limite à partir de laquelle il reprendra encore des valeurs décroissantes , qui elles-mêmes , après s'être arrêtées , seront suivies de valeurs croissantes ; et ainsi de suite. Par conséquent, rien n'empêche que X , dans l'intervalle de j:=a à x=iB , n'ait passé plusieurs fois par zéro.
454. Théorème II. Lorsque deux quantités comprennent entre elles une racine de S équation X=0 , et n'en comprennent qu'une, si on les substitue sutccessi^fenient dans l'équation, elles donneront
deux résultats (le signes contraires. Et, en général, toutes les fois que les deux quantités comprennent un nombre impair de racines, les deux résultats seront désignes contraires ; mais quand elles ne comprennent pas de racines , ou quand elles en comprennent un nombre pair, les résultats seront de même signe.
Supposons que a soit une racine réelle comprise entre a et p , et qu'elle soit seule. Le polynôme X est divisible par x-^a , et en nommant Y le quotient, on peut mettre X sous la forme
X==(jr— û)Y.
Faisons successivement x = 0Lcix = p; les valeurs de Y devront être de môme signe : autrement il y aurait entre o^ et 3 une racine de réquation Y= 0, laquelle, serait une nouvelle racine de X = 0 comprise entre a et (B , ce qui est contre Thypothèse. Mais d'ailleurs le facteur x — a changera de signe : car les différences a — ^ et p — a sont de signes 'contraires, attendu que a est entre a et p; donc les deux résultats qu'on obtient, en substituant a et p dans X , sont de signes contraires.
Supposons plus généralement qu'il y ait entre a et ^ un nombre impair de racines a, b ^ cf etc. On sait que X est divisible par le produit (x — a) [x — b) {x — ç)..., de sorte qu'en nommant encore Y le quotient , on aura
X=(a7 — rt) (.r— 6)(a: — c)....X Y.
On démontrera comme tout à l'heure qu en faisant a: = a et J7=j3, les deux valeurs correspondantes de Y auront le même signe , tandis que chacun des facteurs x — «, x — b^x — c,... change de signe ; et comme ces (acteurs sont en nombre impair, on en conclut que les résultarts dos subtitutions de y. et do p dans X doivent être de signes contraires.
Celte même démonstration prouve que s'il n'y a point de racines entre a et p , ou que s'il y a un nombre pair, les résultats des deux substitutions auront le même signe.
Remarque. Le théorème qu'on vienUde démontrer mérite une grande attention , et doit surtout \^^ en garde contre quelques assertions hasardées auquellos on poiirrait se laisser entraîner. Par exemple , de ce que les subslitulions de doux quantité.^ donnent des résultats de signes contraires, on peut bien conclure, d'après le théorème 1 , que ces quantités comprennent une racine : mais on
aurait tort d'affirmer qu'elles n'en comprennent qu'une ; car le théorème II prouve qu'il pourrait y en avoir plusieurs, en nombre impair. Pareillement, lorsque les résultats sont de môme signe , on ne saurait affirmer que les deux quantités ne comprennent aucune racine, car il pourrait arriver qu*il y en eût un nombre pair.
455. Théorème III. LorsqiCune équation rCa point de racines réelles, si on y substitue , au lien de x , des quantités réelles quel» conques, les résultats seront toujours de même signe,
£n effet , si Ton trouvait deux résultats de signes contraires, on serait assuré que l'équation a au moins une racine réelle comprise entre les deux quanti tés substi tuées , ce qui est contre la supposition.
Remarque. Quand on a divisé une équation par tous les facteurs correspondants aux racines réelles, J'équation restante doit être dans le cas dont il s'agit. Mais une équation qui contiendrait des racines réelles donnerait encore des résultais de même signe, si chacune y entrait un nombre pair de fois. En effet , en nommant a, 6 ,... ces facines , on peut alors écri^re l'équation ainsi :
{x^ay" (n^br.^. XY = 0.
Or, quelque valeur réelle qu'on sulJstitue au lieu de x^ les facteurs [x — <2)"*, [x — by/^.., ne sauraient devenir négatifs ; et, d'un autre côté, Y ne peut î^oint changer de signe, puisque l'équation Y = 0 n'a que des racines imaginaires.
45C. Plusieurs conséquences du théorème I''^ se placent ici.
1^. Toute équation de degré impair* a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
Le premier terme étant toujours supposé positif, considérons d'abord le cas où le dernier terme est un nombile négatif — U. Nommons 4-/ une limite supérieure des racines positives, déterminée comme il a été expliqué précédemioçnt . Si dans l'équation on fait j:=+/, on aura un résultat positif'; et si. on fait x = 0, on aura le résultat négatif — U. Donc, entre 0 et +/, l'équation a au moins une racine réelle, laquelle ne peut être que positive.
Ma-nlenant , considéronsj|^s où le dernier terme de Téquation est positif. On remplacera x par — jc j et comme le premier terme deviendra négatif, on le ramènera à être positif en changeant tous les signes de l'équation. Par là le dernier terme deviendra négatif; donc, en vertu de ce qui vient d'être démontré, on est sûr que la
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transformée a une racine posiliye , et par conséquent la proposée a une racine négative.
2** Toute équation de dcççrè pair, dont le dernier terme est négatif'^ a au moins fleux racines ivolies, l'une positive et Vautre négative.
Faisons successivement j:=Oetj:=+/, on aura deux résultats de signes contraires ; donc l'équation a au moins une racine positive. Ensuite, si on change a: en — x dans Téquation , la transformée aura encore son premier terme positif, et son dernier terme négatif; donc elle aura une racine positive ; donc la proposée en aura une négative.
Remarque. Quand l'équation est de degré pair et que son dernier t^me est positif, ces raisonnements ne font plus connaître si Téqualion a quelque racine réelle, parce qu'alors les substitutions ne donnent plus des résultats de signes contraires. C'est qu'en effet les équations qui n'ont que des racines imaginaires doivent nécessairement être de cette forme : car , si elles étaient de degré impair , elles auraient au moins une racine réelle ; et si , étant de degré pair, leur dernier terme était négatif, elles en auraient au moins deux.
457. Par des raisonnements analogues à ceux du n"" précédent, on tire du théorème II les coinéquonces qui suivent.
1® Dans une équation de degré impair, les racines réelles de signe contraire au dernier terme sont en nombre impair, et les ra~ cines de même signe , s il y en a , sont en nombre pair.
Lorsqiie le dernier terme est négatif, les substitutions jc= 0 et a:=i + l donnant des résultats de «ignés différents, on conclut , en vertu du théorème II , que les racines positives sont en nombre impair. Si on change x en — x ^ l'équation se transforme en une autre qu'on ramène à avoir son premier terme et son dernier terme positifs : or, qu'on fasse dans celle-ci Jt'=0 ou x est égal à la limite supérieure de ses racines positives , on a deux résultats positifs; donc les racines positives de celte transformée , et par suite les racines négatives de la proposée ne peuvent être qu'en nombre pair.
Lorsque l'équation proposée a son dernier terme positif, la transformée aura son dernier termcJA|iif. On pourra donc lui appliquer les dernières conséquences ,^H[r suite on conclura que la proposée a un nombre impair de ray^ négatives et un nombre pair de racines positives.
2^ Dans une équation de degré jg^EÈi le dernier ternie est né-^
419 LEÇONS b^LGâms.
gatif. Ut raeiiu» poaitifV lont en nomi/i-e impair et le* racines ai' getiva aiuai en nombn impair; et si le dernier terme est positif. Ih raeioêt dé eAaque Morie ne peuvent exister qu'en nombre pair. • Cette eouéqbeitce s'obtietit bÎ racilement en reprenaDl lo raiwnnement d-demu , qa'it est inutile de s'y arr^^t^rdavanla^e.
Remarque. Hua bm\l»&a, onroit que le nombre total des ri-
doei réeUea ett da mtaie parité que le degré de i'équalion , c'est-
A-diN qu'il eét impair oa pair, seloo que ce degré est impair on
pitr. DonCji'flya desncines ima^Daires dans l'équation, elles j
•ont en notplire pav, ce qui est conforme à la remarque déjà faite ,
n* pi;èoédent , et à la pn^sition qui termine le n" 386.
,458. T(dd eaoCm une proposition très-simple , qui doit trouver
' Jk'fAaoefci- Sitate,équtUiùn se compose d'une mite de termes]»-
tit^t, i^ris kiqueb U n'jr nit plus que des termes ncgati/s.àlt
■^''0tau^miW radtiepositipe af n'en attra qu'une.
Pniaqae >od dcnkr tnine est négatif, elle a certaincmeot mu ndiilf|MidtiTe(4Mt); et pour démontrer qu'elle n'enaqu'une, db «■iaoaiiencommt dans leif 446. Aommons Yla somme des lensa pCMlUft, — Y* celle des tenaes n^atifs , et j:' la plus petite puissaoa de ar ftinfennée dans Y : ou peut écrire l'équation sous cette r<»iH
Soit .r=(z la valeur positive qui satisfait à l'équation , ilfantqn'OB
ait ;
Or, en augmentant x , le premier membre de cette égalité id|mentera ou tonl au moins restera conslant, tandis que le secool diminuera ; et le contraire arrivera en diminuant j". Itonc j=« eslija seule racine positive de l'équation.
luu^keut ip^^Bn tn aà^ndre
:al<^kég
Bil
459. Les régies quu^^ut à découvrir les racines commeMrables étant d'uae appl^Hn très-facile , il convient , toutes les fin qu'on a une équation à ^ndre , de rhcrclicr d'ab'ird les raciues de cette espèce, tant ëgalt^Hwég3les,el de les supprimer ensuilesn moyen de la divisiou. ^^^kilé . ces racines pourraient se tr
Nir les mêmes procédés que les racines incommensurables , mais es calcnls qu'ils exigent sonl fort laborieux, et ils le sont d'autant plus que le degré de Téquation à laquelle on les applique est plus slevé ; c'est pourquoi Ton doit toujours commencer par abaisser ce degré autant que possible : or, la suppression des racines commensnrables est un moyen d'opérer cet abaissement.
La même raison suffirait pour rechercher si l'équation a des racines égales , aGn de la décomposer, dans le cas où il en existerait , en d'autres équations plus i^imples dont toutes les racines fussent inégales (405). Mais on doit remarquer en outre que cette préparation est nécessaire pour le succès des méthodes qui vont être exposées.
En conséquence , je supposerai toujours , dans ce qui va suivre , que l'équation à résoudre n'a plus ni racines commensurables ni racines égales , de sorte qu'en parlant de racines réelles il ne sera question que de racines incommensurables et inégales.
460. La recherche de ces racines se partagera en deux parties distinctes. Dans la première , on déterminera , pour chaque racine , éeax nombres entre lesquels elle sera comprise , et comprise toute seule : c'est ce qu'on appelle la séparation des racines. Dans la seconde , on se proposera d'évaluer les racines avec tel degré d'approximation qu'on voudra.
Si on change dans une équation l'inconnue x en — a: , et qu'on prenlie avec le signe — les racines positives de la transformée, on aura les racines négatives de la proposée. Ainsi , il suffira de montrer comment on trouve les racines positives des équations.
La première méthode rigoureuse qui ait été connue pour opérer la séparation des racines porte le nom de Lagrainge : c'est elle que je vais exposer d'abord.
461 . Soit une équation quelconque X= 0, qui n'a plus de racines égales. Imaginons qu'on y substitue successivement au lieu de l'inconnue j:, des nombres positifs/?, ^, r, 5,... formant une suite croissante, commençant à la limite inférieure des racines positives, unissant à la limite supérieure , et en outre tellement choisis qu'entre chaque nombre et lc.suivant il ne puisse tomber qu'une seule racine de l'équation. D'après le théorème II (454), on saura avec certitude, par les signes des résultats des substitutions , quels sont ceux de ces nombres qui comprennent véritablement une racine ou qui n'en comprennent point ; et alors la séparation des racines positives serait complète.
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La condition essentielle à laquelle sont assujettis les nombresp, f , r,s,.., c^est que deux d'entre eux, pris consécutivement, ne puissent pas comprendre plus d'uue racine : or, cette condition sera remplie, si on choisit pour ces non^bres les termes d'une procession arithmétique dont la raison soit une quantité $ moindre que la plus petite différence qui existe entre les racines positives de Téquation proposée. Ainsi, la difficulté se réduit à connaître la raison â. C'est ce que Nkwton avait déjà remarqué dans son Arithmétique unii^rsMé^ et Lagrange y est parvenu au moyen de l'équation aux carréà des différences des racines de la proposée (*).
On a montré (4-27) comment elle s'obtient : supposons qu'on l'ait trouvée et qu'on ait évalué , par les procédés connus (448) , la limite inférieure X de ses racines positives : on sera sûr que cette limite est moindre que le carré de la plus petite différence qui \ existe entre les racines de la proposée ; par conséquent on pourri faire $ — \/î. Comme K). est ordinairement incommensurable, on prendra préférablement un nombre rationnel <yï.
Lorsqu'on pourra trouver pour \ un nombre > 1, on choisira pour 9 le nombre entier au-dessous de K/; et alors, pour opérer la séparation des racines , on n'aura qu'à substituer des nombres entiers dans l'équation X = 0. Quand ou aura reconnu ainsi qu'il y a une racine entre deux de ces nombres, on pourra encore substituer les nombrc^s entiers intermédiaires, et déterminer, par les signes des résultats, les deux nombres entiers consécutifs entre lesquels elle est comprise.
Le plus souvent \ sera une fraction <1 , par suite 8 sera aussi une fraction <1, et on aurait à substituer des nombres fractionnaires. ' Mais on les évitera par une simple transformation, en faisant x=^^x . En effet, pour que deux valeurs de jc aient entre elles une différence >o, il est clair que les valeurs de x' doivent différer entre elles de plus d'une unité ; et dés lors on pourra trouver pat des substitutions entières les deux nombres consécutifs qui comprennent chaque racine réelle de la transformée en x\
Envisagée sous un point de vue purement théorique, Il
(*) Cet usage de réqaation aux carrés des difTérences avait été déjà indiqué, 6111762, par 'Waring , dans ses Miscellanea. Mais, dit LAGaAHOfi « je ne connaissais pas cet ouvrage lorsque je composai mon premier Mé- » moire 5ur lf»5 équations. »
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méthode précédente M^out complètement le problème de la sépalion des racines. Mais si on considère, d^une part, la longnear des dklcals nécessaires pour foitner rcé[«alion aax carrés des différendli, quand la proposée s'élève un peu haut; et , de l'autre, la mnltifidc des Substitutions shccassivél» qu'on peut avoir à effectuer^ enljugera que l'âfiplication do celte méthode doit au moins être tréS-pénj^lc.
> A^ldc diminuer le travail fle& substitutions, on aura soin, dana éhgqtte câs Particulier, 'de prendre pour limite inférieure et poul^ liniie Supérieure Ses raèfnca^de ré^uation proposée,^ nombres tes plu|1^prochél^qu^n pourra, et aussi de choisir pOfir t le plHd gftLnd nonîbre possibft. . Vr.' ^.
* Apr^ avôft* détt^rrniné les litiites des racines, tant positives que
^%égativ^, il sdr{i.bii?n''de substituer immédiatement les nombres
entier^qpnséc^tifs cc^pipris entre ces limites; et s'a arrive qw les
ijl^nes des jGjÉtîltats indiqueitl jutant de racines réelles qu'il y a
d'unités dans le degré tic Téquati^, ^oitime on safi qu'il ne peut
jms y aVoir un plus gr^nd nombre de racilies, on sera dispensé de
calculer l'^uation. aux c^lrrcs dcs.diflerences. ]gp général, on ne
devra omettre srucun moyen pi^bprcjà éclairer sur la nature des
rflftinqs , aCa d'^en profi4ef p&ur simplifier les calculs.
^Le cas où l'oi^ saurait d'avance que toutes les racines^sont réelles
mérite sùtlout d'étias remarqué. Il est clarirqu'alorSTen opérant des
Substitutions de plus eaplus rapprochées, entre Ic^di&ites extrêmes
^ui comprennent toutes le3 racines, cm finirai, nécessairement par
^ trouver dans lès résultatâl^n nombre de çliangedènts de signes
éml Êa degré de l'équation ; par cori^équent alors tdhtes les racines
* s&ont réparées. Ce ca^ retiendra plus loin, n^ 479.
.^iB. fiemarque. Dans le <^t427, poifr arriver à l'équation aux càirés des différences^ on doit passer par l'cquflion^uic.différcnces, ft feUe-ci se trouve par une.énniinalj|^n. Or, le scjijl (Troeédé g;é- ' néral d'élirÉitiatiorf qi^c nous^ayçms expo§é e^ dlui (lu plus grand fK)miQiun diviseï* ; et ce que je veux faire ob§prver id , c'est qi#alo|i§ik est^pcu important d'obtenir une équati0ivlt)àlc qui ren-
* èrflaè toutes les difféiv!hccs j^es saciries et qui ne renfcrtoe qu'elles.
Supposons d'sjJ)ord?qijp l'êquatitn finale renfcrifie tomes ces diff^cpces, et quelle ïfait que L-^ «ioraut de contenir dos racines étr2yi^èi;ps : la lirAKe^i^iférîeùre des racines de cette équation sera c^GertainenfM^it moindre qf|^ta^p1us petite différeivei^ Ars^^Sx^^ ^^\^
^ « . .« ■WJA'tf-i.te
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proposée, et par cooséqnent oii*pourrï,li^re]^dre de i. Supposons, ea second li^, <ple VéqaaHoa finale quelques différeDces : c'cs[^ft, dans fes dtvisjojiâ ^u'oa<^re poUf effeclucr rélimiuation, onaura supprimé <}UL-lqucsT3C(eurs. Q^, en I dgalanlces facteurs à ^to, dtfâ'dc« ^'(Amliuns qui'do|ivenlce{itenir Efies diQËrenccs ; donc, si jjn évaluË^cs umites .mfftieures des raci|e« ~*e toutes ces équations,, aug^ilifen que cglle db Véqualion ûuale^u era encore askirà x|u'or ((eut DTSBdre '^al k I4 pl^p pëtileda es limites. "• " * * * ' **•'**' * - - **
■ 464«i^ais mainteiant j^égentydlB è^Mptes a'éodiiiroDï, Iiuis^efgmle5>it s'agira d'opérer la.séparAio^eg rAcii^.^ * *ÊxEMPLBl."SiJîfrèq(felioq*2 • -^ , ♦ V " •' • ♦
t Bor-lc-^hamp qu'elle lorïbG dans le oas-dn rf \Sifif ef qW<
_ .JMèqdfnt tlluli une éicînç positif c nujijâf, Si In vttut ivoirh
f^^tièrë d^ celle>racme, il si^lBra donc Je subsij^er au lien
f,\Apain^es 0, ]', ^.'..•«jqigu'àÇ4qu''A trouve dKus résu^'ll
de signes contrafres,' ■*■,.' j| '* ■
NfiftbressolistilH&ht.. ..;'■. o/V. 2;*
.. ^Résultats cerre8jK>hdant»..-;-3,—dj*l-'fi
A^si'la rajfineidont il s'agl^'vst'i'o^prise^tre Iti^t 2. , *
^•urc^rcRbr Ics,nRitaes b'égative^f'on- changera Jb^l — X.ÎÀ
* transforojéé Êr^ • ■ -
'•* et cominp ft>u?^S tQmc$ dfil Ife^igne-r^llest c'iàîr qd*elfc t^SfâtA' '• d^ l'acincjfQsfthg. Donc la pniposée n'a' pviut de racine qé^ti^ r
* ^on8 les deux autrçfe racines spnfimagTnaircs. ■ '.' . °
•^ ■", ExEnyLE fljSoifl'équHioo ^ **[ ' ..'•■-
' BUé'cstencsipdius le cas du s" 4^ j-lt, si M y |^p^gs xpat'~-x,. ' élbdevient celle5c)^ ■' . •-'.''.,* m '■' „
; •' laqbelTc es,^ sSs^dans^e même, {as. jloncJ^roposêe o'à qâednx' Mcineâr^M^'J'inejwSilive 1 J raBiJê n^^ite. -^ partie ênliért ^ ' ,se froivçraidoBc par lés'sub^tttjons eiî{:^s cobmerCi-deS^oiu : ■ .|t ' ^om^Htfsf., '■<>, ", i,. V, *-^|L .'O^l,— ,2; ;.'
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Par coçséqoient , la sackie positive est entre 2 et 3 ; et la racine négative est entre*— 1 et —2.
Exemple III. Soit Téquation
Pour ne point pousser ^trpp lofa les substitutions, déterminons d'aboM les lio^ites supéhriepres des racina|; En écriyant Téquation wus cette forme* j^ ^
' et en cherchant «âne valeur de a: qui rcrMc Qositif le trinôme
^^iir' + ^— '6b^'on reconnaît que le ponlbre 4 csti limite supérieure
des raciQesi positives*. Si ensuitcbu ehangc omhi — x, tous les termes
d^l'éqijiatjpn proposée Reviennent positifs, et FSn en conclut qu'elle
n'a |foint de racines négatives.
. «^Li'éc^tion donnée n'ayant point de second terme, la somme des
^* racines dldit titre nuHc, par conséquent ces racines ne peuvent pas
être tontes positives. JDonc , puisque l'équation n'a pas de racines
^ négatif # ellg doit gn avoir d'imaginaires. Mais, d'un autre côté,
<fti sait nyelcs racines imaginaires sont en nom]}re pair (457) ^ donc,
'•. si VéqyatiDn a" véritablement des racines réelles, elles seront posi-
. tive^^^^u nombriB de deux.
^ainiehani il jypiiit essayer les substitutions des nombres entiers posittfs jusqu'à la limite 4.
Jïomb. subst. û, 1, 2, 3, 4; , . ,f Rés. corresp. +5,— 58,— 105,— 100, + 17.
Les signes montrent qu'il y a en effet deux racines positives ; l'une » . entre 0 et 1, l'autre entre 3 et 4.
Exemple IV. Soit encore l'équation
' Paisq|l^sllc est de degré impair, elle a au moins une racine réelle de
«signe c^n\raire au dernier terme, c'est-à-dire négative. Elle n'a pas
«d'autse radiée* négative : car en changeant. j: en — .r, elle devient
3? — 7a: —r 7 = 0 ; et celle-ci n'a qi:^'unc seule racine positive (458).
.^ soi^titution des nombres^ entiers suffira pour déterminer la
patlie'énticre de cette racine positive.
^' • ^ Nomb. subst; 0, 1, 2, 3, 4;
Rés. corresp. — 7,— 13,— 13,— 1, -H 29.
LIÇOM V'àLÊàÈM».
t ZloDC la racine positive de )a tr8usfi>riné4.eik — -r esl/nlré*3 el'
0 la racine négative de la pm[>osêe est entr?- 3 "et —4. >i les deax autres racines sont réelfea, eflês doivent éite pon- 1,
mais jusqu'ici leur existence restivin^crlairil. Pourlevei^le iQS !a substitution des oombroS.efltjei^. . ^ ' |
1 Nomb^abst. 0, t,* ^ Réa,. TOiTesp, 7, (,' J,
ao pro1ong:o puiiH les ' AabstituHbfis davantage, farce tiBË e =3 doDua^t x^>7j:', il est évidoul que les nonibres plus • ■"• des résuUals pocitifS' Les résujîuts ei-i^ssus élvij * . «i^ne.on n'aperçuil pas encore qtj'it }; ait deos' »^ t\ elles exislenl, on oe Jes reconnattra qn'^ „.-™ „„jbre9 plus rapprochés. . • ". *
, îl observer que dans le "cas oîi les deax Mtcij^es
„'i>b tiendrait jamais des r^idlats ije^igne9Coâ-,
»ODC D&'cssaire d'appliqaer à l'équalion donnée lfE<
s pour juger si elle a des racîfies^ales. On approul
le cette équation sont iffégalesf *' ' ' , '
v~, (~M> ui.'i ver sûrement à la séparation dfs dt^Si^racvies
douteuses, on aura recours k l'équation aux carrés des diCto-ence^
Dans l'exemple dont nous nous occupons enee monent*' '•^ a
trouve (429) que cette équation est
Soit fait B ;= — , il viendra *V '
On peut écrire cette équation ainsi . • -
et alOTs on aperçoit clairement que 9 «st une limite supérieure ws
<,'; Comme celle équation u'j point di/ racioes nulle), ou appr^^ilt^r là, «i on ne le savait déjà, que la proposée n'u point de racïuai ùg^Flei. O'ap autre cùlé , commcli'ï Mgnei de Icquatioii eu : sont alteriiu^irs, on petttf- Ëi-mer que la prapouée a toatea ses luclnts réetlei ; muU cotlu Anàcqûenci est fondée i\ir uaa ihéoiie qui icu cxpokée fia* tard (4So)- '
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valeurs positives de u. Donc > = ^ est une limite inférieure des valeurs positives de z ; donc enfin on aura une quantité moindre que la pins petite différence des racines de la proposée, en prenant
Tel serait l'intervalle à mettre entre les substitutions. Mais afin
d'éviter les fractions , on fera j: = --- ; et l'équation proposée se
transformera en celle-ci ,
OÙ il n'y aura plus qu'à substituer des nombres entiers.
Afin de diminuer le nombre des substitutions, il sera bon de déterminer les limites supérieure et inférieure des valeurs positives de a!. Si on remonte à la proposée, on voit d abord qu'on peut prendre k^pour limite supérieure de jc. Puis, en changeant jc
en * , elle devient x^ — j:' + - = 0 ; et comme dans celle-ci Tunité
est liante supérieure, il s'ensuit que dons la proposée Tunité est lioiite inférieure. Ainsi , dans celte équation les racines positives gont entre 1 et k^7 ; et par suite les racines positives de Téquation en jc' sont entre 3 x 1 et 3 x 1^7, ou entre 3 et ^63, ou enfin entre 3 et 8. En conséquence, on ne devra substituer dans Téquation en x' aucun nombre au delà de 8.
Nomb. subst. 3, 4, 5, 0 ;
Rés. corresp. 4-27, + l,— 1,4-27.
Sans aller plus loin , les signes des résultats indiquent deux racines positives. Tune entre 4 et 5, l'autre entre 5 et 6. Par suite, la proposée en aura aussi deux. Tune entre ^ et ], l'autre entre 3 et f. On a déjà trouvé qu'une racine était comprise entre — 3 et —4 : ainsi les trois racines de l'équation proposée sont réelles, et complètement séparées.
Mëihodes tl'.i}>pr()xin]uliuD<
465. Méthode par rapprochement des limites. Après avoir montré comment on assigne pour chaque racine deux limites spé-
424 KEçoKtt u'algèbae.
dales entre lesquelles elle est senlc comprise, il resté encore à la déterminer avec telle approximation qu'on voudra.
Le premier moyen qui se présente, c'est de substituer, dans l'équation proposée , des nombres intermédiaires entre ces limites, jusqu'à ce qu'on en trouve deux qui, donnant des résultats de sî^es contraires , aient entre eux une différence moindre que la fraction qui exprime le degré de l'approximation. Alors chacun de ces nombres pourra être pris pour la valeur de la racine.
Pour mieux m'cxpliquer, je suppose que A et B soient deux limites qui ne comprennent que la seule racine a^ et que A étant moindre que B, on ait B — A=D. En substituant A+ ^D au lieu de JT, le signe du résultat apprendra si a est entre A et A4- ^D, ou entre A+îD et B; par conséquent cette racine se trouvera resserrée entre deux limites qui ne différeront plus entre elles que de îD. En répétant une opération toute semblable , on la resserrera entre deux limites qui ne différeront plus que de ^D; et il est évident qti'cn continuant ainsi on arrivera à deux limites dont la différence sera moindre qu'une quantité donnée o. Alors chacune de ces limites sera la valeur approchée de la racine , à moins de la quantité o. 11. n'est point nécessaire de prendre pour chaque nouvelle substitution un nombre qui soit exactement équidistant des deux dernières limites, et il sera souvent plus commode d'en employer un autre.
Par ce procédé on pourrait porter Tapproxinialion à un trèshaut degré; mais le c«alcul deviendrait extrêmement laborieux, à cause du grand nombre de substitutions qu'il faudrait effectuer. Aussi ne s'en sert-on que pour obtenir une première approximation, à 7'.. près, par exemple; puis on achève le calcul par une méthode beaucoup plus rapide?, qui a été indiquée par JNkwton, et que je développerai dans le n" suivant.
Quand la racine est < 1 il convient de l'évaluer, non à moins d'une fraction de l'unité, mais à moins d'une fraction de cette racine elle-même. Supposons, par exemple, que la valeur approchée ne doive différer de la vraie valeur a que d'une quantité <; /-^/. et soient A et B deux limites qui comprennent a^ A étant <B. 11 est clair que si on a B — A < /„ A, à plus forte iai:5on aura-l-on B — A<< /- a. Ainsi, il suflira de prolonger îv^s subslilutions successives jusqu'à ce qu'on ait deux limites dont la différence soit moindre que le dixième de la plus petite de ces limites. Au reste.
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on pourra toujours ramener la racine à être plus grande que if
soit en changeant Tinconnue j: en - , soit en multipliant toutes
les racines par un nombre convenable.
466. Méthode de Newto?(. Cette méthode exige, comme on vient de le dire , que la racine cherchée a soit déjà connue avec une certaine approximation. Pour la commodité du calcul , il faut qu'elle le soit au moins à -^\ près , et c*est aussi ce que je supposerai. Nommons a cette valeur approchée , et faisons
Inéquation proposée X=0 se transformera en celle-ci
A+Ay +i AV+ 7T3 A'y+etc. = 0,
dans laquelle A , A', A'', A''\. .. sont les valeurs que prennent le polynôme X et ses dérivas successifs X', X", X"',.,. par la substitution de a au lieu de x. De cette équation Ton tire
A ÀV M"r^
La valeur de y qu'on veut trouver est < j'^ , par conséquent y^ ^3,... sont respectivement moindres que ,Ôô, ,zoz v Admettons, ponrun moment, que l'ensemble des termes qui renferment ces puissances soit <iôo : il est clair qu'en les négligeant, on aura pour j^ une valeur approchée à moins de 7Î0 ? savoir :
centièmes , j'ajouterai le quotient à la première valeur, a , et j'aurai ainsi pour la racine a une nouvelle valeur, p , que je regarderai comme approchée à moins de v^o.
On corrigera cette valeur p comme on a corrigé «. A cet efiet on posera
et ici la valeur de jr qu'il faudra chercher sera <C-,iz' En nommant B, B', B",... ce que deviennent les polynômes X, X', X", ... par la substitution de ^ à la place de x, la transformée sera
• B+B>'+-B'yH-,^:BV-Hetc. =0.
it les termes ea^,^', elc, oq a
'on a supposé j-< ,i,, les pnfssanccs supérkores de y MWt , II)' ; cl, en admellant qu'il en soit ainsi de toute la partie oés, la valeur précédente de j- serait approchée à moins de (; h)'' pourquoi l'on portera jusqu'à la 4' décimale l'cvaloatioo ^ tient de — B par B', puis on ajoutera ce quotient avec p, et l'on r la racine a une nouvelle valeur, /, qu'on regardera chée à moins d'nne unité décimale du 4' ordre, ni ainsi , et en néglig;eant toujours les termes qui .1 .ci puissances de la correclion j-, supérieures à la pr»- ^•e, on admettra que la partie négligée à chaque transformatiffii inoiadre qu'une uuilé décimale de l'ordre double de celui de la ère décimale à laquelle l'opération précédente avait porté 1 «iiliroKimalton ; et alors on obtiendra des valeurs approchées suc- j cessives, dans lesquelles le nombre des décimales ira toujours eo doublant. On voil combien l'approsimalion sera rapide, puisqu'on I aiira déjà 8 décimales après la troisième correcliou, 16 après la | Huatriôi:!!.', et aiusi de suite, j
On doit encore remarquer combicu est simple et régulier le calcul j de ces corrections ; car il est évident qu'elles se déduisent loute^ de I la même formule ^ ' ^ J
en y remplaçant d'abord x par a, puis par ^, et ainsi de suite : de telle sorte qu'après avoir fourni la première correction, elle fouroil encore la seconde, puis la troisième, elc.
Malheurcusnncul , les approximations qu'on obtient ainsi sont loin d'être certaines ; car elles reposent sur des suppositions qui ne sont point toujours vraies. Par exemple, il se pourrait que dans la première correction l'ensembie des termes eax', T'y- f^*- >r.'ii ou que dsns la seconde il fût Xt;;)'; elc. L'habitude da calcol suggérera, dans le$ cas piurtiuiliers , }m précaytio^ qu'il cODTiait
de prendre pour employer cette méthode avec sûreté; et même je ▼ais montrer qu'il sera toujours facile de vcrifîer, après chaque correction, si Ton a réellement atteint l'approximation présumée.
Remontons à la valeur p, qu'on suppose approchée k ,1^ prés. PoUir qu'il en soit ainsi , il faut que la vraie valeur de la racine soit entre p — ^l- et p ou entre p et p+ ,io« En conséquence, on substituera dans X les trois nombres (3— .;„ , p, p-h—ô; et si le résultat de la substitution de p — ;;„, ou de p+.L? est de signe contraire à celui que donne la substitution de p, on sera certain que la valeur p est véritablement approchée à ,;^ près. Mais si les résultats sont de même signe, on sera certain que cette approximation est exagérée; et dans ce cas il faudra prendre pour point de départ une iraleur plus approchée que a. Par exemple, au lieu d'une approximation à un dixième près , on eu cherchera une à un demidixième; puis on examinera, comme on vient de l'expliquer, si la correction fournie par la formule [1] est exacte jusqu'aux centièmes. Sh elle ne l'est pas, on recommencera le calcul , en se servant d'une preibièrc valeur encore plus approchée; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait la racine avec deux décimales exactes.
On examinera semblablement la valeur approchée qui résultera de la correction suivante ; et si la 4*" décimale est fautive, on la supprimera. Si les trois premières sont exactes, on procédera à une nouvelle correction, qui donnera une valeur dont l'approximation sera présunoiée s'étendre jusqu'à la 6* dcciraalo, ot qu'il faudra vérifier parle même procédé. La marciio à .sui\re n'a pas besoin de plus amples explications (*) .
467. Méthodb de Lagrangb. Elle consiste à exprimer chaque racine réelle en fraction continue. Si elle exige des calculs laborieux , au moins conduit-elle à une approximation certaine.
(*) Là OBO&IBTBI& ANALYTIQUE fait Connaître de la manière la plus simple à quoi tient rincerliyide de ces approximations successives; et en même temps elle indique les conditions qu'il faut remplir pour la faire disparaître. FooAiEftt dans son ^analyse des Équations^ a ajouté à la méthode de Nkwtox des perfectionnements, qiû , au fond , ne sont autre chose que le déveh^ppoment de cette remarque; mais, pour les faire connaître, il faudrait employer des considérations q^i appafticnuent aux mathématiques supérieures : c'est pourquoi je renverrai fi l'ouvra^çe même de FotRiER, ou aux Eléments d'Algèbre de INlM. Mayer c^Choquet. Ce sujet a aussi cté traité avec «uccès par M. ViKCEHT, dans uû^émoire inséré parmi ceux de la Société royale île LiUei et M. Gaughy t% a fait Tobjet de plusieurs publications récentes.
Oi>
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D'après ce qui a été dit en parlant de la séparation des rauiD fik ta lia du w 461 , il est permis de supposer que les racines i l'équation à résoudre différent entre elles de plus d'une unité, et que ta partie entière de chaque racine réelle est déjà connue- Soit
l'équation dont il s'agit , et soit a la partie entière d'une radi réelle et positive.
Si on fait a; = «+-, on aura une tranformée en ^^ que je représenterai par Y= 0 , cl qui sera du^éme degré que X ;^ 0. La valeur de y qu'il faut connattre , pour avoir la racine cherchée, doit être positive et >'! ; et de plus il est évident que^ uc^ul avoir qu'une seule valeur de celte espèce , autrement il y auraitdeus valeurs de X entre a et ct + i. Donc, si on substitue dans Y=0 ]j suite i , â, 3,... on est sûr de parvenir à deux résultats-de sigMli contraires ; et les deux nombres substitués compreadronJ|êntre la valeur cherchée de x> de sorte que le plus petit iJcTces dem!.' nombres sera la partie entière de cette valeur. -
Nonuuons p cette partie entière, et faisons j'^ une transformée Z =0, qui aura une racine unjque ^. t : de sorte que la substitution des nombres 1, 2, 3, etc. fixa encore connaiire la partie entière de cette racine- * ^
Soit 7 celte parlie entière , on fera s=:y+—; et .il viendra ma nouvelle Iransforméc , U = 0 , dans laquelle ïl y aflra une racinE unique > 1 , dont on déterminera encore la partiV entière par la substitution des nombres 1,2,3, etc. On CQQfinu^a ainsi la suite des transformées aussi loin qu'il sera nëccs^ire. '^
Maintenant , si on observe qu'on a posé successivement
on en conclut que la racine cherchée peut s'exprimer per la fraction continue ' * ■.'
On sait qu'en calculant les réduites successif on peut alleindrc
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telle approximation qu'on veut (313). Mais , pour no point faire de calcnls inutiles , il sera bon , à mesure qu*on trouve les nombres *9 ^9 7» 6(c., de former les réduites correspondantes (311) ; et dès qu'on parviendra à deux réduites consécutives telles qu'en divisant ronité par le produit de leurs dénominateurs ^ on ait une fraction moindre que Terreur permise , on sera sûr que la première des deux aura lapproximation requise (313). ..
Le calcul des équations transformées en ^, s, etc. est assez long; et, aCn de le faciliter, il convient de remarquer la loi suivant laquelle les coeilicients de chaque équation se déduisent de
Téquation précédente. Or, quand on fait j: = a + - dansX=0,
si on nomme Â , A', A'',... les résultats qu'on obtient en mettant a à la place de x dans X et dans sç^ dérivés X\ X",.'*c1a transtomRe peut d'abord s'écrire ainsi :
, ^,1 A"l A'" 1 ^ ^ A+A'- + — -^+— ■-3+elc. = 0.
t^ar conséquent , en multiplian]^ par ^, m étant le degré de l'équa* tion, la transformée Y = 0 sera
Ajr+Ay-^' + lAV'-'+ïNA'V-s+etc.Jfe,
Qt l'on saura comment ses coefficients scf déduisent de X. L'équation Z = 0 se calculera semblablement : c'est-à-dire I ^'elle sera de la forme
^ et que les coefficients B , B', B", etc. , s'obtiendront en substituant p à la place àey dans le polynôme Y et dans ses dérivés. Ainsi de suite pour toutes les autres transformées.
468. Remarques. Tout ce qui a été dit jusqu'ici, sur la détermination approchée des racines réelles , pourrait évidemment s'appliquer aux racines commensurables , si^onjivait négligé d'en débarrasser l'équation. En prenant toutes Tes précautions, nécessaires pour ne conserver «uc des décimales exactes , la méthode de Newton finirait par donner une quantité décinfele terminée ou périodique î et celle de Lagrange condùtalt à une transformée qui aurait une racine •tentière. Toutefois, sans parler de la Ion-
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guenr des calcals , on comprend que ces méthodes seraient insofflsantcs pour découvrir cette sorte de racines : car, lorsqu'une racine serait incommensurable, elles n'apprendraient pas si les opérations doivent s'arrêter ou se prolonger indéGniment.
Lorsque la seconde méthode fera trouver une fraction continne dans laquelle certains dénominateurs se répéteront dans le même ordre , on pourra soupçonner q«e la fraction continue est périodique ; et alors, d'après ce qui a été démontré (318), elle représenterait une quantité irrationnelle de la forme a + V%, Pour décider si la ' fraction continue est véritablement périodique, on s*y prendra comme il suit. Supposons que Y = 0 et ¥,= 0 soient des équations qoi donnent le même dénominateur dans les deux premières périodes : il est clair que ces équations doivent avoir une racine commune , et par conspuent on pourra la Tcconnattrc en mettant dans chacune la même leltre pour rcprcs(*nter l'inconnue, et en cherchant ensuite leur plus grand commun diviseur. Cette racine étant trouvée, on remonte facilement à crflc de la proposée X = 0. J'ajouterai encore que si cette proposée ne renferme que des coefficients rationnels, die ne peut pas avoir la racine isrationnelle a-^y/h sans avoir aussi la racine a — Vl). Cette proposition est trop facile à démontrer pour^u'il soit nécessaire de s'y arrélef*^.
Appli''alion d^s méthoîrs d'apjtroximation à un exemplp.
4(»9. Soit rcquatiou
On a trouvé n*» 464: Ex. TV, qu'elle a une racine positive entre
4 et -, une autre racine positive entre -f et ^ , et une racine négative entre--3 et— 4. Proposons-nous de calculer, par la méthode de Kkwton , la valeur approchée de la première racine.
11 faut d'abord en approcher à /.. près, en resserrant les limites
5 et '-,. Ces limites, en décimales , sont 1,33 ct1,67; et les signes des résultats pro^nait de la substitution de ces nombres dans l'équation sont -h et — . Si on substitue le nombre moyen 1,5, le résultat est — 0,1i>r); donc la racine est entre les limites 1,33 et 1,5. Or, le hombre intermédiaire 1,4 ne diffère de la seconde que de 0,1, et de la preirtière que de 0,07 ; par conséquent on est sûr que la valeur .r = 1 ,4 est approchée à /.; près.
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Maintenant poor obtenir une plus grande approximation, il fant recourir à la formule [1] du n"* 466 ,
Dans notre exemple on a X=j:3 — 7x4*7, X'=3j:^ — 7; et par suite la formule des corrections sera
Si on y substitue la valeur approchée x = 1,4, il vient
^ = -Yl2 =""^'^^^ et de là'on conclut la valeur de x, approchée à .i^ prés ,
Mais cette approximation n'est encore que présumée. Pour la vériGer, je substitue dans Téquation, d'abord la valeur 1,35, puis cette valeur augmentée de 0,01 :
donne
et comme ces résultats sont de signas contraires, on est assuré que les centièmes sont exacts dans la valeur de x.
Pour avoir une plus grande approximation , on substituera cette valeur dans la formule [2]. Il vient
^ 1,5325 jv" <>,
et par suite la nouvelle valeur approchée sera
Pour la vérifier il suffira de substituer dans Téquation les deux nombres 1,3568 et 1,3569 :
donne
et le changement de signe prouve qu'en effet la racine cherchée, est connue avec quatre décimales exactes. En continuant, on pourra porter Tapproximation aussi loin qu'on voudra.
Par des calculs semblables ou trouvera la seconde racine positive. Pour avoir la racine négative qui est entre — 3 et — 4, le-
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plus commode est de changer j: en — j: : la transformée aura une racine positive entre 3 et 4 , dont on cherchera la valeur approchée ; puis on prendra celte valeur avec le signe — .
470. Appliquons maintenant la méthode de Lagrange au calcul de la ii.ciTic racine. Sans le n" 464 , £x. 1 V, pour changer l'équation donnée
en une autre dont les racine^ différassent entre elles de plus d'une unité, on a fait x=- ^o:', et on a trouvé
n faut donc chercher, par le moyen des fractions continues, la valeur de j/ comprise entre 4 et 5 ; puis en la divisant par 3, on aura la valeur de x comprise \ et 3.
Les opérations qu'on doit effectuer successivement , pour obtenir x\ sont renfermées dans le tableau suivant :
Equation en x'
1" transformée
2« transformée ^
' Ay4- Ay4- \ A'y +TfT A'"= 0 , A = 4'— 63.4 +189 = + 1, A'=3.4'— 63 = — 15, -:A"=3.4=+i2, ~iA'''=+l;
j^î— 15r'4-l^+l=0, ^ = 14 donne — 27, ^ = 15 +181,
Bz3+BV+ \ B"z+ v^ B"'= 0 ,
z = 6 donne — 811,
isformée
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C =27.6'— 180.6'— 27.6— 1=— 811; C =81.6*— 360.6— 27= + 729, iC" = 81.6— 180 =+306, ^C"^= + 27î
81 1 u^— 729tt"— 306tt— 27 = 0 ,
w = l donne — 251,
if
peut continuer les transformées. En les arrêtant ici, on aura
1 + etc. ;
réduites, calculées suivant les régies connues (311), seront
etc.
s la V% i , Terreur est en moins et < tt^-j ou ^j;
s la 2% 4J , l'erreur est en plus et <-rr-â5 ou ttt.';
s la 3% ^, Terreur est en moins et < es! 99 ou g^j^;
s la 4% V9' 5 Terreur est en plus et <
' — ou -- '- -
apprécier l'approximation de la 4% sans connaître le dénomi- ' de la 5% on remarquera que ce dénominateur est au moins 994-85 ou 184. .
in , on divise ces réduites par 3, et on a ces valeurs ,
lies sont approchées , alternativement en défaut ou en excès , is des fractions /,,
trouvera semblablement les valeurs approchées de l'autre positive ; et quant à la racine négative , comme elle est seule — 3 et — 4, on la cherchera en opérant immédiatement sur lion proposée sans passer par TéquaUon en x\ larque, La valeur d'une racine incommensurable n'étant obtel'avec approximation , on ne peut point ôter cette racine de
434 LIÇONS D'ALGteil.
réquation an moyen de la division , comme dans le cas où elle rait exactement connue. Si on négligeait le reste de la division et qu'on égalât encore le quotient à zéro, pour en déduire les autres racines , il est bien vrai que les erreurs seraient en général renfermées entre des limites assez étroites : cependant il pourrait arriver que ces racines subissent des altérations considérables, et même qu'elles cessassent d'être réelles pour devenir imaginaires ou uice çersâ. Aussi cette simplification ne doit-elle être employée qu'avec une extrême circonspection.
Racines imaginaires. — Limites des modules.
471 . Par des substitutions convenablement réglées , on peut toujours savoir combien une équation a de racines réelles. Si ce nombre n'est pas égal au degré de l'équation , on est sûr qu'il doit y avoir des racines imaginaires; et, pour compléter la résolution de l'équation , il reste encore à déterminer cette sorte de racines.
Elles sont comprises dans la formule x^=a+h \^ — i , a et 6 étant des quantités réelles qu'il faut trouver. En conséquence , on substituera dans l'équation proposée l'expression précédente; parla cette équation se changera en une autre de la forme
a+bK~=o,
où A et B devront aussi être des quantités réelles. Or, pour que cette dernière équation subsiste , il faut qu'on ait à la fois
La question est donc réduite à chercher les valeurs réelles de a et b qui conviennent à ces deux équations. A cet effet, on éliminera entre elles l'une des inconnues, ^parexemple; puis on cherchera les racines réelles de l'équation finale en h ; après quoi on cherchera les valeurs correspondantes de a , en ayant soin de rejeter les solutions dans lesquelles cette inconnue serait imaginaire.
Que les coefficients de Téqualion en x soient réels ou quïls soient imaginaires, ce qui vient d'être dit subsiste également. Mais , dans le cas où ils sont réels , nous rappellerons (386) que te racines imaginaires de l'équation doivent être en nombre pair, et par couples de la forme a-jibV — i .
472. Vax m'occupant des limites des racines p. 40S et 8iii vantes t
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je n'ai eu en vue que les racines réelles : je vais montrer ici qu'on peut obtenir des limites entre lesquelles soient renfermés les modules de toutes les racines , soit réelles soit imaginaires. Considérons Téquation
[1] x^+Pjc^-'+Qjc^... =0,
dans laquelle P, Q,... peuvent être réels ou imaginaires. Pour qu'une valeur de x soit racine , il faut (377) qu'après l'avoir substituée dans le 1*' membre , le module du résultat soit zéro.
Nommons ^ le module de j: , et /?,;,.. . ceux des coefiBcients P | Q ^ ... les modules des termes de l'équation seront (376)
et , d'après le n*" 375 , le module de la partie Pj:*-"-fQ:c*-*+... ne devra point surpasser la somme ^(^~>+9^~~^+... Donc si on choisit pour p une valeur X telle qu'on ait
[2] t"»— /;(^-' — y^^-»— ...s=0 ou >0,
on sera certain , en vertu du numéro cité, qu'aie»^ le module du 1*^ membre de l'équation [1] ne sera pas moindre que la différence cidessus i et dès-lors ce module ne sera point nul, ou ce qui est la même chose , la valeur substituée au lieu de x ne sera point racine de réquation. D'ailleurs toute valeur de p au-dessus de > rendrait cette différence encore plus grande ; donc l est une limite supérieure des modules.
La quantité > sera toujours facile à déterminer $ car il suffira de substituer dans la différence [2] , au lieu de f , des valeurs positives croissantes jusqu'à ce que cette différence soit positive. Si les coefficients P, Q ,... sont réels , les modules/;, ^ ,... seront les valeurs mêmes de ces coefficients, mais prises positivement; et si on désigne par N la plus grande de ces valeurs , on pourra prendre immédiatement pour limite supérieure > = N + 1 .
Pour avoir une limite inférieure on fera j:= -, on déterminera,
dans la transformée en j^, la limite supérieure des modules des racines, puis on divisera l'unité par cette limite.
uiçom b'AUtUB.
CHAPITRE. XIX
I 01 fUUVOtS TStonËUfiS IMfOnTANTS.
■ itrl i (rcrUTA Ih raclnea qnavl elLn ;^
473. TsionâKE de DEscuns. Lorsqu'on passe d'un terme au suivant , Ml dît qu'il y a variation on permanence , sdon que le signe f^bauge ou qu'il reste te mâue. Par exemple , l'équation x' — 'is^ — 5j."+8x — 10 = 0 aurait trois variations et une permanence. Qa suppose toujours que l'équation n'a point de coellïcîenls ima- -ginaires, et ici je supposerai en outre qu'elle n'a point déracines Belles. Cela posé, le théorème dont il s'agit s'énoncera en c«s tnmes :
Daiu une èquaiùm queiconque , complète ou incompiète,-ie nombre d^ racines positives ne peut point surpasser celui det variations; et , quand il est moindre ^ la différence est toiyoun un nombre pair.
La démonstration consistera à examiner le changement iKt>dnit dans leS' signes d'une équation, quand on y introduit une nouvelle racine positire. Considérons donc une équation quelconque, complète ou incomplète , et renfermant teb signes qu'on voudra : je la représenterai de cette manière,
et ici P, Q, R, etc. seront des termes ordonnés comme à l'ordinaire et contenant une puissance de x avec son coefBdent Les points indiquent des lacunes dont chacune est remplie par des termes de même signe que celui qui la précède : c'est-à-dire qu'à j:" commence une série de signes+; à — P, une série de signes — ; et ainsi de suite jusqu'à une dernière série qui commence à ±iT et finit à dz U. D'ailleurs rien n'empêche qu'une série de signes ne se réduise à un seul. - ■
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Pour introduire dans l'équation une nouvelle racine positive +â, il faat multiplier cette équation par a:— â. L'opération peut se dis* poser comme ci-dessous :
*^ •••• — " ••••"f*v ••••""■*•• ••••iT ....xU
• •••—"" .... + Q ...t— R ....il -f"Urt
r'Wi-l- I
• ..•"■"x ....'-|-C^ ....—11. ....il 4" U^'
F, Q', etc. désignent les produits Pj: , Qo: , etc. ; et aucun d'eux n'est égal à zéro.
P", Q", etc. désignent des produits qui proviennent de la multi* plication par a , et qui renferment x au même degré que F, Q*, etc. ; mais, comme l'équation [1] n'est pas toujours complète , il peut se faire que plusieurs d'entre eux soient nuls.
V\ Q"', etc. désignent, dans le produit total, les termes de même degré en x que F, Q', etc.; et aucun d'eux ne doit être nul.
Enfin, on remarquera encore que, dans la seconde ligne de produits partiels , les lacunes peuvent contenir des termes de signes contraires à ceux qui se trouvent au-dessus dans la première ligne de produits : de sorte que les signes qui affectent , dans le produit total , les termes correspondants à ces lacunes, doivent rester indéterminés tant qu'on n'assignera point de valeurs particulières aux coelBcients de l'équation [1].
Or, quels que soient ces signes , il y a dans le produit total au moins une variation de o:^ + ' à — P"', tandis que le multiplicande n'en contient qu'une seule de j:"* à — P ; de même , il y en a au moins une de — F" à iQ"', et une seule de — P à +Q; et en continuant ainsi ^ on reconnaît qu'à la fin il y a au moins une variation de ±T" à +U^, tandis que le multiplicande n'en a aucune après ±:T ; donc le produit a au moins une variation de plus que le multiplicande. De là on conclut que chaque racine positive , introduite dans une équation., doit y apporter au moins une variation. Donc le nombre des racines positives ne peut point surpasser celui des i>ariations.
En y regardant de plus près, il est facile d'apercevoir que si , de x^i + 1 à — P'", il y a plusieurs variations , elles sont en nombre impair ; car, pour passer d'un signe à un signe contraire . il faut un
■MlNftaiplrilvrtMlBM. Lann^mechoscpeut Mdiredo — 1 Wy<#'*i— aptBfcMinlerTalles da prodnit. Àinst. en MtaHinUonqiie damleimiUiplirandG il n'ja pins devariattoS iprèi :tiT^ oo port eoodnKqne les variations nouvelles introdniles pimiia nctDe pabttlTe faM toujours en oorobre impair. Cela po»è, eonoeroiM qa'oo ait MA h vap équalîon toutes ses racines positives, yHfpiBttOD TMtntB 4oU nob* son dernier terme positif, ssns quoi Ab «mit «V noiM dtt >t(ine positive (456J . Or, pour arriver eu mtUtiftt MijjoDrs positif, à ce dentier terme qui iM,'lW ThitaHDns, s'il y en a , sont évidemment en s pilrf 6t, d'nURiUre cote, on doit revenir à l'équation . rétibUMuii loccessivemcnt chacune des racines sup> prinén.i éO^^liMl JiOwiM des racine» poûiwes esl moindre que f*W <Av tmritiiH^i if» d^renoe eut un nombre pair.
tWtt *■»«!» .fcpyitai CD remplace .r par — j:, foules les .ladMhdMUigtwitt & 4ÉW>i par conséquent le nombre des T«rU- CMM^ ^ InniltanBAM Miqoera combien , au plus, la proposa JlMBnlt 4l wAm MllMini . Par exemple , s'il s'a^l de I'équati<»i 4f-^t^H>i^êi COMÎMI die n'a que deux variations, on voit mt 4 àbard ^*cib ne pml avoir plus de deux racines positives. FBil,earaMlalruHfom6e en — a-, après y avoir changé tous les ligDeSf est :e* — a.r— 5=0, vi qa'elte n'a qa'one varlalioa, eb est certaia que la proposée n'a pas ^us d'une racine négatire.
4T5 . On peut dônontrer généralement qn'en réunissant les thÛtions de la proposée à celles de la transformée , le novilwe total de ces Tsriationa ne doit point surpasser le degré de l'éqnatioD.
Suent Gjt^+Hj:^-'' deux termes consécutifs de l'équation ;c-+etc.=0, et supposons-les d'abord de même signe. Apris avur changé x en — x , ces deax termes donneront une rariaticiB AU tt^ impair, et ils s'en donneront aucooe si k' est pair. SappH sons maintratant que les deux t»raes soient de signes contrains : si jf est impair, ils ne présentuv»! aucune Tariation daus la trauformée; mais si if est pair, ils en présenteront encore nue. Aisai, ot réunissant les Tsrïatfons de la proposée i celles de la transfsr* née , oa peut dire que denx termes consécutifs , dans lesqadi II différence des exposants est impaire, présentent toujours une viliation ; et que , si cette difllérraee est paire , ils en {«■ésentennl denx ou n'en présenteront aucune. Ce mmbre de variations ne surpasse donc pu la diflércnce des deux exposants ; et eoiBMe dtt
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Ifi dernier terme de Téqualion Texposant de x est zéro , on est cortain qne le nombre total des yariations ne surpassera jamais le dogré de Téquation. Et même, on voit que la différence, quand il y en a nne, doit être un nombre pair.
476. Puisqu'il ne doit point y avoir plus de racines positives que de variations dans la proposée (473) , ni plus de racines négatives
.4106 de yariations dans la transformée en — x (474) ; et puisque d'ailleurs le nombre total de ces variations ne peut point surpasser le degré de l'équation , il s'ensuit que si toutes le-s racines sont réelles , ce nombre total devra être égal au degré de l'équation , et qu'il y aura précisément autant de racines positives que de variations dans la proposée , et autant de racines négatives que de variations dans la transformée.
Lorsqu'on ignore si toutes les racines sont réelles, cette conclusion ne s'applique plus , attendu que les racines imaginaires peuvent subsister également avec des permanences et avec des variations. Par exemple, si les racines de l'équation jr*+/7j:+^=0 sont imaginaires, il est clair qu'elles le seront encore après avoir changé /? en — /?.
477. Lorsqu'une équation est incomplète , il est souvent facile, par ce qui précède , de reconnaître qu'elle a des racines imaginaires. On comptera les variations de la proposée ainsi que celles de la transformée en — x\ et , d'après les n*"" 473 et 474 , il ne peut pas y avoir plus de racines réelles que ne l'indique le nombre de toutes ces yariations : donc , si ce nombre est surpassé par le degré de l'équation , on sera certain qu'il y a au moins autant de racines ioQAginaires que d'unités dans la différence.
Par exemple, si l'équation est xr^ — 1=0 et que m soit pair, on apprendra sur-le-champ qu'elle a , au plus, deux racine^ réelles \ et comme il est évident qu'elle en a deux , +1 et —1 , on peut aflBrmer qu'elle a m — 2 racines imaginaires.
ReportiMis-nous à l'explication du n"" 475. En représentant l'équation par a:"+Pj:'«-»+Qj^"*""""'*'+Rj:^-"-*'-'*"+elc. =0, et en ajoutant les variations de la proposée à celles de la transformée en — j: , on a vu que les termes j::"+Pj:^""" donnent une variation quand n est impair, et qu ils en donnent deux ou n'en donnent pas du tout quand n est pair. Par conséquent, si on nomme v ce nombre de variations qui est tout au plus égal à 2 , la différence n-^v pourra bien être ou zéro ou un nombre pair, mais ne sera jamais
LKÇONS II U^iBBB.
Mn aualo^uc peut se Taire sur deux termes k qoJtaBqnei de l'équalion : de sorte qu'en désignant . fir iS'y,«. In nonfcm de variations résultant des autres partiN U 1 ^fRlttoB , ancooe du diflérences
«BMM ■égafira. Bbla ri on désigne par V la totalité des variaticlÉ êB.Véi/ÊÊUlim «t da la transformée^ pois si on fait attention tf/à m»m»+iif+iil',.., on a Avidemment
Or, qHndlMMTarineade l'équation sont réelles, on a V:
M— y^0| doue, poiiqa'aucune des différences n — c, n' — t^yM
MpMtteeiiAgittTe.afaut qu'on ail
n-^càEft, f'—t''=o, n"—y"=0, etc.
IBnB t ri OMMOla de cm différences n'est pas zéro , on est itexai ^•atfpnM flxaoMn , qua'l'éqnation a des rncines imaginaireâ; t 'ite fOmnia&nMr qa!dle en a au moins autant qne cette difl&< raueraiteine d'nalUi:
Far exemple, supposons que Gx^+Bx*-* scient deux term entre lesquels manque le terme en x^~'. Si 6 et H ootleiDéne signe, ces termes n'amèneront pas de variation dans la tranaformét en — X, et on pourra affirmer que l'équatiou a an moins Aeax racines inAaginaires : tel est le cas de l'équation af+Ax+7=0. Mail si G et H sont de signes contraires, on ne pourra plus rien conclure] car les deux termes donnent déjà une variation et en dooDeront encore une dans la transfumée, ce qui en fera 3, nombre préciiément égal à la différence des deux exposants -. ce cas est celai de l'éqnatkHi .£> — 4a^+7=o.
Supposons maintenant qu'entre deux termes &r*+Hx*-^, iJeo manque deox ou davantage. Comme la différeuce des exposants est ^Z, et que ces deux termes ne penveut prodnire que deux lariations au plus, m est assuré sans aucun examen ollériear qne l'équation a des racines imaginaires.
478. Quand l'équation est complète et qu'on y remplace x par —X, il est évident que, sur deux termes consécntifs, l'un consepre son signe tandis que l'antre yreoA un signe contraire à celui qDll avait î donc les permaneaccs deviennenldes varia li(H]s,«t vice vwd.
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On peat donc dire qu'âne éqaation complète ne peut pais avoir plus de racines négatives que de permanences.
Cette condusibn s'appliquera aux équations incomplètes si Ton a soin d'y rétablir les termes manquants, lesquels doivent être regardés comme ayant le coeflBcient ± 0. Par exemple, soit l'équation a? — 4a:+7 = 0 : sous cette forme elle n'a pas de permanence; cependant elle a une racine négative, car elle est de degré impair et son dernier terme est positif (456). Mais si on restitue le second terme ±0j:% elle devient a:^±Oa:* — 4j:-f7=0; et alors, qu'on prenne 4-Oj:' ou — Oj:% elle a toujours une permanence (*).
On peut aussi , par cette voie , reconnaître quelquefois la présence des imaginaires. Après avoir rétabli les termes manquants en leur donnant zéro pour coeiBcients, on devra les regarder aussi bien comme positifs que comme négatifs ; et quelques signes qu'on adopte, on devra toujours, si tontes les racines de l'équation sont réelles, trouver le môme nombre de variations et le même nombre de permanences. Donc, quand il en sera autrement, Téquationaura des racines imaginaires.
Par exemple, soient, comme plus baut, Gx^+Hj:^-' deux termes entre lesquels il manque le terme en a:^-' . On le rétablira,et on aura
Si G et H sont de même signe, positifs, par exemple, ces trois termes donneront deux permanences ou deux variations, selon qu'on prendra +0 on —0 ; donc lorsqu'il manque un terme entre deux termes de même signe, l'équation a des racines imaginaires. Mais si G et H sont de signes contraires, on ne peut plus rien conclure ; car, soit qu'on prenne +0 ou — 0, l'ensemble des trois termes donnera toujours une variation et une permanence.
Soient encore Ga:*+H x*-*' deux termes entre lesquels il en manque plusieurs. En les rétablissant on aura
Or, on pent donner au troisième, Ox^-^ , le même signe qu'à Gx^;
(*) Ordinairement on énonce le théorème de Descartes comme il suit : TJne équation ne saurait avoir plus de racines positives que de variations, ni plus déracinées négatives que de permanences. Mais la seconde partie de cet énoncé est inexacte, à moins qa*on n'ajoute que l'équation est complète, restriction inntile pour la première partie. L'équation x^ — ^x+^^z^o suffit pour montrer la justesse de cette remarque.
Mi uQom a'uAtmt.
M alors; d'après ce qui vient d'âtre dit, on seni,sùr qns l'équathat
A^g.raciDe|i^(^naires. ^ "
n ao-eit fadie de démonlrcr que le rétabliss^ent des termes
mmquaatfl peol conduire aux mêmes conséqueDccs que les cuondé-
rttions du n" 4T7i mais ces détails sont superflus. ■
. 479. La règle de Dmcshtes peut servir à trouver les racines d'une
V^Qstionqnand on sait qu'elles sont toutes réelles. Je supposerai, ce
'qoi est toujours permis , qUQ l'équation n'ait plus de rseioes ë^les ,
et je me dispenserai aussi de parler des raeiacs négatives, alteodo
que leur délenninatioD se ramène à celle des racines positives.
' D'après la règle de Descabtes, puisque l'équalion proposée en x
Va que des racines réelles , elle doit avoir précisément autant de
VJirialions 'que de racines podlives. Or, si ou désigne par a un
Aombre réel quelconque, et si on fait ^ — 11= y, toutes les racines
de la transformée en j/ ou ar — « seront encore réelles ; par con-
' tiquent le nombre des variations de cette transformée indiquera
'- . Itnssi combien elle a de racines positives.
D'un autre côté, il est évident que si ^ est un nombre porïtif, que l'équation proposée en an n'ait pas do racine entre 0 et a ^ transformée en .r^« conservera autant de racines positives que proposée ; mais que, si celte proposée a des racines entre 0 et a, la transformée aura do moins un pareil nombre de racines positives- Donc, en comptant les variations perdues lorsqu'on passe à la transformée en .l'^a, on saura combien la première a de radnes positives entre 0 et ». Pareillement, a' étant >a, à on passe de l'équation en a: — a à une nouvelle transformée en ce — a.\ le a(»nbte des variations, qui se trouveront de moins dans la seconde que daos la précédente, fera connaître combien l'équation primitive, en x, a de racines positives entre b et ^'. Cela posé , voici comment oa peut déterminer successivement tous les chiffres des racines, jusipl'i tel ordre décimal qu'on voudra.
De l'équation en j: on déduira les transformées en x — i, x — 2,,.. jusqu'à celle en x — 10; et en comptant les variations perdues i chaque transformation, on apprendra combien la proposée a dl racines entre 0 el 1, combien entre 1 et 2,..., et enfin combieB entre 9 et 10.
Les racines dont l'existence est ainsi reconnue sont toutes <10; mais quand on aura une méthode pour les déterminer en décimales, il sera facile d'obtenir aussi les racines ctHuprises de 10 à iOO, d«
lira
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100 à 1000, etc. En effet, «suffira de faire jc=i0jc' dans l'équation en j:, et de chercher les valeurs de jc' qui sont <10 ; puis de faire y=10a/' dans l'équation en jc', et de chercher les valeurs x" qui sont <10 ; ainsi de suite. Si , par exemple , après avoir trouvé Téqaation en jc", on cherche la transformée en a." — 10 et que tous ses termes soient de même sij^ne , on sera certain que la proposée en jc n'a point de racine positive >1 000. Par ces raisons, je me bornerai à expliquer comment on trouve les chiffres décimaux des racines <1 0.
Supposons qu'on ait reconnu qu'une ou plusieurs racines soient comprises entre le chiffre a et a-i- i . Pour trouver les dixièmes de ehacune, on fera iO{jc—o:)=x^ dans l'équation en j:— a, puis on cherchera la partie entière des valeurs de jc\ par le même moyen qui a déterminé a : c'est à-dire qu'on calculera les transformées en a/ — 1, x'— 2, etc., en ayant soin de ne pas aller au delà de j/ — 10, et qu'ensuite on comptera les variations perdues à chaque transformation , ce qui apprendra s'il y a des valeurs de a/ entre 0 et 1, entre 1 et 2, etc. : par là on connaîtra le chiffre des dixièmes de chacune des racines cherchées. Soit ol celui qui appartient à l'une d'elles, on fera 10(jc'— a')=j/', on répétera sur l'équation en jc" les opérations qui ont été faites sur l'équation en a:\ et on connaîtra le chiffre oc" des centièmes. En continuant ainsi on pourra trouver autant de décimales qu'on voudra.
Il peut se faire qu'on rencontre plusieurs racines qui aient les premières décimales communes. jMais comme l'équation en jc n'a pas de racines égales , on est sûr que les racines comprises entre a et a-f-l uniront toujours par se séparer. On reconnaîtra que la séparation d'une racine est complète, quand la dernière transformée n'aura qu'une seule racine positive de moins que la transformée précédente, ou , ce qui est la même chose, quand elle n'aura qu'une seule variation de moins (*).
(*) La méthode que je viens d'exposer sommairement a été publiée en 1807 par M. BuDAN, dans un ménioiic ayant pour titre Méthode nouvelle pour la résolution des équations. L'auteur en facilite beaucoup l'application au moyen d'un procédé fort simple, qu'il désigne sous le nom ô! Algorithme ^ et qui permet de calculer les coefficients des transformées successives en X — I, X — 2, etc., sans autre opération que l'addition et la soustraction. Cet algorithme se trouve démontré dans la deuxième édition^^mon Algèbre : pour abréger, je le supprime dans ceîlc-ci.
M. BuDAN a aussi essayé d'étendre la même méthode à toutes les équations, lors même qu'on ignore la nature des racines ; et il a cru y réussir au moyen de la seule règle de Descartes. Mais les analystes en ont juge autrement.
.44B.,C'flft ano rediardie importante qae celle des condilidft j WKMpcUei on reooUHlt que toutes les racines d'une équaltoo Hnl ' léilkg : ott pent jr parranfroh appliquant le théorème de DtscAB-rns t l'dfHtlon aux arrte dis.diS^enccs.
. 8oitXs=0 l'éqiiatfc|B.d(aBÉe, et D=0 l'équation aux cairés des
•^^llf..— 1-qf St1ii'y^JwT.-fmnarf.^ar..rir.flai.^llo= leS CSITéS
'; ^Bl'nrsdUKrenoeiMnilt des quantités réelles et positives; donc ' réfiiaUonDsO demMnOimplèle et n'avoir que des variatioBS 4e âim. Hâta m^poioai qa'il y ait des racines imaginaires dans .Xs-O, et «dmeU<ll», alui qu'on l'a démontré n° 386, qu'elles s^ tPOimiit ptrooa^ de là Torme a± bV~i^ a et. b étant des qouttlèirMlei. Le mit* de la différence entre les deux racines dteM«lMple flrt 9iy^i)' ou ~ib\ quantité essentiellement Bégattre. -L'éqmtta OasO aurait, doue des racines négatives; or nn|i nrt hiipinriliin qmnl elle est complèle et que les signes + et - 7 iOBt ■lÉwaaIlfa. Doue, pour qu'une équation n'ait que a cûui. ritllny it^aut tt il iu0lique l'équation nuxcarrét « ySraBicM.Md «ompAte et m'ait que des variation». ,fiaar l'iqntfèB da 3* depré
on a tPMTé (429) que l'équalion aux carrés des différences est aî + 6Qî;'+9Q*i + 4Q' + 27R' = 0.
Si l'on veut que cette dernière soit complète et ne présente que des Tarialions, il faut qu'on ait Q<0 et 4Q'+a7R'<0. Or, la seconde condition ne peut pas être remplie sans la première j donc, pour U réalité des racines de l'éqnatiou du 3' degré, une seule condition est nécessaire, savoir :
481. Ce lliéorènie a été pahlié, en 1807, dans l'ouvrage déji cité page 443. Après avoir observé qu'on pouvait facilement en apercevcnr lA^ité à l'yard des équations qui n'ont que des racioes réelles , I^ Bcdak ajoutait « qu'il avait de fortes raisons delà » croire applicableàune équation quelconque, nplnstard, en 1811, il mit cette assertioa hors de doute par une déinonstratiou qo'il
8 + et— j ! des r^ I
LtçoNs d'algAbri. 4f 5
OMKunnniqtia à l'Institat. Lagranoe et Lbgendrr , qui furent chargés d'en faire rezamen, jugèrent que la démonstration était exacte et que le théorème était nouveau.
Cependant , longtemps après , Fourier en a revendiqué Finvention , et les preuves sur lesquelles se fonde cette tardive réclamation sont développées dans l'avertissement qui précède l'ouvrage composé par ce savant, et publié par M. Navier, en 1831, sous le titre ^Analyse des équations. Laissant de côté cette controverse , qui a peu d'ibtérét pour la sdencc en elle-même, je me suis conformé aux condnsions de Lagrange et de Legendre, et j'ai désigné ce théorème par le nom deM. Budan. Pour mieux le faire connaître, je reprends les choses de plus haut.
Une équation en x étant donnée, et a étant un nombre positif quelconque , soit fait x =:^ + ^ : on aura une transformée en y dont toutes les racines seront celles de la proposée diminuées de a; et il est évident qu'autant l'équation en x renfermait de racines entre 0 et a , autant il y aura de racines positives de moins dans la transformée en^ ou j: — «. Or, lorsque toutes les racines d'une équation sont réelles , on a vu que le nombre des racines positives de cette èqaation est égal à celui des variations de signes : donc , si Téquation proposée en x n'a que des racines réelles , on devra trouver dans la transformée en x — a autant de variations de moins qu'il y avait de racines entre 0 et a dans la proposée. La présence des imaginaires empoche cette conclusion d'être générale ; mais dans tous les cas on peut établir, et c'est là le théorème énoncé par M. BoDAN , que le nombre des racines de V équation en x , comprises entre 0 et a, ne peut point surpasser le nombre des varia-' tions perdues en passant de cette équation à la transformée
en X — a.
Soit X= 0 une équation du degré w en x^ et sioient X', X",... X('"""'^ XC"») la suite des fonctions dérivées de X, jusqu'à celle qui ne renferme plus l'inconnue x. Si on fait x =y-\- et, , on obtiendra la transformée en j^ ou x— a; et, si on ordonne cette transformée à la manière ordinaire , ses coefficients seront les valeurs que prennent, pour x = a , les fonctions
iM.2...(m-l}'"l
D'un autre côté , pour a: = 0, ces fonctions doivent se réduire aux
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fliCMei-MdMaAgalttàa;etcommeonsapposequcnllafi WK*) ni anoiBe dei précédentes oe devicnacDt zéro par la val i|B«aKa,caflitlArquesi A est saffisamment petit, lessî^ k'MklIatl] se ponrroDt fitre altérés, en passant de x=a fxsa-fAi^Badtnila partie qui vient après F(0(x) . Alnaij i loBn de eooiviKr ks signes des dens lignes ci-dessmur V ■ pn . Pe>{«— ft), F— ){a-A),... F(a— A), FCa— ftÇ JS\ FtO(a + A), FC'-)(a + A),... FCa+A), FCa+»).
" ■ Dérdl^ooi F<*-0(a— A), Fy-')(a— ft} , etc. En ayant é •n'fafpolUMi F(<i) = 0, F(a) = 0,... F('->Xa)=0,ilT
p({--)(a— ») ^ Fti-)(a}— AF(0{a) + etc.
«i_fiF(0(a} + etc. *
. FP— ){«— A)=.FP-')(a)-AF(--0{a)+iVF{0(<0— etc. =H-ÎA'Fl')(a)— etc.
. Jm ipUBtUé 4 4tant aussi petite qa'oa rent , le premier Aért MMOt Mt OBe-qaantilé de signe contraire à F(0(<i] , le second i * qbantiti de même ligne , et ainsi de soite, en alternant les signoT jasqn'à F(a— A).
Si on développe de la même manière les râleurs correspondantes à a+A, il est évident qu'on aura des quantités toutes de même signe que Ft'Xû). D'un autre cùté, les signes de F(0(rt — h] et de F(0(a +/i) doivent être les mêmes que celui de F('X(î). La ligne [2] n'a donc que des variations, lesquelles sont en nombre i , tandis que la ligne [3] n'a que des permanences.
Ainsi, l'ensemble complet des signes delà suite [1] , lorsque j passe de a — h à a + h , doit perdre i variations, c'est-à-dire, tout autant qu'il y a de racines égales à a.
3° Supposons encore que la valeur x = a rende nulle une seole des fonctions, mais que ce soit une fonction intermédiaire Xt") ou F(°)(j?). Écrivons la suite [1] comme ci-dessous, en mettant des points à la place des termes qui nous sont inutiles ;
....X(- + 0, XM, Xf"-'),....
X(") étant la seule fonction qui devienne zéro pour j: = a , il s'ensuit que cbacune de celles qui sont avant ou après X{") doit donner le même signe en y substituant a~h,a-i-h,aQ. a.
Si la suite précédente ne comprenait aucune des rendions X('-0,
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X("-»)... qui sont après XC"), le cas que nous examinons serait semblable au premier, et on sérail sûr que la suite des signes correspondants à a^h , comparée avec la suite des signes correspondants à «+/*, perdrait une variation. El même on a vu que cette perle a lieu , parce que les deux derniers signes présentent Tune de ces combinaisons :
Pour a — h ... H I
Pour ^ + A ... + + )
Par conséquent , si on écrit sur la même ligne les valeurs que prennent les trois fonctions XC''^ 0, XC"), X("-'), par la substitution de a — h ; et au-dessous, sur une autre ligne, les valeurs que prennent ces fonctions par la substitution de ^+^9 les signes ne pourront offrir qu une de ces quatre combinaisons :
Pour a-^h ... -\ h
Pour tf 4»/* ... + + +
Quelle que soit la combinaison , ce tableau montre qu'en passant de a — h à a+/*, lasuite [t] perd deux variations ou n'en perd aucune. 4** Supposons que plusieurs fonctions consécutives deviennent nulles , et qu'elles ne comprennent point la dernière X. Ecrivons la suite [1] comme ci-après,
et admettons que les i fonctions comprises entre X(«+0 et XC«-0 deviennent zéro, sans que cela, arrive à aucune autre. Ce n'est que dans cette partie qu'il pourra y avoir des modifications de signes en passant de a: = a — h à j: = ^ -»-/*. Si la suite [Ij unissait à X(«), on rentrerait dans le 2'' cas, et Ton conclurait qu'il doit y avoir i variations perdues. Mais pour avoir égard à la fonction XC»-0, il faut distinguer l'iiypothèse de i pair et Cv^lie de i impair.
Lorsque i est pair, le nombre des termes X(«+0,... XC») est impair. Or, d'après ce qui a été dit dans le 2^ cas, si on descend de XC"-*"^ à XC**), les siijnes résiiltaat de la substitution de a — h seront alternatifs; donc XC") sera de même signe que X(«+0. Au contraire, les signes résultant de la substitution de a+h seront Ions semblables à celui de XC"-*-'). Mais ceîte dernière fonction doit avoir le même signe après chaque substitution; donc aussi la fonction X(") aura le même signe ; donc, de a:=a— A à x=a+h^' le nombre des variations perdues est égal à L
Qunnd i Dst impair, le nombre des foDCllons Xf'"»-''),...XW t*t pair: ■-! le raisiniDomciil ci-dessus pruuve que In sutMtUuUooi do»— /i cl n + A doimi'nt pour XHdcs rësullals de signes opptsâl. De IJI il suit i]uc \es deux Icrmes X(') et \<— ') ne peuvent olIHr, après ces subslitulions, que l'onc de ces quatre combinaisons •■
Dans In première et la dernicne, une permanence est remplacée par Uni^ Tiiriatioui et dans les deus iak-rmédiaires, une varialiuoest remplaclïc par une permanence. Donc le nombre des variations perdues par la suite [l ] n'est plus i , mais bien i — 1 ou i + 1 .
Ainsi , tjuand t est pair, le nombre des variations perdues est i ; el quiind I est impair, ce nond>re est i — 1 ou i+l ; donc ce novifere ^m est toujours pir.
^H 5° Supposons ca dernier lieu que la substitution de a fasse éva- ^B nouir des fonctions daus diverses parties de la suite [I}. ^i dans eu ^Kltfuctious il s'en trouve ' consécutives parmi lesquelles soit comprwe ^^Ljiï dernière \ , l'équaliân \ = U ai racines égales à a , et , par ce ^^qui a i^IÉ dit r et i", un sait que ces fonctions évanouissantes donnent liflu à uiui perle de i variations lorsqu'on passe de jt = a — A h a.' = a + h. Et quant aux fonctions intermédiaires évaouuissaiites, ee qui a été dit 3" el 4" montre qu'elles ne peuvent faire perdre qu'un nombre pair de variations. ^
Les cinq cas que nous venons de parcourir melltHit en évidenn les conséquences suivantes. Quand x croît d'une manière conliniM^ lus changements qui s'opèrent dans les signes de la suite [1] nepMveot pas augmenter le nombre des variations, mais seulement It diminuer. Chaque fois que x vient à dépasser une racine a, il y des variations perdues, dont le nombre est le même que celui dtf racines égales à a renfermées dans l'cqualion , ou le surpasse d' nombre pair. Il peut aussi arriver qu'il y ail deBvariatioDSp»di sans que x jtasse par une racine de l'équalioo, et alors elles h toujours en nombre pair.
Donc entiii, si, après avoir subslitué dans la suite [t] une valeV
x=a on substitue une valeur plus grande x=:!i, le nombre A*
% variaUons perdues sera ou égal au nombre des racines compris
enire k ot p. ou le surpassera d'un nombre pair. C'esl U le tli*»-
' Bêiue qui ctaii à démontrer.
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483. Si la substitution d'une valeur x=a Taisait évanouir une on plusieurs fonctions de la suite [i], on p mrrait être embarrassé sur la manière de compter les Variations. Fourier élude la difficulté en substituant, au lieu de a^ des nombres a — 4 et a+À, qui en di£Ërent aussi peu qu'on veut. Aucun calcul nouveau ne sera nécessaire pour détfTminer les signes qui résultent de ces substitutions. D*abord, les fonctions qui ne s'évanouissent point par la valeur j:=a, doivent conserver les mêmes signes ; et quant aux fonctions évanouissantes, il suffira de rappeler ce qui a été dit n*» précédent (4'']. On a vu en effet que la substitution a—h remplace les zéros par des signes alternatifs dont le premier est contraire au signe à la droite duquel ces zéros sont placés, tandis que la substitution de a + A amène ca même signe à la place de chaque zéro. Ce procédé est appelé par Fourier régie du, double signe. Il revient à remplacer les zéros d'abord par des signes tels qu'on ait le plus possible de variations, et ensuite par des signes tels qu'on en ait le moins possible.
Par exemple, supposons qu'on ait trouvé,
Pourj: = /ï, +0— +0 0 0 0— 0 + ;
en appliquant la règle du double signe, on aura
Pour jr = /z— /*, H + — I 1 — + -j-,
Pour j;=a + /*, + + — + + + + + h.
On voit alors que x^ en passant par la valeur a, fait perdre 4 variations à la série des signes. Il est d'ailleurs évident que l'équation n'admet point a pour racine, puisque la dernière fonction n'est pas devenue zéro pour x=^a. On verra tout à l'heure que ces quatre variations perdues indiquent avec certitude la présence de quatre racines imaginaires.
Reprenons de suite
Si on y met pour x des valeurs négatives au delà d'une certaine limite x=^ — A, les signes de ces fonctions seront ceux de leurg premiers termes. Mais, par la manière dont on forme les polynômes dérivés, il est clair que ces premiers termes sont composés des puissances x""^ x\ x\,.. x""^ multipliées par des cocflicients qui sont tous de même signe; donc, après la substitution de j:=c->A, la suite des fonctions n aura que des variations.
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Pareillement, des valeurs positives de x^ au delà d'une certaine limite a:=r + fi, feront acquérir aux fonctions de la suite [i] des valeurs qui seront toutes de même signe , de sorte que la suite des résultats n'ofiOrira plus alors que des permanences.
Puisque la substitution de la limite — A, dans la suite des fonctions [1], ne doit donner que des variations, et que ces fonctions sont au nombre de /tz+I, il s'ensuit que le nombre des variations est égal à m, c'est-à-dire au degré de l'équation X= 0. Ainsi, m est le numbrc total des variations que doit perdre la suite [1] en faisant augmenter x depuis — A jusqu'à +B.
Gela posé^ considérons le cas où les m racines de l'équation X3=0 sont réelles, et concevons qu'on substitue dans la suite [1] deux quantités a et p intermédiaires entre — A et +B, a étant < j5 : je dis qu'alors le nombre des racines comprises entre a et j^ s<Tail préci'* sèment égal à celui des variations perdues par la suite [1] en passant de x=ai à :r=p. En effet, on sait déjà que le nombre de ces racines ne peut pas être plus grand que le nombre des variations perdues (482); et d'un autre côté, s'il était moindre, il faudrait, par compensation , qu'on trouvât , en passant de —A à a ou de p à +B, plus de racines que de variatians perdues, ce qui est impossible (482).
Maintenant , ne supposons plus que l'équation ait ses m racines réelles. Nommons n le nombre des variations perdues en passant de a à J3. Par le théorème du u^" 482, il est clair que le nombre des racines réelles qui sont en deçà de a et au delà de fJ, ne devra jamais excéder m—n ; donc, s'il y a entre a et ^ moins de n racines réelles , on est certain que ce nombre doit être complété par des racines imaginaires.
Pour cette raison, et afin de rendre le discours plus général^ FoDRiER propose de regarder l'intervalle de a à (5 comme comprenant n racines ; mais alors il faut sous-entcndre que quelques-unes d'entre elles peuvent être déficientes ou imaginaires.
485. Le théorème du n** 482 renferme comme corollaire celui de Descértes. Pour une certaine Ifmite positive j:=4-B, la suite [1] ne doit avoir que des permanences. Mais si on fait jr=0, les fonctions de cette suite se réduisent aux coefficients même de l'équation X=0, abstraction faite de certains multiplicateurs numériques et positifs : donc, de j:=0 à jr=-f-B, la suite doit perdre autant de variations qu'il y en a dans l'équation ; donc le nombre des racines positives,
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lesquelles sont toutes entre 0 et +B, est tout au plus égal au nombre des variations de Tcquation. Tel est en effet le théorème de Des-
GAHTES (473).
Si l'équation manque de quelques termes , il y aura , dans la suite [1], des fonctions qui s'anéanlii^ont pour a:=0. Maison peut supposer à ces zéros des signes tels que les variations soient en même nombre que si on ne tenait aucun compte des termes manquants ; par conséquent le corollaire est vrai sans qu'il soit nécessaire de faire aucune attention à ces termes. Cette remarque s'acorde parfaitement avec ce qui a été dit au sujet du théorème de Descartes. Et ici encore on peut ajouter, comme conséquence immédiate du — nouveau théorème, que si le nombre des variations de l'équation est plus grand que celui des racines positives, la différence sera r. toujours un nombre pair, qui indiquera dans Fciqualion un nombre égal de racines imaginaires.
486. L'utilité du nouveau théorème, pour la recherche des racines réelle, est facile à apercevoir. Dans les fonctions
^^ [1] xr),X('«-«)v...x",x',x,
i on substituera des quantités négatives croissantes de 0 vers — oo , i jusqu'à ce qu'on parvienne à une limite — Â, qui ne donne que des ^ Variations de signes ; puis on substituera aussi des quantités posit-^ lives croissantes de 0 vers + od, jusqu'à ce qu'on atteigne une limite ^ 4-B, qui ne donne que des permanences. Quant aux intervalles / des substitutions, ils pourront varier selon telle loi qu'on jugera '■ Convenable. Parmi ces intervalles, il en faudra distinguer de :.' plusieurs sortes.
Si wi intervalle est compris entre deux quantités, dont l'une P dcmne une variation de moins que l'autre, il y a entre ces quantités
Une racine réelle de l'équation, et il n'y en a qu'une.
Si un intervalle est formé par deux quantités, dont Tune donne . plusieurs variations de moins, mais en nombre impair, on sera sûr
qu'il j a dans cet intervalle un nombre impair de racines réelles; , • Uiais on ne saura pas encore s'il y en a une seule ou plusieurs.
EnGn, si un intervalle est formé par deux quantités, dont l'une ■: donne plusieurs variations de moins , mais en nombre pair, cet in-
^orvalle pourra renfermer un nombre pair de racines ou n'en ren-
'eirmer aucune.
487. Dans les deux derniers cas, il reste 4c\\ivt^t\À\xx^^ •svaV,
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noDibre des radnes réelles que comprend Tinter valle. La première idée qui s'offre à la pensée, est de partager yîntervalle en plusieurs intervalles moindres par des quantités intermédiaires qu^on substituera dans la suite [1] , et d'appliquer à ces substitutions les règles précédentes. Si la séparation n'est pas encore complètement opérée, on pourra subdiviser les derniers intervalles, et ainsi de suite. Lorsque l'intervalle primitif ne comprend que des racines ré Iles et inégales, ces subdivisions répétées doivent en opérer infailliblement la séparation. Nous écartons ici le cas des racines égales, attendu qu'on a une méthode pour décomposer une équation, qui a des racines égales , en d'autres équations dont toutes les racines sont inégales.
Lorsque l'intervalle primitif ne comprend pas de racines réelles, la subdivision de cet intervalle n'aura aucun terme, et l'on ignorera toujours si la séparation est impossible en raison de ce que les racines sont imaginaires, ou si elle est seulement retardée en raison de ce que leurs différences sont extrêmement petites. De nouvelles règles sont donc nécessaires pour faire disparaître le doute; et c'est à quoi Ton parvient sûrement on employant, avec Lagrange, des substitutions intermédiaires, dont les intervalles soient moindres que la plus petite différence entre les racines.
Il reste donc encore à éviter l'équation aux carrés des différences dont le calcul est d'une prolixité si fastidieuse , et j'ai déjà dit que M. fiuDAN avait dirigé ses recherches vers ce but. Mais il n'a pdnt pu y réussir, même avec le secours de son théorème ; et la seule utilité qu'il en ait tirée consiste à reconnaître , comme on Ta hit plus haut, certains intervalles dans lesquels il n'y a point dertcines réelles , ce qui peut diminuer considérablement le nombre des substitutions exigées par la méthode de Lagrange.
FouRiER , dans soft Analyse des^ équations , n'a pas été phs heureux. Cependant il est à remarquer que dans les mémoires de l'Institut, année 1827, ce géomètre a énoncé qu'on pouvait procéder immédiatement au calcul des racines en fractions continues, comme si l'on était assuré que toutes les racines sont réelles, et que la distinction des racines réelles et des racines imaginaires ne doit pas manquer de s'opérer ; mais cette propriété remarquable des fractions continues n'était appuyée d'aucune preuve. C'est à M. ViîiCEViT qu'on doit de l'avoir mise hors de doute , et d'avoir moairé qu'on on dëdml , ^xn tè^fiioAt^ V;» ^s^V>KyDA ^ une me-
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Ihode rigoarease , entièremeDt affranchie de réquation aux carrés des diffièrenoes. Le tbéorëine de M. Bodan y est d'un grand secours pour diminaer le nombre des substitutions qu'elle pourrait encore exiger, f^o^êz le Mémoire de M. Vincisnt, déjà cité , p. 427.
Théorème de M. Stdmm. — Son usage dans ta reaolutioo dea équations. — Gemment il donne les conditions de la réalité des racines.
488. Si Ton avait un tbéorème pour juger d'une manière précise combien une équation a de racines réelles entre deux nombres donnés , on pourrait procéder d'une manière certaine au calcul de ces racines , an moyeii d'approximations successives, en subdivisant Tintervalle des deux nombres par intervalles partiels de plus en frilUft resserrés. Ce théorème important a été découvert par M. Sturm, qai Fa comnitiniqoé à Tldstitut en 1829; et comme il sera désorinaii une partie essentielle de la tbéoric des équations, il doit trouver place id.
Soie une équation Xt= 0, qui n'a plus de racines égales , et dont le premier membre est un polynôme de la forme
dans lequel tous les coefficients sorit des nombres réels. Formons d'abord le polynôme dérivé X, de X, divisons X par X, , et, quand nous serons parvenus à un reste de degré inférieur à X., changeons les signes de tous les termes de ce reste. Désignons par X, ce qu'il devient alors, divisons de la même manière X^ par X, et changeons encore les signes du reste , on aura un nouveau polynôme X, , de degré moindre que X,. Divisons semblablement X, par X,, et continuons cette série de divisions comme s'il s'agissait de découvrir le plus grand commun diviseur de X et X, , en ayant soin de changer tolijoars les dignes des rentes. On est sâr à là fin d'arriver à un reste BBOiérique , c'est-à-dire , qui ne contiendra plus jc; et ce reste sera difiereni de léro, autrement l'équation X=:0 aurait dos racines égales, ce qui est contre la supposition. Après avoir changé aussi le rigne de ce reste, représentons-le par Xr. On aura ainsi une suite de fonctions
(JT) X, X,, X,, X3,**.*Xr^i, Xr,
<|oi toutes contiendront x à l'exception de la dernière Xr. Je désignerai cette suite de fonctions , ainsi écrites , eu dvsanl .^ ^'\yDL^\$\^-
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e abrégée, la suire {x] ; cl poor indiqaer ce qu'elle devient 4
' jremplaranl x par uno valeur particulière « , jo dirai situplpm
la suite [a}. Le nom de funelioDi intermédiaires sera donné à celS
qui sont placét-s entre X cl X,- Cela posé, voici uno régie sûre p
connaître combien l'équationX^O a de racines réelles comprî»
Mitre deux nombres quelconques k et ^ , ? étant < ^ -.
Substituez a dans la suite (x) , écrivez par ordre sur une même
e les signes de toits les résultais , puis campiez le nombre de
vriationa contenues dans celle suite de signes; écrivez semLlabU-
une i/téine ligne les signes qu'on obtient en subsliluailt
( puis comptez le nombre des varialioni de celte seconde sitili ;
^/aitanl elle aura de variations de moins que la. première , autant
wèquation X = 0 aura de racines réelles entre a ei S,
Tel est le beau théorème doat M. Stdrm a enriobi l'aDDlfse lilgébrique , et dont la démonËtralion va nous occuper.
ons Y,, Y,, Y3,,,.Y^_i, les quotk'nls qu'on trouve ea |.<flivisanl X par X, , X, par X,, eic. ; el rappelons -oous que I*s testes de ces divisions sont — Xi,— X^,.., — X,. Op oura cette nite d'égalités
et deux conséquences importantes s'en déduisent immédiatement. 1° Deux fonctions- consécutives de la suite {x] ne peuvent pas devenir nulles pour une même valeur de x. En effet , si on poavailavoiràta fois X,-, =0 etX, =^0, l'égalité
Xn-,=X„Y X,-t.,,
qui se trouve parmi les précédentes, prouverait qu'on doit avoir aussi X.,+, = 0 j et eu dcsceDdant d'égalité en égalité od coudarait qu'on doit avoir Xr = 0, ce qui est contre la supposition.
2° ai une fonction intermédiaire de la sui(£ (x) devient léfD pour une certaine valeur de x, les valeurs de la fonction précédente el de la suivante sont de signes contraires. En effel, lorsqu'on a X,= 0, l'égalité ci-dessus se réduit à X,_, = — X,4.,.
Maintenant concevons qu'à partir de jr= ^ on fasse augmeoler X d'une manière continue , et examinons comment penyent sfn-
Irodnire des changements dans les signes delà suite (a:). Tant que X n*aura pas atteint nue valeur propre à faire évanouir une ou plosî<*urs fonctions de la suite (x) , il est clair qu'aucune de ces fonctions ne changera de signe, et que par conséquent la suite {x) présentera toujours les mêmes successions de signes. Supposons donc que x ait atteint une valeur a qui anéantisse une ou plu^ sieurs des fonctions X , X, , X,, etc. j mais supposons d'abord que X n'en fasse point partie.
Soit X„ une fonction intermédiaire qui devient nulle par la valeur x-=a. Suivant ce qui a été remarqué plus haut (T et 2°), les fonctions X„_.i et Xn^-i , pour la valeur x=-a^ devront être différentes de zéro et avoir des signes contraires : de sorte qu'en donnant à la fonction nulle tel signe qu'on veut, la suite des trois fonctions
présentera toujours une variation et n'en présentera qu'une.
Depuis j: = a jusqu'à j: = /z , aucune des fonctiens X„_, et Xn+ 1 n'ayant changé de signe , elles ont dû être de signes contraires ; par conséquent , quel qu'ait été le signe de Xn avant de faire ^= ^e , la suite des trois fonctions présentait aussi une variation et n'en présentait qu'une.
Si on fait a:= ^z+/i, on pourra prendre h positif et assez petit pour qu'il n'y ait aucune racine des équations X„~.i =0 et X« + , =0 entre a et a+A. Dans cet intervalle aucune des fonctions Xn— i et Xb+ I ne changera de signe ; elles seront donc de ^ignes contraires, et par consé(|ucnt , quel que soit le signe de X„ , il y aura encore une yarialion unique dans la suite des trois fonctions.
S'il y ^ quelqu autre fonction intermédiaire qui soit zéro pour a;= a, on est sûr qu'elle est placée entre deux fonctions qui ne s'anéantissent pas , et les raisonnements précédents seront tout à fait applicables à ces trois fonctions. Donc, après la valeur j: = ûf, il y aura dans la suite {x) le même nombre de variations qu'auparavant , quoiqu'elles puissent être autrement distribuées.
La succession de signes, qui s'établit e|i substituant des valeurs de X un peu plus grandes que a, se maintient la mêmejusqu'a ce quex dépasse une valeur qui fasse disparaître quelque fonction de la suite (jc). Mais si cette valeur n'anéantit point la première fonction X , l'explication précédente prouve qu'après cette valeur les variations de la suite {x) serobt encore en même nombre. Par là on voit clai-
mnent qae ce nombre ne peut pfts changer, à moins que x ne Tienne à dépasser une rtdoe de l'équation X = 0. Il Tant donc i rj^rcr les signes qae pnnd alon celle suite avec ceux qu'elle [^paravaDl, pour(leiTileii(idéj:uo peuau-dessousdeoeltera L Soit a uni' rauine^ de l'éqoatlon X = Oi faisons x = a+h, k ntant une quantité politiTe ûai petite qu'on voudra. Eadé&ignaBl MU* A , À', A", . . . I0i Tllean dn polynôme X et de ses dérivés pour ^=u, et par H U vaknrde'X correspondante à ii+A, on aura H— A+4'*-t-^A"A*+etG.
■rii)Vtli|totfatn(MedBt=KO,onaA=0;doitc , ^., ... . ,fl?»A'*+"^A"A'+etc. 1
•t d'iBlNn «D ctt làr que A' est différent de zéro , atteitdo 41* VA^artioD X^e n'a pai de neSoes ^alts. En mettant A en bctav,M«erin
H^A(A'-fîA"A+etc.)- AMn B CH MMf Iprak dooMlit à A de trës-pctltes valeurs po^ tfrte. Il tÉMHIIi «bV piirMrdtgsec sera de mAme signe que «tt fmÀ» lenM A'; dtme n Wn amsi de ro^tnc signe que A'.
Ponr savur ce qu'était X avanl qne x- eût atteint la vatetir i, on y fera â: = a — h ; e(, poor obtenir le résultai H' de celte Sub- Btltalioa , tt tvS&n de changer k^a — h dans l'expression de if. De cette manière on a
H'= — A(A'— ;A"/.+etc.).
et Von voit clairement qne , ponr de très-peliles valeurs de A, la quantité R' est de signe contraire h A'. Ainsi, avant qae x eùl atteint la raciim d , H y avait dans la suite [x) uric variation de X i X, ; et après que x a dépassé <i, cette variation se trouVe rem- |riacée par nne permanence. Or, de ce qui a été dit plus haut il résulte que, pour les valeurs de x un peu moindres ou un peu plus grandes que n, le reste de la suite {x) doit toujours avoir nn égal nombre de vari.ilinns , quand même x =^a ferait disparaître quelque fonction ÎDlcnnédiairc ; donc lorsque x etl croissant vient il dépasser une racine de l'équation X = 0, la suite {x) perd nue ^riatiou.
En continuant d'augmenter x , le nombre ai^^uel des variatiooS <to la Sllile i^) deiReqr^ le même jusqu'à ce que x dépasse encore
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une racine , et alors une autre variaUou se perdra encore. La même diose arrivera chaque fois que x dépassera une nouvelle racine; de sorte que les variations perdues par la suite {x) seront toujours en même nombre que les racines de X=:0, comprises entre la valeur j:^ j. , par laquelle on a commencé les substitutions» et la valeur a> = p à laquelle on les arrête. C'est ce qui était à démontrer.
489. Remarques, I. Dans les divisions successives qui servent à trouver X., X,, etc. , on peut multiplier ou diviser les dividendes et les diviseurs par tels nombres positifs qu'on voudra. Par là les fonctions X , X, , X, , etc. seront seulement multipliées ou divisées par des nombres positifs , ce qui ne changera point leurs signes.
II. Si dans la suite ix) il se trouve une fonction Xjt qui ne puisse pfts devenir zéro de a: = a à jr = p, et si on veut connaître le nombre des racines comprises entre a et ^^i , on pourra arrêter la suite à cette fonction et faire abstraction de celles qui viennent après Qlles En effet , il est facile de voir qu'en*faisant varier x seulement depuis a jusqu'à 6 , on peut appliquer a la suite partielle X^ X,,... TLk tout ce qui a été dit de la suite complète.
III. Le cas où Tune des limites a et p ferait évanouir une. des fonctions X, X,, etc. , ne peut donner lieu à aucune çlifflcQlté. Si c'est une fonction intermédiaire qui disparaît, on a vu- qu'elle est toujours placée entre deux fonctions qui ne disparaissent pas et ' qui sont de signes contraires; de sorte qu'oli peut indifféremment prendre la fonction nulle avec + ou avec — , ou même n'en tenir aucun compte. Si X s'évanoui! et que ce soit, par exemple, en faisant .r=5, on conclura d'abord que js est racine; puis on remarquera , d'après la démonstration du numéro précédent , qu'en donnant à j: des valeurs un peu au-dessus de f% il y a une permanence de X à X. , tandis que dans le reste de la suite , à partir de X„ il y a le même nombre de variations que pour j:* =:p. On connaîtra donc par la règle générale le nombre des racines réelles comprises entre-m etune quantité un peu plus grande que ^.
IV. Ne supposons plus que X,>,soit la fonction dérivée de X, mais un polynôme assujetti seulement aux conditions de n'avoir point de facteur commun avec X , et de prendre un signe contraire à X pour dos valeurs de x très-peu au-dessous d'une racine quelconque de X = 0 ; puis, servons -nous de ce polynôme pour calculer X, , Xjv- comme on s'est servi d'abord du polynôme dérivé. Le théorème de M. Sturm subsistera égaleiÀe^ùV V)^\^ \sksq.^€&sî.
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!t, X., X,v- En r-fTct, d'un tOti', si cm rcpn-nJ les lif^lails de
«•w^lralion, un vLTra que les nouvelles funclions inlermédiairea
"nrore des ni^^mes propriélés; pl, d'un autre côl<^, il est
îissant d'une talcur de a- un peu au-dessous d'une ra-
= Oàune valeur un peu au>d<'ssus, la fonclionX devra
■"»' de si^e, tandis que la fonction X,, qui n'a point de fac-
nmuus avec X, devra conserver le ideme signe. }. Jo vaismonlrerà prient comment le théorème de M. Smm encore s'appliquer quand l'équatiou X = Oa des ncineft^l^ ciioil , y J A À
isioos prescrites pour déduire, du polynôme X et de son s fonclions X,, X,, etc., conduiront à uu diviseur
<n do -r, qui sera le plus grand commun diviseor * , •^t, d'après la composition connue de ce divise^ {^OSl^ ' i; X el X, par Xr, les deux quotients seront
V= (■r—a) {x—b) ix-c) {x—d).. . . ,
Ou voit déjà que V n'a plus de facteurs égaux, et que V,, n'a point de fadeur commun avre V.
Soil ^— rt-lin fadeur réel de X, pour mieux le mettre en ért- 1 dence > on fera
et il Tiendra
V=(.r-fl)H, V, = nH+(j:— a)H..
Par la nature même des opérations qai servent à découvrir le pliB grand commun diviseur de X et X,, et à trouver ensuite les quotients V et V,, on est certain que ces quotients, et par conséquent aussi H et H,, ne doivent pas avoir de coefticîents imaginaires, puisqu'il n'y en a ni dans X ni dans X,. Gel? posé, il est facile de voir que 1 pour des valeurs de x très-peu au dcssous.de a, le facteur x—a étant Irès-petïl, V, aura le signe de H , lequel signe est évidemment contraire à celui de V. Donc, d'après la dernière remarque da n' préoédent, va ap{>lHpiai^ le tbéorême de M. Stubh à
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VéquatiOD Y = 0, on peut employer le quotient V, , au lieu de la fonction dérivée de V.
D'un autre côté il est facile de reconnaître que les fonctions V,, V3,...., qu'il faudrait déduire de V et V, selon la régie prescrite (488), ne sont autres que les quolients de X, , X3 , . . . Xr par Xr ; donc les deux suites
X, X,, X,, Xrj
M Y,, Y., Yr,
ne différent Tune de l'autre que par un facteur commun, et, quel que soit le signe de ce facteur, il est évident qu'elles doivent présenter les mêmes variations lorsqu'on y substitue une valeur de x qui n'ancanlit point X. Ainsi, en appliquant le théorème à la première suite , on pourra juger combien , entre deux nombres a et p, dont aucun n'anéantit X , il y a de racines de l'équation Y=0, ou bien, ce qui e t la même chose, combien il y a de racines de l'équation X=0, abstraction faite du degré de multiplicité.
491. L'usage du théorème de M. Sturm se présente de lui-même. Supposons que Téqu^tion à résoudre n'ait plus de racines égales, et formons la suite
\pCj A, A.,, A^,.... Ar«
Il est évident que la substitution de 0 à la place de x réduit chacune de ces fonctions à son dernier terme ; et d'ailleurs on sait que les valeurs de x au dessus d'une certaine limite positive, +L, font prendre à chaque fonction le même signe qu'à son premier terme : donc, à la seule inspection de la suite {x) on pourra connaître le nombre des variations de la suite (0) et aussi celui des* variations de la suite (+L) La différence entre ces deux nombres indiquera combien l'cqaation a de racines positives.
m On découvre avec la même facilité combien elle a de racines négatives, en observant qu'au delà d'une certaine limite, — L', tous les nombres négatifs font acquérir à chaque fonction de la suite [x) le même signe qu'à son premier terme.
Pour plus de commodité, on prend -h» et —00 au lieu de -f-L et •— L' : c'est une manière abré^^ée de désigner deux nombres qui peuvent être aussi grands qu'on veut.
492. Comme les racines négatives deviennent positives en changeant X en — j:, je ne parlerai plus que de ces dernières. Pour les séparer, on substituera, dans la suite (x), des nombres positifs
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croissants 0, «, |3, 7, etc. ; et en notant le nombre des Variatioiis perdues à chaque substitution, on reconnaîtra le nombre des racines comprises entre 0 et », entre % et 3, etc. Ces substitution^ devront être continuées jusqu'à ce qu'on trouve une suite dont les rariatUMis soient en même nombre que pelles de la suite (+00 ). On n'ira pas plus loin : car il ne peut point y avoir 4e racines au dessus du dernier nombre substitue.
Admettons qu'il y ait plusieurs racines entre a et |3 , on fera une ou plusieurs substitutions intermédiaires; et les variations que perdra la suite {x) , après chaque substitution, indiqueront lea racines comprises entre les nombres substitués. Il pourra se faire que quelques essais suffiseht ainsi pour effectuer complètement la séparation des racines , c'est-à-dire, pour assigner à chacune d'elles deui limites entre lesquelles elle soit seule comprise. Mais quand deux ou plusieurs racines seront très-rapprochées, il sera nécessaire de multiplier beaucoup les substitutions pour les séparer, et , comme l'équation n*a point de racines égales, on est sûr d'y parvenir toujours La longueur des calculs sera rachetée par l'avantage d'avoir ces racines avec une grande approximation. *
493. La loi suivant laquelle croissent les nombres 0, «, p, y,... est arbitraire ; mais il sera bien dfi commencer par les nombres 0, 1, 10, 100, 1000, etc. A l'avantage de n'avoir que des calculs faciles se joint celui de déterminer combien il y a de racines entre 0 et i, entre 1 et 10, entre 10 et 100, etc.
S'il y a des racines entre 1 et 10, on déterminera la partie entière de chacune en substituant les nombres 1 , 2, 3, . . . jusqu'à 10 ^ s'il y a des racines entre 10 et 100, le chiffre des dizaines de chacune se connaîtra parla substitution des nombres 10, 20, 30,... jusqu'à iOO; et ainsi de suite. Scmblablement encore pour les racines nEioindres quel, on connaîtrait le chiffre décimal de l'ordre le plus rapproché de la virgule, eu substituant les nombres de 0,1 à 1, ou biei de 0,01 à 0,1; etc. !
En procédant de cette manière, on obtient le chiffre de l'ordre le plus élevé contenu dans chaque racine : voici comment on obtiendra celui de l'ordre immédiatement inférieur. Pour flxer les idées, supposons qu'il s'agisse des racines comprises de 100 à 1000, et qu'on ait reconnu que quelques-unes d'elles sont entre 300 et 400. Il est évident que la substitution des nombres 300, 310, 320,... dansr la suite {xj fera découvrir le chiffre des dizaines; mais, pour
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fadliter ces calculs, on changera d'abord x en 300 +*t^, et on aura ainsi une nouvelle suite [x') dans laquelle il n'y aura plus qu'à substituer les nombres 0, 10, 20,...
Admettons maintenant qu'après la détermination des dizaines, on ait reconnu qu'il y a des racines entre 350 et 360. La substitution des nombres 350, 351, 352,... dans la suite (a*) ferait découvrir le chiffre des unités, mais ici encore on peut simplifier le calcul. Le changement de x en 300+.}/ a déjà transformé la suite [x) en une . autre smte {x). Or, celle-ci se transformera pareillement en une /^ suite (^cn y remplaçant x^ par 50+ j:"; et il est clair que si on "* net dans cette dernière les nombres en 0, 1,2,... on aura les mômes résultats qu'en substituant les nombres 50, 51, 52,... dans la suite (x"), ou les nombres 350, 351, 352,... dans la suite (x).
Rien n'ompéche de continuer ces calculs pour connaître successivement les dixièmes, les centièmes, etc. ; et , par celte voie, non seulement on arrive à séparer les racines, mais encore à les calculer avec telle approximation qu*on voudra.
494. Si on voulait obtenir les racines en fractions continues, l'emploi du théorème de M. Stcrm ne serait pas moins facile. Après avoir reconnu qu'il y a dos racines entre deux nombres entiers consécutifs, a et a4-1, que je suppose posiiifs, on fera j:=a+--, dans
la suite (x), et il en résultera une nouvelle suite, (jf), au moyen de laquelle on trouvera les parties entières des valeurs de a! qui
sont >1. Soit fî une de ces parties entières, on fera x'=sj3+— ,
dans la suite (x'), et Ton aura une nouvelle suite, (x"), qui servira à trouver les parties entières des valeurs de x' , On continuera de cette manière aussi loin qu'on le jugera convenable. Pour la facilité du calcul , on pourra , dans chaque fonction des suites (j/) , (j/'), .. réduire tous les termes au même dénominateur et ne plus tenhr aucun compte de ce dénominateur, pourvu qu'il soit positif.
495. Ce théorème donne aussi un moyen simple d'établir les conditions de la réalité dos racines. Comme les racines réelles sont toutes comprises entre deux limites — L' et +L, Tune négative et l'autre positive , qu'on pont choisir aussi grandes qu'on voudra , la question revient à chercher les conditions nécessaires pour que, de Af=s — L'àx = +L,la suite X , X, , X, , etc. perde un nombre de variations égal au degré do l'équation.
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En supposant ce Acgvé égal à m , il faudra donc qu'elle perde m variations. Or, pour qu'elle ait m variations, il faut qu'elle aitaa moins m -ri termes; et comme cilc no peut pas en avoir davantage, on est sûr que les quanlilés X, X,, X,, etc. sont au nombre de /'.' -.- i f et que [nv conséquent elles sont respectivement du degré ;;j^ ;;i — 1 m — 2, etc. 1^ dernière, qui ne contient plus x, sera alors représentée par X«.
Lorsque, dans des polynômes en j:, on substitue pour jc de trèsgrands nombres, positifs ou négatifs, on sait que les résultats sont de mêmes signes que si chaque polynôme était réduit à son premier terme : ainsi, dans la rcchtTche qui nous occupe, on ne doit faire attention qu'au premier terme de chaque polynôme. Prenons Téquation X = 0 sous la forme ordinaire ,
j.in^ Pjru,!-! + Q j:'"-»4-etc. = 0.
le premier terme de X sera jt", et celui du polynôme dérivé X, sera mx""-'. Quant à ceux dos polynômes X,, X3, etc., ils sont des fonctions qui se composent des coefficients P, Q/^qui se déler-^ minent par des divisions successives conformément à la régie. Représentons ces fondions par G, , G3,... Gm, et écrivons par ordre les m+i quantités
jc", mx'"-'^ G,.r'"~% GyV""-^^ G;::.
La question sera réduile à chorciior les conditions qui feront perdre m varialions à cettiî suite lorsqu'on passera de iv = — L' à j:=-hi^- l'our que cela soit, il laut qu\lle ail m varialions après la sahsliiiiliou de — L\ et m permanences après celle de -hL. iMais, ti'uîi autre eôié, dans cette suiie les puissances de .r vont en diniinuaril dune uniié; par conséquent, si elle n'a que des permanences en faisant Jt=: -(- L, elle n'aura que des variations en faisatil x = — L'. Ainsi, les conditions cherchcM^s se réduisent sinjplenient à celles qui sont nécessaires pour que ce tie suite n'ait que di^s C')eiricienls positifs ; c'est-à-dire à celles-ci, G,>0, G3>0, . G,„>0.
On voit que ces cundiiions n<' seront jamais eu plus grand nombre que ni—i. Md.is eU«'S p.iurroui éire en îiombre moiiidre, attendu que quelques-unes di^s inégalités ci-dossus peuvent rentier dans les aulres.
En se servant de l'équaliou aux carres des différences (480) , ces
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conditions se présentaient au nombre de |/n(/7i — 1), lequel est, comme on voit , beaucoup trop considérable. Le perfectionnement que le théorème de M. Sturm ajoute à cette recherche importante sera sans doute apprécié des analystes.
496. Comme application, cherchons les conditions nécessJPes pour la réalité des racines de l'équation
Ici on a m = 3, et les conditions sont seulement au nombre de deux, G^>0 et G3>0. Pour avoir G, et G3, on calculera X, et X3 par des divisions successives comme ci-dessous.
Première division.
3Jc'+3Qa?-h3R
-f-2Qa: + 3R — 2Qx— 3R
Deuxième division.
— lâQ'o-*— ISQRo:
— 18QRJC+ 4Q3 + 18QRa:+27R*
— 2Q3:— 3R — 6Qa:+9R
Pour éviter les dénominateurs, on a multiplié le dividende par 3 dans la première division , et par 4Q' dans la seconde. Les restes se trouvent ainsi multipliés par des facteurs positifs, ce qui est indifférent. On a d'ailleurs eu soin , suivant la règle, de changer le signe du reste après chaque division. De cette manière, il vient
X, = --2Qx~3R, X3=:— 4Q3— 27R';
par conséquent les inégalités G^^O, G3>0, deviennent — 2Q>0, — 4Q^ — 27R*>0. Mais si on change les signes, et si on observe que la première inégalité est renfermée dans la deuxième, on Xi'aura plus que la condition déjà connue,
Théorème de Rolls.— Comment il donne les conditioni de réalité det raeioes.
497. Soit réqualion F(x)=0 qui n'a plus de racines égales; désignons par V'[x) le polynôme dérivé de F(jc). On a vu qu'en faisant
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aratlre x d'ase manière cunlinue, la "Me de M. Sri
Tftiiation cbaqae fois que a: dépaeisc une racine d
F(^') = 0 , et qu'elle n'en pent poiiil perdre antrcmeDt. De plus, on
a vu que code variation so perd au cummencenieat delà suîle parce
qml\a.'i chanfuc de «igné cl que 1''{j^) n'en chaugo paâ : de telle
sorte que F( x) est toujours de signe contraire à F'{a-} ppnr une »•
leur de j: un peu moindre qu'une racine , et toujours de même
signe pour une valeur un peu plus grande.
Ainsi , quand on s'élève d'une racine r â une mcioc r\ qui est immédiatement aa-desi>us do r, F(j:') doit (*tre de raiïme signe que Fffl pour unevalGur de x un peu plus grande que r, et de signe contraire à f"(j) pour une valeur de j- un peu moindre que r'. Or, dans l'inlervalle de /■ à i', Fix] ne change pas de signe ; donc F'(.z) doit changer au moins une fois i donc l'équation F'(x) = 0 a au moii» une racine entre
Soient a, fc, c,d,,.,g, les racines réelles de FU)=0, rangeas par ordre de grandeur en commençant par la plus grande ^ et soient ^n ^,> ^.v-g",! 1™ racines réelles de F'(x)r=o, disposées de li même manière. On vient de recoonallre que ces dernières sont comprises, partie entre a cl li, partie entre bctc, etc. ; et rien n'empêche d'ailleurs qu'il n'y en ait quelques-unes au-dessus de a, et aussi quelques-unes au-dessous de ^. De là on conclut quel'éqiulionF(j:)=0 ne peut avoir qu'une seule racine au-dessus de i,, qu'une seule entre «.et i,, qu'une seule entre b, el c, ,... et enfio qu'une seule au-dessous de g,. Cette propriété , connue depuis longtemps, n'est autre que le théorème de Rolle.
4tt8. Ce tbcorèmo s'est présenté comme une conséquence de celui de M. Stdrn, maison peut le démontrer directement comme ilsniL Soient a, i, f,. .. ^ les racines réelles de F(.r) = 0, et soient les racines imaginaires : si on pose
{x-a!)[:c-b')(j: -&)... ='^(x), on aura F(x) — o[x)x!'(x); et, d'après ce qui a été dit {*05)sirll composition du polynôme dérivé F'{x) ,
lu*' •< . ' ,
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ou , ec qui est la même chose,
F(.) = (jLlfl + i^ + li^ + etc.) X-Hr) \a: — a x — b x — c /
f'b{x) -Mo:) 'Y^x) ^ \
+ ( -"^-^i + ^ + ^ + etc. ) X?(.r). \x—a x—b x-^c / ^
Supposons que les racines a^ b^ c^d^,.. g soient rangées par ordre de grandeur en commençant par la plus grande, faisons successivement x=a^ b^ £?,... et examinons les signes des valeurs correspondantes de P{x).
D'abord, il est clair que chaque substitution fera évanouir ^(jr) , mais que 'j{x) , qui ne renferme aucun facteur réel, ne pourra devenir ni nul ni négatif (455). Ensuite, si on observe que
li^ = ( j^t) ( j:_c) . . . , -îîf^ = {x—a) {x^c) .... X — a X — b
= {x — a) (x — b) . . . j etc. ,
il sera facile de voir que les substitutions de ^, &, c,... amènent les résultats ci-dessous :
x=a donne — -^>0, donc F(rt)>0;
x=b donne -5^<0, donc F(^)<0;
x=c donne -^ >0, donc F(c)>0;
etc.
Ces résultats étant alternativement positifs et négatifs, Téquation F{x) = 0 a au moins une racine réelle entre a et 6, au moins une entre 6 et t: , au moins une entre c et d^ et ainsi de suite.
Donc, en désignant, comme plus haut, par «,, ^,, c,,... ^, les racines réelles de F'(jc)=0 rangées par ordre décroissant, on sera certain qu'elles sont comprises , partie entre a et b^ partie entre b et c , etc. Et ici encore on doit observer quil peut y en avoir de plus grandes que a et de plus petites que^. Donc aussi Téquation F{x) = 0 ne peut avoir qu'une seule racine au-dessus de a^ , qu'une seule entre a, et &,, qu'une seule entre ft, et c,,.-? <*t enfin qu'une seule au-dessous de g,.
-• .'• "îftk.» .^-^
Le théorème de Rolle se trouve ainsi démontré de nouveau. Il n'établit pas que deux racines consécutives de Téquation dérivée F\x) = 0 comprennent nécessairement une racine de la proposée; mais qu*e//e5 ne peuvent pas en comprendre plus d'une.
De ce théorème on tire naturellement la conséquence que, dans une équation, le nombre des racines réelles comprises entre deux quantités a et p ne peut pas surpasser de plus d'une unité le nombre des racines de la dérivée qui sont comprises entre les mêmes quantités a et p. Donc aussi le nombre de toutes les racines réelles d'une équation ne peut pas surpasser de plus d'une unité celui des racines réelles de la dérivée. Il est d'ailleurs bien entendu qu'il pourra être moindre. ^
Ce qui précède semble n'être applicable qu'aux équations dont toutes les racines sont inégales , mais on y comprend aussi le cas des racines égales. En effet, on peut arriver à ce cas en partant d'une équation qui n'aurait que des racines inégales, et dans laquelle on supposerait que plusieurs racines, prises consécutivement, se rapprocheraient graduellement jusqu'à devenir égales entre elles. Alors, chaque racine de F'(jc)=0 comprise entre deux racines qui deviennent égales devra être elle-même égale à ces racines.
499. Les considérations qui mènent au théorème de Kolle peuvent aussi fournir des caractères pour reconnaître si les m racines de l'équation F(j:)=0 sont réelles.
Admettons qu^en effet elles le soient , et continuons de les désigner dans Tordre de leurs grandeurs , par a^ b^ c,... On a vu que l'équation dérivée F'(.r)=0 doit avoir au moins une racine réelle entre a et ^, au moins une entre b et c, etc. Mais comme elle ne doit pas avoir en tout plus de m—i racines, on est sûr qu'entre deux nombre consécutifs de la suite a, b, c,... il y a une racine de l'équation dérivée F(j:)=0, et qu'il n'y en a qu'une. Plaçons aussi ces /yi — 1 racines par ordre de grandeur, et nommons-les a,, b,, c„ etc.
Puisque a^ est entre a et b^ b, entre beX c, etc., il est facile de voir que si on substitue successivement rt,, Z^„ etc., à la place de x dans F(j:), les résultats seront alternativement négatifs et positifs : de sorte que.
Pour F(a,), F(^), F(cj, etc.,
on a —, +, —, etc.
D'un autre côlé, on peut appliquer à la fonction ¥{x) et à sa
dérivée F'(j:) tout ce qu'on a dit delV) ctF(a),n° 498; donc,
Pour.... F'(aJ, P'ib^ F'(0, etc., on a.... +, — , +, etc.
Donc les produits F{a^)xF'\a,), F(ft,)xF'(^^J, etc,, seront tous négatifs.
Or, si on fait F(a:)xF'(x)=j^, et qu'on élimine x entre les deux équations
[2] F(j:)=;0, F(a:)xF'(x)=r,
les racines de l'équation finale en y seront précisément les produits d-dessus; donc, puisque tous ces produits sont négatifs, l'équation en jr n'aura que des racines négatives, et par suite tous ses termes anroQt le signe +.
Ainsi, quand l'équation F(x)=0 n'a que des racines réelles , il doit arriver que toutes celles de F'(j:)=0 soient réelles aussi, et en outre qu'il n'y ait que des signes + dans l'équation en y, résultant de réiimination de x entre les équations [2].
Répproquement , ces conditions étant remplies, on peut démontrer que toutes les racines de F(x)=0 seront réelles. D'abord, les m — 1 racines de F'(j:)=0 étant réelles, il est évident que les m — 1 valeurs de y ou F(x)xP\x) sont réelles, et le u° 498 prouve que les quantités F'(/z,), F"(^J, etc. doivent avoir les signes alternatifs -1 — etc. Ensuite, de ce que Téquation eny n'a que des signes +, on oonclut qu'elle n'a point de racines positives ; et, puisque d'ailleurs on sait que toutes ses racines sont réelles , elles ne peuvent itre que négatives : donc les m — 1 produits
F(^,)XF'K), F(6,),xF'(ft.), cftc.
sont négatifs. Or les seconds facteurs ont les signes alternatifs + — etc.; donc, les quantités F(^J, F(^J, etc. devront avoir alternativement les signes — et 4-. Donc il existe, entre a^ et la limite supérieure des racines de Tcquation F(jr)=0, une racine de cette équation , il en existe une entre b^ et a„ une aussi entre c, et ^„ etc. Donc enfin les m racines de cette équation sont réelles.
Les conditions qui se tirent de l'équation en y doivent être regardées comme actuellement connues : car on obtient celle équation
^rune simple élimination. Quant aux autres conditions, qui exigent qu'il n'y ait que des racines réelles dans l'équation dérivée ï^(x)=0, elles sont encore à chercher. Or, cette équation n'est que
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da degré m — 1, et en lai appliquant le même raisonnement qn'i F(j:]=^0 on réduira encore la question à chercher les conditions qui assurent la réalité des racines de la seconde dérivée F'(j:)=0, laquelle n'est plus que du degré m — 2. En continuant ainsi, on descendra jusqu'à une équation du ^ degré , dont la dérivée, étant du i**' degré, ne saurait avoir de racine imaginaire : alors la seule condition à remplir sera que l'équation en y^ qui est aussi du 1** degré, ait ses deux termes de même signe.
Remarque. Si on se reporte aux raisonnements qui ont condidtà faire usage de l'équation j^=F(jr)xF"(j:), on apercevra facilement qu'on peut la remplacer par celle-ci j^=MxF(j;)xF"(j:), M tout une quantité positive quelconque. Donc on peut introduire on supprimer dans les polynômes F(j?), F'(j:), F''(j:), etc. tels fadeurs positifs qu'on jugera convenables pour simplifier les calculs.
500. Le nombre des conditions auxquelles on parvient par œ procédé, pour une équation de degré quelconque m, est facile à déterminer. Elle doivent toutes se tirer des équations succesrives en y. Or, la première de ces équations résulte de l'éliminatioD de x entre les équations [2]
F(x)=0, y=¥{x)y<ie'\x)-r
et comme F'(jr)=Oa m — i racines, y doit aussi avoir m — 1 valeurs. Donc Véqualion en y sera du degré m — 1 ; donc, pour quêtons ses termes soient de incarne signe, il y aura in — 1 conditions.
Semblablement, la deuxième équation en^, résultant de réliminalion de x entre V'[x)=0 et y=:F'{x\ x F"'(x), devra donner m-2 conditions; et ainsi de snite jusqu'à ce qu'on tombe sur une équation du V degré en.r» laquelle ne donnera plus qu'une seule condition. Donc, en reprenant toutes ces conditions en ordre inverse, leur nombre sera
11 est à remarquer que ce nombre de conditions est précisément le même qu'on trouve par l'équation aux carrés des différences (480).
Pour première application , soit l'équation
x'+Px4-Q = 0.
Dans cet exemple, ona Ffxl^.r/'+Pjr+Q, ¥{x)—^x-\-V, F'(x)=2; et sur-le-champ on voit que l'équation F(.z)=:0 n'a pas de racine iZHciijnnaire, puisqu'elle csldu 1" de^ré.
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Pour avoir Téquation en y y les deux équations entre lesquelles on doit éliminer x sont
Or, Télimination donne #
donc , pour que les deux termes de cette équation soient de même
signe, il faut qu'(m ait
et cette condition est la seule nécessaire pour assurer la réalité des racines de Téquation du 2" degré.
Considérons encore l'équation du 3® degré. Si elle a son second terme, on peut le faire disparaître sans changer le nombre des racines réelles, c'est pourquoi je la prendrai sous la forme
Dans ce cas F(j:)=j:3+Qj;+r^ F(x) = 3j:'+Q, F'(j:) = 6j:. Il faut d'abord que Téquation dérivée 3j:*+Q=0 n'ait que des racines réelles ; et , pour cela, la condition est évidemment Q<0. Ensuite il faut éliminer x entre les deux équations
La seconde revient à celle-ci ,
et la première donne j:"=— iQ , j:*= ;Q". Par suite on a r=-tQ'+6R:f, d'où x=.£^;
et , en mettant cette valeur dans l'équation 3 j:?^+ Q = 0 , il vient , toute réduction faite ,
r'+ fQ>+ f,Q(*Q'.+27R') = 0.
Pour que les trois termes de cette équation aient même signe , fll faut et il suffit que le terme tout connu soît positif. Mais déjà on a vu ^e Q doit être négatif ; donc la nouvelle condition sera
Enfin , en remarquant que cette condition ne peut pas avoir lieu sans que Q soit négatif, on conclut , comme au n'*480, qu'elle est la seule nécessaire porar assurer la réalité des.racines de l'éqiintion du
3* degré. , ■ _
oiM
Soit l'équation
[1] jr"+Pa-"-' + Qj:"— .*.+Tx+U = 0
dans Ia.;ueUe P, Q,... sont des quantités réelles on imaginaii Pty'-r abréger, je continuerai de désigner le premier mcml ]arX. Si on remplace JT par a + tiU''—i, X prendra aussi forme A + BK — I, A et U étant des polynômes co a et b qnine contiennent point V—\; et, pour résoudre l'équation X = 0, il faut trouver les valeurs rOelles de a et b qui peuvent annuller il lalfois A et B.
TraçoDl dans un plan deux axes rectangulaires OX, Oïi considérons dans ce plan un point qi conque M , par ce point menons MP pa- M "^ rallélc à OY, donnons à l'abscisse OP le "1 signe + ou — , selon qu'elle est à droite ou â gauche de Von'gine 0, et donnai _ aussi à Yoriloniive MP le signe + ou - X selon qu'elle est au-dessus ou aa-dessi de OX. Les deux coordonnées OP et MP, ainsi prises avec les signes qui leur conviennent , déterminent paiv Taitemeut le point M.
On peut toujours regarder les quantités a et i qui entrent dans l'expression a-'rbV^^i nomme étant l'abscisse et l'ordonnée d'ua certain point M ; et lorsqu'on propose de résoudre l'équation X=0, la question revient à chercher les points dont les coordonnées sont telles qa'en les snbsUtaant à la place de a et & l'on ait à la fois A=0, B=O.Ces points sont, en quelque sorte, une représéDlatim géométrique des racines de l'équation X=^0. Si l'ordonnée b est zéro, l'expression a+bl'''^ se réduit à a, alors elle devient réelle, et le point M est placé sur l'axe OX.
Gela posé, traçons dans le plan XOT an contoar fensé qnelcrniqae GHIK. On peut demander si, dans l'intérieur de ce contoar, il y a des points ponr lesquels A el B soient nuls «a même temps , et combien il y en a : ou , plus brièvement , on peut demander combien , dans l'intérieur da contoar, il y a de racines de l'équation X=0. Ponrrésoadre cette question , M. G&ucbi a donné la règle snivante.
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Considérez le rapport ^ , et supposez qu'il n'y ait sur le contour
aucun point pour lequel A el B soient zéro en même temps : pour chaque point du contour ce rapport aura une valeur déterminée. Si Ton suit le contour GHIK à partir d'un point quelconque G , en avançant toujours dans le même sens GHIK jusqu'à ce qu'on re-
Tienne à ce même point G j le rapport — prend successivement Ai-
Terses valeurs, et il pourra changer de signe en passant par zéro si Â devient zéro, et par l'inGni si B devient zéro. Soit i le nombre de fois que ce rapport en s'évanouissant et changeant de signe passe du positif au négatif, soit k le nombre de fois que ce même rapport en s'évanouissant et changeant de signe passe du négatif au positif : le nombre i ne sera jamais moindre que A: , et la différence i — k sera toujours double du nombre des racines contenues dans l'intérieur du contour GHIK. Ainsi , en désignant par fx le nombre de ces racines , et par a l'excès i — * , on devra avoir f* = i A.
Gomme l'expression a + bl/ — 1 peut représenter toutes les racines ^ soit réelles, soit imaginaires, l'énoncé qui précède embrasse ces deux sortes de racines. Il n'exige point non plus que les racines soient inégales ; mais il est essentiel d'observer qtt'on n'y fait atten-
tion ni aux changements de signe que peut éprouver — en passant
par l'infini , ni aux cas où ce rapport devient zéro sans changer de signe.
M. Caucht a donné desonihéorème une démonstration qui exige l'emploi du^ calcul intégral ,,iÉais il en existe une de MM. Sturm et
brique a aLmoins.jimgJ!ff[iine de la forme a+b^^—î. Mais au contraire, omi déduit , coiôme corollaire immédiat, qv! une équation i^u degÂ m doit avoir m racines. Les bornes que je me suis prescrites ne me permettent point 'de rapporter ici cette ingénieuse démonstrafion : le lecteur la trouvera dans le Journal de Mathèmanques j publié par les soins de M. Liouville, jeune géomètre dont le n'om se p!ace déjà parmi ceux des savants qui honorent la France.
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CHAPITRE XX
ABAISSEMENT DES ÉQUATIONS. — ÉQUATIONS RÉGIPROQUES. — ÉQUATIOBS ^ BINOMES.
Abaissement des équalions lorsqu'on connaît quelque relation particulière entre les racines.
503. Une équation est toujours susceptible d'absnssement quand on connait quelque relation particulière entre ses racines ; mais dans tous ces cas on est ramené à cette question générale qu'il faut résoudre d*abord. Comment peut ^ on reconnaître qiCune èquationlL^=0 a des racines communes a^ec une autre Y=Oy eP^çom' ment alors peut^on en abaisser le degré? ^
Supposons qucTinconnue soit représentée par x dans les deui équations. Puisqu'etles ont des racines communes t;, by c,..., les facteurs x — a, x — ^, x — c, . . . doivent aussi leur leur être communs, et le produit de ces fadeurs est le plus grand commun diviseur de leurs premiers membres X et Y. On cherchera donc ce plus g^and commun diviseur ; et , en le désignai^par D, les raciof s communes dont il s'agit seront celles de réquatîbi^sp=0. Si ensiiîfte on divise X par D et qu'on appelle X, le quolidint ,* les autrçs^acines dé l'équation X=0 seront celles de l'équation J^=^^I-.r- .^ j
Par exemple , soient les deux équati(î^js:^jr il' "^
jc^— 15x'+10x+2lfe0, x'^-\^ Kx"— 4x— 16=0.
En cherchant leur plus grand commun diviseur, où trOiuvera x'-\--lx — 8. En conséquence on pose x'-^-^x — 8=0, et de -là on tire les racines communes jc=2; x=^ — 4.
Pour avoir les autres racines delà première é()ûation, on la divise par .»/'+2.r— 8 : il viciuira .t'— 2.r -3=0, d'oùv:=— 1, x=3. La troisième racine de la seconde équation C5t.z=~2.
504. Maintenant, montrons de queUe manière on at>aisse le degré d'une équation quand il existe une relation particulière entre quelques-unes de ses racines. Les généralités seraient trop difficiles à saisir ; commençons par un exemple simple.
On j)roj)Ose d'abaisser une équation
élans laquelle on sait qu'il y a deux racines , dont la somme est égale à une quantité connue k.
Ces deux racines étant représentées par x et x\ on deyra avoir les trois équations
La dernière donne x'=k—'X; et en substituant cette valeur dans la seconde , on aura deux équations en x qui devront avoir lieu en même temps , savoir :
' L'équation Y{k — j:)=0, considérée isolément, a pour racines toutes les quantités qui , étant retranchées de k , donnent pour reste une racine de F(j:)=0 ; donc les équations [2] doivent avoir pour racines communes tontes celles de l'équation [1] qui, retranchées de k^ , reproduisent une racine de cette même équation. En conséquence , on cherchera le plus grand commun diviseur D de F(j:) et deF(A:— jt); et toutes ces racines seront contenues dans l'équation D=0. On divisera ensuite l'équation [1] par B, et l'on aura celle qui doit renfermer les autres racines.
Si l'équation contient véritablement-deux racines a et b telles qu'on ait a+b=k^ on doit avoir également k-'a=b et k — b=a; par conséquent le diviseur commun D serait alors au moins du 2* degré. Il sera d'un degré supérieur lorsque , parmi les racines de l'équation , il y aura plusieurs manières d'en prendre deux dont la somme soit k. Il pourra aussi être du 1" degré , et ce cas arrive lorsqu'il y a dans l'équation une racine égale à ^k.
Rien de si facile que de former à priori des exemples qui présentent ces différents cas. En voici dans lesquels A=6.
1 o F (ce) = {x—2) ( J7— 4) {x—5y{x—S)\
F(6— .r)=(x— 4)(x— 2)(a'-l)"(x+2)\ D=(jr— 2)(j:— 4).
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a* F(j:)=(jr— 2)(J7— 3)(^— 4)'(x~8)', I
3° F(jr)={a-— 3)(j:— 41[ar— 5)"(j:— 8)', I
D=jr — 3. ■
Remarque. Lorsqu'il y 3 des racines égales à '-k dans F(x)=0, |d est facile de le reconnaître en subslttoanl ; k dans celle équation , et^ dcsnpprimer ensuite ces racines parla division. Lorsque l'éqaatioa 1 contient en outre d'autres racines égales entre elles , on sait com- J menton peut l'on débarrasser : de sorlequesi, après ces stniplilj~^ cations , il existe dans l'équation des racines qui , étant soustraites 1 de i, reproduisent des racines de celte équation, on sera certain qu'elles pourront être distribuées par couples aeXb, c et t^ , elc. » ^ tels qu'on ait a-^-b=k, v+d^k, etc. M
305. 1-cs explications précédentes ne souffriraient que de légère» J modifications , si au lieu de la somme de deux racines , on supposait I que c'est leur produit, ou leur différence, ou leur quotient, quij est égal à un nombre donné /*. >l
On a TU que les équations qui renferment des racines égales ^ pouvaient subir un abaissement considérable. Ce cas est celui de plusieurs racines qui ont entre elles une différence k qu'on ferait égale à zéro , on un quotient k qu'on ferait égal à l'unité.
Si l'on veut considérer la question sous le point de vue le pins général , il faudra supposer qu'il existe entre plusieurs racines d'une équation telles relations qu'on voudra. 11 est facile de voir qu'alors on aura, entre ces racines inconnues, plus d'équations qu'il n'y a de ces racines , de sorte qu'on sera toujours ramené à reconnaître que plusieurs équations à une seule inconnue doivent avoir des racines communes. Mais pour arriver à ces équations , l'emploi des méthodes d'élimination peut être nécessaire. . 506. Il y a certains cas où l'abaissement ne peut s'opérer qn'à l'aide de procédés nouveaux. Afiu de me faire mieux entendre, je reprends l'exemple du n° 504, dans lequel on doit avoir entre xelsr" la relation jr+x'=k; et, pour plus de netteté, je suppose qu'on ait effectué les simpliQcalions dont il a été parlé dans la remarque. Soient alors
les deux équations qai doivent avoir des racines communes.
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Il pcnt arriver que toutes les racines de F(x)= Ose distribuent par couples ,aeib^cctd, etc., pour chacun desquels on ait la nw^me relation, a+b=Ic^ c+d=kj etc. Alors il est évident qu'en meUant successivement chaque racine ^ , ^ , t: ,... à la place de jc dans la valeur j:'=A- — x , on retrouverait toutes ces mêmes racines dans un ordre différent : de sorte que les deux équations [3] seraient identiques et rabaissement n'aurait plus lieu. C'est ce qu'on voit dans l'exemple ci-dessous, où l'on suppose k=z6 :
Cependant je vais montrer quel'équation proposée pourras'ahaisser à un degré moitié moindre , au moyen d'une inconnue auxiliaire z, choisie convenablement! La condition essentielle à remplir en choisissant cette inconnue , c'est qu'elle soit égale à une fonction tellement composée avec les deux racines jc et x' d'un même couple , qu'on soit assuré d'avance que les différentes valeurs de z dépendent d'une équation de degré moi^c que la proposée. Ce qu'il y a de plus simple sera de prendre pour inconnue la différence des deux racines x et x\ ou mieux encore leur demi-différence , et de poser JC — x=2z. De cette manière, on est certain que chaque couple de racines donnera pour z deux valeurs égales et de signes contraires , savoir :
z=K^-a); I z=;(tf— c); etc.
A la vérité , l'équation en z sera de môme degré que F{x) = 0 , mais elle ne devra contenir que des puissances paires de z, et par conséquent, en y regardant z* comme l'inconnue, elle sera d'un degré moitié moindre.
Quant à la manière d'avoir l'équation en z, rien de plus facile. On a ces trois équations
F(jc) = 0, x + x=zk^ X— j:'=2z.
Des deux dernières on tire x=^z-^{k; et, en substituant cette valeur dans la première, on a la transformée .
On peut aisément reconnaître àpafierionip
lion atteint véritutilcmi'nt le but qu'oa sv propose. Si on décompose F(x] eu ses facteurs simples , un aura
[ Maifl, par hypoUièso/t
= c + fî=...; donc
On n'a mis ici en évidence que les deux facteurs correspondant à an couple do racines, mais cela suffit pour comprendre que l'équation en s ne contiendra que des puissances paires do z.
La transformation précédente n'est point la seule qa'on puisse employer arecsuocès. Par exemple, si on pose ::=.x:i:\ il estda'r que 1rs denx racines d'un môme couple ne feront prendre qu'one seule valeur à s ; et par conséquent !a transformée sera de d^ré moitié moindre que F[x)- Pa^uie raison semblable, on pourrait poser ii=x'+x^'; et, en gén^R, on peut faire l'inconnue aaùîiaire égale à telle fonction de x et x' qu'on voudra , pourvu qne cette fonction reste la même quand on y change ces deux racines l'une dans l'autre. Seulement , on ne devra pas recourir à la somim' .l'+o.-', qui est déjà connue.
507. J'appliquerai ici les considérations précédentes à one classe d'équations dont la forme même fait découvrir nne relation entre leurs racines : je veux parler des équations réciproques. On nomme ainsi colles dont on reproduit toutes les racines, mais dans un ordre différent, en divisant successivement l'unité par chacune d'elles, Telle est évidemment l'équation
x'+I'x' + qx+Px+i=Q:
car en changeant j^ en - elle dovipnt
et celle-ci, en la multipliant pur x* cl renversant l'ordre des termes, n'est autre que la proposée.
508. Avant tout, cherchons quelles relations doivent avoir entre eux les coefficients d'une équation pour qu'elle soit réciproque. Soit d'ahord une équation de degré impair
Si on y remplace x par - , la transformée devra avoir les mêmes
racines, et par conséquent, en la ramenant à la forme ordinaire x^ + etc. = 0, elle devra être identique avec la proposée. Or, cette transformée est
X A — x*H — .r3+ — X 4- — xA — = 0 :
donc , pour qu'elle soit identique ayec la proposée , il faut qu'on ait i-p l^-O 5-R l-S i-T
rp *» rp Xî m "■ î rp *-' » m *•
La dernière égalité donne 1^=1, d'où T=dil ; et par suite les autres s'accordent à donner S = ±P, R=±Q. L'équation proposée , pour être réciproque , doit donc avoir l'une de ces formes
[i] x'-{'fx*'hQx'+Qx*+Vx+i=0,
[2] x'+ Px*+ Qx'— Qj:'— P jc— 1= 0.
Donc, pour qu'une équation de degré impair soit réciproque , il faut et il suffit que les termes à égale distance des extrêmes aient des coefficients égaux et de même signe, ou égaux et de signe contraire.
En second lieu , soit une équation de degré pair
x%Px'+Qx^+B.x^ + Sx*+Tx+l} =0.
en changeant :): en — , et en ramenant encore la tranformée à la
forme ordinaire , on trouve
jc«j jc J X*A X^-^--^ X^A X+ — = 0:
et , pour rendre cette équation identique avec la proposée , il faut poser les conditions
T_p S_ R_ Q_g P_ i_ -_P, :^-Q, ^-R, ^-b, ij-1, u-U.
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no h dernière on lire U = ± 1 . Si on prend U= + 1 , les aulr
tlonai'nt
Lot , si on prend U = — i , cllt's doiiiienl
c râqualioD proposée doit avoir l'une de ces formes
a-V P^'+ Q J-'— Qa;'— Po; — 1 = 0 ;
it loQlcfois il faal remarquer que rien ne s'oppose h ce que R K a dons la première.
Ainsi, pour qu'une équation de degré pair soit n-ciproque ^ ^aul et il suffit , en général , que les coefficients à éj^ale distance à ixtrémes iûient égaux et de ntème signe; mais lorsque le terniei niUeu manque , elle sera encore réciproque si ces coe^cients so T et de signe contraire.
509. Maintenant voyons comment s'abaissent les équations réi nques. Si on considère l'équation [1 ] et qu'on rapproche les terni également éleignés des extrêmes, on peut l'écrire ainsi : ^
Alors on toil que j.'^ — 1 est une des racines; et en divisant par x-\-i chacun des binômes x^+\, x^+1, J7+], on obtient l'équation
jt'— l|jr'+l U'— l|x+l=0, +p| _p 4.p|
qui est encore rédproque , mais de même Torme que l'équation [3]. Si on considère l'équation [2], on reconnaît que jr=l est une racine. Poor faciliter la division par^r — I, on l'écrira ainsi
(x'— 1) -f Px(vc'— 1) +Qj:'(a:— 1) =0 }
puis on trouvera facilement l'équation soivaule, encore de même forme que l'équation [3] ,
x'+ 1 |a:'+ 1 |a^'+ 1 lj:+l=0.
+P +P +Pl
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Si on considère réqaation [4] , on voit qu'elle admet +1 et —1 pour racines. Écrivons-la ainsi
(x'— 1)+Pa:(j:i— 1) +Qx'(x'— 1) =0 :
on Toit qu'en effet elle se diyise par x^ — 1, et l'on a pour quotient une équation encore de même forme que l'équation [3] , savoir :
j:*+Pj:^+ (l+Q)jc*+Pa:+l=0.
Quoique nous ayons pris des équations d'un degré déterminé, il n'en est pas moins clair qu'en simpliGant conyenablement une équation réciproque quelconque, on la ramènera toujours à celles de la forme [3]. Par cette raison , la dénomination d'équations réciproques est plus spécialement appliquée à ces dernières, et c'est d'elles seules que nous avons à nous occuper.
510. Considérons d'une manière générale l'équation réciproque
[5] j:^'»+Pj:»''»~»+Qjra'«-«...4-Qj?'4-Pj:+l =0.
Puisque toutes ses racines doivent se reproduire en divisant l'unité successivement par chacune , on en conclut qu'elles peuvent se
distribuer par couples telles que /z et -, ^ et t, ^ et -, etc., dans
abc
chacun desquels se trouvent deux racines dont le produit est 1. Par les considérations du n° 506 on pourra donc transformer l'équation en une autre de degré moitié moindre au moyen d'une inconnue auxiliaire ; et le mieux sera de prendre
Il est d'ailleurs évident qu'en mettant chaque racine à son tour dans cette expression à la place de je- , le nombre des différentes valeurs de z est égal à celui des couples j d'où il suit que l'équation en z doit être d'un degré moitié moindre que celui de la proposée.
Pour former cette équation , il faut éliminer x entre [5] et [6] , et l'on y parvient par un moyen aussi simple qu'élégant. £n divisant par x'" et rapprochant les termes également distants des extrêmes, l'équation [5] devient
•^"•+|r.+p(^-'+^)+Q(*"-'+^)+-=Oî
par coméqncat , U ne s'agit pins que d'exprimer cd roncliou de s les bioomes
A ccl effet, remarqaons d'une manière générale qu'en mollipUant x'-{ — parjc+-,ona
et quo de là on lire, en remplaçant x+ - par =,
Celte formule résout la question , car elle montre comment cbacuB des binômes peut se déduire des deux précédents. Si on fait sucresslvemcnt m=1, 2, 3,... on trouve, en partant de 3:+— = z,
X*'i — : = a* — 4z'4-2, 37'+— 1 = 1' — 5b' + 5i, etc.
On reconnaît, à la forme de ces expressions, que la transforma en s sera eu effet du degré rn, ainsi qu'où l'avail prévu.
Quand on aura déterminé les valeurs de ;: , o» trouvera les racines de la proposée au moyen de l'équation [C]. Or, elle équivaut i
celle-ci
;r'— =x + 1 = 0, d'où x=\z±.',yz'—\; par conséquent, il a'j aura plus qu'à substituer sncccssivemeDl les m valeurs de : pour obtenir les 2wi valeurs de ^■-
Un trouve des exemples d'équations réciproques dans les éqoilioiis binômes dont je vais m'occuper à présent.
51 1 . Les équations binômes sont celles qu'on ramène à la fonu [1] jr'=A ou j:^"— A=0,
A étant une quantité connue quelconque.
On aperçoit sur-le-champ qu'elles u'ont pas de racines égales, car le binôme x"* — A n'a aucun facteur commun avec sa fonction dérivée mx"'—^. Donc les m racines do cette équation sont différentes entre elles.
Ces racines, si on les élève à la puissance m , doivent reproduire Â ; donc elles sont les mêmes que les valeurs renfermées dans l'expression
Ainsi , on est sûr que co radical a m valeurs différentes , et la proposition admise n^ 241 se trouve démontrée. On peut même ajouter que si A est une quantité de la forme a+pl^ — 1, les valeurs du radical auront aussi c^tte forme : car on a prouvé (379) qu'elle est celle des racines de l'équation [1].
512.* Lorsque m est un nombre composé , la résolution de l'équation [1] se ramène à celle de plusieurs équations binômes , dont les degrés sont les facteurs de m. Supposons m = pqr : au lieu de l'équation jc/'î''= A, on peut prendre celles-ci
xP = j/, x'n = x'y x"'' = A ,
dans lesquelles x* et x" sont de nouvelles inconnues. Il est évident qu'après avoir résolu j/'** = A , l'équation précédente x'i = x!' fera connaître les valeurs de x\ et qu'ensuite l'équation xp=^x! donnera toutes les racines de l'équation proposée.
Au reste , cette remarque revient à une formule déjà connue par la théorie des radicaux (253) , savoir :
pqr
51 3. Désignons par a une quantité dont la puissance m est A , et posons x=:ay. L'équation a:« = A deviendra a"«^« = û'", et en divisant par a»»,
doncy = yi, et par suite x = a]/i.
De là on conclut que les racines de l'équation x"' = A peuvent se former en multipliant l'une quelconque d'entre elles par celles de l'équation y" = 1 : ou bien encore , comme au n» 242, que les différentes racines /»•"*" d'une quantité peuvent s'obtenir en multipliant Tune d'elles par les racines n^'^* de l'unité.
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514. Gonsidc^-roDs plus spécialcmeut le cas où A est anc quantité réellfl ; Dt , pour distinguer les bypoltièse& de A positif oa négatif f écTJTODS l'éqnatioD biaome comme il suit :
tA.
On sait détermiaer, au moins par approximation , une quantité positive a telle qu'on ait a^—k. Posons encore x=aj^, l'éqaattoQ ci-dessus d^Tieudra
et c'est de celle-ci que je m'occuperai exclusivement.
btb. Ou peut , sur celte équation , faire plusieurs remarques.
Lorsque'" est impair et que l'èquatioQ est j" = l ou y — 1=0, elle admet évidemment la racine y^i. Elle n'a pas d'autre racine réelle; car toute autre valeur positive (|c j donnerait v*">l ou j'^-Cl, et une valeur négative rendrait j" oégatif- Pour avmr l'équation d'oii dépendent les m — 1 racines imaginaires , un divisera jy" — 1 par j' — 1, et il viendra l'équation
qui appartient à la classe de celles qu'on nomme réciproques.
Lorsque m est impair et que l'équation est .r"^ — 1 , elle a évidemment pour racine ^— — 1. Des raisonnements analogues au précédents prouveraient que les aulres racines sont imaginaires; et on aurait l'équation dont elles dépendent en divisant ^'"+1^=0 par y+l . Mais , pour avoir toults les racines de l'équalion ^'— — 1 , il est mieux de remarquer que cette équation se déduit de l'équaticm ^^"'^l eu changeant ^ eu — ;> ; de sorte qu'il sulSrade prendre toutes les racines de jf"=1 avec des signes contraires.
Supposonsmpair,etsoit m— aw: l'équation ^'"=^1 ou _j'"— 1=0 a pour racines y=+i et y=—t. Les autres sont imaginaires, et l'équalion qui les renferme s'obtiendrait en divisant ,r" — 1=0 par (j-— i)[j'+1 ) ou y — i ; mais il sera mieux d'observer qne y" — 1= (^-1 — l){j"+l ), et que par suite l'équation ^"— J=;0 peut être remplacée par deux autres plus simples , j" — 1=0, ^" + 1 = 0.
Enfin, lorsque l'équation est ^"= — i ou ^"4-1^=0, on remarquera que les puissances paires des quantités réelles douncul loujoHrs des résultats positifs , et de là on conclura que toutes 1«
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racines sont imaginaires. En posant j^'=z, l'équation s'abaisse au degré n et devient simplement 5"= — 1.
516. Maintenant je yais développer les solutions des équations j^'«~l=0 et ^^"'+1=0 dans quelques cas particuliers.
Soit m=2 : les équations à résoudre sont
y— 1=0 d'où j^=±l,
y-hl=0 d'où y=^XV—i.
Soit m=3 : pour résoudre Téquation^^ — 1=0, on remarque d'abord qu'elle a pour racine ^— 1 ; alors on la divise pai'j^ — l,et il vient
y 4.j.+l=:0, d'où y=: .
Donc les trois racines sont, comme on le savait déjà (242) ,
S'il s'agit de l'équation ^^^1=0, on observera que ses racines sont les mêmes, au signe près, que celles de l'équation y^ — 1=0 ; et en conséquence el^es seront
Soit /» = 4 : l'équation y^ — 1 = 0 se décomposera en deux autres , y^ — 1 = 0 et y + 1 = 0; et de celles-ci on tirera les quatre racines
^=±il, y^±.]/—i.
L'équation j^*+l=0 se résoudra différemment. En ajoutant 2j^* aux deux membres, on l'écrira ainsi, (^+1)'=^'. Puis on la décomposera en deux autres ,
y+i =yy2, y+i = — ^J/i ;
et enfin, de celles-ci on tire les quatre valeurs dey,. On aurait pu traiter l'équation j^*+l=0 comme récip^
«irait pa encore remarquer qu'elle donne y= + v^i , et qu'en , pfCDont successivement +1-''^ et — V—^, on a
y = ±]/+\/~i et 3=±\^-y^i: _
Ijjorsonn'aurait plus qu'àramcncr ces Talcnrsàla Tonne a+pl/—), 1^ c'est a> qui a déjà été fait n°197.
Eu «'élevant saccesaivemcot jusqu'au 10. degré, on reconnaîtra fiÇiie l'équation .r' + l—O stf résout par les cas précédents on par Ltfes équations réciproques qui s'al>aîssent k uu degré moindre que \ le 5°. ParLOurons d'abord les degrés impairs.
Si on a l'ëquatioD .r' — t = 0, après avoir remarqué qu'elle admet «racine y=i, on la divise par^ — I, et il vient
f iqnation réciproque qu'on abaissera aa S' degré- A cet effet oa I l'écrit d'abord sous celte forme
f Alors on pose j'+- =«, ce qui donne y+ -; = a' — 2;et persoite l'équation en y se changera en ecllc-ci
+ 7—1:^0, d'où z=-
Ces valeurs étant connues, celles dejv le seront par la relation y-\ — = I. En effet cette relation donne
et il n'y a plus qu'à substituer, au lieu de :;, successivement cbacune de ses deux valeurs pour trouver les quatre valeurs imaginaires de j'. En y joignant la valeur j=^l, on aura doncles cinq racines de l'équation y^ — 1=0, savoir ;
-|/5 1^10-2^5 ly-i . ±— — — j— K I.
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L'équation ^—1 = 0 exigerait la résolution de l'égoation z^+s"— 2s— l=Oî etréquation j^«— 1=0 exigerait celle de Véquation z^+s' — 33*--2s+i=0.
Les équations y+i=0, ^^+1=0, ^+1 = 0, ont les mêmes racines que les précédentes, au signe près.
Parcourons les degrés pairs. Les équations y — 1=0 , y* — 1=0, y — 1=0, n'offrent aucune difficulté, puisque chacune d'elles se décompose en deux autres dont les racines sont connues.
En prenant +1 au lieu de —1 , les équations analogues sont
^'+1=0, d'où J^=k^P^; y + 1=0, d'où J^=>/j>^;
^•+1 = 0, d'où y^\/]K^i.
Or, on connaît les valeurs de l^^^^y ]/—i^ J/ — 1 ; il n'y aurait donc plus qu'à en extraire les racines carrées par les procédés du n''197. IMais il sera plus simple de traiter ces équations comme réciproques : car les transformées en z , dont elles dépendent y ont leurs racines réelles et sont très-faciles à résoudre.
517. Les équations en z du 3"^ et du k^ degré auxquelles conduisent les équations fi — 1=0 et y^ — 1=0 sont complètes , et nous donnerons plus tard des méthodes pour résoudre les équations générales de ces deux degrés. Pour le moment , je me bornerai à remarquer que ces méthodes étant connues depuis longtemps , la résolution de l'équation y"^±i =0 l'était aussi pour les 10 premiers degrés. Dans les degrés supérieurs on pouvait bien encore , d'après la remarque du n° 512 , regarder comme résolus ceux dont les exposants sont des nombres composés des facteurs premiers 2, 3, 5, 7. Mais quand l'on passait à l'équation y— 1=0, tout cequ*on pouvait faire était de la ramener à une transformée du 5« degré , qui était complète aussi , et qu'on ne savait pas résoudre (*).
On en était là lorsque Yanderhonde donna l'expression de la racine de l'équation y— 1=0, à la suite d'un mémoire sur la résolution des équations, imprimé- parmi ceux de V Académie def
O Par la règle de M. Stuak on reconnatt fiijlemftpt qa« tOfflpt
fie ces transformées en e sont réelles.
Sciences , année 1771 . Mais elle D'élaît présentée que comme an résoltat de sa méthode gSaérale, et elle est restée longtemps ignorée. Elle l'étail encore en 1801, époque «ù Gacss publia un procédé fort ingénieux pour résoudre tous les cas de l't'iiaatioii y — 1^0. Plus lard, ce procédé a encore élé perfectionné pur IiAGRANGE , cl c'cst dsus Cet aulcuT qu'il convient de l'étudier aujonrd'hui : Résolution dus équations numériques, note XIV. Au reste , les expressions qu'il fournit pour les ratines sont en général pea utiles à cause des imaginaires qui les compliquent ; et quand on veut les obtenir sous la forme b+^^Z — 1 , il vaut mieux recourir à d'autres procédés , fondés sur les propriétés des lignes trigonométriqucs- Voyez ma Trigonométrie ou ma Géométrie analytique.
518. J'exposerai encore ici une propriété des racines de l'unilé , curieuse par ellc-métie , et dont les analystes font un usage trèquwit. Elleadéiàétéremarquécpourle3'degré(243), et elle consiste en ce qu'on peut, dans chaque, degré, reproduire toutes les ror 1 eiiies de l'unité par les puissances d'une des racines imagiaaira, t Reprenons l'équation j
et supposons d'abord que rn sôit un uombrc premier. Soit a l'une quelconque des racines imaginaires de cette t;qualion , on devr» avoir b.'"=^1 ; par conséquent , en désignant par» un nombre entier quelconque positif ou négatif, on aura
a'"-=l OU (a'']"'=l; I
donc toutes les puissances de a. satisfont à l'équation [â],
11 n'en résulte pas cependant plus de m valeur pour^ : car de «"=1 on conclut
c'est-â-dire qu'où n'obtient plus de nouvelles racines au delà de a". 11 en serait encore de même si on prenait des puissances négatives -. car<ma
D'un autre c6té il sera facile de prouver que si m est un nombre premier, les m quantités 1, a, a',... a"—' sont inégales. En effet, admettons pout un moment que n et n+r étant deux nombres
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moindres que m, on puisse avoir a" + '•=««. On en déduirait «''=1 , donc a serait une racine commune aux deux équations
Or cela est impossible quand m est un nombre premier : car si on cherche leur plus grand commun diviseur, les réductions successives qui s'opéreront dans les exposants de ^, seront les mêmes que dans les restes qu on trouve en cherchant le plus grand commun diviseur de m et r; et comme /;* est un nombre premier, on reconnaîtra que^ — 1 est le plus grand commun diviseur des deux équations. Donc a ne peut pas être racine commune à ces équations ; donc toutes les racines de l'équation [2] sont représentées par la suite.
La même propriété s'étend aussi aux cas où l'exposant m est un nombre composé, mais-alors il faut faire un choix parmi les racines imaginaires de l'équation , pour en avoir une dont les puissances reproduisent toutes les autres racines. Pour ces détails, je renverrai encore à la résolution des équations numériques^ Note XIII.
FONCTIONS SYMÉTRIQUES
Calcul des fonctions symétriques des racines d'une équation.
519. Il existe certaines fonctions des racines qu'on sait exprimer d'une manière générale au moyen des coefiScients des équations, sans qu'on ait besoin pour cela de résoudre les équations. Ces fonctions , qui forment une classe très-étendue , sont désignées par la dénomination Refondions rationnelles et symétriques ; ou, plus simplement , par celle Aefonctions symétriques.
Elles sont dites rationnelles, parce que les racines ne doivent y entrer ni sous des radicaux ni avec des exposants fractionnaires , c'est-à-dire qu'elles n'y sont combinées que par addition , sou»-
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RnclioR, maltiplication et divisinn ; el cllos sont dites symitrigues , nurcc que les rocines doivent y £tre conibîntVs de telle sorte qu'on ■hiisse les échanger eotre elles , suivant tel ordre qu'on voudra , BUs que la rouctiuD change.
m Par exemple , les expressions
■ , ,, , ab ac bc
m a'Jrb'+c'. TTi + rw-. + ;rn— S"**^»
■ 2c' 2if 2a
■nil. des fonctions de a, h, c, rationnelles et symétriqnca. La prenùèro est entière , et la seconde est fractionnaire.
■ Plusieurs quantités a, Z>, c, tf, elc. étant données, si on lesar- Dange deux à>deux de toutes les manières possibles , et que dans B^iaqac arrangement, tel <incab, on donne l'exposant u au premira HEuilear, et l'exposant p au second ; on aura une suite de produits Hds que a'b'^ , dont la somme est évidemment une fonction sjmé- Blriquc des quantités a, b, c, d, etc. On dit que cette fonction est Wdùuùle, parce que chaque terme renferme deux de ces quantités , et
OD la repr<%onte d'une manière abrégée par S {a'b--) -. la lettre S est employée ici pour désigner le mol somme. Où comprend de même ce que doivent être les fonclionK symétriques triples, quadruples, etc., représentées par Stii'/'^rt), S{a^b^cyd^), etc.
En suivant cette notation, les fonctions simples^ telles que iz^+i'+c'-fclc, , seraiojil représentées par S[a') ; mais, pour abréger davanta^'C, on écrit ordinairement S^. Ainsi, on a
S,=a+i+c+clc. , S,=a'+b''+c'+elc. , S^=fl'+i'+c'+etc. , etc.
La notation dont on vient de parler se rapporte aux fonctions symétriques entières. Quand elles sont fractionnaires , oDcmnmence par les réduire au même dénominateur, et alors on a une frâcUw dont les deux termes sont des fonctions symétriques et entières. C'est pourquoi l'on n'aura à s'occuper que de ces dernières.
520. La première question à résoudre sera celle-ci : Une équation étant donnée., trouver les sommes S, ^ S,, etc. des puissances semblables et entières de ses racines.
Soit l'équatioD X = 0 ou
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dont je désigne les m racines par a^b^c^d On a tronyé n^' 380
le quotient de X par x—a^ et on peut avoir de même les quotients de X par chacun des autres facteurs x—b^ x—c , etc. Or, en ajoutant ces m quotients, on sait que la somme doit être égale au polynôme dérivé X' ou
mx^-^ + (m— 1)P j:'«-> 4- (w— 2)Qj:'»~34, (m— 3)R3h-4. . . . + T :
il faudra donc que les multiplicateurs des mêmes puissances de x soient égaux de part et d'autre. De là résulte la détermination des sommes demandées.
Reprenons donc le quotient de X par x — a,
S.+P=0, S.+PS.+2Q=0, [2] / S3+PS.+QS.+3R
S_,+PS«-<+QS«_»....+(»i— 1)T=0, :.
Au moyen de ces équations, U sera facilo de calculer speccstiive* ment S,, S,, S,,.... et eiifiD S„_,.
Ces délerminatious s'arriitcat à la somme S„-,, maïs il est facile de B'Élevi?raux sommes S„,S^^,,A„ + a, etc. A ccteSct, fibservoDS qu'en substiluiiiit successivement u, li, c,.... datt l'équation [IJ^on doit avoir
a-+ P«— ' + Qd*-'....+Tfl + U = 0, i'+Pi"— +Q6—'....+T6 + U=0, etc.,
mnlliplions ces m é^lilés respectivement par a", b", etc. , irais
I«jonlons-lcs : d'après la notation adoptée , il viendra S„+.+PS™+„.,+QS„ + „_,....+TS, + ,4-TJS,^0. ' n peut faire snccessivement n=0, 1, 2, etc.^ et l'on aura, pott llKlenninerSw, S„+,. S™^-^, etc., ces relations : I [S. +PS„_, +QS„_,....+TS+LS„ = 0, k j-3^ I S„ + , + PS„, +QS^ +Ï5'+ÏJ5'=?' Ba US esl
I S„ + .+PS„ + .+QS„ ....+TS,+US
Dans la première de ces relations on peut remplacer le tenue j US, parmU,carS„ = a''4-/)°+c''+ctc. = m; et alors on voit qu'elfe I est comprise dans la môme loi que les équations [2]. Cette relation fera trouver S,» au moycndessommesS,,S,,... S,„_, déjà connues) et en passant successivement à chacune des rdalions suivantes, aa déterminera cliaque somme nouvelle au n^yen de sommes dép calculées.
Il est utile d'observer que tontes les sommes S,, S,, S,, etc. seront exprimées , sans aucun dénominateur, en fonctions des coetBcieuts P, Q , R , etc. Cède conséquence résulte de ce que le premier terme,daus chacune des relations [2] et [3], al'unité pour coellicienl.
Pour présenter une application numérique, prenons l'équation ^'— 7x + 7=0.
Dans cet exemple on a P= 0, Q = — 7, R=7. Puisque P= 0 , la relation S, +P = 0 donne S, = 0 ; par suite les relations^qui déterminent les sommes S,, S.,... Sg se réduisent à celles-ci, S, = 0, S,+2Q = 0, S3+3R = 0,
S, + QS. = 0, S,+ QSj+RS. = 0, S,+QS,+ RS,=0;
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et en substituant les valeurs de Q et de R , on trouve facilement S.= 0, S.=14, S3=-.21, S,= 98, 85=— 245, S,=833.
521. JRema^Hl^. ^^^^ Téquation S«,+n+ etc.= 0 trouvée plus haut, n peut être un nombre négatif, et par suite cette équation peut déterminer les sommes des puissances négatives des racines. Ainsi, en faisant /i=— i, — 2, etc., on aura
Sm-, 4-PS«_, .... + TS,+US-, =0,
S/n— a + PSm— 3 •••• + TS— i + US— a= 0,
etc.
équations qui feront connaître successivement S-i, S-.a, etc.
Mais il sera plus simple de cbanger a: en - ^ans l'équation
proposée [1], et de cbercber ensuite, au moyen des formules [2] et [3] , les sommes des puissances positives des racines de la transformée. Il est clair en effet que ces puissances sont les puissances négatives de ^, ^, c,.,,.
522. Je passe à la détermination des Jonctions doubles, triples^ etc. représentées par S{a^b^) , S(ût«Wc>), etc.
Pour trouver S(a«6/^) , on multiplie entre elles les deux sommes
a^ + b^ + cf^..,, = Sj:.
Le produit contient deux sortes de termes : 1** la somme de toutes les puissances a+p des racines; 2° la somme de tous les produits qu'on forme en combinant la puissance r d'une racine quelconque avec la puissance p d'une autre racine. Or, la première somme est dénotée par Sx+/^, et la seconde par S(ût«W) ; donc
et de là on tire , pour les fonctions doubles , la formule
Pour trouver la fonction triple S{a»b^cy) , on multiplie entre elles les trois sonunes
I -494 uujsm» d'aloIsu
Lo pro Juil cBl une fonclion sjmétriqac qui renfermei-a éTidommeoE tous li's termes compris dans cbacuiie des cinii formes
^«+Ê+V a"-+^i> u»+>i'3 fl^+^i*, aj'b^c*; I donc, «n vertu de la notation moTeaae, on aora^P
KMais la formale des fonctions doubles donne
[ En snbsUtuantdonc ces valctirs dans l'égalité précédeate , et tirait I ensoite de cette égalité la Talcur de SCa'fr^O) , on obtient, poor [ les t'oncttoos triples, la formule
I Poor avoir les fonctions quadruples, etc., ou se conduira d'me inanière analo^e : le procédé ne préseute aucune difficulté.
Ici encore il importe d'observer que S,, S,, S,, etc. s'exprimant sans dénominateurs, en fonctious des coefficients de l'équation proposée , il doit en ôlre de même des sommes Sia^bi) , S',/z'b':c:i] , etc.
523. Les formules auxquelles on est parvenu pour ces dernières sommes doivent élremodiliêes quand quelques-uns des esposanU sont égaux. En eifet, une somme quelconque Siw-ùxcr...), dans laquelle chaque terme renf<#me n lettres , se compose en formantlmi les arrangements 1 à 1 des lettres a.;b,c,... et en donnant respeetÎTement aux n lettres de chacun d'euxles exposants c, ^,7,... Or, supposons que dans un terme la lettre a ait l'exposant :t , et ^ l'exposant ^, il y aura uécessairement un autre terme qui ne différera de celui-là qu'eu ce que a el 6 auront été échangées ; donc ces deux termes deviendront égaux gi on suppose |3 = a ; donc alors l'ensemble des termes différents n'est plus que la moitié de la formule générale.
S'il y a trois exposants égaux , il est clair que chacun des termes différents de la formule sera répété dans cette formule autant de fois qu'il y a d'arrangements 3 à 3 avec trois lettres ; donc , pour n'avoir que la somme des termes différents , la formule générale doit éîre divisée par 2x3. £t en général, si p est le nombre des expo-
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suits égaux, il faudra diviser la formulo générale par âx3....x/'. Ces divisions s'effectueront sans laisser aucun dénominateur dans les formules , mais il serait difficile de le reconnaître par ce qui précède : le procédé suivant mettra cette propriété en évidence.
Méthode de M. Gaucbt pour le calcul des fonctioiu symétriques.
524. Cette méthode est extraite des Exercices de Mathéma^ niques , 4'' aimée : elle consiste à éliminer successivement de la fonction symétrique chacune des racines a^ b^c, d,...; elle se fonde sur la proposition suivante.
Soit 2 une fonction symétrique rationnelle et entière des racines d'une équation X = 0 ou
Joignons par a l'une de ces racines, et admettons que d'une iiuiiiière quelconque on transforme s en un polynôme ordonné par i^pport à a , de telle sorte qu'on ait
L,M, N,... étant des coefficients composés avec P, Q,R,... U. Si alors on divise ce polynôme par
je dis qu'on obtiendra un reste indépendant de ^z , et que ce reste sera précisément la valeur de i.
Quel que soit a, cette division doit donner un reste de la forme }a»-«+pi^z"»-«....-f 0a4-j3. Pour abréger, nommons r ce reste, q le quotient, et A le diviseur; on aura 2= A^ + r. Or, a étant racine de Téquation donnée , on doit avoir A= 0 ; donc 2 = r, ou , ce qui est la même chose,
On aurait pu conserver dans le calcul, au lieu de a , Tune quelconque des autres racines de X=0; et comme 2 est une fonction symétrique des m racines, il est clair qu'on serait arrivé à une valeur toute semblable à la précédente , avec cette seule différence que a y serait remplacé par l'une quelconque des m— 1 autres racines. Or, la valeur de 2 doit demeurer la même quelle que soit la racine que l'on conserve dans le calcul ; donc ; en posant
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cette équation , qai est de deg^ré inférieur à m , devrait admettre m racines , ce qui est impossible , à moins qu'on ait
X = 0, fi=0,....9 = 0, J3=2:
c'est la proposition qu'il s'agissait d'établir. Remarquez que le polynôme diviseur a'«4-P«'"~* + Q^"^*.... n*est autre queX où l'on change x en a.
Dans cette démonstration on regarde les m racines de l'équation [1] comme inégales entre elles, mais la conclusion n'en est pas moins générale. Pour s en convaincre, on peut supposer d'abord, comme nous Tavons fait, que toutes les racines soient inégales, et ensuite faire varier les coefficients P, Q , . . . U par degrés insensibles, de telle manière que la différence entre deux racines, ou même plusieurs différences, approchent aussi près de zéro qu'on voudra. Or les dernières égalités ne cessent point de subsister, quelque petites que soient ces différences ; par conséquent elles seront encore vraies quand c<'s différences s'évanouiront, c'est-à-dire, quand les racines de l'équation [1] cesseront d'être inégales.
525. Dans la proposition qui fait l'objet du numéro précédent, j'ai supposé qu'on avait déjà éliminé de la fonction i toutes les racines excepté une. Maintenant je vais expliquer comment par l'emploi répété de cette proposition l'on peut en effet éliminer delà fonction i successivement chacune des racines qui la composent.
Soient a, b^ c,... i, A, /, les 7ii racines de l'équation X=0 : en divisant successivement X par chacun des m — 1 facteurs x— a, .r— 6,.... X — /:, l'on aura différentes équations, dont la dernière sera du l^"^ degré et aura / pour racine. Arrêtons un moment l'attention sur cette suite d équations. X étant un polynôme de la forme
pour faciliter la division de X par x — a^ ou s'y prendra comme dans la remarque du n^' 380 , et l'on aura un quotient
X, = x^- ' + P, a:"»-=» + Q,^'"-^ ^ R^ ^^«-4 . . . . ^ dans lequel P, , Q, , R, , . . . sont composés comme il suit :
P.=«+P, Q,= a'+Pa+Q,
R, = a3+Pa'4.Qa+R, etc.
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Semblabl^ment , en divisant X. par x-^-b , on tronvera nn quotient dans lequel on a
R,= y+ P,6>+ Q,6+R, , etc.
En continuant de cette manière on arrivera à nne division où X — i sera pris pour diviseur, et où le quotient sera du S' degré ; puis enfin à une division où ce sera x — k qu'on prendra pour diviseur, et où le quotient ne sera plus que du 1'' degré. II est bon de remarquer ici que les divisions successives par x — a^ X — b , etc. ne peuvent amener aucun dénominateur dans les différents quotients , et que dans tous ces quotients le cœflGicient du premier terme est l'unité.
Remplaçons x par a dans X, par b dans le !<"' quotient , pat c dans le 2%... et enfin par A:, /, dans les deux derniers : on aura ainsi des polynômes que je désignerai par
Le 1l^^ sera ordonné par rapport à ^z , et ses coefficients ne seront autres que P, Q, R,.... Le 2* sera ordonné par rapport à 6, et ses coefficients seront composés avec ^z et P, Q, R,.... ; le 3*^ sera ordonné par rapport à c, et ses coefficients seront composés avec a^ bj et P, Q, R,.... Ainsi de suite, de telle sorte que le polynôme K, ordonné par rapport à A:, renferme dans ses coefficients les m — 2 quantités a, b^ c,.... £, tandis que le polynomeL, ordonné par rapport à /, renferme les /»— 1 quantités é^, 6, c,... i, k.
Maintenant reprenons la fonction symétrique 2, telle qu'elle doit être composée avec les m racines ûj, ^, c ,.... i, ^, /. Si on n'y fait d'abord attention qu'à la seule racine /, on l'éliminera en y substituant , au lieu de cette racine , sa valeur tirée de l'équation L = 0. On peut encore, ce qui est la même chose (524) , ordonner 2 par rapport à /, diviser 2 par L, et alors le reste sera égal à 2.
Cette valeur de 2 , où n'entre plus /, est encore fonction symétrique rationnelle et entière des m — 1 racines a^ b^Cy... i, k. On IK>urra en éliminer k , en l'ordonnant par rapport & A , et en la dlvl-
sant ensuite par K ; le reste, qui doit <>tro iodèpcnilanl de A, wn encore égal it ï.
Eu coatiuuant aitisî , ou éliminera successivement de : tontes les autres racines. Quand :£ oe renfermera plus que a, ou l'ordonnera par rapport à a , puis on diviscta s par A. Le reste devra être indépendant de a, et il sera U valeur de ï qu'il s'agissait de découvrir.
526. Le premier terme des polynômes employés comme diviseurs dans CCS élimina dons successives , ayant toujours l'unité pour coefficient, U s'ensuit que les différenla restes ne renferment point d'autri-s dûoumiuateurs que ceux qui se trouvent dans les coeflicients de l'équatiou proposée : de sorte que si ces coefficients wql d(9 nombres entiers, la valeur de £ sera aussi un nombre entier f*).
Cette conséquence , comme on voit , découle immédiatement du procédé de M. Ciccav.
527. Les fonctions symétriques se présentent d'eUes-mëmes duis la transformation des équations , toutes les fois que les racines de la transformée doivent^lre des fonctions ralionnelies des racines de l'équation donnée.
(') A l'aide <1( eotiert, M. CtD< pins petite difiei
ConsidéroDs d'atiord désignons pat V la foin
euiarqae , qaand l'éqaalîon n'a que des ooefficienb irmiDe ïtnniêdiatement une quantité moindre quel)
ts gëDÉral. QneU que soient les coef&cUntE, syniétrïqae égale ait ptodait des cariés des différences des racines, pat « le module de V, et par u, u!, u",... lus modales de ces diflerenceii : d'après les proptictéi connues des modales Q-.S) on liait
On sût (4^9) trouver une limite Eupérieure des modules des racîaes. nommant m cette limite : chacun des modules u, u', u".... sera ^a». Pour abréger, posons ta<.m — ij^an : le nombre dcu qaantitéi u', u" sera représenté par n — 1; donc on a u'u"..- <(aû-)" — ', et par s ni te Ki» <n(i»)"~^
Si l'équation proposée n'a que des coel'flcieuts entiers,, v est an moïni cjal à 1 . En même temps on penl supposer qoe h représente l'une quelconque des dillércuces entre deux racines réelles : et alors l'inégalité ci-desiui fera connaître sar-le-cbamp une quantité moindre que 11 plus petite de ces diSérentes, car elle di
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Soient ^, 69 c,.... les racines de réqnation donnée : pour fixer les idées, je suppose qa'il n'entre que deux de ses racines dans la composition de chaque racine de la transformée, et je représente par F{a^ b) la fonction rationnelle qui exprime la loi de cette composition. Imaginons qu'après avoir fait tous les arrangements deux à deux de ût, ^, c,.... on mette successivement dans F(ût,^),aulieu de a et 6, les deux racines de chaque arrangement ; il est clair qu'on aurait ainsi toutes les racines de la transformée , savoir :
F(^,6), F(û5,c),.... F(6,a), F(V)v- etc. Par conséquent cette équation, décomposée en facteurs, serait
[z-F(fl,ô)][2— F(a,c)].... =0.
Ce produit ne varie pas en faisant entre a , 6, c , . . . tel échange qu'on Toudra, car alors les facteurs ne font que se placer dans un autre ordre; on est donc sûr qu'après la multiplication , les coefficients des différentes puissances de z seront des fonctions symétriques et rationnelles de a f ^, c , . . . . Ainsi , en se servant des procédés expliqaés dans ce chapitre , on pourra exprimer ces coefficients au moyen de ceux de la proposée.
528. Mais il existe une autre manière , souvent préférable , d'employer les fonctions symétriques. Elle est fondée sur cette ob* servation très-simple que les relations [2] et [3] du n"" 521 , entre les coefficients d'une équation et les sommes des puissances semblables des racines, peuvent servir à découvrir les coefficients de l'équation quand ils sont inconnus, pourvu qu'on connaisse ces sonmies jusqu'à celle des puissances dont l'ordre est égal au nombre des coefficients inconnus , c'est-à-dire au degré de l'équation.
En conséquence, pour arriver à la transformée, on détermine d'abord à quel degré elle doit s'élever ; ensuite on cherche les sommes des puissances premières, secondes, etc. de ses racines jusqu'aux puissances dont l'ordre est égal au degré de cette transformée; puis, à l'aide de ces sommes, on calcule les coefficients inconnus. Et quant à ces différentes sommes, il est clair qu'elles sont des fonctions symétriques des racines de la proposée , et qu'elles peuvent s'exprimer par les coefficients de cette équation.
529. Comme exemple , je reprendrai ici la question de l'équation aux carrés des différences, déjà traitée n"" 427. Les fonctions vpùb^
Iriques on dooncnt la solution la plus simple et la plus él^ail dont elle Boil susceptible. La question est c«ilo-d :
Trouver Vèquation dont les rdcines sonC les carrés des différences de celles d'une équation donnée
i&] :r" + Pj:"— +Qj.-"-»....=0,
Représentons l'équatioa cherchée par
\B\ r"+7j=-— + î!?--'+rz''-3.,.. + /=+u = 0.
Los m racines de [Â] étant a, b, c,..., celles de [B] seront {,a—b)\ {a—cf, (a— rf)*,.... (*— c)', {b—d)',.... (c— rf"),.... etc.
Le nombre de ees carrés est éTidenunent celui des combinaisons deux à deux qu'on peut faire avec les m quantités a, b, c, etc. ; donc le degré de l'équation cherchée sera n^'._m[m — 1).
Les coefficients/», y, r,... seront faciles à trouver quand on connaîtra les sommes des puissances semblables et entières des racines de l'équatioD [B] , depuis la somme des premières puissances jusqu'à celles des puissances n""". Désignons donc par jt,/., /,, etc. ces nouvelles sommes , el cherchons la valeur générale de ;£?, a étant un nombre quelconque , entier et positif. .
Les racines de celte équation sont les carrés (a — b)', etc. , rapportés plus haut ; donc en les élevant à la puissance « , on a /„ = (fl_t)>-4.(a_(r)'«+(<i— rf)"«....+(6— 1)'--+ etc. Ponr trouver cette somme, considérons l'expression
>f(x) = (j— fl)>»+[x~fc)'«+(a7— c)»M- etc., qui comprend les m binômes x — a, x — i, x — c, etc. Si on y fait SDCcessivcment x—a, b,c, etc., et qu'on ajoute les m résultats, il vient évidemment
2/"«=<p[a)47{i)+ï(c)4-etc.
Si on développe les puissances qui composent <f (x), on trouve
l j:"— 2aaj:"'-' + — — a^x*^-\... + a"
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OU plus simplement , en se servant de la notation S, , S, , etc.,
2ar2a — 1) ç(a:) = mx^^— 2«S, j:«*-« + — V^r— S.o:»*- «.... + Sa* ;
donc, en substituant successivement ^ , b^c^,., au lieu de jt , et ajoutant les résultats , il viendra
2/ût=//lSacfr — 2aSiSa*— 1 + — -—-— - S>Saat-a.... 4*wSâ*.
Dans le second membre, il est aisé de reconnaître que les termes à égale distance des extrêmes sont égaux ; par conséquent, en s'arrétant au terme du milieu, et ne prenant que la moitié de ce terme, on aura la valeur générale de /« , savoir :
..«.JX— z t: ;;; ^*^*«
2 1.2.3 .... et
Gomme les signes sont alternativement + et — , il n'y aura jamais d'incertitude sur le dernier.
Voici maintenant les opérations qui sont à effectuer.
l"" On calculera les sommes S,, S,, S3,... jusqu'à Sa« par les relations connues
S,+P=0, S,+PS.+2Q=0, etc
2° Dans la formule qui exprime fa, , on fera successivement a=l , 2, 3,... jusqu'à /i , et on aura ainsi , pour déterminer les n sommes /,,/,,.../„,
/,=7nS.— S.S., /,=7nS,-^4S.S3+3SÂ,etc.
3<^ Enfin les relations entre ces n sommes et les n coefficients /?, 9, r,... donneront les valeurs de ces coefficients, savoir :
P^-fn q=-l(L+/.), r=-l(f,+pf,+ qf,), etC. ' / /
On ne voit point , par ces valeurs mêmes, si les fractions ;, ;,... disparaîtront à la fin, mais la remarque du n"" 526 prouve qu'il en doit être ainsi : de sorte que, si l'équation proposée n'a que des coefficients entiers , l'équation aux carrés des différences n'aura aussi que des coefficients entiers.
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530. Une marche (ont à fait analogue à celle qu'on a spivie p troDver l'équation ans carrés des diSérences peut encore être ei ployée dans un grand nombre de cas , et Dotaniment dans ceu\ 0 les racines de la transFormée devraient être des puissances s blablcs et entières de la dilTérence, delà somme, du produit ou dl quotient de deux racines quelconques de Téqualion donnée.
Par exemple, supposons que chaque nouvelle racine soit la puis- ] sancc A de la somme a-i-b de deux racines de l'èqualion [A], t posant n^jin^m — t), la transformée devra être de la forme.
et 5i on fait
..+tz+u
■f (<i4-c)K.. + (fi+c)'»+ etc.,
le calcul se réduira à cxprimer/it pariiue formule générale. A cet j effet, on prendra )a fonction
î(x)=r (j:+a)*=' + (x+i]*='+ (JT+C)*» + etc. ,
MùDt le développement est
" ,(.r) = mj^- + i>S,:r*--< + ^'^^^'"'^ S,j^*— .... +Si«.
Or, si avant le développement on substitue dans if (x) successivement a, h, c... au lieu de .z , la somme des résultats sera égale à 2/a,-l-2'''S*«; par suite il est aisé d'apercevoir qu'en faisant k> mêmes opérations sur le développement, on aura
et enfin de là on tire la formule chercbée
/.= (m— 2**— )S*«+AaS,S*.-, + -
Lorsque inséra pair, on s'arrêtera au terme qui contient S avec deux indices égaux , et en n'en pt^ndra que la moitié ; mais lorsque kz sera impair, on s'arrêtera au terme dans lequel les deux indices sont ;(Âa— 1] et 7(^3+1), et ou le prendra tout entier.
531. Les fonctions symétriques fournissent encore un procédé d'élimination qui a l'avantage de faire connaître le degré de l'équation finale. Soient les deux équations
[1] .r"+Pj:''~'+Qx"'-' + Rjr"— '... = 0,
[2] ;c»-hP'j«-'+Q'jr'-»-f-R'^"-i..=0,
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dans lesquelles P, Q, . . . P', Q^, . . . son t des fonctions do j^. Si on pouvait résoudre la première par rapport à j: , on en déduirait m valeurs a, i, c,... qui seraient fonctions de ^, et en les substituant dans la seconde , il viendrait pour déterminer les valeurs de j^, m équations délivrées de jc, savoir :
l J V + Fc"-' + Q'c?«-> 4* R'c— «....= 0,
Mais , en général, la résolution de l'équation [1] est impossible, et la question est de trouver une équation finale qui renferme indistinctement toutes les valeurs de^.
On aura une équation qui remplira cette condition en multipliant entre elles les m équations [3] : car la résultante sera satisfaite par chaque valeur de y tirée de Tune d'elles , et elle ne peut pas l'être autrement. Or, les facteurs de cette résultante ne font que changer de place, quelque permutation qu'on opère entre les quantités a^b^c^ etc.; le produit ne renfermera donc que des fonctions symétriques , entières et rationnelles de ces quantités ; donc on pourra les exprimer au moyen des coefficients de l'équation [1] , et de cette manière on aura l'équation finale en y. Ce procédé d'élimination conduit en général à des calculs très-prolixes ; mais il fait trouver l'équation finale avec toutes les racines qu'elle doit renfermer, et sans complication de racines étrangères.
532. Ce procédé a surtout l'avantage de conduire à un théorème général sur le degré de l'équation finale. Dans ce qui vient d'être dit , la 1^ équation est du degré w , la 2« est du degré w ,- et P, Q, etc. , F, Q', etc. sont des fonctions quelconques Aey .• mais, pour le théorème dont il s'agit , ces fonctions doivent être, comme au n*' 408 , des polynômes tels que la somme des exposants de jt et de ^ soit au plus égale à m dans chaque terme de l'équation [1] , et au plus à n dans chaque terme de l'équation [2]. Alors nous avons à examiner à quel degré j^ peut s'élever dans les fonctions symétriques qui composent le produit des équations [3].
Chaque terme de ce produit est lui - même le produit de m termes pris respectivement dans ces m équations , de sorte qu'en désignant ces termes par Ya«, Y'i^, Y"c>,.... le terme du prodipit sera YY'Y".....x«*fr^c>'.... Mais le produit des m çqua^oni^ étoRt
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symétrique par rapport aux quantités ^e, 6 , c ,.... on doit y tronrer tous les termes de même forme qu'on peut faire avec ces quantités ; par conséquent on est sûr qu'il renferme tous les termes représentés par
[4] YYT'...,xS(a*t^c'V.,..).
n s'a^t maintenant d'évaluer le degré de cette expression.
D'après les suppositions , le degré de y est au plus égal à n— a dans Y, à ;*— (3 dans Y', à /i— 7 dans Y", etc.; donc, dans YY'Y"..., a sera au plus égal à mn — a — p — 7.... D'un autre côté , si on se reporte (520) aux relations d'où se tirent les sommes S, , S3 , S3 , etc. , on voit que P étant au plus du 1«' degré en y^ Q du 2«, R du 3', etc., le degré de j^ dans ces sommes ne doit point surpasser l'indice de S ; et semblablement, si on se reporte (522] aux formules qui expriment les fonctions doubles , triples , etc. , on reconnaît encore que dans S{a^bhy, . . .) le degré de y ne doit point surpasser a+p+7. . . . Donc, dans l'expression [4] , le degré de y sera au plus égal à mn. La même chose peut se dire de toutes les fonctions symétriques dont la somme compose le produit des m équations [3] ; donc, enfin, l'équation finale ne peut point être d/iin degré supérieur à mn.
La démonstration semble exiger que Tcquation [1] renferme le terme :?:'«. Mais ou peut supposer qu'il y ait d'abord devant x"' un coeflRcient A, indépendant de ^, et qu'on ait divisé toute l'équation par A. Alors , l'équation finale en^ devant subsister quel que soit A, on pourra y faire A=0, et il est clair que cette supposition ne saurait en élever le degré. Du reste, il faut entendre le théorème en ce sens, que l'élimination entre deux équations générales , Tune du degré m et l'autre du degré n , doit donner une équation finale du degré //m; mais que, dans des cas particuliers, ce degré peut devenir moindre.
Les deux équations x— ^"=0, x''-\-ay''-\^by>\-c=^0 ^ quoique très - simples , donneront véritablement une équation finale du degré /un ; car, en substituant dans la seconde la valeur de x , tirée de la première, il vient j>""+<^r?" + ^j^+c=0.
Au contraire, en éliminant .r entre les équations .r" — ;>''"=0, ^" + ^j'"H-^^ -f-t = 0, on aurait une équation finale de degré moindre que itm , savoir : y""- + ay"" *\*hy-\- r=0.
533. En étendant le théorème à un nombre quelconque d'équations, ou aura le théorème général dû à Biizoui, et dont on a déjà
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rapporté renonce n^ 424 , savoir : que si , entre des équations en nombre pareil à celui des inconnues , on élimine toutes les inconnues hors une , le degré de V équation finale devra être tout au plus égal au produit des degrés de ces équations.
Ayant Bezout, le théorème était connu pour le cas de deux équations ; et Cramer , dans un appendice de son Introduction à Vana-lyse des lignes courbes , en avait donné une démonstration fort simple qui , au fond , ne diffère point de celle que nous avons exposée. Il était à désirer que la même démonstration fût appliquée à tous les autres cas : c'est ce qu'a fait M. Poisson dans un mémoire qui est imprimé parmi ceux du onzième cahier du Journal de V Ecole Polytechnique , et que M. Lacroix a aussi inséré dans le complément de ses éléments d'algèbre.
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU 3** ET DU 4" DEGRÉ
Résolution de l'équation du 3« degré.
534. Je supposerai qu'on ait fait disparaître le second terme de l'équation du 3« degré , et , pour éviter les fractions , j'écrirai cette équation sous la forme
[1] x'+Sp^-l-âj—O.
Parmi les différentes manières de la résoudre , la plus simple consiste à former à priori une équation du V degré sans second terme, laquelle admette une racine connue, mais exprimée avec des indéterminées, et à se servir ensuite de ces indéterminées pour rendre cette équation identique avec la proposée [1]. Pour établir cette identité il faudra poser deux égalités, et par ce motif on emploiera deux indéternunées.
Soit fait .r = a+ô : en élevant au cube, on aura j:^ =^^+6^ +3fl6(a-|-6) j puis , remplaçant a-\-b par x et transposant, il vient
oqnatùta qui adinol la racine x=:a-^b, et qu'il faul rendre idenli avec [1]. En uiasùquaitfi on posera
La preroiôro de ces écaillés donne «^6*=—^'. Ainsi, on I itSAtnino a'4-6) et le produit a^^^ Donc les valeurs de a' et ^' «onf Inclues d'une équation du 2° degré, dans laquelle le coefficient d» cond terme est égal à +3-7 , cl le dernier terme égal à ~-p'' -, do )rte qae celle équation aern , en opptJant s l'inconnue,
9K*esl«lle qu'on nomme la rêduiie de l'équation [1]. Ses deux racines représentent les valeursde a' et 6^ ; cl d'ailleurs a peut inditTércmment prendre l'une un l'autre pour la valeur 0 a^, car cela revient à changer a en ^ et i en a dans la valt Kf =iM-A. Je prendrai
^ par suite il viendra
Chaque radical carré n'a ici qu'une seule valeur, mais chacun des radicaux cubiques en n trois. Si on pouvait satisfaire aux équations [3] sans fairt; aucun choix entre ces valeurs, on pourrai! aussi, pur les mi'mns valeurs, rendre l'équaliun [t] identique à l'équation [2] ; et puisque a+A est racine de la seconde , on devrait Mtisfaire à la première en prenant
leur
[*] x = \^—q + Vq'+p^ + ]/—q—yq'+pK
Mais uue remarque importante se présent* d'elle-inéme : c'est que chaque radical cuhique ayant trois valeurs, il s'ensuit que l'expression ci-dessus en a neuf, taudis que l'équation [1] ne doit avoir que trois racines. Il faut donc expliquer d'oii vient cette multiplicité de valeurs , et discerner parmi elles celles qui sont véritablement racines de l'équation [1],
A cet effet observons , qu'à proprement parler/^ ne sont pas les équations [3] qui ont été résolues pour avoir atAb, mais bien les «tqua lions • [5] a'b^=~p^, a'+b^ = — 2q.
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Or, si on représente par « et a* les deax racines cubiques imaginaires de l'unité , lesquelles, comme on sait, sont le carré Tune de l'autre (518), il est clair que Téquation «^i'=—/7' peut provenir également de l'élévation au cube de chacune de celles-ci
ûft= — /?, ab=. — ap, ab= — ap.
De là il suit que les neuf valeurs renfermées dans la formule [4] doivent donner les racines des trois équations
[6] j:^4-3px-|-25r=0, x^-\^^oipx-{-2q=0^ x^+3a'j5x+2^=0.
On peut encore considérer ces neuf valeurs comme les racines de l'équation du 9« degré qu'on obtiendrait en multipliant entre elles les trois équations ci-dessus. Mai&il sera plus simple , et cela revient au même , d'élever au cube l'une quelconque de ces équations , après avoir transposé dans le second membre le terme qui contient p. De cette manière on trouvera sur-le-champ
Quant aux racines qui se rapportent spécialement à chacune des trois équations , ce qui précède donne le moyen de les distinguer : car, selon que le coefficient de x sera 3/? ou 3a/? ou 3a^, il est clair qu'on ne devra ajouter que les valeurs de <2 et ^ pour lesquelles on a ab=^ — p ou ab=: — op ou aZ»= — a/?.
Par celte règle, il sera facile de former les racines de la proposée j:'+3pj:+2^ = 0 , la seule dont nous ayons à nous occuper. Désignons par A une des valeurs du premier radical cubique , et par B une des valeurs du second , les valeurs de a et ^ seront
fl=A, «A, a'A; 6=B, «B, aB.
De plus supposons , ce qui est permis , que A et B représentent des valeurs dont le produit soit —p. D'après ce qui vient d'être dit , on ne devra ajouter que les valeurs , dont le produit est AB ; donc, en 86 rappelant que a^=i , il faudra prendre
a:=A+B, X=aA+a'B, j:=a'A+aB;
et d'ailleurs on sait (516) qu'on a
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Si on remptace A et B par Ips deux radicaas cnbiqoes, cla,«' par leurs valeurs, il viendra
Telles sont les racines de l'éqnatioa proposée : mais il faut avoir soin d'attacher aux deux radicaax cubiques le même sens restreint qa'ii A et à B, sans quoi l'on pourrait trouver de fausses racines.
b35. Pour discuter ces valeurs il sera plus commode d'y laissa subsister A et B au lieu des radicaux cubiques, et d'isoler ce qui multiplie (^ — 3. De cette manière , on a = A + B,
Je supposerai aussi , comme on le fait ordinairement , qnc les coefficients 3p et 2q représentent des quantités réelles. Alors, celte équation étant de degré impair, a toujours une racine réelle , et il est permis de supposer que A et B sont les valeurs de d et * qui donnent cette racine; do sorte qne A + B sera une quantité rédle. Cela posé , reportons-nous aux deux radicaux
■q+Wq'+p', li-.
Si i7'+/j^>0, chacun d'eux a une valeur réelle ; donc on peut supposer A et B réels. Par suite A+B et A— B le se^nt aussi ; d(MK la première racine jr = A+B est réelle, et les deux autres sont imaginaires.
Si q'-i'p''i=0, on aura A=B, et alors les trois racines sont :r = 2A, jr = — A, jr = — A. Elles sont toutes trois réelles, et les deux dernières sont égales entre clUs.
Enfin soit q'+p^^fi , ce ([ui exige que p soit négatif. Alors a cl i'
LEÇONS d'aloSbrc. 509
n'ont plas de détermination réelle, et par suite les trois valeurs de x se trouvent compliquées d'imaginaires. Cependant on sait que l'une d'elles doit être réelle; et même il est évident que les cas où les trois racines de Tcquation [1] sont réelles et inégales ne peuvent se trouver que dans rh}'potlièse actuelle q*'\'p^<CP. Ou aurait donc tort d'aflirmcr que les valeurs de x sont imaginaires. Je vais prouver en effet qu'aucune d'elles ne l'est ; et comme on peut toujours supposer que A et B sont des déterminations telles que la somme Â+B représente la racine réelle dont l'existence est démontrée, tout se réduit à faire voir que la partie KA.— B)k^^, qui se trouve dans les deux autres valeurs de x^ doit être réelle. Par les seules règles du calcul on a (A— B) (A'-f AB+B')=A'— B*;
donc
A*+ AB + B" (A+ii)'— AB'
Mais, à cause des valeurs de a^ et de 6^, on a A^ — B3= ^l^q'^p^; et, par la manière dont A et B ont été choisis, ;on a AB = — /?; donc , en faisant A4-B = j:', il vient
et par conséquent
A-B 1/-- _ k-3(/yV)
Or, par hypothèse , on a ^*+/?'-<0 ; donc la quantité ci-dessus est réelle ; donc les trois valeurs de x le sont aussi.
Il est démontré par là que, dans l'hypothèse /?'+^'<0, les imaginaires qui affectent les trois valeurs de x doivent se détruire; par conséquent il semble que le calcul doive fournir les moyens de les faire disparaître. Cependant il n'en est point ainsi ; et , à moins de recourir à des séries non terminées , l'algèbre ne peut point opérer cette réduction. C'est cette raison qui a fait donner le nom de cas irréductible à celui que nous examinons. Toutes les fois que l'équation tombera dans ce cas, les expressions générales des racines ne seront d'aucune utilité pour calculer les valeurs numériques de ces racines, et alors on pourra recourir aux procédés du chapitre XYHI. Qn trouvera aussi dans la trigonométrie une solu-
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tion Ibrt simple de l'équatiu» du S' df'grê , non seulement pour 1b cas irrMuctible , mats onrori' pour tous les autres.
536. Au reste, quand on connall udg racine réelle Jt-", ileslfocile d'avuir le» rteui. autres racines. On le voit dalwrd par la valeur de A — D, trouvée ci-tlcsHUSi car au moyen de celte valeur on a évidemBicnt
jc = y. j:= — - + ,,' ' , J.-^ ~— ^.
Maison le voit aussi en divisant l'ùquation proposée par x— jt'. Pour le faire plus commodément, on observe qu'on doit avoir ^•''+^j:'+'iq = Oi par suite l'équation proposée peat s'écrire | ainsi x^ — a:'^+^{x — j:') = 0. Alors en divisant par x — x", il vient
et de cette dernière équation l'on tire
^VCOI
Voici maintenant comment on reconnaît que ces valeurs s irdent avec les précédentes. Remarquons d'abord que
K— 3(ix"+p) =
-3i;x"+p]{x''+pr -'■+p
D'un autro cOté, la relation j:'^+3px'+2q — 0 donne q'-
{lx'"+lpx')'=:lx'^+lp2:''+lp'j:"i donc enfin
537. Après avoir fait disparaître le second terme , l'équalioii générale du 4° degré est
[1] x'+px'+qx+r=Q.
Posons x=fl+i+c ; en élevant au carré, il vient x'= a'+ b^+c' +2{ab+ac-^bc) , ou, en transposant ,
^■■— («■+*'+ c") = -Haù+ac + bc).
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Elevant de nouveau au carré, on trouve j?*— 2(a"+&'+c')x'+ (a'H- ft'+ 0*= 4(a'^'-f a'c^H- ft V) ^Habc (a + 6 + c) ; puis , remplaçant a-\-b'{'C par x et transposant, on obtient
Cette équation est sans second terme , et , par la manière même dont on Fa formée, on sait qu'elle admet pour racine j: = a4-^+c. Ainsi, on résoudra Téquation [i] en déterminant a, b^c, par la condition qu'elle soit identique avec la précédente, ce qui donne
— 8abc = qy {a*+b'+cy—^a'b^'hà'c*^bY) = /-.
Ces égalités font voir qu'en prenant rt% ^% c\ pour inconnues, ces trois quantités sont les racines d'une équation du S"" degré dont les coefficients sont
64' par conséquent cette équation est
et telle est la réduite d'où dépend la résolution de l'équation [1].
Supposons qu'on ait déterminé les trois valeurs de ^3, et désignons-les par z', s", z^j on aura
Si on combine les signes de toutes les manières , on a huit valeurs pour a+b+c ou x. Mais comme le dernier terme de la réduite [2] a été formé en élevant au carré l'équation abc= — Iq , il en résulte que ces valeurs renferment et les racines de la proposée , et aussi ceUes de l'équation qui en différerait par le signe de q.
En même temps on voit que pour avoir seulement les racines de la proposée , il faut n'ajouter ^eles valeurs de a, 6, c, pour lesqoéUea on fi âbc^-i^i^^fjlit^^ de
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signe contraire à q. Daos ctiaqac cas particulier, il sera facile détcnniner pour les radicaux trois valeurs A, B, C, qui rcmpl sent celte condition, et ensuite avec fxs valeurs on formera bnt quatre racines de la proposée, savoir :
Le plus souvent, au lieu de A, B, C, on met les trois rai +K=', H-Ks", — P^, et les valeurs de x s'écrivent ainsi
^Vmais alors il faut sons-ontcndre qu'en appUquant^ces formules à ^ft^s cas particuliers, oa prendra pour i^z', 1/=", V^', trois ^Kiléterminations dont le produit soit de m(^mo si^e que q. Celte ^B^servation est importante : car, faute d'y avoir égard , on pourrait ^^ trouver de fausses racines,
538. La nature des racines de la réduite fera connaître la nature des racines de la proposée. Or la réduite , ayant son dernier terme négatif, a toujours une racine positive, et le produit des deux » autres racines doit Atre posilifj donc, si ces dernières ne sont pas imaginaires, elles seront tontes deux positives ou toutes deux natives. Je laisse dec6téles cas où l'on aurait 2 — 0, parce qu'alors la proposée se résout directement par le second degré. En conséquence, trois cas seulement sont à examiner.
1° Cas ok les trois racines de la réduite sont positives. Alors les quatre valeurs de x sont évidemment réelles, et si l'on regarde les radicaux l^z', l^, k^, comme représentant des déterminations positives, lear produit sera positif} donc les formules précé^ dentés seront spécialement applicables à l'hypothèse de y>0. Pour î<0, il faudrait changer le signe de l'un des radicaux.
2" Cas' oit la réduite aune racine positiiie z' et deux racines négaïicess", s"'. Le radical kV sera réel, mais les radicaux l^z"e(Ks^ seront imaginaires; par sbite les quatre valeurs de x seront ioiaginaires aussi , à moins qu'on n'ait ï"= a'". Quand z"^= a'", l'une des deux quantités V^-i- V^" et Kâ"~ VW' deviaidra zéro.
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et CD supposant que ce soil la dernière, les valeurs de x seront simplement
Les deux premières sont réelles puisque z' est positif, et les deux autres sont imaginaires puisque z" est négatif. D'ailleurs, comme dans la réduction on a supposé Ks''=k^, on doit avoir ici y^'l^z"\^^'=z"\/Z'; de sorte que ce produit ne pourra avoir le signe de q qu'en choisissant pour \^z' un signe contraire à r/.
3° Cas oh la réduite a une racine positive •£ et deux racines imaginaires s", s'". La racine positive z' étant connue, on pourra diviser la réduite par z^z\ et Ton aura une équation du 2* degré qui donnera , pour z' et ::"', des valeurs imaginaires de la forme
Deux des valeurs de x renfermeront donc l'expression et les deux autres renfermeront celle-ci
Mais par des formules connues (259) , on a
et il faut , ainsi qu'on l'a remarqué au n'cité , associer les déterminations des deux radicaux [/{f+gV--^) ^^V(f—gV—^) ^^ telle «orte que leur produit ait même signe que [/(f*+g'). Supposons donc qu'on prenne {/if+g^) positivement, on devra choisir pour \/:d une détermination de même signe que^. Avec cette attention les quatre valeurs de x pourront s'écrire comme il suit : .^^
tieax de ces valeurs sont réelles, cl les deux autres sont imaginaires.
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^ur les eiprtMÎon» irrationnelles analogues à celles qu'on trouve daaa la résolution
des équations du 3« degrr.
539. L'une de ces expressions est celle-ci k A±kl8 : or, il arrive fréquemment que A et B sont des nombres rationnels , et alors on peut se proposer de réduire ces radicanx à des expressi(HUi plus simples, dans lesquelles il n'y ait plus de radicaux superposés. Cette question a déjà été résolue pour les radicaux carrés, et il s'agit maintenant d'atteindre à des cas plus élevés.
Je commencerai parle radical cubique y A+I^B. On ne peut pas
supposer pour cette racine une quantité de la forme V^ + V^ : car on a
résultat qui contient les radicaux l^a et [/b. Mais le calcul qu'on vient de faire montre qu'on aurait un résultat de la forme A+ Kb
enélevant au cube a+ 1/6 et {a^ )/b)l^c. Je choisirai cette dernière expression, comme plus générale, et je poserai
[1] K A+klB = (a+k^)|/c.
En élevant au cube , il vient d'abord
A+I/B ==c(a^^3ab) + c{Za*+b)yb;
puis , en égalant les parties rationnelles entre elles , et les parties irrationnelles entre elles,
[2] A'=:c{a^ + 3ab), [3] yB=:c(Za'+b)yb.
La question est donc maintenant de trouver pour a , 6, c , des yaleurs rationnelles qui satisfassent à ces deux équations. Or, en élevant ces équations au carré et en les retranchant ensuite Tune de l'autre, on a A ~B = c'(a'— 3a' b + Za'b*— b^) = c\a'-^ b)^ ; donc
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Puisque aeib doivent être rationnels, il faudra prendre c de manière que (A*— B)c soit un cube entier ou fractionnaire, ce qui est toujours possible. Alors, en nommant M le second membre ci-dessus, on aura
a*—b=M, d'où 6 = a*— M;
et, en substituant cette valeur de b dans l'équation [2] , il viendra
[4] 4ca3— 3Mca— A=0.
Cette équation devra donner pour a au moins une valeur commensurable , sans quoi la transformation [1] sera impossible.
Si , au lieu de I^A+Kb, on avait J/a— Kb à réduire, il suffirait de changer partout, dans ce qui précède, le signe de l^b.
Pour exemple, soit l'expression K 14±:|/200. On aura A=14, B=200, A*--B =— 4; donc (A'— B)c = — 4c; donc on aura le cube — 8 en prenant c = 2. Par suite on a M= — 1, b=z a*+i^ et réqualion [4] devient 8a^ + 6a— 14=0. On y satisfait par la valeur commensurable a=l, ce qui donne ^=2. D'ailleurs on a déjà c = 2 ; donc enfin
Soit encore l'expression V— lldz2k^^. On fera passer 2 sous le radical carré, et Ton aura A=— 11, B=— 4, A" — B=125. Gomme 125 est déjà le cube de 5, il suffit de faire c = l. £n conséquence on a M=5, ^=a'— 5, et l'équation [4] devient 4^3—15^+11 = 0. Or elle est satisfaite par a = l ; donc ^=—4, et par suite
J/_11 ±2|/I:î = (1 + |/-4)Kf .
540. Considérons l'expression plus générale k A ± J^B, et posons
[5] ]/A±yB^{a±\/b)yc.
La question est encore de déterminer des nombres rationnels pour a , &, c , si cela e^ possible.
3t(t Mçons b'*U)fmt.
En èlevaut k la piiissance « t'I i!g;3laiil siipariincnl les parties I raliouuelU's, il vieut
-W+etC.l,A
[7] l/B=,[««— +:iiii^^«-3i + etc.]Kfc.
On pourrait, comme pour le cas du raiikal cubique, élever cm, deux i^^ulilés au carré et les relraoclier l'uuo de l'aalrc, maïs ]f| rtdnclions s'aperçoivent mieux par le calcul suivant. Commo if doit avoir en nif^me (Gnips
A + vB^cfrt + l^ftj". &—i^ = rU~yb)",
un liri'dclii, d'abord,
rnsuile, par des ri-dnctions Tacil^s, on troiiTC A' — B; c\a + yi)'{i - k^)" = c^{« ■— 1>7 ; d'où
l'arlàuii voit qu'il rriiitdioisirc de telle sorte quelesprondmemljre ci-desstis sojl niliuiiuid. En le. iiummaul M, on aura
cl , eu sulisliliiacl ci Itc valeur de b dans [fi] , l'équalidn r<!sullant( en a devra avoir uni! racine coiumensnrable toutes les fois que 1» transformation [5] sera possible,
5il . lljins l;> rt'solulirjn des ('quations du n' dei;r(' , ce qui rend le (ils irmluclililsî si remarquable, c'est qu'alors, quoiqu'on soit assuré que les trois racines sont réelles, il est cependant impossible de fair;^ disparaître les imaginaires autrement que par la voie des séries. Cette dilTiculté n'est point propre uniquement au 3' de^é : <i!e sf ioneontrc également dans la formule générale
sur iaqiu'l!'.
= E^A+Bk^— 1 + y'k—hy'-'
i:i- marrôtcr un momenl.
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A considérer celte expression dans toute sa gtnêralilô , on devrait combiner les n déterminations de la premièn; riartie avec les n déterminations de la seconde ; de sorte qu'il y aurait en loiit //' valeurs pour a. 'Mais elle se prend rarement dans un sens aussi étendu, et je vais préciser celui qu'on y attache ordinairement.
(iOmme les deux radicaux qui ont l'indice n représentent des racines d équations binômes, leurs déterminations sont égales à des quantités de la forme /-j-^'^K—l. De plus, il est manifeste qu'à chaque détermination du premier radical, il en correspond une du second, laquelle n'est différente quo par le signe de K — 1 . Or, on suppose que ces valeurs correspondantes sont celles qui doivent s'ajouter dans la formule [8] ; et avec celte restriction les valeurs de a: sont toutes rétdles et au nombre de n seulement.
Le produit de ces deux valeurs radicales , ainsi prises dans un même couple, est réel et positif. Ur, pour le produit des deux radicaux , on 9 en général
et le radical qui exprime ce produit ne peut avoir qu'une seule valeur réelle et positive; donc, si on la représente par K', on pourra encore caractériser les valeurs conjuguées, qui doivent être ajoutées dans la formule [8], par la condition que leur produit soit égal à K'.
La formule [8] peut être regardée comme l'expression générale des racines d'une équation , dont le degré est marqué par le nombre des valeurs dont cette expression est^susceptible; par conséquent , suivant qu'elle sera prise dans sa plus grande extension ou avec la restriction dont on vient de parler, le degré de l'équation doit être n* OM n.
542. Cette dernière remarque nous conduit à expliquer comment on forme une équation lorsqu'on connaît l'expression de sa racine. C'est-à-dire qu'une expression donnée étant susceptible de prendre différentes valeurs , à raison du sens multiple des radicaux qu'elle contient, il faut trouver une équation débarrassée de radicaux, qui ait ces valeurs pour racines. Je prendrai pour exemple l'expression [8} elle-même.
Pour abréger, faisons
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la question reviendra à éliminer^ et s eotre les trois équations
Mais id l'éliminaliOD peot *^trp dirigée d'après un procédé fort simple, analogue à celui qui a clé eroplnré pour les équations rédproques. Par les règles de la multiplication , on a
(.r'+ï") (r+îj^r" "^ '+="■*■ '+.)'2(^"'~'+='""' )■
Or, j + !=x et j-s =I^Ht; donc en faisant cncorek'«fr=c,il viendra /
Au moyeu de celte formule on esprimera , en fonction de a: et de éf^ successivement toutes les quantités y+z^,y''+z*, etc. Quand oS sera parvenu à j"'+=', on remplacera ^+3" par a+b, étalon on aura l'équation cherchée , laquelle sera de degré « en -r.
Celte équalicn contient c : or, on a c=^ \^ab=v^+^ ; dooc est en général susceptible de n valeurs différentes. En mettant dM l'éqnation chacune de ces ii valeurs à son tour, un aura " équalions, et par suîle«x«ou n' valeurs de jt. C'est eu effet ce qui doit être, d'après ce qui a élé dil h. la fui du numéro précédent. Si on voulait avoir une équation unique qui eût loul^'s ces valeurs pour racines, il resterait encore à éliminer c , entre l'équation de degré n en j^ el l'équalion j:''=«t.
Mais si dans la formule [8] on ne veut associer que les valenB radicales dont le produit est réel, alors ce sera uniquement cette valeur réelle qu'il faudra choisir pour c, clou n'aura plus qu'une seule équation de degré /( pour détermina- toutes les valeur* de x.
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NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES SÉRIES
Définitions. — Règltt sur la conyergenc^.
543. On appelle suite infinie, série infinie, ou simplement suite ^ série , nne expression composée d'un nombre illimité de termes. La série est dite régulière^ lorsqu'à partir d'un certain terme tous les suivants peuvent être formés d'après une même loi. On nomme terme général celui dont le rang dépend d'une indéterminée , et qui deviendra tel ou tel terme de la série , selon la valeur particulière qu'on attribuera à cette indéterminée.
Les séries sont employées le plus souvent pour représenter des quantités dont elles font connaître la valeur avec approximation; et cette approximation s'obtient en prenant dans la série un certain nombre de termes consécutifs à partir du premier. Alors le reste de la série , c'est-à-dire l'ensemble des termes qu'on néglige , exprime V erreur de l'approximation ; et , pour que la série atteigne le but qu'on se propose , il faut qu'en prenant un nombre de termes assez considérable, cette erreur puisse être rendue aussi petite qu'on Toudra. Les séries qui remplissent cette condition sont appelées couifergentes. Par opposition , les autres se nomment dit^ergentes.
De la définition même il suit que si une série est convergente, il existe une certaine limite de laquelle on approchera autant qu'on voudra en prenant un nombre de termes Irès-considérable, et qu'on ne pourra atteindre qu'en supposant ce nombre égal à l'infini. Cette limite est la valeur complète ou la somme de la série.
Par exemple, soit la série
[1] a-{'ax'\^ax*+ax^+cic.^
dans laquelle je supposerai , pour mieux fixer les idées, que x soit positif. Si on prend la somme S« des n premiers termes, on aura
-330 r.tçSKS b'Atoenitfi.
i;*>il-(...;i : plus n tsl grunil, jrhis laquauUlé- cslpclilCjcl
iiH'mc OH a rfcocDU i:;oij (ju un peut diokir n assez grand iKiur c|u'clI(^suiLaussi pcti(oqu'on\oiidra. Doaccn prenant un nomlirc de lemirs de plus en plus grand , la somme S„ apprui'bc couti-
nnellenieut de et pcat en difFêrcr aussi pcn qu'on voudra)
donc la série [1] est convergente et a pour somme celle limite.
Mais si l'on o. x>l , alors uu voit iminèdialemcnt, sur la série clle-mùme, que le^i termes peuvent crollre au delà de toute limile) donc les^iaincs qu'on formerait en prenant surccssivemcnt un terme , deux termes, trois termes, etc. peuvent croître aussi au delà de loule [imite i donc la série est divergente.
5(5. Il ne fiiut pas croire qu'une série soit tonjonrs convergente lorsque SIS termes vont en convergeant vers zéro. Par exemple, ui( . se tromperait si ou cou^âidcrait comme convergente la st'ric 111 11
I Pour rendre l'erreur évidente, remarquons d'abord que si ,'» p;irlk
d'un terme quelconque -, on ajoute cnire eux les " suivants, on
aura une somme >; . En effet , celte somme est
n + i "'"«+2"^«+3"'"*'2ri'
et puisque les termes vont en décroissant, elle est visiblement
"> — xn ou -.
Cela posé, groupons 1<^ termes de la série comme ci- dessous: 1 /1 t\ /l 1 1 1\ /l 1 1\
toutes les sommes entre parenthèses seront ^^ ; la série est donc composée d'une infinité de parties toutes >; ; par conséquent la somme de ses termes n'a pas de limite.
5*6. Les séries convergentes étant les seules qu'on doive employer dan.s l'analyse, il est important de reconnaître si nue série remplit la condition de convergeuce établie dans la déSnition ; cl, pour y iKuvenîr, il esijtc quelque; règles qu'où va expliquer.
Soil une série quelconque
[A] Uo+ u^'i'U^+ Mj+etc,
que l'on suppose convergente. Désignons d'une manière générale par Sa la somme des Ji premiers termes, de sorte qu'on ait
Sn = Wo + w,+ tt..... + a»_,,
etc.
La définition de la couTcrgence exige qu'en choisissant n suffisamment grand, les sommes S„, Sq^-i, S„^a, etc. approchent autant qu'on voudra d'une certaine Umite S. Il suit de là que les différences entre ces sommes pourront être rendues aussi petites qu'on voudra , en choisissant n suffisamment grand. Or, les différences entre S» et chacune des sommes suivantes sont respectivement
On -4- I ~~" »^ii =: Un , On + a »ï^ ^ W/i "j" Un -4- 1 ,
S«-h3 S« =Un + Un^i 4- /«a -4- a, CtC. ;
donC, en ne taisant d'abord attention qu'à la différence S„+ . — S„ , on peut conclure qu'en prenant n suffisamment grand, tous les termes à partir de Un devront être aussi petits qu'on voudra.
Cette condition est simple et d'un usage facile , mais on a déjà remarqué qu'eUe ne suffit pas (545) ; et conmie ce qui vient d'être j. dit de la différence "Ssrsf-^Sâls'applique de la même manière aux 7^4/ différences S„4.a — S«,%-{-3 — Sn, etc. , on peut conclure, conmne conditions également nécessaires, que chacune des sommes
Un + Un+i, ttB + Mn + i+ttn + a, CtC.
considérée séparéùient , et quel que soit le nombre de ses termes , doit devenir aussi petite qu'on veut quand on prend pour n des nombres tfts-considérables. Avec ces nouvelles conditions, il est évident que la convergence est assurée : car alors, en choisissant ?i suffisamment grand, les somm^ S„, Sn+i , etc. seront aussi peu différentes entre elles qu'on voudra, et par conséquent il existe une limite dont elles approcheront aussi près qu'on voudra. 547. Pour éclaircir ce qui précède, reprenons la série
dont le terme général est ax''. Considérons d'abord ce terme isolé-
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ment, puisajonloDS-leausuivanl, puis aux deux suivants, et aine de suite : on aura ces dillércutes expressions,
Or, qnand x est «Cl, chacune d'elles peut devenir aussi petits qu'on veut en prenant pour n un nombre sutTisaroment grand; donc, quand x est <^1, les condiUons de convergence sont remplies par la série [I}.
Reprenons anssi la série Dumérîque
Si on considère comme terme général celui qui a le dénomioaleor »+l,ilest évident qu'en faisant n très-grand, il peut devenir ausà petit qn'on veut , ce qui est une condition nécessaire pour la couvecgeuce de la série. IMais il faut encore qu'en ajoutant à ce l^m$. général dq nombre quelconque de termes, la somme puisse devenfr aussi petite qu'on voudra : or, c'est ce qui n'a pas lieu , car on a vu
_....+ _ est >-.
Il est en généra) assez difTicile de vérîGcr toutes les coaditions de convergence i c'est pourquoi je placerai ici quelques théorèmes qui embrassent des cas assez nombreux , dans lesquels la convergence est certaine.
Thëorëmb I. Si dans une série
U = n„+u,+u, +u,, + u„ + ,+elc.,
tous les termes, à partir d'un certain rang, sont positifs; et si de tris-grandes valeurs de njont converger le rapport
Mn + l
fers une limite R : la série sera convergente lorsqu'on aura R<^i, et divergente lorsqu'on aura R|>1.
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Si au delà d'un certain rang tous les termes étaient négatifs , le théorème s'appliquerait à la série — U.
Supposons d'abord R<1, et choisissons à volonté un nombre R' intermédiaire entre 1 et R. Puisque les très-grandes valeurs de n font converger r vers R, il s'ensuit qu'à partir d'un certain terme Un, qu'on prendra aussi éloigné qu'on voudra, les rapports
Un^l Un + a Un -I- 3
Un Un -H I Un -f- a
pourront différer aussi peu qu'on voudra de la limite R ; par conséquent alors ils seront <CR'. Donc on aura
u„+,<R'a„, u,+,<R'u,+ ,, u„4.3<R'u«-ha, etcî
et à plus forte raison
Uii+i<R'u«, u„+,<R'*ttn, u«+a<R'^u«, etc. :
ainsi , les termes u„ + , , Un + a , u„ + 3 , etc. sont respectivement plus petits que ceux de la progression géométrique R'u„-|-R''u„+etc. Or, cette progression est convergente puisque la raison R' est <1 (n'^SiT); donc, à plus forte raison, la série tt„-|., + tt„4-a + etc. sera convergente , et par conséquent la série U l'est aussi.
En second lieu, supposons R>1, et choisissons encore à volonté R' entre 1 cl R. On fera voir, comme précédemment , qu'on peut prendre le terme u„ assez éloigné pour que les termes M„4-,, u„ + a, etc., soient respectivement plus grands que leurs correspondants de la suite géométrique R'u„ + R'*u« + etc. Or, R' étant >1, on peut arriver dans cette suite à des termes aussi grands qu'on voudra ; donc , pour les très-grandes valeurs de n , les termes de la série U ne seront pas aussi peu différents de zéro qu'on voudra. Dès que cette condition vient à manquer, la convergence de la série est impossible.
Appliquons le théorème aux séries suivantes, dans lesquelles on suppose x positif :
U' =H 1 1 .... H h etc.,
•y»* -yt* >^4 .»<•' 'jr*'*
U"=a:+-+— + — + T-..-+ — + etc.,
1 \tÀ 1 . ^a.» t.... »
Data la séria II' ileu\ lormescuuséoUil's c|u(?)wri(|Ucssiint
Or, si uiifailcroUre'iiDdériniinentjla limitndc-est 11=0; do quel que H»t a: , la série U' est convcr^nte- Daiis Ift série II", deux (crmes consêcutil's quelconques ^uIlt
Or, il est facile de voir qu'où a
// + 1 V, n + ij
^LlD]
donc, si on fait croître n iodclinitncnt , la limite de f est R = j:; donc, suivant qu'on aura j:<1 ou x>l, lasérie II"sera couvergente ou divergente.
Eoûn , coDsidérons la série U'", dans laquelle m est on uombiç
mué. Le rapport r sera
et Von voit qu'à partir d'une valeur do >i sulTîsamm(?nt grande, fsera toujours positif; de sorte que tous les termes de la série U"', à partir d'un certain rang , seront de mûmc signe , connue l'exige l'énoncé du théorème. On voit aussi que la limite de est R=j;i donc, X étant positif, suivant qu'on aura x<l ou >1, la série U'" sera œnvergeote ou divergente.
TaÉOHËHB II. Si dans une séné
U = n„+o,+u 4-iia+etc.,
tous les termes sont positifs à partir d'un certain rang; el si, pour les Iris-grandes valeurs de n, la. racine
converge vers une limite R ; la série sera convergente ou divergente, suivant qu'on aura K<;i om R>1.
Si les ternies au delà d'un rerlain rang étaient négatifs, le théorème s'appli^ierait à la série — U.
Soit d'abord R<1, et prenons encore iineqiia
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et 1. D'apri>s 1 eiionc<> , on peut choisir n assez grand pour que les expressions
|/««, k'wn+i, l'Un + l, etc.
soient aussi approchées de R qu'on voudra , et par conséquent toutes moindres que K' : de sorte qu'on aura
Un<lM% w„4.,<R'"+s M«+.<R'" + S etc.
Donc les termes de la suite Un+<«R + i +etc. seront moindres que ceux de la progression géométrique R'^H- R'"-+- * +etc. ; et comme cetle progression est convergente, à cause de R'<1, on conclut à fortiori que la suite //« + Wn ^ 1 4- etc. doit Fétre : par conséquent la série t. l'est aussi.
Soit R> 1 . Si on prend encore R' entre 1 cl R , alors R' sera une quanlitê moindre que R , et un raisonnement analogue au pn> cèdent prouvera que la série est divergente.
Scolie. Les deux théorèmes qu'on vient d'établir ne laissent d'incertitude , §ur la convergence ou la divergence de la série U, que dans les cas où l'on aurait R = 1 ; et alors la question ne sera pas toujours facile à décider. M. Gauchy, à qui j'ai emprunté les considérations générales contenues dans ce chapitre, a aussi donné plusieurs propositions à Faide desquelles on y réussit quelquefois. Voyez son Cours (V analyse imprimé en 1821 .
Théorème III. Lorsqu'une série
U = Uo+u,+u,+ etc. .
est entremêlée de terfnes positifs et négatifs, et qui en les prenant tous positii^emenf. la noui^elle série est convergente^ on peut affirmer que la série U Vest aussi.
Soit R l'ensemble des termes positifs contenus dans la série U à partir du terme cwlconque m„, et soit — R' celle des termes négatifs, de sorte qlBIait R — R'=Mii+ttii4.i-hetc.
Puisqu'on doit avoir une série convergente en prenant positivement tous les termes de U , il s'ensuit qu'on peut choisir n assez grand pour que R+R' soit une quantité aussi petite qu'on voudra ; donc, à plus forte raison, il en sera ainsi de R— R'; donc la série TJ est convergente.
Pour donner des exemples , reportons-nous aux séries U',U",U"', da n^* 548. On y supposait x positif afin que tous les termes, à partir d'an certain rang, fassent positifs; et alors on a reconnu
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entre quelle» limites il fallait roufermer x pour que ces séries Tussent convergoulcs. Dodc, d'après le théorème qui vient d'être déinonlré, elles ne cesseront pas J'ôtre convergentes si on donne A j des valeurs renfermées entre les mfimcs limites prises uégati- Temeut. Ainsi la série IJ' »era convergente pour toutes le* valeur» de ^, tant posilives que négatives; la sCTie IJ" le sera pour toutes les valeurs entre +1 et —1 ; et enlin la série U'" le sera aussi pour lo6 valeurs entre +1 et —1.
iVo/ic. Il ne faudrait pas renverser le théorème III, et conclnre que »i une série entremêlée de signes + et — est convergente, il ea sera de même si on prend tous ses termes posi livement. La série V du n° suivant en sera une preuve. ,
551 . Théorème IV. Uiit niirh e,« convergente lorsque ses terme», à partir d'un certain rang, ont des signes alternatifs, et quiU vont en dintinuaitt de telle sorte que Mro soit la limite de leur dicroissement.
Désignons par ± a l'un quelconque des termes décroiasants dont 1 les signes sont allernalifs , et les suivants par ■^bi.c'^ etc. Si ou I ^end la somme des termes qui précèdent a pour valeur approchée ' de la série entière, l'erreur sera &.a^ l)± czçd± etc.; et cette erreur, que je nommerai p , pourra s'écrire sous ces deux formes: p= + [(a— i.) + (c— rf) + etc.], P= ±[a—[b—c)~[d—e)—e\.c.].
Puisque les termes <:, /',ctc. vont en décroissant, toutes les quantités entre parenthèses sont positives: donc par la première forme, (m voit que p est de même signe que ±a,' et par la seconde, que la valeur numérique de p est <ia. Or, en prenant le terme a asseï éloigné , il sera aussi petit qu'on voudra ; donc , à plus forte raisoD, il en sera ainsi de p ; donc la série donnée est convergente.
Par exemple, si on considère la série V=l-^fc(-; — l + etc., on reconnaît sur-le-champ qu'elle remplit les coiWnons du théorème. Donc elleest convergente; et en l'arrêtant à un terme quelconque, à ; par exemple, l'erreur sera en moins et < ;.
Les théorèmes I et 11 n'apprendraient rien à l'égard de cette série, car ils exigent que les termes, à parlir d'un certain rang, soient tous de même signe. Le théorème III n'apprendrait rien non plus, car il exige qu'en prenant tous les termes positivement la nouvelle série soit convergente, et l'on a démontré que U somme 1 + ,- + i -f- etc. est infinie.
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552. Lorsqu'une série est convergente, et qae, pour avoir une valeur approchée de la série entière, on fait la somme d'un certain nombre de termes, il est important d'obtenir une limite de l'erreur. Quand la série tombe dans le cas du théorème IV, on vient de voir que l'erreur est toujours moindre que le premier terme de ceux qu'on néglige. Mais la seule règle générale qu'on puisse indiquer pour obtenir cette limite , c'est de comparer, ainsi qu'on l'a fait dans les théorèmes I et II, la série avec une progression géométrique décroissante; et, quand on aura reconnu qu'en s'arrélantà>uncer* tain terme , les termes suivants de la série diminuent plus rapidement que les termes correspondants de la progression géométrique, on sera certain que Terreur est inférieure à la somme des termes de la progression.
Pour exemple , prenons la série
dans laquelle le terme en x" + ' se forme en multipliant le précédât par X et en le divisant par n+l. Soit n un nombre tel qu'on ait *r <7t+l : on sera sûr que les termes de la suite
H -. — T + etc.
décroîtront plus rapidement que ceux d'une progression géométrique dont le 1*' terme serait le même que dans cette suite, et dont
la raison serait -. Donc, si on prend dans la série U' le terme
en ar»^-' pour le dernier, l'erreur p sera moindre que la somme de cette progression, et l'on aura
Sur les développements en séries. -— Méthode des coe£Bcients indéterminés. — Retour des suites.
553. Les séries se présentent d'elles-mêmes dans les opérations de l'algèbre. Par exemple, supposons qu'on fasse une division de polynômes dans laquelle le dividende ne soit pas un produit exact du diviseur, ou bien qu'on ait à extraire la racine d'un polynôme qui ne soit pas une puissance exacte de même ordre que la racine \ . dans ces deux cas , les opérations successives se prolongeront indé- Oniment et l'on engendrera une série.
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Lni'Aque des optTalioDt> odI puurubjet de Irnn^roniifr uue cspres- BioD eu une autre qui lui soil égale, si, au lieu d'un nombre limité determeii, un trouve une série, on regarde ordinairement celle Bcrie comme équivalente à la première expression. Mais à ce sujrt quelques observations importantes doivent être Taites; et, pour être mieux compris , je choisirai un exemple fort simple.
Soit la fraction --— -, si on effectue , par les règles connues , la division de 1 par 1 — or, le calcul sera comme ci-dessous :
etc.
Par la nnliiro nx'iiic de l'opùraliou , on reronnnil que le quotient
w. s'arri^lora pas et qii'on aura une série régulièrL' dont chaque
terme est le produit du précédent par j:. Si on la termine à une
k certaine puissance de ,r, à a-', par exemple, te reste correspon-
' dant sera x^, et it faudra îijouter au quotient , pour le compléter,
la fraction - — - , Ainsi, on a exactement
Mais une erreur assez commaue , c'est de croire qu'en regardant la suite des termes du quoUent comme prolongée à l'infini , elle devra toujours représenter, quel que soit x, la valeur exacte du quotient ; de sorte qu'on aurait
[1] =i+x+x'+eic.
Celte égalité est incontestablequand on altribueàxdcsvaleur8<ir car alors le 2' membre est la somme des termes d'une progression géométrique décroissante, et, d'après la règle connue (304), celle somme est en effet égale au quotient de 1 par 1 — x.
Mais, qnand on attribue à .r des valeurs ^-l, l'égali lé cesse d'éfrc vraie. Ainsi , qu'on fasse j- = 2, elle devient - — —=1+l-f-l+elc,; et il y a absurdité évidente ; car le i" membre est égal à — 1 , ei ]e 3' est égal à l'infini.
Il est facile d'expliquer comment il se fait que Fégalité [1] soit vraie ou fausse , selon que x est moindre ou plus grand que 1 . Ou a déjà observé qu'en arrêtant le quotient à une certaine puissance de j:, il faut ajouter une fraction au quotient pour le compléter. Désignons par a-" le terme auquel on s'arrête , le reste sera a^+\ et l'on aura , sans aucune erreur,
Si on veut prolonger indéfiniment la suite des termes du quotient, il faut faire /i == oo , et cette hypothèse doit être faite aussi bien dans la partie fractionnaire que dans la partie entière. Or, la partie fractionnaire devient alors zéro si x<C\^ et — oo sia:>l : donc ou peut la supprimer dans le premier cas , mais non dans le second.
En général une fonction ne peut être remplacée par une série que dans les cas où cette série lui est parfaitement équivalente; et^ pour que cela soit , il faut , comme condition essentielle , qu'en arrêtant la série à un terme quelconque , le reste de la série devienne zéro lorsque le nombre des termes qui précèdent ce reste est infini. Or, celte condition est toujours remplie par les séries convergentes; et pour cette raison elles sont les seules qu'on doive admettre dans le calcul.
554. 11 existe, pour développer les fonctions en séries, une méthode dite des coefficients indéterminés , que je vais exposer en peu de mots. Afin de mieux fixer les idées, supposons, ce qui est le cas le plus ordinaire , qu'il s'agisse d'une fonction F(x) dont les valeurs sont réelles et varient d'une manière continue , pour des valeurs très-petites de x à partir de j: = 0 : on demande de développer cette fonction en série ordonnée suivant les puissances ascendantes, positives et entières de x. On fera
[2] F(x) = A+Ba7+Cx'+Djf3+etc.,
et A, B, C,... seront des coefficients indéterminés qui ne doivent point contenir x , et dont il faut trouver les valeurs.
A cet effet , on choisira une propriété de la fonction ¥[x) qui soit d'une vérification facile , et en cherchant à opérer cette vérification avec la série , on arrivera à une égalité telle que
[3] P+Qx+R^'+Sjc^+etc. = 0,
dans laquelle P, Q , R , . . . . sont des expressions indépendantes de ^,
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mais composées avec les coeffideols A, B,C,....Or, cette égalité devant subsister sans qu'oa assigne ii -r de valeur parlicplîère, il faudra que les mulliplicalcars des différentes puissances de x dcvivancnt nuls ; donc on devra avoir
[4] P=0, Q = 0, R=0, etc.,
et OD se servira de ces équations pour trouver les coefficient! A, B, C,.... Si elles en laissent quelques-uns d'inconnus, il faudra remonter à l'équation [2] cl les déterminer d'après les propriéléi particulières de la fonction que l'on considère.
Dans le chapitre suivant je donnerai des applications de cette méthode ; mais je dois présenter ici quelques observations qui me semblent indispensables.
535' Preroièrcmcnt, dans l'égalité [2] il faut que le second membre représontelavaleurdupremicr.Sicela n'est paspossible en attribuant à jo une valeur quelconque , on veut au moins que l'égalité ait lieu pour les petites valeurs de jr , et cela exige que la série soit cooTergente pour ces petites valeurs, Or, il est Irés-rare qu'on puisse démontrer à priori la possibililé d'exprimer une fonction par one série de celte espèce, même lorsqu'on la restreint aux petites valeurs de X. Ainsi , à parler rigoureusement , l'égalité [3] doit être regardée comme purement hjpolhélique,etàlafin du calcul, après avoir trouvé A, B, C,...., il sera nécessaire de vérifier si, pour les petites valeurs de x , elle est véritablement convwgente et égale k la fonction que l'on considère.
Les auteurs n'ont peut-être pas assez insisté bur la nécessité de celte vériiication. Communément on croit que les calculs par lesquels on cherche des inconnues ne doivent jamais manquer de mettre à découvert les fausses suppositions qu'on y aurait inlroduites -, et, s'il en était ainsi , la vérification serait superilue. Mais on pourrait citer des exemples où des erreurs de supposition resteraient inaperçues par cette voie- Les bornes de cet ouvrage ne me permettent pas de m'élendre davantage sur ce sujet.
S56. J'ai dit que l'équation [3J devait avoir lieu sans attribaer â :f de valeur particulière. Pour bien entendre ceci, il faut observer que si on borne, comme nous l'avons fait, l'égalité [SjamL petites valeurs de jr, il en doit être de mt^nie de l'équation [3]; c'est-à-dire que la série P-|-Qj:4-etc. doit être convergente et égale â zéro, pour toutes les valeurs de jr à partir de ^=0 jasqn'i
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une certaine limite, qui peut être très-petile. Or, cela suffit pour conclure qu'on doit avoir les équations [4].
En effet , si on prend a: = 0, la série P + Qj: + etc. doit se réduire à P,et par conséquent Téquation [3] donne P=0. Supprimons dans cette équation le terme P qui est zéro, et divisons-la par x, on obtient celle-ci Q+Rj:4-etc. = 0, laquelle doit encore subsister pour les valeurs très-petites de x. Donc on pourra en conclure semblablement Q = 0 ; et ainsi de suite.
557. Une même fonction F( j:) ne peut avoir qu'un seul développement en série convergente de la forme A+Ba: + etc. : car si on en trouvait deux, ils devraient être égaux entre eux , et dès lors on devrait avoir une équation de la forme
[5] A+ Bx 4- C j:^+ etc. = A'+ Vx + Gx* + etc.
En transposant tout dans un seul membre, elle devient (A — A') + (B — B')x + etc. = 0 j et , par le numéro précédent , on en conclut A — A'=0, B — B'=0,.... ou A=:A', B=B',.... On peut encore dire, en d'autres termes, que deux séries convergentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières d'une variable x , ne sauraient être égales sans être identiques.
558. L'emploi des coefficients indéterminés s'offre de lqi-mêp)e dans le problème du retour des suites. Alors on suppose qu'upe quantité j^, dépendant d'une variable x , est exprimé^ par ^no série en x , et l'on veut en déduire la valeur de x exprimée par une série en^. Soient
^ = A+ Bj: + Cj:*+ etc., x= a + hy^^cy''^ etc.,
A,B, C,.... ét^pt de9 (juaptités données, eta, fr, o,.... des indétern^inées. D^ns la pr^ipi^pe égalité on remplacera x par la série ^-1-^^4-etc, ; ou bien dans la seconde, y par la série A+BjtM-etc. : on arrivera ainsi à une égalité telleqpe [3] ou [5] , d'où l'on déduira différentes équations qui serviront à déterminer a, ^, c,....
Je terminerai ici les généralités relatives aux séries. J'en ai ^it assez pour montrer combien de précautions doivent être prises pour les employer avec sâreté. Aussi a-t-on soin, surtout dans les éléments, de né traiter par cette voie que lés questions dont la solu tion serait impossible ou trop difficile par d'autres procédés.
CHAPITRE XXIV
tirnii.lFduBiioii
559. Sion Tait, commeaun''211, les premières puissance9deii+.r
amoyendela inul[iplïc3lioD,OD reconnaît facilement que ponrmi
sxposant entier positif quelconque les deux premiers termes da dé-
Feloppemenl do (a+J.)" sont a'^+nuf-U; et que les autres sont
liife la forme Afl"-'A'+Ba°'-*^'+otc., de sorleqa'on peut poser
tl] (a+*')"=rt"'+nia"'-'.i-+Aa"--'j.''+Ba'"-^^''+elc. ,
A, £,.-■■ désignant des coeflicitinls qui ne contiennent ni a ni x.
^ I<orsque l'exposant est un nombre positif fractionnaire , on a J
Or, si on applique ici le procédé expliqué n" -224 pour l'extraction des racines , on trouve sans difficulté les deux premiers termes àe cette racine, etl'onaun développement delà ftHine
(a+J:)" = «" + — «'■ 'x+A.a" 'jr'+Ba" jr'+etc.
Ainsi cette forme est la même que pour un exposant ^tier.
Quand l'exposant estuunombre négatif quelconque, entier on fractionnaire , on a, en s'appuyant sur ce qui vient déjà d'être trouvé,
Or, si on effectue la division suivant les règles ordinaires , il vient un quotient indéfini tel que
[a+x)-'' = a-''—ma—'~'j:+Aa—'-*x'+elc.i donc, quel que soit l'exposant, on doit toujours avoir un développement de la forme indiquée par l'équation [1]. Les deni premiers termes sont déterminés, et il ne reste plus qu'à trouver les coefficients A , fi, etc.
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Pour plus de généralité je considérerai deux termes consécutifs de rang quelconque , et j'écrirai
Changeons partout x en x +y : comme les coefficients inconnus ne contiennent ni ^ ni jc , il viendra
.... 'fMa'«-«( j:+^)''4- N^"*-"- • (Jc +j^)» + « 4- etc. En changeant a en a-\-y, on eût trouvé
. . . . + M(a +^)"*-" J?" + N(a +j^)«-«-»a:» -♦- » + etc.
Dans les deux égalités précédentes, les premiers membres sont égaux : donc les seconds doivent l'être ; et cela, quels que soient x et^. Donc, si on les ordonne par rapport aux puissances de y^ ils devront être identiques. A la vérité ils renferment des puissances de binômes, maison connaît les deux premiers termes de chacune d'elles, de sorte qu'on pourra former la partie qui , dans chaque second membre, renferme^ au 1«' degré; et cette partie nous suffira. En la désignant par Xr dans l'un , et par Y^ dans l'autre , il est facile de trouver Y = wa"-» . . .. + M«a'»~'»j:*~« + N(/i+l)a'"-»~'a:'*, . . Y'=ma'»-».... + M(/w — w)a'"-*'»--'j7'4-N(/w—/i—l)û"*-»~^J^ +*....
Ces deux quantités devant être égales quel que soit x , il faut que les coefficients des puissances semblables de x soient égaux; donc, en ne considérant que ceux qui affectent a"— "-'j:", on aura
N(/î+l) = M(/»--7i), d'où N=^^^^^
On voit par là selon quelle loi un coefficient quelconque se forme du précédent. Elle est la même qu'on a trouvée pour le cas d'un exposant entier positif (215) ; et comme nous avons reconnu que les deux premiers termes du développement sont composés de la même manière quel que soit l'exposant m , il en sera encore ainsi de tous les autres termes.
Donc , pour toutes les valeurs de m, on aura toujours la formule
fnim — 1) ,
(a-4-a:)« = û»»-f-m^'«-»j:H ^-— - — a"-».r*-|- etc.
Lorsque m sera entier et positif, elle s'arrêtera à x^ ; dans tous les autres cas elle se prolongera indéfiniment.
se
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Mr'ix (tpoDnilitlIn.
5(10. lAtrsqu'on Tnil jr = 0. la fonctiomi' se réduit à l'unil C'esl pourquoi j« [irendraî l'unilc jKiur premier terme dn dévelc pcroeot do a', et Je poserai
a' = i+\x+iix'+C.r^ + T)xi + eic.
A, B, C, D,.... étant tIcS oieTRcients IndélermitiÔS qa'oa suppose indépetulanls de x. t^our trouver ces cocfficieut» , Jo me serrirai de j la propriété a'Xit'' = 'i"^'~-
En changeant dans la série x en Xi *^' ensoile a: en J:+y, on a
flr=l+-V+^r■+CJ''+^r'+elc.,
,(•+/ = l+A(x+7) + Blx+:K)' + C(:r+x)HD(j:+j'l»+etc.i
donc , pour vérifier la propriété rf-'X "^ = «' ■•■ J", on dut avoir
l+A(i-+^) + U(.r+/)'+C(j:+^)3+D(^+^)'+etc =
(l+Ax+Ui'+G^'+Dx'+etc.)Ci+Ar+Bj'"+Cy+etc.).
A on etTtvIuc tes opérations indiquées, et si on considère va piPtt^
eoller la partie qui contient la première puissance de j- dans diaqM
uenibre^ ces deux parties devant <Mre égales, on aur«
A+2Bx+3Cjr'+lDx'4-etc. = A+A':r+ AB.r'+ACx^+etc, Mais celte égaillé doit elle-raéihc avoir lieuqncl que soit x; dont les puissances AttablâbleS de ir doivent dVoir les métnes toefflcietltl; dM)c 2B=A", 3C=AB, tD=AQ, etc., d'où
et, ensnbstituahtcesTalenrst la série deviendra
, , . AV fJx^ A*a:* ,.= l+A^+__ + _^ + g__ + etc
La quantité A reste encore a déterminer : on y parvienl très^iôplement «) faisant Aj;=1 ou j;= y. Pour cette rdeor ooa
Setoii rùsagè, je nommerai e là quantité représentée par cette série DUmèrique i et , en prenant les logarithmes des deux membres, ' il viendra
i|(%« = ibge, d'où A=|^, A loge
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Pour plus de simplicité , je supposerai que les logarithmes soient pris dans le système dont la base est e , et dans cette hypothèse jeles indiquerai par la seule initiale L. Alors on aura Le= 1, A= La , et par suite le développement de a' sa^
^ , ^ Jc\Lay xHLa)^ ,
Si Vexponentielle était e"^, il faudrait faire a^e^ha^i^ et l'on aurait simplement
e* = l + j:H — A h etc.
561. Je vais prouver ici que e est un nombre incommensurable. La valeur de e est celle-ci
Hest évident qu'elle surpasse 2, et il est facile de voir qu'elle est au-dessous de 3. En effet la somme 1+777+ etc. est moindre que celle des termes de la progression géotilétH^Uô î+^+|+etc., et cette dernière somme est égale al.
Maintenant admettons que ta vàleiir de e puisse être un nombre firâcUonnaire , et qu'on ait
^=2+-+—; r.... + --r ^ + r-T , i, + CtC.
Eb midtipliant les deui: taiemiMred de K^tté égalité par le ptodail 2.3.. ..(9 — i)q^ il viendrait
N désignant un nombre entier. Or, les fractions qui sont ajoutéisF à N composent une sonune moindre que la progression géomé-
trique ^ + (^) + (^) + etc., et cette dernière
est égale à la fraction - ; donc il s'ensuivrait qu'en ajoutant à N
une fraction moindre que celle-là, le résultat serait encore un nombre entier, ce qui est absurde ; donc e est irrationnel. Un petit nombre de termes de la série numérique su£Sra pour obtenir la valeur de e rapportée n° 333, 6=2,718 281 828....
somme
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a développer k^ :tr en I Ibrinc A + B.^+Car'+etc, altcndu qup, par Ihypolhèse •log X devieDt infini. Mais on cherchera le développemeat de I ïog {i+x); et comme :r = 0 donne log (1+Lr) = 0, on posera log (i+J-) = Ajr+ Bx'+Gx^+Ox* + etc.
igeons X en -r+j-, il viendra
logli+x+y)=A.{x+y)+B(x+y)'+Cix+3-)' + elc.
i \+x-i-y={i'{-x) U + j^y, donc log (1 + ^-1-/) =
I bg {t+.r) + log Tt 4----^y Or, sionchange.ï'en 77—, la première égalité donne •
^^ ^ U-x) i+x {l+x)' l«t par suite 11 Tient
On a ainsi nne seconde expression de log {l+x+y). Daus l'une et l'autre les multiplicatenrs des puissances semblables de y- doiveut être ^aux ; et de là on ix>nclul facilement
A+2tix+3Cj:'+iDx^+etc. = ~ .
En chassant le dénominateur l + .r et ûtant le lerme A qui est commun aux deux membres, on trouve
(2B+A)^+(3C+2B)x'+(4D + 3C)^' + etc. = 0; et comme x doit rester indéterminé, il faut qu'on ait 2B+A=0, 3C-f-2B = 0, 4D+3C = 0, ... De là on déduit B = — ;A, C= ;A, D = — JA,..,. ; et par conséquent
log (t+x)
La détermination du coefficient A est assez délicate. Divisons par X les deux membres de l'égalité ci-dessns , il vient
logd+x)
lie
Alors le second membre se réduit à A par Thypothèse x=0. Mais
le premier se présente sous la forme ? , et la difficulté est d'en
connaître la vraie valeur. Soit fait x = - : on aura
logH+x)
=.iog(i+^)=iog(i-f.-^y.
Si on développe la puissance , on trouve
\2 2nJ\3 3/1/ V* W
+ etc.
L'hypothèse jtsO répond à n = x : or, si on suppose n=:x, le second membre de la dernière égalité se réduit à la série numérique déjà remarquée n"" 560,
6 = 2 + - H 1 h etc. ;
donc A=loge; donc
[1] log (i+j:) = logc(j:— — + ^ — -- + etc.).
Jusqu'ici les logarithmes appartiennent à telle base qu'on voudra ; mais si on adopte e pour base on a log a = 1, et en n'employant alors que la seule initiale L pour désigner les logarithmes, on a
[2] h(i^x) = x—j^j'-j'heic.
563. Par ce qui précède, il est évident que A ou log e est le rapport de l'accroissement de log {i+x)kx lorsque x est trèspetit : cette quantité n'est donc autre chose que celle à laquelle on a donné le nom de module dans le n* 332. Lorsqu'on prend e pour la base , ce module devient égal à 1 ; par conséquent e est la base des logarithmes népériens (333J.
11 est d'ailleurs évident qu'on transportera les logarithmes népériens dans un système quelconque eu les multipliant par la module propre à ce système. On a vu plus haut que ce module était ^al à log 6. Mais si on appelle a la base du système dont il s'agit ,
on « i^viiIetoliieiBl «'"s ' = é ; donc en prenant les logarithmes népA* I riens ifM dCBi membres, il viendra logexLa=i. Donc, «n désignant U' module par M , on aura également
* M = log.' et M=î^.
564. Les sél-îes [1] et [2] ne sont convergentes que pour les valeurs de a- moindres que 1 , Mflis cUes setïrtlt h en ttoaver d'aotr« qai rtioviennent ans valeurs plus grandes. Il suflira de s'occupS' do te série [î]. Sf on change x en — x, elle donne ■
L(1- j-) = - J— 1 — i. - j - etc. ;
el si on retranche L{!— *) de L(H-jr), oh tnjave le logarilh da qnoIJent d* 14-A- par 1— x, savoir ;
Maintenant, posons - — — =1+ -, d'où x = - ; m
obs^vons qu'alors
onconclara
formule qui est assez commode pour s'éteTér de Ln à L(rl+s).
Après avoir calculé les logarithmes népériens, on les fera paœer dans le système vulgaire, dont la base est 10^ en les multipliant par le module de ce système. Poiit-avoir ce module, il suffit doncde tonnattre les tc^riththés d'dh même nohitA« dans chaque syslëme, et dé diviser le BSbOtad It^arfthme par le pl-ëmler. Le iknnbrè qBH convient de thoisit est te base lO cllé-ttaéttie , parce ttae^èon logi- Mlhbie datiB le Second sj'sfême fest l'tlbSté. Voit! dHbWftUt Dd thxite teidg. hép.delO.
On calcule d'abord L2 en faisant n=l, s=l, danSlafisHnnleci- ^^ns; puis on a L4 = 2L2; pitis la fbrmule dtttiite L5 thi y 1^- *n1ft = *,3 = l; pUiséhflhon*L10 = L5+L2.
C'est ainsi que s'ohttcntrcnt les deut Valeurs déjà W4)|ji(*té« n'"333et83*,W0d=2,Mâ98(l»92....,Mii:0,4S4 2^4fll....
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DémoiutraUoa dot formules précédentes en conûdéirailt ^tHHMheât Id fSHét é)ies>inéines.
565. Si le lecteur se rappdle les oUertalkmë gébéhiles que j'ai présentées n*' 555 sur les déyelbi^meiits eil sériés ^ il reconnaîtra combien laissent à désirer, sous le rapport de la rigueur, les méthodes qui Viemlettt d'être «in)>to]r«é§. PbtU- cbfrt^er ce t)tt'ëlles ont d*iiiiparfait ^ jtB Tbis (n^nsidéHpr lé!» Ulriés en élIes-iuMes et ph)ti- ▼er qu'tiUes sont en efltet ég;tlles Ml± ^litité^ dôht oh ï^ A déduites. LUnaljrse ttUlmtotie ft m dbiûiéè psar Ofe^TAmviLLË dans te tome IX des AnnMei <fe Utiithéhïàtiqiiès pttblléés ^r M. Gergonne.
Soient les séries indéfinies
ç(a) = l+a- +a(a+k) — +a(a+A)(«+2it) r-ç- + etc.,
#) =i+b^+b(b + k)^ + b(b+k)(b-t 2k) -^ +*tc.,
J'emploie ici ?(a) comme notation abrégée pour désigtter là pi^emière série ; et eu ihéme temps j'établis la convention que , si dans cette série on rempUbe a pai* tiAè quantité qi|Hisauq[dè it -, là âOUtëUè série sera représentée par ^(m). Cela posé, je vais démontrer qu'on ' doit toujours avoir
Pour y parvenir, je formerai d'abord le développement du produit ^(a)x ?(&). fin eSectuânt avec ortfre là. nAiltij^icatiôb , oh trouvera
t + A{afk) -—+a(a+k)(a+2k) 1 4-236 *•* +3a5(a+*)
+ 3)ib{b+k) + b{b+k)(b+2k)
+ etc.
Si on compare ce ptodait àtéb f{a+b) ea Vfeft WÉl*l*-tlllttJ> ^œ
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les deux premiers termes sont les mêmes. Le troisième est aussi le même : car on a éyidemment
a{a+k)'h^b+b{b+k) = a{a+k)'{*ab+ab + b{b +k) = a{a^b+k)'\'b{a+b^k) = {a*hb)(a+b+k).
En continuant , on pourrait prouver que l'égalité a lien dans les termes suivants ; mais, pour (dus de généralité , je vais démontrer qu'en supposant l'égalité établie jusqu'à une puissance quelconque zp~> inclusivement, elle doit encore subsister entre les termes affectés de zp. Avec de l'attention il est facile de voir que dans le produit ^(a) x «p(6) les termes en zp-» et zp sont
a{a+k){a+2k){a'hU) [a+(j»— 2)â:]
+ <--— ba{a+k){a+2k) [a+{p^3)k]
-^^-A ^^ a{a+k)b{b-hk) [bMp-
+?Zlab{b+k){b^2k) [bMp-
ZP
+^ ba(a'hk){a+2k) [«+(/>— 2)^
+^ ab{b+k){b+2k) [b+{p—2)k]
+ 6(6+*)(6+2A)(6+3A)m [b+ip'-Dk]
ZP
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Maintenant remarquons que, dans la partie en 2^, les multiplii^itears où entre p se prêtent aux décompositions suivantes :
ï T" ~"nr"T""*'"T"'
etc.
Alors on verra qu^toate la quantité affectée de zp peut se séparer en deux parties, dont l'une contient le facteur a dans tous ses termes, tandis que l'autre contient le facteur b. Ces parties sont
(a-i-Ar)(rtH-2*)(a + 3*) [«+(/>— i)*] \
+^^ Ha-\-k){a+2k) [a+{p^2)k] '
^eZÎ /;Z?ft(ft4.;t)(a+Ar) [a+(/i— 3)*]
azP
+ ^^(«H-*)6(ft+^) [fr+C/^— 3)*]
^b(b^'k){b+2k) :.[fr+(i»— 2)*]
bzP
^P—la{b+k){b^2k) [6 + (p— 2)*]
•4-(6+*)(6+2it)(^^ + 3A:) [^+(/>— 1)*]
Dans la première partie, la quantité placée à gauche de l'accolade est ce que devient le coefficient de j^ — TZIîy lorsqu'on y
Si on change b en ô+c, l'équation [i] devient f{a)Xf{bti:\l =y(a+è-)-c), niais, ea vertu de celle même équation, on il
518 ti60n« P>i««
change a ep n+i; et dans )a sacottde, elle es) ce qu'il devient \ors-
qu'on ychan^^ en 0+i. Or, par hypothèse, ce cocflîcieot est le
in<hne que ccluijiui alTecte ' — dans la série ^i(a + i),
c'cst-i-dire qu'on le suppose réductible k la forme
[a+b)ia-i-b+k)(<ii-b+2k),..[a + b+{p—2)i]; donc les deai( quantités placées arjinl lea accolades s'obtiendront en changeant dans cctti! dernière euprcssiuo a eu a + A , et fr en ù-i-i. Chacun de ces changements donne le même résultat ,
la + b+k)i>i^b + 2k){a+l> + 3k)....[a+l, + (.p~'l]t]; dope > en ayant égard à ce facteur commun , la somme des deas parties ri-dessus, qui contiennent zr^ sera
laquelle est identique avec le terme en ec delà série <?(»+*),
Ainsi, en adipettantqu'ily ail égalité entre les termes des s^u représentées par ^(â)Xv!^) et par -,'(a-h/'} jnsqn'ànne certaine pniisance de c , elle doit encore exister pour la puissance supérieure. Or cette égalité a été reconnue pour tes Irois premiers termes : donc elle a lieu pour quatre termes. Si elle a lieu pour quatre lemes, elle a donc lieu aussi pour cinq ; et ainsi iudëGniment.
567. La proposition qu'uq vjent de dèmonlrer revîept g 4'rP' en d'autres mots, que la série -iia) est une telle fonctiOD de a que, pour la multiplier par une fopction semblable de l>, \\ sn{pt d'ajcuter i à (I. Sous ce rapport , elle est parfailcment analogue à l'eïponentielle Z", dans laquelle Z serait une quantité indépendante de a ; et l'on va voir que celte analogie se maintient aussi dans le conséquences.
Reprenons l'équation démontrée [1] ïC«)X#J = ï(.
On peut y remplacer g, par n—h - alors elle (jevjwt ((a-rriJXtl*) =^{a) , et l'on en lire, pour la division de ^{a) par ^{ij,
geant c en c+^, et continuant de la méipç m^ni^re, pi) ^urfi tp(ijours, quel que soit le nombre des facteurs,
JHm» m supposant topt^ len quantitài a, 6, <?,.... ^1^ i tf^fT^ leur ppipbre ^al à m, c§Ue ^qP4tipp 4Piwmi
En remplaçant dansi celle-çl a par -^ , il Tient Iff"-)] = 7(^)7 donc , pour l'estraction des racines, on 9
La formule [3] n*est enpore d^n^ontr^ que pour un exposant entier positif. On l'étendr^l tous Içs exposants positifs fractionnaires en remarquant que les formules précédentes doimeot
J^[ç{a)]«= yf^{ma)s=J—\ Mais l^[yta)]'» et [^{a)f sont deux
exilassions équivalentes ; donc
- /tna\
Poor étep^re aussi la formnlfs gRf efpQSipts qégatjfs, on remarqaera qu'en désignant par m et r des nombres positifs quelconques, les formules démop^rées ^pnneilt
donc enfin
Ainsi, quel que soit l'exposant , on a toujours
OU bien, ce qui est la même chose, en remettant dans cette égalité les séries représentées par y(a) et ifiniq) ,
i'^-ma'-maima'k'k) i-r+ma{ma+k)(maf^f[) j— r + etc. 1 1,9 i»^.^
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568. Dans Fcquation [7] , a et k sont quelconques. Si on y fait a^=i et A: = — 1, elle devient
m m(m — 1) , mim — i){m — 2) ,
la formule du binôme est ainsi démontrée pour un exposant quelconque. On sait comment on peut déduire (a-^-xY de (14- 2)*".
569. Dans la même équation [7] faisons A;=0, â = l, z = l, m = a J7 : il viendra
La série numérique du premier membre est le nombre e , base des logarithmes népériens : ainsi y on peut écrire
ax aX* a^X^
e*« = H 1 1 h etc.
Si on pose e^^ = ^z , a sera le logariilmie népérien de ^z , et on retrouve la série exponentielle (560).
, xLa x'iLay x^La)^
570. Pour avoir la série logarithmique, on changera dans cette dernière formule aeni-\-x^ix en m. Il vient
(1+^:)'»= IH ^- ' + \ c. + etc. i
Mais, en développant la puissance (l+o:)'», on a i
{i+xr=i-hm --\-m{m — 1) -—. -f etc.
Egalons donc les deux séries, supprimons Tunîté de part et d'auire , et divisons par m , on aura
= \ +('»-l) ^ +('«-l)('«-2) j^ + etc.
Enfin, en faisant m=0 dans cette dernière éqaation, on retrouTe la formule connue
L{i+*)=--- + -__ + etc.
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Ciénêration <Im sppîps irruprenlwt.
Soit la fraction
ea effectuant, selon la règle ordinaire , la division de a' par a^bx^ on trouve au quotient une suite de termes dont la loi se manifeste promptement. On peut encore écrire la fraction ainsi a!{a'\-bx)—'^ puis se servir de la formule du binôme. Mais la méthode des coefficients indéterminés conduira au même résultat, et sera plus commode lorsque la fraction sera plus compliquée.
Sans entrer dans les détails de la division, on reconnaît de suite que le quotient sera une série de la forme A+Bx+Cj^'+etc. ; c'est pourquoi Ton posera
= A+Bjr+Cj:*+Dj73+etc.,
a-jrbx
A, B, G, D,.... étant des coefficients à déterminer. !En multipliant de part et d'autre par df+^^, il viendra
x'+etc.
Or, le produit du quotient par le diviseur devant reproduire identiquement le dividende , on doit avoir
Aû = df', B^z-fAô = 0, Ca4-Bfc = 0, D<ï+C^=0, etc.,
d'où Ton tire
d b b b^ A=-, B=: A, C = B, D=^ C, etc.
Donc, en multipliant un coefficient quelconque par , on
obtient le coefficient suivant; ou, ce qui est la même chose,
bx chaque terme est le produit du précédent par . Ici la série
n'est qu'une simple progression géométrique. Maintenant considérons la fraction
al-^Vx
On posera semblablement
— fi— ^ = A+Bj:+Ca:'+Djf'-fetc. ;
U'k'bx-^'Cx
eo malliplianl du pari et d'autre par le dénominatear <t+b^+cx', il Tieodrti ^^^
+ A/A -i-Ui +Cl'\ ^H
+ Ac\ +Xic\ ^
ptm^ pourqueics deux meinbrCssoieut identiqae9,U faudra (jD'OBlM Afl ^ (/, Ba + Kf' = i', C<n- Bi- + Ac = 0 , I>a+CA-i-Rc = 0, etc.,
d'où l'on lir« les voleurs
« ' a ' i* rt
D = — -B C, eh:
Id on Toit que chaque coeflicient , à partir du 3", ost la somme des j
deux précédents multipliés respectivement p«r et , ou
qOé cbaqlit terme est la somme des deu\ précédents moltiplM
ex' bx par et .
Si l'on posait encore
' ^''^^^+f'^' -A+Bx+Cx+Dx'+etc., a+bx-^cx' + dx^ on verrait que chaque terme , à partir du 4°, se compose dès (rois
ilx'^ ex' bx précédents, midtipliosn'speclivemenl par , ,
£nGn, il diraient alors évident qu'en (^én«'al «ne TraclioadeU forme
it.'+b'x+e'x\...+h'x°'-'
a ■\-bx + ex' +kx"'
doit donner naissance à une suite dont chaque terme, à partir du (/«-I-1)'"", se composera des /« précédents multipliés respecli-
k h c b vement par x^, x°—'y... x , x.
On appelle récurrenu-s loutes les suites ainsi formées, et èclielle de relation l'eusembli: des quantités par lesquelles il faut multiplier plusieurs termes consécutifs pour avoir le terme suivant. On pourri dire aussi que la série est du X" ordre , du 2' ordre , etc. , selon le nombre des termes qui entrent dans l'échelle de relation.
Si l'expreKsion qu'on développe a un numérateur de degré plus
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élevé que le dénominateur, ou de degré égal , on voit , par la manière même dont nous déterminons les cocfGcients du développement, que la loi de la série sera toujours la même : seulement, elle sera retardée. Au reste , on pourra , si on veut, décomposer préalablement l'expression proposée en une partie entière plus une fraction ayant un numérateur de degré inférieur au dénominateur.
572. Dans ce qui précède j'ai porté l'attention uniquement sur les termes entiers du quotient, parce que je voulais faire remarquer la loi de leur composition. Mais si on voulait avoir le quotient exact, il ne faudrait pas manquer d'ajouter aux termes entiers la fraction provenant du reste de la division ; et, d'après les observations faites dans un cas analogue (553), celte fraction ne doit pas être supprimée, lors même qu'on prolongerait le quotient indéfiniment, à moioÉ qu'on ne prouve que dans ce cas elle doit devenir zéro. Or, il est facile de démontrer que c'est en effet ce qui arrivera si on n'attribue à X que des valeurs plus petites que l'unité et au-dessous d'une certaine limite. Mais je supprimerai ces détails , et laisserai au lecteur le soin d'y suppléer.
Retour des séries récurrentes aux fractions génératrices.
573. Une série récurrente étant donnée , on propose de retrouver la fraction génératrice.
Dans cet énoncé, on suppose la série récurrente ordonnée plir rapport à une indéterminée x. Soit
S = A+Bjc+Cx'+etc,
une telle série, ayant pour échelle de relation [px^>,qjo\ rx]. Puisque cette échelle contient trois termes, la fraction génératrice
^t de la forme
(£-\-Ux-^c'ôc*
a -H bx-\-cx^'\' da?*
Si oette fraction était donnée , on a yu que l'échelle de relation serait
— ~ a:^ — - 07% r — x\ Or, cette fractira peut s'écrire ainsi . a ' « «^ J
IH — x-i-- -c^-*- - x^ a a a
et alors on voit que les trois termes en x du dénominateur s'obtiendront sur-le-cbamp en prenant ceux de Téchelle de relation avec des signes contraires. Ainsi, on peut mettre la fraction génératrice sons la forme
1 — rx — qx^ — px^'*
et il n'y a plus qu'à déterminer a, ^, 7. A cet effet, on pose
;: Zl^Jll .=A4-Ba:+Cx'-hetc.;
1 — rx — qx — px
et comme en chassant le dénominateur Féquation doit devenir identique, On conclu}, en ne tenant compte que des trois premiers
termes,
a+pj?+7«r*=A+B |j:-hC
— Arj — Br — A^
Par conséquent on aura, pour la fraction génératrice,
ç_ AH-(B— Ar)jr+(C— Br~-Ay)jf'
1 — rx — qx — px
Par exemple , soit la série récurrente
S = l— 2x— :c"— 5jc3+4x*— etc.,
dont réchelle de relation est [^-^^ 4- 4a:', — 2jc]. Dans la formule ci-dessus on fera A=l, B = — 2, C = — 1, /?=!, ^ = 4, r=— 2; et on trouvera
- H-2a:--4jc*— jc''
574. Une série étant donnée, on ç^eut reconnaître si elle est ré" currenle, et , dans ce cas, retrouver la fraction génératrice.
C'est à Lagrange qu'est due la solution que je vais rapporter. Soit la série donnée
S = A+ Ba?+Ca:'+Dx'+etc.
Cherchons d'abord si elle est égale à une fraction de la forme
a -^ a r— 1 et posons S = j— . De là on tire
a + bx a+ox
1 a+bx a h al a a
LEÇONS d'âlgâbrh. 549
donc le quotient de 1 par la série S doit être exact et de la forme p-^qx. Alors la fraction génératrice serait exprimée ainsi *•
p-^qjc
Si la division ne s'arrête pas au deuxième terme, la série ne sera
pas récurrente , ou elle proviendra d'une fraction plus compliquée.
Posons S= ; ;, on aura
a-^ux'\-cx
1 a + bX'\- ca^ V J7*
c'«8t-à-dire qu'en divisant 1 par la série S, si on arrête le quotient aux termes de la forme p-^-qx^ la série S.x* qu'on obtient pour
reste, et qui est toujours divisible par a?*, sera telle qu'après en
avoir 6lè ce facteur on devra avoir -^ = -; — 77— .
De là on tire
c'est-à-dire que la nouvelle division doit se terminer au 2* terme ; et alors, pour trouver la fraction génératrice , on aura les deux équations
-=p^qx+-x, g-=/».+y,^,
d'où
S. .' S p,+ qy
p + qx + ^X*
et par conséquent la fraction génératrice sera
Supposons que le quotient de S par S, ne soit pas exactement
B.+<7 X : si la série est récurrente, elle sera d'un ordre supérieur '^ ^' . ^ a'+b-jc+c'x'
m second. Examinons si on peut avoir S = a^i,j^^cx'+dx*'
De là on tire
TStf ^^ ISfiHi B'ÀtCtott. ^^
c'cït-à'diro qu'après avoir poussé jusqu'aux deux premiers termes le quotient de 1 par la série S, ou trouvera pour reste une série dont tous les termes cootïendront ^■' -, et que, si on désigne ce reste
par S.J"., ou devra avoir .— = — ; — 77 1— .
' ' •' S a + b'x+ej:-
Celle ^alitu donne
s, " " u"-<rb'j:
donc, ej» désignant par S_j-' la série qu'on obtient pour reste après avoir pousse la divisîou de la série S par la série S, jusqu'au^c termes p,-^q,x., on doit avoir ^ = -;; — -p^. Uc cette dernière égalité on lire
Ici les opérations s'arrêtent; et, pour remonter à la fraction gcnéralrice , on aura les équations
d'où
p-i-qx-i- ^ X'
Il ne reste plus que quelques substitutions à efTectuer pour fomier la fraction égale à S.
Sans aller plus loin , le lecteur aperçoit sans doute que les opéntions successives, pour trouver les quotients /j4-?x,/j,+y,x, etc., et pour remonter ensuite à la rracliou génératrice, ont une analt^ frappanteavec celles qu'on fait pour réduire une fractiou ordinaire en fraclion continue et revenir ensuite à la fraction ordinaire. Celle observation tiendra lieu dérègle générale. Si la série est récurrente, on en sera averti lorsqu'on arrivera k une division qui donnera nn quotient exact de la forme p+qx.
Exemple. Supposons qu'on veuille savoir M la série des nombres 1,2,3, etc. est récurrente. Ce n'est point cette série nomériqne qu'il faut considérer, mais bien celle-ci
S = 1 + 2.r-i-3-r'+*J.-'+ etc. ; et alors voici comnMit les opCratlons s'esécuteol :
— 1 — 2jr — 3 x"— 4:r'— etc.
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Division de 1 par S.
1 +2j:+ 3j:*+4'J:'+ etc.
— Î2U7 — 3x'— 4 j:'— 5jr ♦— etc.
x 4- 4j:'4- 6jc'+ 8j:*+ etc
^' -h 2j:'+ 3j?*-r etc. = S.JC».
Dit^ision de S /7<2r S,.
l+2j: + 3j7* + 4a:''+etc.
— 1— 2j:— 3 j:*--4 j:r'--etc.
1+2x+3j:'+4j7Hetc.
Donc la série S est récurrente , et Ton a
d'où
et par conséquent
Remarque. En cherchant une règle pour reconnaître si une série est récurrente, nous avons considéré la série comme provenant d'une fraction dont le numérateur est de degré inférieur au dénominateur. Mais si cette dernière condition n'avait pas lieu, il est facile d'apercevoir que les mêmes explications et par conséquent aussi la même r^le subsisteraient toujours.
Sommation d'un nombre quelconque de termes consécutiCi d'une tépie récurrente. —
Terme général.
575. Troui^er la somme d*un certain nombre de termes ci tifs d'une série récurrente.
Pour fixer les idées , supposons que l'échelle de relation ait termes, que je désignerai simplement par les lettres j9, ^^ r, i
' h suite des Icrnie» dont oo demande la somme, Par la nalure méi ■ delà suite, oiia
U=A.p+Bq + Cr,
E = Bp+Cq+Dr,
el, eu ajoulaut ces égalités, il tient
£a désignant par S la somme dierchée, celte équation devient
S— A— B— C = (S — L — M — N)/» + (S— A— M—IV)y + (S— A— B— NJr;
«( de là il est facile de tirer la valeur de S ,
A+B+C — r(A+B+N)— </iA+M+N) — ^«(L+M+H)
I 576. Trouver le ttrine général it une série récurrente. ' Cette question est proposée la dernière parce qu'elle est celle doet' la solution esl la plus didicile. iiupposoDS que la série ait pour fraction génératrice . ^
_ a!+b'x....+h'x~-' a+bj:.... + kx" On peut écrire cette fraction ainsi
F=(a'+û'.r.... + A'-f"^-)(a+ix....+A-^')-'i et alors en développant la puissance — 1, efTecluantle produit et prenant dans ce produit la partie qui contient x à une puissance quelconque, il est clair qu'un aurait le terme général de la série récurrente. Mais la question se résout ordinairement par un autre procédé que je vais exposer.
On divise d'abord tous les ternies de la fraction F par «t, et oa l'écrit sous la forme
U _ a'j""— ' + ^'jr"-'+etC.
"V ~ .!■"+ i j7"— '+ f jr"-'+elc. ■ On la suppose toujours réduite à sa plus simple expression, de sorte que U n'a plus aucun fadeur commun avec V. On décompose ensuite le dénominateur en facteurs binômes tels
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que Jc+Uy soit en égalant ce dépominateur à zéro, soit par tout antre moyen -, et alors on considère la fraction comme résultant de Taddilion de plusieurs antres qui auraient pour dénominateurs ces diOérents facteurs. On détermine toutes ces fractions partielles, puis on forme le terme général du développement de chacune ; et en faisant la somme de ces termes généraux , on aura le terme général de la série récurrente.
Dans cette décomposition en fractions partielles , il faut soigneusement distinguer dans Y les facteurs simples de ceux qui sont élevés à des puissances. Pour chaque facteur simple x+a, on prendra
une fraction de la forme
Pour chaque facteur tel que (jc+b)*, on en pourrait prendre une
A j:*»— « 4- Bx*-* 4- etc. de la f<Hmie ; j— : mais il est plus commode de
n'avoir que des fractions à numérateurs monômes ; et , au lieu d'une fraction comme la précédente , on en prend n comme celles-ci :
N N. N, Nn_.
Il est sans doute inutile d'avertir que M, N, N,,.... représentent des quantités indépendantes de jc.
En conséquence, si on admet quey=(j>Hï)(j:+&)"...., on posera
U M N N, Na_,
et la question sera réduite pour le moment à déterminer les numérateurs M , N , N, , etc. Mais cette détermination exigeant des déyéloppements assez étendus, je la renverrai dans un article séparé et je la regarderai ici comme effectuée.
La décomposition précédente une fois établie, la détermination da terme général de la série récurrente n'offre aucune difficulté. Chaque fraction parlielle peut se mettre sous la forme P (p+J^)-'\ en désignant par X un nombre entier positif qui peut être égal à 1. Si OD développe cette puissance, on trouve facilement que le terme aflEectéde jc^ est
C'est une somme de pareilles expressions, toutes renfermant j:" et
résulUnl Ae» dilTérontes fracUotu partielles, qui composent le term g^nwal chercht' .
Quand II' dùnominalcur de la fractioD génératrice rcnrenne àet Taclours îmaginnirrs, ce» fadeurs aincacnlili>s<iuanlilésimagiDairà daus le tcrmi> géutVal. Cfpcoilant «î on suppose, comme on le rai; toujours, <iue les rocflîcicnlii du numérat(.-ur et àa dénominateur je la fraction jwupostV soient tous r^Is, il est évident à priori qu'an cherchant le dévcluppeaicnldeceilefraclion au moyen de la divisiodf le tonne RÙnéral ne renfcrmerail pas d'imaginaires. Par coDséqneol on est assuré que toutes les imaginaires provenant des facteurs dn dénominateur devront Mi <1élruire.
Raprenona U fraction rationnelle
U *'j?rT' + p'-i""~' + el«.
que je regarderai toi^onrs comme réduite à sa plus simf^ a pression. Aprca avoir décomposé V en facteurs binômes, J' distingué ceux qui n'y eirirent qu'au t" degré de ceux qui y sort élevés à des puissances, et j'ai dil que, pour chaque faclenr
simple j+rt, on prenait um' fraction de la forme , tandis
que pour uu facteur tel que {j:+bj", on en prenait n de la forme
rr.-*--, — ri^;— ,■■■■ + — rr- Eo «ajsequencc
\=[x+a)ix+l))''.,.., on devra poser
h etc. ;
et c'est b délermiaalion des numérateurs M, N, JV, , etc. qui ddl nous occuper.
Le moyen qui s'offre tout d'abord est de réduire le second membre en une seule fraction de mCme dénominateur que celle du premier et comme les deux numérateurs doivent alors être ideiiliques. oa égalera entroeuxlcscoellicicnlsdes terme.'! semblables. On a ainsi^'i Équalions qui serviront à trouver les "i inconoiies M,ft', N. Ces équations sont toutes du 1" degré; car, dans la rûducIioQ du second membre au inémc déoômiuateur, les inôcinnoefi iw se mIl)t^ plient ni enlre elle» ni pnr elles-mt^mes.
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Par exemple, soit la fraction
x^ — X — JC-f 1
après avoir reconnu que le dénom. = (jc4-l) (jc— 1)*, on posera
x*—x+^ — JL W W,
x^—x''— x+i ~ JC+1 "*" (x—iy "^ x-^i' £11 réduisant tout au même dénominateur, il vient d'abord
JT+M
pois, en égalant les termes semblables , on a
De ces équations on tire M=:2, N = 3, N,= — 1 j et par suite la fraction donnée se décompose ainsi :
j:"— jc-f-6 2 3 1
578. On sait que des équations du 1^ degré peuvent être incompatible». Ainsi » il y a lieu de craindre que ce cas ne se présente quelquefois pour celles qui servent à déterminer les numérateurs IneonBUg , et que par suite la décomposition en fractions partielles maoitimpomible. Mais je vais trouver les numérateurs de ces fractfoDi par on procédé qui lèvera tous les doutes.
Soit x+a un facteur simple de Y, et supposons que la fraction ]pKtt)posée puisse se décomposer ainsi
M étant une quantité fndépendante de a:, U, une quantité entière par rapport à jc , et Q le quotient de V par j?+a. £n réduisant au même dénominateur, il vient
U = MQ + U,(j:+«), d'où xj^U-^^Q
Bout que U, soit une fonction entière de jr, il faut que U— MQ soit divisible par x-^-a^ ce qui exige que U—MQ s'évanouisse en y faisant a: = — a, Si donc on désigne par n et q ce que deviennent aU»rs U et Q , on aura
... a — M^5=0, d'où M== i?.
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Telle doit être la valeur de M si la décomposition est possible. Cette valeur n'est ni nulle , ni infinie, ni indéterminée ; car, d'un côté, la fraction proposée étant irréductible, U ne doit pas contenir le facteur x+a, de sorte que u est différent de zéro ; et, d'un autre côté , X'\-a n'entrant qu'une fois dans Y ne doit plus se trouver dans Q, desorle que q est aussi différent de zéro.
La valeur de M n'a été trouvée qu'en supposant la décomposition possible. Ainsi , à parler rigoureusement , cette supposition doit être vérifiée, ce qui est à présent sans difficulté. En effet, si on prend pour M la valeur trouvée, on est sàr que la quantité U — MQ sera nulle en y faisant j: = — a\ donc cette quantité est divisible par x+a. Or, en nommant U, le quotient, on a
U-MQ = U.(x+^), U=MQ+U.(a:+^), H = i+Hi,
et Ton obtient ainsi la décomposition qu'on voulait opérer. La fraction —^ doit être irréductible : autrement , on pourrait
réduire le second membre de la dernière égalité à une fraction de dénominateur moins élevé que Y; donc la fraction proposée serait simplifiable, ce qui est contre la supposition. Si x+b est un autre facteur simple du polynôme Y, il devra
être aussi un facteur simple du quotient Q ; on pourra donc opérer
sur -^ une décomposition semblable à celle qui a été faite sur rr,
et continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs simples. Mais on peut aussi , pour chaque fraction partielle , revenir à la fraction proposée elle-même.
Exemple. Soit la fraction
Y X^r>t^^X^ + X*—àX—2
Si on pose l'équation j:*+3j:'+a:'— 3j: — 2=0 et si on cherche ses racines, on trouve Y=(j:-— 1)(j:+2)(j:+1)*; par conséquent les deux facteurs simples donneront lieu, dans la décomposition, à deux fractions partielles de la forme
Pour trouver M , on a recours à la formule M = -, dans laquelle
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ueiq représentent les valeurs de U et Q correspondantes à x=i. Icion aU=a7'-f7j:''+t3x+3, Q = (j:+2)(a:+l)*; et la substitution dea:=i donne m = 24, ^=12. Donc M= -5=2.
Semblablement, pour calculer le numérateur M, , on fera a:=— 2 dans U et Q , mais alors il faut prendre Q = (x—i){x+i)\ 11 vient ainsi a=--3, 5r=— 3, M, = l.
En conséquence les deux fractions partielles sont
579. Occupons-nous maintenant des facteurs qui sont élevés à des puissances dans Y. Soit y=z{x+byQ : si on considère la fraction
- — rr7r> ce qui vient d'être dit montre qu'on peut la décomposer ainsi
donc, en divisant par (^4* &)"""', on aura
Des décompositions toutes semblables donneront
{X 4- bj'^-^q {X + ^)— ' {X + 6)«- «Q *
et ainsi de suite jusqu'à ce que l'exposant n soit épuisé. Le n"* précédent prouve que les valeurs de N , N, , N,,.*- sont
N = -. N.= -', N.= '^, etc.
tt, M,, M,,.... étant ce que deviennent U, U,, U,,.... par la substitution de x = — b, et q étant ce que devient Q : il faut donc connaître les polynômes U,, U,,.... Or, le tf cité montre que ces polynômes s'obtiendront successivement en effectuant les divisions indiquées dans les formules
U-H=ÎÎ2 y ^'-^Q etc
5&S LIÇOI» DILS^MK.
A l'cgard des autnôratears N, , N...... qui viennent après N, il
fool observer que quulqacs-uns d'CDire eux peuvent être nuls j car il est possible que quelques-uns des polynômes U,, U^,.... ra-
fermeut le facteur x+b.
Pour exemple reprenons celui du n' précédent , dans leipiet on a \J = a^ + 7j:'+l3x+3, V=j* +3a-5 + r'— 3x — âs4 {jr— l)(x-i-2)(.ir+l)'. Le facteur {x+if donnera deat fracUite i partielles do la l'orme '|
Lb quaotit^ dtwiguée par Qcst Q=(jr— 1 ;(.r+2). Si on fait x=-~i, dans U et Q, on trouve ii = — 4, q = — 2; doue N = 2.
Alors on cherche le pohitoine U, par la formule U,^ — : i
et, tout calcul fait, il vient V — j:'+i.T+7. La substitution de I x = ^i, dans U, et Q, donne k,=^1] ^=^^2; donc ]V,= Donc les deux fractions correspondantes à (^+1)* sodI
et si on les réunit à celles qui ont été trouvées dans le n" précédenl. on aura la décomposition complélc de la fraction pnîposée, savoir
.v^'2 [x+lT
La décomposition d'une fraction rationnelle est utile non-scult ment pour la détermination du terme général d'une série récurrents, mais encore dans une partie importante du calcul intégral; et pour cette raison j'ai cru devoir la traiter avec étendue.
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ERRATA
Ijjpnes.
8 (a+i — c)+^m — n+p) lises {a+b — c) X ('»—'* •!-/?)
7 en monUift. |)our t lises pour r'
6 en mpntant. < = o //'^e^ <'=o
Il sid lises iiB
1 en montant. (--i+ [^^—^ac) (— A— ^^■— 40^) /«e*
(—6+ yb^-^ac) (— *— K^*— 4ac)
6 en montant, m— m lises m — »
18 kaT'^x'' lises ^a'^-^.r"
14 A" lises A"» ^
i4 en montant. K77 /«e^i k 7 t
3 marqué n lises marqué pari»
,0 -L. Use. J-
iXJb iXb ^
4 composer lises comparer
en montant, et R' et lises et R'' le
4 en montant. -- lises •-- ^ N R
6 296 /i5e£ 29^ ; 14 les deux logarithmes lises \eà dent pro^éiuwÊB
5 c^'"*"' //«e« c"'"*"' ; et ligne 3 en montant, log 10^ /ije« log lo*
5 en montant. mq=:nq lises mq=:nq^
4 log h + log q , etc. //5e5 log h -r 2log 9, etc.
21 log 0,0083456789 lises' log 0,003456789
4 355oio6o //5ez 3,55oio6o *;
7 en montant, quotient par 4 ^'^«^ quotient par 6 i
6 en montant. 5, 1321907 lises 4« 1 321907
6 a{i-i>r)P-"' lises a(i+r)P-^
.7 en montant, désignant par Q lises désignant par Q'
tt.
mm.
tn monUnt. <«' /«r* — Oa'
on moDlaiil. «v* liiit f'i'
5 /■«(< en iiippou c«lt« djffi^ncc poullîv
il] !/•" [a]
tiid.
en monUnt. ritaUiiies U ttxCe camae il lui que «r rtttc e'ett antre chou qa« le ràiu
X— a /Kfi .r— «
r--' + <ic. /ii« a*— +Bl«.
à 1. <î« de 1. ligne. +* U.et +*-
ditiieur comnDDnwiIre f/tM diviiear comn
en monUnl. wnl d» Tileurt de / liiei sa
:stJlgùbredeW. FHincimn, i
4iî
8 en mantiU. entre ^ tii«t tmtr» c
10 <nila(v) I>'n« «oile (x"]|
17 V,Q, lUtt f.Q, elp-.
5oo
.5 eamnnUnl. /- fi»« /, ,, ^ '
Soi
«3 8,^,=S, /.«,, ^+.-Si.
mX' v
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