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LEÇONS
TISSEMENT.
m^t^mm»
T ouvrage laisserait peu à désirer s^l atait un te proportionné aux soins que j^ai mis è, le corn-" \ Mais je compte beaucoup sur Hodulgcnce des mes habiles qui ont Pexpérience de Penseigne* :, et qui savent combien les élémens de Palgèbre it de difficultés tant pour le choix de méthodes )our la disposition des parties, j'avais borné ces leçons à ce qui est exigé pour ûssion à PÊcole Polytechnique^ elles eussent é un volume beaucoup moins étendu. Pai jugé mites trop resserrées ^ mais tout ce que j'ai ajouté us est tellement distribué qu'il n'en peut résulter a embarras pour les lecteurs qui voudront le T de côté.
rs de ces limites se. troure un -beau théorème, -e peu connuVidohf vPobjet ^St de déterminer î manière simple et précise combien une équa- \ de racines réell6s*cf)t/é détfX nombres donnés.
YI ATERTISSEMEKT.
Par cette découverte, l'analyse des équations a reçu de M. Sturm un perfectionnement que n'avaient pu lui donner les efforts des plus grands géomètres, et il y a lieu de croire que, sur ce point, une heureuse réforme aura été introduite dans l'enseignement d'ici à quelques années. Quoiqu'elle ait déjà été commencée par MM. Mayer et CHOQtnET dans leurs Elémens d algèbre^ je me suis encore conformé à la méthode ordinaire; mais j'ai réuni dans un chapitre spécial plusieurs théorèmes remarquables sur les équations; et j'ai placé parmi eux celui de M. Sturm.
J'ai emprunté à M. Gaught l'analyse par laquelle il démontre que toute équation a une racine, et je lui dois aussi en grande partie les considérations générales que j'ai présentées sur les séries.
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CHAPITRE PREMIER
Notions préliminaires n .
Objet de V algèbre. Premières difficultés qui se présetnent,
1. Dans toute question qu'on peut proposer sur les nombres;, il doit exister, entre les quantités connues et les inconnues. Certaines conditions que renoncé de la question fait connaître; et )a solution a pour but de déterminer les inconnues de manière ^Vlles vérifient ces conditions. Il faut donc s'attacher d'abord à bien saisir les diverses relations par lesquelles toutes les quantités Connues ou inconnues sont liées entre elles, et trouver ensuite, au moyen de ces relations, qtielles opérations on doit effectuer sur les ({aantités données pour obtenir les inconnues. Tel est l'objet qu'on se propose plus spécialement dans cette partie des mathématiques à laquelle on donne le nom d' Algèbre.
2. Pour mieux apprécier les premiers moyens qu'elle met en œuvre , je prendrai le problème suivant : Partager 52 en trois parties telles que la moj-enne partie surpasse de 9 la plus pe^ tùcy et qu^elle soit surpassée de iZ par la plus grande.
D'après cet énoncé , les parties inconnues doiyent remplir trois oonditioni :
a LEGOlrs D'iLGàillÈ.
1* Que la moyenne soit égale à la plus petite augmentée de 9, a» Que la plus grande soit égale à la moyenne augmentée de i3y 3° Que la somme des trois parties fasse 5^. Maintenant , yoici par quelles déductions on arrive aux yaleurs des inconnue^ :
Puisque la moyenne partie doit être égale à la plus petite plas 9, au lieu de dire que la plus grande doit être égale à la moyenne plus i3 , on peut dire qu'elle doit être égale à la plus petite plas 9 y plus i3.
Donc la somme des trois parties se compose de 3 fois la plus petite, plus 2 fois 9, plus i3^ et comme 2 fois 9, plus i3, font 3i, on peut dire encore que cette somme est égale à 3 fois la petite partie, plus 3i.
Or, renoncé exige que cette même somme fasse Ss : donc, si oa retranche 3i de 52, le reste ai sera égal à 3 fois la petite partie ^ et, par conséquent, en divisant ce reste par 3^ le quotient 7 sera la petite partie.
Alors il est évident que la moyenne partie sera 7 plus 9, ce qai fait 16.
Et il est évident aussi que la plus grande sera 16 plus i3, ce qui fait 29.
Ainsi les trois parties inconnues sont 7, 16, 29. 3. Si, dans renoncé de la question, oi^ changeait les nombres donnés , sans faire aucune autre altération , on arriverait aux vaieun des inconnues par des ràisonnemens tout-à-fait semblables. Maison peut proposer la question d'une manière générale, comme il suit : Partager une quantité donnée en trois parties telles qu'Usait une différence donnée entre la moj'ennc'et la plus petite^ et aussi une différence donnée entre la plus grande et la moj-enne.
En ces termes , les quantités données peuvent être telles grandeurs qu'on voudra , et il ne s'agit plus de trouver que les inconnues sont égales à tels ou tels nombres particuliers, mais bien quelles opérations il faut effectuer sur les quantités données pour obtenir ces inconnues. On y parvient encore par les mêmes ràisonnemens , et alors voici comment ils se présentent :
La moyenne partie est égale à la plus petite , plus l'excès de la moyenne sur la plus petite.
Lt pliu grtnde est égslt à la moyenne , ploa Texoès de la plus Htande snr la moyenne. Donc on peut dire aussi qu'elle est ^;ale I la plus petite , plus Texcès de la moyenne sur la plus petite | plus l'excès de la plus grande sur la moyenne.
En faisant la somme des trois parties , on yoit donc qu'elle contiendra 3 fois la petite partie, plus 2 fois Fexcèsde la moyenne sur la petite , plus une fois l'excès de la grande sur la moyenne.
Or, cette somme doit être ^ale au nombre à partager ; donc , en retranchant du nombre à partager 2 fois Texcès de la moyenne partie sur la plus petite et une fois l'excès de la grande sur la moyenne , le reste sera égal à 3 fois la petite partie. Par coniféqnent , en divisant ce reste par 3, on aura la petite partie.
Alors, en ajoutant à cette partie l'excès dont elle est surpassée par la moyenne, on aura cette moyenne partie^
Puis, en ajoûUnt à la moyenne partie l'excès dont elle est sur-» passée par la grande, on connaîtra cette dernière.
4* Dans la solution qu'on vient d^exposer, deux causes de corn* pKcation sont à remarquer. L'une vient de ce que chaque quantité, Connue ou inconnue , est continuellement désignée par Tensembh depluneurs mots, comme le nombre à partager; la petite partie , etc. L'autre résulte de ce que , pour rappeler les relations des quantités entre diles, il faut fréquemment répéter les expressions qui indiquent ces relatiops, conmie plus^ moins, multiplié par^ etc. A la vérité, ces mots sont en petit nombre dans le problème qui nous a servi d'exemple ^ mais on comprend que s^il y avait beaucoup de quantités à ajouter, k retrancher, à myl" tiplier, etc., le tableau écrit des diverses relations par lesquelles les quantités sont liées enti'e elles serait trop étendu pour que l'ceil pÀt en embrasser Fensemble. Ces difficultés étant bien reconnues, je vais montrer comment on y remédie.
JYotation algébrique. Explication de quelques dénominations,
5. Pour faire disparaître l'embarras produit par les péHphrases
<|ni servent à désigner les quantités qui entrent dans une question,
on représente ces quantités par des lettres. Ordinairement , les
données sont représentées par les premières lettres de l'alphabet a,
bjC.ytl les inconnues le sont par les dernières x, ;^, 2, • . •
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SouTent , pour designer des grandeurs différentes, mais qui ont entre elles une analogie qu*il importe de ne point oublier, on emploie une même lettre à laquelle on donne un accent ou plusieurs. Par exemple, on écrira af ^ a", a'", qu^on énonce ainsi : a prîmcy a seconde^ a tierce. Souvent encore on a recours à Falphabe t grec. Le lecteur donnera sans difficulté à ces premières conventions toute Teicension dont elles sont susceptibles.
Si tjuelques quantités données sont exprimées^ en chiffres , et surtout si ces quantités sont des nombres fort simples , il est évident qu'il y aura rarement à gagner, sous le rapport de la brièveté, à les remplacer par des lettres. Mais comme ces nombres s^altcrent par les calculs successifs, il n'est plus possible de reconnaître, à la fin des opérations, de quelle manière ils entrent dans les résultats,* ^ et de là û suit qu'en changeant ces nombres dans la question , il r faut recommencer tous les calculs qui ont déjà été faits. Quand on [ veut obvier à cet inconvénient , on le peut encore en mettant des fi lettres au lieu de ces nombres ; et c'est là un des plus grands a van- ^ tages que procure l'emploi des lettres pour représenter les gran- • deurs. a
6. La seconde difficulté « celle qui naît de la répétition des mots plus y moins y etc., employées pour désigner les relations des quantités entre elles, se résout naturellement en adoptant des signes particuliers pour indiquer ces diverses relations. Je vais faire connaître les signes en usage.
7* -|* signifie plusj et — signifie moins. Ainsi , pour indiquer qu'on ajoute hka^ on écrit «-f-&> ^^» pour indiquer que b est retranché de a y on écrit a — h.
&• On emploie le signe X» ou bien un simple point, pour indiquer une multiplication. En écrivant aX^ ou a,b^ on fait conmitre que la quantité a est multipliée par b. De même, ayciyCfi et a.b.c signifient que a est multiplié par by et que le produit est multiplié par r.
Lorsque les multiplicateurs successifs sont désignés par de sim* pies lettres, on supprime les signes de multiplication afin de rendre récritui:e plus rapide. Ainsi, abc a la même sigtiification que ^ aM.c ou ay^b'X.c.
Quand les facteurs sont des nombres , celte simplification n est
pins pefinise : car si on Toulait , par exemple ^ indiquer le produit de 3 par 4 9 et qu'on écrivît S/{y on confondrait ce produit avec le nombre trente-quatre,
Lorsqu^on multiplie une quantité littérale parnn multiplicatenr numérique , on le place au devant de cette quantité : on lui donne alors le nom de coefficient. Ainsi 3â et \b signifient la même chose que ^xBet^Xfî^etf sont des coefficiens.
g. Pour indiquer une division , on écrit le diviseur au-dessous
du dividende, et on Ten sépare par un trait horizontal. 7 signifie
a dix^isé par b* Quelquefois aussi on écrit a\b,
10. On nomme puissances d^une quantité les produits qu'on forme en multipliant cette quantité par elle-même une fois ou plusieurs fois, aa est la 2*^ puissance ou le carré de a; aaa en est la 3** puissance ou le cube; aaaa en est la 4** puissance^ ainsi de suite*. On indique ces puissances, d'une manière abr^ée, en n'écri- Tant. la lettre qu'une seule fois, et en plaçant à sa droite, un peu. au-dessus, un nombre qui marque combien de fois .elle doit être écrite comme facteur. Ce nombre s'appelle exposant* Par exemple, a^ représentera aaaa ou la 4' puissance de a , et on lira a eX' posant quatre y ou, plus simplement, a quatre. Cette notation, imaginée par Descautes ^ a eu la plus heureuse influence sur les progrès de l'algèbre.
II faut bien prendre garde de confondre le coefficient et l'exposant. Si j'écris 3a , le nombre 3 est un coefficient ^ et si j'écris o^f le nombre 3 est un exposant. Or 3a et a^ expriment des quan* tités bien différentes : car 3a est la même chose que a-f-a-f-a, et a^ est la même chose que aX^X a* On comprendra mieux encore la difTérence^ si on met #n nombre particulier à la place de la lettre a. Par exemple, si on mat 4 1 3a représente 3 fois 4 eu 1 2, tandis que a^ représente 4X4X4 <^^ ^4*
1 1 . La quantité qui , étant élevée à une puissance , produit une 'quantité donnée , est une racine de cette dernière. Ce sera une racine a*, 3®, 4*> etc., selon qu'il faudra en faire la 2* puissance, ia 3", la /\^j etc., pour reproduire la quantité donnée. Ainsi, la racine 4' de lô est 1 , attendu qu'on reproduit le nombre 16 en éleyant 2 èi la 4'' puissance. La racine deuxième prend ordi-
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naîram^nt le nom de racine carrée^ et la jracine troisieHie celai à» racine cubique.
Le signe y/ , qui s'appelle radical ^ indique une racine à extraire. On lui joint un nombre qu'on nomme exposant ou indice^ et qui marque de quelle racine il s'agit. \/a indique la racine 4*
de a. Dans la racine carrée , on sous-enteud l'indice , et on écrit simplement Va,
12. Le signe = est celui de' l'égalité. Ainsi, en écrivant Sa-f-aa = 5a, on indique que si à trois fois a on ajoute le double de â , la somme est égale au quintuple de a. L'ensemble des deux quantités, ainsi séparées par le signe =, se nomme une égalité. Chacune des deux quantités se nomme membre. Celle qui est à gaucbe est le premier membre ^ celle qui est à droite est le second.
•i3. Le signe >• veut dire plus grand que; et le signe < vent dire plus petit que. Ainsi ^ a'^b signifie a plus grand que b; et a<^b signifie a plus petit que b* Remarquez que l'ouverture da signe est toujours tournée du c6té de la plus grande quantité.
i4* Les dénominations de quantité littérale, quantité algébriqucy expression littérale^ expression algébrique^ sont employées indifféremment pour désigner un assemblage quelconque de quantités représentées par des lettres, et unies entre elles par les signes des différentes opérations. Telles sont ia^ et a^ — Vab.
Chacune des quantités qui sont jointes entre elles par les signes + et — s'appelle terme , et assez ordinairement le signe fait partie du terme. Dans l'expression ga — û^*+ Vû^ , il y a trois termes, savoir : 9a, — û^», +V^^
On appelle quantité monôme ou simplement monôme^ une expression algébrique qui n'a qu'un seul terme; et polynôme y celle qui en a plusieurs. En particuliei* , on appelle binôme y trinôme^ qnadrinôme^ quinôme^ celles qui en ont deux , trois, quatre ou cinq. Quelquefois encore on donne aux monômes le nom de quantités incomplexes j et aux polynômes celui de quantités com' plexes.
On appelle termes semblables ceux qui sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes exposans. Ils peuvent d'ail* lenrs dififerer par le signe et par le coefficient* Dans l'expresaion
^a^b'-^iab^ — '2a^bf le premier terme ^a^b est semblable tu troisième -— aa^b. Toutes les fois qu^un polyu6me reoferiof .des termes semblables ) il peut recevoir certaine simplification doB^on parlera plus loin (29).
En algèbre , on nomme quantités rationnelles celles qui ne
renferment point de radical. Telles sont 17, |<i, a-|^— .
On appelle quantités entières celles qui sont rationnelles et ne contiennent aucun dénominateur. Telles sont 4 7> 2a*6,3a*— éc.
i5. Lorsqu'une quantité est composée avec une autre, on dit qu'elle est une fonction de Cette dernière. Par exemple^ l'expression Sx* — \/x est une fonction àe x.
Pour désigner d'une manière, générale une fonction de :r , ou écrit f\x)j et alors la lettre F est employée comme une abréviû' tion du mot Fonction. Lorsqu'on veut représenter plusieurs fonctions dIfiRérentesde Xy on varie la forme de cette initiale. Par exemple, on écrira JF*(x), Jlx)y f{x)y quelle que soit d'ailleurs la loi d'après laquelle chaque fonction est composée.
Quand on se sert de la même lettre F, et qu'on écrit F{x)y F(jr)^ on désigne par là deux fonctions composées semblablement, l'une avec Xy et l'autre avec j* , de telle sorte que la première se change en la seconde quand on y met y au lieu de x»-
Ce qui vient d'être dit s'étend naturellement aux expressions dans lesquelles il entre plus d'une quantité. Ainsi , l'expression ixj — x-J-^/ 7* sera une fonction de x elj-; et en écrivant Fix^y) on désignera d'une manière générale une fonction quelconque de aretj-.
application, de la nota^n algébrique,
16. Afin de faire ressortir les avantages qui peuvent résulter de la notation algébrique, je vais l'appliquer à la solution du problème énoncé u° 3.
Je désignerai par a le nombre à partager ; par b l'excès de la moyenne partie sur la plus petite; et par c l'excès de la plus grande sur la moyenne.
Kl
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De p)as, }e repréienteral la petite partie par. • ^r.
Alors la moyenne sera . • • x^^* bj
Xa plus grande sera. a: -f" ^ *f* <^9
Et la somme des trois parties sera . • • •. 3x -f"^^ ~l~^*
Or cette somme doit être égale au nombre à partager a ; donc on a Tégalitë
3ar -|- 2^ "t" ^ == ^• Si on retranche 2b et c de chaque membrey il vient
3x=a — 2^ -«— cj •t si on dWise par 3, on obtient, pourj'inconnue x^
La plus petite partie étant une fois connue y les deux autres s^en déduisent faéilement.
17. La manière dont Finconnue x est exprimée mérite de fixer l'attention : ce n'est point une valeur numérique, c'est nxïefot^ nuile^ un tableau qui montre de la manière la plus claire quelle^ opérations on doit effectuer sur les données pour avoir Finconnu^ * En effet, on peut remplacer les lettres et les signes par des énoo^^ ciations conformes aux conventions établies ^ et alo» la formula) ainsi traduite en langage ordinaire, se change en tïette règle ;
. Du nombre à partager retranchez le double de l'excès de I^ moyenne partie sur la plus petite j et encore V excès de la pTs^^ grande sur la moyenne^ puis divisez le reste par 3 ; le quotie^^ sera la plus petite partie*
Dès qu'on prendra pour les données des nombres particulier5, les opérations pourront s'effectuer : c'est ce qui s'appelle mettre une formule en nombres. Par exemple, en adoptant les nombres tels qu'ils sont dans l'énoncé du n** 2, on devra remplacer a par 5a, b par 9, c par i3^ et alors on aura
18. Les formules qu'il faut mettre en nombres ne sont pas tou*
» = a Xj' X93.8X2>X9 = 8x4X9 = 288, nséquent on aura, pour Finconnue Xj
abb -|- 4 29^
:ommençs^ns doivent s'exercer à traduire les formules allés en langage ordinaire et à les mettre en nombres.
Des quantités négatii^es*
L*algëbre admet dans ses calculs une classe de quantités ue — 5, — 7, etc., qu'on nomme quantités négatives j et iporte de connaître dès à présent. La question suivante, s fort simple, m'aidera à me faire mieux comprendre. narchand a fait un certain bénéfice dans la première an" son commerce, et une perte F année suivante : on demande gement qui en résulte dans son capital, ésignera par a le bénéfice de la première année» et par h essuyée dans la seconde. Si à surpasse £ , il est clair que al du marchand aura reçu une augmentation exprimée
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«onsertent tou}ours l'expresaion a — b pour indiquer le ohangemeut du capital^ mais, ne pouvant plus retrancher & de a , ils font la soustraction dans un ordre contraire, c'est-à-dire qu'ils retran* chent a de ùy et ils placent le signe — devant le reste. Par ce signe ils avertissent que le résultat ne doit plus être regardé comme une augmentation apportée au capital ^ mais bien coàime une diminution. Par exemple, si a vaut 7000 francs, et si b vaut 4000 fr., il y a véritablement augmentation de 3ooo fr.; mail si , au contraire, a Vaut 4ooo francs, et si b vaut 7000 fr., au lieu de dire que le capital souffre une diminution de 3ooo fr*, on dira en termes équivalens, quoique fort éloignés du langage ordinaire , que Faugmentation est de ^3ooo fr.
Les exemples sont nombreux dans lesquels il y a lieU de considérer ainsi les grandeurs sous deux acceptions tout-à-fait contraires, dont Tune les présente comme devant être ajoutées, tandis que l'autre les présente comme devant être retranchées. Tels sont les gains et les pertes d'un joueur ^ tels Tavance et le retard d^une montre^ telles encore les distances qu'un mobile parcourt sur une ligne, selon qu'il avance vers l'une des extrémités de cette ligne, ou bien vers l'extrémité opposée. C'est pour embrasser d'une manière générale ces deux acceptions contraires, que les algébristes ont employé les quantités négatives; et, laissant de c6lé toute question particulière, c'est de la soustraction qu'ils font naître ces quantités , comme on vient de l'expliquer plus haut.
Ainsi, en résumé , lorsque dans une soustraction la quantité à retrancher surpasse celle dont on doit la retrancher j on est conryenude soustraire la plus petite de la plus grande ^ et d'indiquer ce changement d'ordre en plaçant le signe — devant le reste.
Ce sont les quantités isolées, ainsi précédées du signe —, qu'on nomme négatives. Par opposition, celles qui ne sont point affec-* tées de ce signe, sont censées avoir le signe -|-9 et on les noname positives^
ao. Reprenons l'expression a — ^, et supposant que a conserve une grandeur fixe,, faisons croître b à partir de zéro. On obtient d'abord des résultats décroissans ; et quand b est égal à â, la différence a — d est zéro. Si on continue d'augmenter 6, on trouve des quantités négatives j et plus b sera grand, plus ces quantités
^4|;atiir^, considérées d^ns leurs v^leum ^b^ol^ief» «^roQt grandes. Par exemple, prenons a s?: 3, et faisons soccessiyement ^ =s:*o, i|^ ^> 3 : les valeurs de a — b seront 3, a, i, o. Mais si b continu^ de croître, et qu^ou fasse ô = 4> 5, 6,... on aura — i, — a, — 3,...
Or, parce que ces valeurs n^atîves viennent à la suite des nombres positifs décroissant 3, a, i, o, on convient de les regarder comme plus petites que zéro ^ et, parce que les quantités négatives qfd ont une valeur absolue plus considérable viennent après celles qui ont une valeur moindre, on les r^arde aussi comme plus petites que ces dernières.
Ainsi ^ d'après ces conventions, -—a est moindre que séro, et — 5 est moindre que — a. En se servant des ngnes <C et >(! 3), on peut encore écrire
— a<o, — 5<^ — a, oubien o> — a,— a> — 5«
CHAPITRE IL
Vu calcul algébrique.
Comment on étend aux quantités négatives les opérations de ^arithmétique*
21. Les quantités algébriques peuvent , comme les nombres, $tre soumises à diverses opérations , telles que Taddition, la soustraction , etc. niais, pour les quantités littérales , ces opérations, ainsi que le fait observer M. Lacroix , diffèrent de celles qui se pratiquent sur les nombres en ce que leurs résultats, ne pouvant être que des indications de calculs à effectuer, ne présentent réellement qu^une transformation des opérations, primitivement inaîquées^n d'autres qui doivent produire les mêmes résultats. Les règles qu^il faut suivre pour effectuer ces transformations constituent le calcul algébrique.
22. Tant qu'on ne considère que des grandeon positives, les' dëfiniiions de rarithmclique font connaître avec précision Fobjet de chaque opération ^ mais elles deviennent insuffisantes quand on les applique aux quantités négatives. Par exemple , quelle signification ces définitions peuvent- elles donner à des énonciations telles que celles-ci : ajouter — 5 et —7, multiplier -|- S par -^^ 7f etc.? et u^est-il pas clair que de pareilles locutions doivent être ' rejelées comme étant tout-à-fait vides de sens', à moins qu'on ne j^ fixe par quelques conventions nouvelles celui qu'on veut y atta-* cher : or, c'est ce que je vais faire. A cet effet , je reprendrai cha-^ cune des quatre opérations; j'étendrai, autant quHl sera' possible^ la définition de chacune d'elles aux cas nouveaux qui se présenteront ; et quand cela ne se pourra point , j'établirai les conventions nouvelles auxquelles ces cas donnent lieu.
23. Addition. Cette opération, telle qu'on la conçoit en arithmé^tique, a pour objet de trouver une quantité qui contienne à ell^ seule toutes les unités et parties d'unité qui sont dans plusieurs quantités données. Cette définition ne peut s'appliquer qu'aux q^antitê^ positives; par conséquent de nouvelles conventions sont nécessaires pour faire connaître ce que doit être l'addition de dea^ac quantités comme «4-3 et — 5^ ou comme — 3 et +5, ou eiicoc*^ comme — 3 et — 5. Or, on peut comprendre tous ces cas, ans^i bien que celui où les deux quantités seraient positives, dans l^s deux conventions ou règles suivantes :
1® Pour ajouter deux quantités de même signe, on fait Z^ somme de ces quantités sans faire attention au signe ^ et onpla* ce signe devant la somme.
2** Pour ajouter deux quantités de signes contraires, on tranche la plus petite de la plus grande^ sans égard pouf tét signes y puis on donne au reste le signe de la plus grandel
D'après ces conventions , on aura sur-le-champ p
On a employé les parenthèses afin de mieux faire ressortir 1^ signes qui appartiennent aux nombres et ceux qui servent à indi" quer l'addition.
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st bon de remarquer que , d'après les conventions mêmes, it changer Tordre des deux quantités qu*on ajoute, sans que iltat change.
voit qu'en algèbre Taddition n'entraîne pas toujours avec lée d'augmentation. Cependant la dénomination de somme jours employée pour désigner le résultat. Quelquefois on y e mot algébrique^ par opposition à la somme arithmétique, iquelle on ne considère que les grandeurs absolues des qaan« ans aucun égard pour les signes dont elles sont affectées.
Soustraction. En arithmétique , cette opération peut être érée comIRt ayantf pour but de trouver une quantité telle lui ajoutant une quantité donnée on reproduise une autre té donnée. Cette définition est évidemment applicable à Ions
qui peuvent se présenter. Ils sont au nombre, de quatre^ et
les parcourir successivement.
i les deux quantités sont positives, et qu'on ait à soustraire
petite de la plus grande , ce sera le cas ordinaire de l'arithle , et le reste devra être considéré comme ayant le signe -f-.
a à soustraire la plus grande quantité de la pltis petite , ! cas qui donne naissance aux quantités n^ativeS (19); et in otera encore la plus pct'te de la plus grande, mais on ra le signe — au reste. Aiusi on a
(+7) -(+3) = +4 et (+3) - (+7) = -4.
upposoiis que d'une quantité positive on ait à soustraire une lié négative : par exemple, de +3 à retrancher — 7. aut que le résultat soit tel qu'en lui ajoutant — 7 on rc- ; -f-^- ^^ 1^ il suit que le résultat doit être positif ^ car s'il ëgatif, en lui ajoutant — 7, on aurait un nombre négatif. De comme pour ajouter deux quantités de signes contraires il ^trancher la plus petite de la plus grande et donuer au reste 10 de la plus grande (23), on voit que le résultat doit être rand que 7, et précisément égal à 8 + 7 ou lo. Donc
(+3) - (-7) -= V"' Ht
Supposons que d'une quantité négative on doive retrancher
«iHé ^fatité p6sHife : pttr fsxemple, «jtté de <^3 on «ft à sém--
trtîre 4'7'
Le résultat doit être tel qu'en luî ajoutant +7 on retrouve -^3. Or la ftomtne de deux quantités^positives serait positive; donc le rfttiitat doit être n^tif. En outre> il est facile de voir que, si éUL fkit abstraction du signe de ce résultat, et qu'où en retranche ^^ le reste doit être égal h 3 : é^ikt ^ ce résultat, en grandeur absolue^ est égal & 34-'? ^u ^^' ^° ^^ donnant le ^;;ne — , on aura le ré^-sulut cherehé -r- 1 o. Donc j
(-3)— (-i-7)=:\io: ••
4* Enfin, conâdérons le cas où les deux quantités sont négatives.
Par exemple, si de —3 il faut retrancher —7, on observera qu'en ajoutant ^7 au résultat cherché on doit reproduire -^3; et coimne 7 surpasse 3,' il est clair que ce résultat doit être un nombre positif égal à Texcès de 7 sur 3 : donc,
Si, au contraire, il fallait de — 7 soustraire -^3, on verrait que le résultat doit être négatif, et que sa grandeur absolue eH égale à Texcès de 7 sur 3 : c'est-à-dire qu'on a
Il est à remarquer que dans chacun des quatre cas. qu'on vient . de pattourir le résultat est {toujours le même que si Ton eût ajouté le seteotod nombre , après avoir changé son signe, avec le premier. Ken entendu que dans cette addition on se conforme aux con-* VetitioUs^to n*" ffc3. Ainsi , on a cette règle simple et facile à retenir :
La eottstrâdHôh rei^m à une addition dans laquelle on ajoute ta quantité h ^Oîtstt^ijtirty prise avec un signe contraircy at^ec Vau^ tre qimHiié^ ' ' " .
Par cette règle , on aurait
(—17) — (—29) 5= (—17) + (+29) = +12. (+i4) - (^ii> ±r (+î4) + (-f-ia) ^ -f^.
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sS. M«iiTiPLi6ATioR. Soient aetb deai non^rcs quelconque!^ il y à quatre cas à considérer, savoir :
Le premier ca^ est celai de Tarithmëtique , car ^a et -f-& iM>nt la même chose que a et b ; et comme le produit de a par A se représente par ab , et que ab est la même chose que -f-n^, on peut écrire, en mettant les signes en évidence, -{?-â X -f-^ = -f-^*
La d^nition ordinaire de la multiplication peut s^appliquer au second cas ; mais pour le montrer clairement il faut examiner Tune après Tautre les hypothèses de b entier et de b fractionnaire. Si ce ntiltiplicateur est un entier, 3 par exemple, en répétant , suivant les règles de Faddition (a3), le multiplicande — a autant de foie qu'il y a d'unités dans 3, on aura — û — a — a ou — 3a : c'est-à-dire qae , pour multiplier une quantité négative par un nombre entier positif, on fait le produit sans égard aux signes, et qu^on lui donne ks^^ne — . De là on conclut qu'on peut diviser une quantité a^atiye par un nombre entier positif, en cherchant le <{uotient , sana %ard aux signes , et en lui donnant le signe — .
Supposons que, dans le produit — a X 4"^> '^ multiplicateur soit un nombre fractionnaire tel que y. D'après l'idée attachée à la mdtiplîcation , il faut prendre les j du multiplicande ^ ou , en d'autres termes, il faut diviser ce multiplicande par 5, et multiplieir le résultat par 7. Or, on vient de démontrer que ces opérations doivent s'exécuter sans avoir égard au signe ^— , et qu'on doit donner ce signe au résultat 5 donc — a X +1 == "-"|^- Donc, quel que soit ^ , on a toujours — « x +^ = — ob.
Dans lés deux autres cas , +a X — ^ et — û X — ^^ le multiplicateur est négatif. Or, la définition de la multiplication, en prescrivant de compose^ le produit avec le multiplicande comme le multiplicateur est composé avec Funité, ne montre point comment on doit avoir égard au signe — qui est devant le multiplicateur ; et sous ce rapport elle est insuffisante. Pour corriger ce défaut, on observera que dans les cas oii le multiplicateur est positif, le signe du multiplicande se conserve dans le produit^ et parla on est cbnduit naturellement à ajouter comme complément à la définition cette convention nouvelle que , dans les cas oU le multi-^
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plicateur est négatif, il faut faire la multiplication comme j'i« était positif et changer ensuite le signe du produit* De là oa conclut immédiatement qu'on doit avoir -J-« X — b 5= — ab 'e« ^aX—b=^+ab.
Les difTërens cas qu'on vient d'examiner peuvent se résume:^ dans cette règle :
Pour multiplier deux quantités, quels que soient leurs signes on fait le produit de ces quantités, sans avoir dH abord égard au^n signes; puis on affecte le produit du signe -^ quand les deu^^ facteurs ont le même signe, et du signe ^^ quand ils ont des sign^ contraires.
L'usage permet encore d'énoncer la règle des signes par cds le» cutions abrégées :
-|-/?ar + donne -j- , — par -j- donne —, -^par — donne —, — par — donne +.
Remarquez que , si on change le signe d'un facteur, le produit doit changer de signe, et que si on change les signes des deux facteurs , le produit reste le même. Remarquez aussi que le produit ne change point quand on intervertit Tordre des deux facteurs.
26. Division. La dëhnition ordinaire convient parfaitemient à l'algèbre. Son objet sera toujours de découvrir l'un des facteurs d'un produit donné quand on connaît l'autre facteur; et par conséquent il faudra toujours qu^en multipliant le quotient et le diviseur l'un par l'autre, on reproduise le dividende.
D^abord^ il est évident qu'en faisant la division , sans aucune attention aux signes, on trouvera le quotient, abstraction faite du signe qu'il doit avoir. Il reste donc à déterminer quel doit être ce signe.
Lorsque le dividende et le diviseur ont le même signe, le qu<h tient doit avoir le signe -f- : car s'il avait le signe — le produit du diviseur par le quotient serait de signe contraire au diviseur^ et par conséquent aussi de signe contraire au dividende.
Mais quand le dividende et le diviseur ont des signes opposés $ le quotient aura le signe — : car s'il avait le signe +, le produit du diviseur par le quotient serait de même signe que le diviseur? donc on ne reproduirait' pas le signe du dividende»
De là on conclut que si a et b sont deux grandeurs absolues , loDt le quotient soit désigne par Cj on de?ra avoir
Addition et soustraction des menâmes,
27. Désignons par a et 6 déui grandeurs positives, ^addition, u égard aux signes dont ces quantités peuvent être affectées, ►eut donner les quatre expressions* :
[I] (+«)+(+''). f4-«)-H-i), (-«)+(+*), (-aH-(-A).
î'ant que les lettrés ^r et ^ ne recevront ^oint de valeurs partiulières, il sera impo$sible de réduire ces expressions à un seul erme; mais au moins peut- on les simplifier en les débarrassant les parenthèses et de plusieurs signes inutiles.
D'abord les parenthèses ne servent ^u'à mieux représenter aux reux le signe qui est propre à chacune des quantités qu'on ajoute : lînsi elles ne sont pas strictement nécessaires, et on peut les sup- )rimer. De plus, comme a *et ô signifient la même chose que f- a et-f- ^, on pourra oter le signe -|- placé dans les parenthèes. Par là les quatre expressi<Ais deviennent
tfais il y a encore ici des doubles signes qu'on peut éviter. Sn efiet^ d'après la règle de la soustraction (24)9 l'addition de — b ' avec une qu|intité quelconque revient à soustraire b de cette quantité, par conséquent, au lieu de -| 6, on peut mettre — b, et
alors les expressions [1] prendront les formes suivantes, qui sont lespl^s simples qu'on .puisse leur donner ,
Donc , en règle générale | on peut dire que V addition de deux monômes se réduit à les placer l'un à la suite de r autre sans changer leurs signes.
Par une suite nécessaire , attendu que la soustraction est une
toaiours es remp ^^^^ ^^ „^ «ga
^^'-^'^Tdifacultéquauà tous les «rm
Ainsi on a énaeu» ^^^._4o -a
•,«. + K+^'''*^ ' * tUésAe même signe qu ou
* 1. ce sont aes quantités -«i^^e-
Dans chaque "** J^ i^ preuuere legie • .,p • oar conscquen'- r jw termes se*-
r rm'ent ces .éduct - ^^^^ and Us Jjec . ^^^ ^.
. Pour arriver 5'/''.^^^ J, „a P^^y"^"^ '.-iTl c'e'st que la '»' Wables sont di^-- tage presque con^^-1 • ^^ ^ .^^ ^ remarque qu est d ^^^^^e, ^^^^^J d'eu^resU
leur d'ua.poly«^«^«^^^^ ,,^^^^^
lequel ses termes ^.^^^^ ^^ ^^ , ^ .^^gj ^^
touiours précède du ^^^ ^.Acon^^^^^ ^ ^.^es, du»
• qut :ricS;;^^^--^:tr^^^
aiqaéesdans«po»J
ces opérations saccessîyes reyiennent tant&t à retrancbery sur une partie de la première somme, une partie de la seconde , tantôt à retrancher, sur une partie de la seconde, une partie de la prefnière. Par là il devient clair que le résultat définitif doit être égal k Texcès de" la plus grande somme sur la pluspetite et avoir le >igne de la plus grande ; et cémme les deux sommes demeiurent les mêmes dans quelque ordre que les termes du polynôme soient placés, on conclut que Tordre de ces termes peut être interverti à volonté , sans que la valeur du polynôme soit altérée.
Cela posé , supposons que le polynôme donné ait des termes semblables. Par exemple , qu^il soit
On pourra changer de place les quatre termes semblables — 86', 4-3*3y — 56', -j-4^'> ^^ ^6* rapprocher les uns des autres comme Usuit:
36'+ 4*3 — 8*3— 56'+ 7^5— ga*b+ab\
Alors remarquez que les termes positifs 36^+4^^ peuvent être remplacés par un seul +76' 5 qu'ensuite les termes négatifs —8^3 — 56' peuvent aussi être remplacés par un seul — 136^. Les quatre termes semblables seront déjà réduits à deux +76^ — 136*. Mais ces deux- ci se réduisent eux-mêmes à un seul — 66' 5 par conséquent, en reportant — 66' à la dernière place, le polynôme simplifié sera
En général , plusieurs termes semblables pourront toujours se déduire à un seul; son coefficient sen^a la différence entre la somme des coefficiens précédés du signe + et la somme de^coef' ficiens précédés du signe — ; et son signe sera le même que celui des coefficiens dont la somme est la plus grande.
Dans l'application de cette règle , il ne faut pas oublier que le premier terme , quand il n'a pas de signe , est censé avoir le sign^ +, et que les termes devant lesquels on n'écrit pas de coefficient sont censés avoir le coefhcient i •
3o. Remarque. Quoique Tordre des termes soit indifférent, on
les dispose presque toujours de manière que les exposans d'an
même lettre aillent en croissant > ou bien ea décroissant : cerïJ s^appelle ordonner. Le dernier polynôme est ordonné par rappor:::^ aux puissances décroissantes de a^ et il Test aussi par rapport au^r~ puissances croissantes de ^.
Addition et soustraction des polynômes»
3 1 . Si à à-^b on doit ajouter c+c? — e , pour indiquer celt
addition , on enveloppe la seconde quantité entre des paren -
thèses et on écrit
Maïs je vais montrer que les parenthèses peuvent se supprimer.
Concevons pour un moment qu'on ait effectué les opénatios^Ms indiquées dans le second polyn6me o^d — e> et que le résult^aat soit une quantité positive +^' ^^ ajoutant +P avec a— ô, il vient a— ^+^' 0^ peut changer la place des termes et écrire -4-^4"^ — ^« Mais ici Faddition de a et la soustraction de b Joe * doivent venir qu^après les opérations qui donnent -4"iP; par coi3séquent on peut remettre, au lieu de +i^, le polynôme o+rf — e^ et alors on a c-f-^ — e-^-a — b. Enfin oh transportera aux deruifercs places les termes qui viennent de +i^, et on aura
Si le second polynôme était égal ^ une quantité négative — Pj le même ^Raisonnement se ferait encore en mettant partout — --P ail lieu de ^Py et on arriverait encore au même résultat. Dans ce résultat^ les termes des deux polynômes se trouvent écrits^ avec leurs signes, les uns à la suite des autres ; et il est évident que la même chose doit arriver , quels que soient les polynômes qu^on ajoute. De là on conclut cette règle :
Pour ajouter des polynômes^ il suffit de les écrire les uns à l suite des autres^ en consentant les signes de tous leurs termes.
Après avoir appliqué cette règle, il ne feut pas négliger delki la réduction des termes semblables, s^il y en a. Pour faciliter ce' rédaction ^ on ordonne assez ordinairement les polynômes |
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'apport à une lettre, et on les écrit les uns sous les autres : alors ^n fait immédiatement la réduction. Yoici un exemple :
Somme. • • ja* — jaù + i ic* + -J.
32. Passons à la soustraction. Pour .indiquer qu^on doit sous- U'airc c+É? — e de «—6, on écrit
-t, pour arriver à une expression débarrassée des parenthèseSy on ^^isonnera comme il suit.
Diaprés ce qui a été. dit n^ 2^^ la soustraction revient à une ad« Ution dans laquelle la quantité à soustraire est prise avec un »igne contraire. Or , la valeur d^un polynôme est égale à la diffé** ^ence qui existe entre la somme de ses termes positifs et celle de ^es termes négatifs ; et le signé de cette valeur est celui de la plus grande des deux sommés : donc cette valeur ne fera que changer ie signe, si on change dans le polynôme tous les + en — , et tous les — en +• H suit de là que, pour soustraire un polynôme d'une quantité quelconque, il sufEt de changer les signes de tousses termes, et de Fajouter ensuite à cette quantité. Mais, dans Taddit-îon, les polynômes qu'on ajoute se placent à la suite les uns des autres, en conservant les signes de leurs termes^ donc.
Pour soustraira un polynôme y il sujffit de Vécrire^ après avoir ^angé les, signes de tous ses termes^ à la suite dç la quantité dont il doit être soustrait.
On peut encore démontrer cette règle en prouvant que, si on ajoute au résultat le polynôme qui était à soustraire, on reproduit la quantité dont il devait être 'soustrait. En eâct, pour faire cette addition, on écrira à la suite du résultat les termes de ce polynW avec leurs signes; mais ces termes se trouvant tous, dans le résultat, avec des signes contraires, il est clair qu^ils seront détruits, et qu^aprcs la réduction il ne restera plus que ceux qui composent la quantité sur laquelle la soustraction devait être faite.
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Voici un exemple de soustraction :
Soustraire de. . . ga* — ùab + 2b* + ^hc le polynôme. . . . 5a* + 4«^ — 3^" — ^^c
Reste avant ç ga* — ^^3flô + 2Ô» +t^^
. la réduction, t — 5a* — ^ab + 36' + jbcy
Après la rëduceion, ^a* — 7^6 + 56* + i^c.
Multiplication des monômes.
33. Pour indiquer des multiplications successives, on est cou- — venu (8) d'écrire les facteurs à* la suite les uns des autres, ep \^s séparant parle signe X > ou seulement par des points, ou mèiiB.^ sans aucun signe, quand il n'en résulte point d'âmbiguité. Pai.T exemple, si on doit multiplier a*b par c, et le produit par d^, on écrira a*b ^c^d*, ou a*b.c*d*^ ou simplement û'iccf*.
S'il fallait multiplier a* par un nombre déterminé, tel qcsLe 3 ou y, ce nombre deviendrait le coefficient de a*, et on écrira^it 3a»ou|a\
Si on avait à indiquer la multiplication de a*b par cd*^ on pourrait écrire indifféremment a*bp<, cd*^ ou a'6.c<i'. Mais ^>^ ne devrait pas supprimer le signe \ car alors on aurait Texpressi^^n a*bcd*y dans laquelle on doit voir que a*b est multiplié par ^9 et que le produit a*b€ est lui-même multiplié par d*i or, ce n'^s* point là ce qu'on voulait indiquer. A la vérité, les deux expr^^~ sions a*bX cd* et a*bçd* sont équivalentes , mais il faut le pro'»^verj et'c'est ce qu'on fait en rappelant que , d'après un prli^" çipe démontré en arithmétique , on peut multiplier une quanCÎte par un produit de plusieurs facteurs, en multipliant cette quai.^* tité successivement par chacun des facteurs (*).
34. Les règles des signes ayant été établies (n*^ 26), on laissai"* ici les signes de coté. Soient d'abord deux quantités telles que ^' et a^. D'après la définition de l'exposant , a* et a^ sont la mêine chose que aa et aaa 5 donc a* X <ût^ = <3fl X aaa. Or, par fe
(*) Soit m une quantité qu'on doit multiplier parle produit ahc. Puisque 1^ produit ne change pas , quel que soit Tordre des facteurs,on aura m X abc^ àbcm ss ma&c s c'est le principe dont il s'agit.
pe rappelé plus haaty on a âa X oiui tst aaaaa^ donc
n prenait d^autres exposans , il est clair qu'il faudrait ea- ;s ajouter pour avoir Texposant du produit. Donc, en généand on multiplie dès puissances d'une même quantité^ on onner à cette quantité un exposant égal à la somme de ^es facteurs,
lettre sans exposant doit être regardée comme ayant l'ex- I : car, par exemple, on aurait a' X ^t = a^, A présent, considérons des monômes quelconques* Soit à 3r le produit
ia^b^c X 'ja^cd^.
ux monômes peuvent être écrits ainsi, 3Xa*XMXc et <cX^*; et, par le principe déjà cité, le produit est ^al à .
3Xa'Xi^XcX7Xa5XcXrf'.
Qgeant Tordre des facteurs , il devient
3X7Xa'Xû3xMXcXcX^'.
lieu de 8X7 on peut mettre ai; au lieu des deux facteurs is fl" et û^, on peut mettre leur produit qui, d'après la »uvée plus haut, est a^'y au lieu des-deux facteurs égaux à îttra leur produit c* ; et quant âwix facteurs M et ^, on les iu produit sans aucune altération. Alors oi^aura
;ut faire des raisonnemens analogues sur tels monômes udra ; donc , abstraction faije du signe , le produit de mômes s'obtiendra en multipliant les coejfficiens entre donnant à chaque lettre commune aux deux monômes îant égal à la somme de ceux dont elle est affectée dans )mes , et en prenant les autres lettres sans changer leurs
oubinant cette règle avec celle des signes qui a été établie y on troave rar-le^cbamp
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Multiplication des polynômes*
36. Si l'on a des polynômes tels que a^-^ab-^z et 2a — £^^ et qu^cfn veuille indiquej leur produit y on devra employer dê^s parenthèses ou des crochets , et écrire
(a' — ab-^-n) (2a — 6), ou [a* — ûi-J-a] [aa — 6]..
Quelquefois aussi, mais rarement, ou emploie des barres, commis ci-dessous :
87. Pour effectuer de pareilles multiplications, je raisonnenati d^abord comme si les soustractions qui sont indiquées dans l^s polynômes ne devaient jamais amener de quantités négatives^ c^ t je prouverai ensuite que la règle , à laquelle on arrive, dans cet^< hypothèse, s'étend à tous les cas. . '
Supposons, en premier lieu, qu'un seul facteur soit complexe , comme dans l'expression
Si on avait simplement à multiplier a par ttz, le produit ser0i.it am^ Quand c'est a-^b qu'on doit -multiplier par m,. il est évide «3t qu'on aura le yoduit en prenant séparément m fois la quantité a, m fois la quantité 6 , et en ajoutant les deux produits : or ces produits partiels sont exprixnéspara/wetim; donc (a+$)>C ^' ssam-^bm. Mais quand c'est a 4"^ — ^ ^^^ ^^^ ^^ multiplicancJc, la quantité a-^b étant diminuée de c , il s'ensuit qu'en multipliant a^b par m , on doit avoir un produit trop grand de m fois c; donc de ce produit, qui est am -^bm^ il faut retrancher celui de c par 772, qui est C772 ; donc enfin
(a-j-6 — c)X'w== am -f- brn — cm. 1^
.Kl
En quelque nombre que soient les termes du polynôme , on voit que dans le produit chacun d'eux se trouvera multiplié par m, et conservera le signe qu'il avait dans le polynôme. t^
SI
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• Supposons le multiplicande et le midtiplicateur tous deux complexes. Par exemple,, soit
Imaginons qu^on ait effectue les opérations indiquées dans le polynôme a+ô-^c, et qu'il ait pour valeur T. Le produit à effectuer^ deviendra T'XC'w— n+/>). Alors l'un deâ facteurs étant monôme , on aura, par ce qui vient d'être dit,
(à + b'^c)X{m^n + p)=:TX{m — n + p)
=::Tm—Tn+Tp.
Puisque T représente la valeur du polyn&me a"+6 — c y Tm est égal au produit àe a-^-b •-' c par m ; et, d'après ce qui précède , ce produit est am -{-ùm — cm.
De même Tn est égal au produit de a-|-& — c par /i, lequel est an -|- ^«— en.
Et pareillement; Tp est égal au produit de fl+6 — c par/;, Ou à apr^-bp — cp.
Or , de Tm on doit retrancher Tn , et ensuite on doit ajouter ^p; donc il faudra^ à la suite des termes du premier produit, écrire tous ceux du second avec des signes contraires {3a), et tous ^cux du troisième avec leurs signes (3i). En conséquence, on ^ura
(a+Ô— C)X('W 72 +/?) = + ÛW2 +^m — C7?2
— an — ^71 + CM + ^P + ^/^ — <^P'
De là on tire cette règle : Pour effectuer la multiplication des poJjrnômeSy on multiplie successivement tous les termes du mul" ^^pîican de par chaque terme du multiplicateur ^ en ayant soin de conserver tous les signes du multiplicande quand le terme du ^^hiplicateur a le signe + , ê/ de les changer tous quand ce ^^rme a le signe — ,
Si, dans les deux polynômes, onTegarde tous les termes, pris avec leurs signes, comme des monômes isolés, si alors on multiplie successivement les premiers par chacun des seconds, etsiensmte on ajoute tous les produits*, il est évident qu'on aura le ^ême résultat que par la règle précédente.
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381 Maintenant il faut démontrer que cette règle conyienl à tous les cas ^ mais auparavant je ferai deux remarques.
La première , c'est que, de quelque manière qu'on intervertisse Tordre des termes dans deux poljuomes , le résultat qu'on trouvfren* leur appliquant cette règle ne changera pas de valeur. En_ «ffet , d'après cette règle même , il est évident qu'il contiendra, toujours les mêmes termes : seulement ils y seront dans un ordr^ difiérent , ce qui n'altère en rien sa valeur.'
La seconde remarque , c'est qu'en changeant tous les signes d^ l'un des polynômes ^ les termes du résultat changeront de signes ^ et par suite la valeur représentée par ce résultat en changera également. A quoi j'ajouterai , comme conséquence immédiate , que si on changeait aussi les signes de l'autre polynôme, les termes du résultat ne seraient point altérés : car, après le premier changement, ils devraient en subir un second qui rétablirait le résultat tel qu'il était d'abord.
Gela posé , je nommerai ^l'ensemble des termes qu'on obtient en appliquant la règle à deux polynômes quelconques , et je vais prouver que le produit de ces polynômes est toujours égal à K* D'abord supposons que ces polynômes aient des valeurs positives, mais qu'en effectuant les additions et les soustractions qui y sont indiquées on doive passer par des quantités négatives avant d'arriver à la dernière opération. Comme on peut changer l'ordre des termes d'un polynôme sans changer sa valeur, j'écrirai dans chaque facteur, tous les termes positifs aux premiers rangs , et à leur suite tous les termes négatifs : alors la difficulté dont il s'agit disparaîtra, et la règle fera trouver le produit cherché. Or, d'après notre première remarque , ce produit est égal à K.
Quand l'un des deux polynômes a une valeur négative , c'est que la somme de ses termes négatifs l'emporte sur celle de ^^ termes positifs. En changeant les signes de tous ses termes, la valeur de ce polynôme deviendra positive, sans autre altération: alors on pourra appliquer la règle , et, d'après la seconde remarque, on aura un produit de signe contraire à /^. Mais, puisqu'on a pris positivement un facteur qui devait être négatif, ce produit doit être de signe contraire au*produit cherché (25) \ donc >^eftt le produit «cherché*
Enfin, quand les deux poljm^mes ont des Talemrs négatWes , on changera les signes de tous leurs termes , ce qui donnera deux polynômes dont les valeurs seront positives , et dont on pourra trouver le produit par la règle du n° précédent. D'après la seconde X'emarque, ce produit aura les mêmes termes que V] mais les valeurs des deux facteurs ayant changé de signe, leur produit n'a pas dii en changer; donc le produit cherché est encore égal à F.
39» Pour plus de facilité, on ordonne les polynômes qu'on doit multiplier. Un exemple montrera comment on dispose l'opération*.
Multiplicande Za} — ^a^b — ^ab^
Multiplicateur —2a* — Zab +è'.
T. , . (— 6a5+ioû46+ a^b^
Produits I X7 . ^' a,- . , «,!i
partiels ) - ^a^b +i5aH- + ia-b'
Produit. . . —6^54. a^O ^iga^^^^a^b^ -^iaù^
La première ligne des produits partiels a été trouvée eu multipliant tous les termes du multiplicande par le premier terme — aa* du multiplicateur. Les signes du multiplicande ont été changés, parce que ce terme' a le signe -«-.
La seconde ligne des produits partiels a été trouvée en multipliant les termes du multiplicande par le second terme — 3ab du multiplicateur 3 et on a dû changer encore tous les signes du multiplicande.
La troisième ligne des produits partiels renferme les produits de tous les termes du multiplicande par le troisième terme -[" ^* ^^ multiplicateur; et comme ce termje a le signe -}-, on a conservé les signes du multiplicande.
£nQn , en opérant les réductions entre tous ces produits , on remplace +ïoa^b—ga^b par +a^bf +a3Z>>-j-i5a3^'+3a^6» par 4-i9a3^», +Ta*^^— 5a*^^ par — |a*^^ Alors on a le produit cherché, tel qu'il est écrit plus haut.
^o. Quand on veut ordonner des polynômes par rapport à une lettre, il peut arriver qu'il y ait plusieurs termes où cette lettre ' «oit affectée du même exposant. Dans ce cas on ordonnera ces termes entrQ eux par rapport à une autre lettre , comme on le voit dans le poljaftme ox V»x*4^*,r^«uc— «• Il contient deux i&aasM
28 LEÇONS' D^iXQEBRE.
en x^ qu'on a ordonnés entre eux par rapport à ûy et aussi deux termes en x qu'on a ordonnés de la même manière.
Mais le plus souvent on réunit les termes qui contiennent une même puissance de or en un produit dont cette puissance sera un facteur. Ainsi on remarquera que le produit (a — i ) x' = ax^ — ar*, . que (a' — -a) x^^a^x — ax; et en conséquence le polynôme cidessus s'écrira sous cette forme : {a — t) a:'+(a' — a) x — a.
Pour offrir Fexemple d'une multiplication dans laquelle on emploie cette seconde manière d'ordonner, je prendrai le suivant:
On considère dans .<ihaque polyn&me tous les termes *qui c<>n«* tiennent une mên!ie puissance de x comme n'en formant qu'un seul , et on suit la règle générale du n® 87. Mais alors, parmi les opérations partielles , il y a des multiplica rions de polynômes. Ainsi, pour multiplier le multiplicande par (âr-f-i)j;^, qui est la première partie du multiplicateur, on aura à multiplier a — i ,â* — a et — a par û+i. On trouve que ces produits sont û* — i, a} — a, — {a^ 4" û) î c^ ce sont eux qui^r dans la première ligne des produits partiels, sont placés devant les puissances x^^ x^^ x*. On forme de même la seconde ligne. Les çommençans doivent surtout avoir grand soin de ne point commettre d'erreur dans les signes. 41 • Au moyen de la. multiplication , on démontre plusieurs propositions d'un usage très-fréquent. Effectuons les multiplica^ tiôus ci-après : •
fl-f"^ ^ — b CL — b.
a^-^-ab a' — ab a^-^-ab
+ab + b^ —ab + b^ -^ab— b*
a^'\'2ab+b^, a^-^zab+b^, a^"'b\
Le premier produit est le carré de « + ^ / ^^ comme les lettre» « et ^ peuvent représenter telles quantités qu'on voudra^ on con dut que le carré de la somme de deux quantités contient le carré
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d€ la première j plus deux fois le produit de la premihre par la seconde^ plus le carré de la seconde.
*Seinblablement, la deuxième multiplication prouve que le carré de la différence de deux quantités est égal au carré de la pre^ ' miire^ moins deuxflis le produit des deux quantités y plus le carré de la seconde.
Enfin , la troisième multiplication démontre que le produit de ' la somme de deux quantités par leur différence est égal à la dif^ férence des carrés de ces deux quantités.
Si on multipliait par a+^ le carré de û+i, on trouverait comment le cube de la somme de deux quantités se compose avec ces deux quantités. En multipliant le cube par a-^b^ on reconnaîtrait de quelles parties se compose la quatrième puissance, et ainsi de suite.
4 2. Ces propositions peuvent souvent abr^er les calculs. Sup« posons qu'on ait à effectuer le produit
{Sa^b + 2a«*» + ab^ — A4) CSa^ô + i^a^b^ — ai» + Ç4).
Le premier facteur est la somme des deux quantités
3a3A + 2a»é« et aôî — M,
tandis que le second facteur en est la différence ^ donc , en vertu de la troisième règle du n^ précédent , le produit demandé est égal à la différence des carrés de ces deux quantités. Or, Tun de ces carrés étant celui d^une somme, et Tautre celui d'une différence, on peut les former par les deux premières règles. De cette manière, on trouve sur-le-champ le produit cherché
ga^b^ + 1 2a^b^ + 4^464 ^ a^b^ + 2abl — J».
Diwision des monômes*
43. Les règles des signes étant connues (26), je supposerai que les monômes soient positifs, et je proposerai, par exemple, d'effectuer la division indiquée dans l'expression
irsf ' ■
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plus haut exposant que tous les autres produits partiels. Donc ce produit partiel doil se retrouver dans le terme A sans aucune altération. Aiusi, en prenant le terme du dividende oii une lettre a le plus haut exposant , et en le divisant par Je terme du diviseur où cette lettre a le plus haut exposant^ on sera sur d'avoir un terme du quotient. On peut même remarquer que ce terme est aussi celui qui , dans le quotient, doit renfermer cette même lettre au plus haut exposante
Gomme le dividende ji provient de Taddition des termes quW ohtient en multipliant tous les termes de B par chaque terme de Cj il s'ensuit qu'en multipliant le diviseur par le terme qui yient d'être trouvé du quotient^ et en retranchant ce produit du dividende, le reste sera égal au produit du diviseur par les autres termes du quotient qui sont encore inconnus.
Il est évident qu'on peut raisonner sur ce reste, après y avoir fait les réductions qu'amène la soustraction , comme sur le dividende j4. Par conséqtjent, on conclura que si on divise le terme (ftà^ dans ce nouveau dividende , contient une lettre au plus haut exposant par le terme qui, au diviseur, contient aussi cette lettre au plus haut exposant, on connaîtra un second terme du quotient. ^ On fera le produit du diviseur par ce terme, et on le retranchera du dernier dividende. On 'obtiendra ainsi un second reste, qui lui-même devra être considéré comme un nouveau dividende partiel , et sur lequel on pourra encore répéter les mêmes raisoD>nemens, ce qui fera connaître un troisième terme du quptient.
En continuant de la même manière, il est clair qu'on doit trouver tous les termes du quotient, et on sera averti, qu'il n'y en a plus à connaître, quand'on sera parvenu à un reste zéro.
Il est important de remarquer que les raisonnémens precédens subsisteraient encore si, au lieu des termes où une lettre aies plus hauts exposans, on considérait ceux où elle est affectée des^ moin-* dres exposans. Par conséquent , dans les divisions partielles, oâ j peut se servir de ces derniers aussi bien que des premiers.
On facilitera beaucoup les calculs en ordonnant les polyn&tttf de manière que les exposans d'une même lettre aillent en croif** sant ou en décroissant. De cette manière, les termes du dividende et du diviseur, qui doivent être divises l'un par Faulre, ce trouve'
ront les premiers sur la ganche; et la même chose arrive encore dans les autres divisions. partielles, si on a soin de laisser toujours les restes ou dividendes partiels ordonnés comme le dividende primitif. La déposition des calculs est d^ailleurs la même qu^en arithmétique.
S*il restait quelques nuages dans l'esprit du lecteur , Tezemple suivant achèvera de les dissiper.
Ditfidende» Diviseur*
lia*— a7a^&-l-aia'&*— 3a*i' — aai*
!•' reste... ■ — 6a*fc-+- 'ja^b* — 3a'&* — ^ab^
-»- ^a^b^—^a^b^-^iab*^ 3* leste ... o o o
a«* — Stfft-vafc»
Quotient.
7a*— 3a**— ai»
Après avoir ordonné les polynômes par rapport aux exppsans décroissans de la lettre a , et en supposant que le quotient soit aussi ordonné de la même manière, on est certain que le i*> terme 140^ du divi<lende est le produit du i^^ terme 2a' du diviseur par le i** terme du quotient; de sorte qu'en divisant i^^ par 2a' ou connaîtra le i*' terme du quotient. Ce terme doit être positif, comme résultant de la division de deux termes positifs (26) : il est %al à 7a*.
Alors on multiplie le diviseur par 7^^, et on soustrait le produit du dividende. A cet effet, on écrit les termes de ce produit, en changeant leurs signes, au-dessous du dividende, puis on fait les réductions. On obtient ainsi le i'*^ reste.
Dans ce reste, le i«' terme est — Ga^, et en le divisant par 2û* on obtient — 3a^ù pour le 2« terme du quotient. On multiplie encore le diviseur par ce terme , on pose encore les produits partiels, en changeant leurs signes, au-dessous du i*'^ reste, et après la réduction , on a le 2< reste.
£nfin, le i*' terme *de ce reste est— 2a^^*, et en le divisant par 2a*, on trouve que le 3« terme du quotient est — ab*. On forme le 4** i^este de la même manière que les précédcns; mais ici ce reste étant zéro , ou en conclut que Topération est terminée , •t <pic le quotient cherché est 'ja^^^ia^b'^ab*.
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Continuation. Division dans les cas plus compliqués.
46. Quand on ordonne , par rapport à une lettre , les poly^ n6mes qu'on veut diviser, il peut arriver que plusieurs termes contiennent cette lettre au même degré. Alors on doit avoir soin d'ordonner ces termes entre eux par rapport à une autre lettre. Par exemple, s'il s'agit des termes ûftj:*-4"^*-^'— ^*^*, qui contiennent tous trois ;c*, on les ordonnera par rapport à a, et on les disposera' horizontalement, de l'une de ces deux manières,
a^x^ + ûix» — b*x% ( a» + ûô — i») x» 5
ou bien verticalement, de l'une de ces deux*ci.
-J- abx^ + ab — i»x% — *»
Quelle que soit celle qu'on adopte, on y reconnaît avec la même facilité que a^x^ est le i*' terme, que '•^bx^ est le 2% et que "^b^x* est le 3«.
Alors on pourra suivre tout-à-fait , pour la division , la marche qui a été tracée dans rarlicle précédent; car il est clair que dans chaque division partielle le i'" terme du dividende devrar toujours être le produit du i"' terme du diviseur par le 1^'^ de ceux qui sont à trouver au quotient. On obtiendra ainsi tous les termes du quotient , ordonnés entre eux de la même maqière que le dividende et le diviseur.
47. On peut encore se représenter dans la pensée tous les termes de chaque polyn6me , qui contiennent une même puissance de la lettre par laquelle on a ordonné d'abord, comme ne formant qu'un seul terme ; et alors les divisions partielles pourront être dles-mêmes des divisions complexes qu'il faudra effectuer à part*
Pour nous convaincre de l'exactitude de ce procédé , prenons deux polynômes ordonnés par rapport à x , tels que
jix^ + Bx*+Cx + Dj Mx^'{'Nx + Pj
et supposons que les lettres AjB.,.yPy représentent des quantit4§0
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compIeTes qui ne cod tiennent point x. Il est clair que, dans le produit des deux polynômes*, la partie qui contient x au plus haut degré est égale à Ax^^Mx*] donc, réciproquement, en divisant cette partie par Ax^^ on retrouY.era là partie i^x*, qui contient les termes de l'autre facteur dans lesquels :zr a le plus haut exposant. On voit que le raisonnement est exactement le même que fii les diverses puissances de x notaient multipliées que par des monômes. L'exemple suivant lèvera toutes les difficultés.
jy. B, Les termes affectés de la même puissance de x sont ordonnés en co^ lonne ; et , pour abréger, on n'écrit pas les termes qui doivent détruire la i'« colame de chaque dividende partiel. Par la même raison, on sous-entend dans diaque reste, les colonnes du dividende qui devraient s'y placer sans altération.
a* -ab^
x^-ha^ —a*b
—a^bA H- a'b^
— a'^b \x^ — a^b ^ ab^
«Ma:' —abX
a^b la: 4-6* ab^
a^b''\x'''>fa}b^ x.
— ab^ \
— a^b^x-ha^'b^
j*« division partielle
a*—a^b-ha*b*'-ab^ a*'i-a^b
-^a^b'—ab^ —a^b^'-^ab^
a*--ab
2* division partielle
—a^b -ha^b^ -¥a^b —a^b*
'-a^b^+a^'b^ -\ra^b*—a^b^
\—a^b'-ab''
3* division partielle
—a^b^-^ab^
«' — ab
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48. Gomme dernier cas de la division , je mentionnerai celui ou , le diviseur ne contient point une lettre Xy par rapport à laquelle on a ordonné le dividende. Soient ^x^-^- Bx-^-'Cce dividende, et M le diviseur qui ne contient point x. Pour que le quotient multiplié par iRf reproduise le dividende, il faudra que ce quotient contienne les mêmes puissances de x que le dividende, et qu'en multipliant par M les parties de ce quotient qui renferment ces puissances, on retrouve les quantités j4x^, Bxy C. Donc, pour faireJa division proposée , on doit diviser séparément par le diviseur les parties du dividende affectées des diverses puissances de x,
4g* .Quelquefois on peut décomposer le dividende en facteurs, de manière que le diviseur y soit en évidence^ et il suffit alors de le supprimer pour avoir le quotient. Par exemple , soit à diviser
x^ — /{ûx^ + 4û'x' — 4^''^* P^^** ^* — ^ax'^^bx.
On observera que les trois premiers termes du dividende sont le carré de x^ — 2ax (40 j et que de ce carré on retranche /^ù^x* qui est le carré de 2bx. Le dividende est donc la différence des carrés des deux quantités x^ — 2ax et i^bx : par conséquent il est égal au produit de la somme de ces deux quantités, multipliée par leur différence (40) ^^7 ^° ^^ bornant à indiquer la multiplication, il peut s^écrire ainsi
{x* — 2aX'^'2bpc) (a:* — 2ax — nbx).
Le premier facteur est le diviseur proposé ^ donc l'autre facteur est le quotient. Il u'j a qu'une très-grande habitude du calcul qai j puisse suggérer de pareilles décompositions. ;
Continuation, A quels symptômes on reconnaît la possibilité ou Pimpossi»
bitité de la division,
5b. Dans le n* f[5j pour découvrir le procédé de la division, on a supposé que le dividende était un produit du diviseur par od ' polju6me inconnu. Je vais montrer qu'on peut reconnaître, par ce procédé même , si cette condition a lieu ou non : c'est-à dire, en d'autres termes, qu'on apprendra si la division est possible ou si elle ne Test pas.
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Supposons j pour ûxer les idées , qu^on ait ordonné par rapport aux puissances descendantes de la lettre x. Il est clair que dans le i'' terme.de chacun des restes successifs, l'exposant de x est moindre que'dans le i*' terme du reste précédent^ çt, par conséquent, on doit nécessairement arriver à un reste nul, ou à un reste dont le i*' terme contienne x à un exposant moindre que le i«r terme du diviseur.
Dans le premier cas , la division est possible. En effet , c'est en retranchant du dividende les produits du diviseur par les difiérens termes de la quantité placée au quotient qu'on est arrivé au reste zéro : or, c'est la somme de ces produits partiels qui contpose le produit du diviseur par la quantité écrite au quotient ; donc le diyidende est égal à ce produit.
Dans le second cas, il est évident que le i^^ terme du reste ne pourra pas se diviser par le i^'" terme du diviseur. Or, quand on suppose que le dividende est un produit du diviseur, on a vu dans les raisonnemens du n" 4^ que celte division doit donner un terme du quotient; donc, puisque cette division est impossible, celle des polynômes proposés l'est également. Ainsi , la.division ci-dessous est impossible, et la raison en est que le i^^' terme du reste 3x — i ne peut plus se diviser par le i" terme x* du diviseur.
Quelquefois Finipossibilité de la division se manifestera sans pousser l'opération aussi loin , attendu qu'il peut y avoir dans le v^ terme du diviseur différentes lettres qui empêchent les divisions partielles. 11 convient même, avant de commencer l'opération , de porter son attention sur chacune des lettres communes aux deux polynômes proposés; et si, pour l'une d'elles, il arrive que les termes qui , dans le dividende et le diviseur, la contiennent respectivement au plus haut exposant ou bien au plus faible, ne soient pas divisibles l'un par l'autre , on sera certain que la division proposée est impossible. Cette observation doit s'appliquer aussi aux ^iyisions partielles auxquelles le calcul peut conduire.
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Bans le dernier exemple, on peut, si on veut, compléter le quotient en lui -ajoutant une expression fractionnaire dans laquelle sera indiqaée la division du dernier reste pslr le diviseur , et alors on aura
a:' + 20: — 3 * ar*+2o: — 3
Le second membre de cette égalité est souvent employé à la place du premier; et ce qui rend cette transformation remarquable, c'est que, dans la partie fractionnaire, le numérateur ne contient plus o: à un aussi haut degré que le dénominateur. En cela^ elle a quelque analogie avec Textraction des entiers en arithmétique.
5i. Il y a, pour reconnaître l'impossibilité de la division, un autre symptôme , qui se fonde sur ce que le terme du dividende dans lequel une lettre a le moindre exposant doit provenir, sans réduction, de la multiplication des termes du diviseur et du quotient dans lesquels cette lettre a le moindre exposant. De là il suit qu'après avoir ordonné par rapport aux exposans décroissant d'une lettre, si on divise le dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur , on doit obtenir le dernier du quotient, c'est-à-dire, celui ou cette lettre a le plus faible exposant. P^r conséquent, lorsque les opérations successives conduisent à placer au quotient cette lettre avec un exposant plus faible, on sera cer-' tain que la division est impossible : car les opérations subséquentes ne donneront que des exposans moindres.
Dans Texemple suivant, si la division était possible , le dernier terme du quotient devrait être — x^ : or le calcul conduit à mettre au quotient le terme — x^, sans que la division se termine; on est donc assuré qu'elle ne doit pas se terminer , et dès-lors il est à inutile de la continuer, à moins qu'on ne veuille effectuer la transformation dont j'ai parlé à la fin du numéro précédent.
Quand on ordonne par rapport aux puissances ascendatiUi
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e lettre , Fimpossibilité de la diTifiion se manifeste d'une ma- : analogue. Alors le dernier terme du dividende divisé par le lier terme du diviseur doit donner le terme du quotient où ï lettre a le plus haut exposant^ donc , si le calcul .aminé au ient cette lettre avec un exposant plus tort , la division sera >ssible , puisque les calculs suivans amèneraient des exposans •re plus forts.
\, Je citerai ici deux exemples de division qui conduisent à 'ésultats remarquables, dont nous ferons usage pins tard. 5 premier exemple sera la division de «"*— û"* par x— a. Si on e les binômes x^-^a^y x^ — a^y x^-^a^y par x — a, on trouve
Ju ^"^ £1
aperçoit une loi fort simple dans ces quotiens : lo tous les es sont additifs^ 2» le premier terme et le dernier sont for* en 6tant une unité aux exposans de x et de a dans le divie y Z^ dans Tîutervalle, les exposans de x vont en diminuant i unité, et ceux de a en augmentant d'une unité, de telle que la somme des exposans de x et de a, dans chaque terme, )nstamment la même.
L suivant cette loi, si on désigne par m un nombre entier [f quelconque, on devrait conclure
n nnt
=z x"^^+ax"^'''^''x'^^ . . . .+a'^*x4"û*"'-
points indiquent ici une lacune qui doit être remplie par ermes qu'on sous-entend, et qui sont soumis à la même loi les précédens. Ce quotient n'est éubli que sur une simple >gie. A la vérité, on pourrait y parvenir en divisant immédiate- : x"" — û"* par j:— a , et en faisant attention à la manière chaque terme du quotient se trouve formé ; mais il sera plus le de le yérifier en le multipliant par le diyiseur x-^a* U ^alors t
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— ax"^* — a^jf^'^ — û'***j:— û"*.
Or , il est évident que dans la première ligne chaque terme , à partir du second , doit avoir au-dessous de lui un. terme égal et de signe contraire par lequel il est détruit , de sorte qu'après la réduction on retrouve le dividende «™ — a"*.
Le deuxième exemple sera la division du polynôme ar^-f-px"^'
x'^J^paT'^ 4.^a^»..,.-f-/jf-Hii|
y^^..4.ûr•
En divisant a:"* par^r, on a jt"*— * pour, le i" terme du quotient.
Dans le premier reste, la partie en Ar"*~* est (a+/^) x*^* : on la divise par x^ et on trouve {«+/?) x"^* au quotient.
Dans le reste suivant, la partie en sT^"^ est [a^-^-pa^^oe"^* \ on la divise par x^ et on obtient (a*-4i^^-4~?]^^^''^^ ^^ quotient.
En continuant de la même manière, et en considérant toujours comme un seul terme tous ceux qui renferment la même puissance de x^ on aperçoit clairement que chaque terme du quotient se forme du précédent en le multipliant par a, en ajouta^nt au produit le terme qui a la même puissance de x dans le dividende, et en divisant ensuite par x.
Il suit de là que, dans le quotient, la partie indépendante de x sera û''^'4-/'«'"'"'+î^'"*"*« • •+'• Si on multiplie le diviseur par cette quantité, la partie en x détruira celle qui doit se trouver ckps le dernier dividende partiel, et il viendra, pour reste.
-4-/7^*»— » + qa""^^. , , -j- /a -4- w.
La division s^arrête ici , et l'on doit remarquer que ce reste n'est
autre chose que le dividende dans lequel on remplacerait x partf •
Lorsque ce reste est nul; la division se fait exactement. Aio^iy
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^n peut déjà regarder comme démontrée ia proposition suivante, dont l'importance sera reconnue plus tard : Si a est une quantité qui, mise à la place de x, rende le polynôme x"*+px"*"'-|- etc., égal à zéro y ce polynôme sera divisible pars, — a.
Fractions algébriques,
54* On donne le nom infractions algébriques à des exprès-
siens telles que —, — \ / ^ q^i indiquent le quotient d^une di-
ylsion, soit quW puisse TelFectuer ou qu^on ne le puisse pas.
Si les numérateurs et les dénominateurs étaient des nombres entiers, il est évident que ces fractions devraient entrer dans les cal- . cols par les mêmes règles que les fractions de Farithmétique. Mais comme ces numérateurs et ces dénominateurs peuvent représenter des quantités quelconques, M. Reyuaud observe avec raison que quelques explications nouvelles sont nécessaires.
55. Désignons par a ^ih deux quantités quelconques, et par q leur quotient, on aura
T^^qy d'où a=^bq* Si on multiplie a et bq par une quantité quelconque m, il vient am^=-bqm ou am=iq^bmi donc -: — = î*
Mais q représente le quotient de a par b ^ donc
am a
bm """ 6*
De là on conclut , comme en arithmétique , qu'une fraction ne change pas de valeur quand ou multiplie ou quand on divise ses deux termes par une même quantité.
De ce principe résultent aussi , comme en arithmétique, la simplification des fractions et leur réduction au même dénominateur.
La simplification d'une fraction s'opère en supprimant les fac« teurs communs à ses deux termes. Ainsi
l'ia^bc^ 2C a* — ^b* a — 26
iEMc^ "^ 3a ' 9.a + /{b '^ 2
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La réduction des fractions au même dénominateur peut se faire en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les autres. Mais il convient de rappeler que s'il y a des facteurs <}ui appartiennent à plusieurs dénominateurs, on obtiendra un dénominateur commun plus simple en prenant chacun des facteurs qui.entrent dans les dénominateurs des fractions proposées, et donnant à chacun la plus haute puissance dont il soit affecté dans ces dénominateurs. Par exemple, soient les fractions
4oA»c' i8a»c3' 45a>^'»*
Les trois dénominateurs peuvent s'écrire ainsi :
a^xSx^'c, 3»X2XaVV 3»x5Xa'**.
Alors, on prendra chacun des facteur^ avec son plus haut exposanty et le dénoniinateur commun sera
2^X3'X5X«'^V, ou 36oa=»^»c3 f).
Pour réduire les fractions à ce dénominateur, on le divise d'abord par chaque dénominateur successivement, ce qui donne les trois quo tiens
ensuite on multiplie les trois numérateurs respectivement par ces trois quotiens; enfin on place sous les produits le dénominateur commun 36oa*^»c^, et les trois fractions deviennent
3boa*/;»c3 ' 36Ôâ»^\J* 36Ô^?F?'
Si avec les frâRïtions on a des quantités de forme entière , on pourra leur donner le dénominateur commun , après les avoir multipliées préalablement par ce dénominateur.
{^) En arithmétique, pour trouver le plus petit nombre divisible par des nonor bres donnés, sans les décomposer eu facteurs, ons'éLève successivement aux multiples de Vun d'eux, jusqu'à ce qu'on en trouve un qui soit divisible par chacun des autres noinbres. Pour abréger, ce sont les multiples du plus grand nombre qu'il convient d'essayer.
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56. Qaand on veut réduire en une seule fraction plusieurs termes qui ont des dénominateurs dtfférenSyOn commence par les réduire au même dénominateur, et alors on aura d^s expressions
telles que celle-ci
mm m
Jans laquelle les lettres désignent telles quantités qu^on voudra. Si on multiplie chaque fraction par m, l'expression entière sera multipliée par m, et on aura a-^b — c. Or, en divisant ce produit par m^ on doit revenir à la première quantité ^ donc '
• Ainsi , après avoir réduit les fractions au même dénominateur, on &it, sur les numérateurs, les additions et les soustractions qu'on devait faire sur les fractions , puis on donne au résultat le dénominateur commun.
Considérons • les multiplications et les divisions de fractions.
Soient
Oq devra avoir /?^=a, qd^=^c; donc pb^qdsstayc,c^ ou pqy<J)d
=ac. De là on tu'e
ac
donc on multiplie des fractions entre elles en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. De cette règle on conclut celle de la division. En effet , elle
donne
ad c adc a ^
bc d bcd b '
ad ^ . . 1 û c , ..^ , cid
— est le quotient de j- par — : or, la quantité —
^e au produit t X - ; <lonc on divise une fraction par une
fraction en multipliant la fraction dividende par la fraction divi- «eïir renversée.
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Les quantités entières seront comprises dans les fractions en leur donnant ]%inité pour dénominateur.
57. Pour donner un exemple de calcul algébrique 9 je proposerai de simplifier cette expression
DH
En réduisant chaque terme entier en fraction de même dénomi-' nateur que celle dont il est suiyi , puis renversant la quantité fractionnaire qui sera en diviseur, pour la mettre en multiplicateory cette expression devient
2/1* — h^ ab — b^ g 4-^ 2a a-^b b
Après qu^on aura multiplié les numérateurs entre eux et les dénominateurs eptre eux, il est facile d^apercevoir que*^ et a 4"^ ^^* ront des facteurs communs aux deux termes de la fraction r^ul*^ tante. On peut donc les supprimer, et on- aura
Si on juge à propos d'effectuer la multiplication , il viendra
aà^ — 7,a^b — ab^+b^ lia '
et même, sHl y avait quelque utilité à diviser par 2a tous les UxuM du numérateur, on pourrait écrire
a^^-'ob^^ 1 .
Comme exercice, je proposerai encore au lecteur dWectuer b tiansformation suivante :
V b'^ a)\ia "^ 2/y / {a^^ab^b^) (g+jj .
(a^^bJr^Y-^^—:)^ 2a6'Ca_6)
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De ¥ exposant zéro et des exposons négatifs.
58. Quand on divise Tune par l'autre deat puissances de la même quantité , telles que o^ et â'*^ la règle des exposans .(34) donne
•BIi"— 1>
Les raîsonnemens qui ont conduit à cette règle supposent Fexposant du dividende plus grand que celui du diviseur; mais je vais moulrer comment, au moyen de conventions nouvelles, la même r^e peut s'étendre aux autres cas»
Supposons d^abord qu'on applique cette règle an cas où les deux eiposans >6ont égaux : on trouvera a^ pour résultat. Or, Pexposant d^one lettre indiquant le nombre de fois que cette lettre est prise comme facteur (lo) et, l'expression a^ ne pouvant recevoir de cette définition aucune interprétation , on reste maître de lui donner tel sens qu''on veut. Mais comme elle vient d'une division dans laquelle le diviseur est égal au dividende, et qu'alors le quotient est toujours Funilé , on est convenu de regarder l'expression a** comme équivalente à l'unité. Ainsi désormais, toute quantité qui aura V exposant zéro sera (^gale à i.
Supposons, en second lieu , que l'exposant de a dans le diviseur surpasse celui du dividende, et qu'on ait n=m'-\-p» En appli- I quant encore la règle des exposans, on aurait pour quotient a^P^ etcette expression, dans laquelle l'exposant est négatif, ne peut ellemême avoir aucune signification , si ce n'est en vertu de quelque convention nouvelle. Toutefois, il est convenable que cette con* Tention permette de considérer la puissance négative a—P comme le quotient de a"* par a"*+/'. Or, si on remarque que ce quotient
peut se représenter par la fraction ■ ^ . ■■ , qu'on peut le simplifier eu divisant les deux termes de cette fraction par a"*, et qu'alors il devient — , on est naturellement conduit h regarder l'expres-
[* sioû a— ^ comme équivalent à —: c'est-à-dire que toute quart*
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tité affectée êHxm exposant négatif équivaut au quotient de T unité divisée par cette même quantité^ après qu^on a changé le signe de son exposant.
Au moyen des uotrvelles conventions qu^on yient de faire connaitre, on aura toujours, m et /z étant des nombres entiers poiitifs quelconques ,
Par suite y on aura aussi
5g. On emploie qudquefois Feicposant zéro pour conserver la trace d'une lettre que le calcul fait disparaître^ et Fexposant négatif, pour présenter une quantité fractionnaire sous forme entière. (Test ainsi qu'on écrira
aux* a o x"* '
rï-L = 3û4i» X - X 4 = 3û4è»c"-»d:-«..
6o. Puisque les exposans négatifs sont admis dans les exprèssions algébriques , il faut chercher les règles suivant lesquelles ils doivent se combiner dans les calculs. Or, il est digne de remarque que ces règles sont toutes comprises dans les mêmes énoncés que celles qui ont été trouvées pour les exposans positifs. Rien de plus simple à démontrer.
Par la nature des exposans négatifs, on a
û'-^Xû'-'* = -i X -^ = — \- = rt"-"*^.
ar a"" aM-»:
Dans chacun de ces produits Texposaut de a est la somme des exposans des facteurs. Ainsi, dans la multiplication des puissances d'une quantité , l'exposant de cette quantité est toujours la somme des exposans des facteurs. Par une conséquence nécessaire , on conclut, que dans la diyisiou; Fexposant du quotient s'obtiendra
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tonjours en retranchant celui du diviseur de celui du dividende.
6i. Tout ce qui a été dit daus la division des polyn6nie» repose principalement sur cette proposition que , si deui.polyn&mes et leur produit sçnt ordonnés par rapport aune même lettre, le premier terme du produit est le produit des premiers termes des deux facteurs, et le dernier terme est le produit des derniers termes de ces facteurs. Or, celte proposition subsiste également quand il y a des exposans négatifs , et dès-lors la théorie de la division n^aura aucune modification à souffrir.
Quand en ordonne des polynômes par rapport aux exposans décroissans d'une lettre quelconque x, il faut bien faire attention à roidre qu'on est convenu d'établir entre les grandeurs selon leors signes. D'après le n"" 20, les exposans négatifs devront venir apiès *•, c'est-à-dire après les termes qui ne contiennent point j:; et, pumi ces exposans, ceux qui sont les plus forts en valeur àbsolne devront être rangés les derniers. Exemple :
Cela posé, si la proposition dont il s'agit ne semble point assez éndente , on pourra la démontrer comme il suit. Soieut A et £ deux polynômes quelconques ordonnés comme ci-dessus, et désiguons par k un nombre positif supérieur au plus grand exposant Q^atif quise trouve dans ^ et B. Si on multiplie ^ et ^ par x^^ sans troubler l'ordre des termes, on aura deux noveaux polynômes A' et B^ qui ne renfermeront plus que des exposans positifs, et qui seront encore ordonnés par rapport aux puissances descendantes de X* De plus, il est clair que si les premiers termes de A et B sont ax^ et ôx"^ {m et n pouvant être des nombres négatifs ) , ceux de A^ et B^ seront ax™+^ et ^jf"+*; donc, en multipliant les
I nouveaux polynômes l'un par l'autre, le premier terme du produit
I sera
; ^1 Semblablement, si les derniers termes de A et B sont fxP etgx^y anc^l eeux des nouveaux polynômes serontyà:''+* et gx^'^j et par suite DEocsl le dernier terme de leur produit sera
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Le produit des noaveaux polynômes est égal à Ja:^y<,i jtBx*^ , et il est évident qu'en le divisant par x** on revien produit. AB des polynômes primitifs. I^Iais par là le proc cesse pas d'être ordonné ^ et ses deux termes extrêmes se sent à
or, c'est précisément ce qui était à démontrer.
partie du nombre à partager, par b l'excès de la moyenne
plus petite, et par c l'excès de la plus grande sur la moyeni
a reconnu que la somme St+^M"^ devait être égale à ce
bre^ et, comme ce nombre 'était représenté par a, on s
l'égalité
De là, ensuite, on est parvenu facilement à la valeur de x.
Proposons-nous encore ce problème : Trouver un ru dont le quintuple diminué de i3 soit égala son triple aug deiu
En représentant par x le nombre inconnu, son quintuple nué de i3 sera exprimé par 5^; — 13, et son triple augmenté le sera par 3a:+ii« Or, d'après l'énoncé, il faut que ces quantités soient égales ; donc on doit avoir
Sx — 13 w 3z+ II.
^Ajoutons i3 à chaque membre -de cette ^alitë^ pub retranchonsen 3xy on aura
5x — i3+iJ — 3x=3j:+h + i3 *— 3*,
. oii bien, en effectuant les réductions,
Alors, en divisant par 2, on obtient
c*estrà-dire que le nombre cherché est 12. En effet, si on 6te i3 du quintuple de 12, il reste 47 ) et si on ajoute 1 1 au triple de 12, 6n trouve encore le même nombre 47*
La question précédente ne renfermait qu'une seule inconnue, et elle n'a conduit qu^à une seule égalité. D'autres questions pourraient contenir plus d'une inconnue et donner plus d'une égalité* Mais quel que soit le nombre des inconnues, la solution de la question devra toujours offrir deux parties bien distinctes. Dans la prenûère, on exprimera au moyen des signes algébriques les relations entre les quantités connues et les quantités inconnues, ce qui mènera à égaler entre elles certaines expressions ^ et , dans la seconde , on déduira de ces égalités les valeurs des inconnues. La première partie ne peut être soumise i\ aucune règle précise; mais la deulième est assujettie à des règles générales qui font l'objet principal de l'algèbre, et dont je vais commencer Fexposilion après avoir expliqué quelques nouvelles dénominations dont rusage est continuel.
63. Lorsque deux expressions algébriques ne sont pais actuellement égales, mais qu'elles renferment une ou plusieurs quantités inconnues qu'il faut déterminer de manière qu'elles deviennent ^es, on les joint par le signe =:, comme si elles étaient actuelib:| lement égales, et l'on donne à l'ensemble des deux expressions, ^nsî réunies, le nom adéquation, .
Par exemple, désignez par xune quantité inconnue, et posex
ce 9era lî une équation. La quantité 2X'^3 étant la même chose
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qae a>4-7*|*JI>*-4> ^^ reconnaît sar-le-champ qa*dle ne peat devenir égale à :r-)-7 qu^en donnant à or la valeur 4-
Lorsqu^on peut démontrer que deux expressioos ont des valeurs égales y et qu'on les joint par le signe = , elles forment une
Ainsi, en posant
on aurait une égalité : car en effectuant le produit (ar-4-i) (^ — a)>. on trouve x* — x — 2.
Si ou désigne par a, by Cyd^ quatre nombres connus en proportion géométrique, et quW écrive
ce sera encore une égalité : car il est démontré que dans toute proportion géométrique le produit des extrénies est égal à celui des moyens.
Si les deux quantités séparées par le signe =: sont égales et exprimées tout-à-fait de la même manière , elles forment une identité.
Par exemple, on a des identités quand on écrit
Qu'il s'agisse d'une équation, d'une ^alité, ou d'une identitét il est inutile d'avertir que les noms de premier membre et de second membre désignent toujours les deux quantités séparées parle signe ss.
64* D'après les définitions précédentes, quand on parle â^équationsj on doit toujours entendre qu'il y a des inconnues à trouver, et que les valeurs de ces inconnue; doivent être telles, qu'en les substituant à la place des lettres qui les représentent, les équations doivent se changer en de véritables égalités. Le mot égalité rappelle des quantités qui sont actuellement égales, mais dont réalité doit être démonUée, si elle ne l'a déjà été. Enfin Videntité est une égalité évidente d'elle-même.
Dans l'usage, on s'écarte souvent de l'acception rigoureuse des ttnats, et l'on confond l'équation et réalité. Gda tient à ce que,
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ôans les raisonnemens, on a besoin presque toujours de supposer qaé les inconnues soient remplacées par leurs valeurs ; et, comme ces Yalenrs doivent rendre effectivement les deux membres de chaque équation égaux entre eux, on conçoit que, sous ce point de YaCy les équations deviennent des ^alités.
Souvent aussi , lorsqu^on veut désigner une égalité telle que 3x4=^X6, ou {a^i)(a — i)=:a»— i, on se sert du mot identité : c'est que, par la pensée, on regarde les opérations indiquées comme déjà effectuées, et qu^alors en effet on aurait de vraies identités, ias=:i2^ ou a* — is=a* — i.
65» Déterminer les valeurs des inconnues qui sont engagées dans des équations , c^est chsrclker toutes les valeurs qui , étant mises dans ces équations à la place des inconnues, peuvent rendre ks deux membres égaux entre eux. Gela s'appelle résoudre les équations.
n soit de là qu'on peut vérifier les valeurs des inconnues, en les substituant dans les équations, et en effectuant tous les calculs indiqués dans les deux membres de chacune d'elles. Alors les équation! devront être identiques, c'est-à-dire se réduire à des identités. On dit alors que les équations sont vérifiées^ ou bien encore qu'elles s'ont satisfaites,
66. Les équations qu'on peut avoir à résoudre ne sont pas toutes également simples. Dans un très-grand nombre de cas, on les ramène à ne contenir que des termes joints entre eux par les signes -4" ^ — > ^^^^ lesquels les inconnues sont élevées à des puissances positives, et multipliées soit entre elles, soit par des quantités données. Alors, ce qu'on nomme le degré d'une équation, c'est la somme des exposans des inconnues, prise dans le terme où cette somme est la plus forte.
Ainsi, par exemple, considérons les équations
[i] 20? — a= b — Xj [2] ax — hfz=cx^-'df
[3] 2x'+a=s4^+2 [4] xj^-^2^^=jr^'^'i y
dans lesquelles les inconnues sont x et y. Les équations [i] et [2]
seront du premier degré; Féquation [3], du second; etl'équa-
d4 tion [4], du cinquième.
aii<l
Quelques principes généraux relatifs aux équations. Transposition des termes. Evanouissement des dénominateurs*
67. On peut ajouter ou retrancher une même quantité aux deux membres àHuns équationy sans que les valeurs des incon- \ nues soient altérées.
Il est évident en effet que les mêmes valeurs , qui satisfont à rëquatioii dans son état primitif, doivent y satisfaire également dans le second état, et vice versa.
68. De là il résulte qu'ow peut effacer^ dans Vun des deux membres étune équation ^ une quantité qui est "ajoutée ou retranchée à ce membre^ pourvu qu*Si récrive dans l'autre membre avec un signe contraire. Gela revient évidemment à ajouter à chaque membre de Téquation cette quantité , prise avec un signe contraire à celui dont elle est précédée dans le membre où elle se trouve.
Au moyen de cette règle, on pourra faire passer d'^nn membre dans Fautre, tels termes qu'on voudra, en ayant soin de cliânger leurs signes. C'est ce qu^on appelle la transposition des termes. Ainsi, qu^on ait Téquation
17a: — 3 = 45+1 IX.
Si on veut mettre dans le premier membre les termes qui con-* tiennent x, et les autres dans le second, on effacera -f-i ix dans le second membre , et on écrira — i ix dans le premier ^ et pareil* lement on effacera — 3 dans le premier, et on écrira -f"3 dans le second. Alors Féquation devient
17X — I ix == 45 + 3.
6g. On peut aussi ^ çans que les valeurs des inconnues en soient altérées, multiplier ou diviser les deux membres d^une équation par une même quantité, pourvu que cette quantité ne renferme aucune inconnue.
En effet,. les mêmes valeurs des inconnues doivent évidemment satisfaire à Féquation dans les deux états (^;.
(*) Il est bien entendu , sans qu'il soit nécessaire de le dire , que la quantité f>ar laquelle on multiplie ou divise l'équation n'est ni nulle ni infinie.
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Mais il faut bien remarquer que la proposition pourrait cesser . d'être yraiei si la quantité par laquelle on multiplie ou on divise les deux membres contenait les inconnues : car, si cela était, certaines valeurs des inconnues, qui satisfont àFéquation dans un des deux états, pourraient n'y pas ssilifaire dans Fautre. Par exemple, qu'on ait Féquation 2x=4 j ^^ qu'on multiplie chaque membre par X — I, il viendra 2x{x — i) = ^{x — ^^i) : cette dernière équation admettra évidemment la valeur x= i , qui ne satisfait pas à la première.
70. De la proposition précédente il résulte que , si une quantité donnée est facteur dans les deux membres, on pourra simplifier Fécpiation en divisant les deux membres par cette quantité* Par exemple, si on a
27a' Ax + ï 8a^A = ga'i* — ^Sa^x ,
on pourra divber tous les termes par ga', et Féquation deviendra
36a: + 2ab = &* — 5ax.
71. Une autre remarque, qui découle immédiatement de la mime proposition^ c^est qu'on peut changer les signes de tous les termes d'une équation : car cela revient à multiplier les deux membres par — i. Il est d'ailleurs évident (82) que, parce changement de signes, les valeurs des deux membres ne font que changer de signe, et que par conséquent si elles sont égales avant, elles le sont encore après, et vice versd.
72. Mais cette proposition est surtout d'une grande utilité pour ramener une équation^ qui renferme des dénominateurs, à n'avoir plus que des termes entiers. On obtient sur-le-champ cette trans* formation en multipliant les deux membres par une quantité qui soit divisible par chaque dénominateur de Féquation. Alors, eu effet, chaque terme fractionnaire contiendra dans son numérateur tons les facteurs de son dénominateur ; de sorte qu'en les supprimant, la division indiquée par ce dénominateur se trouvera effectuée, et il n'y aura plus que des termes entiers. Quant à la quantité par laquelle on multiplie Féquation, il convient de choisir toujours la plus simple possible, comme on le fait dans la réduction desfractiens au même dénominateur. De là résulte la règle suivante :
Pour chasser ks {Unominateurs d'une équation, on forme une
$1 tstùoiê d^algIbre;
quantité ^i soit divisible par chaque dénominateur^ ei ordinairement on la prend la plus simple possible ; on multiplie e/isuite chaque terme entier par cette quantité, et le numérateur de chaque terme fractionnaire par le quotient que donne cette qutmtité divisée par le dénormnSieur s puis on supprime tous les dénominateurs.
Gomme exemple, prenons d'abord Fëquation
ax , à . 5x b 3 2
Ici la quantité la plus simple qui soit divisible par les différeus dénominateurs n'est autre que leur produit. Alors la règle revient à multiplier le numérateur de chaque fraction par le produit des dénominateurs des autres^ et chaque terme entier par le produit de tous ces dénominateurs. De cetlé manière il vient
ouy en effectuant les multiplicalionS|
6ax — 6b* = aab + i5bx.
En second liçi, soit Fëquation
^ ^^ a^x ^^ 3a' bx
La quantité la plus simple qui soit divisible par les dénominateurs est 36a6', et les quotiens sont 2a, ga^, 4^'* 1^ faudra donc multiplier les numérateurs des fractions par ces quotiens, et le terme entier Sa par 36a6'. On a ainsi
5a X 36aô» + a^x X aa = 3a» X gaô -- bx X 46* J et, en effectuant les produits,
i8oa*À' + 7,a?x = a/a^ô — l\h^x* Soit encore IVqnation
- ax a*x 3a'b
^b'^Trr
6b ab+b^ aa*— 2^»' En décomposant les dénominateurs en facteurs, ils deviennent
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et oni Toit qae la quantité la plus simple qui pniist le dttiser jMur cbacun d'eux, est 2.3.6(a-4-6)(a — b) ou 60*6— 6&'« Les qoo* ticna font
par coDsëquent, pour chasser les dénoininatears de Péquation, je multiplierai les numérateurs des fractions par ces quotiens, et le terme entier ab par la quantité 6ab^ — 6b^. Alors il yient
i2a&' — laM — a^x + ab^x = Ga^x-^Sa^bx — ga'i*.
73. Ce qui a été dit dans ce paragraphe est applicable à toute etpèoe d'équation, et suffit pour résoudre celles du i«' degré.
Bésolulion dune équation du 1*' degré a une seule inconnue*
74« La difficulté de résoudre les équations dépend de leur degré et du nombre des inconnues. Je yais parcourir ici , dans différens exemples^ tous les cas que peut présenter une équation du i*' de* gré à une seule inconnue.
ExxMPLB I. Soit Féquation [i] i8jî— 6iŒ i3a:— Si.
En transposant i3j: dans le premier membre, et -—61 dans le second, on aura
et , en effectuant les réductions ,
Sx ssi 3o.
Enfin , en diyisant les deux membres par 5, on obtient
De là on conclut que Tinconnue x est égale à 6. Et en effet remarquez que , d'après les principes des n**« 68 et 69 , les équations successives par lesquelles on est passé doivent admettre les lûêmes valeurs de x que Féquatiou [i]. Or il est évident que la dernière, xssôj est satisfaite en mettant 6 à la place deor, et qu'elle Ae peut pas l'être autrement; par conséquent il eu doit être de
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même de réquation [i]. Ce raisoùnemènt s^applique à tous le» exemple qui vont suivre.
Pour yérifier si les calculs ont été faits ayec exactitude, on sub* stituera la valeur de x dans Féquation , et on examinera si elle la rend identique. Cest eiFectivement ce qui arrive ; car on trouve successivemment
108 — Çi = 78 — 31,
ax — hx^Zax =i [\a^'^ab
et, en réduisant, on a
5ar — bx:=s. 4a» *- iab.
Les deux membres ne peuvent plus ici se réduire à des mouftmes; mais en remarquant que le premier est la même chose que le produit (5a — h)xy réquation peut s'écrire ainsi
(5a — b) X = 4^' — 3ai.
Alors il n'y a plus qu^à diviser les deux membres par le multiplica* teur de :i: , et Ton obtiendra la valeur de cette inconnue , -savoir :
Vérification. On substitue cette expression à la place de x dans réquation [2] , on effectue les calculs , et Ton parvient à une identité, comme on le voit ci-dessous :
2a(4a» — 3a^) ^(4û>— 3a^^) \ , , , , 3a(4a*— 3ai) 5a~^ ^a-b +2«*==4^'-«& 5^-'
8a' • 6a'Z> — 4^'^ + 3ai* 4- loa'ô — 2ài»
Sa-'-b 20a' — 4a*& — Sa*b -4- ab* — 12a' +9^"^
8a^ + ab^ _iia^ + ab^ 5a— ^ 5«— 6
Exemple III. Soit réquaiion
On peut encore suivre la même marche que dans les exemples prëcédeDsj mais il est plus commode de chasser les de'nominatcurs par la règle connue (72). Le calcul se réduit à convertir tous les termes en 12** ei.k supprimer le dénominateur commun. Il viendra
3x — 48 =^^ox — 14, Ir — 20j: 5b=48 — 14, — l'jx = 34 9
Remarquez que pour passer de Téqualiou — i7X=:34 à la valeur de x^ c*est par — 17 qu'on doit diviser 34 > ce qui amène le quotient n^atif —2.
F'érification. On substitue la valeur ar= —2 dans l'équation [3]^ et il vient
ExEBiPLE lY. Soit Féquation
P _ 36a: a: — 6 b'X — a^ ar
On chasse d'abord les dénominateurs au moyen de la règle du »• (72) , ce qui revient à multiplier les deux membres de l'équation par la quantité (\a^ {a* — 6») : on a ainsi
Ensuite, pour mettre en évidence les termes affectés de Xj on eifectue les multipliCËttions , et il vient
Qa^bx — Qb^x — l^a^x -f- /^a'bx -|- ^a^b — 4û'*'
ss 4a"6x —4^^ "^à^x -j- ab^x.
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En transposant , réduisant et ordonnant , ou trouve
D*après la remarque du n° 71, on aurait pu donner le signe 4« au premier terme 3a^Xf en ayant soin de changer tous les signes de Fëquation. De cette manière j la dernière équation eût été
3a^x—6a''bx+ab*x+6Px = ^a^ + ^aH'^^a^b\
On peut récrire ainsi
(3o3— 6û»^+û6'+6'*5) X = 4â* {a*+ab—b*) 5
et par suite
_ ^a*(a*+ab—b*)
Exemple Y. Soit Féquation
Gomme Tinconnue x est engagée dans les dénominateurs , on ne voit pas comment tirer de cette équation la valeur de Xy si on ne les fait pas disparaître. Mais en les chassant, il vient
2 + 2a: + .i— a:*=j: — x* y puis, en transposant et réduisant ,
Remarque. Les règles pour chasser }es dénominateurs sont fondées sur le prin^pe du n*^ 69 , lequel peut cesser d'être vrai quand rinconnue se trouve dans la quantité par laquelle on mul-* tiplie ou on divise Féquation. Or, Tévanouissement des dénominateurs revient à multiplier toute Féquation par un produit divisiUe par chaque dénominateur 3 par conséquent, lorsque Finconnue entre dans les dénominateurs, et c'est ce qui arrive à Féquation [5], il y a lieu d'examiner si toute valeur de x qui satisfait à Féquation, ayant la disparition de ces dénominateurs, y satisfait encore après, et vice versé.
Afin de n'effectuer que des changemens qui n'altèrent point
riaconnuey transportons le a* membre dam le i*% et réduisons tout aa même dénominateur ; il vient
Si on ^^e le numérateur à zéro, on a x=: —3 y c'est la valeur trouvée plus haut, et elle convient véritablement à Téquation ci-dessus, car^ en la substituant à la place de Xj le i'*^ membre devient ^al à zéro. Il est évident d'ailleurs qu'aucune autre valeur ne le rendrait ^al à zéro^ ainsi, dans ce cas , on peut ne tenir aucun compte du dénominateur.
U n*en est pas toujours de même : car, dans certains cas , une valeur qui rend nul le numérateur d'une fraction peut aussi rendre nol son dénominateur, et alors la fraction peut n'être pas nulle. Je reviendrai plus tard , avec quelques développemens , sur cette observation, et en même temps je parlerai des valeurs infimes dont j'ai fait abstraction jusqu'ici. Voyez le Chap» V.
7g. Laissant pour le moment ces difficultés de c&té , je résumerai toutes les explications dans lesquelles je suis entré, au sujet des équations du i" degré , dans la règle suivante :
I* Chassez les dénominateurs, s'ilj- en «, et effectuez lesopérations nécessaires pour que V équation ne contienne plus que des termes multipliés par f inconnue , et des termes tout connus,
2* Transposez dans le i*' membre les termes affectés de V inconnue j et dans le 2* les termes tout connus ^
3* Donnez au i«' membre la forme d^ un produit dont. Pinçon'* nue soit Fun des facteurs y et alors divisez les deux membre» par k multiplicateur de cette inconnue.
Le lecteur qui voudrait dès à présent s'exercer à la résolution
les problèmes peut se transporter à la page 7 1 ^ et suivre ensuite
Ul i^ttqu'au problème de la page 7g.
Résolution de deux équations du 1^' degré à deux inconnues,
80. Quand on a à résoudre deux équations du i^' degré, qu i ^ntieiinent deux inconnues , le moyen qu'on emploie consiste iflil fOQcqpalement k éliminer l'une de ces deux inconnues, c'est-i*
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dire, à déduire des deux équations données une noiivelle équation qui ne renferme plus cette inconnue,, et de laquelle on puisse tirer la valeur de l'inconnue restante. Plusieurs méthodes peuvent être employées pour efifectuer cette élimination : je vais les exposer successivement.
8i. PfiEMiERE MÉTHODE, dans laquelle V élimination est faite par coHFAAAison. L'explication sera plus facile en prenant un exemple. Soient les deux équations
[2] ay + 5x = 22 .
Supposons pour uù moment qu^on soit assuré qu^D existe deux nombres qui, mis à la place de x et de ^, satisfassent en même ' temps à ces deux équations, et considérons a: et 7* comme représentant ces nombres eux-mêmes : alors on pourra raisonner sur ces équations comme si elles étaient des égalités actuelles. Or ces équations donnent
et comme ces valeurs doivent être égales, on a
Yoici donc une équation du i®' degré à laquelle Finconnue x doit satisfaire^ et par conséquent on en pourra tirer la valeur de cette inconnue. Par les procédés établis dans le paragraphe précédent,
n* 74> ^^ Ai^^
En mettant cette valeur de x dans une des deux expressions de j^, qui sont écrites plus haut , on connaîtra la valeur de cette inconnue. Il est d'ailleurs évident qu'en faisant cette substitution dans Tune ou dans l'autre, on doit trouver le même résultat : car la yalçur de xi ayant été déduite de Féquatioo [S] , doit rendre
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idmliqaes lei deux membres de cette équation, lesquels sont précisëment les deux expressions de y dont il s*agit. La substitution étant iaite dans la première, il Tient
Ainsi les Taleurs des deux inconnues sont
Par la manière dont ces valeurs ont été trouvées, on est certain qu'elles conviennent aux deux équations données. En effet, elles conviennent évidemment aux deux équations [3] et [4] ; et comme edles-ci^ en chassant les dénominateurs et en transposant dans k premier membre les termes en x, ramènent aux proposées [i] et [a] y il s^ensuit que les valeurs de or et de 7- doivent aussi satisfidre à ces équations.
Cette dernière remarque était nécessaire : car, pour arriver aux valeurs j:=:2,,7*=6, on a supposé qu^il y avait des valeurs de x et de jr qui vérifiaient les deux équations données, et rien ne prouvait que cette supposition fut vraie. Il restait donc encore à examiner si les valeurs trouvées, pour x et ^, satisfabaient réellement aux deux équations.
* Dans cette vue > on aurait pu substituer ces valeurs immédiatement dans les équations, afin de -voir si elles les rendent identiques. Cest en effet ce qui a lieu : car, par cette substitution , la première devient
3x6 — 7Xa = 4> ^^ 18 — i4==4> ou4 = 4î et la seconde, 2X6 4-5X2 = 22, ou 12 + 10 = 22, ou 22 = 22.
Toutefois on doit comprendre qu'une pareille vérification ne prouve rien pour le c«'is où Ton aurait d'autres équations à résoudre 5 par conséquent une démonstration^ fondée sur le procédé même qui sert à trouver les valeurs des inconnues, était indispensable pouif prouver que ces valeurs doivent toujours satisfaire équations.
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• 82. DiuxilocE MifTHODÈ , dans laquelle réliminaiion est faite par SUBSTITUTION. Reprenons les deux équations
et considérons toujours x d y comme représentant deux nombres qui satisfont à ces équations. De la première, on tire
On peut donc , dans la seconde équation , remplacer j^ par cette yaleur^ et cette équation, ne renfermant plus alors que la seule inconnue x sans cesser d'être du i""" degré, servira à déterminer cette inconnue. La substitution donne
et de cette équation on déduit successivement
il^x + 8 + i5j: = 66 , 29X = 58 ,
Cette valeur étant mise dans celle de j*, qui a été tirée de la première équation, ou trouve encore
On a donc, pour x et j-, les mêmes valeurs que tout-à-Pheure, Mais il. faut s'assurer que ce nouveau procédé doit toujours donner des valeurs qui conviennent aux équations proposées.
Remarquons d'abord que la valeur j^=6 ayant été trouvée en faisant j:=2 dans l'équation [8], il s'ensuit que les valeurs a:=2, r=6, doivent satisfaire à cette équation. Or, en multipliant par 3 et remettant 7^ dans le premier membre, cette équation devient l'équation [6]^ donc déjà les valeurs x =2,^^=6, satisfont i Féquation [6].
Ensuite , la valeur :r=6 doit vérifier Féquation [g] d*oii elle est déduite. Mais, dans cette équation , la fraction qui est mvlti-»
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pliëe par a^ n^étant antre chose que le deuxième membre de réqaatlon [8], doit devenir égale à 6 quand on remplace x par a ; donc il revient tout-à-fait au même de faire j:a=a dans Téquation [g], ou bien de faire x=^2. et ^=6 dans Féquation [7] ; par conséquent cette dernière se trouve aussi vérifiée par les valeurs
83* Teoisiève méthode, dans laquelle rélimmation est faite par BiDUCTioir. Il faut d^abord, par des préparations convenables, amener chacune des deux équations à la forme
Alors on voit que si, dans les deux équations^ Tune des inconnues avait le même coefficient, on ferait disparaître cette inconnue en retranchant| membre à membre, les équations Tune de l'autre, ou bien en' les ajoutant, selon que les termes qui contiennent cette inconnue seraient de même signe ou de signes contraires. De cette manière, on formerait une nouvelle équation qui ne renfermerait plus que Fautre inconnue, et on en pourrait tirer la valeur de cette inconnue. Or, il est évident qu on amènera toujours une inconnue à avoir le même coefficient dans les deux équations > en multipliant les deux membres de chaque équation par le coefficient dont cette iaconnue est affectée dans Tautre équation : ainsi, voilà un nouveau moyen de résoudre les deux équations. Pour exemple, reprenons encore les équations
Si on veut d'abord connaître or, on multipliera les deux membres de la première équation par 3 , coefficient de jr dans la seconde, et les deux membres de la seconde par 3, coefficient de j* dans la première. Par ces multiplications il vient
(àj + i5a: = 66;
et eu retranchant ces équations l'une de l'autre, membre à mem-
bre, on a
agx = 58, d'où jp rs a.
Pour avoir y^ on pourrait substituer cette valeur dans Tune
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^des deux équations proposées. Mais si on veut trouver^ par le même procédé que ir, on multipliera la première de bes équations par 5, coefficient de x dans la deuxième, et la deuxième par 7, coefficient de x dans la première. Par là^ elles deviennent
i5/ — 35:c = 20, i^jr + 35a: = i54 ;
puis en ajoutant celles-ci, membre à membre, on a
297^=174^ d'où j^&.
On retrouve donc encore les mêmes valeurs, x=7, et j'=6, que par les deux autres procédés.
Cette troisième méthode est , comme on voit, assez simple ; mais il importe, comme dans les deux précédentes, de faire voir que les valeurs de x et de j*, auxquelles elle conduit, ne peuvent pas manquer de satisfaire aux deux équations. Gomme ceci exige des explications qu^il serait difficile de suivre sur des équations particulières , je représenterai les doux équations d'une manière sénérale par
Cela posé, si on les multiplie respectivement par des nombres quelconques m et n, et qu'ensuite on les ajoute, on a mAr^nA' =mB-^nB' j et je vais montrer quW peut remplacer par cette équation l'une des deux proposées, la deuxième, par exemple : c^est-à-dire que les deux équations [a] ont absolument les mêmes solutions que celles-ci
>-^J • \m^ + nA' =zmB + nB'
En effet, si de la dernière on retranche le produit de la précécédente par m, il vient i2-^'r=/2-5', ou, en divisant paru, A'=iB'. Donc, de même que le système des équations [^] est une conséquence du système [a], réciproquement le système [a] est une conséquence du système [by Donc les valeurs de x et de ^ qui conviennent au dernier ne peuvent pas manquer de convenir aussi au premier. Or, si les multiplicateurs m et ti sont ehoiaisy comme on le fait dans la 3** méthode^ de manière que réqua*
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don mA'\»nA'^s^mB'\'nB' ne contienne plus j*, 5I de cette éqoaUon on tire la valeur de x^ et si on la substitue dans Téquation ^=^ pour en tirer ensuite la valeur de j*; il est évident qu^on aura ainsi des valeurs de x et de j* qui conviendront aux équations [6] : donc elles conviendront aussi aux proposées [a].
Maintenant il faut encore justifier le procédé dans lequel on calcule la secondç inconnue de la même manière que la première. Supposons, à cet effet, qu^après avoir déduit des équations \a\ , Téqaation mA'\'nA'=mB'\'nB' ^ on les multiplie de nouveau par d'autres nombres mf et nf^ et qu'on les ajoute encore. On aura une nouvelle équation nil A'\'n' A' ^s-w! B'\'n' B' \ et je dis qu'on peut aussi considérer les équations \a\ comme des consé* qnences de relles-ci
mA + nA' = m'B + nt? , m'A + n' ^' = w!B -f n'B'.
Pour le montrer, multiplions ces dernières respectivement par n' et R, pais retranchons-les l'une de Tautre : A' et B' disparaissent^ et il Tient
{mnf '^nmf)A=i{mn' '^nm')Bj ou A^=^B.
Pareillement, en multipliant les équations [c] par mf et m, et en retranchant la première de la seconde, il vient
{mn' — nm!)A^ — {mnf — nrnf )fi', ou A' m B' .
Ainsi, les deux systèmes [a] et [e] sont réciproquement une conséquence Tan de Fautre. Or, on peut choisir les multiplicateurs m, H, m', n' de telle sorte que la première équation [c] ne renferme plus j*, et que la deuxième ne renferme, plus x, 11 est donc évident que les valeurs qu'on en tire immédiatement, pour x et^% )rt| Vivent convenir aux proposées. C'est ce qui restait à démontrer. r t| 84. Remarques. J'ai supposé qu'on obtenait les équations [r] par voie d'addition. Cette manière d'opérer comprend celle où ] \ fon emploierait la soustraction : car si, par exemple, après avoir iel BuilUplié les équations [/7] par 771 et ti, on voulait retrancher la 2* ve4 '^k I'*, cela reviendrait évidemment à les ajouter après les avoir oîs| ooltipliées par m et — n.
I^ai wm fupposé tacitement que mnf^nm' a^était pas léro. Si
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cela était, les éqaations dans lesquelles la quantité mnf — nm^ était \ facteur des deux membres, se réduiraient identiquement à 0=0, i et Ton n'en pourrait plus conclure ^^=-5, A'^B'. Il suit de là j qiic, pour remplacer les équations [a] par les équations [c], il faut j choisir m, n, m',7i'de manière qu'on n'ait pas mn' — fw/=o, ou,
oe qui est la même chose, — = -y : c est donc à dire que les
nombres m et n ne doivent pas être proportioiAiels à mf et n'. Or, quand on fait l'élimination par réduction (83), on prend pour m et 71 les coefficiens de j^ dans les équations proposées, et pour . m^ etnf ceux de x : si donc les coefficiens de x sont proportionnels à ceux de j-^ la méthode semblera en défaut. Cette difficulté '■ sera- éclaircie plus tard ( 1 3 1 ) . ^ ,
L'opération par laquelle on rend égaux les coefficiens de Fin* j connue qu'on fait disparaître est parfaitement analogue à la ré- ^ duction des fractions au même dénominateur, et elle présente les mêmes simplifications. Par exemple, si les équations étaient
2ij^ + 2oar= i65, 77.r — 3oa: = 2g5 ,
Mmme les coefficiens de y se décomposent en 7X3 et 7X1 1 9 on les rendrait égaux en multipliant les équations respectivement par 1 1 et par 3. Semblablement, ceux de x deviendraient égaux en multipliant les équations par 3 et par 2.
Les deux premières méthodes amènent le plus souvent des dénominateurs qu'il faut faire disparaître. Cet inconvénient n'a pas lieu dans la troisième ; et même il est à observer qu'avec un peu d'habitude on pourra, quand les coefficiens seront peu compliqués, effectuer d'un seul coup, comme si c'était une opération unique, et les multiplications qui réduisent à l'égalité les coefficiens d'une inconnue, et l'addition ou la soustraction qui fait disparaître cette inconnue.
Quelque méthode qu'on emploie, il est clair qn'^prèç l'ëlimina* tion d'une inconnue, l'équation résultante doit toujours donner la même valeur pour l'inconnue restante. Il suit de là que n^ en £siisant usage d'un procédé d'élimination, on ramène réquatiom «r résultante à la forme ax^^b^ attb étant des quantités oonnaes^ - ^j
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on sera sàr que tont antre procède donnera oa la même ëqoation, iia une équation qui ne di£fërera de ceUe-Ià que par un fiictenr eommun à ses deux membres : autrement , on n'aurait pas la Bkème yalenr pour x.
SéfoUitionxrun nombre quelconque d'équations dui*' degré, contenant
un pareil nombre d'inconnues,
85* Soient les équations [i] 4a: — 3j'4-2z = 4o,
[a] 5x + giy — 7^ = 47»
Par Tune des trois méthodes connues, on pourra éliminer Tineonnae z entre la première équation et chacune des deux autres. Si on emploie l'élimination par réduction, il vient sur-le^hamp
[5] . 3oa:4-7/ = 3i4.
LesYalenrs de a? et de^ devront satisfaire à ces deux équations. et par conséquent on saura les déterminer.
Si entre ces deux équations on élimine j-, toujgurs par réd tbn, on trouve
356a: = 356o, d'où a: = lo.
En mettant cette valeur dans Féquation [4]> on aura
^1 38o •— Sj- = 874 , d'où j* = 2.
^1 Enfin, en portant les valeurs de x et dej- dans l'équation [i],
I ona ^°| 4^ — 6 + 2z = 40, d'où z = 3.
Donc les valeurs des trois inconnues seront a:= lo, j^=2, z=3.
n est bien évident que ces valeurs sont les seules qui puissent HdBiaire aux trois équations proposées ; mais est-il certain qu'elles Satisfassent? Pour s'en assurer, il faut observer que, par la maaûl*'^ dont ces valeurs ont été trouvées, on est sur qu'elles doivent aii|<nUûre aux équations [i], [4]» [5]* Mais, d'après ce qui a été
exposé n^ 83, Tëquation [2] est une conséquence des équations [i] g, et [4]*; et l'équation [3] est une conséquence de [i] et [5] : donc les valeurs de *, jr, 2, qui vérifient les équations [i], [4], [5], ne peuvent pas manquer de vérifier aussi les équations [i.], [2], [3]«
86. En généralisant le procédé qui vient d'être employé pour '4 trois équations, on peut établir la règle suivante :
Pour résoudre plusieurs équations du i*' degré en nombre égal aux inconnues j éliminez une inconnue entre l'une de ces "^ équations et chacune des autres .- vous aurez ainsi de nouvelles équations^ qui renfermeront une inconnue de moina^ qui seront, '. en nombre égal à celui des. inconnues restantes j et qui seront \ encore du 1" degré. Opérez sur ces équations comme sur les proposées^ c^est'à-direj éliminez encore une inconnue entre Vune de ces nouvelles équations et chacune des autres. En continuctnt '■ toujours de même ^ vous parviendrez à une équation du 1*' degré J qui ne renfermera plus qu'une seule inconnue, Alors^ de cette c dernière équation vous tirerez la valeur de cette inconnue ; puis , remontant aux équations précédente^ j vous déterminerez successivement les valeurs des autres inconnues.
87. Quand on apercevra des facteurs communs à tous les termes d'une équation, il ne faut pas oublier de les supprimer : par là on rendra les calculs plus simples. Soient , par exemple , les équations
lox — 20^ -)- 3o« = 60 ,
On voit que la i'* peut se diviser par 10, la 2* par 4, et la 3* par g. Eu conséquence , au lieu des équations ci-dessus , on aura à ré« . foudre les suivantes :
3a: — 2jf 4" 5^ =5 26. e-^
L'élimination de Xj entre la i'* de ces équations et lesdevs^'^ autres, donne ces deux* ci
^^^,oz=:8, 5^
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00 bien, si on simplifie la dernière en la divisant par 4 ,
2r — loz = 8, j— z =2.
L'âimination de^ entre celles-ci donne
3z = 6, d'où z = a.
On substitue cette valeoi* dans l'équation j* — 2=2, et il vient
^ — 2 = 2, d'où j- = 4-
Enfin on met les valeurs de j- et de z dans l'équation x— 2x+3z s6| et l'on a
X— 8 + 6=6, d'où a: = 8.
88. Un cas doit être prévu ici parce qu'il embarrasse quelquelois les commençans : c'est celui où toutes les inconnues n'entrent |il dans chacune des équations. La méthode ne change pas pour cda; seulement il y aura quelques éliminations de moins à cffBCtuer*
Comme exemple, prenons les quatre équations
3m-|- i4x= 57, iq^.-. 3a:= II ,
U est visible qu'en éliminant l'inconnue u entre les deux preaieres, l'équation résultante ne contiendra que les deux incon«naes a: et z; par conséquent, en la joignant à la dernière, on aura leox équations qui feront connaître ces deux inconnues. Ces deux estions sont
2'X — iiz =5o.
Ponr éliminer x, multiplions la dernière équation par 49> ^^ re« tranchons-la de la précédente, il vient
5782 = — 23i2, d'où 2= — 4- Substituons cette valeur dans l'équation 2x — i i2=5o, on a
rt
On voit par là que les conventions de Talgèbre constituent une Tdritable langue , dans laquelle on peut traduire Fënoncé d^un problème, et représenter avec la plus exacte fidélité toutes les relations de grandeur qu^ont entre elles les quantités connues et les quantités inconnues. Etablir ces relations par des équations, cela s^appelle mettre le problème en équation^ ou le traduire en langage algébrique. Les réflexions précédentes serviront de guide pour y parvenir.
On peut aussi les réduire à cette règle générale : Aprhs avoir choisi la quantité ou les quantités qiion prend pour inconnues, on les représente par des lettres; puis on indique ^ à Vaide des signes algébriques , les opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier les valeurs des inconnues^ si elles étaient données.
Mais , pour bien comprendre toute Futilité de cette règle , les commençans doivent rappliquer à un grand nombre d^exemples ^ et bientôt, par cet exercice, ils acquerront une sagacité qui leur tiendra lieu de préceptes.
Souvent une question, qui- au premier aspect présente plusieurs inconnues, se résout cependant avec un nombre moindre d^inconnues, et quelquefois même avec une seule. Ce dernier cas, païuexemple, arrive quand on reconnaît tout d* abord que Tune des inconnues étant trouvée, les autres pourraient s^en déduire immédiatement par des opérations très simples, par une addition, par une soustraction, etc. C'est ce qu'on verra dans quelques uns des problèmes dont je vais développer les solutions.
exemples de problèmes a une seule inconnue,
92. Problème I. Trousser deux nombres dont la somme soit égale à 36, et la différence égale à 10.
Je prendrai pour inconnue le plus grand des deux nombres cbercbés, et je le désignerai par x. Puisque la différence des deux nombres doit être 10, le plus petit sera désigné par a: — 10 5 et comme la sonune de ces deux nombres doit être égale à 36^ on posera Téquation
» ' « + a: — xo s=5 36.
LECOHS D*ALCEBEC.
Elle revient à celle-ci 2x = 4^ 9
d'où
Doncle plus grand des deux nombres est 23, et par suite le plus petit est 23—10 ou i3. En effet, on a 23+13=36.
SoLunoir générale. Le problème peut s'énoncer généralement en ces termes: Trouver deux quantités dont on connaît la somme et la différence.
Ici il y a deux quantités connues qui doivent rester quelcon* qiics, et il faudra aussi les représenter par des lettres. Je dési'gneràî par a la somme donnée, par b la différence, et toujours par X la plus grande des quantités cbcrcbées. La plus petite s'exprimera alors par X — bj et l'équation du problème sera
X '\' X — b -==■ a ^ ou bien ix = a + ^ j
doBc
Yoid Fexp^ession de la plus grande partie. Il faut en retranchera
pour avoir l'autre partie, et il vient
- « + /> , rt + ^ — 2^ a — h
X— ©"rs— ï ^ = — ^! = .
Ainsi , pour calculer les deux quantités inconnues , on a les
formules
Elles peuvent aussi s'écrire de cette manière
' et sous cette forme elles font voir que, quand on connaît la somme et la différence de deux quantités , la plus grande est est égale à la demi-somme plus la demi-différence j et la plus petite est égale à la demi-somme moins la demi-différence.
Supposez que la somme connue soit 36 et que la différence soit 20 : on aura
la plus grande quantité = ^ 1
et la plus petite .•••••=; — — — = 18 — 5 = i3.
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Ces valeurs sont celles qui conyiennent à Tënoncé particulier qui a été proposé d'abord,
93. Problème II. Dçux fontaine^ versent uniformément leur eau dans le même bassin y et Von cqnnaît le temps que chacune , coulant seulcy met à remplir ce bassin : on demande combien de temps il leur faudrait pour le remplir j si elles coulaient ensemble.
Je représente par a le nooibre d^heures quUl faut à la première fontaine» coulant seule, pour remplir le bassin ; par 6, celui qu^il faut à la secopde ^ par x , celui qu^il faut aux deux fontaines coulant ensemble.
Pour vérifier le temps x^ s^il était donné, je chercherais la partie du bassin que remplit la première fontaine pendant ce temps ^ celle que remplit la seconde pendant ce même temps ; et les deux parties réunies devraient donner la capacité entière du bassin.
Or, en prenant cette capacité pour unité, les parties de cette capacité, que fournissent les deux fontaines dans le temps x^ sont les quatrièmes termes des proportions
donc, puisque ces parties réunies doivent donner le bassin entier, on aura Féquatiôn
a b Si on chasse les dénominateurs, il vient
ôx+fla?=sfir^, d'où a: =
Pour prendre un cas 'particulier, supposons que la première fontaine mette i^\ à remplir le bassin , et que la ^conde mette , 2*^. Il faudra, dans la valeur de x, faire a = 17 et 6 = 2{. Alors cette valeur devient
,. 'TXaj _|Xf _a7 9
g4» Problème III. Un père ordonne par son testament que Vaine de ses enfans prendra^ sur le bien qu il leur laisscp une sommt a
plus la n"* partie, du reste ; que le second prendra^ après que Tàiné aura prélevé sa pnrtj une somme 2a plus la n"** partie du reste; que le troisième prendra^ après le prélèvement de ces deux parts j la somme 3a plus la n"* partie du reste ; et ainsi de suite • Or^ il arrive que tous les enfans se trouvent ainsi également partagés et que le bien du père est tout'à^fait épuisé. On demande quel est le bien du père y la part (/e chaque enfant y et h nombre des enfans.
Si le bien du përe était connu, on pourrait aisément former {a part da 1** enfant, et puisqu'ils sont également partagés, elle lerait celle de tous les autres. Ensuite, en divisant le bien du père par cette part, on aurait le nombre des enfans. Cest pourquoi je prendrai pour inconnue le bien du père.
Si cette inconnue était donnée, pour la yérifier,^ on formerait la part de chaque enfant, diaprés la loi qu^indique Fénoncé; et quand on arriverait à celle du dernier enfant, le bien du père devrait être entièrement épuisé, et toutes les parts devraient être ^les. Mais il est évident que la seule condition d'égalité entre la i" part et la a* suffira pour déterminer la valeur de l'inconnue^ il restera donc encore, après l'avoir trouvée, à examiner si les antres conditions sont remplies.
Comme la solution du problème, considérée dans toute sa généralité, pourrait paraître trop difficile, je l'expliquerai d'abord sur les nombres particuliers. Par exemple, je supposerai que le premier enfant prenne sur le bien du père une somme de loooyr., plus le 5* de ce qui reste; que le deuxième enfant prenne ^ après jue la première part aura été prélevée ^ une somme de 2000 Jr,j plus le 5* du reste ; ainsi de suite.
Soit jc le bien du père. Après avoir prélevé 1 000 fr. le reste estx-«»iooo; par conséquent la part du i" enfant est
1 000-1 = ou ' — ^-! — •... r'part.
Eo 6tant cette part du bien total Xy il reste à partager entre les antres enfans
jp *•■ I ou I j •
Sur cela le gt* enfant doit prendre 2000 £p. plus le 5* du reste. Or, après avoir pris 2000 fr., le reste est
4jp — 4ooo kx — i4ooo
•i rr^ 2000 OU =— î ;
par conséquent, en ajoutant a 2000 le 5* de ce reste, on aura la part du 2" enfant, savoir :
, Ùlx — * i4ooo 36000 + 4^ e
2000 + -i- =-ï ou ■ • • . • 2 part.
Sans s'occuper des autres enfans, on peut des à présent former Téquation du problème. En effet, Ténoncé indiquant quHls sont tous également partagés , il faut que les deux premières parts soient égales ; et de là résulte Téqualion
P - [\o^o -4- X 36ooo + 4^
En chassant les dénominateurs, il vient
20000 -f- 5a: = 36ooo + 4^ , d'où X = 16000.
Si on remplace x par cette valeur dans l'expression de la i"' part, on aura la valeur de cette part
4ooo + .16000 , ^ = 4000 5
et, puisque toutes les parts doivent être égalés, en divisant le bien du père par cette part, le quotient 4 sera le nombre des enfans.
Donc le bien du père = 16000 ,
la part de chaque enfant = 4^^^ 9
et le nombre des enfans = 4* Il se présente ici une observation importante. La valeur de x a été déduite de Féquation [1], qui exprime seulement Fégalité de la 2' part à la 1'* : il reste donc encore à examiner si les deux autres parts lui sont aussi égales. Or, en défalquant de lliéritage "^ entier les deux premières parts, qui font ensemble 8000, il reste 8000 fr.; et, sur ces 8000 fr., le 3^ enfant doit prendre 3ooo fr..
plus le 5* du reste : donc il aura ^
, , 8000 — 3ooo 20000 . 0000 -}- =s ■■ ^ ■< =t 4^00. i:
Ensuite, cette part étant 6tëe de 8000 fr., ii reste 4ooo fr., sur quoi le 4* enfant doit prendre 4ooo fr. et le 5* du reste. Il aura donc aussi 4000 fr., et l'héritage sera épuisé. Ainsi toutes les yérifications sont satisfaisantes.
Exposons maintenant la solution générale. En nommant toujours X le bien du père, on aura
i part s=s a H :
etj après le prélèvement de cette part, ce qui reste du bien est
a: — a — — ou i.
Par suite, on aura
o* «o^» _ o^ _l_ (/^-- 0(3? — a) —2an 2 part =s 2a -f- .
Donc, en égalant la 1'^ part à la 2*, on aura l'équation
+ x — a . (/2 — 1) (a: — a) — ^an
Après Févanouissement des dénominateurs, elle devient celle-ci an* -f* nx — a/i = 20/1* -f-na: — x — a/i + a — 211/1,
d'où le bien du père x = an* — 7,an + a ,
ou, autrement, x = a (/i — i)'.
An moyen de cette valeur, on peut calculer la i^'^ part, qui sera aussi celle de chaque enfant. On a donc
,, ^ .X — a . on* — 25w+a — a part dun enfant=a -4 = a-4
= a + ''w ■"• 2a = fl (/i — i)#
Enfin^ en divisant le bien total par cette part , ou trouve
le nombre des enfans = 71 — - 1 •
Mais Fobservation faite plus haut se reproduit ici. Par la manière dont on a établi Téquation du problème , on est bien sûr que la 2* part sera égale à la i'*j mais il reste à vérifier s^il en est de même de. toutes les autres.
Du bien enûtra^n — i)* 6tez la pan du i^ enCaiiii;, il reste
La part du 2*^ enfant sera donc
Elle est ëgale à la première, ainsi qu'on devait s y attendre. Du bien entier 6tez les deux premières parts, il restera
a(71 — l)» — 2a(7ï— ,l) = û(7l — i)(n 1 2)=a(7l l)(fl 3).
Par suite^ la part du 3* enfant sera
a(n — i)f7l — 3) — Za a{n — i) (/i— 3)4"3û(« — i)
oa + ■ = ■
Elle est égale aux précédentes, et par conséquent le reste du bien, en défeJquant les trois premières parts, sera
a{n — 1)' — 3a(/i— i)-=ra(7i — i){n — i — 3)=a(7i — 1)(«— 4)«
En continuant ainsi , on voit clairement que les calculs s'effectueront toujours de telle sorte que toutes les parts seront ^ales à a(n — 1). Par conséquent, il est clair aussi qu'après avoir formé 72 — I paris f le bien sera totalement épuisé : car la somme _. de toutes ces parts sera a {n — i) X (1 — i)? on a {n — !)•, ce ^ qui est la valeur du bien à partager.
Il peut se faire qu'on éprouve de la difficulté à comprendre que les calculs doivent toujours amener des parts égales^ mais en >^ calculant encore quelques parts, les lois selon lesquelles s'effec- ^ tuent les réductions ne pourront point échapper. Au reste^ voici un raisonnement qui ne peut laisser aucun doute.
Admettons qu'après avoir calculé un certain nombre de parts, on les ait toujours trouvées égales entre elles, et examinons si It ;^ part suivante leur sera aussi égale. Soit k le nombre des parts déjl
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ctlcnleeSi lesquelles sont toutes égales à â(;»-— i). Ce qui reste dnbîen total, en défalquant toutes ces parts, est
La part suivante sera
. a (n — i) (ai — I — k)'\'a{k-[' i) {n — i)
et Ton Yoit^que cette pari est égale aux précédentes.
Remarquez maintenant que k est un nombre entier quelcon- ^; donc si on fait A = 2, on conclura que lu 2* part est ^ale ait i**} si on fait it = 3, on conclura que la 3*^ part est égale aux deux premières; et ainsi de suite. Donc toutes les parts semât ^jales.
Exemples de problèmes à plusieurs inconnues.
gS. Paobleme IV. Un entrepreneur a payé io5 fr. pour 17 ^'l journées de maçon et 10 journées de manœuvre*^ et plus tard y umt que le travail ait changé de prix y il a pajré 84 Jr. pour 10 j^l journées de maçon et ij journées de manœui^re. Combien gagnait par jour le maçon^ et combien le manœui^re?
Appelons x le gain du maçon , et / celui du manœuvre. Pour 1 7 journées de maçon et 10 journées de manœuvre, Fentrepreneur doit 1 7a: -|- 107* 5 donc, d'après Ténoncé, on a i7:c+ioj-=io5.
Pour zo journées de maçon et 1 7 journées de manœuvre, il doit lox^- 17/5 donc, d'après Fénoncé, on a ioj:+ l'jys^S^.
Ainsi y les deux équations à résoudre sont
. 17X+ 10/*= ïo5,
io.r+i7^= 84 j
et pour cela on pourra employer celle des trois méthodes qu^on Nidra.
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Si on emploie V élimination par comparaison ^ on aura
io5 — 17:1: 84 — 101:
io5 — \*]x 84 — loa:
10 ^ ' 1 785 — 289:1: = 840 — I oo:r , looj: — 2893: = 840 — 1785,
En portant cette valenr dans la 1'* valeur de ^, il vient
io5— 85
Ainsi, le maçon gagnait 5 &«, et le manœuvre gagnait 2 fr.
2^ 3i on fait Vétimmatien par substitution^ ou a ^ en tirant la 1'* équation la valeur de/,
io5«— i7:r
y To '
lOX-l i-: s— ^ ==o4,
et par suite on a encore, comme tout-à-Fheure,
io5 — 85
y as =2.
3<>. Enfin servons-nous de Vélimination par réduction, Pc éliminer j-, on multipliera les équations respectivement par 17 par 10, puis on retranchera la 2« de la 1'', ce qui donne
Fdur éliminer Xy on multipliera la i^« équation par lo, la 2« par 17; et, par la souBtraction , on aura
289^ — 100 7*= 1428 — io5o,
On aurait pu encore trouver j- en substituant la yaleur «.= 5 dans Tune des équations du problème , dans la i'^, par exemple. On a ainsi 85^iojr=i io5, d'où j^=2, comme ci-dessus.
96. PilOBLiiiE V. Une personne possède un capital quelle fait valoir à un certain intérêt. Une autre personne j qui possède inooo Jr. déplus que la première et qui fait valoir son capital à I de plus p. 100, a un revenu plus grand de Soo fr. Une troisième^ ^possède ïSooo fr. de plus que la première et qui fait valoir itf» bien à^de plus p. 1 00, a un revenu plus grand de 1 5oo fr. On demande les biens des trois personnes^ et à quel intérêt cha"' cime faii valoir son bien.
Nommons x le capital de la première personne, et^ l'intérêt p. 100 qu'elle en retire. D'après Fénoncé même, la seconde personne aurait un capital égal à a:4- 10000, qu'elle ferait valoir à l'intérêt de j^-|-i p* 100; et la troisième, un capital égal à 4?-)-i5ooOy qu'elle ferait valoir à l'intérêt de ^--1-2 p. 100.
Les revenus que ces trois personnes tirent de leurs capitaux se trouveraient par les proportions
, , (-c-i-TOOOoXr+l)
ioo:a:+ioooo ::^+i • —^ i::^-L--i,
::r+i5ooo::j'+2:i--!- — ,J -
Hais , d'après l'énoncé , la seconde personne reçoit 800 fr. de revenu de plus que la première, et la troisième i5oo fr. de plus 3 donc on a les deux équations ^
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'' Je chasse lés dénominateurs ^ j'effeclue les multiplications ^ je ^ supprime le terme xy qui est commun aux deux membres de chaque équation , et je fais passer tous les termes connus dans les seconds membres. Alors ces équations deviennent
:r-l-ïOOOO^aE 70000, -
a:i;-4-i5ooo)r s= 120000.
Pour âiminer X, du double de la i*^* équation je retranche la 2«:
il yient -
5ooq;^ ss 20000 9 d'où y ^ 4*
PuiSy pour avoir x^ je substitue cette valeur dans la i** équation, ce qui donne
ir-4~4<^^^ = 7^^^^9 ^^^ a:=s3oooo. t
Donc la première personne possède un capital de Soooo fr., qu^elle faitvaloiràrintérêtde4 P* 1005 la deuxième, un capital de 40000 &., qùMle fait valoir à rintérêt de 5 p. 100; et la troisième, îl un capital de 4^000 fr., qu'elle fait valoir à Fintérêt de 6 pc 100. '4
97. PaoBLÂiiE VI. On a acheté séparément les charges de trois -k voitures^ La première ^ qui contenait 3o mesures de seigle^ ao ti d'orge et 10 de froment, a coûté iZofr. La secoûde j qui conte- ;,; nait i5 mesures de seigle ^ 6 â^orge et 12 de froment ^ a cotîté ^ i38yr. La troisième ^ qui contenait 10 mesures de seigle^ 5 d'orge ^r; et 4 defromenty a coûté 76 fr. On demande combien codte la ïs mesure de seigle^ celle d'orge et celle de froment ?
En nommant x^jr^ z les trois inconnues, il est dair que les <<. équations du problème seront
30X'{'11Ojr'^'l0Z=2i0y ir
On peut simplifier la i'* équation en divisant tous ses termes par J 10, et la seconde, en divisant ses termes par 3. En conséquence, ,^ au lilii des f|Ps équations ci-dessus, on aurti celles-ci ^
3jr4-2;^4~ ^=a3,
ïo*4-5;^4"4^==75«
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Ea âiminant , par réduction , z entre la V équation et les deux ntres , il Tient
En éliminant de la même manière y entre celles-ci, on a
3x=i2, d'où x=s/^.
Si on nict cette yaleur dans Féquation 2a>^3j'=:i']^ elle devient
d'où zssS
Donc la mesure de seigle vaut 4 &., celle d'orge 3 fr., et celle de froment 5 fr.
g3. Pbobleme YII. Un officier qui commande à trois com^ pagniesj Vune de Suisses, l'autre de Souabes et la troisième de Saxons j veut donner un assaut avec une partie de ses troupes. Il est chargé de partager 90 1 écus entre les soldats des trois compagnies y mais ceuX'-ci consentent qu'il soit donné un écu à chaque soldat qui montera à l'assaut, et que le reste soit distribué également entre tous les autres. Or il se trouve que si les Suisses donnent l'assaut, chaque soldat des autres compagnies reçoit -7 ^c^î 9^^ ^^ ^^ Souabes vont à l'assaut, chacun des autres reçoit j d'écu; et que si les Saxons donnent Ptissaut, chacun des autres reçoit 7 d'écu. On demande de combien d'hommes était chaque compagnie?
Soit X le nombre des Subses, y celui des Souabes, x celui des Saxons.
Si les Suisses vont à l'assaut , chacun d^eux recevant un écu, le nombre d'écus qui resterait à distribuer entre les autres serait goi — Xf et par conséquent ce que chacun de ceux-ci recevrait
serait
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Si le« Souabes montent à l'assaut , ce qui reviendrait k chacun des hommes restans serait ■ k '•'•
Enfin I si les Saxons vont à Tassant , chaque homme restant re< *
qoi — z cevrait »— - — .
Or, d'après Fënoncé, ces trois quotiens devraient être respecti- : vement égêux à j-, fi 7^ donc les équations du problème sont
En chassant les dénominateurs et transposant , elles deviennent
x+ jr+^zss36o^.
Par l'élimination de z on trouve ^:
ar— 2^-8=— 901, ^
L'élimination de j* entre ces deux équations donne
i7a:==43o5, d'où x = ^ = 265. î*
Cette valeur étant mise dans l'équation ip— 2;^= —90 1 , on a ^
265—2^=— 901, d'od j- = ii^= 583.
Enfin y eu remplaçant, dans l'éqnation 2x+j-^zss iSo^^ x ttj l par leurs valeurs, on a
53o+583+2!=i8o2, d'où ;3=689. ^
Donc il 7 avait 265 hommes dans la compagnie saine y 583 ^ dans la compagnie souabe^ et 689 dans la saxonne.
Enoncés de problèmes k résoudre*
as
gg. Comme exercices , je proposerai ici quelques problèmes à léioadre. Jusqu'au problème XIX, ils n'exigent qu'une seule inconnue.
PeobiJcice YIII. Un maître promet à son domestique, en le pràiont à son service j aoo/n par an et un habit* Il le renvoie m bout de 10 mois^ lui donne i6o fr. et lui laisse Vhabit. On demande le prix de Fhabit. Réponse : 4o fr.
PftonjEMB K. Diophantej V auteur du plus ancien livre dUal' l^re qui noue reste, passa dans sa jeunesse le sixième du temps fiil vécut f un douzième dans Vadolescencey ensuite Use maria, tt passa dans cette union le septième de sa vie augmenté de %an»^ aidant d'avoir un Jils auquel il survécut de 4 ans^ et qui iaiteignit que la moitié de Vâge ou son père est parvenu. Quel êge aiHÙt Diophanle lorsqu'il mourut? Réponse : 84 ans.
PftOBiicME X. Un père a 49 ons et son Jils en a 11. Quand tâge du père ne serait-il plus que le tripk de celui de son fils? Réponse : Dans 8 ans.
Pboblèke XT. Un père laisse quatre Jils et 8600 yr* Par son testament y il ordonne que la part de Fainé soit double de celle du second f moins loo/r., que le second ait trois Jois autant que le troisième^ moins ^00 Jr.j et que le troisième ait quatre Jois autant que le quatrième y moins 3oo Jr. Quelles sont les parts des quatre Jils? Réponse : Le 1*' fils, 49^^ ^^' 9 1^ ^*9 ^^^^ ^«J le 3% goo fr. ; le 4*» 3oo fr.
pRMiLÈuE XII. Un père veut y par son testament j que ses trois Jils partagent son bien de la manière suivante : Uatné, 3ooo Jr, de moins que la moitié de tout V héritage; le second^ 2^00 Jr. de moin» que le tiers de tout le bien; le troisième^ 1800 Jr. de moins que le quart du bien. Quel était le bien du père et quelle est la part de chaque héritier ? Réponse : Le père laisse 86400 fr. ; le !•' fils reçoit 40200 fr. 3 le 2*, 26400 fr.^ le 3*, 19800 fr.
Problème XIII. Un courrier Jaisant 5 lieues en 2 heures était parti de Paris depuis g heures^ lorsqu'on a envoyé après lui un
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autre courrier qui faisait 1 1 lieues en 3 heures. On demande à su quelle distance celui-ci a joint le premier? Réponse : 70 lieues -f . v]
PaoBLiniE XIV. Une montre marquant midi^ V aiguille des < minutes se troui^e sur celle des heures : à quelle heure se fora la « prochaine rencontre? Réponse : A 1^ 5' 7^» '
PROBLàMEXY. Un nombre est composé de tfois chiffres; la ' somme des chiffres est i3; le chiffre des unités est triple de ce- ■ lui dès centaines; et quand on ajoute 896 à ce nombre y on ob^' " tient une somme qui est ce nombre renversé : on demande quel est ce nombre? Réponse : 256.
Peoblème XVI. Une personne ayant des jetons dans les deux ' mainSy en prend un de la droite pour V ajouter à ceux de la gauche f et par là il s'en trousse autant dans Vuneque dans Vautre^ Si elle en eût fait passer deux de la gauche dans Ut droite^ ' cette dernière main en aurait contenu h double de ce qui aérait ' resté dans Vautre. Combien y avait-il d! abord de jetons dans ^£ chaque main? Réponse : Il y avait 8 jetons dans la gauche, et 10 '^ dans la droite. ^
Problème XVII. Un renard poursuivi par un lévrier a Go ^ik sauts éP avance. Il enfisit 9 pendant que le lévrier rien fiiit que 6; :s mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du renard. On demande conu î'ù bien le lévrier doit faire de sauts pour atteindre le renard, <'f Réponse : 72 sauts.
Problème XVIII. On a 32 kilog. d'eau de mer qui contien- }'• nent 16 hectog. de sel : combien faut-il y ajouter d^eau douce > pour que 32 kilog, du nouveau mélange ne contiennent plus que ,>. a hectog, de sel? Réponse : 224 kîlog. r
Problème XIX. Un. réservoir^ qui est plein d^eaUj peut se ' vider par deux robinets de grandeurs inégales. On ouvre Vun ' d^èux^ et on fait couler le quart de Veau; puis alors on ouvre * Vautre, et on les laisse couler tous les deux. Le réservoir achève de se vider ^ et emploie pour cela | d'heure de plus qiiil ri a t^ fallu au premier robinet pour vider le quart de Peau. Si on eût . ouvert les deux robinets dès le commencement, le réservoir se » eerait wdé un quart d'heure plus tôt. Combien faudrait-il aa ^
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fnmier robinet ^ s* il coulait constamment seul^ pour vider le rrftervoîr? Réponse : 4 heures.
Phobléme XX. Un mulet et un âne portent des charges de quelçttes quintaux, Udne se plaint de la sienne ^ et dit au mulet : Il ne me manque que de porter encore un quintal de ta charge pour que la mienne soit double de la tienne. Le mulet répond : Et moi j si f éprends un quintal de ta charge y la mienne sera triple de^ la tienne. On demande combien de quintaux ils portaii chacun. Réponse :Xe mulet porte 2 quintaux f, et l'âne 2 quintaux j-.
pROBLitiiE XXI. Deux personnes doivent ensemble 870 fr. Silos ont de Vargent toutes deux^ mais pas assez chacune pour Êcquitter seule cette dette commune. Le premier débiteur dit ione au second : Si vous me donnez les j de votre argent^ je paierai seul la dette sur-le-champ. Le second lui répond qu^il pourrait aussi acquitter seul la dette j si Vautre lui donnait les | du sien. On demande combien ils ont l'un et Vautre? Réponse : Le i" débiteur a 58o fr., et le 2* a 435 fr.
Feobùme XXII. Une personne charitable rencontre des pauvres^ et veut donner 25 centimes à chacun; mais il lui manque pour cela 10 centimes. Alors elle ne donne que 20 centimes à chaque pauvre ^ et il lui reste i5 centimes. Combien avait'clle de monnaie , et quel était le nombre des pauvres ? Réponse : Elle avait 1 fr. 65 cent.; et il y avait 7 pauvres.
PKOBI.ÈME XXIII. Le testament d'un oncle porte que chacun de ses neveux aura mooofr.^ et chacune de ses nièces Qooofr.y sur la somme de 120000 fr. qu'il leur laisse après sa mort. Par cette disposition il ne reste rien de cette somme* Si au contraire chaque nièce eût eu 12000 fr.^ et chaque neveu Qooofr., il serait resté ç)ooo/r. Trouver le nombre des neveux et des nièces. Réponse : 7 neveux et 4 nièces.
Problème XXIV. Trois frères ont acheté une vigne pour %oooJr, Le troisième dit qu' il pourrait la payer seul, si le se c<md lui donnait la moitié de son argent \ le second dit que^ si VsîJné lui donnait seulement le tiers du sien^ il paierait la vigne
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seuil; enfin Vatné ne demande que le quart de V argent du troisième île pour payer seul la vigne. Combien chacun avait- il d'argent ? ijj] Réponse : Voïné a 1680 fr. ^ le 2^, i44^ ^i** j le 3*, 1280 fr. -.^
PaoBLÈME XXV. Un homme^ qui s'est chargé de transporter ^ des vases de porcelaine de trois grandeurs, est convenu de payer -i* pour chaque vase qiiil cassera autant qu*il recevra pour chaque «■ vase quHl rendra en bon état, -<
On lui donne d^ abord 2 petits vases ^ 4 rnoyensy et 9 grands; » il casse les moyens ^ rend les autres en bon éiat^ et reçoit 2,8 fr. '2
On lui donne ensuite 7 petits vases y 3 moyens et 5 grands; ^ cette fois il rend les petits et les moyens en bon état^ mais i7'ïi casse les grands ^ et il reçoit seulement 3Jr, "
Enfin y on lui remet 9 petits vases ^ 10 moyens et 11 grands; 1 il casse tous ces derniers ^ et ne reçoit en conséquence que ^Jr, ï"
On demande quel est le prix du transport d'un vase de chaque )s grandeur ? >
Réponse : Le prix est de 2 fr. pour les petits, de 3 fr. pour les moyens, et de 4 f^** pour les grands.
CHAPITRE V
Interprétation et usage des quantités négatives dans les problèmes. De V impossibilité et de tindéiemiination dans le 1" degré. Discussion des problèmes. Des symboles ^ et ^. Remarques sur les équations oit il, y a des dénominateurs contenant [inconnue.
Interprétation cl usage des quantités nc§aiiues dans les problèmes»
100. Pour ne point embarrasser les commençans fei laisse de côté»certaines particularités fort remarquables qui peuvent se rencoD- 5 trer dans les équations et dans les problèmes du i*' degré. JciMl-
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piopose de les faire connaître dans ce chapitre; et d^abord je parlerai de riiiterprëtation et de Tusage des quanlilés négatives dans les problèmes en gcncral Pour être bien comprise , cette importante théorie doit être expliquée sur des exemples.
Zoi • Pbobleme. Un particulier a employé dans Vêlé un ou" yrier pendant i^ journées; et dans F hiver pendant 17 journées^ pour chacune desquelles il lui donnait 2 francs de moins que pour une journée d'été. La première fois^ Vouvrier a subi une retenue de ^% francs pour quelques dégâts qu^il avait causés \ la secmdejbis^ il a mérité par son zèle une gratification de o&fr» ; et cependant il a reçu chaque fois la même somme. Quel est le prix d^une journée d'élé7
Soit jr le prix d'une journée d'été. La somme que Touvrier a d& receroir, la première fois, sera etprimée par iSar^-aa. Comme fl a par journée d'hiver 2 fr. de moins que par journée d'été, la lomme qu'il a dû recevoir, la seconde fois, sera exprimée par
Ii7(j>— d)-|-28. Or, d'après l'énoncé , il reçoit chaque fois la même somme ^ donc on doit avoir
De ]h on déduit successivement
17.V — 34+283= i3:r — 22, 17*— I Sx = 34 — 28 — 22, 4^ == — iG, »r = — 4*
Ainsi, pour répondre ù la question, ii faudrait dire que le gain de l'ouvrier, pendant un jour d'cic, est — 4 ^^'« 7 ce qui n'offre absolument aucan sens. Il faut donc conclure que l'énoncé renferme des conditions impossibles.
Pour mettre celte conséquence dans tout son jour, remarquons d*abord que les changemens opérés sur l'équation [i], pour arriver à l'équation a:=— 4) n'allèrent point l'inconnue. Or, la dernière est vérifiée en remplaçant .r par — 4j ^^ ^^ pcwi pas l'être autrement ; donc il en doit être de même de l'équation [1].
En second lieu, remarquons encore que, s'il existe une valeur de X qui convienne k la question, elle doit nécessairement vérifier
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Féquation [i]. Donc, puisque cette Térification ne peut s^opérer que par une yaleur négative, ou a raison de conclure que la ques» tion est impossible.
Mais une observation qui est bien importante, c^est que la valeur négative j:= — 4? devant vérifier Féquation [i], qui est l'expression immédiate des conditions du problème, indique par cela même comment on peut modifier Tcnoncé en un autre qui ne renfermera plus aucune impossibilité, et qui, après cette rectification, admettra pour solution la valeur de x déjà trouvée, mais prise positivement. C'est ce qu'on va expliquer.
Dans Féquation [i] remplacez x par — x^ elle devient
[2] 17 ( — X — 2)+ 28 = — \Zx — 22.
Or, soit qu'on mette — 4 dan& la première, ou 4 dans la seconde, il est évident que les deux substitutions doivent donner exacte* ment le même résultat \ donc, puisque la première équation doit être vérifiée par la valeur ^= — ^4i 1* deuxième le sera par la valeur x=^. Ainsi toute question dont Fenoncé sera expringié par Féquation [2] aura pour solution ^=4* ^^^'^ comme il n'en existe aucune qui puisse conduire à ne mettre dans le second membre que des termes négatifs, je changerai tous les signes de cette équation, et jeFécrirai ainsi
Alors, pour que la question proposée admette la solution ax=4, on voit quHl suffit de modifier son énoncé de telle manière que le prix de la journée d'hiver surpasse de 2 fr, celui de la journée d'été; que la somme gagnée dans les 1 3 jours d'été soit aug^ mentée de ^^fr,, au lieu d'être diminuée; et qu'au contraire la somme gagnée pendant les 17 jours d'hi^^r subisse une retenue de2.^fr.j au lieu d'un accroissement. De cette manière le nouvel énoncé sera celui-ci :
Un particulier a employé dans Vééé un ouvrier pendant iZ journées; et dans F hiver pendant 17 journées^ pour chacune desquelles il recevait 2 fr. de plus que pour une journée d^été* La première fois, V ouvrier a mérité en outre pfir son zèle une gratification de :i2fr. \ maisy la seconde foisj il a subi une r^
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tmue de 28 Jr,^ à raison de quelques dégâts qu^il as^ait causés. lia reçu chtiquefois la même somme .^ et Von veut connàîire le jnx de la journée d'été.
AînM rectifiée, il est de toule évidence que la question conduit kFéquation [3], qui admet la même valeur .r=4 que Téquation [2]* Bv conséquent cette valeur résout la question dans le sens précis il noai[el énoncé. On doit remarquer surtout que les quantités données dans Pénoncé primitif sont restées sans altération dans le Bonfeaa. Seolement quelques unes d'entre elles, qui étaient dé- Bgnées d^abord comme soustractives, sont devenues additives^ ou vice versd.
loa. En général, quel que soit le problème proposé , si son énoncé exige que Finconuue x soit positive, et si l'équation donne nne ▼aleor négative j:= — a, on doit conclure que le problème est iapoMihle. Pour rectifier l'énoncé, on remplace dans l'équation x fir-— «, ce qui changera les signes de certains termes; puis, sans ihérer les quantités données, on modifie Facccption sous laquelle dies sont considérées, de telle sorte que les cliangemens de signes de l'équation correspondent exactement à ce changement d'acception. Alors on sera sûr, sans qu'il soit besoin de résoudre aucune nouvelle équation, que la valeur positive x^=a conviendra &11 dernier énoncé. A moins toutefois qu^il ne renferme encore quelques conditions , qu'on n'aurait pas pu exprimer dans l'équation : comme si , par exemple , il exigeait que l'inconnue fût un nombre entier.
An reste, on conçoit que cette rectification peut se faire d'une infinité de manières différentes; mais il faut toujours, dans le nouvel énoncé , avoir soin de se tenir le plus près qu^on pourra de renoncé primitif.
io3. Pbobleme. Deux courriers partent de deux points A et B, situés sur la même route ABX, et vont dans la même direction vers un point C, placé au-delà de Bjjar rapport à A. On connaît les distances des points AetB au point C, savoir: AC=iio kilomètres et BC=5oib/7om. De plus on sait tpte la vitesse du courrier parti du point A est de 10 hilonupar heure, et que celle du courrier parti du point B est de 6 hilom. On demande à quel point de la route les courriers se joindront.
Supposons que la jonction se fasse au point R 9 et soit la distance CR=j:. Les cliemios parcourus par les deux courriers seront AR=iio— j: et BR=5o — x. Puisque le premier fait 10 kilom. par heure, et le second 6, les nombres d'heures employées par eux pour parcourir les distances AR et BR seront exprimes
par et — rr— • Gomme ils sont partis en même temps ,
ces deux nombres doivent être égaux; doue Fëquation du problème est
En multipliant les deux membres par 3o pour chasser les divi*' seurs; puis continuant les calculs, ii vient
33o — 3jr = 25o — 5x, 5a?— 3a: = 25o — 33o,
aras — ^o.
Voici encore une valeur négative , et cependant on aurait tort d^affirmer que la question est impossible. Il est évident, en effet, que le courrier qui, au départ, est derrière, allant plus vite que celui qui est devant, doit finir par Fatteindre. Mais nous avons supposé en formant Féqualion [4] que la rencontre se faisait en R avant le point G , et rien n^autorîsait une pareille supposition. Ainsi c^est dans cette supposition , et non dans Pénoncé, que se trouve l'absurdité accusée par la valeur négative.
Il faut donc faire une supposition contraire, c'est-à-dire, placer la rencontre en quelque point tel que R^, au-delà de G. Alors, en posant CR^=x, Tcquation à résoudre sera
iio-f-o: 5o-4-3:
lo b
Mais aucun calcul nouveau n'est nécessaire. Eu effet, cette équation n'est autre que Téquation [4] oti l'on aurait mis — x aa lieu dex f donc, puisque celle-ci est satisfaite par la valeur xts^^o.
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rëijuttioli ci^essus doit Tétre par la valear positive xsa/^o.De cette manière, on apprend que la rencontras a véritablement lieu aa-delà da point G, à la distance de 4^ kllom.
U ndt de là que Téquation [4J donnera toujours la solution du problème^ pourvu qu'on regarde la yaleur négative de x comme deviDt être portée à droite du point G, c'est-à-dire , du c6té opposé à celui où on Favait supposée située.
io4« L'exemple que je viens de traiter montre qu'une valeur négative de rinconnue peut aussi , dans certains cas, provenir d'une faoise supposition qui a été faite pour arriver à l'équation du problème. Et en même temps on doit soigneusement remarquer que non-seulement le signe — , qui se trouve devant la valeur de l'incomitiey indique de quelle manière l'erreur doit être rectifiée, mais encore que la valeur de cette inconnue , en faisant abstraction du ôgne^ donne la vraie solution du problème.
Remarque. On aurait pu résoudre le dernier problème en prenant la distance BR pour inconnue; et ensuite, pour connaître la distance du point G au point de rencontre , on aurait retrancbé BR de BG. Alors on voit bien que si le reste est négatif, c'est que la rencontre a eu lieu en un point R^ situé au-delà de C^ et à une distance GR', précisément égale à ce reste pris positivement.
io5. Problèue. Deux courriers sont partis en même temps de deux villes différentes et parcourent la même ligne* On connaît la distance des deux villes ^ ainsi que la vitesse de chaque cour" ricTf c'est'à'dircj le nombre de kilomètres que chacun d'eux Jait en une heure. On demande en quel point de la route ils sejoin-^ droni.
Ainsi conçue en termes généraux , la question présente deux cas distincts : celui où les courriers vont dans le même sens, et celui où ils vont à la rencontre l'un de l'autre.
Premier cas. Je suppose que les deux courriers tendent vers le point Gy situé au-delà du point B par rapport au point A, et que K soit le point où ils se joignent. Je nommerai d la distance des points de départ A et B , m la vitesse du courrier parti du point A,
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n celle an courrier parti du point B , X la distance inconnue AR, parcourue par le premier courrier au moment où il atteint Fautre.
Gela posé 7 le chemin BRiait par le second courrier sera AR •^AB ou a>-- /7. En divisant x par m , on aura le temps que le premier courrier emploie à fiadre le chemin AR ^ et en diyisant :r-— a par 71, on aura le temps employé par le second courrier à faire le chemin BR. Ces chemins doivent être parcourus dans le même temps; donc on a
De là ou tire
nx — mx — mdy
mx — nx=imd^
md m — n
Deuxième cas. Je suppose que les df^ux courriers aillent à la rencontre Fun de Fautre, et que leur jonction ait lieu au point R, situé comme ci-dessous :
En conservant les mêmes dénominations que tout-à-Fheure, Fégalité entré les temps employés par les courriers pour faire, Fun le chemin AR, et Fautre le chemin BR, sera
Cette équation n'est autre que Féquation [5] dans laquelle on aurait remplacé n par -^/t; car alors le second membre devient ,^
jr— rf . d-—x
, ce qui est la même chose que . De là on conclut qne ^
Féquation [5] suffira pour résoudre les deux cas du problème i ' pourvu que Fon convienne de regarder la vitesse du courrier parti du point B comme changeant de signe quand la direction de ce "^ Goarrier vient à changer.
io6. Par la question qui vient d^être traitée, on voit queks quantités négatives peuvent servir à renfermer dans tin^e seule équation, et par conséquent aussi dans une seule Ibrmdb, pla« -"
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■eun cas d'une même question, dont chacun semblerait, au premier i(»erça , exiger une solution distincte. C'est là aussi ce qui fait que cet quantités sont d'un usage presque continuel dans toutes les kniches des mathématiques. Il n'est pas possible de caractériser ifco précision les questions dans lesquelles la solution d'un seul CM peut s'étendre ainsi à plusieurs autres, par de simples change- ■ Mns de signes; cependant on doit comprendre dès à présent que cette extension a lieu surtout dans les questions générales, oii il hnt considérer plusieurs cas qui ne différent entre eux que par l'acception de certaines quantités, lesquelles sont additiyes pour quelques cas et soustractives pour les autres. Ainsi, la mcme lettre sera regardée comme représentant une quantité positive ou n^ative ^ idon qu'elle désignera un gain ou une perte, une yitesse imprimée dans un sens on une vitesse de sens contraire, une distance située à droite d'un point ou une distance située à gauche , etc.
lo^. Les remarques auxquelles ont donné lieu les trois problèmes qu'on Tient de traiter s'appliquent à toute espèce de questîdUy quel que soit le nombre des inconnues et le degré des équations. Elles se résument comme il suit :
i^ La yaleur négative d*une inconnue peut indiquer quelquefois une condition impossible dans Fcnoncé d'un problème. Alors il suffit de donner, dans cet énoncé, à quelques quantités des acceptions contraires, pour faire cesser toute impossibilité ^ et la valeur négative, qui a été trouvée d'abord, étant prise positivement , donnera la solution de la question ainsi rectiQée (102).
a* La valeur négative de l'inconnue peut aussi indiquer, non une absurdité, mais une supposition erronée ; et, dans ce cas, die donne tonjonrs la solution du problème, pourvu qu'on prenne la quantité qu'elle représente dans un sens contraire à celui qu'on lui a d'abord attribué (io4).
^3* Enfin , en considérant certaines quantités comme positives on négatives, selon qu^on les envisage sous certaines acceptions, on sous des acceptions contraires, on peut réunir en une seule équation, ou en une seule formule, les difFérens cas d'une même question (106).
io8. Après ces remarques , le lecteur traitera lui-même y sans èfficaltéy la question suivante :
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Problème. Un aubergiste fait avec un chasseur ce marché g
Tous les jours ou le chasseur apportera une pièce de gibier^ il
recevra de V aubergiste une somme z^ mais aussi il lui rendra
une somme h tous les jours ou il n'en apportera point. Apres un
nombre n de jours ^ il peut arriver que V aubergiste et le chas"
seur ne se doivent rien^ ou que le premier doive au second^ ou
le second au premier y une somme c. Trouver une formule qui
fasse connaître dans les trois cas le nombre de jours ou le chas^
bn 1 c seur a apporté du gibier. Réponse : x = — ^^.
Cas d'impossibilité et d^ indétermination dans les équations et dans les
problèmes du i" degré.
109. Problême. Trouver un nombre dont le tiers augmenté de 75, et les cinq douzièmes diminués de 35, fassent autant que ses trois quarts ajoutés à ^g.
On voit immédiatemeat que Féquation du problème est
En transposant et en chassant les dénominatears, il vient
X . Sx 3x
question. G est pour* quoi Ton applique alors la dénomination S!absurde ou d^impos^ sible à Féquation et à la question.
^impossibilité peut se rendre sensible sur Féquation [i], en faisant, dans son i*''' membre, la réduction des termes semblablest Par là elle devient
et dèf'lon il est évident que les denx membre* «tvont toa)oaiiP'
ttre enx une différence de 9 unités, quelque ?aleur qu'on mette lit place de x.
Cette impossibilité est bien différente de celle qui avait lieu ans le n* loi. Si alors le problème était impossible, ce n^était oint parce qu^il n'existait aucune quantité qui pût se prêter aux érifications de calcul exigées par l'énoncé, mais bien parce que à Taleor de x était négative, et que Ténoncé repoussait toute ralear de cette espèce. Dans le problème qui vient de nous occu« per, rim possibilité est absolue y c'est-à-dire qu'aucune quantité, de quelque nature qu'elle soit, ne peut donner Fégalité établie dans son énoncé.
1 1 0. Pboblème. Trouver un nombre tel qu'en ajoutant la moitié de ce nombre augmenté de 1 0, les f de ce même nombre aug-" menié de 20, et encore les f de ce nombre diminué de 34, on ait Bfie sofnme égale à deux fois l'excès de ce nombre sur 5.
Ici l'équation du problème est
x+\o . 2(a:+2o) , 5Car— 34) , ^,
En chassant les dénominateurs, réduisant et transposant, il vient
Comme on . arrive à deux^ membres qui sont identiques, on eu
condnt que l'inconnue x doit rester tout*à-fait indéterminée :
(fcst-à-dire qu'on peut prendre x égA à 2, ou à 3^ ou à tel autre
nombre qu'on voudra.
Et en effet , si on remonte à l'équation [a], et si on effectue les
cdcob indiqués dans son i^^ membre, on trouve qu'il équivaut
. 3jr-4-3o+4*+8o4-5r — 170 ,, , . 12* — 60
a ' '-^ — r; ^— , ou, en réduisant, à ■ ■ -
oabien encore, en simplifiant, à 2x — 10. Ce résultat étant pré-
[.diëment égal au a* membre 2{x — 5), il s'ensuit que l'équation [2]
a'est autre chose qu'une véritable égalité , qui a lieu quel que soit
«. Dans tons les cas analogues^ l'équation et la question sont dites
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III. Problème, jivez'vous abattu beaucoup de pièces de gU ; bier? demande- t-on à un chasseur. Celui-ci répond : Il faudrait en ajouter 5 au tiets de celles que fai tuées Van passée pour a\foir la moitié de ce que f ai tué cette année; mais si^ du triple de cette dernière moitié^ vous ôtez 5, vous aurez juste ce quefdî tué Fan passé. Combien U chasseur a-t-il abattu de gibier cha^ que année ?
Eu nommant x le nombre de pièces tuées cette année^ et^ celui des pièces tuées Tannée précédente^ on doit avoir
Après avoir mis dans la i'* équation la valeur de y donnée par la 2", il vient
3* — 3ar = 3o — 10, • i:
■■if
égalité absurde, de laquelle on conclut qu'il n'existe pas des valeurs de X et de j* qui satisfassent aux deux équations. Par conséquent , le problème renferme des , conditions impossibles à remplir.
On peut d'ailleurs rendre l'impossibilité sensible sur les équations mêmes : car, eii chassant les dénominateurs et transposant, elles deviennent
Zx — 2;^ =30, 3jf- — 2J*=I0J ^
et alors on voit que les deux premiers membres sont les mêmes, !i^ tandis que les seconds sont des nombres différens. >2
Remarquez bien que chacune des deux équations, si on la prend ' ; isolément, est possible, et que même elle admet une infinité de so« 't lutions. L'impossibilité consisté donc en ce que les deux ëqaationi ^ ne peuvent avoir aucune solution commune^ ou, ce qui est la i'^^ même chose, en ce que les deux conditions du problème ne péit» ^ vent jamais avoir lieu ensemble. C'est pourquoi l'on dit d« èël ^
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aonditionsy et aussi des équations qui les expriment, qu'elles sont tpntradictoirês ou incompatibles*
1 12. Supposons que la première condition du problème restant k même, ou change seulement la seconde, et qu'on y remplace le londireS par i5. Alors les équations du problème seraient
ety en mettant dans la i'* la valeur de y donnée par la 2*, il fient
d'où o =
Dé là on conclut qu'on peut attribuer à l'inconnue x telle valeur fo'oQ voudra y et qu'en lui adjoignant la valeur correspondante de J'y déduite de l'une des deux équations, on satisfera toujours i l'autre.
On rendra ceci évident sur les équations mêmes en chassant les dénominateurs et en transposant les termes : car on les ramène ainsi toutes deux à l'équation unique 3a; — 2;'=3o, ce qui prouve que les deux conditions indiquées dans renonce du problème ne sont différentes qu'en apparence. Alors les dcu^ équations, aussi lueu que la question dont elles sont la traduction, sont dites zVidél^rminéeSj attendu qu'on peut y satisfaire d'une infinité de manières.
1 13. J'ai énoncé comme règle générale, n° 90, que des équations du 1^ degré, en nombre égal aux inconnues, déterminent un sys. tème de valeurs pour ces inconnues, et n'en déterminent qu'un seul. Mais en même temps j'ai prévenu que cette règle était sujette à quelques exceptions. Les exemples précédens ont montré en effet qu'il pouvait y avoir dans les équations impossibilité oxi indéiermination. De plus, je vais montrer que dans tous les cas où fl y aura exception , ce sera toujours V impossibilité ou Yindéterniinalion qu'on devra rencontrer.
Par les procédés de calcul qui servent à effectuer les éliminatioMy- il est dair qu'il ne peut arriver que trois cas :
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1^ On peut parvenir à une équation unique du i^' degré à une ^ seule inconnue. Dans ce cas, qui est le plus ordinaire, on déter- ,^ mine pour Tinconnue restante une valeur unique , puis en remon- ^ tant aux équations précédentes , on détermine aussi une valeur unique pour chacune des autres inconnues.
2t** On peut trouver, à la fin ou dans le cours des opérations , ^^ une équation dans laquelle les termes inconnus se détruisent mu* ^ tuellement, et où les deux membres soient des quantités données . différentes Tune de Fautre. Il y a alors absurdité évidente, et Ton doit conclure que quelques valeurs quVn attribue aux inconnues (je suppose qu^il y en ait plusieurs), on ne pourra point satisfaire aux équations primitives , ni par conséquent à la question dont elles dérivent.
3** Si aucun de ces deux cas n^a lieu , on doit trouver une ou plusieurs équations dans lesquelles les inconnues disparaissent, et dont les deux membres soient égaux à la même quantité. On reconnsut alors qu^on peut donner à ces inconnues telles valeurs qu^on voudra , et qu^ensuite, au moyen de ces valeurs, on pourra calculer les autres inconnues. Il y a donc Ici une véritable indé" terminatîon dans les équations primitives, et par conséquent aussi dans le problème dont elles expriment les conditiou$.
' 1 1 4* Quand on ne considère que deux équations à deux inconnues, si on arrive à une égalité absurde^ comme il est évident que chaque équation prise séparément est possible , on doit conclure, ainsi qu^on Ta fait n® 1 1 1 , que les deux équations sont contradictoires ou incompatibles ; et, si on arrive à une égalité évidente, on conclut que l'une des équations est toujours vérifiée quand Fautre l'est , ce qui revient à dire qu'elle en est une conséquence.
Mais quand on a plus de deux équations (cependant toujours ^ en nombre égal aux inconnues) , l'impossibilité et Findétermination peuvent tenir à des causes plus variées. Par exemple , lorsqu^on a ^ trois équations à trois inconnues, il y aura impossibilité si une ^' équation est incompatible avec chacune des deux autres , ou bien ^ seulement avec leur ensemble sans l'être avec aucune d'elles sépa- -" rément. £t pareillement il y aura indétermination, si une équa- ^* tion est une conséquence de l'une des deux autres, ou si deux ^'-^ équations sont des conséquences de la troisième , ou encore fi ^
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rime det ëquaticns est une conséquence de Tensemble des deux i mires, tans l'être d'aucune d^elles prises séparément.
En .général , quand on voudra savoir si une équation est ineotn^ patible avec l'ensemble de plusieurs équations, ou bien si elle en est une conséquence, oh considérera dans ces équations des inconnues en nombre égal à ces équations, on en tirera les valeurs ea fonction des autres inconnues^ comme si elles étaient données, puis on les substituera dans la première équation. Si alors on tombe sur une égalité absurde, la première équation sera incompttiUe avec le système des autres équations^ et au contraire elle en sera nne conséquence, si on tombe sur une égalité identique.
Il 5. Yoici deux exemples sur lesquels le lecteur peut s'exercer :
^-"^^ f — 4-2^ — 2z/=i5, Î2ar-- 5^ lOZr— 9l/=I2,
4x— jr — 5z-|- 5w=c3o, j2:c-- 4,7' — 8z — 9w=i4,
&r+I07* 22Z — 20W=3(). ' Sx-^-ÏIJ' 242 — 2^lt=:3^.
Le premier exemple conduit a une absurdité, et l'on reconnaîtra qu'en effet la 4*^ équation est incompatible avec l'ensemble des deux premières.
Le second exemple conduit à une identité , et il sera facile de reconnaître que la 4' équation est une conséquence des trois tutres prises ensemble, tandis qu'elle ne Test d'aucune d'elles prise isolément y ui même de la réunion de deux quelconques d'entre dles. Pour satisfaire à ces équations, on trouve
1/= — 2, ar=2, ^=2z — 2,
et finconnue z reste arbitraire.
1 16. Je terminerai cet article en remarquant que les cas d'impossibilité dont j'ai parlé sont bien les seuls qui puissent se présenter dans les équations, mais que dans les problèmes il peut y en avoir beaucoup d'autres. Par exemple , il pourra se faire que , d'après renoncé, une inconnue doive être un nombre entier, et que l'on trouve une fraction ; ou bien que celte inconnue doive être moindre qu'un certain nombre , et que l'on trouve une valeur plus grande ^ etc.
En général , l'énoncé d'un problème peut imposer à une in« connue, ou à plusieurs, des restrictions qu'il est impossible d'ex««
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primer par 'des équations^ et dans ces cas, après qu^on a trouvé"*' les valeurs des inconnues, il reste encore à vérifier si elles satis* < font à toutes ces restrictions. Cest ainsi que dans le Problème III^ p. '^49 quelques conditions n'ont pas été introduites dans Féqua- %\ tion , et que nous avons du reconnaître si elles étaient remplies par la solution déduite de cette équation.
Discussion des problèmes.
nj. Lorsqu'on a résolu un problème dans lequel les quantités * données sont repiésentées par des lettres, la valeur de Tinconnue y (je suppose, pour fixer les idées, qu'il n'y en a qu une) est expri- •. mée par une formule qui indique les opérations à exécuter sur les . données. Or, on peut concevoir que ces données reçoivent toutes f, les valeui-s possibles, et examiner s'il en résulté quelques cas qui .^ offrent des particularités remarquables : c'est là ce qui s^appcUe discuter ^Q problème. L'exemple suivant montrera comment on doit se diriger dans ces discussions. *^
1 18. Problème. Deux mobiles M et Mf se meuvent uniforme" Jtiei ment sur la droite indéfinie XY, avec des vitesses données a et b, '^t tous deux dans la direction XY. On sait que le mobile M est ili arrivé au point A un certain nombre d'heures h avant que le îjjr mobile M' ne soit parvenu en B, et Von connaît la distance d des iii points A et B. On demande en quel point de la droite XY se/ait r.pi la rencontre des deux mobiles. Ce problème est extrait , sauf un <i\ léger changement, de FAlgèbic de M. Lacroix, p. ^.60. <^
îi
Supposons que la rencontre soit en R du coté BY : je nommerai X la distance inconnue BR. La distance AR sera d-^-x, et les temps employés par les deux. mobiles M et M', pour pai courir respectivement les dislances AR et BR, seront -^-^ et r» Or, d'après
l'énoncé, le mobile M est arrivé en A, un nombre h d'heures avant que M' ne fût parvenu en B 3 donc le premier temps doit surpaner ^
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b Mcond de la quantité h y et par conséquent on a Féquation
De là on tire facilement
hd -f- bx --^axss: abh , aX'^ bx= h(d — ah) ,
Discussion. Il peut se faire que la rencontre des mobiles ait Eea après ou ayant le point B, et la solution ci-dessus a été éta- Hie comme ti c'était le premier cas qui dût avoir lieu. Mais en in- ViprétaDt les résultats conformément aux remarques résumées iuii le II** lo^, on va voir qu'elle a toute la généralité désirable.
i«« Le numérateur et le dénominateur de x seront tous deux poâtifs lorsqu'on aura à la fois
a'^b et d'^ah.
Alors la valeur de x est positive, et par conséquent il y a vérîta- Uement rencontre des mobiles du c6té BY , ainsi qu'on Fa supposé. Cette conclusion est conforme à celle qui se tire immédiatement de la question elle-même. En efFet, observons que ah est le chemin parcouru par le mobile M pendant le temps /?, qui s'écoule entre l'arrivée de ce mobile au point A et celle de M^ au point B. Ainsi y supposer a^b et d^ah^ c'est admettre que le mobile M va plus vite que M'^ et qu'il n'est pas encore en B quand M' y arrive ; donc il devra atteindre W du côté BY. Quand on4t à la fois
a<^b et d<^ahy
la valeur de x est encore positive , et par cftnséqucUt les mobiles se rencontrent encore du coté BY. Et en effet, il est clair qu'alors le mobile M a un mouvement moins rapide que M% et qu'il a dépassé le point B quand M' y arrive. 11 ne peut donc pas manquer d'être atteint par lui du côté BY. 2*. Quand on a à la fois '
a<Cb et d'^ahy ou a'^b et d<^ahf
la valeur de x est négative. Cette circonstance indique que la ren-
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contre des mobiles a lieu da c6të oppose à celui oit on ravaita. placée, c'est-à-dire qu'elle se fait du coté BX, et à la distance :1b inarquée par la valeur de Xy abstraction faite du signe (107, 2*^). ^
En remontant à la question, comme on Ta fait tout-à-l'heure^ x on aperçoit facilement ici qu'au moment où M^ arrive en B, celai :i des deux mobiles qui a la plus grande vitesse se trouve alors de-* •■ vaut l'autre. Aucune rencontre ne peut donc avoir lieu du c6té BY, et il est évident au contraire que les deux mobiles ont dà se 1 rencontrer du côté BX. ^
Que si on veut démontrer la justesse de Finterprétation donnée ^ à la valeur négative, on le fera comme il suit. D'abord , comme ^ on a supposé que les mobiles devaient se rencontrer du c6lé BT^ la valeur négative prouve seulement que cette supposition est inadmissible. Mais il est possible que la rencontre ait lieu du côté BX, soit avant le point A, soit dans l'intervalle AB.
Si la rencontre a lieu en R' avant le point A, en faisant Fin- a connue BR'=r^, les temps employés par le mobile M pour venir de R' en A, et par le mobile M' pour venir de R' eu B, seront
et j. Le temps écoulé entre l'arrivée de M au point A et
celle de M' au point B sera donc la différence t — ^^^-t— ; et ^
comme renoncé veut que ce temps soit égal à h^ on aura l'équa- j tion
Si la rencontre a lieu en R'', dans Fintertalle AB, et qu^on fasse
toujours l'inconnue BR^ss*, le temps employé par le mobiTe M
pour aller de A en R" sera , et celui qu'emploie le mobile M'
pour aller de R" en B serayj donc le temps écoulé entre l'arrivée
du mobile M au point A et celle de M' au point B sera —^+-1
au
et l'on aura l'équation
ei
dl
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Miintcntot remarquons que les équations [3] et [4] étant etaclement les mêmes, la dernière devra dclermiaer le point de rencoolre, quelle que soit sa position dans la région IjX. Remarquons acore que Téquation [i] devient Féquation [3] en y changeant x Q^x^ et de là on conclura que toute valeur positive, qui satisfit il la tecondey sera donnée, mais avec le signe — , par la prettere*
Ainsi l'équation [i] suffit à elle seule pour déterminer dans tous kscas le point de rencontre des mobiles, en ayant soin de porter les valeurs négatives de :<: à gauche du point B.
3^. Supposons qu'on ait h^^a sans avoir ds^àh. La valeur de idevient
o[â — àh)
>§^f t^^^ Amplement y en posant a{d — ^i^) =x m y
Qoe peut signifier une pareille expression? Pour l'interpréter ^ imaginons qu'au lieu de o on donne à m des diviseurs de plus en plus petits, tcb, par exemple, que i, r^, t^.»«; les quotiens seraient tti^ lor??, 100/77. ..^ étiraient en croissant, de telle sorte qu'on ne conçoit aucune quantité , quelque grande qu'elle soit , qu'on ne puisse encore surpasser en prenant un diviseur assez petit. Cest là ce qu'on exprime en disant que le quotient d'une quantité, diyisée par zéro est infinL On indique Finfini par le signe 00. ^
L'expression ", considérée en elle-même, montre donc qu'il n'existe aucune distance assez considérable pour représenter celle k laquelle les mobiles doivent se rencontrer, ce qui équivaut évidemment à dire qu'ils ne se rencontrent pas.
Et en eilet, de ce que d est différent de ah, il s'ensuit que le mobile M ne se trouve pas au point B en même temps que le mobile Jdf ; et de ce que ù=a, il s'ensuit que les deux mobiks ont la même Titesse : donc ils doivent toujours être à la même distance l'un de l'autre; donc aucune rencontre n'est possible.
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4** Supposons en même temps bssa et d=sa/t. Il viendra
et Fînterprétation immédiate de cette expression sera facile. ..^ Gomme dans toute division le produit du quotient multiplié ^^ par le diviseur doit reproduire le dividende^ il faut ici que le quo* .1 tient soit, tel qu^en le multipliant par zéro ou trouve zéro^ doncon peut prendre ce quotient égal à tel nombre qu^on voudra : .,^ c*est ce qu'on exprime en d'autres termes, en disant que -1 repré-...^ sente une grandeur indéterminée.
De cette explication on doit conclure que les mobiles ne sont . jamais séparés. Et en effet , puisqu'on suppose ^=s/z et ds=uih^ ^^ les mobiles ont la même vitesse, et se trouvent ensemble au point B; donc ils ont toujours dû être ensemble ^ et doivent toujours rester ensemble.
Les autres particularités qu^on pourrait remarquer sont trop minutieuses pour s'y arrêter. Je terminerai donc cette discussion observant que les principes qui ont été établis dans le n^ 106 permettent d'étendre la formule [2] aux problèmes dont les énoncés ne diffèrent de celui qui a donné cette formule que par l'acception de quelques quantités. Ainsi, on pourra supposer que le mobile AP aille dans le sens YX, et alors il faudra seulement changer b en — ô dans la formule. Si c'est le mobile M qui change de direction , on changera a en — a ; et si les deux mobiles chan- ■ gent de direction en même temps , on changera a la fois a en — a et b en — b> Enfin, si l'arrivée du mobile M au point A, au lien de précéder celle de W au point B, n'avait lieu qu'après ^ on changerait h en — h.
Ces conséquences sont bien propres à faire ressortir toute Fimportance des quantités négatives ; et, pour cette raison , je con« seille au lecteur de chercher par lui-même à les mettre en évidence^ en suivant la marche tracée dans le n° 1 o5.
Sur les symboles " et J. Remarques sur les équations dans lesquelles il y a des dénominateurs qui contiennent Vinconnue,
I ig. Les symboles ? et 7, qui se sont présentés dans la sion précédente {^ et 4"*) 1 méritent de fixer l'attention.
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Lonque dans lés équations iJ y a des quantités données repré- Imtées par des lettres, et qu^on en a tiré les formules qui expri- ■ent les inconnues, si Ton fait des hypothèses sur ces lettres et won les introduise dans les formules, on doit obtenir, pour les ■eoiuiueSy des valeurs particulières correspondantes à ces hypo* h Or, il peut arriver que ces hypothèses fassent tomber les [i|ntions dans un cas dUmpossiùîliié ou AUndétcrminationy et Idors il est facile de s^assurer que parmi les formules il s^en troufera au moins une qui deviendra " ou 7.
Concevons que les hypolhcses soient introduites dans les équa-
^lisBi elles-mêmes, et qu'alors on répète tous les calculs qu'on a
bits pour parvenir aux formules générales. Si les équations tom-
[lait dans un cas d'impossibilité, il faudra qu'en cherchant une
mnne, x, par exemple, Télimination conduise à une équation
^Amrde, dans laquelle cette inconnue ne se trouvera plus, et dont
'kdeux membres seront des quantités différentes. Supposons que
Mis équationi avant les hypothèses, soit
ÀfXB représentant des expressions littérales composées de quantités données : la valeur générale de x sera
Ofy dans les hypothèses qui amènent Timpossibilité, il faut que x '^1 disparaisse de Féquation Ax=zB^ et que les deux membres ren- ^ ' ferment des quantités inégales \ donc A doit être zéro sans que B le soit; donc, en désignant par 771 ce que devient B^ la valeur générale de x doit donner x= ^.
Maintenant supposons que les hypothèses doivent amener un eu d'indétermination. Les calculs d'élimination, au lieu de conduire à une équation d'où l'on puisse tirer la valeur d'une inconnue, doivent donner une équation dont les deux membres soient identiques. Donc si, avant les hypolhcses, cette équation est Ax=iBj il faudra, après les hypollièses, que A et B soient tous deux céro; donc la valeur générale de x se réduira à x= f . n peut se faire qu^il y ait plusieurs inconnues dont les expres-
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fioni deviennent ? ou |>. Ce qui précède montre qu'il doit y en avoir au moins une qui devienne ~ dans les cas dlmpossibilité^ et ^ dans les cas d'indétermination.
'120. On a vu dans le n® 1 18 (3"), que Texpression " doit être considérée comme représentant une grandeur infinie. Ici j'ajouterai que cette valeur infinie peut être quelquefois positive, quelquefois négative y et quelquefois indifféremment positive ou né* gative.
1° Soit la formule x=i , dans laquelle m et n sont
deux nombres invariables qu'on suppose positifs et différens de zéro, tandis que z peut avoir toutes les valeurs possibles. En fai* sant z=/i il vient *=". Mais comme le dénominateur (n — z)* est toujours positif quel que soitz, attendu que le carré de n — z est toujours positif, on doit regarder ici Texpression ^ comme désignant rinfini positif, et Ton écrira :v=-f- oo«
2^ Avec des raisounemens analogues, on voit que si l'on a la
formule *= . ', et qu'on y fasse encore z=/i, on devra avoir
rinfini négatif *= — 00.
y Soit la formule x:=: . L^hjrpothèse ;2=/i donne encore
il ' z
x=: ^'y mais ici l'infini aura un signe ambigu. Supposons d'abord z<jî et ensuite faisons croître Zy la formule donnera des valeurs croissantes qui seront toutes positives. Au contraire^ en prenant z'^riy puis en diminuant z jusqu'à le rendre égal à n, la formule donnera des valeurs croissantes qui seront toutes négatives. Il suit de là que la valeur infinie, correspondante à z=72, se trouve appartenir également à une suite de quantités positives croissantes et à une suite de quantités négatives croissantes. Pour cette raison rhypotbèse z=^n doit être considérée comme faisant prendre à la formule deux valeurs infinies, l'une positive et l'autre négative» C'est ce qu'on indique d'une manière abrégée en écrivant a:=zh 00. 121. Lorsqu une formide fractionnaire renferme un dénominateur qui peut devenir infini sans que le numérateur le soit , il est clair qu'à cette limite la valeur numérique de la fraction doit être moindre que toute quantité, quelque petite qu'elle soit; ce qui
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revient à dire qu'elle est égale à zéro. Ainsi, le numérateur étant
désigné par m, on aura ^ =o. *
laa. Lorsqu'une quantité va en décroissant jusqu'à zéro, sans changer de signe, on pourrait conserver la trace du signe en le laissant subsister devant la limite zéro» Alors on aurait-
ia3. Il 7 a aussi plusieurs observations à faire sur le symbole ^. Le raisonnement du n* 1 18 (4*") prouve qu'en le considérant en loi-même il représente une quantité tout-à-fait indéterminée. Hais Tindétermination peut encore se montrer sous d'autres formes. En efiet^ par les règles du calcul, on a
A^l—d etA-:^
A Or y quand ji ei B deviennent zéro, les quantités "^ et -^ deviennent infinies 5 donc les expressions
o X 00 et 55*
doivent recevoir la même interprétation que ^, jc'est-à-dire qu'elles sont aussi des symboles d'indétermination.
124* Il y ^ cependant des cas où l'expression v est considérée sous un autre point de vue.
Soit la formule
Si on suppose 2=2, il vient x=^ 5 et, d'après ce qui précède, cette valeur devrait être indéterminée. Mais si, avant de faire z=2, on simplifie la fraction, en 6tant le facteur z— 2, commun à ses deux termes, on a
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et alors, en faisant 2=2, on trouve x=3y qui est la yraie valeur correspondante à celte hypothèse.
Pour bien comprendre ceci, au lieu de supposer tout d^abord jtsr2, imaginons que la différence z — 2 diminue graduellement. La formule [i] donnera pour x successivement différentes valeurs, toutes déterminées et égales à celles que donnerait la formule [?.]. Ces valeurs peuvent donc être regardées comme tendant graduellement vers la valeur 3 ] et, par cette raison, on regarde la valeur :i:s=3 comme étant véritablement celle qui répond à Thypothëse jz=2. Mais comme Tindétermination qui résulte de la première formule empêche de reconnaître cette valeur, c^est à la seconde qu'il faut recourir. De là cette règle :
Si, pour une certaine hypothèse, une formule fractionnaire devient -J-, il fout, aidant de prononcer quelle a une valeur indé-* terminée, examiner si son numérateur et son dénominateur ne contiennent pas quelque facteur commun qui devienne nul y et dont, la suppression laisse apercevoir la vraie valeur de la fraction.
Appliquons cette règle aux trois fractions
2Z— 2' àz^—Z ^ z^—2Z+l '
qui deviennent ^ par Thypothèse z = i . On les écrira ainsi
3(2+i)(z— 1) fz— 1)« 3rz+i)(z^i)
On supprimera partout le facteur commun z — i ^ puis, en fabant z=i, on trouvera les valeurs 3, o, du 00.
125. Une fraction pouvant devenir zéro quand son numérateur est nul ou quand son dénominateur est infini^ il 's*ensuit que si une équation a des dénominateurs qui contiennent Finconnue x^ et qu^on la ramène à la forme fractionnaire
il faudra , pour la résoudre complètement , chercher non-seulement les valeurs de x pour lesquelles on a iKf =0, mais encore celles qui donnent i\r=oo .
LEGORS D*ALGisBRE. IH
Toatefois on devra considérer si, par ces valeurs, la fraction ne [devient pas ^ ou ^ : car, si cela arrivait,, il pourrait se faire que n vraie valeur ne fût pas zéro, auquel cas lequation ne serait pas atisfaite.
Dans Texemplc du n^ 78, Téquation a été ramenée à celle-ci
et comme la valeur x= — 3 rend le numérateur nul sans rendre mil le dénominateur, on a pu conclure que cette valeur satisfait vfaitablement à l'équation.
Mais quoique le dénominateur i — x* devienne infini en faisant jf"ir [ 00 et xss — OC, comme ces valeurs rendent aussi le nu-
s%tear infini, on tombe dans une indétermination apparente. Pénr la faire disparaître, on met la fraction sous une forme où le anmératelir ne devienne plus infini, ce qui se fera en divisant par x kl deux termes de la fraction. De cette manière, elle devient
piûs en remarquant que les valeurs x=4~^ ^^ :r=— so rendent nulles les fractions - et - , on voit qu'elle se réduit à
ou à -ï 9 c'est - à - dire à zéro : donc les valeurs j:=:-4-qo et
-f-co
«= — 00 conviennent à réqualion proposée.
Le plus ordinairement, quand on fait évanouir des dénominateurs qui contiennent rinconnue, on ne tient aucun compte des nlears infinies, parce qu'en effet elles ne conviennent presque jtmais aux- problèmes que les équations servenf à résoudre : mais cette omission est toujours volontaire, et les explications que je viens de donner montrent assez comment elle doit être réparée.
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CHAPITRE VI
Résolution de plusieurs équations générales du 1*' degrés en nombre égal aux inconnues.
Formules générales. Règles diaprés lesquelles elles se composent»
[26. Quelque diverses que puissent être des équations du i*' degré, on peut toujours les ramener à des formes générales qui permettent d^obtenir pour les inconnues des formules' dans lesquelles sont compris tous les cas particuliers qui peuvent se présenter. Ce sont ces formules que je me propose de . chercher maintenant. On pourrait y parvenir par les méthodes expliquées dans le chapitre III; mais je me servirai préférablement de celle qui est connue sous le nom de méthode des indéterminées j et qui a été employée par Bezout. Les considérations sur lesquelles elle ^ repose^ méritent la plus grande attention, à cause des applications "" qu'elles reçoivent dans les recherches les plus élevées de ranalj'se. ^'
Prenons d'abord deux équations entre deux inconnues x et /*. Par des préparations convenables, on saura toujours les ramener '^* à la forme.
Ici a^bj kf a'j ¥^y, représentent des quantités connues qui peu- ^^ vent être positives ou négatives. En mettant a' y U ^ V^ dans la ^ seconde équation ,^our designer les quantités analogues aux quan* ^ tités a, /;, K <le la première , on se rappelle plus facilement h '^ signification de toutes ces lettres. ■ \
Désignons par m une quantité tout- à-fait indéterminée, dont '^ on pourra disposer comme on voudra, multiplions la 1" équa* ^ tion par m, et ensuite retranchons-en la seconde : il yiendra
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et eomme la quantité m est arbitraire, on la choisira de manière qd*elle réduise à zéro le multiplicateur de Finconnue qu on veut âiminer.
Si c^csl y qu^on fait disparaître, on posera
bm = b'j d'où yw= ^j
l'équation^e contiendra plus j-, et en y remplaçant m par cette Taleur, on aura
kb'
aU
is si c'est x qu'on veut faire disparaître, il faudia poser
am-=-a\ d'où 772=
et l'éqaalion donnera
ka'
ba'
Les dénominateurs de a: et de j- sont égaux, mais de signes "1 oontraires. Pour les rendre tout-à-fait semblables, je changerai Y ks signes du numérateur et du dénominateur de jr, et alors les Talears générales de a: et de j* seront
W—bV
__ aV—ka!
•^— ab'—ba''
ab'-^ba"
Chacune d'elles peut immédiatement se déduire de l'autre. En effet, il est évident que les mêmes calculs qui font trouver or, doi- ^nt donner^ en changeant partout a en ^ et ^ en a, sans d'ailleurs toucher aux accens. Donc, en effectuant ces changemens dans la Talenr de x, on doit trouver celle de j*. Une remarque anal<^e s'applique aux cas que je vais traiter.
]27« Considérons maintenant trois équations générales entre trou inconnues. On peut les représenter ainsi :
ax +ij'-H? z=^k ,
Il4 LEÇOffS d'aLGKBRE.
Après avoir multiplié la i*^^ par une indéterminée m, et la â* une indéterminée n, ajoutons-les, puis de la somme retranch la 3°. Dans Téquation résultante^ on pourra faire'disparaître d( inconnues, en disposant des deux indéterminées de manière ^ les multiplicateurs de ces inconnues deviennent zéro ^ et en si ou en tirera la valeur de Tinconnue restante. L^équation rés tante dont il s'agit est ^
{am+a'n—af') x+{bm+b^n—b")y+{cm'\^(/n—c") z
Si on veut faire dispare^tre j* et z, il faudra déterminer 772 < par les deux équations
bm'\'b^nssb^y cm+c'/2=c"5 et Ton aura
km+i/n—k"
Les deux équations qui déterminent m et tz se déduisent évidc meut des deux équations générales traitées dans le n** précède en y remplaçant
les lettres x^ j-, a, b^ h^ a! ^ V^ ^, par 771, 71, by b\ ^, c, c', &-^
donc, pour avoir m et /z, il suffit d'effectuer les mêmes chanj mens dans les formules qui terminent le n**cité. De cette manié on a
^çf/f—yj' . _ bd'—cb" '^^'^ bd-^cb^ ' ^ - bd—cb' '
et en mettant ces valeurs dans celle de x, il vient
^ _ h {dv—ye^) j^v {ibd'—cb") — k'jbd^cb')
a [db"—b'd^) +«' [bd'—cb") —a" {bd—cb'y
Pour Uouver j-, on fera disparaître x et x en posant
am-^a'n = a" , c772-f-c'/i = c".
La comparaison de ces deux équations avec celles du n' précède donne
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xfa"'^afc"
ad' — ca"
a(/ — caf ac — ca'
^ifÊX Boite on trouve
Enfin, pour connaître z^ on posera
am-^afn = a" , bm-^b^n = b^ 5 ielà on tirera
ab' — ba
ab'—baf '
par Buite il viendra
_ h {h' (f^afb") + ^ {ab'''-bif) — F {ab'—bd) ^~c{(/a''—afb'')+d {ab^'—bc^')—d'{ab'—bi^)
Ed effectuant les multiplications indiquées dans les valeurs x^ji'y Zy et en changeant les signes du numérateur et du dénoileur dans la. première et dans la dernière, on pourra écrire ;t,|Mtrob valeurs comme il suit :
_ hVé—kd b"+ck'b"--bk' d'+bdk" —cb'k" *— abfd'—adb"+ca^b"—ba'd'+bca"''cb'af' '
^^ ab^d'—adb"+ca'b"—ùa'd'+bda"—cb'a" ' abfk"—aJi/b"+kdb"-'bdF+bk' a"—hb'a"
23sr
ab'd'^adb"+ca'b"^ba'd'+bda"'^cb'a"'
Soient encore les quatre équations générales
ax '\*by -f-cz -f-<fw = l' y a!x -f-Z>'/ -f-c'z +^' M = A' , a"x+by+(^^'z +d"u = F,
a^x+by+c^z+cf'u = r .
£q multipliant les trois premières par troisindéterminées /71, 72^p, it alors la somme de ces équations, et retranchant la qua<sme, on a une équation de laquelle on fera disparaître trois >miueB en égalant à zéro les multiplicateurs de ces inconnues. Il it ainsi trois équations pour déterminer les valeurs de 777, 71, /; ,
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puis au moyen de ces valeurs on aura celle de Tinconnue res« tante.
129. Ces calculs ne sauraient offrir aucune difficulté, et peuvent s'étendre à tant cTéqu^tions qu'on voudra. Mais en observant avec attention la composition des formules trouvée^ précédemment pour deux et pour trois équations, on a découvert des règles générales au moyen desquelles on peut obtenir sans calcul les formules qui conviennent à un nombre quelconque d'équations. T -^
Premihre règle. Avec les deux lettres û et 6 formez les arran-^ gemens ab et ba^ puis interposez le signe — entre eux, on aura
ab — ba.
S'il n'y avait que deux équations à résoudre, on mettrait un ac* cent à la 7.^ lettre de chaque terme ^ et le résultat aV — bd sérail le dénominateur commun des valeurs de x et de j*.
SU y a trois équations, on fera passer, la troisième lettre c à toutes les places dans chaque terme de Texpression ab-r-ba. Eu ayant soin d'alterner les signes, ab donnera abc'^acb^cab ; de même — ia donnera '•^bac-^bca — cba : par conséquent il viendra '■
abc — acb'\'cab^bac'-\'bca — cba. -
Alors on mettra un accent à la 2^ lettre de chaque terme, et deax à la S*' : on aura ainsi le dénominateur commun des valeurs de Xj yj z*
S'il y a quatre équations, on prendra la lettre J, qui sert de coefficient à la quatrième inconnue i/, et on la fera passer à tontes les places dans chaque terme du sextin6me ci-desSus ^ on aura soin d'alterner les signes dans les termes fournis par chacun d'ent)^ en commençant par -4- pour ceux qui viennent d'un terme pré»v cédé -du signe +> et par — pour ceux qui viennent d'un termf précédé du signe — 5 enfin ou mettra un accent à la 2* lettre,^ deux à la 3^, et trois à la 4^. On aura ainsi le dénominateur com* l mun des quatre inconnues Xjj-yZjU. j^
S'il y a un plus grand nombre d'équations, on continuera in^ la même manière. g
Deuxième règle. Quel que soit le nombre des équations^ leÉ^ numérateurs des incennues pourront se déduire de leur âénonuot^
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Inr oommnn ; et à cet effet, il suffira d'y remplacer, sani toucher mt acceos, la lettre qui, dans les équations, sert de coefficient à linconnue qu'on veut trouver , par la lettre b qui représente k terme connu placé dans le second membre. Ainsi, on changera • ta if pour aToir le numérateur de :r ^ b en k pour avoir celui kjr^ «te.
Les deux règles que je viens d^exposer se vérifient sur les for-
Jiules qui ont été trouvées pour deux et pour trois équations ;
.|Biif nne dànonstration est nécessaire pour prouver qu'elles s'étendent à tous les autres cas. Je vais rapporter, à quelques chanpmens près, celle qu^a donnée M. Laplage dans les Mémoires de f Académie des Sciences pour P année 1 77 1 , et qui a été adoptée |ir M. Caugbt dans son Cours d'analyse à VEcole pofytech*
Bl
Dénumsiration des règles précédentes,
t3o. Je supposerai qu'on ait n équations du 1" degré à n incon* iDei; et, solvant la notation employée jusqu'ici, je représenterai ces équations ainsi :
( ûa*-f- ^+ cz-f" <^w-f--««==^',
r , 1 J ^x+by+ c"z4- d"u+ . • . =F,
Les points placés après un terme tiennent lieu des termes qui doï< vent venir après lui ; et pareillement les points écrits au-dessous delà 4* équation remplacent toutes celles dont elle doit être sm'vie.
Je nommerai R la quantité qu'on forme d'après la première règle, dans le cas de ces équations , et je vais d'abord présenter à r^ard de cette fonction plusieurs remarques sur lesquelles repose t^te la démonstration.
1% Par la manière même dont la fonction II est composée , il tu évident que l'ensemble de tous ses termes, abstraction faite des lignes et des accenS| renferme les différeas arraogemens qu'on peut
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former âvec les n lettres a, h^ Cyd...j qui servent de coefiicieiiB aux inconnues :r, ^ , x:, u.»., en écrivant ces n lettres les unes àlft suite des autres , et en les changeant d^ordre de toutes les manières possibles.
a». Il est évident aussi que, dans chaque terme de R, il y a une lettre sans accent, une lettre avec un accent, une lettre avec deux accens, et ainsi de suite. .
3°. Les termes afiecjtés du signe ^ sont ceux où , en comparant chaque lettre avec chacune de celles dont elle est suivie, on- trouvera que les inversions alphabétiques sont en nombre pair ; et les termes affectés du signe — sont ceux où le nombre de ces inversions est impair. Par exemple, si un terme contenait quatre lettres rangées dans Tordre dacb^ comme il renferme trois inversions paz rapport à dy elune par rapport à c, ce qui fait quatre invcrsionc en tout, il devrait avoir le signe -f-*
Lorsqu'il u^ a que deux inconnues, la vérité de cette remarqua est évidente; car alors, en faisant abstraction des accens, R es' ab-^ba^ Si on fait passer la lettre c à toutes les places dans ab^ \i 1*' terme aie n'aura point d^inversion , \^n^ jack en aura une, 01 le 3* cab en aura deux : aussi le i**^ est-il précédé de -f*, le a* de ^— , e\ le 3« de +. Quant à — bcf, le i " terme qu'Ç fournira n^aura pas plus dlnversions que ba , le 2« eu aura une "-de plus , et le 3** eo aura deux : aussi le i«' est-»il précédé de —, Ip a* de +, et le 3*: de — . Si on fait encore passer la lettre dk toutes les places dans chacun des six termes qu'on vient de former^ comme chacun de ceux-ci^ est composé des lettres a, by <?, qui précèdent d dans l'alphabet, on ne changera pas le nombre des inversions en mettant ^àks fin d'un terme : aussi alors le signe reste-t-il Se même. En av8ii*> çant d d'un rang vers la gauche , il y aura une inversion de pins : aussi le signe change- 1- il. En l'avançant encore d'une place, il s'introduit une nouvelle inversion , et il vient un nouveau changement de signe. Ainsi de suite.
4**. Dans la fonction R , deux termes qui , ahstraction faite dés accens, ne diffèrent l'un de l'autre que par nn simple échange^^ entre deux lettres, doivent avoir des signes contraires. En effet i, supposons que ces deux termes ne soient différèùs que par P^t change de a et c, tels que sont les termes nd^Vd' et eéfIfiPxx
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faut déduire le second du premier, on peut imaginer que la lettre • passe successivement après chacune des lettres qui la suivent pour venir se placer après c, et qu'alors la lettre c à son tour re- Bonte sacecssivement jusqu'à la place qu'occupait a. Far là rechange des deux lettres a et c se trouvera effecluë Or, chaque déplicement successif amène cvîdemment une inversion de plus ou de moins, et par conséquent aussi un changement de signe ^ d'un t| ntre cÀtë, la lettre qui descend doit parcourir une place de plus i.l fse celle qui remonte : donc, définitivement, les deux termes 3! iMvent être de signes contraires.
ibl 5*. Si , dans la fonction R, l'on ajoute ou Ton supprime un égal 0I lombre d^accens à toutes les lettres semblablement accentuées , la fanction R deviendra nulle d'elle-même. Four fixer les idées , ,g|jipp08ons qu'on remplace partout a'j b' ^ c^ y,, par d^^ Vj c'%... ttque l'on considère en particulier le terme qui contient o! eic"'. fdigae tous les arrangemens qu'on peut faire entre les n lettres J.i, bj c,... se trouvent dans R (i"*;, il doit y en avoir un qui ne i^k JiSbre de celui que nous considérons que par le simple changc- >^i lenl de a' en 0^ et de c' en a!'j donc, lorsque dans R on rem* place a', l/y cfy.., par a!", V^ c'",... ces deux termes deviennent %attx. Mais, en vertu de la remarque précédente (4°Jj ils doivent SToir des signes contraires^ donc ils se détruisent. Le même railODuement s'applique à chaque terme de R; donc R doit devenir zéro.
Maintenant revenons aux équations [i]. Gomme toutes les lettres a^ by Cy... se trouvent dans chaque terme de R, et chacune avec un nombre différent d'accens, on pourra mettre R sous ces différentes formes,
R= Aû+A' û'+A V+ . . . , R=fi6+B^^'+BW+. . ., R=Cc+CV+CV+...,
A, A', A%... désignant des quantités qui ne contiennent plus la lettre a; B, B' B'',.»« désignant des quanlilcs qui ne contiennent pins la lettre 6^ G, G', G^',.*- désignant des quantités qui ne eantienneut plus c \ et ainsi de suite. Il résulte de là qu'en formant, ïsr^es énoncées, les valeurs de «, /, s, on détra atoir
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Toute la question se réduit donc à démontrer que ces valeurs sa< tisfont aux équations [i].
Substituons-les d^abord dans la première : elle devient
-1 -^- — ^~ — — k" + etc. = k. <f
ObseiTons que Aa contient tous les termes de Roù se trouve. le q facteur a, que Bb contient tous ceux où se trouve i, que Ce contient tous ceux où se trouve c, etc.; donc R=Aû+^^"i"^"4"**'^ En répétant un semblable raisonnement, on reconnaît que la fono-^it tion R peut encore s'écrire sous ces différentes formes, ^<
R= A'û'-t-B'^'+(yc/ + . . . , •
R= AV+BV+CV4- . . . , '
etc.
Cela posé , il est éyîdent que , dans Téquation [2], le premier numérateur est égal à R, et que les suivans ne sont autre cho$e^ que la quantité R où Ton aurait mis a, 6, c,. • • à la place de< û% ^^ c', . . ou de a"j h", c",. .etc. Donc, en vertu de la 5** remar-i que, ces derniers numérateurs sont nuls d^eux-mcmes; et parsuite Féquation [2] se réduit à k=:k. Donc les valeurs de :r,^, z,... satisfont à la i'* des équations [i]. Il est clair que la même vérification a lieu sur les autres équations ; par conséquent Fexacli' tude de ces valeurs se trouve démontrée.
JJiscussion des formules fournies par les équations générales du i" degré,
ji3f • Dans les cas où le dénominateur R se réduit k zérO; 1m
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«diiplicateurs de k'^ F,. • • dans Fëquation [ti], deviennent 4? et tlors on ue voit plus comment les équations données sont vérifiées. Ge sont ces cas particuliers que je me propose d'examiner
Je supposerai d'abord qu'il n'y ait que les deux équations
[i] ax-^bjr^zk,
[a] afx'^'b'j' = f 5
et p:ir conséquent que les valeurs générales de x et dey soient
ab'-^bd '
Pranier cas particulier. Admettons que le dénominateur soit léro, sans qu'aucun des numérateurs le soit . Alors on a
kb^—bk' aV-^kd
Les valeurs de » et de / sent donc infinies : c'est-à-dire que, pour iatift£dreaux deux équations données^ elles doivent surpasser toute grandeur assignable.
aU . De régalité aV — Aa'=î o, on tire fl'= -y- ; et par suite l'équation [2], en y mettant cette valeur, devient
^x+A'jr-^, d'où b'{ax'\'bj')=:by.
Le premier membre n'est autre chose que celui de l'équation [i] multiplié par b^ ; donc il faudrait que la même relation eût lieu entre les seconds membres, pour que des valeurs de a; et de y pussent vérifier à la fois les équations [i] et [2]. Donc on devrait •voir bhftsiVk ou hb' — bJi/=o j donc le numérateur de x serait ^gal à zéro, ce qui est contraire aux hypothèses.
De cette manière, l'impossibilité de trouver des valeurs de x et iejr qui satbfassent aux deux équations h. la fois est bien en évidence 9 mais elle est encore mieux caractérisée par les valeurs infinies, lesquelles, tout en montrant cette impossibilité, font voir de plus qu'elle vient de ce que les valeurs des inconnues sont trop ptndes pour être assigncest Et en effet, on peut imaginer que
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aV^^té soit d'abord une très-petite quantité. Alors les valeurs de jr et deviseraient très-grandes, mais elles satisferaient toujours aux équations ; donc^ au moment oii aV^^ba! devient zéro, si on ne peut plus opérer directement de vérification sur les équations, c'est uniquement parcQ qu'alors x^iy surprissent toutes les grandeurs assignables ('^).
Deuxième cas particulier. Supposons que le dénominateur soit nul en même temps que Fun des numérateurs : par exemple, qu*on ait
çiy—ha'=o , hU -'bk' = 0.
Je dis d'abord que l'autre numérateur ah^ — ha' est aussi égal à zéro. En effet, les deux égalités ci-dessus donnent
ab' ,. hh
et par suite il vient, pour l'autre numérateur^
y , , aW haW
Si d'abord on avait supposé ce numérateur égal à zéro, on aurait prouvé semblablement que celui de x doit aussi être zéro.
De là il suit que, dans les hypothèses où. nous sommes, on doit avoir
Par eux-mêmes, ces symboles indiquent des quantités indéterminées ; je vais prouver, en remontant aux équations, qu'il doit en effet y avoir indétermination.
Substituons dans l'équation [2] les valeurs de af et de V troo-vées plus haut, elle devient
— * + i'jr = -T-, d'où 7-(«*+*J-)=r^-
{*) Considérées par rapport à la question dont les équations expriment le» ccmditionsy les Taleurs infinies peuvent être quelquefois une solution de cett^ question. L'application de Talgèhre à la géométrie en fournit des preuves nom— breuscs : entre autres exemples, je citerai celui oii un angle est inconnu, et oî*| Ton trouve pour sa tangente une valeur infinie ; il est clair qu'alors Fangle scn» droit. • ^
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Alors on voit qu^dlé peut se former en mullipliantles deux mem-
bres deréquation [i] par -j-'^ donc toutes les valeurs Ar x et j^
qn| sati^foixt k Tune des deux équations doivent aussi convenir à Tantre. Or, si on donne à x successivement lelles valeurs qu'on voudra, et qu'pnles substitue dans l'équation [i], on pourra, de celte équation,' tirer des valeurs correspondantes de j^; et de cette manière on aura toujours des solutions qui conviendront à cette équation. Donc, puisqu'elles doivent aussi convenir à la seconde, on est en droit de conclure que les équations proposées admettent une infinité de solutions. Ainsi, c^est avec raison que les formules de Falgèbre donnent alors des valeurs indéterminées.
Toutefois il ^i|t bien remarquer que Tindctermination ne va point jusqu'à permettre de prendre telle valeur de x et telle valeur dè^ qu'on, veut : car l'explication précédente montre que Tune des inconnues doit toujours se calculer au moyen de l'autre.
Le cas actuel comprend celui où l'on aurait i&c=o, Vsso, aV — haf:s=.o : car alors x et j* deviennent ^. Si on remonte aux équations proposées, elles se réduisent à celles-ci,
û*+^=o, a'ar+i'j' = o.
Elles donnent respectivement
Or, de riiypothèse ab! — iû'=o, on tire 7=77 j donc les deux
^1 tàlenrs de y sont égales quel que soit Xy et par conséquent il y a véritablement indétermination.
Cependant il est à remarquer que si on prend le rapport de jr à Xy il sera déterminé : car on a
et '• Dans ce qui précède, on s'est servi des valeurs af s= —, h'=i —_• et par conséquent on a admis tacitement que le coefficient b était
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différent de zéro. On pourrait aussi considérer les cas où il est nul i mais je laisserai ces délails de c6té. .
i32. Je m^abstiendrai aussi de discuter les formules relatives à plus de deux équations. Seulement je ferai à ce sujet quelques * observations, dont l'objet est de prémunir contre une fausse conclusion à laquelle on pourrait se laisser entraîner par Fanalogie.
Dans la discussion du n^ précédent , on a pu remarquer que les inconnues a; et^ devenaient k la fois toutes deux infinies^ ou toutes deux indéterminées. Or, Terreur dont je veux parler serait de penser que, si au lieu de deux équations on en a plusieurs^, les valeurs des inconnues devraient aussi devenir à la fois toutes infinies ^ ou toutes indéterminées.
Supposons, par exemple, qu'il y ait trois équations. Le dénominateur commun des trois inconnues «, j*, Zj est
et il peut s'écrire de ces trois manières
'K=:c{céb"'^b'a") +c/ {ba!''^ab")'\^d\aV—bci). Posons
De ces égalités on déduit bd^=^U , et par conséquent R devient zéro. Alors le numérateur de x^ qui se forme de R en changeant a, a\ a'\ en ir, F, F, devient Zéro aussi. Mais conune le numérateur de 7* se forme en mettant Ir, V, k* dans JS, à la place de 6, b'y b"j il n'y a aucune raison pour que ce numérateur devienne zéro, à moins qu'on n'établisse quelque nouvelle hypothèse. La même chose peut se dire de celui de z. Ainsi la yalenr de x peut être indéterminée, tandis que les valeurs de ^ et z seront infinies.
Le lecteur, qui youdrait une discussion plus complète des for* mules fournies parla résolution des équations générales du i«' degré, devra consulter le traité d'algèbre de MM. Mayee et Ghoqvet.
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CHAPITRE VIL
Analyse indéterminée du i" degré.
Résolution de Véquation ax-4-by=c en nombres entiers.
i33. Si on propose de résoudre une équation du 1*' degré à deux inconnues x etj-, on peut donner à Tune d'elles telle yaleur qu'on veut, et Féquatîon fait connaître une valeur correspondante de l'autre inconnue. Par là on voit que Téquation admet un nombre infini de solutions; et, pour cette raison, les deuxinconnaesprennent alors assezordînairementlenomd'//tJ^^r#7i//tde^. Le nombre des solutions ne sera plus autant illimité, si on exige que les valeurs de x et de j- soient entières ; et il le sera moins encore si on vent qu'elles soient à la fois entières et positives. Des conditions de ce genre ne peuvent pas s'exprimer par des équations : je vais montrer comment on y a égard.
1 34* Je ramènerai d'abord l'équation à la forme
ax'^^lfj'^zCy
Oy bj c étant des nombres entiers quelconques^ positifs ou négatifs; et comme tous les facteurs qui seraient communs à la fois à ces trois nombres pourraient être supprimés, je supposerai qu'ils l'oot déjà été. '
Cela posé, je ferai remarquer dès à- présent un cas où il est impossible de satisfaire à l'équation avec des valeurs entières de :r et de^ : c'est celui où, après la suppression dont on vient de parler, a et 6 auraient encore quelque facteur commun. En effet, quelques valeurs entières de x et àc jr qu'on substitue alors dans l'équatioDy le premier membre serait divisible par le facteur commun iaetk bf tandis que le second ne le serait point ,* par conséfOjent réalité est impossible. Cest pourquoi je regarderai tou«
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jours dans la suite aet ô comme premiers entre eux. On n'exigera pas d'abord que x et j* soient entiers positifs, mais entiers seulement.
i35. Pour le moment^ laj question est donc celle-ci : Etant donnée Téquation
[i] ax+bjrz=Cy
dans laquelle a^ by c, sont des nombres entiers quelconques dont les deux premiers n'ont aucun facteur commun , on demande pour X eiy tous les systèmes de valeurs entières qui satisfont à Téquàtion. Je ferai le raisonnement comme si les coefficiens a et ^ étaient positifs, mais on apercevra sans peine qu'il s'applique aux autres cas.
La question n'aurait aucune difficulté si le coefficient d'une inconnue y àe J'y par exemple, était égal à Tunité. L'équation donnerait sur4e*champy=c — aXy et il est évident qu'en prenant pour X un nombre entier quelconque, la valeur correspondante de j* serait aussi entière.
Supposons que ni a ni 6 ne soit égal à i , et que b soit <Ca* De l'équation on tire d'abord
c — ax
Divisons a par by nommons q le quotient, et r le reste ; on aura a^^bq-^Vy et par suite
c — {bq'\-r)x . c — rx
On veut que x et y soient des nombres entiers : or, en donnant à X une valeur entière quelconque, la partie — qx sera entière ^ donc, pour que j* ait aussi une valeur entière, il faut cbercher les
valeurs entières de x propres à rendre — r— égal à un nombre entier. A cet effet, posons l'équation
[2] — =rf OU rx^btz=zc y
t désignant une nouvelle indéterminée y et la question est réduite
à résoudre cette équation par des valeurs entières de x et de /. Si le reste r était égal à Tunité, la recherche serait donc terminée.
Supposons r>i : on résoudra Féquation ci-dessas par rapport à Xy dont le coefficient est moindre que celui de t^ et on aura
c — bt
En nommant ^ le quotient de b par r, et r' le reste, il viendra
c — fr^-Lr')f , , c — r^t
a: = ^-î — i- = — .cr'f^ :
ei comme t doit être un nombre entier, on voit qu'il faut choisir
ce nombre de manière que soit un nombre entier. C'est
pourquoi Ton pose
[3] £1111^=:^^ ou r't+rl'=c,
t étant une nouvelle indéterminée ; et la question est réduite à résoudre cette équation par des valeurs entières de t et <^ Toute recherche serait donc terminée si l'on avait /^=i. Mais soit r'^-i. La dernière équation donnera
d'où, en nommant q" le quotient de r par r^, et r'' le reste , on
aura.
c— (r'^^+r'Or^
On posera de nouveau
[fl
y =t" ou r^/'+r^/^rrc,
tétant encore une nouvelle indéterminée; et Ton aura à cher- <^r les solutions entières de cette dernière équation.
La marche du calcul est maintenant assez évidente; et l'on voit dairement que la question devra être regardée comme résolue j dès -|^lf&'oQ parviendra àxune équation dans laquelle une indéterminée lima pour coefficient l'unité. Or c'est ce qui ne peut manouer
d'arriver : caries coefficiens r, K, r^... qui entrent dans les dqua* lions auxiliaires [2], [3], [4J9*-* sont les restes successifs qu'on obtient eu opérant y comme si on cherchait le plus grand commun diviseur de a et de 6.
Pour fixer les idéeS| supposons que r" soit égal à i; Féquatlon [4] donne
Les raisonnemens par lesquels nous sommes passés ont montré que ' ty t'j l" devaient être des nombres entiers. Ici on voit qu'en donnant à i" telles valeurs entières qu'on voudra, t^ sera toujours entier ; et dès*lors il est clair que les indéterminées précédentes, en remontant jusqu^à x et j-, seront aussi entières. Ainsi Téquation proposée admet une infinité de solutions en nombres entiers (^ •
Mais on peut se dispenser de calculer les indéterminées intermédiaires/ et t': car il est facile d^avoir des formules générales qui expri* ' ment immédiatement en fonction de t" les indéterminées primitives aretj*. Pour y parvenir, remarquez que les valeurs de 7*,^, f et /', k cause des équations [2], [3], [4J, [S], peuvent s'écrire ainsi :
Mors on voit sur-le-champ qu'il faut substituer la valeur de f* dans celle de t ; puis celles de t et /^, exprimées en f^y dans celle de X ; puis enfin celles de x et tj aussi exprimées en t" dans celle dej^.
(*) Si a et & n'étaient point premiers entre eux , l'impossibilité d'svoir dc^ valeurs entières pour x etjr serait mise en évidence par la méthode mêate. F»^ effet , alors dans la suite des restes r, r', 1 '', ... il y en a un qui divise exactement le précédent, et qui est le plus grand commun diviseur de a et de ^ : 0»— posons que ce soit r", et qu'on ait r^=h^\ L'équation [4] donnera
et de là on conclut qu'il n'existe aucune valeur entière de t^' qui ninde if oiti^r^ à moins que i^^ ne divise aussi c. Cest précisément le cai d'iapoMibllté q«l ^ été d^à remarqué (134).
Le snoccs de la méthode précédente est fondé sur la diminu-* don progressive que la division opère dans les cocffidens des îndéterminëes ; mais rien n^empêche de diviser aussi le terme cou'^ stant qui se trouve dans les équations successives. De cette manière, le calcul renfermera des nombres moins considérables, et cet avantage n'est pas à négliger. *•
1 36. Pour exemple, soit Féquation
Comme le multiplicateur de x est ici moindre que celui de j', c'est par rapport à x que je résous Fcquation : il vient '
En divisant 8 par 3, on trouve le quotient 2 avec le reste 2 ^ et eu . divisant 4^ par 3, on trouve le quotient i4 avec le reste i , donc I ona
a:==2^^+i4 + 32:ii==îy-+i44./,';
en posant
De cette équation, on tire
3^ — 1 , /-ri , ,
,| m remarquant que 3=2Xt+i> et en posant
Comme dans cette équation le coefficient de t est Funité, on aura
'''\ et Ton pouiira donner à tf toutes les valeurs entières possibles. Au moyen de cette valeur, on trouve
pois, en remontant à or, il vient
xi2y-|.i4-|.|=sa(3<'+i) + i4+a<' + i=84'+J7.
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Aiiiiii les formules qui expriment j- et Xj en fonctions de i'^ «ont
En donnant à tf les valeurs f^s=o, i, â, 3,* • . on trouvera
J^= ï> 4? 7» 10, etc.
On pourrait aussi donner à 1^ les valeurs négatives <'= — i , — 2, —3, etc.
137. Dans l'exemple ci>-dessus, les valeurs de^ et de x forment deux progressions arithmétiques, dont la première a pour raison le nombre 3, coefficient de x dans Féquatîon proposée; et dont la seconde a pour raison le nombre 8, qui est le coefficient de y^ pris avec un signe contraire. On pourrait reconnaître que cette ptopcjsition est générale, en efiectuant les substitutions successives dont il a été parlé à la fin du n* 1 35; mais la démonstration suivante est préférable.
Par l'analyse du n* cite, on est certain que ^équation
[1] ax-^-ijrr^c
doit admettre une infinité de solutions entières, quels que soient les signes et les grandeurs des nombres aeX. b^ pourvu qu'ils soient premiers entre eu<. Supposons qu'une de ces solutions soit
Ces nombres devant satisfaire à Téquation [i j, on aura
En retranchant celte égalité de Fcquation [i], il vient
a(a:— A)+*(^— B) = o5 et de là on tire
Les valçurs de x doivent être entières, et telles que^ «oit anstfivB nombre entier; donc le produit^0(As— x) doit être divisible ftar i.
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Or a est premier avec b ; donc A— a: doit être un 'uiultiple de h (^}. On posera donc
A — X=:Ôtj
t désignant un nombre entier quelconque; et par suite on aura
a:=A — bty ^ = B+ûf.
Ces formules mettent en évidence la loi des valeurs qu^on obtient pour X et j-, quand on donne à t successivement toutes les valfprs entières. Si on prend / = o, i , 2, 3, . . • • il vient
x==iAf A — b, A — ^by A — 3ô, etc.
j-=:B, B + fl, B + 2a, B+3a, etc.^
et si on prend /= — i , — 2, — 3 • . . . , il vient
a:=A + ^j 4+2^, A+3&, etc.
.j-=B— '^7, B — 2tz, B — 3ûr, etc.
En général , quand t croît d^une unité, 7* augmente de a, et x augmente de — ^. Donc les solutions entières de T équation ax-}bjssc sont les termes correspondans de deux progressions arithmétiques. Dans la progression relative à chacune des in^^ déterminées x eOr> ^^ raison est égale au coejfficient de Vautre indéterminée. Mais il faU9 avoir soin de prendre Vun^ de ces coefflciens avec le signe quil a dans V équation ^ et Vautre at^ec un signe contraire.
Il est d^ailleurs tout-à-fait indifTcicnt que ce soit le coefficient de^ ou celui de j" qu'on prenne avec un signe contraire : car, dans les formules qui expiiment x eij'y on peut changer les signes des termes -\'bt et — al, attendu que Findëtermince t peut recevoir toutes les valeurs possibles, positives et négatives.
i38. La proposition qu'on vient de démontrer donne le moyen d'obtenir sur-le-champ toutes les solutions entières d'une équa-
(*) Si M/? nombre premier divise un produit de deux facteurs, et i'i/ est premier par rapport à Vun d^eux, il deura diviser t autre. On peut regarder cette proposition comme connue par l'arithmétique ; et d'ailleurs elle fera dé-montrée plus loin , chap. XII.
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tlon de la forme ax-^^by^scj des qu^on en connaît une seule. Ainsi, réquatioQ
étant proposée^ on reconnaît, après quelques tâtonnemens, qu'elle , est satisfaite par a:=2, j'=i y et dès-lors, en observant que -f^ et — 5 sont les coeffîciens de :r et de / dans Téquation, on pourra poser les formules générales
En faisant / =0,1, 2,3,* •• et/=— i, — 2, — 3,«.. onausâlles solutions de Téquation. » : .
iSg. Dans Téquation générale, supposons c=o y elle devient
et comme alors elle admet évidemment la solution x^o et j^=o, les formules générales seront
Si on veut trouver directement ces résultats^ on tirera de Fé-
quation la valeur ^-=5 j- • puis on remarquera que aei b étaut
premiers entre eux, les valeurs entières de :r qui rendent j- entier' doivent être multiples de b. Donc, t désignant un nombre entier quelconque, on doit avoir x=zbt, erpar suite ji«F-*^a/.
Exemple Six — 227-=o,
on aura :c=22/, yz=3it,
i^o. Supposons c multiple de a ou de b^ Soit cssbd : l-équa-
tiou à résoudre sera
ax-^byc^bd.
Elle a évidemment pour solution :rs=o , ^ssi/ y donc les valeun» générales seront '
De Téquation on peut tirer x=s: ^ ^^^ et de 14 ou couda*
que d—jr doit être un multiple de a. On posera donc d—y=at^ et par suite on retrouve les formules y=éf— -a/, oc:=bt.
Exemple.. 5x — 7/=2i.
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bi la folation ëvldcntc de rdquation est x conséquence les valeurs générales sont
iS3
— 3j et en
141 • J'indiquerai encore deux simpliGcatious qui se rencontrent ipelqnefois dans les calculs. Un exemple suffira pour les comprendre*
Soit Téqualion
Od en tire d'abord*-
Si on diyîse 80 par 17, on a 8o=i7X4'i~i2 9 ™^^^ comme le reste. la surpasse la moitié du diviseur i^ , je ferai remarquer qu'on peut écrire
Cest«àrdire qu'en augmentant le quotient d'une unité ^ on aura nn reste n^atif moindre que la moitié du diviseur, ce qui opère dans les nombres une réduction plus- rapide. Quant à la division de 3g ^^x^i^y elle dojrne 39=17X2+5, et il n'y a point lieu à changer le reste 5. En cons#|uence on aura
Mais il se présente encore une autre simplification , laquelle r&olte de ce que 5 est facteur dans 5:c+5% En cdet, ce numéxitcur se décompose en 5(j:+i), et comme le dénominateur 17 n'a aucun facteur commun avec 5, il s'ensuit que pour rendre le produit 5(z+i) divisible par 17, il fe.ut prendre or+i égal à vn multiple quelconque de 17. C'est pourquoi Ton posera TéquatioQ auxiliaire
(t par suite on trouve
xssr 17*— I, ^'csSo; — 7.
^'ix
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Résolution de Véquaiion ax-t-by=c en nombres entiers positijs. Application à des problèmes. Remarques sur les inégalités,
142. Quand on veut résoudre Fcqualion ax-\-bjr=rc en nombres entiers positifs, on commence par faire les calculs comme si les nombres devaient être entiers seulement; et, d'après ce qui précède, on a, pour x etj-, des expressions de la forme '
Mais alors, au Jieu d'attribuer à t toutes les valeurs entières possibles, on ne doit plus choisir que celles qui rendent x eljr positifs. De là résultent pour t certaines limitations qui sont toujours faciles à déterminer. '
Eu premier lieu, considérons le cas où a et ^ sont de même signe dans Téquation
[i] ax+bvssc.
Je les supposerai positifs, parce que,8Ml8 étaient négatifs , on pourrait les rendre positifs en changeant tous les signes de Tëquation. Je supposerai aussi c positif : autrement Féquation serait impossible en nombres positifs.
Ecrivons les valeurs générales de a? et ^ sous cette forme.
Alors on voit que , pour rendre x positif, il faut et il suffit qu'on
prenne ^<Ct^> et pareillement, pour quej* soit positif, il faut et
il suffit qu'on prenne t'^ . Donc, pour n'avoir que des solu-
lions positives et entières, on ne devra attribuer à t que les valeurs entières comprises entre les deux limites
Toutefois il faut remarquer que les signes > et <C n'excluent pas l'égalité: c'est-à-dire que si la première limite, par exemple ^
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était nn nombre entier 71, on pourrait faire tssn. La râleur corretpondante de x serait xsso.
De ce que t doit être un nombre entier choisi entre (feux lîml* tes, il s^ensuit que le nombre des solutions de Fëquation est luimême limité ; et c^est ce qui est évident d'ailleurs sur Féquation mâme. En effet, a et 6 étant positifi, si on substitue pour xetjr des nombres positifs, les deux termes ax^-^by seront toujours positifs ; et comme leur somme doit rester constamment égale à c, il est impossible qu^aucun des deux termes augmente indéfiniment.
Il pourra.se faire qu'il n^y ait aucun nombre entier entre les limites assignées ci-dessus pour / / alors on conclura que l'équation est impossible. C'est ce qui arriverait si ces limites étaient resserrées entre deux nombres entiers consécutifs, <9omme sont celles-ci. «>47 et ^<4fj ^^ bien encore si elles étaient contradictoires, comme, par exemple, <>'4t ^t '<3|.
En second lieu,' considérons le cas où aet b sont de signes contraires. Supposons qu'il s'agisse de l'équation
[2] ax-^bj-ssiCj
dans laquelle a eib représentent deux nombres positifs. Alors les valeurs générales de ^ et de j* sont de la forme
Or, on peut les écrire ainsi'
et sur-le-champ- on reconnaît que, pour rendre x et j* positifs, il
ËLut avoir à la fois
C'est-à-dire qu'on peut attribuer à t toutes les valeurs entières audessus de la plus petito^e ces limites (sans exclure Tégalité , si cette limita est un nombre entier).
Par là on voit que l'équation ax'-^hy=^c admet toujours un nombre infini de solutions entières et positives, tandis que l'équation aX'\-'bj=-c n'en a jamais qu'un nombre limité, et même peut B^en pas aToir dn tout.
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Appliquons ce qui précède à quelques problèmes*
Problèiie I. Une société cC hommes et de femmes a dé
pensé dans une Jeté 1000 francs. Les hommes ontpajré ig francs
et les femmes ii francs. Combien y at^aii^il d^ hommes et de
femmes?
Soit X le nombre des bommes et^.celui.dcs femmes : il faudra
résoudre ^ nombres entiers positifs Téquation
[3] i9x+ii/= ïooo.
En faisant les calculs comme dans le n* i36, et profitant des simplifications indiquées par le n® 14I9 j^ai successivement
ïooo — iQ.r , 3x — I
A = , ■'■■=SQI — 2T + =91— '2X+f ,
3x — I = iif ,
Parvenu à ce point , je remonterai à a: et^, et il viendra
a: = 4f4./'=:4(i— 3/0+^=4— II/',
j-=9i— 2^+^=91 -.2j;4—iirt +(1—30=^84+191'.
Aitisi les Formules générales, qui expriment a: et / en t', sont
a: = 4— II/', j^ïs 84 + 19^'.
Pour que x soit positif, il faut et il suffit qu^on ait iitf <^^ovl t'<Crï ; et pour que j- soit aussi positif, il faut et il suffit qu'on ait 19/' > — 84 ou f'>— 4A* Donc ou devra prendre pour i' Tune des valeurs *
A ces valeurs correspondent
Le noQibre des solutions est limité, et Ton devait 8^ attendrei
rti
paiff[ae dans Tëquation [3] les termes en x et jr sont de même flgne. Il y eix a cinq en tout, savoir :
i'* solution. • . 4^^^°^^^ ^^ ^4 f<^nmies,
a* •••• i5 hommes et 65 femmes ,
3* • • • ^26 hommes et 46 femmes,
4* 37 hommes et 27 femmes ,
5* ••••••••• 4^ hommes et 8 femmes.
Remarque, Diaprés ce qui a été dit n° i38y il suffit de se pro*carer une seule solution de Féquation [3] pour former à Tinstant les valeurs générales de x et j*. Or, si après avoir trouvé plus haut 1=1— 3f', on fait £'=0, et si on calcule les valeurs correspondantes f=s I, xssz^j j*=:84, il est évident que les valeurs 0^ = 4* jr=s84y doivent former une solution de Féquation; donc alors on pourrait poser immédiatement x = 4 — ^ ^^S J'=84-4" 19^^*
i44- PaOBLÈME II. ^vecdes règles de deux longueurs différent tes^ les unes de 5 décimètres et les autres de '], on propose de faire j en les plaçant les unes à la suite des éuitres^ une longueur de 23 décimètres.
Ce problème revient à rcsoudvc* en nombres entiers positifs Tcquation
On en tire successivement
x=^ — g^^=5— jr^ -^ = 5—^—2/,
XsszG — 7/.
Poorque^ soit positif, on doit faire /^-j, et pour que x soit tutti posttif, il faut faire £<Cf« Comme il ne tombe aucun nombre entier entre j et f, on doit en conclure que le problème est impossible. •
Remarque, L'équation aurait une inBnité de solutions si Ton admettait des valeurs négatives pour Tune des iiiconnues. Par exemple, si on- fait /=o, on aura x=6y j-=-^i. Celte solution hdiqae qu'en plaçant les unes à la suite des autres 6 règles de
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5 dëcimitres, et en portant ensuite sur la ligne ainsi formée une règle de 7 décimètres, il restera la longueur demandée a 3 décimètres. Cette interprétation rentre dans des règles générales déjà . établies (102) •
145. Problebie III. Quelqiiun a acheiè des chèvres et des , moutons. Chaque chèvre lui coûte ^fr,, et chaque mouton ^']fr* Il se trouve qiiil a payé pour les chèvres Q']fr. de plus que pour les moutons. Combien y àvait-il de chèvres et combien de moû». , tons?
Soit X le nombre des chèvres et y celui des nioutons. Il faudra résoudre en nombres entiers positifs Téqualion
On en tire
En faisant f'=o, il vient /= — i, j-r=*-3, a:=:a. Par suite, les valeurs générales de a: et de j- sont
Les valeurs de a: et de j- devant être positives, ces formules montrent que i* doit être lui-même positif, et assez grande pour qu'on ait 8/'>>3 ou /'>•{. On peut donc donner à /' toutes les valeurs t' = i, 2,. 3, etc., jusqu'à l'infini 5 et par conséquent odformera ce tableau
£'i= ij 2, 3, 4j etc.
a:=29, 56, 83, 110, etc.
jr== 5, i3, 21, 29, etc.
Le problème admet , comme on voit , une infînité de solutions $ et Ton doit répondre qu'il y avait 29 chèvres et 5 moutons ,. oH 56 chèvres et 1^ moutons, ou 83 chèvres et ai moutons, etc.
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^'ssiI!J?+*as=lI(I3+I70+ 3s5ii46+i87*, N^\iy+io—i'j{ 84-iié) + »o«»46+ï87l.
Ces deux expressions sont égales , et l'on devait s*y attendre, puisque réquation [6] a été formée en égalant les valeurs* de N.
On voit quUl y a une infinité de nombres qui remplissent les deux conditions de renoncé, et qu^ik sont tous représentés par la formule
iV« 146+187^,
dans laquelle 0 est une indéterminée qui peut recevoir tontes les valeurs entières positives, en commençant par zéro. ^
Il est d^ailleurs facile de s^assurer qu^elle satisfait à l'énoncé e c^est-à-dîre que si on la divise par 1 1 le reste sera 3, et- que si on la divise par 17 le reste sera 10. JSn effet, on' a
-'^ = i7é+i34.--,. et —==11^+8-1 .
i47« Problême V. Trouver un nombre tel quen le divisant par 1 1 // reste 3, çu* en le divisant par 17 ïl reste 10, et qi£en le divisant par ^'] il reste \^.
Dans le problème précédent, on a^rouvé la formule des nom» bres qui remplissent les deux premières conditions. En mettant x au lieu de é, cette formule est
[8] iV"=* 146+ 187a:,
Mais pour que le nombre JV remplisse la troisième condition, il doit être de la forme iV==37y-4~i^ 9 donc on a Téquation
Il est bien entendu que x et j* doivent être des nombres entiers et positifs.
Il viendra d'abord
i87.r4-ï^^^ ^' loi 2J: + 2a 1- ■ o , .
Pour que X soit positif, on ne doit donner à t que des Taleurs
positives an-dessus de zéro. Mais en faisant /'ssi-|^y on pourra attribuer à é toutes les valeurs entières positives^ en commençant par zéro. Par ce changement, x devient'
et en substituant cette valeur dans la formule [8] on obtient
iVsSooS+Ggigtf.
Telle est la formule générale des nombres qui satisfont vlvlx 4rois conditions de l'énoncé.
148. La détermination des limites a conduit (142) à rechercher quelles sont les valeurs de Findcterminée finale t, qui rendent positives des expressions de la foime ^-f"6r, ou , en d'autres termeS| qui sont telles qu'on ait
On peut d'abord transposer le terme A comme s'il s'agissait d'une équation y ce qui donne hC^'^A. .
Puis, si b est positif, on pourra diviser de part et d^autre par b^
et on aura f > — r— .
Mais si b est n^atif, la division par b changera les signes des deux membres de l'inégalité, et par conséquent, d'après le langage adopté (20), le membre qui était le plus petit devient le
— J^ plus grand. Alors on doit donc conclure t<^ "T^^
Supposons, plus généralement, qu'on ait l'inégalité
Par la transposition des termes, on a
Puis de là, suivant que a — c est une quantité positive ou négative, ou tirera •
t > , ou t<f — — .
C'eatlà ce qu'on appelle résoudre V inégalité [a]
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Je n^entreral pas dans de plus longs détails au sujet des inégalités. Les transformations qu'on peut avoir à leur faire subir ont une telle analogie avec celles qu'on fait sur les équations , qu'il sera toujours facile de les apercevoir. iLa seule précaution à prendre, c'est d'éviter les erreur^ de signes; et pour cela il -suffira de bien se rappeler les conventions établies sur, l'ordre des grandeurs (20).
Rq^olution, en nombres entiers y de plusieurs équations du V* degrés dont le nombre est moindre que celui des inconnues»
i49* Soit proposé de résoudre, en nombres entiers positifs, les deux équations
[2] ioa:+ 4jr+9^=?473-
Si on multiplie la i'* équation par 5, "et qu'ensuite on en retranche la 2*, a: sera éliminé, et l'on aura
ou, en divisant les deux membres par 22 ,
Or, les valeurs entières de y et Zy qui conviennent aux équations piroposées , doivent convenir aussi à celle-ci : en conséquence , je lui applique la méthode connue, et j'en tire
yezsnty Z = 3t — 28.
S'il ne s'agissait que de l'équation [3], ou aurait ses solutions entières, en attribuant h t toutes les valeurs entières possibles. Mais cette équation tient lieu seulement d'une des proposées (83), de sorte qu'il faut encore que les valeurs de 7- et i soient telles qu'en leur adjoignant certaines valeurs de x^ qui doivent aussi être entières, l'une de ces équations soit vérifiée. C'est pourquoi je vais substituer les valeurs précédentes de y et z dans l'équation [i], et chercher les valeurs entières de a: et t qui conviennent à l'équation résultante- La substitution donne
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€C de là on tire, en désignant par t' un nombre entier quelpesque,
jr = 69+7£'y /r=i — 2('.
Alors je porte la yalcur /=i — ^l' dans celles de y tl z, et je trouve les inconnues or, y y z exprime'es en l'y savoir :
I Ces formules *font connaître toutes les valeurs entières qui con- I viennent aux proposées.
' Si Ton veut en outre que ces valeurs soient positives^ il faut choisir l', de manière qu^on ait
69+7^' >o d'où f'>-9f,
2— 4i'>0 d'où t'<Ciy
-^.25— 6/'>o d'où /'<;— 4^.
Par là on voit que les seules valeurs qu'on doive attribuer à t^ sont l^as— ^ y —6 , ««-7 y — 8 , -^. £1^ substituant ces nombres^ on aura cinq solutions entière^ et positives :
i5o. L'exemple précédent montre assez la méthode. qu'il. faut suivre toutes les fois qu'on veut résoudre, en nombres entiers positifs, des équations du i'^ degré, qui contiennent une inconnue de plus qu'il n'y a d'équations. Mais pour ne rien laisser à désirer, je l'appliquerai encore au cas de trois équations. . Soient done, entre les quatre inconnues Xy y y z et u, trois éqnations du 1*' degré; que je nommerai collectivement les équations [A].
Par l'élimination de Xy on trouvera, entre/, z et i/, deux équar tions du 1*' degré : je les nommerai [B],
Par l'élimination de/, on déduira de ces dernières une équation du !•' degré entre z et w : je la nommerai \C],
De l'équation [C] on tire z et 1/, exprimés en fonction d'une indéterminée auxiliaire t.
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Ces valeurs étant substituées dans Func des équations [B]^ on r en aura une entre y ^ t, d'où l'on tirera les valeurs de y et g i en fonction d'une nouvelle indéterminée t' ; et par suite on pourra aussi exprimer zel u en t'»
Enfin, ces valeurs de y, z, z/, étant portées dans Tune des ' équations [A], il en résulte une équation entre x et /', laquelle fera trouver x et /', et par suite aussi y, z et w, en fonction d'une nouvelle indéterminée i''.
Quand les équations proposées doivent être résolues en nombres entiers de signes quelconques, on pourra attribuer à Tindétermi- "^ née finale i" toutes les valeurs entières possibles. Mais lorsqu'on, ^ restreint les solutions à celles qui sont à la fois entières et positives, il existera pour t" certaines limitations qu'il sera toujours facile ■ d'assigner. ^
i5i. Lorsqu'on a deux inconnues de plus que d'équations , ou ' davantage, l'indétermination est encore plus grande ^ mais la con- dition d'avoir des valeurs qui soient à la fois entières et positives "^ peut limiter considéràblemen tic nombre des solutions. Je me bor- " nerai ici à deux exemples : ils suffiront pour montrer conuneht la " méthode exposée plus haut doit se 'modifier dans les cas dont il s'agit. •.
On demande de résoudre, en nombres entiers positif ^ cette équation
[4] . . ^ox+gjr+yzz=58.
Comme l'inconnue z a le plus petit coefficient, j'en tirerai
58—- 9^^ — lojr
et, en effectuant la division autant que possible | il vient
jgs=s8— ^— j:-4- . • •
Le numérateur 2—2^ — 3x doit être un nombre entier divisible par 7 : en conséquence je pose
dou ' >
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Et jp-4*^^^^^^^ A^^ être un nombre entier divisible par a, je poie encore
Vn remontant kjr et à Zj on exprimera ces inconnues en fonction de < et l\ On aura ainsi les trois formules
Pour avoir toutes les solutions entières et positives de Féquation proposée [4]) on doit donner à f et <' toutes les valeurs entières qid satisferont à la fois aux trois conditions
pg — <-f-2i'>o, I— 2t— 3<'>o, 74.4£-(-£'>o.
Se là résultent pour f et ^ des limitations qu^on apercevra en pratiquant sur ces inégalités des opérations tout«à-fait analogues à cdks de Tâimination. Pour plus de netteté, je supposerai que la signes ^ excluent Fégalité j ce qui revient k dire qu'aucune fa trois inconnues x^ y^ x, ne doit être zéro. Vabordy si on multiplie la i'* par 3 et la 2* par 2, elles devien-
iBBt
Lesdeoit premiers membres étant ^o, à plus forte raison leu» somme doit-dle être ^o. Par cette addition i disparait, et Ton a
2 — 7f>>o, d'où £<7.
Une semblable élimination, entre la 2* inégalité et la 3*, donne
22+I0^>0, d'où £> — 2f.
On voit que l'indéterminée t est resserrée entre les limites — 2| et \^\ donc on doit prendre seulement
Gonsidârons successivement chacune de ces valeurs.
i*.Si on£8dt£aa— *2 dans les trois inégalités [6], elles devien*-
Gbminé Si n'j a attcan nombre entier entre i et if, il s'ensuit que ^ la valeur i =— 2 doit être rejetée, a^. Si on fait ^ =— ï, les trois inégalités [5] deviennent
tfoù i'>-T, «'<+!, «'>— 3.
Entre -«-? et ^i il n^ ^ P^ diantre nombre entier que o ; donc i on pourra prendre . ' '
^=—1 et /s=o. 3
3** Si on fait £=09 les inégalités deviennent
a«'>o, I— 3/'>o, 7-|-£'>o, ïî
d'où £>o, t'<f, «'>— 7-
Snire o et f il n'y a aucun nombre entier; par conséquent la va- li leur fsso doit aussi être rejetée.
Les seules valeurs de t et t'y auxquelles correspondent des valeurs entières et positives de Xyj'y z, sont donc f =-^i et £'==0. En « hs Bobslituant dans les formules [5] on obtient ' ?
et cette solution est la seule qu'on doive admettre pour l'équa- *
tîon[4]. -
x52. Pour second exemple, je proposerai les deux équations
6* + 7 j^-f" 2^ + 2" ==? ïo®> 24*+ 1 V+ 7* + 3» = aoo.
En éliminant Uy on a
Gomme dans cette équation les teimes Soar et 100 sont divisihlei par 5, le mieux sera de prendre la valeur de z : elle sera
« = 20—- âr-— -p-.
Alors «>n toit que y doit être un multiple de 5. Par conséquent^ on aura
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pots, en substituant ces valeurs dans la i** des deux ëquatioûê proposées, il vient
6* + 35/ +60— 1 8x — 9/ -(-au = 1 00, ou bien — 1 a* -(- a6/ -4- aw = 401
d'où i/=2o+6*«— 13^
Les trois inconnues y, Zj z/, se trouvent ainsi exprimées en fonction de X et de Findéterminëe auxiliaire t.
Pour résoudre les deux équations proposées en nombres positifs, il iaut évidemment prendre :tr et f podtifs, puisque x est une des inooimues primitives, et que j^^=5t. Mais il £aat satisfiure aussi nsin^alités
ao— &c— 3*>o, ao+6*— i3r>o.
En les ajoutanti x disparait , et il reste
4®— i6/>o, d'oîi «<a75
donc les seules valeurs qu'on doive donner à t sont e = o, i , a* Avec la valeur f = o on aurait
^ = 0, z = 2o — 6x, i/=ao-4-6^;
et l'on voit qu^on peut faire jp= o, i, 2, 3. Delà résultent| pour les équations proposées, les quatre solutions suivantes :'
ar= 3
jz= a 11:= 38*
Avecla valeur tss i^on aurait
^=5, 5;=i7 — 6ar, « = 7+6^?;
et les seules valeurs admissibles de x sont xzszo^ i, a. De làrésulteat les trois solutions
Ix=: o [x= I [x=z 1
y= 5 Jj'= 5 \jr^ 5
1ZSSI7 Jz = ii Jz=î 5
[uss: 7, (m = i3, (w=I9.
Ëifin • avec la valeur / = a, on aurait
^stOy ;5s=i4— 6jr, i/s=x— 6+6».
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Les seules valeors admissibles de x sont a? = i» a ; et de là résultent encore les deux solutions
Zs=i 8 IZ= 2
En tout , neuf solutions. Il n^y en aurait plus que trois si on excluait celles dans lesquelles une inconnue est zéro.
i53. Comme exercices^ je placerai ici les énoncés sulvans :
Pbobusme. Quelqu'un achète loo pièces de bétail pour loo louis y savoir : des porcs à 3 louis i la pièce j des chèvres à tlouis jf et des moutons à j louis» Combien jr ayait-il d^ animaux de chaque espèce ?
BipoNSE: Nombre des porcs ;= 5, lo, iS; ^ Nombre des chèvres =4^y 2$» 6; Nombre des moutons =s53, 66, 79.
Problème. Un orfèvre a trois sortes d! argent ^ le marc delà '
première contient 7 onces d*argent fin, le marc de la seconde 54-, '
le marc de la troisième 4 i» Il veut faire un alliage dont le marc ^ contienne 6 onces d'argent fin. Combien doit-il prendre , en
nombres entiers^ de marcs de chaque sorte? ^
RipoissK : Nomb. des marcs de la i'« sorte = 10, 12, 14, 16, 18; ^
Nomb. des marcs de la 2« = 20, i5, lo, ,5^ o; "
Nomb. des marcs de la 3* =0, 3, 6, 9, 12. *
Problème. Un fermier a acheté 100 pièces de bétail pour 4000 fr,, savoir : des bœufs à ^00 fn lapièccj des vaches à ** 20oyr., des veaux à 80 fr., et des moutons à 20 fr. Combien javait-il d'animaux de chaque espèce ?
1^'poKSE. En exduahi les solutions qui renferment un zéro , le __ problème admet les dix suivantes ;
Bœufs I, I, I, I, I, I, I, I, 4, 45
Vaches.... i> 2, 3, 4> 5, 6, 5, 8, i, aj
Veaux 24f 21, 18, i5, il, 9, 6, 3, 5, 2j
Moutons... 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92.
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CHAPITRE V
Du carré et de la racine carrée des quantités algébtiques. Calcul des radicaux du second degré.
P^aleur ambiguë de la racine carrée. Quantitéi imaginaires»
i54« Lft quantité, qui ëleyëe au carré reproduit une quantité donnée, se nomme la racine carrée, de cette quantité. En arithmétique, où il n^j a point de quantités négatives, et où Ton ne considère que les valeurs absolues des nombres, une racine carrée ne peut avoir qa^uno seule valeur. Il est évident, par exemple, que la racine carrée de 4 ne peut pas être autre que 2. Il en est encore de même en géométrie lorsqu^on demande quel est le c6tc du carré dont la surface est donnée.
Mais il en est autrement par rapport à Falgëbrc^ qui admet également clans ses calculs et les quantités positives, et les quantités n^atives, et d^utres encore que nous ferons bientôt connaître. Il est dair en effet que 4 est aussi bien le carré de — 2 que celai de -4-2 ; et en général, si on convient de designer par VA une certaine quantité dont le carré soit Ay la racine carrée de A lera aussi bien — VA que '^VA. On représente ces deux valeurs d'uue manière abrégée en écrivant ±1 VjÏ.
Une proposition importante doit être démontrée ici : c'est que la quantité A n'a pas d'autre racine carrée que ces deux-là. En eSet, les différentes racines carrées de A ne sont autres que les nieurs de x qui satisfont à Féquation x^s^A^ ou, ce qui est la même chose, à celle-ci
An lieu de :r'—*^, on peut écrire ^'-^(V^^^V j puis, en décomposant cette différence de carrés en deux facteurs (41)9 on a
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Sous cette forme, on voit que toute valeur de x qui ne serait ni -j-K -^, ni — Va', ne rendraient nul- aucun des deux facteurs j donc elle ne saurait rendre nul le produit j:' — A\ donc la quantité A n*a point diantre racine carrée que ± V A»
Ainsi la racine carrée d'une quantité a deux valeurs qui sont égales et de signes contraires ^ et elle rCen a pas davantage,
i55^ A parler rigoureusement, Fexpression VA suffit, sans le signe ±1, pour représenter les deux racines carrées de A : car elle désigne indifféremment toute quantité dont le carré est A. Lors donc que, jpour indiquer ces- deux racines, on écrit :±.VA^ le radical est pris dans un sens restreint, lequel consiste à supposer que VG? ne désigne plus que Tune des deux valeurs.
i56. n peut arriver que la quantité placée, sous le radical carré soit négative, comme dans Texpression V — 4' ^^> '^ n'existe aucune grandeur, soit positive, soit négative, dont le carré soit négatif^ c'est pourquoi l'on dît alors que les valeurs du radical sont imaginaires, A proprement parler, ce ne sont plus des quantités : cependant, comme on les soumet aux règles du calcul algébriquei on leur ebnserve cette dénomination ; mais la qualification d'/maginaires qu'on y ajoute suffit pour 6ter toute équivoque. Par opposition, on appelle réelles les quantités positives ou négatives.
157. Tout radical carré imaginaire peut se transformer en un produit de deux facteurs, l'un réel, et l'autre égal à V — i. Soit le radical imaginaire V — A. La quantité A étant positive par elle-même , elle doit avoir deux racines carrées qui soient réelles. Nommons a l'une d'elles, celle qui est positive, par exemple ^ on pourra toujours représenter V — A par ay^ pourvu qu'on détermine y de manière qu'on ait (ay)*:^ — A, Cette condition revient à a*jf»== — A -y ou bien, puisque A est le carré de ay à Ay*=: -^Ay ou bien encore , en divisant par A y h,
7»=—i, d'où y^±.V^i.
Or, pour avoir les valeurs de V — Ay il faut multiplier a par celles de y'y donc les valeurs de V^^^peuvent s'exprimer par ± a V — i. i58. Par ce qui précède, on est conduit naturellement à distinguer» parmi les résultats qui se déduisent du calcul» deux espèces
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de valeurs ou déterminations : les unes, qu'on nomme ariAmt^ iiqueSy parce qu'elles sont tout-à-fait de la nature de ceDei qu'on troaYe par les opérations de Farithmëtiquey x^'est-à-dire, essentilllement réelles et positives ^ les autres^ qu'on nonune algébriqueSf parce qu'elles comprennent los valeurs négatives et les imaginairef^ qui ne doivent leur existence qu'aux combinaison! des signet de Falgibre. Ces dénominations ont le mérite d'avoir une conformité parfaite avec les idées qu'elles sont destinées à rappeler.
Carré et racine carrée des monômes,
1 59. Soit un produit quelconque pgr. • • ^ on a
{pqr. . .)*sspqr, . . Xpqr. . »^p^q*r^. « • }
donc on fait le carré alun produit en élevant tous les facteurs au carré»
Si on £Edt le carré d'un facteur a'', qui a déjà un exposant^ on a fû»)»=û*X fl^ssa*" : c'est-à-dire qu'il suffit de doubler l'exposant. Donc on fait le carré d*un monôme quelconque en élevant son coefficient au- carré, et en doublant tous les exposons.
Suivant cette règle^ on aurait immédiatement
i6o« Par une réciprocité évidente, on conclut des règles cidessua que la racine carrée d'un produit s*obtient en extrayant celte de tous les facteurs ; et que la racine d*un monôme s* obtient en extrayant celle du coefficient et divisant les exposans par a.
Ces nouvelles r^les donnent
Vpqr=zVpVqVry V^6?^=8û'6.
161. Quand tous les facteurs d'un monôme ou d'un produit ne sont point des carres, on indique d'abord la racine carrée, et ensuite on simplifie le radical en mettant en dehors de la racine tous les facteurs carrés. Par exemple, s'il s'agit de VSoa^b^Cy on décompose la quantité placée sous le radical en sSa^&'Xsuzc; et ilors on aura
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En g^D^ràl, pour simplifier un radical carré ^ on décompose la quantité placée sous le radical en deux produits j dont Pun ne contienne que des facteurs carrés^ et dont l'autre n'en contienne micitn^ puis 6n extrait, la racine du premier produit ^ et on indique celle du seconde D'après cette règle^ si on nommé a la racine carrée de A, on
pourra ëcrire, comme au n® 157, V^^— A = KaX— i = aV^— 1. 162. Qtiek que soient â et 6 , on a
donc le 'carré d^une fraction algébrique s'obtient en élevant au carré son numérateur et son dénominateur»
Donc aussi , la racine carrée d'une fraction 's"* obtient en extrayant celle du numérateur et celle du dénominateur.
Par cette règle on a
i63. Quand le numérateur et le dénominateur ne sont point des carrés, on pourra indiquer la racine de chacun d^cux, et la simplifier ensuite s'il y a lieu ; mais le plus ordinairement ou fait en sorte qu'il n'y ait point de radical au dénominateur. A cet e£fet, on introduit dans les deux termes de la fraction les facteurs qui manquent au dénominateur pour être un carré, alors on peut en extraire la racine, et il ne reste de radical qu'au numérateur.
Ainsî^ soit Y _ — - ; on remarquera que le nombre 5o devient
un carré en le multipliant par 2, et que le facteur c^ en sera un aussi en le multipliant par c. On multipliera donc les deux termes de la fraction par 2C; et on aura
1/3^ = 1/6^^ _ V6Mc _ a*VSb^ 5oc* looc^ loc* loc*
164* Je ne dis rien des signes; mais il est toujours sous-entendu qu'une racine carrée doit être prise avec le signe ambigu ±:. Lorsqu'on simplifie une racine indiquée^ qui ne peut pas s'ex-
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nire, le radical qui reste alors, étant considère dans Ip sens le phu général , suffit pour donner à Texprcssion ses deux valeurs. n est éyident en efifet qu'en le prenant en -(- et en —, on aura ^ kl deux "valeurs de la racine indiquée. Ainsi, par exemple, je puis, ims aucune restriction, poser
ces ^[alités auront tout-à-fait le même sens que si, distinguant les deux Talenrt de chaque radical, j^eusse écrit
Carré et racine carrée des polynômes,
i65. Soit UQ polynôme.
dus lefpxel terme a^b^ c^d représentent des quantités quelcon-* Iipes. Gonâdérons tous les tenues, excepté le dernier, comme n'en [bimant qa*un seul, et alors formons le carré de ce polynôme [comme celui d'un binôme m-f- J: on aura
[la formant de la même manière le carré de a -4-^-)- ^9 il vient
+ 2(a+ b'-\'c)d'^d^, [Pois, en faisant le carré de à 4- ^ 9
là on conclut que le carré d*un polynôme, quel que soit le
ibre de ses termes, contient le carré du i*"" terme, plus le
^le produit du i^^ par le a*, plus le carré du 2*5 et encore
double produit des deux premiers par le 3*, plus le carré
'3*; ef encore le double produit des trois premiers par le 4%
k carré du 4* i ci ainsi de suite»
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Remarquons en passant que si on effectue tous les doubles pr duits énoncés dans cette règle, le carré du polynôme renferme les carrés de tous les tennes, plus tous les doubles produits de ( termes multipliés deux à deux.
i66. Cette règle élant établie, proposons-nous d'extraire racine carrée dVn polynôme quelconque, que je nommerai '. Supposons quV)n Fait ordonné de manière que les exposans de lettre x aillent en décroissant, et qu'alors le polynôme P soit
Désignons par a-f-&.-4-c-f-. . • la racine ordonnée de la mêi manière. Son carré devra reproduire le polynôme P : or, d'api la règle ci-dessus , parmi les termes qui composent le carré cette racine, celui dans lequel a: a le plus haut exposant est é demment û'; donc A est le carré de a; donc le i*' terme de racine^ s* obtient en extrayant la racine carrée du i*"^ termepolynôme proposé.
Retranchons de P le carré de ce terme : le reste, que je noi merai R, sera
et il devra contenir le double produit du i^' tenue de la raci par le 2*, plus le carré du 2«, etc. Or, il est facile de voir que double produit du !«" terme par le 2' doit contenir x à, un pi haut exposant que les autres parties de R 5 donc B est ce doul produit 5 donc le 2* terme de la racine se trouve en divisant premier terme du reste R par le double du i*' terme de la racii Maintenant que les deux premiers termes a -4-6 de la raci sont connus, ajoutons 6 à 2a et multiplions 2a -J*- 6 par ^ : le pi duit sera égal au double du i^*^ terme multiplié par le 2*^, plus carré du 2®.. ^i on retranche ce produit du reste R, on aura do un nouveau reste R', lequel ne contiendra plus que le dou1 produit des deux premiers termes de la racine par le 3^, plus carré du 3*, etc. En raisonnant ici comme tout-à-l'heure, on connaît d'abord que, dans ce reste, le terme où x a le plus h.: exposant est le double produit du i*' terme delà racine par le et par suite on conclut que le 3* terme de la racine 3e troitvc
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dùnsani le premier terme du reste R' par le double du i*' terme it la racine.
Les trois premiers termes a-f-^-H^ de la racine feront trouver le 4*9 comme les deux premiers ont fait trouver le 3*. Ainsi, on ■jutera le terme Cj qu'on vient de déterminer^ s^u double 2a4-2& fo deux premiers, on multipliera la somme 2^ir|-^4"^ P^ ^f . pus on soustraira le produit du reste R^ Par là on at^ra un nou- . tiean reste K* ^ et c^est encore en divisant le premier terme de ce reste par le double du !•' terme de la racine quon obtiendra le \ If terme de cette racine.
En oontinnant ainsi, on est sûr,, quand le poljn6mc P est ua (ur^ de découvrir successivement tous les termes de la racine : ijir chaque division en fait trouvée un.
Oâ doit déjà reconnaître que la plus grande analogie existe aire la rè^e qui sert à extraire la racine carrée d'un polynftme cl celle qa^on emploie pour les nombres. Mais l'analogie s'apercevra mieux encore sur un exemple.
Polyn6me donné.
i" reste +i2a:3+5x' — -6r+i
. — I2JC* — 9*'
:i* reste*
Racine.
3* reste.
ot
iM'
On extrait la racine carrée du i*" terme 4^^, et on obtient ainsi
l'P i" terme a«* de la racine.
I^polyn6n\e donné on retranche le carré de ce terme , ce qui
le I*' rester puis on fait le double 4^' du !«" terme de la
Si et Ton divise le i^' terme du reste par ce double, c'est-à-
['fti+iax^ par 4*'« Le quotient +3a; est le 2* de la racine.
A c6té de 4^', double du i*^"" terme de la racine, on ajoute le
^cnne -l-Sr, on multiplie la somme 4^^4*3^ par le 2* terme
P^pnis on retramche le produit du i*^ restè^ ce qui donne un 3*
l56 LEÇONS D^ALGÈDâE.
reste. On divise encore le i*' terme —4^' de ce reste par le dou« ble 42:' du i**^ terme de la racine ; et Je quotient -r-^i sera le 3* terme de la racine.
Au double des deux premiers termes de la racine ou ajoute le 3«, ce qui fait /\a:*'^6x'^i^ on midtiplie cette somme par le 3* terme — i , et on Atranche le produit du 2^ reste. On a zéro pour 3* reste; et de là on conclut que les termes trouvés 2X*+3*— X composent la racine carrée du polynôme donné.
167. En général , ce qui avertira tout à la fois que le polynôme est un carré et que la racine est complète, c^est qu^alors on arri-^ vera à un reste nul. En effet, par la manière même dont les cal* culs sont faits^ chaque reste qu'on obtient n'est autre chose que le polynôme proposé^ diminué- de toutes les parties qui composent le carré de la quantité trouvée à la racine par les opérations qui ont précédé. Lors donc que la racine sera complète j on ne peut pas manquer d'avoir un reste nul^ et, réciproquement, dès, qu^on parvient à un tel reste, il est évident que les termes écrits à la racine composent la racine exacte du polynôme proposé.
D^un autre cô^é, quand le polynôme donné ne sera point un' carré , il est très-important de remarquer que les calculs en aver* liront encore. Supposons toujours , comme on l'a fait jusqu'ici , qu'on ordonne de manière que les exposans de x soient décroissans, et observons qu^à chaque soustraction le i*'* terme de la quantité sur laquelle se fait la soustraction est détruit : de là il suit qile Fexposant de x doit aller en diminuant dans le premier terme des restes successifs, et par conséquent aussi dans les termes de la racine.
Gela posé, nommons K le dernier terme du polynôme proposé?, c'est-à-dire le terme oii a: a le plus petit exposant^ et soit k la racine carrée de K. Il est aisé de reconnaître que si P est un carrc^, k devra être le dernier terme de la racine^ et par conséquent l3 marche progressive du calcul devra le faire trouver. Or, si cela n'arrive pas, on est sûr que les calculs amèneront à la racine 1x11 terme de degré moindre que A; donc alors il sera évident que f n'est point un carré. La même conclusion aurait encore lieu si lei calculs amenaient le terme k et que le reste suivant né fût pas nvi'*
168. Toutes les explications précédentes (166 et 167) semblei^*
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àéeê au cas où Ton ordonne les poljm&mes de maniire que
ezposansd'ane lettre soient dëcroissans. Mais quand on adopte
Toidre contraire, elles subsistent encore , sauf une légère modifi-
ion dans le caractère auquel on reconnaît que le polynôme
pas un carré.
VÂord on aperçoit sans peine que la même marche de calcul
encore connaitre successivement tous les termes de la racine ;
brsqa^on parviendra à un reste nul , on pourra encore conclure
Itf polynôme est un carré, et que les termes trouvés sont ceux
Si xmcine.
Ensnitef pour modifier le caractère auquel on juge que le polju'est point un carré , il suffit de remarquer que l'exposant k lettre, par rapport à laquelle on ordonne, va eu croissant s les termes qu'on trouve successivement à la racine , et que, le cas où le polynôme est un carré, le calcul doit amener un terme égal à la racine carrée du dernier terme de ce poly- ; donc , si en e£Fet on arrive à un pareil terme, sans trouver andte nn reste nul , ou si on arrive à un terme de clegré plus , ^ors on ponrra affirmer que le polynôme n'est pas un carré. 169* Quelquefois cette conclusion s'aperçoit à la simple inspecillion du polynôme : car nous avons dit que, dans le cas où il serait Va carré, la partie de ce polynôme qui renferme une lettre quel- ''Icniqae aa plus fort ou au plus faible exposant doit être un carré ^ ^Ictpar conséquent, dès que cette condition vient à manquer à ^l'iprd de l'une des lettres, le polynôme ne saurait être un carré. '^iScette impossibilité ne se montre pas tout d^abord, elle peut encore se manifester dans le cours des opérations, quand il se trouve '^•|ta reste dont le 1*' terme n'est pas divisible par le double du 1*' l'IVniie de la racine.
^1 170. Je terminerai par une observation que le lecteur a sans
Iwe déjà faite. Quand on ordonne les polynômes par rapport à
lettre x, on peut rencontrer plusieurs termes où :ir ait le même
ut. Dans ce cas , on adop.tcra une des dispositions prescrites
la division (46) ^ et il est clair que nos raisonnemens subsis-
t eu entier, aussi bien que les règles qui en ont été déduites»
peut aussi considérer tous les termes qui contiennent une même
ce de X comme s'ils n'en formaient qu'un seul , mais alors
e ae
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les opérations partielles, deyant s'effectuer sar des polynômes, na pourront plus se faire à simple yue , et il faudra les développer à part y conune dans l'exemple d-dessons.
■(4aô— 6a)a:+4i'
— (2a' — ^ab)x^
a — 8ô»+i 2Ô)a:' (4ai — 6a)x4-4^* — i î^M
-|-(2a'— 4^ô):c^— fl*x* "•J (4a6— &»— 86*+i26)x»
r_(4aJ— 6a— 86*+i2i)*»
Kacine.
(a — 2i)j:* — ax+2i— 3
Mi«»Mi
(2a— 4*)^* (2a — ^b)x* — ax
(2a — 4^)**"~2aj:-|-2ft— I;
!'• opëitiUon partielle.
a»— 4aè-4-4é»
a— 2fr
^a£4-46* 4-4aô— 4^>*
a<> opération partielle.
+2a* — [^ab
3* opération partielle.
4ai— ô^t-^ôi^+i 2^
itqosa rfitAÏBVE.
Calcul des radicaux du tecond degré»
171. Le plus souvent les racines ^ de quelque ordre qu'elles pieaty ne peuvent pas s'exprimer exactement sans le secours des ■^î«i"T ; et par conséquent tous les calculs dans lesquels ces idnes doivent entrer se trouvent aussi compliqués de radicaux* objet est ici d'exposer les différentes transformations ou réfùB qu'on opère sur les radicaux carrés. Elles sont j pour la ^ ;, déjà connues, et il suffira de les indiquer brièvement, 17a. On a va que la racine carrée d'un produit s'obtient en lyant celle de chaque facteur (160) ; donc on a
; rédpro^oement on a aussi •
Ik on voit comment on fait passer un facteur hors d'un radicacréy et comment on le fait entrer soua ce radical lorsqu'il est
dehors.
Soit l'expression
ions d'abord les radicaux : on aura
l6o LEQOia d'àlcèuc.
Par suite Texpression proposée deyient d'abord
na
puis y en réduisant ,
3û*+(5afc— y)ï/r-
Dans cet exemple on a réduit en un seul plusieurs radica joints entre eux par addition et soustraction , lesquels sont di rens en apparence et se ramènent cependant à être semblab On nomme ainsi ceux qui ne diffèrent que par les facteurs es rieurs.
Puisqu'on extrait la racine carrée d'un produit en
trayant celle de chaque facteur (160) on a Vab^=^ V ayc^Yb^ ce qui est la même chose ,
V^ûX V^= Wb-,
et, puisqu^on extrait la racine carrée d'une fraction en exlray; celle du numérateur et celle du dénominateur (162), on a ausi
AÎDsi s'effectuent la multiplication et la division des radica carrés : c'est-à-dire qu'on multiplie ou qu'on divise l'une { l'autre les quantités qui sont sous les radicaux, et qu'ensuite < met le résultat sous un radical de même degré.
Je ne m'étendrai pas davantage sur les radicaux du second d gré, attendu qu'ils sont compris parmi les radicaux à indice que conque dont je m'occuperai dans le chapitre XI»
Uiçoiri »*ALaftMi«
CHAPITRE IX
Équations du second degré , et questions qui en
dépendent.
Méiiùûùn âeê équûtiôhi du second degré à une ieute inconnue*
' 1^6. Lonquei par rétanonissement des dénominateursi oa par mtxe préparation , nne équation ne retienne pins que des connus et des termes affectés du carré de nnconnué| on 1Km|ours la ramener k la forme
idus sa résolution est facile. En effet, puisque k carré de x
[inl reproduire A, il s^ensuit que x est une racine carrée de A :
r, cette quantité a deux racines carrées représentées par ± Va*,
\ieik a pas daTantdge (i54)> donc on aura toutes les solutions
jleréquation [i] dans les deux yaleurs
x=±.VJ.
^hBMTLB î. Soit réquation
a** 4fiL I '**
|h fhfM^ d*abord les dénominateurs, et successirement il tient
(aft— 3a)a?? = 5fl*«4-a»* ,
£aa»u II. 2ï- «s — = — ^
Exemple III. 3x* + 1 7^ 5»*+ 89 ,
. ^ ar=r±vc:36=;t6V:=r.
177. Gonsidërons maintenant Féquation la plus générale c . degré. Elle doit renfiMmer trois «Ortes de termes t les uns afi« da49Bnré â^ de tinf^efmwtfe^ d'autres «fiect^ de x an premier di «t d*ttntNS«Dftièfeilfteiit colmtps^ Après avoir transposé tous les mes dans le premier membre^ ixtk pourra réunir en un seul ceux qui contiennent x^j aussi en un seul ceux qui contienne] et aussi en un seul ceux qxA Sôtit tout connus. Alors l'équs
rpi9ip4va:lA:A»in#:f ;, . *• :
6b Ùk: éttiSèM W4|to à («etct éqûatfefl tme siupli&eationy fèiiààÊU à âégâ^ ]«««ittitf Ar*Àr soniàuâtifëiàum a.Aeeit on divise tous les termes pftr^'^ 3 orient
X**^ — ag«i}i ers O.
Si le terme en x* avait le signe — ^ *on '(iliàitfgiellBdt t<>ii8 h» sigi de sorte qu'on peut J^jf^iûr^ ram?9er lé ^emier terme à être
Soit fait, pour abréger, — ==/;, — = ^r : on aura
• ■ •'■) • •• 1 fli . . ♦ . î^ . ., . • . f
■ •» '» -««.•#>»'1r.^w'a «lit-"'!!!!. ■
et telle^ eist la forn^e 9éB|£f46;1Uiaqadyiir on liéduit les équations second degré, p et q étant des^qumtités connues. Par exemple, si Totf proposé teqâtdbn
m k cfaaogtit moceiiÎTeiiient en ceUet-d :
gr—aa:* 5=60—240:, — ax* +33j: — 60 =5 o , a:*— "«-|-3o=o.
Cette dernière ëqnation est éfidemment comprise dans Féquation jif-|-/Mr-4^9:s Oy en faisant /? = -^-^^ jr = 3o* 178. OœttponMioni dotic de résoudre Tëqùation générale
Cela iitMit fiMSe d on pondait Id donner la forme
« «^cnH det quantités connues. En cffetydans tàlt-d on toit
Ml AÊiâr X de manière que le carré de X'^m soit ^al
!li)>AMie X'^m doit éire une racine carrée de /t. Or, il j a foni
n deux racines carrée, qu'on désigne par rh Vn 5 donc on doit
et par mite, en transposant m,
Retenons k Féquatlon [ij, et cherchons à la mettre sous la bnne(âP-4-in)'=:n. En transposant ^ dans le second membre, die devient d*abord
Ittntenant rappelons que le carré d'un bin6me se compose du euré da 1^ terme^ plus le double produit du 1^' par le 2*, plus k carré du 2*. D suit de là qu'on peut regarder x^'\'px comme Ibi deux premières parties du carré de x -|- t/' • car x^ est le carré ittXy etpx est le double produit de x par {p.he premier mem* }ge x^-^px sera donc le carré de x-^^py si on lui ajoute le carré de \p ou jp^. Or, on peut en effet lui ajouter ce carré , pourvu qu*on Fajoute aussi au second membre 5 et de cette manière réqnation deviendra
iS4 ^ Ct^MfS b*it.Gfait:
AlorSi en ndsonnant comme pour VéqaBÛon(x^m)*ssnj o en tire d'abord '
[3] x+ip^±Vip'^q;
et par conséquent
[4] Xr=.^ip±.V^p*-q.
On a ainsi deux yaleurspour x. Il n'y ^ a pas d'autre : cai pour que (x+i?)* «oit ^al à -Jp'— J, il feut que jc+t/' «o ^al à la racine carrée de iP***— 7» or, nous savons que cell
racine n'a que les deux Valeurs désignées par dti V\p^ — q ; don toutes Jes yaleurs de x doivent se tirer de l'équation [3]. On nomme en général racines d'une équation toutes les valeui
de l'inconnue qui satisfont à cette équation. En conséquenci nous dirons que les valeurs {41 sont les radnea de l'équation [2]. 17g. Si l'on vent vérifier ces valeur», il suffit de les substitue tour à tour.dons l'équation* Eu substituaut la première » celle o le radical a le signe 4"> il yi^ni . -
et toute réduction £adte, on voit que le premier membre est e e£Fet identiquement nul. La seconde valeur de x se vérifie sem Uablementi sans autre changement que celui du signe qui précèd le radical.
180. On a fréquemment à résoudre des équations du 2* degré pour cette raison , il sera commode de traduire la formule [à en langage ordinaire et d'établir ainsi une r^le applicable à toi les cas. En observant que/? est le coefficient de x, pris avec le sigc dont il est précédé dans l'équatioa [2], et que .q est la quand toute connue écrite dans le premier nMsmbre, la r^Ie sera celle-ci
Lorsqu'une équation du 2* degré est rtvnehéê à la fom> X» 4- P^ + 9'=^ Pi V inconnue x est égale à I0 moitié du coeffi dent de x pris avec un signe contraire^ plusqu moins la raeit carrée de la somme qiion obtient^ en ajoutant au carré de ceti moitié le terme fout connu ^ pris aussi avec itn,signe contraire-
181. Yoici quelques exemples dans lesquels cette rcgle est al pliquée. • /
EmcfLsI. Soit rëquadon
O ÙLUt remarquer : i« qa'eUe a dëjà la forme prescrite dans la li^j a* que le coefiScient de x est— lo, dont la moitié f ayec na %Be contraire, est 4- 5 ; 3* que le terme tout connu est-|-9- Ihit la r^le donne sur-le-champ
A Ici demc Talenrs de x son t
jrss5-|-4==g9 et «2=5— 4= !• • Soit PéqnatioQ
* , 3 ar+i3
Ikk ramèiiera d*al)ord à la forme x*'\^px'\*qxs o. Pour clias» arki déoinmiateurBy on multipliera tous les termes par 6x; puis, l«i oontinnantles calculs, il viendra
3«* 4- 18= as + 261 3x* — 2x— 8 =0,
I^idoiiei pour les valeurs de x.
KiBMrU
st!
X*— ax=4^ — 99
xsS ±: V9— 9,
ce casy la deux ndenrs de x k rédub >ent k une seule*
té6 tgqmm m\
Exemple lY. loo** — iôo«4*4i'"^* ^^
iktau
iti{aa'
Les deux valeurs de x sont imaginaires à causé du radfîcai^ V^ — ih' Profilant de II rwtarqut £urte d^^ftle a' 167, j'ai extrait ,,.. la racine carrée de —'- sans faire attention ^u sigpe-— ^ et fai
remplacé ce radical par I V — i. . '""^
Composition de^ téquaticn du 2* degré ^ 4* êâf ^H^H^ci^mf* fHfmiffM-^^
des racines, '^
Dans le n"* i549 on a décomposé le premier membre àê
Pécjoatîôn :t*'— A = o en deux facteurs ( r-^ k A) >< (ar-f- rS) i une décomposition analogue peut s'opérer àam féquation générale
Remplaçons j:'-)-/>^P^ Texpre^sion équiv^ente (^+7/?)'*— i/>* « on aura ^*p
Là quantité 7/?*— g^ peut se changer en ( V^/?' — y)', et on met-^ tra ainsi en évidence la différence des carrés des dejix quantit^j ''
x-hiP 6^ ^jP* — ^' Or, celte différence est égale au produit^ de la somme des deux quantités par leur diffi^Hcej donc
Telle est la décomposition que nous Toulions faire connaître. Si
Elle conduit à un nouveau procédé pour résoudre Téquaticn ^L
a]. En effet, elle montre que les valeur» de x doivent rendre nal'''Gïy
• produit 'i*^
I ce pTodut draent nul en galant k zéro Tua oa Tautre de« teiirs, et en outre 3 est ëvident qu^il ne saurait devenir nul si MO des £KCleiurs n*est xëro; donc les valeurs de x, qui coninnent à Téquation [2], doivent se tirer des équations
iqiidleB donnenl les radues déjà connues (178) ,
i83. De nouvelles propriétés se présentent ici, qui recevront lof tmcA une trts grande extension, et qu'il importe de remarier dis à jpréseut.
I* n est évident qne ks deux facteurs du premier membre de iguaiian 'xMl**4^=*^^ ^^'^^ ^^ différences qiion obtient en remtehani de x chacune des deux racines \ de sorte qu*en nomlant acf etsif c^ racines, on a
2* Si on effectue la multiplication (:r — xf) (x — x^j on trouve
t, comme ce produit doit être identiquement égal à x^-^^jx^i^^ [ s'ensuit qu'on a
j3= — a/— ar", q = x'x"»
Ses relatîons , qui peuvent d'ailleurs se vérifier immédiatement nr les valeurs [4], s'énoncent en ces termes : Dans toute équation ïu a* degré j ramenée à la forme x*-f-px-4-q==o, le coefficient ) du second terme est égal à la somme des deux racines ^ prises ivec des signes contraires j et le terme tout connu q est égal au produis de ces racines.
Quand on sait qpe les deux racines d'une équation du a* degré lont réelles, les relations ci-dessus font connaître sûr-le- champ la nature de ces racines. Par exemple, admettons que celles de l'équation 4P^«-i2x— -7=so soient réelles : on conclura immédiatement qu'elles sont de signes différens, puisque leur produit est égal au tonne tout caasxu «—7 } et^ ttx outre, que la plus grande est posi-
Si
168 UÇOM D^AliQkBU. '
dre, pinsque leur somme est <%ale à -f^, côeffident de x pris 4 avec un signe contraire.
184. Maintenant discutons les racines de Féquation [2]* Les Taleurs générales de ces racines sont . ;i
[4] x^^kp±\/W-q^
et Ton est assuré que le tarme j/»' est positif , quel que soit le signe de /?. ^
Si q est n^atîf dans Féquation «*-|-i/?a:-f^^o > ^ quân- i tité jP^"^ sera positiye et >tP* î donc V^ljp— ? «cra une ^ quantité réelle et plus grande, en valeur àbsofue, que 7/7; donc " le terme — 7/7, placé ayant le radical, ne changera point les ^ signes des deux valeurs de ce radical ; donc les deux valeurs de x seront de signes contraires entre elles. II est d'ailleurs évident que * la plus grande est de même signe que •— fpi et par conséquent de signe contraire à /?•
Si Ton a 7=0, les deux valeurs de or sont xsso et x^^p* Alors Féquation générale se réduit à :r'-|-pa7=o, où x{»^p)ssio^ et il est évident que ses deux racines sont en effet jr=o et xas— p.
Si q est positif et <Ct/^"> 1« radical V^j/?*— ^ sera encore réel , mais <^pi donc les deux valeurs de x seront de même signe que le terme "— ip placé devant le radical : c%st-à^ire qu'elles sont toutes deux positives quand p est négatif, et toutes deux natives quand p est positif.
Si Fon a q ^xp*^ les deux valeurs de x se réduisent à une seule, â:=:— ^/7. Dans ce cas^ puisque qssi\p^j Féquation devient
té
Le premier membre est donc un carré, et alors on voit clairement que Finconnue n'a en effet que la seule valeur ars"— 7/7 •* car aucune autre ne peut rendre ce carré ^al à zéro.
Enfin, si q est positif et ^/''i la quantité xp*— f placée sous le radical est négative, et les deux valeurs de x sont imaginaires. Changeons le signe de la. quantité ^p'—'j, et nommons r la racine carrée de q^^ip^* On aura jp*— ?=— r*} donc (157)
± Vrip^—i: K-^ae ± r V^l î
Im Takun de âp pourront t^écrire aiiui-.
• ^ jj^^-Pt^sB —r* on lire q=*ip*^\r'*f et par toile réqnatioa traie derient
premier membre est alors la somme de deux carrés, et, sous 9 forme, on reconnaît pourquoi les deux valeurs de x sont ginûref : c'est qu'il n'existe évidemment aucune valeur, soit tHre, eoU Q^^ve, qui, mise à la place de x» puisse rendre j8 -Isi «omaé de ces deux carrés.
lictiimHMéi à nmatguer dan» les équatiom» de Informe n^'-^lMC<4>cao«-
B5. Ponr râoudre Téqualion
aj:*+ij?+c=: o, A dÎTiie d'abord par a^ afin de lui donner la forme ordinaire
«•4 — xA — s=o;
ï on en tire^ parla règle générale (iSo),
en réduisant au même dénominateur sous le radical,
règles connues < 1 75) donnent
%/b*—4ac Vb*—/iac ^
c les valeurs de x peuvent s'écrire ainsi ,
— b±.Vb^—âac 2a '
tniTant qu*ottenra6!-«*4^>o on so 00 <o, eUet ie«
font rëeDes el inhales, «« wtktkn «i ifgri^t ^ ^ît» iibighMiMf .
i86. Mais le cas particdi^r cpi^ nous Tioulons remarquer ici , c'est celui où la quantité a, coeffident de x* dans Féquation proptMtë'-j iibàâiÊ/i» jqiy% être tété. Spit Âmio fait asBOrka deux valeurs de x^ prises séparément , deyiendront
^B^yp —6+b o
iMjnMoSkréim ftéakàté sous In forme^; mais, f aprèi les oliser- Tations du n* 124^ il ne s'ensuit pas. pdor cda qu^dle soit ind^ terminée* et même on ya montrer qu'elle ne Test point* Quant à U àeoimàtf éBe est infôiie.
Reprenons la valeur générale de la première racine ^
— &+l/?*— 4flc
Si m Urii Sueumst ate miiwératenf et a» déMmmMsf y «b k supprimerait, puis on poserait a^o, ^t Ton aurait la vraie valeur de X, A la vérité y on nt peut pas mettre en évidence ce facteur, mais la difficulté est facile i, ^^der. Multiplions le numérateur et
le dénominateur par 7-$— VJ'— 4^^ • ^ viendra
_(— j:4> t/&»^4ife)(-^ t -^ V^g^^— 4flc)
Le numérateur est aloirt lé prp4uil de U somme et de la différence des deux quantités — - ft et Vb*^^aei donc 3 est ^al à la diffé* rence des carrés, savoir : b*'^b^r^^ ou 4^ Qff ^^ <^ûi^ que 2a est facteur common aa,numér9\1;çui^ et au dénominateur de la dernière expression» £d U supprimant» dte devant
et si alors on y fait afore, eUedonao «qpi»^-7 pour la vraie va-
kiUifUil^CMUifiqyaia'^Iicésvu^ .
ïtëhitif emént t Ik vàieilir A ss 11= : il y a Molcàiêttl t oiMmélï
que le divisfunr sd9 {^"mii ^ i^gwrrfll Jd copine limite de grandeurs iéôroBSiûl^q^^ 9ç^ ô^^t<^ • fpit n^âter, il s'ensuit que la valeur infime Avii avoirie^signe ambigu dfl (l^)*
Ainsi, en résumé, les valeucs^générales de x\ d^dîuitès dfe Téquation ax^^bx-^osÊa^^ dffâsnie^y èiBi* l'hypothèse asso,
Il est tout-à-£ut digne de I'emarque^OJQ.Ja^|^llu;,(^^^ culier trois valeurs àt Xj tandis quei dans le cas général , il n'en exista qii9 d«ii^ Pour bien comprendre que ces valeurs conviennent véritaUe-
— ia: — c
Lorsqu'on suppose as=o^ la question ^t donc de trouver les valeurs de x qui rendent nulle Texpression ;— — • On voit tout
d'abord que la valeur 07=9 -7*^ la rml njoUe ; et comme la même
expression peut s'écrire âînsî — — ^ --> on reconnaît qu'elle de-
vient, aussi zéro par les vataUD xsdi 00 (^)*
187e Considérons le cas plus particnfier encore où l'on aurait à la fois aso et Â=o. Alors \^ dé» valeurs générales de x deviennent 7. On a vu £lu$ haut q^oe I9 pcfiSlièrç p§ut se c)ii|}|;$fr CS»
— -ac
tmvmmmmi'^r^^'^mm»-
{*) Dans la théorie tfnalyti^ne dés cowrbes, ces ^enrs répondent aux intersections de U ligne des aj>scis8es jp axée la courbe du 3* ordrç dontré<|uaUo]^ est yjr*-f-5jr-f-o=so. Si on construit cette courbe, on reconnaît que faxe dies jp la rencontre d*abotd It «m ^ttstance i&me de l^origfine » et ,. de phuy qu'il e» tife^ acjivptote, taotduc^Cé des jrpqiutîli que dn côté des ap àèiitifry eftfdiifiiiM^ à dire qu'il la rencontre à l'infiai da^sl'ui^ 9k C^JDlVI
1711 uNjowViMliu;
T^amfonnoDi la flcçonde d'ime manië^e analogue : ftUe devient d^aBord
* aû(— 4rfV^«— 4ac) *
poil I en réduisant /
Maintenant , en faisant a s? o et 6s= o , les valeurs dé x , aii^i transformées, donnent toutes deux xs oo; et ici. encore Tinfîni
doit fiti^ prié âtëc lé dgne ±:.
RéêoUition de qudqmes problèmes qui dépendent du ^ degré»
MSB
186. PaotLàiiB I. Trouver tm nombre tel qu^en UmuUipUant par un nombre double^ le produit soit égal à un nombre triple augmenté de g»
Soit X le nombre demandé, cet énoncé donne sur-le-champ
XX2X=s3x+Qi
et de cette équation on tire sucoènivement
x^idtiir^T^f '
Done enfin xcsf^rsS, et xaa— |a— |.
La valeur positive a «^3 satisfait k la question dans le sens
précis de Ténoncé. Si dans Téquation primitive on change x en
—X, elle devient
«X»sg— Sx;
et de ]k on conclut que la valeur native —7, étant prise positivement) i:ésout le problème dont l!énoncé demanderait quel est le nombre qui^ multiplié par son double^ donne un produit égal à g diminué du triple de ce nombre.
i8g. Paobl^me H. Partager Un nombre doftni p e^ ^eiur parties dont: le produit soit égal à w% nçmti^e donné q.
En désignant par x Tnnc des i^% pariiel du nonÀre p^ Fan* ti€ sera p— x. et réqnation à ré^oadtefera
*{p—x.)ssq,
oabieii «*«-^j7X-{^"^êo,
Ces deux taienrs semblent annoncer. deiuc manières dé satisfaire à la qnesiion; mais leor sommé étant éffle au nombre à partager p, il s'ensuit qu'en preul^ Tune d'elles pour Xy l'autre sora p-^Xj c*est-à-dire qu'elles sont les deux parties cherchées. Ce résultat était d'ailleurs facile à prévoir : car « ne désignait pas Tiine deiLpactiesf lus que l'autre^ et le calcul devait par conséquent lea donner tqiites deux pour valeurs dé x. . ■ ,
D'apris ce qui a été dit sur la composition des équations du a* dipgnSi(i8B)Y/dia pouvait ranuquer tout d'abord que leàdeta ttWihgesJnçonïms» devant avoir poursoinme p etpoor prodnit^Çy aont Iti denxradnes d'une éqnatibn du' a^ dc^ ^daiis laqueUe le Yïoéfficwn^ de x serait égal k — p, et le dernier terme égal kq; donc ils Vivent être déterminés par l'équation j;*'— -px \ ^i^o.
Le probité n'est pas toujours possible, car si on ddnne
q^^ Içs valeurs de x sont imaginaires. La plus grande va-
4 \ leor que puisse avoir q^ sans qae le proMèine soit imposôUei
est '^y et alors les deux valeurs de x sont ^ales à '^« Donc le
plus ^ grand prodidt qu'on puisse faire avec les deux parties d'un nosnlNre est égal au Ca^ de la mbitié de ce nombw; . . .
igQr» Cette conséquence se préeenle imméâiafaiaant llonqu'on «résout k proUëne proposé en prenant pons ineànnUct la différence des deux parties cherchées* Nommons j cette différence, a la plus grande partie, et & là plus petite. Comme leur somme est Pf otk aura (ga)
JNJamnt ooy en effectuant la mnlfipllcaddn,
Cette équation montre que la .pins grande valeur du produit a lieu lorsque la différence z. est nufle^ ou , ce qui est la mSiaie dliose j lorsque les deux parties sont ^ales entre dles. Pour trouyer a et ft, dé Té^tion d-dessus on tire
— «— *^* MM 'm^m Émmt /T •■
et par conséquent on a
Ha devra frwdte les signes «^érieun ensemble, ms bien les fligMs kaSéÔÊom eiwanhle : mab on n'a toujonis jqu'iaw scde •olariol^{MnM)aW M fiûa ainsi cpie changer L'^^ g^
i9i« PnomàMi UI. Déùstrpmrf sur la droiic qtU joint data: ^ bmdbreêj h p&ùu q» eH égid^mmi édairi pur dotûme^ ,,
Je supposerai connu ce principe de pb jriqœ t :qne Je^ iaten- ^ sites d'une même lumière, pour des points qui en spnt inégalement éloignés, sont entre elles en raison Inyerse des carra de leurs distances k oeite hmàkfe, Cesi^-dir^ qu'à une dinaace double» , triplq, etc., rintensité de cette lunuëre sera 4 fois, g fois, etc., '^ plus petite. ^
Je ttoaqueiai a Kistemitë àt la iw^niiiire luanfacepoorics points f^i placés à Tunité de distance, et iriatensité de la ksqende ponr ks ^ .pofaHs ^aiét4k;.«ème djeanim ;gestparçBS quantités ^m Ton compare les deux knnijfenis enti^ elles, et 1^ die, pew eette^â raisMi, que a et i en sont les mlawti^. k
Cela posé, soie«l A H jB Jci de^i Ifoêèses^ et C le point chertu-a
chë. Je fend ABsnd, AC=x^ d*o& BOssd^x^ ly^^K^I bfipaoqM
cité, aux distances 2, 3, 4»* • • Hntensit^ de la lumière A serait
P ~' ]^j**«; donc pour le point C,* la fistancear, die est -ï^.
Pareillement Fintensité de la lumière B, pour le mime prâit C,
b àla distance d—x^ est ^^^ . Ojr, renoncé exige iioe ces deox
intensilés soient t%ries; donc on a réqeMtion
EDe pent sTéortre ainsi
et pour éyiter jd*iûtioduire des rji^^ux dans le calcul j, je mettrai c* au lieu de —, ce <)ui reyienl à dealer par e la Htia» Ma4t I de ce rapport. Alors Féquation à résoudie sera
un pourrût développer la carré de if— «, etmettte êétté ééftÈf tion sous la forme ;r'-f^j:-|-2=o j mais on la ramène sur4êi<iiikillp au i*' àegri en extrayant la racine carrée des deux me^i^res* On troirre ainsi, en donnant à diaqué raicSne le «gne dtz^
et, à cause de ^'ambiguïté des ^nei| cette équation éqmfMt aipx quatre sulyantes :
Hais si on change tous les signes des deux dernières [d]^ on retombe sur les deux premières [c] ; par oonséquent on se bornera à considérer celles-£i.
A ce sojet on peut remarquer d\ine manière générale que tontes Jci Â>i^ V^^^ extndt la racine carrée des deux menilûres d'ane Lii|aaiioB9 il.iuffit de mettre le ^gne ±: detant tu JTenx.
.176 UE^ff ^^ALOifltl*
^' Je réiodt donc les éqaatioDS [e] , et j'en tire les Aenx Talenrs
Discussion* i^ Soit c<^i. Comme c* représente le rapport -,
cette hypothèse revient à supposer là lumière A plus intense que B. Alors la première italeur de j: est positive, <^</, et^id. Donc il existe entre les deux lumières, et plus loin de Â que de B, un point G ^[alement écrire par diacune.
La seconde valeur de a: est aussi ponrïve, mais ^ dL EUe détermine un point tel que CS^, au-delà de B par rapport à A; et il est facile de reconnaître qu'en ce point Fintensité de la lumière qui . émane de A est la même que celle qui émane de B. En effet, ou 'est certain que cette valeur '^S'x satisfait à Féquation [0] ; donc, ytxi la déégmA par ^, on doit avoir
jl%filité 4ont ks deux membres sont précisément les intensités dont
(,r 2^ Soit c^ I : c^est-à-dire que llntensité de la lumière B surpasse celle de A. H est clair qu'on doit trouver pour le point B ce qui vient d'être dit du point A, et réciproquement. Cest ce que les valeurs de x confirment.
La première, qui est positive et <[7 ^, montre qu'il existe entre A et B un point ^^einent éclairé par chaque lumière, mais qu'il est moins rapproché de A que de B,
La seconde valeur de x est n^;atite : désignons-la par ^^af. Gomme elle doit toujours satisfaire à l'équation [«], on a
(d+afy
Or, si de l'autre c6lé de A on prend ACssxf^ le jpreînier meoibxt de réalité ci-dessus exprimera l'intensité de Jb luinij^ que le point C" reçoit de A, et le second membre , cdle 'ip hî ipmière qu'il reçoit de B; donc le point G' est Cernent édairé par A et
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par B. Ainsi ^ conformément au n*' i o4, Ja valeur négative de x indique un simple changement de position dans }a distance que cette lettre représente.
3« Soit c= I , ce qui suppose deuic lumières d^égale intensité. Les deux ypleurs de x deviennent
X 5^ -— • X ss , 2 O
La seconde étant infinie, il n'existe plus, à proprement dire, qu'un seul point également éclairé : il est déterminé par la première valeur, et c'est le milieu même de la ligne AB.
Pour montrer comment la valeur infinie peut convenir à la question, remarquons que dans le cas actuel, où c=:i| Féqua tien [6] peut s'écrire ainsi :
Alors on voit qu'en donnant à x une très-grande valeur, le premier membre différera très-peu de Tunité, et que cette différence peut être rendue aussi petite qu'on voudra en prenant x suffisamment grand. C'est là le sens qu'on doit attacher à la valeur infinie, laquelle a d'ailleurs ici le signe ambigu ±l,
193. Pour exercice, je proposerai encore les énoncés suivans : Problème IV. I>eux ouvriers employés à des prix dijférens^ ont été payés au bout d'un certain temps. Le premier a reçu ^/r.j et le second , qui avait travaillé 6 jours de moins y a reçu 5^fr. Si le second avait travaillé tous les jours j et que le prc mier eût manqué 6 jours y ils auraient reçu tous deux la même somme : on demande combien de jours chacun a travaillé^ et le prix de sa journée. Réponse : Le 1'*^ a travaillé 24 jours et gagnait 4 fr* par jour ; le 2* a travaillé 18 jours et gagnait 3 fr.
Problème V. Un marchand fait escompter par un banquier deux billets; Vun de 1577^90 payable dans 3 mois, et Vautre de 2605^ payable dans 7 mois. Il reçoit pour le tout la somma de 4o5o^ .• on demande le taux de Y intérêt d!aprhs lequel V escompte a été fait. Réponse : Le taux annuel de l'intérêt était de 5^,6o
p. lOO.
Ij8 LEÇONS d'algèbre.
Paobiàms YI. Trouver deux nombres xetj tels que si on les multiplie respectivement par des nombres donnés a et b, la somme des produits soit égale à un nombre connu p ; e/ tels encore que si on multiplie leurs carrés par les mêmes nombres a et b, la somme des nouveaux produits soit égale à un autre, nombre connu q. Réponse :
_ ap±Vab[{a + b)q'--^ _ bp zpVab [{a + b) q—p^] ^— a{a+b) ' ^"^ a{a^b)
If. B. Si le lecteur trouve quelque difficulté à résoudre ce problème, à cause * des deux inconnues qu'il renferme , il {»ourra remettre à s'en occuper après le 110194.
Equëittons à une seule inconnue qu'on résout comme celles du V degré. Quelques exemples qui renferment plusieurs inconnues et qui dépendent du a» degré.
193. Lorsqu'une équation ne contient que deux puissances de rinconnue, dont Tune a un exposant double de celui de Tautrc, on peut la mettre sous la forme
En considérant d'abord x"" comme l'inconnue, jr"« en sera le carré, €t l'équation se résoudra comme celles du a* degré. On a ainsi
Représentons d'une manière abrégée par a et & les dieux valeurs de x^i on aura
ar^ = a et x^sssb:
et quand on saura résoudre ces équations , c'est*à-dire , trouver toutes les valeurs de x qui satisfont à chacune d'elles, il est évident qu'on connaîtra toutes les solutions de l'équation [i].
Ces équations sont de la classe de celles qu'on nomme à deux termes, et je renœttrai à m'en occuper plus tard. Pour le mo- BMni )€ m'arrêterai au cas de i»=:2. L'équation [i] est alon
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en prenant o^ pour inconnue^ on en tire d'abord
et ensuite, chacune de ces nouvelles équations donnant deux ncines, Téquation [2] en admettra quatre, savoir :
Supposons, par exemple, qu'on ait Tëquation particulière
On fera dansles formules précédentes /7=— 12, j's— 64 ; et elles donneront
x=±\/e+ V 36+54= ±:v/6-f Vioo= db ^16=^4,
Ainsi Féquation dont il s*agît a quatre racines , deux réelles et
deux imaginaires : x^=±/^^ xe=:±:j2V — i.
ig4« Les principes qui ont servi à résoudre les équations ou 1*' degré à plusieurs inconnues, reçoivent aussi leur application dans le 2* degré.
Exemple I. Soient les deux équations
[3] x+j'=ay x^+y=b\
Pour les résoudre, d€ la 1'* on tire
00 substitue cette valeur dans la 2*, laquelle devient racoessive-
ment
X* +(a — x)* BE i*,
2X* — 2ax + a' = b^y
X* — ax sss .
Cette dernière donne deux valeurs pour or, et en les portant dans Fexpression jrssza — Xj on aura pour jr deux valeurs correspondantes. Il vient ainsi
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Il faut avoir bien soia de prendre les signes supérieurs ensemble, et les signes inférieurs ensemUe.' Les deux solutions qu'on obtient ainsi ne différent que par le simple changement de x en j^ et de y en x* Ce résultat était facile à prévoir par la seule inspection des équations [3], puisque ce changement ne leur en fait subir aucun. Une observation analogue se présente dans Texemple sui* Tant.
Exemple II. Soient les équations
[4] *"+^*=û% oyasi'.
La a* donne ^ = -— , et par suite la i" devient
b^ a:'+ — = û' ou x^ — û'x'+^* = o.
En considérant pour un moment :r* comme Finconuue , ou tire de là
Par conséquent, si on prend séparément ces deux valeurs, on en aura quatre pour .v, savoir :
En mettant ces valeurs dans l'expression j-sr — , on obtiendra
les valeurs correspondantes dej*. Si op substitue d*abord les valeurs la]j il vient
^V^ia' + Wa^—^b^
Pour simplifier, on multipliera les deux termes de cette fraction par le radical V^a^ — iVa^-^^b^ : il en résulte
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En réduisant le dénominateur, on le trouve égal à b^ \ donc
^ s= rfcV/^ û* — ^ \/û4 — 4^4.
Sans nouveau calcul, il esl clair que les valeurs de y^ correspond dan tes à celles de la formule [&], seraient
On voit donc que les équations [4] admettent quatre solutions qui sont complètement connues. En prenant, dans chaque accolade ci-dessous, les signes supérieurs ensemble et les signes inférieurs ensemble, ces solutions seront représentées assez distinctement de celte manière :
lr=d=\/ia»— i\/^4zr4^ \y = ±y/\ «» + ^ v «4— 4^.
Les mêmes équations fi] peuvent se résoudre plus simplement comme il suit. En ajoutant à la i"lc double de la 2", et observant que a:'-f;7'''-f-2x/ est le carré de o^-l^? il vient
(a:+jr)' = û' + 2^», d'où :r+j*=±: Vû*+2^»".
Pareillement, en retranchant de la i" le double de la 2% on a [x—ff = a» — 2^« , d'où .r — j- = ±: Va^ — iO*.
Maintenant qu'on connaît la somme x-^jr et la différence «— :^, la règle du n*» 92 donnera les valeurs des deux inconnues. On peut d'ailleurs associer comme ou voudra les signes des deux radicaux. En les prenant tous deux avec le même signe, il viendra
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Puis, en les prenant ayec des signes contraires^ on aura
On obtient encore qoatre solutions , comme par le premier procédé; mais elles ^ présentent sous une forme di£férente, et au lieu de radicaux superposés^ elles ne renferment que des radicaux séparés.
Gomme les solutions trouvées par chaque procédé doivent être les mêmes, on est certain que les valeurs déterminées par le second ne sont qu^une transformation de celles qu^on obtient par le premier. On expliquera tout-à-l'heure (196) une méthode de calcul pour opérer les transformations de cette espèce, toutes les fois qu'elles sont possibles*
ExsMPLE III. Soient les équations générales
[5] a:»+Pa:+Q=o, x^+jyx+Qf=:o^
ans lesquelles P, Q^V^yQfy sont des fonctions quelconques dej-. Par la soustraction , on en déduit celle-ci
(P-P>+Q~Q'=o, d'où ^=^^.
£a mettant cette valeur de x dans Tune des équations [5] , dans la l'^y par exemple, il vient
ou , sous une autre foi me,
(Q'-Q)'+(P-P')(PQ'-QP') =0.
Cette équation ne contient plus que la seule inconnue j*, et quand on saura la résoudre , elle fera connaître les valeurs de jr. En les substituant dans Fexpression de x écrite plus haut, ou obtiendra les valeurs correspondantes de x,
ig5. Pour que Fanalyse du 2* degré &Lt complète, il faïudrait considérer les cas ou les inconnues sont en plus grand nombre que les équations. Le plus simple est celui d'une équation unique entre 4tttX inconnues x tt jr. Si on la résout par rapport à Tune des in-
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['connues, j^, par exemple, on trouvera, en général, une exprtsâoD qui renfermera x sous un radical \ de telle sorte qu^en don- Bint à cette inconnue x des valeurs rationnelles quelconques^ on en trouverait, pour jr, qui seraient irrationnelles. On peut alors se froposer de rechercher les valeurs rationnelles de x pour lesquelles les valeurs correspondantes de y sont aussi rationnelles. Alais la Ifl&cnllé de ce problème, à moins qu'on ne le restreigne à quelfpes cas fort simples , est supérieure à de simples clémens. Gonnlles la Théorie des Nomhres de Legeudbe.
^ÈmcUie carrée tTune quantité en partie commensurable et en partie incomtfuuuurabie, ou bien en partie rtelle et en paitie imaginaire,
iq6. Nous nous proposerons d'abord d'extraire la racine car^ rée d^une quantité en partie commensurable et en partie incom mensurable.
Si on fait le carré de Va-^Vb^ a et b étant des quantités I rationnelles, on trouve un résultat de la forme A-f-V^B, dans lequel A et B sont des quantités rationnelles. De là on conclut réciproquement que la racine carrée d'une expression de cette dernière forme peut aussi, dans certains cas, se ramener à la première^ c'est cette transformai tion qu'il s'agit d'effectuer, lorsqu'elle est possible. Il faut donc considérer A et B comme des quantités rationnelles, VB comme une quantité irrationnelle, et déterminer, ^our a et b^ des valeurs rationnelles telles qu'on ait
En développant le carré, il vient
a+b+Vj^^^A+VB,
Dans le i" membre,.rt + ^ doit être un nombre rationnel, vX il n'y a que la partie V^ab qui puisse être un nombre irrationnel : or je dis qu'on doit avoir séparément les deux égalités
1^,] a+b = Ay [2] 4«A=:B.
Supposons qu'il en soit autrement ^ et isolons V^aù dans 1 1** membre ; il viendra
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\/^d = A—a—b+VF.
Faisons À— a — &=:A afin d^abréger^ puis élevons au carré. On
aura
4a6==A»+B+2*KB, ou 4âZ»— ife»— B = 2ife\/B:
égalité absurde, car une quantité rationnelle n'est jamais égale Ix une quantité irrationnelle. L'absurdité ne peut cesser qu'en posant i& s=r o, ou, ce qui est la même chose, a-^b = A. Alors la dernière égalité se réduit à ^ab — Br=o ou ^ab=Bi et Ton est ainsi ramené aux équations [i] et [2].
Si on élève la i" de ces équations au carré, et qu'on en retranche la 2", le i'*^ membre de l'équation résultante sera le carré de a — b^ donc
Il est permis de supposer que a est la plus grande des deux quantités a et i , et pour cette raison on prendra le radical K A' — B avec le signe -f-.
Maintenant, on connaît donc par les équations [i] et [3] la somme et la différence des inconnues ^ et ^ ^ par conséquent on aura
a=^A+iV/F=rB, ^ = ±A--^\/a^=Ib.
La question exige que les valeurs de ^ et de 6 soient rationnelles ;
or il est évident qu'il faut, pour que cette condition soit remplie^
que A*— B soit égal à un carré C*.
Alors il viendra
et par suite
[4] \/I+Vb = v^^+^ 4. y/IE^.
Comme on suppose tacitement V \i positif, les radicaux du 2* membre doivent se prendre tous deux avec -|-> [ou tous deux avec — : autrement, en élevant ce membre au carré ^ on ne reproduirait pas le terme -4-\/B , mais bien — VF.
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Celte explication même prouve que si Ton avait y/A — VB > il
faudrait prendre les deux radicaux avec des signes contraires; et en conséquence on écrii*ait
[5] y/IZvU'^y/^-x/^^.
Pour exemple, soit Texpression ki24-V^i4o» OnaA=i2, Bs=i4o, A* — B = 4. Ce dernier nombre est un carré, et l'on a G = 2 : on peut donc appliquer la formule [4] » et il vient
Soit encore Fexpression \/ 1 — 2a:V/i — a:'« On aura Arsr,
B=4^' — 4^? ^A' — B ou C=i — 2A''. Puisque C est sans radical , et que d'ailleurs le second i*adical de l'expression proposée a le signe — , il y a lieu d'appliquer la formule [5], et il vient
VI — 2.'cV/i — x^ = Vi — X* — X.
Cest la même valeur de Vi — x^ qui entre dans les deux membres. Eu outre , on doit observer qu'il faudra mettre le signe ± devant le second, si on veut qu'il représente les deux valeurs du premier. 197. Lorsque la quantité A' — B n'est pas un carré, les valeurs de a et de Zr ne sont plus rationnelles ; mais il est clair qu'en les
substituant dans V'^ + V^/; , on n'en a pas moins une expression
équivalente à v A+V^B. Seulement, comme elle est alors beaucoup plus compliquée , elle est plus rarement employée. Cependant, quand VH est imaginaire, elle conduit à un résultat qui mérite de fixer raltcntion. Changeons B en — B% A+V^l^ devient A-j-B K — 1 5 et ce qu'il y a de remarquable , c'est que la racine carrée de A-f-BV^ — i se ramène elle-même à une expression de la forme a-^-bV — i, dans laquelle ael b sont des quantités réelles , qui peuvent d'ailleurs , ainsi que A et B, n'être pas rationnelles.
Cette proposition devient évidente sur-le-champ en changeant
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B en — -B* dans le» calcnk du n? précédent. Alors y au lieu de C=a: VPHJB, onaCsc V'A'+B* ; donc
A4- V^A»+B* , A— V^FpP
Le radical VA*+B* étant > A , la valeur de a est positive , et celle de & est native. Beprësentons-Ies par «' et— /S', on aura
et par suite
Je prends le et /8 tous deux avec + , ou tous deux avec — , parce ^e le produit 20/3 doit être égal à 6, qui est supposé positif. S'il y
avait — devant BV^ — i, il est clair qu'on devrait écrire
[7] \/a— BV— I =db(*— ^V— I).
Il serait facile de parvenir directement à ces dernières formules en posant v A+B V^^ = *+/3V^^^, et en déterminant pour
• et /3 des valeurs réelles telles que A-f-B V-— 1 soit le carré de
Mr^-fiV — I. Mais je laisserai cet exercice au lecteur. J'aurai d'ailleurs occasion , chap. XI , de revenir sur ces transformations* Pour offrir une application, choisissons l'expression très- simple
vdz V — I . En la comparant avec v A±:B V — i , on a A = o , B==i, û=i, & = -i, «= Vf, ^= ^h donc
198. Remarque. Ajoutons les formules [6] et [7] eu ne prenant * que le signe -f* pour chacune d'elles : les imaginaires se détrui* ront y et il restera
V/a+BV/— i + V^A— BV'-.i =5 2- « \/aA4.2 VA^+BV
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Ge résultai offre Texemple d'ane expression ci
naires, et qui cependant se réduit à une quantité réelle. Ainsi 9 mi aurait
Remarque sur les maximams et les minimams.
19g. On a trouvé plus haut (189) que le produit maximum qu'il est possible de former avec les deux parties d'un nenJ^ est égal au produit de ses deux moitiés. Cette proposition peut être généralisée en ces termes : Le produit de plusieurs nombres , dont la somme est égale à un nombre donné , devient maximum qucaid ces nombres sont égaux entre eux»
Supposons qu'on ait rt+^-|-c+tZ+« • •=/^ y et que parmi les différentes manières de choisir les nombres a, bj c, </,•••• sans que cette condition cesse d'avoir lieu , on ait pris celle qui rend le produit abcd. . • maximum : je dis qu'alors tous ces nombres sont égaux. En effet, si /z et b^ par exemple , étaient inégaBi, on aurait 9 par le oP cité ^
et par conséquent
\cd. . •
Dans le second produit , la somme des facteurs est la même que dans le premier, cVst-à -dire, égale à/?. Donc le produit abcd. . • n'est point un maximum , à moins que tous ses facteurs dc soieut éfianm entre eux.
200. Le procédé du no 189, par lequel on a reconnu le produit maximum des deux parties d'un nombre, est susceptible d'une assez pande extension. Supposons qu'uuc fonction soit composée d'une qoanti té indéterminée AT, combinée avec des quantités données, et qu'on demande la valeur de x pour laquelle la fonction est un maximum ou un minimum. On raisonnera d'abord comme s'il fidlait rendre cette fonction égale à une quantité quelconque z :
aura ainsi une équation de laquelle on tirera la valeur de x ,
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et alors on cherchera s^il existe (|uclque valeur de z au-delà ou en-deçà de laquelle les vdenrs correspondantes de x deyiennent imaginaires. Dans le premier cas , cette valeur est un maximum que Fexpression proposée ne peut point dépasser^ dans le second, c^est un minimum.
Par exemple , soit la fraction
X^ a AT +2
En régalant à z , et tirant la valeur de « , on a successivement
! — = je,
:tx — 2
«•— -2(2-4"^) «^^ ^'2 + îi = O,
ar = j2+i±i Vz^ — I.
On voit sur-le-champ qu'en faisant z=+i,on a *s±:2;et que les valeurs de z un peu moindres que i rendent x imaginaire; donc Tcxpression proposée a une valeur minimum, laquelle est égale à I et correspond à :r=2.
Pareillement, en faisant s = — i, on aa:=0 5 et une valeur négative de z un peu plus petite que i rendrait x imaginaire. Or, en algèbre, des quantités négatives qui , abstraction faite du signe — -, vont en diminuant , doivent être regardées , quand on n'en sépare point le signe, comme croissantes : on peut donc dire que les valeurs de x un peu plus grandes que — i rendent x imaginaire 5 donc 5 = — 1 est un maximum de Texpression proposée, lequel correspond à :r=:o.
Le caractère essentiel d'un maximum n'est pas de surpasser toutes les autres valeurs, mais seulement celles qui le précèdent ou qui le suivent immédiatement. Une observation analogue doit se faire sur le minimum. Au reste , je n'insisterai pas davantage sur la détermination des maximums et des minimums. Jusqu'à présent elle a toujours été comprise parmi les applications du calcul diffé reptiel.
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CHAPITRE X
Puissances et racines en général.
Puissances et racines des monômes, Exposans fractionnaires»
201. Soit un produit pqr. , . , et ;z uu nombre positif quelconque : ou a
{pqr. . .)" znpqr, . .Xpqr. . .yc^pqr* • .X etc. =^ppp . • . X ^7^- • • X '*':''• • • X etc.
donc on élève un produit à une puissance en élevant chaque JaC" teur à celte puissance.
S'il s^agit d'une quantité a"" qui a déjà un exposant, on aura
(û"*)'» = û'»Xa"*Xû"*X. . .=tt"H-'»+«+- • • = a'"'»;
donc on élève à une puissance une quantité qui est déjà affectée d'un exposant j en multipliant cet exposant par le degré de la puissance.
Si Ton veut élever à une puissance un monôme quelconque, on peut le regarder comme un produit , et en conséquence élever tous les facteurs à cette puissance : or cela revient à élever le coefficient à cette puissance et à multiplier tous les exposons par le degré de cette puissance.
Lorsqu'une quantité est positive, toutes ses puissances sont positives; mais lorsqu'elle est négative, il est clair, d'après la règle des signes, qu'il y aura + devant la 2" puissance , — devant la 3*, -|- devant la 4^, etc. Ainsi, en général, quelque soit le signe d'une quantité y les puissances paires de cette quantité ont le signe -4-, et les puissances inf paires conservent le signe de celte quantité.
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Au moyen des règles ci-dessus , on aurait
202. On peut renverser ces règles , et on obtiendra, pour Tex* traction des racines, les règles suivantes :
i« On extrait la racine (T un produit en extrayant la racine de chaque fadeur.
2" On extrait la racine dHune quantité qui a un exposant en divisant cet exposant par le degré ou V indice de la racine»
3" On extrait la racine d^un monôme quelconque en extrayant celle du coefficient , et en divisant les exposans de chaque lettre par Vindice de la racine,
4* Quand la racine à extraira est ^indice pair^ elle doit avoir le signe ambigu ± j et quand elle est dt indice impair y elle a le même signe que la puissance.
Par ces ligles on trouve
l^8ia'^Z>" = ±. 3û4Z,3 , y/'Zia^ofjS ^ 2,^,^ ^
\/ — Z2.a^ù^^ = — lab^.
2o3. Quand le coefficient d^un monôme n'est point une puissance exacte de Tordre marqué par Findice de la racine à extraire, < ou que les exposans des différens facteurs ne sont point divisibles ; par cet indice , la racine du monôme syndique d'abord au moyen ^ du signe y ^ puis on simplifie le radical^ comme on Fa déjà fait ,
pour le radical carré. Par exemple, soit v/g6â7^^c". On ob- ^^j serrera que g6 5=2^X3, û7asa^x«% c" = c"»Xc5 donc >
y/gboT^^ss v^2VïV5<3â»c = 2aic»v?^3â»cr
Ce$t-à-dire que, /?cz<r Bimplijier un radical quelconque, on déeonyfosela quantité sous le radical en deux facteurs^ doni Fun ne renferme que des puissances exactes de même ordre que la L racine à extraire, et dont l'autre rCen renferme aucune; puis Wlk.-
emtrait la racine du premier fadeur^ et Von indique celle di)L, second. ^n
2o4« Aucune quantité réelle, soit positive , soit n<%ative , quandv.
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on relève à ùue puissance paire , ne peut donner de résultat né* gatif; par conséquent, toute expression cornposée d'un radical de degré pair ^ placé sur une quantité négative ^ représente une quantité imaginaire.
Telles sont , en supposant que a et b soient des grandeurs positives par elles-mêmes ,
Mais toutes ces quantités peuvent , de même que les radicaux carrés imaginaires (167) , se transformer en produits dans lesquels il n'entre d'autre imaginaire qu'une racine de —1. Par exemple il est dair qu^on a t
!2o5* De même que la division a conduit aux exposans n^atift , de même l'extraction des racines mène à l'emploi des exposans fraclionnaîres. D'après la règle 2" du n° 202 , si l'on veut extraire la racine 5* de ^'°, on doit diviser l'exposant par 5, et la racine cherchée est à^. Mais en se bornant à indiquer la division , on
peut écrire V a*» = a « ^
Si l'exposant de a n'était point divisible par 5 , la racine ne pourrait plus s'extraire j mais rien n'empêche d'indiquer encore la dirîaion de l'exposant, lequel aura alors pour dénominateur l'indice de la racine. Les algébristes ont en effet adopté cette con- Tention , et en conséquence ils regardent comme équivalentes les
deux expressions y a"^ et â n *
uirrangcmenSf permutations, combinaisons,
ao6« pour former une puissance quelconque d'un binôme , on conduit incidemment à résoudre une question qui exige queldéveloppemens , et dont il est bon de connaître la solution Lce. Elle fait d'ailleurs partie d'une théorie utile dans un ^ftind nombre de recherches , et surtout dans le calcul des proba-
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bilîtés. Cette théorie , que je vais exposer ici, est celle des arran gemens^ Aes permutations et des combinaisons,
207. Arrangemens. Plusieurs lettres, a, b^ c, J, ^,*.« étant données , imaginons qu'on les prenne deux h deux de toutes les manières possibles, en sorte que chaque assemblage de deux lettres soit différent des autres , ou par les lettres qui le composent , ou par Tordre dans lequel elles sont écrites : on aurait ainsi ce qu'on nomme les arrangemens deux à deux des lettres données. On comprend de même ce qu'on entend par arrangemens trois à trois, quatre à quatre y etc. Rien de plus simple que de composer ces difTéreus arrangemens et d'en déterminer le nombre. Le seul soin à prendra sera de suivre un ordre qui les fasse trouver tous sans en répéter aucun.
Pour avoir les arrangemens 2 à 2 , il sufïlt de placer, à c6té de chaque lettre , alternativement chacune des lettres restantes. Ce cette manière , on obtient des arrangemens tels que
abf acy ad y ae^ . • • ba, bcj bdj be^. ,.
etc 5
et en même temps on voit qu'en désignant par m le nombre, des
lettres a, ^, c, . • . et par Aa le nombre de leurs arrangemens 2 à 2,
on aura
Aa = m{m — i).
On passera aux arrangemens 3 à 3 en plaçant , après chaque ..rangement de deux lettres , alternativement chacune des lettres qui n'entre pas dans cet arrangement. Il vient ainsi
ahcy abdj ahe^ . • , achy acdy ace^ . • • etc.;
et, en nommant A3 le nombre de tous ces arrangemens 3 à 3
ou a
On s'élèverait seroblablement aux arrangemens 4 ^ 4> et^ pour en connaîtie le nombre, on aurait la formule
arrani
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Chaque fois qu'on s^ëlèyera à des arrangemens.qui auront une Iet(re de plus, il est clair qu'il s'introduira, dans la formule qui exprime le nombre des arrangemens, un facteur déplus, lequel sera inférieur d'une unité au facteur placé avant lui. Dès-lors on peut conclure avec certitude que l'expression générale du nombro des arrangemens nkn devra reufenner n facteurs pris consécutivement dans la suite m, m— -i , 77t— 2, etc. Le dernier facteur sera donc m — (/i — i) ou m— 7i-4-i, et par conséquent, en appelant A„ le nombre des arrangemens de m lettres n à 71 , on doit avoir
En faisant ti = 2, 3, 4 > 1^ dernier facteur 772 — ^/i-f-i se réduit successivement à m— 1,771 — a, tti — 3, et Ton retrouve les valeurs de As f A3, A4.
ao8. Permutations. Apres avoir placé plusieurs lettres les unes à c6té des autres , si on change de toutes les manières possibles Tordre de ces lettres, on formera leurs permutations. Les permutations de 71 lettres ne sont donc autre chose que les arrangemens de ces n lettres 72 à n; et par conséquent on peut calculer leur nombre par la formule [i] en y faisant m=n. Si on représente parP,! le nombre des permutations de n lettres, on auraP^ss 7i(7t— i) (/i — 2). • • 1 , ou y en renversant Tordre des facteurs ,
Ji^fi «^^ I.2.«#.*« 72.
On peut trouver cette formule directement comme il suit. Avec 2 lettres il n'y a que 2 permutations. Gellesjde 3 lettres se formeront en plaçant alternativement, après chaque lettre, les permutations des deux autres, ce qui donnera 2.3 permutations. En continuant ce raisonnement , on voit que le nombre des permutations de 4 lettres est 2 .S. 4 9 et qu'en général, pour 7t lettres, il serait
Itt2.3»4* • •''•
209. Combinaisons, Lorsque parmi les arrangemens 7s à 7t on ne conserve que ceux qui différent entre eux par une ou plusieurs lettres , ceux qu'on obtient ainsi sont désignés sous le nom de combinaisons ou de produits. Par exemple, les deux arrangemens abc et bca ne forment qu'une seule combinaison ou qu'un seul produit.
ig4 LIÇOM B*iSLGiSBBK.
Panm les'anaDgfliiMMâem lettresnàyiy il estdair que chaque combtBaisoB de n kttret doit le trouver répétée autant de fois qu'il y a de pehnutatioiis posâblea entre les n lettres de cette combinaison. Sbnc^ si on divise le nombre total des arrangemens de m lettres nkn par odai des permutations de n lettres, on obtiendra le nombre des comlnnaisons de m lettres nkn. Ainsi , ce dernier nond>re étant désigné par G^ > il sera donné par la formule
r3i ^^_.An_y7y(m7-ï)(m— a).:.(m— w+t). *• ■* Pn 1 . 2 •. 3 n
Si on veut avoir en particulier le nombre des combinaisons ai à 2 y 3 à 3 , etc., il feiudra ùàit n ss a , 3 , etc.; et il viendra
t«3 = ' j t»3 = j> « etc.
Lliypothèse n= i doiinerait G. s= m; et en effet les combinaisons de m lettres une à une ne peuvent être que ces lettres elles-mêmes.
siio. Le nombre de6 combinaisons qo^on peut &ire avec des lettres étant essentiellement entier , il s^ensuit que la division indiquée dans la formule [3] doit sWectuer exactement. Donc un produit de n nombres entiers consécutifs est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entiers.
Bitiâmm de Ssmoi, dans it ca». de Vexposant ekiier positif.
21 T* Tout binôme peut être représenté par x-^Oj et la question est de trouver une formule générde au moyen de laquelle on puisse obtenir immédiatement une puissance quelconque de ovf-a sans passer par toutes les prccédenteSé La formule qui atteint ce but est peut-être la plus importante de Fanalyse : on l'appelle vulgairement binôme de Newton , du nom de son invente^r.
La première idée qui se présente est de faire les puissances sucoesdves de ^-f-a par voie de multiplication , et d'examiner s'il est possible d'y apercevoir une loi qui permette de former immédiatement une puissance qudceuque, sans passer parles puiasanees inférieures. Ces calculs se présentent comme il suit :
LEçoirs d'aloîsbbb. igS
j:'+2fla:*+ à*x
La loi générale des exposans est évidente , mais celle des coeffidens ne Test pas. A la yérîté , on voit bien que ceux du premier terme et du dernier sont égaux à l'unité , et que ceux du second et de rayant-dernier sont égaux à Texposant du binôme 3 et même, pour les termes intermédiaires , on reconnaît bien encore que les coeffidens également éloignés des extrêmes sont égaux , mais leur composition ne s'aperçoit point.
Ces coeffidens proviennent des réductions qu'entraînent les termes semblables. Or, en multipliant entre eux des binômes tels que J^+û, ^+^j "^r+c, etc., dont les seconds termes sont di£Férens, ces réductions n'auraient plus lieu, et il peut se faire qu'alors la composition des termes du produit se manifeste.
212. Considérons donc les produits successifs de ces binômes. Voici les trois premiers :
{x-^a) (x^b) {X'-\^) = a:^+fl
x^"\-ab
X'-^-abc,
-|-ÛC
+bc
x^+ab
x^-^bc
-|-ÛC
+abd
+bc
'^acd
+ad
+bcd
bd
+cd\
X'-^abcd,
^ Tgé^ LEÇONS d'àLGÈBBB»
Ln considérant comme un seul terme tous ceuic qui renferment lu miidie puissance de x, on retrouve ici, pour les exposans de x, la mèofd loi que dans les puissances de ar-f^ç : c'est-à-dire que dans le prtirnier terme V exposant de x est égal au nombre des binômes facteurs , et quil diminue progressivement âHune unité jusqu'au dernier terme , oU il est zéro,
La loi suivant laquelle se composent les multiplicateurs de ces puissances est également facile à apercevoir. La plus haute puis* sance est mïillipliée simplement par Vunité; celle dont Vexpo^ .fint a une unité de moins Vest par la somme des seconds termes t'es binâmes y celle qui a 2 unités de moins y Vest par la somme ths divers produits qiHon obtient en combinant ces seconds termes 2^2; celle qui a 3 unités de moins ^ Vest par la somme des produits qiCon obtient en combinant ces seconds termes 3 à 3 ; ainsi de suite jusqiH au dernier terme ^ ou V exposant de x est zéro , et qui est égal au produit de tous les seconds termes des binômes,
La marche qu'on suit dans les multiplications successives suffit pour convaincre que ces lois s'étendent à tant de binômes qu'on voudra; mais s'il restait encore quelque doute y la démonstration suivante le dissiperait.
Admettons pour un monient que ces lois soient vraies pour le produit d'un certain nombre m de biil6mes; je vais prouver qu'elles le seront encore en prenant un binôme de plus. Soit
a:«-4-A:c"«~» +B:c^-» +Cx"»-^ . .+Y
le produit de m binômes a:+^, a:+^, :c+^« • • j si on le multiplie par un nouveau binôme a? +/, il viendra
On reconnaît sur-le-champ que la loi des exposans de x est la même : car l'exposant de Xy dans le premier terme, est égal au nombre des binômes facteurs , et il décroît successivement d'un(^ unité jusqu'au dernier terme, qui ne contient plus x,
La loi des coefficiens se soutient également. D'abord il est clair que celui du i**^ terme e^t eacoj:e l'unité.
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Dans le 2* terme, où l'exposaut de a: a tmo unité de tû^nm-y le coefficient est A-)-Z. Or, A étant la somme des seconds-termes des m bîn6mes X'\~ay x-f-^)- • • il s'ensuit que A-4-/ est eâie des seconds termes des m+i binômes x+a, x-^'bf • .a>J-/. ' î
Dans le 3' terme, où Pexposant de j: a 2 uuite^ de moBns, le coefficient est B-|-/A. Or, d'une part, B eyprime'la somme des produits a à 2 des m seconds termes a, ^, c. • . 3 et , d'autre part , /A est celle des produits de ces m termes par / : donc B-f-^A est la somme de tous les produits 2 à 2 qu^on peut former avec les m^i seconds termes a^ by Cy. •!.
Dans le 4* terme , où Fexposant de j; a 3 unités de moins , le coefficient est G4*^B. Or, d'une part, G ex[:iime la somme des produits 3 à 3 qu'on peut former avec les m quantités a, ^, c. . • ^ et, d'autre part, /B est la somme de leurs produits 2 à 2 multipliés par / : donc C-j-^B est la somme de tous les produits 3 à 3 qu'on peut faire avec les m-^i seconds termes a, 6, c, . • .Z.
Ce raisonnement peut se continuer pour tous les autres termes jusqu'au dernier ZY, qui est évidemment le produit des m+i seconds termes a, i, c, . . ./, puisque Y est Iï; produit des m quantités <i, ^, c. • . •
Ainsi, la loi de composition , supposée vraie pour 772 binômes, est encore vraie en prenant un binôme de plus. Or, par le fait de la multiplication , on l'a reconnue vraie dans le cas de deux facteurs^ donc elle est vraie pour trois. Etant vraie pour trois, clic le sera pour quatre ^ et ainsi de suite , quel que soit le nombre des facteurs. Donc enfin elle est générale.
21 3. Maintenant, pour revenir à la puissance (ar+«)'"j il suffira de supposer dans le produit de m binômes j:+a, ^+^, • • • tous les seconds termes égaux à a. D'abord il est clair que les puissances de X contenues dans les termes successifs sei ont encore
*w>tn *jitt— — I <y«nt"— 9 (jf
et que le premier teiine sera simplement x^.
Dans le produit des m binômes , le multiplicateur de x^ *' est 'la somme des m seconds termes des binômes; donc , dans le développement de (^r+û)"», ce multiplicateur deviendra ma i donc le 2* terme de ce développement est niax"^^»
Otti» k 3f tenoe dti produit des m binômes, les divers produits r% kmMpimviîifl^enix''^^ deyiennent tous égaux à a'$ donc leur «oioatf sera égale à autant de ibis «r* qu'on peut faire de produits 2 à 2 ayec m lettres^ donc, si on nomme p le nombre de ces prodiâtSy le 3* terme du deydoppement de (x-^y^ sera/^a^x"^'.
En général, la somme des produits par laquelle chaque puis- .sanc^ de x est multipliée, dans le produit des binômes, doit se fdianger en une puissance de a , répétée autant de fois que cette sc^mme contient de produits. Par conséquent, en désignant par p, q, rj,., le nombre des produits 2àa,3 à 3, 4à49*** ^^ m lettres, le développement de (j>f^)'" pourra s'écrire ainsi :
Pour, dernier terme, j'ai pris simplement a"*, parce qu'il doit être le produit de m quantité égales à a.
La quesfion est donc ramenée à chercher les coefficiens p, 9, r, • • «^ - mais comme ils sont déjà connus par le n^ 209, il n'y a plus qu'à substituer leurs yaleurs, et l'on a enfin la formule
, y?2(7w— i)(m— 2)(7yj— 3) ,^^^, , ^
21 4* La loi des termes est si évidente, qu'on peut écrirç immédiatement un terme de tel rang qu'on voudra.
i« Il est clair que chaque coefficient a pour dénominateur la suite i .2. 3. .« , jusqu'au nombre qui marque combien il y a de termes qui précèdent, et pour numérateur, les facteurs décroissans m(m — ï) {m — 2), • . jusqu'à celui où m est diminué d'autant d'unités , moins une, qu'il y en a dans le dernier facteur du dénominateur. ^
2^ Il est clair aussi que l'exposant de a est toujours ^al au nombre des termes qui précèdent, et celui de x égal à m diminué de ce même nombre ; de telle sorte que la spmme des exposans de s et de a reste çonstanupient égale à m.
En conséquence , si on d(ssi^ne piepr T^ tm tmoe quçlfsonqae
dont Ii8 irang est n^ on ftur», pour I9 ietm^ Twf-s jtjni occope le rang/i^-i oaquienana¥$iatIiiiy
T _1 m(m— i)(7W— 2), , > (m— Ti+O '
j.«4,,as--- — ■■'irSaff'^*,
Celte expression est le terme général de la formule [i]. On l'appelle aîn«, parce qu'en j supposant successivement n=i^ a^ 3,. • . on peut en déduire tous les termes de cette formule, à partir du secondy.
Par exemple, pour avoir le 7^ terme, on y ferait /i 056, et ^ viendrait
rp _ fyi(m-^i) (m^a) {m-^) (/w-r4) (wi^-S) ^^^ ^ 1.2.3,4 .5.6 ^^»^^-
Si on voulait avoir le dernier ternie , il faudrait observer que la formule a e» tout m-|-i termes, et que par suite il faut supposer n =:i7i. Alors il vient
• ^ 7»rifi— ■i)(yi— a),... I
Or le numérateur renferme , dans un ordre inverse , les mêmes facteurs que le dénominateur, et x^ est la même chose qoerunité, donc cotte expression se réduit à a"', ainsi que cela doit être.
Si on prenait pour n un nombre entier ]> m, il y aurait un facteur m^-'fn ou zéro parmi ceux du terme général, ce qui avertirait que tous les termes sont nuls au-delà du rang m-f-i, c^est-àdire que la formule du bin6me n'a pas plus de m-{-i termes.
Remarques sur la formule du binôme. Comment on rapplique,
2i5. Quand on veut faire une pubsance particulière de x^ay la cinquième , par exemple , il est commode d'employer chaque terme au calcul idu suivant. Or, si on examine avec attention les termes successifs du développement de (^r-f-a)'?, on découvre cette régie générale : Pour passer iVun teime au suivant , multipliez son coefficient par T exposant de x dans ce terme , divisex^le par le nombre qui marque le rang de ce terme j ajoutez une unité à rexpoÂim$ désuet r^trofiçhçi'en une à ùeUd de x.
ai8. Dons les déveUppemens de (.r4-<3r)~ ot de {scr^.a^'* xss^l et a=;a I : ils doniieEi(
O =Irr ^ i ^-T- -, ^+etÇ,
Ikmc, dans touf^ puissance de x-fra, la somme des coefficiens^ Y caxpprv^ ceux des termes extrêmes , est égale à une puissance d!e 2 1 indiquée par celle du binôme; et la somme des coefficiexu de rang pair est égale à celle des termes de rang impair»
219. Pour montrer comment ou doit faire les calculs , quand on veut élever ^ une puissance un binôme quelconque, je prendrai Tcxemple {na^ — Zbx^'f.
Qn .commence par développer {x — a)^ comme dans le n^ 2i5, ep ayant soin de placer les termes à la suite les uns des antres ji mesure quW les forme , et de leur donner altisrnativement les signes -f- et •— . On aura soin aussi de remarquer, lorsqu'on aura trouvé le 4^ terme, que les coefficiens des trois derniers sont les mêmes, dans ua ordre inverse, que ceux des trois premiers. De eette manière , on peut écrire sur-le-champ
{x — a)^ = x^ — 6aar* + 1 5fl'x* — 2oa^a:^ + ï 6a*4?*— ^a^x + <fi*
Maintenant , pour passer de {x — a)^ à (2^^ — Zbx^)^^ il n'y a qu'à changer x en ia^ et a en Zbx*. Il vient d'abord
(2a3 _ ^bx^f = (2fl3)«— 6(3^a:«)(2fl3)5 + 1 5(3*a:«)»(2a*)4 — 2o(3«^x«)3(2a3j34.i5(3ix«)4(2a3)«— 6(36:c»)«(2a*)+(3^*»)«,-
puis , en effectuant les calculs ,
(2a3— 36x«y^=64a'8-^576a^5^*»+2i6oa"6*x4 -^4320é|9&'xô® 4. 486oa*^M;c8— 29 1 Ga^ô^^r »• 4-729fi^x".
220. Dans la plupart des applications, on trouve plus commode de n'avoir à développer que des puissances de binômes qui aient
Funité pour premier terme. Or a:+û= jrf i + - Jj donc , en
a posant - s=sZ| on aura
On voit qu'il ne s'agit plus que de développer (i+jg)"*} et pour cela il suffit de remplacer, dans la formule [i] du n* 2iS| a: par i et a par z» Il vient ainsi
On réduit cette formule à la règle suivante : Aprhs cMnrfd^mé
asfçc V exposant m les fractions —, ?— rr— , .. , ^ , etc.,
prenez V unité pour premier terme du développement ; multi* pliez cette unité par la 1'' fi^action et aussi par z y multipliez le résultat par la 7,^ fraction et encore par z 5 multipliez le nouveau résultat par la ^''fraction et encore par %i et ainsi de suite. Enfin , ajoutez tous ces résultats au premier terme |, et ypuf aurez le développement de (i+z)"*-
On verra plus tard que la formule [i] ne cesse point d'être vraie quand l'exposant m est fractionnaire ou négatif. C'est surtoat dans ces cas qu'il convient d'employer la règle çi-dpsiius , parce qu'elle a l'avantage de mettre en évidenice la loi des |:pefficiens numériques propres à chaque développement particulier.
Puissances des polynômes,
221. En considérant deux termes d'un trinôme comme n'e^ formant qu'un , on ramène au binôme les puissances de ce trinôme , et l'on en peut dire autant de tons les polynômes. Je vais montrer ici comment on parvient par cette voie au term^ géné|:9il de la puissance
c'est-à-Jire , au terme qui renferme les lettres a, ^, c, . . • à des exposans quelconques 71, /i', «",.•..
Posons 3ç=ib'\'C'^d. . . : la puissance ci-dessus sçra ég^l^ [à^xy^ y et , d'après ce qui a été dit n*" 2 16 , la partie qui çontiefit a» dans le développement de {a^x)"^ peut s'écrire ainsi :
t t .n'^i»2»i,ffim—n
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Posons j^=c+^...: on aura a:'*-"'» = (A4"X)"*~"> ®' V^^ suite, si on développe cette dernière puissance, la partie qui contiendra If**^ sera égale à -
i.2.3««*..*n'Xi*2.3.«.«. •{m — n — n') *
Il est évident qu^en mettant cette quantité au lieu de x"*^** dans Fexpression [à] , le résultat représentera Fensemble des termes qui contiennent a^b'^' dans la puissance du polynôme donné. Ce résultat , en effaçant les multiplicateurs et les diviseurs qui se détruisent, sera
m— w— wO X c
Par suite, en mettant dans [b] cette expression au lieu de j"**"""^"', et faisant les réductions , on aura
T .2. 3.4 yw X a^b^'C'^z""-'^'^'-'^'
i.2.3...nXi .2.3...«'Xi»2.3...n"Xi«2.3...(m — n — nf — n")
II est évident maintenant , sans pousser les raîsonnemens plus loin , que si on nomme Y le terme général du développement de
ce terme pourra se représenter ainsi
raX I.2.3.. ./l'X i*2.3.. .n''X
n, nfy n*', . . • étant tels nombres entiers positifs qu'on voudra , pourvu que leur somme soit égale à m. De sorte qu'on obtiendrait tous les termes du développement dont il s'agit en donnant , dans cette formule, à n , n', n",. . . toutes les valeurs entières et positives qui satisfont à la condition .
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Mcmarque, Quand on fait un de ces nombres égal à zéro^Y prend une forme illusoire. Par exemple , soit n = o> la suite i • 2. 3 . • ./t placée .au dénominateur ne peut plus avoir de sens : car en prenant des facteurs croissans à partir de i, on ne peut pas rencontrer le facteur zéro. Pour lever cette difficulté , remontons au terme général [a] du développement de {a +:r)~, et remarquons
que l'hypothèse /2 = o le réduit à 5 . Mais, d'un autre
c&té, l'hypothèse n = o devrait donner, dans ce développement, le terme qui ne contient point a, et ce terme est x"*; donc, pour que ce terme puisse se déduire de la formule [a], il suffit de con» sidérer la suite i •2.3. • .n comme équivalente à i dans le cas particulier de n = o. La même observation doit s'étendre aux autres suites de facteurs contenues dans le dénominateur de Y 3 et alors Y donnera, sans aucune exception, tous les termes de la puissance du polynôme a-|-5-|-c+ etc.
Racines quelconques des nombres et des polynômes.
222. Supposons , par exemple , qu'on ait à extraire la racine cinquième d'un nombre.
On formera d'abord le tableau des puissances cinquièmes des neuf premiers nombres , et l'on s'en servira pour obtenir, à une unité près, la racine des nombres moindres que 10^, c'est-à-dire, qui n'ont pas plus de cinq chiffres.
Quand ua nombre a plus de cinq chiffres , sa racine cinquième en aura plus d'un, et on peut la décomposer en deux parties û-{-^, a étant les dixaines et ù les unités. Alors on examinera comment se conupose la puissance 5" de â-{-^ ; mais, comme on ne se servira que des deux termes qui renferment les plus hautes puissances de a , on posera seulement
(a + b)^ = a^ + 5a^ù+ etc.
Ces raisonnemens et ceux qui restent encore à faire sont tellement semblables à ceux qu'on fait en arithmétique pour trouver la racine cubique, que je crois inutile de m'y arrêter davantage.
Quand le degré de la racine est un nombre composé de
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plnriêfirs faetëiirSy elle peat s'extraire au moyen de racines successives dont les d^rés sont ces divers facteurs. En effet, d'après la !&* règle du n^ 202, on a
Or, si on voulait extv%ire de a'^P la raciue de Tordre mnp , celte racine serait éft^emment a : c'est-à-dire , la même qu'on trouve en extrayant d'abord la racine 771 , puis la racine n , puis encore la racine /?•
On pourra donc obtenir la racine 4^ au moyeu de deux racinefs carrées, la racine 8" au moyen de trois, la racine 16* au moyen de quatre, et ainsi de suile : c'est-à-dire que toute racine dont le degré est une puissance de 2 peut s'extraire par des racines carrées successives.
Au reste , quand on a besoin d'extraire . des racines de degré élevé , il est toujours plus commode de faii*e ces opérations par logarithmes.
224* Passons aux polynômes. La question à résoudre est celleci : On suppose qu'un polynôme donné P est la puissance m d'un polynôme inconnu p ; et il s'agit de retrouver p.
Considérons les deux polynômes comme ordonnés selon les exposans décroissans d'une même lettre a:, et nommons a, ^, c,* . . les termes inconnus de la racine p : ils devront être tels qu'en élevant a-f-&-)-6*. • . à la puissance m, on retrouve tous les termes qui composent P. Or, si on imagine qu'on effectue cette puissance par des multiplications successives , il est clair que, dans le résultat , le terme où x aura le plus haut exposant sera la puissance m de a ; donc on connaîtra le i*' terme a de la racine cherchée p en extrayant la racine m du 1*' terme du polynôme donné P.
Le 1*^" terme de la racine étant trouvé, il sera facile d'obtenir le 2* ; mais je préfère monti'er tout d'abord comment , lorsqu^on connaît plusieurs termes successifs de la racine à partir du i^', on peut déterminer le terme qui vient immédiatement après.
Soit u la somme des termes connus, et (' celle des termes inconnus; on doit avoir P = (u'\^)'^j 0]i, en développant,
r=:irJ^7nvr^^p^kuf^*v^^k'tg*^i^^^ etc.
Jaa'ai point mifren é?idence la composition ééscbeffioiettsir, V^,.. parce que cela serait inutile, ainsi qu'on ya le yeîr. De celte ég^ litéy On tire
S^nne part , le i** membre P — u*^ est une quantité qu'on peut calculer en formant la puissance m de la quantité connue u^ et en la retranchant du polynôme P. D'autre part ^ le second membre est une somme de produits au moyen desquels on peut facilement assigner la composition du i^ terme du reste égal à P-«-»ii^y et par suite découvrir le i*' terme de la partie inconnue p*
D'abord y si on développe u"^', il est clair, d'après les seules règjles de la multiplication , que le i«' terme du développement , e'esV-à-dire celui qui renferme x au plus haut exposant, sent tf*~*f donc, si on nomme y le i**" terme de i', le i" terme du produit mu"*^^if sera ma"''-']/. Par un raisonnement semblable, on voit que les premiers termes , dans les développcmens des autres produits, seront respectivement kar^^f^^ Ha^^^P^.,. Ces termes, abstraction faite des coeificiens qui n'ont aucune influence sur le degré de x^ peuvent se déduire du terme ma"^~]f en y supprimant un ou plusieurs facteurs égaux à a, et ed les remplaçant par autant de facteurs égaux kf. Or y étant en x d'un degré inférieur à a , ces- changemens ne peuvent donner que des termes de degré inférieur à ma"^\f. Donc , après avoir soustrait du polynôme donné P la }^issance m de la partie u trouvée à la racine , k ler terme du reste est égal au produit de m fois la puissance m — i du i*' terme a de la racine par le premier terme de ceux qui restent encore à trouver. Donc enfin , en divisant le i**^ terme du reste par m foi& la puissance m — i du i*"' terme de la racine ,, on connaîtra un nouveau terme de cette racine.
Cette canolusion donne le moyen de découvrir successivement tous les termes de la racine, une fois que le i'' est connu. Pour avoir le 2* terme b, on retranche dupoljrnôme donné V la puis-» sance m du i*' terme a de la racine^ puis on di\^ise le i*' terme du reste par ma"*""' 5 pour avoir le 3« terme c de la racine , on retranche de T? la puissance m de a+b, puis on divise le i" terme diijiouveaa reste par ma"""' ; ainsi de suite.
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235. Ce procëdë fera toujours connaître si le polyn&me donné est ou n'est pas une puissance exacte du degré nu En effet , pour peu qu'on fasse attention aux réductions qui doivent s'opérer en formant les restes successifs^ on yoitquele i'*^ terme de chaque reste contient la lettre x , d'après laquelle on a ordonné, à un exposant moindre que le i**^ terme du reste précédent; donc on finira ou par trouver un reste nul , auquel cas le polynôme donné est la puissance m de la quantité écrite à la racine, ou par trouver un reste dont le i®' terme ne sera plus divisible par 772 fois la puissance 772 — I du i'*^ terme de la racine, et alors on sera certain que le polynôme donné n'est pas une puissance exacte du degré 772.
On peut aussi remarquer que si le polynôme donné est une puissance du degré 772 , la racine 772 de son dernier terme doit être le dernier terme de la racine de ce polynôme. Donc, si le calcul conduit à placer à la racine un terme de degré moindre , on sera encore assuré que le polynôme n'est pas une puissance exacte de l'ordre 772.
226. Au lieu d'ordonner de façon que les exposans d'une lettre X soient décroissans, on peut ordonner en sens contraire; et il est clair que les raisonnemens qui font trouver la racine (224) subsisteront en entier. Alors, dans le premier terme des restes successifs, l'exposant de a: va eu augmentant, et par conséquent il ne sera jamais un obstacle à ce qu'on puisse effectuer les divisions qui doivent donner les termes de .la racine. Mais comme la racine du dernier terme du polynôme donné doit toujours être le dernier terme de la racine cherchée , il s'ensuit que le calcul ne peut amener à la racine un terme de degré supérieur que dans les cas où le polynôme donné n'est pas une puissance exacte.
Il serait superflu de parler des cas où la lettre x , d'après laquelle on ordonne , se trouve au même exposant dans plusieurs termes. Ce qui a été dit à ce sujet, en traitant de la division ou de la racine carrée, doit se répéter ici littéralement.
mm
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CHAPITRE XI
Calcul des radicaux et des expos ans fractionnaires.
Calcul des radicaux arithmétiques,
327. Dans les premiers temps de l'algèbre, on ne considérait qne des grandeurs positives, et par suite non- seulement les quantités placées sous les radicaux étaient positives , mais les valeurs des radicaux étaient elles-mêmes regardées comme telles. Plus tard , lorsque les quantités négatives ont été introduites dans les calculs algébriques , on a remarqué qu'un radical de degré pair devait être précédé du signe liz 5 et plus tard encore , après de nouveaux progrès , quand on y a admis les quantités imaginaires , on a reconnu que les radicaux pouvaient aussi avoir des déterminations de cette espèce.
Sous l'acception restreinte dont j'ai parlé d'abord, c'est-à-dire, lorsque les radicaux ont des valeurs positives et qu'on rejette toutes les autres, ils seront très-bien désignés par la dénomination de radicaux çtrùhméiîques ; et, quand on leur donne toute l'extension que permet remploi des signes de Talgèbrc , par celle de ra^ dicaux algébriques.
Je vais exposer ici les règles de calcul relatives aux premiers : l'ordre à suivre sera le même que pour les radicaux carrés.
228, On a déjà dit (210) qu'on élève un produit à une puissance en y élevant tous ses facteurs j et que par conséquent on extrait aussi la racine d'un produit en extrayant celle de chaque facteurj donc
donc , s^il y a sous un radical une puissance de même degré que le radical^ on peut mettre la racine de cette puissance en facteur hors du radical; et ^ réciproquement^ un facteur placé devant un
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radical peut passer sous ce radical y en F élevant à la puissance marquée par V indice^
229! Lorsque des radicaux de degrés différens sont joints entre eux par les signes + et — , comme dans l'expression
daV^a^b+bVa^b^ — û» Vzab , ib ne donnent lieu à aucune réduction.
Mais il en est autrement lorsqu'ils ont le même indice , et qu^en les simplifiant il reste la même quantité sous chacun d'eux. Par exemple y soit
on simplifie les radicaux , et il yient
Za^'V^a^b — loabVza^b— ^b^V 2,a^b.
Maintenant tous les radicaux sont semblables , c'est-à'dire qu'ils
ne différent que par les facteurs placés en dehors^ dès-lors on peut
les réduire à un seul , et écrire
, m fit M
23o. Soit le produit V aybVc. En l'élevant à la puissance m
on trouve àbcy et par conséquent il est lui-même égal à Vqbci donc
VaVl\/'c=Vabci
donc on multiplie entre eux plusieurs radicaux de même degré
en formant le produit des quantités placées sous les radicaux et en affectant ce produit du radical commun.
Va aSi. Ou élève la fraction -^ à la puusance m en formant la
Vb
puissance m de son numérateur et de son dénominateur, ce qui a b
Va
donne — 5 donc
Vb
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donc on divise Vun par Vautre deux radicaux de même indice en divisant V une par Vautre les quantités placées sous les radi^eaux y et en affectant le quotient du radical commun,
232. Considérons maintenant les puissances des radicaux. D^abord , par la règle de la multiplication (280) , il est clair qu'en
prenant n facteurs égaux à Va j on a
m m_^m__m. ni m
donc on élève un radical à une puissance en élevant à cette puis^ sance la quantité placée sous le radical»
On élève encore un radical à une puissance en divisant^ quand cela est possible , V indice du radical par V exposant de la puis^ sance» Ainsi ,
mn m
mn
En effet, Va est une quantité mn fois facteur dans a: on peut donc partager a en 772 groupes , chacun composé de n facteurs
égaux à Va, Or chaque groupe équivaut à (V^a)'' ; donc cette dernière quantité est m fois facteur daus a ; donc enfin
mn m
{y'^y=.Vâ,
S'il arrive que l'exposant de la puissance, sans être un diviseur de Tindice * ait seulement avec lui un facteur commun, on pourra faire concourir Its deux règles à la formation de la puissance. Par
exemple , soit {y ay. On remarquera qu'on peut faire la puissance np d'une quantité en élevant d'abord cette quantité à la puissance n, et le résultat à la puissance/?. Or, d'après la seconde
mn m m m
règle, (Va^^Va 5 et, d'après la première, (Vay=VaP'y ^onc
mn m
233. Pour extraire une raciae d'un radical , il n'y a qu'à rcn- Terser les règles ci-dessus. D'abord on a
V Va- = Vâi
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car en élevant V^Â à la puissance n on , retrouve Va". Donc on extrait la racine (Tun radical en extrayant celle de la quantité qui est sous le radical.
Lors même que la quantité sous le radical n'est pas une puîs- Bance de même ordre que la racine à extraire , on peut encore appliquer cette règle , mais alors la r?icine à extraire ne sera qu'indiquée. Par exemple , on écrira
v^f? = K^vâ^.
mn m
En second lieu, puisqu'on a (Va)'* = V^^, on doit avoir
aussi
V7=. Va-,
donc on peut extraire une -racine d*un radical en multipliant V indice du radical par le degré de la racine à extraire.
Cette manière de prendre la racine d'un radical est la plus usitée. D'ailleurs, chacune des deux règles montre également que l'ordre dans lequel on extrait deux racines successives est tout-àfait indifférent^ et il est clair que cette conclusion s'étend à un nombre quelconque de racines successives.
234. La multiplication et la division des radicaux de même indice réduit ces radicaux à un seul. Il en sera donc de même pour des radicaux quelconques, si on les ramène préalablement au même indice, et c'est ce qui est facile. Remarquons , d'un côté , qu'on élève uu radical à une puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le radical (282) ; et, d'un autre côté, qu'on extrait une racine d'un radical en multipliant l'indice du radical par celui de la racine qu'on veut extraire (233). De là il suit que la valeur ditn radical ne change point si on multiplie son indice par un nombre, et qiten même temps on élevé à la puissance marquée par ce nombre la quantité placée sous le radical.
Cette remarque montre que plusieurs radicaux peuvent se ramener à un indice commun, par les mêmes régies qui servent à réduire des fractions au même dénomînAteur. Ici les indices des radicaux remplacent les dénominateurs des fractions.
Par exemple , soit le produit
Comme chaque indice est premier avec les deux autres , le plus petit nombre divisible par chacun d^eux est le produit 3x4x5 =r 60 , et ce sera Findice auquel je ramènerai les radicaux.
En divisant 60 par les trois indices , on obtient les quotiens 20, i5, 12: c'est par ces nombres qu'on doit multiplier respectivement les indices des trois radicaux, en même temps qu'on élèvera les quantités placées sous les radicaux aux puissances marquées par ces nombres. De cette manière il vient
puis , en effectuant la multiplication et simplifiant,
P= Va'^^ù'^^=:ab^V'^^^^.
Soit encore le produit
Q = K 32^^ XK 128^27^ X V 64^^?.
Tcî le plus petit nombre divisible par chaque indice est 24» Observons en outre que les facteurs numériques, sous les radicaux, *sont des puissances de 2 , savoir : 32 = 2^ , 128 = 27 , 64 = 2**. En réduisant les trois radicaux à Findice 24 9 on aura
= V^27a«49655 = 23â«6 ^24^67 = 8a»i« V i6abT.
Calcul des exposons fractionnaires.
235. Puisque les chcposans fractionnaires ne font que remplacer des radicaux (2o5) , c'est du calcul des radicaux qu'on doit tirer les règles du calcul de ces exposans. 11 est inutile d'avertir qu'il ne sera encore question ici que de radicaux arithmétiques.
En parcourant les différens cas que peuvent présenter la multiplication et l'cléyation aux puissances , il vient
ai4 Lioorrs o^ALcisRE.
Tous ces résultats sont remarquables en ce qu^iXf sont précisément les mêmes que si Von eût appliqué immédiatement aux exposons fractionnaires les règles établies pour les exposons entiers.
Cette analogie entre les deux sortes d^exposans a lieu encore dans la division et dans Textraction des racines. En effet , dans ces opérations -, les règles des exposans se déduisent de celles de la multiplication et de l'élévation aux puissances ; donc elles doivent, comme dans la multiplication et Télévation aux puissances, rester les mêmes pour les exposans fractionnaires que pour les exposans entiers.
Par là il devient évident que la division peut donner naissance à des exposans fractionnaires négatifs ; par conséquent la convention du n^ 58 s'étendra aussi à ces derniers , c'est-à-dire que* Pf étant entier ou fractionnaire , l'expression a'~P est toujours
équivalente à — • De là il suit que , pour les exposans négatifs
fractionnaires, les règles seront absolument les mêmes que pour les exposans négatifs entiers ; et comme, pour ceux-ci, elles sont déjà les mêmes que pour les exposans positifs , on conclut que tous les exposans, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, entrent diaprés les mêmes règles dans les diverses opérations de Falgèbre.
A la vérité , on n'a considéré (60, 61) les exposans entiers négatifs que dans la multiplication et la division, et non pas dans les élévations aux puissances^ mais la conclusion ci-dessus n'en est pas Aïoins Traie. En effet, metn étant de» nombres quelconques, entiers ou fractionnaires , il est facile de voir qu'on a
et ces résultats montrent qu^on doit toujours, comme dans le cas des exposans positifs , multiplier Fexposant de a par celui de la puissance.
236. En général, toute notation bien choisie doit être la représentation exacte de l'opération dont elle tire son origine ; et cette condition est si fidèlement remplie par les différentes sortes d'exposans , qu'il est toujours facile de transformer une expression dans laquelle elles se trouvent, en une autre qui ne renferme que des exposans entiers positifs et des radicaux. Pour qu'il ne puisse rester aucun doute à cet égard, j'efïectuerai cette transformation sur la formule
^=^\y a^ fj •
Ne considérons pour un moment que la quantité placée entre parenthèses, et posons
A cause du sens attaché au signe y/ , on doit avoir
à cause des exposans négatifs, cette égalité se change en celle-ci
= JL, d'où z" = a« ;
et cette dernière , à cause des exposans fractionnaires, équivaut à celle-ci
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Or, en âersiil les deux meml»cs de cette ^alîté à b pnsssance n, fl ^nt
pois , en extnjanl la ndne m de cbacon , Donc enfin la fonnnle pnyposce deriendra
237. On pourrait demander si les règles da calcol des exposans f'applîqaeat aussi aux exposans incominensarables ou imaginaires.
Relativement aux exposans incommensorables , je ferai remarquer qn^ils n'ont absolument aucun sens par eux-mêmes, et que , pour leur en donner un , il faut conccToir par la pensée qu^on les remplace par des exposans commensurables qui en approcbent de plus en plus. Alors , une formule dans laquelle il entre des exposans incommensurables doit être considérée comme représentant la limite vers laquelle tendent les valeurs qu^on en déduit 9 en y lemplacant ainsi les exposans par des nombres commensurables qui peuvent différer de ces exposans aussi peu qu^on Toudra. De cette manière, ou comprend que Te x pression proposée représentera exactement la même limite , après qu'on y aura exécuté sur les exposans incommensurables qu'elle contient les mêmes opérations que s'ils étaient commensurables.
Par exemple, 772 et n étant incommensurables, on doit toujours avoir
En effet , si on met au Heu de m et 71 des nombres commensurables 772' et n' , 772" et Tï^, . . . qui approcbent iiidéCniment de 772 et de 72 , on aura
Les premiers membres de ces égalités tendent donc vers la même limite que les seconds. Or, a"*X «" représente la limite des uns, et flw-i-n celle des autrcsj donc a" X^^ss: «"»+". Relativement aux exposans imaginaires , nous observerons d^une
LEÇOKS D^ALGÈBRE. 2T7
manière gëncrale qu^cn introduisant les quantités imaginaires dans les calculs , une convention tacite subsiste toujours ; c'est de regarder comme équivalentes les expressions dans lesquelles on remplace certaines lettres a , i , etc. , par des quantités imaginaires, toutes les fois qu'il est démontré que ces expressions sont égales en y mettant pour ces lettres des valeurs réelles quelconques.
S'il s'agit, par exemple, de û'»Xû'*, cette expression n'ayant absolument aucun sens lorsque m et n sont imaginaires , il est clair que, sans une convention expresse ou tacite, on ne pourrait point la regarder comme équivalente à û'"+».
Sur les valeurs multiples des radicaux algébriques.
ii38. Les radicaux n'ont encore été considères que comme représentant des valeurs essentiellement réelles et positives ; main^* tenant je vais leur rendre toute leur généralité, c'est-à-dire que je les regarderai comme désignant indistinctement toutes les va- Icui-s qui reproduisent la quantité placée sous le radical, quand on les élève à la puissance marquée par l'indice de ce radical. Par là nous sommes ramenés à la distinction déjà établie ailleurs (i58) entre les déterminations arithmétiques et les déterminations al^ gëbriques. Chaque radical n'en admet qu'une seule de la première espèce 5 et encore, pour cela, faut-il que la quantité soumise au radical soit réelle et positive. Quelques développemens sur ce point ne seront pas inutiles.
239. Prenons un radical quelconque VA, et supposons A successivement positif, négatif, imaginaire.
Lorsque A est positif, on sait trouver , exactement ou avec approximation , par les méthodes connues, une quantité positive a dont la m*"^ puissance reproduise A. Or, toute autre quantité positive, élevée à cette puissance, donnerait évidemment un résultat ^A ou <CA; donc la valeur a est une détermination arithmétique du radical , et c'est la seule.
Lorsque A est négatif, on remarquera qu'il n'existe pas de grandeur positive dont les puissances soient négatives ; donc alors le radical ne peut avoir que des déterminations algébriques.
Enfin 9 lorsque A est imaginaire , comme il est évident que les
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puissances d'une grandeur réelle, positive ou ncgatîre^ sont ellesmêmes des grandeurs réelles, il s'ensuit que toutes les déterminations du radical sont algébriques, et même imaginaires.
a4o. On peut encore considérer séparément le cas où Tindice m est pair et celui où il est impair.
Dans le premier cas, toutes les valeurs du radical sont deux à deux égales et de signes contraires. En c£fet, si a est Fnne d'elles, de telle sorte qu'on ait â''*=A, il est clair qu'on aura aussi, attendu que m est un nombre pair, ( — «)"»=/2''*=A, c'est-à-dire que -*-a est aussi une valeur du radical. On peut donc alors représenter toutes les valeurs du radical par une suite de quantités affeclées du signe ±:, telles que dza, ±b , ±:c,... En même temps que m est pair, si A est positif, le radical a une valeur réelle et positive 5 et en supposant que ce soit «, on voit que — a est aussi une valeur réelle , mais négative , du radical. Quant aux autres valeurs , ±by ±:c,..., elles ne peuvent être qu'imaginaires.
Dans le cas où l'indice m est impair, en changeant le signe de la quantité A placée sous le radical , les valeurs de ce radical ne feront que changer de sigue. En cfiet, si a est une valeur de
K A, il est clair que, m étant impair , on doit avoir ( — 0)"*= — a
_^ ^OT
= A: ainsi, en supposant que les valeurs de VA soient a, ^j
Cydf,..j celles de \/ — A seront — a, — b, — c, — d,,,,. Lorsque A est une quantité réelle , Tune des valeurs du radical est réelle et de même signe que A, c'est-à-dire, positive si A est positif, et négative si A est négatif. Les autres valeurs sont essentiellement imaginaires.
241* Jusqu'ici j'ai parlé des valeurs multiples des radicaux, sans en préciser le nombre. Il est temps à présent de porter l'attention sur la proposition suivante :
Un radical quelconque a autant de valeurs différentes , ni plus ni moins , quil jr a d^ unités dans V indice de ce radical , ou , en d'autres termes , toute quantité a autant de racines d'*un certain degré qiiily a d^ unités dans V indice de ce degré.
Cette proposition est déjà connue pour les radicaux carrés^
considérons aussi le radical cubique v A. Toute quantité qui a
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pour cube A , est par cela même une valeur de v A; donc les valeurs de ce radical sont précisément les mêmes que les valeurs de X qui satisfont à Féquation
a:' = A ou x^ — A = o.
Pour mieux fixer les idées , supposons A positif. Alors il existe une quautité positive dont le cube est A , et que Ton sait calculer exactement ou avec approximation. Désignons cette quantité par a, et remplaçons A par c^ : T^quation x^ — A=o deviendra
x^ — a?z=zo.
Le binôme x^ — ô? est divisible par x — a (53) , et Ton a
x^ — a^-=^{x — a) (j:"4-^'^4"^')* Or, pour quW produit soit nul , il faut et il suffît qu^un de ses facteurs le soit \ donc on aura toutes les solutions de Téquation x^— :.û^=o en posant successivement
r o: — a = o et or' + ^^ 4" ^* ^= ^ »
et en tirant de là les valeurs de x. On obtient ainsi
et par conséquent telles sont les trois racines cubiques de a? ou A. On retrouve la valeur a , et Ton devait s'y attendre : car elle était, par hypothèse, une racine cubique de A. Mais on voit qu'outre celle-là il en existe deux autres , que l'analyse précédente fgit reconnaître. Et remarquez bien que cette analyse subsiste quelle que puisse être la quantité A , pourvu que a soit une
valeur de K A, soit réelle soit imaginaire.
La proposition peut facilement s'étendre à tous les radicaux dont l'indice est une puissance de 2 ou de 3 , ou un nombre com-posé des facteurs 2 et 3. Par exemple, supposons qu'on ait le
radical ï/a, dont l'indice 12 = 2 X2 X 3.
La quantité A aura deux racines carrées \ chacune d'elles aura aussi deux racines carrées , ce qui fera quatre quantités différentes 5 enfin chacune de ces quantités aura trois racines cubiques, ce qui fera en tout douze quantités différentes \ et je dis que cha-
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cane d'elles est une valeur de ï/ A . Soit a une des deux racines carrées de A , a! une des deux racines carrées de a , , et a" une des trois racines cubiques de af. Il est clair que a" sera une des douze quantités dont il s'agit. Or, il est clair aussi qu'on aura
donc a" est une yalçur de VA,
Quel que soit le radical V^A que l'on considère , la détermination de SCS différentes valeurs revient toujours à la résolution d'une équation. En effet, ce radical désigne indifféremment toutes les quantités réelles on imaginaires qui , élevées à la puissance m , reproduisent A ; par conséquent elles ne sont autres que les valeurs ' de X qui satisfont à l'équation x^ = A.
Par là on voit que la proposition générale qui fait l'objet de ce n** revient à prouver que dans cette équation l'inconnue a: a m valeurs différentes. Je ne saurais entreprendre ici cette démonstra^^ tion j mais j'y reviendrai ailleurs , et j'admettrai dès à présent comme établi que tout radical a autant de valeurs différentes, soit réelles, soit imaginaires, qu'il y a d'unités dans l'indice du radical.
. 242- En désignant par a une valeur de VA, 00 a trouvé plus haut, pour les trois valeurs de ce radical,
Soit A=:i : on pourra prendre â=i, et par conséquent les trois
valeurs de Vi seront
Si on les compare avec celles de VA, on aura cette conséquence remarquable : que les trois racines cubiques d*une quantité quelconque s'obtiennent en multipliant l'une d'elles par les trois racines cubiques de V unité.
Je vais prouver que cette propriété s'étend aux radicaux de tous les ordres. Représentons par a une valeur du ra,dical quelconque
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Va, et par I, (tj p, y,.,, les m valeurs de V T, sî on forme les 771 produits
«Xï, «X« «Xp, ûXy,..
et si on les élève à la puissance m , il vient
Or, cesquantitdssonttouteségalesàA,car on doit évidemment avoir a"»=r A, «'"= I, P'^ssri ,... 5 donc les produits a, û«, <7p, ^>^,...
sont, les 772 valeurs de V^A. Ainsi, on peut dire en général que, dans chaque ordre, les racines dCune quantité quelconque se forment en multipliant Vune d'elles par les racines de V unité.
243. Ce qu'on dit ici des racines d'une quantité quelconque peut s'appliquer 11 celles de Tunité , et alors on a cette propriété curieuse : que les diverses racines de l'unité ne font que se repro- * duire dans un ordre différent , quand on multiplie successivement chacune d'elles par toutes ces racines. J'engage le lecteur a en faire la yérificationsurlesracines cubiques dont les valeurs sont ci-dessus. Il recoiinaîtra en même temps que les deux racines imaginaires sont le carré Tune de l'autre 5 et cette remarque recevra dans la suite une grande extension.
244» Afin de prévenir toute équivoque , quelques auteurs ont pensé qu'une notation caractéristique était nécessaire pour distinguer le cas oii l'on prend un radical avec toutes ses déterminations de celui où l'on n'en considère qu'une seule. Une convention assez simple serait de remplacer, dans le premier cas, la barre horizontale du radical par un trait crochu.
Par exemple , Va désignerait tout à la fois les deux valeurs de
la racine carrée 5 et V^«, l'une d'elles seulement: de sorte qu'on pourrait écrire
Sî, en particulier, on suppose A= 4 > on aura V^4= ^2.
Avec cette notation, le théorème général du n** 2.42 s'écrirait ainsi :
»j; mm
Vk=VlV7.
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24^* Les exposans fractionnaires donnent lieu à des remarques analogues. L'expression A"* peut être employée pour designer à la
fois toutes les valeurs du radical VA", ou seulement l'une d'elles. Si Ton jugeait utile de distinguer ces deux points de vue par quelque différence dans la notation , on pourrait encore convenir de placer, dans le premier cas, le Irait crochu au-dessus de la quantité A. De celte manière , on aurait
Par exemple , si m = 2 , on pourrait écrire
\/A^ = A » = ±: VA^=rhA ».
246. Lorsqu^on a plusieurs radicaux de même indice placés sur des quantités positives , il pourrait arriver qu'on eût besoin de considérer plus spécialement , dans ces radicaux^ les déterminations qui résultent de la multiplication (de leurs valeurs arithmétiques par la même racine de l'unité , sans d'ailleurs particulariser cette racine. Pour désigner ces déterminations , je me suis quelquefois servi, dans mes cours ^ de la dénomination de valeurs ou racines similaires. Ainsi ^ a et b étant les valeurs arithmétiques
rn m
des radicaux VA et k B, et « étant une des racines m^*^* de i, les produits att et ha, seraient deux racines similaires.
Quand, sous les radicaux, il y a des quantités négatives — A, — B, les radicaux n'ont plus de valeur arithmétique. Si l'indice m est impair, ils ont chacun une valeur réelle, mais négative ^ alors on prendrait pour a et ù les valeurs négatives de ces radicaux, et on nommerait valeurs similaires les produits tels que att et bv. , formés avec la même racine de l'unité.
Quand les radicaux ont un indice pair, et qu'ils sont placés sur des quantités négatives — A et — B , toutes leurs déterminations sont imaginaires. Alors on peut concevoir que a elb soient des valeurs de ces radicaux telles qu'elles deviennent égales lorsque les quantités — A et — B sont égales^ et c'est aux produits de a et de ù par une même racine de l'unité qu'on donnerait le nom de racines similaires.
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247» Pour ne point contrarier l'usage , Je ne me servirai point de cette dénomination, non plus que d'aucune notation nouyelle: mais au moins le lecteur doit-il être bien averti maintenant de l'équivoque qui peut accompagner les radicaux et les exposans fractionnaires; et par conséquent, lorsqu'il les emploie, il doit faire soigneusement attention à l'acception qu'il leur donne.
Calcul des radicaux algébriques*
248. Lorsqu'on prend les radicaux dans leur signification la plus étendue, les expressions qui en contiennent peuvent aussi avoir plusieurs valeurs, et par conséquent les transformations qu'on fait subir à ces expressions , pour ne pas être défectueuse^ , doivent leur conserver toutes leurs v^eurs. 11 convient donc de reprendre ici lés différentes opérations qu'on peut exécuter sur les radicaux , et de faire en sorte que les résultats atteignent toute la généralité qu'ils doivent avoir.
249* La simplification des radicaux est fondée sur l'égalité
VaT'b^aVd ;
et cette égalité n'est sujette à aucune restriction. En effet, le second membre a 772 valeurs, et en élevant chacune d'elles à la puissance 772^ on retrouvé toujours a'^b 3 donc ce membre représente exacte*
ment toutes les m valeurs de V aP^b.
25o. Dans la multiplication des radicaux de même indice, on doit encore avoir, comme dans le n** 23 1 ,
vu vn m
VaVb=^Vâb.
D'abord, si on élève le produit \/^ ^/^ à la puissance m, il vient ab ; donc toutes les valeurs de ce produit sont comprises parmi les
m valeurs de Vab, Ensuite , il est clair que chacun des facteurs
Va et Vb ayant m valeurs différentes , on ne peut pas trouver moins de 772 produits différens , en multipliant les 772 valeurs de
l'un par celles de l'autre. Donc le produit Va Vb a exacte -
ment les mêmes yaleurs que Vab,
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Cette conclusion donne lieu à une remarque assez importante. En multipliant les m valeurs du premier radical par une valeur du second, on aurait déjà m résultats dificrens ; donc en les multipliant par toute autre valeur du second radical , on doit reproduire les mêmes résultats , mais dans un autre ordre.
25 1. Ce qui vient d'être dit s'applique littéralement à la division des radicaux de même indice : de sorte qu'on devra encore avoir^ avec toute la généralité possible,
Va \/ ^
Vb
aSa. Passons aux puissances. Trois cas sont à distinguer , et je vais les parcourir successivement.
i«. Quand les nombres m et 71 sont premiers entre eux ^. on a
D'abord, en élevant le i*' membre à la puissance m, il vient
et ceci prouve que toutes les valeurs de \V af se trouvent par-
mi celles de V ar. Il reste donc à faire voir que ces valeurs sont au nombre de m.
Soient a', d\ a'",... les m valeurs diverses de V^a, celles de
t (V/«)'* seront a''*, a"", a'"",... 5 et je vais montrer que toutes ces valeurs sont différentes. Admettons qu'il y en ait d'égales 3 et soit, par exemple ,
Puisque d et a" sont deux racines m^'^^^ de a , on a aussi
Supposons nï^Uy et que la division du nombre m par/i donne j7iz=^nq'\*ry l'égalité [2] devient
Si on fait la puissance q des deux membres de Tégalité [i] ^ on a
[4] ai "'I =z a^r.q ^
et, si on divise Tune parTaulreles égalités [3] et [4], ilrestç
Maintenant supposons qu'en divisant ;z par r on ait 7i= r^'-f-r^. Dans l'cgalitc [i] remplaçons n par cette valeur, élevons la dernière égalité à la puissance ^', puis alors divisons-le3 l'une par l'autre : il restera
a'rf^a'''.
Erj continuant ainsi , on voit qu'on tombe toujours sur des égalités de la for nie
dans lesquelles l'exposant s est un des restes qu'on obtient en effectuant sur 771 et rt les opérations du plus grand comniun diviseur. Or, ces deux nombres étant premiers entre eux , on doit arriver au reste i , donc on aurait a' = a" 3 donc a et a" ne semiejit
point deux valeurs différentes de V a^ce qui est contraire à Thypotlièse. Donc !•, etc.
2°. Quand rîndice du radical est un multiple mn de l'exposant n de la puissance , on doit avoir
mn__ m
En eflfet, pour toute quantité :r, qui serait une valeur de V/û^j on doit avoir :r"*" = a , ou, ce qui est la même chose, {x'^)"' =^ (^3
donc les valeurs de x" ne sont autres que celles de V^^," c'est-h-
dire que (\/a)"= Va,
3° Quand l'indice duradical et l'exposant de la puissance ont un facteur commun, si ces nombres sont désignes par 7777; et np , "^ p étant leur plus grand diviseur, on devra avoir
mp m
(ya)"r= Va": car , en s'appuyant sur les deux premiers cas , il vient
(V/o)"/'= [(V/«>]''=(\/fl>=V/F.
tièmàrqué. &1 dh afipUquait aâx detix dérhiérs cas la règle du premier, on trouverait un radical qui comporterait plus de valeurs qu'on n^en doit avoir. Cependant on se sert presq:ie toujours de cette règle sans faire aucune distinction : mais alors il est soùs- entendu que les résultats peuvent quelquefois embrasser une trop grande génëralitë.
s53. La règle relative aux racines des radicaux sera générale : elle «8t eomprise dans Fégalitë
**' m mn
11 est clair en effet qu'en posant x=\ j/a, on aura
ar^srva, puis x^=aj
mn
dbiib les tàlëtirs de x sont léft tnême^ que cblles de Va.
it94. Il n*j ^ (ibint lîeii à parler de réduction au même indice pbtir les râdic&iix algébriques : car cette transfortnation est ëvidemmeni défectueuse , en ce qu^elle augmente le nombre des valeuis de ces radicaux. Elle ne pourra donc pas servir ici, comme dans le n** 234) à expliquer la multiplication et la division des radicaux d'indices différens. Cependant on va prouver que les résultats trouvés par cette voie sont encore vrais dans le cas des radicaux algébriques, pourvu que Tindiee oomntun soit toujours le plus petit possible. Je ne considérerai que la multiplication j Texplication serait absolument la même pour la division.
i^ Lorsque les indices m et n sont premiers entre eux , je dis qa\>B â
m _^ n ^ mn
D'abord I si on âèVe le pttxîuit VaVù à la puissance mn , il vient
ce qui montre que toutes les détérmiààtidns du produit sont par-
mi celles du radical k a»^'". Il faut prouver en outre qu'elles ne sont pas en moindre tembre.
Soient </, a\ a'', • • • • • • les m Talears de V a^
et ft', ô", V^ "les n valeurs de Vl>.
En multipliant les quantités a% a", a^^... par 6', 6% 6%i.. oa aura tontes les détetminations du produit VaV by lesquelles sefont
€^b\ M'y aX ...
db^y M" y d'If y...
etc.
Voilà bien m n produits , mais il faut prouver qu'ils sont in^aux. Iln*y a lieu à démonstration que dans le cas où l'on compare' entre eux des produits formés de facteurs différens 5 par exemple^ dU et a"^". Admettons pour un moment que ces produits soient égaux : en les élevant à la puissance n, on aurait d'^U^z=xà^^b^'^\ et cette égalité, en observant que U^^»b"'*=^b, devient
Mais d et a" étant deux racines mf^"^ de 0 , on a aussi
Les quantités d et d' sont d.onc tout-à-Êdt dans le même cas que celles du n** 262 (i°)5 par conséquent^ on arriverait de la même manière à conclure d=d\ ce qui est contre l'hypothèse.
2** Lorsque les indices ont des facteurs communs, eni ndmiAant p leur plus grand commun diviseur, on aura
ntp_ *»p_ mnp ■
VaVbc=:Va^b"'.
En effet, par les n°' 253 et 25o, il vient
mp np J^/ rn ^^^/ n ^V"» «
\/'»,Vb=\ VaW Vb=\ V'aVb.
Mais , par ce qui vient d'être dit ci-dessus (1°), on à \'aVb^=. V/a«^"»5 et, par le n* 253 déjà cité, on a y y/o^^* éat V a''b""y
mp _np _ w»wp
d<^nc enfin V'rtV^esV^a'*^'».
Calcul des expreaions imaginaires du 2* degré,
255. On a souvent à cond>îner entre elles des expressions imaginaires de la forme a-^^bV — i, dans lesquelles a et ^ sont des quantités réelles; et on démontre que les . résultats sont euxmêmes toujours réductibles a la forme a^^^bV — i. Cette proposition va se vérifier dans les différens cas que je vais parcourir.
236. Si on soumet les expressions imaginaires aux quatre opérations fondamentales , on a
(a+b V/=:i) -(«'+y V~i) = {a^aO+(b^b') »/=ï7 (^^i V/ZIT) X (û'+^' V/^) = aa'+ab' V^+a'b V/=7— A^'
«s aa'—bb'+:(ab'+a'b) V^;
257. Les puissances de V — i se présentent fréquemment. Or» il est évident qu'on a
de là on conclut qu'en s*élcvant aux puissances supérieures , on retrouvera toujours ces quatre résultats. Si on veut renfermer cette conclusion dans des formules, on désignera par 1 un nombre entier positif quelconque , et on aura
Ces formules doivent être employées respecti^^ment^ selon qu'en
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divisant Texposant par4 , on aura pour reste o, i , 2 ou B, isequi comprend tous les cas.
a58. Maintenant, considérons l'expression {a-\~bV — i)", n étant un nombre entier positif. Par la formule du bin&me , on a
n(yi-0^* n(/t-i)(/i-2)^\;^ ^ n(yi«iXw-a)(yg-3)M i
et, en réunissant les termes affectés de V — i ,
a-r?È,»<^-'y";*)i;4.rtc.lv^rr
' Lia I. 2 • 3 a^ J .
Puisque les quantités a et 6 sont supposées réelles , co résoItM est
étidemment de la forme A-4-BV^^^, A et B étant aussi éts quantités réelles.
Pour développer (a — ôV^— i)", il suffira de changer b en — b dans le résultat précédent. Par là ii ne souffre d'autre changenient que celui de B en—B : car b entre à des puissances paires dans fous les termes de A , et à des puissances impaires dans tous ceux de B*
Ainsi, en posant, pour abréger,
Li a t. 2 . i a' J'
on aura
[i] (a+bV'^=X+W^.
[a] (a— iVCn)"=A— BV^H".
Pour passer aux puissances négatives , on observe que lÔe U on tire
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jr _(^— ^V/~i>
et par conséquent , à cause Je s formules [i] et [2],
Dans la suite, il sera démontre que la formule du binôme con-
^,itàde« exposans de nature quelcopque. Par conséquent les
transformations [i], [2], [3]^ [4J9 sont vraies quel que soit n. Mais
: il arri^ia , qi^aiid cet exposant ser^ Aégaûf ça frftetioqtiairQ » que
tes T^Uf 1 4^ A çt B seront çpqippsëes d'uqç iufini(ç dç ,!tçf mes Q.
25g. Quand on veut réduire l'expression radicjgjfi
à la fofme A±:B V^^^ on la remplace parlapoi^nce fraction-
WX^(a:i;Ll(V — i y, qu'op développe commç il yient d'être dit. L'algèbre ne fournit point d'autre inétbode géaévalc pour cette transformation,^ n\ais lorsque n est une puissance de 2 , on peut encorçTeffi^uer sans le secours d^ séries.
Considérons d'abord les deux radicaux yw^^bV — i et va — b 1/— I . En posant
[6] v/fl+i V^i -r. y/a—b \r^=^y,
(^) Si on multiplie entre elles les égalités [i] et [a] , il vient
relation fort simple et qui peut être quelquefois utile. Par exem|ilet eUc HcMitfe comment une puissance quelconque , entière et positive, d'un nombre qui est une •ooiBM de deoi .mkm, peut se 4écomposex dk-*iia«n»» en une «onunf ^^ deux cairéf.
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et fBqél§yjaQieti5uit^ œs qiuiotUé^ au ç^rrp| il fip^U
Qael que soit le signe de a la valeur de x* est positive, mais celle dej-* est négative. De ces égalités on tire
Or y les égalités [5] et [6] donnent
donc enfin, en mettant pour x eij^ les valeurs [7], on aura
] \/a_^ V^=T=i\/2fl+2 V^^^q:^— 1\/-.3«+2 Và^^Ç^^"^ .
Maintenant, si on considère les e:icpres§ipps ra^ipj^feS
y/adzbV^, \ya±.W^y \y'a±bV^, etc.
on observera que l'extraction d'une racine dont Tindice est une puissance de 2 , peut être remplacée par des extractions successives de racine carrée; et par conséquenjt, l'emploi répété- des ibrmaies [S] et [g] réduira toujours les expressions ci-dessus à des
expressions de la forme A±BV^— i.
Remarque. Dans çhacuuo de ces formules , le premier membre, à raison des radicaux qu'il contient , peut avoir quatre valeurs différentes; et c'est aussi ce qui a lieu pour le second membre. Dans.Fune et l'autre , les quatre valeurs du premier membre sont les mêmes ; et c'est encore ce qui a lieu évidemment pour les seconds membres : de sorte que les deux formules n'en font vraiment cju'une Seule. Elles ne présentent de différence que lorsqu'on les emploie simultanément daus un même calcul, parce qu'alors on y doit regarder les termes dans lesquels entre Y — i comme ^iTeclés de signes contraires. Mais alors il faut remarquer en outre c}uë , par la manière même dont on est parvenu à ces formules ,
Vû»+'6' y représente le produit ya-^-hV — 1 \/ a— ^V— ^i }
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par conséquent, les déterminations de ces deux radicaux doivent toujours être supposées associées de manière que leur produit ait
le signe qu'on donnera à V^û.*+6* dans les seconds membres* Sana celte attention , les formules conduiraient à des résultats fautifs.
Explication de quelques paradoxes,
260, On propose quelquefois sur les radicaux des difficultés qui embarrassent les commençans , mais qui disparaissent aussitôt qu'on fait altcntion à la signification plus ou moins étendue qu^on ' attache k chaqut radical.
Soit l'expression
Par lès règles du n° 22g, on réduira les radicaux à un seul. En effet , on a
2/^ V^ = 2.b^ Va y 3 Va^ = 3a Va]
donc l'expression proposée équivaut à
2^>^ Va-^- Za Va y ou , en mettant Va en facteur commun , à
[2] (26^+ 3a) Va.
Or y si on considère chaque radical carré comme portant avec lui le signe oti, l'expression [i] peut avoir quatre valeurs distinctes, à cause des quatre combinaisons qu'on peut faire entre les signes , tandis que l'expression [2] n'a évidemment que deux valeurs. Il n'est donc point vrai , en toute rigueur , de dire que les deux expressions soient équivalentes.
Mais si on fait attention à la manière dont la réduction s'est opérée, on reconnaît qu'en mettant le radical Va en, facteur commun , on a supposé tacitement qu'il devait être pris avec le même signe dans chacun des termes où il entrait^ et par suite , au lieu de quatre arrangemens de signes , il n'y en a plus que deux, -}--[- et — — » On voit donc qu'on poura en effet employer les expressions [i] et [2} comme équivalentes, pourvu qu'on regarde les deux radicaux qui entrent dans la première comme devant être pris avec le même signe , c'est-à-dire , tous deux avec -|"> ou tous deux avec — .
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2162. Dans Texemplc précédent on aitacbait à Teicpression proposée une idée plus générale que ne comportait la transfomkation qu'ob lui a fait subir. Yoicl un eitemple du contraire.
Soit le produit V^^x V^^ : la règle de la mnltiplieation (25o) donnerait
Or, dit-on , il est bien vrai que Va* a deux valeurs ±: d , maïs le produit V — «x V^^ étant le carré de V^^^ il doit être
égala — «j donc le résultat Va^ renferme une valeur fausse -4"ût. L'explication de ce paradoxe est facile. Le résultat est exactement ce qu'il doit être, et Terreur est ici tout entière dans une fausse supposition, laquelle consiste à regarder le produit de V — ûtXV^ — a comme le carré de V — a, taiidis qu'il a une signification plus étendue, ainsi qu'on va le reconnaître.
Considérons en général le produit VAX V^B, dans lequel A et B sont des quantités quelconques. Il doit avoir autant de valeurs qu'on en peut trouver en multipliant chacune des deux valeurs
de VA par chacune de celles de V B. Pour plus de netteté , désignons ces valeurs par ±:A' et ±W, L'expression VA X VB représentera indifféremment chacun des quatre produits
lesquels se réduisent à deux seulement, ihA'B'. Or, le carré de ces deux produits est A''B'* ou AB 5 donc ils sont les deux racines carrées de AB ^ donc on a rigoureusement^ et sans aucune
restriction dans le signe V , Fégalité
V/Âx ^5= V/ÂF.
Cela posé, si, au lieu de V^AX V^B, on considère le produit
V — ^X y — a , la réglé n'en doit pas moins donner les deux valeurs qui résultent de la combinaison des deux valeurs du premier facteur avec les deux valeurs du second; et au contraire, quand on
veut faire le carré de V—a^ chaque valeur de ce radical ne deyant
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étr» alors multipliée que par dls-mêffie , il p'en peut évidemment résulter que -r-a.
M. Lacroix observe avep raison que le produit t^X ^a donne lieu au même paradoxe. Pour dire qu'il est égal à a» il faut supposer tacitement qu'il équivaut à {y^Jy tandis qu'en lui laissant toute sa généralité, il est véritablement ég^ à zhq,
263. C'est dans les radicaux imaginaires qu'on remarque surtout ee genre de difficulté. Supposons qu'on veuille apprécier la justesse de la transformation
[3] V^xV^^t= — V^.
Nommons a! e% V les déterminations aritlimptiqucs de Va et
V b j c'esç-à'dire le« deux nombres positifs dout les carrés sont a ei b» ï!n laissant aux radicaux toute Textensiou possible , on a toujours
et alors les deux déterminatious 4e V-r^a et de K---6 résultent de celles de )/— -i. Par suite il vi^nt
D'après ce qui a été dit dans le n® précédent ^ si on n'établit aucune restriction, on a K— iX r ^-i = V — 1 X-^î =?= ^i > donc
Mais si on veut introduire la restriction que les deux facteurs du produit V^— aX V — b soient les déterminations de V — a cl V — ft correspondantes h la même détermination de v -—i, alors on a simplement V — i X V—i = ( V'— i)' = — i , et par suite
[5] vi::^xV/^=— û'^'.
Maintenant on peut remarquer que le carré de o^i' est af*V*
o)ii 0b; donc, si on convient de n'attacher kV qb que la seule idée d'une détermination arithmétique , on pourra dire que
ft'h' == V^b % ^t écrire les égalité^ [4] et £5] comme ci-dessous :
La dornicrc n'estautre chose quc^la transformation [3] , et par Vd on voit de quelles restrictions cette transfonoation doit être accompagnée.
264. Soit encore l'expression Va v — i . En réduisant le second Fadical à Findice 4 9 il vient
[6] VâV~i^ V^âVp7?«= fe
résultat qui est , dit-on , évidemment absurde : car, a étant une quantité positive , il représente une quantité réelle , tandis que Texpression proposée est imaginaire.
Il me semble qu'il y a ici confusion d'idées. SI, dans rexprfission
VaV — I, le radical Va est une détermination àiîthmétiquc, il est bien vrai que celle expression est imaginaire. Mais alors U n'est point pei^mis de lui appliquer la transformation ci-dessus : car elle
laisse aux deux radicaux Va et V/---i toute leur généralité. Pour mieux nous en convaincre^ développops toutes {es valeurs
dontle produit Va V — i est susceptible. Soit a' la détermination
arithmétique de K a : pour avoir les quatre déterminations de ce
radical , il faut (242) multiplier a' par les quatre valeurs de K i . Or, il est facile de voir qu'en désignant par ±eù les deux valeurs
de V — ï, celles de K i sont
car en les élevant à la 4^ puissance on reproduit i . Donc les qua-
4 _ tre déterminations de va sont
Maintenant, pour avoir loutcslesvaleurs du produit Va V — i , il faut multiplier ces qnatrejquanlités successivement par chacune
des valeurs de V^— i, c'est-à-dire, par +« ^^ par *ar «(. On trouve ainsi huit produits , savoir :
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'^cfig^ "h^^'y — ^«% +«'
Mais en observant d'abord que les quatre derniers sont les mêmes que les premiers , écrits dans un ordre différent, et ensuite que «* est la même chose que ^i , ces produits se réduisent à ceax*ci :
Alors on yoit qu^ils ne sont autres que les quatre valeurs de y "a. Donc Fégalité [6] est parfaitement exacte^ et Terreur, qu'on prétend y remarquer, yient de ce qu'on attache au produit y'^ ^ i
une signification restreinte que n'admet point la transformation qu!on lui fait subir.
a65. Je terminerai cet article par l'explication d'un autre paradoxe , que présente l'emploi des exposans fractionnaires.
Soit l'expression a« : si on simplifie la fraction f , il yient
donc I en repassant aux radicaux, on aura
Cependant cette ^alité manque de justesse, car le premier
membre doit avoir quatre valeurs , et le second n'en a que deux.
On présentera la difficulté d'une manière génârale en posant
np n
et en concluant de là
mp »n
[8] VaTP^Va^.
Pour découvrir la cause de l'erreur , il suffit de remonter à la convention qui a fixé le sens des -exposans fractionnaires (2o5]« Alors on voit qu'ils ne font que remplacer des radicaux ; et, pour rester dans les termes de la convention, on ne doit point regar-
der, dans l'expression a*", l'exposant comme une fraction ordinaire , mais il faut comprendre que le numérateur n indique une puissance qu'on doit former d'abord , et le dénominateur m une racine qu'on doit extraire ensuite.
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Lors même qu^on ne considère que des radicaux arithmétiques, c^cst toujours de cette manière qu'on doit entendre les exposans fractionnaires ; et par conséquent alors , bien loin qu'on puisse tirer Fégalilë [8] de Tégalité [7], c'est au contraire l'égalité [7J qui doit se déduire de Tégalité [8]*
CHAPITRE Xir
Propositions sur les nombres. Gmndeurs incommensurables et approximation des racines. Progressions. Fractions continues.
Propositions sur les nombres.
266. TmLORÈME. Un produit de plusieurs nombres entiers ne change pas^ dans quelque ordre qu'on multiplie ses/acteurs.
Supposons d'abord qu'on mette les deux derniers facteurs l'un à la place de l'autre. Soient a eib ces facteurs , et P le produit de tous les préccdens : je dis qu'on aura Vab-=ifba, En effet, multiplier P par a c'est prendre autant de fois P qu'il y a d'unités dans a 5 donc on a
Pa=:P4.P-fP+...,
en comprenant dans cette somme un nombre a de termes égaux à P. Pour multiplier Va par b , il suffit de prendre b fois chacun de& termes 2 donc
Pû* = P*4.PA4.PA+... .
Mais cette dernière somme , renfermant a fois le terme Vb , est égale à P^X fl ou Vba\ donc Vab=^Vba.
Si tous les facteurs de P étaient égaux \x r, on aurait P = i ^ Vab se réduirait à ab et Vba à ba'^ donc ab^ba, Ainsi le théorème est vrai dans le cas de deux nombres.
Maintenant considérons un produit, tel que abcde^ composé de taut de facteurs qu'on voudra. A cause de la première partie
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de ■ofeneoÔBOBrtnbOBy on pcvt m lu'tig les drar oenixn nctenSy et fou a a^^cde^i^aheed, La iôe^ nts^o Bcntrr <pi*Dn a tf6crss«&0r, et par coaiéqtJt abced=^MAeed. H est évîdcDt qa'cn cootianant ainsi, on pcnt sucnsKvaiicBt juancwlefactgDr e â tout» les places tcts la saxicLe : et ce qa'on dît do ÊKtciir e peat s'appliquer à loos les autres.
BeprcBona le pnMluit tAedt : on j pect revpiaoer ir^ par ba; donc abcde^= bacde. Dans le produit «l'r*: on peut échanger acte, et écrire hca ; donc bacde^=bcade, P^ là on Toît qu'on peut aussi aTancer nn iaclenr à telle place qu'on voudra tck la droite.
Donc OB peut amener chaque ùclenr dn produit à nne place quelconque , ce «|ui relient à dire qu'on peut interrertir à Tolonté Tordre des dÎTcrs facteurs , sans que le produit change.
967. Remarque, La démonstration précédente ne s'applique qu'aux nombres entiers ; mais lé théorème sVtend à toute espèce de facteurs. Quand 0 y en a de fractionnaires, si on les réduit en fractions , et si on regarde les facteurs entiers comme ayant Funilc pour dénominateur, on peut dire que le produit s obtient en divisant le prodait de tous les numérateurs par celui de tous les dénominateors. Or, en changeant Tordre des facteurs primitifs, on ne fait qnlnterYcrtir Tordre des nombres entiers qui composent ces deux produits, ce qui n^altère en rien ces produits.
Qnand le prodoit renferme des facteurs incommensurables, poiu: reconnaître la vérité de la proposition, il suffît d'expliquer le sens qu'on attache alors au mot produit. Dans ce cas , il n'a absolument aucun sens , à moins qu'on ne le regarde conmie représentant nne limite Ters laquelle tendent les produits qu'on obtient en remplaçant les facteurs inconomensurables par des valeurs commensurables qui en approchent de plus en plus. Or, ces produits successifs ne changent pas quand on change Tordre des facteurs; donc fl en est de même du produit qui renferme les fhctears incommensurables.
268. Corollaires. I. Puisqu'un produit ne change pas quand on change Tordre de ses facteurs, on a mX<z^c=x=a^Gfits=iiia^f donc on multiplie une quantité par un prodoit, en multipliant cette quantité par les facteurs de ce produit. Cette démonstratiob est déjà oonuue par la note de la page 22.
II. En géoëral, lorsqu'on multiplie entre elleé pltiëietin quàiH titcdP, Q, R^. . . y on pourra considérer leur produit (Somme coin* posé de tous les facteurs de ces quantités. En e£fet , d'api'ës le corollaire précédent, si on écrit les facteurs de Q à la suite det facteurs de P, on indiquera un produit égal à P X Q; par la même raison, si après tous les facteurs de P et de Q on place oeux9de R, on indiquera un produit égal àPxQxR; etc.
III. Il suit de là que tout nombre entier 9 qui divisd exactement un des facteurs d'un produit de plusieurs nombres entiers | doit ' dÎYÎser exactement ce produit.
A ce sujet , on doit observer qu'un nombre peut quelquefois di^ yiser exactement un produit, quoiquil ne divise aucun facteur. Par exemple, ao ne divise ni 12 ni i5, et cependant il divise lo . produit 12 X i^ ou 180. 11 en est ainsi parce que 20 est compose de facteurs dont les uns se trouvent dans 1 2 et les autres dans 1 5. Mais si le nombre 20 n'avait aucun facteur commun avec l'un des deux fac^teurs, il devrait nécessairement diviser l'autre: c'est ce qui résultera du théorème suivant.
269< Théorème. Tout nombre P qui divise exactement un produit AB de deux nombres , et qui est premier peur rapport à Vun d'yeux y doit nécessairement diviser l'autre.
Supposons P premier relativement à A. En opérant sur ces deux nombres comme si on cherchait leur plus grand diviseur, on doit parvenir à un reste égal à i . Soit A^P : nommons
Q le quotient de A par P, et R le reste; Q' le quotient de P par R, et R' le reste j Q" le quotient de R pat R", et R" le reste j etc.
Ces divisions successives donnent les égalités
A«=PQ4.R, P=RQ'+RS R=R'Q"-f R", elc.
Multiplions par B les deux membres de chacune , puis divisonsles par P; il vîefat
AB-.«oX^^ ,i_BÏ^O'4.^^' Ç^-Ç!^0"4.^^' Ptr D^aprcs Pénoneé , ÀB est divinble par P , donc It second membre
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de la I'* Calice doit être entier^ et comme BQ est nombre entier, il £iat que BR 5oit dÎTisible par P. La 2' c^ité prouve que la dÎTisibilité de BR par P entraîne celle de BR' par P ; puis la 3* prouve que la divisibilité de BR et BR' par P entraine celle de BR' par P; et ainsi de suite. J^fCs produits de B par tous les restes successifs seront donc divisibles par P. Or, dans la suite de ces restes y on doit trouver Funité; donc le produit Bx i ou B est divbible par P. Ccst ce qu*il fallait démontrer.
270. Corollaire, Un nombre premier P qui divise un produit ABCD...E de plusieurs nombres entiers , doit diviser l'un d'eux. I>écomposQns ce produit en AxBCD...£ : puisque P est un nombre premier, s'il ne divise point A, on pourra le regarder comme premier à Tégard de A, et, d'après le théorème précédent, il devra diviser BCD...E. Ce deniier produit se décompose en BxCD...E, et on conclut encore que si P ne divise point B, il devra diviser GD...E. En continuant ainsi, on voit qae si aucun des facteurs qui précèdent E n'est divisible par P, E devra Fêtre. Donc P divise Fun des facteurs.
27 1 . Théorème. // n^ existe qu'un seul sjrstkme de nombres premiers dont le produit soit égal à un nombre donné : ou^ en d autres termes j deux produits de nombres premiers ne peuvent pas être égaux ^ à moins qu^ils ne soient composés de facteurs égaux chacun à chacun.
Soient abcd..» et ABCD...les deux produits ^aux. Puisque le produit abcd... est divisible par a, le produit ABCD... doit Fêtre aussi ; mais a est un nombre premier ainsi que A, B, C, etc.,* donc, si a n'est point égal à quelqu'un de ces facteurs, il ne pourra diviser aucun d'eux. Or, d'après le théorème préccdcot, /7, ne divisant ni A ni B, ne peut point diviser le produit AB j ne divisant ni AB ni C, il ne peut point diviser le produit ABxC ou ABC ; et ainsi de suite 5 dpnc a ne pourrait point divi>er le produit ABC... II faut donc que a soit égal à l'un des nombres A, B, C... Supposons « = A, et divisons les deurx produits par a. Les produits restans bcd.., etBCD... seront encore égaux , et l'on pourra leur appliquer le raisonnement précédent. On condara donc que ù est égal h Fun des facteurs B, C, D..., à B, par exemple. On fera voir semblablcment que e est égal à Fun des autres
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facteurs; et ainsi de suite. Donc les deux produits abcd,.. et ABGD... sont composes des mêmes facteurs premiers.
Cette démonstration ne suppose pas que les nombres a y b, c... soient inégaux : de sorte que si , dans le premier produit, un facteur se répète plusieurs fois , il doit se répéter , dans le second, un pareil nombre de fois.
272. Les corollaires de cette proposition sont nombreux : je me bornerai aux principaux. *
I. Un produit de plusieurs nombres contient tous les facteurs premiers dont ces nombres sont composés , et il n'en contient pas d'autres. En effet , il est démontré , d'un côté ( 268, cor. 11) , que le produit de plusieurs nombres peut être considéré comme composé de tous les facteurs premiers de ces nombres ; et , d'un autre côté (271), qu'il n'y a quun seuV système de facteurs premiers dont lé produit soit égal à un nombre donné.
II. Une fraction dont les deux termes sont premiers entre eux ne peut pas être réduite à des termes moindres. Supposons que a et b soient des nombres premiers entre eux y et qu'on puisse avoir
■j- = -j2 y ^' et ^' étant des nombres respectivement moindres que
a et b. Delà on tire aV ^=.bd . Mais a et b n'ont point de fac<* leurs communs; donc a^ contient les facteurs premiers dea^ etb' contient ceux de b^ donc les nombres af et b^ ne seraient pas moindres que a et b.
III. Deux produits de nombres entiers sont premiers entre eux lorsque tous les facteurs de l'un d'eux sont premiers par rapport à ceux de l'autre. Soient ÀfiG... cl abc*., les deux produits. Le produit ABC... n'a pas d'autres diviseurs premiers que ceux des nombres A, B, G..., et le produit abc*, n'en a pas d'autres que ceux des nombres a, by c... Donc, si aucun des nombres A, B, G... n'a de diviseur commun avec a , ni avec by ni avec c, etc., les produits eux-mêmes ne pourront avoir de diviseur commun.
ly. Si a et b sont des nombres premiers entre eux , les puissances a"* et b'^ sont dans le cas du corollaire III , donc elles représentent des nombres premiers entre eux. Les exposans tti et ti peuvent d'ailleurs être égaux ou inégaux.
y. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres est
ta
Jf ^•_
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^al an prodait de tons les facteurs premiers comminis à ces nombres. Soit D le plus grand commun dÎTÎsenr de plusieurs nombres. Par le cor. I , on sait que tous les facteurs premiers de D doivent se tronrer parmi les &cteurs premiers de chacun de ces nombres. D*ailleurs aucun antre fiixtenr premier ne peut leur être commun à tous ; car s^il en existait un autre dyccs nombres admettraient pour diviseur commun le produit IM, lequel serait plus grand qucD.
De là il suit que si on détermine le plus grand commun divisetur D ^ deux nombres A et B , puis le plus grand comrinnn diviseur D' à D et à un troisième nombre G , IX sera le plus grand commun diviseur aux trois nond>res A, B, G. On continuerait de la même manière sll 7 avait plus de trois nombres. •
YI. Plusieurs nombres étant donnés, ccnnposons un prodoit de telle sorte que tout facteur premier appartenant à quelqu'un de ces nombres se trouve dans ce produit avec Fexposant le plus devc dont il soit affecte dans ces différens nombres ; le produit ainsi formé sera le plus petit nombre dirisible par chacun des nombres donnes.
n est clair, en effet , que si un nombre ne renferme pas tous ces facteurs , ou s*il les renferme à des exposans moindres , il ne sera pas divisible par chacun des nombres donnés^ et , d*un autre côté, si , outre ces facteurs , il en contenait d'autres , il serait plus grand que le produit dont il s'agit.
2-» 3. Problème. Trouver tous les dMsettrs d'un nombre quel" conque N.
La première idée qui se présente est d'essayer succcssÎTementla division du nombre N par chacun des nombres i, 2, 3, 4... jusqu'à N ; mais on peut abréger ces tûtonnemcns. Soit D un diviseor de N , et ly le quotient de N par D : on a DIX = N , ou , sous une
autre forme, DD'=</NX\/S'; donc si D est <V'N, V sera >V^N. Il suit de là qu'après avoir trouvé tous les diviseurs moindres que V^N, les quotîens qui auront été obtenus en divisant ?i par ces diviseurs , seront les diviseurs plus grands que VU* Par exemple, soit N= 36o. La racine carrée de 36o est comprise entre 18 et ig : ainsi , ou divisera 36o seulement par les
nombre i, 2, 3,*.. 18. De cette manicre on trouve tous les diviseurs de 36o , savoir :
I 2, 3, 4» 5, 6, 8, 9, 10, 12, i5, 18. 36o, 180, 120, 90, 72, 60, 45, ^Oj 36, 3o, 24i 20.
274» PROBLïiME. Former une table de nombres premiers.
On appelle nombre premier celai qui n'a pour diviseurs que Funité et lui-même. Lors donc qu^un nombre étant donné , le procédé ci -dessus ne fera découvrir aucun autre diviseur, on sera sûr que ce nombre est premier. Pour éviter ces calculs , qui peuvent être fort longs, on a construit des tables qui renferment tous les nombres premiers jusqu'à certaines limites [*).
La manière la plus simple de les construire consiste à écrire de suite les nombres impairs 3, 5, 7, 9, etc., jusqu'à telle limite qu'on voudra, et à effacer tous les multiples de trois, tous ceux de 5, tous ceux de 7, etc. Il est évident que les nombres premiers sont les seuls qui resteront. A la tête de ces nombres il ne faut pas oublier de placer i et 2.
Rien d'ailleurs de plus facile que de reconnaître les multiples qu'on doit effacer. Ceux de 3 se trouvent en comptant les nombres 3, 5, 7, etc., de 3 en 3, à partir de 5, ceux de 5, en les comptant de 5 en 5, à commencer de 7 5 et ainsi de suite (**).
275. Remarques, L La suite des nombres premiers est îllimi* tée. Admettons qu'il en soit autrement, et que n soit le plus grand de tous. Si on forme le produit P = 2.3.5. • ./i, qui renferme tous les nombres premiers , il faudrait que le nombre P+i, qui est^-zi, fût divisible par quelqu'un de ces nombres. Or cela
(*) Legekdre cite particnlièrement les tables de Chernac et celles de Burck- UÀRDT. Dans celles de Chernac > on trouve tous les nombres premiers jusqu'à I 000000, et les diviseurs de tous les antres nombres compris dans cette limite. Celles de Burckhardt sVtendent jusqu'à 3o36ooo.
{^*) Représentons-nous une planchette percée de trous, au-dessus desquels les nombres impairs 3, 5, 7, etc., sont placés par ordre ; puis h mesure qu*on arrive, en les comptant de trois en trois, de cinq en cinq, de sept en sept, etc., aux multiples qu'on doit cfî*;iccr, concevons qu'on laisse échapper ces multiples à travers les trous correspondons , il ne restera sur la planchette que les nom» bres premiers. Tel est le fameux crible d'£lraiosthcne , qui vivait à Alexandrie 380 ans avant J. C.
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est éfidcmmenliiiipassiMe, cir il r um umjoiirsIeKsle i. Donc fl est impossible que la suite des nombres premiers soit limitée.
II.En comparant tons les nombres aTec lesmoltîples d*un même nombre, on est condaît à les présenter sous différentes formes dont on fait souYent usage. Par exemple, si on les compare aux multiples de 6, on pourra d'abord les représenter par une des six formules
6ir, 6x+i, 6x4-2, Gr+S, 6r+4, 6x4- 5,
dans lesqueDes x est un nombre entier quelconque. Mais si on ne yeut considérer que les nombres premiers, il ne faudra conserrer que les deux formules 6r4~i ^ 6x4*5 : car les autres donnent des nombres divisibles par 2 ou par 3. On peut aussi , à la place de6x4-5>écrire6(x4*i) — i, ou lùen encore 6x — i, puisque x est un nombre entier quelconque. Ainsi tous les nombres premiers, excepté 2 et 3 qui sont diviseurs de 6 , sont compris dans la formule
N=6xdii.
On raisonnerait d'une manière analogue , si on considérait d'aures multiples que ceux de 6.
276. Pboblcîie. Décomposer un nombre en facteurs premiers^ et trouver ensuite tous ses diviseurs^
Un nombre quelconque N, s'il n'est pas premier, pent être
eprésenté par le produit de plusieurs nombres premiers a , 6 ,
c, etc., élevés chacun à une certaine puissance, de sorte qu'on
peut toujours supposer N = arb^cP^. • Cest cette décomposition
qu'il s'agit d'opérer.
Prenons pour exemple le nombre 5o4. Je le divise d'abord par 2 autant de fois que possible , et on trouve ainsi
Alors je divise autant de fois que possible 63 par 3 , qui est le pins petit nombre premier au-dessus de 2, etil vient
Donc on a
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ôa bien , soas une autre forme ,
Le» divisions par 3 ont amené le quotient 7. Si ce quotient n'était pas un nombre premier, on continuerait les opérations en essayant successivement les autres nombres premiers 5, 7, etc. , Maintenant on formera facilement tons les diviseurs de 5o4. Us ne sont autres que les nombres qu^on obtient en prenant tous les facteurs premiers un à un , deux à deux , etc. Pour être sûr de n'omettre aucun diviseur, on adopte la disposition suivante :
La première colonne à gauche contient le nombre donné 5o4 et les quotiens des divisions successives. A c6té de ces nombres , dans une seconde colonne , sont écrits les nombres premiers qu'on emploie comme diviseurs, et qui sont les facteurs premiers du nombre 604. Enfin , on place à gauche de cette colonne tous les diviseurs de 5o4 , et je vais dire comment on les trouve.
En tête de la troisième colonne, mais au-dessus de la ligne qui contient 5o4 , on écrit d^abord l'unité , qu'on doit regarder comme le pranier diviseur de 5o4* On multiplie cette unité par le premier nombre de la seconde colonne , et ou a ainsi le diviseur 2 qu'on écrit à c6té de ce nombre. On multiplie ensuite les diviseurs déjà trouvés^ i et 2 , par le deuxième nombre de la seconde colonne^ et, en omettant la répétition du produit 1X2 ou 2, on obtient le nouveau diviseur 4? qu'on écrit sur la ligne du dernier multiplicateur. On continue de la même manière jusqu'à ce qu'on multiplie enfin par le dernier nombre de la seconde colonne , ce qui produit une dernière suite de diviseurs, laquelle sera toujours terminée par le nombre donné.
Quand on connaît déjà tous ks -facteurs premiers d'un nombre N, on peut encore trouver ses diviseurs par un autre procédé.
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Supposons que le nombre N, décomposé 'en facteurs premiers, soit
tous les diviseurs de N seront représentés par la formule d^b^cv' ,.^ dans laquelle les cxposaus né y v!^ //, . • • ne doivent point surpasser m^riyp... Par là on reconnaît que ces diviseurs seront les différens termes qu'on obtient en effectuant le produit
277. Remarques. La multiplication des deux premiers poly* nomes donne un nombre de termes égal à (m-{-i) (/i^-i), par conséquent celle des trois premiers polynômes en donne un nombre
égal à(m4-0('^"4"0(/^4"0 > ^^ ^^^si de suite; donc le nombre de tous les diviseurs de N est exprimé par la formule
En même temps on voit que le produit P est la somme de tous ces diviseurs. Or, on sait (53) que les polynômes <iui composent?
sont respectivement égaux a , — , etc. 5 donc |a
somme de tous les diviseurs du nombre N peut s'exprimer par la formule
Par exemple, soit N=5o4=2^X3*X7 : on aura ms=3; n=2, /;=:i . Donc le nombre des diviseurs de 5o4 sera
et la somme de tous ces diviseurs sera
X-ô — X^^ = i5xx3x8=:i56o
278. Problème. Combien de fois un nombre premier Ô estait facteur dans la suite des nombres naturels, depuis i jusquà n? ou, en d'autres termes, quelle est la plus haute puissance de 6 qui divise le produit i • 2 , 3 # • • n ?
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Soil n' la partie entière du quotient de n par 0. Dans la suite proposée on trouve les iJ facteurs ô, 29^ 39,.. • du produit
et il est clair qiiUIs sont les seuls qui soient divisibles par 0, Ce produit peut s'écrire ainsi
donje on obliendr& la puissance cherchée en multipliant é^ par la plus haute puissance de ê renfermée dans le produit i •2.3. . .//. Le même raisonnement peut se répéter à Fégard de ce produit. Par conséquent y en appelant n'' la partie entière du quotient de 7/ par ê , on reconnaîtra que la plus haute puissance de 4, con>tenue dans le dernier produit, se compose de la puissance ù*^ multipliée par la plus haute puissance de $ contenue dans le produit
Semblablement, en nommant n" la partie entière du quotient de n" par é , on sera encore conduit à chercher la plus haute puissance de ê renfermée dans le produit i .s.S. • •n'^.
On continuera ainsi jusqu^à ce qu'on parvieutie à un quotient <^tf. Pour fixer les idées, supposons que ce soit n^; alors on conclura que la plus haute puissance de êj contenue dans, le produit donné i . 2 . 3 . . . n, est ^«^+«"+«'".
Yeut-ou savoir, par exemple, quelle est la plus haute puissance de 7 qui divise le produit 1 .2.3. . .1000? On fera 72 = 1000 5 et, en ne prenant que les entiers des quotiens , on aura
La somme de ces quotiens étant 164 1 il s'ensuit que la puissance cherchée est 7*^^.
27g. Corollaire, Soient w,'n, p^q,»** des nombres entiers tels qu'on ait m=^n +/? + ^ . . . 5 l'expression
[^ I*2*<3*/|.«ca«*»*. «T?! I] 3 ■
iXï»2.. ./»Xi «a. . .^X etc
représentera toujours un nombre entier. En effet, soit 0 un fac«
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teur premier du dénominateur, on aura
^==«+£+? + ctc.
En nommant m', n', /?', q'f» les quotiens entiers, on aura donc aussi
m'= ou >/i'+p'+<?'4" ^^^*
Si on divise de nouveau par é, et qu'on nomme m", /i", • • • les nouveaux quotiens entiers, on aura pareillement
m"= ou '>n''+p"+q"+ etc.
On continuera ainsi tant que les quotiens ne seront pas tous moindres que ê. Alors, en ajoutant, on aura
(m'-+-m''-t-...)= ott >C/i'-+-/i''-f-...)-*-tp'-+-p''-+--0-+-(<7'-^9''4-—)-+-ctc.
Or ces dificrentes sommes font connaître les plus hautes puissances de é par lesquelles on peut diviser les produits qui composent Texpression [i] ; donc il n'y a aucun facteur premier dans le dé^ nomînateur de cette expression qui ne soit à une puissance au moins égale dans son numérateur 5 donc cette expression représente un nombre entier. Cette conclusion renferme, comme cas particulier, la remarque du n^ 210.
Continuation, lliéorèmes sur les résidus.
280. Théorème. Soit p un nombre premier par rapport à a 5 si on divise par p les multiples successifs de 2i jusqu'à (p — i)a inclusivement , les résidus ou restes de ces divisions seront tous differens.
Admettons que deux multiples 772^^ et m' a y moindres cpie pa^ puissent donner le même résidu r. En nommant E et E' les entiers des quotiens, on devrait avoir
wût=E/;-f"''? w/« = E'p+''' Si on retranche ces égalités Tune de Fàittrc , il vient
(w'— w)a=(E'— E)/7, d'où K-^)^^;g._p;.
et comme le nombre p est premier avec <i, il s'ensniyrait qu'il df* vise mf — m ^ ce qui est impossible puisque 'm et m' sont <Cp*
Remarque» Appelons r, r', r",. . . les/? restes qu'on obtient en divisant a, 2a, Sa,. • .(p-^i)a, par/? ; et supposons qu^on ait
a±sE/?4-r, 2a=;E7?+r', 3û=E"/?+r^, etc.
Si on ajoiite pa à chaque égalité, on a
donc y après avoir passé pa qui est le premier multiple de a divisible par p y les multiples sulvans ramènent les restes déjà trouvéSi et dans le même~ ordre. Sans pousser la démonstration plus loin , il est clair que cette période de restes se reproduit après chaque multiple de a divisible par/;.
281. Théobeme. Soit p un nombre premier avec^, si on divise* par^ la suite des puissances i, a, a', a^,... il j'en aura toujours une entre 1 ef aP, qui laissera un résidu égal à i; jusqiià celles là tous les résidus seront dijférens ; et au-delà , les mêmes ré^ sidus se reproduiront périodiquement.
Les résidus devant être moindres que/7 , on ne peut pas en trouver .plus de /? •— - 1 qui soient différens ^ donc , dans les/» premiers termes de la suite i , ^r, a',... a/^% il en exbte aU moins deux qui donnent le même résidu. Eu les représentant par a"^ et a'"', et le résidu commun par r, supposons qu'on ait
De là on tire
û«'— a'«=(E'— E)/;, ou a"»(a"''-"»— i) = (E'— E)/;j
et comme p est premier avec a , il devra diviser û"^— « — 1 . Donc on aura Funité pour résidu en divisant par p la puissance a"^"^*» , laquelle est <Cp^*
Désignons par a^ la plus petite puissance , auti^ que i . qui donne le résidu i , tous les résidus précédens seront inégaux entre eux. Ea efiet, si pour deux puissances a*^ et 12"^, moindres que a", on pouvait avoir les égalités [i], on en conclurait, comme tout-à-l'heure, que la puissance o^'*-^ donnerait le résidu i ; par conséquent a"
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ne serait pas la plus petite puissance qui jouit de cette propriété. Soit a" sï£/7-4" 1 9 ^ étant entier. Au-delà , on aura
û»+»=sEûp+ « y «"+' =.Ea'/; +!^S ^""^^ — Ea^p-^a^ , etc. 5
donc 9 pour les puissances a", û»+*,... a*""~% les résidus seront successivement les mêmes que pour a°, a', a'... û"""'.
Pour a"'» le reste sera i comme pour a" : car Fégalité a"=E/7-|-i, en la multipliant par a'*, donne a"* =£«"/?+«". En répétant le raisonnement précédent , on fera donc voir que les puissances de û«» à a^""^ donnent encore la même période de restes i et ainsi de suite.
Remarque. Par ce qui précède y il est clair que le résidu d^une puissance de a ne doit pas changer, quand on 6te à l'exposant un multiple quelconque de /i ; et cette observation fournit un moyen facile d^obtenir les résidus des puissances très-élevées , lorsqu^on connaît les résidus de la première période. Quant à ceux-ci , on lei détermine directement y mais on simplifie le calcul en faisant attention que, pour passer du résidu de a^ à celui de af'^^y il suffit de multiplier le premier par a et de diviser le produit par/?.
Par exemple , cherchons le résidu de la division de 4^^^ par 11. Ceux de 4°, 4S 4*> ^^^ ^ > 4 7 5. liC produit 5x4*^^^® donne le résidu g ^ 9X 4 ^^ ^^ donne 3 ; et 3 X 4 ^^ ^^ donne i . L'on s^arrête ici , et Von forme le tableau suivant :
Puissances 4% 4% 4'> 4^7 4*'
Résidus ly 4) ^9 9> ^*
^exposant 5 étant celui qui ramène le résidu i y on divisera l'exposant donné 898 par 5, et le reste 3 indiquera que la puissance 4^^^ laisse le même résidu que 4^ 9 donc ce résidu est 9.
282. Théorème. Si p est un nombre premier qui ne dii^ise point a , V exposant de la plus petite puissance de a , autre ^i/ea®, dont la division par p donne Vunité pour reste^ sera on p — i ou un diviseur de p — i.
Soit a"^ cette plus petite puissance. D'après le théorème précédent , on doit avoir /zcrsy?— 1 ou <Cp— i s il l'esté donc à prouyer que dans le seeond cas n est diviseur de p — i .
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Supposons que pour les pubsances a*, a», a»,. . • o«-* les ri résidus soient
On sait qu'ils sont tous diiférens 5 mais comme il n'y en a que n , on n'y trouvera pas tous les nombres de la suite
Soit fi un de ces nombres , non compris dans la Suite [u] : si on multiplie tous ces résidus par p , il vient
et si on divise ces produits par p , on obtient n résidus
que je dis être tous différens entre eux , et difTérens aussi de ceuic de la suite [«]•
D'abord ils sont diflerens entre eux. Représentons par p, p% deux résidus quelconques de la suite [<»], et par a"*, a"*^, les puissances dont ils proviennent, de sorte qu'on ait
En multipliant ces égalités par ^ , il vient
et si les produits Pp, Pp% pouvaient donner un même résidu p", les dernières égalités pourraient prendre )a forme
F et F' étant encore des entiers. Par la soustraction , on aurait
donc
pa"»(û'^-«— i)r= (F'— F)/? :
or, p est un nombre premier qui par hypothèse ne divise point <?, et qui ne divise pas non plus p puisque p est <^p 5 donc/? devrait diviser a"*'"^"* — i ; donc a" ne serait pas la plus petite puissance de a qui ramène le résidu i . Donc tous les nombres de la suite [p] sont diiférens entre eux.
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Ils sont différeos aussi de ceux delà suite [«]• Reprenons Fég»-
litéû'"'=E'/?+p% multiplions-la par p, et admettons que le produit ^f/ puisse amener le même résidu p que aP*. On aurait deux égalités de cette forme
E et £" étant toujours des entiers.
Si m ^ m' y on retranchera la 2" de la i'", et il Tiendra
Il faudrait donc que a^'-^^ — p fût divisible par/?, ou que a"*'"*"* donnât le résidu p. Ainsi p appartiendrait à la suite [«] ^ ce qui est contraire à Thypothèse.
Si jn<^m' , on prendra au lieu de û*", la puissance û'*"H» qui donné le même résidu que a'^, et le raisonnement précédent subsistera.
Donc les suites [«] et [p] renferment 2n termes , tous différeus , et tous <ip*
S'ils n'épuisent pas la suite [A], prenons un nombre >r parmi ceux qui restent , multiplions la suite [«] par y^ divisons par/; les produits
et représentons les n résidus correspondans par
En répétant ce qui vient d'être dit pour p , on verrait que ces résidus sont différens entre eux^ et différens de ceux de la suite [«] : on va prouver qu'ils sont différeus aussi de ceux de la suite [p]. Admettons qu'un nîème résidu p appartienne aux suites [p] et [y] : on devrait avoir des égalités de cette forme,
pa"» = E/?4" p > >'û'*'=E'/?-|- p ,
m et ni étant deux nombres <^72.
Si m ^ m^ ^ on en déduirait
ttm/(p^m-m'_y)_(E ^E')p5
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donc pû'"^'^.'— y serait divisible par p» Mais pa"*~'«' donne un reste de la suite [p] ; donc la différence entre ce reste et y devrait être divisible par p. Or cela est impossible : car le nombre y est lui-même moindre que/; , et différent de tous les restes [p].
Si m<Cjri y on prendra au lieu de û"», la puissance a"+'* qui donne le même résidu que a'" , et la démonstration précédente subsistera encore. i
Donc les suites [«] , [p] , [y] , renferment 3/i termes , tous diffé- , rcns,et tous<^/?.
Si la suite [A] en contient encdre d^aulres , on pourra continuer les mêmes raisonnemens, et il est clair qu'à la fin elle sera épuisée par des séries dont chacune renferme n termes. Or le nombre des termes de la suite [A] est /i — i ^ donc en6n n est diviseur de /7-— 1| et le théorème est démontré.
Dans Fexemple qui termine le n° 281, on a vu que 4^ est la plus petite puissance de 4 dont la division par 1 1 ramène le résidu I ; et en effet Texposant 5 est un diviseur de 1 1 — i ou xo«
283. Corollaire. En partant de Tégalité â'*=;E/;4"i > on a celles-ci
û» r=Ep+i , û*» = Efl'»/?-!-^", û'"=Eâ'7?+^"'> «*<î' 5
et Ton en conclut que le résidu i correspond à tous les exposans multiples de n \ donc aP'^^ donnera aussi le résidu 1 5 donc aP^^ — i est divisible par/?. Ainsi se trouve démontré ce beau théorème qui porte le nom de son inventeur Fermât : Un nombre premier p qui ne divise point a doit diviser zF'~^ — i .
284. Remarque, D'après ce qui a été dit u° 281, tout nombre a , dont la puissance/? — i est la plus petite qui ramène le résidu I, jouit de cette propriété que les puissances inférieures à/? — i, fournissent tous les résidus i, 2, 3,. . •/? — i, mais dans un ordre différent de Tordre naturel. Si, parmi les nombres qui remplissent cette condition , on ne prend pour a que les nombres au-dessous de /?, on aura ceux que Euler appelle des racines primitives par rapport à /?. On n'a point de méthode dii-ccte pour les chercher, mais on peut le faire par tâtonnement. Euler les a donnés pour les nombres premiers [jusqu'à 87, et je les rapporte ici diaprés lui.
TYômb. I
Racines primitives.
oi
II
10, II, i3, 14, i'), 17, 20, 2r.
8, 10, II, 1.4, i5, 18, 19, 21, 26, 27. 12, i3, 17, 21, 22, 24.
5, i3, i5, 17, 18, ig, 20, 22, 24, 32, 35.
En consultant ce tableau, on y Toit que 5 est racine primitive par rapport à 7 ; et en effet, si on divise par 7 les puissances 5*, 5% 5', 5^, 5^, 5^, on trouve les résidus i, 5, 4> 6, 2, 3, qui com* prennent tous les nombres au-dessous de 7 .
On pourrait prouver que, par rapport à chaque nombi-e premier/7, il existe autant de racines primitives qu^ii y a, entre i et p, de nombres premiers k p — i. Mais, pour celte proposition et pour toutes les autres qu'oii pourrait encore démontrer sur les nombres, je renverrai à la Théorie des nombres par Legendre.
iSur les grandeurs incommensurables, approximation des racinesm
285. Deux grandeurs de même espèce sont dites commensu' râbles y lorsqu'elles ont une commune mesure, c'est-à-dire lorsqu'il existe une troisième grandeur qui est contenue un nombre exact de fois dans chacune d'elles 3 dans le cas contraire^ elles sont incommensurables.
Quand on dit d'une quantité, prise isolément,' qu'elle est commensurable ou incommensurable, il y a toujours une certaine unité sous-entendue avec laquelle on la compare; et alors ces expressions indiquent qu'il existe une mesure commune entre celle quantité et l'unité, ou bien qu'il n'en existe pas.
Supposons, par exemple, qu'une ligne donnée contienne aS fois une certaine longueur, et que le mètre la contienne 7 fois, la ligne donnée sera commensurablc ; et comme elle est égale a 28 septièmes de l'unité, elle sera représentée par ^. Cet exemple saf-
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fit ponr montrer que toute quantité commensurable peut s*exprimer exactement en nombres entiers ou fractionnaires.
D^un autre coté , toute quantité représentée par un nombre entier ou fraclionnaire est commensurable : car il y a évidemment une commune mesure entre elle et Funité. Ainsi, qu'une longueur soit égale à -— , et que le mètre soit Funilé sous-enteuduc, la commune mesure sera le décimètre.
Donc une quantité qui ne peut s* exprimer exactemeut ni avec des entiers ni avec des fractions est incommensurable. Telles sont
£a faisant attention que le rapport ou la raison entre une quantité commensurable et l'unité à laquelle on la rapporte est toujours exprimée exaclemeat par un nombre entier ou fractionnaire^ on comprendra pourquoi Ton désigne encore les quantités commensurables sous la dénomination de rationnelles , et les incommensurables sous celle àUrrationnellcs,
286. Lorsque la racine d*un nombre éntiery quel que soit le degré de cette racine , ne peut pas être exprimée exactement en nombres entiers f elle ne peut pas l'être non plus ai^ec des fractions j et par conséquent elle est incommensurable.
Supposons qu'on puisse exprimer celte racine avec des fractions, on pourra toujours la mettre sous la forme d'un nombre fraction -
naire irréductible j. Or , à quelque puissance qu'on clcve un tel
nombre, bien loin de retrouver un nombre entier, je vais montrer qu'on n'obtient jamais qu'un nombre fractionnaire irréductible. En effet, les nombres premiers qui divisent a ne devant point diviser b , il s'ensuit , en vertu d'un théorème connu (269), qu'ils ne pourront pas diviser ^X^ ou //', ni b*X.b oixb^y elCv Cette conclusion revient à dire que les nombres premiers qui divisent les puissances de b ne peuvent pas diviser a^ donc aussi, d'après le théorème cité, ils ne diviseront ni rtX« ou a', ni a^X, a ou a^, etc. Ainsi Içs puissances de a n'ont aucun facteur commun avec celles de Z'. Donc la fraclîon Y étant irrrcducliBle, ses /ï' a
puissances 71 > 71 > etc. , seront irréductibles aussi. Doue Içs va -
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cines des nombres entiers, quand elles ne sont pas des nombres entiers, sont toujours incommensurables.
287. Déterminons aussi à quel caractère on connaîtra que la Tacine d^un nombre est incommensurable.
D'après ce qui a été dit dans le n^ précédent , la puissance r^
d^une fraction irréductible -y est elle*même une fraction irréduc-
tible ; donc, pour qu^une fraction soit égale 11 une puissance n, il faut qu'après ravoir réduite à sapins simple expression, on puisse extraire exactement la racine n de son numérateur et de son dénominateur. Quand cette double extraction sera possible , il est clair qu'elle fera connaître la racine de la fraction donnée. On trouve ainsi
l/TeT I/a_8_9 — Il '
288. On peut remplacer cette règle par une autre , fondée sur ce principe , que si une fraction est égale à la puissance n d'une fraction , et que l'un de ses termes soit une puissance n , l'autre en doit être une aussi.
En effet, supposons que la fraction û;;$oit égale à la puissance n
.d'une autre fraction - : on devra avoir
tT" = i— » d ou A = -- — ;
donc a" B" est divisible par 6? Or , si on conçoit a et B décomposés en facteurs premiers , il est clair que tous ces facteurs sont à la puissance n dans a" B'^; et de même^ les facteurs premiers de b sont à la puissance n dans Z>". Donc, après avoir divisa a* B" par L'^j ce qui revient à supprimer dans a" B" tous les facteurs de ù'^, il ne restera au quotient que des facteurs élevés b. la puissance r; donc A est une puissance exacte de l'ordre n.
Cela posé , remarquons qu'une fraction - étant donnée^ on
peut toujours , en multiplant ou en divisant ses deux termes par des facteurs convenables, rendre son dénominateur puissance exacte d'un ordre quelconque n. Donc , il faudra qu'alors le numérateur en soit une aussi, pour que la fraction dqnnée puisse être égale à la puissance n d'une fraction.
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Par exemple, en multipliant les deux termes de la fraction par le dénominateur , on rendra ce dénominateur carré parfait 5 il deviendra un cube en les multipliant par son carré 5 et ainsi de suite. De cette manière on a VJtl^ V^.Î|Ï|I|J= V/Z^^^^ |.|^.
En simplifiant ce résultat y on retrouverait -ff comme dans le n précédent.
289. Maintenant expliquons comment on évalue avec approximation les racines incommensurables. La question générale est celle-ci : Etant donnée une quantité quelconqneM^ déterminer sa racine n^'^ à moins dune fraction-.
Tout se réduit à chercher combien de fois V'M contient la fraction j : car si r exprime ce nombre dé fois, il est évident que
r M sera comprise entre j et *-^ 5 et comme ces deux fractions
ne diifèrent entre elles que de 7 , la différence entre V^M et chacune d'elles isera moindre que -^^ En conséquence, on posera
et la valeur de a:, calculée à une unité près, sera le nombre r. Or, deFéquation [1] on déduit
donc il faut extraire, à une unité près, la racine du produit Mp". Ainsi, on peut établir cette règle générale : Pour évaluer^ avec une approximation marquée par une certaine partie d uni té, la racine n*™* dune quantité donnée M , multipliez cette quantité par la puissance p" du dénominateur de la. fraction gui désigné r approximation , extrayez la racine du produit à une unité près y puis divisez cette racine par le dénominateur p de cette même fraction .
Par exemple, veut-on trouver Vi à^ près? on fait le produit 2 X 36 = 72 , on en extrait la racine carrée 8 , à une unité près, puis on divise 8 par 6. Le quotient |^ ou 1 f est là racine demandée.
Soit encore h évaluer V^f à f près. On fera le produit 7 f X 25 =-^^ = igi j . Alors on remarquera que la racine carrée de ce produit, «^ une unité près, est la même que si on avait le nombre 191 sans fi*action. En conséquence, on extrait^ par les règles connues, cette racine qui est i3^ et la racine cherchée sera ■T^ouaf
2go. Les approximations se font ordinairement en décimales, et, pour ce genre de fractions^ la règle générale se simplifie beaucoup. Pour fixer les idées, je ne parlerai ici que de la racine carrée.
Supposons d'abord qu'on ait à évaluer en décimales la racine carrée d^un nombre entier. Dans ce cas, la règle se réduira à celle-ci : On place à la suite du nombre donné deux fois* autant de zéros* qu'on veut avoir de décimales à la racine, on en extrait alors la racine à moins d^une unité , puis on sépare sur la droite de cette racine le nombre requis de décimales.
Il peut se fairje que le nombre donné ait déjà des décimales. S'il n^en a pas deux fois autant qu'on en veut h la racine, on complète ce nombre par des zéros ; et , s'il en a plus , on supprime les décimales excédentes. Du reste, on extrait la racine sans faire attention à la virgule, mais on y a égard à la fin de Topération.
S'il s'agissait d'un nombre fractionnaire, tel quef ou 3 1, on réduirait la fraction | en décimales, en ayant soin d'en prendre deux fois autant que la racine doit en contenir.
agi. Quand on extrait, à une unité près , la racine carrée d'un nombre entier, on trouve ordinairement le plus grand nombre entier contenu dans cette racine. Mais le nombre qui a une unité de plus, quoique trop grand, approche aussi à une unité près, et même il peut se faire qu'il soit plus approché que le premier : or, il y a une règle très-simple pour le reconnaître.
Soit a le nombre entier contenu dans la racine , et R le reste de l'opération. Si a est une racine plus approchée que a+i , le carré de fl+i surpassera le nombre donné , et par conséquent on devra avoir R<( a 4" t)*—«' ou R<û[+i?<ionc alors le reste R est tout au plus égal hjz. Ainsi, quand le reste ne surpasse pas le nombre trouvé à la racine, ce nombre est le plus approché de la ra«
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ciae 'j et, dans le cas contraire , c^est ce nombre augmente dWe unité.
^2. Les approximations relatives aux racines se ramènent tou^ jours à extraire la racine d'un nombre entier à une unité près. Quand il s'agit d'une racine carrée qui doit avoir beauck>up de chiffres , et qu'on a trouvé plus de la moitié de ces chiffres, je vais montrer comment on obtient les autres d'une manière abrégée, au moyen d'une simple division.
Supposons donc que N soit un nombre entier , et qu'on ait calculé plus de la moitié des chiffres de la racine. Pour leur donner le rang qu'ils doivent avoir , mettons à leur droite autant de zéros qu'il y a encore de chiffres à connaître. Désignons par a le nombre ainsi formé, par R le reste complet qu'on trouve, en abaissant toutes les tïanches dont on n'a point fait usage, et enfin par x c qu'il faut ajouter à a pour obtenir V^JN. On devra avoir
ou , en développant le carrée •
donc
Soit q le quotient de la division de R par 2a , et R' le reste : cette égalité devient
Supposons qu'il y ait encore n chiffres à trouver à la racine > le carré x^ sera moindre que lo'''. Mais , par hypothèse , a renferme
x^ au moins 2n+i chiffres j donc a^io'", et par suite — <^r.
D'ailleurs — est <^i ; donc la différence des deux fractions est 2a
<Ci ] donc en prenant simplement a:=^, l'erreur est <> j et l'on
aura , à unb unité près , VJN = a-|-<7» Remarque. Il peut se faire que le quotient q soit la valeur
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exacte de or, qu'il soit moindre, ou qu^il soit plus grand. Si ^=^^ l'équation [1] donne a:'= R', donc <7'=R'. Si q<C^x^ elle donne x*<Cy^\ donc ^*<[R'. Si y>.r, elle donne a:*>R'; donc ç^^R'. Ainsi, suivant qu'on a ^*=R', çr^^R*^, ^»>R% la racine a 4-9 est exacte, ou approchée par défaut, ou approchée par excès.
Progressions arithmétiques,
293. On appelle progression arithmétique ou par différence une suite de termes tels qu^en retranchant chacun du suivant on obtient toujours la même différence. Celte différence est la raison dé la progression.
Y^ci deux progressions arithmétiques, écrites selon Tusage adopté ,
-f3.7.n.i5. etc. -^4^. 41.37. 33. etc.
Dans la première, la raison est 4; dans la seconde, elle est-* 4* L^une est croissante, et Tautre est décroissante.
Soit une progression arithmétique quelconque
-7a. J.c. ^.e.y. etc.,
et soit ^la raison. Diaprés la définition même, chaque tcime est égal au précédent plus la raison^ donc
^ = a-|-^, c = û+2^, ef = a + 3^, etc.
Donc , en général , / étant un terme dont le rang est marqué par n , on doit avoir
[1] /=û4-(fï— 1)^:
c'est-à-dire qxCun terme quelconque est égal au premier, plus autant de fois la raison qiCily a de termes avant lui.
295. Considérée sous un point de vue général, cette formule exprime une relation entre û, ê^ n et l ,• et elle servira à résoudre les questions dans lesquelles, trois de ces quantités étant données, il s'agira de déterminer la quatrième.
Par exemple, proposons-nous d'insérer m moyens arithmétiques entre deux nombres donnés a et 1.
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donCi en ajoutant les égalités correspondantes , on aura
G^est-à-dire que la somme de deux termes quelconques, également éloignés des extrêmes , est égale à la somme des extrêmes.
Cela posé , nommons S la somme des termes de la progression : en les prenant d'abord dans Tordre même de la progression , et ensuite dans un ordre inverse , on aura
Donc I en ajoutant ces égalités , si on observe que la somme de deux termes correspondans est toujours égale à la somme des extrêmes a-t-^9 et si on appelle n le nombre des termes de la progression y il viendra 2S = (a-}-/)n , d'où
Donc la somme des termes d'une progression arithmétique est égale à là demi-somme des termes extrêmes^ multipliée par le ' nombre des termes.
398. Les relations [i] et [2], dans lesquelles il entre cinq quantités a , êy n ^ / , S , pourront servir en général à trouver deux quelconques de ces quantités , quand les trois autres seront données. Ainsi elles fournissent la solution d'autant de problèmes distincts qu'il y a de manières de prendre deux quantités sur cinq ; et par conséquent le nombre de ces problèmes sera de ^ ou 10. Pour qu'ils soient possibles , il faudra toujours que la valeur de n soit non-seulement réelle , mais encore posilive.
Sans entrer dans le détail des calculs , je placerai ici les solutions de ces dix problèmes :
I. Données «, ^, 72. r, , , ^. _ , . , , ... Inconnues /, s. {^=«+(«-0^, S=M.a+(«-iyj-
II. Données l^ i.n.i _ , . ^ , r ^ , v m Inconnues a, s. |« = ^-(''-0.^, S=44a/~(«-0fl-
UMjoys d'algèbre. 263
III. Données û, n, /.f._/—« ^, Inconnues ^, S. ^ n — i ' a v T J»
IV. Données S^ «, S. f __ 2S — n{n — i)S 284-77(71— O^f Inconnues a , /. \ "~ 2>i ' 2^1 '
X. Données Inconnues
Qucs a, 71. L__ /_(„_i;,^.^
Progressions géométriques.
299. La progression géométrique ou par quotient est une suite de termes teisy qu'en divisant chaque terme par celui qui le précède le quotient reste constant. Ce quotient est la raison de la pro gression.
Voici deux exemples où Ton voit comment on écrit les progressions de cette espèce :
-H2:6:i8:54:etc., -^60: 20: -5-:—: etc.
^ 9 La première est croissante, et a pour raison 3 ; la seconde est décroissante, et a pour raison f.
Soit une progression géométrique quelconque
iralblcldle: kll.
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En désignant la raison par ^, on doit avoir h^^aq^ c=uiq^y d^^aq^j et , en général , n étant le rang du terme l,
[i] l = aq"-^:
c est-à-dire qu'wn terme quelconque est égal au premier multiplié par la raison élevée à la puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent,
3oi . Si Von veut insérer m moyens géométriques entre a e< 1, on remarquera que le nombre des termes de la progression sera 771^^2^ en conséquence on fait fi = 772-|"2 dans l'équation [i]; puis on en lire la raison
On vcît qu'il y aura à extraire une racine, opération qui est, eu général, assez laborieuse, et qu'on facilitera beaucoup par l'emploi des logarithmes.
302. De celte formule on conclut que , si on insère un même nombre de moyens géométriques entre chaque terme d'une prO' gression géométrique et le suii^ant , la nouvelle suite sera encore une progression de même espèce.
En eiFct, si on met dans la formule, à la place de a et de /, deux termes consécutifs quelconques d'une progression géométrique, le quotient qui est sous le radical sera constaut^ par suite la raison de toutes les progressions partielles sera la même; et, comme le terme qui finit chacune d'elles commence la suivante, il en résulte que l'ensemble de ces progressions est aussi une progression géométrique.
303. Appelons S la somme des termes de la progression : on aura
Si on multiplie cette somme par la raison ^ , et si on remarque que le produit de chaque terme par ^ est égal au terme suivant, il vient
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et si de cc;tte égalité on retranche la précédente , on trouve
(y— 1)8 = 9/— a, d'où Pon tire
Donc la somme des termes (Tune progression géométrique f'ob" tient en multipliant le dernier terme par la raison , en retran^ chant du produit le premier terme ^ et en divisant le reste par la raison moins un.
3o4« Remplaçons / par sa valeur aq'^'^^y la formule [2] devient
[3] s=^i2!z:lL5
et je vais ei:aminer les conséquences qu'on en lire dans les hypothèses <7>i, q<C^y q=i.
i" Soit<7>i, ce qui est le cas des progressions croissantes. Alors la quantité 9" est d'autant plus grande que ?i est plus grand , et même il n'y a aucune limite qu'elle ne puisse surpasser y en donnant à Ti une valeur assez considérable.
En effet, si on poseur = !+<«, on a 9"=(i-(-<«y'=i-l-77a+ctc.; donc q"^n6ù. Or, quelque petite que soit la quantité «^ il est clair qu'en prenant n assez grand, i-f-n^ peut surpasser telle grandeur qu'on voudra ^ donc à plus forte raison en est-il ainsi dcq"^.
De Ih on conclut, ce qui est d'ailleurs évident par soi-même^ que la somme S peut devenir aussi grande qu'on voudra en prenant un nombre suffisant de termes dans la progression.
2" Soit q<C^y ce qui est le cas des progressions décroissantes. Après avoir changé les signes du numérateur et du dénominateur, la formule [3] peut s'écrire de cette manière
g _ a ag"
Ici , la quantité ç" sera d'autant moindre que n sera plus grand ,' et même elle peut devenir au^si petite qu'on voudra. Pour s'en
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convaincre, on posera j= - , p ëtant^i. On aura ç'*= ~: or,
d'après ce qaî a été ci-dessus , en prenant n de plus en plus grand, P" peut augmenter jusqu'à l'infini 3 donc q^ diminuera jusqu'à a^ro,
et par suite , la partie soustraclive —^^— décroîtra aussi jusqu^à zéro.
On voit ainsi que la somme S doit encore augmenter , ce qui est évident sans calcul; et, de plus, qu'elle ne surpassera jamais la limite , dont elle peut d'ailleurs approcher autantqu'on voudra.
Ces raisonnemens démontrent qu'en faisant tissod , on aura, en toute rigueur ,
c'est-à-dire que , si on prolonge à V infini une progression géométrique décroissante , la somme des termes est égale au quotient du premier^ divisé par V unité moins la raison. D'après cette règle , pour avoir la somme
i+^i h etc.
on fera a=i, q^=\*^ et il viendra
3<» Soit ^ = 1. La formule [3] donne S = f , mais l'indétermination n'est ici qu'apparente : car, en divisant q"" — i par q — 1(53), la formule devient
et alors l'hypothèse ^==1 donneS = a/z. Cette conséquence est évidente à priori: csiVy la raison étant i,tous les termes de la progression sont égaux à a.
3o5. Remarques. La division de q""— i par ^— i ne fait que reproduire, dans un ordre inverse, la progression dont la formule [3] représente la somme. Il est clair en effet que cette progression peut se représenter ainsi
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Pour la retrouver sans inversion y il suffirait décrire la formule sous cette foime :
Il y^a plus, la formule [4], qui exprime la somme de lous les termes d'une progression décroissante prolongée à Finfîni^ peut aussi reproduire cette progression. Effectuons, suivant la règle ordinaire, la division de a par l'^—q,
reste
-^aq
"'-ag^
etc.
etc.
fl + a^r + o^* + etc.
Si on arrête la division successivement au i'*^ rçste, au 2*, au 3", etc., il faudra, pour compléter les quotiens coiTCSpondans , leur ajouter les fractions '
nq aq^ aq^
etc.
Or, q étant <:^i, ces fractions ont des valeurs décroissantes; et comme on peut pousser la division jusqu'à avoir au reste un exposant de q aussi grand qu'on voudra /il s'ensuit qu'en supposant les termes du quotient prolongés indéfiniment, la fraction complémentaire doit être regardée comme zéro. Par conséquent la suite de tous ces termes , continuée à l'infini , est la valeur exacte du quotient.
Il est très - important de ne point perdre de vue que cette conclusion n'est légitime que dansrhypotbèse^<<]i. Si l'on avait ç>i, les fractions complémentaires, bien loin ée tendre vers zéro, devraient au contraire aller en augmentant jusqu'à l'infini né» gatif.
3o6. De même que pour les progressions arithmétiques , toutes les questions qu'on peut proposer sur les progressions géométriques peuvent se réduire à dix , dont les solutions se déduisent des deux équations
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Ces solutions sont renfermëes dans le tableau suivant :
L Données Inconnues
IL Données Inconnues
III. Données û, 71, Z.\_ ^7"^ jg_ Vl-^V'^n Inconnues 5^ , S. J ^ "a ^j J^—
ly. Données Inconnues
ées a , q, «• f /_ „-x §= y^— ^_^y— 0 mues /, S, (^ * * q — i q — i
ées l,q, n. f ^ J_ g^ /(y"-') muesa^S. (^ ç"—** 9'*"~'fe — O'
éesy,fi,S.f S(<y— 1) ^^V-'(y-i) mues â 9/. (^ 5^ — i * ^'* — I
Données a , n , S. r ^^_j , ^_, 4, — Ë 7 «— 1
Inconnues^,/. (^ ^ •••-!- — ^> 7
TI. Données/, 71, S. I(^) +(^/""-*'*"^=7' Inconnues </ j «• 1 ; /iY~'
X. Données ly q y S.f Qr \ — 1 log
Inconnues a^n. \ ^ ^^ '' — "T log 5^ '
• Dans le V* cas , il faut observer qu'en éliminant / entre les équations [i] et [a] , il en résulte une équation en q du degié n — 1 5 et, à moins qu'on n'ait 72 = 3 , ce qui la réduirait au second degré , elle ne peut être résolue que par des méthodes qui seront exposées plus tard. D'ailleurs , dès que la raison q est connue , on trouve I par Téquation [1].
A l'égard du VI« cas, même observation. On y a pris pour inconnue - au lieu de g.
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Enfin dans les quatre derniers cas, on remarquera queFéqualion [2] donne sur-le-champ cliacuue des quantités «, /, <7, S, au moyen des trois autres : de sorte que toute la dilHoulté est de résoudre Féquation [1], dans laquelle Tinconnue n est en exposant. Cette résolution a été effectuée par logarithmes , d'après les règles qui seront exposées dans chapitre suivant.
Fractions continues,
307. Définitions. On désigne sous le nom At fractions conti^ nues des expressions de la forme
dans lesquelles a, b^Cy d^.., sont des nombres entiers positifs. La suite de ces nombre peut d'ailleurs être limitée ou illimitée.
Pour plus de généralité , au lieu de Funité , on pourrait prendre des numérateurs quelconques, et regarder les déuoEiinatcurs a, by c,.«. comme représentant telles quantités qu'on voudra : mais les fractions continues , telles que nous les avons définies , sont les seules qui méritent quelque attention.
Je nommerai , avec Legendre , quotiens incomplets ou simple* ment quotiens les nombres a, b ^ c,... qui entrent dans la fraction continue , sans supposer pour cela qu^ils doivent nécessairement provenir d'une division.
Les quotiens complets s'obtiennent en prenant chaque quotient incomplet avec toute la quantité qui lui est jointe par le signe -{-•
Tel serait, b A i .
c-t-elc.
Les fractions -, ~, etc. sont souvent it^^Aé^s fractions par^
tielles OM fractions intégrantes.
Si Fou prend successivement, dans la fraction continue, d'abord le premier terme , puis les deux premiers , puis les trois premiers, etc., on aura différentes expressions qu'oQ pourra réduire à la forme des fractions ordinaires. Ces fractions sont désigQ^es S0U5 le nom de réduites ou Aq fractions tonvergentes.
ajo. LEçoirs dalgebius.
ZoQ, Loi déformation des réduites. Pour les deux premières on a
On passera ^ la'^troisicine réduite en changeant dans la seconde b en 6^ — , ce qui donne
On obtiendrait semblablement la quatrième réduite en changeant
c en c^^j dans la troisième; et ainsi des suivantes. a
Mais déjà on aperçoit que la troisième peut se former en multi« pliant les deux termes de la seconde , — j^ ^ par le quotient c, et en ajoutant respectivement à ces produits les deux termes delà première - : il s'agit donc de reconnjiître si cette loi est générale.
Or^ cette question revient à examiner si cette loi , étant vraie jusqu*à une certaine réduite , subsiste encore à Fégard de la suivante: car alors il est clair qu'elle devra s'étendre de la troisième à la quatrième , de celle-ci à la cinquième , et ainsi de suite indéfiniment.
3oient donc trois réduites consécutives quelconques jr , tç > rçii
nommons m le dernier quotient employé dans la composition de
rr;,, ct supposous qu'ou ait
P"=F/ii+P, Q^' = Q'm+Q.
Nommons - la fraction intégrante qui , dans la fraction continue^ vient après le quotient m : on trouvera la réduite qui suc-
cède à 7j„, en reqaplaçant m par m-| — dans Fexpression de ttjJ
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et comme P, Q, P' QS ne contiennent point m, il est dair qu'on aura , pour la nouvelle réduite ,
P'('^'+^)+P (Fm4-P)/t + F P"n4-P
Cette réduite est évidemment formée d'après la même loi que la précédente , et dès-lors cette loi est générale : c'est-à-dire que, chaque réduite , à partir de la troisième , pourra se former en multipliant les deux termes de la réduite précédente par le nouveau quotient , et en ajoutant respectis^ement à ces produits es deux termes de Vavant'précédente»
Quand on applique cette règle, il est commode de disposer tous les quotiens a , ùy c,,.. sur une ligne horizontale , et de placer au-dessous d'eux les réduites correspondantes , à mesure qu'on les forme. Par exemple , si Ton donnait
7 ' la disposition serait celle-ci :
Quotiens. ••• 3, 5, 3, 7 •
iiAA » 3 16 35 261
Aeduites. • • • -, t-, — « s — •
Lorsque la fraction continue n'est pas terminée , la loi d'après laquelle se composent les réduites prouve que leurs numérateurs et leurs dénominateurs forment deux suites croissantes jusqu'à l'infini.
309. Les réduites sont alternati\^ement plus petites et plus grandes que la fraction continue*
La i'* réduite est égale & a, et comme on néglige la partie fractionnaire qui lui est ajoutée, elle est évidemment <^jp.
La 2* est égale à a-j-T) et comme on y donne à Tunité un diviseur b moindre que dans la fraction continue, il s'ensuit que cette 2*> réduite est ^or.
La 3* est égale à «h -j : or, ce qui vient d'être dit pour
la 2* prouve que le diviseur 6-j — est une quantité trop forte;
donc la 3' réduite est <^x» Le même raisonnement se continue indéfiniment.
3io. La différence entre deux réduites consécutives quelconques est égale à F unité divisée par le produit des dénominateurs des deux réduites,
Supposons que jzj ryo tt,,? soient trois réduites successives 5 d'après la loi démontrée (3o8}, si on nomme m le dernier quotient, on doit avoir
Gela posé , les réductions ordinaires donnent
F_P_QF--PQ^
Q' Q" QQ' ' 9" P^P^m + P F_PQ^ — QF
Ces deux différences ont des numérateurs égaux et de signes contraires. Ainsi , on peut déjà conclure que la différence entre deui réduites consécutives quelconques est égale , abstraction faite du signe, à un nombre constant divisé par le produit des dénominateurs de ces deux réduites. Or, si on considère les deux premières réduites , on trouve
fl^+i a I
donc le numérateur constant de toutes les différences est ^1 à i, et l'on a
Le signe sera + ou —, selon qu'on retranchera une réduite de rang impair d'une réduite de rang pair, ou vice versât
Gomme les dénominateurs croissent jusqu^àFinfini, il est évident qu'on peut assigner deux réduites dont la différence soit aussi petite qu'on voudra ] et comme elles comprendront entre elles la valeur de la fraction continue totale , il y a dès à présent liea de
conclure qu'on peut trouver une rëduitcf aussi approchée qu'on voudra.
Par exemple , si l'approximation doit être à 7—^ près, on poussera le calcul des réduites jusqu'à ce que le produit des dénominateurs des deux dernières soit au moins égala 1000, et alors ravant-dcrnière réduite aura Tapproximation requise.
3i I . Les réduites j formées diaprés la règle (3o8), sont toujours des fractions irréductibles,
Si une réduite ^ pouvait se simplifier, il y aurait un facteur k
Commun à P et à Q , et it devrait aussi diviser QF — PQ^ : or cela est impossible, car QF — ^PQ'= i i .
3 12. Chaque réduite est plus approcliée de la vraie valeur que la réduite précédente^
Pour le démontrer, j'observerai d'abord que si on compilé , dans chaque réduite , le dernier quotient employé à la former^ on aura des expressions égales à la fraction^continue totale x, et qu'il sera facile de comparer avec celles des réduites. Par exemple, £oit la réduite
F'_Fm+P
dans laquelle m est le dernier quotient employé. Si on pose le quotient complet 773t+ elc.=j-, et si on. remplace m par j* dans cette réduite, il est évident qu'on aura une expression égale à x,
et que la compo^tion de cette expression la rend facilement com-
parable avec les deux réduites 7^ » 7y •
Cela posé , en prenant les différences entre x et chACune de ces réduites 41 vient
p Py+P P (OF— P(y)jr
"" Q""Qy+Q Q" Q(Q:r+Q)' P'_p>+p F vq—qw
Quelle que soît la v^eur de la quantité QP'— PQ', ces dIiFë<rences sont de signes contraires ; et de là on conclut, comme au n° 3og, que la valeur de x est toujours comprise entre deux réduites consécutives.
Mais si on se rappelle que <JP'— PQ^rsii (3io), les différences ci-dessus se réduiront a
Or, y étant unquotient^oomplet, et Q^ étant un dénominateur qui vient après Q, oh doit avoir j->i et Q'^Qj donc la deuxième différence, abstraction faite du signe, est moindre que la précé dente. G^est cette propriété qui a fait donner aux réduites le nom de fractions convergentes.
3i3. Remarque, Le quotient complet j* est compris entre m et m<4"i :.donc si , dans le dénominateur de la deuxième différence, on remplace y par m , on aura une fraction trop grande; et si on y remplace y par m-f-i? on aura une fraction trop petite. Donc , abstraction fe^ite du signe , ou a
PQ 1 , F
Q'^Q'CQ'm+Q; ^' ^ q^ Q'(Q''w + Q'+Q) '
ou bien , puisque Q'wi + Q = Q^,
^ — ri<7y7vi et a:— ;^>
On obtient ainsi deux limites de la différence x — j^. La première
limHe revient k cette règle déjà connue (3io), q\i en prenant une réduite pour valeur approchée de x', V erreur est moindre que V unité dis^iséepar le produit des dénominateurs de cette réduite fit de la suivante. Mais la seconde limite montre en outre que / erreur est plus grande que r unité divisée par le produit du prc' mier dénominateur multiplié par la somme de o^dénqminqfeur et du suivant.
3 14. Chaque réduite approche de x^ non-seulement plus qu*aw cunà des réduites précédentes y mais encore plus que toute autre
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fraction qui aurait un dénominateur moindre que celui de cetti réduite.
Nous venons de reconnaître que chaque réduite approche plus dex que les réduites précédentes; mais auss>i elle a Tinconvénient d^étre exprimée en ternies plus grands, et Fou sait d^ailleurs qu^elle n*est point sinoplifiablc. Il est donc naturel de rechercher s^il existe une fraction conçue en termes plus simples qu'une réduite , et qui cependant ne soit pas «noins approchée de x.
Reprenons les deux réduites ^, Tv 5 ®^ supposons qu'une fraction - ) .<Iu^oii peut toujours régarder comme irréductible ^ appro* p
P' che plus de x que Ty. Puisque x est entre ces deux réduites , mais
plus près de la seconde que de la première, i) faudrait que - fut
aussi. enJtre ces réduites. Donc on aurait, abstraction faite des signes des différences ,
u P.^F P Q«— Pô 1
Mais le numérateur Qec — Pp est un nombre au moins égal à i
donc il faudrait qu'on eût le dénominateur Qp ^-QQ', ou p^Q'.
Ainsi une fraction, pour êtreplus approchée de a: que la réduite t^,
doit avoir un dénominateur. plus grand (*).
Cette propriété imprime aux réduites un caractère qu'il importe de bien saisir. En généra] , quand V)n emploie des fractions dans les approximations, il ne faut pas croire qu'en prenant des dénominateurs plus grands on obtienne toujours un plus grand degré d'exactitude. Pour mieux me faire comprendre, soient les trois fractions y, I, f. Si on les réduit au même dénominateur, elles deviennent ffj tf? tI? et parlk on reconnaît quelles sont rangées
(*) 11 y a plus : si on ne considère que des valeurs approchées qui soient toutes moindres, ou toutes plus grandes que ar, on peut facilement prouver qu'une fraction, pour approcher plus de xqu'une réduite, mais dans le même sens, doit avoir un dénominateur plus grand que celui de la réduite suivante.
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par ordre de grandeur. Or, il peut se faire qu^une quantité incoi4nue X tombe entre y et f, mais beaucoup plus près de \ que des deux autres \ et alors il est évident qu'il sera impossible, avec des septièmes d'unité, d'obtenir pour x ilue approximation aussi grande que \* Cet exemple montre qu'en cherebant des valenn approchées parmi les fractions qui ont un dénominateur donné, on petit quelquefois avoir un moindre degré de précision qu'avec des dénominateurs plus petits. Mais il est'très-remarqt^ble que cda ne doive jamais arriver quand les valeurs approchées seront choisies parmi les réduites qui se déduisent de la fraction continue ^le à l'inconnue ; et c'est sur cette propriété que je voulais fixer Tattention.
3i5. Toute fraction continue périodique est égale à Fune des racines d^une équation du 2* degré à coejfficiens rationnels.
Soient a , 6 , • • • les premiers quotiens , qui forment la partie non périodique ; et soient /? , ^ , • • • les quotiens suivans, qui reviennent périodiquement. Posons
■HzTirr^ -4
/j+etc. ' ~^^clc.
Il est -clair que dans ces deux expressions on pouira remplacer par j* la suite /7-^ etc. : de sorte qu'on aura
r ■ jr
En considérant ainsi ces deux suites comme terminées à r y et en leur appliquant les règles relatives à la composition des réduites , on arrivera à deux équations de cette forme
Or, si de la première on tire la valeur de y en « , et si on la substitue dans le deuxième, il est facUe de voir que Téquation résultante sera du 2« d^ en x^ Donc , etc.
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La proposition inverse est également vraie : c*est-à-dire que toute racine irrationnelle iVune équation du a* degré j dont les coejjficiens sont rationnels ^ est égale à une fraction continue pé' riodique. Cette proposition peut se vérifier dans un grand nombre d'exemples , et j'en donnerai un dans le n*^ 3i8 ^ mais pour la dépionstration générale , je renverrai au Traité de la résolution des équations numériques par LagrAvge , ou aux additions du même auteur à V Algèbre d'ËULER. *
3i6. Développer une quantité quelconque en fraction continue. Représentons cette quantité par x; la règle générale consiste à faire successivement
^'^^'^1?' ^'='^-+;p' a^=c+-p,etc.
a étant le plus grand nombre entier contenu dans x ^ h \e plm grand nombre entier contenu dans oc^ , et ainsi de suite. Quand on saura trouver ces nombres , il est clair qu'en remplaçant successivement j:\ ar" , . . . par leurs valeurs , on aura* le développement demandé ,
Xr=a'\r
c-f-etc.
Lorsque x est * une quantité incommensurable , la fraction continue devra se prolonger indéfiniment : car si elle se terminait , les réduites seraient en nombre limité et la dernière serait la valeur exacte de x ] donc x ne serait pas incommensurable. » Au contraire, lorsque x est commensurable , la fraction continue s'arrêtera toujours , ainsi qu'on va le voir lout-à-l'heure.
817. Convertir une fraction ordinaire en fraction continué , et former ensuite les fractions convergentes.
Soit une fniclion ordinaire
Divisons M par N : en nommant à le quotient et R le reste ,
on aura
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Divisons N par R : en nommant d. le quotient et R' le reste, on.
aiirà
Divisons encore R par R' : en nommant c le quotient et R" le reste y on a pareillement
F = ^+R* dou g- =
En continuant ainsi ces opérations , qui sont les mêmes que si on cherchait le plus grand commun aîviscur de M et de N ^ on arrivera nécessairement à un reste nid , puisque les restes successifs sont d'es nomhres entiers décroissans. Supposons , pour fixer les idées f qu'on trouve , sans reste ,
R«=^, dOU j^,=-.
Alors il est facile de voir qu'on aura successivement
r- ou
Au moyen des quotiens a^hyC y... les réduites ou fractions convergentes se calculeront comme il a été expliqué n** 3o8. Supposons, par exemple, que la fraction donnée soit
Voici le tableau des calculs :
Divisions ... < 86400 20929 • \ 2684 1 214 1
Quotiens... 4 > 7> ' > 3 , i , 16 , i , i , i5 .
licduites...-, ^ , ^,_,_,_^,_,^^, __.
La fraction donnée étant conçue en nomhres assez considcra-
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bles y on pourra , si on le juge convenable y la remplacer par une de ces réduites^ et alors on sera assuré qu'aacune fraction plus simple ne pourra en approcher davantage. En prenant la réduite -^, l'erreur serait <j^^j ou<^jj.
3i8. Réduire en fraction continue la quantité irrationnelle r a'-f- 1 , dans laquelle a est un nombre entier quelconque.
Le plus grand nombre entier' contenu dans K a'+i est évîdeinment a. En conséquence on posera
Vû»+i= «+ îj , d'où y=
^ Va\+i—a
Pour extraire les entiçrs contenus dans a/ , on multiplie d'abord
les deux termes de cette valeur par a-f" Va^-^-i ^el on lui donne cette forme plus simple
Alors il est clair que aa est la partie entière de 2:^ ; on fera dono
a:r=a-|- Va* + i =:2a+tj/ y ^^^ x" =
x" ' Va>+i — a
Cette valeur de a:" étant la mcme que cqIIc de a/ , il s'ensuit que - Ka*-f-i sera exprimé par la fraction continue périodique
Va*+i=a4 î
En traitant de la même manière la racine carrée d'un nombre entier quelconque qui n'est pas un carré exact , on trouvera toujours une fraction périodique ; mais il pourra se faire que la période se manifeste plus tard. Cette proposition rentre dans celle qui est énoncée à la fin du n» 3i5 , et dont je n'ai point jugé à propos de rapporter la démonstration
3ig. On propose d'évaluer le rapport approché de lacirconférence au diamètre en fractions y dont chacune soit telle qu^ au* cune fraction plus simple ne puisse être plus approchée.
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D'après la propriété démontrée n» 3i4 9 cette question reyient k développer en fraction continue le rapport de la circonférence «u diamètre , et à calculer ensuite les diverses réduites..
Il n'existe point de méthode directe pour opérer ce développement : on y supplée en se servant de la valeur approchée, en décimales, du rapport dont il s'agit. La précision a été poussée jusqu'à i4o décimales , mais je ne ferai usage que des dix premières. En.désignant ce rapport par 7, on a
Si on ajoute une unité à la dernière décimale , la valeur exacte de yr sera comprise entre les deux fractions
En conséquence , on les réduira toutes deux en fraction continue; et en ne prenant que la partie commune aux deux développemens, on sera assuré qu'elle doit appartenir aussi à celui du rapport sr. Pour ne point perdre de vue l'objet principal , j'admettrai ici celte assertion comme démontrée. ^
Si on effectue pour chaque fraction les divisions successives , comme au n° 317, ou trouve ces deux séries de quotiens :
Ne considérons donc que ceux qui sont communs à ces deux suites, à partir du premier sans interruption ; puis formons les réduites correspondantes : on aura ainsi les valeurs cher<:hées:
Quotiens. .. 3, 7 , i5 , i , 292 , i , i.
Réduites ^ 22 333 355 103993 104348 208341 ' •" 1' 7' 106' ii3^ 33ï02' 332i5' 66317*
La i" réduite n'est autre chose que le quotient 3, auquel on donne l'unité pour dénominateur ; et la 2* est égale à 3-|-y.
La 3* réduite ff| est formée en multipliant les deux termes de la précédente par le 3* quotient 1 5 et en ajoutant respectivement
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9LUX produits les termes de ravant-préçédente. Çalçol analogue' pour la 4** réduite et les suivantes (3o8).
Ces diverses fractions sont alternativement plus petites et plus grandes que la vraie valeur de ît. Ainsi là* fraction -^ sera trop grande^ c'est le rapport trouvé par Archimède. D'après le n" 3i3, Terreur qu'il comporte est entre j^}^ ^^ tîT+Wt^ c'est-à-dire , entre -^ et yfr. • ; '
La fraction -f-J-^ est le rapport d' Adrien Métius. Il est encore plus grand que le rapport eitact, mais il est. beaucoup plus approché que celui d'ARCHiMEDE : car il ne laisse qu'une erreur coioprîse entre ^rr^^vTr^ et 7713^177/+ s 3. o,i> c'est-à-dire, entre çy^sTâ
« i3X33ioa
£Sa9
eti7
■ Le rapport f?^, placé entre celui d'Arcliimède et celui de Métins, paraît avoir été connu des Indiens; il n'est guère plus simple que ff 3 , mais il est beaucoup moins approché : cajr l'erreur est entre -...j^.., et :^r^,_|-^-j~^, c'est-à-dire, entr^ —-et
io6xxCi t 3
Si on veut comparer ces rapports avec la valeur de «• rapportée au commencement de ce n*, ce qu'il y a de mieux , c'est de les réduire en décimales. On trouve
On voit donc que le rapport d'ARCHiMÈoE est en erreur à la 3* décimale , celui de Metivs à la 7" seulement , et le rapport intermédiaire à la 5'. ^
D'un autre coté , si on cherche les valeurs approchées de jr par des polygones inscrits et circonscrits, en prenant le carré pour point de départ , oh reconnaîtra qu'il faut s'élever auic polygones de 128 côtés pour avoir deuic décimales exactes, à ceux de 2048 côtés pour en avoir quatre, et à ceux de 8192 pour en avoir six. Par là on voit de quels polygones dépendent les trois rapports" cidessus. Je n'ai rien dit des autres parce qu'ils sont beaucoup plus compliqi^s , et qu'ils n^ont d'ailleurs aucune célébrité.
320. Je me suis appuyé, dans le n" précédent, sur une assertion qui a besoin de démonstration, et je proposerai la suivante :
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Supposons que x soit une quantité comprise entre u et v | et qu^en développant i/, Vj Xy en fractions continues , on ait
^^^+Ï7> ^'-^+jr,j v"=c4-^^, etc.,
a:==fl'+2;, a:/=&'+i7, a/=(/4-~, etc.
Puisque' x est entre i/ et (^ , et que la même partie entière a se trouve «dans uetVj cette partie entière doit aussi se trouver dans
x; donc a^=a. De plus il est clair que -doit être entre -7 et -7,
et que par suite xf est entre u' et t^' : ainsi on peut raisonner, sur i/y \/ y x\ comme sur 1/9 (', x,'(^i on conclura que ^'= b. Ensuite on conclura encore que cf=c. On poursuivra de même ^ et tant qu^il y aiira des termes communs aux deiix premières fractions continues , on reconnaîtra que ces termes doivent également se trouver dans la troisième : c'est ce qu'il fallait démontrer.
321. Gomme dernière application des fractions continues, je donnerai lé procédé qu'on en déàuit pour résoudre ennombres entiers Véquation indéterminée ;
[1] ax-^-bj^c. •
Les nombres a^ b^ c sont entiers, et les deux premiers sont sap* posés Q^avoir acucun facteur commun. Concevons qu'on ait réduit
le rapport j en fraction continue, et qu'on ait calculé toutes les
réduites : la dernière réduite ne sera autre que ce rapport même.
Relranclions-en Favant-demière que je représenterai par —, Le
numérateur de la différence sera aU-^hd ^ et, parla propriété du n^ 3 10, on a
[2j aV^ba!^±.\. ^,
Multipliée pardtc, cette égalité devient
doue on satisfait à Fêquatîon [i] en prenant jr=Bdii>'<?, j^!=qia'c. Cette solution étant connue, on sait (187) que toutes les autres sonl données par les formules
t désignant un nombre ^tier quelconc[ue. On prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, selon qu'il y aura -f- ou — dans Tégalité [2]; ou bien encore, ce qui est là même chose, selon que
la réduite y sera de rang pair ou- de rang impair.
Exemple. Soit. Téqu'ation • . •
.[3] 261a: — 82j-=ii7.
Si on réduit" -Tf— -en fraction continue , on trouve
Quotiens. . . .' 3, 5, 2, 7 .
ilcduites. • • • -, -7=-, — , -77— .
Si on prend le numérateur de la différence-^ — fr j et si on fait attention que -^i- est une réduite de rang pair, on aura
Donc 9 en multipliant par 117,
donc on satisfait à l'équation [3], en faisant :c = 1 1 Xi 17 = 1287 et j-= 35 X 117 =^4^95; donc enfin les valeurs générales de x et àej- sont
Si on fait la division de 1287 par 82 et celle de 4^95 par 261, on trouve 1287 = 82X15 + 57 et 4095 = 261X1*5 +180. Alors, en . remarquant que t est un nombre entier quelconque , on pourra écrire plus simplement j •
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CHAPITRE XIII
Théorie des Logarithmes. Quesiions survies intérêts
composée. '
Définition des Logarithmes, Leurs propriétés. Utilité des tables.
322. Soient deux progressions, Tune géométrique , commençant par I y et Tautre aritliiiié tique y comiAençant par o : telles que celles-ci , par exemple ^
-;^ I > 2 : 4 : 8 : i6 : 32 : 64 : 128 : etc. 4-0.3.6.9. 12 . i5 . 18 • 21 \ etc»
Si on les compa]:e entre elles , on aperçoit facilement qu'en multipliant l'un par Tautrc deux termçs quelconques de la première, et en ajoutant ensemble les termes correspbndans de la seconde, on trouve encore deux termes corrçspondans de ces mêmes progressions. Ainsi, 4X16 = 64, 64-12 = 18; et Ton voit qu'eu effet 18 répond à 64* De cette manière, une multiplication se trouve effectuée au nfoyen d'uneaddiiion.
Cette remarque, si simple est sans doute fort ancienne^ mais c'est le génie de I^per, baron d'Ecosse, qui a fait éclore dé ce germe la théorie des logarithmes , une des plus utiles découvertes modernes. £lle futpuoiiée en 16149 sous le titre de Mirijici Logarithmorum canbnis Descnptio. Je. vais Fexposer ici avec tous les développcmeq^ convenables , en me tenant le plus près possible des idées d^ l'inventeur, sans toutefois employer la considération du mouvement dontil faisait usage.
323. Le savant Ecossais commence par remarquer que les nombres, dans toutes les nuances de grandeur, peuvent être regardés comme étant les termes d'une progression géométrique j et c'est là
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un premier point qu'il importe de bien comprendre. Consldërons la progression ,
I : i-j-«» : (i4"«)''s (ï+»)^ 2 etc
SLon jsuppose que a soit une très-petite quantité, les' termes croî* tront par degrés trcs-rapprochés ^ et comme on peut diminuer a in(}éfîuiment , on doit regarder à la limite les termes comme variant d'une manière continue. A la vérité , ou ne peut point écrire une progression dans laquelle celte continuité existe j mais Tesprit la conçoit , et cela suffit. £n conséquence , ou pourra cony sidérer tous les nombres plus grands que i comme compris dans la progression géométriqiie. Je laissé de côté ceux qui sont moindres, pour y revenir tout-à-Flieurc.' • En même temps , Neper prend une progression arithmétique .
~o . p . 2p . 3p . etb.
dont les termes croissent y à partir de o , par différences aussi faibles qu'on vofidra^ et alors, envisageant les termes de cette suite dans leur Caison avec ceux de la première, il les désigne sous le nom de logarithmes, •
Ainsi , les logarithmes des nombres sont les termes d'une progression arithmétique qui commence à zéro , correspondons à ces nombres considérés cpmme faisant partie d'une progression géoméirique qui commence à V unité,
324* Cette définition semble ne point attribuer de logarithmes aux nombres plus petits, que i^ et si- au lieu de prendre la* progression géométrique croissante , oh la supposait décroissante y ce seraient les nombres plus grands que i qui n'auraient point de logashhmes. Pour fixer les idées, je raisonnerai toujours dafris la première hypothèse^ et alors^ pour que U progression géométrique embrasse aussi les nombres moindres que i , il suflit de la concevoir prolongée au-dessous de l'unité , ce qui. revient à diviser l'unité par les puissances successives de \^ raison i-^-a.
Mais quels seront les logarithmes de ces nombres, et comment continuer la progression arithmétique au-dessous de zéro? On péat bien former les termes de cette progression dans un ordre rétrograde, en retranchant la raison de chacun d'eux 5 mais
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quand on est arrive à zéro , ]a soustraction n^cst plus possible , et il semble que la progression doive s'arrêter à ce terme. Cette difficulté disparaît sur-le-champ par l'emploi des quantités négatives, qui s'introduiraient jci naturellement, si elles n'étaient déjlx connues : c'est-à-dire qu'on mettra le signe — devant les multiples de la raison qui devraient être retranchés de ^éro , si cela était possible. L'on engendre ainsi des termes négatifs j au moyen 4csquels on fait descendre la progression arithmétique au-dessous de zéro, et qui sont les logarithmes des nombres moindres que l'unité.
En conséquence, si on écrit à la gauche des.deuii: suites leurs termes descendans , on pourra les présenter ainài :
et alors la Seconde donnera les logarithmes de tous les termes de la première. Il ne faut pas perdre «de vue qu'il entré dans la définition des logarithmes commue condition essentielle , que les termes I et o doivent toujours se correspondre, ce qui revient à dire que log 1=0.
Dans les deux suites, la partie ascendante augmente jusqu'à l'infini^ mais, dans la première, la partie descendante tend indéfiniment yers zéro , tandis que , dans la seconde , elle croît'jusqu'à l'infini négatif. Donc log 00= 00, et log 0= — ce.
CeS deux suites mettent encore en évidence cette remarque, que si un nombre quelconque n est placé à une certaine distance de
l'unité dans la partie ascendante de la première, le nombre -
doit occuper le même rang dans la partie descendante. Donc ce dernier nombre a le même logarithme , mais pris négativement;
donc Ipg - == — log 72.
325. Passons aux propriétés des logarithmes. La propriété fondamentale est celle qui a été remarquée n*" 822, et que je vais démontrer généralement. Elle s'énonce ainsi : Le logarithme étm. produit est égal à la somme des logarithmes de ses /acteurs.
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I* Sapposons que a et 6 soient detix nombres appartenant àla '^ parCie ascendante de la progression [i]. Par exemple, prenons
on aura
■ Dans la progression {2], les logarithmes de a el 6 sont 2^8 et 5^;' donc * •
log fl +log Ô = (5+2)/3.
Or (5-|-2)/8 est le logarithme de (i+«)^*; donc
log a^ =log a-f-log ^.
v^ Sapposons a dans la partie descendante, et b dans la partie ascendante , -mais plus loin de Funité que a. Soient
on aura
Mais log a = --^ 2/8, log 6=5/8; donc log ^z+log b = (5r— 2)/S : et comme (5 — 2}/aest évidenuncnt le log. de (i+«)^—', on conclut encore log «6 =log a + log 6.
3* Sapposons a dans la partie descendante y et b .dans la partie ascendante j mais plus près de i . Soient
on aura
Riais logos — 5/8, log ^=2/8; donc logû+logi= — (5 — 2) p,
I • ce qui esjt le log. de . ^^ ^J^-. Donc loga6=loga-|-log^.
4^ Enfin , prenons les deux nombres a et 6 dans la partie desrendante y et soient
ii + ar' {l±^)
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on aura
Ici ]oga=: — 2p , 4og^=±= — 5p. Par suite loga^l-log.^ss: — :(24-5)p, ce qui est le logarithme du produit ci-dessusj donc
encore loga^=ipgû4~^®g^* • .
Cette égalité étant vraie dans tous les cas , changeons-y ô en bc : elle devient
log a^c = log a -f- log hc == log a + log b +]og ^»
On peut Continuer ainsi , quel que soit le nombre des facteurs ; donc le logarithme d^ un produit elc,
326. Posons j =q , on aura bq=ai donc log 4+ log q =r log a ,
d'où
\ , loggr = loga— log^.
Donc le logarithme (Tun quotient est égal au logarithme du ai" vidende moins celui du' diviseur.
327. Si un produit est composé de n facteurs égaux à a, on doitavbir
log û" = log a -f-loga+ • • • rrr 71 log a.
Pour étendre cette formule aux exposans fractionnaires, on
posera x=^a"^ , d'où a:"*.{=a'* Par suite logar^ssloga" 5 donc, eni vertu de la formule ci-dessus , mlogj:;=nlog^; et de là on
tire loff:r==: — loflbû. ' ^ m ^
Si a est affecté d'un exposant négatif — 72, on remarquera que a-^X^î" = 1 5 <lonc (SaS) log a— '*+ log a" = log i . Or- logi = oj donc log/x""'* == —log a"= — /ilog at
Donc le logarithme d'une puissance quelconque d*iify nombre est égal au produit du logarithme de ce nombre par V exposant de la puissance.
. 328. Soit r= V «, on a r« = a 3 donc , par la règle précédente, n log r = log a , d'où
ïpg r=log V^âsr-^-
Donc le logarithme de la racine d'un nombre s^obtienî en diyi-* sant le logarithme du nombre par V indice de la racine,
3'2g. Ces propriétés montrent clairement que si l'on ayaît des tables dans lesquelles on pût trouver tous les nombres, et à c6té leurs logarithmes j il serait facile de ramener la multiplication à l'addition , la division à la soustraction , la formation des puissances à la multiplication , et Fextraction des racines à la division/
Par exemple, qu'on ait à calculer V^837 : on prendrait dans les tables log 887, on le diviserait par 7, et on aurait ainsi le log. de
V^837 ] donc, en cherchant dans les tables le nombre correspondant, on aurait la racine demandée.
Table des Logarithmes. Des différens Systèmes considérés (Taprês leurs
MODULES. Système Népérien,
33o. On comprend bien que les tables ne peuvent pas renfermer les logarithmes correspondant à toutes les nuances de grandeur que peuvent avoir les nombres : car ces nuances sont infinies , même entre deux limites très-rapproohées.Elles ne peuvent pas non plus contenir les logarithmes de tous les nombres entiers : car la suite de ces nombres est illimitée. Maïs on y mettra ceux des nombres entiers depuis i jusqu'à une certaine limite, jusqu'à ] 00000, par exemple^ et, comme toutes les opérations immériques se ramènent à des calculs de nombres entiers , ces tables seront encore d'une immense utilité. Je vais exposer leur construction , en suivant toujours les idées de NiSper.
D'après nos explications , pour que la progression géométrique embrasse les nombres plus grands que i , dans tous les états de grandeur, il faut la concevoir comme formée de termes qui croissent d'une manière insensible à partir de i^ et, pour avoir leurs logarithmes, il faut aussi concevoir la progression arithmétique comme composée de termes qui varient par degrés insensibles , à partir de o.
A leur origine , les accroîssemens simultanés que peuvent rece^
voir les termes i et o , sont d'une petitesise inappréciable ; maiS|
quelque petits qu'ils soient, ou conçoit qu'on peut établir entre
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eQX «n certain rapport, lequel est entièrement arbitraire. Ainn, lorsque ces accroissemens commencent à naître, on pourra supposer que celui du logarithme o est double, triple, etc., de celui du nombre i • Ce rapport est appelé , d'une manière générale , le Module des logaritlimes, et je le désignerai par M.
Cela posé , donnons au terme i de la progression géométrique un accroissement très* petit «, mais cependant appréciable en nombres. L'accroissement correspondant du terme zéro de la progression arithmétique sera à fort peu près égal à M^^; et Ton pourra prendre, pour les deux progressions, celles-ci :
[i] TT I : !+• : (!+»')• : (i4-*')^ : (i+*)^ î etc. [2] -7- o . M« : nMàf . 3Màf . 4^*' • ^'c.
Nous avons dît que le rapport ou module M peut être pris à volonté : par conséquent, selon les valeurs particulières qu'on lui attribuera , on aura difFérens systèmes de logarithmes.
33 1. Les logarithmes que Néper a publiés étaient tirés des progressons
[3] TT I : !+• : (»+•')* : (!+•')' 2 etc.
[4] -f- o . « . 2«» • Sat • etc.
Cela revient à supposer le module M= i, et celte hypothèse se présentait d'^e-même, comme moyen d^cviter les multiplications
par M.
Les termes de ces deux suites varient très-peu rapidement, de
sorte qu'en les prolongeant Tune et l'autre aussi loin qu'on voudra, on est sûr de trouver, dans la première, des termes ^ux aux nombres entiers 2, 3, etc., ou siapprochans que la différence sera négligeable. Les termes correspondans de la seconde pourront donc être pris pour les logarithmes de ces nombres , et ce soi^kteux qu'on devrait écrire dans les tables.
Par-là I on voit que ces logarithmes ne sont pas exactement
ceux des nombres à côté desquels ils seraient inscrits. Mais il exbte
d^aiUeui^ une autre cause d'inexactitude , laquelle résulte de ce
qut^ ne représente qu'approximativcment l'accroissement que doit
.prendre le logarithme o, lorsque m est celui du nombre i. Ton-
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tefoiêf cette supposition approchera d'autant plus de la t ^ritë que « sera une quantité plus petite.
33a. Les logarithmes dont je viens déparier, qui répondent au module IVI=i, se nomment iVi^^nefz^. On les appelle aussi hyperboliques j pour une raison qui ne peut point trouver place
La comparaison des suites [2] et [4] montre snr-le-champ que, pour transporter les logarithmes Népériens dans un système quelconque , il sitffirait de les multiplier par le module de ce système,
333. Je placerai ici deux valeurs assez souvent empVvées. L'une est le logarithme népérien de 10 ^ et l'autre, qu'on icprësente ordinairement par c , est le nombre dont le logarithmo népérien est I. Ces valeurs sont :
Log. nép. de 10 = 2, 802 585 092 ••«,
D'après ce qui a été expliqué n^ 33i , il n'y a aucune difhciiUé à concevoir comment elles ont pu être calculées.
334* On a fréquemment à multiplier et à diviser par 10, 100, 1000, etc.; par conséquent, en construisant des tables dant lesquelles 10 aurait i pour logarithme, ces opcratious se réduit «icnt à une addition ou à une soustraction de quelques unités entières. Cette remarque n'avait point échappé ù Népeb; mais la mort l'empêcha de construire ces nouvelles tables, et ce futB^rccs, professeur d'Oxford , ù qui il en avait recommande instam^nent l'exécution, qui publia les premières en 16249 sous le liUe de Arithmeticalogarithmica^ avec une inti'oduction très-dévelof pée. Ces logarithmes sont ceux dont on fait toujours usage dans Ici calculs numériques : ou les appelle iudilTércmment logarithvtfs de Briggs^ ou logarithmes vulgaires.
D'après la remarque du n® 332 , on voit que les logarithmes oëpcriens une fois calculés, on les fera passer dans le noureau système , en les multipliant tous par un module convenaLfe M. Ce module est facile à trouver : car, puisque dans ce sjstèo^ le logarithme de 10 est i, on doit avoir
M X log. nép. de 10 = ] j
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donc, en divisant l'par le log. nëp. de lOy rapporté plus haut^ on
connaîtra le module M i savoir :
Des dîjfévens systèmes de logarithmes , considérés d'après leurs bases»
Système de Briggs.
335. Si Ton suppose toujours qu on s'ëlëvc ou qu'on s'abaisse à partir de i , en suivant une progression dont les ternaes varient gcomctriquement d'une manière continue , on peut lui adjoiudre une in&nilc de progressions dont les tcimes croissent , à partir de zéro, arithmétiquement et aussi d'une manière continue. Cest pour cette raison qu'il peut exister une infinité de systèmes de logarithmes^ mais toute indëterminatiou disparaît dès qu'on fixe le nombre auquel correspond un certain logarithme , qu'on peat d'ailleurs choisir arbitrairement. Par exemple , on peut donner le nombre auquel on attribue Funité pour logarithme, et c'est ce nombre qu'on nomme la base du système.
336. Sous ce point de vue, le système qui se présente toat d'abord comme le plus simple, est celui dont la base est 10, et je vais m*en occuper spécialement.
Dans ce système, les logarithmes de 10, 100, 1000, etc., sont 1 , 2, 3 , etc. , et en général log io*= A,* de sorte que ces logarithmes, qui doivent revenir si souvent dans les calculs , sont toujours connus sans aucune peine.
De 10 à 100, les nombres ont leurs logarithmes compris entre 1 et 2^ de 100 à 1000, entre 2 et 3, etc. Or, la partie entière d'an logarithme se nomme caractéristique : on peut donc conclare que, dans le système dont la base est 10, la caractéristique da logarithme éCun nombre a autant d'unités moins une qifily a de chiffres dans le nombre.
337. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise un nombre par 10, 100, 1000, etc., son logarithme doit augmenter ou diminuer du logariÛime de 10, 100, 1000, etc., c'est-à-dire de 1,2, 3, etc. Donc, tant que le nombre restera plus grand que i, la partie décimale du logarithme sera toujours la même , et il n'y aura qne la caractéristique qui changera.
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Ainsi, en prenant pourpoint de départ le nombre 658; on aurait
lofç 658=2, 8i82îiS»9, log65,8= 1, 8x82259; log 6,58 = o, 8 1 82259.
Si on continue la division par 10, il vient
log 0,658 =0,8182259 — 1 = — 0,1817741, logo,o658=o, 8182259 — ^— — ^> i8i774i« etc.
Mais on a tronvc plus commode de ne point ciTcetuer les soustractions, et de donner à la partie décimale une caractéristique
négative quon écrit ainsi : i, 2, ••• Par exemple, 3,8182259 ne sera qu'une abréviation de — 2+0,8182259.
En admettant ainsi des logarithmes dont la caractéristique seule est négative, il sera permis de dire qu'un nombre décimal étant donné, on peut y changer à volonté la ])lace de la virgule^ sans que la partie décimale de son logarithme soit altérée; et en même temps on voit qu'il sera toujours facile de rétablir la caratéris tique à la simple inspection du nombre donné.
338. Expliquons maintenant comment on peut calculer les logarithmes des difiérens nombres, depuis i jusqu^à 1 00000, par exemple. Dans le système que nous considérons, i et 10 sont deux termes de la progression géométrique auxquels répondent les termes o et I de la progression arithmétique. Pour avoir des termes qui varient par degrés trcs-rapprochés, insérons un très-gi'and nombre de moyens géométriques entre i et 10, tout autant de moyens arithmétiques entre o et i, et prolongeons les deux progressions jusqu'à 100000. Dans la première, on trouvera des termes qui différeront si peu des nombres entiers 2, 3, 4, etc., qu'on pourra négliger la différence, et prendre les termes correspondans de la seconde pour les logarithmes de ces nombres.
Soit un nombre n qui tombe entre deux termes de la première, auxquels correspondent Z et l^ dans la seconde. On peut concevoir par la pensée qu'en augmentant de plus en plus le nombre des moyens insérés, on s'élève dans les deux progressions par toutes les nuances possibles de grandeur. Il est clair qu'alors, dans la se* conde; le terme correspondant à n serait entre / et T, et par con-
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fëqut Ut, en prenant log nés/, Terreur sera < l'— /. Par exeiuplci en admettant que les termes de la progression arithmétique croissent de millionième en millionième , elle fournirait les logarithmes avec six décimales exactes.
Pour réaliser cette supposition, il faut que lo ait loooooo terui#s avant lui dans la progression géométrique; et par conséquent, pour avoir la raison de cette progression , il faudrait extiairc la racine loooooo* de lo. Comme on a 1000000 = 2^' .5^, cet! e opération peut se faire par des racines carrées et par des racines cinquièmes; mais ces dernières exigeant des calculs assez laborieux, Néf sa a pris soin d'indiquer lui-même la manière de trouver les login Ithmes des nombres en n'employant que des racines carrées.
INcmmons n le nombre dont on veut le logarithme , et que je sappMe compris entre i et 10. On calculera le moyen géométrique entre i et 10, ce qui se fait par une simple racine carrée , et aosiilc moyen arithmétique entre o et i. Désignons le premier par A et le second par a. Supposons que n tombe entre i et A : on cherchera le moyen géométrique B entre 1 et A, et le moyen arithi^élique b entre i et a. Supposons que n tombe entre A et B : i^u cherchera encore le moyen géométrique entre A et B, et aussi le moyen arithmétique entre a et b» On continuera ainsi jus* qa*& ce qu'on ait resserré n entre deux moyens géométriques auxquels correspondent deux moyens arithmétiques dont les six premières décimales soient les mêmes : alors, en rejetant les décimales ultérieures , on sera sûr que l'un de ces moyens est le logarithme de n avec l'approximation demandée. Pour atteindre la plus grande approximation possible avec six décimales, on aura soin de calculer la 7* décimale; et, dans le cas où elle serait égale à 5 ou ^ 5 on ajoutera i à la 6*. De cette manière Terreur, en plus ou en moins, sera toujours au-dessous d'un demi-millionième*
33<). Les nombres premiers sont les seuls dont on ait besoin de calculer les logarithmes par cette voie : car, d'après ce qui a été démontré f325), les logarithmes des autres nombres s'obtiendront en ajoutant entre eux les logarithmes des facteurs premiers dont ees ^^mbres sont composés.
C ladditions pourront élever Terreur à plus d'un demi-millionièit mais il est facile de fixer un maximum qu'elle ne dépas-
sera Jamais. Observons que dans notre hypothèse kuMblei doivtat s*arrêter à looooo, que le pkis petit nombre prenier esc % «If qne 2'7= 131072. Donc un nombre <^ 100000 ne nmlttatt pM plus de 17 facteurs; et par conséquent, Terreur de ohaqoe loff^ rithme étant moindre qu'un demî-miliionième > la soniae dor erreurs, même quand elles seraient toutes dans le même WÊUèf sera moindre que 1 7 demi-millionièmes.
Toutefois on conçoit qu^eRe peut approcher assez près de cette limite; et, pour obvier à cet inconvénient, on calculera les logarithmes des nombres premiers avec 8 décimales. Alors, en les ajoutant pour avoir ceux des nombres composés, Terreur ne surpassera point 2 unités du 9* ordre, et par conséquent die no sera point d'une unité sur la 6' décimale (*).
340. Quand on détermine les systèmes de logarithmes par leurs* bases , le passage d'un sj^stème à un autre est toujours facile. £a désignant par a une quantité aussi petite qu'on voudra , tons les n^nbres se tireront de la progression géométrique
— I :i + « : (i+i»:* : 0+«)' : etc.
Sapposons que , ^ et ^^ étapt aussi des quantités de tel degpë de petitesse qu'on voudra , les logarithmes des deux systèmes qneF«a compare soient pris respectivement dans les deux progressions arithmétiques
f-o . p . 2p . 3p . etc. -^ o . y . 2y . 3y . etc.
On voit sur-le-champ que les logarithmes d'un même nombre, dans le second système et dans le premier, ont entre eux un rapport constant : de sorte qu'en appelant :>/ et :c: ces deux logarithmes |^ et K ce rapport constant, on aura
(*) Onnepentpoint aflirmer qa*cllc sera moindre qii*iin deraUmilliomène. Par exemple, sapposons qu'après Vadditiun les huit décimales sûieiit o47d3si4^ La partie négligée pouvant s'élever prcsqu^à 3 unités du 9*^ ordre, l'erreur commise, en prenant les six premiers chiffres o,4733ai, atteindrait presque 7 unités du 7» ordre ; mais comme on Pignore, on n'est point autorisé à aagmenter d'une unité le 6* diiffre.
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Quant au rapport K , il suffit , pour Tobtenir , que les logarithlaes d*un seul nombre soient conaua dans les deux systèmes. Or, dans le premier, le logarithme de la seconde base est censë connu, et y dans le second , il est égal à i ^ donc , en appelant a et a' les deux bases , et désignant par log a! le logarithme de af dans le premier système , on aura
isKloga' d^où Ka '
log û' ' Des logarithmes considérés comme exposons,
34 1* Reprenons n* 3^4 les deux progressions T I 1
dans lesquelles a et ^ sont des quantités aussi petites qu^on voudra, de telle sorte qu^on puisse regarder leurs termes comme variant d^une manière conlinuc. La seconde suite renfermera un multiple de ^ égal à i : soit fi^ ce multiple , et soit a le terme correspondant de la première suite ^ on devra avoir à la fois
De là on tire
û^ i ^ fi
Par conséquent , en faisant usage des exposans négatifs , les deux progressions peuvent s^écrire ainsi
et alors on voit que si on appelle x un terme quelconque de la seconde etjr le terme correspondant de la première, on doit toujours avoir la relation j- = /2*.
Donc on peut encore définir les logarithmes des nombres comme étant les exposans des puissances auxquelles il faut éle-
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ver une quantité constante , qu^on appelle base^ pour en déduire tous ces nombres.
Quand on adopte cette définition , on sous-entend toujours que la base doit être une quantité réeUe et positive. Il est d^ailleurs facOe de prouver qu^on peut lui donner telle grandeur qu'on voudra , autre que Tunité.
34a* Cela revient à démontrer que si, dans Téquation expO" nentielle ^
on donne à Fexposant :r tontes les valeurs possibles, tant ncgatives que positives , les valeurs correspondantes de y comprendront toutes les nuances de grandeur entre zéro et Tinfini* ^
En premier lieu, soit a ^ i . Si on donne kx des valeurs positives croissantes à partir de zéro, telles que 7V 9 t?» • • • ii vient
,0 lO ^ÎÔ* 10
y:=a y û' , a y a , etc.
OU en faisant Va = a' ,
j-=f, €/, û'*, a'^y etc.
a' est ici une quantité plus grande que i, et par conséquent celte suite est croissante jusqu'à Finfinî. De plus, il est clair quVn faisant augmenter x par différences plus petites que tz 9 ^^ P^ut rapprocher autant qu'on voudra les valeurs de y. Posons x= — ZyOu aura
Or, d'après ce qui vient d'être dit , si on fait passer z par toutes les valeurs positives à partir de zéro, a" croîtra d'une manière continue depuis I jusqu'à Finfinî; donc - décroîtra depuis i jusqu'à zéro. De là on conclut que les valeurs négatives de Xy cnlre zéro et l'infini^ font prendre à y toutes les grandeurs descendantes depuis I jusqu'à zéro.
En second lieu, soit a<Ci. Faisons 0=^-—, y a' sera>i, et on aura
a^ LEçoirs d'algèbre.
Icii/ e$ty>ii donc, selon qiTon fera croître x positivement ou négativement! le dénominateur </' augmentera à partir de i jusqo^à rinfini oïl diminuera à partir de i jusqu^à zéro ; et par suite y devra décroître depuis i jusquli zéro ou croître depuis i jusqa^à rinfini .
Concluons donc que tout nombre , autre que Funité , peut être pris pour base d'un système de logarithmes.
La dbcussion précédente fait voir en outre :
1° Que, dans tous les systèmes, le logarithme de Funité est égal à zéro , et celui de la base égal à l^anité ;
^ Que, dans les systèmes dont la base est ]>i , on a log 30=00, etlogoss — 005
3* Que, dans ceux dont la base est <^ i, on a, an contraire, log 00=— 00 et log o = 00.
343. Par la nouvelle définition (34 1); les propriétés des logarithmes se tirent immédiatement de celles des exposans. En effet, soient y^ y^ ^y» des nombres dont les logarithmei sont Xj 2/, o^',. • • : par cette définition, on doit avoir
donc, par les règles relatives aux exposans, il viendra
•1_ -iM ._ /ijr— x'
n n tt
Mais , d'après la définition , les cxposans de a y dans les derniers membres, sont les logarithmes des quantités qui sont dans les premiers \ on retrouve donc ainsi les propriétés connues.
344* L.es logarithmes étant toujours considérés comme des exposans , proposons-nous de calculer le logarithme d\in nombre donné b. Ce problème, sur lequel repose la construction des tables, revient à résoudre Féquatiou
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Uinconnae est en exposant , et les méthodes expliqaëes josqu^ici ne sont point applicables à ce cas. Voici celle quHl faut snivre.
Supposons les nombres ^ et 6 tous deux plus grands que i . £a donnant à x successivement les valeurs o, i, a, etc., on arrivera à deux puissances a** et a^+'y entre lesquelles b sera compris , et alors on saura que x est entre n et n'\'\. En conséquence» on posera
Par suite, Téquation a*tsi b devient
a'^^^b d'où fl^ = --
Puisque 6 est > a» et <Cû*+', — doit être > i et <[a. Faisons ,
pour abr^er, ^^^c, et élevons la dernière ^alilé à la puissance «', elle devient
En formant les puissances c*, c', c',» • • on reconnaîtra que a est compris entre deux puissances consécutives t^' et a*'4-'^ et par suite que af est entre ri et /l'-f-i • Ou posera donc
il viendra
c '*'=:«, d'où c^^-zin
puis, en élevant à la puissance a^ et faisant —s=J|
En opérant semblablement sur cette équation , on trouvera entre quels nombre entiers, n" et /i'^-l-i, doit être ^r". On fera encore .
a^^ssz n"'^^'^ et ou continuera le même procédé aussi loiu qui!
sera convenable.
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Rapprochons présentement les relations trouvées ci-dessns, et on pourra exprimer x par cette fraction continue
'iH
/i"+ etc.
Par la théorie de cette sorte de fractions , on sait que plus on prendra de termes, plus on approchera de la valeur de Xj et que même on pourra rendre Terreur aussi petite qu^on voudra.
345. Lorsqu^on prend 10 pour base, on a évidemment io'=io, 10'= 100, etc.; donc les logarithmes des nombres i, 10, 100, etc., sont o, I, 2, etc.^ et en général log 10^= A:. Ici viennent naturellement se reproduire les remarques déjà faites sur la caractéristique n«* 336 et 337, et auxquelles je renvoie.
Pour avoir les logarithmes des autres nombres, on devra résoudre successivement les équations
io'=2, 10'== 3, io-'=4, etc.,
ce qui ne peut plus maintenant offrir de difficulté. Il ne faut pas oublier qu'il suffit de chercher les logarithmes des nombres premiers : car de simples additions feront connattre ceux des nombres composés.
346. Dans les tables, les logarithmes sont toujours exprimés en décimales, et par conséquent il importe peu de savoir s^il e;Liste d'autres nombres que les puissances de 10, qui aient des loga^ rithmes commensurables. Cependant, pour satisfaire le lecteur, je traiterai ici cette question.
Pour plus de généralité, je chercherai d^abord à quelles conditions on peut reconnaître que x est commensurahle dans l'équation a'= b, a tff b étant des nombres entiers positifs.
Supposons donc or ss -• m eln étant deux nombres entiers. 0 ' * n
viendra
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Dans a"*! il ne peut pas y ayoir d'autres facteurs premiers que dans a, ni dans b'* d'autres facteurs premiers que dans b; doncla iemière égalité exige que les facteurs premiers de b soient les mêmes que ceux de a.
Soien t
a ■= oLP^iyT et i = a/»' ^l'yf^ : on aura
Mais, pour que cette égalité subsiste , il faut que chaque facteur premier entre le même nombre de fois dans les deux membres 3 donc
De là on tire
n y-» ' « q * n r ' et par conséquent on a ces conditions
Réciproquement , admettons qu'on ait
Si on prend
on aura/)X=^, qx = q\ rx=:r% et par suite
Donc, pour que x soit commensurable, il faut et il suffit que a et h soient composés des mêmes facteurs premiers, et que les rapports des exposons de b aux exposans de a soient égaux (*) ,
(*) Les cas où, atib étant des fractions ondes radicaux, on vondrait encore que X fût commcnsurabie , se traiteront d*unc manière analo^e.
3oa LBGOIli D'AUtfanE.
Lonqae osaiocsaXS, oa devra avoir iâso^'xS*', ft ^=2 ou f/=i(jf } donc is=2^X 5^^=10'^ : c'cst-à-diie
qaUlnyaquc les puissances de \o qui aient des logarùhm commensurables.
347» Quand on définit les logarithmes par les exposaxU| et qu^on les a calcules pour une base particulière, il n*y a aucmiedit ficulté à les transporter dans un autre système. En efifet, Ad di la nouvelle base, et que, pour cette base, j/ représente le logr rithmc d^an nombre quelconque y^ on doit avoir
Ovy en prenant les logarithmes des deux membres dans le premier système, et observant (343) que log d''^=xxf log a', il viendii
rc' log a'=log j^, d'où ^«j^-
od 1 Remarque, De là on tire aussi •= =5 1 ^; donc, qud tpt
soit le nombre ^y il existe un rapport constant entre ses logaritlh mes, pris dans les deux systèmes. Quand les logarithmes ont été tirés des progressions , cette conséquence s'est présentée toot d'abord (34o), puis on en déduit la valeur de jcf ; mais ici c'eft le contraire.
Soit une progression géométrique quelconque
^ hlhq :hq* :hq^ : etc.,
les logarithmes des dififérens termes seront
log A, log A + log 7, logÂ-4-2logé^ etc.
Donc les logarithmes des nombres en progression géométrique sont en progression arithmétique.
Si Ton snppose &^i, les deux progressions seront
ir ^ * q * q* : q^ : etc. , J- 0 . log y . 2log q . 31og q . etc. ,
ce qui ramène à la définition des 1 ogaritbmes , tels qu'on kl t considérés d'abord.
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Des deux questions principales que les tables de logarithmes sentent
à résoudre.
34g« La première de ces questions est celle-ci : Un nombre quelconque N étant donné, trouver son logarithme.
Les t£^les publiées par Callet, qui sont les plus répandues ett France, contiennent les logarithmes des nombres depuis i jus* qu^à 108000. Elles sont dites à sept décimales, parce qu^en effet elles donnent les logarithmes ayec sept décimales. Cependant on doit observer que dans quelques parties il j en a huit. Pour réduire ces tables à un format commode, la caractéristique ft été partout supprimée, comme étant connue d'avance (345) ; et en outre , une disposition particulière a été adoptée, que je vais ex* pliquer en parcourant les dîfférens cas de la question dont il s'agit ici.
!•' Cas. On suppose que le nombre N est entier et <^i 08000.
De I à 1200, il ne faut aucune explication. Par exemple, veuton le log. de 652? on cherche ce nombre dans la colonne N ; on trouve à c6té les huit décimales 81424760, et en rétablissant la caractéristique, on a log 652 = 2,8 1 424760.
Au-delà de 1200, la disposition est moins simple. Dans la colonne N, les nombres se suivent sans interruption depuis 1020 jusqu'à 10800, et leurs logarithmes se trouvent encore dans la colonne immédiatement à droite. Je suppose qu'on demande le log. de 3456. Après avoir trouvé le nombre 3456 dans la colonne N, on remarquera que dans la colonne à droite les trois chiffres 538 sont censés se répéter dans Fespacc vide qui est au-dessous d^eux i et par conséquent ou aura , en restituant la caractériqne , log 3456 = 3,5385737.
Jusqu'ici, il semblerait que les tables sVrêtent à 10800. Mais à Taide des autres colonnes, intitulées i , 2, 3 ... g, elles vont réellement jusqu'à 108000. D'abord, si un nombre est décuple d'un autre, la partie décimale de son logarithme est la môme ^ et de là il suit que la colonne marquée o donne aussi de 10 en 10 les logarithmes des nombres jusqu'à 108000. Pour avoir ceux des nombres intermédiaires , il faut recourir aux colonnes i; 2> ^. • .g.
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La i'*' sert à trouver les nombres termiaës par i, la 2* les nombra terminés par 2, etc. Au-delà de 10200, les logarithmes des doubrcs qui ue diflerent que par le chiffre des unités ayant les trw premières décimales communes, on s'est contenté d'écrire ce décimales une seule fois dans la colonne o, et on n'a placé dans la colonnes suivantes que les quatre dernières. Ainsi, Teut-on le bg. de 34567? on fera abstraction des unités 7, on cherchera 349 dans la colonne N, puis on s'avancera horizontalement, à parts 1 de ce nombre jusqu'à la colonne marquée 7, pour y prendre la | derniers chifû-es 6617 du logarithme demandé; et, quant au premiers , ils sont donnés par le nombre isolé 538 qui se troaie dans la colonne o, le plus proche en montant. En rétablissant dose la caractéristique, on a log 34567=:4y53866i7.
IF Cas. On suppose que le nombre N est entier et ^ 108000. Soit N = 345678g. Je sépare d'abord sur la droite assez de dût fresponr que la partie restant à gauche ne surpasse point 108000. J'ai ainsi le nombre N'= 34567, 8g qui est 100 fois moindre <pe N, mais dont le logarithme a la même partie décimale que cela de N (337).
!Ne considérant que la partie entière de N', je cherche log 345Gj comme dans le i**^ cas, et je trouve, abstraction faite de la canotéristiquc, log 34567 = o,53866i 7.
Mais M' surpassant 34567 de 0,8g, le logarithme de N' doit surpasser le précédent d'une certaine quantité que je Tais cher* cher. Admettons pour un moment que les accroissemens des nombres soient proportionnels ausaccroisscmens de leurs logarithmes; on remarquera alors que les tables contiennent, dans la deroiète colonne à droite, les différences, toutes calculées, entre les logarithmes des nombres consécutifs ; et que , pour les nombres 3456; et 34568, cette différence tabulaire est de 126 unîtes décimales du dernier ordre. C'est donc là ce qu'il faut ajouter au log. de 34567, lorsque ce nombre augmente d'une unité; et par conséquent} lorsqu'il augmente de 0,8g, on aura ce qu'il faut ajouter à son logarithme en faisant la proportion
g :: 126 : x^ d'où a:=i26xo,8g
Ott doit négliger la fraction o,i4 qui est moindre que Tunité dé- t.
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cîmalc du 9' ordre, et Ton a simplement ^e=ii a. On peut aussi s'épargner la multiplication 126 X 0,89* En effet, dans les tables on yroîi au-dessous de 1 26 une petite colonne àt parties proportion^ nettes j qui renferme les produits de celte différence par ■^,-~, etc., et qui donne immédiatement 126X0,8=101, i26Xo,ogsss ii,3; donc 126X0,89=101+11 = 112.
De quelque manière que ce produit soit trouvé, en Tajontant au log. de 34567, et en rétablissant la caractéristique, on aura le logarithme cherché, savoir : log 3456789 = 6,538672g.
Les calculs que je viens d^expHquer sont réunis dans le type suivant :
log 34567 0,5386617
pour 0,8 101
pour 0,09 • • Il
log 3456789 6,5386729
Remarques, La proportion entre les accroissemens des nombres et ceux des logarithmes n'est point rigoureusement exacte. Seulement elle fournit une approximation suffisante , quand les nombres sont grands et leurs accroissemens peu considérables. Cest pourquoi il est essentiel de ne séparer sur la droite du nombre donné que le moins de chiffres possible.
Si on avait à trouver log 345678987, il faudrait séparer quatre chiffres; et, en calculant la différence correspondante h 0,8987, on aurait 126X0,8=101, 126X0,09=11,3, 126X0,008=1,01, 1 26X0,0007 = 0,088. Or, si on ajoute ces produits partiels, on voit que le dernier, celui qui résulte du chiffre 7, n'a aucune influence sur la 'f décimale du logarithme. Cet exemple montre qu'en général , lorsqu'il faudra séparer plus de trois chiffres pour que la partie restante à gauche ne surpasse point 108000, on pourra compter comme zéro le 4* chiffre et les suivans (*).
* Si on voulait apprécier rapproximation sur laquelle on peut compter en faisant usa£;e des tables logarithmiques , on ne saurait mieux faire que de consulter la note de M. Vikce»t insérée dans UAlgèbre de At. Eeynaod et dans celle de M. BouftooR,
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III' CAS. On suppose que N t*en ferme des parties décimales , Soit ]N==s34^56789* Oo fera abstraction de la virgule, etoa opérera comme si le nombre était entier. La partie décimale du logarithme tie tera point altérée, et en lui donnant la caractéristique convenable^ qui est toujours connue d'avance , et qui dans notre exemple est égale à i , on aura le logarithme cherché, savoir : log 34)56789=1,5386729.
Soit encore N =: 0,003456789. En opérant sana faire attention à la virgule , et en laissant toujours la caractéristique de côté, on trottveniit 0,5386729. Ce serait là précisément le logarithme da nombre donné, si la virgule était placée à la droite du pre« mier chiffre significatif 3. Mais par là le nombre serait multiplié par 1000 ; donc il faudra retrancher 3 du logarithme oi-dessus, et Ton aura log 0,008456789 =0,53867 29 — 3=»— 2,4613271 .
Ce logarithme est entièrement négatif 3 mais, diaprés ce quia été dit dans le n*" 337, on pourra, en employant la caractéristique négative 3 , se dispenser de faire la soustraction, et écrire simple* ment log 0,003456789= 0,5386729.
IV* CAS. On suppose que N est un nùthbre fractionnaire quelconque.
Si des entiers sont joints à une fraction , on convertit le tout en tibe expressioil fractionnaire que l'on considérera comme un quotient \ et en conséquence on retranchera le log. du dénomioatear du log. du numérateur. On trouve ainsi ,
loS^ = 1567209786
iji949î^«-
Quand il s'agit d'une fraction proprement dite , on rcUancbe encore le log. du dénominateur de celui du numérateur ; et alors ^ vient un loganiihme négatif. Par exemple |
losri= 0,47712125 —1,67209786 *-i, 19497661.
Mais on peut facilement avoir, si on veut, un logarithme dont
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la caractëiîstiquc soit seule négative. Pour cela, il suffit d^ajouter au premier logarithme assez d^unitcs pour que la soustraction puisse se faire , et de donner ensuite au reste , pour caractéristique , ce nombre d^unîtés pris négativement. En effet, si, dans l'exemple ci-dessns, on ajoute 2 au log. de 3, on a évidemment
• log T- = — 2 + 2,47712125 "+' — 1,67209786
Pour plus d'uniformité, on pourrait convenir d'augmenter toujours de 10 la caractéristique du numérateur. Alors il faudrait diminuer de 10 celle du reste, ce qui ramènerait à une caractéristique négative.
35o. La seconde question que les tables doivent servir k résoudre est celle-ci : Un logarithme L étant donné ^ trouver le nombre correspondant,
I«r c^s. On suppose que la partie décimale de L est positive et qu^elle se trouve dans les tables.
Soit L = 5,53866i 7. Dans la partie des tables qui s'étend audelà de 10800, on clierclie à la colonne marquée o le logarithme qui approche le plus de la partie décimale de L 5 puis on avance dans la ligue horizontale jusqu'à la colonne marquée 7, où l'on trouve les quatre dernières décimales 6617 ^^ L- Alors on se transporte dans la colonne N , pour y prendre le nombre 3456, à la suite duquel on placera le chiffre 7 ^ et on obtient ainsi le nombre 34067, lequel serait le nombre cherché • si la caractéristique donnée éuit ^. Mais la caractéristique étant 5, il faut multiplier 34567 par 10, et on aura le nombre cherché = 345670.
Soit L = 2,5386617. Après avoir trouvé , conune ci-dessus, le nombre 34567, on remaïqucra que la caractéristique donnée étant seulement 2, ce nombre doit être divisé par 100^ donc le nombre cherché = 345,67.
Soit encore L = 2,5386617. Le signe — , placé au-dessus de 2, indique que cette caractéristique est seule négative. Après avoir trouvé le nombre 34567, comme si la caractéristique était 4, on
remarquera que, pour passer à la caraclcrislique 2, il faudrait rc-
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trancher 6 de 4 3 donc le nombre 34567 doit être divisé par lo'^; donc le nombre cherché = 0-034567.
Il est assez commode d^obser?cr, dans ces différens exemples , qu'il faut toujours, en ajoutant des zéros, ou eu plaçant la virgule, avoir soin que le chiffre de Tordre le plus élevé soit tel qae la caractéristique donnée lui convienne.
II« CAS. On suppose que la partie décimale de L est positive^ et quelle ne se trouve point dans les tablei.
Soit L= 2, 4971 499* ^^ cherchant, comme précédemment, si la partie décimale se trouve dans les tables, pu reconnaît qu^clle est comprise entre 0,4971371 et 0,4971509. Si celte partie déôr roale était exactement 0,4971371, le nombre correspondant, tel quUl est donné par les tables, abstraction faite de Tordre des unités, serait 3 141 5*
Mais elle surpasse 0,4971371 de 128, ce qui doit produire une augmentation dans le nombre 3i4i5. Or, la différence tabulaire la plus voisine est i3S, et elle répond à une unité d'augmentation dans le nombre 3i4i53 donc, en admettant toujours qu^il y ait proportion entre les accroissemens des nombres et ceux des logarithmes, Taugmentaliou cherchée se connaîtra en posant
l38: 128 :: I : ar, d'où Jr=-:rrr = 0,Q3.
Par suite, le nombre cherché , abstraclion faite de' Tordre des unités, serait composé des chiffres 3i4i593. Mais comme la caractéristique donnée est 2, ce nombre ne doit avoir que troîschiffrcs à sa partie entière; donc enfin le nombre cherché = 3 149 1 593.
\*es parties proportionnelles de la différence tabulaire peuvent épargner la division de 128 par i38. La partie moindre que 138 et qui en approche le plus est 124) cette partie répond à o, g, et il y a 4 de reste. Si on met un zéro à droite de 4? on a 40 qui diffère trcs-peu de la partie 4 1 > et comme le nombre 3 est à c6lé, on conclut que ^o répondrait à o,3; donc 4 répond à o,o3. En conséquence le nombre cherché se compose des chiffres 3i4i593; donc, en tenant compte de la caractéristiques, ce nombre == 31451593.
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On pourra disposer les calculs comme on le Toit ct-deisoai:
Pour 0^4971^7 1* 3i4i5
1'" reste 128.^ og
2* reste 4*** •• •• oo3
Nombre cherché 3 1 4^ i SgS*
Quand la caractéristique est négative , il est évident que cela ne change rien aux calculs. On Vy fait d^abord aucune attention , mais on y a égard à la fin pour déterminer le rang des plus hautes unités.
III« CAS. On suppose que le loganihme donné L est entièrement
Soit £ = -—1,8753145. Prenons ce logarithme positivement, et cherchons le nombre correspondant N. En divisant Tunité par N, on aura le nombre cherché : car le log. de Tunité étant o, il est évident que le log. de ce quotient sera égal à — log N ou L.
Mais il vaut mieux éviter la division de i par N, en ramenant le logarithme donné à un autre dont la caractéristique soit seule négative : or, c^est ce qu^on fera en ajoutant 2 à L , et en prenant
ensuite 2 pour caractéristique. En effet , on a
Alors on opère comme dans le second cas^ et on trouve le nombre cherché = 0,01 332556.
Complémens aritîunétu/ues. Exemples de calculs effectués par logarithme».
Résolution des équations exponentielles.
35 1. Souvent dans les calculs on doit ajouter des logarithmes , et de leur somme retrancher d'autres logarithmes. Je vais expliquer comment on peut réduire toutes ces opérations à une seule addition , au moyen des complémens avithméliqucs.
Soient p y Çj Fj Sy plusieurs logarithmes , lesquels sont presque toujours moindres que 10 , et supposons qu^on ait à efTecluer les calculs indiqués dans Texpression
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Il €Sl dair ip^oii peut écdre
-=/7+9 + (lO— l,+ (lO— *)— lO— lO,
OU Lien, en faisant lo — r=r' et lo — s=s'j
Ainsi , js se calculera en ajoutant/;, q^ ?', s\ et en ôlant 2 diaiugp de la somme. Or, cette soustraction ne coûte racmie peine ^ et quant à celles qui sont nécessaires pour éralacr / et /, dlcs soBt toujours très faciles : car, pour avoir /, par exem)^, il n'y a «pa retrancher de i o le premier chiffre significatif de r, sur la droile, etdetf tous les autres chiffres j à ffémchcn Le reste est ce qa on nomme le complément arithmétique de t.
On peut donc poser en règle qu'au lieu de soustraire des le^ rithntes, on peut ajouter leurs complémens arithmétiques^ patan qi^on ait soin éPôter à In somme autant de dizaines qu*on owfB pris de ces complémens. ]
Soit proposé d'évaluer à 0,01 près Tcxpressioii
Par les propriétés des logarithmes , on a
log « =s log 7340 4- îog 3549 — log 681 ,8— .log 593, 1 . Si on opère sans complémens , on a les calculs suivans :
log 7340 = 3,8656961 log 68i,8 = 2,833657© « log 3549 = 3,55o 1060» log 593,1 = 2,7731279
somme =7,4ï5î5o2i. somme =5,6067849.
1'* somme = 7,4i58o2i 2« somme = 5,6067849
diff. ou log r= 1,8090172.
Mais il est plus simple d'empldyer les complémens ^ comme on le yoit ci-après :
log 7340=^3,8656961
log 3549 = 3,55o 1 060 comp. log 681,8=7,1663430 comp. log 5g3, i = 7,2«6872 1
Som. -^ 90 ou log a: ss 1 ,8090 1 72* log iooj: = 3,809017^ I ooj: = 6442
4P as 64,4^-
On a rctranchd 20 \ cause des deuic complcmcns ; et ensuite , comme on voulait connaître x m 0,01 près, on a ajouté a à la caractéristique de log X. Alors en a eu le log. de loar, et par conséquent il a sudi de chercher le nombre entier le plus approchant auquel ce dernier logarithme correspond. On a trotité atiisi, avec un léger excès, .v==64>4^'*
Soit proposé d^évalaerà 0^0000 1 près le quotient
En prenant, diaprés les règles, le log. du numérateur et celui du dénominateur, pnis retrancliant Tun de Fautre , il vient
log a: = f log 1 46298 — I log 988789.
Yoici le tableau des calculs :
I log 146298
log 14629 0,1652146
pour 0,8 238
1100988789 Jog 98878 ..,,, P, 9950997 pour o,9.«.** 4^
log 146298 5, 1652884
produit par ^. » . . .20,6609536 quotient par 5 i\^\Z^\iyi^
|loç i46298 = 4»i32i907 comp. f log 988789 = 5,oo4o8o3
som. — I ou logo: = 1,1362710 log looooox = 4,1362710 iooooo;c=: i3686 or = 0, 1 3686.
log 988789-,.,. 6,995io37 produit par 5. . • . ^ 2999755 186 quotient par 6 4)9959197
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'354- Soit proposé de résoudre Téquatiou exponentielle
En prenant les log. des deux membres, il vient
a:(log u 7 — log 337) = log 8493 — log 7 3 ,
d'où ^^_ log 8493 --log 73^
log 3^7 — log 117
log 8493 = 3,929061 1
log 73 =s 1 ,8633229
différences: 2,0657382
log 337 r= 2^5276299 log 117 = 2^0681859
différence = 0,459444^
Je désignerai para/ la valeur de x , abslraclion faite du signe—, et je vais dierclier od par le moyen des logarithmes.
log 20657 •..0,3150672 pour 0,3 ... 63
pour 0,08 • • • 168
pour 0,002. •• 4^
log 20657882 = 7,3150752 log 4594440 = 6,6622826
log 4^944 ••••0,662228s
pour 0,40 .... 38
log 4594440 = 6,6622826
diff. ou log xf = 0,6528426.
Arrivé à ce -point , je dois chercher le nombre correspondant sa logarithme trouvé, comme il a été expliqué n** 35o (II" cas).
log a:' = 0,6528426
pour 0,6528860 •.. 449^»^ i'*" reste 66 . . . 06
2^ reste 80 . . . 008
3^ reste 20 . • • 0002
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Je n^ai mis qu^un seul chiffre à la partie entière, parce que la t^aractéristîque de log^ était zéro. Dans les calculs de cette espèce, quand ou revient des logarithmes aux nombres , on ne peut guères compter sur Texactitude du 7" chifire. G^est pourquoi j'ai pris simplemeut x = -* /^^^GiG.
355. Les logarithmes sont d^un grand secours dans les questions relatives aux progressions géométriques. Par exemple, prenons dans le tableau du no 3o6, la formule
o ss — ■ •
On commencera par Técrlre ainsi
S=aX— ,
puis on calculera les deux racines par logarithmes. En nommant ac et j* ces deux racines , on aura
expression qifon pourra aussi calculer par logarithmes , si on le
juge convenable.
Mais surtout c*est lorsque le nombre des termes de la progression gcomctrîque est inconnu , que les logarithmes paraissent indispensables. Alors Téquation à résoudre est celle-ci :
dans laquelle Flnconnue n est en exposant. On prendra donc les log. des deux membres , ce qui donnera
log û +(72— 1) log <7 = log /^ '
et de Vd on tirera la valeur de n , telle qu^elle se trouve au n** 3o6
. loff/ — loffa logj
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Qucêthns sur tes itoéréu eompoidi.
S56. Llioiiinie inânstriett qui conçoit un profet dont IViéeitiott fierait profiiaUe à sa fertane , manqne sonvent des câf^âm nécessaires pbor le réaliser, tandis qn^au contraire oelm qni ks poi- Mde ignore les* moyens d^en tirer d^utîlefi résultats. Que cdei-ci ptéêe des capitaux au premier, et alors la difficulté disparaît- Toutefois , comme il renonce à s'en servir lui-même pendant un temps déterminé , il exigera non-seulement qu'ils lui soient remboursé au bout de ce temps , mais encore qu'un certain profit ou intérêt lui soit accordé, en proportion de ces mêmes capitaux et du temps pendant lequel il en aura cédé Tusage. Telle est en peu de mois rorîginc et la nature du prêt à intérêt. Pour régler toutes les stipulations de ce genre , on convient ordinairement de l'iutérêt qu'une somme fixe de loo francs doit rapporter en un an y et c'esl là ce qui s'appelle le taux de l'inlérêl.
L'intérêt peut être simple ou composé. Il est simple quand on le reçoit à la fin de chaque année ; il est composé lorsqu'on le laisse chaque année entre les mains de l'emprunteur pour angroeo' tar le capital qui doit porter intérêt pendant l'année snivaiitt. Les questions d'intérêt simple sont sans difficulté, et je ae m'œcuperai ici que des questions d'intérêt composé.
357. Une somme quelconque étant placée à intérêt composé , que doit devenir cette somme, par V accumulation des ùitéréis^ au bout d'un certain nombre d'années ?
Nommons a la somme placée , r Tintérét que rapporte i & par an , et n le nombre des années.
Il est clair que la sonune a doit rapporter rX^ ou ar pendant un an ; et, si on réunit cet intérêt au capital a, on aura o-f-ar oa £[(i-4-r). Donc, pour obtenir ce que devient un capital pendant «n an, il faut multiplier ce capital par i-|-r.
Au bout de la 1'* année le capital étant ^(i-f^)* il aéra dose fl(i+r)' au bout dedans; ^(i-f-r)^ au bout de 3 ans; et en général ^(i-f-rV, au bout de n années. Ainsi, en nommant A cette valeur, on a
[i] Ac=:a<t + r)*.
Suppoftoni I par exemple , qu'on deneadi b vakur de t fr. t» bout de 10 ans, Tintérét étant de 5 poor loo. On fem «wl^ n = 10 , r = o,o5 , i+r = i,o5, et par suite il viendra
Si on fait le calcul par logarithmes ^ on trouve
logAsa ioIogiyo5=sO| 3118930^
ce* qui donne à peu près As=:t,628g«
Si on veut savoir en combien d'anndes le capital se trouve double par l'accumulation des intérêts à 5 pour 100 , on fera A =s a/7, i-|-r s=: i,o5 , et la formule [i] deviendra, en divisant par a ,
Ici c^est l'exposant n qui etl inconnu , et en se servant des logarithmes on trouvera
log 2 o,3oio3ooo .
log i,o5 0,02118930 ^'
Ainsi , telle est la puissance dis l'intérêt composé , qa*iHi capital placé à S p» 100 est doublé dans l'intervalle de i4 ii i5 ans.
La formule [ij, oonsidérée d'une manière générale, exprime une relation au moyen de laquelle on peut trouver une qud* conque des quatre quantités a, r, n» A, quand les trois autres sont données.
358. Quelle valeur produira^i'^n au bout éPun certain twm^ ire d'années , si on ajoute chaque année au capital primitif n^ capital égal , et si on accumule avec toutes ces sommes leurs intérêts composés ?
Soit a le capital placé chaque année , n le nombre des années > •t r l'intérêt de i fr« La première somme a s'ajoutera avec ses m** térêts composés pendant n années, ce qui produira n{i'^t^] in deuxième somme â à ses intérêts pendant n^^\ années , ee qui produira «(t-^r)*"'' ; ainsi de suite jusqu'à la dernière somme « qui, n'étant placée que pendant on an, pi^uiraseoleiicnt a(t-ff^* La valent demandée n'est autrt dose que la nittokwi à% UgiMi
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€09 falears, àiosi accamnl^ avec leun intérétf ; de forte qn'en Aéàgaant le total par S, on aura
ou , sous une autre forme ,
S = fl(i+r)[i+(i+r)+(i+r)«. ..+ («+/•)«-'].
La somme i+ (1+0 + etc. est une progression géométrique; donc, par la règle connue (3o3), il viendra
fol Q a(T+r)[ii+rY^i]
Celte relation servira h déterminer une quelconque des quantité! a^ r, /?, S, au moyen des trois autres. Soit a=iy r=o,o5y ns=io : il viendra
Ainsi , 1 fr. placé chaque année à 5 pour 100 produit ao boot de 10 ans une valeur de plus de i3 fr.
Cet.exjemple sufdt pour montrer combien s'accroît la puissance des intérêts composés , quand on y joint celle d^une économie soutenue.
. 359. Un emprunt tstfail sous la condition et être remboursé au moj-en (Vun certain nombre J'anruites, c'est-à-dire ^ par sommes égales quon paiera d'année en année. On demande la quotité de r annuité , calculée iï après le taux d^un intérêt convenu.
Celte quotité doit être telle qu^en tenant compte de chaque annuité et de ses inlcrêls composés jusqu^au moment du dernier paiement, on ait précisément la valeur que doit acquérir à celte époque le capilal emprunté.
Appelons C ce capilal , a la quotité de l'annuité , n le nombre des annuités, et r rintérét de i fr. par an. Le paiement de la 1'* annuité devant se faire un an après. le jour de l'emprunt, la valeur qu'elle acquerrait, si on reportait le paiement à la n*""* année.
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ierait a(i-|~r)'*"^. A cette époque, la ralear de la a* annuitd serait «(i+r)**""*, celle de la 3* aérait û(i-|-r)'^', etc. Donc Fenaemble de toutes ces valeuiSi y compris la dernière annuité a, serait
progression géométrique dont la somme est
Maïs à cette même époque, c*est-à-dîre, au bout de n années , le capital emprunté G vaudrait G (i-f-r)"; donc on doit avoir
fKl±îfz:l3 = c (.+r)".
r De cette équation Ton tire la valeur de l'annuité a^
'• -* Ci+r)»— i
Ici encore il faut observer que cette relation peut servir à caU culer une quelconque des quatre quantités a, r, C, n^ quand les trois antres sont connues.
Soit fait G=iy rs0o,o5 , 7t«Bio, la formule donnera
Cette annuité est celle qu'il faut payer pour éteindre en 10 ans une dette égale à i fr. Pour une dette de 10,000 fr., l'annuité serait donc de 1 2g5 fr.
Proposonfl*nous encore de calculer combien il faut d!'annéea pour amortir une dette au moyen d'une annuité donnée. Alors rinconnue est /i, et réquation[3] donne successivement
(a-Cr)Ci4-r)-=a, log a — log (a — Cr)
3i8 uçom B^AiiGionii*
Sohassiy 0=siO| rs=io,o5s enobfltnraiit qiiel^axao,fl Tiendra
— !og(i — 0,5) loga 3oio3oo ,
"^ log(i-J-o,o5) log I ,o5 211893 ^*
Ce résulut fractionnaire, compris entre i4 el i5, montre qoe 14 annuités ne suffisent pas pour éteindre entièrement une dette dé* cuple de Tannuité, mais que i5 annuités amortiraient une dette plus que décuple.
36o. Plusieurs sommes sont payables à des échéances SJJ^ rentes , et Ton veut fondre toutes ces sommes en une seule , payable à une époque déterminée. Quel sera le montant die cette dernière ?
Kobjet principal de cette question est de bien faire Fçmarqim que, pour comparer entre elles des sommes payables à des échéances différentes, il faut toujours les ramener à une même époque , laquelle peut d^ailleurs être dioisie comme on youdra. G^est ainsi qœ dans le problème précédent elles onttootes été rapportéeaau lanne du dernier paiement.
Soit a une dette payable au bout de. m années y b une aolN dette payable dans n années , et e la somme inconnue , qa\>n doit payer au bout de p années pour acquitter ces deux dettes. Prenons arbitrairement un nombre d'années s phis grand que chacun des nombres m , n^ p, et rapportons les trois sommes a , bf c, à Texpiration de ce n^nnbre d'années.
Pour arriver à ce terme, la somme a devrait rester placée pendant ^«-771 années, la somme b pendant «— ft, el la tOBune:^ pendant s-^p. Or, par.U elles acquerraient les valeoft
«(i+'-y-^, ^r+ry--", cCi+r)*-^,donc, d'après l'énoncé de la question , on doit avoir
En divisant par d+r)*, cette équation devient
c(î+r)-/teaa(i+rr- 4-^(i+r)— , et Ton en tire l'inconnue
c os a(i+r)^-"*4-6(i-|-r)
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On aurait pu réduire les trois sommes a^b^ c^ h rëpo^fue où Ton veut fondre les deux dettes eu une seule. Alofs on obienrera que la somme a n'étant payable qu'après m années ^ sa voleur actuelle doit être j^ .^; que semblaLlement la valeur actuelle de
b est 1^ , et que celle d^ c est , ^^ : donc on doU avoir
l'équatioB
laquelle revient à celle qui a été trouvée plus haut avec des exposans ucgalîfs*
CHAPITRE XJV
Théorie du plus grand commun diviseur algébiiquel
Théorèmcsfoadamfintauff.
36i. J'ai tardé jusqu'à présent à exposer la théorie du plut grand commun diviseur des quantités littérales , parccLqu^elle u^ rencxmtre guère d'application que dans les parties âevées de Tal-. gèbre. Pendant long- temps elle est restée sujette à des 4ifl^CM¥fif qui ne laissaient pas que d'être assez graves» J'ai essayé de les résoudre en démontrant, sur la décomposition des ppljn&mei». en facteurs , deux théorèmes p qui sans doute étaient jadmjfi lies analystes, mais que les auteurs avaient toujours éludés* )^ ma |^ reproduire ici après avoir rappelé que^oes définitiouA»
On a dit (i4) que les quaniUés rationnelles wulÇ^e%iof^ Texpression ne renferme point de radical ^ et qi9e Ict qufUffM^ entières sont celles qui réunissent la double condition d'être ra^ tionn^es et die ne comeair aictu» déowûnate ih>(
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De plus , j'appellerai quantité première toute quantité entière qui n'est divisible que par elle-même et par Funité : de sorte qu'en la divisant par toute autre quantité entière , le quotient ne sen point entier. Ainsi a — b^ est une quantité première j mais a* — l^ n'en est point une , car en divisant a* — b^ par a-^ç-b on trouve a — b pour quotient.
362. Théouème. Toute quantité première P, qui divise m produit AB de deux quantités entières, doit diviser Vune d^eUet*
Lorsque A, B, P sont des nombres, la proposition est connue (26g). Considérons successivement les quatre cas oii ces quanlitéi ne contiennent pas plus d'une lettre.
Premier cas. L'une des quantités k et B est fonction de x, r autre est numérique y et P esi aussi numérique»
Soit un polynôme
A:=ax^'\'bx'^'\'elc, ,
dans lequel les lettres a^ b^ , .. représentent des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs, et a, p,**. des exposans entiers positifs. £n multipliant A par le nombre B, on a
AB=Bflx'*+B/;a:^+etc.
Puisque ce produit est supposé divisible par le nombre P, il faut que les coeiHciens des diverses puissances de a:, dans ce produit , soient divisibles par P. Ainsi, P doit diviser les produits Ba^ B^,. . .; donc, en vertu du théorème connu (269), s'il ne divise point B, Il devra diviser tous les nombres «r, i, . ; . Or, s'il divise ces nombres, il divise évidemment le polynôme A^ donc P doit diviser ou B ou A.
Second cas. Les deux quantités AetB sont fonctions dex^tt P est encore numérique.
Admettons pour un moment que le nombre P ne divise ni A ni B. Nommons A' l'ensemble de tous les termes de A dont les coefHcieus sont àes multiples de P, et A" l'ensemble de tous ks autres; on aura A=A'+A". Décomposons B de la même manière, et soit B=B'-fB". Il viendra
AB = (A' + A«)(B' + B^)«A'B' + A'B'' + A»F+A'B
Les trois premières parties sont divisibles par P , car dans A' et B' tous les coefiTiciens sont divisibles par P ; et pour que A"B" le fût aussi il faudrait que les coefidciens de tous les termes de ce produit le fussent eux-mêmes.
Soient ax^ et hx^ les termes de A" et de B", dans lesquels la lettre X a le plus haut exposant 5 le terme abx^'^fi fera partie du produit A^'B" et ne se réduira avec* aucun autre. Or, ni a ni 6 n'est divisible par P, puisque P est un nombre premier qui ne divise aucun des cocfliciens de A" et de B"; donc àb n'est point divisible par P, et par conséquent A"B" ne Test pas. Ainsi , les trois premières parties du produit AB seraient divisibles par P et la quatrième ne le serait point ^ donc AB ne pourrait pas Fétre, ce qui serait contraire aux conditions de Ténoncé. Il est donc impossible d'admettre que ni A ni B ne soit divisible par P 3 donc A ou B est divisible par P. •
Troisième cas. L'une des quantiu^s A et 13 est numérique^ Vau ire est fonction de x^ et F est aussi fonction de x.
Soit A le facteur fonction de .v, et Q^e quotient entier de AB par P : on aura AB =PQ , ou , en représentant par F, F, F% . . . les facteurs premiers du nombre B , •
AFFF". . . = PQ.
.Le premier membre étant divisible par F, le produit PQ doit l'être aussi : or F est un nombre premier ; donc , en vertu des cas précédens , P ou Q sera divisible par F. Mais P est une quantité première qui contient x ; donc elle n'est divisible par aucun nombre; donc Q est divisible par F ; donc , en désignant par (V le quotient de Q par F/ et en divisant par F les deux membres de l'égalité ci-dessus , on aura
AFF^^-rsPO'.
On prouvera de la même nanière que Q' doit être divisible par P; et «en nommant Q" le quotient , on aurait
A = PQ
dans laqaelle Q serait encore une quantité entière i et de là on conclut sur-le-champ que A «st divisible par P.
Quatrième cas. A, B ef P sont trois fonctions de x.
Supposons la quantité A non divisible par P, et d'un degré plus élevé qufi P. Ordonnons A et P de manière que les exposans de x aillent en décroissant, et poussons la division de A par P jusqu'à ce qu^on trouve un reste dç degré moindre que P.
Avaat d'amener la division à ce point , on pourra rencontrer des restes dont le i^^ terme ait un cociUcient qui ne soit pas divisible par celui du i^"^ terme du diviseur. Alors , poursuivons ropération en prenant des coeflicicns fractionnaires, et concevons qu^à la fin tous les termes du quotient et du reste soient réduits au même dénominateur : on pourra représenter
ce quotient et ce reste sous là forme -jt; et :jrî , en désignant par Q
et A' deux quantités entières, et par M le dénominateur commun. Or, on doit toujours avoir
On voit par là qu^en multipliant le dividende par M avant^e faire la division , le calcul se ferait sans fractions. £t remarquez bien que A' ne peut pas être zéro , autrement le produit MA serait divisible par le polynôme premier P, et dès-lors P devrait diviser Â (3" cas), ce qui est contre Thypothèse.
Gela posé , multiplions les deux membres de la dernière égalilé par B et divisons-les ensuite par P, il vient
donc , puisque AB est divisible par P, le produit A'B Test aussi. Supposons que A' soit algébrique, et^divisons P par A'. Soit M' le nombre par lequel il faut multiplier JP pour arriver, sans frac- . tions, à un reste de degré moindre que A^ En nommant Q' le quotient et A'' le reste , on aura
M'F^A'Q' + A"; et A" ne pourra pas non plus être zéro : car , pour que cela fût ,
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il faudrait que M^P fut divisible par chaque facteur algébrique premier de A'. Donc, en vertu du 3' cas , P devrait Têtre aussi , et dcs-lors P ne serait plus une quantité première.
Si on multiplie et si on divise cette égalité par P, elle devient
donc la divisibilité de A'B par P entraîne celle de A"R.
Divisons encore P par A". Soit M" le nouveau nombre par lequel on multiplie P pour éviter les coei&ciens fractionnaires , soit Q* le quotient et A'" le reste, il viendra
d'où Ton tire , comme plus haut,
A m A WD
donc A'^'B est aussi divisible par P.
- Eo continuant ainsi, on obtient des restes sucf^ssifs A',A'',A'^^..* dont le degré va en décroissant , et comme aucun reste algébrique ne pourra diviser exactement P, on est sûr d'arriver àun reste numérique Ai. Or, les raisonnemeus précéden s prouvent que tous les produits A^B, A*B, A'^B, etc., sont divisibles par Pj donc A,B doit rêtre ; donc , par le 3*^ cas , B est divisible par P.
Les quatre cas quW vient d'examiner sont les seuls qui soient à considérer lorsque les quantités A, B, P ne sont pas numériques à la fois, et qu^ellcs ne contiennent pas plus d^une lettre. Passons aux cas où il y a deux lettres x et. y dans Tune de ces quantités , ou dans deux d'entre elles , ou dans toutes les trois. Ces cas sont aussi au nombre de quatre, savoir :
1® Lorquun seul des facteurs A e/ B contient la lettre x et que "P ne- la contient point.
a" Lorsque les deux facteurs A e/ B contiennent la lettre x , cl que P ne la contient point.
3** LorsqiHun seul des facteurs A e/ B contient la lettre x , cl que P la contient aussi,
4® Enfin , lorsque les deux facteurs A et B contiennent la lettre x^ et que P la contient aussi.
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Les démonstrations sont semblables à celles qui viennent d'être exposées , et pour cette rabon nous nous dispenserons de les rapporter. La seule dîfTérence consbte en ce que les quantités qui , précédemment, étaient supposées numériques , peuvent être ici des fonctions de j*.
De même que les cas où A, B, P, ne renferment pas plus d'aoe seule lettre, servent h démontrer la proposition pour les cas où ces quantités peuvent contenir deux lettres ; de même ceux-ci serviront à s'élever aux cas où ces quantités pourraient en contenir trois ; et ainsi de suite , quel que soit le nombre de lettres. Le théorème général doit donc être regardé comme démontré.
563. Théorème. Il n^ existe quun seul système de facteurs pre» miers dont le produit soit égal à une quantité donnée : ou , ce qui est la même chose , deux produits de facteurs premiers m peuvent être égaux que lorsqu'ils sont composés de facteurs égaux chacun à chacun.
Cette proposition, toute semblable à celle qu'on connaît sur les nombres (271), se démontre aussi de la même manière* Soient ABGD. . • et abcd. • • les deux produits égaux. Puisque tous Ici facteurs sont premiers, si a n^cst point égal à quelqu'un des facteurs A, B, G , . • • il ne pourra diviser aucun d'eux. Or a, ne divisant ni A ni B , ne divisera point AB : car, d'après le théorème précédent, si a divisait AB , il devrait diviser A on B. Par la même raison, a ne divisant ni AB ni G, ne divisera pas ABC; et ainsi de suite. Donc a ne pourrait point diviser le prodçdt ABCD,i . . ce qui serait absurde , puisque ABGD. • . = abcd..* il faut donc que a soit égal à Tun des facteurs A^ B , G , D, etc. Supposons a = k, et divisons les deux produits par a. Les .produits rcstans BGD... et bcd^.. seront encore égaux, et Ton pourra leur appliquer le raisonnement précédent. On conclura
donc que b est égal à l'un des facteurs du produit BGD. • ., à B, par exemple. On fera voir semblablement que c est égal à Fun des facteurs du produit GD. . ., à G^ par exemple; et ainsi de suite. Donc les deux produits ABGD. • . et abcd. . • sont composés des mêmes facteurs premiers.
Si plusieurs facteurs du premier produit sont égaux entre eux i le second produit doit les renfermer précisément en pareil nombre.
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Définition du plus grand commun diviseur* Principes sur lesquels reposé
sa détermination* Cas les plus simples,
364. En Algèbre , la dénomination de plus grand commun diviseur n'indique point comme en arithmétique , un diviseur qui soit réellement plus grand qu'un autre. Une nouvelle définition est nécessaire, et j'adoyterài cellc*ci : Le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités entières est le produit de tous leurs Jac leurs premiers communs , soit numériques y soit-monômes y soit polynômes.
On n'a besoin d'aucune méthode nouvelle pour détenpiner ce produit lorsque les quantités dont il s'agit sont des monômes. Par exemple, soient les quantités
Je cherche, par les méthodes de l'arithméliquc, le plus grand dî- . viseur commun des coefficiens 432, 270, 90, et j'obtiens le nombre 18. A la suite de ce nombre je place chacune des lettres communes aux trois monômes, et je lui donne le plus petit exposant dont elle est affectée dans ces monômes. Je trouve ainsi iQa^bx pour le plus grand commun diviseur.
365. Mais lorsqite les quantités proposées sont des polynômes, leur plus grand diviseur commun ne s'obtient plus avec la mcmc facilité. Sa détermination repose alors sur deux principes que nous allons exposer.
Pbemier principe. Le plus grand diviseur commun à deux quantités entières n'est point altéré si l'on, multiplie ou si l'on divise l'une d'elles par telle quantité entière 'qu'on voudra, pourvu que celle-ci n'ait aucun facteur commun avec l'autre.
Il est évident, en effet, que les facteurs premiers, communs aux deux quantités proposées , sont toujours les mêmes. Or, c'est le produit de ces facteurs qui est le plus grand commun diviseur des deux quantités.
Deuxième principe. Si l'on a deux polynômes A et B, si l'on divise A par C, en ayant soin de ne prendre que des termes en-: tiers au quotient^ cl si l'on désigne par R le reste de la division ,
je dis que le plus grand commun diviseur de A et de B est le même que celui de B et de R.
On doit avoir, comme dans toute division ,
A = BQ4.R,. d'où A— BQ=R.
Soit D le plus grand diviseur commun de. A et de B : il devra diviser A — BQj donc il divisera aussi R. Représentons par A', B', R', les quotiens de A,B,R, par D, et divisons par D les deuic membres de la première égalité^ il viendra
B' et R' n^ont plus de facteur commun : car, s'ils en avaient un , il devrait diviser B'Q + R', et par conséquent aussi A'* Donc A' et B^ auraient encore un facteur commun ^ et D , qui est le plus grand diviseur commun de A et de B, ne renfermerait pas tous les ,^f acteurs communs à ces quantités , ce qui est contre la défini tien.
Puisque B' et R', qui sont les quotiens de B et de R par D, ne peuvent plus avoir de facteur commun , il s'ensuit que le plus grand commun diviseur de B et de R est égal à D ; donc il est le même que celui des quantités A et B.
366. Maintenant , passons à la recherche du plus grand com* mun diviseur des polynômes. Par cxempfe , soient les quantités
Q=/fia^x7 —QSa^bx^ —6/ia^bx^ -^Sa^ùx^.
Je cherche d'abord le plus grand commun diviseur des termes de P, ainsi que celui des termes de Q : je trouve i2a'Z>^r*, pour le premier, et 8a^bx^ pour le' second. Le plus grand commun diviseur de ces deux monômes est ^a^bx^ , et ce diviseur cAommun est le produit de tous les facteurs monômes communs à P et à Q.
Alors' je divise P par i7.a^b^x'^y Q par Sa^bx^j et j'ai pour quotiens les polynômes
A = 4^^ — I oax^ + a^x* — a^ , B = 6j:^ — iiflx' — Sa'x — a^ j
dans lesquels il n'y a plus que les facteurs polynômes des quantités P et Q. Par conséquent , si Ton connaissait le plus grand com-
mun diviseur do A et.de B , il suffirait de le multiplier p%r le monôme ^a^bx^ , pour obtenir le plus grand commun diviseur de P et de Q. Ainsi , la question est simplifiée : car elle se réduit à déterminer Id plus grand commun diviseur de deux polynômes A et B , qui n'ont plus de facteurs monômes. C'est donc cette recherche qui doit nous occuper.
D'après la définition, ce diviseur est le produit des facteurs com muns a A et à B^ donc si la quantité B divise exactement A, elle sera elle-même ce diviseur : c'est pourquoi nous essaierons cette division. Or, une difficulté se présente dès le commencement, c'est que 4^^, premier terme du dividende ^ ne peut point se diviser par 6:i;^ , premier terme du diviseur. Pour rendre la division possible, on pourrait multiplier A par 6, et le diviseur cherché ne "^ serait point altéré (365) ] car 6 ne contient aucun facteur qui soit commun à B , et en efict il ne doit point en contenir, puisque B n'a plus de facteurs monômes. Mais il suffit de multiplier A par 3 5 car alors le premier terme du dividende devient la^, et il est divisible par 6.r^. C'est donc la quantité Ax3 ou
12x4— 3o^x3+ 3tt»^» — 3â4,
qu'il faut prendre pour dividende. Après avoir placé le terme 7.x au quotient , on Irouvele reste
lequel, en vertu du 2« principe (365), doit avoir avec B les mêmes facteurs communs que A.
Lvi division est encore arrêtée ; mais on la rend possible en multipliant aussi ce reste par 3. On trouve ainsi — ^a au quotient , et pour reste la quantité
qui a encore avec B les mêmes facteurs communs que A.
Ce reste contenant x à un degré moindre que le diviseur, cest celui-ci qu'on prendra maintenant pour dividende, tandis que le reste servira de diviseur. Mais on supprimera préalablement dans ce reste les facteurs qui sont communs à tous ses termes, ce qui le réduit à x^ — 7,ax — û% et ce qui n'altère en rien 1« plu» grand ' commun diviseur.
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On a ijors à diviser Tune par l'autre les deux quantités
R= X* — 2ax — a".
La division se fait sans qu'il soit nécessaire d'introduire aucun facteur dans les dividendes partiels 5 et comme on parvient à un reste nui , on en conclut que x* •— 2ax — a* est le plus grand commua , diviseur cherché.
• On donne a\}^ calculs la disposition suivante :
Première divisicîu
[\oc^ — ioax^'\-' à^x* — a^ 1 7.x^ — Zoax^-)^ Za\x^ — 3^4 ■1 9,.r4-|-22fl.r^-4"ï^^'^'"l"2fl^.r
— 8aa:^-|-i9a':r'-|- 2.d^x — 3rt^
+9.40^:' — l\\n^x^ — Ziia^x — 4^^ i.3fl'.T' — liôa^x — 1 3a*
Deuxième division»
x^ — lax — a
r? — I lax^ — ^a^x — a^ *-^ax^^2a^x^a
867. Les raisonncracns précédens montrent comment des divisions successives conduisent au plus grand commun diviseur. Deux divisions ont suffi dans Tcxcmplc ci-dessus 5 mais si la seconde ne ne se fiit point effectuée exactement, elle aurait mené h un autre reste , de degré moindre que le diviseur , et Ton serait passe à une troisième division comme on est passé de la première h la seconde. En continuant de cette manière , il est évident que si Ton parvient à un reste nul , le diviseur de la dernière opération est le plus grand commun diviseur cherché.
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Voici un exemple dans lequel il y a trois divisions. Les quantités dont ou demande le plus grand commun diviseur /sont
Première division.
4«^^ — Ga'o:' — a^x — 6a^ isî^.r^ — i8a'^x^ — 3a^x — 18^^
I ort'a:'-
1 Ôa'^x — I ofl^ su:" — 3ax — • *ia^
Deuxième division,
3i^ — 7^^:'+ 3û'j: — 2û^ Go:^ — 14^0:*+ 6rt'.r— 4^"* — Gr^-j- 9rt.r*+ i^à^x
— 5aar^+i2a':c — 4^' — 1 oa.r'-|-24a'^^— ^û^ -|- 1 oax^ — I Sa^x — I Qo}
Troisième division.
Zx -^5à
o.x^ — 3ax — 2a'
ax — 2a'
— fl:ï.*-j-2a'
a:— 2rtf
ix-^-a
C'est donc x — OLn qui est le plus grand commun diviseur.
Dans la première division , on a multiplie deux fois par 3 5 et dans la seconde , deux fois par 2. On pourrait abréger un peu en multipliant une seule fois par le carré de 3 , et une seule fois par \fi carré de 2.
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Continuation : on étend la théorie précédente à tous lès cas,
368. Ce qu'il importe surtout de remarquer , c'est-que le succès du calcul est (entièrement fondé sur ce que , les quantités étant ordojinées selon les puissances décroissantes d'une lettre , chaque division conduit à un reste de degré moindre que le diviseur. Lorsque les polynômes contiennent plusieurs termes de même degré, il y a une précaution à prendre, sans laquelle on ne serait point sûr d'obtenir toujours une pareille réduction , et qui consiste à réunir tous ces termes sous un seul multipKcatcur.
Soient les polynômes
A = o:^ -}- 7j-x^ — X* -\'y*JC — aj-x — j**, B =j'x* -}- x^ +/^Y+T"^ + ^+/'
Je les écrirai ainsi :
A=:x^ + (2jr—^i)x*+(y^ — !^jr)x—y''^ ,,
La partie x^ ne pouvant pas se diviser par (y+ 0 ^*» ^ cause du facteur j^+ 1 , je rappellerai qu'en général , si une quantité est ordonnée comme sotit les précédentes , par rapport aux puissances de x^ tout diviseur de cette quantité, indépendant de :r, doit diviser séparément les multiplicateurs des diverses puissances de x. Dès lors, il est facile de voir que j"-|-i n'a aucun facteur commun avec B 5 car , s'il y en avait un , il faudrait qu'il se trouvât dans les quantités j-* -hj*-!" i ctj* : or , il est évident que le monomey n'a aucun facteur commun avecj'+ i. On pourra donc multiplier A par j'-J- I sans altérer le commun diviseur cherché, et la première division 'devient possible. Mais comme il faudrait tout-à-rheure multiplier encore par j*-^ i, on introduira tout d'abord dans Aie facteur (j*-!- i)' ou j"' + ?j-4" '• ^^^ parvient de cette manière à un reste dé degré moindre , en a:, que B , savoir :
Avant de passer h la seconde division , il faut supprimer dans ce reste tous les facteurs communs aux quantités qui multiplient les diverses puissances de x. Ici cette opération est facile , car on
aperçoit sur-le-champ que les deux parties du reste sont divisibles par — jr3— .3^» — J^4"2- En opérant cette division, on oblient •'^'f'J') quantité qui a encore avec Blés mêmes facteurs communs que \.
Ainsi, ce sera x-^-y qu'on prendra pour diviseur dans la seconde division ^ et comme elle se fait exactement , il s'ensuit que le plus grand commun diviseur cherché est x 4" JT*
Première division»
Deuxième divisiorf, {j'+î)x^+{j^+jr+l)X+y
— (.r + ' )^'+f —jr' — .r) -^
X+jr
(jr+O-^+ï
3Ç9. L'exemple qu'on vient d'expliquer met h découvert certaines difficultés qu'il faut encore résoudre. Dans la première division, il a fallu, avant de multiplier par j* + ^ ? s'assurer que cette quantité n'avait point de facteur commun avec celles qui multiplient les diverses puissances de x dans le diviseur 5 et comme le monôme y était une de ces quantités ; il a été facile de recon-
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naître quUl n'a en èjSet aucun facteur commun avec j^ 4" ^ • Mai», en géAcral , .il n'en est point ainsi : car il aurait pu se faire que toutes lés. puissances de x eussent été multipliées par 4es polynômes. Il y a plus : après la première division , nous avons supprimé , dans le reste y les facteurs communs auK quantités qui multiplient les diverses puissances de x ^ et cela suppose qu^on sache déterminer le plus grand commun diviseur de ces quantités. Cette détermination a été facile dans Fexemple précédent, mais on comprend qu'il n'en sera pas toujours de même. Les développemens suivansfoàt disparaître toutes ces difficultés.
I® Elles n'ont point lieu quand il s'agit de deux polynômes qui ne contiennent que la lettre x : les règles du n** 366 suffisent alors. Ainsi , on saura toujours trouver le plus grand commun diviseur de djfeux polynômes qui ne renferment qu'une seule lettre; par suite , je dis qu'on saura aussi trouver celui d'un plus grand nombre de quantités dans lesquelles il n'entre qu'une seule lettre. Supposons, par exemple, qu'on ait troi^ quantités A, B,Cj soitDIe plus grand commun diviseur de A et B , et D^ celui de D et G. D'après la définition, D est le produit des facteurs conununs à A et B , et D' est celui des facteurs communs à Det C^ dçnc 1/ est le produit des facteurs communs aux trois, quantités A , B , G; donc D' est leur plus grand commun diviseur.
2® Considérons des polynômes A et B qui contiennent deux • lettres X qXj, Prenons dfebord le plus grand commun diviseur des termes de A 5 soit a ce diviseur et A' le quotient de A par «: on auraA=a A'. Ordonnons A' selon les puissances décroissante de .r, en ayant soin de réunir tous les termes qui renferment la même puissance de cette lettre; et supposons, par exemplo, qu'on ait
A'=L:c^+Ma:+N.
Tous les facteurs de A', indépendans de a: , doivent être facteurs des quantités L, M, N, qui multiplient les différentes puissances de X. Or, ces quantités ne contenant que la seule lettre j-, il sera facile d'avoir leur plus grand commun diviseur. ïiommonf a! ce diviseur et A" le quotient de A' par oi : en aura A' s= « A%ct par conséquent
a sera le produit des facteurs mouomes de A , a' le produit des facteurs polynômes qui ne contiennent point x , et A" le produit ! des facteurs polynômes qui contiennent x*
Faisons la même décomposition sur le polyn6meB, et soit
Alors , je détermine le plus grand commun diviseur des mono* mes a et p ,. ainsi que celui des polynônes a et p', qui ne contiennent que la lettre y; et si je puis aussi trouver celui des polyn6mes A" et D", qui renferment y et a: , j'aurai trois quantités dont le produit sera le plus grand commun diviseur de A et de B. En effet , la première contiendra les facteurs premiers monpraes communs à A et à B ^ la seconde, les facteurs polynômes indépendans *de x] et la troisième, les facteurs polynômes dépendans de x.
Or, je dis qu'on peut trouver le plus 'grand diviseur commun des quantités A" et B'' en les soumettant aux calculs des divisions successives , comme dans l'exemple du n<» 368. H est clair, en effet , que fiQS quantités n'ayant plus ni facteurs monômes , ni facteurs polynômes indépendans de j: , il sera permis de multiplier les dividendes partiels de la première division par lé polynôme qui est placé devant la ])1us haute puissance de .r, dans le diviseur, et qu'on arrivera ainsi à un reste de degré moindre, en x^ que le diviseur. Jl sera facile d'ôter dcce reste tous les facteurs monômes qu'il renferme , aussi bien que les facteurs polynômes indépendans de 07 5 et alors on procédera à la seconde division , en prenant pour diviseur ce reste ainsi simplifié. On se conduira comme dans la première ; puis on passera à une troisième ; et, en continuant toujours de cette manière , on est sûr de parvenir enfin à un reste nul, ou à ua reste indépendant de x.
Dans le premier cas, les quantités A'' et B^' ont pour plus grand diviseur commun le diviseur de la dernière division. Dans le $6cond, elles n'en ont aucun, ou, pour parler plus exactement, elles n'en ont point d'autre que l'unité. En effet, le plus grand commun diviseur de ces quantités devant être le même que celui du dernier diviseur et du reste indépendant de Xy serait lui-même indépendant de x: mais les polynômes A' et B", à cause des décompositions préliminaires j ne peuvent a^o][r aucuo facteur commun indépendant
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de Xy autre que Vunité ; donc Funîtë est leur seul facteur coniman. Ainsi, on pourra toujours trouver le plus grand diviseur commun de deux polynômes dans lesquels il y a deux lettres; et par conséquent aussi celui de trois polynômes, ou davantage.
3** De même qu'on s^est élevé du cas où les polynômes ne con- I tiennent qu^une le ttre^^ celui oii ils en contiennent deux, de même on s'élèvera de ce second cas à celui des polynômes qui en renferment trois, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des lettres. Donc enfin il n'y a aucun cas où l'on ne puisse détermioer le plus grand commun diviseur de plusieurs polynômes.
D9 quelques modifications 'nécessairesy quand les polynômes sont teb
qu'on les considère dans les équations,
370. Dans la théorie générale des équations^ qui ya bieni&lf nous occuper, on considère d'une manière spéciale des polynômes de la forme •
dans lesquels x représente une inconnue, m un nop[d:>re entkr positif, et A, B, G,. • • des quantités quelconques, numériques ou littérales, qui ne contiennent point x. Or, quoique les coefficiens A, B, G , . • . puissent renfermer des radicaux et des dénominateurs, comme l'inconnue x ne se trouve ni sous ces radicaux ni dans ces dénominateurs, le polynôme est dit rationnel et entier par rapport à a:; et l'on dit encore que deux polynômes de cette forme sont divisibles l'un par l'autre , lorsque la division donne un quotient exact , entier aussi relativement à ac, Ainfi , jf'+'îArK 2— aa" est divisible par 2x — aV2, : car on trouve le quotient exact ^X'^-aV^, Gela posé, voici une proposition tout-àfait semblable à celle du n"* 362 , et dont l'application se présentera dans la théorie des équations.
Si un binôme du premier degré y de la forme ar4-«\ dipise un produit AB de deux polynômes rationnels et entiers par rapport àx^ il devra diviser Vun deux»
Divisons A et B par ox -{-<»% ^t supposons que les divisions ne se fassent pas exactement , on est sur au moins d^arrlver à dêv
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restes qui îie contiendront plus x. Soient Q, Q', les deux quotiens, et R, R', les d^ux restes : on aura
A = Q (a:r+a')+R, B = Q' (aX+*'H-R' , et par suite
AB = QQ'(ar4-a' )' ^ (^R {.ax-\-(^) + QR'(«a-^a') -f RR' . De là ou tire, en divisant par ar-|-a',
^' = Q^^C^+aO +Q'R+QR' 4- ^^^, ,
Par hypothèse AB est divisible par «x+a', il faut donc que le second membre se réduise à un polynôme entier, relatiT^ptent à X s or, pour cela, il faudrait que RR' fût divisible par aar-f-tf'y ce qui est impossible, puisque R et R' sont des restes qui ne contiennent point X. Donc la division de A par 9.X'-\-dy ou celle de B, doit se faire exactement.
Corollaire, JSoit un produit ABCD de plusieurs polynômes entiers par rapport à x. S^il est divisible par aar-f-a^) il y aura au ' moins un des facteurs qui devra Têtre. En efFet^ on peut considérer ABCD comme un produit de deux facteurs ABCxD^ donc si le binôme ax-|-« ne divise pas D, il doit diviser ABC. Semblablement, on conclut que s'il ne divise point C, il doit diviser AB, et que s'il ne divise point AB, il doit diviser A. On continuerait de la même manière s'il y avait plus de facteurs.
871. Supposons que le polynôme Aa:"'+etc. soit formé par la multiplication de m facteurs du premier degré, et qu'on ait
Aj:'»+etc. = (ax+a') (pJ:+p') (yx+o/) on pourra toîre '
A.T»+etc. = apy. . .>C (^+ j)(*+| X^+^) * * * ' puis, si on observe que le coefficient A doit être égal au produit *Py- ••> ^^ ^ ®^ P^*® -=û, k^^^> — =c,,.., on aura Aa;"*+etc. = A (x+û) (x+i (^-H?) • • . . .
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. On dit alors que le polynAme Aa:"»+ctc. est décomposé enjacieurs simples ou jj rentiers ; cl j sous celte dénomination j ou en^endid les biu6mes ^+^, ^+^> -^"h^j • • • abstraction faîte de A.
On peut appliquer a cette décomposition un tbéorëoie toat« ^-fait analogue.à celui du n« 363, c'est;à-dire qu!un pofynômt X de la forme Aa::"*4"^^"~'"4"^'^~~'"t'Clc. , ne peut se déam* poser que d'une seule manière en facteurs simples» ' Admettons qu^on ait à la fois
X=A{X'^a)(x-\~b)(X'\-'C){X'^d)... j X=A {x+a'){x+b') {x+c') ix+d'). . . .
Le biftémc x-^a doit diviser le produit A(a:+a)(j:-4-i) (x^c) . . . j donc il divise Tun de ses facteurs, et pour cela il faut évidemment quMl soit égal à Fun d'eux. Supposons-le égal à a:-4-a, et divisons les deux produits par x-^^a^ il vient
A (.r4-^) (ar+c) (x+d) . . • = A (x+b') {x+c'){x+d')
On prouvera de la même manière que a:+y doit être égal à Tun des facteurs du premier membre. Soit x-^b ce facteur 5 en divisant par x-f^by on aura
A (ar+c) (X'\^d). . . = A (ar+c') (^+cf) •••}
. et en poursuivant le raisonnement on arriv^era à conclure que les 772 facteurs simples du second produit sont les mêmes que ceux du premier.
372. Dans latbéorie des équations, quand il s^agîra du pins grand diviseur commun h plusieurs polynômes ;i entiers relative* ment à x^ il faudra toujours entendre que les facteurs simples de la forme jr+a, ar-j-^j» • •> qui sont communs à ces polynômes, ont été multipliés entre eux pour composer le plus grand commun diviseur, lequel pourra contenir en outre un multiplicateur quelconque indépen'dant de x. La présence de ce multîplicateor est d'ailleurs tout-à-faît indifférente : car ordinairement on ne considère ce commun diviseur que pour en déduire les valeurs de X qui le rendent égal à zéro , et un multiplicateur indépendant de .r ne peut en aucune façon changer ces valeurs (6g}.
: La dëtennination de ce commun diviseur pourrait être tout-à- ! iait assimilée à celle des nombres. Il sera inutile de tenir compte des facteurs communs indépendans de x, et on admettra y si on veut, des coefficiens fractionnaires dans le calcul. Cependant il 1 sera en général plus simple de les éviter, en introduisant ou en f supprimant des facteurs dans les divisions partielles. A la vérité , les résultats qu'on obtient par ces diverses manières de procéder différeront entre eux par des multiplicateurs ou des diviseurs indépendans de X ; mais on vient de dire que cette circonstance ne doit être ici d'aucune considération.
CHAPITRE XV
Composition (Tune équation algébrique quelconque à
une seule inconnue.
Xhéorème fondamental dont Vohjet est d'établir que toute équation
algébrique a une-racine.
373. Les équations algébriques à une seule inconnue sont celles qu'on peut réduire à la forme
Ax'»4-B^'^'"*+C^'"""'« • • 4-Ga:-4-H = o,
X étant l'inconnue, m un nombre entier positif, et A, B , G,. • • des quantités connues quelconques. L'exposant m est le degré de Fcquation. Pour la simplifier encore davantage, on la divise par le premier coefficient, et on Fécrit ainsi :
P, Q, • . • T, U, étant encore des quantités connues.
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Il n'est pas évident à priori qu'il existe toujours une quui«tité réelle ou imaginaire qui, mbe dans cette équation à la plaoe de X, rende le premier membre identiquement nul. Ainsi, à parler rigoureusement , une démonstration est nécessaire pour établir que cette équation a toujours une racine; et j'ai pensé que le lecteur me saurait gré d'exposer ici celle qu'a donnée M. Gaucht dans ses Exercices de Mathématiques. Cependant, comme elle ne laisse pas que d'être assez épineuse , s'il jugeait à propos de la supprimer et d'admettre le théorème comme évident , alors il devrait passer immédiatement à la composition des équations p. 349*
374. Avant tout, il faut observer que le mot imaginaire^ pour avoir ici quelque sens, doit désigner une expression algébrique sur laquelle on sache effectuer les opérations indiquées dans l'équation. Or, comme nous n'aurons à considérer dans la
suite que des quantités réductibles à la forme a+AV^-^i, a et b étant des quantités réelles , je restreindrai désormais la dénomination de quantité imaginaire aux seules expressions de cette forme.
Avec les quantités at\. b qui entrent dans l'expression imaginaire fl+JV — I, on peut former une quantité positive égale à Va^'^'b^ : cette quantité est dite le module de l'expression imaginaire. Par exemple > le module de 3— 4^'-"i serait ^al à V g-(-i6 ou 5.
Deux quantités, telles que a-^bV — 1 et a^-bV^^, quinedifferent entre elles que par le signe de la partie imaginaire , sont àïies conjuguées Vxme. de l'autre. Deux quantités conjuguées ont donc le même module.
Si on fait 6=0, l'expression a + b\/^ se réduit à a. Ainsi la formule
est propre à représenter toutes les quantités^ soit réelles, soit imaginaires. Lorsque la quantité est réelle, elle a pour conjuguée une quantité égale, et le module n'est autre chose que cette quantité elle-même, abstraction faite de son signe.
^ Je vais maintenant établir quelques lemmes dont nous aurons I besoin.
875. Lemme 1*^. La somme ou la différence de deux quari'^ il tés quelconques a un module compris entre la somme ei la dif» \ férence de leurs modules.
^ Soient les deux expressions
. En appelant r et r' leurs modules, on a
1 Nommons R le module de leur somme, on aura évidemment
Mais, en multipliant r' par /^*, il est facile de voir que
r^F^*=a*i/* +b*l/*+a^l/*'^a'*lf*
z=:.{aa' -^-biy+^aU^bay ,•
donc la valeur numérique de aa'-^^bb' est inférieure ou tout au plus égale krr' '^ et par suite il est clair que R* est compris entre les deux quantités
ouy ce qui est la même chose, entre
{r'\^Y et ir^r^)^.
Donc le module R est compris entre la somme et la difierence des modules r et r^. La démonstration est exactement semblable,-
g lorsqu'au lieu de la somme des expressions imaginaires on consi-
. dère leur dififérence.
376. Lbhmi II. Le produit de deux quantités a pour module le'procbuit de leur$ mçdufes.
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En effet, la multiplication donne et si on prend le modale de ce produit, on trouve
résultat conforme à Fënoncé.
Corollaire i". Donc le produit d'un nombre qudconqae de facteurs doit avoir pour module le produit des modules de tous les facteurs.
Corollaire a*. De là, en supposant tous les facteurs égaux entre eux et leur nombre égal à n , on conclut que la 7i*"« puissance d'une expression imaginaire a pour module la /i^^ puissance de son module.
377. Lemme III. Pour qu^ une quantité de la forme a-f-bv — i soit nulle , il est nécessaire et il suffit que son module soit égal
à zéro.
En effet, a et ^ étant des quantités réelles, supposons qu'on
ait
Comme la partie réelle a ne peut pas détruire la partie imaginaire bV '^i 7 il faudra qu'on ait séparément âssso el frsso; donc
\/fl?+7^=o,
c'est-à-dire que le module de la quantité a-^^^bV — i doit être zéro. Celte condition suflit évidemment, car ^ et ^ étant des quantités réelles, leurs carrés sont des quantilés positives et la somme à*J^b* ne peut pas être zéro à moins qu'on ait a=o et ^sso. Corollaire. Il est manifeste qu'un produit de plusiean <puuitités réelles ne sera pas nul si aucune de ces quantités n*est ^jÊÏt à zéro. Mais quand il y a des facteurs imaginaires, il n'est pas évident qu'après la multiplication les termes du produit ne puissent pas s'entre-détruire sans que cela arrive dans l'an dm fiie-
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tears. Or voici comment oa démontre que dans ce cas encore il faut qu^un facteur soit zéro.
Pour que le produit soit nul , il faut que le module de ce produit soit nul. Or, le module est le produit des modules des différens facteurs (3;^6) ^ et comme ces modules sont des quantités réelles, leur produit ne peut pas devenir zéro à moins qu^un d^eux ne le soit. Mais alors le facteur auquel correspond ce module doit lui-même être nul; donc en général le produit de plusieurs facteurs ne peut pas devenir nul à moins qu^un des facleun ne soit nul.
378* Lehmb IV • Soû un polynôme X de la forme
X ssx- —Px*»-» —Qx»»-». . .— U,
dans lequel tous les termes qui viennent après le premier ont des coefficiens essentiellement négatifs • Si on fait croître x positif vement au-delà d'une certaine limite ^ les valeurs du poijrnême X seront continuellement positii^es et croissantes , et pourront devenir aussi grandes qilon voudra.
On peut écrire X comme il suit <
X=sa::»( 1 — -^.. . — — J.
Alors, si on fait croître x positivement, on voit que les termes uë* gatifs compris dans les parenthèses iront en décroissant et qu*ou pourra rendre leur somme aussi petite qu'on voudra. Une fois que X aura atteint une valeur a qui rendra cette somme m^feidre que I , il est clair que la quantité renfermée entre les parenthèses sera positive et croissante. Elle ne poun*a point surpasser Funité , mais elle en pourra différer aussi peu qu^on voudra. D*un autre c6téy le facteur x^ va aussi en augmentant et peut surpasser toute limite $ donc , à partir de a; = A , on est sûr que X doit croître positivement jusqu^à Tinfini.
Remarque, Le nombre des termes négatifs de la parenthèse est en général ^al à m , mais il peut être moindre parce que quelques uns d'entre eux peuvent être nuls. Soit n le nombre des termies rcsttns f et posons les égalités
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on en tirera ces valeurs de x ,
x=znPf a:= V'/iQ, ... xs=\/nU
et il est clair qu^en faisant x égal à la plus grande de ces valcnrf ; le polynôme X sera positif. Ainsi, on pourra prendre A égal à cette valeur.
379. Procédons maintenant à la démonstration du tliéorcme fondamental que nous avons en vue.
Théorème. JJne équation de degré quelconque , à coefficiem réels ou imaginaires , a toujours au moins une racine.
PremiIere partie. La démonstration générale exige que Ton considère d'abord le cas particulier de Féquation bin&mc. Supposons cette équation ramenée à la forme
a et ^ désignant des quantités réelles qui peuvent être nulles , ensemble ou séparément. Il s^agit de prouver qu'il existe une valeur
dear, de la formç a+i v — i, propre à vérifier réquation cidessus.
. Lorsque le degré m est égal à une puissance de a , la détermination de X revient à extraire de «+P^"^' plusieurs racines caCftf|B successives. Or , on a vu (269) qu'on parvient toujours ' à exprimer ces racines sous la forme a+ ^ v — i .
Lorsque le degré m est un produit de facteurs égaux à a et d'an nombre impair quelconque , la détermination revient à extraire
de a+pV' — I plusieurs racines carrées successives, puis à It fin une racine de degré impair. Les racines carrées pouvaDt toutes s'exprimer sous la forme a-\'bV — i, il reste à examiner s'il est possible de représenter la racine de degré impair par une quantité de la même forme. Or, il est évident que cette question sera résolue, et que le théorème sera démontré à Tégard de Féqoa* tion binôme y si ou prouve que m étant impair , il existe tncoie
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une valeur de âr propre à vérifier l'ëquatioii ^aaa+P^— *• tel est Tobjet des raîsonaemcns suivans.
La vérité de la proposition se reconnaît facilement cjpiand Fnne des quantités a et ^ est zéro. D'abord , si ^sso, Téquation bin&me se réduit à
et y quel que soit le signe de «, le radical d'ordre impair xssVm doit avoir une valeur réelle, laquelle est racine deFéquatîon. Si «= o y l'équation binôme se réduit à
Alors , en posant x = a/r — 1 9 on aura or* as ^a/* Y — i ( on doit prendre + ou — suivant que m est un multiple de 4 s^ug" mente de i ou de 3). Par suite l'équation devient a:''"=ihp. Or
cellc-'ci'a une racine réelle 5 donc l'équation x'^ss^y-^i en
aura une de la forme x = bV — i.
Considérons les cas où. ni 1» ni ^ n'est égal à zéro. En mettant tous les termes dans le premier membre, l'équation sera
a-i»^(^^_pV^Zr7)Œ0,
ou^ plus simplement ,
X=:o, en posant
Si on remplace x par l'expression
xzs^a + bV^y X se transformera, en une expression semblable
X=A+BV^^
A et B étant des polynftmes entiers en a et &, dans lesquels V — i n'entre point. Dr -, je vais prouver qu'il existe des valeuit réelles
dt a el b qui font évaaouir le module ï/A'+B! de X.
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Représentons par f , «^i Y^ les modules des quantités de telle sorte qa'on ait
Par le lemme II (cor. a«), on sait qne le module de ar* sera p*} et» d'après le lemme P', le modnle Y de X ne pent être inférieur à la différence entre w^ et p. Donc | en choisissant x de manière
qu'on ait v^ > 2p ou i\;> V^2p , on devra avoir V>2^— ^ ou
Au contraire , on aura V < f si on prend 6 = o et a"* = a : car alors la valeur de a:^ se réduit à «"• ou a , et par conséquent
donc V' = p»5 donc Y'<a' + /8' ou V<f.
On apprend par là qu'en faisant varier a et 6 de toutes les manières possibles , la plus petite valeur que puisse prendre le module Y sera moindre que p. Et il faut bien remarquer que cette valeur minimum ne doit correspondre ni à la valeur de x dans
laquelle a et ^ seraient zéro, car alors on aurait Y = Vu * -|- P" =p^ ni à une valeur de x dans laquelle a ou b serait infini | car alors on aurait V==co .
Soit X = c une valeur quelconque réelle ou imaginaire de x , mais assujettie à ces dernières restrictions. Supposons que la valeur correspondante du module Y ne soit pas zéro : désignons-la par Y' , et par C la valeur correspondante de X » laquelle doit aussi être différente de zéro. Si on pose
a:=:c4-z, et si on fait attention qu'on a
le polynôme X deviendra
Dans ce détdoppenieiit la somme da deux premieit termes i^é-
Yanouit en prenant
Désignons par i une quantité podtire 9 qu'on pourra choisir aussi petite qu^on voudra, et faisons
les deux premiers termes du dëyeloppement deviendront G (i— 0? et y en mettant G en facteur commun , on pourra écrire
X=G(i^i+/t*+/t^ + etc.),
fi f'% * • • ^^^°^ ^^ quantités de la forme or^by — 1 . ^. Si on appelle 4 le module de la quantité qui multiplie C , on aun^our celui de X, en vertu du lemme II y
D'un autre c6té, puisque i est une quantité réelle ^ si on nomme cp, ç'i... les modules dey*,y, ... ceux des quantités i — •,/«% /"i*,... seront i—iy 91*, cp'i*,...^ et , en vertu du lemme I", le module ^ ne devra point surpasser
I — i+9i*+(p'i'+ etc.
En mettant cette quantité sous la forme
I — • (1— cpi — 9'i* — etc.),
on voit que, pour de très-petites valeurs de c, la quantité entre parenthèses est <^i. Par suite la quantité ci-dessus , tout entière , est elle-même <C^i\ donc alors on aurait <|) <^ i et V <^ V.
Ainsi y lorsque Y' n'est point zéro, on peut choisir x de manière que le module Y deX devienne inférieur à Y'. Donc la plus petite valeur de ce module ne saurait différer de zéro. Or, la valeur dex qui donne Y=:o est racine de Féquation Xc=oj donc enfin Féquation hinftme admet toujours une racine de la forme
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SEGoimi PAETiK. Aotuellement soit Tëquation g^Snérale
dam laquelle P, Q, R, etc. sont des quantités quelconques, réellei ou imaginaires , de la forme a-f-6 ^— i . Posons encore , pour abréger ,
X= *"•+ P«*-'+ Qj:"-?+etc. j puis remplaçons x par la valeur
U viendra un résultat de la forme
A et B étant des polynômes en a eth où k — i n'entre point; et pour que Féquation [A] soit vérifiée, il faut et il sufEt que Iffm»*
dule V A'-|-B' de X soit zéro (377). Or, Fobjet des explicatiooi suivantes est de prouver quUl existe en effet des valeurs réelles de a et ^ qui doivent anéantir ce module. '
Représentons par p,p',^^,.«. les modules des coefficîens P^Qy R,etc., par v le module de Texpression «=:a-4-6 l^— 1, et par Y celui de X. En vertu du lemme II, quand on substitue a-^bV — I à la place de x , les puissances af^^ a:**"*», x*~*,.m ont pour modules f/*, t;*"^', v*»— •,... 5 et les diSérens termes
ocf^j Va^^^j Qx"- % Rar~~^ etc., qui composent X, auront pour modules
\^y P»''^S fV"»-% f"v^^f etc.
Donc , par le lemme I*% on est sûr que le module du polynftae
Px^-i + Qa-»- » + Rx~-? + çlc.
ne devra point surpasser ia somme
f w^^î + p'»''^* 4- p*v"^? + etc. ;
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et quci par suite f le module Y du polyn&me X ne devra point èlre inférieur à la différence
[l] li« — pt^»— «— -p'ym— * — p^'i;»»— 3— etc.
^' On suppose cette différence positive , autrement il faudrait la prendre en signe contraire.
En donnant à v des valeurs de plus en plus grandes , à partir d^une certaine limite, on sait que l'expression [i] sera constamment positive et croissante jusqu'à ^^infini (378). Par conséquent le module V, qui ne doit jamais être au-dessous de cette diffiérence, peut lui-même acquérir des valeurs plus grandes que toute limite.
Si on attribuait une valeur infinie h a onk ùy le module v de
X serait infini. D'après ce qui vient d'être dit , l'expression [i] le
serait donc aussi , et par suite le module Y. Mais tant que a
4 et ^ n'auront point de valeurs infinies, il est évident , par la na-
^1 ture même des polynômes A et B , que ce module ne devra pas
t, devenir infini. De là il suit que^ s'il ne peut devenir zéro par au-
j cune valeur de x y on est au moins assuré qu'il en cxbte une ,
formée avec des valeurs finies de a et 6 , qui donne pour Y une
.; quantité au-dessous de laquelle il ne pourra tomber aucune autre
' valeur de ce module. Toute la question se réduit donc à prouver
^ que ce minimum n'est autre que zéroé
Soit xssc une valeur particulière de x , laquelle peut être rédle ou imaginaire ; soit G la valeur correspondante de X , laquelle est supposée différente de zéro ; et soit Y^ le module de G. Si on prend pour x une valeur x^s^c^^Zy différente de c, il an résultera pour X un développement tel que
[2] X=G+C';s+iGV+etc.,
Admettons d'abord que G' ne soit pas zéro, et prenons
f ëtaurunè quantité positive qu^on peut choisir aussi petite qu'on Teut. L'expression [2] pourra s'écrire ainsi
X«C(i— i+Zi^+Z'^'+ctc.),
3^ tiçmrs d^algIiu.
j^/'i. . . étant encore des qnantiuSs de la forme « + 41/'— i. On pourra donc reconnaître ici, comme à la page 345^ qoedé Taleurs très-petites de c rendront le modale Y^ Y^.
Admettons à présent que, dans Texpression [a] , G^ soit séro, et qn^à partir de ce coefficient le premier qui diffère de zéro soit celui de or". En le désignant par Ci, et les soivaiu par d, G 3 y etc., Texpression [2] sera simplement
[3] X = C+CjZ''+Cs»+» + etc.
Si on pose 1 égalité
Z'^rs
la quantité — rr pourra se ramener k la forme a +Al/^^, el
Ton sait) par ce qui a été dit pour le cas de Téquation bioAmei qu^il existe une vsdeur de z propre à vérifier cette ^pilité. Ifommons s' cette valeur et prenons
xf
f étant encore une quantité positive aussi petite qn^on voudra* En remarquant que z'"=i fr-» Fexpression [3] se changera en celle-ci
X=C(i— •'•+/,i«+"+/ai»+'+etc.)t 4ans laquelle/*!, /*«,..• désignent toujours des coefficiens de b
forme a+* ^ — ' •
En raisonnant encore comme à la page 345 déjà citée , on voit évidemment que les très-petites valeurs de c rendront le module de l'expression ci-dessus moindre que celui de G , c*est-à-<lire qa*0B auraV<V^
Ainsi y lorsque Y^ n'est point zéro , on peut toujours choisir x de manière que le module Y du polyn6me X soit moindre qœ Y' . Donc la plus petite valeur de Y ne doit point différer de aeéro; et par conséquent la valeur de j? à laquelle correspond ce mû»mum est une racine de Téquation [A]. Sans assigner ici la valev de cette racine, et sans examiner sll existe plusieurs valeurs its qui puissent donner Ys»o , on n'en peut pas BM>ins oondnre vm
I ctrtltncle qa^une équation de degré quelconque f à eo^Jiamis r^eb ou imaginaires , a toujours au moins une racin0 de la forme
Composition det équations*
f 38o. Théorèmi. Si une^quantité a est racine cCune équation , le f rentier membre de cette équation est exactement divisible par le binôme x— a*
Dans cet énoncé, on suppose que TéquaUon est de la forme
[A] a:«-|-Pa:~-«+Qaf—». . .+Tx+U=o.
Pour abréger, je désignerai son premier membre par X , de sorte Z^ que Féquation $era elle-même dc^ignée plus simplement par
Divisons X par x — a : comme le diviseur est du premier de- ' gré , on pourra pousser l'opération jusqu'à ce qu'on trouve un
reste qui ne contienne plus x» Nommons Y le quotient et Z le
reste^ on aura
dJ af'+P j:«-«+ Q ap'»-«+ eto.= (^— n) T+ Z.
# Si on fait «8=a , )e produit («—-a) Y sera nul : car x^^a devient zéi30 , et Y ne peut pas devenir infini attendu que x n*jr entre pas ea dénomiuaieur. D'ailleurs Z ne change pas, puisque x n'y entre
Bi pas ; donc Tégalité précédente se réduit à
fl"-^ P a"^'4- Q û'*-*^ etc . = Z.
É De Ik on tire cette conséquence remarquable que, quel que soit n, f le resté Z ile la division de X par x-^d s'obtient en changeant
xen a d^nsX. Donc, lorsque a est racine de l'équation X==o, - I le reste Z sera nul ; donc alors X est exactement divisible pa^
Au{re démonstration. Quelle que soit la quantité â, le polj-
nônie X peut s^écrire ainsi :
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La première ligne contient les différences etc., lesquelles sont tontes divisibles par .r -— a; donc la seconde lif^ne est le reste indépendant de x qu'on doit obtenir en di- YÎsant X par x — a. Or, il est évident que ce reste n'est autre chose que le résultat de la substitution de x au lieu de a dans le polynôme X^ donc, lorsque a est racine de Téquation X=:o, le polynôme X est divisible par x — a.
Remarque, Par cette dernière démonstration , on voit aussi que pour avoir le quotient de X par x — a il n'y a qu'à diviser a:*— û*", a"*—* — «"•—', etc. par x — a, et à ajouter entre cnx tous les quotiens, après avoir multiplié le 3' parP, le 3* par Q, clc. Ces divers quotiens sont faciles à former , et il vient
Pfl +Q
• • • • -J-Pa' ..-i-Qa
Au reste, tout ce qu'on vient de démontrer dans ce n® était déjà connu (53).
38 1 • Théorème. Un polynôme'^ de îaferme x'"-|-Px"«^» -f"®^-» est toujours le produit de m facteurs simples tels que x— », x— b, etc. Par suite V équation X= o peut avoir m racines^ d jamais davantage.
Ici on suppose admis que toute équation algébrique a au moiui une raciue réelle ou imaginaire* Soit donc a une racine de l'équation X=o; le polynôme X doit être divisible par «—a <38o), k premier terme du quotient sera évidemment x"^*y et en détignaut ce quotient, d'une manière abrégée ^ par a:'**^'-4» etc. » on aura
X=(«— a) (x"»-'4-etc).
Puisque toute équation a une racine, il existe une yaleur b qui, mise à la place de Xy anéantit :r"^'-|-eto« ^ donc ce facteur dt * divisible par «-«-* b ; donc, si on désigne le quotient par x"*^ [letCi on aara ar*-*+ctc.sB (*— ftXa^'^+eic.), eljpar fuite
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En répétant le même raisonnement, on décompose le polyn&me x''"~"'+ etc. comme on a décomposé le précédent a:^— '-j-^'^.j el en continuant ainsi , chaque opération mettra en évidence un nouveau facteur du !*>" degré en même ten^s qu'elle diminuera d'une unité le degré du dernier quotient. On arrivera donc enfin à un quotient qui lui-même sera du i'^ degré, et dont le premier terme sera x. Par conséquent, si on désigne ce quotient par x — /, le polynôme X sera décomposé en m facteurs comme il.suit :
X={X'^a){x — fc)(j:— c) . . .{x — /).
A quoi il faut ajouter que les binômes x-^a^ jr-— &, etc. étant des ûicteurs premiers, dans le sens expliqué n" 371 , il n'y a aucun autre système de facteurs premiers qui puisse reproduire X. Ainsi, OQ est sûr qu'aucun binôme nouveau x— • a ne peut être un diviseur de X.
Corollaire, La possibilité de la décomposition précédente étant établie, on reconnaît sur-le-chàmp que l'équation Xs=o doit avoir iti racines; car son premier membre devient nul par chacune des valeurs xssza , x^=:b , x=c^ • • • x=L De plus, die ne peut paa avoir d'autres racines ; car s'il en existait une nouvelle, « , le binôme serait un nouveau diviseur de X , ce qui est impossible (*).
(*) On peut éviter la considération des facteurs premiers en observant que si on remplace x par une quantité et différente de a, de ^y ... de/, il n'est pas p«t possible que X devienne zéro, puisqu'ancua de ses facteurs ne s'anéantit; doac l'équation X ss o n'a point d'autres racines que a, &> . • . /.
Donc aussi, X ne saurait être divisible par un binôme or— «, différent de x — a, de X — b, etc. Car si cela était, X deviendrait xéro en faisant x ssa, et par conséquent te serait une nouvelle racine de Féquation X =s o.
Ce raisonnement est fondé sur ce qu'un produit ne peut pat être nul lon- ^'ancnn de ses facteurs ne l'est. Cette assertion, ainsi qu'on l'a d^à reoiarqûé dans le ccroll. du n? 377, est évidente d'elle-même quand les facteurs sont rée1t« Hais ici les lettres x, a^ b , c, ... peuvent représenter des quantités inia^naircs , et il n'est plus évident que les tenncs du produit ne puissent point le détruire entre eux sans que cela arrive dans l'un des fiicieurs. Par cette lai- Mm,1a démonstration du texte doit être préférée, k moins qu^on ne veuille t'appuyer sur le coroUaîre qu'on fient de citer.
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Remarque. Si quelques nnes des qnantiUf a » 6 ^ c, • • • mm ^ales entre elles , il n*y a plus alors m yaleurs différentes dex qui Térifient réquation. Cependant on est convenu de coondcnr toujours le degré de Téquation comme indiquant le nombre ds racines; mais alors on sous-entend que plusieurs de ces rachs peuTont devenir égales. Ainsi , en supposant qu*il y ait dans Féquatîon a facteurs égaux à x — a , on dira que parmi les radnci il y en a « qui sont égales à' a.
382. Théorème. Dans toute équation ramenée à Informe or» dinaire^ les coefficîcns sont composés avec les racines a, b, €,•.. ainsi qi^il suit s
Le coefficient du 2* terme ^ pris a\^c un signe contraire^ est la somme des racines ;
Le coefficient du 3* terme est la somme des produits des rscines multipliées deux à deux $
Le coefficient du 4* terme , pris avec un signe contraire^ crt la somme des produits des racines multipliées trois à trois^
Ainsi de suite , en ayant soin de changer les signes des eoef' Jiciens de termes de rang pair;
Enfin , le dernier terme y pris avec son signe ou avec un s^flt contraire^ suivant que le degré de F équation est pair ou impaif) est le produit de toutes les racines >
On sait (212) que dans le produit de plusieurs binômes tdi que x-^Uy X'^'by ar-f-c, • . . le coefficent du a* terme est ^al à U sonune des seconds termes des binômes , que le coefficient da 3* terme est égal à la somme de leurs produits deux à deux 9 etc. Or y on a yu tout à Theure que dans une équation de la fonte ar^-l-Px^^'^"^^^* ^^^ ^^ premier membre est composé de mfiwteurs simples ar«— a, x — b y x — c, etc. , et que les quantités «1 byCy etc. sont les racines de cette équation. On pourra donc ippliquer ici les règles qu'on vient de rappeler | pourra qu^oniit soin d'y remplacer a, 6, c, . • • par —a, — A,— c,. • • c'esl-à-difCy par les racines elles*mémes, prises avec des ugnes eontraires. Se là résulte le théorème énoncé.
383. Remarque. Il semble, au prenner coap*d^œil| que ctf relations pourront faire conndtre les racines. En effets ellisdoinent sur-le-champ des équations, dans lesqndles entrant M
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acines , et qui sont en nombre ^al aux coefficiens de Téquation abstraction faite du premier terme dont le coefficient est Funité). le le nombre de ces coefficiens est égal, au degré de Féquation ; insi on aura autant d'équations que de racines inconnues. Mais nalheureusement , quand on cherche à les résoudre, on est oujours ramené à Féquation proposée elle-même , de sorte que a question ne fait aucun progrès* Pour plus de simplicité j je prendrai Fcquation du 3* degré
In déUgpant les trois racines par a, ^, c, on aurait, pourxléter«v niner ces racines y les trois relations
?=:—«— 6— c, Il = — a&c*
?our en déduire une équation qui ne contienne plus que la seule nconnùe a y le procédé le plus simple consiste à multiplier la i" )ar a* y la a** par a, et à les ajouter ensuite ayec la 3*, membre à. nembre. Il vient d'abord
p^« 4- Qa+Ti =: — fl3 _ a>^ _ a%c
+ a*i + a^c 4* abc -^abc^
)ub y en effectuant les réductions et transposant a^y
a^+Pa'-j-Qa+Rssa.
Les inconnues i et c sont ainsi éliminées y mais on arrive à une équation tout-à-fait semblable à la proposée y et dont la résoluion doit par iconséqucnt offrir levâmes difficultés.
II en serait encore de même de Téquation qui ne renferme que b ou c. J)n effet, si au lieu de mnltîplier les deux premières équaions par a* et Oy on les multipliait respectivement par b^ et par 6, >u bien par c* et par c , et si ensuite on les ajoutait avec la 3% >n obtiendrait ces équations,
b^J^Vb^ + qb-^^VizsiOy c3+Pc' + Qc+R=aoj
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et Von yoît qu'on est toujours ramené à des ëquations semblables à la proposée.
On pourrait croire qu'en cbercbant quelqu'autre procédé d'âimination , il seraitqpossible de parvenir à une équation d'une résolution plus facile. Mais voici un rabonnement qui doit convaincre du contraire. Les trois inconnues aj 6, c, entrent de la même manière dans les trois équaUons , de telle sorte que ces équatbm ne changent point quand on fait entre Oy b^ Cy telle permûtatioa qu'on voudra. Dô là il suit que les mêmes calculs qui conduisent à Téquation finale en a doivent se répéter pour avoir l'équation «finale en 6 ou en c, avec cette seule différence qu'on remplacent partout a par b ou par c. Chacune de ces trois équations finales doit donc à elle seule déterminer les valeurs des trois racines de Téquation proposée [i] , et par conséquent aucune d'elle^ ne sait* rait être différente de cette équation elle-même.
On arrive. encore plus rapidement à cette conclusion en observant que chacune des lettres aj b ^ Cy représente indifféremment telle •racine qu'on voudra. Donc, lorsqu'on aura trouvé par un moyen quelconque une équation qui ne renfermera plus que </, ou ^, ou c^ elle devra déterminer pour valeurs de cette inconnue les racines mêmes de Téquation proposée , et par conséquent être toute semblable à cette équation.
Obtcrvalions auxquelles donnent lieu les racines imaginaires,
384- On suppose ordiu&irêment que les coefficiens des équations algébriques sont réels ^ mais on atteindra une plus grande généralité en les considérant comme représentant des expressions de la forme a-^-bV — i, aetb étant des quantités réelles : car cette hypothèse comprend la première ^n faisant Z> = o. Dans le n* 379, c'est en donnant aux coefficiens ce degré d'étendue, qu'il a été reconnu qu'une équation algébrique a toujours au moins uge racine
delaformea-f-^K—i, réelle ou imaginaire; et maintenant je veux faire remarquer qu'en admettant cette proposition commi démontrée, les m racines de Féquation X= o ou
[A] :t:*-t-P:r'»-'-l-Qx«-'-t-etc.=o
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doivent toutes avoir la même forme a-^lV-^i .
En effet, soit x =/i4-*V^ — i la raciif.e dont rexîstencc est démontrée. On sait que le polynôme »^+^*c. est divisible par
X j^{a'\'bV — »i). Or, quand on effectue cette division, les quantités « + ^V — ï? P> Q, etc. ne peuvent se combiner que par addition, par soustraction, et pat* multiplication 3 donc le quotient
jfTO— ï «^ etc. aura encore tous ses coefficienade la formé fl-j-^V^— ï. Par suite , l'équation jf"*"~' + ®^' = o ^^^21 aussi au moins une racine a '\'VV — i de cette forme, et en divisant le polynôme ^m-^i^etc, para: — (ûi'+i'K — 1), les coeiïïciens du quotient a:»»— '-{-etc. seront encore de la même forme. En continuant de raisonner ainsi, il est clair que le polynôme primitif X se trouvera
décomposé en m facteurs tels que a: — (éz+^v — i), et que par conséquent Ijbs racines de l'équation seront toutes de cette forme. 385. Si on considère deux équations conjuguées ,
• ti] " jr4.Zt/=ï=o, [2] Y-zy~=io,
qui ne diffèrent que par le signe de ZV — i, et dans lesquelles Y et Z sont des polynômes en x dont tous les coeffîciens sont des nombres réels \ les racines de Tune seront les quantités conjuguées des racines de l'autre. En effet, soit x^a^^^bV — i une racine de l'équation [i], et soit Ï'+Z' V — i le quotient de son premier membre par ar— a — b V^^i ^ on aura identiquement
[3] ( Y'+Z' V/=T) (AT— û-i V/^)=Y+Z V~i.
En effefltuant la multiplication indiquée dans le premier membre, on trouve le produit-
(x-a)T^bZ'^[{x^a)Z-br;iV~i=X+ZVpi.
Or, en changeant dan» les deux facteurs Z en — Z et («q «m J,
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on voit que, dans le produit^ la partie qui ne conlient pas V^iri reste la mime , et que celle qui contient V — i change f eolemen' de signe; donc, par cela seul qu'on a l'^alité identique [S], on doit aussi ayoir
[4] (Y'— Z' V^x) (x— fl+i V^=T) = Y— Z|/=7.
De là on conclut que x^za^^b ^— i est racine de TéquadoB [i] : c'est-à-dire qu'on obtiendra toutes les racines de cette équation [2] y en changeant le signe de VZ—i dans cdles deTéquation [i].
Si on ne fait attention qu'aux racines réelles , cette condusioD montre qu'elles sont les mêmes dans les deux équations.
386. Une particularité' remarquable se présente lorsque les coefficiens P^Q, R, • • • sont réels : c'f st qu'alors l'équation ne peut
pas avoir une racine imaginaire a-4-^v — i sans en avoir nne seconde ' égale à a-— ^K — i • En effet , supposons .qu'après avoir divisé X para: — a— 6r — i on réunisse tous les termes du quotient qui contiennent V — i , et que ce quotient soit niprésenté pv
y+Z V^--T, de telle sorte qu'on ait [5] X = (Y+ZV'~,)(x — a — èV'^.
En effectuant la multiplication, le produit pourra s^écrire ainsi : [6] X=:(*~û)Y+6Z+[(*— o)Z — iY]V/.IT.
Mais puisque X est un polynôme qui ne contient pas V~\ , I*
partie qui, dans pe produit, multiplie V — i, doit s'anéantir décile* même j donc on doit avoir, simplement
X=(a:— fl)Y+6Z.
Maintenant, dans les deux facteurs de l'expression [5] chaiH geons Z en — Z et 6 en —6. Pour avoir le nouveau produit , 3 suffira de faire les mêmes cbangemens dans Texpression [6], et ptf
LEÇONS D'ALGilII. 357 •
là elle ne subit pas d'autre altération que celle du signe de la
partie affectée de y — r. Or, on Tient de voir que cette partie est nulle d^ellc'-mênie ; donc^ on retrouve encore pour produit le polynôme X. Ainsi Ton doit avoir
X= (Y— Z VII7) (^— a+6 V'^Tj;
donc la valeur :r=a— & V — i est racine de l'équation X=:o,
U suit de là que les racines imaginaires de cette équation sont
^n nombre pair et peuvent se grouper par couples de la forme
•X'=^a±Lb V — I. £n multipliant entre eux les deux facteurs du 1 *^ degré; correspondant à un tel couple, il vient
• Ce produit est un trinôme réel du a* degr^, c*est*à?*dire| que ses coéfficiens sont réels.
Ou peut donc regarder comme démontrée cette belle proposition : Qu'une équation algébrique à coéfficiens réels est toujours composée (Fautant de facteurs réels du !•' degré qiCelle a de ra* cines réelles , et ajoutant de facteurs réels du 2*, qu*elle a de couples de racines imaginaires.
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CHAPITRE XVI
Transformation des équations. Recherche des diviseurs. Théorie des racines égales.
7*ransformation des équations,
387. Gonsidcrce dWe manière générale, la«transfonnalioii des ' équations a pour objet de déduire d^une équation donnée une nouyellé élquation dont les racines aient avec celles de la première une relation connue. Les questions suivantes^ quoique fort sknplet, suffiront pour comprendre le but de cette théorie et les procédéi qu^elle emploie.
Question I. Une équation étant donnée f changer les signes de ses racines.
Par là on veut dire qu'il faut trouver une équation dont les racines soient celles qu'on obtiendrait en changeant les signes des racines de Féquation donnée 5 donc, si on appelle x l'inconnue de l'équation donnée, et^ celle de l'équation transfdrmée , on devra avoir .r = — jr. Ainsi il faut remplacer x par — jr dans l'équation donnée. Il est clair, en elTet , que si une quantité a est racine de l'une des deux équations , la quantité — a sera racine de Tautre.
Soit l'équation donnée
[A] oC^'-^Px^-^ +Qa:'»-'4- etc. = o.
Après la substitution, les coefficiens seront évidemment les mêmes, avec cette seule -différence, que ceux: des puissances impaires de l'inconnue auront des signes cçntraires. Si m est pair, le premier terme de la nouvelle équation sera donc j*", et si jw est impair, il sera — j"». Mais comme il est permis de changer tous les signes
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de l'équation , on peut dans ce dernier cas rendre le premier, terme égal h y^^ et alors ce seront les coefficîens des puissances paires qui prendront des signes contraires. Par exemple, si l'équation est
la transformée qui aura les mêmes racines, mais de signes con^
traires, sera *
Question II. Former Véquation dont les racines soit
réciproques de celles d'aune équation donnée
[A] a:'«+Pa;'«-'+Qa;^-». . . +Ta:4-U= o.
Deux quantités dont le produit est i sont dites réciproques l'une de l'autre. Ainsi les racines de l'équation [A] étant c, b^ c,.,.
celles de la transformée doivent être -, 7 ,-,••• : par con-
abc "
scquent il suffira de changer dans- [A] -x en >. Par là il vient
' , P .. Q . T , TT 1-— — •-H-' , » . * -H— -HUssO,
.2?"* Ol"*'~'^ JL'"^'~' X
OU bien, en multipliant parx^, divisant par U, et renversant l'ordre des termes,
«A> ^I^TT . • • "fT**" I TT*^ ^1^ TT ' ' ^*
389. Question III. Multiplier par une quantité quelconque Il les racines d'une équation donnée
[A] x"'+Vx""-"+Qx"'-\..+Tx+V=o.
L'énoncé exige que les racines de la transformée soient les produits qu'on olytiendrait en multipliant.par k toutes les racines de l'équation [A]. Ainsi, ^ étant la nouvelle inconnue, on aura
rsskx ou ^s^rî
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et par iiûte Véquadon [A] se change en celle-ci :
Il est bien éyident que la substitution de ka au lieu de^ dsos cette équation donne le même résultat que la substitution de aaa lieu de x dans Téquation [A] ; de sorte que a ne peut pas. être une racine de Tcquation en x sans que le produit ka en soit une de Téquation en j*.
On multiplie par h"* tous les termes de cette transformée et on l'écrit ainsi :
[B] . j-« ^Vky"^' +Q^«^m-a, , , 4.TA«-«j-+U£« = o."
Alors on voit que ses CQef&eiens peuvent se déduire immédiatement de ceux de la proposée [A] , en multipliant ces derniers »}• ptctivement par A**, X'% A', • . • l"*, de telle sorte que dans chaque terme de la nouvelle équation la somme des cxposans de A et/ soit égale h m.
La^ransformatîon précédente comprend cetk qui se proposerait de diviser les racines par un nombre k : gir celle-ci revient à multiplier les racines par t, et par conséquent à diviser les coeffideni
de réquation donnée par A", A% it*, . . .
Sgo, QuESTioîî IV. 'Transformer une équation^ qui a des coeffir cîens fractionnaires y enune autre qui r^ ait plus de dénominateurs) et dont le premier terme ait toujours V unité pour coefficient.
Laissant là quantité k tout-à-fait indéterminée , faisons x^s^kj et effectuons la transformation du n° précédent. Les coefficieos P, Q, ... étant fractionnaires, formons un nombre N qui soit divisible par chaque dénomiuateur, et prenons i& = N. Il est clair qoe dans réquation [B] les coefficiens Pi&, QA',... deviendront entien* Ainsi , on résout la question en substituant à la place de l'inconnue X, une nouvelle inconnue j^ multipliée par un nombre N wi soit divisible par chacun des dénominateurs.
Quelquefois on peut prendre pour multiplicateur de^ un nom* bre moindre. Par exemple, soit Téquation
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En muliipllant ses racines par ft, la transformée scfra
et les dénominateurs disparaîtront si on prend £s=4^99 ™^'^ il suffira de prendre it = 2 X 3. Eu efifet, il vient
j'^ — gy» + 45r — 4* «o.
391 Question V. Augmenter ou diminue f dUine quantité k les racines d^une équation donnée
[A] a^ + Pi'"-» 4.Qa;«-*. .,.|-Ta:4-U= o. -
Posons xssyJ^kyOn auraj*=:ap — it; et, par conséquent, en substituant j--!-^ au lieu de or dans [A], on aura une transformée dont les racines sont celles de celte équaliou diminuées de k. Pour qu'elles fussent augmentées de k il faudrait changer partout /r en •?- it.
En opérant la substitution de^'-{-i&, on a d'abord
Cr+*)°'+P(j+*)'"-+Q(r+'&)"— . . . .•+T(y+it)4-u=o;
puis, en développant les puissances,
[C] y^mh + P
, Tn{m — i)' ^
+ (Wl— l)P*
Si on voulait prcsenlcr celle équation dans un ordre inverse , c^est-&-dire , de manière que les exposans déj* fussent croissanSy on' substituerait dans [A] A-f-'*^ au lieu dcj^-f-^* Alors il vient
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en faisant, pour abréger,
K'=wit«-'4-(m-i) Pir«-» + (m-2) Qib«-^ . . + T,
K"= 772 (772. l)/fc«-* + (772-l)(77|.2) Vk"^^ +• (771-2 )(772-3)Qit«-4+..., R'^=772(772.l)(772-2)A'«-3 + (772.l)(772-2)(7W.3)PA"-^4- • .•, .
etc.
Remarques. Ces quantités K, K% K", etc. sont liées avec Téqnation proposée [A] suivant une loi irës-simple sur laquelle il im* porte de fixer Tattention.
La première K se forme en écrivant k au lieu de- a: dans le premier membre X,
K' se déduit de K en multipliant chaque terme de K par Feiposant qui affecte k dans ék terme , et en diminuaut ensuite cet exposant dVne unité. Comme le terme U équivaut à UA° , il doit s'anéantir dans cette opération , puisqu'il est multiplié par zéro.
K" se déduit semblablement de K'^'KT de K''^ et ainsi de suite.
Les quantités K% K'', K'', • • • portent le nom de polynômes dérwés* R' est le polynôme dérivé de K , K* est le polynôme dérivé de K', etc. On dit encore que K' est le premier polynôme dérivé de K, que K" est le second^ et ainsi des autres.
Les lois précédentes donnent le moyen d'effectuer avec br cilité la substitution âe h'\-j' à la place de x dans une équation quelconque. Par exemple , soit celle-ci
on aurt
K= A3— 2ifc»— 4^4-5, K'=:3it»— 4Jt —4, R'=6A —4, R'"=65
et , par suite, en ayant soin de diviser R'' par a, et R"" par 2.3^ b transformée sera
(P-.2A»— 4iH-5) + (3it»- 4/t-4)^ 4.(3A--2)^»+jr3 =,0.
3ga. QuBSTioiT YI. Transformer une équation en nnmauW qui manque àCun certain terme.
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Soit toujours Fé^usition
faisons x^ij-^^k^j' étant une nouvelle inconnue , elk une indéterminée dont on peut disposer à volonté. Par cette substitution^ o» obtient Téquation désignée plus baut par [C].
Si on veut que le second terme disparaisse, il faut déterminer k par l'équation
IWi& + P:sO, d'où k = ;
et alors la valeur a:= r-fr^ devient j: = r . Donc on fait
évanouir le second terme d'une équation en substituant y à Vinconnue de cette équation y une nouvelle inconnue , à laquelle on ajoute le coefficient du second terme de Véquation, pris avec un wigne contraire et divisé par le degré de Véquation. Le troisièjne terme disparaît en posant
* iw(m— i)X»+(m— i)Plr-fQ=:0. * .
De là on tire en général deux valeurs pouri&; par conséquent il sxiste deux substitutions diÛerenles pour transformer une équation en un^ autre qui n^ait plus de troisième terme.
L'évanouissement du quatrième terme dépend d'une équation . 3u troisième degré 5 et ainsi de suite jusqu'au deriiier, qui ne dis^ paraît qu'en déterminant k par une équation toute semblable
^ la proposée, savoir :
A"» 4- Fit"»-! + Qifc«-> . . . + T/r+.U =6.
La raison de cett% ressemblance est facile à trouver. Egaler à . iéro le dernier terme de l'équation enj-, c'est supposer qu'une Ses valeurs de y est nulle : car lorsque cette équation n'a plus de dernier terme, elle se vérifie évidemment en faisant/ = o. Par mite la relation 'a: =: y -|-/r devient a: = h; donc , on doit prendre ^nr k une quelconque des valeurs de x; donc k doit être déterminé par la même équation que x.
3g3. B-emarques. Lorsqu'on fait évanouir un terme, il se peut
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qu'un ou plusieurs autres disparaissent en nieme tempcj niiis i faut pour cela qu'il y ait entre les coefliciens de réqdalioa doaiiéi quelques relations particulières. Supposons , par exemple , qa^M demande celle qui doit exister pour que le second terme et le troisième disparaissent ensemble. Il faudra qu'on ait à la fois
JI1* + P=:0, ^m(w— I)ir«+(W— l)P*4-Q=:0.
Or, la première équation donne i& = -— — ; il faut donc que celtt valeur satisfasse à la seconde , ce qui donne
w(w— i)P» m— OP' , ^
— — ; 4-naa o t
ou 9 réductions faites,
telle-serait la condition cherchée. Si delà on tire la yaleur deO pouf la porter dans Téquation [A], on aura la forma générale da équations dont le second et le troisième termes doivent disparaitn en même.temps.
3g4* Il ne faut pas croire qu'on puisse, par des transformation! successives, faire évanouir d*abord un terme, puis un second, pi0 un troisième, etc. : car chaque opération ferait reparaître le tenK àdëanti par la précédente. Soit en effet une équation
X™ -(- Qx«— * -(- etc. = o ,*
qui matique déjà de Second terme. La substitution de^-4~^ ^ lieu de x donne
ou, en développant,
Or, on voit que la valeur de k qui anéantirait le terme en^*^ serait différente de zéro, et que par conséquent le terme enjr*^ reparaîtrait.
Souvent la composition de^ équations fliontrc avfC H
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grande facilité comment la trausformatioa qu*on efFectuè , atteint le but proposé. Supposons que rëqiialiou [A] décomposée en fac- ' leurs soit
[i] (x— ûj (x — b) (a:— c). . . = o/
Si on remplace x par — x, et si ensuite on change les signes de tous les facteurs, ce qui est permis , il vient
et il est évident, à la seule inspection de cette équation, que ses . racines sont égales à celles delà proposée^ mais de signes contraires l c'est la transformation du n^ 387.
Le changement de jp en - dans [i] donne
On peut multiplier les facteurs respectivement par -, rt -« ••• et changer le sigtae^le chacun. De cette manière il vient
équation qui a évidemment pour racines -, j, -, • • • ainsi que
Texige la question II.
Faisons x=*^, et multiplions chaque facteur par A:, ce qui re«
Tieu( à multiplier toute Féquation par k^y on trouve
Cr— ^û) (y-^kb) iy—kc) . . • = o,
équation, dont les racines sont ta^ kb^ ^c. • • Cette transformation eb celle du n® 38g.
Faisons comme dans le n** Sqi , x=^-4~^ • Téquation [i] devient
et celle-ci a évidemment pour racines a— ft, b — ft, c^^k,. , ,, e^est-à-direi les racines de la proposée^ chacune diminuée de k*
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Lorsque y pour faire 'évanouir le deuxième terme de Téquati
p [A], on fiait x =^ -— —, les racines de la transformée sont
a A — » bA — > ^+*--j«--; m 'm m ' ■
donc , en se souvenant que a+ *+^- • • =— P ( n* 882) , lei somme sera .
a4.ft+c...4-2il = — P+P=o:
'c^est-il-dire que Téquation en y n'aura point de second terme, c qui est en efiet le but de la transformation. .
396. Dans les questions que nous avons traitées, il y ^vait entr rînconnue primitive x et la nouvelle inconnue^ une relation foi simple : mais quelle que soit cette relation , la marche à suivi sera toujours la même. Ainsi, on exprimera d'abord cette relalîoi par une équation, puis on en tirera la valeur de x en y y puis enfii on substituera celte valeur dans l'équation proposée*
n pourrait se faire que Tcquation de relation entre :r en/fa trop compliquée pour être résolue par rapport* à :r. Alors il faadr éliminer x entre cette équation et la proposée^ par les méthode! qui seront exposées plus tard.
Recherche des diviseurs des équations.
397. La résolution des équations serait complète si Ton pouvai toujours , une équation étant donnée , déterminer un diviseur di cette équation : car alors on descendrait par des réduction: successives jusqu'à des équations du 1"^ degré. En effet , soit
l'équation proposée, Y un diviseur de X, et Zl e quotient; cclU équation se changera en
YZ=o.
Or, pour satisfaire à celle-ci, il faut et il suffit quel 'an de ses faC' teurs soit zéro; ainsi on aurait à résoudre séparément les dem équations
t=:o, Z=io,
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qui sont de degré moindre que X. Semblablement cbacune d^elIes se décomposerait encore en deux autres, et ainsi de suite : de sorte que la résolution de Téguatioti S. = 0 finirait par s^àbaisser à dés équations du i**^ degré. Mais malheureusement nous verrons tout à Theure qu^en général la recherche des diviseurs est un problème au moins aussi difficile que la résolution de Téqnation proposée «Ile-même.
Quand on parle des diviseurs d^une équation X==: o, il faut toujours, pour donner plus de précision' au langage y entendre que cette équation* est ramenée à la forme ordinaire
[A], a:"»+Pa:'*"*+Q^'*"*4"C'c. = o,
^et que les diviseurs sont aussi des poljii6mes en or, ayant tous .comme X l'unité pour coefficient du i*"^ terme. Alors, toutdiviseur d'un degré supérieur au premier ne pourra être qu'un produit de quelques uns des facteurs simples de Téquation : autrement il y . aurait plusieurs manières de la décomposer en facteurs premiers, ce qui est' impossible.
De là il suit que Féquation doit avoir autant de diviseurs ^du 2^
degré, du S*', etc., qu'on peut former de produits en multipliant 2
-à 2, 3 à 3 , etc.^ ses m facteurs simples. Ainsi, d'après le n^ 209,
e nombre des diviseurs du 2* degré = — • 1 ,
, , , j. . j'oe m(7w— i)(m — 2) le nombre des diviseurs du 3 = • 5 — ^,
etc.
898. Expliquons maintenant comment on procède à la recherche de ces diviseurs, et supposons qu'on veuille trouver ceux du 2« degré.
Ils doivent tous être de la forme ar» 4"/^^"l" Ç'j ^' ^^s coefficîens p cl q doivent être tels qu'on puisse diviser cractement le polynôme X par **+/^a:+^. En conséquence, ou effectuera cette division- jusqu'à ce qu'on ait un reste de degré moindre que ce diviseur, c'est-à-dire, du i*"" degré 5 et alors on remarquera que si p et 9 avaient des valeurs convenables, les termes en x dans ce
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reste deyraient le détruire entre eux, et les tenues sans x f traire aussi entre eux. Oc ce reste sera de la forme Âjl A et B étant des quantités dan% lesquelles entrent les iaco petq combinées avec les coefficiens de Féqualioa proposa faudra donc poser
et la résolution de ces équations, si elle était possible, ferai naître/? et q.
Tous les procédés imaginés pour opérer une telle rëso ramènent toujours à résoudre une équatiou unique qui ne co plus qu^une seule inconnue, et qu^on nomme équation final méthodes dVlimination seront expliquées plus loin ^ mais or reconnaulre dès à' présent ht quel degré doit s^élever Yé<fi finale de laquelle dépend séparément p ou q. En effet , il < avoir autant de valeurs pour/? ou q que Féquation a de div du 2* d^é, et par conséquent chacune de ces quantités, coi rée séparément , doit être déterminée par une équation du
Lorsque m == 3 , ce degré = 3 ; raab lorsque m surpasse est plus grand que m. Ainsi, au-delà du 3* degré, pour coni /) ou ^ , on est conduit à une équation de degré plus élevé t proposée, et par conséquent elle est plus difficile à résoudre les cas particuliers. •
En général , si on cherche un diviseur du degrc n , Vém finale, de laquelle dépend un coefficient quelconque de ce seur , doit s'élever au degré
Quand on suppose 7i=iou7i=m*-i, cette formule de égale à m. Mais si on fait successivement /i ^ 2, 3, 4 • • • » elle d des nombres croissàns tant qu^on a
n^^nf^n + ij dîoùn<'"+^j et^ passé cette limite, elle donnera des nombres décroimn
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seront, dans un ordre inverse, les mêmes que les précédens. Ainsi, la détermination d^un diviseur de degré supérieur à i, et inférieur à m — I , dépend toujours d'une équation plus élevée que la proposée.
39g. La recherche des diviseurs d'une équation peut encore se faire par un procédé qui en général est plus commode , et qui consiste à introduire dans le calcul, comme autant d'inconnues' distinctes , les coeificiens du quotient aussi hien que ceux du diriseur. Tous ces coeâlciens sont en nombre m , et on les déterminera d'après la condition que la multiplication du diviseur par le quotient reproduise Téquatiou proposée, terme pour tenne.
4oo. Pour première application, je chercherai les diviseurs du
2« degré de l'équation du 3«; et comme on peut toujours faire
disparaître le second terme de cette équation, je supposerai
qu'elle soit
«3+Qa:+R = o.
Conformément u la première méthode (SgS), je diviserai ar^-|-Qx4-R par a^'+Z^^+S^*
a:3 + Qa:4-R
— .r^ — px^ — qx
x^'\^pX'\-q
Parvenu au reste du i**" degré , je dois égaler a zéro le mulliplica^ teur de x dans ce reste, ainsi que la partie indépendante de x\ Ton a ainsi ces deux équations
De la seconde on tire y = — — , el par suite la première devient
liVst de celle-ci quHl faudrait tirer les valeurs de/73 et ensuite la !V>nnulè ^ =— — donnerait les valeurs correspondantes de q.
Il est remarquable que cette équation soit toute pareille à la pro-
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posée , et c^est ce qu*il était facile de prévoir. Ea effet , cliac diviseur du 2** degré devant être le produit de deux diviseurs i*'^, le coefficient du deuxième terme de ce diviseur est la som de deux racines de Téquation proposée , chacune prise avec signe contraire. Or, cette équation manquant de deuxième teri la somme de ses trois racines est zéro ; donc la soAime de de quelconques d'entre elles y prises avec des signes contraires , ' égale à la troisième; donc les valeurs du coefficient p ne si autres que les racines mêmes de Féquation proposée. 4oi. Pour seconde application, considérons Téquation da
degré
a;4 4- Qx' 4- Ra:+ S s= o ,
et cherchons ses diviseurs du 2* degré par le procédé du q« Sp On posera
et , après avoir effectué la multiplication , on égalera entre euxl multiplicateurs des puissances semblables de x. On a ainsi , poi déterminer les incounues p, q, p'y q'y ces quatre équations
gr-l-^'-f/^y =Q,
qqf — S.
Les trois premières donnent
•^ ^ ^ 2p ^ ^ zp '
et par luite la quatrième équation devient
jp s. .
OU bien , toutes réductions faites ,
Cette équation est du 6* degré ^ maïs comme elle ne contient qi des puissances paires de /;, on peut prendre/»' pour inconnue, < elle ne sera plus que du 3'. Si on pouvait en tirer les trois val»
dep^j elles feraient connaître pour /7 ilx râleurs, égales deux à deux et de signes contraires , et ensuite on calculerait facilement les valeurs correspondantes de^', qetq\
Il sufHt de connaître une seule valeur de p pour qu^on puisse résoudre Téquation du 4** degré : car alors elle se décomposent en deux équations du 2* degré , dont les racines seront celles de la proposée. C'est ainsi que Desgartes a ramené la résolution du 4* degré au 3'; mais ce procédé reste sans succès pour les degrés supérieurs.
La seule inspection de Féquation en /; a suffi pour juger qu^elle doit s'abaisser au 3" degré , et il semble que ce ne soit là qu'un résultat heureux et tout-à-fait inattendu du calcul. Cependant rien n'était plus facile à prévoir. En effet , si on désigne par a^ b y Çj dy les quatre racines de l'équation proposée , les valeurs de p devront être
— a — ^, — a — c, —a — dy
Or, cette équation n'ayant plus de 2* terme, on a û-f-^"4"H"<^^o> donc les trois dernières valeurs de p sont égales et de signes contraires aux trois précédentes ; donc l'équation en p ne doit contenir que des puissances paires de /?.
^02, Je ne quitterai point ce sujet sans donner un dernier exemple de la facilité avec laquelle la composition des équations fait prévoir certaines particularités du calcul.
Soit l'équation complète du 4** degré •
a:4 + P:i:5 + Qx»+Rx + S = o;
et soit toujours jp'-f"/^^"4"^ ^^ quelconque de ses diviseurs du 2« degré. Ici la somme des racines a4"H"H"^= — P> et les six, valeurs àep ne seront plus égales deux à deux et de signes contraires ; mais ce qu'il y a de très-remarquable , c'est que si on cherche l'équation enp et si on en fait évanouir le 2* terme au moyen de la règle connue (Sga) , les autres puissances impaires de l'inconnue devront aussi disparaître.
Pour le démontrer, remarquons encore qu'en appelant a, b^c^dy les quatre racines de Féquation en x^ les six valeurs de p sont
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par conséquent; si on représente l'équation en p par
/^ + F/>5+ctc,=:o,
le coefEcient V sera la somme de ces six quantités prises ayec des signes conUraires , et Ton aura
Mab pour faire dbparaitre le second terme de Féquation en/;, il faut prendre une nouvelle inconnue// et poser /?==/>'— -g- P : or, de cette relation on tire
donc en remplaçant, dans cette expression,/? par ses diverses
valeurs, et F par 3(^24"^4"^4"^)> ®^ ^^^^ ^^^ six yaleurs de//t savoir:
y=-^i — J+i(a + ^ + c+é/)=xi(— ^ — rf+û-l-c),
Or, gn voit clairement que les trois dernières sont ^ales et de signes contraires aux trois premières ; donc réquation en p* ne devra renfermer que les puissances paires de//.
Théorie des racines égales.
4o3. Quand une équation est divisible par une puissance de X — « , elle a autant de racines égales à a qu il y a d'unités dans Fexposant de cette puissance , et alors cette racine est dite douUe, triple, quadruple, etc., selon que l'exposant est 2, 3, 4, etc. Li recherche des racines égales revieut donc à celle des diviseon tels que (x— <7)», (x— «)3, etc. j et sous ce rapport on pourraitlt
regarder comme comprise dans eeUè deê ditisenrs en général. Mais comme elle constitue à elle seule un point essentiel de la théorie des équations , je dois ici la traiter d^une oiaiiière spéciale . > 4^4* ^^'^^ Téquation X=3 o ou
[A] x^+Px^-^ -I- Qx^\ . . +Ta: + tJ = 0.
Quand elle a des racines égales à a^ il est elair qu'après Favoir di- TÎsée par x — a , l'équation résultante doit se vérifier encore en y faisant a: = a. Or, en introduisant cette hypothèse dans le quotient rapporté n? 3?o, il devient
et ce résultat est le même qn^on obtiendrait en substîCiiàiit a auUen de X dans le polynôme
donc ce polynôme , que j'appellerai X', doit s'évafioiûr par Cette • substitution ; donc 11 est divbible par a:-*- a ; donc x —a est facteur commun à X et à X'.
Réciproquement, si x — a est facteur commun à ces deux polynômes, o» sera sûr que Féquation X = o a des racines égales à a : car alors il est évident que la substitution de a au lieu de x fait ëyanonir à la fois et X et le quoUent de X par x — û.
On remarquera sans doute que le polynôme X' se déduit de X d'après une loi très-simple, qui a déjà été remarquée (3g i), et qui lui a fait donner le nom de polynôme dérivé.
Ce qui précède montre bien que le plus grand diviseur commun de X avec X^ ne doit contenir que les facteurs égaut de X , mais on ne voit point à quels degrés ils s'y trouvent. Quoiqu'il soit trèsfacile d'y parvenir par les considérations dont je viens de faire usage, je préfère reprendre en entier la théorie des racines égales par un procédé qu'a indiqué M. Lagroiic dans son Complément des éîcmens d^ algèbre, et qui me parait le plus simple.
4o5. Considérons d'une manière générale les polynômes dérivés de X, et montrons comment ils sont composés avec les facteurs de X. D'abord, par ce qui a été dit dans le n* 3gi, on sait qu'en changeant x tn X'\'y dans le polynôme i^ lerésnUftt de
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cette substitution sera un polynôme Y qu'on peut écrire ainsi :
en nommant X', X'', X'^, • • • les polynômes dérivés succcssifis de!* Maintenant soit
X= (x — a) (x — b) (x — c). . . • En changeant x en x-^-y ou en y'^Xj on aura
On peut donc regarder Y comme un produit de m bin6mes | qni ont j* pour premier terme ^ et dont les seconds termes sont a>-a, X — ùy X — c, etc. Par suite, les règles connues (lia) détermineront la composition des multiplicateurs des diverses puissances dey. Ainsi, la partie indépendante de 7* sera égale au produit dei m facteurs {x — a) (x-^b) (x — e)'. . • ; la quantité qui multiplie/ sera égale à la somme des produits de ces facteurs multipliés 773—1 à/Ti— i^ etc. Tout à riieure on -vient de voir que ces mêmes
X X" quantités sont représentées par X, -, -, — , etc. de sorte que h
composition des polyn&mes dérivés se trouve mise en évidence.
Si Ton se borne au seul polynôme X\ on pourra donc dire qu^m polynôme du degré 772 étant donné, son polynôme dérivé est égal à la somme des produits de ses facteurs simples, combinés 772 — 1 à 772 — 15 et, comme ces produits peuvent s'obtenir en divisant successivement X par chacun des 772 facteurs x — a, x-^bf X — c, . • • ou aura encore
X'= •+" 7+ + etc.
Gela posé, admettons queréqualion X=o ait des racines égales^ ou, ce qui est k mcmc chose, que X renferme des facteurs élc?és à des puissances ^ et soit
X^{x^ay(x — b)"\x^c){x-^d). . .
On ne prend ici que deux facteurs élevés ù des puissances, mais
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ft'il y en avait davantage^ les raisonaemens seraient tout*à-fait les
mêmes.
On vient de démontrer que le polynôme X est égal à la somme des quotiens qu^on obtiendra en divisant X successivement par chacun de ses m facteurs simples^ donc, puisque n facteurs sont . égaux à X — ay et nf égaux à x — ùj on aura
n{x — û)"— ' {x — ùY (x — c) ix-^d). . .
x—a)" {x — bf {x^c
-4" etc.
Mettons en évidence les facteurs communs aux différentes parties du second membre, et, pour abréger, posons
jT { n{x — b){X''c)(x — ^...-^-«'(j:— û)(x— c)(a: — d),..
\ + {X'-aXx — b)(x—d), . .+ (a:— #)(a:— &X^-^^)' • • + e'^.
on aura
X'=:{x'-ay-'{x-^by-'n.
Par là, on voit que le produit {x — ay-'^{x — b^^^ divise à la fois les deux polynômes X et X'; et je dis de plus qu il est leur plus grand diviseur commun. Pour qu'il en fût autrement, il faudrait au moins qu'un des facteurs x — «, x — b , x — c, etc., qui sont dans X , pût diviser H : or, x — a manque dans la première partie de H et se trouve dans toutes les autres, x — b manque dans la seconde et se trouve dans toutes les autres, ainsi du reste î donc aucun des facteurs de X n'appartient à H.
Si les exposans n et n^ étaient égaux à i, l'équation X=o n'aurait que des racines inégales. Alors X' se réduirait à H , et le raisonnement précédent piouverait qu'il n'existe aucun facteur commun entre X et X'.
Donc , pour quune équation X=o ait des racines légales , il faub et il suffit que le premicrmcmbrc et son polynôme dérivé aient un diviseur commun ; ct^ si on cherche leur plus grand diviseiœ commun^ on aura le produit de tous le/yàc tours égaux de X , él<fvés chacun à une puissance moindre d*unç unité.
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par là on est déjà certain que Téquation donnée a dei racines égales On cherche de même le plus grand diviseur commun £ entn le polynôme D et son dérivé iys=3:c'—ax-—i, et Ton trouve
On est donc sûr qne Féquation a des racines triples; et puisque i est du i«' degré, elle n en admet point d'un degré de muitipliciu supérieur au 3*.
En conscrvanlàXi^ Xa, X3, le même sens que tout à Theurei on aura donc
X, X,'X33=X=:Ar:— :ç»— 4:c5^.etc., .
Xa X3'=D = x3-.a7»— ar+i, X3 =E = j: — I,
En divisant la i" égalité par la a», et la a« par la 3% il vient
X,XaX3=:c4 3x' + *>
XaX3=Jf* I,
Pub, en traitant encore ces égalités delà même manière, on a
Xi = a:' — 2, Xa = j:-f-ij X3 = af — I. Ucqualion, décomposée en facteurs, sera donc , . (:c>-.2)(j:+i)'(x— i)3 = o;
et par suile elle se partage en celles-ci
x* — 2 = 0, j:-4-i'=o, a:— i=o, lesquelles sont faciles à résoudre et donnent
donc enfin l'équation proposée est complètement résolue. +V et — V2. sont deux racines simples , — 1 est une racine double, •4-1 est une racine triple.
407. Quelquefois on veut décomposer une équation X=o q a des racines égalçs en dfinx équations, dont Tune renferme ^
racia«s inégales | et dont Fautre renferme les racines égales f mais chacune une fois seulement.. Yoici la manière la plus simple iTy parvenir. Après avoir trouvé le plus grand commun diviseur Y entre X et X^, on cherchera le quotient de X par Y^ et ce quotient, que je nommerai Z, sera le produit de tous les facteurs égaux ou inégaux de X y mais pris chacun une seule fois. On cherchera donc le plus grand commun diviseur V entre Z et Y ; et V sera le produit de tous les facteurs simples de X. Puis, on divisera Z par Yf et le quotient Yx sera le produit des facteurs égaux abaissés ail I*' degré. En conséquence les deux équations demandées seraient
CHAPITRE XVII
2?e r élimination et de quelques unes de ses
applications.
Forme générale (Pune équation k deux inconnues. Comment on recorioati que la valeur d'une inconnue cornaient à deux équations.
408. Lorsqu'une équation algébrique ne contient que des termes entiers et rationnels par rapport aux inconnues , on a déjà dit (66) que le degré de cette équation est la somme des cxposans des inconnues , dans le terme oii celte somme est la plus forte.
L'équation générale du degré m, entre deux inconnues xcijy doit donc renfermer tous les termes où la somme des exposans de X et de^ ne surpasse point m. Or, on peut toujours réunir _dans le premier membre, sous un seul multiplicateur, tous les termes où Tune des inconnues , x par exemple , se trouve affectée du même exposant y et ordonner ensuite par rapport aux expo-
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sans dëcroissans de x; par consëqaeat réqnalion géoénle dh degré m pent se mettre sous la forme
[A] A:c-+ Rc~-« +Ca-«^. . .+G4P-l-)a«= o.
Ici A est une quantité qui ne contient point jr^ antrement II d^é de Féqualion surpasserait m ^ B représente un polyntoN du premier degré en j- de la forme b^bry^ dans. leqnd h et bx sont des quantités connues ; G est un polynôme de la fonMT c-f-cj^+^aj-* 5 ainsi de suite jusqu'à H , qui représente en général un polynôme du degré m de la forme ft+Ai^+^a7*t«f
Lorsqu'une équation est incomplète, c^est-à-dire, lorsquVlIene renferme point tous les termes que comporte son degré , il &Bt supposer, dans l'cquation générale, que les coefficiens des termes manquans sont égaux à zéro.
Comme il est toujours permis de diviser une équation par Fim de ses coefficiens, il semble que Ton peut , sans diminuer la gêné* ralité de Féquatîon [A] , supposer A=i : mais alors elle ne com* prendrait plus celles qui manquent de premier terme* Par exemple , l'équation du second degré
ne pourrait pas donner l'cquation particulière
(5 + 2j-)^+3 + aj- — 3j-* = o.
409. Après avoir divisé l'équation [A] par l'un de ses codficienSt il en reste autant d'indéterminés qu'il j a de termes , moins un, dans l'équation. Ce nombre est donc égalàa-|"3-4*-4* • •*h('M~0» c'est-à-dire, à
7W2[2-4-(W2-|-l)], ou 7 772 (m -(-3).'
Celte formule indique à combien de conditions données une équation du degré m peut satisfaire au moyen d'une détermioation convenable de ses coefficiens. Par exemple , on pourra ça général faire en sorte qu'elle admette des soljiliona données 01 nombrf^ égal à ees coefficiena»
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4 10. €^est ici le lieu d^expliquer comment on reconnaît qu'une ▼alcur attribuée à Tune des inconnues conyienl à deux équations. Soient deux équations
Ms=o, Nsso,
^ntre deux inconnues x et j'y et soit ^ une valeur donnée de y. Si on substitue p au lieu de^ dans M et N , les résultats y que je désignerai par M' et W^ seront en général des fonctions de x. Or, il est évident que la valeur p de j^ ne convient aux équations proposées qu'autant qu'il existe $iu moins une valeur de x propre à rendre nulles en même temps les deux quantités M^ et W ; donc «ces quantités doivent avoir un commun diviseur fonction
Il est clair, d'ailleurs, que cette condition est suffisante : car, si on désigne le conmiun diviseur par D et si on pose P=o , chaque valeur x=(x,, déduite de cette équation, étant substituée dans M' et N', rendra ces polyn&mes égaux à zéro ; et par conséquent, en faisant à la fois a:=:« et j-=P dans M et N , cçs quantités s'évanouiront , c'est-à-dire que les équations proposées seront satisfaites.
Donc, en général, deux équations à deux inconnues étant données , pour qiCune valeur attribuée à l'une des inconnues convienne à ces équations , il est nécessaire et il suffit quen la substituant dans ces équations , elle leur fasse acquérir un commun dis^iseur fonction de Vautre inconnue] et , si Von égale ce commun diviseur à zéro , on a une équation dont les racines sont les valeurs correspondantes de Vautre inconnue.
4ii* Ce principe montre aussi comment il faut s'y prendre pour achever la résolution de deux équations à deux inconnues , lorsqu'on est arrivé, par un moyen quelconque, à une équation Y=o , dont les racines sont les valeurs de y y et qu'on a déterminé^ toutes ces racines.
Si l'équation Y==o renferme , ^ulre les vraies valeurs de y , d'autres valeurs , étrangères aux équations proposées , on les connaîtra à ce qu'elles ne feront point acquérir à ces équations de commun diviseur fonction de a: , et l'on doit les rejeter. Et au contlraire, si une valeur àejr vérifie les proposées, indépeudam-
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ment de toute valeur de x, il est évident qu*cn lai adjoigoint telle* valeur de x qu*on voudra, les équations seront toujoui satisfaites.
4 12. En général, la résolution de deux équations à deux inconnues consiste à trouver tous les systèmes de valeurs qm, substituées à la place des inconnues , peuvent satisfaire aux dm équations \ et Ton ramène toujours cette détcrmÎDalion à la réscH lulîon des équations à une seule inconnue. Pour réduire ainsi h question, il faut donc chercher à déduire des équations donnéa une équation qui ne renferme plus qu^une inconnue 5 et tel est en effet Fobjet des méthodes d'élimination. On regarde conuDC parfaites celles qui conduisent à une équation finale ayant ponr racines toutes les valeurs de cette inconnue, sans complication de valeurs étrangères. A cet égard, la méthode que nous exposeroM bieni^t (4i6), et qui fait l'objet principal de ce chapitre, est défectueuse \ mais il n'en existe point dont l'usage soit plus commode lorsque les deux équations sont numériques , c^est-à-direj lorsque leurs coefllciens sont des nombres donnés : or c^est ce ott que nous avons principalement en vue*
Elimination dans quelques cas fort simples^
4i3. Avant d'expliquer la méthode dont il s'agit, je veux rap« peler ici le procédé déjà connu qui peut être employé toatei les fois qu'on saura résomdre l'une des deux équations par rapport à l'une des inconnues.
Les deux équations étant représentées par
supposons qu'on sache tirer de N=o la valeur de x en fonction dc^, et qu'on ait
On est assuré que cette fonction , substituée au lieu de x daoi l'équation N = 0; rendra N identiquement nul , sans qu'il soit besoin d^attribuer de valeur particulière à y. Mais cette inconnoe y doit être telle qu'en mettant/f/) à la place de x dans la pre-
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mière équation, M devienne aussi identiquement nul ; donc il faut prendre pour valeurs de j* les racines de Tëquation qui résulte de cette substitution.
L'équation ainsi obtenue sera donc Féquation finale en j* ; et,
si on peut la résoudre, il n^ s^ura plus, pour avoir les valeurs
correspondantes de x, qu'à transporter successivement chaqu«
' Talcur dej- dans la formule x =f{j^). Quoique ce procédé soit
' fort simple, cependant le calcul exige, dans certains cas, des pré-
' cautions que l'exemple suivant apprendra à né point négliger.
Soient les équatious
/ lia seconde donne
jr=±:f V^a ( i5/-*— 28) ; et en substituant ces valeurs dans la premièrei on trouve
65;^* — 107" Va(i5;r* — 318) — 4^0 ^=0»
^ On ne peut pas résoudre cette équation sans la ralnener à une
forme rationnelle, et c'est à quoi l'on parviendra en. isolant le
_ radical dans un membre et en élevant ensuite les deux membres
E à la puissance marquée par l'indice du radical. Ce procédé doit
^ être remarqué, parce qu'il est d'un usage presque continuel.
On isole donc le radical, et l'équation devient
[u] ±ioj'Vt}.{i 5j-'— a8) = 4^0 — 65;^' ;
puis on élève un carré, et Ton trouve, toutes réductions faites,
. Cette équation se résout à la manière du a* degré et donne _ j- = + 2, j-=— a, 7 =+6, ^=—6.
' Pour avoir les valeurs correspondantes dex, il y a une atten- ^ tion à avoir, sans laquelle elles seraient fautives. A cause du si-
384 LEÇOKS D'ALQJ^EE.
goeihqui était devant le radical, l'équation [^] équivaut i m deux-ci :
\af] + 1 0^^^/2(157»— 28) = 420 — eS;'»,
[et"] — I oy V2(i5y*— 2b) =420 — 65;^».
Or, si on pouvait résoudre séparément chacune d'elles, les valeon de^ tirées de [« } devraient être substituées dans la formule
et les valeurs de j* tirées de [a!'] , dans la formule
x= — j V^2(i57-'-^2bj:
Il est donc nécessaire de distinguer parmi les quatre valeurs dej celles qui appartiennent à chacune des équations [a'] et [«'^•Le moyen le plus simple consiste aies substituer dans ces équations; et Ton reconnaît ainsi que les valeurs j^ = -f-2,j^= — 6, lénfient [« ], tandis que les deux autres, y=— 2,^=-{-6, vérifienl [a'']. En conséquence , on a pour les équations proposées quatre solutions , savoir :
jr=-i-2, I j^= — 2, \ jr=— 6, \ j-=+6.
41 4* Lorsque les deux équations sont du même degré parrap* port à rinconnue qu^on élimine, il convient d'abaisser préalablement Tune d^elles au degré inférieur, au moyen de la soustraction, ainsi qu'on Fa déjà fait (n^ 194, £x. 111} pour les équations a:=»+Px+Q=o, a:»+P'^4-Q'=o.
Les deux équations [i] et [2] seraient donc mieux traitées eo leur apphquant cette observation , puisque l'une d'elles scia remplacée par une équation du i*' degré en x. Toutefois, ilûol auparavant rendre le coefficient de x* égal dans les deux équations, ce qui se fera en multipliant Féquation [i] par 4, et re'qDa* tion [2] par 3. Alors, en les retranchant l'une de l'autre, il vient
8o*;^4"65y*— 420=0 , d'où 3:=;-i— -j21.
le- (
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Ztite yaleur étant portée dans Féquation [2], ou obtient | toutes réductions faites, Féquation finale déjà trouyée
Les valeurs de^ qu'elle détermine sont
çt par suite la formule qui exprime x en jr donnera , pour valeurs correspondantes,
4x5. Souvent la résolution des équations s'obtient immédiatement en remarquant qu'elles sont décomposables en facteurs. Supposons , par exemple , que deux équations aient été ramenées à celles-ci
Pour les résoudre, il faut chercher toutes les valeurs de x et dej* qui peuvent rendre nuls à la fois un facteur de la première et un facteur de la seconde. On a donc à résoudre séparément ces quatre systèmes d'équations :
(x — y =0 (x —y =0 iy^ — x^ — i— o|j-^— a:' — i=o'
Je lAsse au lecteur le soin d'effectuer les calculs, et je passe à des ODusidérations plus générales. - • '
Élimination par la méthode du plus grand commun diuiseur,
41 6. Soient les équations à résoudre^
fe vais faire connaître les simplifications qu'on doit d'abord leur '^ire subir-
Ordonnons le polynôme M par rapport bijr , cherchons le plus S^and commun diyiseur des multiplicateurs des diverses puissances
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de^, et divisons TA par ce di?is6ar. Ensuite ordonnons le quotient par rapport à j:, cherchons le plus grand comnran di^lsenr dei coelficîens des diverses puissances de :r , et divisons encore le quotient par ce diviseur. Alors nous pourront décomposer M ca trois facteurs, Fun fonction de Xy le second fonction de^, )e dei^ nier fonction de x et de /. Désignons-les par U, W^ U% et Ttm auraMrrrUU'U".
Nous pourrons décomposer d^une manière semblable le poljrn6me N ;. et , en nommant Y, "t^, T% les trois facteurs , on ann '
Maintenantf il est possible que les facteurs U et Y fonctions de X aient un diviseur commun ; qu'il en soit de même des fac^ ' tcurs 13' et Y' fonctions de j- 5 et encore de même des facteors V et V^ fonctions de x eijr. Désignons ces trois sortes de divisemi communs par dj rf , J", et Ton pourra décomposer M et M comne il suit :•
m=dd^iPXHÙ'u'f, .
T^=:dd^^Xvv^v^.
Examinons présentement les diverses manières dont on peut satisfaire aux équations proposées M = o, N==o. D^abord, il est évident qu'on y satisfait en égalant à zéro l'un des facteors communs dy d'y d}\ Or, si on pose dsss o-, cette équation né contiendra qu^unc «eule inconnue x\ et quand on l'aura rësolne, oa* aura un nombre limité de valeurs de x^ mais on pourra joindre à chacune d'elles une valeur quelconque de^. Si on pose éfso, on aura un nombre limité de valeurs dé^, mais on pourra joindre à chacune d'elles une infinité de valeurs de x. Enfin, si -on pose l'équation <^''=sOy comme d" contient oret j, on pourra donner une valeur arbitraire à Tune de ces inconnues, à x^ par exemple, et alors cette équation fera connaître les valeurs correspond an tes'de \l y. Ainsi, chacun des facteurs communs dj d ^ d"j détermine une \k infinité de solutions. h^
Les autres manières de satisfaire aux équations proposées consistent à égaler à zéro, en même temps, l'un des facteurs if , 1/, s'y de la première, et l'un des facteurs i', i^, j^, de la seconde. Onae J|^^ peut pas avoir a la fois 1/ ±=: o* et ifssz o ; car ces facteurs ne son* \^^
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t\ tiennent que x et n*ont pins de facteur commun , de sorte m qu'aucune yaleur de x ne peut les rendre nnls tous deux ensemble, a Far une raison semblable, on ne peut pas ayoir en même temps ■ éÊk= o , i^' = o. De plus y il est clair que si on égale à zéro deux ^ lacteurs , dont Fun ne soit fonction que d^une inconnue , il n'y ; ■,, aura, pour résoudre ces deux équations , d'autres difficultés que
celles des équations à une seule inconnue, f I Mais il n'en sera plus de même si on pose
» u" = O , if" =s:q z
^ car chacune de ces équations contient x et y. Il faut une mé- ^ , thode nouvelle pour les ramener à la résolution des équations à une seule inconnue , et c'est cette méthode qu'on tji exposer. On ^ doit bien faire attention qu'elles ne renferment plus de facteurs ^ dépendans de x seul ou de j* seul ;• et , en oulre, qu'il n'existe entre elles aucun facteur commun fon<;tioh de jèetjr : 'c'est en cela * que consistent les simplifications que j'avais en vue.
4' 7* I^our éviter les accens, supposons que les dernières équations dont on vient de parler , et qu'il s'agit de résoudre , soient représentées^par
[l] A=aO, BsO,
S Ayant ordonné ces équations par rapportât, supposons que
<^ cette inconnue soit à un plus haut degré dans^que dansB, ou à
im degré égal ^ divisons A par B , et ayons soin d'arrêter l'opéra-
'^ tion dès qu'oi; est arrivé à un reste qui ne pourrait plus se divi—
^ ^ ser sans n^Ure dans le quotient des dénominateurs fonctions de
^^j, Représetrons par R ce reste, et par Q le quotient trouvé 5 on
=î ^aura
:t:3 A = BQ+R.
De celte égalité on conclut que si certaines valeurs de x et dey rendent nuls A et B , elles doivent donner aussi R = o ; donc ces Valeurs doivent se trouver parmi les solutions des deux équations
r ^^ciproquement les valeurs de x et de^ qui vérifient ces équat ^^ns doivent donnter A 8=0, et satisfont par conséquent aux
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proposées ; donc on peut remplacer le système des ë<|aatîoiis [i] par celui des équations [2].
Pour plus de simplicité, supposons, ce qui n'arriye qae dans des cas particuliers, que la division ait conduit, sans placer j^ds^ aucun dénominateur, à un reste de degré moindre^ par rapporta x^ que le diviseur B. Divisons maintenant B par R, et sapposom encore que, sans mettre jr en dénominateur , on ait trouvé le reste R^ Les équations [2] pourront être remplacées par deax autres plus simples encore, savoir :
Si R' est de degré moindre que R , oii divisera à son tour R par R' ; et Ton continuera de diviser ainsi chaque reste par le suivant»
En supposant que chaque division nouvelle conduise d^ellemime à un reste de degré moindre en x que le diviseur, sansqu'oB soit obligé dé mettre au quo^ent des dénominateurs fonctions de j^, on arrivera nécessairement à un reste indépendant de x, SoîK R' ce reste : alors les équations [3] tiendront lieu des proposées; et comme la seconde, R^=o , ne contient qu'une seule inconnqe, elle fera connaître les valeurs de celte inconnue , et eosuite la première, R = o, fera trouver les valeurs correspondantes de x.
4 18. Il n'y aurait rien à ajouter sur la résolution des équations [t] , si les divisions pouvaient toujours se faire avec' les conditions énoncées; mais il n'en est ainsi que dans des cas très - particuliers. Cependant , pour que les conséquences trouvées précédemment ne soient pas infirmées, il faut que les quotiens ne contiennent j^ dans aucun dénominateur. ^
En effet, reprenons les équations A = o, B=: o , et supposons
que la division de A par B ne puisse point conduire à un reste de
' degré inférieur à B sans placer j- en dénominateur dans le quotient
En désignant ce quotient par r^ , K étant une fonaion de /,
on aurait
Si Fou met pour x et pour j^ des valeurs qui rendent A et B égaux à zéro , il peut se faire que K devienne aussi éfjià à zéro :
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alors -=Tr- devient — et peut avoir une valeur finie ou infinie • et A o ^
par Conséquent R peut lui-même prendre une semblable valeur. Donc on ne peut plus affirmer que toutes les solutions des équations A = o , B = o , se trouvent parmi ceHes du sysième B s=: o , B. = o. La réciproque ne serait pas plus vraie, car B et E étant réduits à zéro, K pourrait être aussi réduit à zéro, et dès-lors le second membre pourrait n'être point nul; donc A lui-même pourrait n'être pas nul. ^ ^
Pour éviter les fractions, on aura recours au même moyen que dans la recherche du plus grand commun diviseur. Kemarqtions .d'abord qu'il n'y a pliis de facteur commun fonction de y dans les dififérens termes de B ; en sorte que si Ton multiplie le dividende A par le coefficient du premier terme de B, ou bien, lorsque cela suffit, par quelques facteurs de ce coefficient, la division deviendra possible, et aucun factehr commun n'aura été introduit dans A et B. Mais cette multiplication peut ajouter aux équations^roposées des solutions étrangères : en effet, si C représente ce multiplicateur fonction de j-, Q le quotient , et R Je lesfë , on aura
CA = BQ+R5
et cette égalité prouve que les solutions des équations B = o , R =3: o , sont les ftiêmes que celles des équations CA = o , B = o. Or, ces dernières équations se partagent en deux systèmes, savoir ,•
[À»=o,B=o] et [C = o,B = o]:
donc, outre les solutions des équations proposée ^ les équation^ B = o, R=o , feront encore trouver celles deâ équations C = o , B = o. Il faudra donc résoudre ces dernières , dont l'un» C = o ne contient que j*, puis substituer les valeurs correspondantes de X et de j^ dans l'équation A = o; et les couples de valeurs qui ne satisferont point à cette équation devront être de trop parmi les solutions des équations B=o , R = o. Par conséqueht , ces couples devront être supprimées.
« La question est ainsi ramenée u résoudre les deux équations
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On examine (Tabord s^il y a dans R des facteurs fonctions de/ oi de Xi, Supposons qu'il eu existe, désignons-les par /"ety, et soilr le quotient de R par//' 5 on pourra décomposer R enffr^ clpir suite remplacer les équations précédentes pai; les trois systèmes suiyans :
Les deux premiers systèmes n^pfirent point de difficulté j car/ne contient que y, et/' ne contient que x : il suffit donc de s'occnper du troisième.
& et r n^ont aucun facteur commun : car, s^il y en avait un, il devrait se trouver dans A et B, ce qui est contraire à la supposition. De plus, ni B ni r ne renferment de facteur fonction de/ Seul ou de x seul ] donc les équations
peuvent ê|re traitées tout*à-fait comme les équations primitives A = o , B = o. Ainsi , on les remplacera elles-mêmes par dcai autres «
qui seront dans le même cas que les précédentes, mais dont la sc" conde, / = o, est de degré moindre en x que la première, r^=o*
Celles-ci à leur tour peuvent se remplacer parMeux autres, dont la secoTide sera encore de degré moindre que r' = o.
En continuant ces opérations, qui sont en tout semblables à celles qu'on ferait sur A et B pour chercher le plus grand commun diviseur de ces polynômes , on arrivera toujours à un dernier ^este qui ne contiendra plus Tinconnue x. Supposons que ce reste soit / : alors les équations proposées dépendent des équations r= o ,*r=o, lesquelles ne peuvent offrir aucune difficulté, puisque la deuxième ne contient plus que la seule inconnue j'.
Il ne faut pas oublier qu'en remontant des équations r=o, r^=o, aux précédentes B = o , r= o , il peut se faire qu'il y ail quelques solutions à ajouter et d'autres à supprimer; qu'il peut encore en être de même en rcmc^ntant des équations B=o, r = o , ajix équations A = o , B = o ; et ainsi de suite, sUl y avait un plus granil nombre de divisions succedsives.
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La mélhode qui yient d'être dëveloppée ne conduit point toujours à une ' équation unique e»^, mab bien à' plusieurs , dont quelques unes peuvent donner pour cette inconnue des valeurs fausses. Quand on aura .reconnu toutes celles qui entrent Térita- Llemcnt dans des soltflipns communes aux deux équations, il sera facile, si cela est nécessaire, de les i-éunir dans une seule équation j qu on prendra alors pour l'équation ûdÊke ; mais cette réunion est rarement utile. ,
jippUcatlon à dtê -exemples»
* 419. Exemple I. Soient
on propose de résoudre les équations M=o, N= o. Il y a de nombreuses simplifications, car on trouve
N ^j-ix—i) {x+j-) Xjr{x'--y).
En égalant d'abord à zéro chacun des facteurs communs à son tour, il vient •
{j-srzOj ( ^ iadét. ( j- indét.
^indét. ( ar=i. ( * = — ^•.
Et, en égalant ensuite les autres facteurs à zéro, on a quatre systèmes d'équations, savoir :
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Danf les trois preqûers systèmes, toutes les solations 4 excepté xss — =1 et j^= — t, sont déjà connues , «t, dans le 4*y celles oà Ton a x=z-—j'^ le sont aussi 5 de sorte qu^on ne troaye yéritablement que trois solutions nouvelles^ savoir :
j'^*— 2y*^-hr*-Tr
Deuxième division,
X—ajr
Donc les équations finales sont
*— 27=0 , y—y=o , d'où l'on tire
Comme on n^a introduit ni supprimé aucun facteur ^ ces d^nt solutions soot celles des proposées elles-mêmes.
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. 4^1* ExEiiPLE III. On proposa à résoudre les deux équations
jx*4"9'^ — ioj-i=o.
- Première division, .
Puisqu'on a multiplié par j^, il faut résoudre les équations j'rso, yx^-^-gv — io/=:o, lesquelles donnent a:=o, j-rso; et examiner si ces valeurs rendent le dividende égal à zéro. Gomme cela n'arrive pbint, il s'ensuit qu^elles forment une solution étrangère qu'il faudra supprimer.
Deuxième division .
j-ar'-l-gr— icy^
-H-Sj^+lJ*)^
(— 57-34. )(_7y4-9)a:— 490^34. i26oj-«— 81 oy
nSj-^ '^']oj'^ — 1 267-3 4_ 4i4j^" — 243/
Les équations finales qu'il faut résoudre sont donc
La seconde donne,, ainsi qu'il est facile de le vérifier,
— 3ih3 VU y=o, j^=i, jp=3, j= ■= ;
et, en substituant ces valeurs dans la première équation', on obtient pour X les valeurs correspondantes
;es=o, .rasi, ^s52, xsA^S-^pVio.
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Dans la deaxième division , on a été obligé de . mnltiplier p||r — 77--4-9 , mais il est facile de voir qu^aacune solution étrangère n^a été introduite. Il y a donc seulement à supprimer , dans la cinq solutions ci-dessus, celle qui a été introdaite par la premi^ division. Il reste ainsi, poiir les équations proposées , les quatre solutions suivantes :
(x=i, \xs92j lar=s-i-.5— VTô", .l:r= — l
—34.3 Vio — 3-.3V^7
'=» rj=3 (y= — ^-V — ty 5 —
-5+V^io.
é^2i, Exemple lY. Soient encore les équations ^* + (8r — 1 3).r 4-^» — ÎTVf 1 2=0,
Première division.
(i2j'— ,2)0:.— i2j-+ia
Ce reste se décomposant en facteurs 12 (^' — \){x — ^i), lescalcubse simplifient, et Ton a ces deux systèmes d'équations
Chacun dVux se résout sans qu^il soit nécessaire de continuer la dirisions^ et Ton trouve
(x = 3, ja:=2, (x=i, l
Remarques sur la méthode iï éliminât ion par le plus grand comtimn
diviseur,
423. Les remarques suivantes ont par elles-mêmes peu d'importance; elles prouveront seulement que si Ton a bien compris la méthode, on ne pourra rencontrer aucune particularité dont il ne soit facile de se rendre compte. •
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I. Qaand on a fait toutes les simplifications prëlimin aires (4x6), les polynômes que Ton soumet aux divisions successives ne peuvent plus avoir de facteurs communs. Or , ces opérations sont absolument les mêmes qu^on ferait pour déterminer le plusgrand commun diviseur des deux polynômes : ainèi , on est sûr de ne point arriver à un reste nul.
II. Il pçut se faire que les termes en y se détruisent dans le dernier reste et que ce reste se réduise à un nombre. Alors ce reste ne peut pas être rendu égal à zéro^ et les deux équations finales sont absurdes. On en conclut que les équations proposées sonl impossibles o\x incompatibles^ à moins qu'il n'y ait eu des solutions supprimées d^ns le cours du calcul, et dont la méthode a appris à tenir compte. i^
11 est facile de composer des équations incompatibles : par exemple, on aura des équations qui offiriront cette particularité, si l'on pose
P=o, PQ+^ = o,
P et Q désignant des fonctions entières quelconques de a: et de j^, et ç étant un nombre déterminé. Il est évident en effet que ces équations sont incompatibles^ carfa première réduit la seconde à f=t> : résultat absufde, puisque^ est. un nombre.
m. En supposant toujours que les simplifications prélnuinai-» res aient élc efFcctuées, et qu'on suive exactement la méthode exposée n" 4i8, il est impossible que réquation finale donne pour j; une valeur qui rende nul le dernier diviseur^ En effet , supposons que les équations finales soient
G , Il , K , Y, étant des fonctions ànj seulement. Admettons que ^ soit une racine de Y=o qui vérifie la première équation , sans aucune détermination de x. Cela ne peut arriver que parce que G, H, K, deviennent zéro séparément : doncj- — p serait facteur de ces quantités, et aussi de Gj:*+H:r+K. Or cela ne doit pas arriver^ car, avant de prendre un reste pour diviseur, on le dépouille de tous les facteurs fonctions de x seul^ ou dc^'seul, qu'il peut contenir (4i8). •
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lY. Comme les valeurs àejr , tirées de la dernière équation, doivent être substituées tour à tour dan j une même équation, qoi peut contenir x à un degré supérieur au premier y on poomit penser qu'à chaque valeur dej^, il corjesppndra toujours le mène nombre de valeurs de x. Mais une pareille conclusion serait trop précipitée ; car il est possible que quelques unes des valeurs] de , jr fassent évanouir plusieurs termes de Féquation-en x^ et que par suite cette équation soit réduite à un degré moindre.
Pour développer cette remarque, supposons^ comme ci-desniy que les équations finales soient
Gr»+Ha: + K-o, ï = o.
Si la valeur dej*, qu'on substitue dans la première équation , ne fait évanouir aucune des quantités G , H , K , il est claîr qu*(A aura deux valeurs correspondantes de x. Mais il peut se (sire qu'une autre valeur de j- rédxiise G à zéro, sans y réduire H, et alors il n'y aura qu'une valeur de x. 11 peut même se faire qu'aoe valeur de y anéantisse G et H en même temps, sans anéantir K,* et dans ce cas cette valeur tic conviendrait pas à la première, équation. ^
Toutefois il est à observer que si l'on résout Féqu^a Gj:'4"Hx+K=o , avant d'y remplacer j- par sa valeur , on obtient toujours pour x deux valeurs^ mais que l'une d'elles devient infime lorsqu'on a G=o, et ^ue toutes deux sont infinies quand on a à la fois G=o, H=o.
Y. Supposons maintenant qu'on n'ait fait aux équations ancune siûiplificatiou préliminaire, et qu'on ait également négligé celles qui peuvent se présenter dans le cours du calcul^ supposou même qu'on ait introduit, pour rendre les divisions possibles, def facteurs inutiles : on pourrait encore arriver alors à la résolutioo des équations proposées.
Soient
les équations données. Supposons que , pour faire la division de A par B, on multiplie A par G, et qu'on arrive au reste K ^ sopposdhs que dans la division de B par R on multiplie B par C, et
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, cm'on ait le reste R'; exi&n supposons , pour fixer les idëes , que a' ne contienne plus ir. Nommons Q et Q' les deux quotiens : on
aura
AC = BQ4.R, BC=RQ'+R'.
s ' Il est éyident que les équations finales
-{ tiennent lieu des systèmes
Pour n'avoir que les solutions du premier, on résoudra le second, ^ et oïl substituera les solutions qu* il fournit dans Fëquation B = o,
ce qui fera copn^tre les solutions qui ne conviennent point 'au s. premier système. En conséquence , on supprimera ces solutions B parmi celles que donnent les deux équations finales , et alors il ne 7 restera plus que telles du système .
Maintenant, il est évident aussi que ces dernières équations ad- =: mettent toutes les solutions des deux systèmes
r II faut donc résoudre le second et substituer dans A=o les solutions quUl fournit , afin de connaître celles qui ne conviennent r pas aux proposées. En les supprimant parmi les solutions qui nous z, sont restées tout à Theure pour les deux équations B=o , . R ==so, '■ on n^aura plus que celles qui conviennent aux équations proposées
- YI. Si aucune simplification n'a été opérée sur les équations proposées, il peut se faire qu'elles aien Ades facteurs communs ^ et si en outre , loin de supprimer aucun facteur dans le Cours du calcul, on ne prend point de précautions pour éviter d'en intro-
r duire id'inutiles , ii est clair qu'pn peut trouver à la fin un reste nul. .
Quand cela arrive^ le plus grand commun diviseur des équa-
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lions est cgal au dernier diviseur, si les multiplications n'ont pu introduit de nouveau facteur commun. SMl en est autrement , 3 est facile de rechercher, eu tevcnant sur les calculs , quels bateurs communs ont é^ introduits ; et en les supprimant dans le dernier diviseur, on aura le plus grand commun diviseur des premiers membres des deux équations. Désigûons-le par D , et écri- Tons les équations sous cette forme
A'xD=o, B'xD=o.
On vOit qu^on satisfait à toutes deux en posant I>=?=o, éqnaticm qui admet une infinité de solutions. On y satisfait ^encore en po« sant en même temps A'=o, B'=o; et, pour avoir Tes solutions ({oe ces dernières équations déterminent, on peut Icuè appliquer le même procédé qu'aux proposées : on est sàr alors de ne plos trouver de reste, nul. '*
Mais on peut aussi s^épargfler ce nouveau calcul, et se servir da premier ainsi qu'on va Texpliquer. Supposons que R et R' soient les deux restes, fonctions de x, qui précèdent le reste nul. lit théorie du commun diviseur prouve que R et "Rf contiennent tous les facteurs de D^ et en outre les facteurs communs qui ont pu être introduits sans que cela fût nécessaire. Divisons d'abord R et R^ par ces derniers facteurs , et . ensuite les deux quotient par D, puis désignons par r et. /' les nouveaux quotîens. Il est clair que les équations
rXD=:o, i'xD=o,
contiendront toutes les solutions des équations proposées , plos celles qu'on a été oljllgé d'introduire pour rendre les divisions possibles. Mais Aé]li il est prouvé que les solutions données par Fé* quation unique D=o conviennent aux proposées; donc eu pesant à la fois
rsbo, ;'=:o.
on aura les équations qui déterminent toutes les autres solutions. Sans plus de détails, on voit qu'on peut se dispenser d'effectuer sur A' et B' de nouv^es opérations, et comment on peut se servir de celles qui auraient été faites sur A et B.
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YII. Quand on omet les simplifications prescrites , rien nVm-
^ pêche qu une yaleur de^ ne satisfasse en même temps -aux deux
' équations finales.
? Supposons que Y soit lé dernier reste, et Gjr-f-H Tavànt-der-
*' nier^ de sorte que les équations finales soient
Ga:-f-H=o, Yp=o.
Désignons par p la valeur de j^ qui rend nuls Y, G et H. II ne faut
pas en conclure pour cela, que s reste indéterminé , car il est posr
•ible que jr — ^ soit un facteur introduit* G^est ce qui sera arrivé
£ en effet si on suppose que le reste qui a précédé Gx-f-H soit
! rG'x'+H'jT-j-K, et que G' ne contienne point le faicteàrj^— p. Or,
s les équations .
7 G'a:«4*H'*+K=o, Ga:+H=o,
te
ton tiennent , parmi leurs solutions , toutes celles des proposées ;
* et, d'un autre* c6té , le facténr j- — p , qui se trouve dans la se-
r conde, ne se trouve pas dans & : donc, en mettant ^ à la place de jr dans la première, on trouvera deux valeurs correspondantes
: pour X. Cette inconnue n^stdonp point indéterminée comme on aurait pu le penser..
Le facteur j*—/8 aura encore dà être introduit, s^il se trouve au carré dans G, et au premier degré dans G'. Alors ^ la première équat*on ne donne plus qu^une seule valeur de x correspondante kj'=^p : à moins qu'on ne tienne compte de la valeur infinie, qui correspond ordinairement au cas où 1^ terme en x* disparaît d'une équation du second degré.
Ainsi , on voit que c'est la multiplication p^rj* — /S ,. faite à la dernière division, qui a amené l'indétermination de x dans
. les équations finales; et Ton voit en même temps qu'il faut Recourir au reste qui précède Tavant-demier pour avoir cette inconnne. Si ce reste devenait nul aussi parla valeur j*=:/3, on remonterait au reste précédent ^ et ainsi de suite; Si on est obligé de remonter jusqu^aux équations A=0} B=s o, et qu'elles soient elles-mêmes vérifiées en y faisant^ssp, c'est une preuve que xdoit en effet rester ind^termin*é.
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Sur V élimination entre un nombre quelconque dCéqualiims.
424. Jasqa ici les équations à résoudre étaient au nombre de deux seulement. Supposons- qu*6n en ait trois entre les inconniies Xj^jZi pour parvenir à une équation finale en z^ on pourra éliminer d'abord x entre la première et chacune des autres; pqis, y entre les deux équations résultantes. Mais alors il est presque impossible de se rendre compte des solutions qui sont introduites cm supprimées , et Ton arrive presque toujours à une équation finale trop compliquée. Ce qu^on dit ici de trois équations 5*appliqiie à plus forte raison aux cas où il j en aurait davantage.
Bezout a considérablement perfectionné cette branche épineuse de Fanaljse , dans son grand ouvrage intitulé : Théorie générak des équations algébriques. Mais malheureusement les méthoda quMl propose , outre quelques difficultés théoriques dont elles ne ont pas exemptes, exigent encore des calculs si compliqués qu'on doit les regarder comme impraticables. L'exposition de ces méthodes, né saurait faire pai'tie d'un livre élémentaire , et 'je me bornerai à indiquer ici le beau théorème dii à ce savant , et dont voici l'énoncé :
Sij entre des équations en nombre pareil à celui des inconnuesj on élimine toutes les inconnues hors uncy le degré de Véquatm finale devra, être tout au plus égal au produit des degrés de ces équations,
4^5. Sans entrer ici dans aucun détail sur la résolution des éqnationSy il est facile de reconnaître que si elles sont en même nombre que lès inconnues, elles n'admettront en général qu'un nombre déterminé de solutions.
Supposons qu'on ait n équations entre tz inconnues ^, r, «,•.# si on considère Tune quelconque d'entre elles , on doit accorder, lors même qu'on ne saurait pas la résoudre par rapport k jt, qu'die détermine pour cette inconnue un certain nombre de valeurs «, eJ^ «", a",. •. qui généralement seront des fonctions des autres inconnues^, jz. . . En substituant a dans les équations restantes, on aurait n — i équations qui ne contiendraient plus que n— i inconnues ; de même en substituant «^, on aurait un autre groupe
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de fi— I équations entre^z— i inconnues ^ et ainsi de suite pour chacune des autres valeurs, «", «'*',...
Si on prend chacun de ces groupes séparément, on conçoit qu'en tirant de l'une des n — i équations les valeurs d'une inconnue, pour les substituer dans les n — 2 équations restantes , on pourra aussi remplacer ce groupe par d'autres groupes, composés chacun de n — 2 équations entre n— 2 inconnues.
En continuant de cette manière , on arriverait à une équation qui ne renfermerait plus qu'une inconnue , et qui déterminerait pour cette inconnue un certain nombre de valeurs.
Si ces valeurs étaient trouvées, on pourrait , en remontant successivement jusqu'à la première inconnue, obtenir les valeurs correspondantes de toutes les autres inconnues.
Par cette explication il est manifeste que les n équations données L ne peuvent avoir qu'un nombre limité de solutions. ' ^i&. Maintenant supposons qu'il y ait plus d'équations que d'in t connues. Soit n le nombre des inconnues, n -^-^ k celui des équa lions ; et , parmi ces équations , prenons en à volonté un nombre i ëgal à n. D'après ce qui vient d'être dit, ces n équations détermi-* neront en général un nombre limité de solutions ; et comme ces solutions doivent aussi satisfaire aux k équations restantes, leur -. substitution donnerait k équations de condition, Qn les nomme -; ainsi parce qu'elles ne contiendraient plus que des quantités con- . nues et qu'elles devraient se vérifier d'elles-mêmes pour que les
équations proposées ne fussent pas incompatibles, î Lorsqu'on a plus d'inconnues que d'équations, il y a indéter 3 mination. En effet, si «-f-Zr désigne le nombre des inconnues, et n 3 celui des équations, il est évident qu'on pourra attribuer des valeurs arbitraires à k inconnues , et déterminer ensuite les n autres inconnues au moyen des n équations données. ::^ Au reste, ce qui vient d'être dit, dans ce u** et dans le précédent, - soufire quelquefois exception. Par exemple, dans des cas particuf. liers, il peut se faire que les équations soient en nombre égal aux ^ inconnues, et que cependant elles soient incompatibles ou qu'il j ^ ait indétermination. JLcs équations du i*""^ degré en offrent unt : preuve.
4oa
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Usage de ^élimination dans la transformation des équations» Équation
aux carrés des différences,
427. Nous avons déjà dit (SgG) que les méthodes générales d'élimination pouvaient être nécessaires pour opérer la transformation des équations. Elles le sont surtout dans les cas où chaque racine de la nouvelle équation doit être composée avec plusieurs racines de Féquation donnée. Un seul exemple suHira, et je choisis la question suivante, qui doit se présenter plus tard dans une recherche importante.
Etant donnée une équation quelconque à une seule inconnue^
trouver une autre équation, dont les racines soient les différences
entre celles de la première j combinées deux à deux.
Soit l'équation proposée
jr'» + P:c"»-' + Q-^'"""'+ etc. =0.
Nommons x et x^ deux quelconques de ses racines et r leur différence, de^sortc qu'on ait x'=x^j' : l'équation [A] devra être satisfaite en y mettant cette valeur au lieu de x y et par conséquent on a
{x -J-^)'" +P {x+j')'^-'+ Q [x +r)'"~' + etc. = o.
Développons les puissances : en représentant par X, X', X", etc. le polynôme :r'"-4-P:c'"~'+etc. et ses dérivés successifs, il viendra
Mais X est ici une racine de [A] , donc on a X=o , et par suite l'équation ci-dessus étant divisée par^ devient
X'4-ixy4.^,x>'+. . .+^-'=0.
Avant la suppression du facteur^, x et x* étaient deux racines quelconques de l'équation [A] , et rien n'empêchait de supposer x^ttsx. Or, la différence x — x étant zéro , il faut que l'équation eu j-, avant la suppression du facteur j*, ait pour racine r=o. C'est en effçt ce qui arrive puisqu'elle est divisible par j-^ et en
ri «e
et
dei paj
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opcrant la division cette racioe se trouve sappriinée : de sorte que les m — I valeurs Aey dans réquation [B] ne sont plus que les différences qu'on obtiendrait en retranchant la racine désignée par X de toutes les autres racines de l'équation [Â].
Maintenant , afin de distinguer entre elles les m racines de l'équation [A], représentons-les par a^by c, d^. • ,i puis imaginons qu'on remplace successivement, dans [B] , x par chacune de ces racines. Il résulterait de ces substitutions 772 équations , dont la première aurait pour racines les différences entre a et toutes les autres racines b y c , d^. • • \ la seconde, les différences entre b et les autres racines a^ c^ d,* • .^ et ainsi de suite. Par consé' qucnt , en éliminant x entre [A] et [B] , l'équation finale en j" aura pour racines les différences entre chacune des racines de l'équalion [A] et toutes les autres racines de la même équation : elle sera donc l'équation cherchée. On la désigne d'une manière abrégée par la dénomination d'équation aux différences,
428. Remarques, Pour qu'elle soit en effet l'équation aux différences , il faut que l'élimination n'ait point supprimé de vraies racines ni amené de racines fausses. C'est dans cette supposition que je continuerai de raisonner. S'il en est autrement ^ on sait comment on doit tenir compte des unes et des autres.
Saiis effectuer l'élimination, il est facile de reconnaître quel çera le degré de cette équation. En effet, ses racines sont
b — n, b — c, b — ûf, .••,
etc.;
et il est évident que ces différences sont en même nombre que les arraugemens deux à deux des m lettres a, b y c, etc. 5 donc réquation aux différences est du degré m (w— 1)*
J)e plus, on voit que s'il existe dans cette équation une racine et égale à a — by il y en a une autre — « égale à b — a 5 donc le premier membre est composé dé facteurs qui peuvent se grouper deux par deux en produits tels que (jr^cc) (j^+«J = J^'— «% et par conséquent Téquation ne contiendra que des puissances paires ^e r. Donc , en posant w (m— i) =r fin y elle sera de la forme
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Enfin, on peut faire j*'=s, et elle devient
[D] z'»+;;z»-'+(7z«-». . .+wz+f = o.
Celle-ci est appelée équation aux carrés des différences , qu'en effet, z étant le carré dej-, elle a pour racines les carr différeoces des racines de la proposée [A].
429. Comme application , proposons-nous de trouver réqi aux carres des différences de Téquation du 3* degré.
Avant tout je remarquerai d'une manière générale qi équations [C] et [D] ne doivent point changer qoand on mente ou quand on diminue d'une même quantité tout racines de l'équation [A]. Par conséquent, si une équation de a sou second terme , on pourra le faire disparaître (Sga) et cher ensuite Icquation aux différences de la transforipée trouvera ainsi la même équation que si on n'eût point fait nouîr le second terme , mais les calculs seront moips compli D'après cette observation, je supposerai que Féquation du3*< n'ait plus de second terme , et qu'elle soit
Lorsqu'on désigne par X=o l'équation donnée, et par X", X'*', etc. les polynômes dérivés de X, la règle pour tro réqualion aux différences est d'éliminer x entre les deux é tions
X = o, X'+^X>+.^XV + etc. = o.
Or , dans le cas actuel , on a
X=a:3 + Qx+R, X' = 3:c> + Q, X'' = 6:*r, X"' = 6j
donc l'élimination de x doit se faire entre réquatipu [i] celle-ci
En conséqueuce , on ordonnei'a cette équation par rapport ï puis on opérera comme s'il s'«gissait de trouver le plus gn compiun diviseur des premier membres de [i] et [a].
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. Première division.
x—jr
Deuxième division.
6O-«-K})a:«+60j»+Q)jar 3x+3(^3+Qj— 3R)
— fi(^'+Q)^'— 3Cr^+Q^4-3R)r
3(j-^+Qj-— 3R)x+2(j-'+Q) »
6(r'+Q ) f j-'+Qj— 3R) r+4( ;''4-Q)3
— 6(j-'+Q)(r'+Qr— 3R):c— 30^+Qj>'+3R)(jr3+Qy-3R) .
40 *-K>;'-3o'4-Qy4-3R) ry^+Qj— 3R)
Dans la dernière division , on a mulliplic deux fois par j-'+Q pour rendre les divisions possibles; mais si on posej''4"Q=^> ^^ divîsenr se réduit au coefficient R , lequel en général est différent de zéro. Ainsi, en égalant à zéro le dernier reste et eiToctuant les . opérations indiquées , Féquation aux différences sera
;^.6^.gQ^44-c)QV+4Q'^4-23R'=0 5
puis, en posant j' = Zy on aura l'équation aux carrés des différences
z3+GQz'+9Q'z+4Q3 + 27R»r=o.
Dans le cas particulier de l'équation numérique
X^ — nX-^J =0y
on a Qas— 7, Rs=r-j-yj et l'équation en z devient
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Usage de fcliminatisn pour Vcvanouissemunt dés radicaux.
43o. Les procédés qui servent à cilculer les racines d'une équation supposent que Finconnuc ne se trouve sous aucun radical; par conséquent, il est très-important de savoir changer une équation compliquée de radicaux en une autre qui ne renferme que des termes rationnels. Or , Févanouissemcnt des radicaux, en le considérant sous un point de vue général , nVst qu^une questioo d'élimination. Un exemple suâira pour le faire comprendre.
Soit Féquation
a: — Va>^Hr-(- V^ x 4- I a= o,
dans laquelle chaque radical est censé rcprtsenter indifleremmcot toutes les déterminations dont il susceptible. En posant
elle devient
et alors on voit qu'en élipiinant j* et z entre cette dernière équation et les deux précédentes, on pourra obtenir une équation ea ^, qui sera entièrement dégagée de radicaux : car les méthodes générales d'élimiaaiion n'eu introduisent aucun dans - les résoi-
tdtS»
Dans notre exemple lès calculs sont faciles. La dernière équation donnantjr = z-|-^) réquationj"'=x — i devient
z'-f-axx-f-^' — a:+i = o;
et ensuite , pour éliminer z entre celle-ci et l'équation z'=îT+I| le procédé du plus grand commun ^diviseur suffira. On troufeia que l'équation finale est, sans aucune complication de racines étrangères,
43 1 . Les méthodes générales d'élimination sont si compliqnces qu'on doit toujours chercher quelque moyen de les éluder, k
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cas où réquation ne contient qu'un seul radical s^est déjà prëscnlce (4i3) , et nous avons tu qu'on le fait disparaître en Yisolant dans un membre de Véqttation , et en élevant ensuite les deux membres à la puissance marquée par l'indice du radical.
Cette règle, quoique très-simple, a néanmoins besoin de quelques explications. Le plus ordinairement, quand on élève les deux membres d'une équation à une puissance, elle acquiert de nouvelles racines. Par exemple, si on a ax^-^-b^cx et qu'on élève au carré, il est clair que la nouvelle équation {ûa:'+i&)* = c'a:" aura non -seulement les racines de la proposée, mais encore celles de Féquatlou ûa:*+^= — ex. Ainsi, il y a lieu d'examiner si la règle donnée ci-dessus, pour l'évanouissement d'un radical, ne fait pas acquérir trop d'étendue à Téqualion.
Snpposons qu'après avoir transposé le radical , réijuation soft
[•] X= Vf,
X et Y étant des fonctions des inconnues : par l'évanouissement ■ du radical, elle devient
[2] X«=Y ou X"— Y=o.
Le radical V Y est censé avoir toute la généralité possible, c'est-àdire qu'il représente indifféremment chacune des déterminations dont il est susceptible. Quelle que soit celle que Ton considère, toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'équation [i] ne sauraient manquer de satisfaire à l'équation [2]; et ce qu'il faut prouver, c'est que la réciproque est également vraie.
Si on avait l'équation a:" — A=o, et qu'on désignât par A', A", '
A"', ... les n valeurs de V^A-, on sait (38i) qu'on devrait avoir
x--^ k={x —A' yx—k!') [x—sV) ...
Or, on peut remplacer ici a: et A par telles quantités qu'onv oudra: en conséqueniîe, je désignerai par Y', Y", Y'% etc., les n déter-
minationsde VY, et je mettrai X, Y,Y', Y",. • . au lieu de *, A, À! yA"j. . Il vient ainsi
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donc on ne peut latbfaire k Fcquation [a] qu^en posant
X=r, ou X=:Y", ou X=Y"', etc.
Ces dernières équations ne sont autres que la proposée [i] dans laquelle on aurait mis successivement chacune des déterminations de
K Y; donc enfin les solutions de cette équation sont les seules que contienne Féquation [2].
L'explication prcccdeute montre en môme temps comment il se fait que cette dernière équation devienne trop .étendue quand
le radical VY représente spécialement une des n déterminations dont il est susceptible, comme cela arriverait , par exemple , sH devait avoir une valeur réelle.
433. Quand une équation renferme plusieurs radicaux, il ne faut pas croire qu'on puisse en général faire évanouir succesâ- Tement chacun d^eux par la rëg!e précédente: car, dans le cas on il n'y en a que'deux, il y a déjà lieu de remarquer que Topération, qui fait disparaître un des radicaux, amène dans l'équation pin* sieurs quantités radicales qui ne s'y trouvaient pas auparavant. Par exemple^ si on a
x+ \/y = vz,
et qu'on élèTC à la 4* puissance, il Tient
X<+4X'V^Y + 6X'(V^Y)» 4-4X {VY)^+ (V'Y)4=Z
équation qui renferme les puissances de V'Y Jusqu'à la 4'«
433. Cependant, lorsqu'une équation ne renferme que deux radicaux, et que Tun des deux est du i^ degré, on peut, par celle règle, les faire disparaître Tuu après Vautre , pourvu qu'on ail soin de commencer par celui du plusJiaut degré. Alors, le succès da calcul tient à ce que les puissances d'un radical carré ne reproduisent point de nouvelles quantités radicales. Ainsi, par exeffipk) Féquation étant
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on anra snccessiTement
(X+\/Y)î=Z X3+3X»V/Y +3XY+YV'Y=rZ, X'4-3XY— Z =-^(3X'4.Y)\/Y, (X'+3XY— Z)'= (3X'+Y)'Y.
434* Si QQ avait une équation de la forme
au lieu désoler d^abord un radical, on pourra, si on le préfère , élever immédiatement Téquation au carré i et de cette manière il vient
X«— Y— Z^îV^YZ;
X»-.Y— Z)«=4YZ
435. Enfin, je placerai encore ici un cas particulier dans lequel il y a deux radicaux cubiques qu^on fait évanouir très-simplement. Soit
X= V^Y + VZ.
En élevant au cube, il vient
X^=zY+Z^3{VYyVz+3V^Y{VZ)' ou X3— Y— Z^SKYÏ/ZCV^Y+V^Z).
as
Or, on peut remplacer k Y-f- V^Z par X, et alors en élevant encore au cube , on aura une équation sans radicaux , savoir :
(X3— Y--Z)3=27XnZ.
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CHAPITRE XVITI
Résolution des équations numériques.
Racines eommensurahîes,
436. A défaut de méthodes pour résoudre Téqualion géocrale de chaque degré, le but vers ]e<(uel je dois tendre maintenant est de faire connaître les procédés à Faide desquels ou dctcrmioe, d'une manière exacte ou approchée, les racines des équations m/« mériques. On nomme ainsi celles dont les coei&cicns sont des nombres donnés.
Les racines peuvent être réelles ou imaginaires, et, parmi les racines réelles, il peut y en avoir de commensurables. Il existe pour trouver ces dernières des procédés fort simples tjue je vais exposer d'abord.
437. Je commencerai par chercher les racines commensurables entières. Soit l'équation
[1] Aa:4+Bx3 + aT*+Dx4-E=:o, •
dans laquelle je suppose que tous les cocfficienS soient entiers. Représentons par a une racine entière de cette équation^ on devra avoir
[2J Aû4-fBû34-Ca»4-Da+E:=o,
d'où , en transposant et divisant par a ,
-^— Afl*— Bt.»— Cei-D.
Le second membre étant entier, on conclut que a est un diviseur
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de £. Aînsî, on voit déjàqu'on pourrait découvrir les racines commensurables entières ensubstituant successivement dans l'équation touslcs diviseurs du dernier terme, tant positifs que négatifs. Mais^ quand le dernier terme a beaucoup de diviseurs , ce procédé exigerait un grand nombre de substitutions^ et alors on abrège le calcul au moyen de. nouvelles conditions , qui se déduisent de la ^ dernière égalité.
E Faisons — =E', passons D dans le premier nombre^ et divisons
a par d, on aura
a donc la somme E'+D doit être divisible par a.
Faisons =D', transposons C, et divisons encore par/i,
a il vient
• = — Art— B;
donc la somme D'-f-C doit être divisible par ^.
Faisons encore s=rG', transposons B, et divisons par ^,
on obtiendra
iVA-B Enfin, faisons =B' et transposons A, on aura
donc la somme B'+A doit être nulle.
Si une seule des conditions précédentes vient h manquer, le nombre a n'est point une racine. Mais il en sera une si elles sont toutes remplies; car alors, en remplaçant successivement les lettres B', G',... par- les quantités qu'elles représentent, on pourra remonter de légalité B'-|-A=o jusqu^à l'égalité [a].
Ainsi, en résumé, après avoir préparé une équation de manière que tous ses coeilicicns soient entiers (et alors celui du premier *
i(ia LEG05S D^ALGIBRS*
terme peut être diiTérent de l'unilé), les conditions auxquelTes on reconnaîtra qu^un nombre entier est racine de Féquation seront ^Ues-cî :
Qu'il soit un diviseur du dernier terme;
Quil divise exactement la somme qiion obtient en ajoutant k quotient avec le coefficient du terme affecté de x^
Qu'il divise exactement la somme du nouveau quotient ajùuté au coefficient du terme affecté de x*^
Et ainsi de suite ^ jusquà ce qiHon arrive à ajouter le coeffi' cient du premier terme de V équation avec le dernier quotient] ce qui devra donner une somme égale à zéro*
On pourrait encore assigner d'autres conditions,, mais je m'en tiendrai à celles-là. Touléfois je ferai remarquer des à présent ((de si on connaissait deux nombres entre lesquels fussent comprises toutes les racines réelles de Tëquation , il faudrait rejeter tous les diviseurs qui excèdent ces limites. La détermination de ces limites va bientôt nous occuper.
438. Dans les exemples, il sera toujours plus simple d'essajer les diviseurs-f"! et — i en les substituant immédiatement dans Téquation. Quant aux autres diviseurs, on leur applique , 11 toussi* multanément , les règles ci-déssus , ainsi qu^on va Texpliquer sor l'équation
Après avoir reconnu que-|-i et —ri ne sont point racines, fcCfectue les calculs ^uivans :
Quotiens — 5, — 3, — i, +5, +3, +1,
Quotiens * + 2, * — 6, *
Quotiens "—2, +6,
La première ligne renferme les diviseurs, tant ppsitifi que ■(' gaUfs , du dernier terme — 185- et la deuxième contient les q»*" tiens de ce dernier terme par chacun de ses.diyisenrs.
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La troisième est formée en ajoutant aux quo tiens qu'on vient de trouver le coefficient -f-'S du terme+i3:c5et la quatrième, en divisant ces difiérentes sommes par les diviseurs correspondans. Les divisions qui ne se font pas exactement indiquent que les diviseurs -4-3, +i5, — 5, — 15, ne sont pas racines de Féquation.
La cinquième ligne se forme en ajoutant aux derniers quotîens le coefficient — la du terme; — 12:1:* 5 et la sixième, en divisant les nouvelles sommes par les diviseurs correspondans. Cette épreuve ne fait rejeter ici aucun nouveau diviseur.
Enfin, la dernière ligne est formée en ajoutant le coefficient a du premier terme 2X^ aux derniers quotiens 5 et comme on ne trouve zéro que dans la colonne du diviseur 5, on oonclut qu'il est 'la seule .racine entière de Téquation.
Remarques, Cette racine étant connue, on peut diviser Féqua*» - tion par le facteur x — 5, et on aura pour quotient
ax* — aa:+3=ao,
d'où Ton tire a:=:7±i^K — 5. Alors Féquation proposée est complètement résolue, et ses trois racines sont
x=^5, a: = |+iV/=^, a: = i— fV/=5.
Lorsque l'équation est privée de quelques termes, il ne faut pas oublier d'y avoir égard dans le calcul , en comptant leurs coeffî> oiens comme égaux à zéro ; par conséquent, les quotiens auxqt^ls on doit les ajouter pourront être soumis immédiatement à de xiouvelles divisions. On verra plus loin un exemple de ce cas (44^)-
439. La méthode qu'on vient d'expliquer ne montre pas com* l>ieu de fois chacune des racines qu'elle détermine entre de foi^ ^ans l'équation. Pour le reconnaître, le moyen qui s'offre le pre- ^nier est de diviser l'équation par les facteurs correspondans à cet Racines, prises chacune une seule fois, et d'examiner ensuite, soit ^ar la substitution immédiate, soit par les règles du n^ 43? 9 si ces Racines appartiennent encore à l'équation restante. S'il s'en trouve C|uelques unes qui la vérifient, on est sûr qu'elles entrent au moins ^eux fois dans la proposée. Au^moyen d'une nouvelle division, on Cîonnaitra celles qui peuvent y entrer ti*ois fois , et ainsi de suite.
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On pourrait commencer par chercher les racines entières i mail comme les coefficicns ne sont pas considérables , il sera miçax de transformer tout de suite celte équation en une autre dont l^e prêter coefficient soit Funité ^ sans que les autres cessent d'êtce
entiers. Suivant la règle générale , il Êiudrait faire x ^=7» v>û si on fait a: = -, on verra qu'on peut prendre z=s:^ ce qnire» vient à poser x=: ~. En effets par là on tcouve cette traçu&méi
Elle ne peut avoir pour racines commensurables que des nombra entiers; par conséquent , après avoir reconnu que -f-i et — i ne peuvent point la vérifier, je lui applique les règles connues (437)*
-♦- a.-*-3,-+-4,-h 6,-+- 8,-+-ia,-+-a4,— a,-r 3,— 4,— 6,;— B^-^ia,^ Quot. — f a,— 8,— 6,— 4,-3,— a,— i;+ia,-+- 8,-+- 6,-+- 4,-t- 3,4- a,+ i,
-♦- a,-+-6,-+-8,-+-îo,-HU,-*-ia,-4-i3,-t-36,H-aa,-*rao,-4-i8j-i-i7,M-ifi,+i5. Quot. -4- i,-f-a,-t-a, ♦ * -4- i, ♦ — 13, ♦ — 5, — 3, ♦ ♦ ♦
—10,-9,-9, —10, — a4, — iC,— 14,
Quot.— 5,— 3 ♦ ♦ -4-ia, +4, ♦
Qaot. ♦ — I, — 6, — I,
' Aul quotiens de la 6* ligne il fallait ajouter le coefficient de/j mais comme ce cocfHcient esl o , on à diyj^ immédiatement C0 quotiens par les diviseurs correspondans.
On reconnaît à la fin que +3 et — 4 sont racines de Féquadoi en J-. En divisant cette équation par le produit {j- — 3j(r-f4),I vient
J"'— J'+^—Oj d'où jr~l±,lyZZ^,
Les quatre valeurs de j- étant connues^ la relation x zsPl donnot celles de x^ savoir :
X=-j X=z^2y X^yiL-pV—n.
LEGOirS D*ALGâBRE. * ^l^
Limites des racines des équations.
443* La méthode qui sert à trouver les racines commensurablei n^est à proprement parler qu^une suite de tâtonnemens, tellement coordonnés qù*on est sûr de trouver tontes les racines de cette espèce qui peuvent exister dans une équation. Cest encore par des tâtonnemens qu^on. obtiendra les valeurs approdiées. des racines incommensurables 3 et,. pour établir les règles qui doivent les diriger, la première question qui va nous, occuper sera. d'assigner des limites aux racines , c'est-à-dire , de déterminer deux nombres entre lesquels soient comprises toutes les racines positives def Féquation, et deux nombres entre lesquels soient comprises toutes les racines négatives.
444* D'abord proposons^nous de déterminer une limite siipé" rieure des racines positives.
Soit acr* le premier terme et N le plus grand coefficient d'une équation donnée Xsso. Si on considère la quantité
X, = «" — N («'»-*4-x'»-» . • .+ar+i),
on est sûr que la partie positive n'y est pas plus grande que dans X, et que la partie négative n'y est pas moindre. Or, il est facile d'assigner à x une valeur ar=:/, à partir de laquelle toutes les valeurs plus grandes rendront Xi positif^ donc aus^i , à plus forte raison , toutes ces valeurs rendront-elles X positif. Ainsi , à partir de xr=Z aucune valeur ne devra anéantir X, et par conséquent on pourra prendre l pour la limite cherchée. Pour déterminer / rappelons (53j que
et en conséquence on aura
Or, sous cette forme, ou voit sur le champ quç X, sera positif en
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prenant a: = N+i .ou a:>N+i ; donc on peut prendre pour limite supérieure des racines positives iTune équation le plus grand coefficient négatif augmenté de Punité.
Par celte règle on trouve /=: loi pour limite des radiies de rëqaadon
[i] j:7-J-8j;^-J-2-^' — ^^^ — 4<>^'+'0'^* — 14^— ipa=o.
44s* En suivant la même voie, on peut aussi, parvenir k une autre règle, dans laquelle on aura égard au rang du premier terme négatif de Téquation. Supposons que ce terme renferme x^^i re* présentons encore par N le plus grand coefficient n^;at{f, et pa« sons
on pourra raisonner sur Xa comme sur Xx* D^abord on a
W(.r*"-^+'— i) a:«-^+«[a:^«fjr— i)— NW-N
donc Xa ser» positif si on substitue au lieu de x une valeur plu
grande que i , et telle qu'on ait .
^C-'Cj:— i)>N.
Ces condilions seront évidemment remplies si oi| trouve pour x une valeur^ 1^ qui satisfasse à Téquation
(a>— iy-«(j:~.i)=:N,
ou , ce qui est la même chose, à celle-ci :
Or, de là on tire en effet une valeur]> i , savoir :
Ainsi on peut établir cette règle : Du plus grand coefficient ni* gatif de Inéquation extrajrez la racine dont V ordre est mand par la différence entre le degré de V équation et le degré dunrf mier terme négatif ^ puis à cette racine ajoutez Funité; la sommt I ] sera une limite supérieure des racines positives.
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Lorsque le premier terme négatif vient immédiatement après le premier terme de l'équation , cette limite coïncide avec celle du ii<* précédent; mais lorsquMl.est à un rang plus éloigné, et que le coefficient N surpasse l'unité , elle sera toujours plus approchée.
Par exemple, dânsFéquation [i] elle est i -^ V loo ou 6, nombre beaucoup moindre que loi qui était donné par la première règle.
446. Ces deux règles sont d'une application prompte et facile ; mais comme elles donnent presque toujours une limite trop éloignée , la marche suivante doit être préférée.
Supposons d'abord que J'équation donnée X = o se compose d'une suite de termes positifs , après lesquels il n'y ait plus que des termes négatifs, tous de degré moindre que les premiers. Soit T l'assemblage des termes positifs , — Y' celui des termes négatifs, et x^ la plus petitepuissance de x contenue dans Yj on aura
Dans le quotient de Y par af aucun terme ne doit renfermer x en dénominateur, et le contraire doit arriver à tous ceux du quotient de Y^ par x^\ donc, en faisant croître x à partir d'une valeur positive quelconque , le premier quotient doit augmenter, ou au moins rester constant si Y est un monôme , tandis que le second quotient diminue nécessairement. Ainsi, dès qu'on aura une valeur * positive a:= / qui rendra positif le polynôme X ou Y — Y', on sera certain qu'en y substituant au lieu de x des valeurs plus grandes, les résultats seront toujours positifs, et même qu'ils iront en aug* mentant jusqu^à l'infini. Au-delà de / il n'y aura donc aucun nom-» bre qui puisse anéantir Y — Y', et par conséquent / sera une limite supérieure des racines positives. De là on conclut que si on substitue dans X successivement , au lieu de x , des nombres positifs croissans , jusqu'à ce qu'on ait un résultat positif, le nombre qui donnera ce résultat sera la limite cherchce.
Maintenant, supposons que l'équation renferme des termes'positifs entremêlés avec des termes négatifs , ce qui est le cas le plus ordinaire. Il est toujours permis de considérer le premier terme de réquation comme positif. Réunissons-y les termes positifs qui
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peavent se trouver avant le premier terme négatliPy et, fSsdsant ain straction de tous les autres termes positifs, comparons cette somme avec' celle des termes négatifs de Tëquation. Le raisonnement cidessus prouve qu^on obtiendra une limite 'supérieure des racines positives en déterminant une valeur positive de x qui rende h première somme supérieure à la seconde \ et cVst à quoi Ton réussira, facilement en substituant au lieu de x des nombres croissans à partir de zéro.
Dans le cas qui nous occupe ,011 les termes positifs et natifs sont entremêlés , on pourra souvent partager le premier membre de Féquation en plusieurs parties, dans chacune desquelles on . aura soin de mettre un ou plusieurs termes positifs , suivis de ter- | mes négatifs de degré moindre. Alors on déterminera , comme plus haut, par des essais successifs^ une valeur positive à psrtîr de laquelle toutes ces parties soient positives^ et cette valeur pourra être prise pour la limite cherchée. Assez ordinairement! y aura plusieurs manières d'opérer le partage des termes de Féquation , ce qui pourra donner différentes limites 5 mais on dem toujours choisir la limite la moins élevée*
Dans tous les cas, il est à remarquer non-seulement que la fi* mite à laquelle on parvient jouit de la propriété que les nombm plus grands , étant substitués dans Féquation , donnent des résultats pQsitifs , mais encore que ces résultats vont en augmea* tant jusqu'à Tinfini. La première condition est la seule nécessaire pour qu'un nombre soit une limite supérieure des racioci positives : car il résulte d'un théorème , qui sera démontré plu loin (4S3) , que tout nombre au-dessus de la plllis grande n* cine positive doit donner un résultat positif.
Appliquons ce qui précède à Féquation
o:^ — 3:i:^ -f- 2a:' — 3ar T- 1 o = o.
En comparant le premier terme avec les termes négatifs, on aon ^ulement à considérer le polynôme
x'^ — Zx^-^Zx — 10:
or 9 si on essaie successivement ^=:o,iy2;i|«oa trouve qa^f
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:r=4 donne un résultat positif 5 donc ce nombre peut être pris pour limite.
Mais le premier membre de Tëquation se présente de lui-mênie ' comme la somme des deux quantités
x4 — 3x^ et 2J:*— 3a:— 10,
dont l'une devient zéro, etTautre devient positive, par lliypollièse X = 3 : or, cela suffit pour qu'on puisse prendre 3 pour limite.
Soît encore Téqualion, qui nous a déjà servi d'exemple (444/y [ I ] a:7-f-8:r°-f-2j:5— 1 ox*— 4^+ * ®^* — * 4^"" * 00=0,
Parmi les différentes manières de décomposer le premier membre, je choisirai celle-^ :
(xl — iâ>)+ (8x^+2:^5 — ioa:4 — 4ax^)4-(io:c*— 14^)
ou (j:7— ioo)4-8x'(a:34"7^' — ^x— 5)4-ioj:(ar— '^) j
et comme chaque partie devient positive par la valeur x=2, on est sûr que 2 est une limite supérieure des racines positives. Oa voit qu'elle est encore plus approchée que celle du n** 44^*
447« J'indiquerai encore un procédé assez commode employé par Newtojt , et qui donne souvent la limite la plus approchée. Il consiste à chercher un nombre tel que si on le retranche des racines de l'équation proposée, il en résulte une transformée dont tons les termes soient positifs. Alors il est évident qu'aucune valeur positive ne pourra satbfaire à cette transformée , et que par conséqucpt le nombre dont il s'agit surpassera nécessairement la plus grande racine positive de la proposée.
Soit / ce nombre inconnu ^ pour diminuer de / toutes les racines d'une équation donnée X=o, on fait x*: H^> et il en résulte une transformée, en ^, qu'on peut mettre sous la forme
L , U, L", • • • représentant le polyn&me X et ses dérivés, dans lesquels X apurait été remplacé par /• Or, on veut que tous les
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coefficîens de Tëquation en ^soient positifs; par conséquent h question se réduit à trouver une valeur de x qui rende positiTtf toutes les quantités
X, X', X^ X*, etc.
La quantité X étant du degré m^ X' est du degré tti— -i , X" est da degré m — 2 , et ainsi de suite jusqu^à la dernière quantité qui ne contient plus x et qui est essentiellement positive. U convient donc de déterminer d'abord une valeur de x qui rende positive Favantderniëre quantité, ce qui sera toujours facile , puisqu'elle est da ler degré; ensuite on augmentera cette valeur, si cela est néceisaire, jusqu'à ce qu'elle rende aussi la quantité précédente positife; et on continuera de même, en remontant successivepent josqoik X. Pour plus de oommocBté, on n'emploie ordinaire^yent dans cei essais que des nombres entiers.
Pour exemple soil l'équation
On aura
ji;5 ^:e:4 .» 4«3 i^ 6«* — 700<u:-{- 800 SB o.
X = ^r^-l- x4— 4»^— 6r*— 9ooM>4-8o<
X' =s 5**-|-4*' — *2*' — ï^* — 7000, iX''=iox3+6a:»— i2a>- 6, :yX'^=iioa:»+4x--r4,
On voit sur-Ie-cliamp qu'il suffit de faire orcst pour que les dent
derniers polynômes soient positifs. ^X^ le deviendra en preoial a:=2 ; et X% en s'élevant jusqu'à â:=7. Gomme cette valeur leaJ aussi X positif, on conclut qu'on peut prendre 7 pour limite, (h
trouverait 7000-^1 par la règle du n** 444r ^^ i*-|-*k 7000 ou ((
par celle du n® 445*
448< Jusqu'à présent il n'a été question que de )a limite sapé** , rieure des racines positives. Elle est en effet la plus importante)! . car elle sert à trouver toutes les autres. Pour déterminer unef*
inite inférieure de ces racines, faisons a: :=- dans ré<{uation pî*"! ^'è
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posée, el représentons par / la limite supérieure des racines posi^tÎTCS de la transformée. Il est ëyident que j sera un quotient moindre que ia plus petite racine positive de la proposée , de sorte qu'on pourra prendre ce quotient pour la limite cherchéet Dana les applications, il convient qu'elle soit la plus grande possible ^ par
^' conséquent il faudra toujours choisir pour / la limite la plus rap*prochée qu'on pourra.
f Si on n^ayait pas diantre but que d'avoir une limite inférieure diftérentede zéro, on en obtiendrait une sur-le-champ en divisant le dernier terme de F équation donnée par la somme faite de e^ dernier terme et du plus grand coefficient de signe contraire à ce terme.
Pour démontrer cette règle , soit Féquation
[A] af'+Pa:^-».. .+Sx*4.Tarf:tI=o,
En faisant j: = -, et ramenant Féquation résultante à la forme ordinaire, il vient
Or, si on suppose que dans [A] le plus grand coefficient de signe
. contraire àibU ait pour grandeur absolue R, il est évident que tt
sera le plus grand coefficient négatif de la transformée \ donc on
pourrai prendre / = cj + i , et par suite - =11 i^fc? ^ fl^* ®"
c èônforme à la règle énoncée.
c^ 449* Quatit au^ limites des racines négatives, elles se trouve^ ; ront en changeant x en — x dans Téquatiôn donnée. Par-là , on change les signes des racines, de sorte qu*en cherchant les limites -^ des racines positives de la transformée et en leur donnant le si« ^^ gne — , on aura les limites des racines négatives de la proposée. . 4^0. Lorsque, dans une équation, tous les termes ont le même ftigàe, Uest clair qu^aucun nombre positii^ ne peut satisfaire à Té-
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quation; ainsi, il n'y a point lieu, dans ce cas, à chercher les limites des racines positives.
Il n'y a pas lieu non plos à chercher des limites* aux raducs négatives d'une équaiion dont tous les termes de degré pair ont un même signe , tandis que ceux de degré impair ont le signe contraire. Il est clair» en effet, qu'en y substituant un nombre négatif quelconque, tous les termes deviendront de même signe, et ne pourront point donner une somme égale à zéro.
Que les équations soient complètes ou incomplètes^ ces remiT' qnes sont paiement vraies. Toutefois, si le dernier terme manqœ, Féquation a une ou plusieurs racines nulks ; mais en faisant abitraction de ces racines les remarques précédentes subsisteront.
45i. Je placerai ici une proposition qui a un rapport intime avec les recherches relatives aux limites , et qui est d'un fréquent usage dans la haute analyse.
Soit unpoljrnôme IL de la forme
dans lequel les exposans m, n, p, etc. sont entiers ou fraction^ nairesj mais positifs et décroissans» Il existe toujours une va* leur positive de x, telle quen donnant à x des valeurs de plus en plus grandes j le polynôme IL prendra des valewrs qui seront de même signe que son premier termeJ^x^y etquiiront en augmentant jusqu^ à T infini.
Mettons d'abord M en facteur commun, et écrivons
X = M (^a:« + ^ a:«4- ^ a:^4- etc. j.
Dans les parenthèses, parmi les termes en a:», xp^... il peut s'es trouver qui aient des cocfficiens positifs : représentons par T 11 somme de ces termes , et pai* Y' celle des termes affectés de coef' fîciens négatifs. On aura
^1 est clair que tous les termes du quotient de Y' par x~ doivent avoir en dénominateurs de» puissances positives de :r , et que ptf
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conséquent , en donnant à x une très-grande valeur positive , ce quotient sera<^r. Par suite, la quantité entre crochets sera évidemment positive, car af^ est positif et Y ne renferme que des ter-
-: mes positifs \ donc X sera de même signe que M ou ALc!".
Représentons par A cette très-grande valeur, et supposons qu^on
r fasse croître x à partir de A, le quotient de Y' par or* ira en dé-
£ croissant, tandis que ix^ elX augmenteront indéfiniment ; donc la quantité X ira elle-même en croissant jusqu^à l'infini, et c^est ce
r qu^on voulait démontrer.
Si on veut assigner une valeur à a, on peut y parvenir^ comme pour les limites, en substituant au lieu de x des nombres positifs croissans jusqu^à ce que o:^ surpasse Y'; mais on y parviendra encore par le procédé suivant , déjà empoyé n* 378. Supposons qu'on ait ^
ir_R, S T
et que ce quotient soit composé de « termes. Posons les inégalités
R^i Si T^i ,
Tr^r.'* -ri^^T' 7^*^!"' ^^^'^
OU; ce qui est la même chose, celles-ci
a:^>aR, «*>«tS, a:'>«T, etc.
En essayant successivement pour x des nombres de plus en plus grands, on en trouvera un qui satisfera à toutes ces conditions^ et .on pourra le prendre pour A.
Kemarques, Quand les exposans 777,71 ,/?,.. . sont tels que les termes du polyn&me X ne deviennent pas imaginaires en y metjtant des valeurs négatives à la place de x, on pourra aussi assigner _ une vdieur négative .de x à partir de laquelle toutes les valeurs négatives plus grandes feront prendre à X des valeurs de même signe que le premier terme Mj:"*, et croissantes jusqu'à l'infini. En ^^ifet , en faisant a:= — j', X devient
X = M(-^)«4- N(-^)«-l-etc. :
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or, de qudqae manière que les signes se distribaeut , on peut, d'après ce qui précède, dëlerininer pourj^ une valeur positiTej'^=^'| qui remplisse , à Fcgard du polynôme précédent , les conditiou de renoncé 3 donc la valeur négative j:= — a' sera celle qu'A ingil d^assigner. «
Comme cas particulier, on peut considérer celui ou tous lesesr posans du polyn6me X sont entiers. Alors, les termes ne Gênent pas d'être réels quand on y substitue des valeurs n^pitives de x\ par conséquent, dans ce cas, on peut toujours assigoer àâraue limite positive A et une limite négative — a', telles qu^en CunbI croître x positivement à partir de A, ou négativement à partir dt <^A^, il en résultera, pour le polyn&me X, des valeurs qui seront constamment de même signe que son premier terme^ et qui poll^ ront devenir aussi grandes qu'on voudra.
Théorèmes sur les indications que fournissent Us substitutions ds diU nombres quelconques à la place de Vinconnue^
452. Les premiers tâtonnemens qu'on a dû faire pour résoadn une équation particulière, ont été sans doute d'essayer les substitutions de différens nombres positifs ou négatifs, croissans à partir de zéro; et c'est ainsi qu'on aura été naturellement conduit ans théorèmes suivans qui sont de la plus grande utilité dans la recherche des racines.
453. Théorème I. Si deux nombres quelconques ^ substituée successii^ement à la place de V inconnue x, £^^771^ une éauttion Ax'^+Bx"*— *-f-etc.= o, donnent deux résultats de signet contraires^ V équation aura au moins une racine réelle compntt entre ces deux nombres.
i** Supposons qu'on ait substitué deux nombres positifs dti^ Je représenterai l'équation par M — M'=o, M étant lasoiM des termes qui ont le signe-}-? ^t — IVFla somme de ceux qui ont le signe — . Si la substitution de « à la place de oc donne un ré* snltat négatif, c'est qu'alors on a M<^]Vr ; et si la substitotioi de p donne un résultat positif, c'est qu'on a M ^M'. Soit «skmB' dre que ^, et concevons qu'on fasse croître a: par toutes lesoniQ' ces de grandeur depuis a jusqu'à fi.
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Puisque M et M' se composent de termes addilifis qui ne conr ; tiennent x qu'à des puissances entières et positives^ il s'ensuit que ' M et W devront croître en même temps que x^ et de plus, il est \ évident que M et M' passeront par tous les états de grandeur depuis les valeurs qui résultent de la substitution de a jusqu'à celles qui ^ vesultent de la substitution de p. Mais on ayait d'abôrdM<^M% ^ et ensuite on à eu M [> W\ donc , dans rintervalle, il a dû arriver, ^ aa moins une fois, que M ait été égal à M' ('*'). Or, la valeur de x ' ijaî rend M=:M' est une racine de Téquation proposée; donc •ntre a et ^ il existe an moins une racine de cette équation*
Il est clair que la conclusion serait la même, si on avait d'abord M > M', et ensuite M<M',
20 Supposons qu'on ait substitué deux nombres négatifs — • a et ^-— ^. On ramène ce cas au précédent en faisant dans rë(}uation ^ s= — j*. n est clair qu'en substituant a et ^ dans la transformée, les résultats seront les mêmes qu'en substituant a et ^ dans la proposée ; donc , à cause de l'hypolbèse faite dans l'énoncé, ces ré- «nltats seront de signes contraires. Or, les nombres a et ^ sont positifs; donc, d'après ce qui vient d'être démontré^, on est sûr que l'équation en j^ a une racine entre « et p. Mais il suffit de changer les signes des racines de l'équation en jr pour avoir lés racines de l'équation en x} donc cette dernière a une racine entre — a et — p.
3^ Supposons qu'on ait substitué un nombre négatif — a et un nombre positif p. Observons que, dans lés cas précédens, l'un des deux nombres substitués pouvait être zéro , et que le raisonnement subsistait toujours. Cela posé , faisons j: = o : l'équation donnée se réduira à son dernier terme, lequel sera de signe contraire au résultat de la substitution de -^ « ou de p* L'équation a donc une racine entre zéro et —^ci , ou enite zéro et p; et à plus Ibrte raison peut-on dire que cette racine est entre — « et p.
. (^) Ainsi , . dit Lagraroe , deux mobiles qi^'on suppose parcourir une même Hflie dans le même sens, et qui, partant à la fois de deux points difiërens, ■rrivent en même temps à cleux autres points,^ mais de manière que celui qui était en arrière se trouve ensuite plus avancé qu6' Tautre , doivent nécessaire''- "nent le rencontrer dans leur chemin.
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* 4^4' Théoueme II. Lorsque deux quanliiés comprennent enr tre elles une racine de V équation X=:o^ et n^en comprennaU gu^unej si on les substitue successivement dans Féquationj eUet donneront deux résultats de signes contraires : et y en général^ toutes les fois que les deux quantités comprennent un nombre im» pair de racines y lés deux résultats seront de signes contraires] mais quimd elles ne comprennent pas de racines ^ ou quand dia en comprennent un nombre pair ^ les résultats seront de même signe» Supposons que a soit une racine réelle comprise entre den nombres a et ^ , et qu^elle soit la seule. Le polynôme X est dnîsîble par x — a , et^ en nommant Y le quotient , on peut metlif X sous la forme
Faisons successivement a: = a et a: ss ^ ^ les valeurs de T devront être de même signe : autrement il y aurait entre a et p ooe racine de Féquatiou Y=:o, laquelle serait une nouvelle racine di X s= o comprise entre a et ^ , ce quixst contre Thypothèse. Haï d'ailleurs le facteur x — a changera de signe : car les diffêrenca a — a et ^ — a sont des signes contraires , attendu que aest ratR a et ^ ^ donc les deux résultats qu'on obtient en substituant c et ^ dans X sont de signes contraires.
Supposons -plus généralement qu*il y ait entre, a et ^ u nombre impair de racines a^ b ^ c y etc. y on sait que X est divisible parle produit (x — a)ix — &)(a>— c). . •, de sorte qu'en noO" mant encore Y le quotient , on aura
X =(.r— ^) ix'-b)[x—c) • . . XY.
On démontrera comme tout à l'heure qu'en faisant xssza (t x= ^ j les deux valeurs correspondantes de Y auront le mêsK signe, tandis que chaCun des facteurs x — a y x^^b , x — c, ..• change de signe y et comme ces facteurs sont en nombre imptîri on en conclut que les résultats des substitutions de a et de p datf X doivent être des signes contraires.
Celte même démonstration prouve que sHl n'y a point dexicines entre a et ^ , ou que s^il y en a un nombre palr^ les réssl* tats des deux substitutions auront le mêjtne signe.
Remarque. Le théorème qa^on vient de démontrer mérite la pins grande attention, et doit surtout tenir en garde contre quel* ques assertions trop hasardées auxquelles on pourrait se laisser , entraîner. Par exemple, de ce que lessubstitutions de deux quantités ^ donnent des résultats de signes contraires, on peut bien conclure, 'd'après le théorème I , que ces quantités comprennent une racine ; x < mais on aurait tort d^affirmer qu'elles n'en comprennent qu'une ; car le théorème II prouve qu'il pourrait j en avoir plorieurs , en ', nombre impair. Pareillement, lorsque les résultats sont de mime , ligne, on ne saurait affirmer que les deux quantités né comprennent aucune racine, car il pourrait arriver qu'il y en eût un nom* bre pair.
455. Tfi£0EÈME III. Lorsque une équation rC a point de racines réelles^ si on jr substitue à la place de x des quantités réelles quelconques , les résultats seront toujours de même signe.
lin effet , s'il était possible de trouver deux résultats de signes 4Dontraires, on serait assuré que l'équation a au moins une racine Yéelle comprise entre les deux quantités substituées , ce qui est contre la supposition.
Quand on a divisé une équation par tous les facteurs correspondans aux racines réelles, l'équation restante doit être dans le cas dont il s'agit. Mais une équation qui contiendrait des racines réelles donnerait encore des résultats de même signe , si chacune d'elles y entrait un nombre pair de fois. En effet , en nommant A, ^, • • . ces racines, on peut alors écrire l'équation ainsi :
(;P—û)«»(ar— &)««'. ..xY = o:
or , quelque valeur réelle qu'on substitue au lieu de x , les facteurs (x — a)'", {x — ^)"*', . . . ne sauraient devenir négatifs^ cl, d'un autre c&té, Y ne peut point changer de signe, puisque l'équation Y= o n'a que des racines imaginaires.
456. Pbisieurs conséquences du théorème I*' doivent ^être placées icL
i; Toute équation de degré impair a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
Le premier terme étant toujours supposé positif, considérons d'abord le cas oii le dernier terme est un nombre négatif — ^U.
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Nommons -f*^ une limite supérieure des racines positives^ détemùnée comme il a été expliqué précédemment. Si dans Féqualioa on fait x= -{-/, on aura un résultat positif; et si on fait j:=so, oa aura le résultat négatif — U. Donc, entre o et -4~'9 Fëquationa au moins une racine réelle, laquelle ne peut être que positiTe.
Maintenant, considérons le cas où le dernier terme de ïé tion est positif. On remplacera x par — x, et comme le pr terme deviendra négatif, on le ramènera à être positif en dmgeaut tous les signes de Féquation. Par là le dernier terme deTiendn n^tif; donc, en yertu de ce qui vient d^être démontré, onot sûr que la transformée a une racine positive, et par conséquent h proposée a une racine négative.
2** Toute équation de degré pair^ dont le dernier terme êsiné' gatifj a au moins deux racines réelles, Pune positive et tautrt négative.
Faisons successivement x= o et x=«{-/, on aura deux lé* 1' sultats de signes contraires ; donc Féquation a ta moins une racine | positive. Ensuite, si on change x en •— x dans Féquation, latian- y formée aura encore son premier terme positif, et son dernier tenM négatif; doue elle aura une racine positive 5 donc la propotée Ci aura une négative.
Remarque, Quand une équation est de d^ré pair et que lOB dernier terme est positif, ces raisonnemens ne font plus connallR si Féquation a quelque racine réelle , parce qu^alors les subitititions ne donnent plus des résultats de signes contraires» GesX qa*ci effet les équations qui n'ont que des racines imaginaires doiTOt nécessairement être de celte forme : car, si elles étaient de àegi impair, elles auraient au moins une racine réelle 5 et si, étant de degré pair, leur dernier terme était négatif, elles en auraient « moins deux.
457. Par des raisonnemens analogues à ceux du n* précédent, on tire du ihéorème II les conséquences qui suivent.
i" Dans une équation de degré impair j les racines réelles à signe contraire au dernier terme sont en nombre impair et ht racines de même signe^ s'il en existe j sont en nombre pain
Lorsque le dernier terme est négatif^ les substitutions x^od x = '\'làonn9Lnl des résultats de signes difierenS| on coudat^cs
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Ter tu du théorème II, que les racines positîyes sont en nombre fabpair. Si on change x en — j:. Inéquation se transforme en une autre qu'on ramène à avoir son premier terme et son dernier terme positifs : or, qu*ou fasse dans celle-ci x=:o ou x égal à la limite surieuredeses racines positives^ on a deux résultats positifs^ donc }ç8 racines positives de cette transformée, et par suite les racines négatives de la proposée ne peuvent être qu*en nombre pair*
ILorsque Téqualion proposée a son dernier terme positif, la transformée aura son dernier terme négatif. On pourra donc lui appliquer les dernières conséquences, et par suite on conclura que ' la proposée a un nombre impair de racines négatives et un nombre pair de racines positives, ' ' a"* Dans une équation de degré pair. <t si le dernier terme est 9êégatif;t les racines positives sont en nombre impair et les racines mégatives aussi en nombre impair; etj si fe dernier terme est po^ ^itify les racines de chaque sorte ne peuvent exister ^en nombre pair.
Cette conséquence s'obtient si facilement en reprenant le railODnement ci-dessus, quHl est inutile de ij an^éter davantage.
Remarque. Dans tous les cas , ou voit que le nombre total des racines réelles csl de même parité que le degré de Téquation, c^est- W^dire quM est impair ou pair, selon que ce degré est impair ou pair. Donc, s'il y a dés racines imaginaires dans Féquation, elles y lont en nombre pair ^ ce qui est conforme et à la remarque déjà Faite n* précédent, et à la proposition qui termine le n<> 386. ' iJS&. Voici encore une proposition très-simple, qui doit trourcr sa ]:daceici. Si une équation se compose dune suite de termes positifs^ après lesquels iln^jr ait plus que des termes négatifs^ elfe aura une racine positive et n*en aura qu'une.
Pubque son dernier terme est négatif, elle a certainement une racnne positive (4 56); et^ pour démontrer qu'elle n'en a qu'une, ion résonnera comme dans le n* 44^* Nommons Y la somme des termes positifs, — ^Y' celle des termes négatifs, et af la plus petite puissance de x renfermée dans Y : on peut écrire l'équation sous cette forme
43» LEGOtrs d'algèbre.
Soit xs=a la yaleur positiye qai satisfait à réqoaUoni il faat qaV Ion on ait
Oty en augmentant x, le premier membre de cette dgalîtë augmentera , ou tout au moins restefa constant , tandis que le second diminuera \ et le'contraire arrivera en diminuant x : donc x^i^ est la seule racine positive de Fcquation.
, Séparation des racines,
45g« Comme les règles qui servent à découvrir les racines cob- I mensurables sont d'une application extrêmement facile, il coQTieflt, I toutes les fois quW à une équation à résoudre, de chercher 1 d'abord les mcines de cette espèce, tant égales qu'inhales, et dil les supprimer ensuite au moyen de la division* A la vérité, cesn>l cines pourraient se trouver par les mêmes procédés que les nctna incommensurables , mais les calculs qu'ils exigent sont fort Unrîeux, et ils le sont d'autant plus que le degré de l'équ'alioa i laquelle on les applique est plus élevé ^ c'est pourquoi Ton H toujours commencer par abaisser ce degré autant que possible: oi; la suppression des racines commensnrables est un moyen d'opàs cet abaissement.
La même raison suffirait pour rechercher si Féqoation t dem* cines ^ales, afin de la décomposer^ dans le cas ou il en existeniti et d'autres équations plus simples dont toutes les racines fiusflt inégales (4o5). Mais ici on doit remarquer en outre que cetle-pRparation est tout- à-fait nécessaire pour le succès des méthodeifi vont être exposées.
- En coi^scqueDce, je supposerai toujours, dans ce qui va suivie^ que l'équation à résoudre n'a plus ni racines commensoraUei'i racines égales, de sorte qu'en parlant de racines réelles, il ne question que de racines incommensurables et inégales.
460. La recherche de ces racines se partagera en deux psili> dbiinctes. Dans la première, on déterminera, pour chaque radiK» deux nombres entre lesquels elle sera comprise, et comprise toali seule : c'est ce qu'on appelle la séparation des racines. Damli
seconde y on se proposera d'évaluer les racines avec 4el àpgré I d'approximation qu'on youdra.
Si on change dans une équation Finconnue x en — x^ et qu^on prenne ayec le signe — les racines positives de la transformée^ on aura toutes les racines n^atires delà proposée. Ainsi, il suffira de .; montrer comment on trouve les racines positives des équations. 4^1 • Soit une équation quelconque
dont toutes les racines sont inégales. Imaginons qu'on y substitue successivement y à la place de Tinconnue Xy des nombres positifs t^ JPy Ç9 '*9 ^) ^^^-9 formant une suite croissante, commençant à lali^ .; '.mite inférieure des racines positives, finissant à la limite supérieure, , et en outre tellement choisis qu'entre chaque nombre et le suivant : il ne puisse tomber qu'une seule racine de l'équation. D'après le théorème II (454)» il est évident qu'on apprendra avec certitude, par les signes des résultats de ces substitutions, quels sont ceux de - ces nombres qu^ comprennent véritablement une racine ou qui n'en comprennent point3 et alors la séparation des racines positives serait complète.
La condition essentielle à laquelle, sont assujétis les nombres ' P»^»''»^»* •• c'est que deux d'entre eux, pris consécutivement, ne puissent pas comprendre plus d'une racine : or, cette condition sera remplie, si on prend pour ces nombres les termes d'une progression arithmétique dont la raison soit une quantité ^ moindre que la plus petite différence qui existe entre les racines positives ^ de l'équation proposée. Ainsi^ la difficulté se réduit à connaître la raison ^, et c'est à quoi Ton parvient au moyen de l'équation aux ^ carrés de différences des racines de la préposée (^*) .
(*) Cet usage de Téquatioii aux carrés des différences , qui est un point ioi- , portant des recherches de LiGRàiiGB, avait déjà été remarque en 1762, par Waring dans ses il/ûceZ/anea analytica. Mais, dit Laghange, «je ne con- » naissais pas cet ouvrage lorsque je composai mon premier mémoire sur les » -équations. D'ailleurs cette remarque, n^étant présentée par Wàrivg que •m d'une manière isolée , serait peut-être restée loBg-4emps stérile lani les rc- , m chercbti dont j e Tti accompagnée. »
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On a montre comment 's'obtient cette équation (427)* Supposons qu'on Tait trouvée , et qu'on ait évalué , par les procédci connus (448),, la limite inférieure A des racines positives de ceUe équation. On sera s&r que celte limite est moindre que le carré de la plus petite différence qui existe entre les racines de la praposée, et par conséquent on pourra faire
Comme Vx est ordinairement incommeusurablei on prendra pr<-
férablemcnt un nombre rationnel <^ Va.
Lorsqu'on pourra trouver pour A un nombre ^i , on choîsin
pour i le nombre entier au-dessous de Va; et alors , pour opérer la séparation des racines , on n'aura qu'a substituer des npmbra entiers dans l'équation X=o. Quand on aura reconnu ainsi qnl y a une racine entre deux de ces nombres, on pourra encore snbftituerles nombres entiers intermédiaires , et déterminer, par b signes des résultats, les deux nombres entiers consécutifs entre kf quels elle est comprise.
Le plus souvent a sera une fraction <^i, par suite ^sera ausd une fraction <^i, et on aurait ii substituer des nombres fraction* naires. Mais on pourra les éviter par une simple transformatioi, en faisant x=^3xf . En effet, pour que deux valeurs de x aient» tre elles une différence <CJ 9 il est clair que les valeurs de j/ doivent différer entre elles de plus d'une unité; et dès-lors on poom trouver par des substitutions entières les deux nombres consécBtifs qui comprennent chaque racine réelle de la transformée ea^*
462. Envisagée sous un point de vue purement théorique, b méthode précédente résout complètement le problème de lasépiration des racines. Mais si on considère , d'une part, la longue* des calculs nécessaires pour foimer l'équation aux carrés des dit férences , quand l'équation proposée s'élève un peu haut; et,d( l'autre, la multitude des substitutions successives qu*on peut avoit à effectuer, oji ne saurait disconvenir qu'un tel moyeu de solotiM doit être regardé comme presque impraticable. Lagbange, quis'tf long-temps appliqué à affranchir cette métliodc de Femploî d(l l'équation aux carrés des différences , a reconnu qu'on ponnil ^ trouver la quantité i sans calculer cette équation en entier. HAI j
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malgré cette abréviation , les opérations sont encore d'une Ion* gùeur excessive* Voyez la Note lY da Tredt^de la résolution des équations numériques.
Afin de diminuer le travail des substitutions , on aura soin dans chaque cas pàrticulieri de prendre pour limite inférieure et pour limite sapérieure des racines de l'équation proposée^ les nombres les plus rapprochés qu'on pourra , et aussi de choisir pour t le plus grand nombre possible.
Asses ordinairement, après avoir déterminé les limites des racines, tant positives que négatives, on essaie immédiatement les nombres entiers consécutiis compris entre ces limites^ et s'il arrive que les signes des résultats indiquent autant de racines réelles qu'il y a d'unités dans le degré de l'équation, comme on sait qu'il ne peut pas y avoir un plus grand nombre de racines, on sera dispensé de calculer l'équation aux carrés des différences.
£n général, on ne devra omettre aucun moyen propre à éclairer sur la nature des racines, afin d'en profiter pour simph'fier les calculs autant que possible.
Le cas où l'on saurait d'avance que toutes les racines sont réelles mérite surtout d'être remarqué. Il est clair qu'alor& en opérant des substitutions de plus en plus rapprochées, entre les limites extrêmes qui comprennent toutes les racines , on finira nécessairement par trouver dans les résultats un nombre de changemens de signes égal au degré de l'équation ; et par conséquent alors tontes les racines seront séparées. Je reviendrai plus loin sur ce cas particulier (48o).
Remarque, Une objection doit être prévenue ici. Dans le
n** 4^7? pour arriver à l'équation aux carrés des différences, on
doit passer par l'équation aux différences, et celle-ci se trouve par
s une élimination. Or , le seul procédé général d'élimination que
nous ayons exposé est celui du plus grand commun diviseur , et
■ l'on sait qu'il conduit à une équation finale qui peut avoir la dou-
* ble imperfection de manquer de quelques racines et d*en conte-
' nir d'étrangères : par conséquent il semble que, faute d'avoir la
ïTéritable équation aux différences, la méthode qu'on vient d'ex-
:pliquer, pour opérer la séparation des racines, deviendra illusoire.
Âtcc un peu d'attention cette difficnlté ç'éyàpoiiit»
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Supposons d*d>ord que réqnation finale renferme totfiei kl différences des racines , et qa*elle n*aît que le défani: de contenir des racines ëtraogères , il est clair que la limite inférienre de lei radnes sera certainement moindre que la [rfua petite diflférenoe dei racines de la proposée, et que par conséquent en pe«t la prewlie peinr la yalenr de i.
En second lien , supposons qne f équation finde SMnquè it quelques difiérences. C'est que, dans les divisioDS qa'on orpèrepos effectoer Télimination, on aura supprimé qudqoes facteurs^ et on sait qu*en égalant ces facteurs à zéro , on anra des équations qv devront contenir ces différences. Donc , si on ëralae les limila inférieures des racines de tontes ces équations, aussi bien qnecdb de réqnation finale, on sera encore assuré qu'on peut prendre V égal à la pins petite de ces limites.
On peut encore remarquer que, dans la Téritafale ëqaalî<m an di^érencesi, les rsrcines étant deux à deux égales et de s^nes oos* traireis, la plus petite racine négative serait ^ale, au ngut prb,i la plus petite racine positive : par conséquent, si on déieraiine Wl quantité moindre que la plus petite racine pontîre des équatiofli dont on Tient de parler, et aussi une quantité motadre que h pi* petite radoe négative de ces mêmes équations , il sera peitais k choisir la raison i ^ale à la plus grande de cesdeux Unaites, it fraction faite du signe.
464> ^e Tais maintenant présenter quelques exemples Séfftt tîons dans lesquelles il s^agira d^opérer la séparation des radas»
ExE^ftPLE L Soit Féquation
On voit sur-le-champ qu'elle tombe dans le cas du n* 453, et^ par conséquent elle a une racine positive unique. Si on yeut né la partie entière de cette racine, il suffira donc de sobstitucr^ lieu de x les nombres 0,1,2,. • .jusqu'à ce qn'en troatedc* résultats de signes contraires.
Nombres substitués o, i , 2 •
Résultats correspondans ... — 3, _ i ^ ^. y ^
Ainsi la racine dent il s'agit est comprise entM 1 ^ la.
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n Pour chercher les rtcÎKtes nëgatiy?S| oa changty^^ q[ ^w^x* lia , transformée sera
' et comme elle ne renferme qile des signes-f-» il ^t drldènt qu'elle ^* n'a point de racine positive. Donc la proposée n'a point de racine négative, et par conséquent les deux autres racines sont ima*
* ginaires.
* Exemple IL Soit Téquation
t x^'^Sx — 10=30.
Elle est encore dans, le cas du n* 4^^9 ^^> ^i ^° 7 remplace x par -r-Xy elle devient celle-ci,
X^'^'Sx — io=:o ,
laquelle est aussi dans le même cas. Donc Téqualion proposée n'a que deux racines réelles y Tune positive , et Tautre négative. La partie entière se trouvera doue par des substitutipn^ eutièrei comme ci-dessous :
Komb. subst. o, I, 2, 3, Rés. corresp. •— lo, — 14,— 4>"f"56.
Donc la racine positive est entre 2 et 3^ et la racine négative» entre— I et — 2.
Exemple IIL Soit l'équation.
Pour ne point pousser trop loin les substitutions , déterminons d'abord les limites supérieures des racines. En écrivant Téquatiop sous cette forme
et en chercbant une valeur de or qui rende positif le trinôme x^-^-x — 65 , on reconnaît que le nombre 4 est limite supériiiurcdes racines positives. Si ensuite on change x en — Xy tous les tcrmci de Téquation proposée deviennent posiliCi , et Ton en conclul qu'elle n'a point de racine pégative.
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L*éqnatioii donnée n^ayant point de second tenue ^ la somme de ses quatre racines doit être nulle , et que par conséq[aent ces racines ne peuvent pas être toutes positives. Donc , pubque Tëquation n^a pas de racines n^atives , elle doit en avoir d'imaginaires. Mais, d'un autre c6të , on sait que les racines imaginaire sont en nombre pair (4^7)9 donc, si Fëquation a véritablement des racines réelles, elles seront positives et au nombre de deux.
Maintenant il faut essayer les substitutions des nombres entien positifs jusqu'à la limite 4-
Nomb. subst. o , i , 2, 3 , 4 »
Rés. corresp. + 5, — 58, — io5, — 100, +17.
Les sigues montrent qu'il y a en effet deux racines positives^ l'aM entre o et i, l'autre entre 3 et 4.
Exemple IY. Soit encore l'équation
Puisqu'elle est de degré impair , elle a au moins une racine réelle de signe contraire au dernier terme , c'est-à-dire , négative. Ou peut s'assurer qu'elle n'en a qu'une.: car en changeant x en — x, elle devient
X^ — jXr— 7=0;
et celle-ci n'a qu'une seule racine positive (4^8). La substitution des nombres entiers suffira pour déterminer la partie entière de cette racine positive.
Nomb. subst. o , i , 2 , 3 , 4 9 Rés. corresp. — 7 , — i3 , — 13,-1,4-29.
Donc la racine positive de la transformée en— x est entre 3 et {; et par conséquent la racine négative de la proposée est eutre —3 et— 4.
Si les deux autres racines sont réelles, elles doivent être positives; mais jusqu'ici leur existence reste incertaine. Pour lever k doute , essayons la substitution des nombres entiers.
Nomb. subst. 0,1,2, 3 ^ Rés. corresp. 7 , i , i , i3*
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' On ne prolonge point les sabttitutions datAnlage | parce que le ■ nombre x=3 donnant j:^^7ar , il est évident que tous les nbmàs bres plus gi'ands donneront des résultats positifs. Les résultats il ei - dessus étant tous de même signe ^ on n*apcrçoit pas encore ■d qu'il y ait deux racines positives; et^ si elles existent, on ne pour- 9 ra les reconnaître qu'en substituant des nombres plus rapprochés. : Toutefois il faut observer que dans le cas où les deux racines '■ seraient égales , on ne pourrait jamais obtenir dea résultats de signes contraires. Il est donc nécessaire d'appliquer à Féquation donnée les procédés connus pour juger si elle a des racines égales. Par ces procédés, on apprend que les racines sont inégales.
Cela po5é, pour arriver sûrement à la séparation des deux racines douteuses , on aura recours à l'équation aux carrés des différences. Dans l'exemple doçt nous nous occuponS| en ce mo^ ment, on a trouvé (4^9) que cette équation est
Soit fait x=3-, il viendra it
^49 49 On peut écrire cette équation ainsi
et alors on aperçoit clairement que g est une limite supérieure des
Taleurs positives de f/. Donc A =:-' sera une limite inférieure des
Taleurs positives de z ; donc enfin on aura une quantité moindre que la plus petite différence des racines de la proposée , en pre« nant
.^ (*) Comme cette équation n'a point de racines nulles , on apprendrait par Ui, ■i on ne le savait déjà, que la proposée n'a point de racines égales. D'an autre c6té, comme les signes de l'cqnation en s sont alternatifs, on peut a0irmer que lu proposée a tontes ses racines réelles ; maïs cettt contéquciicf est fondée sur tkéorie q«i seta exposée plus ttrd (479).
Ttl •«rait Tintenralle à mettre entre les snbstitatioiis. Mais f afin d'ëyîterlesfractîons, on fera ars-^-j et Téquation proposée le transformera en celle-ci ,
où il n'y aura plus qu'à substituer des nombres entiers.
Afin de diminuer le nombre des substitutions, il sera bon de dé* terminer les limites supérieure et inférieure des valeurs positif» de j:'. Si on remonte à la proposée, on voit d'abord qu'on pcot prendre V'j pour limite supérieure de a: ; puis, en y changeant x
en - , elle devient x^ — or* -|- - =:o , et comme dans celle-ci fo'
nité est limite supérieure, il s'ensuit que dans la proposée Ftiiiité est limite inférieure. Ainsi , dans cette équation , les racines pott* tives sont entre i et V^75 et par suite les racines positives de Iji^ quation en x' sont entre 3Xi et 3xV^7, ou entre 3 et V^63, ou enfin entre 3 et 8. En conséquence on ne devra substituer dam l'équation en a/ aucun nombre au-delà de 8.
Nomb. subst. 3 , 4 9 ^9 ^ >
Rés. corrresp. •4'^7>"h' , — i ,+^7.
Sans aller plus loin, les signes des résultats indiquent deux racines positives , Tune entre ^ et 5f l'autre entre 5 et 6. Pu suite la proposée en aura aussi deux , Tune entre f et f, l'autre entre | et |. On a déjà trouvé qu'une racine était comprise cntR — 3 et — *4 : ainsi les trois racines de l'équation proposée uak réelles , et complètement séparées.
Méthodes d'approximation.
465. Méthode par hippeochement des limites. Après avoir montré comment oh assigne pour chaque racine deuxliu»itessp^ craies entre lesquelles elle est seule comprise , il reste encore à b déterminer avec telle approximation qu'on voudra.
Le premier moyen qui se présente à la pensée c'est de substitoOf dans l'équation proposée , des nombres intermédiaires entre c limite»; jusqu'à ce qu'on trouve deux nonibrev qui| doDnatttàl %
résultats de signes contraires, aient entre eox une différence moindre que la fraction qui exprime le degré de rapproûmation. Alors chacun de ces nombres pmirra être prîs pour la yaknr de la racine.
Pour mienx m'ezpliquer, je suppose que A et B soient deux limites qui ne comprennent que la seule racine a , et qu'on ait B — ^A=D, A élanl<^B. En substituant A-f-4B au lieu de ar , le signe du résultat fera connaître si a est entre A et A-4-*|B, ou entre A+tD et B; par conséquent cette racine se trouvera resserrée entre deux limites qui ne différeront plus entre elles que de •^ D. En répétant une opération toute semblable, on la resserrera entre deux limites qui ne difiièreront plus que de -^ D; et il est évident qu'en continuant ainsi on arrivera à deux limites dont la différence sera moindre qu'une quantité donnée ^. Alors chacune de ces limites sera la valeur approchée de la racine^ à moins de la quantité cT.
Il n'est point nécessaire de prendre pour chaque nouyelle substitution un nombre qu^ soit exactement équidistant des deux dernières limites, et il sera souvent plus commode d'en employer un autre.
Par ce procédé on pourrait porter Fapproximation à un trèshaut degré i mais le calcul descendrait extrêmement laborieux , à cause du grand nombre de substitutions qu'il faudrait effectuer. Aussi ne s'en sert-on que pour obtenir une première approximation , à Y^ près , par exemple ; puis on achève le calcul par une
- méthode beaucoup plus rapide, qui a été indiquée par Newtox,
* et que je développerai dans le n® suivant.
Quand la racine est <^i, il convient de l'évaluer, non à moins d^une fraction de Funilé, mais à moins d'une fraction de cette racine elle-même. Supposons par exemple que la valeur approchée
.■ ne doive différer de la vraie valeur a que d'une quantité <^tô.^ î et soient A et B deux limites qui comprennent a, A étant <CJ^\ ^
. est clair que si on a B — À<^7^A^, à plus forte raison aura-t-on 15 — A<^T^a. Ainsi, il suffira de prolonger les substitutions mit-
, cessives jusqu'à ce qu'on ait deux limites dont la différence soit
iwniidre que le dixième deJa plus petite de ees'Umite|..Att reit«^
^m poum ioà)oaai MsneM: k bmhM A élr^ plu9,gv|ndf qu^ .I9
8oIt en changeant rinconnue x en — , soit en moltipliant ton-
se
tes les racines par uù nombre convenable.
466. Méthode de Newtox. Cette méthode exige , comme oo vient de le dire , que la racine cherchée a soit déjà connue avec une certaine approximation* Pour la commodité du calcul ^ il faot qu^ellele soit au moins à -^ près, et c'est aussi ce que je supposerai. Nommons « cette valeur approchée, et faisons
L'équation proposéa X :=o se transformera en celle-ei
A+A>+iA>«+.-{^ A-y'+etc. = o,
dans laquelle A, A', A% A^,. • . sont les valeurs que prennent le polynôme X et ses dérivés successifs X% X'', X'', • • • par la 8ub6ti« tution de a au lieu de x. De cette équation Ton tire
- A A>« Ay
La valeur àejr que nous voulons trouver est plus petite que^t par conséquent j**, y^^, . • sont respectivement moiadres que ,«0 riz^^ . • • Admettons, pour un moment^^que l'ensemble des temcs qui renferment ces puissances sojt <!Th : il ^^t dair qu'en les né gligcant , on aura pourj^ une valeur approchée à moins deïi»} savoir :
En conséquence, je pousserai la division de — < A par A' jusqu'anS centièmes, j'ajouterai le quotient à la première valeur, a, et j'ao« rai ainsi, pour la racine a^ une nouvelle valeur, ^^ que je regar* derai comme approchée à moins de 7^.
On corrigera (Sette valeur ^, comxpe on a corrigé a. A cet effet
on posera
et ici la valeur de jr qu'il faudra cheieher sera <irz%* En maiit B^ B' I B'^, . • • ce que deyiennent leapolynitna X, X^, X',..
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par la substitution de ^ à la place de x^ la transfonnëe sera
On en tire
B BV" BV ^ B' 2» a.3B' '
et, en négb'geant les termes eo^*, j*', etc.. on a
Puisqu'on a supposé j*<; 7-5 , les puissances supérieures de^ sont <C(t^)* 5 et , en admettant qu'il en soit ainsi de toute la partie négligée, la valeur précédente de^ serait approchée à moins de (ï-ô-?)'« C'est pourquoi l'on portera jusqu'à la 4* décimale l'évaluation du quotient de — B par B', puis on ajoutera ce quotient avec p, et l'on aura pour la racine ^ nue nouvelle valeur, y, qu'on regardera comme approchée à moins d*une unité décimale ' du 4* ordre.
En continuant de cette manière^ et en négligeant toujours les termes qui contiennent les puissances de la correction y^ supé* rieures à la première, on admettra que la partie négligée à chaque transformation est moindre qu'une unité décimale de l'ordre double de celui de la dernière décimale à laquelle l'opération précédente avait porté l'approximation \ et alor» on obtiendra des va« leurs approchées successives , dans lesquelles le nombre des décimales ira toujours en doublant. On voit aussi combien l'approximation sera rapide , puisqu'on aura déjà 8 décimales après la troisième correction, i6 après la quatrième , et ainsi de suite.
On doit encore remarquer combien est simple et régulier le calcul de ces corrections ; car il est évident qu'elles se déduisent toutes de la même formule
en j remplaçant d'abord x par a, puis par §, et ainsi de suite : de telle sorte qu'après avoir fourni la première correction; elle four-nit encore la seconde^ puis la troisième, etc.
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loin d'être certaines^ car elles reposent sur des suppositions qui ne sont point toujours yraies. Par exemple, il te pourrait que dans la première correction l'ensemble des termes en J^> jr^,»«« fût >TT?5 ou que dans la seconde il fùlX^s^)'; etc. L'habi- . tude du calcul suggérera, dans les cas particuliers, les précautions quHl convient de prendre pour employer cette méthode avec sûreté f et même je vais montrer qu'il sera toujou^^ facile de vérifier, après chaque correction , si l'on a réellemei&t atteint l'approximation présumée.
Remontons à la valeur p , qu'on suppose approchée à -^ près. Pour qu'il on soit ainsi , il faut que la vraie valeur de la racine soit entre p — ~ et p, ou entre p et p+rJr- En conséquence, on substituera dans X les trois nombres p — 7^, p, ^+r5T> ^^ si le résultat de la substitution de p — —> ^^ ^^ P+ttîj est de signe contraire à celui que donne la substitution de p , on sera certain que la valeur p est véritablement approchée à ~ prps. Mais, si les résultats sont de même signe, on sera certain que cette approximation est exagérée ; et , dans ce cas , il faudra prendre pour point de départ une valeur plus approchée que a* Par exemple^ au lieu d'une approximation à un dixième près, on en cher* chera une à undemi-dixième^ puis on examinera, comme on vient de l'expliquer, si la correction fournie par la formule [i] est exacte jusqu'aux centièmes. Si elle ne l'est pas, on recommencera le calcul , en se servant d'une première valeur encore plus approchée , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on ait la racine avec deux décimales exactes.
On examinera semblablement la valeur approchée qui résalCen de la correction suivante; et si la 4* décimale est Cautiye , oi|h supprimera. Si les trois premières sont exactes, on procédera à une nouvelle correction , qui donnera une valeur dont l'approiimation sera présumée s'étendre jusqu'à la 6* décimale, et qu'il faudra vérifier par le même procédé. La marche à suivre n'a pas besoin de plus amples explications.
Fou^iER , dans un ouvrage intitulé : Anafjrse des JSquations^ indique certaines précautions à prendre, à l'aide desquelles Fap* proximation devient mv^Mi t( ff^imtt il doiU]i^ une règU pQV
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juger da nottibrc dfis ilécinudes extdtes que diaqae opértdon
ajoute à celles qtd sont d^jà connues. Mais , pour exposer ces
rectifications, qui d^ailleuirs font perdre k la méthode une grande
partie de sa simplicité, il faudrait faire descendre dans les élémens
plusieurs propositions qui jusqu'à ce jour ont appartenu à la haute analyse ^ et pour cette raison je renverrai à rouyrage même de
FouRiBR, ou aux Elémens iT Algèbre récemment publiés par
MM. Mater et Choquet.
467. METHODE DE Lagbange. EUc cousiste à exprimer chaque racine réelle en fraction continue. Si elle exige des calculs plus laborieux que celle de Newton , au moins a-t-elle Pavantage de conduire à une approximation cettaine.
D*après ce qui a été dit' en parlant de la séparation des racines, à la fin du n* 4619 îl ^st permis de supposer que les racines de Féquation à résoudre différent entre elles de plus d'une unité, et que la partie entière de chaque racine réelle est tléjà connue. Soit
l'équation dont il s^agît, et soi( « la partie entière d'une racine réelle et positive. Si on fait
on aura une transformée en j-, que je représenterai par Ts= o , et qm sera du mêm'e degré que X = o. La valçur de j- qu^il faut connahre, pour avoir la racine cherchée , doit être positive et plus grande que i; et de plus il est évident que^ ne peut avoir qu'une seule valeur de cette espèce , autrement il y aurait deux valeurs de X entre « et a-4*' • Donc, si on substitue dans Y=:o la suite des nombres i , 2, 3, etc., on est sûr de parvenir à deux résultats désignes contraires; et les deux nombres substitués comprendront entre eux la valeur cherchée dejr^ de sorte que le plus petit de ces deux nombres sera la partie entière de cette valeur. Nommons p cette partie entière, et faisons
z On tara une transformée Zsso, qui aura une racine unique plus
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grande que i : de sorte que la subi dtaticm des nombres 1 1 2 1 3, etc. fera encore connaître la partie entic^re de cette racine. Soit ^^ cette partie entière, on fera
et il viendra une nouvelle transformée , U=o , dans laquelle il y aura une racine unique plus grande que i , dont on déterminera encore la partie entière par la substitution des nombres i , 2, 3, etc.
On continuera ainsi la suite des transformées aussi loin qall sera nécessaire.
Maintenant, si on observe qu^on a posé successivement
x=a+-, j-=^4.-, z = y-f--, etc.,
on çn conclut que la racine cberchée peut s'exprimer par la Cno* tion continue
H-etc. Ip
On sait qu^en calculant les réduites successives on peut toujomi P atteindre telle approximation qu^on voudra (3 10). Mais, poorae point faire de calculs inutiles, il sera bon, à mesure qa^on tronil les nombres a, p, y, etc., de former les réduites correspondantes (3o8); et, dès qu'on parviendra à deux réduites -consécutives tello qu^en divisant Tunité par le produit de leurs dénomiuateun 00 ait une fraction moindre que Terreur permise, on sera sûr que la première de ces deux réduites aura l'approximation requise (3ii]. Le calcul des équations transformées enj*, z, etc. est asNS long ; et, afin de faciliter, il convient de remarquer la loi suivant laquelle les cocfUciens de chaque équation se déduisent de Téqna-
tion précédente. Or, quand on fait x=:a-^- dans X= o , si oi
nomme A, A', A", ... les résultats qu'on obtient en mettant « k la, place de x dans le polynôme X et dans ses dérivés X', X", •••} la transformée peut d'abord s'écrire ainsi :
A+A'-H ;H 3+elc. =0,
j- 2^* ' i*^jri
ni io
1er si
Pé
: Par coaséqaent , en multipliant par jr^, m étant le degré de rëquation, la transformée Yaso fera
Ar'+A>^'+fAy^*4-ïnA->--5+etc.===o ,
et l'on saura comment ses coefficiens se tirent de Téquation X=o. L'équation Z=s,o te calculera semblablement : c'est-à-dire ^ qu'elle sera de la forme
B«"«4- F^*-« +^Wz'^-^ 4- '^,B»a'»-3 4. etc. = o ,
£ et que les coeiEcicns B, B', B", elc. s^obliendront eu substituant p à la place de j" dans le polynôme Y et dans ses dérivés. Ainsi de suite pour toutes les autres transformées.
468. Remarques. Tout ce qui a été dît jusqu'ici sur la détermination approchée des racines réelles pourrait évidemment s^appli- .^ qucr aux racines commensurables , si on avait négligé d'en dé* ** karrasser l'équation. En prenant toutes les précautions nécessaires pour ne conserver que des décimales exactes, la méthode de * K EWTON finirait par donner une quantité décimale terminée ou périodique; et celle de Lagbaitge conduirait à une transformée _ qui aurait une racine entière. Toutefois, sans parler de la longueur "" des calculs , on comprend que ces méthodes seraient insuffisantes pour découvrir cette sorte de racines : car, lorsqu'une racine serait incommensurable, elles n'apprendraient pas si les opérations doivent s'arrêter ou se prolonger indéfiniment.
Lorsque la seconde méthode fera trouver une fraction continue dans laquelle certains dénominateurs se répéteront dans le même : ordre, on pourra soupçonner que la fraction continue est périodique; et alors, d'après ce qui a été démontré (3 15), elle représenterait une quantité irrationnelle de la forme n-f-K ^. Pour décider si la fraction continue est véritablement périodique, on s'y prendra comme il suit. Supposons que y=o et Y,=: o soient des équations qui donnent le même dénominateur dans les deux premières périodes : il est clair que ces équations doivent avoir une racine commune, et par conséquent on pourra la reconnaître en mettant ^ans chacune la même lettre pour représenter l'inconnue , et en ^sherchant ensuite leur plus grand commun di?iseur. Cette racine ^iant trouvée, on remonte facilement à celle de la proposée X=o.
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J'ajouterai encore que si Téquation X=o ne renferme qnedei coefHciens rationnels, elle ne peut pas avoir la racine irrationnelle
a^V^ b sans avoir aussi la racine a — Vb. Cette proposition est trop facile à démontrer pour qu'il soit nécessaire de s'y arrêter.
application des nUihodes éP approximation à um exampU*
Soit réquation
On a trouvé n<> 464) ^x- IV, qu^elle a une racine positive entre I et I, une autre racine positive entre 7 et f , et une racine né^ tive entre — 3 et —4. Proposons-nous de calculer, par la méthode de Newton, la valeur approchée de la première racine.
Il faut d'abord en approcher à -^ près, en resserrant les limita I et j. Ces limites, en décimales, sont i ,33 et 1,67 3 et les sigoei des résultats provenant de la substitution de ces nombres dm, réquation sout -f- et — . Si on substitue le nombre moyen i,5| le résultat est — o,i25^ donc la racine est entre les limites i,3} et 1 ,5. Or, le nombre intermédiaire i ,4 ne difiere de la secooA que de 0,1, et de la première que de 0,07^ par conséquente est sûr que la valeur a:= 1,4 approche de la racine à y; pi^*
Maintenant pour obtenir une plus grande approximation |1 faut recourir à la formule [i] du n® 4^6,
Dans notre exemple on a X=:a:^ — 7^+7? X'=3x"— yjiï par suite la formule des corrections sera
*- ^ ^ Sx»— 7
Si on y substitue la valeur approchée »= 1,49 il vient
et de là on conclut que la valeur de x, approchée, à ~ prillf j:= 1,4— o,o53= 1,35.
et
se
m ti
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Mais cette approximatioa n'est encore que présnmëe. Pour la vérifier, je substitue dans Féquation U valeur i ,35 elle-même, puis cette valeur augmentée de 0,0 1.
1,35 donne 4" 0,01 o375, 1,36 — 0,004544?
et comme ces résultats sont de signes contraires, on est assuré que les centièmes sont exacts dans la valeur
Pour avoir une plus grande approximation, on substituera cette valeur dans la formule [2]. Il vient
et la nouvel!^ valeur approchée seraxis i,35-|-o,oo68=i,3568. Pour la vérifier il suffira de substituer dans Féquation les deux nombres i ,3568 et i ,3569.
1,3568 donne 4" ^y ^^^ i4i ^^ 4^3»
et le changement de sigUe prouve qu'en effet la racine cherchée sera connue avec quatre décimales exactes en prenant
En continuant de la même manière on pourra porter Fapproximation aussi loin qu'on voudra.
Par des calculs semblables on trouvera la seconde racine positive de Féquation* Pour avoir la racine négative , qui est entre —3 et — 4) ^^ ^^'^^ y a de plus commode est de changer x en — x, La transformée aura une racine positive entre 3 et 4» dont on cherchera la valeur approchée ^ puis on prendra cette valeur avec le signe — .
470. Appliquons maintenant la méthode de Lagbancb au calcul de la même racine* Dans le n? 464 y I!x* lY, pour changer Féquation donnée
a:'— 7:p-J-7aB:o -
fie» UyOM D*ALOfcaiC«
cn'titte min dobt Id racines diffënssmt eiilri dles d« pl«s d* iliiitëy onâfaitx=7a/, eton airouyë
[1 faut donc chercher, par le moyen des fractions continues valeur de sf comprise entre 4^5; puis en la divisant pax on aura la valeur de x comprise entre f et f .
Les opérations qu^on doit effectuer successivement pour obti x\ sont renfermées dans le tableau suivant :
Eqnat. en nf. d/'-^63â/-4-i8gai o
1 '• Transf. Ar5+ A>»+i A>+ î^ A*= o ,
A = 4'-63.4+i89«+i, ^ A' t=3.4»— 63;=— r5, lA" =3.4 =+12, ^A*=+i;
jr=i4 donne — 27, J^=»i5 +181,
a' Transf. Bz'+B'z'+i B'';2+^ B'^ss o ,
B=5 14'— i5.i4'4-ia.i4+i= — 27,
B'==3.i4'— 3o.i4+i2=+i8o, iB"=3.i4— 15=+27, -^B*'=4-i-
27Z'— ï8oz» — 27Z— i=so* z = 6 donne — 811, zr±=7 +35i,
G es 27.6^^180.6*— a7«6-—lbae—8ll|
811 1/*—- 7!i9W*— 3ô6tt — ^7=530.
ws=3i donne — aSt,
On peut continuer le s transformées. Un les arrêtant ici, on aura
1+etc.j
et les réduites^ calculées suiyant les règles connues (3o8)y seront
«- * , ' * - ATP
Dans la 1'% -f , l'erreur est en moins eK^ 7—4 ou ^jj Dans la 2«, *| , Terreur est en plus et < j^^ ou 7— j Dans la 3", -g^, l'erreur est en moins et<^ j^.^ ou y^ j Dans la 4*, ^> l'erreur est en plus et <CTrTr« ^^ TiTT»«
Pour apprécier l'approximation de la 4*9 sans connaître le dénominateur de la 5", on remarquera que ce dénominateur est «a moins ^[al à 99-4-85 ou 184*
Enfin, on divise ces réduites par 3, et on a ces yaleurs^
lesquelles sont approchées, altematiTement en défaut on en excèS| à moins des fractions ^, |yy^, tHtîj tHt?»
On trouvera de la même manière les valeurs approchées de b lecoude racine positive ; et quant à la racine négative, comme elle »st seule comprise entre — 3 et — 4> ^^ ^^ cherchera en opérant tmikiédiatemeiit sur l'équation proposée sans passer par Tëqualion
471. Remarque. La yalenr d^une ndnè inôommensimUe ii*<tant obtenue qu'arec approximation, on ne peut point &ter œtlc* racine de Tëquation an moyen de la division, comme dans le cas oîi elle serait exactement connue. Si on neigeait le reste de h division et qu*on (égalât encore le quotient h zéro, pour en déduire les autres racines, il est bien vrai que les erreurs seraient en giéoé- . rai renfermées entre des limites assez étroites : cependant, il poniw rait arriver que ces racines subissent des altérations considérables, et même qu^clIes cessassent d'être réelles pour devenir imaginaires ou vice versa. Aussi cette simplification ne doit-elle êue employée qu'avec une extrême circonspection.
Recherché des racines imaginairea»
472. On a vu (461) que, par des substitutions convenablement réglées, on peut toujours savoir combien une équation a de racines réelles. Si ce nombre n'est pas ^al au d^ré de l'équation, on est s&r qu'elle doit avoir des racines imaginaires; et, pour compléter la résolution de l'équation, il reste encore a détenniner cette sorte de racines. .
On sait (386) qu'elles sont toujours en nombre pair, et par
couples de la forme a±ihV — i , atlb étant des quantités rédks. En conséquence, dans l'équation proposée on fera
et comme l'équation proposée est supposée n'avoir que des coeiciens réels , elle se changera en une autre ,
dans laquelle Y et Z seront des polynômes, en j* et z, qui ne itt* fermeront' aucun coefficient imaginaire. Or, les. valeurs qu'il fal déterminer pour j* et z doivent être réelles; et, pour vérifier aïK de telles valeurs l'équation ci-dessus, il faut qu'on ait à la fois I %
la question est donc ainsi réduite à chercher les valeoiareeUeidvl w et js qui conviennent à ces deux équations t A cet efiet, on élimliNaf
entre elles Fane des inconnues, jr par exemple; pois on cherchera les racines réelles de Fëquation finale en i ; après quoi on cherchera les Yaleiuf correspondantes àty» en ayant soin de rejeter les solutions dans lesquelles cette inconnue serait imaginaire. 11 est inutile de dire «que toutes les précautions nécessaires doifent être prises pour n'oBiettre aucune solution et pour n'en point ad<« mettra de puisses*
CHAPITRE XIX
Théorèmes remarquables sur les équations.
Usage qu'on en fait.
ThéorèiM dû DescabteS. Conséquences. Conditioju de la réalité des
racines,'
473. Théoeeme deDcscaetes. Lonqu'on passe d'un terme au auîfant, on dit qu'il y a variation ou permanence y selon que le signe change ou qu'il reste le même. Par exemple , l'équation x7— -ajr^ — S^r'-f-âr — losso aurait trois variations et une permanence. Gela posé, pour présenter le théorème dont il s'agit de la manière la plus simple et à la fois la plus exacte, on l'énoncera en ces termes :
Une équation quelconque , complète ou incomplète , ne peut pas ttvoir plus de racines positives que de variations.
Parmi les démonstrations qu'on en a données , la plus facile est celle deSÉGNEA. Elle consiste à examiner le changement produit dans les signes d'une équation , quand on y introduit une nooTelIe racine positive ; et elle a été présentée par Gauss à peu prta sous k ferme snirante.
Considérop» une équation quelconque , coDplète ou iacom-
an*
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' tant qu^oD n^assiguera point de valeurs particnlières aUY çoeffi* ciens de Téqualion [i]. .
Or, quels que soient ces signes > il est évident qu^il j a dans le produit total au moins une variation de af^^ h — P*, tandis que
.! le multiplicande n^en contient qu'une seule de j:^ à "^^9 de mémei il y eu a au moins une de — P* à +Q* > ^^ ^^^ seule de — P ^+Qî et en continuant ainsi, on reconnaît qu'à la fin le produit a au moins une variation de ±T à q:Ua , tandis que le multiplicande n'en a aucune après le terme ±:T ^ donc le pro*
^ duit a au n)oins une variation de plus que le multiplicande* De 14 on conclut que chaque racine positive ^ introduite dans une équa-
- tien , doit j apporter au moins une variation ^ donc une équa^' iioTif etc.
Par exemple, Féquation x^ — 2x^5=0 ne saurait avoir plus de deux racines positives.
474* Si da|is unp équation on remplace x par — :r, toutes les racines changeront de signe i par conséquent le nombrç des variations de la transformée indiquera comhien , au plus , la proposée a de racines négatives. S'il s'agit de l'équation a:^-*2j:-|-5=s o, la transformée en — -jt, après y avoir changé tous les signes , sera x^ — ar-r-5=;o i et comme elle n'a qu'une variation , la proposée ne saurait avoir plus d'une racine négative.
4?^' Quand l'équation est complète et qu'on y remplace x pa|: *-ir, il est évident que, sur deux termes consécutifs, l'un conserve son signe tandis que l'autre prend un signe contraire à celui qu'il avait ; donc les permanences deviennent des variations et viçe versé» Donc une équation complète ne peut pas avoir plus de racines négatives que de permanences.
Cette conclusion peut également s'appliquer aux équations incomplè.tes^ mais alors il faut avoir soin de rétablir les termes manquans, lesquels doivent être regardés comme ayant le coefficient ziio» Par exemple , soit encore l'équation
Sona cette forme elle n'a pas de permanence i et cependant elle a une radne négative , car elle est de degré impair et son dernier terme est positif (456). Mais si on restitue le Mcond \efWi9 dzûx*9
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elle detieat
et alon, soit qu'on prenne +ox' ou — oj:' j elle a toujours une permanence (*).
47^* Dans une équation complète , le nombre des yariations ajouté à celui des permanences donne une somme égale an nombre des termes de Téquation moins un, ou, ce qui est la même cbose, au degré deFéquation, ou, enfin, ce qui est encore la même cbose, au nombre des racines. Or , il ne peut y avoir ni plus de racines positives que de variations, ni plus de racines négatives que de permanences^ donc, si toutes les racioes sont réelles, il doit y avoir précisément autant de racines positives que de variations, et autant de racines négatives que de permanences.
Lorsqu^on ignore si toutes les racines sont réelles, cette conclusion ne doit plus s^appliquer, attendu que les racines imaginaires peuvent subsister également avec des permanences et avec des variations. Par exemple, si les racines de l'équation x^-^px-^-^^o sont imaginaires , il est clair qu'elles le seront encore en changeant p en — p. • . 477* Lorsqu'une équation est incomplète, il est souvent fadle, par ce qui précède , de reconnaître qu'elle a des racines imaginaires ^ et pour cela deux moyens doivent être essayés. Le prenuer sera de compter les variations de la proposée ainsi que ceHcs de la transformée en — Xj et, d'après les n**' 4?^ ^^ 474 / ^1 °c pént pas y avoir plus de racines réelles que] ne L'indique le nombre de toutes ces variations ; donc, si ce nombre est surpassé par le degré de Téquation, ou sera certain qu'il y a au moins autant de racines imaginaires que d'unités dans le nombre excédant.
Par exemple , si l'équation est x"* — i=o et que m soit pair, on apprendra sur-le-champ qu'elle a, au plus, deux racines réelles; et,
* Assez ordinairement y voici comment on énonce le théorème de Descaktbi: Une équation ne saurait avoir plus de racines positives que de variations, ni plus de racines négatives que de permanences. Mais la seconde partie de cet énoncé est inexacte, ainsi que l'observent très-judicieusement MM. MATBtet Ghoquet dans lenrs élémens d'Algèbre, à moins qn'on n'ajoute que réqnatioDOt complète , tandis que cette restriction est inutile pour la première partie. L'é* quation :c^«— aar-f-5s=o suffît pour montrer là justesse de cette remarque.
comme il esl ëvident qu'elle en a deux , -)-i et — i , on peut affirmer qu'elle a m — 2 racines imaginaires.
47^« Le second moyen sera de rétablir les termes manquans en leur donnant zéro pour coefficiens. Mais ' alors on pourra les regarder aussi bien comme positifs que comme négatifs; et, quelque signes qu'on adopte j si toutes les racines de Féquation sont réelles, on devra toujours trouver le même nombre de variations et Je. même nombre de permanencQfi (496}. Donc, quand il en sera autrement, Féquation aura des racines imaginaires* i
. Soient Qa:«4"^'*'"' ^®^* termes d'une équation, entre lesquels il manque le terme en x""^^. On le rétablira et on aura ces trois termes ..
Qx»dboa:'»-»+Il*""'- Si Q et R sont de mêmesigne, positifs, par exemple, il estckir que ces trois termes donneront deux permanences ou deux variations, selon qu'on prendra -4~o ou — o; donc lorsqu'il manque un terme entre deux termes de même signe > Féquation a des racines imaginaires. Tel est le cas de Féquation a:'-|-2j>f-5=o.
Si Q et R sont de signes contraires^ on ne peut plus rien conclure : car, soit qu'on prenne -|-o ou — o, l'ensemble des trois termes donnera toujours une variation et une permanence. Ce cas est celui de Féquation x^ — 2:i:-4-5=o.
. Soient maintenant Qa:"+Rar""-* deux termes entre lesquels il en manque plusieurs. En les rétablissant on aura
Or, on peut donner au troisième ox""* le même signe qu à Qj:*, et alors, d'après ce qui vient d'être dit, on sera sur que Féquation a des racines imaginaires. Ainsi, lorsque plusieurs termes consécutifs manquent, Féquation a toujours des racines imaginaires. C'est ce qui arrive à Féquation binôme jf'"dzi=o.
479« Ce qui vient d'être dit, dans le n° précédent, conduit naturellement à rechercher les conditions auxquelles on. reconnaît que toutes les racines d'une équation sont réelles. Cette question est une des plus importantes de Falgèbre, et on en aura une solution en appliquant le théorème de Desgartks à Féquation aux carrés des différences*
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Reprësentons par Xs=o une équation donnée, et par Deso réquaiion aux carres des différences. SU n'y a dana X as o qoa des racines réelles, les carrés de leurs différences seront dea quantités réelles el positives; donc Féquation Dsso ne devra avoir qaa des variations de signes. Mais supposons qu*il y ait dea racinci imaginaires dans Xao , et admettons, ainsi qu'on Ta dëmonUé n^ 386 , qu'elles doivent s'y trouver par couples de la foim
a±bV^^j a et b étant des quantités réelles. En conaidéranl les deux racines conjuguées d'un pareil couple , on Toit que k
carré de leur différence est {ib V^^^)* ou —4^', quantité essentiellement négative. L'équation D:=o aurait donc des racines n^ativcs, et par conséquent des permanences de signes (^yS).
Donc , pour qu'une équation n'ait que des racines réelles , // faui et il suffit que V équation aux carrés des différences n*aii que des variations»
Pour Féquation du 3* degré
a:5+Qj:4-R=so, on a trouvé (42g) que l'équation aux carrés des différences est
z3+6Q2»4-9Q»j4-4Q34.27R*3so.
Si l'on veut que cette dernière ne présente que des YarialiaBii il faut qu'on ait Q<[o et 4Q'+27B.*<Co. Or, la seconde conditioa ne peut pas être remplie sans la première; donc , pour la réalité des racines de l'équation du 3* degré, une seule condition est nécessaire, savoir :
Méthode de M. EvDkJHf fondée sur le théorème de DESCKKTESf pour ré* aoudre une équation dont toutes les racines sont réelles, '
480. Cette ingénieuse méthode a été exposée dans un Mémoiii lu à rinslitut, en i8o3^ et l'auteur, en 1807 , l'a aussi fait ooanaitre au public daus un ouvrage , dont une seconde éditioa 9 paru en 182:2, sous le titre de- Nouvelle méthode pour la rétiAh'] tion des équations.
Cette mëlhode exige l'emploi de transformëei succetsires qu^on K>umit obtenir en disant ar« jf'+i , a/=j:"4-i > ar"t=:a:^+i , etc. *our calculer les coef&ciens de ces équations , M. Bvdan donne me règle fort simple, qui ne demande que Temploi de Taddition t de la soustraction. Cette règle, quHl désigne sons le nom d^a/orithmej ne constitue pas une partie essentielle de la méthode ^ laîs, comme elle facilite considérablement le calcul , je commencrai par l'exposer.
Soit un polynôme quelconque^ par exemple,
i on y fait a:=:a:^-|-i , il se change en
a lieu de développer les puissances , observons : i° qu'eu multi' liant A pary-f^x et ajoutant B auproduit, il vient A(j:'4- 1)4"^) ^ qu'en multipliant ce résultat par xf'^i et ajoutant G, il vient (a/4-i)'+B(a/4-i)+C5 3* qu'en multipliant de nouveau par '4"i et ajoutant 0 , on retrouve l'expression [2] qu'il s'agit de ^velopper.
Il faut donc examiner comment on passe d'un polynôme en oc^ u produit de ce même polynôme par j/<4"^ \ ^^ i^oui cela il sufkt de faire attention à la multiplication ci-dessous :
I est clair que, dans le produit, les deux coeffîciens extrêmes rcs* intles mêmes que dans le multiplicande, et que ceux des termes Btermédiaires s'obtiennent en ajoutant successivement le 1*' coef^ «cient du multiplicande avec le 2*, le 2* avec le 3*, le 3* avec le *j et toujours de même, quel que soit le nombre des termes. On •Qt même comprendre les termes extrêmes dans cette loi , en 'iisidérant le premier terme du multiplicande comme précédé Qu terme dont le coefficient est zéro , et le dernier comme suivi Ui terme dont le coefficient est aussi zéro. Alaiotenanty li on applique cette loi aux multiplications succès-
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sives par j/+i ^^"^ î^ ^ ^^^ P^^^^^ pl"* liant, on Toit facSemeat que les coefficiens du dëveloppement de Texpression [a] peuveiit s'obtenir par la règle suivante :
Ecrivez les coefficiens du polynôme donné sur une même igne^ de cette manière s
A, B, C, D, etc.
Au-dessous du !•' coefficient A , écrivez ce même coefficient y lequel restera placé seul sur sa ligne;
Au-dessous , écrivez une autre ligne composée de deux ter', mes , dont le i*' sera A, et dont le 2« sera formé en ajoutant jt" avec le a* coefficient ^ B, du polynôme eni;
Au-dessous de cette ligne j forme z^en une autre composée à trois termes , dont le 1*"^ sera encore A , dont le a* sera formiez ajoutant le i*' terme de la ligne précédente avec le a* terme àe cette ligne, et dont le 3* sera formé en ajoutant le a* terme à cette même ligne avec le 3« coefficient, C, du polynôme en x ;
Continuez de la même manière^ c^est-à-direj ayez soin deph mer toujours chaque ligne nouvelle en écrivant d^ abord le i terme de la ligne précédente^ en ajoutant chaque terme de crtft ligne avec le terme suivant j et enfin en ajoutant le dernier avcs un nouveau coefficient du polynôme en x.
Quand tous les coefficiens du polynôme en x auront étée» plcj-cs^ on aura une ligne qui contiendra autant de termes qud j- en a dans ce polynôme; et ces termes seront les coefficitn du polynôme en x' ou x — i .
Par cxemplcj soit Téquation
Il ne faudra pas oublier de compter comme zcro les coefficiens dci termes manquans^ et alors les calculs se disposent ainsi qu^ilsaiti
Cocff. de Téq. en x
GoefF. de Te'q. en x— i
—If 0,
—7, — la,
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Donc IVquaiioQ en x^i sera
481. Par le même alf^rithme on passera de la transformée en x-^i à celle en 'or-*' 12^ de celle-ci à la transformée en :r-«3; et ainsi de suite. Ancnn procédé ne saurait être plus simple et plus rapide pour obtenir ces transformées successiyes.
482. Il est bon de remarquer ici que , par la nature même de Falgorithme dont il s^agit , on est sûr d^arriver à une transformée dans laquelle tous les cocffieiens seront de même signe. H est clair en effet que le 2« coefficient finira par être de même signe-quc le i*'l puis le 3*, de même signe que le 2*3 puis le 4*9 de même signe que le 3*^ etc. Et d'ailleurs , dès qu'on est paryenn à une transformée dont tons les coefficiens sont de même signe y il est éridcnt qu'il en sera ainsi de toutes les suiyantes.
Par exemple, soit Féquation
En effectuant les calculs ,d*après la règle , on aura les coefficiens €»-des80us :
Pour réq. en a: i , +0, —7, +7 5
en a:— 1 • • • i , -{-S , — 4> "4" ^ 5 ena: — 2.«.i,4-6,+5, +!•
Sans aller plus loin on voit que l'équation en x-^tk n'a que des termes positifs; d'où il suit que or— 2 n'a pas de Talcur positire , ou, ce qui est la même cbose, que l'équation donnée n'a pas de racine positive plus grande que 2.
483. Le même algorithme s'applique ayec une facilité égale , lorsqu'on doit opérer sur Tinconnue x des diminutions successiTes de 10 en 10 , ou de 100 en 100 , ou de 1000 en 1000 , etc. Par exemple, si elles doivent avoir lieu de 10 en 10, on commencera par faire x=iîoaf ,f}jàs on passera de Téquation en j/ aux équations en a/ — i, a/— 2, etc.
En apportant un léger changement à cet algorithme , on peut aussi l'employer pour trouver des transformées en â? -f" 1 9 x^2f a:+3, etc. Il est clair en effet que des raisonnemens ana*
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logues à cenx du n* ifio conduiront , pour obtenir une tnuufiffmée en ar-{-i à un algorithme 8embld>le , ayec cette seule di£Gironce que chaque quautité qui est désignée dans le premier , comme devant être ajoutée avec une antre, deyra au contraire en être retranchée. Au reste, en changeant x en — cr dans Téqnirtion donnée, puis diminuant x d'une unité , Féquation résnlume sera la même que si Ton eût augmenté d'une uuité FincomuN primitive •
434. J'arrive présentement au procédé de M. Budab pour tésoudre une équation dont toutes les racines sont réelles. En TtK» pliquanty je supposerai , ce qui est toujours permis j que Féqaar tion n'ait plus de racines égales , et je me dispenserai ansii in parler des racines négatives , attendu que leur détermination m ramène à celle des racines positives.
D'après la règle de Dzsga&tes (476) , l'équation proposée en s n'ayant que des racines réelles, doit avoir précisément autant ds variations que de racines positives. Or, si on désigne par a un non* bre réel quelconque, et si on fait x — oe=^, toutes les racines de la transformée en x^ ou x— ^« seront encore réelles j par comiquent le nombre des variations de cette transformée indiquai aussi combien elle a de racines positives.
D'un autre c&té , il est évident que si « est un nombre positif^ et que l'équation proposée en x n'ait pas de racine entre o et c, la transformée en x — a conservera autant de racines positives qae la proposée 3 mais que si celte proposée a des radhes bntre o et% la transformée aura de moins un pareil nombre de racines positivai Donc, en comptant le nombre des variations perdues dans le pH* sage de l'équation en j: à la transformée en x— «y on Saura oob* bien la première a de racines positives entre o et •• PareilleiBent, « étante «, si on passe de l'équation en j>— aà une nouyelle tian* formée en x — «% le nombre des variations, qui se tronyeront di moins dans la seconde que dans la précédente^ fera connaître oob" bien l'équation primitive, en :r, a de racines positives entre a eti/i Cela posé, voici comment M. Budan détermine successivement tM les chiffres des racines, jusqu'à tel ordre décimal qu'on Toudit* 1 1
De l'équation en x on déduira les transformées en â:— i , X'^^fM I ^ jusqu'à celle en ^r— 10^ et en comptant les yarialions perdiMsà
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diaquè ttranifotmation , on apprendra combien la proposée a de racines entre 6 et i> combien entre i et a,«.., et enfin combien entre 9 et 10.
Les racines dont Fexistence est ainsi reconnue sont tontes <Ii o;
- mais quand on aura une méthode pour les déterminer en déci- ' maies, il sera facile d'obtenir aussi les racines comprises de i o à i oo, > de I oo à 1 000 , etc. Eo effet, il suffira de faire x^ i oxf dans l'équation
en or, et de chercher les valeurs de xf qui sont <^i o ; puis de faire • xfsssicx" |dans l'équation en j/, et de chercher les valeurs de
- fe^ qui sont <^io; et de continuer de cette manière jusqu'à ce qu'on
- parvienne à une transformée dont tous les termes soient de même iigne, ce qui finira toujours par arriver. Par ces raisons, je me borllerai à expliquer comment on trouve les chiffres décimaux des racines <^io. La marche à suivre s'offre d'elle-même.
Supposons qu'on ait reconnu qu'une ou plusieurs racines soient
tïoinprises entre le chiffre a et a-4"i« Pour trouver les dixièmes
^e chacune de ces racines, on fera io(jr<^a)=3a/ dans l'équation
mn X — tf, puis on cherchera la partie entière des valeurs de j/,
jiAT le même moyen qui a déterminé « : c'est-à-dire qu'on calculera
les transformées en j/»-i, x' — 2, etc. en ayant soin de ne pas
mller au-delà de xf — lo, et qu'ensuite on comptera les variations
perdues à chaque transformation^ ce qui fera connaître s'il y a des
"valeurs de x! entre o et i , entre i et 2, etc. , et par conséquent le chiffre
des dixièmes de chacune des racines cherchées. Nommons «' celui
qai appartient à l'une d*elles, on fera io(j:^ — o!y=^xP\ on répétera
sur l'équation en x^ les opérations qui ont été faites sur l'équation
en x! ^ et on connaîtra le chiffre a" des centièmes. En continuant
ainsi, on pourra trouver autant de décimales qu'on voudra.
Il peut se faire qu'on rencontre plusieurs racines qui aient les premières décimales communes. Mais comme l'équation en x n'a pas de racines égales, on est sur que les racines comprises entre M et f»^'! finiront toujours par se séparer. On reconnaîtra que la iifSparation d'une racine est complète, quand la dernière transformée n^aura qu'une seule racine positive de moins que la transformée précédente , on ^ ce qui est la même chose , quand elle n'aura qu'une seule variation de moins* 485. Je n'entrerai pas dans de plus longs détails sur la méthode
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de M. BuDAïf ; mais je ferai remarquer qu^eUe pent être aulyie pour troayer les racines, comprises entre deux limites.qudconqaes AetB, toutes les fois qu'on connaît le nombre de ces racines, quand.même rëquation aurait des racines imaginaires. Il est clair, en efifet, qu'elles doivent finir par se séparer ; mais il faut de, plus, qu'on en soit averti.' Or, c'est ce qui aura lieu, si on fait attention que U dernier terme d'une transformée en x — p est égal au résultat de la substitution de p dans l'équation de :t:; de sorte que la suite des opérations.devra amener dans les derniers termes des transformées autant de changemeps de signes qu'il y a de racines entre Aet B^ M. BuDAN a aussi essayé d'étendre sa méthode à toutes les équations, lors même qu'on ignore la nature des racines; et il croit, sa moyen de la seule règle de Dbscartes, pouvoir s^afEranchir da long et pénible calcul de l'équation aux carrés des différences. Mais les géomètres en ont jugé autrement , et notamment LAGHàirGE dont l'autoritéest si considérable en cette matière. Yoyezrintrodooûoniesoa Traité sur la résolution des équations ^ 2* ëdit. i8o8(^
Théorème de RoLLE* Autre manière de reconnaitre la réalité dêt roôfUL
486. Th^orehk de Rolle. Dans une équation quelconque ^ F\x)ssOf de la forme
[i] a:"^-Pj::«-»+Q:i:«-*+etc.=o,
les racines réelles ont pour limites particulières les racines de Véquation dérivée i^(a:)=o.
Pour plus de netteté , nous supposerons d'abord que F[xy=i^ n'ait point de racines égales. Soient a, &, c, etc. les racines réelles de cette équation, et a% U , d^ etc. les racines imaginaires : si onpo^
* M. BuDAR montre bien que si on fait tous les calculs comme s'il existait dci racines réelles entre -p et p-4-i, et que cependant il n'y en ait point , rerreur k l'hypothèse deviendra manifeste. Il prouve également que s'il existe, sans qu'os le sache, des racines réelles entre p et p-t-i, elles doivent infailliblement fiai par se séparer. Mais il ne donne aucun moyen pour juger si Cette séparatioi est complète : de sorte que par sa méthode on pourrait arriver à une équatioa qui n'aurait qu'une seule racine réelle entre deux nombres \/ et f/-M; et faiU d'un caractère pour le reconnaître , on serait exposé à continuer les cakilif sans avoir jamais de raison pour s'arrêter.
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on aura
2ïT(x)=ç(x)x4'(a:)5
et, d'après ce qui a été dit (4o5) sur la composition du polynôme
Aéxiyé F\x)y
f..(^)^ ? WX^W . <? WX4W . ^^
ou, ce qai est la même chose,
Supposons que a^b^Cy dy. représentent les racines réelles rangées par ordre de grandeur, en commençant par la plus grande; puis faisons successÎYement xssa, ^, c, • • . ^ et examinons les signes des Taleurs correspondantes de F'(x).
D'abord, il est clair que chaque substitution fera évanouir 9(x), mais que le polynôme •^/(x) , qui ne renferme aucun facteur réel , ne pourra devenir ni nul ni négatif (455). Ensuite, si on observe que
J^=(x-A)(x-c). . . , ^ = (x-fl)(x-c). . . , 5L-L = [x — a) (x — h) . . . , e te. , *
il sera facile de voir que les substitutions de a, &, c, • • • amènent les résultats ci -dessous :
x^=ui donne -^^>o, donc jF'(«)>o;
x^b donne ^<o, donc F'{bXs>]
x=c donne •^^>o, donc JP'(c)>o:
etc.
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Ces résultats étant alternativement positifs et négatifs , il s^ensoit que Téquation F'(a:)=o a au moins une racine réelle entre a et h^ au moins une entre b et c, au moins une entre c et dy et ainsi de suite.
Soient a^y ^,9 c,,... gi les racines réelles de F\a:)=o, rangées aussi par ordre de grandeur. On vient de reconnaître qu'elles sont comprises, partie entre a et by partie entre b et c, etc. De là on conclut que Féquation F(x)=o ne peut avoir qu'une seule racine au-dessus de a^ , qu'une seule entre a^ et bx y qu'une seule entre . br et Ci,* • . , et enfin qu'une seule au-dessous de g^.
Tel est le sens exact du théorème de Rolle. Il n'établit pas que deux racines consécutives de l'équation dérivée F\x)=^o comprennent nécessairement une racine de la proposée jP(j:)=oj mais seulement qvi! elles ne peuvent pas en comprendre plus dune.
De ce théorème on tire naturellement la conséquence que, dans une équation , le nombre des racines réelles comprises entre deax ' quantités « et ^ ne peut pas surpasser de plus d'une unité le nombre des racines de la dérivée qui sont comprises entre les mêmes quantités « et ^. Donc aussi le nombre de toutes les racines réelles d'une équation ne peut pas surpasser de plus d'une unité celui des racines réelles de la dérivée. Il est d'ailleurs bien entendu qu'il pourra être moindre.
Ce qui précède semble n'être applicable qu'aux équations dont toutes les racines sont inégales; mais on y comprend aussi le cas des racines égales. Et, en effet, on peut arriver à ce cas en parlant d'une équation qui n'aurait d'abord que des racines inégales, et dans laquelle on supposerait quef plusieurs racines , prises consécutivement, se rapprocheraient graduellement jusqu'à devenir égales entre elles. Alors, les résultais des substitutions de ces racines égales dans F\x) deviendront tous égaux à zéro ; mais il faut toujours les considérer comme ayant des signes tels que la suite entière des signes des résultats ne cesse pas d'être alternative; et chaque racine deF'(a:)=:o comprise entre deux racines qui deviennent égales devra être elle-même égale à ces racines. De cette manière la proposition de RpLLE aura toute la généralité désirable, aussi bien que la conséquence qui y est jointe et tout ce qui va être dit dam le n*^ suivant.
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Cette explication, qu^il serait facile de remplacer par une autre plus satisfaisante, suffira aux lecteurs qui ont quelque habitude de . Fanal yse.
4S7. Les considérations qui mènent au théorème de Rollc p peuvent aussi fournir des caractères pour reconnaître si les m racines de l'équation F(x)^o sont réelles.
Admettons qu^en effet elles le soient, et continuons de les reprc- . senter, suivant Tordre de leurs grandeurs, par a, ^, c, • • • On a vu que l'équation dérivée F\x)^=^o doit avoir au moins une racine réelle entre a et ^, au moins une entre b et c, etc. Mais comme elle ne doit pas avoir, en tout, plus de m— i racines, on est sûr . qu'entre deux nombres consécutifs de la suite âr, ^, c, • • • il y a une racine de Féquation dérivée /^'(ar)=o, et qu'il n'y en a qu'une. Plaçons aussi ces m* — i racines par ordre de grandeur, et nom-, mons-les ^x, 61, Ci, etc.
Puisque a^ est entre a et ^, b^ entre b et c, etc., il est facile de voir que si on substitue successivement a^, 61, etc. à la place de X dans F(.r), les résultats seront alternativement négatifs et positifs ; de sorte que,
Pour P{Pt)^ ^Ift)} ^Ci)y etc.,
on a "" > + > — > etc.
D'un autre c6té , on peut appliquer à la fonction F^(x) et à sa dérivée F"{x) tout ce qui a été dit de F{x) et F^(x) dans le n"4865 donc.
Pour F Vx), ^-'(^x), -P'(^0, etc.,
on a + > — > "H > etc.
Donc les produits F(ûfOXi^"(^i)> ^(^«)X^''(^x), etc., seront tous négatifs.
Or, si on fait F(x) XF\x)ss:j'^ et qu'on élimine x entre les deux équations
[2] P'(^)=o, Fix)x:F^{x)^jr,
les racines de l'équation finale en j- seront précisément les produits ci-dessus 5 donc, puisque tous ces produits sont négatifs, l'équa* lion en^ n'aura que des racines négatives, et par suite tous »e$
termes auront le signe -{-.
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Ainsi, quand Téquaiioii F(x)s=o n^a que des racines réelles, il doil arriver que toutes celles de F'{x)=o soient réelles aussi^ et en outre qull n'y ait que des signes -(- dans l'équation en y^ résultant de Télimination de x entre les équations [3].
Réciproquement, ces conditions étant remplies^ on peut démontrcr que toutes les racines de F{x)=o seront réelles. D^abord, les m— *i racines de iP'(j:)=:o étant réelles, il est éTÎdeut que les m — i valeurs de j- ou F^x) 'X,F"{x) sont réelles, et le n® 4^ prouve que les quantités F''{a^\ F\h^^ etc. doivent avoir les signes alternatifs -^ — etc. Ensuite, de ce que Féquation en^ n'a que des signes -|-| on conclut qu'elle n'a point de racines positives; et, puisque d'ailleurs on sait que toutes ses racines sont réelles, elles ne peuvent être que négatives : donc les m — i produits
F{a,) X F"(aO, i^*.) X F"{b,), etc.
sont n^atifs. Or, les seconds facteurs ont les signes altemstifs •4- — etc. ; donc, les quantités i^^i), i^*(^x)> etc. devront avoir alternativement les signes — - et -|-. Donc il existe , entre Ox et Is limite supérieure des racines de l'équation i^(j:)sso, une racine de cette équation, il en existe une entre bx et a^^ une aussi entre Ci et &i, etc. Donc enfin les m racines de cette équation sont réelles.
Les conditions qui se tirent de Féquation en^ doivent être re* gardées comme actuellement connues : car on obtient cette équation par une simple élimination. A la vérité , il pourrait rester quelque doute à cause des facteurs qui s'introduisent ou se suppriment pendant l'élimination, mais cette difficulté s'évanouira en déterminant exactement l'équation finale par la méthode dits Aes fonctions symétriques , qui sera exposée Chapitre XXI •
Quant aux autres conditions , qui exigent qu'il n^ ait que do racines réelles dans l'équation dérivée F'(^)=o, elles sont enoeie à chercher. Or, cette équation n'est plus que du degré 772 — i , et en lui appliquant les mêmes raîsonnemens qu'à F{x)=o , on réduira encore la question à chercher les conditions qui assurent 11 réalité des racines de la seconde dérivée F\x)=:Oj laquelle n'est plus que du degré 772 — 2. En continuant ainsi , on descendra jusqu'à une équation du 2* degré en x , dont la dérivée , étant da
f degré, ne saurait avoir de racine imaginaire ; de aorte quUors la seule condition à remplir sera que Téquation en^, qui est aussi du i^' degré , ait ses deux termes de même signe.
Remarque* Si on se reporte aux raisonnemens qui ont conduit à faire usage de l'équation jr=:F(x)X-^''(a:), on apercevra facilement qu'on peut la remplacer par celle-ci ^=M/^a;)X^"(x), M étant une quantité positive quelconque. Cette remarque prouve qu'on peut introduire ou supprimer dans les polynômes P{x\ F*{x), F"{x)f etc. y tels facteurs positifs qu'on jugera con- Tenables pour simplifier les calculs.
488. Le nombre des conditions auxquelles on parvient par ce procédé, pour une équation de degré quelconque m , est facile à déterminer.
Ces conditions doivent toutes se tirer des équations successives en y. Or, la première de ces équations résulte de l'élimination de X entre les équations [a]
F\x)=Oy j-=F{x)xF"(x) 5
et comme F\x)=so a /»— i racines, l'inconnue j* doit aussi avoir m — i valeurs : donc l'équation en j- sera du degré m— 1 1 donc y pour que tous ses termes soient de même signe, il y aura m — I conditions.
Semblablemtnt , la deuxième équation en ^, résultant de l'élimioation de x entre 2^*(a:)=o eijr=F'{z)X.F'(x)j devra donner m — 2 Conditions^ et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on tombe sur une équation du i^'' degré en j*, laquelle ne donnera plus qu'une seule conditipn. Donc , en reprenant toutes ces conditions en ordre inverse, leur nombre sera
Il est digne de remarque que ce nombre de conditions est précisément le même qu'on trouve par l'emploi de l'équation aux carrés des différences (479) î et toutefois il peut se faire que quelques unes des conditions rentrent dans les autres. L'équation du 3" degré en est une preuve: car, pour cette équation, on a vu et on va le voir encore tout à l'heure, que les conditions se réduisent à une seule..
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489. Pour première application , soit rëquation Dans cet exemple, on a
et sur-le-champ on voit que l'équation F'(a:)= o n'a pas de racine imaginaire, puisqu'elle est du 1*' degré.
Pour avoir Téquation en j-, les deuii équations entre lesquelles on doit éliminer x sont
2ar+P=o, j-=(x'+Pa:-l-Q)X2.
Or , Félimination donne
r+afiP'-Q)=o:
donc, pour que les deux termes de cette équation soient de même signe, il faut qu'on ait
jP'-Q>o;
et cette condition est la seule nécessaire pour assurer la réalité des racines de Féquation du 2^ degré.
490. Considérons encore Féquation du 3* degré. Si elle a son second terme, on peut le faire disparaître sans changer le nombre des racines réelles (392)^ c'est pourquoi je la prendrai sous la forme
Dans ce cas on a
F{x)=x^+Qx+Ry F'(x)=2x*+Q, r'(x)^Gx.
Il faut d'abord que Féquation dérivée 3a:*+Q=o n'ait que des racines réelles^ et, pour que cela soit, la condition est éfidemment Q<Co»
Ensuite il faut éliminer x entre les équations
3a:»+Q=o, y={x^+Qx+R)X,6x.
La seconde revient à celle-ci.
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et la première donne
Par suite on a
/*-{Q'+6Ri:, d'où ^^2^*J
ctj en mettant cette valeur dans l'équation 3a:"4"Q=°> ^ vient, toute réduction faite,
j''+TQ!r+IQ(4Q'+27R*)= <>.
Pour que les trois termes de cette équation aient le même . signe , il faut et il suffit que le terme tout connu soit positif. Mais déjà on a vu que Q doit être négatif 3 donc la nouvelle condition sera
Enfîn, en remarquant que cette condition ne peut pas avoir lieu sans que Q soit négatif , on conclut , comme au n* 479f qu^ellc est la seule nécessaire pour assurer la réalité des racines de Féquation du 3* degré.
Théorème de M. Budan. Son utilité dans la résolution des
équations,
491. Nous avons déjà cité, n^ 4^9 Fouvrage publié en 1807, sous le titre de Nouvelle méthode pour la résolution des équations numériques. L'auteur y énonçait un théorème important qu^il présentait eomme une extension de la règle des signes de Descâr- TES , et dont on pouvait facilement apercevoir la vérité à F^ard des équations qui n'ont que des racines réelles \ puis il ajoutait m qu'il avait de fortes raisons de le croire applicable à une équac< tion quelconque. » Plus tard , en 181 1, il mit cette assertion hors de doute par une démonstration qu'il communiqua à FInstitut. Lagrânge et Legendre qui furent chargés d'en faire Fexamen, jugèrent que la démonstration était exacte et que le théorème était nouveau.
Cependant, long-temps après, Fourieb en a revendique Finyen-
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tion ; et, en effet, si on lit avec attention raTertittement qni précède l'ouvrage composé par ce savant, et publié par M. Nayier, en i83i, sous le titre S!Ana7j-se des équations ; on ne peut guère clouter qu^il n'ait donné l'énoncé du théorème dans ton coon d'analyse à l'Ecole Polytechnique en 1797. Mais il ne paraît pai aussi certain qu'il en ait eu une démonstration ayant M. BuDiir, et cette raison m'a déterminé à le mettre soiis le nom de cet auteur. Pour mieux faire connaître en quoi il consiste, je reprends les choses de plus haut.
Une équation en x étant donnée | et a étant an nombre positif quelconque , soit fait x =^--4- « : on aura une transformée en y dont toutes les racines seront celles de la proposée diminuées de «5 et il est évident qu'autant l'équation en x renfermait de ra« cines entre o et a , autant il y aura de racines positives de moins dans la transformée en y ou x — «. Or, lorsque toutes les racines d'une équation sont réelles , on a vu que le nombre des racines positives de cette équation est égal à celui des variations de signes : donc, si l'équation proposée en j: n'a que des racines réelles, on devra trouver dans la transformée en or — a autant de variations de moins qu'il y avait de racines entre o et * dans la proposée. La présence des imaginaires empêche cette conclusion d'être générale ] mais dans tous les cas on peut établir, et c'est le théorème énoncé par M. Budait , que le nombre des racines de l'équation en Xy comprises entre o et a , ne peut point surpasser le nombre des variations perdues en passant de cette équation à la transformée en 0?-— «.
Soit X =:o une équation du degré m en j: , et soient X^ , X',«.. XC"*— 0, XC"*) la suite des fonctions dérîvées de X, jusqu'à celle qui ne renferme plus l'inconnue x. Si on fait x=^y'^a^ on (^ tiendra la transformée en j^ ou x -*a; et, si on ordonne cette transformée à la manière ordinaire , ses coefELciena seront les valeiu* que prennent , pour .r = a , les fonctions
X(^) x("^') ' x^ xr^ X
D'un autre c6té , pour o: s= o , ces fonctions doivent se rédoire ant coefiSoiens de l'équation X=:o ; car alors la transformée doit de-
yenir celle qu'on aurait ene en faisant x^=^y. Ainsi , le théorème dont il s^agit revient à démontrer que si on compte le nombre des variations de la suite ci*dcssiis, après y avoir fait j:=:o, et aussi, après y avoir fait :r=sa , le nombre des racines de X=ao, comprises entre o et a , ne peut pas surpasser celui des variations qui se trouvent de moins après la seconde substitution. Remarquez que dans cette suite de fonctions on peut supprimer les diviseurs numériques, et même multiplier ou diviser chacune d'elles par tel facteur positif qu'on voudra, puîsqu'alors les signes ne sont pas altérés.
C'est à peu près ainsi que Foubier présente le théorème dans son ^Ànafjrse des équations ^ et je vais en rapporter ici l'énoncé et la démonstration tels qu'on les trouve dans cet ouvrage.
492. Théorème. Etant donnée une équation quelconque ^^^=^0^ de la forme
si y dans la suite des tol'^i fonctions
on substitue alternativement deux quantités réelles quelconques «6 cf P, a étant <^p , et sij après chaque substitution^ on compte les variations de signe que présente la suite des résultats : le nombre des racines comprises entre tù et ^ ne peut Jamais sur^ passer celui des variations perdues de x=a à xs=p , et quand il en est surpassé j il V est toujours d'un nombre pair,
La démonstration se fera en examinant les changemens de signes qui peuvent s'^opérer dans la suite [i] lorsque x croît d'une manière continue. Or, il est clair qu'aucune des fonctions de cette suite ne doit changer de signe sans passer par zéro : car, si l'une d'elles change de signe en y substituant successivement deux quan* tités, on sait qu'il existe, entre ces quantités, au moins une valeur de X qui rend cette fonction égale à zéro. C'est pourquoi l'on doit particulièrement faire attention aux altérations produites dans les signes, lorsque x passe par une valeur a qui fait évanouir une ou plusieurs fonctions de la suite [i]. La clarté exige que l'on considère ayec ordre différens cas. Je préviens ici que je représenterai
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]e premier membre de Téquatlon indifféremment par X ou ptr F{x); et les polynômes dériyés, par X', X% etc., ou par ^(x), JP'ix), etc.
1^ Supposons que la valeur a:=a rende nulle une seule des fonctions, et que ce soit la dernière X ou F{x).
Puisque a ne rend nulle aucune des fonctions qui précèdent X, on est certain qu*en prenant une quantité h aussi petite qu^on Tondra, et en substituant successivement a — h et a-^h au lieu de x dans ces fonctions, les deux suites de résultats devront offrir exactement les mêmes sigues que si Ton avait substitué a. Il n'y a donc qu^à comparer les sfgnes donnés par les substitutions de a— A et de a-|-A dans les deux dernières fonctions, F\x) et F{x)» Ces fonctions deviennent
F' {a— h) et F(a — Aj, pour x=:a — h; F*{a+h) et .F(a+A), pour x=a+h.
Mais on sait que
FXa—7i) = F{a) — hF'{a) + etc. , F{a+h)=F(a)+hF\a)+cic. ,•
donc, en obser? ant que F{a) = o , on a
F(a— A)=— AJF"(û)4-etc. , F{a+h) =+AF'(a)+etc.
On peut prendre h assez petit pour que cbaque développement représente une quantité de même signe que son premier terme ; par conséquent, nous avons simplement à comparer
les signes de F'^a-^-h) et ^F\a)y avec ceux de jP'(a-(-A) et F\a).
Or, on a déjà remarque que F^(a — h) et F'(^+.A) ont le même signe que F'(a); donc, en ne faisant attention qu'aux signes, on aura une des deux combinaisons suivantes :
Pour a — h ... + — i / .. ^. Pour û+A ... ^ — |- j ( .
Donc la substitution de a^h dans la suite [i] donne une yariati^Q de moins que la substitution de a— A*
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a* Supposons que plusieurs foactîons consécutives deviennent zéro, et qu'elles comprennent la dernière F(x). Soient
CCS fonctions consécutives, qui deviennent nulles quand on fait .-r =a. On sait que ce cas est celui où Tcqualion F(x)=^o renferme i racines égales a a; et comme on supppose que ni la fonction iF'CO ni aucune des précédentes ne deviennent zéro par la valeur de x = a^ on est sur que si h est suffisamment petit, les signes de la suite [i] ne pourront être altérés^ en passant de 0? = a — h h a-=a+A, que dans la partie qui vient après I\0 {x). Ainsi , il nous suffira de comparer les signes des deux lignes cidessous :
[«] F(0(û — ft) , F^-^Xa— h),,.. F'ia^h) , F(a—h) , [3] Fi%a+h), F^-'Xa+h) ,. . . F^ia+h) , F(a+h),
Si on développe successivement F(*"-0(a— A), FC*— ■)(« — /i), etc., et qu^on ait égard aux hypothèses F{a)=o^ F\a)=s:Oj* . . FC'~0(û) =3 o , il vient
/ro--0(a— 7z)=:FC^0(a)— A i?(0(a)+etc.
:=— h Fif){a) + eic.
= +r^h*F^%û)eic.
etc.
La quantité h étant aussi petite qu on veut, le premier développement est une quantité de signe contraire à F(0(a), le second est une quantité de même signe, et ainsi de suijtc, en alternant les signes jusqu'à F{a — h).
Si on développe de la même manière les valeurs correspondantes ka-^'h, il est évident qu'on aura des quantités toutes de même signe que F^%à). D'un autre c6té, les signes de jPCO^û — h) et de jPC'Xûr-^^) doivent être les mêmes que celui de F^)[a), La ligne [2] n'a donc que des variations , lesquelles sont en nombre 2 , tandis que la ligue [3] n'a que des permanences.
Ainsi, l'ensemble complet des signes de la suite [ij, lorsque x
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passe de a — h & o-f"^» ^^^^ perdre i variations, c'est-li-dire, tout autant qu^il y a de racines ^ales à a.
3° Supposons encore que la valeur x=^a rende nulle une leok des fonctions, mais que ce spit une fonction intermédiaire X('')oa
Ecrivons la suite [i] comme ci-dessous , en mettant des poiatt à la place des termes qui nous sont inutiles :
...XC«+0,XW,X(»-0, ...
Puisque X(") est la seule fonction qui devienne zéro en faisnt a:= a 9 il s'ensuit que chacune de celles qui sont avant ou apiif X(") doit donner le même signe en y substituant a—hj a^h^ ou a.
Si la suite précédente ne comprenait aucune des fonctioBl XC"~~0, X("—') , . • . qui sont après X(") , le cas que nous examinons serait semblable au premier, et on serait sûr que la suite da signes correspondans à a — h , comparée avec la suite des signa correspondans à a-{-^9 perdrait une variation. £t même on a ta que cette perte a lieu , parce que les deux derniers aiguës préstttent Tune de ces combinaisons :
Pour a — A...-]-— -1 /-^-|-
Pour a^h •••++) ( — — .
Par conséquent, si on écrit sur la même ligne les valeurs que pren* nent les trais fonctions XC^+O, X('0, X("*~0, par la substitution de a — Iv^ et au-dessous, sur une autre ligne, les valeurs que prennent ces fonctions par la substitution de a-]-^, les signes ne po1l^ ront offrir qu'une de ces quatre combinaisons :
Pour a — h • • • -^ 1-
Pour a+/i • • • 4" "4" "I"
Quel que soit le signe qui ait lieu, ce tableau montre que, dans le passage de a — h à ^H-A, la suite [i] perd deux variations ou n'en perd aucune.
4° Supposons que plusieurs fonctions consécutives deviennent nulles, et qu'elles ne comprennent point la dernière X.
Ecrivons la suite [i] comme ci-après
. . .X(«+0, X^M-^-O,. . . XW, «-0. . .,
et admettons que les i fonctions comprises entre X('»+0 et XC^—.O deviennent zéra, sans que cela arrire à aucune autre. Ce n^est que dans cette partie qu^il pourra y ayoir des modifications de signes en passant de axssa — h à a:=a^h. Si la suite [i] finissait à XC")^ on rentrerait dans le 2* cas, et l'on conclurait qu'il doit y avoir 1 variations perdues. Mais pour avoir égard à la fonction XC"'-''), il &ut distinguer l'hypothèse de i pair, et celle de /impair.
Lorsque î est pair , le nombre des termes X("+Oy • . . X(*) est impair. Or, d'après ce qui a étë dit dans le 2* cas, si ou descend de X("+0 à XC''), les signes résultant de la substitution de a — h seront alternatifs ; donc X(") sera de même signe que X("+0. Au éontraire , les signes résultant de la substitution de i^-f-A seront tons semblables à celui de XC^+O. Mais cette dernière fonction doit avoir le même signe après chaque substitution ; donc aussi la fonction XC") aura le même signe ^ donc, de x-ssa — h à x^=sa^hf le nombre des variations perdues est f .
Lorsque £ est impair , le nombre des fonctions X("+0 , • • • X(*) est pair ; et le raisonnement ci-dessus prouve qu'alors les substitutions de a — h et de a-}-A donnent pour XC") des résultats de rfgnes opposés. De là il suit que les deux termes X(") etXC"—') ne peuvent offrir, après les deux substitutions, que l'une de ces quatre combinaisons :
Dans la première et la dernière, une permanence est remplacée par une variation ; et , dans les deux intermédiaires, c'est une variation qui est remplacée par une permanence. Donc le nombre des variations perdues par la suite [t] n'est plus /, mais bien 1 — z
ou /+!.
Ainsi, quand i* est pair, le nombre des variations perdues est i ; et quand i est impair, ce nombre est i — i ou î-^i j donc ce nombre est toujours pair.
5* Supposons en dernier lieu que la substitution de a fasse évanouir des fonctions dans diverses parties de la suite [i]*
Si danii ces fonctions il s'en trouve £ consécutives paimi lesquelles soit comprise la dernière X, l'équation Xsso a i racines
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égales k a; et, par ce qui a été dît i** et 2*, on sait qne ces fonctions évanouissantes donnent lieu à une perte de £ yariations, lorsqu'on passe de :c=a— Â à x=a^h> Et quant aux fonctions < intermédiaires évanouissantes, ce qui a été dit 3* et 4^ montre qu'elles ne peuvent donner lieu qu'à un nombre pair de variation» perdues.
Les cinq casque nous venons de parcourir mettent en évidence les conséquences qui suivent. Lorsque x croît d'une manière continue, les changemens qui s'opèrent dans les signes de li suite [i] ne peuvent jamais augmenter le nombre des variations, mais seulement le diminuer. Chaque fois que x vient à dépasser une racine a, il y a des variations perdues , dont le nombre est pareil à celui des racines égales à a renfermées dans l'équation, ou le surpasse d'un nombre pair. Il peut aussi arriver qu'il y ait des variations perdues, sans que x passe par une racine de l'équation, et alors elles sont toujours en nombre pair.
Donc enfin, si, après avoir substitué dans la suite [1] une valeur x=e6y on substitue une valeur plus grande x= p, le nombre des variations perdues sera ou égal au nombre des racines comprises entre a et ^ , ou le surpassera d'un nombre pair. Cest là le théorème qui était à démontrer.
493. Si la substitution d'une valeur a: = a faisait évanouir une ou plusieurs fonctions de la suite [i], ou pourrait être embarrassé sur la manière de compter les variations. Pourier élude très-heureusement la difficulté en substituant , au lieu de a, des nombres a— ^ et a-^hy qui en diffèrent aussi peu qu'où veut. Aucun calcul nouveau ne sera nécessaire pour déterminer les signes qni résultent de ces substitutions. D'abord, les fonctions qui ne s'évanouissent point par la valeur x=a , doivent conserver les mêmes signes; et quant aux fonctions évanouissantes, il suffira de rappeler ce qui a été dit dans le n® précédent (4**J. On a vu en effet que la substitution a — h remplace les zéros par des signes alternatifs dont le premier est contraire au signe à la droite duquel ces zéros sont placés, tandis que la substitution de a-^h amène ce même signe à la place de chaque zéro. Ce procédé est appelé par FouEiER règle du double signe. Il revient encore à remplacer les zéros d'abord par des signes tels qu'on ait le plus possible de
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Tariations , et ensuite par des signes tels qn^on en ait lé moins possible.
Par exemple, supposons qu'on ait trouvé
Pour :rs=a, • + o — •"+ o o o o — o -j- j
en appliquant la règle du double signe, on aura
Pour a:=a— 'A .. • + h"""!* — "l""^"f"4">
Pour ar5=a+ A .• . +-| 1 — h"l"+-|"'^ — +•
On Toit alors que x^ en passant par la valeur a, fait perdre 4 variations à la suite des signes. Il est d'ailleurs cvidctit que Féquatien n'admet point a pour racine , puisque la dernière fonction n^es't pas devenue zéro pour x=a. On verra tout à l'heure que ces quatre variations perdues indiquent avec certitude la présence de quatre racines imaginaires.
494* Reprenons la suite
Si on y substitue pour x des valeurs négatives au-delà d'une certaine limite ar=— A, les signes de ces fonctions seront ceux de leurs premiers termes. Mais, par la manière dont on forme les polynômes dérivés, il est évident que ces premiers termes sont composés des puissances â:^, :r% :r*,.<.2:^, multipliés par des coefficiens qui sont tous de même signe ^ donc, après la substitution de i:= — A, la suite des fonctions n'aura que des variations.
Pareillement, des valeurs positives de a: , au-delà d'une certaine limite a:=-{*B, feront acquéHr, aux fonctions de la suite [i] , des valeurs qui seront toutes de même signe, de sorte que la suite des résultats n'offrira plus alors que des permanences.
Puisque la substitution de la limite — A, dans la suite des fonctions [i] , ne doit donner que des variations , et que ces fonctions sont au nombre de 772-I-1, il s'ensuit que le nombre des variations est é%v\ à m, c'est-à-dire, au degré de l'équation X=o. Ainsi, m est le nombre total des variations que doit perdre la suite [i]^ en faisant augmenter x depuis — A jusqu'à -f-B.
Cela posé y considérons lé cas oii les 772 racines de l'équation
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X =3 0 sont réelles ) et concevons qu^on snbstitae dans la faite [i] deux quantités « et p intermédiaires entre — A et -f-B, aétnt <^/3 : je dis qu^alors le nombre des racines comprises entre «et^ serait précisément égal à celui des variations perdues par la soitt [i], en passant de j:=« à a: = ^. En effet, on sait déjà qœk nombre de ces racines ne peut pas être plus grand que le nomixe des varialions perdues (49^)3 et d'un autre c6té,s'il était moindicy il faudrait y par compensation , qu'on trouvât, en passant de— A à « y ou de ^ à 4" B , plus de racines que de variations perduei, ce qui est impossible (492).
Maintenant, ne supposons plus que Téquation ait ses mradoo réelles. Nommons n le nombre des variations perdues en pu* sant de a à ^. Par le théorème du u? 49^1 il ^^ d^ir que b nombre des racines réelles qui sont en-deça de a et au-delà de ^i ne devra jamais excéder 772 — n j donc, s'il y a entre « et ^ nioni de n racines réelles , on est certain que ce nombre doit être complété par des racines imaginaires.
Pour cette raison , et afin de rendre le discours plus général} FouRUR propose de regarder Fintervalle de a à ^ conune com{in' nant n racines ; mais alors il faudra sous-entendre que qnelqHl unes d'entre elles peuvent être déficientes ou imaginaires.
495. Le théorème du n? 49^ renferme comme corollaire odsi de DfiscARTEs. Pour une certaine limite positive ar=?=-|-B| k suite [i] ne doit avoir que des permanences. Mais si on fait xs^ les fonctions de cette suite se réduisent aux coefficiens mémedi Téquatîon X = o , abstraction faite de certains multiplicatenil numériques et positifs; donc, de:r=o àj:=-f-B, la snitedoit perdre autant de variations qu'il y en a dans l'équation j donc le nombre des racines positives , lesquelles sont toutes entre 0 d -}-B, est tout au plus égal au nombre des variations de l'éqni' tion. Tel est en effet le théorème de Descàrtes (473).
Si l'équation manque de quelques termes , il y aura , dans k suite [i], des fonctions qui s'anéantiront pour a:x=5 0«M peut supposer à ces zéros des signes tels que les variations soiol en même nombre que si on ne tenait aucun compte det tenii manquans ,* par conséquent , le corollaire est vrai , sans qu'il nk nécessaire de faire aucune attention à ces termeSt Cette reaar|«
s'accorde parfaitement avêc'ce qtii a été dit au rajet du thëorëme de Descartes.
Ici, on peut encore ajouter, comme consë(}uence immédiate' du nouveau théorème, que si Téquation a plus de variations que de racines positives, le nombre excédant sera toujours pair, et indiquera dans réquation un pareil nombre de racines imaginaires.
496. Untililé du nouveau théorème, pour la recherche des racines réelles, est facile à apercevoir. Dans les fonctions
[i] . XC»), XC'«-0,,..X",X', X,
on substituera des quantités positives croissantes de o vers *— co ,* jusqu'à ce qu on parvienne à une limite — Â , qui ne donne que des variations de lignes ^ puis on substituera aussi des quantités positives croissantes de o vers -f-oo , jusquà ce qu'on atteigne une limite -("S 9 qui ne donne que des permanences. Quant aux intervalles des substitutions^ ils seront plus ou moins rapprochés , selon qu'on le jugera convenable. Parmi ces intervalles, il en faudra distinguer de plusieurs sortes.
Si un intervalle est compris entre deux quantités , dont Tune donne une variation de moins que Fautre, il y a entre ces quantités une racine réelle de l'équation , et il n'y en a qu'une seule.
Si un intervalle est formé par deux quantités^ dont l'une donneplusieurs variations de moins, mais en nombre impair, on sera sur que cet intervalle renferme un nombre impair de racines réelles \ mais on ne saura point- encore s'il en renferme une seule ou plusieurs.
Enfin ^ si un intervalle est formé par deux quantités , dont l'une donne plusieurs variations de moins , mais en nombre pair, cet intervalle pourra renfermer un nombre pair de racines^ ou n^en renfermer aucune.
497* I^ans 1^ deux derniers cas, il reste de l'incertitude sur le nombre des racines réelles que comprend l'intervalle. La première idée qui s'offre à la pensée, est de partager l'intervalle en plusieurs intervalles moindres par des quantités intermédiaires qu'on substituera dans la suite [O9 et d'appliquer à ces substitutions les règles précédentes. Si la séparation n'est pas encore complètement opérée, onpourra subdiviser les derniers intervalles, et
ainsi de Boite. Lorsque rinterralle primilif ne eomprend que te racines réelles et inégales , ces subdiyisions répétées doivent et opérer infailliblement la séparation. Nous écarterons ici lo cas des racines égales, attendu qu'on a une méthode pour décompoHr une équation, qui a des racines égales, en d^autres équations, dont toutes les racines sont inhales.
Lorsque rintervalle primitif ne comprend pas de raciaes réelles , la subdivision de cet interyalle n'aura aucun terme , et Toa ignorera toujours si la séparation est impossible ea raison de ce que les racines sont imaginaires , ou si elle est seulement retardée en raison de ce que leurs différences sont extrêmement petitMi De nouvelles règles sont donc nécessaires pour flaire dispanitn le doute ^ et c'est à quoi Ton parvient sûrement en employant 9 avec Lagbangi, des substitutions intermédiaires, dont les intemlles sdiçnt moindres que la plus petite différence entre les racines
Le nombre des substitutions successives, exigées par la Méthode de Lagrange, se trouve déjà considérablement diminué psr la connaissance des intervalles où le théprème de M. Bvdax montre qu'il ne tombe aucune racine réelle. Mais il reste toujours a éviter l'équation aux carrés des différences, dont le calcul est d^not prolixité vraiment fastidieuse. J'ai déjà dit que M. Buda avait dirigé ses recherches vers ce but , mais qu'il ne Pavait point atteint. FovRiEX , dans son jinaljrae des Equations , n^a pas été plus heureux; et même rinsuflisance du procédé qu'il indique eH tellement frappante , qu'on a peine à concevoir comment il a pa s'y arrêter un seul instant.
M. BuDAi7,dans sa Nouvelle Méthode jéàii. de 1821a, n'aindiqné le nouveau théorème que comme moyen de reconnaître l'abseocs des racines dans certains intervalles. Peut-être eùt-il pu en tirer oa meilleur parti, et s'en servir pour donner à sa méthode rexaetitodi qui lui manque. D'un autre côté , dans les mémoires de Tlnslitaty année 1827-, Fouaisa a énoncé qu'on pouvait procéder immédials* ment au calcul des racines en fractions continues, comme si Ton écsil assuré que toutes les racines sont réelles , et qu'en se guidant pir ce théorème , la distinction des racines réelles et des raoiBCs ifltt" ginaircs, ne doit pas manquer de s'opérer. Cette assertion Q*élail appuyée d'aucune preuve pouvait paraître hasardée; maisy dt-
poil I «lie a éxé ïïme hors de doute par M. YiHCsirT. Voyez la note placée à la suite de FAlgèbre de M. Bourdon , 6* édit.
Théorème três^remarquable de M. Stcrm. Son Misage dans la résolution des équations. Comment il donne les conditions de la réalité des racines.
4g8. Parmi les méthodes rigoureuses, celle que je viens de citer n'est pas la seule qui éyite Téquation aux carrés des différences. Il est clair qu^on y parriendrait^sî Ton avait un théorème d'une application facOe , pour reconnaître combien une équation a de racines réelles entre deux nombres donnés : car dès-lors on pourrait procéder au calcul des racines, par approximations succèsaires, en subdivisant Tintervalle des deux nombres en intervalles partiels de plus en plus resserrés. Or, ce théorème important a été découvert par M. Sturm, qui l'a communiqué à Tlnstitut en 182g. Bécemment il a aussi été imprimé dans Texcellent traité d*A]gèbire de MM. Mater et Ghoquet ^ et comme désormais il formera ilne partie essentielle de la théorie des équations, il doit naturellement trouver place ici.
499. Soit une équation quelconque X=o , qui n^a plus de racines égales, et dont le premier membre X est un polynôme de la forme .
^ X = Gx^^Vx^'+ Qa:«-» . . . +Tx -f-U ,
I dans lequel tous les coefficiens sont des nombres réek. Formons d'abord le polynôme dérivé Xi de X , divisons X par Xx, et , l '^ quand nous serons parvenus à un reste de degré inférieur à X,, I changeons les signes de tous les termes de ce reste. Désignons par i Xa ce qu'il devient alors, divisons de la même manière Xi par Xa, f et changeons encore les signes du reste , on aura un nouveau I polynôme X3, de degré moindre que Xa. Divisons semblablement Xa par X3 , et continuons cetle série de divisions comme s^il s'agissait de découvrir le plus grand commun diviseur de X et X,, en ayant soin de changer toujours les signes des restes. On est sûr 4 la fin d'arriver à un reste numérique , c'est>à-Hlire ^ qui ne oonitendra plot x^ et ce reste sera différent de zéro , autrement Féq«al|tf< X«s» aurait d«i rtciaei égale», ce qui est omtre la rap-
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position. Après avoir changé aussi le signe de ce reste , représentons-le par X,.. On aura ainsi une suite de fonctions
(x) Aj Ai, Jia, A3| •••^rwa| Ai}
qui toutes contiendront x à Texccption de la dernière X^. Je désignerai cette suite de lonctions , écrites dans Tordre ci-dessus, en disant, d'une manière abrégée, la suite Çx)^ et pour indiquer œ qu'elle devient enjr remplaçant x par une valeur particulière a y je dirai simplement la suite (a). Le nom de fonctions intermédiai» res sera donné à celles qui sont placées entre X et X^. Gela posé, voici une règle sûre pour connaître combien l'équation X:= o a de racines réelles comprises entre deux nombres quelconques a. et P, a étant <^p.
Substituez a dans la suite (x), écris^ezpar ordre sur une même ligne les signes de tous les résultats , puis comptez le nombre de variations contenues dans cette suite de signes; écrii^ez sen^ blablement sur une même ligne les signes qu on obtient en subs' tituant p, puis comptez le nombre des variations de cette jcconde suite : autant elle aura de variations de moins que la première^ autant r équation X = o aura de racines réelles entre
Tel est le beau théorème dont M. Sturm a enrichi l'analyse algébrique, et dont la démonstration va nous occuper.
Nommons Yx, Ya, Y3, • • . Yiwi, les quotieos qu'on trouve en. divisant X par Xx, Xj par Xa, • . • Xr_a par X,^x; et rappelonsnous que les restes de ces divisions sont — Xa, — -Xs, •••— -Xr* On aura cette suite d'égalités
X =:XxIx— Xa ,
Xx=XaIa— "X3 ,
[l] -/ Xa=X3Y3 — X4,
X,w.a = X,— I Y^_-x— Xy j
et deux conséquences importantes s'en déduisent immédiatement*
1* Deux fonctions consécutives de la suite (x) ne peavent pas
devenir nulles pour une même valeur de x, £n effets ai on pou-?
vait avoir k la fois Xn— 1=0 et Xn=09 Fégalité
qui se trouve parmi les précédentes, prouverait qu^on doit avoir aussi X„4.,'=o^ et en descendant d^égalité en égalité on conclurait qu^on doit avoir X^sso , ce qui est contre la supposition.
2° Si une fonctioor intermédiaire de la suite (x) devient zéro pour une certaine valeur de x , les valeurs de la fonction précédeaie et de la suivante sont de signes contraires. En effet , lorsqu^on a Xn=o, Fégalité ci-dessus se réduit à X„»i =» — X„_|-t.
Maintenant concevons qu^à partir de :r = a on fasse augmenter X d'une manière continue y et examinons comment peuvent s^în- * troduîre des changemens dans les signes de la suite (x). Tant que X n'aura pas atteint une valeur propre à faire évanouir une ou plusieurs fonctions die la suite (x) , il est clair qu'aucune de ces fonctions ne changera de signe, et que par conséquent la suite C^) présentera toujours les mêmes successions de signes. Supposons donc que x ait atteint une valeur a qui anéantisse une ou plusieurs des fonctions X, Xi, X3, etc.; mais supposons d'abord que X n'en fasse point partie.
Soit X„ une fonction intermédiaire qui devient nulle par lia valeur j: = £I. Suivant ce qui a été remarqué plus haut (1° et 2"*) , les fonctions X^^i et X„^.z, pour cette valeur x^s^a, devront être différentes de zéro et avoir des. signes contraires : de sorte qu'en donnant à la fonction nulle tel signe qu'on veut , la suite des trois fonctions
présentera toujours une variation et n'en présentera qu'une.
Depuis a:s=a jusqu'à a:= a, aucune des fonctions X„_i et X„-j-, n'ayant changé de signe , elles ont dû être de signes contraires ^ par conséquent , quel qu'ait été le signe de X„ avant de faire a:s=a, la suite des trois fonctions présentait aussi une variation et n'en présentait qu'une.
Si on fait x^a^^-hj ou pourra prendre h positif et assez petit pour qu'il n'y ait aucune racine des équations Xa^i= o et X„4.i =0 entre a et a-^-h. Dans cet intervalle aucune des fonctions Xn^i et X,^f I ne changera de signe; elles seront donc de signe» contraires^
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et par conséquent , qaei que soit le signe de Xn» il J fttum encoR une yarîatiou unique dans la suite des trois fonctions.
S'il y a quelqu'autre fonction intermédiaire qui soit zéro pour .^=zay on est sûr qu'elle est placée entre deux fonctions qui ne s'anéantissent pas , et les raisonnemens précédens seront tout-ifait applicables à ces trois fonctions. Donc, après la Talent xs=tf, il y aura dans la suite (x) le même nombre de yariations qa'tupirayant) quoiqu'elles puissent être autrement distribuées.
La succession de signes, qui s'établit en substituant des yalenn de X un peu plus grandes que a, se maintient la même jusqu^t eè que X dépasse une yaleur qui fasse disparaître quelque fonctiott de la suite {x). Mais si cette yaleur n'anéantit point la premièit fonction X, l'explication précédente proufe qu^après cette yaleur les yariations de la suite (x) seront encore en même nombre» Vu là onyoit clairement que ce nombre ne peut pas changer à inoini que X ne paryienne à dépasser une racine de Tëquation Xs=ro. Il faut donc comparer les signes que prend alors cette suite tyee ceux qu'elle ayait auparayant , pour des yaleurs de x an peu aadessous de cette racine.
Soit a une racine de l'équation X-so^ faisons x=sa'^hjh étant une quantité positiye aussi petite qu'on youdra. En daignant par A, A% A", ... les yaleurs du polynôme X et de ses dérivés pour a*s=a, et par H la yaleur de X correspondante à a-fJl 9 on aura
H = A+A'A+iA"A>+etc.
Mais, puisque a est racine de X=o, on a A=:oj donc
H=A'A4.i-A''A»+etc:
et d'ailleurs on est sûr que A' est différent de zéro , atteada mw l'équation X=o n'a pas de racines égales. En mettant h ca lecteur, on écrira
H = A(A'-KA"A+etc.),-
alors il est évident qu'en donnant à A de trcs-petites TàleUrs' positives, la quantité entre parenthèses sera de même signe que son premier terme A', et par conséquent H sera aussi de même signe que A\
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Pour savoir ce qu'était X avant que x eût atteint la valeur a^ on y fera x=a'^h \ et, pour obtenir le résultat H' de cette substitution, il suffira de cbanger h en —A dans Texpression de H. De cette manière, on a
H'=— A(A'— iA'A+eto.), . • •"■
et Ton voit clairement que, pour de trës-petites valeurs de %> la quan^ tîté H' est de signe contraire à A^ Ainsi , avant que x eût atteint ' la racines, il y avait dans la suite (x) une variation de X ii X|| et après que x a dépassé a, cette variation se trouve remplacée par une permanence. Or, de ce qui a été dit plus haut il résulte que, pour les valeurs de x un peu moindres ou un peu plus grandes que a, le reste de la suite (j?) doit toujours avoir un ^al nombre dft variations, quand même x^»a ferait disparaître quelque fonction intermédiaire ^ donc, lorsque x en croissant vient à dépasser une racine de Féqnation Xsso, la suite (x) perd une variation.
En continuant d'augmenter x, le nombre actuel des variations de la suite (:r) demeurera le même jusqu'à ce que x dépasse encore une racine î et alors une autre variation se perdra encore. La même chose arrivera chaque fois que x dépassera une nouvelle racine ; de sorte que les variations perdues par la suite (x) seront toujouri «n même nombre que les racines de X = o , comprises entre la valeur x sa a, par laquelle on a commencé les substitutions, et la valeur xss^ à laquelle on les arrête. C'est ce qui était à démontrer.
Remarques. I. Dans les divisions successives qui servent à trouver Xa, X3, etc., on peut multiplier ou diviser les dividendes et les diviseurs par tels nombres positifis qu'on voudra. Par là les fonctions X, X,, X*, etc. seront seulement multipliées ou divisées par des nombres positifs, ce qui ne changera point leurs signes.
H. Si dans la suite (x) il se trou?e une fonction Xj^ qui ne puisse pas devenir séro de xssa à xs»^, et si on veut connaître le nombre des racines comprises entre a et ^, on pourra faire abstraction des fonctions qui viennent après X;^. En effet, il est facile de voir qu'en faisant varier x seulement depuis « jusqu'à ^, on peut appliquer à la suite partielle X, X., • • • Xj^ tout ce qui a été dit de la suite complète.
m. Le cas oii Tune des limites « et p ferait évanouir une des
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fenctionsX, Xi, etc., ne peut donner lieu & aucune difficullë. S c*est une fonction intermédiaire qui disparaît, on a tu qu'elle est toujours placée entre deux fonctions qui ne disparaissent pas et qui sont de signes contraires ; de sorte qn^on peut indifféremment prendre la fonction nulle avec -f- ou ayeo— >, ou même nVn tenir aucun compte. Si X s'évanouit, et que ce soit, par exemple, en £aûsa'nt :c=p, on conclura d^abord que ^ est racine ; puis on remarquera, d'après la démonstration du n** précédent, qu'^n donnant à j: des valeurs nn peu au-dessus de p, il j a une permanence de X à X» tandis que dans le reste de la suite, h. partir de X, , il y a le même nombre de variations que pour x=p. On conuaStra donc par la règle générale le nombre des racines réelles comprises entre « et une quantité un peu plus grande que p.
ly. Ne supposons plus que X, soit la fonction dérivée de X, mais nn poljn6me assujéti seulement aux conditions de n'avoir point de facteur commun avec X, et de prendre un signe contraire à X pour des valeurs de x très-peu au*dessous d^une racine qudconque de X=o 5 puis, servons-nous de ce poljn&me pour calculer Xsy X3,. • . comme on s*est servi d'abord du polyn6me dérivé. Le théorème de M. Sturx subsistera également avec la nouvelle suite X, Xx, Xa. • • En effet, d'un côté, si on reprend les détaib de la démonstration , on verra que les nouvelles fonctions inter^' médiaires jouissent encore des mêmes propriétés ; et, d'un antre c6té, il est dair qu'en passant d'une valeur de x un peu au-dessons d'une racine de X±=o à une valeur un peu au-dessus, la fonction X devra changer de signe, tandis que X^ n'en changera pas.
y. Je vab monlrer à présent comment le théorème de M. Stuem peut encore être appliqué, quand Féquation X=o a des racines égales. Soit X = (x — a)" (a: — M*' (a: — c){x — c/j... Les divisions prescrites pour déduire, du polynôme X et de son dérivé X, , les ^notions Xa, X3, etc., conduiront à un diviseur exact X^, fonction de Xy qui sera le plus grand commun diviseur de X et de X, ; et , d'après la composition connue de ce diviseur, si on divise X et Xi par Xr, lés deux quoticns seront y =(a: — à){x — b)\pi:^c){x — rf). . .
y _ ( n{x^b){x'--c){x—d). . .+/i'(a>— a)(j>-c)(a:— d).. . ' ( + {x-^a) Or— i) (a:— rf) . . . -f etc.
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A la seule inspection, on Toit que Y n*a pins de facteurs égaux, et que Yx n'a point de facteur commun avec Y. En outre , il est ladle d^aperceyoir que, pour des valeurs de x tres-peu au-dessous d'une racine quelconque a, le facteur x — a étant très-petit, Vx aura le signe du produit n(x — byx — c){x — d). • • , lequel signe est évidemment contraire à celui de Y. Donc , en appliquant le tbéorcme de M. Sturm à Téquation Y=o , on peut employer le quotient Yi à la place de la fonction dérivée de Y.
D^un autre c6té il est clair que les fonctions Yi, Ys,* • •, qu'il faudrait déduire de Y et Yi selon la règle prescrite , sont aussi les quotiens de Xa, Xs, • • «X^ par Xr 9 donc les deux suites
Ap Ax, -^9, • • • • •'^ry V, 'lî ^ *f •••• Vr
ne difierent Tune de l'autre que par un facteur cdmmun, et, quelque soit le signe de ce facteur, il est évident qu'elles doivent pré^ senter les mêmes variations lorsqu'on j substitue une valeur de x qui n'anéantit point X. Ainsi, en appliquant le théorème à la première suite^ on pourra juger combien, entre deux nombres « et p dont aucun n'anéantit X , il 7 a de racines de l'équation Y^o, ou bien, ce qui est la même chose, combien il 7 a de racines de l'équation X;=o, abstraction faite du degré de multiplicité.
Soi • L'usage du théorème de M. Sturm se présente de lui-même. Supposons que l'équation à résoudre n'ait plus de racines égales, et formons la suite
\XJ JIl, ^i, ^Sy • • • • ^f '
II est évident que la substitution de o à la place de x réduit chacune de ces fonctions à son dernier terme; et d'ailleurs on sait que les valeurs de x au-dessus d'une certaine limite positive -f- L font prendre à chaque fonction le même signe qu'à
' son premier terme : donc, à la seule inspection de la suite (x), on pourra connaître le nombre des variations de la suite (0} et
aussi celui des variations de la suite (-|-L). La différence entre ces
deux nombres indiquera combien l'équation a de racines positives. On découvre avec la même facilité combien elle a de racines
^^[ativesy en obseryant qu'au-delà^ d'une certaine limite -—L'y
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tous les nombres négatifs font acquérir à chaque fonction delà mite (x) le même signe qu^à son premier terme.
Pour plus decommoditë, on prend -j- co et — oo au lien de -|-L et — L' : c^est une manière abrégée de désigner deux noÉDbres qni peuvent être aussi grands qu^on veut.
5oa. Comme les racines natives déjeunent positives en diaih géant x en —a:, je ne parlerai plus que de ces dernières. Pour kl séparer, on substituera, dans la stdte {x)j des nombres positib croissans o, «, ^, y^ etc. \ et, en notant le nombre des Yariationf perdues à chaqne substitution, on connaîtra le nombre des racinei comprises entre o et « , entre a et p, etc. Ces substitutions deyront être continuées jusqu'à ce qu^on trouve une suite dont les variations soient en même nombre que celles de la suite (+cc). Oii^ n'ira pas plus loin : car il ne peut point y avoir de racines au-des- » sus du dernier nombre substitué.
Admettons qu'il y ait plusieurs racines entre a et p, on fera une ou plusieurs substitutions intermédiaires; et les variations qùè perdra la suite (x), après chaque substitution, indiqueront les racines comprises entre les nombres substitués. Il pourra se faire que qadques essais suffissent ainsi pour efiFectuer complètement la sépi^ tion des racines, c'est-à-dire, pour assigner à chacune d'elles deui limites entre lesquelles elle soit seule comprise. STais qnaind deux ou plusieurs racines seront très-rapprochées , il sera nécessaire de multiplier beaucoup les substitutions pour les séparer ; et, comme réquation n'a point de racines ^ales, on est sûr d'y parvenir toajours. La longuenr des calculs sera rachetée par l'avantage d'avoir ces racines avecAine grande approximation.
5o3. La loi suivant laquelle croissent les nombres o^ a, ^i y^»** est arbitraire ; mais il sera bien de commencer par les nombres o, I, 10^ 100, 1000, etc. A l'avantage de n'avoir que des calcob faciles, se joint celui de déterminer combien il y a de raônei entre o et i, entre i et lo, entre lo et loo, etc.
S'il y a des racines entre i et lo^ on déterminera la partie entière de chacune en substituant les nonibres i, 2, 3,.... }asqâ'à 10 ; s'il y a des racines entre lo et loo, le chiffre des dixaines de chacune se connaîtra par la substitution des nombres lo, 90| 3o,..* jusqu'à loo; et ainsi de suite. SemUaUemeut encoiei
pour kl meiiMi moiildnes que i, «m caniudtnit U cbiSre décittald€r<»df« le|pliiixa|i|NmliédebTirgiil6, MBiibititn nombres de o,i à i^oabiendeo^oi k 0|i ^ etc.
En procédant de cette Boiamèrey on obtient le obifEre de Tordre le plus élevé contena dans chaque racine : yoici cMnmcnt on obtiendra cdoi de l'ordre immédiatemenl inférieur. Pour fixer les idées , supposons qu'il s^agisse des racines comprises de Jioo à looo y et qU'Oa ait reoc»uui que quelques unes d'elles sont entre 3oo et4oo. n est évident que la suhititation des nombres 3oq, ^lOy 3ao^..«« dans la suite (x) ferait découvrir le cbiffre dea dir saines; maiS| pour faciliter œs calculs, on changera d'abord ^r ^aai 3oo4-«' 9 et on aura ainsi une nouvelle suite (a/) dans laquelle il n'y aura plus qu'à feubstituer les nombres o, lo, ao,;'.*
Admettons maintenant qu'après la détermination des dixaines , on ait reconnu qu'^3 y a des racines entre 35o et 36o. La substit«doa des nombres 35o et 35i , 352,... dans la suite (pc) ferait découvrir le chiffre des unités , mais ici encore on peut simplifier Je calcul* Le changement de « en 3oo-f«^ a déjà transformé la inite (x) en une autre suite («0- Or, celle*-ci se transformera sem- Jblablement en une suite Çx") en y^remplaçant x' par 5o^x"j et il estclair que sion met dans cette dernière les nombres 0,1 ,a,..., on aura les mêmes résultats qu'en substituant les nombres 5o, 5 1 , 52,. . . dans la suite (j/), ouïes nombres 35o, 35i , 352,... dans la suite (jr).
Bien «'empêche de continuer ces calculs pour connaître inccesjjffimcnrle» dixièmes, les centièmca, etc.; et, par cette voie, lumeenlemetit on arrive à séparer les racines , mais encore à les oal- «■kr avec telle approximation qu'on voudra. *
& on voulait exprimer les racines en fractions continues, rc»pIol du théorème de M. SruaM ne serait pas moins facile; et je enÂB que des détails à ce snjet sont superflus.
i^4* ^ théorème donne] aussi un moyen très-«imple d'ëMp- •1^ les conditions de la réalité des racines. Comme les raoiiies réelles sont tontes comprises entre deux limites *^V et «4"L, 'Pmie négative et Tautre positive, qu'on peut choisir aussi grandes qtPOn voudra, la question revient à chercher les conditions né- •MÉsabeapoor qoe,^4ra>— L' à a:— \ L, la suite X, X,, X», etc., perde un nombre de variations égal au degré de Mqoalîoii.
En supposant ce degré égû à m, il faudra donc qà*elle perde m yariatlons. Or, pour qu'elle ait m yariations, il faut qu'elle aitaa moins m-|-i termes; et comme elle ne peut pas en avoir davantage, on est sur que les quantités X, X,^ Xa? etc., sont au nombre de 771-4-1 9 et que par conséquent elles sont respectivement di degré 777, 771 — i, 777 — 2, etc. La dernière, qui ne contient plus x,
sera alors représentée par Xm<
Lorsque, dans des polynômes en :r, on substitue pour x de trcsgrands nombres, positifs ou négatifs, on sait que les résultats sont de mêmes signes que si chaque polynôme était réduit à son premier terme : ainsi , dans la recherche qui nous occupe , on ne doit faire attention qu'au premier' terme de chaque polyn6me. Prenons Féquation X=o sous la forme ordinaire ,
a:'"-4-Pa:"*~'-f-Qx''^'-4-etc.=so :
le premier terme de X sera a5", et celui du p6lyn6me dérivé Xi sera mx"*^^. Quant à ceux des polynômes Xa , X3 , etc. , ils sont des fonctions, qui se composent des coèfficiens P, Q , etc., et qm se déterminent par des divisions successives conformément à h règle. Représentons ces fonctions par Ga, Gs,..* G^, et écrivons par ordre les m-\~i quantités
x^j 777x^-% Gao:*--*, Gzx^-^j G^.
La question sera réduite à chercher les conditions qui feront perdre 771 variations à cette suite lorsqu'on passera dea:= — L' & ;r=:-4-I<* Pour que cela soit, il fkut qu'elle ait 772 variations après la substitution de — L',^t 771 permanences après celle de -|-^L." Mais , d*oa autre côté, dans cette suite les puissances de x vont en diminuant d'une unité; par conséquent, si elle n'a que des peinnânences en faisant x=^L , elle n'aura que des variations en faisant x=: — L'. Ainsi , les conditions cherchées se réduisent simplement à cdlcs qui sont nécessaires pour que cette suite' n'ait que des coeffidens positifs: c'est-à-dire à celles-ci, Ga]>o, Ga^o,.., Gm>>o.
Oh voit que ces conditions ne seront jamais en plos grand nombre que 772 — i. Mais elles pourront être en nombre moindre, attendu que quelques-unes des inégalités ci^-dessui peuvent fenr trer dans les autres.
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En se servant de l'équation aux carrés des différences^ comme dans le n^4799 ou desdérivées successiveSy comme dans le n^ 4^7, lescon* ditions se présentaient au nombre de -7/71(171 — i), lequel est comme on voit beaucoup trop considérable. Le perfectionnement que le théorème de M. StviCii ajoute à cette partie importante de la théorie des équations sera sans doute apprécié des analystes.
5o5. Comme application, cherchons les conditions nécessaires pour la réalité des racines de Téquation
Ici on a m==3y et les conditions sont seulement au nombre de deux, G3}>o et Gz^>o. Pour ayoir G3 et-Gs, on calculera Xa et X3 par des divisions successives comme ci-dessous.
Première division.
*— 3a:^ — px
Deuxième division.
'^'Zpx-^'Zq —2/70: — Zq
Bor'-I- P
-^lipqx +27^*
4;e?3+277* Il — 4p^— 27î*
— 2px-^3q
Pour éviter les dénominateurs , on a multiplié le dividende par 3 dans la première division , et par ^p* dans la seconde. Les restes se trouvent ainsi multipliés par des facteurs positifs , ce qui èèt^ndifférent. On a d^aiUeurs eu Soin , conformément à la règle , de changer le signe du reste après chaque division. De cette manière, il vient •
X,= — 2px^3q , X3=— 4p^'— 27î'5 par conséquent lesin^alités Gal>o , G3>o , deviennent — 2/7>o, i^4^3 — 27 j'>o. Mais si on change les signes, et si on observe que la première est renfermée dans la deuxième , on n'aura plus que la condition déjà connue ,
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CHAPITRE XSL
jibaissement des équations. Equations rêciptvques*
Équations binômes.
jÊbaisêêmeni des équations îonqi/tn eoimafi quelque r$iaiion purtkê^
Uèr$ ênirê lu racines.
5o6. Une ëqnation est toujours susceptible d'abaistemciit quanl on connaît c|uelque relation particulière eQtre sea racines; msis dans tons ces cas on est ramené à cette question générale qu'il faut résoudre d'abord : Comment peut'on reconnaître au'mm équation X=o a âes racines communes avec une attire T^ao, et comment alors peut-on en abaisser le degré?
Supposons que FinconiAe soit représentée par x dans les deux équations. Puisqu'elles ont des racines communes a, b, c, • • • , bi facteurs or— a y X'^b , x— -c,... doivent aussi leur être commansi et le produit de ces facteurs est le plus grand commun diTiseorde leurs premiers membres X et Y. On cberchera doue ce pliu fgmà commun diviseur ^ et, en le désignant par D » lea raoîiies cooh munes dont il s'agit seront celles de l'équation IK=ao. Si epfnili on divise X par D et qu'on appelle Xi le quotient 9 les aatreilt* cines de l'équation X=o seront celles de l'éqaation X|«ro»
Par exemple, soient leç deux équations
En cherchant leur plus grand commun diviseur, on tnmit a:'-|-2x«^8. En conséquence on pose
et de là on tire les racines conununes xsss^^ xs=t^^.
Pottr «tolr Ict antres ndnes de h première ëqHalion, on la di* yUera par ar^-a^-^» et U Tiendra celles*ci
d'où l'on tire arr=— i, :rsc3.
507. Maintenant, montrons de queUe manière on abaisse le degré d'une équation quand il existe une relation particulière entre quelques unes de ses racines. Gomme les généralités seraient trop difficiles à saisir y nous commencerons par un exemple fort simple.
On propose d'abaisser P équation, ... [ i] F(x) = o , .
dans laquelle on sait qu'il jr a deux racines dont la somme est égale à une quantité connue k.
Ces deux racines étant représentées par xelx^f on dena ayoïr lips trois équations .
ff
F(x)asxOy F(x^^Oy 3S+X^=k.
La dernière donne xf^k-^x^ et en substituant cette valeur dans la seconde, on aura deux équations en x qui devront avoir lieu en même temps, savoir :
£a] JF*(jr)=ao, F{k'^x)ss:o,
L'éqnation F(b — ^a:)s=o, considérée isolément, a pour racines toutes les quantités qui , étant retranchées dé A: , donnent pour reste une racine de F{x)-=o \ donc les deux équations [2] doivent arelir ponr racines communes tontes celles de l'équation [1] qui, Aanl retranchées de k , reproduisent une racine de cette même rfqaation. En conséquence , ou cherchera le plus grand commun diviseur D de F{x) et de F{h — x) \ et toutes ces racines seront •ontennes dans Téquation D==o. On divisera ensuite l'équation [t] par D, et l'on aura celle qui doit renfermer les autres racines,
811 j a véritablement dans Féquation [i] deux racines a t\ b telles qu^on ait a'^b=xh , on doit avoir également k'^asssf^ et t-m4f^aa; par conséquent le diviseur commun D serait alors au moins du A* degré. Il sera d'un degré supérieur lorsque , parmi les racines de l'équation [1] 9 il j aura plusieurs manières d'en piendre deux dont la somme soit k. Il pourra aussi être du 1*" degré f et ce cas arrive lorsqu'il y a dans l'équation une racine éttimkik.
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Rien de si facile que de former à priori des exemples qui piéseatent ces différens cas. En voici dans lesquels ir = 6.
D=(ar— a)(x— 4)-
F(6— x) = (x— 4)(-^— 3)(ar— 2)»(a:4-2)% D = (a:— 2Xa:— 3)(a:— 4).
F(6— x) = (x—3)(:c— 2X^—1 )»(a:+2)* , D=:cr— 3.
Remarque. LorsquUl y a des racines égales à \k dans Féqnatioa /r(x)=o, il est facile de le reconnaître en substituant \ k daos cetlt équation, et de supprimer ensuite ces racines au moyeu de la division. Lorsque Téquation contient en outre d'autres racines égaltt entre elles , on sait comment on peut l'en débarrasser : de sorte que si , après ces simplifications , il existe dans l'équation des racines qui, étant soustraites de h^ reproduisent des racines de cette équatiou , on sera certain qu'elles pourront être distribuées par couples a etby c et d^ etc. tels qu'on ait a-{-6=i&, c4-^=i^i etc., etc.
5o8. Les explications précédentes ne souffriraient que de légères modifications, si au lieu de la somme de deux racines oa supposait que /c'est leur produit, ou leur différence, ou leur qm^ tient, qui est égal à un nombre donné k.
On a vu que les équations qui renferment des racines es/an pouvaient subir un abaissement considérable. Ce cas est celui de plusieurs racines qui ont entre elles une différence k qu'on ioA wt égale à zéro, ou un quotient k qu'on ferait égal à runité. 1^
Si Ton veut considérer l'abaissement des équations sous lepoitf /«t de vue le plus général, il faudra supposer qu'il existe entre pii^lnl sieurs racines d'une équation telles relations qu'on voudra. U at facile de voir qu'alors on aura, entre ces racines inconnoes , pbi d'équations qu'il n'y a de ces racines, de sorte qu'on sera toojooii. ramené à reconnaître que plusieurs équations à une seule inooa- ^
nue doirent ayoir des racines communes. Mais pour arrÎTer à ces équations Femploi des méthodes d'ëiimination peut être nécessaire*
5og. Il y a certains cas où rabaissement ne peut s^opérer qu^à Faide de procédés nouyeaux. Afin de me faire mieux entendre , je reprends Texemple du n® 5o7 , dans lequel on doit avoir entre X et o:^ la relation x-\'x'=sk^ et, pour plus de netteté, je suppose qu'on ait effectué les simplifications dont il a été parlé dans la remarque. Soient alors
les deux équations qui doivent avoir des ra'cines communes.
Il peut arriver que toutes les racines de F(x)zszo se distribuent par couples, a ei bj c et dy etc., pour chacun desquels on ait là même relation, a^b=kj (;-f-J=i&, etc. Dans ce cas. il est évident qu'en mettant successivement chaque racine a , ^, c,... à la placede X dans la valeur a/=i& — Xj on retrouverait toutes ces mêmes racines, dans un ordre différent : de sorte que les deux équations [3] seraient identiques et rabaissement n'aurait plus lieu. C'est ce qu'on voit dans l'exemple ci-dessous, oii Kon suppose h=6i
'F(a:):i=(a:— i)(x— 2)(ar— 4)(x— 5), F(6— x)=(:c— 5)(a:— 4)(a:— 2)(x— i).
Cependant je vais montrer que l'équation proposée pourra s'abaisser à un degré moitié moindre, au moyen d'une inconnue auxiliaire Zj choisie convenablement. La condition essentielle à rem* ^ plir en choisissant cette inconnue, c'est qu'elle soit égalé à une . fonction tellement composée avec les deiix racines x et x^ d'une même couple , qu'on soit assuré d'avance que les différentes valeurs de z dépendent d'une équation de degré moindre que la ^ proposée. Ce qu'il y a de plus simple sera de prepdre pour inconnue la différence des deux racines x et x^^ ou mieux encore leur demi-différence, et de poser :r — a/=2z. De cette manière, on est certain que chaque couple de racines donnera pour z deux valeurs égales et de signes contraires, savoir :
( z=s^{à — à) 5 ( z=-î(rf— c) 5 etc.
A la vérité , l'équation en z sera de même degré que F(t)sso, tuais elle ne devra contenir que des puissances paires de z , et Par
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conséquent; en^ regardant z* comme llnoonnue , elle sera d*fiB degré moitié moindre.
Quant k la manière d^avoir réquation eu Zy rien de plus fadlei On a ces trois équations
Des deux dernières on tire
X=iZ + ik'j
ety en substituant cette valeur dans lapremière^ on a la transformée
On peut aisément reconnaître à posteriori que cette transformation atteint yéritableméntle but qu'on se propose. Si on décompose /^x) en ses facteurs simples, on aura
F(x) sr:(j>— fl)(jr— 6)(a>— c)(a:— d)-«
Mais y par hypothèse, k^sw^bssc^dss,..^ donc
I^^-H^Xz+i(a+b)^a][z^^^a+b)-^b]. . .
On tt^a mis ici eméyidence que les deux facteurs correspondant i un couple de racines, mais cela suffit pour comprendre que Féquatiou en z ne contiendra que des puissances paires de s.
La transformation précédente n^est point la seule qu'on puÎM employer avec succès. Par exemple, si ou pose 2=xa/, il est clair que les deux racines d'un même couple ne feront prendre qu une I ^ seule valeur à z ; et par conséquent la transformée sera de degré moitié moindre que F^x), Par une raison semblable, on pourrait poser i=x*+^*î et, en général, on peut faire l'inconnue auB-l j liaire égale à telle fonction/le x et x" qu'on voudra , pourvu ^1 cette fonction reste la même quand on y change ces deux radiA l'une dans l'autre. Seulement, on ne devra pas recourir à lasooutf -a^+^j q'ii est déjà connue. |l"
Equations réciproques»
l»to« J'appliquerai ici les considérations précédentes à
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classa d^équations très*remarqaable9, et dont la fonne même fait découvrir une relation entre leurs racines : je tcux parler des équations réciproques. On nomme ainsi celles dont on reproduit toutes les racines, mais dans un ordredifférent, en divisant snccessiyement Tunité par chacune déciles. Telle est évidemment Féquation
j:«4.Pjc»+Qa:*+P:r+i =0 :
car en changeant a: en - elle devient
et celle-ci^ en la multipliant par oc^ et renversant l'ordre des termes, n'est autre que la proposée.
5ii. Avant tout, cherchons quelles relations doivent avoir entre eux les coefficiens d'une équation pour qu'elle soit réci< proque* Soit d'ahord une équation de degré impair
a:*4-Px44.Qa:34.Ra:«+Sar4.T=o.
Si on y remplace x par *, la transformée devra avoir les mêmes
racines, et par conséquent , en la ramenant à la forme ordinaire 3:^-4-etc.=o, elle devra être identique avec la proposée. Or, cet-te transformée est
donc, pour qu'elle soit identique avec la proposée, il faut qu'on ait -— P 5: — O 5— R ——S JL — T
Xa dernière égalité donné T>=i , d'oii T=ihi \ et par suite les «utres s'accordent à donner
S=±:P, R=diQ.
X'équation proposée, pour être réciproque, doit donc avoir l'une de ces formes
[i] a:54-Pa:44-Qx3-HÎj:»+Pj:4.is:o,
5o» Liçoirs n^ÀLokBBM»
Donc, pour gu^une équation de degré impair soit réciproque^ û faut et il suffit que les termes à égale distance des extrêmes aient des coejficiens égaux et de même signe j ou égaux et ék signe contraire»
En fleccmd lieu , 5oit une équation de degré pair
a:6+Pa:5-fQi:44.Ra:34Sa:«4.Ta:4.U=o.
En changeant j: en — , et en ramenant encore la transformée à la
forme ordinaire, on trouve
et, pour rendre cette équation identique avec la proposée, il &iU poser les conditions
De la dernière on tire U=±:i. Si- Ton prend U=s-|-i , les aulres donnent
et, si on prend Us=r— i, elles donnent
Donc Téqualion proposée doit avoir Fune de ôes formes
[3] :c«+Par5-|-Qa:44.Rar3-|-Qx»-|-Px-|- 1=0,
et toutefois il faut remarquer que rien ne s'oppose à ce qoeR soit zéro dans la première.
km%\ j pour qu'une équation de degré pair soit réciproque^ lorsque le terme du milieu ne manque pas , il faut et il suffit que les coefflciens à égale distance des extrêmes soient .égaux ti de même signe ; et , lorsque le terme du milieu manque , il fat et 'il suffit que ces coefflciens soient égaux et de même signe ^ (M égaux et de signe contraire,
5 12. ÎVIaintenaut voyons comment s'abaissent les équations réciproques. Si on considère l'équation [1] et qu'on rapproche Ici
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termes Clément éloignes des extrêmes , on peut Fécrire ainsi :
(x«4.i)+Px(ar^4.i)-fQx*(a>+-i)=o.
Alors ou voit que orss— i est une de ses racines; et en divisant par or+i chacun des binftmes a:*+i , x'+i, a:+i| il vient
+Q ëf aation qui est toujours réciproque , mais de même forme que l'équation [3J.
Si on considère Féquation [2] y on reconnaît que xc= i est une de ses racines. Pour faciliter la division parx — i, on Técrira ainsi :
puis on trouvera facilement Féquation suivante, encore de même forme que Féquation [3] :
Si on considère Féquation [4], on voit qu*elle admet -|-i et-—! pour racines. Ecrivons-la ainsi
on aperçoit qu^en effet elle est divisible par x'— i , et Fon a pour quotient une équation , encore de même forme que Féquation [3], savoir :
ar44.Pa:5+(i4-Q)a:*+Px+i=o.
Quoique nous n ayons pris que des équations d*un degré déterminé, ou n'en voit pas moins clairement qu^cn simplifiant con- Tcnablement uièe équation réciproque quelconque, on la ramènera toujours à celles de la forme [3]. Par cette raison, la dénomina* tien d équation réciproque est plus spécialement appliquée à cet dernières , et c^est d^elles seules que nous avons h nous occuper.
5i3. Gonjsidérons d'une manière générale Féquation réciproque
[5] ar^^+Par^^-^-t-Qa;»/»-.*. . .+Q;r»-4-P*+ » = <>•
5oa
Puisque toutes les racines doiyent se reproduire en diyisant Vialâ successivement par chacune , on en conclut qu^elIes peuTent m
distribuer par couples tels que a et -, ^ et 7, c et —, dans du*]
cun desquels se trouvent deux racines dont le produit est ruiiit& Par les considérations du n<*5o9 on pourra donc transformer FeW tion en une autre de degré moitfé moindre , au moyen d'une iB*[ connue auxiliaire ; el ce quMl y a de plus simple sera de preoM
U est d'ailleurs bien évident qu'en mettant chaque racine ai tour dans cette expression à la place de x , le nombre des difr| rentes valeurs de z est égal à celui des couples; d'où il salti l'équation en z doit être d'un degré moitié moindre que la pn-l posée*
Pour former cette équation , il faut éliminer x entre [5] etU Qq et Ton y parvient par un moyen aussi simple qu'él^ant. il ^ divisant par x^ et rapprochant les termes également din ( des extrêmes , l'équation [5] devient I do
par conséquent y il ne s'agit plus que d'exprimer en fonction M fa
les binômes
■ Oj htio
A cet effet, remarquons d'une manière générale qu'en pliant a:"4--7 par ar-f--? on a
et que de là on tire, en remplaçant x-j- - par Zy
stte formule résoudra la question, car elle montre comment
lacun des binômes peut se déduire des deux prëçédeiu»
Si on fait suceessiyement /i=i ^ a, 3 1... on troute , en parUnt
arH" -îï = z* — 48*+ ii
etc.
B reconnaît, à la forme de ces expressions, que la transfor^ Se^en z sera en effet du degré m, ainsi qu^on FaYait prétu. <}uand on aura déterminé les valeurs de z, on troiitera lei ra* 3es de la proposée , au moyen de Téquation [6]. Or, elle ëqm- *t à celle-ci
x^ — 2j:+ï=o> d'où a:=îZ±:T V^j5*— 4J
r conséquent , il n'y aura plus qu'à substituer successivement K m valeurs de z pour obtenir les 2m valeurs de x* On trouve des exemples d'équations réciproques dans la réso* ^on des équations binômes dont je vais m'occuper à présent.
Equations hinâmes»
S 14. Les équations binômes sont celles qu'on ramène h la forme [1] x^^sssA ou a:"*— A=so,
étant une quantité connue quelconque.
On aperçoit snr-le-champ qu'elles n'ont pas de racines égales , ^ le binôme x^'^A n'a aucnn facteur commun avec sa fonction rivée 7770:"*-*". Donc les tti racines de cette équation lont diffi* E%tei entre elles.
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Cts racines. étant élevées À la puissance m doivent reproduire A^ donc elles sont les mêmes que.les valeurs renfermées dans Tex* pression
Ainsi, oh est sur que ce radical a m valeurs différentes , et h proposition admise u" 241 se trouve démontrée. On peut même ajouter que si A est une quantité de la forme a-|- p V — 1 , les valeurs du radical auront aussi cette forme : car on a prouvé ( 879) quVlIe est celle de» racines de l'équation [i].
5i5« Lorsque m est un nombre comjposé, la résolution deféquation [1] se ramène à celle de plusieurs équations binômes dont les degrés sont les facteurs de m. Supposons m=:pqr: au liea de l'équation x^^' = A , on peut prendre celles-ci
xP=:a/j x'f = 3:"y x'^=:Ay
dans lesquelles x' eix" sont de nouvelles inconnues. Il est évident qu^après avoir résolu a:"^s=A, Téquatlon précédente x^9=ss^ fera connaître les valeurs de a/, et qu'ensuite réquation xf*=x' donnera toutes les racines de l'équation proposée.
Au reste , cette remarque revient à une formule déjà connue par la théorie des radicaux (^53), savoir :
V V^V^A= Va.
5 16. Désignons par a une quantité dont la puissance m est A, et posons X = «j*. L'équation\a:^ = A deviendra «"j^"» £= «", et en divisant par a'",
donc j- = V^ I , et par suite x z=aV 1 .
De là on conclut que les racines de l'équation x^=s A peuvent se former en multipliant, l'une quelconque d'entre elles par celles <le l'équation j^= i ; ou bien encore, comme au n^ T^^a, que les dlfTcrentes racines m^"*^ d'une quantité peuvent s'obtenir en mol* tipliant l'une d'elles par les racines m^'* de l'unité.
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517. Considérons pins spécialement le cas ou A est une quantité réelle, et, pour distinguer les hypothèses de A positif ou négatif, écrivons Féquation binôme comme il suit :
ar*=±:A.
On sait déterminer^ au moins par approximation , une quantité positive a telle qu'on ait û'»=A. Posons encore x=^aj' ^ Féquation ci-dessus deviendra
et c'est de celle-ci que je m'occuperai exclusivement.
5i8« On peut, sur cette équation , faire les remarques suivantes :
Lorsque m est impair et que l'équation est jr^=^\ ou • j^"*— 1=0, elle admet évidemment la racine ^=1. Elle n'a pas d'autre racine réelle; car toute autre valeur positive de^ don« neraitj^^i ou^<^i, et une valeur négative rendrait j^ négatif. Pour avoir Téquation d'où dépendent les m — i racines imaginaires, on divisera j-*—! parj»— i, et il viendra
équation qui appartient à la classe de celles qu'on nomme réci'^ croques.
Lorque m est impair et que l'équation est j''^=i^-'\ , elle a évidemment pour racine j*=k— 'i.' Des raisonnemens analogues aux précédens prouveraient que les autres racines sont imaginaires ; et on aurait l'équation dont elles dépendent en divisant ^^-4-1=0 par j*-|-i. Mais , pour avoir toutes les racines de l'équation j^'^ss — I, il est plus simple de remarquer que cette équation se déduit de l'équation y=i en changeant y en — ^J de sorte qu'il suffira de prendre toutes les racines de y^=xi avec des signes contraires.
Supposons m pair, et soit w=2rt: l'équation ^•"=«1 ou ^a» — is=:o a pour racines ^=3 -t-i etj^=3 — i. Les autres sont, imaginaires , et l'équation qui les renferme s'obtiendrait en divisant /'" — i==o par (^—1)0^+' ) ou j"'*— I } mais iH sera mieux
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d'observer que y**— i=(j*— i)(y*+i), cl que par suite Téqni- ^onjr^^ — i=so peut être remplacée par ces deux autres^ qui sont plus simples,
Enfin , lorsque l'équation est j^"*=3— i ou^'*-|-i=h) , on rc- ■ marquera que les puissance paires des quantité rëcUes donnent toujours des résultats réels , et de là on condura que toutes ki racines sont imaginaires. En posant ^*axjs ^ l'équatioa s'abaisse an degré n et devient simplement 2"t=i.
5 19. Maintenant je vais développer les solutions des équations j^ — 1=0 et j^4"^==^ à^ns quelques cas particuliers.
Soit 777=32 : les équations à résoudre sont
jr*— 1=30 d'où ysssdzif ^••-1-1=30 d'où j-îlerfcv/— "!•
Soit 97iss=:3 : pour résoudre l'équation
jr^— 1=0,
on remarque d'abord qu'elle a pour racine ysssi ^ alors on la it vise par^ — i , et il vient
Donc les trois racines sont, comme on le savait déjà (^24^)1
S'il s'agit de l'équation
jrÎ4.i=o,
on observera qu'elles sont les mêmes , au signe près ^ que cella » l'équation j^^— 1=05 et en conséquence elles seront
jrsr— I, jr= , jr=i j
Soit 773?=:4 : l'équation
•e dëcompoiera en deux autres /
J^'— 1=0, jr'+isoj
et de celles-ci oii tirera les quatre racines
L^équation
se résoudra différemment. En ajoutant 2/* aux deux membres, on récrira ainsi
puis on la décomposera en deux autres,
et enfin, de celles-ci on tire les quatre valeurs dejr^
On aurait pu traiter Téquation j'^-^^issao comme équation réciproque* On aurait ^^u encore remarquer qa^elle donne jr^z=i±L^ — I , et qu'en prenant successivement -f-y/— i et — V^— I , on a
alors il n'y aurait plus qu'à ramener ces valeurs à la forme «"4"PV^ — ï > et c'est ce qui a déjà été fait n* 197,
En s'élevant aux degrés suivàns, jusqu'au 10' inclusivement , on reconnaîtra que l'équation jr^zf: 1=0 , se résout par les cas précédcns, ou par des équations réciproques qui s'abaissent à un degré moindre que le 5*. Parcourons d'abord les degrés impairs.
Si on a Féquation
mprës avoir remarqué qu'elle adniet la racinej^css i j on la divise parj"— I, etil vient
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équation réciproque qu^on abaissera au sl* degré» A cet effet on récrit d'abord sous cette forme
Alors on pose
ce qui donne j-*-| — ==iz*'^2 ; et par suite Féquation en ^ se
changera en celle-ci
— ï±V/5 ;2*+z — 1=0, dou j8= ^ —
Ces .yaleurs étant copnues , celles de j- le seront par la relation
j'A — =3 5. En effet cette relation donne
et il n^y a plus qu'à substituer, au lieu de z , successivement chtcune de ses deux valeurs, pour trouver les quatre valeurs imaginaires de^« En y joignant la valeur j^:£ i y on aura donc les cinq racines de Téquation^^— -i =3 0 , savoir :
— i+V/5^ Vi 0+21/5 .
L^équation j^7— 1=30, exigerait la résolution de l'équalioà z^+z* — 22—1 = o j et Féquation /9 — i = o , celle de l'équation z4-|-z' 3z* — 22+1=3 0.
Les équations jK^+ 1=0, j^7+i=o, jO+i=o, ontlesmêma racines que les précédentes , au signe près.
Parcourons les degrés pairs. Les équations ;^^* — i=o, y^ — is=:Oy ^" — i=o, n'offrent aucune difficulté, puisque chacune déciles le décompose en deux autres dont les racine» sont connues.
En prenant -^i au lieu de -— i , les équations analogues sont
j-"-f-I=:0, d*OÙ
Or, on connaît les yaleurs de V— i , {/ — i , y — 1 5 il n'y aurait donc plus qu'à en extraire les racines carrées par les procédés du n® 197. Mais il sera plus simple de traiter ces équations comme réciproques : car les transformés en Zy dont elles dépendent, ont leurs racines réelles et sont très -faciles à résoudre.
520. Les équations en z du 3* et du 4* degrés auxquelles conduis sent les équations y7— 1=0 et jr^ — i.*=o sont complètes, et nous donnerons plus tard des méthodes pour résoudre les équations générales de ces deux d^rés. Pour le moment^ ]e me bornerai à remarquer que ces méthodes étant connues depuis long-temps, la résolution deFéquation ^^''^^iisio Tétait aussi pour les 10 premiers degrés. Dans les degrés supérieurs on pouvait bien encore, d'après la remarque du n® 5i5, regarder comme résolus ceux dont les exposans sont desnombres composés des facteurs premiers 2, 3,5, 7. Mais^ quand on passait à Féqùation y" — 1=0, tout ce qu'on pouvait faire était de la ramener à une transformée du 5* degré, qui était complète aussi , et qu'on ne savait pas résoudre (*).
On* en était là lorsque Yandermop^db donna Texpression de la racine de cette équation j-*'— «iso, à la suite d'un beau mémoire sur la résolution générale des équations , imprimé parmi ceux de l'académie des sciences, année 177 1. Mais elle n'était présentée que comme un résultat de sa méthode générale , et elle est restée . long-temps ignorée. Elle Tétait encore en iSoi , époque où Gauss publia un procédé aussi original qu'ingénieux pour résoudre tous les cas de l'équation^'" — 1=0. Plus tard, ce procédé a encore été perfectionné par Lagbakge , et c'est dans cet auteur qu'il convient de l'étudier aujourd'hui , Résolut, des
{*) Pour la règle de M. Stu&x, on reconnaît facilement que toutes les rtcinei de cei transformées en z sont réelles*
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équat» num. Nofs XTV. An reste, les ezpreations qu^il fournit pour les racines sont en général peu utiles à cause des imaginaires qui les compliquent ; et quand on yeut les obtenir sous la forme 0c-|.^y/' — I , il yaut mieux recourir à d'autres procédés^ fondés, sur les propriétés des lignes trigonométriques. Vojez ma trigonométrie, p. 100.
521. J'exposerai encore ici une propriété des racines de l'unité, qui est fort curieuse par elle-même et dont les analystes font im usage très-fréquent. . Elle a déjà été remarquée pour le 3* depf (a43) , et elle consiste en ce qu'on peutj dans chaque degré, re» produire toutes Us racines de V unité par les puissances if «le J des racines imaginaires,
Beprenons Téquation .]
et supposons d'abord que m soit un nombre premier. Soit « l'iine quelconque des racines imaginaires de cette équation , on dern ayoir a"'sssi ; par conséquent, en désignant par n ua nombre entier quelconque positif ou négatif, on aura
donc toutes les puissances de m satisfont à Téquation [a]«
Il n'en résulte pas cependant plus de m valeurs ponr^ .- car de «'"si on conclut
«'»+»=:a, a**+*=a% etc.,
c'est-à-dire qu'on n'obtient plus de nouvelle racine au-delà de a*". Il en serait encore de même. si on prenait des puissances né* gatives : car on a
««-»=a"X«-*=«i-S »'»-»=«"«Xa--'=»«-« , etc.
D'un autre côté, il sera facile de prouver que si m estai nombre premier, les m quantités i, a, »%...«•-« sontUgales. En effet , admettons pour un moment que , n et n4-r élut deux nombres moindres que m, on puisse avoir «H^=a», On en dt duirait «'^=15 donc « serait une racine commune aux deux éff^ tions 1 1
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J^— 1=30, J-— IS=I
Or cela est impossible quand m est un nomdre premier : ear on trouve alors que leur plus grand commun dîyisenr est seulement y— -I. Donc aussi alors toutes les racines de Féqualion [i] sont représentées par la suite
La même propriété s^étend aussi aux cas où l'exposant m est
un pombre composé , mais alors il faut faire un choix parmi les
imcines imaginaires de l'équation , pour en avoir ync dont les
puissances reproduisent toutes les autre» racines. Pour <ces détails
je renferrai encore à la résolut, des éq. num. Note XIII.
CHAPITRE XXI
Fonctions symétriques.
Calcul des fonctions symétriques des racines d'une équation»
5a2. Il existe certaines fonctions des racines qu'on sait expri«mer d'une manière générale au moyen des coefEciens des équations j sans qu'on ait besoin pour cela de résoudre ces équations. tiCS fonctions dont il s'agit , et qui forment une classe très-étendue, sont désignées par la dénomination àe fonctions rationnelles et symétriques'^ ou, phis simplement , par celle At fonctions sy» métriques.
Elles sont dites rationnelles ^-p^rce que les racines ne doivent y entrer ni sous des radicaux ni avec des exposans fractionnaires , e^est-à-dire qu'elles n'y sont combinées que par addition , soustrictioD , mnltiplication et division ; et eUes sont dites sjmétri-
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quc8^ parce que les racines doivent y être combinées de telle sorte
3 u-on puisse les échanger entre elles, suivant tel ordre qu'on voara, sans que la fonction change* Par exemple, les expressions
sont des fonctions de a, bj Cj tout à la fois rationnelles et symétriques. La première est entière, et la seconde. est fractionnaire. ,^ 523. Plusieurs quantités a, bj c, J, etc. étant données, si on lei arrange deux à deux de toutes les manières possibles, et que dans chaque arrangement tel'c^e ab on donne l'exposant a au premier facteur, et Texposant p au second, on aura une suite de produits de It forme a^b^ et dont la somme est évidemment une fonction symétrique des quantités a, ^, c, d^ etc. On dit en outre que cette fonction est double parce que chaque terme renferme deux de ces quantités, et on la représente d'une manière abrégée par S[a^P\, La lettre initiale S est ici employée pour désigner le mot somme. On comprend*de même ce que doivent être les fonctions symétriques triples j quadruples, etc. représentées par iS (a«éto), SÇa^ùficyd^)^ etc.
Suivant celte notation , les fonctions simples , telles qœ û«+-^«+c«-f- etc. seraient représentées par S{a^)^ mais, pour abréger davantage, on écrit ordinairement *Sa. Ainsi, on a
iSx s= a+ ^-4" c+ etc. , «y» = a'-J- ^'+ c'+ etc. ,
Ss =: «3+ 6^+ C^+ C^C. ,
etc.
La notation dont on vient de parler ne se rapporte qu'aux fonctions symétriques entières. Quand elles sont fractionnaires , on commence parles réduire au même dénominateur, et alors on a une fraction dont les deux termes sont des fonctions symétriques et entières. G est pourquoi nous n'aurons à nous occuper qnfi de ces dernières.
524. La première question à résoudre s^r'a celle-ci : Une équo'
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tion étant donnée^ trouverles sommes 6fi, S%^ etc* des puissances semblables et entières de ses racines.
Soit Féquation X=3=o ou
dont je désigne les m racines par a, ^, c, €/,•••• Ou a trouyé t n« 3 80 le quotient de X par x — a , et on peut avoir de même les ' quotiens de X par chacun des autres facteurs :r— «6 , a:-— c , etc. Or, en ajoutant ces m quotiens , ou sait que la eomme doit être égale au polynôme dérivé X' ou
mx-^-'+Cm— i)Paî^»+(m— 2)Qa:'»--54-(i»— 3)ILr^ . .-f-T :
il faudra donc que les mukiplicateurs des mêmes puissances de as soient égaux de part et d'autre y et de là résulte la déterminatioo des sommes demandées.
Kcprenons donc le quotient de Xpar x-
^çii.-3_^3
-f-Pa'
+Pa'«-* «
Qa
+Rû'*-4
Pour avoir les autres quotiens , il suffira de changer snooessivè^ ment dans celui-ci a en by en c ^ en d y etc. Si oh les ajoute et qu'on mette 5i, «S,, S3, etc. au lien des sommes a-|-&-4"^* • • 9 'a»4-^«-J-c» . . • , a^+ô'+c^ . • • , il vient
mj:~— '-4-jSi x^
a^-'+ft
-f-mP
+P*if,
+mQ
Doncy en comparant ce vésxdtat ave^ le polynôme dérivé X', Un
doit avoir ces rdaUoni; ' e
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i5,4.mP=(m— i)P,
5,4-P5.4.mQ=(m— 2) Q ,
Sz +PiSa4.QiS<4.mR=(/7i— 3) R,
\ ou , eft simplifiant ,
i,Sx+P=o, 6'3+P5a+Q5,4- 3R= o , '
*Sf;„-,+P5«-.a4-Q»5m-3 . . . +(W— 1) T== O.
Au moyen de ces éqvations, il sera facile de calculer successivement Sx, Siy Sdy • • • et enfin <Sm— x*
Ces déterminations s'arrêtent à la somme Sm^^. 9 mais il est Catdk de s'élever aux sommes Sn j Sm^i , Sm^a 9 etc. A cet effet, observons qu'en substituant successivement a^b^ c^ . . • dans Féquation [A] y on doit avoir
a«4.Pa«-«4.Qa«-*... 4-Tû4.U=o, A«»+P6^»+Qô'»-a...+T6+U = o, etc. j
multiplions ces m égalités respectivement par a'*, b'^y etc. , pais ajoutons-les : d'après la notation adoptée , il viendra
On peut faire successivement n = o, i, 2, etc., et Ton aura-^ pour déterminer S„t^ Sm-{-i > <S>m+3 9 etc. , ces relations :
rn / '^'"+* -HP*5/a -f- QSm^i . ; . -4- TSa "4- TJSi = o ,
^^^ ^ S„^,+PS„,^x + qS^ ...+T53 + U5.=o, etc.
Dans la première de ces relations on peut remplacer le terme VS^ parmU , car iS,= û*+6*+t®4-etc.=m5 et alors on voit qu'elle est comprise dans la même loi que Ie$ équiitions [B]. Cette
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rdation fera trouver S^ au moyeu des sommes Stj.St^,». S^ ^ déjà connues ; et en passant successiyement à chacune des relations suivantes , on déterminera chaque somme nouvelle au moyen de sommes déjà calculées.
Il n^est pas inutile d'observer ici que toutes les sommes £f|, ^3 iS>3 , etc. , seront exprimées en fonctions entières des coef&ciens P, Q, K, etc. Cette conséquence résulte de ce que le premier terme , dans chacune des relations [B] et [G], a Tunité pour coefficient.
Pour présenter une application numérique ^ prenons Féquatioa
ar' — 7 x-f- 7 s= o.
Dans cet exemple on a
Puisque P = o , la relation jS,+P=<>I donne 611 as o ; par suite les relations qui déterminent les sommes S^^ 3»^ ^.. Sese rc« duisent à celles-ci , -
St^O, iSf, + 2Q = 0, <S3+3R=:0y
et en substituant les valeurs de Q et de R , ou trouve facilement St=:Oj iSa=i4F «^^3== — 21 > «54=98, «^5= — 24^7 «56=833.
525 Remarque. Dans Féquation i$m4.n-4-etc. = o trouvée plus haut, n peut être un nombre négatif, et par suite cette équation peut déterminer les sommes des puissances négatives des racines. Ainsi , en faisant n= — 1 , — 2, etc. , on aura
^;„~t+P*5m-, . . . +T5. + U5f«,=30, 5^-a+P5f;„^3 . . . +T5-,4-U«5-,=o, etc.
équations qui feront connaître successiyement 5.| , S^% , etc.
Mais ;1 sera plus simple de changer x en- dansFéquadon pro-
posée [A] , et de chercher ensuite , au moyen des formules [B] et [G] , les sommes des puissances positives des racines de la transformée. Il est dair en effet que ces puissances fOUt les puissances p^atives de a , 6 , c | t
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•implicite, mais peut-être a-t-elle le défaut de n'être point assez directe. En voici une autre, dont je suis redevable à une communication obligeante de M. Poullet-Delisle^ et qui est à Tabride ce reproche.
Les racines de Téquation donnée seront toujours représentées par tfy b^ Cf etc., et Téquation elle-même par
[A] a:«4.Pa:«-»4-Qx«-» . . . 4-U = o .
Pour obtenir la somme S(a'*) au moyen de S{a'^^*)j multiplions 5(0""*') par S{a) on — P, on aura deux espèces de termes, savoir: ceux de la forme a", et ceux de la forme a^^^b. Si on suppose n — i^i ou ii]>s, tous les termes de chaque groupe seront différens entre eux, et Ton aura
J(û»-') S {a) = S[a**) + i'Cû"-' b) ,• ,
. donc, en transposant et observant que •^(a)=— P,
[i] âf(a»)4.Pi'(a»-»)+i'(a«-'ô) = o.
Si 72 = 2, il est facile de voir que S{û*^^b)^:=^o.S{ab) = aQ , et pir suite la relation ci-dessus ferait connaître S {à*) ou ^a.
Laissons n quelconque, et pour vAiir à SXa'^-^b) multiplions S{a"'-'^) par S{ab) ou Q. On trouvera encore deux sortes de termes, les uns de la forme aP^^b^ et les autres de la forme aP^^bc : de sorte qu^on aura
J'Ca"-») S{ab) = {Sa'^-'b) + S{a''-*bc). Donc, en transposant et observant que S{ab) r= Q, il vient
et par conséquent , en substisuant dans [i] ,
[a] i'(a«)-fPJ'(a''-')+Q^(û«-»)w-j(a»-«ic)=o.
Cette relation donnera S{a^) au moyen de S{a) et SÇ^a*) : car si 71 = S , on a Sia''-'bc)=z3S{abc) = — 3R.
Soit 71^3 , on peut décomposer S^a'^^'^bc) en deax parties comme onW fait pour J(a"'-.'&); et en continuant ainsi on arrivenj
lorsque n ne surpasse point le degré m, k uti.e «quition telle quo celle-ci
[3] ^(a»)+Pi'(a»-') +Qi'(û»-*) . . .±S{a*bc...f)j
dans laquelle chaque teiwe de la somme Sia^bc.../) renferme le carré d^une racine combinée avec n — 2 autres racines. Le signe supérieur a lieu pour n impair , et le signe inférieur pour n pair. Alors il ne restera plus qu^à opérer la décomposition de cette somme. A cet effet , on multipliera S(a) par la somme S{abc.**f) des produits 72— 1 an— i des racines. Or, en efifectuant celte multiplication , tous les termes de la forme û*^c..^ seront différens entre eux^ 'mais il est évident que chaque produit de/i lettres se trouvera répété n fois; donc, en désignant par SÇabc»»Jg) la somme des produits n kn^ il viendia
S{a)S{abc..f) as S{a^bc...f)'\'nS{abc,..fg).
Nommons M et N les coefficiens de ar"^*^* et de a:"^* dans l'équation proposée : suivant que n est impair ou. pair , on sait qu'on a
5(aic.../)=î±M, S{abc..Jg):='^:^i\
donc, pour la dernière décomposition, on aura
En substituant cette yaleur dans [3], on trouvera, sans aucune ambiguité de signes,
S{ûr) + VS{a^-^) + Q^S[ar-*) . . . + fllS{a) + wN = o, ou plus simplement , en mettant 5,, iSa, etc. au lieu de iS(fl), . 5(û*),elc.
[4] 5„+P5„-.,+QSn^ar,.+M5x+nN=:o.
Quand on applique cette équation , il ne faut pas oublier que N est le coefficient du terme en j:»*-*; de sorte que si on fait successivement /i=i, 2, 3,. • . on devra prendre N=P, Q, Rv»« On trouvera ainsi les équations qui servent à déterminer lea m
sommes 5x, Sa, .••Sm»
Pou» avoir Us sommes ultérieures, un pent tocil*menl modifiée
5ao LEcoirs D^iLecns.
h fin des raisonnnemens ci-dessus de maBiëre qn^elle s^adapte à b sapposîtion de rî^m; mais le procédé qui a été suiyi n* 524^ pouf parrenir aux équations [Cj, est préférable.
\Jpplication des fonctions symétriques à la traasfotmation des
équations.
53o. Les fonctions symétriques se présentent d'elles-mêmes dans la transformation des équations, tontes les fois cpie les racines de la transformée doivent être des fonctions rationnelles des racioes de Téquation donnée.
Soient toujours a y b, c,... les racines de Féquation idonnée : pour fixer les idées, je suppose qu'il n'entre que deux de ces racines dans la composition de chaque racine de la transformée , et je re« présente par F^a^b) la fonction rationnelle qui exprime la loi de cette composition. Imaginons qu'après avoir fait tous les arrangemens deux à deux de a, b^ c*, • . • , on mette successivement dam P(ajb)y au Ifeu de a et ^ , les deux racines de chaque arrange* ment^ il est clair qu'on aurait ainsi toutes les racines de la trans* formée , savoir :
F{afb)y F(ayc)f...y F{byà)y F(bjC)j,..j etc.
Par conséquent, cette équation, décomposée en facteurs, serait
[^— /(a b)] [z—Fl^ayC)]... = o.
Ce produit ne varie pas en faisant entre a^ b; c,... tel échange qu'on voudra , car alors les facteurs ne font que se placer dans ua autre ordre : on est donc sur qu'après la multiplication , les coefficiens des différentes puissances de z seront des fonctions symétriques et rationnelles de a,b, c,... Ainsi, en se servant des procédés expliqués dans ce chapitre, on pourra exprimer ces coefficiens au moyen de ceux de la proposée.
53 1. Voici maintenant une autre manière d'employer les fonctions symétriques, qui sera souvent préférable. Elle est fondée sur cette observation très-simple que les relations [B] et [CJ trouvées n9 5i4^ entre les coefficiens d^une équation et les sonmies des puissances semblables des ra^cines, peuvent servir à découvrir les
eoefSciens de l'équation, quand ils sont inconnus , pourra qu'on connaisse ces diffërentei sommes jusqu'à celle des puissances dont l'ordre est marqué par le nombre des coei&ciens inconnus ^ o'està-dîre , par le degré de l'équalion .
En conséquence , jpour arriVer à la transformée j on déterminera d'abord à quel degré elle doit s'élever 5 ensuite , on cherchera les sommes des puissances premières, secondes, etc., de ses racines jusqu'aux puissances dont l'ordre est égal au degré de oette trans^ fbr&ée ; puis , à Faide de ces sommes, on calculera les coefBciens inconnus. Et quant à ces différentes sOmaMi^ il est manifeste qu'elles sont des fonctions symétriques des racines de la proposée, et qu'elles peuvent s'exprimer par les coefficiens de cette équation*
âSa. Comme exemple, je reprendrsi im Fimportante question d« l'équation aux carrés des différences, déjà traitée n^ 4^7*^^^^*^^^' tîons symétriques en donnent la solution la plus simple et la plus élégante dont elle soit susceptible. La question est celle-ci :
2iouuer Vexation dont hè racines 9ont^les carrés des différences de celles d*une équation donnée
[A] :t«-4-Pa?'«^»+Q«'«-»...'s30.
Représentons Féquation cherchée par .
Les m racines de [A] étant a, h, c,.*, celles de [B] seront
(a— ^)', {a — c)*, (a — tf)*,..., (è— c)*, (3 — ^•,..., {c — ^),—, etc.
Le nombre de ces carrés est évidemiAent celui des combinaisons deux à deux qu'on peut faire avec les m quantités a^ b y c , etc. ^ donc le degré de Féquation cherchée sera
Les coefficiéds/7, ^, fy,.. seront faciles à trouver quand on connaîtra les sommes des puissances semblables et entières des racines de l'équation [B], depuis la somme des premières puissances jusqu'à celle des puissances /!«'**•. Désignons donc par^i, ^, /s, etc. ces nouvelles sommesy et cherchons la valeur générale dey^, « étant un noinbre quelconque, entier et positif.
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Les racines de celle équalion sont les carrés {a — &)', etc., rapportés plus haut; donc en les élevant à la puissance a , on a
/«aa(a— *)»«+. (a— c)'a+(a—rf)««...-f(*—0**+ etc.
Pour trouver cette somme , considérons Texpression
^(x)=(a:— o)»«+(j:— *)*«+(a:— c)*«+elc.,
qui comprend les m binômes x — a^x^^b^x — c, etc. Si oa y fait successivement x^=iaj bj .c, elc, et qu'on ajoute les /it résultats , il vient évidemment
2/; = (p(a)4- <p{Jb) + (p{c) 4- etc.
Or 9 si on développe les puissances qui composent çipc) , on troofe
+ etc.,
ou plus simplement, en se servant de la notation S^j «9i, etc.,
20( i2tf ^"1^
(p(a:)=:wa:««— 2a5xa:»«-»-| ^^ ^S^x""^*. . .+5a«;
donc, en substituant successivement â, &,€!,••• au lieu de x^ f^ ajoutant les résultais , il viendra
!2/*a = w5aa -^2»iynJaa^x 1' 6'aiSa«— »• • .-l-7?;iSaa.
Dans le second membre , il est aisé de reconnaître que les termes à égale distancis des extrêmes sont égaux ; par conséquent , en s'ar* rètant au terme du milieu, et ne prenant que la moitié de ce terme, on aura la valeur générale dey^, savoir :
r o COI ^^C^*"**!) o c(
l)(2fl
LKçont d'algèbei*. Sa3
Comme les signes sont alternativement -f- et — , il n^y aura jamais d^incertitude sur le dernier»
Yoici maintenant les opérations qui sont à effectuer > 1^ On calculera les sommes Sty Sa^ Si^ ».. jusqu'à 8%^ par les relations connues
5x4-P=o, 5fa+P5,4-îiQ=o, etcj
2,0 Dans la formule qui exprime^, on fera successivement «= I , a , 3 , • • • jusqu'à n , et on aura ainsi , pour déterminer les n sommes y*i»yi , . • ./nj
fi=^mS^ — SiS^^ yi =m*S4 —4*^,53 -f-35a«ya , etc.
3<* Enfin les relations qui existent entre ces n sommes et les n coefficiens p^ q^r^ •• • donneront les valeurs de ces coefficiens^ savoir :
533. Une marche tout-à-fait analogue à celle qu'on a suivie pour trouver Fëquation aux carrés des différences peut encore être employée dans un grand nombre de cas , et notamment dans ceux où les racines de la transformée devraient être des puissances semblables et entières de la différence , de la somme, du produit ou du quotient de deux racines quelconques de l'équation donnée.
Par exemple, supposons , que chaque nouvelle racine soit la puissance k de la somme a^^ù àe deux racines de l'équation [A]. En posant n=::im{m — i)^ la transformée devra être 'de la forme
[CJ z'*-l-/^^'*"~*+^^'*~* • • • +/«+" ^Oj
et si on fait
^«s=(^7+';)*«4.(û+c)*« . • . +. (i+c)*«+etc. ,
le calcul se réduira à exprimer y^ par une foimule générale. A cet effet, on prendra la fonction
dont le développement est
Qr 5i., STaDt le deTeloppemeot, on mibedtiie dans 9 (a?) Tcment a, 6, c, . . . au liea de x, la sommedes résnltals B^atm égth I :iJ'x'-{'2,^^Siay par saîte il est aisé d^aperceroir «ja'en fidfant la mêmes opérations sur le développement, on aura
et enfin de là on tire la formule cherchée
Lorsque Aa sera pair , on s'arrêlera au terme qui cendenl S avec deux indices égaux, et on n'en prendra que la moitié , msîs lorsque it« sera impair > on s'arrêtera an tenfto dans lequel les deux indices êonl^ka — 1) et tC^^-H*)* ®^ ^^ ^^ prendra toal entier.
EUmination par les fonctions symétriques, Vegré de P équation finak* 534* Soienl^les deux équations
[i] ar^ + Px^-'+Qx^-' + R^»^*^' •.• = 0,
[2] a^ 4. Fa:"-» +Q'x"-» -f R'x»-^ . . . = o ,
dans lesquelles P , Q, etc. , P, Q^^ • . • sont des fonctions dejr. Si on pouvait résoudre la première par rapport à a: , on en déduirait m valeurs a^ ùj Cj . • , qui seraient fonctions de jr , et tf les substituant dans la seconde , il viendrait, pour déterminer kl valeurs dej* , 772 équations délivrées de x , savoir :
a"+Pû'»-«4-Q'a«-»4-R'û«-3 . . . =0 ,
PI < c»4-P'c''--» + Q'c»-»4-R'c«--3...=o,
etc.
Mais, en général, la résolution de Téquation [i] est impossible} et la question est de trouver une équation finale qui renferme iadistinctement toutes les valeurs de j*.
On aura une équation qui remplira cette condition en multipliant entré -elles les m équations [3] : car la résultante ^era satisfaite par
I fibaque valeur àejr tirée de Fune d'elles y-et elle ne peut pai Tétre I antrement. Or , il évident que les facteurs de cette résultante ne font que changer de place | quelque permutation qu'on opèi€ entre les quantités a, bfCf etc.; le produit ne renfermera donc que des fonctions symétriques , entières et rationnelles y de ces quantités; par conséquent on pourra les exprimer au moyen des coefficiensde Féquation [i], et de cette manière on aura l'équation finale en j^«
Ce procédé d'élimination conduit en général à des calculs très* prolixes ; mais en le considérant sous un point de Tue purement analytique , il est le seul qui fasse trouver l'équation finale avec tontes les racines qu'elle doit renfermer /et sans complication de racines étrangères.
535. Ce procédé a surtout l'avantage de conduire à un tliéovème général sur le degré de l'équation finale. Dans ce qui vient d^étre dit , la prenlière équation est du degré m , la seconde est du dc^gré n; et P, Q, etc. y V , Qf y etc., sont des fonctions quelconques dejr ; mais, pour le théorème dont il s'agit, ces fonctions dcÂTcnt être, comme au n? ^oSy des polynômes tels que la somme des exposans de j? et àejr soit au plus égale à m dans chaque terme de l'équation [i], et au plus ^le à n dans chs^que terme de l'équation [a]. Alors nous avons à examiner à quel degré j- peut s^élever dans les fonctions symétriques qui composent le produit dee équations [3J.
Qiaque terme de ce produit est lui-même le produit de m termes pris respectivement dans ces m équations , de sorte qu'en désignant ces termes par Yâ«, Y'ùfiy YV/, • • • le terme du produit sera
YY'Y". . . X û«w^y. . •
Mais le produit des m équations étant symétrique par rappert aux quantités a^by Cy • • • , on doit y trouver tous les termes de même forme qu'on peut faire avec ces quantités : par conséquent , on est sûr qu'il renferme tous les termes représentés par
[4] XX'X'...'X,S{a^bP(ff...)y
et il faut évaluer le degré de cette expression. Or, d'apfès les luppositions , le degré de jr m^ au plm ^al à
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7î — a dans Y, à n — p dans Y', à n — y dans Y", etc. J donc dans YY'Y*'. • . il sera au plus égal à m/i— ^ — ?— 'y- • • • D'un antre cÀté , si on se reporte (524) ^^^ relations d'où se tirent les sommei Sty S 9, Si y etc. , on voit que P étant au plus du i**" degré en/, Q du 2*, R du 3*, etc. , le degré de ^ dans ces sommes ne doit point surpasser Findice de la lettre i9; et scmblablement , sien « reporte (526) aux formules qui expriment les fonctions doubles, triples, etc., on reconnaît encore, que dans SCa^bfic'/ • • •) le degré de j* ne doit point surpasser «-|-P"H^' • • • Donc, dans Texprcssîon [4] , le degré de jr sera au plus égal à mn. La même chose peut se dire de toutes les fonctions symétriques dont la soisme compose le produit des m équations [3]; donc enfin V équation fi' nale ne peut point être d'un degré supérieur à mn.
La démonstration semble exiger queFéquation [i] renferme k terme x^. Mais on peut supposer qu'il y ait eu d'abord de?ant af^ unr coefficient A , indépendant de j^, et qu'o\i ait diyisé tonte Féquation par A. Alors, Féquation finale en y devant subsister. quel que soit A, on pourra y faire A = o, et il est clair que cette supposition ne saurait en élever le degré. Du reste, il faut entendre le théorème en ce sens, que Félimination entre deuit équations g^ nérales, Fune du degré m et Fautre du degré n, doit donner nœ équation finale du degré mn^ mais que dans des cas particolies 1 ^ ce degré peut devenir moindre. Iré|,
Les deux équations a:— ^""sso, a:"-}-^''-l*^j'4-c=o , qaoiqMléi|||j très-simples, donneront véritablement une équation finale dutfe- 1 . gré mn : car en substituant dans la seconde la valeur de :t: , tirée 1 de la première, il vient j''""-|-^'*-4-^-|-c=o. I
Au contraire , en éliminant x entre les équations x^^-y^^^ ^n-|-^j«'»-j-^j--J-c= o , on aurait une équation finale de deg» moindre que m/z, savoir : j^-f-^y^"l"^"l"^ = ®*
536. ^n étendant le théorème à un nombre quelconque Si' quations, on aura le théorème général du à Bezout, et dontoii déjà rapporté Fénoncc n* 4^4> savoir : que sij entre des équaM^ en nombre pareil à celui des inconnues ^ on élimine toutes les * connues hors une , le degré de V équation finale dei^ra être toi au plus égal au produit des degrés de ces équations .
Avant Bjszout , le théorème était connu pour le cai de detf
tcrxi] In
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Iquatîoiis seulement; et Gramcb, dans un appendice de son Introroduction à Vanaîjrse des lignes courbes , en avait donne une lémoustration fort simple qui , au fond, ne diffère point de :elle que nous ayons exposée. Il était à désirer que la même dénonstration fût appliquée à tous les autres cas, et c*cst ce qu^a 'ait M. Poisson dans un Mémoire qui est imprimé parmi ceux du SLl* cahier du Journal de TEcole Polytechnique , et que M. La* 2ROIX a aussi inséré dans le Complément de ses élémens d'algèbre ' sn raccompagnant de tous les développemens nécessaires.
CHAPITRE XXII
Résolution des équations générales du 3* et du
4* degré.
Résolution de Véquation du 3« déféré.
"537. Je supposerai qu'on ail fait disparaître le second terme de «équation du 3'' degré,- et, pour éviter les fractions, j'écrirai cette ^nation sous la forme
II] a:^+3pa:4-^"=o»
Tarrni les différentes manières de la résoudre , la plus simple insiste à foimer à priori une équation du 3* degré sans second ^^me, laquelle admette une raciue connue , mais exprimée avec ^s indéterminées, et à se servir ensuite de ces indéterminées c^ur rendre cette équation identique avec la proposée [1]. Pour ^^lir cette identité , il faudra poser deux égalités , et pa{ ce ^ctif on emploiera deux indéterminées.
Soit fait xs^a-^b : en élevant au cube , on aura x^:=ia}'\^b^ V^Zab{a'\^h) ; puis, en remplaçant â-|-6 par j» et transposant, il î^nt
[a] x^ — Zabx-^al — i!=o,
Sa8 uami dalgbbbi.
équation qai admet la raciae xsso-l-i, e| qu'il CuiC xendfe idcntiqae a?ec [i]. £ii AonséquencCy on posera
[3] ab=i—pf û^-f43=— ay.
La première de ces égalités don^e a^^= — p». Ainsi, on connut la somme a'+ft' et le produit a^^. Donc les valean de a* et ù^ sont les racines d'une équation du 2* d^ré, dans laqadk le coefficient du second terme est ^al à -t"^^» et le dernier tenae ^al à — /?' ; de sorte que celte équadon sera, en appelant z fiaconnne,
Cest elle qu'on nomme la réduite de Féquation [i].
Ses deux racines représentent les Talenrs de a} et b^ ; et d'ailleurs en peut indifféremment prendre Tune ou Tautre pour la nleur de a^, car cela revient à changer a en 6 et ^ en a dans la nleur jçz=za'^^6.3e prendrai
aî c= - q+Vq'+p^, i» = — ^— ^/j.+^îj et par suite il viendra
Chaque radical carré n'a ici qu'une sede valeur, mais ducoB des radicaux cubiques en a trois. Si on pouvait satisfaire aux équations [3] sans faire aucun choix entre ces valeurs , on pournît aussi, par les mêmes valeurs, rendre l'équation [i] identique i l'équation [2] ^ et puisque a-^b est racine de la seconde , on devrait satisfaire à la première en prenapt
Mais une remarque importante se présente d'elle-même : tfdi y; que chaqne radical cubrque ayant trois valeurs , il s'ensuit qnt l'expression ci-desâiùs en a neuf, tandis que l'équation [i] ne doit avoir que trois racmes. Il faut donc expliquer d'où vient oeCIl multiplicité de valeurs, et discerner parmi elles celles qui sont t^ H ritablement racines de Féquation [i]. |yi1^
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A cet effet, observons qu'à proprement parler oe ne sont pas les équations [3] qui ont été résolues pour aroir a et b^ mais bien les équations
Or, si on représente par « et «* les deux racines cubiques imaginaires de Tunitéy lesquelles, comme on sait, sont le carré l'une de l'autre (52 1), il estdairque Féquation a?b^=: — p^ peut proyenir également de Félévation au cube de chacune de celles-ci
fl^ = — /?, ab=z — ap, aùssz — a'/;.
Se là il suit qite les neuf valeurs renfermées dans la formule [4] doivent donner les racines des trois équations
X6] x^-\'ipX'\-2q=o, x^+3/7«:r+;22'=o, a:^4"3/?a*a:-4-2y=ro.
On peut encore considérer ces neuf valeurs oomme les racines de Féquation du g^ degré qu^on obtiendrait en multipliant entre elles les trois équations ci-dessus. Mais il sera plus simple, et cela 'revient au même, d'éleyer au cube Tune quelconque de ces équations, après avoir transposé dans le second membre le terme qui contient p. De cette manière on^trouvera sur-le-cbamp
Quant aux racines qui se rapportent spécialement à chacune des trois équations, ce qui précède donne le moyen de les distinguer : car, selon que le coefficient de x sera/? ou up ou «*/?, il est clair qu'on ne devra ajouter que les valeurs de a et b pour lesquelles on a ab=^ — p ou ab^='^eip ou ab=^ — a'/^.
Par cette règle , il sera facile de former les racines de la proposée a:^+3^^+22'=o, la seule dont nous ayons à nous occuper. Désignons par A une des valeurs du premier radical cubique , et par B une des valeurs du second, les valeurs de a et ^ seront
a=A, «tA, rt'A,
6=;B, aB, «'B.
t>e plus supposons, ce qui est permis, que A et B représentent des ^«leurs dont le produit soit — />. D'après ce qui vient d'être dit,
53o Li6«!f« d'alsèbie*
on ne devra ajouter qae les valeurs dont le produit est AB; donc, en se rappelant que a^ ss i, il faudra prendre
X=aA+B, x=:i»A+c*B, xssa*A + «B; etd'aillcnrs on sait (5ig) qu*on a
„ = > ■ artss
Si on remplace A et B par les deux radicaux cubiques, et «| t' par leurs valeurs, il viendra
Telles seront les racines de Féquation proposée : mais il faadn bien avoir soin d'attacher aux deux radicaux cubiques le même sens restreint qu'à A et à B^ sans quoi Ton pourrait trouvera fausses racines.
538. Pour discuter ces valeurs il sera plus commode d*j laisser subsister A et B au lieu des radicaux cubiques , et d'isoler ce qui multiplie V^— -3. De cette manière, on a
Je supposerai aussi, comme on le fait ordinairement, que Ui €oej£ciens p et g de Fëquation proposée représentent des qaaiitités réelles. Alors, cette équation étant de degré impair, > toujours une racine réelle, et il est permis de supposer que A et B sont les valeurs de a et de 6 qui donnent cette racine; de sorte que A-4-li sera une quantité réelle.
Gela posé, rtporions-nous aux deux radicaux
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Si 9*+/''^^9 chacun d*eax a une Taleur réelle; donc on peut supposer A et B réels. Par suite, A-4*B et A— B le seront aussi; donc la première racine x=sA*)-B est réelle , et les denx. autres sont imaginaires»
Si ^'-4"/^^=^} ^^ anra A=B, et alors les trois racines sont a:=A,a:=— A, a: = — A. Elles sont toutes trois réelles , et les deux dernières sont égales entre elles.
Enfin soit q^'\rP^<Cp j^^ qui exige que p soit négatif. Alors a et b n'ont nias de détermination réelle , et par conséquent les trois valeurs de x se trouyent compliquées d'imaginaires. Cependant où sait que l'une d'elles doit toujours être réelle; et même il est éyident que les cas où les trois racines de l'équation [i] sont réelles et inégales ne peuvent se trouver que dans l'hypoth^ ac« tuelle q^-^-p^^Cp. On aurait donc tort d'affirmer que les valeurs de X sont imaginaires. Je vais prouver en effet qu'aucune d'elles ne l'est ; et comme on peut toujours supposer que A et B sont des déterminations telles que la somme A-f-B représente la racine réelle dont l'existence est démontrée , tout se réduiUÀ faire voir
que la partie -(A — V)V — 3, qui se trouve dans les deux autres valeurs de x , doit être réelle.
Parles seules règles du calcul on a (A — B)(A*4*AB-(«B') = A^ — B^; donc
A»+AB+B* (A+B/ — AB
Mais, à cause dés valeurs de a' et de A^, on a A'— B^=2l/^*-f-/?'"; et , par la manière dont A et B ont été choisis^ on a AB ss-^p ; donc y en faisant A -f" B =s a:^; il vient
et par conséquent
53a ufavi u'ài^kwaiM»
Or, par hypothèse, on a q* -4-/?^ <o ^ donc la quantité ci-denu est réelle ; donc les trois valeurs de x le sont aussi.
Il est démontré par là que , dans Thypothëse q* 4-/'^<!o i les imaginaires qui affectent les trois yaleurs de x doivent se détruire î et par conséquent il semble que le calcul doive fournir les moyens de les faire disparaître. Cependant il n'en est point ainsi ^ et, à moins de recourir à des séries non terminées , l'algèbre ne peut point opérer cette réduction. C'est cette raison qui a fait donner le nom de cas irréductible à celui que nous examinons. Tontes les fob que Féquation tombera dans ce cas , les expressions générales des racines ne seront d'aucune utilité pour calculer les valeun numériques de ces racines , et alors on pourra recourir aux procédés du chapitre XYIII. On trouvera aussi dans la trigonométrie une solution fort simple de Féquation du 3* d^é, non-seulement pour le cas irréductible , mais encore pour tous les autres.
53g. Au reste, quand on connaît une racine réelle :i/ , il est facile d'avoir les deux autres racines. On le voit d'abord par la valeur je A— B, trouvée ci-dessus^' car au moyen de cette valeur on a évidemment
Mais on le volt aussi en divisant Féquation proposée par x — j/. Pour le faire plus commodément, on observe qu'on doit avoir a/3_|.3^jr'J|-2^=o et que par suite l'équation proposée peut
s'écrire ainsi
jfî — x*^'\^3p{x — xf)=o.
Donc, en divisant par a: — a/, on aura
a:*+ x:r'+ a/'-f- 3/; = o , x^-^W—y—^ijxf^+p).
Yoici maintenant com ment on reconnaît que ces valeurs s'ac^ cordent avec les précédentes. Remarquons d'abord que
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D^un autre côte, la relation x^'-f-^/'^+^J^o donnt donc enfin
Résolution de f équation du 4* degré,
540. Aprè« avoir fait disparaître le second terme, réqnation générale du 4* degré est
Soit posé X =: a -)~^ '^c i tn élevant au carré ^ il vient ^ jr'=a'+i*+c'4"^ (ûtô+tfc+^c), ou, en transposant ,
Élevons de nouveau au carré, on trouve x^— 2(a'4-J*+c')a:'4" (û*4-A^+c')» =4(a«4«+a>c*+^'c»)4-8a*c(^74-5-l-c). Puis, remplaçons a-^£-4-c par X et transposons, on obtient *
Cette équation est sans second terme, et, parla manière même dont on Ta formée , on sait qu^ell.e admet pour racine :r=:::a-|-&-4-c. Ainsi, on résoudra Téquation [i] en déterminant a , 6, c, par la condition qu'elle soit identique avec la précédente , ce qui donne
Ces égalités font voir qii*en prenant a',/;*,c", pour inconnues, ces trois quantités sont 1^ racifief d'une équation du 3* degré dont les coefficiens sont
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par ooméquent cette équation est
et telle est la réduite d'où dépend la résolution de l'équation [1]. Supposons qu'on ait déteiminé les trois valeurs de z y et dcsignons-les par z'^ z'j z*, on aura
Si on combinait les signes de toutes les manières , on aurait hait valeurs pour o-fr^-f-c ou x. Mais comme le dernier terme de U réduite [2] a été formé en élevant au carré l'équation abcz=s — j^, il en résulte que ces valeurs renferment et les racines de la proposée y et aussi celles de l'équation qui en différerait par lé signe de q.
En même temps on voit que pour avoir seulement les racines de la proposée, il faut najouter que les valeurs de a, &, c , pour lesquelles on aa£c=: — ^q^ etdont le produit est par conséquent de signe contraire à q. Dans chaque cas particulier , il sera facile de déterminer pour les radicaux trois valeurs A, B, G , qui remplissent cette condition; et ensuite avec ces* valeurs on fo/mera les quafrc racines de la proposée, savoir :
Le plus souvent I au lieu de A , B, C, on met les trois radicaux V z'y V^j — V z'y et les valeurs de x s'écrivent ainsi :
Mais alors il faut sous-entendre qu'en appliquant ces formules ^ des cas particuliers, on prendra pour Vzy V z" ei Vz"'^ trois déterminations dont le produit soit de même signe que q. Cette observation est importante : car , faute d'y avoir égard, on pourrait trouver de fausses racii\es.
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54 1 • Par la nature des racmes de k réduite [n], on peut oonnaltre la nature de celles delà proposée [i]. Or la réduite, ayant son dernier terme négatif| a toujours une racine positire, et le produit des deux autres racines doit être positif^ donc, si ces dernières ne sont pas imaginaires, ellesseronttôutés deux positires ou toutes deux négatives. Je laisse de cÀté les cas où Ton aurait q=o, parce qu'alors la proposée se résout directement par le second degré. En conséquence, trois cas seulement sont à examiner.
1 • Cas ou les trois racines de la réduite sont positives» Alors \tÈ quatre valeurs iéx sont évidemment réelles, et si Ton regarde les radicaux Vjs',Vz",Vz^, comme représentant des déterminations positives , leur produit sera positif 3 donc les formules précédentes seront spécialement applicables à lliypothèse de q'^o. Pour q<CPy il faudrait changer le signe de Tun des radicaux.
a* Cas oà la réduite aune racine positive 2^ et deux racmes négatives z*, z"'. Le radical V7 sera réel , mais les radicaux Vz" et Vif seront imaginaires, tt par suite les quatre Taleuff de x seront imaginaires, à moins qu'on n'ait z'ssz*.
Quand z'*=:z*, l'une des deux quantitésV^?+ V^et Vz*— */? deviendra zéro^ et en supposant que ce soit la dernière, les valeurs de X seront simplement
Les deux premières sont réelles, puisque %' est positif^ et les deux autres sont imaginaires, puisque z" est négatif. D'ailleurs , comi|ie dans la réduction on a supposé VU? saV^?, on doit avoir ici V^JV?V^z^=»z* V?5 de sorte que ce produit ne pourra avoir le signe de q qu'en choisissant pour V z un signe contraire à q.
3» Cas oh la réduite a une racine positii^ x' </ deux racines imaginaires xf ^ «'. La racine positive «' étant connue, on pourra diviser la réduite par z^^z' ^ et l'on aura une équation du !i* degré qui donnera, pour x' et x*| des valeurs imaginaires de la fonne
:/-l^vcr7,
S36 UfMl t>^4X«kMIK'
Jhui dtê taleurA de x renfermeront donc Texpresnon
et les deux autres renfermeront celle-ci Mais^ par des formules connues (sSg), on a
et il faut, ainsi qu'on la remarqué au n° cité, associer les déterminations des deux radicaux x/f-^-g V — i et Vf — gV — i ^t telle sorte que leur . produit ait le même signe que V[/^+^*. Supposons donc qu'on prenne Vj^-^'g* positivement , on dtyra choisir pour Vz' une détermination de même signe queji Avec cette attention les quatre valeurs de x poiirront s'écnii comme il suit :
X=^V7 ±L\/!lf+lVf* + g%
x^ V7±:\^^f-^Vf'+g^. Deux de ces valeurs sont réelles , et deux sont imaginaires.
Réduction des expressions de la forme V^Â±V^ Equation dont îet
racines sont représentées par la formule x— k A-f- y^B-H V A — |/ ^
542* La résolution des équations du y degré conduit à des
expressions qui renferment des radicaux tels que V^A±\/B, et par extension on peut considérer des radicaux de la forme plo*
générale VA±\/B, Or, il arrive fréquemment que A et B sont des nombres rationnels , et alors on peut se proposer de rédoirt ces radicaux k des expressiojB^ plus simples, dans lesquelles il a'7
ait plus de radicatit suptrpos^. Celte queslioh a déjli été résolue pour les radicaux carrés, et il s'agit main tenani d'atteindre à des cas plus élevés.
Je commencerai par le radical cubique V^A-|- yB. On ne peut pas supposer pour cette racine une quantité de la forme \/a + \/lf : car on a
{ya + yb)^=aYa + iayb + U\/a+b\/h
résultat qui contient les deux radicaux y a et \/6. Mais le caleul
même qu'on vient de faire montre qu'on trouvera un résultat de
la foune À 4-V^B en élevant au cube les etptessîons d-{-^& , et s ... :
(tf -4" V^^)V^^« Je choisirai cette dernière comme plus générale, et jeposerai.
En élevant au cube ^ il vient d'abord
A + v/B = c{a^+3ab) + c(3a*+b)\/b;
pmBy ea galant les partlfts ratioMelles cnlfe elles , et lés parties itratloxitienes entre elles,
[a] A==»cia^+iab)j .[3] VB«=c(3a»+4)»/**
La^'quéstion est donc maintenant de trouver pour a, b^ c, des valeurs rationnelles qui satisfassent à ces deux équations. Or, en élevant ces équations au carré, et en les f elraiicbant ensuite l'une de l'autre , on a
A«— B = cV— 3a4é + 3a»^« — é»5)=c'(a' — *)*; ionc
t^ldfque a ^ b doiveal èlre rationnels^ il iaodra prendre à de macère que (A^— B}t soit un cube entier ou fraolionBaîfè^ ot qui
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est toujours possible* Alors , eu nommaut M le second membn d-dessus, on aura
a«— ô=aM, d'où 6=û»— Mj et y en substituant dans Féquation [2], il Tiendra [4] 4ca*-'3Mca— À=:o.
Cette équation devra donner pour a au moins une yaleur conmensurable , sans quoi la transformation [ij sera impossible.
Si, au lieu de V^A+V/B, on avait VA — y/B à réduire, il suffirait de changer partout , dans ce qui précède , le signe de ^b»
Pour exemple y soit rexpression V^i4±V^^oo« On aurt A=:ti49 B=3 2oo, A*— B=a— 4? donc(A*— B)c=»— 4cjdonc on aura le cube —^8 en prenant cas a. Par suite on a Ms— if
b = a*-4- ï > c* Féquation [4] devient 6a^ 4" 6^— 1 4 = **• ®" 7 satisfait par la valeur commensurable a =a i , ce qui donne b ?=aa* D'ailleurs on a déjà c=a 2^ donc enfin
Vi4it:V/2oo =3 (i ±1/2) V^2.
Soit encore l'expression V^— 11 di 2 v^ — i. On fera panera sous le radical carré, et l'on aura Ass-^i i^ B 1 4f A* BmisS.
Gomme i25 est déjà le cube de 5, il suffit de faire c sa i. En
conséquence on a M^aS/^^a*^ — 5, et l'équation [4] deriesl
4^'— i5a-4-ii =3 0. Or elle est satisfaite par a =51^ donc
b as—- 4 1 ^^ P^^ ^^^
K — ii±:2V/— i = (i±v/— 4)V^ï»
54 3. Maintenant y considérons l'expression plus génénb
Va±: v^B, et posons
[5] VI±yB:=:[a±i\/b)\/c.
La question est encore de déterminer des nombres rationnels potf a^ bj Cy si cela est possible.
En élevant à la puissance n et galant séparément les padii rationpelles , il vient
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1 A=c[a»H i a»-»*4- -i — ^^T-i — ^«•-♦i'+ et.cj,
ipenmity comme pour le cas du radical cubique, ëlerer ces deux ilités au carré et les retrancher Tune de Fautre , mau les rédue- (ns s'apercoiyent mieux par le calcul suivant. Gomme on doit oir en même temps
A+l/B = c(a + V/*)"i A -VB = cia ^y/hf , tire de là , d'abord ,
lis, par des réductions facfles, on trouve
•U Q» — ^as
r^ là on voit qu^il faut choisir c de telle sorte que le second ïipbre ci-dessus soit rationnel. En le nommant M, on aura
a^^h^VL^ d'oà &=a«— M;
I en tobstituant cette valeur de b dans [6], l'équation résultante 1 a devra avoir une racine commensurable , toutes les fois que transformation [5] sera possible.
544* Dans la résolution des équations du 3* degré , ce qui rend cas irréductible si remarquable ^ c'est qu'alor», quoiqu'on soit Uré que les trois racines sont réeUes, il est cependant imposte de faire disparaître les imaginaires autrement que par la e des séries. Cette difficulté n*est point propre uniquement an legré : elle se rencontre également dans la formule générale
8] x= V^Â+b7^4- V^A— BV/— I,
laquelle je vais m^arrèter nn moment.
l considérer cette expression dans toute sa généralité, on
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devrait combiner les n déterminations de VA-|>^fiV/*— i iiTecM
71 déterminations de Va — By — i; de sorte qu'il y aurait a tout n* valeurs ponr x. Mais elle se prend rarement daîis un MÉ aussi étendu , et je vais préciser celui qu'on 7 attaché ordinai» ment.
Comme les deux radicaux réprésentent des racines d*éqniidôii binftmes, on est sûr que leurs détertninations sont ^les à des qoiBtités de la forme /-f-^\/ — 1 (379)5 de plus , il est m&nîfésteqil|i| chaque détermination da premier radical , il en correspond une.li second, laquelle n'est dififérente que par le signe de ^— i.Qti on suppose que ces valeurs correspondantes sont celles quidoindl s'ajouter dans la formule [8J ; et avec cette restrittion les Taleno de X sont toutes réelles et an nombre de n seulement.
Le produit de ces deux valeurs radicales, ainsi prises daikm| même couple , est réel et positif. Or, le produit des deux radie
étant en général V^A»+B* ne çeut àyoït qu'une seule valeoril cette espèce; par conséquetit, en la nommant K*. onpooni encore caractériser les valeurs conjuguées , qui doivent être ajM* tées, par la condition que leur produit soit égal à K*.
la formule [8] peut être regardée comme l*€ipresnon géààik des racines d'une équation dont le clegré est inarqué par lé noiibre de valeurs dont cette expression est Sttséeptible 5 par coniiquent , suivant qu'elle sera prise dans sa plus grande exteiuioi ou avec la restriction dont on vient de parle^, le degré de ïéipt tion doit être n* ou n.
545« Cette dernière remarque nous conduit à expliquer conwwt on formé une équation lorsqu'on connaît l'expression de saraciM C'est-à-dire qu'une expression donnée étant susceptible de prcfr* dre différentes valeurs, à raison du sens multiple des radicM qu'elle contient| il faut trouver une équation débarrassée de niSr cauxy qui ait ces valeurs pour^racines. Je prendrai pour exenfb l'expression [8] elle-même.
Pourabrégér^ faisons
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t la question reviendra à éliminer j* et z enivre les trois équa-
-Mais ici Félimination |Mttt être dirigée d'après un procédé fort ianple, aualogue à celui qui a été employé pour les équations réiproques. Par les règles de la multiplication on a
\ty^%^=iX etj^ZrrrV^aZ^^'donçen faisant encorey pour abréger, y a =3 c, il Tiendra
Lu Bioyen de cette formule on pourra exprimer, en fonction de x p de Cy suGcesayement toutes les quantités j-*-{- z*, X^'\' ^^j etc. l^iUind on s^ra parvenu à ^"^"'"9 ^^ pourra remplacer j^-f-^'* P^^ i-(-Ay et alors on aura l'équation cherchée, laquelle sera de àt^
;ré ''r n n
flette équation contient c : or, on a c^=^ ab = V^A^+B* j
tdnc ç est en général susceptible de n valeurs différentes. En
nettantdans Féquation chacune de ces n valeurs à son touc, on aura
t écjoations, et par suite nXn ou n* valeurs de x. G*est en effet ce
nii doit être, d'après ce qui a été dit à la fin du n* précédent.
M on Tonlait avoir une équation unique qui eût toutes ces valeurs
pour racines , il resterait encore à éliminer c entre Féquation du
Aegrë n en :r et Féquation c^ssab.
Mais si dans la formule [8] on ne veut associer que les valeurs
ftdicales dont le produit est réel, alors ce sera uniquement cette
valeur réelle qu'il faudra chobir pour c, et on n'aura plus qu'une
fteule équation du degré n pour déterminer toutes tes valeurs
dé X,
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CHAPITRE XXm
Notions générales sur les séries.
Définitions, Règles sur la eônvergénee*
546. On appelle suite infinie , série infinie , ou simplement suite^ séricy une expression composée d*un nombre illimité de tenues. La série est dite régulière lorsqu^à partir d^an -cettiia terme tons les suivans penyent être formés diaprés une mêai loi. On nomme terme général celui dont le rang dépend d'ooe indéterminée, et qui deviendra tel ou tel terme, de la sériey seloD la valeur particulière qu'on attribuera à cette indéterminée.
Les séries sont employées le plus souvent pour représèoler des quantités dont elles font connaître .la valeur avec approximation ; et cette approximation s'obtient en prenant dans la séôs un certain nombre de termes consécutifs à partir du premier. Alors, le reste de la série , c'est-à-dire, Fensemble des terma qu'on néglige, exprime Verreur de Tapproximation; et, pour qae la série atteigne le but qu'on se propose, il faut qu^en prenant un nombre de termes assez considérable, c<;tte erreur puisse êtrereaduc aussi petite qu'on voudra. Les séries qui remplissent cdU condition sont appelées convergentes. Par opposition , les aatia se nomment divergentes.
De la définition même il résulte que si une série est conve^ gente , il existera une certaine limite de laquelle on approchera * autant qu'on voudra en prenant un nombre de termes très-considérable, et qu'on ne pourra atteindre qu'en supposant ce nombre égal à l'infini. Cette limite est la valeur complète ou la samm de la série.
Par exemple , soit la série
[1] a+ax+fla:!+fla:î+etc.,
dans laquelle je supposerai, pour mieux fixer les idées, que x soit positif. Si on prend la somme 5» des n premier! termes, on
aura :
1— ar* a ax^
Soit a? <[i : plus /i €iit grand, plus la quantité est petite •
et même on % reconnu (ào4) qu'on peut choisir 71 assez grand pour qu*elle soit aussi petite qu'on voudra. Donc, en prenant un nombre de termes de plus en plus grands, la somme Sn approche con-
tinuellement de et peut en différer aussi peu qu'on voudra;
donc la série [i] est conyeigente et a pour somme cette limite.
Mais si Ton a x^i, alors on Voit immédiatement, sur la série clle*m£me, que les termes peuyent croître au-de là dé toute limite; donc les sommes qu'on formerait en prenant successiyement vn terme, deux termes, trois termes, etc* peuyent croître aussi au-delà de toute limite ; donc la série est diyergente. ^
548. Il &ut bien se garder de croire qu'une série soit toujours convergente lorsque ses termes vont en conycrgeant yers zéro. Par exemple I on se tromperait si on considérait comme conyergente la •érie
Pour rendre l'erreur évidente t remarquons d'abord que si, à partir d'un terme quelconque - , on ajoute entre eux les n soi- Tans, on aura une somme ^ -;• En effet, cette somme est
et puisque_les termes sont décroissans, elle est visiblement^
> — X n ou-.
Cela posé , partageons les termes de la série en groupes comme ci-dessous:
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tontes Itf somm«8 entre parenthèses seront ^ J ; la séHe est àont composée d'une infinité de parties toutes ^ ; , et par conséquent la somme de ses termes n'a pas de limite.
$49* I'^- séries oon^ergentes étant les sonl^s qtt*6li doife employer dans l'analyse , il est très-important de reconnaître à UQe série remplit la condition do conveiigence établie dan< la définition 3 et, pour y parvenir, il existe quçlqu^ règlofi q^'f^jin expliquer.
Soit une série quelconque
[A] i/,+"«+^«+wa4"€tc.
que Ton suppose convergente. Représentons d'une manière générale par Sn la somime des n premiers termes^ de sorte qu'on ait
^„ = I/o -|- 2/x -f- I/a • . . -f- lf„.z 5n4.i=» Wo+Wi +*'>••• + Wn-i+W»
^tc.
Jja définition de la convergence exige qu'en choisissant n suffisamment grand , les sommes 5n, Sn^ty ^194-3, çtc. , approchent autant qu'on voudra d'une certaine limijte 5. Il suit de là que les différences entre ces sommes pourront être rendues aoai petites qu'on voudra , en choisissant n suffisamment grand. Or, les différences entre Sn et chacune des sommes suivantes sont respectivement
Sn-{-i Sn^Uny Sn^t Sn^==lin^UH^t ^
donc, en ne faisant d'abord attention qu'à la différence «9„^t— 5ii, on peut conclure qu'en prenant n suffisamment grand , tous les termes à partir de Un devront être aussi petits qu'on voudra.
Cette condition est simple et d'un usage facile, mais on a déjà remarqué qu'elle ne suffit pas (548) ; et comme ce qui vient d'être dit de la différence Sf^t — Sm s'applique de la même manière anx différences 6»n+a — 5„, Sn-[-z — Sny etc., on peut conclure, oomiM conditions également nécessaires, que chacune des sommes
I/„4-«n4-x, Wn+Wrt+i+W/i+a, ©tC.
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connclërëe sëparànent, doit aussi, quel que soit le nombre de ses termes, devenir aussi petite qu'on veut quand on prend pour n des nombres très-cousidérables. Avec ces nouvelles conditions , il est^évident quB la convergence est assurée : car alors , en ^imîwssant n suffisamment grand, les sommes Sny Sn+ij etc. seront aussi peu -différentes entre elles qu'on youdra , et par conséquent il existe une limite dont elles approcheront aussi près qu'on voudra.
55o. Pour édairoir oe qui précède pfx des exemples, reprenons la série
[i] a-f-«J?-|-a^*+ûJc'+etc. ,
dont le terme général est ax^. Considérons d'abord ce terme isolément, puis ajoutons-le au suivant, puis aux deux suivant , et ainsi de suite ; on aura ces différentes expressions,
i2x'»+' + ax^-T'' =3 i :, etc.
Ar, quand a: est <[ i-, chacune d'elles peut devenir aussi petite ><|u'ou veut en prenant pour n un nombre suffisamment ^rand ; donc les conditions de convergence sont remplies par la série [x]. Reprenons aussi la série numérique
l^] -+r4-7«-- + - + -4 h etc.
Si on considère comme terme général celui qui a le dénomisateur 71-f-i, il est évident qu'en faisant n très grand, il peut devenir aussi petit qu'on veut , ce qui est une condition nécessaire pour la. convergence de la série. Mais il faut encore qu'en ajoutant à ce terme général un nombre quelconque de termes , la somme puisse «devenir aussi petite qu'on voudra : or , c'est ce qui n'a p^s lieu ^
car on a vu que la somme — ; r"~T — • • • H est > .
^ n-j-i/i + 2 '2rt ^a
Il est eu général assez difficile de vérifier toutes les conditionf
de convergence : c'est pourquoi je vais établir quelques théories
qui, dans nn grand nombre de cas, dispenseront de recourir à ces conditions.
Théorèmes à Vaide desquels on peut souvent reconnaître la convergence*
Limite de Verreur,
55 1. Théobême I. Soit une série
U = u„+^«+"a- • • • •+u»+u„4-a+etc.,
dont tous les termesy à partir d'un certain rang , sont positifs, et dans laquelle de très-grandes valeurs de n font converger U rapport
vers une limite R. La série est convergente lorsqu*on a R<i, ^ divergente lorsqiion û R> i •
Si au-delà d^un certain rang tous les termes étaient négatifs, on changerait les signes de la série U, et le théorème s'appliquerait à la série — U,
Supposons d^abord R <^ i , et choisissons à yolonté un nombre R' intermédiaire entre i et R. Puisque les très-grandes yaleors de n font converger le rapport r vers R , il s^ensuit qu'à partir d'un certain terme i/„, qu'on prendra aussi éloigné qu'on youdrai les rapports
^n+i yVn-fa gZ/t-fS
• f • ecc*
Un Un^i W„4.a ^
pourront différer aussi peu qu'on voudra de la limite R ; et par conséquent alors ils seront <^R'. Donc on aura
I/n4.i<R'w«, l/«4.a< R' i/n-f , , W^+B <R'll„+a , CtC. J
et à plus forte raison
i/„4.,<R'm„, w„4.a<R'»//„, i/„4-3<R'?i/„, etc. :
ainsi , les termes z/„^, , i/n^-a, i/„4-s , etc. sont respectivement plus petits que ceux de la progression géométrique R'i/n+R'»i/„+etc. Or, cette progression est convergente puisque la raison R' est <i (n" 55o) : donc, à plus forte raison, la série w«4„+w»-{-a4-clc. sera cotrvçiçentç , et par conséquent la série U Test aussi.
LEÇdVS D'ALftioAE. S^fj
En second lieu^ supposons R ^i, et choisissons encore à volonté W entre i et R. On fera voir, comme précédemment, qu^on peut prendre le terme i/» assez éloigné pour que les fermes z/n+x^ i/n+a , etc. soient respectivement plus grands que leurs correspondaus de la suite géométrique R'i/n-f-R''i/»-4-etc. Or, R' étant ^i, on peut arriver dans cette suite à des termes aussi grands qu'on voudra ^ donc, pour les très-grandes valeurs de n, les termes de la série U ne seront pas aussi peu différensde zéro qu'on voudra. Dès que cette condition vient à manquer, la convergence de la série est impossible.
Appliquons le théorème aux séries suivantes, dans lesquelles on suppose x positif :
U'= lA \ 1 5 . . . H -r h etc. ,
___ m , m(m — i) , . m(jm — i)...(m — n-i-i)
V^^i xA- — 'V. . .±1 -X /— i XJ ««qretc.
Dans la série U% deux termes consécutifs quelconques sont
+ ' ô r i_^> donc r=.
Or, quand on a fait croître n indéfiniment, la liaûte de r est A=o^ donc, quelle que soit la grandeur de x, la série U' est convergente.
Dans la série U'^, deux termes consécutifs quelconques sont
X» . 0:"+' , nx — r— : donc r=— r-;
Or, il est facile de voir qu'on a
donc 9 si on fait croître n indéfiniment, la limite de r est
R=ra: J donc, suivant qu'on aura x<^\ ou x^i, la série XJ^ sera
convergente ou divergente.
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Enfin, considérons la série U'^, dans laquelle m est un nombre donné. Le rapport r sera
et Ton Yoit qu'à partir d'une valeur de n suffisamment grande, r sera toujours positif^ de sorte que tous les termes de la série U'^, 4 partir dVn certain rang, seront de même signe, comme Texige l'énoncé du théorème. On voit aussi que la limite de r est R=^j donc, X étant positif, suivant qu'on aura x<Ci ou^i, la série V sera convergente ou divergente* 552. Theobeme II. Soit une série
Us=u,+nx+U2. . .+u„+ etc. ,
dont tous les termes sont positifs à partira* un certain rang : sij pour les très-grandes valeurs de n^ la racine
consierge vers une limite R, la série sera convergente ou divergente , suivant qu'on aura R<C[i ou R]>i.
Sï les termes au-delà d'un certain rang étaient négatifs, le théorème s'appliquerait à la série — U.
Soit d'abord R<;i , et prenons encore une quantité R' entre R et 1 . D'après l'énoncé, on peut choisir n assez grand pour que \s$ /expressions
^Unj Vïl^^, V^lTi^a, etc.,
soient aussi approchées de R qu'on voudra, et par conséquent toutes moindres que R' : de sorte qu'on aura
i/„<R'«, i/„+x<R'«+% r/„+a<R^«+», etc.
Donc les termes de la suite w„4-w„^,-[- etc. seront moindres que
ceux de la j^rggrci^on géométrique R'"+R'''-l-^ + etc.,- et comme
cette progressiort^èslb^Vivergente, à cause de R'<i , on conclut
^^*i' W ««y? ^n^% Hf'^^mrk^\'i\ ^ûi' l'être : par conséguent
Soit R> i.BÎ on prend encore R'^Rt,;ç.^.^;^,^j>„ r. ^
une quantité moindre que R, et un raisonnement analogue au précédent prouvera que la série est divergente.
ScoUe. Les deux théorèmes qu^on vient d'établir ne laissent d^incertitude , sur la convergence ou la divergence de la série U , que dans les cas où Ton aurait R = i ; et alors la question ne sera pas toujours facile à décider. M. Gauchy, à qui j'ai emprunté en grande partie les considérations générales contenues dans ce cliapitre , a aussi donné plusieurs propositions à Faide desquelles on y réussit quelquefois. Voyez son Cours (Tanaljrse imprimé en 1821.
TaiÉORÈME III. Lorsqu'une série
U = Uo -f- u I -4" u a -{- etc.
est entremêlée de termes positifs et négatifs , et qu*en Us pre^ nant tous positivement la nouvelle série est com^rgente^ onpeuê affirmer que la série U Vest aussi.
Soit R Fensemble des termes positifs contenus dans la sérieU k partir d'un terme quelconque z/„ , et soit — R' celle des termes négatifs, de sorte qu'on ait R — R'3*:ï/„+ w«+x+ «*«•
Puisqu'on doit avoir une série convergente en prenant p^ sitivement tous les termes de la série U , il s'ensuit qu'on peut choisir n assez grand pour que R-4-R^ soit une quantité aussi petite qu'on voudra \ donc , à plus forte raison , il en sera ains^ de R et R' , et par conséquent de R— R^ 5 donc la série U est oonver* gente.
Pour donner des exemples, reportons-noaiaux séries U', U^, U*', du no 55 1. On y supposait x positif afin que tous leurs termes, \ partir d'un certain rang , fussent positifs \ et alors on a reconnu entre quelles limites il fallait renfermçr x pour que ces séries fussent convergentes. Donc , d'après le théorème qui vient d'être démontré, elles ne cesseront pas d'être convergentes, si on donne à X des valeurs renfermées entre les mêmes limites prises négativement.
Ainsi la série U' sera convergente pour toutes les valeurs de x^ tant positives que négatives ^ la série U" le sera pour toutes les valeurs entre -f-ï et — i ; et enfin la série VI" le sera aussi pour U« valeurs entre -|-t et — i.
Scolie. Il ne faudrait pas renverser le TnÉOBÈME III, et conclure que si une série entremêlée de signes -^ et — est convergente, il en sera de même si on prend tous ses termes positivement. La série Y du u^ suivant en sera une preuve.
554. Thisobebie rV. Une série est convergente lorsque ses termes y à partir d*un certain rang^ ont des signes alternatifs y et qi^ils vont en diminuant de telle sorte que zéro soit la limite de leur décroissement.
Considérons un quelconque des termes décroissans dont les signes sont alternatifs , désignons-le par ±a , et les suivans par zpôibcipetc. Si on prend la somme des termes qui procèdent a pour valeur approchée de la série entière, Terreur f sera
f = ±:fl rp i ±:c ip J±: etc.,
et cette expression pourra s'écrire sous ces deux formes :
' p=±:[(fli— •i)+(c— ^+eic.],
f =s ±:[a— (i— c)— .(^f-re)— etc.].
Puisque les termes a, bj etc. vont en décroissant, toutes les quan* tités entre parenthèses sont positives : donc, par la première forme, on voit que f est de même signe que ±a ; et , par la seconde, que la valeur numérique de f est <Ca» Or, en prenant le terme a assez éloigné, il sera aussi petit qu'on voudra; donc^ à plus forte raison , il en sera ainsi de Terreur p^ donc la série donnée est convergente.
Si on considéré la série
on reconnaît sur-le-champ qu'elle remplît les conditions du théorème. Donc elle est convergente 5 et en Tarrctant à un terme quelconque , à j par exemple , Terreur sera en moins et <[f .
Les Théorèmes I et II n'apprendraient rien à l'égard de cette série , car ils exigent que les termes , à partir d'un certain rang , soient tous de même signe. Le Theobême III n'apprendrait rien non plus , car il exige qu'en prenant tous les termes positivement la nouvelle série soit convergente , f t Ton a démontra que la somme i +7+i+ «te» est infinie»
555. Lorsqu'une série est convergente, et que, pour avoir une valeur approchée de la série entière, on ,fait la somme d'un certain nombre de termes, il est important d'obtenir une limite de Terreur. Quand la série tombe dans le cas du THÉoBEBalY, on vient de voir que Terreur est toujours moindre que le premier terme de ceux qu'on néglige. Mais la seule règle générale qu'on puisse indiquer pour obtenir cette limite, c'est de comparer, ainsi qu'on Ta fait dans les Théorèmes I et II , I9 série avec une pto<gression géométrique décroissante ^ et , quand on aura reconnu qu'en s'arrêtant à un certain terme , les termes suivans de la série diminuent plus rapidement que les termes correspondans de la progression géométrique, on sera certain que Terreur est inférieure à lasomme des termes de la progression.
Pour exemple, prenons la série
U'=i-| 1 ^.. -| r— — 4-ctc.,
dans laquelle le terme en as^^ se forme en multipliant le précédent pai* X çt en le divisant par 7z-[-i* Désignons par n un nombre td qu'on ait x<ji 4- 1 •' oi^ sera sûr que les termes de la suite
x^ , • jc"-i-* , .
décroîtront plus rapidement que ceux d'une progression géch métrique dont le i*** terme serait le même que dans cette suite ,
et dont la raison serait — r— . Donc, si on prend dans la série U'
le terme en a:"""* pour le dernier , Terreur f sera moindre que la somme de cette progression, et Ton aura
^ur Us dét^eloppemeiis série. Méthode des coefficienfi indéterminés»
Retour des suites*
556. Les séries se présentent d'elles-mêmes dans les opérations ûe Talgèbre. Par etemple , supposons qu'on fasse une division de
polya^xocs; dans jiaqaèUf U diTidendc Jde soit .pas «n produil du
S5a idooivs d'ai^èbius.
dvfisear ^ <m bien j qu'on ait à extraire la racine d'un polynôme qoi ne soit pas une puissance exacte de même ordre que la racine y dans ces deux cas^ les opérations successiyes se prolongeront indéfiniment et Fon engendrera une série.
Lorvqtie des opérations ont pour objet de transformer ime expresnon en une autre qui lui soit ^ale , si , au lieu d'un résultat composé d^uu nombre limité de termes , on trouye une série , on regarde ordinairement cette série comme équivalente à k première expression.. Mais à ce su)et quelques observations im^ portantes doivent être Êiites; et, pour être mieux compris , )s dioisirai un exemple fort sim{de.
Soit la fraction , si on effectue j par les règles connnes, h
division de i par i— x, le calcul sera tel qu^on le voit ci-dessous :
I i-Hap4"^*+ctc
etc.
Par la nature même de l'opération , on reconnaît que le quotient ne doit pas s'arrêter et qu^on aura une série régulière dont chaque terme est le produit du précédent par x. Si on la termine à une certaine puisssançe dexj kx^ y par exemple , il est évident qu'alors le reste correspondant étant x^^ il faudrait, pour com^
pléter le quotient, lui ajouter la fraction • Ainsi , on a exac-
tement
I . . - . ar
Mais une erreur assez commune, c'esl de croire qu'en regardant la suite des termes du quotient comme prolongée à l'infini , elle devra toujours représenter, quel que soit Xj la valeur exacte du quotient^ de sorte qu'on aurait
[i] =»i4-^ + a:'-4-etc.
Gett^ égalité est incontestable quand on attribue li ± detf 1^ liai)^<i ; cur «kt» len'' iwcmbre eatk <onioi&de»teKaM'd?9nc
progreknon gëomëtricpie déovoîsfiante y et , diaprés la règle coor nûc (3o4) , celte somme est en effet égale à .
Quand ou attribue à x des valeurs >i , alors l'égalité cesse d'être yraie. Ainsi, qu'o/n fasse a: = 2, eHe deyient
= 1+1+1+ etc.j
et il y a absurdité éyidente, car le i" membre est égal à — i , et le a« est égal à l'infini.
Il est facile d'expliquer comment il se fait que l'égalité [i] soit Traie ou fausse/ selon que x est moindre ou plus grand que ï. On ft déjà obserré qa'en arrêtant le quotient à nne certaine puissance de â? 9 il fauH ajouter une fracUon au quotient pour le compléter. Désignons par :e" le terme auquel on s'arrête, le reste sera reprélenté par âH^% et l'on aura, san» ailcune erreur,
= i+ar+x* ...+a:'*+ — = — •
IiMsqa'on veut prolonger indéfiniment la suite des termes du ^otient^ il faut faire n=±: od , et cette hypothèse doit être £ûte aiosai bien dans la partie fractionnaire que dans la partie entière. Or, la partie fractionnaire deyieot alorà zéro si x <[i , et — oo^ ai jO> I • donc on peut la suppriitier dens lepremier ea»^ maie non dans le second.
En général, une fonction ne peut être*rempkcée par une série qve dans les cas oii cette série lui est parfaitement équiyalente ; et, pour que cela soit, 9 faut, comme condition essentielle, qu'en arrêtant la séiie à nn terme qndconqne, ïe reste de la série de^ Tienne zéro lorsque le nombre des termes qui précèdent ee reste est infini. Or, cette condition est toujours remplie par les^ séries eoATergentes; et pour cette raison elles sont les seules qu^on doiye a<ibnettre dans le calcul.
557. Il etiste, pour déyelopper les fonctions en séries, uhe méthode dite des ccefficiens indéterminés , que je yais exposer en peu de mots. Afin de mieux fixer les idées, supposons, ce qtri est le ca» le pkif ordinaire, qn'il s'a^sse d'une fonction F[x) dont les frfetta aom^ >éeBee e» ysaient d^ane manière continue , pour des
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Trieurs très-petites de a: à partir de x=iO : on demande de dëvelop* per cette fonction en série ordonnée suiyant les puissances ascendantes, positives et entières de x. On fera
[i] F(x) — A+Bx+Cx^+Jyx^+eic.j
et Ay B, Cy • • • seront des coe£Biciens indéterminés qui ne doivent point contenir Xy et dont il faut trouver les valeurs.
A cet eflfet, on choisira une propriété de la fonction fXx) qui soit d'une vérification facile, et en cherchant à opérer cette vérification avec la série, on arrivera à une égalité telle que
[a] P-l-Qx4-Rar»+Sa:'+etc. = o,
dans laquelle P, Q, R, . • • sont des expressions indépendantes de X, mais composées avec les coefiBiciens A, B, G, • • • Or, cette ^lité devant subsister sans qu^on assigne à a: de valeur particulière, il faudra que les multiplicateurs des différentes puissances de x deviennent nuls; donc on devra avoir
[3] P=:o, Q=o, Rsso, etc.,
et on se servira de ces équations pour trouver le§ coefficicns A , B , G, . • • Si elles en laissent quelques uns d'inconnus , il faudra remonter à Fcquatiôn [i] et les déterminer d'après les propriétés particulières de la fonction que Ton considère*
Dans le chapitre suivant je donnerai des applications de cette méthode ; mais je dois présenter ici quelques observadons qui me semblent indispensables;
558. Premièrement! dans Fégalité [i] il faut que le second membre représente la valeur du premier. Si cela n'est pas possible en attribuant à x une valeur quelconque , on veut au moins que que l'égalité ait lieu pour les petites valeurs de x, et cela exige que la série soit convergente pour ces petites valeurs* Or, il est très-rare qu'on puisse démontrer à priori la possibilité d'exprimer une fonction par une série de cette espèce , même lorsqu'on la restreint aux petites valeurs de x. Ainsi, à parler rigoureusement, l'égalité [i] doit être regardée comme purement hypothétique , et à la fin du calcul, après avoir trouvé A, B, G,, • •, ii sera nécessaire de vérifier si, pour les petites valeurs de x, elle est yéritablemeilt çonycrgeutQ %\ éga^Q à h fonction q^ç l'oAGOOfUère.
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Les auteurs n'ont peut-être pas assez insisté sur la nécessité de celte yérifîcation. Communément on croit que les calculs par lesquels on cherche des inconnues ne doivent jamais manquer de découvrir les fausses suppositions qu'on y aurait introduites ^ et, s'il en était ainsi , la vérification serait superflue. Mais on pourrait citer des exemples où des erreurs de supposition resteraient ina« perçues par cette voie. Les hornes de cet ouvrage ne me permettent pas de m'étendre davantage sur ce sujet.
55g. J'ai dît que Téquation [2] devait avoir lieu sans attribuer à a: de valeur particulière. Pour bien entendre ceci, il faut observer que si on borne, comme nous l'avons fait, l'égalité [i] aux petites valeurs de x^ il en doit être de même de l'équation [2] : c*est-à-dire que la série P+Qar+ctc. doit être convergente et égale à zéra, pour toutes les valeurs de a: à partir de a:= o jusqu'à certaine limite , qui peut être très-petite. Or, cela suffit pour conclure qu'on doit avoir les équations [3].
En efiFet, si on prend :& = o , la série P-|-Qa: + etc. doit se ré-^ duire à P, et par conséquent l'équation [2] donne P = o. Supprimons dans cette équation le terme P qui est zéro, et divisons-la par X , on obtient ceUe*ci Q-f-Bar-f- etc. = o , laquelle doit encore subsister pour les valeurs très-petites de x. Donc on pourra en conclure semblablement Q=3 0, et ainsi de suite.
560. Une même fonction F{x) ne peut avoir qu'un seul développement en 5érie convergente de la forme A-f- Bj:-t-etc. : car si on en trouvait deux, ils devraient être égaux entre eux, et dès* lors on devrait avoir une équation de la forme
[4] A+Bar-|-Ca;«+ etc. = A'-{-B'^-f C'aî^-fetc.
£n transposant tout dans un membre, elle devient (A— «A') + (B— B')a:+etc.=:o j et, par le n** précédent , on en conclut A— A'=o, B— B'=fo, etc., ouA=A', B=B', etc.
En d'autres fermes, on pourrait encore dire que deux séries convergentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières d'une variable x , ne peuvent pas être égales sans être identiques.
56 1. L^emploi des coefficiens indéterminés s'offre de lui-même dans le problème du retour des suites. Alors on suppose qu^une
quantité jr^ dépendant d'une variable ix:^ est exprimée par une
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série en a? y et Ton yenl en déduire la Taleur de x exprimée par une série 9njr, Soient
^=A+Ba:4-Ca:'+ etc., x =a4-5jr+Ç7*'+etc. ,
A, B, Cy... étant des quantités données, et a^ bj c,... des iadé" terminées. Dans la première égalité on remplacera x par la séri» A-f-^-f- etc. ^ ou bien dans la seconde, y par la série A-f-Bx-{-etc.; et Ton arrrivera ainsi à une égalité telle que [a] ou [4] 9 de laquelle on déduira différentes équations qui serviront à déterminer les coefficiens a, 6, c,....
Je terminerai ici les généralités relatives aux séries. Ten ai ik\ assez poi^ montrer combien de précautions doivent être prîtes pour les employer avec sûreté. Aussi a-t-'On soin , surtout dans kl élémens , de ne traiter par cette voie que les questions dont h solution serait impossible ou trop difiEicile par d'autres procédés.
CHAPITRE XXIV
Binôme pour tous Us cas. Séries exponentielles et logarithmiques. Séries récurrentes.
Formule du BlfioUEpour un exposant quelconque.
562. Si on fait, comme au n« 21 1, les premières puissances de a^x au moyen delà multiplication, on reconnaît facilement que pour un exposant entier positif quelconque les deux premiers termes du développement de (û-j-o:)'" sont û'"+ma'"—*a:, et que les autres sont de la forme Aa'»-':r*+Ba''*~ V+ etc. , de sorte qu'on peut poser
[i] («+a:)"'=û"»-|- wa"»-'a:-t- Aa'"-'a:' + Ba'^'j:^ + etc., Ay By*.* représentant des coefficiens q«i ne çontiennenl ih a ni ^-
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Iionqœ Texposant est un nombre positif fractionnaire , on a
Or, si on applique ici le procédé expliqué n® 224 pourTextracUon des racines , on trouve sans difficulté les deux premiers termes de cette racine y et Ton a un développement de la forme
(a+a:)" = a"-| — a" ar+Aa" or^+Ba" «^-|-etc.
Ainsi la forme -du développement est la même que pour un exposant eBtie;r.
Lorsque l'exposant est un nombre négatif quelconque, entier tm fractionnaire, on a , en s'appujant sur ce qui vient déjà d'être troirvé,
/IN I ï
la + x)""*" = —7— = — — — — j "
^ ■ ' (fl+-^)'" û^+ma"*— 'x+ etc.
Or, si on effectue la division suivant les règles ordinaires , il vient un quotient indéfini tel que
donc , quel que soit Texposant, on doit toujours avoir un développement de la forme indiquée par Téquation [i]. Les deux premiers termes sont déterminés , et il ne reste plus qu'à trouver les coefficiens A, B, etc.
Pour plus de généralité je considérerai deux termes consécutiis de rang quelconque, et j'écrirai
Changeons partout x en x-^j- : comme les coefficicns inconnus ne contiennent ni a ni Xy il viendra
(a -f-^ 4" J^)"* = «* + ^na"^* {x ^-j*) • • ' . . .-jr Ma"—" {x +j^)"+Na"»-"-* (a:+j^)'»+' + etc.
£« cluuBgeaBEt a en a-J^jr^ on eûit trouvé
•+M{«+j^)"»-*a:»+N(a+^)»--«--;x^^ etc.
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Dans les deux égalités précëdeutes, les premieiS membres sont égaux : donc les seconds doivent Fêtre ; et cela, quels que soient X et j*. Donc, si on les ordonne par rapport aux puissances de j*, ils devront être identiques. A la vérité ils renferment des puissances de binômes , mais on connaît les deux premiers termes de cbacune de ces puissances, de sorte qu^on pourra former la partie qui, dans chaque second membre , renferme j* au premier degré ^ et cette partie nous suffira. En la désignant par Y y dans Tun , et par X'y dans l'autre, il est facile de trouver
Y =swû'*-«...+M/ia'»-"j:"-*+ N(7i+ Oû'*-»-»^*...
y =mû'»-' . . .+M(m— w)a'»-'»-»a:'»4-N(/»— 72— i )a~-»— • j:»+« . . .
Cet deux quantités devant être égales quel que soit x , il faut que les coefSciens des puissances semblables de x soient égaux ^ donc, en ne considérant que ceux qui aiOTectent a'«— »— »x" , on aura
N(n+i)=M(m — n), d'où N= 5!(î^=:!L\
On voit par là selon quelle loi un coefficient quelconque se forme du précédent. Elle est la même qu'on a trouvée pour le cas d'an exposant entier positif (21 5) ; et comme nous avons reconnu que les deux premiers termes du développement sont composés de la même manière quel que soit l'exposant 772, il en sera encore ainsi de tous les autres termes.
DonC; pour toutes les valeurs de 772, on aura toujours la formule
. (a + xr = a*" + ma'^^^x A ^-- a'"»-*a:* 4- etc.
Lorsque 772 sera entier et positif , elle s'arrêtera à x*"; dans tous les autres cas elle se prolongera indéfiniment.
Séries exponentielles.
563. Lorsqu'on fait :r=:o , la fonction a* se réduit à Tunité. C'est pourquoi je prendrai l'unité pour premier terme du déreloppement de a', et je poserai
uc^l d'ilgèbbe* 5Sg
A', By Gy D,..'*. ëtant des coefficiens indéterminés quW suppose indépendans de x» Pour les trouver, je me seryira^ de la propriété
En changeant dans la série x en j'y et ensuite x en x-(-^y on a
a^=i+Ay'^By*^Cy^+J)j^+ etc. , û^/=i+À(x+j-)+B(a:+j-)>+C(a:+j^p+D(a:4:r)^+ etc.;
donc , pour yérîfier la propriété à^'X,aJ'z=ui''\'J^y on doit avoir
i+A(x4:y)+B(a>4-j")- + C(x+r)^+D(ar+r)* + elc.== (i+Aa:+Bx»+Cr3^Da:44.etc.)(i+Ay+Bj^»+Cj-3+etc).
Si on effectue les opérations indiquées j et si on considère en particuller la partie qui contient la première puissance de j- dans chaque membre y ces deux parties devant être égales, on aura
A+aBx4-3Ca:*4-4Dx3+etc. = A+A»x+ABa:'+AC^3^^ etc.
Mais cette égalité doit dle-même avoir lieu quel que soit x ; doue ]es puissances semblables de x doivent avoir les mêmes coefficiens ; donc
2B = A% 3C=AB, 4D = AG, etc.,
d'où B=^, 0=^3, D=^-^. etc.;
et| en substituant ces valeurs, la série deviendra
La quantité A reste encore à déterminer, et Ton y parvient trèssimplement en faisant Ar=i ou a:=;=3-^. Pour cette valeur do Xf on aura /
Selon Fusage , je nommerai e la quantité représentée par cette série numérique ; et , en prenant les logarithmes des deux membres , il viendra
S6o LEÇONS D'aL6ÈBA£.
Pour plus de simplicité, je supposerai que les logarithmes ^ient pris dans le système dont la base est «, et dans oetle hypothèse j« les indiquerai par la seule initiale 1. Alors on aura le=zsi , AsLi, et par suite le développement de a* sera
a'z= i+;rla-| —^'\ — — |- etc.
Si rexpoaentîelle était e' , il faudrait faire a =3^ , la= 1 5 et l'on aurait simplement
c«=5 I4.X+ — + -— • 4. etc.
564* Je yais prouver ici que e est un nombre incommensurable* La valeur de e est celle-ci
' n est évident qu'elle surpasse 2 , et il est facile de voir qu'elle est au-dessous de 3. En effet la somme T"i~r:7"l"^^c* ^^^ moindre que celle des termes de la progression géométrique -j+i+i-f" c'c, et cette dernière somme est égale à i .
Maintenant admettons que , - étant un nombre fraction-
naire , on puisse avoir
- = 2 -I i r . . . -i 5 r ; — r— : + CtC.
En multipliant les deux membres de cette égalité par le produit 2.3... {q — I ) q , il viendrait
^4-1 (gr-f-i)(^4-2) ^
N désignant un nombre entier. Or, les fractions qui sont ajoutées à N composent une somme moindre que la progression géométrique --J- — [- ( -—r— J + ("37 ) +®'c«' et cette dernière somme
est égale à la fraction-; donc il s'ensuivrait qu'en ajoutant à un
nombre entier une fraction moindre que celle-là le résultat serait encore un nombre entier 9 ce qui est absurde. Donc le nombre c «st irrationnel.
Comme les termes de la série numérique décroissent trts-rtpide» ment , il sufiira d'en prendre un petit nombre pour obtenir e. ayeo nne grande approximation. J'ai déjà rapporté ailleurs (333) la valeur de e, e =s 2y<7 1 8 281 828 • • •
Séries logarithmiques.
565. On n'essaiera pas de développer logo; en une série de la fdrme A4-B«+C**+®'<5., attendu que, pour l'hypothèse ^csso, log X devient infini. Mais on cherchera le développement de log (i4"^) y 6^ comme x=o donne log (i-(-x) = 0, ou posera
[i] log (i+a:) = Ax+Bx»+Ca:'+Dx^+ctc.
Changeons a: en x -J^j il viendra
log(i+J7+^) = A(a:4:r)+B {x^Y^{x^y^tlt.
Mais i+or-hy =:(i+a:)^i+ J^^j) ; donc log ( i +x+jf)e=5
log (i+j:) + log^i+-^j. Or, si on change x en j-^, réalité [i] donne j
log (^ H--^) = -^+ ,-¥t. + etcî \ 1 -^x/ I + X ' (i -f-xy. * '
et par suite il vient
Ar Br*
log (I +a:-hr) =log (i+a:H- r^ + ^7;^ + etc.
On a ainsi une seconde expression de log (i-f-x-f-J^)* Dans Tune et l'autre les multiplicateurs des puissances semblables àty doivent être égaux ; et de là on conclut facilement
A 4-2Ba:+3Ca:>-l-4Da:?4- etc. = --^.
En diassant le dénominateur i'\-Xj et 6tant le terme A qai est commun aux deux membres y on trouve
(2B4-A)x+(3C4-2B)x>4.(4D+3C)«5+elc.i3io;
et comme x doit rester indéterminé, il faut qu'on ait aB-f-AE&so, 3G4-2Bao, 4D+3GssOy etc. De là on déduit B s —| A, Cas fAy Dss-* ^A, etc.; et par conséquent Ta série[i] devient
lof U+x) w A(cc«?.^+^-^+ftc)3
569 Ufoira D^ixolmi.
La détermination do coefficient A est assez dâlcate. DitiseBS par m les deux membres de Pëgalité ci-dçssns , il tient
log (î+X) _ ^ / , x.x^ ^ \
Alors le second membre se réduit à A par l'hypothèse x=o. Mais lé premier se présente sous la forme ^ , et la difficulté est d'en
ctnin^tre la Traie Taleur. Soit fait xt= - : on aura Si on deTeloppe la puissance , on trouve
L*hypothése x=io répond à n=:oo : or, si on suppose 72=00 , le second membre de la dernière égalité se réduit à la série numérique «=2+-j-4-ro4"i^s^ + 6tc. , déjà remarquée n* 563; donc A= log e, et par conséquent
[2] log (i+a:) =aslog e {x— il 4.£- — ^4. etc. ).
Jusqu'ici les logarithihes appartiennent à telle base qu'on youdra ; mais si on adopte e pour base on a log e=i , et en n'employant alors* que la Seule initiale 1 pour désigner les logarithmes, on a
[5] 1 (i+a:) =:ar— ^+ ~— ^+ etc.
566. Par ce qui précède, il est évident que À ou log e est le rapport de l'accroissement de log (i+-a:) à x lorsque x est très-petit : . cette quantité n'est donc autre chose que celle à laquelle on a donné le nom de module dans le n<> 33o. Lorsqu'on prend e pour la base, ce module devient égal à i ; par conséquent e est la base des lôgarîthmes népériens (33 1).
Il est d'ailleurs évident qu'on transportera les logarithmes népériens dans un système quelconque en les multipliant par le module prqf>re à ce systècne» On a vu plus haut que ce modale était égal SSog c. Mais si «n appelle a la base du système dont il
tËcosB d'algIbri. g63i
•*agit 9 on « ëTidemment âlog e ss e; donc en prenant les logarithmes néi^riens des deux membres, il viendra
logeXl^ = ï> d'où logées. .
Aiosiy en désignant le module par M, on aura également
M=loge et M=|î-.
567* Les séries [1] et [3] ne sont convergentes que pour les valeurs de X moindres que i , mais elles servent à en trouver d^au* très qui conviennent aux valeurs plus grandes. Il suffira de s*oo» cuper de la série [S]. Si on change x en —-a:, elle donne
1 (i-a?)= -x~- _ - _ - _ etc. i
et, si on retranche l(i — x) de 1 (i+^/j on trouve le logarithme du quotient de i+x par i — x , savoir :
Maintenant, posons _ = 1 4— > d'où x = — -j— ^ j puis , obser-
yonsqa'dorsl(;-^j=l(.+0»l(^)=l(»4.z)-l«:
on conclura
i(„+.)=i„+a{^+i(^)VK4r,)W},
formule qui est assez commode pour s'élever de l/i à I (;i-f-z}.
Après avoir calculé les logarithmes népériens, on les fera pasier dans le système vulgaire, dont la base est 10, en les multipliant par le module de ce système* Pour avoir ce module, il suffit donc de connaître les logarithmes d'un même nombre dans chaipie système, et de diviser le second logarithme par le premier. Le nombre qu'il convient de choisir est la base 10 elle-même, parce que son logarithme dans le second système est l'anité. Yoici comment oii trouve le log. nép. de 10.
On calcule d'abord \i en £nsant /i = i , zssuy dans la fbrmok ci-dearas; pois on a I4 = 2I2 j puis la formule donne 15 en y fiufant nssé^^ gessi ; pdf «nfio 00 a liosslS-f-l^-
G*eft fdnsi que t^obtiennent les deux valeurs déjà *r Apportées n** 333 et 334, lio=2,3o2 385 092..., M=o, 434 294 481....
DiMonstration de^ formules précédentes en considérant directement Us
séries elles-mêmes,
568. Si le lecteur se rappelle les obseryations générales que f ai présentées n« 558, Sur les développemens en séries^ il reconnaîtra combien laissent à désirer, sous le rapport de la rigueur , les mé« thodes qui viennent d'être employées. Pour' corriger ce qu'elles ont d'imparfait, je vais considérer les séries en elles-mêmes et prouver qu'elles sont en effet égales aux quantités dont on les a déduites. L'analyse suivante a été donnée par Destautville dans !• t. IX des Annales de Mathém. publiées par M. GsEGOirifE.
569* Soient les séries indéfinies
^(tf)=i+û^+a(û+A)^+fl(fl+^)(a+2*) --i--+ctc. ,
J'emploie ici (p(a) comme notation abrégée pour désigner la première série^ et en même temps j'établis la convention que, si dans cette série on remplace a par une quantité quelconque 1/, la noa* velle série sera représentée par 9(2/). Cela posé, je vais démontrer qu'on doit toujours avoir
Pour y parvenir, formons d'abord le développement du produit f (^)X9(i)» En effectaant avec ordre la multiplication, on troure
9WX <?(*) =
9^ 4- etc.
Lï^irs D^ALGicimx;? 565
Si on Compare ce produit ayec (fia-^b) on voit fàr-le-champ qu« les deux premiers termes sont les mêmes. Le trobième est aussi le même : car on a évidemment
=za{a^b+k^-b{a+b+h)a=^(a'^bXa+b+k).
En continuant , on pourrait prouyer que Tëgalité a lieu dans les termes suiyans^ mais , pour plus de généralité , je vais démontrer qu'en supposant FégaliCé établie jusqu'à une puissance quelconque zP^* inclusivement, elle doit encore subsister entre les termes affectés de zP.. Arec de Fattention il est facile de voir qua âaiu le prodoit f (a) X 9(^) les terme» en zP^} et zp font
a(«+ft) (û+2it) {a+3k). . • [•+</>— a)>t]
CZ2 i^a+i) (a+a*) [«-Hp
+^ .£— Kb+t) «(^*) ia+(P^m
+^-^<«+*)*(*+*) iH<P-m '
-|-£_J. ab{b+k) (6+2*) [*+(;» —3)*] ,
+ a(a-ht) (*4.2*) (a+3*) ....,.,. .[«+(/»— i)*T
+^ ia(a+ï) (a+aX) .ta-Hp— a)*3 1
+£.£ZJ ^(i+i) a(a+A) [tf-l-(p— 3)*]
i*Mii«
-h^abib-\-k){b+ik)7 [i+(p— 2)*J
+ ^(H-*)(H-a*) (H-3A).,. , . .. . .[H-Ci»— i)*],
566 lEçof 8 d'aloèbki.
Maintenant remarquons que , dans la partie en zP^ les multipli' cateurs où entre/? se prêtent aux décompositions suivantes :
etc.
Alor» on verra que toute la quantité affectée de zf peut se séparer en deux parties, dont l'une contient le facteur a dans tous sei termes, tandis que l'autre contient le facteur h. Ces parties sont
+ *(*4-it) (A4-2*) , [H-(/»— 2)*];
a{a\-h) (a+2*) [a-Kp
+^~- (H-A)a(a+A) [«-Hp - 3)A]
+ (*+*) (H-2*) (*4"3/t) \hJf{p— i)A].
Dans la première partie, la quantité placée à gauche de l'accoladt
est ce que devient le coefficient de . ■ '^7' , lorsqu'on y
dbn^ a en «-4-i( J et dans la Moonde , die est ee lorsqu'on y dangc b en b+k. Or^ par hypothèse:
rf
est le même que cdui qui afTecte — «.l-^-..^ Jao^ I^ s^ne
C9(a4-^}, c'est-à-dire qu'on le suppose réductible à la forme
donc les deux quantités placés avant les accolades s'obtiendront en changeant dans cette dernière expression a en a-^j et 6 en Ih^rk* Ghacnn de ces changemens donne le même lésuhat
ia + b+i)ia+b+2A):a+b+Zk)...la+b+:p--l)lZi
donc , en ayant ^ard à ce facteur commun , la somme des deux parties ci- dessus, qui contiennent zp^ sera
{a+b){a+b+k):a+b + :tt)...[a + l,+^^p^i)t]
laquelle est identique avecle terme en zp delà série 9^^-H'*^*
Ainsi , en admetUnt qu'il y ait égalité entre les termes des terics représentées par 9(^)^70 et par ç^a + b) jusqu à une ceruine pui*sance de z, elle doit encore exbter pour la puissance supérieure* Or, cette égalité a été reconnue pour les trois premiers termes ^ donc elle a lieu pour quatre termes ; si elle a lieu pour quatre termes , elle a donc lieu aussi pour cinq ; et ainsi indéfiniment.
570. La proposition qu on vient de démontrer revient à dire, en d'autres termes , que la série ^^a) est une telle fonction de « que, pour la multiplier. par une fonction semblable de b, il sufiji d'ajouter b k a. Sous ce rapport, elle est parfaitement ai ' à l'exponentielle Z% dans laquelle Z serait une quantité ini dante de a ; et Ton va voir que cette analogie se waînticrt dans les conséquences.
Reprenons Féquatîon démontrée ' [i] r^:a).o'J>)^oia + ù)^
On peut y remplacer a par a — b : alors cUeflMC»ii S3(p(û) , et Ton en tire, pour la division àm ^ï< ftr 5-''
566 lEçof 8 d'aloèbki.
Maintenant remarquons que , dans la partie en zP^ les multipli' cateors où entre/? se prêtent aux décompositions suivantes :
etc.
Alow on verra que toute la quantité affectée de zP peut se séparer en deni parties, dont l'une contient le facteur a dans tous sei termes, tandis qaa l'autre contient le facteur b. Ces parties sont
+^ «^ *(«+*) (»+*) ï.aMp-m\_a^
+*(*+*) (H-2*) .., [M-Cp-a)*]^
+ flCa+A) (a+aA) ia+(p—2)k]
+ (*+*) (H-2*) (*4"3/t) .[Ô+Ci»— !)*]•
Dans la première partie^ la quantité placée à gauche de l'accolad» est ce que devient le coefficient de . ^7 î » lows»'®» J
cbange a en a+A: j et dans la seconde , die est ee qnHl denent lorsqu'on y change b en b+k. Or^ par hypothèse^ ee oo^BcieBt
est le même que celui qui affecte ■■ — . dans la série
9(a4-^), c'est«à-dire qu*on le suppose réductible à la forme
donc les deux quantités placés avant les accolades s'obtiendront en changeant dans cette dernière expression a en û-^nfr, et b %u b-^-k. Chacun de ces changemens donne le même nésnltat
{a+b+k){a+b+!ihXa^b+3k)...[a+b+{p'^l)k]i
donc y en ayant égard à ce facteur commun , la somme des denx parties d- dessus, qui contiennent s^, sera
laquelle est identique avec le terme en zf de la série (^{a'^b).
Ainsi, en admettant qu'il y ait égalité entre les tervxes ^ps férici représentées par 9(â}cp(^) et par ^(a -{- b) jusqu'à une Cfsrtaioe puisr sance de z, elle doit encore exister pour la puissance supérieure* Or, cette égalité a été reconnue pour les trois premier^ termes { donc elle a lieu pour quatre termes^ si elle a lieu pour quatre termes , elle a donc lieu aussi pour cinq 3 et ainsi indéfiniment.
670. La proposition qu'on vient de démontrer retient à dire, en d'autres termes , que la série ^(a) est une telle fonction de a que, pour la multiplier. par une fonction semblable de ^, il suffit d'ajouter b k a. Sous ce rapport, elle est parfaitement aâalogue à l'exponentielle Z<>, dans laquelle Z serait une quantité indépeadante de a ; et Ton va voir que cette analogie se maintient anin dans les conséquences.
Reprenons l'équation démontrée
[i] 9W.cp(^)=(p(a4-A).
On peut y remplacer a par a — b : alors elle devient (f(«— •ôj'f (&) sa(p(a) 9 et l'on en tire, ponr la division de (f(a) par çi{b\
§68 lAfom b'Aii«i3U.
Si on change b en ô+c, l'équation [i] devient ç(a).<f(A+c) ss=Q^â-)-é+c). Mais, en yertu de cette même équation, on a ç(i).(p(c)=s(p (4+c) 5 donc
En changeant c en c-f-J, et continuant de la même manière y on Toit clairement, <)uel que soit le. nombre des facteurs, qu'on doit toujours avoir
(p(a).cp(&).Q(c). • •== <p(a-f-M^^* • •)•
Supposons toutes les quantités a,^,c,... égales à a, et leur nombre égal à m, cette équation donnera
[3] [ç(û)]"* = ç(wû).
En remplaçant dans celle-ci a par -, il vient 19^'-' ) 1 *=?9(<>); donc , pour Textraction des racines v on a «
La formule [3] n'est encore démontrée que pour un expo^^ sant entier positif. On retendra à tous les exposans positifs frac* tionnaîres , en remarquant que les formules précédentes donnent
V[ çCa)]"*» V^<^{ma)=(f\j^J . Mais V/Îç(û)F est la même
chose que [ç(<ijï"i donc
[5] [<?wF=(p(v)-
Pour étendre aussi la formule aux exposans négatifs, on remarquera qu'en désignant par m et r des nombres positifs quelcoo* ques , les formules démonl;;rées donnent
[<p(«)]-»= i2^.= -7^'^ =ç(ra-.ma-m),
donc enfin
[6] ç(û)'-* = q>( — ma) .
Ainsi, quel que soit l'exposant, on a toujours
[9(a)]'» = ç(/?iû), ou bien , en remetUnt le* »éries repr^entée^ par (f{a) et (f(mà}f
[7] C l+« f + «(«+*) r^ +fl(a+*) («+2*) -^ 4- etc. 3 -
571. Dans Péqiiation [7] ^ atlk sont quelconques. Si on y fait a=i et As=— •! y elle devient
la formule du binôme est ainsi démontrée pour un exposant quelconque. On sait comment on peut déduire (a+x)'" de (i-f-^)'"*
572. Dans la même équation [7] faisons ksRO ^ ass i , zssi ^ m«ax:ilYiendra
La série numérique du premier membre est le nombre e^ base des logarithmes népériens : ainsi , on peut écrire
c«=i4-_ -^ 5+etc.
Si on pose e* s= a , « sera le logarithme népérien de a ^ et on retrouvé la série exponentielle
573. Pour avoir la série logarithmique, on changera dans cette dernière formule a en i -4* j: et j: en m. Il vient
, , ^ , ml(i+x) , yw»[l(i+.a:)]* ,
(i +ar)"s=3 1 4 — ^ ^ ^ H- ■ ^ ■■<■'" + etc.
Mais I en développant la puissance (1+^)'"^ ^^ ^
(i+j)'* =3 1+ m- + m (m— i) 1- etc.
Egalons donc les deux sériesi supprimons Tunité de part el d'autrt tt divisons par m, on aura
tj9 UÊf}n$ m^ài^BkwÊûL
Enfitt, en faisant 772=30 dans cette dernière éqaatioO| 011 rttroiiff la formule connue
1(1+^)='- •— Ir-r- — -7-+«^'
(vénération des séries récurrentes.
574* Soit la fraction
en eÇectuant , diaprés la règle ordinaire y la division de a* par
a-^bx , on trouve au quotient une suite de termes dont la loi se manifeste promptement. On pei^t encore écrira la fraction ainsi û'(a-f-ijf)~' , puis se servir de la formule du biuojpe. Mais la méthode des coefficiens indéterminés conduira au même résultat .^ et sera plus commode lorsque la fraction sera plus <;oBipliquée.
Sans entrer dans les détails de la division, on reconnaît 4e suite que le quotient sera une série de la forme A-(rBx-f-Ga:'-|- etc. 5 c^est pourquoi Ton posera
= A+Bir-J-Cor'+Djc^ + etc. ,
a^bx
A » B , G , D , . . . étant des coefficiens à dé^erminei:. En mtdtxpliant de part et d'autre par a-^bx , il viendra
a'=Aû+Bizlr+Cal:c» + Da ^c^ + etc.
-i-A^pj -fB^l 4- Ci
Or y le produit du quotient par le diviseur devant rejM'odiiiri identiquement le dividende 9 on doit avoir
Aa==</, Ba-l-A6s=o, Ca-4-B*=o, Da-{-Gi = o, etc.,
d^oii l'on tire
A = ^, B = --A, C=— -B, D = -^-C, etc. a a a a
Donc y chaque coefficient , à partir du second , est le produit dn
précédent par -« - ^ ou | ce qui est la même chose , chaque
bx terme est le produit du précédent par-* -^^ Ici U série n^eit
qu'une ûmpl^ iN^ogcessÀon gépmétriqtte»
Maintenant considérons le fraction
On posera semblablement
enmnltijdîaiitde part et d'autre par le dénominateur a-4"^^"H^'^*9 il vie ndra
X* +Dfl + Bc
X "y" eic» j
+ B* -4- Ac
pniS| pour que les deux membres soient identiques, il faudra qa*onait
Aasaaff Ba+kbt=ib', Ca+Bi+Acs=30,
D«+C6+B<?5=ao, etc.,
d^où Fon tire ks Taleurs
D«— fB-.*C, etc.
Ici on Toit qu'à partir du 3^ terme, chaque coefficient est la somme
des deux préoédens multipliés respectivement par «•• ^ et -**• -,
ou que chaque terme est la somme des deux précédenf multi-
,./ cx^ hx «
pues par r et — — .
Si Ton posait encore .
on trouverait que chaque terme , à partir du 4"*? se compose dei
dx^ cx^ bx trois précédens multipliés respectivement par ,— — , — — .
Enfin^ il devient alors évident qu^en général une fraction de fa Corme
a -^bx +ra:' ..... .+/:ar"
doit donner naissance à une suite dont chaque terme, après les n
premiers, se composera des n précédens multipliés respectivement k h c h
On appelle r^curren/e^ toutes les suites ainsi formées, et écheîk de relation l'ensemble des quantités par lesquelles il faut multiplier plusieurs termes consécutifs pour avoir le terme suivant. Oa pourra dire aussi que la série est du i^' ordre, du 2* ordre , etc., selon le nombre des termes qui entrent dans l'échelle de relation.
Si l'expression qu'on développe a un numérateur de degré plus élevé que le dénominateur, ou de degré égal, on Toit , par h manière mèm« dont nous déterminons les coefficiens du dévdoppementy que la loi de la série sera toujours la même : seulnnent, elle sera rttardée. Au reste, on pourra, si on ireut, décomposer préalablement l'expression proposée en une partie entière, plus une fraction ayant un numérateur de degré inférieur au dénominateur.
5^5. Dans ce qui précède j'ai porté l'attention uniquement soi les termes entiers du quotient , parce que je ^voulais faire remar« quer la loi de leur composition. Mais si on voulait avoir le quotient exact, il ne faudrait pas ïsanquer d'ajouter aux termes entiers la fraction provenant du reste de la division ; et , d'après les observations faites dans un cas analogue (556) , cette fraction ne doit pas être supprimée, lors même qu'on prolongerait le quotient indéfiniment , à moins qu'on ne prouve que dans ce cas elle doit devenir zéro. Or, il est facile de démontrer que c'est en effet ce qui arrivera si on n'attribue à x que des valeurs plus petites que l'unité et au-dessous d'une certaine limite. Mais , suivant l'usage adopté par tous les auteurs , je supprimerai ces détails et laisserai tu lecteur le soin d'y suppléer.
Retour des séries récurrentes auttfraetions génératrices.
5']6.. Une série récurrente ^tant donnée^ on propose ieretrouver h fraction génératrice.
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Dtn9 cet énoncé, on suppose la série récurrente ordonnée par rapport à une indéterminée x. Soit
S = A+ Bx+C:r» + etc. ,
une telle iérîe, ayant pour échelle de relation [/?j:' , qx*^ rx"].
Puisque cette échelle contient trois termes, la fraction génératrice
est de la forme
fl + ^x + ex* + ^^ * Si cette fraction était donnée, on a tu que l'échelle de relation se^
raitl — -x',-— J:*,'—-^ |. Or cette fraction peut s'écrire de cette manière
et alon on Toit que les trois termes en x du dénominateur s'obtiendront sur-le-champ en prenant ceux de l'échelle de relation aVec des signes contraires. Ainsi , on peut mettre la fraction gêné* ratricé sous la forme
a4"/83r4">X* I— ra:— ^x* — px^ '
et il n'y a plus qu'à déterminer «, ^3, y. A cet effet , on pose
- -fd£g2f!_3 = A+Bx+C*«+.eic.j # 1— roT— jx'— ^x.
et comme en chassant le dénominateur, l'équation doit devenir identique , oïl conclut , en ne tenant compte que des trois premiecs termes y
^Ar\ —Br -A^l JPar eoméiaent on aura, pour la fraction génératrice,
A+ (B— Ar) X + (C-«r— Agr)x*
5j4 LEÇOHS DALOIBRl*
Par exemple , soit la série récurrente
5=1 — aa:— a:* — 5x^ — 4** — etc. ,
dont IVchelle de relation est [+^^7 +4^*> —2a:]. Dans la formule ci-dei^susy on fera Âs= iyB = — a^Csa^-^iypcsi,
' jr = 4, r ss ■-■ 2 ; et on trouvera
677. Une série étant donnée , on veut reconnaître si elle est récurrente , et^ dans ce cas , retrouver la fraction génératrice.
C'est à Lagbange qu*est due la solution que je yais rapporter. Soit la série donnée
Cherchons d'abord si elle est égale à une fraction de la forme
—r-r-. et posons iS=—rT"' I^® là on tire a-^bx^ '^ a-^-bx
I a-^-bx a , b
donc le quotient de i par la série S doit être exact et de la forme P'\'qx. Alors la fraction génératrice serait exprimée ainsi :
p+qx
Si la division ne s'arrête pas au deuxième terme, la série ne sert pas récurrente , ou elle proviendra d'un fraction plus compliquée.
Posons o =5 — T-r-i ;? on aura
i^ a'\-bx'^cx^ 11^ ^"a:'
c'est-à-dire qu'en divisant i par la série S, si on arrête le quotient aux termes de la forijie p-^-qx , la série SiX^ qu'on obtient pour reste, et qui est toujours divisible par a:*, sera telle qu'après en
avoir été ce facteur ou devra atoir tt ss , , , ■>
De là on tir«
c*cst-à-Aré que la nouyellè division doit se terminer au a* terme; et alors, pour trouver la fraction génératrice ^ on aura les deux équations
d'où
I •Sx I
pj^q^j/^J^ P^M^^'
et par coiiltqiient la fraction génératrice sera
{p'\-q^){px'\-qxx)^r^'^'
iSuppesons que le quotient de S par «9i»ne soit pas exactement /?x 4"7i^ î *î la série est récurrente, elle sera d'un ordre supérieuif
au second. Examnons st i on peut avoir 5 sa — ; , '■. ' , a.
l)e là on tire
c'est-à-dire qu'après avoir poussé jusqu'aux deux premiers termes le quotient de i par la série 5, on trouvera pour reste une série dont tous les termes contiendront x^ ^ et que, si on désigne ce reste
par SxX-k , on devra avoir rr = , , ,; . , ^* ... S a -Y b' X -f-c x^
Cette %alité donne
Jonc , en désignant par S^x^ la série qu'on obtient pour reste , ïprës avoir poussé la division de la série S par la série Si jusqu'aux
ternies pt + qiX , on doit avoir ^ = ^„^^„^' De cette dernière égalité on tire
Sj6 LSÇOlCg D^AicisBiis;
Ici les opérations s^arrêtent^ et, pour remonter à It fraetioû génératrice , on aura les équations
d'oii
U ne reste pins que quelques substitutions à effectuer pour former la fr%ption égale à 5.
Sans aller plus loin, le lecteur aperçoit sans doute que les opéntions Successives, pour trouver les quotiens/?-}* i^fPf^gt^f etc., et pour remonter ensuite à la fraction génératrice, ont une analogie frappante avec celles qu'on fait pour réduire une fraction ordi» naire en fraction continue et revenir ensuite à la fraction ordinaire. Cette observation tiendra lieu de règle générale. Si la série est récurrente, on en sera averti lorsqu'on arrivera à une division qui donnera un quotient exact de la forme P'^gx. 0
Exemple. Supposons qu'on veuille savoir si la série des nombres 1,2,3, etc. est récurrente. Ce n'est point cette série numérique qu^il faut considérer, mais bien celle-<ci
5=3 1+2X+3*' +4^' -j- etc. 5
et tiers les opérations s'exécutent comme ci-dessous :
Dmsion de i par «S.
X {i ^-aa^H- 33?* 4* 4^* •4"^^^* — 1 — ajT — 33:'— 43g^— "Ctc. 1, 23:
— xr — 33:* — 4^' — 5x^ — etc.
>4«23:+4^'4-6j^ + 83:^ 4" etc.
3?'. -4- 2x1 + 3x* + etc. sa S^xK ,
Division de S par Sx»
<^x •— 23r — 3x* — 4^' ^-'Ctc. *- '
CI o o o
Donc la s^rie «9 eit rJénrrente , et Ton a
d»oû
,5' / ^ ^'^ et par conséquent
I — ajp+x* (i — or)*
Remarque. En cherchant uner^gle pour reconnaître si une série est récurrente , nous avons considéré la série comme provenant d^une fraction dont le numérateur est de degré inférieur au déno** minateur. Mais si cette dernière condition n^ayait pas lieui il est facile d^apercevoir que les mêmes explications et par conséquent anssi la même règle subsisteraient toujours.
Sêmmmiien d^un nombre quelconque de termes coneêeutifa d'une êériê \ récurrente. Terme général.
578. Trou^tr la somme et un certain nombre de termes conn sécutifs d'une série récurrente.
Pour fixer les idées y supposons que Téchelle de relation ait trois termes , que )e désignerai simplement par les lettres p^q^r ; et soit
A + fi + C + I)....+K-HL+M+N,
la suite de termes dont ou demande la somme. Par la nature même de la suite , on a
•ty «a a)OiilAnt eet^ëgalités, il vient
-- •• -f.(C+i)...+MJr!
> if.
tj8 u|«n b'amAme.
En àUgataX par S la lomme cherdiée , cefU équation deyicnt
et de là il est facile de tirer la yalear de 5 ,
A+B4-C— rfA+B+N)— o(A+M+N)— KL+M+N).
/ 57g. TVviii'C/' le terme général d'une sérim récurrente.
Cette question est proposée la dernière parce qa'*elle est celle dont la solution est la plu» difficile. Supposons que la série ait pour fraction génératrice
On peut écrire cette fraction ainsi
F«B (a'+yx . . . ^Vaf^^) {a^bx . • . + *jr-)-« j
et alors , en développant la puissance*^ \ , effectuant le prodoit et prenant dans ce produit la partie qui contient x à une puissance quelconque , il est clair qu'on aurait le terme général de la série récurrente. Mais la question se résout ordinairement par un autre procédé que je Tais exposer.
On divise d'abord tous les termes de la fraction F par h et on récrit sous la forme
U a'x'*-'^ + ^^x"*-* -f etc.
V "* ar~ 4- «x"»-» -|- i«x"— • + etc. *
On suppose toujours qu'elle a été réduite a sa plus simple exprès* sion , de sorte que U n'ait plus aucun facteur commun avec Y.
On décompose ensuite le dénominateur en facteurs binômes 'teU que x-^a , soit en égalant ce dénominateur à zéro , soît par topt autre moyen; et alors on considère la fraction comme résultant de la réduction de plusieurs autres, qui auraient pour dénominateurs ces diffcrens facteurs. On détermine toutes ces fractions partielles, puis on forme le terme général du développement de chacune et •n faisant la somme de ces termes généraux, on aura le terme génc- 1^ de la série récurrente.
OuMi iBfiti4fep8ippliti<ni M isolions parUeUei^ il fant soignes*
sèment distinguer dans Y les facteurs simples de ceux qui sont ëlerés à éd puissances. Pour chaque facteur simple j>4-a , «m prendra une fraction de la forme
Pour chaque facteur tel que {x-\-éy on en pourrait prendre une de k forme — - — , t L^ ' '9 ™^ ^ ^^ P^^ oonunode
de n^aToir que des fractions à numérateurs monômes ; et , au Keu d'une fraction comme k précédente, on en prend n comme celles-ci
N N, , Nj . N^,
Il est sans doute inutile d'arertir queM^N^Nn • • • représ^tent des quantités indépendantes àex.
Sn conséquence , iî on admet que Y ss (r-{-â) {x^b)^ *• Ip on posera
et la question sera réduite pour le montent à détermine^- les numérateurs M, Ny N,, etc. Mais cette détermination exigeant des développemens assez étendus, je la renverrai dans un article séparé, et jek regarderai ici comme effectuée.
La décomposition précédente une fois établie , la détermination du terme général de la série récurrente ii*offre aucune difficulté. Chaque fraction partielle peut se mettre sous la forme PùtH-^)""-^» en désignant par x un nombre entier positif qui peut être égal à i • Si on dételoppe eette puissance, on troufe facilement que le terme afiEectc de jt* est
Cest une somme de pareilles expressions , toutes renfermant x^ , et résultant des différentes fractions partielles , qui composent Te terme général cherché.
Quand le dénominateur de la fraction génératrice renferme dei facteurs imaginaires, oc« facteurs amèneut|des quantités imaginaireu dans le terme général. Cependant si on suppose, comme on le fait
I8« UfOM m^àLtMMME.
toujoursy que les coefficiens du numérateur etdudéaoïmiiatcarde la fraction proposée soient tous réels, il est évident â priori qu'en cherchant le développement de cett0 fraction au moyen de la di* vision, le terme général ne renfermerait pas d'imaginaires. Par conséquent on est assuré que toutes les imaginaires provenant des facteurs du dénominateur devront se détruire.
Déeompoêiiion à*une fraction ratUmnellc en/ratUom pbts nmplct.
58o. Reprenons k fraction ralionneUe
que je regarderai toujours comme réduite à sa plus simple exptiesribn. Après avoir décomposé V en facteuis binômes, fai distingué ceuic qui n'y entrent qu'au i*' degré de cenx qui j sont élevé» à ^ pBtksanms, et j'ai dit que, pour chaque fiictoor simple X'^'Oj on prenait une fraction de la forme . ■ > tandis que, pour uil facteur tel que (a>f^)% oti enj^roait n de la f«rme
T=(ar-|-fl)(a:+i&)"- . ., o^ devra poser
et c'est la détermination des numérateurs M| M, N., etc., qui doit nous occuper.
Le moyen qui s'offre tout d'abord est de réduire le second membre en une seule fraction de même dénominateur que oelle du premier; et commcles deux numérateurs doivent alors être identiques, on égalera entre eux les coefficiens des termes semblables. On a ainsi m équations, qui serviront à trouver les m inconnues M, N, Nx, etc. Ces équations sont toutes du i*' degré ; car, dans la réduction du second membre au même dénominateur^ les inconnues ne se multiplient ni entre elles ni par elles-mêmes.
Par exemple, soit la fraction
jp>— jr*— jf+i*
Lioovs d'jllcdee. 56i
•prb aToir reconnu qae le dénom ^zfx-^-iXx — i)*, on posera
x»— JF+6 _ M W , y,
Ea rédiniaiitaoïniBe dëooiMiialeiir, îi Tient d'abord
puif^ en ^^ant les tenues semblables^ on a
De cea équations on tire Hs=2 , 11=3, IT.=: — i; et par srate la fraction donnée se décompose ainsi :
jfi — x-XS a , 3 I
af^— ar* — ^x+i jr+i (x — i)* jr — i
58i. On sait que des éqnadons da i*' d^é peayent être hioompatlibhi» Ainsi, flya en lien de craindre qoe ce cas ne se présente qoeUfoefoia pour cdies qni serrent à dëtenooiner les numë* rateurs inconnus, et que par suite la décomposition en fractions partielles ne soit impossible. Mais je Tais trouyer les oomérateors de ces fractions par un procédé qni lèvera tous les doutes.
Soit x-f-a un facteur simple de Y, et supposons que la fraction proposée puisse se décomposer ainn
M étant une quantité indépendante de x , U, une quantité entière par rapport à x, etQ le quotient de Y parx-f-^* En réduisant au même dénominateur, il yient
U=MQ+Ut(x+/i), doit U,= ^"-"^Q ,
Pour que U. soit une fonction entière de x, il faut que U — ^MQ soit di-'^iible parx-f-a, ce qui exige que U — ^MQ s^évanouisse en j fSûicmt x= — 41. Si donc on désigne par ii et jr ce que deyiennent alors U et Q, on aura
M^ao, d'ob M=^.
58a LEÇONS b'algèbbb.
Telle doit être la valeur de M, si la dëcompositionest possible.Cette Taleur n'est ui nolle, ni infinie, ni indéterminée : car^ d*an c&té, la fraction proposée étant irrédactible, U ne doit pas contenir le facteur x-(-a, de sorte que u est différent de zéro ^ et d'an ànire côtéy x^a nVntrant qu'une fois dans Y ne doit plus se trouver dans Q, de sorte que q est aussi diilerent de zéro.
La valeur de M n'a été trouvée qu'en supposant la décomposition possible. Ainsi , à parler rigoureusement , celte supposition doit être vérifiée, ce qui est à présent sans difficulté* En effet , si on prend pour M la valeur trouvée , on est sûr que la quantité U — MQ sera nulle en j faisant x=— ^ 5 donc cette quantité est divbible par x-f-a. Or , en nommaut Ui le quotient, on a
U-MQ=U.(x+a), U=MQ+U.(x+a), 5 = ;^+^,
et l'on obtient ainsi la décomposition qu'on voulait opérer.
La fraction j^ doit être irréductible; autrement , on pourrait
réduire le second membre de la dernière égalité à une fraction de dénominateur plus simple que Y; donc la fraction proposée serait simplifiable, ce qui est contre la supposition.
Si xA'b est un autre facteur simple de Y, il sera aussi un fao
teur simple de Q; on pourra donc opérer sur tt une décomposition semblable à celle qui a été faite sur ^ , et continuer ainsi
jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs simples. Mais on peut aussi, pour chaque fraction partielle, revenir à la firaclion proposée elle-même.
Exemple S^oli la fraction
Y ""a:4 + 3^3 -f a:» — 3ar— 2*
Si on pose l'équation afi-^Zx^-^-x^ — 3x — 2 = 0^ et si on cherche ses racines, on trouve Y = (.r— i) (j:-|-2)(ar-j-i)*; par conséquent les deux facteurs simples donneront lieu , dans la décomposition, à deux fractions partielles de la forme
M . Ml jr— I ' jr-f-a'
IMmê D*lLOèMIB. S6S
' Pour trouier M, il hut recourir à la formule Mes- dans laquelle u etq représentent les valeors de U et Q correspondantes àx=i.IcîonaU=a:34-7x*+!i3a:+3, Q=(a:+.2)(x+i)% et la subslilulion de x=i donne i*=24, ?=ia5 doucM=:^=!i. SemblSsblement, pour calculer Mi^ on fera ores — 2 dans U et Q, mais alors il faut prendre Q=(a:— i ) (x+ 1 )M1 vient ainsi U= --3, s=— 3, M[i=:l.
En conséquence les deux fractions partielles sont
582. Occupons-nous maintenant des facteurs qui sont élevés à des puissances dans Y. Soit Y=(j>t*6)"Q. Si on considère la frao-
t on — j-TYjY, ce qui vient d'être dit montre qu'on peut la décomposer ainsi
(^+^)Q"" x+b^ Q * donc, en divisant par (x-f'^}'^S ^^ ^^^^
Des décompositions toutes semblables donneront
Ua ^ N. U3
{x+ by-^Q ^{30 + by^* "^ (ar-f- 6;»-3Q » et ainsi de suite jusqu'à ce que l'exposant n soit épuisé.
Le n" précédent prouve que les valeurs de N, Nxi Nj,. . , sont
N=-,Nx=î^, M.==ilî,ctc,
Vf Wi, i/«,. • . étant ce que deviennent U, U„ U,,. . . par la substitution de a:=s— &, et q étant ce que devient Q: il faut donc oonnattre les polynômes U,, U,,. .. Or, le n» cité montre que ces polynômes s'obtiendront successivement eu effectuant les diyinonf indiquées dans les formules
Sm LEÇONS D^ALGÈBRE.
A r^rd dei numérateurs Nx,N,,. . . quî viennent apri faut observer que quelques uns d'entre eux peuvent être car il est possible que quelques uns des polynômes U„XJÎ renferment le facteur x-f-d-
Pour exemple reprenons celui du n^ précédent , dans on a U = a:3+7j:«4-i3.r+3, V=x4 + 3a:' + x»— 3a:. (x-^i)(a:4-2)(x4-0'* liC facteur (:c+i)» donnera deux tions partielles de la forme
La quantité désignée par Qest Q=(x — i){x-\'7)y et fait ar= — i dans U et Q, on trouve i/= — 4jî= — 2:
Alors on cherche le polynôme U, par la formule U,= —
et tout calcul fait il vient U, = x* +4^+7. La substitutî* jr= — I, dans U, et Q, donne i/,= 4, q= — 2 : doncNa=^ Donc les deux fractions correspondantes à (x-^ i)' sont
{X'{'iY ar+i' et , si on les réunit à celles qui ont été trouvées dans le n* p dent, on aura la décomposition complète de la fraction pro[ savoir :
La décomposilloû lI'iiuc frai;lion raiionnclle est utile norlemcnt pour Îù dctcrminalian du terme général d'une série 1 rente , mais^er^iore dans ni» ihéorie importante du ralcul iut et pour cette r-ison «Vi cru devoir la uaiter avec étçnd^ie.
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