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LEÇONS
DES SIGNES EMPLOYÉS DAÎJS CET OUVRAGE
+ signifie plus — ainsi 8-f-2 s'énonce huit plus deux. — moins 8—2 huit moins deux.
X ou . multiplié par. L «l ^'énoncent huit multiplié par deux.
— ou :
divisé par,
'" isiV
huit DIVISÉ PAR deux *.
:= égale 0-|-2=8 s'énonce six plus deux égale huit.
< plus petit que.. 6<8 six plus petit que huit.
> plusgrand que. 8>6 huit plus grand que six.
. > . . On 4 remarqué d'une {*) les articles les plus difficiles on qui sont d'une
.* : '.tiinpoftaçce mofa&' inatt^âiate, et que l'on fera bien d'omettre à une première
lecture. - * • .
EÂ$n, ]^-BÛm^9$ placés entre parenthèses indiquent qu'il faut toujours
» s^Xf^of^ikùiC "Ariitles correspondants : par exemple, dans la ligne 16 de
'Ja >àeè 18/ U tîÀ^ (^) marque un renvoi au principe établi au n^ 26, et * «■•"«♦ i
rapp'blle a(insf âtt lecteur que Von multiplie un nombre par cent mille en écrivant cinq zéros à sa droite.
* Remarquez que — signifie moins ou divisé par, selon que les nombres qu'il sépare «ont de chaque côté de ce signe, on qu'ils sont l'un an-dessus et l'antre au-dessous de ce signe.
LEÇONS
S I. NOTIONS PRÉLIMINAIRES
i. On appelle quantité tout ce qui est msceptible d augmenta* tUm ou de diminution : ainsi il n'est aucun o1)jet qui, considéré sous ce point de vue, ne puisse être rangé parmi les quantités.
2. Nous ne pouvons nous former une idée de la grandeur ^- d*une quantité qu'en la mesurant, c'est-à-dire en la comparant à une autre quantité de même espèce. Que Ton me présente, en effet, une pièce d'étoffe roulée sur elle-même, il est certain que je n'ai nulle idée de sa longueur : mais si je prends une longueur quelconque, un mètre par exemple, et que je la porte sur l'étoffe autant de fois qu'elle pourra y être contenue, j'acquerrai une idée exacte de la longueur de cette étoffe.
5. Cette quantité arbitraire à laquelle je puis comparer toutes les quantités de la même espèce se nomme unité : on dit
NUMÉRATION
donc que /'unité est une quantité que Fon prend arbitrairement pour servif de commune mesure dans la comparaison des quantités de mtme espèce,
4. On appelle nombre la collection de plusieurs unités^ c'està-dire de plusieurs quantités de mime espèce et égales entre
elles*
5. L'aritbcétique est la partie élémentaire de la science des nombres; elle a pour but de donner des moyens faciles pour re-, présenter les nombres, ainsi que pour les composer et les décomposer.
0. Lorsque en énonçant un nombre on désigne l'espèce des unités qu*il renferme, on l'appelle nombre concret On dit que le nombre est abstrait dans le cas contraire : ainsi, vingt kommes,^ cinquante mètres, etc., sont des nombres concrets, et douze est un nombre abstrait ; car lorsque j'entends prononcer ce mot douze, par exemple, il réveille en moi l'idée de douze choses égales et de même espèce; mais j'ignore quelles sont ces choses ; ce nombre est donc abstrait.
7. La numération est Vart de former les nombres e de les représenter, soit par des noms, soit par des caractères: el !f se compose ainsi de trois parties, dont nous allons nous occuper suc* cessivement.
S II. FORMATION DES NOMBRES
8. On voit par la définition même qu'on a donnée des nombres (4) qu'if* 5e forment par Vaddition successive de V unité avec elle-même; qu'ainsi, en ajoutant une unité à une unité de la même espèce, on obtient un nombre; qu'en ajoutant à ce nombre une nouvelle unité, on aura un nouveau nombre, et ainsi de suite. On peut donc dire qu'if y a une infinité de nombres; car quelque grand que soit un nom»
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bre> on peut encore y ajouter une unité, et obtenir ainsi un nouveau nombre.
9. Onçentpar là qu'il eût été impossible de désigner les nombres par des noms particuliers et indépendants les uns des autres. On a dû chercher le moyen d'exprimer tom les nombres dont on peut avoir besoin^ par la combinaison régulière d^un petit fufmibre de mots. Nous allons exposer la marche que l'on a sans doute suivie pour résoudre ce problème, qui est l'objet de la numération parlée.
S III. NUMÉRATION PARLÉE
10. Les premiers hommes ont commencé par compter sijr leurs doigts, et ils ont naturellement donné des noms particuliers aux nombres ainsi formés. Ces noms sont : un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix. Arrivés au dernier de leurs doigts, ils formèrent un total de dix unités, auquel ils donnèrent le nom de dizaine, et ils recommencèrent à compter sur leurs doigts par dizaines comme ils avaient compté par unités, c'est-à-dire qu'ils ont fait précéder le mot dizaine des noms des dix premiers nombres. Ainsi ils ont dit :
Une dizaine^ deux dizaines, trois dizaines, quatre dizaines, cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, neuf dizaines, dix dizaines; mots auxquels on a substitué les noms plus simples :
Dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante, nonante, cent *.
* Nous ayons remplacé les mots soixante-dix^ quatre-vingts, quatre-vingtdix, respectivement par les mots plus simples, septante^ octante, nouante^ qui d'ailleurs -sont usités dans le midi de la France; il aurait même été bon de substituer les mots unante et duante aux mots dix et vingtj pour rendre la nomenclature des dizaines tout à fait régulière.
NUMÉRATION
Or, entre deux collections consécutives de dizaines il y a neuf nombres intermédiaires, que Ton obtient en ajoutant successivement les neuf premiers nombres à la première de ces collections. Si donc à chacun des noms des neuf premières collections de dizaines on ajoute successivement ceux des neut premiers nombres, on obtiendra les noms de tous les nombres compris entre dix et cent. Ces noms sont :
Dix-un, dix-deux, dix-trois ^ , dix-muf;
Vingt-uriy vingt-deiix, vingt-trois, , vingt-neuf;
Nonante-un, nonante-deux, nonante-trois, , ., nonante-neuf.
Aux mots dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq, dix-six, on a substitué les mots onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize.
Cela posé, les dizaines étant elles-mêmes comptées sur les doigts n'ont pas pu aller au delà de dix ; de sorte que, par analogie, on a formé un total de dix dizaines, qu'on a appelé centaine; et de même qu'on avait dit :
Une dizaine, deux dizaines, , dix dizaines,
on a dit :
Une centaine, deux centaines, , dix centaines,
ou plus simplement :
Un cent, deux cents, , mille.
Mais entre deux collections consécutives de centaines il y a nonanle-ncuf nombres intermédiaires, qui se forment en ajoutant successivement les nouante -neuf premiers nombres à îa première de ces collections. Si donc à chacun des noms des neuf premières collections de centaines on ajoute ceux des nonante-neuf premiers nombres, on obtiendra les noms
LEÇONS
CHAPITRE II
CALCUL DES NOMBRES LiMIERS.
8 I. ADDITION. t'
14. L'addition est une opération qui a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul^ que Vori appelle somme ou total.
15. Là somme de deux nombres devant contenir toutes leurs unités, il est évident que, pour les additionner, il faut ajouter successivement à l'un d'eux toutes les unités qui sont contenues dans l'autre. Veut-on, par exemple, ajouter quatre à cinq; on dira, en comptant sur ses doigts jusqu'à ce que l'on soit arrivé au quatrième : cinq plus un, six; plus un, sept; plus un, huit; plus un, neuf; de sorte que cinq et quatre font neuf. Il serait facile d'étendre ce procédé à l'addition de tant de nombres que l'on voudrait. Maïs on sent que si les nombres à additionner étaient un peu*grands, l'opération deviendrait impraticable par sa longueur. On a donc dû chercher une méthode plus simple. Voici la règle générale que l'on suit :
16. Pour additionner plusieurs nombres^ écrivez ces nombres les uns au-dessous des autres , de manière que les unilés de même ordre soient dans une même colonne; soulignez le dernier nombre, pour le séparer du résultat ^ que vous écrirez au-dessous; additionnez successivement^ en commençant par la droite, les nombres contenus dans chaque colonne; si la somme ne sur^ passe pas neuf, on récrira telle qu'on Vaura trouvée; si elle contient des dizaines f vous écrirez seulement ses unités, et vous retiendrez ses dizaines, pour les ajouter à la colonne suivante, sur Içtqnelle il faudra opérer comme sur la précédente^ et ainsi de
kiite jusqu'à la dernière colonne , au-dessous de laquelle vom écrirez la somme trouvée*
Il est clair qu'en opérant ainsi on aura effectué l'addition des nombres proposés : car le résultat contiendra toutes leurs unités simples, toutes leurs dizaines, toutes leurs centaines^etc^ et par conséquent toutes leurs unités.
De plus, l'addition des nombres contenus dans chaque colonne ne présentera pas de difficulté, puisqu'on n'aura jamais qu'à ajouter un nombre d'un seul chiffre à un autre nombre, ce qui est facile (15), et même les résultats de ces additions partielles se gravent bientôt dans la mémoire.
Exemple. Additionner les nombres 725, 9152, 2189, 73 et 6. On disposera l'opération comme ci-dessous :
Somme.* . . . 12145
puis on additionnera les nombres contenus dans la première colonne, en disant : 5 et 2, 7 ; et 9, 16; et 3, 19; et 6, 25. On n'écrit que les 5 unités , et l'on retient les 2 dizaines , pour les additionner avec les nombres de la deuxième colonne, ce qui donnera 24 ; et ainsi de suite jusqu'à la dernière colonne à gauche, dont la somme, augmentée de la dizaine qui a reflué de la colonne précédente, forme le nombre 12, que Ton é.crit à la gauche des chiffres déjà trouvés. La somme demandée est ainsi 12145.
17. On appelle preuve d'v/ne opération une seconde opération que l'on fait pour s'assurer de l'exactitude de la première : d'où il résulte que, quoique la preuve d'une opération satisfasse aux conditions qui lui sont imposées, on ne doit cependant pas en conclure rigoureusement que cette opération soit exacte, puisque la preuve, étant une opération, a elle-même besoin d'une
preuve, laquelle en nécessite une aussi, et ainsi de suite à l'infini. Mais le concours des circonstances nécessaires pour qu'une preuve soit fausse est si difficile à rencontrer, que la probabilité que donne une preuve équivaut presque à une certitude.
18. Pour faire la preuve d'une addition, il suffit de recommencer le calcul dans un ordre différent de celui qu'on a suivi d'abord : si, par exemple, on a fait l* addition des différentes co* lonnes en, allant de haut en bas, on la refera en comptant de bas en haut; et si le résultat de cette seconde opération est identique avec celui de la premier e^ on en conclura que cette première opéror tion a été bien faite.
Sw- "^^ S "• SOUSTRACTION.
10. La SOUSTRACTION est une opération qui a pour but de dé^ composer un nombre donné en deux parties, dont Vune est connue. Le résultat se nomme reste, excès ou différence.
Il est évident d'après cela, que, pour soustraire un nombre d'un autre, il suffit d'ôler successivement du plus grand toutes les unités du plus petit. Veut-on , par £xemple, retrancher quatre de neuf; on dira, en comptant sur ses doigts jusqu'à ce que l'on soit arrivé au quatrième: neuf moins un, huit^ moins un, sept; moins un, six; moins un, cinq. Ainsi, en soustrayant quatre de neuf, on trouve cinq pour reste. On dit aussi que ce nombre cinq exprime V excès de neuf sur quatre ^ ou la diffé-rence de quatre à neuf.
20. Si le nombre à soustraire était très-grand, l'opération effectuée de la manière précédente deviendrait presque impossible. Or il est évident que, si des unités, dizaines, centaines, etc., du plus grand nombre, on soustrait respectivement les unités, dizaines, centaines, etc., du plus petit, on aura^ soustrait du plus grand nombre toutes les parties du plus petit et par conséquent ce plus petit lui-même. L'opération d'ailleurs ne présentera pas de difficulté, puisqu*on n'aura ainsi à sous-
traire que des nombres d'un seul chiffre (10). Mais il peut arriver que quelques-uns des chiffres du nombre à soustraire surpassent ceux qui expriment des unités de môme ordre dans le nombre dont on soustrait.
Si, par exemple, on voulait soustraire 29 de 67, on serait conduit à soustraire 9 de 7, ce qui ne se peut pas. On rendra évidemment la soustraction possible en ajoutant dix unités à 7, ce qui fera 17; mais on aura ainsi augmenté le nombre dont on soustrait, et par conséquent le reste, de dix unités : il faudra donc diminuer ce reste d'autant. On y parviendra en ajoutant dix unités au nombre à soustraire (ce qui revient à ajouter une unité au chiffre 2} : car ayant retranché une dizaine de plus, il restera une dizaine de moins. Ainsi, après avoir augmenté le reste d'une dizaine, on l'aura diminué d'une dizaine; donc il n'aura pas changé de valeur. On dira donc : 9 ôté de 17, il reste 8, et je retiens 1 ; et 2 font 3, ôté de 6, il reste 3; le reste est donc 38.
21 . Concluons de ce qui précède la règle générale suivante : Pour soustraire un nombre d'un autre, écrivez le plus petit sous le plus grand, de manière qu§ les unités de même ordre se correspondent; soulignez le plu^ petit nombre, pour le séparer du reste, que vous écrirez au-dessous; soustrayez successivement, en commençant par la droite, chaque chiffre du nombre inférieur de celui qui lui correspond dans le nombre supérieur; si Vune de ces soustractions partielles ne peut pas s'effectuer, augmentez de dix unités le chiffre dont vous voulez soustraire, mais retenez une unité pour V ajouter au chiffre à gauche de celui que vous avez dû soustraire.
Exemple. Soustraire 4028 de 32106. On dispose Topération
ainsi qu'il suit :
Reste. . . . 28078 puis, appliquant la règle, on dit : 8 de 6, cela ne se peut pas,
j'ajoute 10, ce qui fait 16; 8 de 16, il reste 8, que j'écris^et je retiens 1; et 2 font 3, de 0, cela ne se peut pas; j*ajoate 10;
3 de 10, il reste 7, que j'écris, et je retiens 1 ; de 1, il reste 0;
4 de 2, cela ne se peut pas; j'ajoute 10, ce qui fait 12; 4 de 12, il reste 8, et je retiens 1 ; de 3, il reste 2. Le reste demandé est ainsi 28078.
22. Pour faire la preuve de la sottstractiorif additionnez k reste avec le nombre à sou>straire, et vous devrez retrouver le' plus grand nombre : car, d'après la définition de la soustraction, le plus grand nombre doit être la somme du plus petit et du reste.
8 m. MULTIPLICATION.
25. La MULTIPLICATION est une opération qui a pour but de composer un nombre nommé produit avec un nombre nommé MULTiPUCANDE, comme un autre nombre appelé multiplicateur est composé avec Vmiitd^: de sorte que si le multiplicateur contient 2, 3, 4... fois l'unité, le produit devra contenir 2, 3, 4... fois le multiplicande.
Il suit de là que, pour obtenir le produit de deux nombres^ il faut répéter le multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multivlicateur^ et faire la somme : ainsi
24. Remarquons ,^l• que le multiplicateur est un nombre abstrait^ni^qùai indique combien de fois le produit contient le multiplicande (6)1 2» que le produit est de même espèce que le multiplicandes! car run est une partie de l'autre, et un tout et ses parties sont nécessairement de même espèce.
25. En réfléchissant sur la nature du procédé que nous avons indiqué pour multiplier deux nombres entre eux (25),
on sent que, si le multiplicateur était composé de plusieurs chiffres, l'opération deviendrait impraticable. On a donc cherché une méthode plus ahrégée, à laquelle on a donné le nom de multiplication.
26. Avant d'exposer cette méthode, nous ferons observer qaefpour multiplier un nombre quelconque par Vunité suivie de plusieurs zéros, il suffit d'écrire à la droite de ce nombre autant de zéros quHl s'en trouve à la suite de l'unité .;^ar, si l'on écrit, par exemple, deux zéros à la droite d'un nombre, il est clair que chacun de ses chiffres aura reculé de deux rangs vers la gauche, et représentera ainsi des unités cent fois plus grandes (ii); donc toutes les parties du nombre proposé étant devenues cent fois plus grandes, ce nombre est lui-môme devenu cent fois plus grand, c'est-à-dire qu'il a été multiplié par cent. Ainsi 286 X 100 = 28600.
27. On démontrerait de la môme manière que, si un nombre est terminé par des zéros, on le rendra 10, 100, 1000, etc., fois plus petit en supprimant sur sa droite un, deux, trois, etc.^ zéros. Ainsi le nombre 2750 est cent fois plus petit que 275000.
28. Il peut se présenter trois cas dans la multiplication : ou le multiplicande et le multiplicateur sont des nombres exprimés par un seul chiffre; ou le premier est un nombre^ composé de plu>sieurs chiffres et le second un nombre représenté par un seul; ou le multiplicateur est un nombre qui contient plusieurs chiffres. Nous examinerons successivement ces trois cas.
La multiplication de deux nombres exprimés par un seul chiffre s'effectue d'après la règle du n* 25. Mais comme la multiplication de deux nombres quelconques dépend, ainsi que nous le verrons bientôt (51, 55), de c^lle de deux nombres représentés par un seul chiffre, on a construit une table qui renferme les produits des neuf premiers nombres multipliés deux à deux, produits qu'il est très-important de graver dans sa mémoire.
TABLE DE MULTIPLICATION
Voîcî la mélhode que l'on suit pour former cette table, qui porte vulgairemenf, mais à tort, le nom de Table de Pythagore.
29. On écrit les neuf premiers nombres sur une ligne horizontale, de sorte que cette ligne contient les produits des neuf premiers nombres mulliplios par 1. On ajoute chacun de ces nombres à lui-môme, et Ton écrit les sommes sur une seconde ligne borizontale^ qui contient ainsi deux fois chacun des neuf premiers nombres, c'est-à-dire leurs produits par 2. On ajoute chacun des nombres de cette seconde ligne avec ceux qui leur correspondent dans la première, et on écrit les résultats sur une troisième ligne, qui est par conséquent composée des il produits de chacun des neuf premiers nombres par 3 ; car la première ligne contenant une fois les neuf premiers nombres, et la seconde les contenant deux fois, la somme de ces deux lignes les contiendra évidemment trois fois. En continuant ainsi
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d'ajouter les nombres de la dernière ligne obtenue avec ceux de la première, on est arrivé à la neuvième ligne qui renferme les produits de chacun des neuf premiers nombres multipliés par 9.
30. Pour trouver^ au moyen de cette tàble^ le produit de deux nombres représentés chacun par un seul chiffre^ cherchez le nombre qui se trouve à la fois dans les deux lignes verticale et horizon" taie portant respectivement entête le multiplicande et le multiplicateur. Ainsi le produit de 5 par 3 est le nombre 15, qui se trouve à la fois dans la cm^'wième ligne verticale et dans la troi" sième ligne horizontale.
31. Pour multiplier un nombre composé de plusieurs chiffres par un nombre d*un seul chiffre, il suffit de répéter successivement les unités, dizaines, centaines, etc., du multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur : car, ayant ainsi répété toutes les parties du multiplicande chacune autant de fois qu*il y a d'unités dans le multiplicateur, il est clair qu*on aura répété le multiplicande ce même nombre de fois. Mais lorsque ces différents produits partiels surpasseront 9, on n'écrira que leurs unités, et Ton retiendra leurs dizaines pour les ajouter au produit partiel suivant. Donc, pour multiplier un nombre composé de plusieurs chiffres par un nombre d'un seul chiffre , il faut multiplier successivement les unités y dizaines^ centaines, etc.^ du multiplicande par le m^r tiplicateur^ n'écrire que les unités de chaque produit partiel, et retenir les dizaines pour les ajouter au produit suivant, à l* exception de celles du dernier produit que Von écrira tel qu'on Vaura trouvé.
D'après cela, pour multiplier 327 par 3, on dira : 3 fois 7 font 21, j'écris 1 et je retiens 2; 3 fois 2 font 6, et 2 de retenue, 8, j'écris 8 ; 3 fois 3 font 9, j'écris 9. Ainsi le produit est 981. On dispose l'opération comme ci-dessous :
52. Passons enfln au cas où le multiplicateur est un nombre composé de plusieurs chiffres, et supposons que Ton veuille multiplier 327 par 405.
Multiplier 327 par 405, c'est composer un nombre qui contienne 405 fois le multiplicande 327: si donc on répète ce multiplicande successivement 5 fois et 400 fois , il est clair qu*ea additionnant ces deux produits partiels on aura le produit demandé. Il sera facile de répéter 5 fois le multiplicande 327 : car il suffira pour cela d'appliquer la règle du n* 51. En effectuant cette multiplication, on trouvera 1635 pour produit.
Pour répéter 400 fois le nombre 327, il n'y aura qu'à le répéter d'abord 4 fois, ce qui donnera 1308, puis à répéter 100 Ibis ce produit : car il est évident que le nombre ainsi obtenu contiendra 100 fois 4 fois, c'est-à-dire 400 fois, le multiplicande 327. Or, pour répéter 100 fois le produit 1308 de 327X4, il sot fira d'écrire deux zéros à sa droite (26) ; mais alors son premier chiffre exprimera des centaines: de sorte que Ton pourra se dispenser d'écrire ces deux zéros, pourvu que l'on place le produit 1308 de 327 X 4 sous le produit 1635 de 327 X 5, de manière que son premier chiffre à droite se trouve au-dessous des centaines de celui-ci (16). En effectuant ensuite l'addition des deux produits partiels, on aura le produit total demandé. On dispose les calculs de la manière suivante :
Remarquons que nous avons multipiié successivement le multiplicande par le premier et par le second chiffre significatif du multiplicateur; que le premier chiffre de chaque produit partiel a été écrit sous le chiffre correspondant du multiplicateur, et qu'enfin on a additionné ces produits. Concluons donc la règle générale suivante :
35. Pour multiplier un nombre quelconque par un nombre composé de plusieurs chiffres, {multipliez successivernsnt^ ^après les règles des n"** 30 et ^\Jl^ multiplicande par chaque chiffre SIGNIFICATIF du multiplicoUeur}\m ayant soin d'écrire les produits partiels les uns au-dessous des autrei^lde manière que le premier chiffre de chacun soit placé sous le chiffre du multiplicateur qui a donné ce produit i)soulig7;ifiz le dernier produit partiel, etadditionr nez tous les produits. k,
34. Si le multiplicande et le multiplicateur sont terminés par des zéros j on en fera abstraction dans la formation des produits partiels; mais il faudra écrire à la droite du produit total autant de zéros qu'il y en a à la droite des deux facteurs ( le multiplicande et le multiplicateur concourant ensemble à la formation dix produit 9 en sont appelés les facteurs). Supposons, en effet, qu'il y ait trois zéros à la droite du multiplicande, et deux à celle du multiplicateur. Si nous taisons abstraction des trois zéros qui terminent le multiplicande, nous le rendrons mille fois plus petit (27), et le produit deviendra aussi mille fois plus petit, car il contiendra toujours le môme nombre de parties, mais ce seront des parties mille fois plus petites. Si nous supprimons de même les deux zéros qui sont à la droite du multiplicateur, nous rendrons ce multiplicateur cent fois plus petit ; le produit deviendra donc aussi cent fois plus petit, car il contiendra cent fois moins des mêmes parties. Or, c'est après avoir rendu le produit mille fois plus petit que nous le rendons encore cent fois plus petit qu'il ne Fêlait déjà : donc nous l'aurons rendu cent fois mille fois, ou cent mille fois, plus petit; donc, pour restituer au produit sa valeur, il faudra le rendre cent mille fois plus grand, ce qui se fera en ajoutant cinq zéros à sa droite (26), précisément autant qu'il y en avait dans les deux facteurs (voy. n* 38).
35. Le produit de d^ux nombres se compose (m plus d'autoâaiX de chiffres qu'U y en a dans ces deux nombres , et il en contient au moins autant qu*il y a de chiffres moins un dans ces marnes nombres.
!• Le produit de deux nombres coaiposés chacun d'un certain nombre de chiffres est évidemment le plus grand possible quand ses deux facteurs ne renferment que des 9 ; mais alors môme il est moindre que le produit du multiplicande par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans le multiplicateur; et comme alors le produit contient précisément autant de chiffres qu'il y en a dans les deux nombres proposés (26), la première parlie de notre théorème est démontrée.
S"" Il est évident que notre produit sera le plus petit possible quand chacun de ses facteurs sera formé de l'unité suivie d'autant de zéros moins un qu'il doit contenir de chiffres ; mais alors il sera exprimé par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il s'en trouve dans chaque facteur; donc il renfermera un chiffre de moins qu'il n'y en a dans les deux nombres proposés , ce qui démontre la seconde partie de notre théorème.
56. Le produit de deux nombres ne change pas lorsqu^an inlervertu Vordre de ses facteurs; je dis par exemple que .
En effet, multiplier 5 par 3, c'est répéter cinq unités trois fois : si donc nous écrivons cinq unités sur une ligne horizontale et que nous répétions cette ligne trois fois, ce qui formera
le tableau suivant :
nous aurons écrit autant d'unités qu'en contient le produit de 5 par 3. Mais si l'on considère ces unités comme rangées par lignes verticales , on verra que chaque ligne contient 3 unités et qu'il y a cinq de ces lignes : donc notre tableau renfermera cinq fois trois unités, c'est-à-dire autant d'unités que le produit 3X5. Or, de quelque manière que l'on compte les unités de ce tableau, on doit en trouver toujours le môme nombre : donc, puisque d'une part on a trouvé autant d'unités que dans le produit 5X3, et d'autre part autant que dans le produit
3 X 5, il faut en conclure que ces deux produits sont égaux, et qu'ainsi 5X3 = 3X5.
La démonstration que nous venons de donner est générale : car on peut toujours concevoir autant d'unités dans chaque ligne horizontale qu'il y en a dans le multiplicande, et autant de ces lignes que le multiplicateur renferme d'unitésVéonc on peutf dans toute multiplication de deux facteurs^intervertir l* ordre de ces facteurs sans altérer la valeur du produit.\^
^57. Le produit de plusieurs nombres ne change pas, dans queU que ordre qu'on effectue les multiplications*^
Nous allons d'abord prouver que fon peut intervertir Vordre des deux derniers facteurs sans altérer la valeur du produit)Boit^ en effet, le produit
effectuons le produit 48 des facteurs 2, 6, 4, qui précèdent les deux derniers, et nous aurons, en conséquence, à multiplier 48 par 3, puis le produit par 5. Or, multiplier 48 par 3, c'est répéter ce nombre 3 fois : donc
Pour multiplier ce produit par 5, il n'y a qu'à multiplier chacune de ses parties par 5 : donc
mais, répéter trois fois le produit 48.5, c'est le multiplier par 3; donc
* Pour obtenir le produit de plusieurs nombres, on multiplie d'abord le piemier par le deuxième^ puis leur produit par le troisième, puis le nouveau produit par le quatrième^ et ainsi de suite jusqu'au dernier facteur.
OU bien, en mettant à la place de 48 la quantité équivalente 2.6.4, on aura
ce qu'il fallait démontrer *.
Je dis maintenant que, dans un produit de plusieurs facteurs, on peut interv&rtir l'ordre de deux factewrs consécutifs quelconqueSy sans altérer la valeur du produit.
Soit, en effet, le produit '^
et supposons que Ton veuille intervertir l'ordre des facteurs 3 et 5. Nous considérerons d'abord le produit 2.6.4.3.5, qui finit par le dernier de ceux que nous voulons changer de place, et nous pourrons intervertir l'ordre de ses deux derniers facteurs, ce qui donnera
Or il est clair que, si l'on multiplie deux quantités égales par une même quantité, les produits seront égaux : donc, en multipliant les deux produits précédents par 8 et ensuite par 9, on aura
ce qu'il fallait démontrer.
Il suit de ce dernier principe qu'en permutant un facteur successivement avec son voisin, oti pourra l'amener à telle place que Ton voudra, et par conséquent intervertir, coumie on le jugera convenable, l'ordre de tous ^e^ facteurs, sans altérer pour cela la valeur du produit.
* Si l'on applique le principe que nous venons d'établir à un produit de trois facteurs dont le premier serait l'unité, on en conclura immédiatementcelui du n" 86: car on aura, par exemple, 1.5.3=1.3.^ c'est-A-dire 5*3 ^3*5*
58. Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs ^acteurs, il suffit de le multiplier successivement par chacun des facteurs de ce produit, \
Ainsi je dis que pour multiplier 7 par 24, produit des nombres 2, 3 et 4, il suffit de multiplier 7 successivement par ces nombres 2, 3 et 4. En effet le produit 7.24=24.7 (36) : mais dans ce second produit on peut remplacer 24 par 2.3.4, puisque, avant de multiplier par 7, il aura fallu effectuer le produit 2.3.4; donc 7.24, qui est égal à 24.7, l'est aussi à 2.3.4.7. Or dans ce dernier produit on pourra faire passer le facteur 7 à la première place (57), et Ton aura ainsi
ce qu'il fallait démontrer.
Il sera facile de déduire de ce principe une seconde démonstration de celui du n*» 54. Supposons, en effet, qu'on ait 800 à multiplier par 70; comme le multiplicande est égal à 8.100 et le multiplicateur à 7.10, on aura, d'après ce qui précède, 800X70 = 8. 100.7. 10 = 8.7.100.10 =8.7.1000 (38) = 56000.
-r 59. Il suit de là et du n** 57 que, pour multiplier un produit par un certain nombre, il suffit de multiplier un de ses facteurs par ce nombre en conservant les autres facteursjlèvLÇ^oson% que l'on veuille multiplier par 5 le produit 24 des facteurs 4 et 6 : je dis qu'on pourra multiplier par 5 le multiplicande 4 ou le multiplicateur 6, en conservant l'autre facteur. En effet, on a évidemmont
ou
40. On appelle multiples d'un nombre les divers produits de ce nombre multiplié par 2, ou par 3, ou par 4, etc. Ainsi 20» produit de 4 par 5, est un multiple de 4.
41. On appelle FUissAiSiCE d'un nombre le produit de plusieurs
facteurs égaux à ce nombre. Quand un nombre se trouve 2, 3, 4, etc., fois facteur dans un produit, on dit qu'il est élevé à la deuxième, troisième, quatrième, etc., puissance.
On indique celle opération en écrivanl au-dessus du nombre dont il s*agit^ et un peu à droite, un chiffre nommé exposant^ qui indique combien de fois ce nombre est facteur. Ainsi
2*= 2.2 = 4, est la deuxième puissance de 2 ; 2* = 2.2.2 = 8, est la troisième puissance de 2;
{ 2* = 2.2.2.2= 16, est la quatrième puissance de 2 ; vjw^etc.
42. Il suit du n" 34 que Von formera une puissance quelconqut de 10 en écrivant à la droite de V unité autant de zéros qu'il est
-.rnarqu^ par V exposant de cette puissance.
Ainsi la cinquième puissance de 10 est l'unité suivie de cinq zéros, c'est-à-dire lOOÔOO.
43. Pour faire la preuve de la multiplication, multipliez h multivlicateur par le multiplicande, et si vous retrouvez le même produit, vous pourrez en conclure que votre opération a été bien faite (36).
V^ S IV. DIVISION
44. La DIVISION est une opération qui a pour but, lorsque Ton ^connaît un produit nommé dividende et l'un de ses fadeurs ap^
pelé DIVISEUR, de trouver Vautre facteur nommé quotient*.
48. Il suit de cette définition et du n*> 24, 1» que, si le diviseur est un nombre concret de même nature que le dividende on devra le regarder comme remplissant les fondions de multiplicande, et alors le quotient remplira celles de mullîpUca-
ii.«
* Cette opération se nomme division parce q}x*elle sert à diviser ou à parloger un nombre donné en plusieurs parties égales. Si Ton voulait par exemple partager 48 en 12 parties égales, il faudrait chercher un nombre qui, répété 12 fois, produisît 48 : on regarderait donc 48 comme un produit ayant pour facteurs 12 et Tune des parties cherchées.
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teur : donc, quand le dividende et le diviseur sont deux nombres concrets de même nature^ le quotient est un nombre abstrait ; 2*» que si, au contraire, le dividende étant concret, le diviseur est abstrait, on devra regarder celui-ci comme un multiplicateur; par conséquent le quotient sera le multiplicande : donc le quotient est un nombi^e concret de même nature que le dividende, si le diviseur est abstrait,
^6. Le dividende étant le produit du diviseur multiplié par le quotient, on voit que le quotient exprime le nombre de fois que le dividende contient le diviseur (25), et c'est de là que lui vient son nom.
C'est aussi pour cela que Ton définit quelquefois la division : une opération qui a pour but de trouver combien de fois un nombre en contient un autre.
Or, si Ton retranche le diviseur du dividende autant de fois qu'il sera possible, le nombre des soustractions indiquera combien de fois le dividende contient le diviseur, et sera par conséquent la valeur du quotient : d'après cela, si Ton veut diviser le nombre 48 successivement par 12 et par 13, on fera les calculs suivants:
l*"* soustraction. 36 , . . 35
2"^ soustraction. 24 22
Z^ soUrStraction. 12 9
4* soustraction.
Dans la première opération nous avons fait quatre soustractions: donc le quotient de 48 divisé par 12 est 4. Dans la seconde nous n'avons pu efifectuer que trois soustractions : donc le quo-
tient est 3 ; mais la division donne pour reste 9 ; d*où Ton Toit que le dividende 48 est égal à trois fois le diviseur 13, plus )e reste 9. Donc, qiumd la division laisse un resUy lequel est nécessairement moindre que le diviseur ^ le dividende est égaX au produit du diviseur multiplié par le quotient y plus ce reste.
y^ 47. Lorsque le diviseur est un nombre exprimé par un seul chiffre, et que le dividende est moindre que dix fois le diviseur , on peut trouver le quotient au moyen de la table de multipKea' tùm, II suffit pour cela de descendre dans la colonne verticak qui porte en têle le diviseur, jusqu*à ce que Ton arrive au plus grand multiple de ce diviseur qui soit contenu dans le dividende. Le numéro d'ordre de la ligne horizontale où se trouvera ce plus grand multiple sera le quotient cherché. Ainsi le quotient de 39 divisé par 7 est 5 : car, en descendant dans la septième ligne verticale, on trouve que le plus grand multiple de 7 qui soit contenu dans 39 est 35, et 35 appartient à la cinquième ligne horizontale.
^ 48. Si le dividende devait contenir un grand nombre de fois le diviseur, on voit que l'opération efïecluée d'après le procédé indiqué au n* 46 pourrait devenir très-longue: il faut donc recourir à une méthode plus abrégée. Soit proposé par exemple de diviser 79461 par 327: effectuer cette division, c'est chercher par quel nombre il faut multiplier 327 pour obtenir au produit 79461 : en comparant le diviseur au dividende, on reconnaît que le quotient contiendra,
1* des unités simples, car. . 327 x 1 = 327 < 79461
2» des dizaines, car 327 X 10= 3270 < 79461
3*» des centaines, car ... . 327 x 100 = 32700 < 79461
4^' qu'il ne contiendra pas d'unités d'un ordre plus élevé que les centaines, car pour qu'il pût renfermer seulement un mille, il faudrait que le dividende ne fût pas plus petit que 327 X 1000 =327000, et c'est ce qui a lieu ici. Le quotient contiendra donc en général des centaines, des dizaines et des unités, et par conséquent le dividende se composera des produits
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\}/partiels du diviseur muUplU par les centaines^ dizaines et unités ]i/iA quotient.
Cela posé, cherchons à déterminer le nombre des centaines du quotient. Si nous pouvions détacher du dividende le produit du diviseur multiplié par les centaines du quotient, en divi* isant ce produit par le diviseur nous trouverions les centaines du quotient. Or tout nombre de centaines est terminé par deux zéros: donc le produit du diviseur par les centaines du quo* tient sera aussi terminé par deux zéros (34) ; donc il sera iin nombre exact de centaines; donc il ne pourra se trouver que dans les 794 centaines du dividende. Mais 794 peut contenir en outre quelques centaines qui auraient reflué delà multiplication du diviseur par les dizaines et unités du quotient, plus du reste, s'il y en a un; donc, en divisant 794 par 327, on n'obtiendra pas un nombre moindre que celui des centaines du quotient ; on ne pourra pas non plus en trouver un plus grand, sans quoi ce nombre surpasserait le quotient total*, ce qui est absurde: car il est clair qu'en divisant une partie du dividende par le diviseur, on ne doit pas trouver un nombre plus grand qu'en divisant le dividende tout entier par ce même diviseur**; donc en divisant les 794 centaines du dividende par le diviseur 327, on obtiendra exactement le nombre des cenUiines du quotient; il s'agit donc d'effectuer cette division, c'est-à-dire de trouver par quel nombre il faut multiplier 327 pour obtenir au produit 794. j ip
i*«*<Uii*M*i_^^Mifal^
♦ Si, par exemple, le chiffre des centaines du quotient étant 2, la division de t94 centaines par 327 donnait 3 centaines, il est évident que ce nombre surpasserait le quotient qui dans notre hypothèse ne peut pas être plusgrand que 299.
^^ On peut encore démontrer ce principe de la manière suivante :
Pour qu'en divisant 794 par 327, on pût trouver une centaine de plus que le quotient n'en renferme, il faudrait que 79'i centaines continssent^ outre le produit du diviseur par les centaines du quotient^ au moins 327 centaines qui auraient reflué de la multiplication du diviseur par les dizaines et les unités du quotient, plus du reste, s'il y en a un (441); car, pour que ie quotient augmente de cent unités, il faut que le dividende augmente de cent fois le
Le produit des 3 centaines du diviseur parle quotient cstun nombre exact de centaines : donc il ne pourra se trouver que dans les 7 centaines du dividende 794, lesquelles pourront contenir encore quelques centaines qui auraient reflué de Isimnltiplicationdes dizaines et unités du diviseur par le quotient, plus du reste, s*il y en a un ; donc, en divisant les 7 cenfaines du dividende par les 3 centaines du diviseur, on sera certain de ne pas trouver un nombre moindre que le quotient cherché, mais on pourra en trouver un plus grand, car le reste peut contenir 3 centaines.
Pour vérifler si le nombre trouvé n'est pas trop grand, on multipliera le diviseur parce nombre, et Ton retranchera le produit du dividende 794; si la soustraction est possible, le chiffre que Ton a trouvé est exact ; sinon, il est trop grand, de sorte qu'il faudra le diminuer successivement de 1, de 8, etc., unités jusqu'à ce que la soustraction puisse s'effectuer. Divisons donc 7 centaines par 3 centaines: en 7 combien de fois 3! 2 fois. Je multiplie le diviseur 327 parle quotient 2 ; et comme le produit 654 peut se retrancher de 794, j'en conclus que S est bien le chiffre des centaines du quotient total. Il s*agit maintenant d'en trouver les dizaines.
Le dividende étant la somme des produits partiels du ilivi< seur par les centaines, dizaines et unités du quotient, si Ton en soustrait le produit du diviseur par les centaines du quotient, le reste sera composé des produits partiels du diviseur parles dizaines etunitésdu quotient: ce sera donc un nouvean dividende sur lequel on pourra faire les mêmes raisonnements
diviseur. Le cas le plus déravorable serait celui où les dizaines et unités dfl quotient formeraient le plus grand nombre possible, c'est-à-dire 99; maiseo multipliant le diviseur 327 par 99, on le répète 99 fois, et en y ajoutant li reste^ qui vaut au plus 326, on voit qu'il s'en faudra au moins d'une unité que Ton ne trouve cent fois 327, c'est-à-dire 327 centaines; donc il ne peut pas avoir reflué 327 centaines de la multiplication du diviseur par les dizain» et unités du quotient^ plus du reste, s'il y en a un ; donc, en divisant 794 par 327, on ne peut pas trouver un nombre plus grand que celui des centaines do quotient.
que sur le premier, et même avec cet avantage que l'on sait déjà que les plus hautes unités du quotient correspondant sont de l'ordre des dizaines. Ces raisonnements conduiront à la dé* termination des dizaines; et ensuite, de même que l'on aura passé du calcul des centaiaes à celui des dizaines, oh pourra passer du calcul des dizaines à celui des unités, et obtenir ainsi le quotient demandé.
Retranchons donc du dividende 79461 les 654 centaines qui proviennent de la multiplication du diviseur 327 par les 2 centaines du quotient, et nous aurons pour reste 14061 : or, de même que nous avons obtenu les centaines du quotient en divisant les centaines du premier dividende par le diviseur, nous trouverons ses dizaines en divisant les dizaines du deuxième dividende par le diviseur. Il s'agit donc de diviser 1406 par 327 ; mais pour diviser 794 par 327, nous avons divisé 7 centaines par 3 centaines : donc nous diviserons 1406 par 327 en divisant 14 centaines par 3 centaines. En 14, combien de fois 3? 11 y est 4 fois. Je multiplie le diviseur 327 par le quotient 4; et comme le produit 1308 peut se retrancher de 1406, j'en conclus que 4 est bien le chiffre des dizaines du quotient total; il n'y a plus qu'à chercher les unités. Or, pour trouver les dizaines, nous avons retranché du premier dividende le produit du diviseur par les centaines, et divisé ensuite les dizaines du reste par le diviseur; donc, pour calculer les unités du quotient, nous retrancherons du deuxième dividende 14061 le produit 1308 dizaines du diviseur 327 multiplié par les 4 dizaines du quotient, et nous diviserons le reste 981 par 327. Nous dirons donc : en 9 combien de fois 3? il y est 3 fois. Comme le produit de 327 par 3 est 981, on voit que 3 est bien le chiffre des unités, et que le quotient demandé est par conséquent 243.
Remarquons que l'on peut avoir le premier dividende partiel 794, en séparant sur la gauche du dividende 79461 autant de chiffres qu'il en faut pour obtenir un nombre plus grand que le diviseur 327 ; que pour former le deuxième dividende partiel 1406, il aurait suffl de retrancher du premier le produit du diviseur par le premier chiffre du quotient, et d'abaisser à
la droite du reste 140 le premier des chiffres saivants dadiiidende ; que Ton aurait obtenu de même le troisième divideoè partiel 981 en retranchant du deuxième le produit du difi par le deuxième chiffre du quotient, et en ahaîssant à la droit du reste 98 le second des chiffres suivants du di-Tidende. conséquence, on dispose les calculs comme ci-dessous :
49. En généralisant ce que nous venons de dire, on en conclura la règle suivante : Pour diviser un nombre par un auHn^ écrivez le diviseu/r à la droite du dividende^ séparez - les pat un trait vertical y soulignez le diviseur, et placez le quotSnd au-dessous. Cela fait , prenez sur la gauche du dividende aau de chiffres powr que le nombre qu'ils exprimenUy can$6M comme représentant des unités simples ^ puisse contenir le dfcîseur; vov^ aurez ainsi un premier dividende partiel , quê §m diviserez par le diviseur, ce qui vous donnera le chiffre de»fbtt hautes unités du quotient. Soustrayez du premier dioideiiéfi partiel le produit du diviseur par le premier chiffre du quoiknit et abaissez sur la droite du reste le premier des chiffres sépara dans le dividende : voufs aurez ainsi un second dividende parfîai 1 que vous diviserez par le divisevry ce qui vous donnera le secani 1 chiffre du quotient; vous récrirez à la droite du premier ^ tiX vou^s agirez sur le second dividende partiel et sur le second ckif' fre du quotient y comme vous avez fait sur le premier dividende partiel et sur le premier chiffre du quotient ; et vous continuerez cette série d^opérations jusqu'à ce que vou^ ayez abaissé le der^ nier chiffre du dividende , en ayant soin à chaque opération (Té"
frire le qiu)tient que vous obtenez à la droite du précédent. Si Vun fUs dividendes partiels était moindre que le diviseur^ ce serait un figne que le quotient n'a point d'unités de V ordre correspondant; pn écrirait donc un zéro au quotient , et Von abaisserait à la droite |2e ce dividende partiel le chiffre suivant du dividende total ^ ce ^^ui donneraitun nouveau dividende partiel que Von diviserait par le diviseur.
Pour diviser un dividende partiel par le diviseur^ il faut diviser par le chiure des pliLS hautes unités du diviseur le nombre des unités du même ordre que contient ce dividende partiel. On véri-* fiera que le quotient ainsi trouvé n'est pas trop grande en examinant si le produit du diviseur par ce quotient peut se retrancher du dividende partiel.
SO. La division a urJ dividende partiel par le diviseur ne s'effectuent que par tâtonnements, on sent que la crainte d'écrire au quotient un chiffre trop grand peut conduire à en mettre un trop petit. On reconnaîtra qu'il en sera ainsi lorsque le reste, obtenu en retranchant du dividende partiel le produit du diviseur par le chiffre dont il s'agit, contiendra le diviseur. On augmentera donc ce chiffre d'une, d&ux^ trois y etc., unités y jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste moindre que le diviseur.
Il y a toutefois une précaution qui diminuera le nombre des tâtonnements : c'est de regarder le premier chiffre à gauche du diviseur comme augmenté d'une unité lorsque le second surpassera 5 (on appelle cela forcer V unité sur ce chiffre), et d'augmenter aussi d'autant le nombre des unités de même ordre que renferme le dividende partiel. Ainsi, si Ton avait à diviser 27249 par 3628, au lieu de dire : en 27 combien de fois 3? on dirait : en 28 combien de fois 4 ? Le chiffre 7 ainsi obtenu est effectivement le quotient de la division de 27249 par 3628. On conçoit en effet que, le diviseur 3628 étant plus près de 4 mille que de 3 mille, on a plus de chance de trouver le quotient cherché en prenant pour diviseur 4 mille plutôt que 3 mille. Mais aussi on court le risque d'écrire au quotient un chiffre trop faible : car le quotient devient plus petit quand le diviseur augmente. C'est
pour diminuer celle chance d'erreur qu'on augmente d'une unilé le nombre des mille du dividende partiel.
31. On peut enfin effectuer la division d'un dividende partiel par le diviseur sans tâtonnements, par un procédé que Ton emploie avec avantage quand le quotient total doit contenir un grand nombre de chiffres. On forme le tableau des neuf premiers multiples du diviseur, et l'on y cherche quel est le plus grand de ces multiples qui soit contenu dans le dividende partiel. Le numéro d'ordre de ce multiple est le chiffre cherché du quotient. Ainsi, dans l'exemple du n** 48, nous verrons que le premier chiffre du quotient est 2 : car, en consultant le tableau des multiples du diviseur :
1" muIliiU' 327
on reconnaît que le plus grand multiple de ce diviseur qui soit contenu dans le premier dividende partiel 794 est le deuxième.
S2. Pour diviser un produit par un certain nombre y il suffit de diviser Pun de ses facteurs par ce nombre , en conservant les autres facteurs; car, en multipliant par ce nombre le nouveau produit qu'on aura obtenu par la division d'un des facteurs, on retrouvera le produit primitif (59). Veut-on, par exemple, diviser par 15 le produit de 135 par 47? ou commencera par diviser le facteur 135 par 15, ce qui donnera 9, puis on multipliera 9 par 47. Ce produit 9.47 est le quotient demandé, car en le multipliant par 15 on retrouvera le dividende 135.47. >
Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs,
ù suffU de lô diviser smcessivement par chacun des facteurs de ce produit; Mûsi^ pour diviser 360 par 8.9, on divisera ce nombre par 8, ce qui donnera 45, et on divisera ensuite 45 par 9, de «orte que le quotient 5 de cette seconde division sera celui que Ton doit trouver en divisant 360 par 8.9. En effet, en multipliant ce deuxième quotient ^ = 5 par 9, on retrouvera le premier 45 = ^|^, et en ïiiultipllant celui-ci par 8, on obtiendra 360. Donc 360 est le produit de 5 par 8.9 (58) ; donc 5 est ie quotient de la division de 360 par 8.9.
53. Si le dividende et le diviseur sont terminés par des zéros y on en supprimera sur la droite de tous les deux autant qu'il y en a à la suite de celui qui en contient le moins; puis^ en effectuant la division des nombres résultants comms à Vordinaire^ on obtiendra le quotient demandé.
Ëneffet, supposons, pour fixer les idées, qu'on ait supprimé trois zéros sur la droite du dividende et du diviseur. Par la suppression des trois zéros dans le dividende, on a divisé ce dividende (27), et par conséquent le quotient, par mille; car le dividende y qui est le produit du diviseur par le quotient , ne peut être divisé par mUle, si l'un de ses facteurs ne change pas, qu'autant que son autre facteur est lui-même divisé par mille (S2). En supprimant trois zéros dans le diviseur, on Ta divisé par mille, par conséquent le quotient a été multiplié par mille : car, si un produit ne change pas, et que Tun de ses facteurs soit divisé par un certain nombre , il faut nécessairement que Tautre facteur soit multiplié par ce nombre (39 et 52). Mais c'est après avoir multiplié le quotient par mille qu'on Y a divisé par mille; donc il n*a pas changé de valeur.
54. On peut encore abréger le calcul de la division, en effectuant à la fois les multiplications du diviseur par les différents chiffres du quotient et les soustractions correspondantes. A cet effet, on soustrait successivement les produits partiels résultant de la multiplication de chaque chiffre du diviseur par le chiffre du quotient sur lequel on opère, du nombre d'unités de même ordre que contient le dividende partiel, et l'on augmente le
produit suivant d'autant d'unités qu'il a fallu ajouter de dizaines au chiffre du dividende pourrendre la soustraction possible(Sl).
Exemple. Quand nous avons voulu vérifier^ dans Texempk du n"" 48, si le second chiffre 4 du quotient n'était pas tro) grand, nous avons multiplié le diviseur 327 par ce nombre, écrit le produit 1308 au-dessous du dividende partiel 1406, et nous avons effectué ensuite la soustraction. Au lieu d'opérer ainsi , nous dirons : 4 fois 7 font 28 ; dté de 6 , cela ne se peut pas ; j'ajoute 3 dizaines pour rendre la soustraction possible, ce qui fait 36; 28 ôté de 36, il reste 8; et je retiens 3, afln d'en augmenter le produit des dizaines du diviseur par le quotient 4, et de restituer ainsi au reste sa véritable valeur. 4 fois 2 font 8, et 3, 11; ôté de 0, cela ne se peut pas; j'ajoute 2 dizaines, ce qui fait 20; 11 ôté de 20, il reste 9, et je retiens 2. 4 fois 3 font 12, et 2, 14; ôlé de 14, il reste 0. L'excès du dividende partiel 1406 sur le produit du diviseur par le chifh 4 du quotient est donc 98, comme nous l'avions effectivement trouvé.
Lorsque le diviseur est exprimé par un seul chiffre, on abrège l'opération ainsi qu'il suit. Supposons que l'on veuille diviser 76 189 par 9, on dispose les calculs comme ci-dessous :
Quotient 8465
Reste 4
puis on dit : le neuvième de 76 est 8, que j'écris au-dessous de 6; et il reste 4 unités qui valent 40, et 1, 41 ; le neuvième de 41 est 4, que j'écris à la droite de 8; et il reste 5 unités qui valent 50, et 8, 58; le neuvième de 58 est 6, que j'écris à la droite de 4 ; et il reste 4 unités qui valent 40, et 9, 49 ; le neu- /vième de 49 est 5, que j'écris à la droite de 6 ; et il reste 4. Ainsi / le quotient cherché est 8465, et le reste est 4.
^ 88. Lorsqu*on multiplie le dividende et le diviseu/t par un mé nombre, et qu'on divise les produits Vun par Vautre^ le quotjéntm change pas^ mais le reste est multiplié par ce nombre.
En effet, le dividende étant égal au produit du diviseur multiplié par le quotient, plus le reste, si Ton veut multiplier le dividende par un certain nombre, il n'y aura qu'à multiplier ses deux parties par ce nombre ; la première l'aura été par le fait seul de la multiplication du diviseur (59) : donc le quotient n*aura pas changé, et le reste sera multiplié par ce nombre.
IS6. Pour faire la preuve de la division , on multiplie le diviseur par le quotient^ on y ajoute le reste, et si la somme est égale au dividende j on en conclura que V opération a été bien faite (46).
S V. APPLICATIONS
Problème L Un mètre d'étoffe coûte 19 francs : quel sera le prix de 42 mètres de cette étoffe* ?
Il est évident que 42 mètres coûteront 42 fois plus qu'un mètre, et qu'ainsi le prix de ces 42 mètres sera 42 fois 19 fr., c'est-à-dire 19' X 42 = 798'.
II. 20 ouvriers ont mis 30 jours pour faire un certain ouvrage; combien faudrait-il d'ouvriers pour faire le même ouvrage en 1 jour ?
Pour faire l'ouvrage en un jour, il faut évidemment 30 fois plus d'ouvriers que pour le faire en 30 jours, et par conséquent 30 fois 20 ouvriers, c'est-à-dire 20°"^ X 30 = 600°"\
III. Un ouvrage a été fait en Ib jours par 16 ouvriers qui travaillaient 10 heures par jour : combien un seul ouvrier aurait-il mis d'heures?
Travailler pendant 15 jours et 10 heures par jour, c'esî travailler pendant 15 fois 10 heures, c'est-à-dire pendant 10^X15=150^. Or, si 16 ouvriers ont mis 150 heures pour faire un certain ouvrage, il est clair qu'un seul emploiera 16 fois 150 heures, ou 1 50»» X 16 = 2400*».
* Pour indiquer un nombre d'unités concrètes, nous écrirons au-dessus de ce nombre, et un peu à droite, la lettre initiale du nom de cette unité; ains 19' représentera 19 francs*
IV. On sait que le jour se compose de 24 heures, l'heure de 60 minutes, et la minute de 60 secondes : on propose de trawxt combien il y a de secondes dans Tannèb tropique (on appelle aioa rintervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécotirs du soleil par Téquinoxe du printemps), qui est à fortpn fyrh de ZQb jours 5 heures 48 minutes b\ secondes*.
On verra facilement que 365 jours 5 heures valent 8765^, que 365 jours 5 heures 48 minutes valent 525948', et qu'enfii l'année contient 31 556 931".
Y. 42 mètres Sétoffe ont coûté 798' : quA est le prix A mètre ?
Il est clair qu'un mètre coûtera la quarante-deuxième partie du prix de 42 mètres, c'est-à-dire une somme qui , multipliée par 42, reproduira 798'. Ainsi le prix du mètre est le quotiait de la division de 798' par 42, ou 19'.
VI. On a employé une troupe de 600 ouvriers pour faire un cet' tain ouvrage en 1 jour : combien faudrait-il d^ouvriers pour Fexécuter en 30 jours?
Pour faire l'ouvrage en 30 jours, il faut 30 fois moins d'ouvriers que pour le faire en 1 jour; il faudra donc la trentième partie de 600 ouvriers, c'est-à-dire ^""^= 20»"'.
VIT. 42 mètres d'étoffe ont coûté 798' : qu^l sera le prix A 25 mètres de cette étoffe?
Cherchez le prix du mètre, et vous retomberez sur le problème I.
Réponse : 475 francs.
VIII. 20 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 30 Jours : eomr bien aurait-il fallu â^ ouvriers pour VexécvUr en 12 jours?
Cherchez combien il faudrait d'ouvriers p» jur fah'e l'ouvrage en 1 jour, et vous serez ramené au problème VI.
Réponse : 50 ouvriers.
* Pour indiquer un certain nombre de minutes ou de secondes^ on est convenu d'écrire au-dessus de ce nombre, et un peu à droite^ un ou deux ac^ cents: ainsi 48' ô^ signifiera 48 minutes 51 secondes.
IX. 45 mètres d'étoffe ont coûté 15' : combien aurait-on de mètres de cette étoffe pour 25'?
r Cherchez combien on aurait de mètres pour 1'.
é X. 25 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 9 jours : combien m 15 ouvriers auraient-ils mis de jours à le faire? I Cherchez combien un ouvrier mettrait de jours.
XI. 14 ouvriers ont fait 1008 mètres d'un certain ouvrage: ^' combien 11 ouvriers en feraient-ils?
■ Cherchez combien un ouvrier ferait de mètres.
XII. Un ouvrier a fait 58 mètres d'ouvrage en 348 jours : combien aurait-il mis de jours pour en faire 160?
Cherchez en combien de jours cet ouvrier ferait 1 mètre.
XIII. Une troupe (ï ouvriers a fait 180 niètres d'un ouvrage dont la difficulté était représentée par 1 5 : combien auraient-ils fait, dans le même temps, de mètres d*un ouvrage dont la difficulté serait représentée par 36 ?
Réponse : 75 mètres.
XIV. Un ouvrier, dont Cactivitè est représentée par 28, a mis kb jours pour faire un certain ouvrage : combien de jours mettrait un ouvrier dont Factivité serait représentée par 35 ?
Réponse : 36 jours.
XY. Une garnison composée de 1800 hommes n^ avait plus que pour 14 jours de vivres, quand elle fait une sortie dans laqu^iUe elle perd 400 hommes : combien pourrortelle tenir de jours en supposant qu'elle ne fassepas de nouvelles pertes?
Réponse : 18 jours.
XYI. Un salon a 72 décimètres de long sur 57 de large; on voudrait le parqueter en employant des planches de 2 décimètres de largeur sur IS de longueur : combien faudra-t-il de ces planches?
Réponse : 114.
XVII. Deux courriers partent en même temps de Dijofi cl do Paris, pour aller à la rencontre Vun de Vautre ; le premi&r faii
20 kilomètres par heure, le second 12; la distance des poinUil départ est de 320 kilomètres : comMen leur faudrait-il d* Aeure| pour se rencontrer?
Paris et Dijon étant éloignés de 320 kilomètres, les deul courriers doivent par conséquent se rapprocher de cette dk- (ance ; mais, puisqu'ils marchent à la rencontre run de l'autre, et qu'ils parcourent respectivement 20 kilomètres et 12 Idlomètres par heure» ils se rapprochent de 32 kilomètres en une heure et par conséquent de 320 kilomètres en 10 heures, b effet, l'un aura parcouru 20^.10 = 200 kilomètres, l'autre 12^.10= 120 kilomètres, et 200^+ 120^ = 320 kiloinè-| très.
XYIII. Résoudre le même problème, en supposant que les | deux courriers marchent dans le même sens.
XIX. Partager 184 en deus parties dont la différence soit 16. Si la plus petite partie était connue, en y ajoutant la diOé-l
rence 16 on aurait la plus grande : donc le nombre 184 se' compose du double de la plus petite partie, plus 16 ; donc, en I en retranchant 16 on aura ce double; donc la plus petite partie vaut ^^^ = iM = 84, et par conséquent la plus grande est égale à 184—84=100.
XX. Partager 216' entre quatre personnes, de manière qw la deuxième ait le double de la première, que la troisième a\t]A triple de la deuxième, et que la quatrième ail autant que les trw autres ensemble.
Puisque la troisième a le triple de la deuxième, elle recevra 3 fois 2 fois ou 6 fois la part de la première ; alors la part de la quatrième, qui doit être la somme des trois autres, se composera de 1 fois la part de la première, plus 2 fois cette part^ plus encore 6 fois cette part, c'est-à-dire de 9 fois cette même part La somme à partager vaut donc 1 fois -j- 2 fois -f 6 fois -f- 9 fois, c'est-à-dire 18 fois la part de la première ; donc cette part est la dix-huiiième partie de 21 ff; donc elle vaut 12'. Alors la deuxième recevra 12'.2 = 24'; la troisième, 24^3=72'; et b
quatrième, 12' + 24*+ 72'= 108'; et, en effet, ces quatre part réunies font 216.
XXI. Un joueur, interrogé sur les gains quHl a faits aux quatre parties qu'il ajouées^ répond : Ala deuxième partie, mon gain a été le triple de celui que fai fait à la première^ moins 12'; à la troisième, fai gagné autant qu'aux deux premières , plus 6'; à la quatrième, fai gagné deux fois plus qu'à la deuxième, et encore trois fois plus qu'à la troisième, moins 126'; et mon gain total est 126'.
Le gain de la troisième partie se compose de celui de la première, de 3 fois ce gain moins 12', plus 6', c'est-à-dire de 4 fois le gain fait à la première partie moins 6'. A la quatrième, notre joueur a reçu, d'une part, 6 fois le bénéGce qu'il avait fait à la première, moins 24'; et d'une autre part, 12 (ois ce même gain, moins 18', moins 126' : donc le gain qu*il a fait à la quatrième partie égale 18 fois celui de la première, moins 168'; par conséquent le gain total 126' se compose de 1 fois, plus 3 fois, plus 4 fois, plus 18 fois le gain de la première partie, moins 12', moins 6', moins 168', c'est-à-dire de 26 fois ce gain, moins 186'; si donc on ajoute 186' à 126', la somme 312' vaudra 26 fois le gain que notre joueur a fait à la première partie; donc ce gain égale ^'=12'; donc il a gagné à la seconde partie 12'.3 — 12 = 24'; à la troisième, 12' + 24' + 6'= 42'; enfin, à la quatrième, 24'.2 + 42'.3 — 126 = 48' : en effet, la somme de ces bénéfices partiels compose le gain total 126'.
CHAPITRE IIL
S I. DIVISIBIUTÉ DES NOMBRES.
57. On dit qu'un nombre en divise un autre^ ou est un diviseur de cet autre, lorsque leur division ne laisse pas de reste.
Ainsi 4 est un diviseur de 12.
58. Lorsqu'un nombre en divise plu^ieurs^ il divise fetor somme.
En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nombre de fois le diviseur dont il s'agit ; donc leur somme vaudni un certain nombre de fois ce même diviseur; donc il en sexi un diviseur exact. Par exemple 6, qui divise les nombres 18» 42y 90, divise leur somme 150.
Tout nombre qui en divise un autre divise ses multiples
Ce principe est une conséquence du précédent : car un multiple d*un nombre n'est autre chose que la somme de pliisiQiur& nombres égaux à celui-là (40).
Exemple. 6 divise 18, et par suite il divise 18 X 13=234.
M. Lorsqu'un nomibre en divise deux autres, il divise leur dif^ férence.
En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nom* bre de fois le diviseur dont il s'agit : donc leur différence vaut un certain nombre de fois ce diviseur; donc il en est un difi*» seur exact. '^' '
61. Vn nonibre est divisible par 2 qiuind il est terminé par ti» zéro ou par u/n des chiffres pairs 2, 4, 6, 8*.
* On appelle nombre pair un nombre exactement divisible par 3, parce: qu*il peut être partagé en deux portions pareilkt ou égales; par oppositioD^
1* Si le nombre est terminé par un 0, il est un multiple de 10 (26); mais 10, qui égale 2X5, est divisible par 2; donc le nombre proposé l'est aussi (59).
2^' Si le nombre est terminé par un chiffre pair, ou pourra le concevoir décomposé en dizaines et unités. La partie des dizaines est, comme nous venons de le voir, divisible par 2 ; la partie des unités Test aussi, par hypothèse : donc les deux parties du nombre proposé étant divisibles par 2, ce nombre l'est aussi (58).
62. On démontrerait de la même manière qu'un nombre est divisible par 5 quand U est terminé par un ou par un 5.
63. Un nombre est divisible par 4 quand le nombre représenté par ses deux derniers chiffres à droite est divisible par 4.
£n effet, concevons le nombre proposé décomposé en cen* taines et en unités : la partie des unités est, par hypothèse, divisible par 4; la partie des centaines l'est aussi, car tout nombre de centaines est un multiple de 100. Hais 100 = 10. 10 : or dans 10 il y a un facteur 2, donc dans 100 il y aura deux facteurs 2, donc 100 est divisible par 2 . 2 = 4, et par conséquent tout nombre de centaines l'est aussi : donc les deux parties du nombre proposé étant divisibles par 4, le nombre lui-même le sera aussi.
On verrait de la même manière qu'un nombre sera divisible par 8=2', par 16 = 2\ etc., quand le nombre exprimé par ses 3,4, etc., derniers chiffres sera divisible par 8, 16, etc.
64. Un nombre est divisible par 9, qiuind la somme d^ ses chif^ ^es^ considérés comme représentant des unités simples^ est ellemnême divisible par 9.
Nous allons d'abord démontrer qu'une unité d'un ordre quel-
fOn nomme nombre impair un nombre qui n'est pas exactement divisible par 2» ai donc on divise un nombre impair par 2, on aura pour reste une unité : de tmorte qu'un nombre impair est égal à un nomlre pair augmenté ou diminui^ ^z^une unité.
conque est un multiple de 9 augmenté éFune unité simple. Si : multiplions en effet par 9 un nombre exprimé par tanli chiffres 1 que Ton voudra» il est clair que le produit ne composé que de chiffres 9, et qu'ainsi, en y ajoutant une le résultat sera exprimé par l'unité suivie d'autant de zérosi y avait de chiffres 1 dans le multiplicande : donc une unitéi ordre quelconque est un multiple de fi^augmenté à'vm et par conséquent 2, 3, 4.... unités de cet ordre vaudront] multiple de 9 augmenté de 2,3,4.... unités simples.
On voit d'après cela que, si l'on conçoit le nombre pro] décomposé en ses diverses collections d'unités, chacune d'c sera égale à un multiple de 9 augmenté de son chiffre ficatif considéré comme représentant des unités simples : ce nombre est égal à un multiple de 9 augmenté de la soi de ses chiffres significatifs. Si donc cette somme est diviî par 9, le nombre le sera aussi (S8).
Remarquez que cette démonstration prouve que le reste à\ division d'un nombre quelconque par 9 est celui même que U . obtient en divisant par 9 la somme de ses chiffres additii comme sHls représentaient des unités simples.
^ 65. On démontrerait de la môme manière qu'un nombre\ divisible par 3 quand la somme de ses chiffres significatifs^ sidérés commue représentant des unités simples^ est elle-même d\à sible par 3. Seulement, pour prouver qu'une unité d*un orë quelconque est un multiple de 3 augmenté d'une unité sim^ il faudra multiplier par 3 un nombre exprimé par tant de èà fres 3 que l'on voudra, et ajouter une unité au produit.
66. Un nombre est divisible par 6 lorsquHl est pair y et qu/ti somme de ses chiffres^ considérés comme représentant des uniik simples^ est divisible par 3.
Puisque la somme des chiffres du nombre proposé est oi multiple de 3, ce nombre sera divisible par 3 (68). Or je dis qw le quotient de cette division sera divisible par 2. En effet» si ce quotient était un nombre impair, en le multipliant par 3 os
On voit qu'en divisant dix unités par 1 1, on a pour quotient et 10 pour reste; qu'en divisant 100 unités par 11, on a 9 pour quotient et 1 pour reste; et comme en abaissant un à la droite de ce reste, on retombe sur le premier dividende partiel 10, il s'ensuit que les mêmes quotients et les mêmes restes
* En effet, un nombre impair est égal à un nombre pair augmenté d'une unité : donc le produit de deux nombres impairs est égal au produit du multiplicande par un nombre pair, plus une fois le multiplicande , c'est-à-dise est égal à un nombre pair augmenté d'une unité; donc ce produit est impair.
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trouverait un nombre impair, car le produit de deux nombres > impairs est nécessairement impair * : ainsi, en multipliant le diviseur par le quotient, on ne retrouverait pas le dividende, puisque nous avons supposé que ce dividende était un nombre pair. Le quotient de la division du nombre proposé par 3 est donc divisible par 2 : donc le nombre proposé sera égal au quotient de cette seconde division multiplié par 2, puis par 3, ) c'est-à-dire multiplié par 6 (58); donc il est divisible par 6.
*67. Un nombre est divisibkpar 11 quand la différence entre la somme de ses chiffres de rang impair et la somms de ses chiffres de rang pair est elle-même divisible par 11.
Pour le démontrer, nous allons chercher quel est le reste que donne une unité d'un ordre quelconque divisée par 11, ce qui se fera en divisant par 11 le nombre représenté par l'unité suivie d'un nombre indéfini de zéros; car, suivant que l'on aura employé un, deux, trois, etc., de ces zéros, lé reste correspondant sera évidemment celui que donne une dizaine, une centaine, un mille, etc., divisé par 11; d'ailleurs une unité divisée par^l donne 1 pour reste :
se reproduiront périodiquement et à l'infini. Puis donc qu'une unité divisée par 11 donne pour reste 1, qu'une dizaine donne pour reste 10, on voit que toute unité d! ordre impair est un mut' tiple de 1 1 augmenté (fune unité simple^ et que touie unité d^ ordre pair est un multiple de II diminué d'une unité simple. Donc, si l'on conçoit un nombre quelconque décomposé dans ses diverses collections d'unités, chacune d'elles sera un multiple de 1 1 augmenté ou diminué de son chiffre significatif, considéré comme représentant des unités simples, suivant qu'elle sera d'ordre impair ou d'ordre pair ; donc ce nombre est égal à un multiple de 1 1 augmenté de la somme de ses chiffres de rang impair et diminué de la somme de ceux qui sont de rang pair; donc il sera un multiple de 11, si la différence de ces deux sommes est elle-même un multiple de 11 ; donc un nom* bre sera divisible par 1 1 quand la différence entre la somme de ses chiffres de rang Impair et la somme de ses chiffres de rang pair sera elle-même divisible par 11.
Le nombre 987654321 est-il divisible par 11, et s'il ne l'est pas, quel sera le reste de la division?
La somme des chiffres de rang impair est
celle des chiffres de rang pair est
donc le nombre proposé est un multiple de 1 1 plus 25 moins 20; donc le reste de la division est 5.
On peut simplifier ces calculs, en ayant soin de retrancher 1 1 de la somme des chiffres que Ton additionne, chaque fois que l'on obtient une somme partielle plus grande que 1 1 ; car il est clair que l'on aura ainsi diminué la somme des chiffres de rang impair et celle des chiffres de rang pair, chacune d'un multiple de 11, et qu'en conséquence leur différence aura été altérée seulement d'un pareil multiple.
Ainsi dans l'exemple ci-dessus nous dirons : 1 et 3, 4 : et 5 9; et 7, 16; moins 11, 5 ; et 9, 14 ; moins 1 1, 3. En opérant de même sur les chiffres de rang pair, on dira : 2 et 4, 6; et 6, 12 : moins 11, 1; et 8, 9. Ainsi le nombre proposé se compose d*un multiple de II, plus Z moins 9, c'est-à-dire d*un multiple de 11 moins 6; ou, ce qui revient au môme, d'un multiple de 11 plus 11 moins 6, c'est-à-dire d'un multiple de 11 plus 5; donc le reste de la division est 5.
* 68. Cherchons maintenant les caractères de divisibilité d'un nombre quelconque par un nombre donné.
Pour fixer les idées, nous supposerons que le diviseur donné soit 7.
Il est évident que si, sans effectuer la division du nombre proposé par 7, nous pouvions cependant trouver le reste de cette division , nous verrions à l'inspection de ce reste si le nombre proposé est ou n'est pas divisible par 7. Tâchons donc de découvrir ce reste.
On sent que si l'on divise 2, 3, 4,... unités d'un ordre quelconque par un certain diviseur, le reste que l'on obtiendra sera 2, 3, 4,... fois plus grand que si l'on divisait une unité du même ordre par le même diviseur. Par conséquent, si nous pouvons déterminer le reste que donne une unité d'un ordre quelconque divisée par 7, nous aurons facilement les restes respectifs qu'on trouvera en divisant par 7 les diverses collections d'unités du nombre proposé, et la somme de ces restes sera celui même de la division de ce nombre par 7.
Cherchons donc quel est le reste que donne une unité d'un ordre quelconque divisée par 7. Pour cela il n'y a qu'à diviser par 7 le nombre représenté par l'unité suivie d'un nombre indéûni de zéros, ce qui donne le calcul suivant :
* Dans toute cette théorie, nous entendrons par reste d'une division l'excès du dividende sur un multiple quelconque du diviseur.
En examinant le tableau ci-dessus, on reconnaît:!' une unité y une dizaine ^ une centaine sont des multiples de 7 mentes respectivement d'une^ trois^ deux unités simples; S"* (|U€i mille, une dizaine de mille, une centaine de mille doi pour restes six^ quatre, cinq unités, et qu'ainsi tm mt^, dizaine de mille, une centaine de mille sont des multiples è\ diminués respectivement de une, trois, deux unités simples. Ooi les restes obtenus dans la division ci-dessus se reproduis périodiquement à Tinfîni, la loi que nous venons de n natlre pour les unités, dizaines et centaines des deux preoÉ ordres d'unités ternaires se soutiendra pour celles des oi suivants; par conséquent, si l'on partage le nombre prop en tranches de trois chiffres, en allant de droite à gauche, i verra que Tune quelconque de ces tranches sera un mi de 7 augmenté ou diminué , selon qu'elle sera de rang iiD| ou de rang pair, de une fois ses unités, trois fois ses dizainii\ deux fois ses centaines. Si donc on multiplie les unités, dizaii centaines de chaque tranche respectivement par 1, 3, 2, nombre proposé sera égal à un multiple de 7 augmenté de| somme des produits qui proviennent ainsi des tranches de impair, et diminué de la somme de ceux qui résultent tranches de rang pair; ou, ce qui revient au même, auj ou diminué de la diCTérence de ces deux sommes, selon qael première sera plus grande ou plus petite que la seconde. suivant que cette différence sera ou ne sera pas divisible pari le nombre lui-même sera ou ne sera pas divisible par 7.
Exemples. !• Quel est le reste que l'on obtiendra en divis
42876953246235 par 7? L'application de la règle précédente conduit aux calculs suivants :
Tranches
Tranches
de rang pair.
de rang impair/
Ainsi le nonihre proposé est égal à un multiple de 7 augmenté de 68 unités et diminué de 65 unités, c'est-à-dire à un multiple de 7 augmenté de (68 — 65) = 3 unités; donc le reste de la division est 3.
2* Quel est le reste de la division de 278245789321 par 7?
Tranches de rang impair.
Tranches de rang pair.
Ainsi le nomhre proposé est égal à un multiple de 7 augmenté de 34 unités et diminué de 80 unités, c'est-à-dire à un multiple de 7 diminué de (80—34) = 46 unités.
Mais en appliquant la méthode au nomhre 46, on trouve qu'il est égal à un multiple de 7 augmenté de 18 unités; que 18 est de même un multiple de 7 plus il; et qu'enfin 1 1 est un multiple de 7 plus 4. Ainsi 46 se compose d'un multiple de 7, plus 4 : donc le nomhre proposé est égal à un multiple de 7 diminué de 4 unités, ou bien à un multiple de 7 plus 7 moins k,
c'est-à-dire à un multiple de 7 pliu 3 : donc le reste de la dinsion sera 3.
* 69. Si l'on se rapporte au tableau de la division de 10000..., par 7 (page 46), on reconnaît que une unité, un mille, un miliion, un billion, etc., donnent respectivement pour restes 1,6, 1, 6, etc., unités; qu*ainsi toute unité ternaire de rang impair est un multiple de 7 augmenté d*une unité simple, et toute unité ternaire de rang pair est un multiple de 7 diminué d'une unité simple. Par conséquent, si l'on conçoit le nombre proposé partagé en tranches de trois chiffres en allant de droite à gauche, chacune d'elles sera un multiple de 7, augmenté ou diminué de sa valeur absolue, selon qu'elle sera de rang Impair on de rang pair : donc ce nombre est un multiple de 7, augmenté de la somme de ses tranches de rang impair, et diminué de la somme de ses tranches de rang pair; donc il sera divisible par 7, si la différence de ces deux sommes l'est aussi ; donc, pour qu'un nombre soit divisible par 7, il faut et il suffit que^ à on le partage en tranches de trois chiffres en allant de droite à gauche, la différence entre la somme de ses tranches de rang im^ pair et la somme de ses tranches de rang pair soit elle-même divisible par 7.
Cette seconde règle, beaucoup plus simple que la premi^ n*cst applicable cependant qu'à des nombres composés do plus de trois chiffres, de sorte qu'il faudra les appUquer successivement toutes les deux.
Reprenons les deux exemples traités dans le numéro précédent. Le premier conduit aux calculs suivants :
Tranches \ de rang impair.)
Tranches de rang pair, j ^^^
Ainsi le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de (1230— 1122; =108, ou, ce qui revient au même, du reste de
la division de 108 par 7, lequel est 3 d'après la première méthode ; donc le reste demandé est 3.
Calcul du second exemple.
Tranches ( 321
de rang impair. ( 245
Tranches de rang pair.
Ici le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de 566 et diminué de 1067, c'est-à-dire diminué de (1067 — 566) = 501, ou du reste de la division de 501 par 7, lequel est 4 : donc le reste demandé est 7 — 4 = 3.
*70. Les méthodes que nous venons de développer peuvent s'appliquer avec succès à tout autre diviseur qye 7. En répétant sur cet autre diviseur tous les raisonnements qui précèdent, on parviendra toujours à des caractères de divisibilité qui seront plus ou moins simples. Ainsi, par exemple, on trouvera que, pour qu'un nombre soit divisible par 37, il faut et il suffit que, si on le partage en tranches composées alternativement de deux et d*un chiffre, en allant de droite à gauche, la différence entre la somme des tranches de deux chiffres et le produit par II de la somme de celles d'un chiffre soit divisible par 37.
71. La facilité avec laquelle on trouve le reste de la division d'un nombre par 9 fournit une méthode très-simple pour faire la preuve de la multiplication. Cette méthode, connue sous le nom de preuve par 9, est fondée sur le principe suivant : -X-ie reste que Von trouve en divisant par 9 le produit de deux nombres est égal à celui que Von obtient en divisant par 9 le produit des deux restes que donne la division des AmiÊi^ proposés parce vïiéme diviseur 9 *.s^
Remarquons que cette propriété n*est pas particulière au nombre 9, mais
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Un effet, chacun des deux nombres proposés peut être considéré comme un multiple de 9 augmenté du reste de la division de ce nombre par 9 : si donc on multiplie ces deux nombres entre eux, ce qui se fera en multipliant chaque partie du multiplicande successivement par chacune de celles du multiplicateur, le produit que Ton trouvera sera composé de quatre parties^ dont trois seront des multiples de 9, et dont la quatrième sera le produit des restes que Ton aura trouvés en divisant les nombres proposés par 9. Donc le reste de la division du produit de ces nombres par 9 sera le même que celui que Ton obtiendra en divisant par 9 le produit de ces restes : il est d'ailleurs évident que, si ce dernier produit était moindre que 9, il serait lui-môme le reste dont il s'agit.
Soient, par exemple, les nombres 43 et 35. £n les divisant par 7, on trouve que 43 = 9.4 -j- 7, et que 35 = 9.3 4- 8 : donc leur produit se compose de la somme
dont les trois premières parties sont évidemment des multiples de 9; mais la quatrième, divisée par 9, donne pour quotient 6 et pour reste 2, de sorte qu'elle vaut 9.6+2 • donc le produit
donc le reste de la division de ce produit par 9 est 2.
Gela posé, pour faire la preuve de la multiplicationj addilioi^ nez successivement les chiffres du multiplicande^ considérés comme représentant des unités simples^ et diminuez chaque somme par» tielle de 9 qu/ind la chose sera possible : vous obtiendrez ainsi U reste que donnerait la division de ce r^uHipHcande par 9 (64). Opérez de la même manière sur le multiplicateur; multipliez entre
que tout autre nombre en jouit également : aussi fait-on quelquefois la pxeUY9 par 11, à cause de la facilité avec laquelle on peut calculer le reste de la division d'un nombre par 11 (Off).
exix les deux restes ainsi obtenus^ et cherchez semblablement le reste de la division de leur produit par 9. Si la multiplication a été bien faitey le reste que vous trouverez ainsi devra être le même que celui que vou^ obtiendrez en opérant sur le produit comme vous l'avez fait sur ses facteurs.
Veut-on vérifier le produit 40612376 des nombres 8764 et 4634? en opérant sur le multiplicande conformément à cette règle, nous dirons: 8 et7y 15; moins9, 6; et 6, 12; moins 9» 3; et 4, 7. On trouvera de même que la division du multiplicateur par 9 donnera 8 pour reste ; on multipliera 7 par 8 ; le produit est 56, dont la somme des chiffres surpasse 9 de 2. Il faudra donc qu'en divisant le produit 40612376 par 9, on trouve aussi 2 pour reste; et c*est en effet ce qui a lieu. On en conclut que la multiplication a été bien faite.
Remarquons cependant que cette preuve pourrait réussir, bien que la multiplication qu'elle doit vérifier fût fautive. Il suffirait pour cela que Ton eût commis quelque part deux erreurs, l'une en plus, l'autre en moins^ du même nombre d'unités ; ou bien que Ton eût mis un 9 au lieu d'un 0, et ré- 43ipi oqucment, etc.
72. Pour faire la preuve par 9 de la division, retranchez le reste du dividende, et, le nombre résultant étant le produit du diviseur par le quotient, vous pourrez le vérifier par la méthode précédente.
Exemple. La division de 40615624 par 8764 a donné pour quotient 4634, et pour reste 3248. Pour la vérifier je retranche 3248 de 40615624, ce qui donne pour reste 40612376, nombre qui est ainsi le produit de 8764 par 4634. J'applique donc à la vérification de ce produit la règle du n"" 71. Les facteurs divisés par 9 donnent respectivement pour restes 7 et 8, dont le produit est 56. La somme de ses chiffres surpasse 9 de 2 unités : ainsi il faut que le reste de la division de 40612376 par 9 soit 2, et c'est effectivement ce qui arrive; donc la division a été bien faite.
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75. On appelle nobibre premier un nombre gui n'est dm que par lui-même et par l'unité : tel est le nombre 7.
Il suit de cette définition qu'on sera sûr qu*un nombrei premier, lorsqu'on aura essayé de le diviser par tous les bres plus petits que sa moitié sans pouvoir y parrenlr ^11
74. Proposons-nous de découvrir qusls sont, dans lasmU\ turelle des nombres^ ceux qui sont premiers.
De toutes les méthodes données pour résoudre ce problènv,] la suivante, due à Ératosthène^ est la plus expéditlve. Ce mètre grec observa que les nombres pairs, à TexceptiondeM ne pouvant être des nombres premiers, il ne fallait chcrdiB| ceux-ci que parmi les nombres impairs; en conséquence, il écrivit les uns à la suite des autres, et dans.leur ordre natiml, tous les nombres impairs jusqu'à la limite qu'il s'était flxèe',1 et remarqua que, si, à partir de 3 exclusivement, on compld de trois en trois, tous les nombres sur lesquels on tombenill ainsi seraient seuls divisibles par 3.
En effet, chaque nombre impair diffère du précédent de deoil unités : donc il diffère de celui qui le précède de trois rangs, de six unités : donc le nombre qui vient trois rangs après on nombre divisible par 3 est lui-même divisible par 3 (58); donc aussi le nombre qui vient trois rangs après un nombre qui n'est pas divisible par 3, ne l'est pas non plus, car Use compose d'une partie qui est divisible par 3, et d'une autre qui ne Test pas; donc, si, à partir du nombre 3, on compte de trois en trois^les nombres sur lesquels on tombera seront divisibles par 3, et il
* La suite des nombres premiers est illimitée ; car supposons, s'il est possible, que n soit le plus grand de ces nombres: formons le produit 2.3.5. 7.,..ii de tous les nombres premiers; le nombre 1 + 2.3.5.7. ...n est premier, sans quoi il serait divisible par un nombre premier, et il est clair que le reste de sa division par l'un de ces nombres est Tunité.
n*y en aura pas d'autres qui jouiront de cette propriété. Une raison semblable conduisit Ëratosthène à pointer tous les nombres sur lesquels il tomba en comptant de cinq en cinq» à partir de 5 ; de sept en sept, à partir de 7 ; dé onze en onze, à partir dé 11 y etc. ; de cette manière, il parvint à exclure tous les nombres divisibles respectivement par 3, 5, 7, 11, etc.; de sorte qu'il ne resta plus que les nombres premiers. Cette méthode porte le nom de crible d^Ératosthèneiyoj^ 213).
75. On appelle plus grand commun diviseur de plusieurs nombres le plus grand de tcms les nombres qui les diviserU exacte^ ment, v-
Propoi&ons-nous d'abord de trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, et supposons, pour fixer les idées, que ces nombres soient 56 et 21. Le plus grand commun diviseur de 56 et de 21 ne peut pas être plus grand que 21, puisqu'il doit le diviser : donc 21 serait le plus grand commun diviseur demandé, s'il divisait 56. Divisons donc 56 par 21 : le quotient est 2, et le reste 14; ainsi, 21 n'est pas le plus grand commun diviseur demandé. Mais je dis que ce plus grand commun diviseur est le même que celui des nombres 21 et l4.Nous le démontrerons évidemment en prouvant que tous les diviseurs communs à 56 et à 21 sont aussi des diviseurs communs à 21 et à 14, et réciproquement.
Or, tout diviseur commun à 56 et à 21 divise 21, et partant son multiple 2 fois 21 (59) ; mais il divise aussi 56 : donc il divise leur différence 14 (60) ; donc il divise à la fois 21 et 14.
Actuellement^ tout diviseur commun à 21 et à 14 divise 21, et partant son multiple 2 fois 21; mais il divise aussi 14: donc il divise leur somme 56 (58) ; donc il divise à la fois 56 et 21.
Donc tous les diviseurs communs à 56 et à 21 sont aussi des diviseurs communs à 21 et à 14, et réciproquement; donc le plus grand commun diviseur de 56 et de 21 est celui même de 21 et de 14 ; donc le plu^ grand commun diviseur de deux nombres est le même que celui qui existe entre le plus petit de ces nom^ bres et le reste de leur division.
La question est donc ramenée à trouver le plus grand commun diviseur de 21 et de 14. En raisonnant sur ces deux nombres comme on l'a fait sur 56 et 21, on sera conduit à diviser 21 par 14 ; on trouvera 1 pour quotient et 7 pour reste, ce qui montre que 14 n'est pas le plus grand commun diviseur demandé. Mais en vertu du principe que nous venons de démontrer, ce plus grand commun diviseur est le même que celui des nombres 14 et 7 ; nous diviserons donc 14 par 7 ; et comme 7 divise exactement 14, nous en conclurons que 7 est le plus grand commun diviseur demandé.
76. Donc, pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, divisez le plus grand par le plus petit. Si la divi» sion s'effectue exactement^ le plu^ petit des deux nombres est le plu>s grand commun diviseur demandé. Si cela n'a pas lieu, vous diviserez le plus petit nombre par le reste; et si la féconde ditnsion réussit, ce premier reste sera le plus grcmi^commun diviseur; dans le cas contraire, on divisera le reste de la première division par celui de la seconde, celui-ci par le reste de la troisième, et ainsi de suite^ jusqu'à ce qu'on parvienne à un quotient exact : le dernier diviseur sera le plus grand commun diviseur demandé.
Si, dans le courant des opérations, on trouve pour reste un nombre premier, il faudra encore diviser le reste précédent pat celui-ci. Si l'opération s'effectue exactement, ce nombre premier sera le plus grand commun diviseur demandé. Si elle ne réussU pas, il est inutile de pousser plus loin le calcul, car on est certain de trouver l'unité pour plus grand commun diviseur. En effet, puisqu*en vertu du principe établi au n* 78, le plus grand commun diviseur doit diviser tous les restes, il doit diviser notre nombre premier ; mais un nombre premier n'est divisible que par lui-même ou par Tunité : donc le plus grand commun diviseur ne peut être que ce nombre premier ou l'unité : donc si le nombre premier n'est pas le plus grand commun diviseur^ ce sera l'unité qui sera ce plus grand commun diviseur. On dispose les calculs de la manière suivante :
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Le nombre des divisions ne pourra pas surpasser la moitié du plus petit nombre; car les deux derniers diviseurs sont les seuls restes consécutifs qui puissent différer d'une unité seulement, puisque la division de deux pareils nombres donne évidemment pour reste l'unité; de sorte que deux autres restes consécutifs quelconques diffèrent au moips de 2 unités, et qu'ainsi il ne peut pas y avoir plus de restes différents que 2 n'est contenu de fois dans le plus petit nombre.
77. On appelle nombres premiers entre eux des nombres qui n^ont que l* unité pour diviseur commun.
Il suit de là que, si Ton applique la méthode du plus grand commun diviseur à deux nombres premiers entre eux, on trouvera l'unité pour plus grand commun diviseur, sans quoi ces deux nombres ne seraient pas premiers entre eux.
*78. Tout nombre qui en divise deux autres divise leur plus grand commun diviseur.
En effet, tout nombre qui divise le dividende et le diviseur d'une division doit diviser le reste de cette division, car il divisera le dividende et le produit du diviseur parle quotient (50) ; donc il doit diviser leur différence (60), c'est-à-dire le reste de la division. **
Gela posé, si Ton applique à deux nombres la méthode ^ plus grand commun diviseur, on voit que tout nombre qui ffivisera les deux nombres proposés divisera le reste de la première division. Mais ce reste devient diviseur dans la seconde : donc le nombre dont il s'agit divisera le dividende et le di^seur de la seconde division, et par conséquent le reste de cette dMsion, et ainsi de suite ; donc il divisera tous les restes suCeessife,
et par conséquent le plus grand commun diviseur, qui est le dernier de ces restes.
*79. Ce principe va nous donner le moyen de trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. Soient, en effet, les nombres 60, 48, 30 et 15. Je cherche le plus grand commun diviseur des deux premiers, il est 12; le plus grand commun diviseur de 12 et de 30, il est 6; le plus grand commun diviseur entre 6 et 15, il est 3. Je dis que 3 est le plus grand commun diviseur demandé. En effet, le plus grand commun diviseur des nombres 60, 48, 30 et 15 divise 60 et 48, et par conséquent leur plus gi*and commun diviseur 12 (78). Or il divise aussi 30 : donc il doit diviser 6, plus grand commun diviseur de 12 et de 30. Mais il divise aussi 15 : donc il doit diviser 3, plus grand commun diviseur des nombres 6 et 15; donc il n*est pas plus grand que 3. Donc, si je puis prouver que 3 divise à la fois les nombres proposés, j'en conclurai que '3 est leur plus grand commun diviseur.
'* Or 3 divise le^ nombres 6 et 15, car il est leur plus grand ' commun diviseur : donc il divise 12 el 30, multiples de 6 ; donc il divise 60 et 48, multiples de 12; donc il divise à la fois les jjji^atre nombres 15, 30, 48 et 60; donc il est leur plus grand commun diviseur.
Donc, pour trouver le plus grand commun diviseur de plu- '[SfSW^ nombres^ on cherchera le plu^ grand commun diviseur des .^^ plus petits, car le plus grand commun diviseur demandé : ^IP^^urait les surpasser ; puis le plus grand commun diviseur de btfidti^ grand commun diviseur et du plus petit des nombres restants; puis le plus grand commun diviseur de ce second plus grand lïW^BW^ diviseur et du plus petit des nombres restants, et ainsi de -iB^ft^* ^ dernier plus grand commun diviseur trouvé sera celui ~9iifnfildes nombres proposés.
luiil'fif^^lout nombre qui divise un produit de deux faclewi^s^ et -iM* ^Pflki^emier avec Vun d'eux, divise nécessairement Vautre
Soit a un nombre supposé premier avec l'un des deux facteurs b Qic d*un produit, le facteur b par exemple : je dis que» si a divise le produit b. c/\\ divisera nécessairement le facteur c.
En effet, a et 6 étant deux nombres premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur est Tunité (77). Or, si Ton multiplie ces deux nombres chacun par c, et que Ton cherche le plus grand commun diviseur des produits a.c^ib.c^ les restes que Ton trouvera dans cette seconde .série d'opérations seront respectivement égaux à ceux de la première multipliés par e. En effet, lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur d'une division par un même nombre, le reste est multiplié parce nombre (5S) ; donc, puisque nous avons multiplié le dividende et le diviseur de la première division par c, le premier reste aura aussi été multiplié parc. Mais ce premier reste devient le diviseur de la seconde division : donc, puisque le dividende et le diviseur de cette seconde division ont été multipliés par c, le second reste le sera aussi, et ainsi de suite. Donc, puisque le dernier reste de la première série d'opérations est l'unité, le dernier resfe de la seconde sera c. Donc c est lé plus grand commun diviseur des deux produits a.c et b,c. Or a divise le premier de ces produits, car il en est un des facteurs; il divise aussi le second par hypothèse : donc il divise leur plus grand commun diviseur c (78) ; ce qu'il fallait démontrer.
* 81. Tout nombre premier qui divise un produit de plu^sieurs facteurs divise nécessairement Vun d'eux.
Je dis que si p est un nombre premier qui divise le produit a.b.c.d, il divisera nécessairement l'un des facteurs de ce produit.
En effet, si p divise d, le principe est démontré; s'il ne le divise pas, ces deux nombres sont premiers entre eux, car ils ne peuvent avoir d'autre commun diviseur que p ou l'unité. Mais on peut regarder le produit a.b.c.d comme résultant de la multiplication du prodr.it a.b.c par d. Donc, puisque^ est premier avec le facteur rf, il faut nécessairement qu'il divise l'autre facteur a.b.c (80). Si p divise c, le principe est démontré ;
8*il ne le divise pas, ces deux nombres sont premiers eux : par conséquent, puisqu'on peut regarder le produit a.lJ comme résultant de la multiplication du produit a.b par(,j ne pourra diviser ce produit qu'autant qu*il divisera Fa facteur a.b. Si p divise b, le principe est démontré; s*il De| divise pas, ces deux nombres sont premiers entre eux, et | conséquent, pour que p divise le produit a. 6, il faudra divise le facteur a : donc p divise nécessairement Tun des teurs du produit a.b.c.d.
*82. Il suit de là que, lorsqu'un nombre premier divm\ puissance d'un nombre y il doit diviser ce nombre .• car une sance d*un nombre n*cst autre chose que le produit de sieurs facteurs égaux à ce nombre (^tl), et nous venons i prouver que, lorsqu'un nombre premier divise un produiii plusieurs facteurs, il divise nécessairement Tun d'eux.
* 83. Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, puissances sont premières entre elles.
Soient, en effet, a et 6 deux nombres premiers entre eo] je dis que leurs puissances a"* et 6" sont aussi premières elles. En effet, si ces deux puissances avaient un facteur mier commun, ce facteur premier devrait diviser a et 5 (83 ce qui est contraire à Thypothèse : donc a* et 6* ne peuve pas avoir de facteur premier commun, et n'ont par consé< aucun facteur commun : donc ces deux quantités sont pic-l mières entre elles.
* 84. Lorsqu'un nombre est divisible par plusieurs nonim premiers entre eux deux à deua, il Vest aussi par leur prodd
Soit n un nombre divisible par les nombres a, b, c^ d, qtt je suppose premiers entre eux deux à deux : je dis qu'il est divisible par leur produit.
En effet, puisque n est divisible par a, si nous appelons 9 le quotient de la division, nous aurons n=^a.q. Or b divise n; mais il est premier avec le facteur a : donc il doit diviser l'autre
facteur q (80). Si Ton appelle q' le quotient de cette division, on aura q::=b.q\ et par conséquent n=a,b,q' (38), ce qui prouve déjà que n est divisible par le produit des deux premiers nom" bres a et h. Or divise n; donc, puisqu'il est premier avec le facteur ek^ il doit diviser l'autre facteur q (nous avons vu que n='a.q). Mais c est aussi premier avec le facteur b : donc il doit diviser l'autre facteur q' (nous avons vu que ç = 5 . g') ; donc en appelant g* le quotient de cette division, nous aurons q'z=zc.(f\ et par conséquent n, qui est égal à a.b.q\ le sera aussi à û. 6. c. g", ce qui prouve que n est divisible par le produit des trois premiers nombres a, b, c; et ainsi de suite.
88. Il suit encore du n® 81 qu'un nombre ne peut être dé^ composé que dans uft seul système de facteurs premiers.
Supposons, en effet, que l'on puisse avoir en même temps n = A.B.G, et n = a.b.c; A,B, C, a, 6, c étant des nombres premiei's. Puisque le nombre premier c divise n, il doit diviser l'un de ses facteurs A, B, C; mais, comme ils sont premiers, il faut qu'il soit égal à l'un d'eux. Supposons c = C; les deux produits A.B.C eia.b.c étant égaux, si on les divise respectivement par C et c, les quotients A. B et a. 6 devront être égaux. Or b divise le second : donc il divise aussi le premier, et par conséquent l'un de ses facteurs A et B , ce qui ne peut être , è moins qu'il ne soit égal à Fun d'eux, àB par exemple; d'où il suit que a est aussi égal à A, puisque A.B=a.&, ce qui démontre le principe énoncé.
Remarquons que cette démonstration n^exige pas que les fac^ teurs premiers du nombre proposé soient Ums inégaux; de sorte que si, dans l'une des expressions du nombre n, un facteur entre plusieurs fois , il entrera aussi le même nombre de fois dans l'autre.
* 86. Pour qu^un nombfe en divise un autre ^ il faut quHl ne contienne pas d'autres facteurs premiers que cet autre ^ et quHl ne contienne pas les facteurs premiers de ce nombre plus de fois que celui-ci ne les contient lui-mêmie : sans quoi on pour-
mit décomposer un même nombre de deux maiiièm rentes en facteurs premiers.
*B7. Pour qu'un nombre soU divisible par un atUre^il qu*U contienne tous les facteurs premiers de cet axUre^ ttf^ contienne chacun d'eux au moins autant de fois que celui-^ contient (OS).
Décomposer un nombre donné en ses facteurs premiert
Le procédé le plus naturel pour résoudre cette question â*essayer la division du nombre proposé, successivement les nombres premiers 2, 3, 5, 7^ 11, etc. Ainsi on essajnl d'abord de diviser le nombre proposé par 2 : si la division ré»| sit, on essayera de diviser par 2 le quotient qu'on aura troofi; si cette seconde opération réussit^ on essayera de diviser ce»' cond quotient par 2, et ainsi de suite jusqu'à ce qu*on arrmi un quotieut qui ne soit plus divisible par 2. On essayera alon de le diviser par 3, et autant de fois de suite par 3 qu'il sen possible; on parviendra ainsi à un quotient qui ne sera plos divisible par 3 : on essayera de le diviser par 5, et autant de fois de suite par 5 qu'on le pourra ; et l'on continuera ains jusqu'à ce qu'on arrive à un quotient qui soit un nombre pre* mier^ ce qui aura nécessairement lieu y sans quoi la décomposition du nombre proposé en facteurs n'aurait pas de fin ; et ce nombre étant ainsi le produit d'une infinité de facteurs, toas plus grands que l'unité, serait par conséquent inGni. On divisera le dernier quotient par lui-même, ce qui donnera pour résultat l'unité, et alors l'opération sera terminée.
Soit pour exemple le nombre 4725.
Ce nombre , étant impair, n'est pas divisible par 2 , mais il l'est par 3, et le quotient de cette division est 1575, qui est encore divisible par 3. En effectuant cette division, on trouve pour quotient 525, nombre divisible par 3 ; le quotient de cette troisième division est 175, nombre qui n'est plus divisible par 3, mais qui l'est par 5. Le quotient de 175 par 5 est 35, nombre
qui est encore divisible par 5 et donne pour quotient le nombre premier7.Ilrésultedelàque4725=3.l575;que 1575=3.525, donc 4725 = 3*. 525; que 525 =3. 175, donc 4725 =3». 175; que 175 = 5. 35, donc 4725 = 3'. 5. 35; enfin que, 35 étant le produit de 5 par 7, on aura 4725 = 3*. 5*. 7. Ainsi, 4725 est le produit de 3 facteurs 3, de 2 facteurs 5 et du facteur 7.
Quoiqu'on n*ait essayé la division du nombre proposé par aucun facteur plus grand que le dernier de ceux que l'on a trouvést on ne peut point craindre de n'avoir pas mis en évidence tous les facteurs premiers de ce nombre; car nous avons vu qu'un nombre ne peut être décomposé qu'en un seul sys- .» tème de facteurs premiers (8Kj. ^ //"^
*80. Proposons-nous actuellement de former tous les diviseurs (Tun nombre.
Nous décomposerons d'abord ce nombre en ses facteurs premiers (88); et si l'on suppose, pour fixer les idées, qu'il ait été divisé p fois de suite par a, q fois de suite par b, r fois de suite par c, son expression sera de la forme n=a''.6'.c*'.
Gela posé, il en résultera que le nombre n sera divisible par toutes les puissances de o, de b, de c, depuis la première jusqu'à la p**"' pour a, jusqu'à la g'*""' pour 5, jusqu'à la r**"** pour c : de plus, comme ces différentes puissances de a, de & et de c sont premières entre elles deux à deux (85), le nombre n sera divisible par leurs produits deux à deux et trois à trois (84). D'ailleurs le nombre n n'aura pas d'autres diviseurs, en vertu du principe du n» 86. En conséquence, pour former tous les diviseurs du nombre n, on écrira sur trois lignes horizontales respectivement
1 et les puissances de a jusqu'à la p'*"* ,
1 de 5 ç'*"*,
1 de c r**"",
et l'on formera le produit des nombres contenus dans ces trois lignes, ce qui se fera en multipliant successivement tous les termes de la première par ceux de la seconde, puis tous les termes du produit par ceux de la troisième. Or le produit des
deux premières lignes se composera de 1, des puissances de a, des puissances de 6, et des produits des puissances de a par ceUes de b. Maintenant on multipliera ce produit des deux premières lignes par la troisième, ce qui donnera : Tunité, les puissances de a, les puissances de 6, les puissances de c, les produits des puissances de a par celles de b, les produits des puissances de a par celles de c, les produits des puissances de b par celles de c, et les produits des puissances de a par celles de b et par celles de c.
Nous aurons donc bien formé ainsi tous les diviseurs du nombre n.
*90. Dans la pratique, pour obtenir tous les diviseurs d'un nombre, on dispose les calculs de la manière suivante :
Les deux premières colonnes à gauche contiennent le tableau des calculs nécessaires pour trouver les facteurs premiers du nombre 4725 (88); la troisième colonne renferme tous les diviseurs tant simples que composés de 4725; pour les obtenir» on a écrit en tôte de celte colonne le diviseur 1, on Ta multiplié par le premier facteur 3, et Ton a écrit le produit audessous de ce diviseur 1 ; on a formé de même tous les autres diviseurs, en multipliant tous ceux déjà trouvés par le facteur premier suivant, et en ayant soin de ne pas écrire deux fois le même produit.
On voit que de cette manière on a formé : 1* le diviseur 1 et toutes les puissances de 3 qui peuvent diviser 4725 ; 2» le diviseur 5 et toutes ses combinaisons avec les diverses puissances
de 3; ^3"* la deuxième puissance de 5 et ses combinaisons avec les diverses puissances de 3; enfln, le diviseur 7 et ses combinaisons avec les diverses puissances de 3, avec les diverses puissances de 5, et avec les produits des diverses puissances de 3 par celles de 5 : donc on a bien formé ainsi tous les diviseurs tant simples que composés du nombre 4725 (89).
•01. Le nombre total des diviseurs d'un nombre {en y comprenant ce nombre et l'unité) est égal au produit des easposants de ses facteurs premiers^ augmentés chacun d'une unité.
Nous avons vu qu'on pouvait former tous les diviseurs d'un nombre n= a'. 6«. (?*■, en effectuant le produit de trois lignes qui contiennent respectivement 1 et toutes les puissances de a jusqu'à lap'*"*, 1 et toutes les puissances de & jusqu'à la g**"", 1 et toutes les puissances de c jusqu'à la r**""' (89) : ainsi ces lignes se composent respectivement de (p+ l),(g+ l),(r4- l)termes; donc en multipliant la première ligne par un terme quelconque de la seconde, le produit contiendra {p + 1) termes; donc, le produit des deux premières lignes renfermera autant de fois (p + 1) termes qu'il y en a dans la seconde, c'est-à-dire (P + !)• fe + !)• Maintenant, en multipliant le produit des deux premières lignes par un terme quelconque de la troisième, le produit contiendra (p -f 1). (g + 1) termes : donc le produit des trois lignes se composera d'autant de fois (p + 1). (g+ 1) termes qu'il y a de termes dans la troisième ligne, c'est-à-dire de (r-f-1) fois (p4-1).(^+1) termes, ou de (p+ 1).(^+ l).(r+l) termes, ce qui démontre le principe énoncé.
* Cette règle fournit le moyen de vérifier si, dans la formation des diviseurs d'un nombre (90), on n'en a omis aucun : ainsi le nombre 4725, qui égale 3'. 5*. 7, doit avoir un nombre de diviseurs égala (3-f-l).(2-|- l).(l -f-l)=4.3.2 = 24, et c'est en effet ce que l'on a trouvé.
*9i. Nous avons vu (86) que, pour qu'un nombre en divise un autre, il faut qu'il ne contienne pas d'autres Êicteurs premiers que cet autre, et qu'il ne contienne pas les facteurs pre-
micrs de ce nombre à des puissances plus élevées que cdo ne les contient lui-même. Si donc nous décomposons pli nombres donnés en leurs facteurs premiers, et si nous le produit de tous les facteurs premiers communs ainsi véSy en affectant chacun d*eux du plus petit exposant qnlj dans ces nombres, ce produit sera le plus grand nombrei les divise. Donc le plus grand commun diviseur de pli nombres est le produit de tous leurs facteurs premiers comt affectés chacun du plus petit exposant qu*il a dans ces nomhm.
Exemple. Quel est le plus grand commun diviseur de 72 et de 5544? On trouvera : !• que 7260= 2*. 3, 5. 11*; 2* 5544 = 2'. 3*. 7.11; S** que le plus grand commun diviseori mandé est 2\ 3. 11 = 132.
Il suit immédiatement de la composition du plus grandi mun diviseur de deux nombres, qu'on rCaltère pas ce grand commun diviseur en divisant ou en multipliant l'un ii par un facteur qui soit premier avec l'autre, puisqu'on 0| ainsi on ne saurait supprimer ni introduire de facteur pi commun aux deux nombres proposés (83). Donc, lorsque fc cherchera le plus grand commun diviseur de deux nombres] la méthode du n° 76, on pourra supprimer dans les restes cessifs les fadeurs que Ton y apercevra, pourvu qu'ils soie premiers avec le reste précédent, ce qui simplifiera les calcok]
On pourra encore diminuer le nombre des divisions si sives en faisant en sorte que chaque reste soit moindre quel moitié du précédent. Il suffira pour cela de forcer l'unité ^1 sur le quotient, lorsque le reste surpassera la moitié âudin*! seur; car alors la difl'éreuce entre le dividende et le produit M diviseur par le nouveau quotient, étant celle même qui exisk entre le diviseur et le reste qu'on avait trouvé, sera moindn que la moitié du diviseur. Ainsi, dans l'exemple du n« 78, nos avons vu que la division de 56 par 21 donnait 2 pour quotiedl et 14 pour reste, de sorte que 56 se compose de 2 fois 21, plus li Gomme 14 surpasse la moitié de 21, nous écrirons 3 au quo* tient, et la différence entre le dividende 56 et le produit dn
diviseur 21 par le quotient 3 sera 3 fois moins 2 fois 21 moins 14, c'est-à-dire 21—14 = 7. Ce nombre 7 sera donc le diviseur de la division suivante; et comme elle réussit» 7 est le plus grand commun diviseur de 56 et de 21.
Exemple. Trouver le plus grand commun diviseur entre
38449 et 24431 :
Le reste 14018 de la première division surpassant la moitié du diviseur, on a forcé Tunité sur le quotient, ce qui a donné 10413, pour reste de cette première division; on a divisé ce nombre par 9, ce qui est permis, puisque 9 est premier avec le diviseur 24431, et on a pris 1157 pour le second diviseur; de même on a divisé le reste 134 par 2, qui est premier avec 1157. Quant au troisième reste 18, il est évidemment premier avec le diviseur 67, puisque ni l'un ni l'autre de ses facteurs premiers 2 et 3 ne divise ce nombre : donc les deux nombres proposés sont premiers entre eux (77).
* 03. Les deux problèmes que nous avons résolus aux n*" 88 et 90 sont d'une grande importance , et le premier va nous fournir le moyen de trouver le plus petit nombre divisible à la fois par plusieurs nombres donnés, question dont nous verrons bientôt une application (108).
Nous avons vu que, pour qu'un nombre soit divisible par un autre, il faut qu'il contienne tous les facteurs premiers de cet autre, et chacun autant de fois au moins que celui-ci les contient lui-même (87) : d'après cela , pour déterminer le plus petit nombre divisible par plusieurs nombres donnés , on décomposera chacun de ces nombres en ses facteurs premiers, et Von formera le produit de tous les facteurs premiers différents ç,
en donnant à chacun d'eux le plus grand exposant dont il est affecté dans les nombres proposés.
Ainsi y pour trouver le plus petit nombre divisible à la fois par 90, 126 et 540, on verra d'abord (88) que 90= 2. 3*. 5, que 126 = 2. 3*. 7, et que 540=2*. 3'. 5. Par conséquent, le plospetit nombre divisible à la fois par 90, 126 et 540, est
On résout encore ce même problème par une autre mé* thode qui est plus commode lorsque Tun des nombres proposés a pour facteur premier un nombre considérable et que Ton n'a pas de Tables des nombres premiers. Considérons d*abord le cas de deux nombres seulement, et proposons-nous de trouver le plus petit nombre divisible à la fois par deux nombres donnés A et B.
II est clair qu'en vertu du principe du n* 87 le nombre demandé doit renfermer tous les facteurs premiers de A et de B, et chacun d'eux à une puissance marquée par le plus grand exposant qu'il a dans ces nombres. On obtiendra donc le plus petit multiple de A et B en multipliant l'un deux, A par exemple, par le produit de tous les facteurs premiers de B qui ne se trouvent pas dans A '^. En conséquence, on cherchera le plus grand commun diviseur de ketB; on divisera B par ce plus grand commun diviseur^ ety en multipliant A par le quotient B' de cette division y on obtiendra un produit A. B' qui résoudra le problème; car B' est le produit de tous les facteurs premiers de B qui ne se trouvent pas dans A (92).
En raisonnant de la même manière, on prouvera facilement que pour trouver le plus petit multiple des trois nombres A, B, C, il faut chercher le plus grand commun diviseur de A. B' et C, divir ser C par ce plus grand commun diviseur ^ et mvJtiplier A. B' par le quotient G' de cette division , et ainsi de suite.
* Si par exemple A = 2^3.5 et B = 2^3^7, il faudrait multiplier A par 3M.
Exemple. Quel est le plus petit nombre divisible par 1220, 555, 6771 et 83509? On trouvera : 1« que le plus grand commun diviseur de 1220 et de 555 est 5, que ^=111, et qu'ainsi le plus petit multiple de 1220 et de 555 est 1220. 111 = 135420; 2«» que le plus grand commun diviseur de 135420 et de 6771 est 6771 lui-môme, et qu'ainsi 135420 est le plus petit multiple des nombres 1220, 555 et 6771; 3*» que le plus grand commun diviseur de 135420 et de 83509 est 2257, que 4^^=37, et qu'ainsi le nombre demandé est 135420. 37 = 5010540 *.
* On pourra faire ce calcul bien plus simplement, en observant que Ton peut obtenir le plus grand commun diviseur entre un nombre D et un produit de plusieurs facteurs A, B, G, sans effectuer ce produit ; mais qu'il suffira, en vertu du principe du n" 92, de chercher le plus grand commun diviseur F entre le l*** facteur A et le nombre D; celui F' entre le 2* facteur B et le quotient D* de la division de D par F; celui F" entre le 3* facteur C et le quotient D'' de la division de D' par F', et de multiplier entre eux ces trois plus grands communs diviseurs F, F', F*. En conséquence, aprè^ avoir trouvé que 1220.111 est le plus petit multiple des nombres 1220 et 555, je cherche le plus grand commun diviseur entre 6771 et 111 ; il est 111 ; puis celui qui existe entre ^^^=61 et 1220; et comme je trouve pour résultat 61, j'en conclus que 6771 est lui-même le plus grand commun diviseur entre 6771 et 1220.111 ; de sorte que 1220.111 est le plus petit multiple des trois nombres 1220, 555 et 6771. On verra de même que le plus grand commun diviseur entre 83509 et 111 est 37, que celui entre S^S = 2Î57 et 1220 est 61 , de sorte que le plus grand commun diviseur entre 83509 et 1220.111 est 37 61. Le quotient de 83509 divisé par 37.61 est 37 , et par conséquent le plus p3tit multiple des nombres 1220, 555, 6771 et 83509 est 1220.111.37=5010540.
S I. PRINCIPES GÉNÉRAUX
04. Nous nvons vu que, quand la division laisse an reste, le dividende est ^gal au produit du diviseur multiplié par le quotient qu'on a trouvé, plus ce reste (46) : ce quotient tfest donc pas le sorond facteur du dividende ; il en diffère, comme on voit, d'une (|uanlilé qui, multipliée parle diviseur, doit reproduire le rrsle, c'est-à-dire du quotient de la division de ce dernier reste par le diviseur. Ainsi, si l'on avait eu à diviser 19 par/^, on aurait trouvé pour quotient 2 et pour reste 3, de sorte que le véritable quotient eût été 2+|. Or, 3 étant plus petit que 8, comment se former une idée précise du quotient de 3 divisé par 8 ? Pour cela , on conçoit l'unité partagée en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le diviseur, c'est-à-dire en 8 dans notre exemple; chacune de ces partieSi qui exprime le quotient de 1 par 8, est un huitième de l'unité, et nous avons une idée parfaitement nette de la grandeur de cette quantité; mais le quotient de 3 unités divisées par 8 est évidemment 3 (ois plus grand que celui d'une unité divisée par 8 : donc il vaut trois huitièmes de l'unité. Sous ce point de vue, la quantité I n'offre plus rien d'obscur, et le quotient de 19 par 8 se compose de deux unités et de trois huitièmes d'unité.
« Ainsi, comme l'a dit Lacroix dans son excellent Traité d' Arithmétique^ lorsque la division laisse un reste, le quotient se compose de deux parties : l'une est formée d'unités entières, tandis que l'autre ne peut s'obtenir qu'après qu'on a réellement effectué le pai*tage des unités concrètes ou maté rielles du reste dans le nombre de parties marquées par le divi-
seur. Jusque-là on ne fait que l'indiquer , en (lisant qu*i/ faut concevoir Vunitè du dividende partagée en autant de parties égales quHl y a d^v/nitès dans le diviseur^ et prendre autant de ces parlies quHl y a d'unités dans le reste, pour compléter k quotient cherché, »
08. Cette quantité que l'on ajoute au quotient trouvé pour en compléter la valeur, se nomme une fraction. On dit donc qu'une fraction est une partie de Vunitéy ou la réunion de plusieurs par^ ties égales de Vunité, On emploie, pour l'exprimer, deux nombres que l'on sépare par un trait horizontal; le nombre inférieur se nomme dénominateur ^ il indique en combien de parties égales tunitéest partagée; l'autre se nomme nwm^ra^ewr, et tndiquede combien départies de Vunité la fraction se compose.
Le numérateur et le dénominateur se nomment conjointement les deux termes de la fraction.
Ne.
16. Pour énoncer une fraction y on énonce d'abord le numéraleur y puis le dénominateur, en ajoutant après celui-ci la terminaison ième. Il y a exception pour les fractions dont le dénominateur est 2y Z ou tk : alors, au lieu d'énoncer le dénominateur, on prononce demiy tiers ou quart.
Ainsi f et I s'énoncent respectivement trois septièmes et trois quarts.
07. De la définition que nous avons donnée des fractions (OS) découlent immédiatement les quatre principes suivants : • ^ l"* Pour multiplier une fraction par un nombre entier, multipliez son numérateur par ce nombre, en conservant le dénominateur.
En effety en multipliant le numérateur de la fraction proposée par 3y par exemple, on rend ce numérateur trois fois plus grand ; or le numérateur indique de combien de parties de Tunité la fraction se compose : donc un numérateur trois fois plus grand indiquera que la fraction se compose de 3 fois plus de parties. Mais, comme on a conservé le dénominateur, ces. parties sont restées les mêmes : donc la nouvelle fraction étant composée de 3 fois plus de parties que la première et de*"
mêmes parties, est trois fois plus grande ; donc la fraction proposée a bien été multipliée par 3 (25).
On verra, d'après cela, qne ijx3=-4t^=tî-
2<* On prouverait de la même manière que, pour diviser une fraction par un nombre entier y il suffit de diviser le numérateur parce nombre, en conservant le dénominateur *.
Ainsi ^ : 3 = ^li^ =^.
3* Pour multiplier wne fraction par un nombre entier, an peut encore diviser son dénominateur par ce nombre, en conservant le numérateur.
En effet, en divisant le dénominateur de la fraction proposée par 3, par exemple, on le rend trois fois plus petit; mais le dénominateur indique en combien de parties égales l'unité est partagée : donc un dénominateur 3 fois plus petit indique que l'unité est partagée en trois fois moins de parties, et .que par conséquent ces parties sont trois fois plus grandes. Or on conserve le même numérateur : donc la nouvelle fraction est toujours composée du même nombre de parties que la première; mais ces parties sont trois fois plus grandes : donc elle est trois fois plus grande ; donc la fraction proposée a bien été multipliée par 3.
' On verra, d'après cela, que ^ x 3 = j|^ = ^.
Il suit du principe que nous venons d'établir, qu*en supprimant le dénominateur d'une fraction, on la multiplie par ce nombre.
Ainsi 5 est 9 fois plus grand que |. .
(k* On démontrerait de la même manière que, pour diviser vm fraction par un nombre entier, on peut encore multiplier son dénominateur par ce nombre, en conservant le numérateur.
Ainsi M : 3 = ^3 = ^.
* Cette démonstration suppose que pour diviser un nombre quelconque par un nombre entier, il suffit de le rendre ce même nombre de fois plus petit; mais cela résulte de la définition même de la division (4:4) ; car le dividende étant le produit du quotient par le diviseur, est autant de fois plus grand que le quotient qu'il y a d'unités dans le diviseur : donc, réciproquement, le quotient est autant de fois plus petit que le dividende que le diviseur conti d'unités.
08. La multiplication de la fraction ^ par 3 nous a conduit à deux résultats, f^ et ^, remarquables en ce que le numérateur de chacune de ces expressions surpasse le dénominateur. Or, puisque le dénominateur indique en combien de parties égales l'unité est partagée, il faut, pour former une unité, prendre autant de ces parties qu'il est marqué par le dénominateur : donc, si le numérateur d*une fraction contient deux, trois, quatre, etc., fois le dénominateur, cette fraction contien* dra deux, trois, quatre, etc., unités, et, en général, elle en renfermera autant que le dénominateur sera contenu de fois dans le numérateur : d'où il suit que, pour extraire les unités -entières contenues dans une expression fractionnaire^ il faut effectuer la division du numérateur par le dénominateur (94).
On verra ainsi que fj = 2^, et que ^ = 2|.
09. On tire des principes établis au n*" 97 les conséquences isuivantes : 1" On ne change pas la valeur d'une fraction en mul" tipliant ses deux termes par un même nombre. En effet, en multipliant le numérateur d'une fraction par un certain nombre, on la rend ce nombre de fois plus grande. La même opération eflfecluée sur le dénominateur rend la fraction ce même nombre de fois plus petite; mais c'est après avoir rendu la fraction proposée un certain nombre de fois plus grande, qu'on la rend le même nombre de fois plus petite; donc elle n'a pas changé de valeur.
2* On prouverait de la même manière qu'en divisant les deux termes d'une fraction par un même nombre^ on ne change pas sa valeur.
* iOO. Ici se présente naturellement cette question : Altèret-on la valeur d'une fraction en augmentant ou en diminuant ses deux termes d'un même nombre?
Puisque, pour former une unité , il faut prendre autant de parties que l'on en conçoit dans cette unité , on voit que la différence d'une fraction à. i uni té est une seconde fraction qui a le même dénominateur que la première, et qui a pour numérateur la diiférence des deux termes de cette première ;
ainsi la différence entre ^ et l'unité est ^5^ = f^. Si donc on ajoute un même nombre aux deux termes de la fraction proposée , la différence entre l'unité et la nouvelle fraction aura le même numérateur que la première différence ; mais elle aura un dénominateur plus grand : donc la fraction qu'on obtient en augmentant d'un même nombre les deux termes d'une fraction donnée , diffère moins de l'unité que celle-ci, donc elle est plus grande ; donc on augmente une fraction tn augmentant ses deux termes d'v/n même nombre.
Il suit évidemment de là qu'on diminue wne fraction en diminuant ses deux termes d'un même nombre.
En raisonnant comme tout à l'heure, on verrait qu'on diminue ou qu*on augmente une expression fractionnaire plus grande que Vunilè^ en augmentant ou en diminuant ses deux termes c^un même nombre,
101. Il suit du premier des deux principes du n* 99 que les fractions |, t^, |^, -^j etc., sont toutes équivalentes à ^ ; car elles proviennent de la multiplication des deux termes de celle-ci respectivement par 2, 5, 27, 437; mais, de toutes ces fractions, ^ est celle dont on apprécie le plus facilement la grandeur.
Cet avantage, joint à celui d'opérer sur des nombres plus petits, a fait sentir l'utilité de réduire une fraction à sa plus simple expression^ c'est-à-dire de trouver une fraction équivalente à la fraction proposée^ et dont les deux termes soient les plus petite nombres possibles. On y parvient en divisant les deux termes de la fraction par leur plus grand commun diviseur.
* i02. Pour justifier cette règle, il faut démontrer que, lorsque les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux, elle est
irréductible. Soient t une fraction dont les deux termes sont
a' premiers entre eux, et rr une autre fraction équivalente à.
celle-ci , de sorte que l'on ait r = n*
Si l'on multiplie ces deux fractions par le dénominateur V de
la seconde, les produits -^(97, 1») et a' (07, 3*) seront égaux.
Mais le second est un nombre entier : donc le premier doit en être aussi un ; donc il faut que le produit a.6' soif divisible par b. Or b est premier avec le facteur a : donc il divise l'autre facteur V (80) ; donc b' est un certain multiple de b ; donc a' est le
a' même multiple de a, sans quoi la fraction 77 ne serait pas
égale^ à la fraction -r (99, !•). Ainsi les deux termes de toute
d fraction équivalente à la fraction -r, dont le numérateur et le dé^
nominateur sont premiers entre eux, sont des équimuitiples des deua termes de celle-ci. Donc toute fraction équivalente à une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux, est exprimée en termes moins simples que celle-ci^ donc celte dernière est irréductible.
*i03. Dev^x fractions irréductibles égales sont identiques ^ c'està-dire que leurs numérateurs sont égaux entre eux, ainsi que leurs dénominateurs.
En effet, puisque la première fraction est irréductible, ses deux termes sont premiers entre eux : donc la seconde ne pourra lui être égale qu'autant que ses deux termes seront des équimultiples de ceux de cette première (102) ; donc ils leur seront respectivement égaux, puisqu'ils doivent être aussi premiers entre eux.
104. Il n'esj pas toujours nécessaire, pour réduire une {vnc' 65^ tion à sp^ds simple expression, de recourir au plus grand coISmun diviseur de ses deux termes ; on peut encore y parvenir de la manière suivante. Si les deux termes de la fraction proposée sont terminés par des zéros, supprimez-en à la droite de tous les deux autant quHl y en a à la droite de celui qui en contient le moins^ puis divisez les deux termes de la fraction résultante par 2^ si la chose est possible ; et poursuivez la même opération sur les deux termes de la nouvelle fraction , si vous le pouvez; et ainsi de suite, jusqu'à ce que vous trouviez une
tion dont les deux termes ne soient pas divisibles par 2; ils ne le seront par conséquent non plus par aucun des multiples de 2, sans quoi ils le seraient encore par 2 (59). Essayez de diviser par 3 ou par 9 les deujX termes de cette dernière fraction, et si cette division réussit j divisez encore les deux termes de la fraction résultante par 3 ou par 9, et ainsi de suite tant que cela sera possible. Vous arriverez ainsi à une fraction dont les deux termes ne seront plus divisibles par 3 ni par aucun de ses multiples. Continuez de diviser ainsi les deux termes de la dernière fraction obtenue par le nombre premier consécutif à celui qui vient de vous servir de diviseury et autant de fois par ce nombre que cela se pourra. Vous vous arrêterez lorsque vous serez parvenu à essayer un diviseur plus grand que la moitié du plus petit des deux termes de la dernière fraction obtenue ; et si d* ailleurs ce plus petit terme ne divise pas le plus grandy la fraction dont il s'agit aura évidemment ses deux termes premiers entre eux^ et sera par conséquent irréductible (i02).
Exemple. La fraction -^auboo prend successivement les formes suivantes :
1J?6 22 5 14 02f> 4ft7ft 03 5 1 87 il i
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On a divisé successivement par 10, 9, 3, 5, 5, 11 et 17.
*i06. Si Von a une suite de fractions égales entre elles , la
somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment une
fraction égale à chacune des fractions considérées.
Soient, en effet, plusieurs fractions supposées égales, r» jp
jp; ; soit - la fraction irréductible égale à Tune quelconque d'entre elles; elle le sera aussi à toutes les autres. Donc les deux termes de chacune des fractions-, r?, t^t- sont deséqui-
multiples des deux termes de la fraction - (102); c'est-à-dire
que Ton aura :
d'où ron tire
ce- qu'il fallait démontrer.
S II. ADDITION DES FRACTIONS
iOtt. Pour additionner plusieurs fractions qui ont le même dénominateury faites la somme de leurs numérateurs, et donnez à cette somme pour dénominateur celui même des fractions pro" posées.
Ainsi : A+A+^+i?=*^f^-!f = 2 A (08).
107. Lorsque les fractions proposées n'ont pas le même dénominateur, on ne peut pas les additionner dans l'état où elles sont ; car on ne peut combiner que des quantités homogènes, et des fractions qui ont des dénominateurs différents expriment des collections de parties inégales de l'unité. Il faut donc, pour rendre l'addition possible, réduire les fractions proposées au même dénominateur, c'est-à-dire les transformer en dCautres fractions équinalentes et qui aient toutes un même déno^ minateur. Or il est clair qu'on atteindra ce but en multipliant les deux termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les autres. En effet, les nouvelles fractions que Ton obtiendra ainsi seront respectivement équivalentes aux premières, car on aura multiplié les deux termes de chacune par un même nombre (00, !•); de plus, elles auront le même dénominateur, car chaque dénominateur sera le produit de tous les dénominateurs primitifs (58), seulement multipliés dans un ordre différent, ce qui n'altère pas la valeur du produit (37).
Soient, par exemple, les fractions îj, §f , ^. On fera le calcul suivant :
-^ 144UUU — TiP ^"^
*I08. Lorsque les dénominateurs des fractions qnera propose d'additionner ne sont pas tous prenoiers entre en, existe un dénominateur commun plus petit qae celai on parvient par la régie précédente. Pour le troaver, on le plus petit nombre divisible par tous les dénominateon fractions proposées (95), et c'est là le plus petit dénomii commun*. Pour réduire les fractions proposées àced nateur commun, on le divisera successivement par tous dénominateurs, et on multipliera les deux termes de chai fraction par le quotient correspondant.
Reprenons Texcniplc du numéro précédent. En d sant les dénominateurs 40, 36 et 100 en leurs facteursp on trouve :
donc le plus petit dénominateur commun sera
On le divisera d'abord par 40 ; et comme ce nombre contiei trois facteurs 2 et un facteur 5, le quotient ne contiendra qs deux facteurs 3 et un facteur 5 : ainsi il sera 3*. 5. On Xrorm de même que les quotients respectifs du plus petit dénomin teur commun par 36 et 100 sont 2.5* et 2.3'. Ainsi on muK pliera le numérateur de la 1" fraction par 3*.5 = 45,
celui de la 2« . . . . par 2.5'= 50, celui de la 3« .... par 2.3'=18; et l'on aura par ronséquent
Lorsque les fractions que l'on veut additionner so
* Ceci suppose que les fractions proposées sont réduites à leur plus sim] expression. Ainsi le plus petit dénominateur commun auquel on peut rédui les fractions f, j^etf est 12; car 1 = -^^, 1^ = JLet5 = i^.
jointes à des nombres entiers, on calcule la somme de ces fractions, on en extrait les unités qu'elle peut contenir (98), et on les retient pour les additionner avec les nombres entiers qui accompagnent les fractions proposées.
Ainsi :4A+2A+5A=ll{f=12J
iiO. La méthode que nous ayons donnée au n<* 108 pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur nous a conduit à résoudre cette question : Convertir une fraction en fraction d'une espèce donnée. La solution de ce problème était fort simple, parce que le dénominateur que devait avoir la fraction demandée était un multiple de celui delà fraction proposée. Mais comment faire lorsqu'il n'en sera pas ainsi? Gomment transformer, par exemple, f en trente-deuxièmes? Pour
& X 32 -i^ cela, j'observe que | ==^-55 — = -^- Or ^ tombe entre 26
et 27 : donc -^, c'est-à-dire f , tombe entre H et §| ; donc, puisque ces deux fractions diffèrent de ^, chacune d'elles sera la valeur de la fraction | à moins de 3^.
Ainsi, pour convertir une fraction en fraction d'une espèce donnée^ U suffit de la multiplier par le dénominateur que doit avoir la fraction demandée^ et d'extraire les unités entières contenues dans le produit. Le nombre entier ainsi trouvé sera le numérateur de la fraction cherchée^ laquelle différera de la fraction proposée dCune quantité moindre que Fv/ne des parties de V unité dont elle se compose,
* il 1. Il suit de là et du principe du n» 87 que,;?owr qu'une fraction soit exactement réductible en fraction d'une espèce donnée^ il faut et il suffit que son numérateur contienne tous les facteurs premiers de son dénominateur qui ne se trouvent pas dans celui que doit avoir la fraction demandée. Ce dénominateur sera donc un multiple de celui de cette fraction, si elle est irréductible {^0).
ii2. Le problème que nous venons de résoudre fournit le moyen de trouver le quotient de la division de deu
moins d'une unité fractionnaire donnée; car, une fraction exprimant la division du numérateur par le dénominateur (94), il ne s*agit, pour obtenir ce quotient, que de convertir une fraction en fraction d'une espèce donnée. On verra ainsi que, pour avoir le quotient de 326 par 9 à moins de -j^, il suffit de réduire la fraction ^^ on quinzièmes, ce qui donne ^= 36 ^= 36 1 pour sa valeur à moins de ^.
115. Pour soustraire une fraction (Pune autre, prenez la différence de leurs numérateurs^ si elles ont le même dénominateur ^ et donnez à cette différence pour dénominateur celui même des fractions proposées,
Ainsi^ — ifir = A-
Si les fractions dont on demande la différence n'ont pas le même dénominateur, on les y réduit (107 et t08), ce qui ramène au cas précédent,
114. Lorsqu'il y a des entiers joints aux fractions que Von veut soustraire, on prend d'abord la différence des deux fractions^ puis celle des deux nombres entiers, et ensuite on ajoute ces deux différences.
Mais si la fraction à soustraire surpasse Vautre, on ajoute à celle-ci une unité; ce qui revient à augmenter son numérateur du dénominateur commun : la soustraction est alors possible, et comme, en opérant ainsi, on a augmenté le reste d'une unité, il faut, pour lui restituer sa valeur ^ ajouter cette unité au nombre entier à soustraire.
Soit proposé, par exemple, de soustraire 2 U de 6 ^ : je réduis d'abord les deux fractions ii et 3% au même dénominateur, ce qui donne respectivement |J et fj. Dans l'impossibilité de soustraire la première de ces deux fractions de la seconde, j'ajoute à celle-ci une unité qui vaut fg, ce qui fait ainsi |§-f |J = |^. J'effectue actuellement la soustraction, et il reste |^; mais comme j'ai augmenté le reste demandé d'une
uniléi je retiens celte unité pour l'ajouter au nombre entier à soustraire, et je dis : 1 et 2 font 3 ; Até de 6, îl reste 3 : de sorte que la différence des deux nombres proposés est de 3 unités
Soit encore proposé de soustraire 2 { de 4 unités. Gomme il n'y a point de fraction dans le nombre dont on doit soustraire, on y ajoute une unité, qui vaut g; § Atés de |, il reste | ; mais comme j'ai augmenté d'une unité le nombre dont on soustrait, j'ajouterai une unité au nombre entier à soustraire, et je dirai : 8 et 1 font 3; Até de 4, il reste 1. Le reste demandé est donc 1 1.
S IV. MULTIPLICATION DES FRACTIONS
115. Pour multiplier une fraction par un nombre entier^ multipliez son numérateur par ce nombre, en conservant le dénominateur (97, l*»); ou bien divisez son dénominateur par le nombre
■ entier j en conservant le numérateur (97, 3**).
La seconde méthode a sur la première l'avantage de donner un résultat plus simple; mais aussi la première est générale, tandis que la seconde n'est pas toujours applicable, car le dénominateur de la fraction multiplicande peut n'être pas divisible par le multiplicateur. On préférera donc celle-ci lorsqu'on pourra l'appliquer, et dans le cas contraire on aura recours à l'autre.
116. Pour multiplier deux fractions tune par l'autre, multipKez les numérateurs entre eux, et les dénominateurs aussi l'un par Fautre. Soit proposé, par exemple, de multiplier f par f . D'après la définition de la multiplication, le produit est composé avec le multiplicande de la même manière que le multiplicateur l'est avec l'unité (23); donc, puisqu'ici le multiplicateur est les } de l'unité, le produit devra être les | du multiplicande. Ainsi, multiplier f par |, c'est prendre les | de f . Si je connaissais le huitième de f , il n'y aurait qu'à multiplier ce huitième par 3, et le problème serait résolu. Mais prendre le huitième d'un nombre, c'est le diviser par 8 : donc le huitième
de f sera -gV (97, 4°). Par conséquent le produit demandé senj ^l-. Donc ^ X I = H» ce qu'il fallait démontrer.
117. On prouverait de la même manière que, pourmiM-l plier un nombre entier par une fraction^ il faut le mvitipM par le numérateur^ en conservant le dénominateur^ et qu'ainsi| 5X1 = ^=^ = 1}.
il8. Il suit de ces trois principes que Von peut ^ dans la mÀ tiplication des fractions^ intervertir tordre des fcuct&wrs mi altérer la valeur du produit. Car cela revient à intervertir de h même manière Tordre des facteurs dans les deux termes deU fraction-produit, ce qui n'altère pas la valeur de ces demi termes (37).
Ainsi les produits |.|.J et l.g.f sont égaux , car ilsk| sont l'un et l'autre à ^l.
Il suit de là que les principes n"" 58 et 59 sont égale-l ment vrais lorsque les quantités que l'on considère sont fnKlionnaires, car ils sont une conséquence immédiate du princifii du n"57.
110. Il pourra arriver que le multiplicande et le multipl cateur, ou seulement l'un d'eux, contiennent des nombres efrl tiers joints à des fractions. Alors on réduira chaque no entier et la fraction qui l'accompagne en une seule fraction, qui ramènera à un des cas que nous avons considérés pr< demment.
Pour réduire un nombre entier et la fraction qui Fcu^com en une seule fraction^ on multiplie ce nombre par le dénomi de la fraction, on ajoute le produit au numérateur, et Voa co, le dénominateur*
Soit, en effet, l'expression 4 f . J'observe qu'ici une vasi\ vaut f , et que par conséquent 4 unités valent 4 fois | ou ^i Donc 4 | = ^+f=H^^- Mais le numérateur a étéobteal en multipliant le nombre entier 4 par le dénominateur 5 etd ajoutant le produit au numérateur 3 : donc, pour réduire a nombre entier et la fraction qui l'accompagne en une seiik
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fraction» il faut multiplier ce nombre entier par le dénonnnateur, ajouter le produit au numérateur, et conserver le dénominateur.
ExnTttle, Multiplier 3 { par 5 ^. On trouvera :
120. Si Vun des facteurs était un nombre siuier et que Vautre fût composé d'un entier et d*une fraction , on ne réduirait pas celui-ci en une seule fraction : il serait plus simple de multiplier successivement ses deux parties par Vautre facteur j en comvun" çantpar la fraction, afin que, si le produit co7Ucnait des unités, on pût les extraire et les ajouter immédiatement au produit de la partie entière.
Exemple. Multiplier 4236 § par 24. Le produit de f par 24 est ijfi= 13 }= 13 i. Je retiens donc 13 unités, pour les ajouter au produit de 4236 par 2k , et je trouve ainsi que
4236 gX24= 101677 J.
121. Nous avons vu qu'une fraction exprime une partie ou la collection de plusieurs parties égales de l'unité : par conséquent| si nous concevons qu'une fraction soit partagée en plusieurs parties égales, une de ces parties ou la réurn'on de plusieurs d'entre elles sera une fraction d'une nouvelle espèce : nous rappellerons fraction de fraction.
On conçoit qu'il est possible de diviser de même ces nouvelles fractions en parties égales ; et en prenant une ou plusieurs de ces parties on formera une fraction de fraction de fraction, et ainsi de suite.
192. On peut toujours trouver une fraction ordinaire équivalente à une fraction de fraction. Il suffit pour cela de multiplier entre elles toutes les fractions dont il s*agit. Proposons-nous, en effet, de trouver une fraction ordinaire équivalente aux | des I de f . La première chose à faire pour obtenir la valeur de cette quantité, c'est de prendre les f de J, ce qui se fera en multipliant | par f (23). Ainsi les f de 5 sont égaux à § x J-.
Il ne reste plus qu*à prendre les } de ces f de f , ce qui sefB en les multipliant par |. Ainsi les ) des | de f sont égaux i
|x|xî=Htî("0)=l=è.
g V. DIVISION DES FRACTIONS.
123. On divise une fraction par un nombre entiôr de manières: P en multipliarU le dénominateur par le nombre et œnservant le numérateur (97, 4»);
2** En divisant le numérateur par le nombre entier^ et le dénominateur (97, 2«»).
Ce dernier procédé a sur le premier Tayantage de coi à un résultat' plus simple ; mais aussi il est moins général, il arrive très-souvent que le numérateur de la fraction dende n'est pas un multiple exact du diviseur. Ainsi on férera la seconde méthode toutes les fois qu'on pourra l'a] qucr; dans le cas contraire, on aura recours à la premi
124. Pour diviser une fraction par une flraaion, U faut plier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
Soit proposé de diviser f par f . Le dividende est le p du quotient par le diviseur f . Or, multiplier le quotient par c'est en prendre les ^ (23) : donc le dividende { est les f quotient; par conséquent, en le divisant par ,^, on aura septième de ce quotient. Ce septième est donc ^ (87^ 4») : pour avoir le quotient, il suffira de multiplier ce septi par 7, ce qui donnera ^. Mais cette quantité est le p: de f par J (HO), et l est la fraction diviseur renversée : d pour diviser une fraction par une fraction, il faut molli la fraction dividende par ]a fraction diviseur renversée.
Si les deux terma de la fraction dividende étaient em
tement divisibles par ceux de la fraction diviseur, an nourri
encore obtenir le quotient demandé en divisant les deux fermes A
la fraction dividende respectivement par les deux fermes de k
raction diviseur.
Mnsi i|:î = ^ = t.
î^ démonstration est la même que la précédente ; seulement les dl^sion el multiplication partielles s'exécutent d'après les régies du n* 97, 2« et 3*.
*S6. On démontrerait absolument de la même manière que, pour diviser un nombre entier par une fraction^ il faut multiplier ce nombre entier par la fraction diviseur renversée: qu'ainsi
1 87. Si le dividende et le diviseur^ ou seulement le diviseur^ contenaient des nombres entiers joints à des fractions ^ on convertirait chaque fraction et le nombre entier qui l'accompagne en tifis seule fraction (itO), ce qui ramènerait à Vun des cas précédents.
Exemple : Soit proposé de diviser 14 -J par 3 %. On aura
Si b dividende était composé d'un nombre entier plus une
fraction^ et que le diviseur fût entier, on diviserait successive-
ment la partie entière et la partie fractionnaire du dividende
for le diviseur f en ayant soin d'ajouter à cette dernière y avant
de la diviser^ le reste auquel aurait pu conduire la division de la
ftemière»
&empfo .* Diviser 101677 ^ par 24. La division de 101677 par 514 donne pour quotient 4236, et 13 pour reste; j'ajoute 13 à la fraction I , ce qui donne ^ (it9}; et en divisant cette fraction par S4, je trouve ^j4^=5^ = f ; de sorte que le quotient demandé est 4236 f (120).
188. Les principes établis au n*" iS2 étant des conséquences de ceax démontrés aux n<" 58 et 59, ont par conséquent le même degré de généralité que ceux-là; donc ils s'appliquent «nx nombres fractionnaires aussi bien qu'aux nombres enlien (118). Donc, pour diviser un produit par un nombre quel-
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conque, il svffit de diviser l'un de ses facteurs par ce nomhrt,'. conseivant les autres facteurs; et pour diviser un nombre ([ii conque par un produit de plusieurs facteurs, il suffit de le dirt successivement par chacun de ces facteurs. On peut, au resle,. démontrer directemenl de la manière suivante :
Supposons, par exemple» que Ton veuille diviser parj produit des facteurs f et § ; on aura évidemment (118 et 1S4
fr DO
I. NUMÉRATION DES FRACTIONS DÉCIMALES
129. Si l'on conçoit que Ton partage l'unité en dix parties îgales, chacune de ces parties sera un dixième de l'unité; que îhaque dixième soit partagé en dix parties égales, l'unité le jera alors en cent, et par conséquent chacune de ces nouvelles parties sera un centième de l'unité. Si de même on partage chaque centième en dix parties égales, il y en aura mille dans l'unité, et par conséquent ces nouvelles parties seront des millièmes de l'unité, et ainsi de suite.
Ces parties de l'unité et la collection de plusieurs d'entre elles ont reçu le nom de fractions décimales, parce qu'elles se composent de parties de l'unité de dix en dix fois plus petites. Or nous avons ftiit cette convention qu'un chifiTre placé à la droite d'un autre représente des unités dix fois plus petites que celles indiquées par cet autre (il) : donc le chiffre que nous écrirons à la droite des unités simples représentera des dixièmes; celui qui sera à la droite du chiffre des dixièmes représentera des centièmeSy et ainsi de suite : de sorte que l'on pourra représenter les diverses collections d'unités décimales que contiendra un nombre par les mêmes chiffres que les unités entières, en faisant occuper à ces chiffres des places convenables. Seulement» pour ne pas confondre la partie décimale avec la partie entière, <on l'en séparera par une virgule.
Veut-on écrire vingt-cinq unités, trois dixièmesj deux centiètnes et quatre dix-millièmes, on écrira : 25,3204.
Comme il n'y a pas de miUitmes, on a tJû les remplacer par tin zéro.
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130. Le nombre 25,3204 peut s'énoncer plus simplemenî que nous ne Tenons de le faire. Si Tonobsenrey en effet, qu'un millième est de Tordre des dizaines par rapport aux dix-mUhèmes, qu'un centième est de l'ordre des eenteûnes par rapport aux dix-millièmes^ qu'un dixième est de Tordre des mille par rapport aux dix-mittièmes, au lieu d'énoncer trois dixièmes deux centièmes et quatre dix^millièmeSy on pourra dire trois mille deux cent quatre dix-millièmes : de sorte que le nombre 25,3204 s'énoncera vingt^nq unités, trois mille deux cent quatre dixmillièmes.
Ainsi, pour traduire en langage ordinaire un nombre décimal^ il faut énoncer dC abord la partie entière^ puis ceUe qui est à la droite de la virgule comme si elle représentait un nombre entier^ d'après la règle du n* 13, en ayant soin d'ajouter , après le der^ nier chiffre décimal^ le nom des unités qu*il représente. Pour former le nom des unités que représente le dernier chiffre décimal, on observe que deux chiffres^ Fun entier et Vautre décimal, qui sont placés à la mime distance des unités simples, portent des noms analogues; et, comme le dernier chiffre décimal est aussi éloigné du chiffre des unités entières que ce chiffre Test de lui, on Yoit que le nom des unités que représente le dernier chiffre décimal est celui mime de la tranche où se trouve le chiffre des unités, en comptant de la droite, et en ayant soin de faire suivre le nom de cette tranche de la terminaison ième et de le faire pré' céder du mot dix ou du mot centfselon que le chiffre des unités s'y trouve au second ou au troisième rang.
Veut-on énoncer 23007,0000040000028? On préparera les deux parties dont il se compose conformément à la règle du n* 13, ce qui donnera
'^ ^n observant que le chiffre 7 des unités entières se trouve au
rang de la cinquième tranche à partir de la droite, c'est-
\e la tranche des trillions, on en conclut que le dernier
^ 8 représente des dix-trUlionièmes. On dira donc
frir^gtrtrois mille sept unitéSy quarante millions vingt-huit dix-trillùp^'hièmes.
A 51. On peut encore comprendre dans un même énoncé la partie entière et la partie décimale. Ainsi pour le nombre 2S , 3204, on observera que le chiffre des unités est de l'ordre des dizaines de mille par rapport aux dix-millièmes, et que le ct^îITre des dizaines est de Tordre des centaines de mille parrappoi-t aux dix-millièmes; de sorte que ce nombre s'énoncera : i^T€seent cinquante-trois mille deux cent quatre dix-millièmes.
Ainsiy pour comprendre en un seul et même énoncé la partie
entière et la partie décimale^ on énoncera le nombre^ abstrac-
^n faite de la virgule, comme s'il était entier, et Von ajoutera
ctprà* son dernier chiffre le nom des unités décimales que ce chif-
Pre représente (150).
159. On déduit encore de ce qui précède, que pour écrire un ^wmbre décimal sous la dictée, il faut écrire â^ abord la partie Mtière^ puis la partie décimale en se conformant à la règle du fi^ 19; mais U faut avoir soin de placer, entre la virgule et le premier chiffre significatif décimal, autant de zéros qu'il est nécessaire pour que le dernier chiffre décimal soit à la même distance des unité/ simples que celui qui représente des unités enHères de même dénomination que lui, SU n'y avait point de partie entière^ on mettrait un zéro pour en tenir lieu.
Exemple. Écrire vingt- trois mille quarante unités, quinze mUle de\àX cent sept dix-billionièmes. On écrira d*abord les vingtrtrois mille quarante unités : 23040. J'observe ensuite que Ie& dizaines de billions se trouvent au second rang de la quatrième tranche, et qu'ainsi le chiffre des dix-billionièmes wra au (9 + 2)**, c'est-à-dire au onzième rang. Mais le chiffre des dïiités est déjà écrit; de plus, il faut cinq chiffres pour représenter quinze miUe deux cent sept : donc U faudra écrire 11 — 6 ss 5 zéros entre la virgule et le premier chiffre significatif décimal; donc l'expression du nombre proposé sera 23040,0000015207.
88 FRACTIONS DËGIIIALES.
On verra de même nx/e quatre mUle six cent^'fnillièmeSj s*< ront 0,04006.
155. Les chiffres qui représentent des collections d'iui décimales, de Jième que ceux qui représentent des colU d'unités entières, ne tirant leur valeur que du rang qu'ils pent par rapport au chiffre des unités simples, on ne pas la valeur dCune fraction décimale en écrivani ou en mant sur sa droite un ou plusieurs zéros : car les chiffres si{ ficatifs occuperont encore les mêmes places par rapport unités simples» et représenteront par conséquent toujours! mêmes collections des mêmes unités.
On peut dire encore : en ajoutant deux zéros, par exemi à la droite d'un nombre décimal, on exprimera qu*ii se pose alors de cent fois plus de parties de runilé ; mais aussii parties seront cent fois plus petites : donc la valeur du noi décimal n'aura pas été altérée, et son expression seule changé.
Remarquons que la transformation que Ton fait subir \ nombre décimal, en écrivaiv. ou en supprimant des zéros ^1 sa droite, revient à celle que /on opère sur une fraction orfi-l noire en multipliant ou en divisant ses deux termes par 5] même nombre (99).
Il suit encore du même principe qn*en portant la viA
gule de plusieurs rangs vers la droite ou vers la gauche tm nombre^ on multiplie ou Von divise ce nombre par runité suM\ d* autant de zéros que la virgule a parcouru de rangs^
Si par exemple on avance la virgule de deux rangs vers U droite d'un nombre , chaque chiffre aura reculé de demi rangs vers la gauche et représentera par conséquent dfi unités cent fois plus grandes : donc toutes les parties di nombre étant devenues cent fois plus grandes, le nombre laimême est devenu cent fois plus grand : donc il a été multiplit par cent.
Ainsi 12,346X100 = 123(1,6. Si Ton voulait diviser 1%,M
par 1000, il faudrait reculer la virgule de trois rangs vers la gauche; mais comme il n'y a que deux chiffres entiers, on écrira à la gauche de ce nombre deux zéros, dont l'un tiendra la place des unités. Ainsi Ton aura 12,346 : 1000 = 0,012346.
S n. ADDITION DES NOMBRES DÉCIMAUX.
135. Puisque les unités décimales sont soumises à la même loi de composition que les unités entières, l'addition des nombres décimaux doit s'opérer d'après la même règle que celle des nombres entiers. Ainsi il faudra d'abord écrire les nombres à cuiditionner les uns au-dessous des autres , de manière que les unités de mime ordre se correspondent dans une même colonne; eff'ectuer ensuite l'addition ^ en faisant abstraction de la virgule j diaprés la règle du n® 16, puis placer cette virgule dans lasommCy de manitrs qu'Me se trouve au-dessous de celles de tous les nomàt^es proposés.
Exemple. Additionner les nombres 0,78 ; 9,489; 7,9; 0,0497 fit 6,574. On les disposera comme il suit :
Somme 24,7927
s m. SOUSTRACTION DES NOMBRES DÉCIMAUX.
136. Si les deux nombres décimaux dont on demande la dif^ ^férence ne renferment pas le mime nombre de décimales^ écrivez à. la droite de celui qui en contient le moins autant de zéros qu'il y a de chiffres décimaux de plus dans Vautre nombre. Cela faitj écrivez le plus petit nombre sous le plus grand , de manière que les unités de mhme ordre se correspondent ; puiSj faisant abstraction de la virgule, effectuez la soustraction d'après la règle dun^^i.
et placez enfin la virgule dans le reste au-dessaug de cdla\ nombres proposés.
Exemple. Soustraire 4^052 de" 13,04. On écrira d'abordi zéro à la droite du second nombre, puisqu'il n'a que chiffres décimaux et que l'autre en contient trois, et l'oni posera les calculs comme ci-dessous :
Différence 8,988
S IV. MULTIPLICATION DES NOMBRES DÉCIMAUX
137. Pour multiplier deux nombres décimaux rvn parti effectuez la multiplication^ absèractUm faite de la virgule^ pm parez sur la droite du produit autant de chiffres décimam contienneiit les deux facteurs.
Supposons, pour fixer les idées, que le multiplicande ferme deux décimales, et le multiplicateur une. Si nous abstraction de la virgule dans le multiplicande, nous le tiplierons par cent (134) : le produit sera donc aussi plié par cent (39 et 118). Si nous supprimons la li dans le multiplicateur, il sera multiplié par dix, et le pi sera par conséquent aussi multiplié par dix; mais il Tétait par cent ; donc il Test actuellement par le produit de cent dix (38 et 118), c'est-à-dire par mille; donc pour luirei sa valeur il faudra le diviser par mille, ce qui se fera en rant sur sa droite trois chiffres par une virgule (to4), c'( dire autant qu*il y avait de décimales dans les deux facteuf^l
Exemple. Veut-on multiplier 42,7 par 5,03? On feraabs tion de la virgule, et Ton multipliera en conséquence 427 503; puis on séparera trois décimales sur la droite du prodi ce qui donnera 214,781.
U y a trois cas à considérer dans la division des noor
Ires décimaux : ou le diviseur est exprimé par Tunité suivie de plusieurs zéros, ou le diviseur est un nombre entier quelconque, ou enfin le diviseur est un nombre décimai. Examinons successivement ces trois cas.
!• Pour diviser wn nombre décimal par Vunitè suivie de plusieurs zéros , reculez la virgule dC autant de rangs vers la gauche qu^il y a de zéros à la suite de Vunité (134).
150. 2^ Pour diviser un nombre décimal par un nombre entier^ on fera la division sans s'occuper de la virgule et diaprés la règle du n* 49; seulementy quand on aura abaissé le chiffre des unités simples du dividende , on aura soin de placer une virgule à droite du chiffre correspondant du quotient. On conçoit, en effet, que les unités décimales étant assujetties à la même loi de composition que les unités entières, les raisonnements que nous avons faits au n* 49, quand le dividende était entier, s'appliqueront encore quand ce dividende sera décimal.
On pourrait encore dire pour justifier celte règle : Si Ton fait abstraction de la virgule dans le dividende, on le multipliera par Tunïté suivie d'autant de zéros qu'il renferme de chiffres décimaux : le quotient sera donc aussi multiplié par ce nombre, car pour qu'un produit soit multiplié par cent, par exemple, il faut nécessairement que, si l'un des facteurs ne change pas, l'autre soit multiplié par cent (59 et 118) ; on devra donc , pour lui rendre sa valeur, séparer sur sa droite, par une virgule, -autant de décimales qu'il y en avait dans le dividende.
Exemple. Diviser 2158^89 par 47. Le quotient est 45,93, et le reste est 0,18.
140. 3» Si le diviseur est un nombre décimal^ je supprime la virgule dans le diviseur y et Je l'avance dans le dividende d'autant de rangs sur la droite qu'il y a de décimales dans le diviseur ^ ce qui me ramène au cas précédent^ et cela sans altérer la valeur du quotient. Supposons, en effet, qu'il y ait deux décimales dans le diviseur : en supprimant la virgule dans ce nombre , nous Pavons multiplié par cent^ donc le quotient a été divisé par cent,
car si le dividende, qui est un produit, ne change pas et Tun de ses facteurs soit multiplié par cent, il faut n( ment que l'autre facteur soit divisé par cent (128). En ai çant ensuite la virgule de deux rangs sur la droite du divic on a multiplié ce nombre, et par conséquent le quotient, cent; mais c'est après avoir divisé le quotient par cent qu'ool multiplié par cent ; donc il n'a pas changé de valeur.
Exemples. !<" Diviser 215,889 par 4,7. Je supprime la dans le diviseur et je l'avance d'un rang sur la droite dai dende, ce qui me conduit à diviser 2158,89 par 47. Le est donc 45,93. Quant au reste, celui de la division de 211 par 47 est 0,18; mais en multipliant le dividende et le seur proposés par 10, on a multiplié le reste de leur diiiâ par 10; donc la vraie valeur de ce reste est ^4u^=O»018.
2» Diviser 215889 par 4,7. L'application de la règle coi à diviser 2158890 par 47, ce qui donne pour quotient 4! Le reste est 3,9.
141. Quand le diviseur est un nombre entier, U qi est exact à moins d*une unité de Vordre dont est le chiffre du dividende. Ainsi 45,93 exprime le quotient del division de 2158,89 par 47 à moins d'un cenlièoie (ex. n"" 159). En effet ce quotient est plus grand que 45^93 puis la division a donné un reste; d'un <iutre Côté, il est petit que 45,94 : car si l'on avait écrit un 4 au lieu d'un 3 quotient, k soustraction correspondante n'aurait pas pus'e fectuer. Donc le quotient demandé est compris entre 45,93i 45,94; et comme ces deux nombres diffèrent d*un centième,! s'ensuit que le quotient diffère de chacun d'eux de moins d*i centième.
142. Il suit de là que pour avoir le quotient de deux nomm à moins d^wne unité décimale dHun ordre donnée U faudra d'ohm faire en sorte que le diviseur soit entier, en appliquant la rM du n* 140; puis on écrira à la droite du dividende cnitant i\ zéros qu'il sera nécessaire pour que le dernier chi/fre de »
nombre soit de Vordre décimal dojit il s'agit ; ou ftten, on supprimeray sur la droite de ce dividende^ tous les chiffres qui représen^ tent des unités décimales d'un ordre inférieur à celui-là^ et Von effectuera ensuite la division (159).
l"Exemple. Calculer le quotient de 3215,47 par 42,7, à moins dfun millième. On supprimera d'abord la virgule dans le diviseur, et on l'avancera d*un rang dans le dividende, ce qui conduira à diviser 32154,7 par 427 ; et comme le dernier chiffre du dividende n'est que de l'ordre des dixièmes^ et qu'on veut des millièmes au quotient, on écrira deux zéros à sa droite, et il ne s'agira plus alors que de diviser 32154,700 par 427, ce qui donnera pour quotient 75,303, valeur exacte à moins d'un millième.
2« Exemple. Calculer le quotient de 32,1547 par 42,7 à moins d^un dixième. On ramènera d'abord celle division à celle de 321,547 par 427, puis cette dernière à celle de 321,5 par 427» ce qui donnera 0,7 pour le quotient demandé.
143. Les preuves de Faddition^ de la soustraction, de la multiplication et de la division des nombres décimaux, se font comme celles des mêmes opérations sur les nombres entiers.
Exemple. En divisant 215,889 par 4,7 on a trouvé (140) pour quotient 45,93, et pour reste 0,018 Comme en ajoutant 0,018 au produit de 45,93 par 4,7 on retrouve le dividende 215,889, on en conclut que l'opération a été bien faite.
S VI. ÉVALUATION D'UN PRODUIT OU D'UN QUOTIENT A MOINS D'UNE UNITÉ DÉCIMALE D'UN ORDRE DONNÉ. — MÉTHODE ABRÉGÉE POUR FAIRE LA MULTIPUCATION. — MÉTHODE DE LA DIVISION ORDONNÉE.
144. il arrive souvent que l'on a à multiplier ou à diviser Tune par l'autre deux quantités dont l'expression se compose d'un grand nombre de chiffres décimaux, et que cependant on n'a besoin de leur produit ou de leur quotient qu'à moins d'une
unité, OU d'un dixième, ou d'un centième, etc., de sorte qui surfirait d'obtenir ce produit ou ce quotient dans cette limite d'approximation. On y parvient au moyen des méthodes que nous allons exposer successivement.
145. Pour obtenir, à moins d'une unité décimale cTun ordn donnéy le produit de deux nombres donnés^ on écrit le muUiflir cande comme à f ordinaire ; puis on met le chiffre des tmitésà\ multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui représente àt\ unités cent fois plus petites que celle qui exprime le degré de Pcf-i proximation demandée ; on écrit ensuite les autres chiffres dumà\ tiplicateur dans leur ordre inverse^ c*est^dire les dizaines^ cenià-\ nés, etc., à droite du chiffre des unités, lesdixièmes^ les centièmes, ef?^ i à gauche de ce même chiffre.
On multiplie ensuite le multiplicande par chaque chiffre Al multiplicateur; on commence seulement chaque rntUtiplicaiim partielle au chiffre du multiplicande placé au dessus du chiflfl\ employé comme multiplicateur, en négligeant tous les chiffrai de droite. On écrit tous les produits partiels les uns au-dessous éal autres, de manière que les premiers chiffres à droite se «wropondent^ et on fait V addition. On sépare sur la droite de k\ somme deux décimales de plus qu'il n'y en a dans la fractiK] décimale qui marque l'approximation; on supprime les dM derniers chiffres à droite, et on augmente d*une unité le denàel chiffre conservé. Le résultat est le produit cherché,
146. Supposons, par exemple, que l'on demande le prodol de 43,5636278563 par 4,502038965, à moins d'un centième. Il est clair que si je puis calculer chacun des produits parlieb à moins de 1 millième, dans le cas même où tous ces produits seraient erronés précisément de 1 millième et tous dans le^ môme sens, l'erreur que je commettrai sera moindre que 10 millièmes ou qu'un centième, en supposant que le nombre de ces produits ne surpasse pas 10. Toute la difficulté consiste donc à calculer chacun des produits partiels à moins de 1 millième.
Je ferai d'abord observer que peu importe l'ordre dans lequel
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on effectne les multiplications partielles du multiplicande par les différents chiffres du multiplicateur, pourvu que Ton dispose toujours les produits partiels les uns au-dessous des autres de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne. Ainsi on pourra renverser Tordre des chiffres du multiplicateur. Si de plus on écrit le multiplicateur ainsi renversé sous le multiplicande, de manière que le chiffre de ses unités soit sous les dix-millièmes du multiplicande, il résultera de cette disposition un avantage remarquable : c'est que le produit de chaque chiffre du multiplicande par le chiffre correspondant du multiplicateur sera de Tordredes dix-millièmes(remarquezavec soin que, dans le multiplicateur, les unités sont maintenant à droite de la virgule et les décimales à gauche); de sorte qu'il suffira de commencer la multiplication du multiplicande par chaque chiffre du multiplicateur au chiffre du multiplicande qui lui correspond, pour que le premier chiffre à droite de chaque produit partiel soit de Tordre des dix-millièmes. Or les produits ainsi obtenus pourront bien être erronés de plusieurs dix-millièmes, mais ils ne le seront pas d'un millième : en effet la partie négligée à droite du multiplicande dans chaque multtipîication partielle est moindre que 1 dix-millième; donc, dans le cas le plus défavorable, celui où le chiffre du multiplicateur serait un 9, le produit partiel correspondant serait fautif de moins de 9 dix-millièmes et par conséquent de moins d.e 1 millième. Donc la somme des produits partiels (supposés en nombre moindre que 10} ne sera pas fautive de 1 centième.
Nous disposerons les calculs comme ci-dessous
Multiplicande 43,5636278563
Multiplicateur 569830,2054
Produit par 4 174 2544
Pn..duit par 5 21 7815
Produit par 2 870
Produit par 3 12
J'ai d'abord multiplié le multiplicande par le premier chiffre 4 du multiplicateur, en commençant la multiplication sur le chiffre 6 du multiplicande, et disant : 4 fois 6 font 24 ; j*écris4 et je retiens 2 ; 4 fois 3, 12, et 2, 14 ; j'écris 4 et jereticDS 1, etc. Passant au second chiffre 5 du multiplicateur, je dis : 5 fois 3, 15 ; j'écris 5 et je retiens 1 ; 5 fois 6, 30, et 1, 31 ; j'écris 1 d je retiens 3, etc. On obtient ainsi le produit 196,1241, qm n'est pas fautif de l centième ; donc li* produit exact est compris entre les deux nombres 196,1241 et 196,1341 ; donc on pourra prendre pour valeur approchée 196,13 qui diffère de chacun d'eux, et par suite du produit exact, de moins de 1 cen* tième ; ce qui achève de démontrer la règle que nous avons donnée.
Cette méthode, remarquable par sa simplicité, a été donnée par Oughtred dans son ouvrage intitulé Artis analyticœ prasù,
140. L'illustre Fourrier a donné, pour diviser un nombre par un autre, une méthode qui a l'avantage de ne faire concourir chaque chiffre du diviseur à la détermination du quotient que quand il est devenu nécessaire d'appeler ce cWfDre poiu* qu'il n'y ait point d'incertitude sur celui qu'on va écrire au quotient. Voici la règle qu'il faut suivre pour effectuer cette division ordonnée,
« On marquera *, dans le diviseur, quelques-uns des premiers chiffres seulement, par exemple les deux premiers oi) les trois premiers ou les quatre premiers ; nous appelons diviseur désigné celui qui est ainsi formé des chiffres qu'on a marqués. Cela étant, on divisera le dividende proposé par le diviseur désigné, en effectuant cette opération selon une règle qu ne diffère de la règle commune (49) qu'en un seul point. Voie en quoi cette différence consiste : toutes les fois qu'on abaissi
Analyse des équations, page 188 et suivantes.
un chiffre du dividende à la suite du reste donné par une opération précédente, et qu'on forme ainsi un dividende partiel, il faut corriger ce dernier dividende, en en retranchant une certaine quantité ; on obtient ainsi un dividende partiel cor" rigé. Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende contient le diviseur désigné, et Ton écrit au quotient le chiffre qui exprime ce nombre de fois. On multiplie donc le diviseur désigné par le chiffre écrit au quotient, et Ton retranche le produit du dividende partiel corrigé. On abaisse à la suite du reste un nouveau chiffre du dividende, et l'on continue l'opération suivant la même règle.
« Pour trouver la correction qui doit être faite à un dividende partielf c'est-à-dire la quantité qu'on en doit retrancher, on écrit, sur une feuille séparée et dans l'ordre inverse, les m chiffres trouvés au quotient, on les présente aux m chiffres pris à la suite du diviseur désigné, en sorte qu'ils se correspondent chacun à chacun, puis on multiplie chaque chiffre par celui qui est placé au-dessous de lui, et en ajoutant les m produits'', on connaît ce qui doit être retranché au dividende partiel, et on effectue la correction.
c Toutes les fois qu'en suivant cette règle on doit abaisser un chiffre du dividende à la suite d'un reste donné par l'opération précédente, on examine si ce reste surpasse ou du moins égale la somme des chiffres écrits au quotient^ et que
* 11 est facile de compter la somme des produits des chiffres correspondants, sans qu'il soit nécessaire d'écrire ces produits partiels ; car il suffit d'ajouter ensemble les seuls chiffres des unités de ces produits, en comptant de la droite vers la gauche : on ajoutera ensuite, en venant vers la droite, les seuls chifiTres de ces produits qui expriment des dizaines. Ainsi, dans cet exemple 8765X3473,
on dira: 3 fois 5, 5; 7 fois 6, 2; et 5, 7; 4 fois 7, 8; et 7, 15; 3 fois 8, 24; et 15, 39; j'écris 9, et je retiens 3; puis, 4 fois 7, 2; et 3, 5; 7 fois 6, 4; et 5, 9; 3 fois 5, 1; et 9, 10, que j'écris à la gauche de 9. Le résultat est donc 109.
Ton ajoute ensemble comme s'ils représentaient des unités. Lorsque cette condition a lieu, on est assuré que le chiflre qui a élé écrit précédemment au quotient est exact.
« Si Ton n'a marqué, pour former le diviseur désigné, qu'on chiffre ou deux, ou en général un trop petit nombre de (Mfres, il arrivera que la condition ci-dessus n'aura pas lieu; c'est-à-dire que le reste d'une opération précédente sen moindre que la somme des chiffres déjà écrits au quotient: alors le dernier de ces chiffres est encore incertain, et I'm est averti qu'on n'a pas marqué un assez grand nombre de chiffres pour former le diviseur désigné. Dans ce cas on continuera d'abord d'appliquer la règle précédente, en abaissant un chiffre du dividende et en effectuant la correction prescrite. Si elle ne pouvait èlre faite, on en conclurait que le chiflÎY écrit au quotient est trop fort : il faudrait donc le diminner d'une unité. » Mais si la correction peut être faite, le chiffreécrit au quotient peut encore être trop grand; alors « on abaissera un nouveau chiffre du dividende à la droite du dividende partiel qui a donné ce chiffre incertain, ce qui donnera un nouveau dividende partiel. En même temps on marquera un chiffre de plus à la suite du diviseur désigné, ce qui donnera un nouveau diviseur désigné. On procédera, selon la règle énoncée, à la correction du nouveau dividende partiel; c'està-dire que l'on comparera les n chiffres déjà écrits au quotient à un pareil nombre n de chiffres pris à la suite du nouveau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction le nouveau dividende partiel corrigé, on continuera l'application de la présente règle en faisant usage du nouveau diviseur désigné. >
PREMIER EXEMPLE
Premier dividende partiel, 1234; diviseur désigné, 234.
!•' reste 64 645 (64 > 5; le chiffre 5 est bon) .
V divid. part, cor. . 620
V reste. ... 152 1526 (152 > 5 + 2= 7; le chiffre 2 est bon).
40 =6.5 4-5.2 3» divid. part. cor.. 1486
3* reste 82 827 (82 > 7 + 6 = 13 : le chiffre 6 est bon).
77=7.5 + 6.2+5»6 4* divid. part, cor 750
4* reste 48 488 (48 > 13 + 3 = 16; le chiffre 3 est bon).
105=8.5 + 7.2 + 6.6 + 5.3 5* divid. part, cor 383
5Teste 149 1499 (149> 16+ 1=17; le chiffre 1 est bon).
126 = 9.5 + 8.2 + 7.6 + 6.3 4-5.1 6* divid. part, cor 1373
6« reste. .... 203 2038 (203 > 17 + 5=22; le chiffre 5 est bon).
158= 8 5+9.2 + 8.6 + 73 + 6.1 + 5.5 7* divid. part, cor 1880
V reste 8 87 (8 < 22 + 8= 30; le chiffre 8 est ir.certain) .
206= 5.8 + 6.5 + 7.1 + 8.3 + 9.6 + 8.2 + 7.5 (la correction ne peut s'effectuer, le chiffre 8 est trop fort, et on a écrit 7 au lieu de 8 au quotient).
8» reste 242 2427 (242 > 22+ 7 =29 ; le chiffre 7 est bon) .
201=7.5 + 8.2 + 9.6 + 8.3 + 7 8+6.5 + 5.7 8* divid. part, cor 2226
9* reste 120 120 (120> 29 + 9 =38; le chiffre 9 est bon).
149. Démontrons maintenant la règle dont nous venons de donner un exemple.
D'abord il est clair que, de même qu'on est sûr ae ne pas
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trouver un chiffre trop faible en divisant par le premia chiffre à gauche du diviseur le nombre d'unités de même ordre que renferme le dividende partiel, on aura la mêmecer* titude en divisant par le diviseur désigné la partie qui lui correspond dans le premier dividende partiel. Ainsi le cliiffreS n'est pas trop petit. Le reste correspondant est 64, et à sa droite j'abaisse le chiffre 5 qui vient immédiatement après le 1** dividende partiel, ce qui donne 645. Hais ce nombre est plus grand que le. 2* dividende partiel qui doit correspondre au diviseur désigné; car au lieu de retrancher du véritable premier dividende partiel 12345678987 le nombre total des unités du 7* ordre que renferme le produit du diviseur tout entier par 5^ je u*ai soustrait que 234.5=1170 unités da S' ordre; donc il faut encore ô(er du reste toutes celles da V ordre contenues dans 5678987.5 : or ce produit en fournil au inoins 5.5; donc je diminuerai 645 de 25 = 5.5, et j'aurai, conformément à la règle, pour le 2* dividende partiel corrigé, 620 * qui, divisé par 234, donne le quotient 2, lequel ne saurait être trop petit, et le reste 152. J'abaisse à la droite de ce reste le chiffre suivant 6 du dividende, ce qui donne 1526. Gc nombre est plus grand que le S^" dividende partiel correspondant aa diviseur désigné; car pour obtenir celui-ci j'aurais dû retrancher du véritable 2* dividende partiel 123456789873 le nombre total des unités du V ordre que renferme le produit de tout le diviseur par 52, lequel est, d'après la méthode d'Oughlred (148), abstraction faite des unités du !• ordre qui auraient reRué des produits d'ordre inférieur, 23456. 5 + 2345. 2 = 23450. 5 + 6. 5 + 2340 .2 + 5.2; tandis que je me suis contenté de retrancher de 12345678987, !• le nombre des unités du 8« ordre obtena en multipliant 2345 par 5, 2» le produit 234.2, ce qui revient à avoir soustrait 23450.5 + 2340.2 unités du T ordre de 123456789873; donc je dois encore diminuer le reste 1526 de 6.5 + 5.2, ce qui me donnera, conformément à la règle, i486** pour 3« dividende partiel corrigé. En le divisant par
* Remarquons que 620 est Tezcès de 13345 sur 2345.5.
•♦ Remarquons que 1486 est Texcôs de 123456 sur 23456.5+ 2345.2.
234, je trouve pour quotient 6, qui ne peut être trop petit, et ^ pour reste 82, à la droite duquel j'abaisse le chiffre suivant 7 du dividende, ce qui fait 827. En répétant sur ce nombre les ' raisonnements qui précèdent, on verra qu'il faut le diminuer de l'excès de 234567.5+23456.2 + 2345.6=234560.5+7.5 + 23450.2 + 6.2 + 2340.6 + 5.6 sur 234560.5+23450.2 +2340.6, c'est-à-dire de 7.5+6.2 + 5.6, ce qui s'accorde avec la règle.
Maintenant, comment vérifier que les chiffres successifs 5,2, 6, 3,... obtenus au quotient, ne sont pas trop grands? Supposons, pour fixer les idées, que Ton veuille vérifier le chitlre 3, et que l'on ait formé le dividende partiel corrigé 383, qui doit donner le chiffre suivant du quotient. J'observe que, dans le calcul des quantités que j'ai soustraites du véritable dividende partiel 12345678987364 correspondant au chiffre 3, je n'ai pas tenu compte des reports faits sur les produits d'un ordre inférieur au 7« ; car, en effectuant le produit du diviseur par le quotient trouvé 5263, de manière à ne calculer que les produits du 7« ordre, nous avons disposé nos facteurs comme on le voit ci-dessous :
et nous n'avons commencé la multiplication du multiplicande par chaque chiffre du multiplicateur qu'au chiffre du multiplicande qui lui correspond ; on a donc négligé ainsi
unités du 4« ordre
Or il est clair que la somme de tous ces produits est moindre que 10 unités du 6* ordre multipliées par (5+2 + 6 + 3),
* Le chiffre 5 est le 4* à gauche dans le quotient trouvé.
c'est-à dire que (5 +2 +6+ 3) unités du 7* ; donc, si celle dernière somme peut se retrancher du dividende partiel corrigé 383, le chiffre 3 ne sera pas trop grand , puisque le prodÉ du diviseur par le quotient trouvé pourra, à plus forte raison, se retrancher du Yéritabie dividende partiel 12345678987364, donc le chiffre 3 ne sera pas trop grand si (5 + 2+^+9 -f-(8.&-|-7.2-f'^*6 + ^*3)y quantité évidemment moindreq»! 10.(5-1-2+6 4-3}, ne surpasse pas 488; ce qui aura néce»* sah*ement lieu si la somme (5 -|-2 -|-6 -f 3) des chiffres trcovis au quotient peut se retrancher du reste 48 correspondant au dernier de ces chiffres. Mais si ce reste est moindre que celte somme, le chiffre 3 pourra être trop grand. On abaissera donc à la droite de ce reste le chiffre suivant du dividende, et on effectuera la correction prescrite. Si elle ne peut se faire, on en conclura que le chiffre est trop grand, et ou le diminnen d'une unité. Mais si la correction est possiblCy le chiffre pown encore tire trop grande car on conçoit que la somme AesrepùrU pourrait très- bien ne pas pouvoir se retrancher de 383. On abaissera alors un nouveau chiffre du dividende à la droite dn dividende partiel corrigé qui a donné ce chiffre incertain, et on marquera en même temps un chiffre de plu^ à la droite du diviseur désignèy pour continuer V application de la méthode. Si la même incertitude se présentait encore, on abaisserait un nouveau chiffre à la droite du dernier dividende partiel corrigé, et on marquerait un chiffre de plus à la droite du diviseur désigné.
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fi DEUXIÈME EXEMPLE.
Mi
Premier dividende partiel, 22; diviseur désigné, 9.
l "7,* divid. part, cor 41
I 56 (5 <2 + 4=6; le chiffre 4 est incertain)
20=4.2 + 3.4 (la correction est possible; 4 est encore incertain. On revient au dividende 416 partiel 41, à la droite duquel on abaisse 8=4.2 le chiffre suivant 6 du dividende , et
"2» divid. part. cor.... 408 on prend 93 pour nouveau diviseur dé"
signe},
367 (36 > 2+4=6 ; le chiffre 4 est bon).
3* divid. part. cor. . . . 339
609 (60 > 6 + 3=9; le chiffre 3 est bon).
46=5.2 + 6.4 + 4.3 4* divid. part. cor. . . , 5G3
52 (5 < 9 + 6= 15 ; le chiffre 6 est incertain). 76=7.2 + 5.4+6.3 + 4.6 (la correction ne peut s'effectuer, le chiffre 6 est trop grand, et on a écrit 5 au lieu de 6 au quotient).
982 (98>9 + 5=14î le chiffre 5 est bon).
72 = 7.2+5.4 + 6.3 + 4.5 5* divid. part. cor. ... 910
730 (73 > 14+9 =23; le chiffre 9 est bon).
^* divid. part. cor. . . . 617
Enfin \eut-on le reste de la division correspondant au chiflVe 9 du quotient : on observera que la partie du dividende qui a donné les 5 chiffres du quotient est 227679202821, qu'on en a retranché toutes les unités du 5* ordre que renferme le produit du diviseur par le quotient, abstraction faite des reports provenant des produits d'un ordre inférieur au 5% ce qui adonné pour reste 617 unités du 5* ordre, plus 2821 du V'y c'est-à-dire 6172821. Il ne s'agit donc plus que de soustraire de ce nombre la somme des quantités négli-
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gécs dans le produit du diviseur par le quotient, laquelle{ est 117348,
Produit de 6572 par 9 59148
572 par 5 2860
72 par 3 216
2 par 4 8
la différence 6172821 — 117348=6055473 est le reste delà
division.
150. « Le proiîédé de la division ordonnée, » tel qu*il est décrit au n" 148, fait connaître avec certitude les chiffres exacts du quotient, etFon n'a à employer de nouveaux chiffres que lorsqu'il est nécessaire de les introduire pour trouver de nouvelles parties du quotient. Cette règle a l'avantage de prévenir fous les calculs superflus, et surtout de pouvoir être prolongée autant qu'il est nécessaire jusqu'à ce que l'on ait trouvé le nombre des chiffres exacts que l'on veut obtenir. On doit en faire usage toutes les fois que, le diviseur contenant un grand nombre de chiffres, il s'agit de déterminer seulement quelquesuns des premiers chiffres du quotient*. »
151. La méthode que nous venons d'exposer peut servir évidemment à trouver le quotient de deux nombres entiers à moins d'une unité décimale d'un ordre donné. Rien n'est» en edct, plus facile que de déterminer à priori le nombre des chinVes entiers du quotient ; après les avoir trouvés, on placera la virgule, et l'on cherchera les chiffres de la partie décimale, en s'arrètant quand on sera assuré de l'exactitude dû chiffre de Tordre de Tunité d'approximation donnée.
Celte méthode s'applique également à la détermination du quotient de deux nombres décimaux quelconques. Ainsi»
* Analyse det équations f page 190.
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si l'on demandait à moins d'un millième le quotient de 22767,92028210014 par 934,6572, on dirait: le dividende est plus grand que 10 fois le diviseur, et plus petit que 100 fois le diviseur; donc la partie entière du quotient a 2 chiffres. Or nous devrons nous arrêter au 3« chiffre décimal qui est de Tordre des millièmes; nous nous bornerons donc à calculer 5 chiffres exacts du quotient des deux nombres donnés, abstraction faite des virgules. Le quotient 24,359 sera exact à moins d'un millième.
152. Nous reviendrons à la fin de cet ouvrage sur les questions d'approximation et sur l'évaluation des erreurs relatives correspondantes des données et du résultat.
CONVERSION DES FRACTIONS ORDINAIRES EN FRACTIONS DÉCIMALES
ilS5. Il y a deux cas à considérer dans la conversion des fractions ordinairi's en fractions décimales : ou le dénominaUvi est exprimé par l'unité suivie d*un ou de plusieurs zéroSy ou le dénominateur est un nombre quelconque.
1* Supposons que le dénominateur soit formé de l'unité suivie d'un ou de plusieurs zéros. J'observe que toute fraction pouvant Être considérée comme exprimant la division de son numérateur par son dénominateur (94), nous obtiendrons k valeur décimale de cette fraction en divisant son numiéraleur par son dénominateur, ce qui se fera en écrivant le numérateur^ et en séparant sur sa droite^ par une virgule, autant de décimale qu'il y avait de zéros dans le dénominateur (154). On parviendrait au même résultat en écrivant la fraction proposée d'après la règle du n" 132. \
1S4. 2» Considérons le cas où le dénominateur est un nombre quelconque.
Convertir une fraction ordinaire en décimales, c'est la transformer en une autre qui ait pour dénominateur l'unité suivie d'an certain nombre de zéros (129) : ainsi la question actuelle n'est qu'un cas particulier de celle que nous avons résolue aun* iiO. Si le dénominateur était connu, il n'y aurait qu'à multiplier la fraction proposée par ce dénominateur, ce qui reviendrait à écrire à la droite de son numérateur autant de zéros qu'il en contient, extraire les unités du produit, et diviser le nombre ainsi trouvé parce dénominateur; mais comme on ne le connaît pas,
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on concevra que le numérateur soit suivi (Tun nombre indéfini de zéros j on effectuera la division de ce numérateur ainsi préparé parle dénominateur de la fraction proposée, et Vonséparera swr la droite du quotient autant de décimales que Von aura employé de zéros. Si par exemple on avait écrit cinq zéros à la droite du numérateur, on aurait multiplié la fraction proposée par 100000 : donc le quotient troLvé vaudrait 100000 fois cette fraction; donc, en le divisant par lûOOOO, on aurait la valeur de celte fraction.
Exemple. Convertir | en décimales. On effectuera le calcul indiqué ci-dessous :
Comme il a fallu employer trois zéros pour arriver à un reste nul, on devra séparer trois décimales sur la droite du quotient, ce qui donnera § = 0,625.
On peut dire encore : L'expression décimale de la fraction I serait connue si Ton savait combien elle renferme de dixièmes^ de centièmes^ de millièmes, etc. Or, une unité valant 10 dixièmes^ les | d'une unité vaudront les | de 10 dixième, c'est-à-dire les ^§- d'un dixième (23) ; or la division de 50 par 8 donne 6 pour quotient et 2 pour reste : donc les \ d'une unité valent 6 dixièmes, plus les § d'un dixième. Mais un dixième vaut 10 centièmes : donc les | d'un dixième vaudront les | de 10 centièmes, c'est à-dire les ^ d'un centième. En effectuant la division de 20 par 8, on trouve 2 pour quotient et 4 pour reste, et on en conclut que les | d'un dixième valent 2 centièmes, plus les I d'un centième, et ainsi de suite, ce qui conduit à la règle précédente.
Proposons-nous encore de convertir -ft en décimales.
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On voit que le reste de la seconde division partielle estk numérateur même de la fraction proposée; et, comme w devra écrire à sa droite un zéro, le troisième dividende portid sera le même que le premier : nous retrouverons doncpov troisième quotient et pour troisième reste le premier quotiol et le premier reste, ce qui entraînera le retour du second M dende partiel, et par conséquent du second quotient etdi second reste, et ainsi de suite indéfiniment. On voie donc qoe les chiffres 4 et 5 reviendront périodiquement et à i'infin dans l'expression de la fraction décimale équivalente à k fraction tV; et , comme le premier chiffre de cette expression
est de Tordre des dixièmes, on aura -^=^0,45454545
Donc la fraction ^ n*est pas exactement réductible en déch-j maies.
185. Les fractions décimales telles que 0,45454545..., dm lesquelles les mêmes chiffres reviennent périodiquement et à Ptnfîni , se nomment fractions déciiiales périodiques. Dam l'exemple précédent, h période est 45.
Il arrive souvent que la période ne commence qu'après quelques chiffres irréguliers. Pour distinguer ces fractions de celles dont nous venons de parler, nous les appellerons fractions périodiques mixtes, par opposition aux autres, que nous nommerons fractions périodiques pures ou simples,
0^3454545.... est une fraction périodique mixte dans laquelle la période est encore 45, et dont la partie irrégulièrej est 3.
* li>G. Nous venons de voir que certaines fractions ordini pouvaient être converlics exactement en fractions décimales, tandis qu'il y en a d'autres qui ne sont pas susceptibles d'une pareille réduction. Nous allons examiner à quoi tient cette différence, et pour cela nous chercherons quelles sont les conditions NÉCESSAIRES €t SUFFISANTES pour qu'uHô fractUm ordinaire soU exactement réduclible en décimales.
Ijious avons vu (l^'S) que^ pour convertir une fraction ordi«
naire en décimales, il fallait écrire un certain nombre de zéros à h droite de son nuoriérateur et diviser ensuite le numérateur aiod préparé parle dénominateur : donc, pour qu*une fraction soit exactement réductible en décimales, il faut et il surGt que le produit de son numérateur par Tunité suivie d*un certain nombre de zéros soit exactement divisible parle dénominateur. Hais nous savons (87) que, pour qu'un nombre soit divisible par on antre, il est nécessaire qu'il renrerme tous les facteurs premiers de cet autre : or, en multipliant le numérateur par l'unité smvie de plusieurs zéros, nous n'avons introduit dans ce numérateur que les facteurs premiers 2 et 5 (8S), car l'unité suivie de plusieurs zéros, étant une puissance parfaite de 10 (42), n'a pa8 d'autres facteurs premiers que 2 et 5 : donc, pour que la division puisse réussir, U faut que le numérateur primitif renferme tous les facteurs premiers dii dénominateur autres que Set5. Je dis maintenant que cette condition est suffisante : car, ptûsçiQ'en écrivant on zéro à la droite du numérateur on le moltiplie par 10, pour chaque zéro qu'on écrira à sa droite on introduira dans ce numérateur un facteur 2 et un facteur 5 : donc on pourra y introduire tous les facteurs 2 et 5 du déno ndnateur, de sorte qu'alors le nouveau numérateur contiendra tous les facteurs premiers du dénominateur, et sera par consent divisible par ce dénominateur.
* 187. Concluons donc, !• que pour q:i*une fraction soit ri^ iuaible en décimakSf U faut et il suffit qus son numérateur contienne tous les facteurs premiers autres que 2etb qui se trouvent dans son dénominateur : d'où il suit que si la fraction proposée est ridtjcite à sa plus simple expression j on ne pourra la convertir exactement en décimales qu^autant que son dénominateur ne contiendra pas i autres facteurs premiers que 2 et 5, puisque ces outrée facteurs ne pourraient se trouver dans le numérateur. Alors rexpressUm décimale de la fraction proposée contiendra autant de M/free dédmaua quHl y a d^unités dans le plus haut exposant des facteurs 2 et b du dénominateur.
En effet, si Ton écrit à la droite du numérateur autant de
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zéros qu*il y a d*unités dans le plas haut exposant des facteonl S et 5 du dénominateur, on aura introduit dans ce numératen tous les facteurs premiers 2 et 5 qui se trouvent au dénomioiteur : par conséquent la division sera devenue possible ; maii, comme on aura multiplié la fraction proposée par l'unité snivie d'un certain nombre de zéros, il faudra diviser le quotieri| trouvé par ce multiplicateuri ce qui se fera en séparant sors droite autant de décimales que l'on a écrit de zéros à la droite du numérateur, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dansk plus haut exposant des facteurs 2 et 5 du dénominateur.
Exemple. La fraction -^=0^01^^ et, en efTet, son dénominateur 40=2*.5 : donc son ej^pression en décimales devait contenir trois chiffres.
2"" Que si le numérateur ne contient pas Ums les facteurs prt' miers du dénominateur autres que 2 et b, la fraction ne powm pas être convertie exactement en décimales. Or je dis que, dans ce cas, la fraction décimale à laquelle coTiduira le calcul sera fd* cessairemcnt périodique.
En effet, puisque le reste d'une division est nécessairement moindre que le diviseur, il est évident que la division du numérateur suivi d'un nombre indéOni de zéros par le dénominateur ne pourra pas donner plus de restes partiels diflërenti qu'il y a d'unités moins une dans ce dénominateur. Par conséquent, après un nombre de divisions au plus égal au dénominateur diminué d'une unité, on retombera sur un des restes obtenus précédemment; et, comme on devra écrire un zéro à sa droite, on retrouvera l'un des dividenàes partiels précédents, ce qui entraînera le retour périodique des mêmes quotients et des mêmes restes. La fraction décimale sera donc périodique, et la période ne contiendra pas plus de chiffe qu'il y a d'unités moins une dans le dénominateur de la fraction ordinaire proposée.
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ISS. Pour convertir une fraction décimale en fraction ordinairCy on prend pour numérateur la partie décimale^ abstraction faite de la virgule^ et pour dénominateur Vunité suivie d'autant de 'Zéros qvUil y a de chiffras décimaux.
En effet, en faisant abstraction de la virgule dans la fraction décimale proposée, on multiplie cette fraction par l'unité suivie d'autant de zépos qu'il y a de chiffres décimaux dans celle fraction : d'où il suit que, pour obtenir la valeur de cette fraction, il faut diviser le résultat par l'unité suivie de ce môme nombre de zéros.
On verra ainsi que 0,2304 =y^^=J|4*.
189. On sent que cette méthode serait impraticable si la fraction proposée était périodique, puisque alors les deux termes de la fraction ordinaire équivalente devraient être composés
* L*applicatioii de cette règle conduit à une nouvelle démonstration de celles données aux n~ 137, 189 et 14:0. Veùt-on, par exemple, diviser 215,889 par 4,7 : on observera que cela revient à diviser ^}ggg^ par IJ, ce
4Ui donne HuSu?4r^ t*®*)» ^^' ®^ simplifiant, ^^^^. Mais, pour effectuer 4a division de 215889 par 100.47, on peut d'abord diviser le dividende par 100, puis le quotient de cette division par 47 (52) : donc on devra en définitive diviser 2158,89 par 47, c'est-à-dire appliquée la règle du n» 14:0.
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chacun d'un nombre indéfini de chiffres ; il faut donc employer un autre procédé pour convertir une fraction périodique on fraction ordinaire.
Supposons d'abord que la fraction soit périodique pure, d prenons pour exemple 0,27272727.... Si nous portons la virgule à droite de la première période, le nombre 27,272727.». que nous obtiendrons ainsi, sera composé de deux parties: l'une entière, qui est la période 27 ; l'autre décimale, qui est la fraction proposée elle-même". Donc, si de ce résultat on retranche la fraction proposée, il restera la période. Mais, en portant la virgule à la droite delà première période, nous avons
* Si cette démonstration ne paraissait pas suffisamment • rigoureuse, oa pourrait dire : Supposons que la fraction proposée renferme n périodes; a nous portons la virgule à la droite de la première de ces périodes, le nombre 27,272727..., que nous obtiendrons, sera composé de deux parties: l'une entière, qui est la période 27, et l'autre décimale, qui est la fraction proposée elle-même, moins la valeur de sa dernière période, c'est-à-dire ^ -j^f^; donc, si de ce résultat on retranche la fraction proposée, il restera la période 27, — •^^. Mais, en portant la virgule à la droite de la première période, nous avons rendu la fraction proposée cent fois plos grande : ainsi , de cent fois la fraction proposée nous avons retranché iiM
fois cette fraction ; donc le reste que nous avons trouvé, c'est-à-dire 27 ^^
vaut 99 fois la fraction proposée ; donc en divisant ce reste par 99, nous obtiendrons la fraction ordinaire équivalente à la fraction décimale 0,272727.... Donc
0,272727.... =fJ—njS2nyî (**»)•
Or la quantité 100" sera d*autant plus grande (381) que n sera plus grand, et on peut même assigner à n une valeur assez grande pour que la quantité ïôÂ^ïï9> ®* P*^ conséquent pour que la différence entre 0,272727. ... et ^ soit moindre que toute grandeur assigna))le; donc ^ est une limite dontb fraction 0,272727. . . . approche d'autant plus qu'on la compose d'un plus grand nombre de périodes, mais qu'elle ne peut atteindre qu autant que le nombn de ces périodes est infini; c'est alors seulement qu*on a
Donc, pour convertir une [ration décimale périodique pure^ Otc.
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188. Pour convertir une fraction décimale en fraction ordinaire, on prend pour numérateur la partie décimale, abstraction faite de la virgule, et pour dénominateur Vunité suivie d'autant de 'xim qu*il y a de chiffras décimaux.
En effet, en faisant abstraction de la virgule dans la fraction décimale proposée, on multiplie cette fraction par l'unité suivie fautant de zépos qu'il y a de chiffres décimaux dans cette fracfion : d'où il suit que, pour obtenir la valeur de celte fraction, 3 fiiut diviser le résultat par l'unité suivie de ce môme nombre de zéros.
On verra ainsi queO,2304=t^^=J^*.
iBO. On sent que cette méthode serait impraticable si la fraction proposée était périodique, puisque alors les deux termes de la fraction ordinaire équivalente devraient être composés
* L*applicatioii de cetie règle conduit à une nouvelle démonstration de celles données aux n*** 137^ 130 et 140. Veut-on, par exemple, diviser 215,889 par 4,7 : on observera que cela revient à diviser ^o^f^ par |^, ce q(bi donne 8;gggj^ ^ (12*), ou, en simplifiant, Vol^^? - Mais, pour effeetaer 4a division de 215889 par 100.47, on peut d'abord diviser le dividende Pftr 100, puis le quotient de cette division par 47 (52) : donc on devra en défiidtive diviMT 2158,89 par 47, c'est-à-dire appliquer la règle du n» 140.
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Donc, pour convertir une fraction périodique mixte m fnA Hon ordinaire^ il faut prendre pour numérateur la différmtU deux nombres entiers que fon obtient en portant la virgule sucai'l sivement à la droite et à la gauche de la première période^ etfm\ dénominateur un nombre composé éfautarU de 9 qu'U yaâtàèf\ fres dans la période, suivis d'autarU de zéros qu'il y a de cUfÊ] irréguliers.
Exemple. Réduire la fraction 0,09702702702. . en fraction ordinaire. En portant la virgule successiveroeolkl droite et à gauche de la première période, on trouve les doiB' bres entiers 9702 et 9 : donc la fraction proposée est égaie l{
»702-9_ 9fl9? 359
9^00 — 999UU — 37 uu •
161. Il suit de cette règle que te numérateur d^une fracSml ordinaire équivalente à une fraction périodique mixte ne f0i\ pas être terminé par un zéro : car, pour que cela fût, il faudra que le dernier chiffre de la période fût le même que ledeniiff des chiffres irréguliers; mais alors ce dernier chiffre serait bl premier de la période, de sorte que Ton n'aurait pas faitcoa-| mencer cette période là où elle commence réellement o. \^].^
*1G2. Il suit du n« 187 que, lorsque le dénonainatétùr ^ine fracQon irréductible renferme d'autres facteui*s premiers qœl et 5, cette fraction ne peut pas être convertie exactement CD décimales, et nous avons vu qu'alors elle donnait lieu à me fraction périodique : or on peut se demander si cette fractioi sera pure ou mixte.
Toute fraction irréductible dont le dénominateur ne renfèrm aucun des facteurs premiers 2 et b est équivalente à une fraeim périodique pure.
En eCTel, si la fraction décimale équivalente à la fraction proposée n'est pas une. fraction périodique pure, elle sera une frafr \ion périodique mixte, et en convertissant celle-ci en fraction ordinaire, le résultat devra être équivalent à la fraction génératrice : il faudra donc qu'en réduisant cette fraction résultante i sa plus simple expression, tous les facteurs 2 et 5 qui se troa-
dans son dénominateur (160) disparaissent, et pour cela
lut qu'il y ait autant de zéros à la droite du numérateur qu*à
le du dénominateur. Or on a vu (161) que le numérateur
le fraction ordinaire équivalente à une fraction périodique
ne peut pas être terminé même par un seul zéro : donc
l-cst pas possible qu'en réduisant en décimales une fraction
luctible dont le dénominateur ne renferme aucun des fac-
2 et 5, on puisse trouver une fraction périodique mixte ;
icon trouvera une fraction périodique pure.
* 165, Si le dénominateur d*une fraction irréductible renferme
r-tifw des facteurs premiers 2 et b y la fraction décimale
éoalente sera une fraction périodique mixte, dans laquelle il
autant de chiffres irréguliers qu'il y a d'unités dans le
haut exposant des facteurs 2 et b qui se trouvent dans son
iruUeur.
effet, si la fraction décimale équivalente à la fraction pro- D'est pas une fraction périodique mixte, elle sera une tioo périodique pure, et, en convertissant celle-ci en fracordinaire, le résultat devra être une fraction équivalente à ifraction génératrice. Or cela est impossible, puisque le délinateur de cette fraction résultante, étant exprimé par un in nombre de chiffres 9 (139), ne renfermera aucun des teurs 2 et 5 ; et par conséquent, en réduisant cette fraction à sa ûmple expression, on ne pourra pas retoml)er sur la fracgénératrice, dont le dénominateur est supposé contenir quelques-uns de ces facteurs. Donc la fraction décimale équivatthl» A la proposée doit être périodique mixte.
Gela posé, si on convertit cette fraction décimale en fraction ordinaire, on obtiendra une fraction dont le dénominateur sera léràiiné par autant de zéros qu'il y a de chiCTres dans la partie iu>ii périodique (160). Or, en la réduisant à sa plus simple expression, il restera nécessairement dans le dénominateur tous I^B facteurs 2 ou tous les facteurs 5 qui s'y trouvent, puisque te numérateur n'est pas divisible à la fois par 2 et par 5 (161), inais on retombera ainsi sur la fraclion géncralrice : donc le plus
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fiaut exposant des facteurs ^eth contenus dans le dénaminatemàl cette fraction est précisément égal au nombre des chiffres irrégulm\ de la fraction périodique mixte équivalente.
164. Si Ton applique la règle du n"* 189 à la fraction 0^9999.^1 on trouvera qu'elle est équivalente à f = i, résultat qui absurde au premier abord. Mais si Ton considère que
la fraction 0,9 difTère de l'unité de 0,1
etc.,
on concevra qu'en prenant dans l'expression de la fraction pè* riodique 0,999.... un nombre suffisant de chiffres, la fraction décimale que l'on obtiendra pourra différer de l'unité d'aussi peu que l'on voudra. L'unité est donc une limite dont la frac* tion décimale 0,999... différera d'autant moins qu'on la composera d'un plus grand nombre de chiffres, et qu'elle atteindra seulement quand le nombre de ses chiffres sera infini; alorsoa aura rigoureuse^ncnl 0,999....=: 1.
168. Pour approcher de la valeur d'un nombre décimal i moins d'une demi-unité d'un ordre décimal donnée il faut svsp^ primer tous les chiffres qui suivent celui de Cordre dont il s'agit en ayant soin de forcer runiié sur le dernier de ceux que Fan conserve lorsque le premier des chiffres que l'on néglige surpasse 5, on est un 5 suivi d autres chiffres.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on demande la valeur d'un nombre décimal à moins d'tzn demi-centièine^ et considérons l'expression 0,235. Celte fraction diffère évidemment d'un demi-centième de chacun des deux nombres 0,23 et 0,24; donc en prenant chacun d'eux pour valeur delà fraction 0,235, on commettra sur cette fraction une errenr d'un demi^ccn* tième*
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Si maintenant on considère un nombre décimal dont le troisième chiflre soit moindre que 5, par exemple 0,234678, ce nombre sera évidemment compris entre 0,23 et 0,235, et comme CCS deux-ci diffèrent d'un demi-centième, on en conclut qu'en prenant 0,23 pour valeur de la fraction 0,234678 on n*aura pas commis sur cette fraction une erreur d*un demicentième.
Supposons au contraire que le troisième chiffre du nombre proposé soit un 5 suivi d'autres chiffres, ou soit plus grand que 5 : considérons par exemple le nombre 0,23758423. Ce nombre sera évidemment compris entre 0,235 et 0,24; et comme ces deux nombres diffèrent d'un demi-^eruiètnef on voit que 0,24 est sa valeur à moins d'un demi- centième.
S I- SYSTÈME MÉTRIQUE
166. Mesurer une quantité^ (ftst chercher son rapport à m autre quantité de même espèce qu'on est convenu de prendre pcw unité, c*est-à 'dire pour terme de comparaison de toiUes les grm' deurs de cette espèce. Il doit donc y avoir dans les mesures aoe variété relative à celle des espèces de quantités et même de substances que l'on veut comparer. Mais nous ne nous occuperons ici que des mesures de longueuTy de surface, de volume, de cth pacitéy de poids et de valeurs monétaires, parce qu'elles sont la plus usuelles. Lorsqu'on aura choisi une unité pour chacune de ces espèces de grandeur, il faudra composer avec cette uniiè des mesures plus grandes, pour éviter remploi de nombres trop considérables dont on se forme difficUement une idée exacte, et subdiviser aussi cette unité, afin de pouvoir mesurer les quantités qui sont plus petites; enfin, pour soulager la- mémoire, et réduire les calculs au plus grand degré de simplicité possible, on devra soumetti^e les mesures plus grandes et plus petites que l'unité principale à la même loi, et cette loi sera h loi décimale. C'est précisément là ce qu'ont fait les auteurs du système métrique ado fié actuellement en France» Ils ont appelé :
Mètre, l'unité de longueur ;
ire, l'unité de surface ;
Mètre cube ou stère, l'unité de volume ;
Litre, l'unité de capacité ;
Gramme, l'unité de poids;
Franc, l'unité monétaire.
IG7. On a formé les mesures composées en prenant dix,
cent, mille, dix mi//e fois l'unité fondamentale, et les mesures
plus petites en divisant cette unité en dix^ cent^ mille parties
égales. De plus, pour rappeler cette numération, on a fait
5 précéder le nom de l'unité principale des mots :
MYRIA, KILO, HECTO, DEÇA, DÉCI, CENTI, mLU,
tirés du grec et du latin, et qui correspondent respectivement à
, Dix mille, mille, cent, dix, dixième, centième, millième.
Les composés du mètre seront ainsi :
Myriamètre, kilomètre, hectomètre, décamètre, décimètre, centi* mètre, millimètre^ qui signifient respectivement :
Dix mille mèjlres, mille mètres, cent mètres, dix mètres, dixième de mètre, centième de mètre, millième de mètre.
Parmi les mesures qui dérivent de Tare, l'hectare et le centiare sont les seules usitées.
Le stère n'a pas d'autres composés que le décastère et le dé- r cistère.
Ceux du litre et du gramme sont :
Le kilolitre, Y hectolitre, le décalitre, le décilitre, le centilitre;
Le kilogramme, V hectogramme, le décagramme, Xtdécigramme^ le centigramme, le milligramme.
Quant au franc, il n'a pas de composés multiples, et ses composés sous-multiples sont le décima et le centime.
168. Pour imprimer au système métrique une durée qui fût à l'abri de ces révolutions qui ont bouleversé le monde, on résolut de donner aux nouvelles mesures une base commune, et de prendre cette base dans la nature même. En conséquence, Delamhre eiMéchainonX mesuré l'arc du méridien compris entre Dunkerque et Barcelone, et de leurs opérations combinées avec celles que Bouguer et Lacondamine avaient déjà exécutées au Pérou, on a conclu la distance du pôle à l'équâteur. Cette longueur a été divisée en dix millions de parties égaies, et l'on a fait construire une règle de platine dont la longueur, à la tem-
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pératurc de la glace fondante, fût précisémctit égale à Tmie de ces parties. Telle est la longueur qu'on a prise pour ooilé linéaire, et qu'ainsi on a appelée mètre. Le mètre est donck dix-millionième partie du quart du méridien terrestre.
Les mesures itinéraires s'évaluent en myriamètres et en htih mètres, et le mètre sert pour la compai*aison des longueurs pa considérables. On ne doit donc pas employer alors les nom systématiques. Ainsi on dira : Cette allée a trois cents mètrOt et non pas trois hectomètres; mais on dira qu't/y a huit cent t7tn$( et un myriamètres de Paris à Pékin.
11 résulte de la subdivision du mètre que la circonférence iê méridien terrestre vaut quarante millions de mètres^ par coosèquenl40000 kilomètres ou 4000 myriamètres.
L'are est un carré dont le côté a un décamètre^ de sorte que cette mesure vaut cent mètres carrés* , c'est-à-dire cent fois un carré dont le côté a un mètre. Ainsi le centiare n'est autre chose qu'un mètre carré.
On emploie l'are et V hectare pour évaluer les surfaces des champs : on dit ainsi qu*une pièce de terre a 2 hectares 35 ares 24 centiares (2*'35",24). Mais, pour les petites su perficies, comme celles que Ton considère dans les toisés de la menuiserie, par exemple, on fait usage du mètre carré. Il se subdivise en cent décimètres carrés; le décimètre carré se subdivise de mime en CENT centimètres carrés, et le centimètre carré en cent miUimètm carrés; de sorte que, pour convertir un nombre quelconque de mètres carrés en décimètres carres, ou en centimètres carrés ^ ou en millimètres carrés, il faut le multiplier par 100, ou par 10000, ou par 1000000. Enfin, lesgrandes étendues superficielles, telles que la surface d*un État, se mesurent en myriamètres carrés.
^ Si l'on conçoit, en efTet, un carré dont chaque côté ait 10 mètres, et que par les points de division du côté vertical on mène des paraUèles à la base, on l'aura partagé en dix bandes d'un mètre de haut sur dix mètres de base : donc, si par les points de division de la base on mène des parallèles à la hauteur^ on partagera chaque bande en dix carres d'un mètre de côté; de sorte que le carré donné sera partagé en dix fois dix ou en cent de carrés.
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Il bot avoir bien soin de ne pas confondre le dixième, le centième et le millième d*un mètre carré avec le décimètre carré, le centimètre carré et le millimètre carré. On voit, en ciïet, qu'on mètre carré valant 100 décimètres carrés, le dixième f un mètre carré vaut dix décimètres carrés.
Dans Texploitalion des carrières, dans le calcul des quanlllés de terre qu'il faut transporter d*un lieu dans un autre, et ^ti% le roesurage des corps solides, on exprime les volumes en mètres cubes *. Le mètre cube se subdivise en mille décimètres cubes **; le décimètre cube en mille centimètres cubes, et le ^^^timètre cube en mille millimètres cubes; de sorle que, pour ^^nvertir un nombre quelconque de mètres cubes en décimètres ^^beSf ou en centimètres cubes, ou en millimètres cubes, *^ faut le multiplier par 1000, ou par 1 000 000, ou par * 000 000 000.
L'unité de volume prend le nom de stère quand on remploie l>^nir mesurer les bois de cbauffage ou de charpente. Nous ferons ^^Twerver que le stère, considéré comme mesure effective, n'a iT^as la Tonne d*un cube dont chaque côté aurait un mètre de ' ^Dnguenr: il a celle d*un ch&ssis composé d'une solive horizon- ^ 9le appelée sole, sur laquelle s*appuient deux montants vertiaux écartés l'un de l'autre de 1 mètre, et dont la hauteur varie vec la longueur habituelle des bûches ; cette hauteur est de ',88 à Paris, où les bûches ont 1",I4 de longueur; elle serait le 1 mètre, si les bûches étaient longues de 1 mètre.
* On cube est Tespace compris sous six carrés égaux : ainsi un dé à jouer un cube. Si chaque côté du cube a un mètre, un décimètre, etc. , oh ^!lit que c'est un mètre cube, un décimètre cube, etc.
*'*' Si Ton partage la longueur et la largeur de la base d'un mètre cube cha- ^nine en dix parties égales, qui auront par conséquent un décimètre d'étendue, et que par les points de division on mène des plans parallèles aux faces latérales opposées, on aura partagé le mètre cube en cent tranches d'un mètre ^e hauteur et d'un décimètre carré de base : donc, si Ton divise cette hauteur en dix parties égales, et que par les points do division on mène des X>lan8 parallèles à la base, chaque tranche sera partagée on dix décimètres «ubes; de sorte que le mètre cube contiendra cent fois dix ou mille de ces cubes.
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Le LITRE est une mesure de forme cylindrique dont la capadH est un décimètre cube. La hauteur du cylindre est égale an diamètre de sa base : mais pour les liquides, le double litre elks mesures plus petites sont des cylindres d'une hauteur double du diamètre. On voit ainsi que la capacité d'ud bassin qm contiendrait 2340 litres est de deux mètres cubes irente-qualn centièmes {2'^- ^"^ ',3k).
Les vins et les liqueurs se mesurent à Vhectolitre et au làrs, suivant qu'on les vend en gros ou en détail. Dans les mêmes circonstances on mesure les matières sèches, telles que les grains, à Vhectolitre, ou au décalitre et au litre. Enfin, on emploie le décilitre et le centilitre dans le mesurage des graines propres à rhorlicullure.
Le GRAMME est le poids, dans le vide, d'un centimètre cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés au dessin de zéro du thermomètre centésimal (ce thermomètre esi celui où Tinlervalle compris entre les points de la congélation .et de Téballition de Peau est divisé en 100 parties égales nommées degrés). On s'est servi d'eau distillée^ afin qu'étant parfaitement pure, on pût, quand on le voudrait, répéter l'expérience avec de h même eau. Ou a choisi la température de 4 degrés au-dessus de zéro, car c'est celle oJi l'eau éprouve la plus grande condensation possible. On a pesé dans l'air, non pas un centimètre cube (son poids eût été trop faible), mais un décimètre cube d'eau ; puis on a calculé quel aurait été son poids si l'expérience avait été faite dans le vide*, et Ton a fait construire un étalon en platine qui ne représente ce poids que daus le vide. Sa miUième partie est donc le gramme, puisqu'un décimètre cube vaut 1000 centimètres cubes.
Les fortes pesées, telles que la charge d'un navire ou d'un bateau, s'évaluent en tonneaux et en quintaux. Le tormea» vaut mille kilogrammes, et le quintal en vaut cent. Pour les
* Ce calcul était nécessaire pour avoir le véritable poids du décimètre cube d'eau : car un corps perd dans Vair une partie de son poids égale à celui du volume de ce fluide quHl déplace.
pesées peu considérables, on emploie le kilogramme, rhcctognunme et le décagramme ; mais quand on a de très -petits poids à évaluer, on fait usage du gramme et de ses subdivisions.
Dans les poids et les mesures de capacité, chaque mesure a son double et sa moitié. Ainsi la loi tolère, pour plus de commodité dans le commerce, le double décalitre et le demi-déco- ^r^^ X^Aouble hectogramme et le demi-hectogramme^ elc.
Il suit de la définition du gramme que pour avoir le poids fu,i% volume donné d'eau, U n'y a qu'à exprimer ce volume en centimètres cubes, et autant on en trouvera, autant cette quantité d*e€Mfu pèsera de grammes, et réciproquement. On verra ainsi qa'tifi liire dleau pèse mille grammes ou un kilogramme^ et que te tonneau contient mille litres, ou un mètre cube.
£i€ FRANC est une pièce d'argent pesant cinq grammes, et alliée
d^'U.n dixième de cuivre. Les monnaies d*or sont pareillement
alliées d'un dixième de cuivre. Cet alliage donne à la monnaie
utie dureté qu'elle n'aurait pas si elle était en argent ou en or
ÎUr, et la rend ainsi plus propre à résister à l'usure.
Il suit de la définition du franc que pour trouver en grammes ^ poids d'une somme d^ argent évaluée en francs, il suffit de la Multiplier par 5, qu'ainsi 200 fr. pèsent 1000 grammes; que réciproquement, pour trouver la valeur d'une somme d'argent <fon( on cannait le poids en grammes, il faut diviser ce poids ^r 5 ; ainsi, un sac d'argent qui pèse 82,5 hectogrammes, ou 8250 grammes, vaut 1650 francs.
* La valeur du franc étant fixée à cinq grammes d'argent, on a dû, avant de fabriquer des monnaies d'or, établir la proportion de Voir à Fargent, c'est-à-dire le rapport qui existait alors entre les valeurs de ces métaux à poids égal : ce rapport a été fixé à 15,5; d'où il suit que 20 francs en argent pesant 100 grammes, une pièce d'or de 20 francs devait peser VfeS{= W^> c'est-àdire la 155"*^ partie d'un kilogramme. Ainsi 155 pièces de 20' pèsent un kilogramme, et le poids dechacune est 75^=6«,45 161. La pièce de 2' a 27 millimètres de diamètre, et celle de l' en a 23; les deux ensemble font 5 centimètres, et 20 pièces de chaque espèce étant mises en ligne donneront la longueur du mètre.
La série des monnaies françaises se compose de 14 pièm qui sont indiquées dans le tableau suivant. Le bronze desnoovelles pièces qui remplacent les anciennes monnaies de cui?re, est composé de 0,95 de cuivre, 0,04 d'étain et 0,01 de zinc.
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Comme il eût élé trës-difTicile, dans la fabrication, de donner exactement aux pièces le poids légal, la loi tolère une petite erreur en plus ou en moins; c*est ce qu'on appelle tolérance de poids. Elle varie de 1 à 3 millièmes sur les pièces d'or, et de 3 à 10 millièmes sur les pièces d'argent.
160. Les objels d'or et d'argent sont toujours alliés d'unmé lai moins précieux, tel que le cuivre, et le rapport du poids de la quantité d'or ou d'argent pur contenue dans un objet à son poids total est ce quon appelle le titre de cet objet. Ainsi, quand on dit qu'un bijou d'or est au titre de 0,840 (le tilre s'exprime en millièmes), on entend que la quantité d'or pur qu'il ren-
ferme est les 840 millièmes de son poids; de sorte que S'il pèse 50 grammes par exemple, il contient 50«x 0,840 = 42 grammes d*or pur, et par conséquent 8 grammes de cuivre.
Il suit de là que les monnaies d'or et (T argent sont au titre de 900 millièmes. La loi accorde une tolérance de titre qui est de 0,002 en plus ou en moins pour les monnaies d*or et d'argent.
Il y a trois litres légaïuc pour les ouvrages d'or, savoir : 0,920, 0,840 et 0,750. Il n'y en a que deux pour l'argent, qui sont 0,950 et 0,800. Ces titres sont indiqués par des poinçons dont tout ouvrage d*cr ou d'argent doit être frappé dans un bureau ùe garantie où son titre est vérifié.
La loi fixe à 6 francs 70 centimes par kilogramme d'or et à 1 franc 50 centimes par kilogramme d'argent, les frais de fabricalion des monnaies, déchet compris : d'après cela, un lingot d'argent, pesant un kilogramme et au tilre de 0,900, vaut seulement 198 francs 50 centimes, et un kilogramme d'or au môme titre vaut 200' x 15,5 — 6^70 = 3093 fr. 30 cent.
D'après cela, si l'on veut savoir combien vaut un kilogramme d'argent pur, on observera qu'un lingot pesant un kilogramme et au titre de 0,900, contient 900 grammes d'argent pur, de sorte que la question revient à celle-ci : 900« d'argent valent 198',50** : quel est le prix de 1000< d'argent? On trouvera ainsi qu'un kilogramme d'argent pur vaut 220',56«, et un kilogramme d'or pur 3437'.
On pourra, d'après cela, calculer facilement la valeur intrinsèque d'un objet d'or ou d'argent dont on connaîtra le titre et
le poids.
Exemple. Une pièce d'argenterie au titre de 0,950 pèse un kilogramme : quelle est sa valeur intrinsèque?
Réponse : 209',53.
Lorsqu'on vend de la vieille argenterie, c'est toujours à un titre inférieur à son titre légal. Ainsi, dans les tarifs des nomnaies, les titres légaux des ouvrages d'or et d'argent, poinçonnés avant la loi du 19 brumaire an iv, sont diminués de trois millièmes ; de sorte que si l'on veut calculer la valeur d'une pièce de vieille argenterie pesant un kilogramme et
marquée au tilre de 0,800, il n'y aura qu'à multiplier SSO'^se par 0,797, el on trouvera 175',78.
170. Les unités métriques d'une même espèce étant assii}etties à la loi décimale, on sent que le calcul de ces mesures est absolument le môme que celui des nombres décimaux : de sorte que l'addition, la soustraction, la multiplication et la division de ces mesures s'effectueront d'après les règles des n"^ 158 à 145. Il en sera aussi de même des questions relatives à leur numération. Par exemple, 32^«,506 s'énonceront (150) trente-deux kilogrammes cinq cent six millièmes ou ctriç cent six grammes, ou encore (131) trente-deux mille cinq eeiit six grammes. Ainsi, pour écrire deux cent qucare hectares irenUcinq centiares, on observera que le cenliare est la dix-millième partie de l'hectare, et qu'en conséquence l'expression de ce nombre sera 204^-',0035.
On verra encore que, pour convertir un nombre quelconque d^unités métriques en unités de Vordre immédiatement supérieur ou inférieur, U faut diviser ou multiplier ce nombre par du, sauf les exceptions que nous avons indiquées en parlant du mUre carré et du mhtre cube (p. 120 et 121).
Ainsi 32k-',506 = 3>'» 2506 = 325»»-">,06. Celte facilité de convertir les unes dans les autres les subdivisions d'une même espèce de mesure, par le simple déplacement de la virgule, est un des plus précieux avantages de notre système métrique. Par là nous pourrons, comme on le verra dans le chapitre X, ramener immédiatement un calcul de nombres concrets décimaux à un calcul de nombres entiers.
171. Lorsque le résultat d'un calcul de nombres concrets est exprimé en décimales, on ne conserve pas dans cette expression les chiffres décimaux d'un ordre Inférieur à la der-
-nière des subdivisions qu'admet l'unité que l'on considère. . Ainsi dans l'évaluation
des grandes distances, on s'arrêtera au kilomètre ; des petites longueurs, au millimètre et même au
centimètre;
des grandes saperficies, au kilomètre carré ;
-des superficies des champs, au centiare;
des petites superficies, au décimètre carré*;
des Tolumes, au décimètre cube*;
^^s grandes capacités, au litre ;
petites capacités, au décilitre ;
très-petites capacités, au centilitre;
fortes pesées, au tonneauou au quintal ;
pesées moyennes, au kilogramme ou au dé-
cagramme;
petites pesées, au milligramme et même
au centigramme;
valeurs monétaires, au centime.
"Toutefois on fera en sorte que Terreur commise soit moindiT-^ qu*une demi-unité de la subdivision à laquelle on s'arré* tdx-a(ie8).
S n. COMPARAISON DES ANCIENNES ET DES NOUVELLES
MESURES
d7S. On se servait autrefois en France d'un grand nombre d ^^ mesures formant des systèmes dont les différentes parties ^^ étaient point liées par des rapports simples, et qui donnaient U^^ii Ji des calculs compliqués; mais nous ne parlerons ici que ^ ^^ la toisôf qui était Tunité linéaire, de la livre-poids^ et de la ^^^^^re-toumois ou monétaire.
La TOisE (*) se subdivisait en six pieds (6**), le pied en douze
'iice«(12P), et le pouce en douze lignes (12i).
LaLiVRE-poiDS (^)valait seize onces (16"), fonce huit gros (8*^),
le gros soixanTe-douze grains (72*).
La LiVRE-TOURNOis (*) 5c Subdivisait en vingt sous (20"), et le ^otf en douze deniers (12'*}.
Nous nous proposons ici de convertir un nombre quelconque
.* Le centimètre carrfr et le millimètre carré, ainsi que le centimètre culio et le millimètre cube, sont des quantités trop petites pour ne pas ôtre négliges le plu souTsent.
de toises, picds^ pouces et lignes, en mètres^ et réciproquemerû; un nombre quelconque de livres^ onces^ gros et grains» en lukh grammes, et réciproquement; et un nombre quelconque de livm, sous et deniers, en francs, et réciproquement. Il s'agit donc de déterminer les rapports qui existent entre les nouvelles unités de longueur, de poids et de monnaies, et les anciennes, civw versa.
175. Des mesures citées au n* 108, la commission du mède a conclu que le quart du méridien vaut 5130740 toises; et comme le mëlre est la dix-millionième partie de cette longueur, on voit que
Or une toise vaut 864 lignes : ainsi nous convertirons en lignes cette valeur du mètre en la multipliant par 864, ce qui nous donnera l°' = 443>,295936, ou, plus simplement,
valeur qui n'est pas erronée d'un demi-centième de ligne (iCd). On voit donc que, pour convertir un nombre quelconque de mètres en toises, il suffit de multiplier 443^,3 par ce nombre^ et de réduire le nombre résultant en toises; et que pour convertir en mètres un certain nombre de toises, il n*y a qu'à convertir ce nombre en lignes, et diviser le résultat par 443,3.
Exemples : l* Combien 11",234 valent^-ils de toises? Réponse : 11 '",234 =443',3X 11,234=4980»== 5^4' 7»*.
* Pour réduire ces 4980 lignes en toises, pieds et pouces, on a dit : Ut pouce vaut 12 lignes, donc 4980 lignes vaudront autant de pouces que 12 lignes y seront contenues de fois. Je divise donc 4980 par 12, ce qui donne pour quotient exact 415 : ainsi 4970* = 415'; mais un pied vaut 12 pouces: donc 415 pouces vaudront autant de pieds qu'ils contiendront de fois 12 pouces. Je divise donc 415 par 12; le quotient est 34 et le reste 7; donc 4 151* = 34' 7 p. Or 34 pieds contiennent des toises, et on obtiendra ce nombre de toises en divisant 34 par 6, nombre de pieds contenus dans une toise, ce qui donnera 5 toises pour quotient et 4 pieds de reste : donc 4980' =5^ t'' 7'.
m Z"" Combien b"^ k^ 7 f valent-ils de mètres ?
^ Réponse: 5''4P7P=4980^=(|f|^§)'«=ll'»,234, à moins dun
^temi-millimèlre.
juj 174. Les expériences de Lefèvre-Gineau ont montré que
a l'''i= 18827, 15 grains :
ionc, pour convertir un nombre quelconque de kilogrammes en ilh>reSy il n'y a qu'à multiplier 188^7*, 15 par ce nombre, et réi^ire ensuite le produit en livres. Réciproquement, pour con- Ipertir un nombre quelconque de livres en kilogrammes^ on commencera par le réduire en grains^ et on divisera ensuite le résultat par 18827,15.
, Exemples, 1* Combien 5^^,85 valent-ils de livres?
I Réponse :
I 5^îi,85= 188278,15X5,85= 1 101388,8 = 1 1''15°1G508,8.
2" Combien 6''5° valent-elles de kilogrammes?
Réponse : 6''5«= 58176«=(-i|M^)^'^=3^^09.
175. Des expériences très-précises ont appris que 80' valent 81 * ; de sorte que l'=f^*, et que 1 *=fÇ^
D'après cela, pour convertir une somme de francs^ par exemple 254',95, en livres ^ sou>s et deniers , il n'y aura qu'à en prendre les g?, ce qui se fera en V augmentant de sa 80' partie, que Von obtiendra en prenant le 8* de la somme proposée, après avoir reculé la virgule d'un rang vers la gauche : puis à convertir successivement les fractions décimales de la livre et du sou respectivement en som et en deniers, en les multipliant par 20 et par 12. On fera donc le calcul suivant :
Ainsi 254S95=:258«2'9'» {iO^).
Si maintenant on veut évaluer en francs un certain nonibnéf Hvresy sous et deniers^ par exemple 258*2*9', on ctnrnnman par réduire les deniers en fraction décimale du sou^ en lesdkfims par 12 ; puis les sous en fraction décimale du franc, en lesdknM par 20; et l'on trouvera ainsi que
puiSf pour convertir en francs Veœpression nouvelle de la proposée jil faudra en prendre lesj^jOula diminuer claia81*|MPtie laquelle s'obtiendra en la divieanL par 9i, puiê en prenuiA k 9* du quotient. On aura donc
170. Enfin, pour faciliter les conversions des ancieniNi mesures en nouvelles, et réciproquement, on a consiroit dei tables qui donnent en décimales les 9 premiers multiples de chacun des rapports du mètre à la toise, au pied, au ponctet à la ligne, et réciproquement, et de même pour les autres mssures; de sorte que, parleur moyen, on n'aura que de simplei additions à faire pour effectuer ces con?ersioiis. Ces labia sont insérées chaque année àsiUB.V Annuaire 4u Bunau^eêlm^ gitudes,
S III. MESURES ÉTRANGÈRES
177. Les systèmes de mesures suivis par les autres uatioB européennes sont encore presque tous irrégnliers, et lacdcai s'en doit faire, comme celui des anciennes mesures française!, d*après les règles des nombres complexes, que nous établirott au chapitre suivant. En donnant ces systèmes avec leurs liaisons légales, il ne sera pas nécessaire d'en dresser des tables, comme on le fait habituellement, et il sera plus utile aox élèves de faire eux-mêmes les réductions et conversions auquelles donne lieu la comparaison de ces différents systèmes.
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U Belgique et la Grâce sont, jusqu à présent, les seuls pays ^"^J Anoger» où roB suite le système métrique sans aucune modififlation.
là HoUanda, depuis 1820, emploie le même système, mais s?ec les noms anciens adaptés aux nouvelles mesures.
Sn 1810, le duché de Bade adopta le système métrique ainsi oiodifiè : un fM de 3 décimètres, une aune de S |)ieds, uue loûi da m pieds, une pm'chê de 10 pieds, une Jivrede 500 grammes, le pied et la litre ayant des divisions décimales.
La réforme prussienne, faite en 1816, n*a pris au système
métrique que quelques divisions décimales. Elle consacre pour
tonte la monarchie le jrafif du Hhin, égal à 313,8536 millimè**
tjres, et divisé en douze pouces; une aune de 25 pouces |, une
Urim de 6 pieds, une perche de 12 pieds, cette toise et cette
I>^rcbe étant dirisées en parties décimales. Le mille est de
&O00 perches. Pour les matières sèches, le tonneau est de
4k . ,eAeffd^ et 9 tonneaux font 64 pieds cubes. Pour le vin, Vei^
divisé en 2 aàker et en 60 maos, vaut 3840 pouces
en sorte que 4.eimer font 5 scbeffel. La livre de Golo-
S%3e est devenue la livre prussienne, et équivaut à 467 grammes
^t^ deux tiers : elle représente la 66* partie du poids du pied
^^3be d'eau distillée, pesé dans Tah* à 15 degrés du thermo-
^^^ètre Réaumur * ; elle se divise en 32 loiti el 1 28 quiniin* Pour
''^. monnaie, on fait usage du marc^ ou demi-livre, divisé en
^ TO- grains. .
D*après les travaux de KcUer^ la longueur du pendule simple
^^pibatla^econdeàla latitude de Londres est de 39, 1393 pouces
'^oiglaîSydont 12formenllepîed; celui-ci, comparé au mètre, s*est
^-^noavè de 304,7945 millimètres. L'aune ou yard est de 3 pieds ;
X^ toise ou brasse, .nommée fatkom^ est de 6 pieds. Uue ordon-
^^:unoe de Henri VU fixe le mille itinéraire à 880 Tathoms ; ce
^^oille ser divise en 8 furlongs. ou stades, chacun de 40 perches
^>upolu. Pour les mesures agraires, 40 perches cariées font un
*'Gé thermomètre est celui où rintcrvalle compris entre les points de la çongâlation et de TébulUtioa de Teau est divisé en 80 parties égales.
rood, et le quadruple un acre. Suivant la loi noavelle, un pmia cube d*eau à 62 degrés Fahrenheit et 30 pouces de presM barométrique pèse 252,458 grains, dont 5760 font la livre frof; et 7000 la livre avoirdupoids; la première, seryant à peser la matières précieuses, se divise eu 12 onces^ l'once en SOpeimi, le penny en 24 grains; la seconde, pour les pesées du coumerce, se divise en 16 onces, et l'once en 16 drachmes, h livre troy pèse, défait, 373,233 grammes, et la livre avoirdipoids 453,5 grammes. Pour les mesures de capacité, il y an gallon dit impérial contenant 10 livres avoirdupoids d'eau pore à 62°F. et 30 pouces de pression, et une contenance réelle de 4,543 litres ; il se divise en quarts et huitièmes; 2 gallons M un pech^ 8 un bmhel^ 24 un sack^ 64 un quarter^ et 288 m chaldron. Les étalons des mesures anglaises, qui ne s'accordeol point exactement avec les mesures métriques, ayant été brAlfi dans le récent incendie de la Tour de Londres, sont à refaire; et sans doute on remontera, par des comparaisons plus s(Hgnées, à la source des divergences en question.
L'Espagne vient d'adopter le système métrique. Les anciennes mesures étaient : un pied de 282,6 millimètres réduit à 278^4 par les ingénieurs, pour qu'il fût à celui de Paris dans le rapport exact de 6 à 7, en sorte que 7 nouveaux pieds d'Espagne valent 6 pieds de Paris; une aune ou vara de 3 pieds; une livre de 460 grammes.
Le Portugal, en 1825, a pris pour aune ou vara une longueur de 1 1 décimètres, et pour livre un poids de 459 grammes.
Une réforme a eu lieu en Suisse, en 1850, pour y établir l'uniforinité des mesures sur les bases suivantes: un pîed de 3 dédmètres, une /ivre de 500 grammes, et une pinte d'un demi-litre.
En 1823, la Suède a revisé ses poids et mesures. Le pied^ de 296,9 millimètres, a été divisé en parties décimales. Le 10* du pied cube est l'unité des mesures de capacité, sous le nom de kanna; mais on a conservé les huit espèces de livres qui étaient en usage dans ce pays.
Une pareille révision vient d'avoir lieu en Russie ; on y a conservé les mesures linéaires modifiées par Pierre le Grand,
en sorte que la sagène a él6 fixée à 7 pieds anglais ; l'aune ou mdim en est le tiers, et se divise en 32 doigts, dont 24 forment une coudéôf et 16 un pied. Le versl^ mesure itinéraire, est de 500 sagènes. Le o^dro des liquides est de 12 litres et un tiers, et le tchetvert des graines de 209,8 litres. La livre est de 409 gramofies et demi, et 40 livres font un pud.
L'Autriche est aussi occupée d*une révision de son système de poids et mesures. Le pied est de 316 millimétrés, et la livre de 560 grammes ou la 56* partie du poids d'un pied cube d'eau.
In général, les systèmes de mesures sont anglais aux États- Unis, portugais au Brésil, espagnols dans toutes les anciennes colonies d'Espagne.
Quant aux monnaies étrangères, comme elles n'ont aucune liaison simple avec les poids et mesures, on ne peut que les noger en un tableau, que l'on trouvera à la fin de cet ou- ^e.
CHAPITRE :1X
»W>^P*iVWB««<
178. Les nombres concrets qui, comme 20 francs, 3 mèti 48 centimèfres, 5 kilogrammes 236 grammes, etc., reofernu une ou plusieurs unités assujetties à la loi décimale, se noi ment nombres incomplexes. On appelle au contraire nomb complexes ceux qui contiennent différentes espèces .d'uoi dépendantes les unes des autres suivant une loi quelconq mais autre que la loi décimale. Tels sont les nombres 3* 4''5'^7P, 13^ 10* 4^36«, etc. C'est le calcul de cette espèce de ne bres que nous allons maintenant faire connaître.
S I. ADDITION
170. Un ouvrier travaillant pendant 3 semaines a ga \h^\yi^\ pendant lapremière; 21*16» 10^ ^pendant la secon 8* 19» 5^ I pendant la troisième. Combien Ont^il reçu pour cest semaines ?
Il est clair que le gain total de l'ouvrier se compose des ga particuliers qu'il a faits pendant chaque semaine ; en sorte q s'agit d'additionner les sommes qui les expriment.
Pour y parvenir, disposez d'abord les nombres à cuidition les uns au-dessous des autres, de manière que les unités de la mi espèce soient dans une mèm^e colonne; puis additionnez successi ment les nombres contenus dans chaque colonne, en commenç par celle des plu^ basses unités : si la somme contimt des tiniti rordre immédiatement supérieur^ on les retient pour les ajoi avec celles de cette espèce; dans le cas contraire, on écrit le résu tel qu'on Fa trouvé.
On écrira donc les nombres ci-dassus de la manière sui-
-vante :
On dira : i+|+i = l5= ^ Aî j'écris ^^ et je relions 1 donier. 1 et 7, 8; et 10, 18; et 5, 23. 23 deniers valent 1 sou d il deniers : ainsi j*écris 11 deniers et je retiens l sou. 1 et 1,2; «t 6. 8; et 9, 17; j'écris 7, et je retiens 1 ; et 1, 2; et 1, 3; et ly 4, 4 dizaines de sous valent 2 livres; je retiens donc 2 livres, etc.
Ainsi l'ouvrier a gagné en 3 semaines 46* 7" 1 1**!^.
II. SOUSTRACTION
180. De deux lingots d'or^ Vun pèse 3^ 2®24«|, et Vautre pesé 1^ 14*» 5® 36» |. De combien le premier est-il plus pesant que le second f
On résoudra évidemment celte question en soustrayant le ;poids du plus petit lingot de celui du plus grand.
Pour cela on disposera les calculs comme nous V avons fait pour Vaddition^ en écrivant le plus petit nombre sous le plus ^rand, et Von opérera la soustraction par parties, en commençant ^ar les u/nités de la plus basse espèce. Si quelqu'une des soustractions partielles auxquelles on sera ainsi conduit se trouve impossi- 'hle^ on ajoutera au nombre, dont on devra soustraire une unité de Vespèce immédiatement supérieure, et Von augmentera aussi d'autant le nombre d'unités de cette espèce dans le nombre à soVfStraire.
.On écrira donc les deux nombres ci-dessus ainsi qu'il suit :
I .... • Ld •■•*.. .0 . . . . .. oo
On est d*abord conduit à soustraire la fraction § de la fraction I; et pour cela on les réduit au même dénominateur, ce qui les transforme respectivement en | et |. Comme la premièn ne peut se soustraire de la seconde, j'augmente le numérateui de celle-ci de son dénominateur (114), et je soustrais alors j de f ; le reste est §, et je retiens 1 ; et 36 font 37 ; 37 de 24 cela ne se peut pas; alors j'ajoute à 24 grains un gros qui vau 72 grains; 37* de 96«, il reste 59 grains, que j'écris, et je re tiens un gros; 1 et 5, 6 : de 2, cela ne se peut pas; j'ajoute 2 gros 1 once qui vaut 8 gros; 6* de 10*, il reste 4% et je re tiens 1 once, etc.; de sorte que le premier lingot d'or pesai l'l«>4°596^ de plus que le second.
S III. MULTIPLICATION
181. Pour élendre aux nombres concrets la définition di n" 25, il faut concevoir que le produit se compose avec le mulii plicande comme le multiplicatev/r est composé avec l'unité de sm espèce; de sorte que, multiplier un nombre quelconque par ui nombre complexe^ c'est multiplier le multiplicande par le rappor du multiplicateur à Vunitè de son espèce.
Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant que le multiplicateur sera un nombre incomplexe ou un nombre complexe.
Proposons-nous donc d'abord de multiplier 12»13'10^ par \ toises*. Le rapport de 5* à r étant le nombre abstrait 5, il s'agira simplement de multiplier 12*1 3'10^ par 5. Pour cela nouî multiplierons successivement les diverses espèces d'unités d< ce nombre par 5, en commençant par celles de Tordre inférieur, afin de réunir à chaque produit partiel les unitéâ de soi
^ On est conduit à cette opération par la question suivante : Une toise d*ou trage a été payée 12*^ 13* 10'; quel est le prix de 5 toises du mime ouvrage . £n efîet, le prix de 5 toises doit être composé avec celui d'une toise comm< ô toises sont composées avec une toise; de sorte que^ pour avoir ce prix, i n'y a qu'à multiplier 12* 13' 10* par le rapport de 5^ à F,
espèce que pourra renfermer le produit partiel précédent.
"Sïous dirons donc : 5 fois 10** font 50**, qui valent 4'+ 2^; j'écris f, et je retiens 4*; 5 fois 3', 15', et 4', 19'; j'écris 9' et je retiens l ; 5 fois l, 5, et 1, 6; 6 dizaines de sous valent 3* : je retiens donc 3*; 5 fois 12 , 60 , ct3 , 63 . Ainsi le produit deiHandé est 63* 9* 2*.
On sent que cette méthode serait trop longue si le multipli-
- cateur étail un nombre considérable : on a trouvé le moyen d'arriver plus rapidement au résultat^en décomposant les collections des diverses unités que renferme le multiplicande en
. parties aliquotes de l'unité immédiatement supérieure, c'est-à-
_ dire en parties qui soient des diviseurs exacts de cette unité. Cette méthode de multiplication a reçu en conséquence le nom de multiplication par les parties aliquotes.
182. Proposons-nous, pour l'expliquer, de multiplier 12» 13V10* par 535.
Pour muUipher 12* 13' 10^ par 535, nous multiplierons successivement toutes les parties de ce nombre par 535, en commençant par les unités de la plus haute espèce, et nous disposerons les calculs comme ci-dessous :
par
Produit de 10'
Le produit de 12* par 535 est 6420*. Maintenant je décompose 13' en parties aliquotes de lalivre, qui vaut 20', c'est-àdire en 10*-{-2"4- 1'; de sorte que, pour multiplier 13' par 535^
il suffira de multiplier successifement 10*, i" et 1' par 535. Or 10" sont la moitié de la livre : donc le produit de 10* par 535 csl la moitié du produit d'une livre p<»r 535 ou la moitié de 535*; on voit focilement que cette moitié est 267*10'. S' sont ^ de 10^, donc le produit de 2* par 535 sera le cinquième du précédent, c'est-à-dire le cinquième de 267* 10*. Or^le cinquième de 267* est 53% et il reste 2*, qui valent 40*, et 10", 50", dont le dnquième est 10*; ainsi le produit de 2* par 535 est 53* 10*. 1* est la moitié de 2* : donc le produit de 1' par 535 sera la moitié da précédent, on M* 15*. Il nous reste à multiplier lO' par 535. Pour cela, je décompose lO' en parties aliquotes du sou, qui vaut 12*, c'est-à-dire en 6*+ 4*; de sorte que, pour multiplier 10' par 535, il faudra multiplier ces deux parties par ce nombre; mais 6* sont la moitié du sou, et 4' en sont le tiers: donc les produits de 6' et de 4' par 535 seront respectivement la moitié et le tiers du produit de 1* par 535, c'est-à-dire de 26* 15*; ainsi il sera facile de les former. En additionnant ensuite tous les produits partiels, on obtiendra 6790* 10* pour la valeur du produit total demandé.
185. Proposons-nous maintenant de multiplier deitx nom' bres complexes tv/n par Vautre^ par exemple, 12* 13* 10* par 535"^ 5^ 8^1*.
Il s'agira donc de multiplier le multiplicande par le rapport du multiplicateur à la toise, ou, ce qui revient au même, de le multiplier par les rapports respectifs de 535 toises, de 5 pieds, de 8 lignes et des | d'une ligne à la toise. Nous allons efiectuer successivement ces quatre multiplications partielles, et nous disposerons les calculs de la manière suivante :
'*' On est conduit à cette opération par la question suivante : Une toise <f outrage a été payée 12* 13' 10**; quel sera le prix de 535^5^8* |î
Produit par 535^ 6790* 0- 10«»
3 iO e ^
4' 1 2 Vife = ,M
4 1 2 Vé = 5i^
^ 1 -^-"7- — -J-'îi-
D*abord le produit du multiplicande par 535^ a été calculé tout à l'heure. Pour obtenir le produit de ce nombre par 5**, je décompose 5^ en parties aliquotes de la toise, qui vaut 6^, c'està-dire en 3'+ 2** : or 3"* et 2** sont respectivement la moitié et le tiers de la toise. Ainsi j'aurai les produits du multiplicande par les rapports de 3^ et de 2^ à la toise en prenant la moitié et le tiers de ce multiplicande, ce qui est facile. Pour multiplier maintenant 12* 13» lO'' par 8* (c'est-à-dire parle rapport de 8* à la toise), je décompose 8^ en parties aliquotes du pouce, qui vaut 12^, et la décomposition la plus simple est évidemment tf -{- tf : de sorte qu'il s'agit de multiplier le multiplicande par 4*, Or 4^ soiit ^ de 2** : donc le produit du multiplicande par 4^ est ^ de celui de ce nombre par 2^. Mais comme il n'est pas commode de prendre directement ^ d'un nombre, j'observe que ^=1 X ^, et qu'ainsi nous obtiendrons le produit par 4> en prenant d'abord ^ du produit du multiplicande par 2^, ce qui nous donnera le produit de ce nombre par 3** (c'est ce que les arithméticiens appellent produit aiuciliaîre), et cherchant ensuite ^ de celui-ci. Nous avons eu soin de barrer le produit auxiliaire afin de n'en pas tenir compte dans l'addition des produits partiels. Enfin on obtient le produit du multiplicande
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par { en décomposaDl celte firadioa ra parties aKquotes de ronité, qui vabt 6rirûfi?ics, c'esl-à-dire eo| = |, pliisf=|. On sera aiim coodoît, f^ioiir aïoir le produit da miilti|dkande far I de lignera prendre 2 et -^ da produit de ce nombre [« kK II ne restera pins qa*à additionner toos les prodoilspartieSs, et on aora le produit total demandé.
S IV. DIVISION
184. Nous distinguerons deux cas prindpaux, selon queb dividende et le diviseur seront de nature différente au de mmt nature.
Si le dividende et le diviseur sont de nature différente^ U pourra se faire que le diviseur soit un nombre incomplexe ou un nombn complexe.
Examinons sncccssivement ces différents cas.
!•' Cas. — Diviser 166* 17* Z*{ par 2T*.
Puisque le dividende doit toujours être considéré comme un produit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs, on voit que l*un d'eux doit être un nombre concret de même nature que le dividende : donc il faut dans cet exemple que le quotient soit un nombre de livres; de sorte que la question revient à trouver un nombre qui, multiplié par le nombre abstrait 27, reproduise 166» 17» 3^^; donc le quotient est la 27* partie de ce nombre, et on l'obtiendra par conséquent en divisant successivement chacune de ses parties par 27.
On disposera les calculs comme il suit :
* On est conduit à cette opération par la question suivante : 27 toises cfou* vrage ont été payées 166** 17* * quel est le prix de la toise?
Le quotient de 166» par 27 est de 6*, elle reste est 4*, qu'il &at eDCore diviser par 27. Pour cela on convertit ces 4* en sous en les multipliant par 20, ce qui fait 80% et ces 80' réunis aax 17' du dividende forment 97% que l'on divise par 27. Le quotient de cette seconde division est 3*, et le reste est 16*. Ces 16" doivent encore être divisés par 27. Mais 16* valent 16 fois 12'^ ou 192*; en les ajoutant aux 3*^ du dividende, on trouvera 195**^ qu'il faut enfln diviser par 27 : le quotient est 7** if (127). Ainsi le quotient demandé est 6*3* 7*^.
Ce procédé revienty comme on voit, à diviser successivement le$ collections des diverses espèces d'unités du dividende par le dknseur^ en commençant par celles de V ordre le plus élevé, et à convertir en unités de Vordre immédiatement inférieur le dernier reste de chaque division partiellCy en y ajoutant le nombre d*unilés t. ie celte espèce que contient le dividende , ce qui donne un nouveau dividende partiel que ton divise par le diviseur,
18». 2« Cas. Diviser 14* 5* 5*" par 5*^ 4"* 3p.
En raisonnant comme dans l'exemple précédent, on verra
que le quotient doit être de même nature que le dividende, et
exprimer par conséquent des livres ; de sorte que la question
. revient à trouver un nombre qui, multiplié par le diviseur,
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c'est-à-dire par son rapport à la toise (181), reproduise le li-l Tidende. Il s*agit donc de di?iser 14*5* d' parce rapport, ee] qai nous ramène au cas précédent.
Or 5^4^3^=411'; une toise Taut 72* : donc le rapportiil diviseur à la toise est ^=^. Ainsi il faut diviser lk*^v\ par ^, ce qui donne m^j^iJi (126) = g^^y» =2» Mp! (184).
186. 3* Cas. — Examinons enfin le cas où le dividende ^' le diviseur sont deux nombres complexes de même nature, et proposons-nous, par exemple, de dvoiser 14* 5" 5^ par 2* 10^, U quotient devant exprimer des toises^ pieds et pouces*.
Le dividende est le produit du diviseur par le quotient, c'està-dire parle rapport du nombre de toises demandé à la toise: donc on aura ce rapport en prenant celui de 14*^ 5" 5"* à 2*^ 10*. Or 14* 5* 5*= 3425* ; 2» 10'= 600* : donc le rapport demandé 6^^ ^ii<P=W> ^^^^ 1^ nombre de toises cherché esl le quotient de la division de 137^ par 24. En effectuant cette division par la règle du n* 184, on trouvera pour quotient 5^4f 3r.
187. On ramènerait immédiatement le calcul des nombres complexes à celui des nombres incomplexes, en réduisant les subdivisions de l'unité principale de chaque nombre comfdexe en fractions de cette unité. Ainsi, dans la question du n* 18S, on observerait que 4^ 3? valent 51', tandis que la toise en vaut 72, de sorte que 5''4'3p=5^^=5''4Î; que de même 14« 5» 5*= 14* il, de sorte que Ton trouvera le prix de la toise en divisant 14* H par 5 ^.
* Quand le dividende et le diviseur sont des nombres' concrets de même espèce, renoncé de la question qui conduit à la division proposée indique toujours de quelle nature doit être l'unité principale du quotient. Supposons, par exemple, cette question : Une toise d'ouvrage a coûté 2* 10*^ combien ferat'on de toises du même ouvrage pour 14* ô* 5^? Si l'on connaissait le nombre de toises demandé, il est évident qu'en multipliants" 10*, prix d'une toise, par ce nombre, on devrait trouver l** h* 5*; donc, en divisant 14* h* 5* par U^ 10', on obtiendra ce nombre de toises i
\. Les preuves de Vaddition et de la soustraction se font e celles des mimes opérations sur les nombres incomplexes, à la preuve de la multiplicationy il n'y a qu'à multiplier ^ÀX facteurs par un> mkM' nombre^ et le nouveau produit être égal au premier multiplié par le carré de ce nombre, r faire la preuve de la division, multipliez de même le diviet le diviseur par u/n mêms nombre; recommencez là dttntt vous devrez encore trouver le mime quotient.
CHAPITRE X
Problème XXIL Un tonneau contenait 12S | litres devin; on en a tiré 109 f litres : combien vauty à moins d'un demi-ceatime, le vin qui reste^ en supposant que le prix du litre soit d€ 0S75Î
On trouvera facilement qu'il reste dans le tonneau ISjJ litres. Pour en avoir le prix, on réduira 18 H en une seule fraction, et la question sera ramenée à celle-ci : 1 litre devin coûte 0',75 : quel sera le prix de^ de litre?
Il est clair que les ^ d'un iiire coûteront les ^ de O'jYô, c'est-à-dire Jiîi^iii=,(!i2^au_ (oo, 2») = a^= 14',21 (i4i et 165).
Remarquez que, pour multiplier un nombre par 25, on peut le multiplier d* abord par 100, puis prendre le quart du produit; et qu^au contraire^ pour diviser un nombre par 25, on peut lé multiplier d'abord par 4, puis diviser le produit par 100.
XXIII. 9,7 mètres de drap ont coûté 459',35 : quel est le pris du mètre?
9", 7= 97 décîmèfres : donc un décimètre coûte ^}f^ ; donc le prix d'un mètre serai^fi^«^^=-*J^Jf^=47',36 à moins d'un demi-centime.
XXIV. Un tapis a 7 ^ mètres de long sur 5 § dé large; on voudrait le doubler avec de la toile à ^ de large : combien en faut-il de mètres?
Je convertis d'abord chaque nombre entier et la fraction qui l'accompagne en une seule fraction, puis je réduis les fractions qui expriment les largeurs de la toile et du tapis au même dénominateur, et la question est ramenée à celle-ci : Un tapis a |,
^ mèlres de long sur ^ de mètre de large : combien fandra-t-il, pour le doubler j de mètres d'une toile qui aurait f de large? Si la toile avait V de mètre de«large , il en faudrait ëvidemment ^mètres de long pour doubler le tapis; donc, si elle n'avait quel de mètre de large, il en faudrait 51 fois ^ mètres, etc.
^ponse: aÇ#a.= 47«^81.
XXV. 4",68 d'une certaine étoffe ont coûté 56', 16; quel serait kfrixde 13«,5Î
En observant que 4",68 = 468 cenlimèlri^s, et que 13'",5 s 1350 centimètres, la queslion revient à celle-ci :468 centi^ mètres d^une certaine étoffe ont coûté 56^,16; quel est le prix de 1350 centimètres de cette étoffe?
Réponse :
mif^j^ = fi&aiLpM = r.fi6'j8&Q = 0',12.1350 = 16-2'.
XXYI. Une montre marque midi, de sorte que Vaiguille des minutes est sur celle des heures : à quelle heure se fera la première rmconire des aiguilles ?
n est clair que si Ton augmente ou si Ton diminue d'une même quantité les vitesses de deux mobiles, leurs mouvements rdoHfs ne seront pas altérés : ainsi les mouvements qui s'exécutent à la surface de la terre sont absolument les mêmes que si ce globe était immobile. Si donc on diminue les vitesses de nos deux aiguilles de celle même de l'aiguille des heures, ce qui réduira celle-ci au repos, il faudra toujours à l'aiguille des minutes le même temps pour atteindre celle des heures. Or celle dernière parcourt 5 divisions du cadran en une heure, 6t l'autre en parcourt 60; la question sera donc ramenée à celle-ci : Vaiguille des minutes est sur midi ; elle franchit 55 divisions en une heure : combien mettra-t-elle de temps pour l'fvenir au point de départ, c^est-à-dire pour parcourir 60 divitions?
Réponse : 1**5'^.
Si Ton suppose que les aiguilles tournent en sens contraire, il fondra toujours diminuer la vitesse de l'aiguille des heures de sa propre vitesse, afin de rendre cette aiguille immobile; mais
on devra augmenter d'autant la vitesse de Taiguillc des miniit^= pour que leurs mouvements relatifs ne soient .pas altérés.
Ce problème et le XYII* auraient pu se résoudre par ^ même mélhode.
XXVII. Un négociant doit payer 3600 roubles à Pétershowmrr^ et le CHANGE est à kkf pour 10 roubles*. D'un autre côiéj le chan^^ est à 56 florins f d'Amsterdam pour 120^; à 35 florins { dlÂm.^^ ter dam pour 40 marcs de Hambourg ^ et à 148 marcs de Eanrm.^ bourg pour 64 roubles. Doit-il prendre directement un effet svt^r Pétersbourg, ou prendre du papier sur Amsterdam pour téchoMi^ ger successivement contre du papier sur Hambourg et Pitersbourg?
On voil d'abord immédiatement que, 10 roubles valant 44', 3600 roubles vaudront 44^.360 = 15840' ; telle est donc la somme que notre négociant devrait payer pour avoir on effet de 3600 roubles.
D'un aulre côté, d'après la valeur du change, 1 florin ] vaut 120' : 56 f = ^fy^; 1 marc vaut 35"i : 40 = i^,et 1' = i^|j= =-2^ ; ainsi un rouble vaut les ^ des ^^ de ^|^,
et par conséquent 3600'= ^<>^V7.Vio--i«^^=^f^ (®Ô» 2«») = 15513', 11. Il sera donc plus avantageux pour notre négociant de prendre la voie d'Amsterdam! et de Hambourg pour acquitter sa dette à Pétersbourg«
On trouvera facilement que la lettre de change sur Hambourg doit être de 8325 marcs, et celle sur Amsterdam de 7336'^^.
XXYIII. Quel est le nombre dont les ^ font 497 ?
Réponse : 781 (124).
XXIX. Quel est le nombre qui surpasse ses ^ de 420 î
Un nombre surpasse ses ^ de ses |; donc les | du nombre inconnu font 420; donc, clc.
Réponse : 945.
♦ C'est-à-dire que, pour faire payer 10 roubles à Pétersbourg^ il faut payer 44' à Paris ; et comme 10 roubles ae valent réellement que 40^ on YOit que le prix du change est de 4'.
XXX. Quel est le nombre qui, augmenté de ses J, fait 650? Réponse : 450.
XXXI. Qusl est le nombre qui^ diminué de ses i, fait 72 î Réponse: 180.
XXXII. Quatre joueurs se sont associés : le premier a gagné 35'; le second, le neuvième du gain total; le troisièm^e^ les i de ce gain; et le quatrième, les -^ de ce mime gain. Combien chaque joueur a-t'il gagné?
Si l'on observe que i + 1 + -^ = f^, on verra que le gain total se compose de ses §$, et en outre de 35' ; donc 35' sont les ^ de ce gain : donc, etc.
Réponse : 360'.
XXXm. Un père, en mourant, ordonne que Vatné de ses enfants prendra le quart du bien qu'il laisse ; le second, 12000' et le cinquième du reste; le troisième, 8000', le cinquième du reste €l b seizièmô des deux premiers, plus 5000' ; enfin, que le quatrième receora le reste, 24000'. Quelle est la part de chaque enfant?
Uinconnue de la question est évidemment la valeur de Théritage. Or Talné, prenant le quart du bien, ne laisse que les { à partager entre ses frères. Sur cette somme le second prélève d'abord 12000' : le reste est donc égal aux | du bien diminués de 12000', quantité dont le cinquième égale ^ de l'héritage, moins 2400'. La part du second fils est donc composée des ^ delà succession et de 12000'— 2400' = 9600'; la somme qu'il laisse aux deux autres est donc égale à (f — ^) de l'héritage, moins 9600', ou aux | du bien, moins 9600'; en sorte que les deux aînés ont eu { de la succession augmentés de 9600'. Le troisième enfant prélève 8000' sur ce que ceux-ci ont laissé ; ainsi le reste vaut { du bien, moins 9600', moins 8000', ou moins 17000^ Il en prend le cinquième, c'est-à-dire ^ de l'héritage, moins 3520'; il reçoit encore un seizième des deux premiers, plus 5000', ce qui fait ^ du bien, plus 600', plus 5000', •ou plus 5600' ; la part du troisième enfant est donc égale à SOOO'-f '^ du bien — 3520' + A du bien + 5600'= |f^ du luen 4- 10080'. U laisse conséquemment au quatrième | du
bien — 9600' — ^ du bien— 10080', ou ^ de rhérilagc lin diminués de 19680'. Mais le quatrième enfant a pour sa|>ar( Ifp 24000' : par conséquent,
^V de rhérilage— 10680' égalent 24000';
donc ^ de Théritage égalent 24000' +19680' =43680';
5^5 de l'héritage égale ^^«-^=480'.
L'héritage vaut donc 480' X 200 = 96000'.
Le père a donc laissé 96000' à ses enfants. Effectuant maintenant les opérations indiquées dans Ténoncé, on trouve que chaque enfant devait recevoir 24000'.
XXXIV. Un ouvrier n'avait plus, que 6' lorsque on lui paya ^ semaines de travail; 2 semaines après ^ il avait déjà dépensé la \ de tout son argent; mais ayant alors reçu le prix de son travcM pour ces deux semaines j il se trouva avoir 21'. Combien gagnait-il par semaine?
Deux semaines après avoir reçu le prix de son travail pour 5 semaines, cet ouvrier ayant dépensé les | de tout sou argent, il ne lui en restait plus que le quart, c'est-à-dire le quart du prix de son travail pour 5 semaines, plus |'= l',5, ou, ce qui revient au même, | de ce qu'il gagnait par semaine, plus l',5. Mais il reçoit alors le prix de ces deux semaines : donc les 21' qu'il possède alors se composent de l',5, plus des | et encore des I de son gain par semaine, ou des ^ de ce gain, plus l',5 : donc les ^ de ce gain valent 21' — 1',5= 19',50, etc.
XXXV. Une femme de campagne porte des œufs dans une ville de guerre où il y avait trois corps de garde à passer. Elle vend au premier la moitié de ses œufs, plus la moitié d^vn cmf; au second^ la moitié des œufs qui lui restent ^ plus la moitié d'un œuf; au trot" sièmCy la moitié des œufs qui lui restent^ plus la moitié d'un omf^ et arrive au marché avec 36 œufs. Combien a-t-elle laissé d^œufi dans chaque corps de garde ?
Puisqu'elle laisse dans le troisième corps de garde la moitié des œufs qui lui restaient^ plus la moitié d'un œuf, les 36 œuf$ qu'elle porte au marché valent la moitié de ce nombre d'œufs.
moins la moitié d'un œuf; donc elle était entrée au troisième €orps de garde avec 36^X2 = 73 œufs; donc elle y en a laissé 37. On verra de même qu'elle avait 73 JX2 = 147 œufs en arrivant au second corps de garde, et qu'elle en avait Vendu 74; enGn qu'elle était partie de chez elle avec 147 4x2 = 295 œufs, et qu'elle en avait laissé 148 au premier corps de garde.
XXXVI. Une personne charitable rencontre des pauvres aux-' quels elle distribue le quart de Vargent qu^elle a dans sa bourse^ moins { d^ franc : DieUy pour la récompenser ^ double ce qui lui reste. Alors elle entre dans une église^ et dépose dans un tronc le tiers de ce qu'elle a dans sa bourse^ plus J de franc; Dieu triple ce qui lui reste. Elle se rend ensuite dans une prison, où elle distribua la moitié de ce qu*elle a, plus j franc; Dieu quadruple ce qui lui reste; et elle rentre chez elle avec 100^ Combien avait- elle en sortant?
Réponse : 17'.
XXXVII. Un marchand, prélève tous les ans une somme de 4000' sur les fonds qu'il a dans le commerce, et cependant chaque anniée sa fortune augmente du tiers de ce qui lui reste, et elle se trouve doublée au bout de trois ans. Combien avait-il au commencément de la première année?
Réponse : 59 200'.
XXXYIII. Un banquier voudrait payer 95' en employant 10 pièces tant de 5' que de 20'. Comment doit-il s'y prendre?
Si le banquier n'employait que des pièces de 5', il ne payerait que 50*, et il redevrait ainsi 95' — 50'= 45'. Or, s'il substitue une pièce de 20' à une pièce de 5', il paye 15' .de plus; donc, en remplaçant 3 pièces de 5' par 3 de 20', il aura atteint le but qu'il se propose. Ainsi il devra donner 7 pièces de 5' et 3 de 20', ce qu'il est facile de vérifier.
Remarquons que, si Ton avait proposé de payer une somme moindre que 50' avec dix pièces tant de 5' que de 20', le pro* blême eût été impossible.
XXXIX. Un marcliand à reçu deux caisses contenant chacune 150 kilogrammes de thé; il les a payées ensemble 4800', et Vune lui
150 PROBLËMëS.
coûte 600' de plus que Vautre. Il veut faire un envoi de 100 fcilogrammes y qu'on lui payera 2000'. Combien doit-U prendre de chaque esptce de thé pour gagner 3S20 par hologramme f
Réponse : 70 de Tune et 30 de l'autre.
XL. Un orfèvre a deux lingots d'or aux tiêres de 0,920 et 0,760 (109). Combien doit-il prendre de grammes de chacun pour e» composer un lingot de 850 grammes au titre de 0,840?
Réponse : 400' à 0,750 et 450* à 0,920.
XLL Un orfèvre a deux lingots de 1800 grammes chacmy Vun au titre de 0,920, et Vautre à celui de 0,750. Combien doU-^ ajouter de grammes du 2' au 1*' pour en abaisser le titre à 0,840 î
Réponse : 1600 grammes.
XLII. Un orfèvre a un lingot de 1200 grammes au titre es 0,750. Combien doit-il y ajouter d^or pur pour en élever le tUreà 0,840?
Ce problème peut se ramener aux précédents, en regardanl Tor pur comme étant au titre de 1000 millièmes,
Réponse : 675 grammes.
XLIII. Trois frères ont acheté une propriété moyennant 50 000'. // manque au premier ^ pour la payer à lui «eu/, la moitié de r argent qu'a le second; celui-ci payerait l'acquisition si le premier lui donnait le tiers de ce qu'il a; enfin le troisièmCj enjoignant à ce qu'il possède le quart de la fortune du premier^ pourrait payer les 50000'. Combien chaque frère a-t-il d'argent?
Il résulte de la première condition que le double de la fortune du premier, augmenté de celle du second, forme 100 000* ; mais, d'après la seconde condition, la fortune du second frère jointe au tiers de celle du premier compose 50 000'; donc Texcès du double de la fortune du premier sur le tiers de cetite même fortune égale Toxcès de 100 000' sur 50 000', ou, ce qui revient au même, les \ de ce que possède le premier forment 50 000'; donc, etc. Le premier avait 30000', le tsecond 40000',. le troisième 42 500'.
XLIV. Un ouvrier travaillant chez un particulier pendant l2jourSy sur 1 desquels il a eu avec lui sa femme, a reçu 74'. Il (l
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travaillé ensuite chez le mime particulier 8 autres jours sur 5 desquels il s^est encore fait aider de sa femme, et il a reçu 50'. Combien Fouvrier gagnait-il par jour y et combien sa femme gagnaitelle aussi pendant le mime temps?
En comparant les temps pendant lesquels Touvrier et sa femme ont travaillé dans le second cas, avec les nombres qui expriment les quantités analogues dans le premier, on verra qa*en travaillant (12 — 8) = 4 jours sur (7 — 5) = 2 desquels il a eu avec lui sa femme, Touvrier gagnait (74^—50') = 24'; donc, en travaillant 8 jours, sur 4 desquels il a eu avec lui sa femme, il gagnait 48*. Mais en travaillant 8 jours, sur 5 desquels il a eu avec lui sa femme, il gagnait 50'; donc la femme gagnait (50' — 48') = 2' par jour, et partant 10' en 5 jours ; le mari recevait donc, pour 8 jours de travail, 50'— 10' = 40', et par conséquent il gagnait 5' par jour.
XLV. Deux joueurs vont au jeu avec 425' et perdent 200'; ils comptent alors leur argent^ et il se trouve que Vun a perdu les f de son argent, et Vautre la moitié du sien. Combien avaient-ils chacun en entrant au jeu ?
En supposant que nos jouteurs aient fait une perte double de la leur, vous trouverez qu'il ne leur resterait plus que S5', qui exprimeraient alors le cinquième de la mise du premier, etc.
Réponse : Le premier était entré au jeu avec 125', et le second avec 300'.
XLVI. Une personne qui a des jetons dans les deux mains dit : Si fen fais passer un de la main gauche dans la droite y il y en Ofwradeux fois plus dans celle-ci que dans Vautre; si au contraire fen fais passer un de la droite dans la gauchCy il y en aura le mtme nombre dans les deux mains. Combien y en a-t-il dans chacune?
n résulte de la seconde condition qu'il y avait deux jetons de plus dans la main droite que dans la main gauche ; donc, si Ton fait passer un jeton de la gauche dans la droite, il y aora dans celle-ci 4 jetons de plus que dans l'autre. Mais la droite doit en contenir 2 fois plus que la gauche ; donc il y a
alors 4 jetons dans celle-ci et 8 dans celle-là; donc il y m\\ 5 jetons dans la main gauche et 7 dans la droite.
XLYII. Trois personms ont mesuré successivement la dtstaiu» entre deux objets : la première a trouvé 536"'^25, la seeonà 636'",40, et la troisième 535",90. Cependant il importe de connaître cette distance le plus exactement possible. Comment faire?
Si chaque personne avait opéré exactement, la somme des résultats qu'elles auraient trouvés formerait le triple de la distance cherchée, qui par conséquent serait le tiors de cette somme. Or, les trois résultats trouvés étant difTcrents, il est probable qu'aucun n*est exact, et que le véritable est compris entre le plus grand et le plus petit des trois. Eu ajoutant ces trois résultats, les erreurs dans un sens détruiront en partie celles qui sont dans Taulre, en sorte que leur somme approchera plus du triple de la véritable distance que ne le ferait le triple de chacun de ces résultats en particulier; donc aussi le tiers de leur somme différera moins de la distance cherchée que ne le fait chacun de ces nombres. On aura donc, d'après cela :
Distance cherchée = 6:?n'"g»^HH7'^o^<^a^-Too =;536"^i8.
Cette distance s'appelle distance moyenne, parce qu'elle tient à peu près le milieu entre les résultats trouvés.
XLVIII. Un marchand a trois sortes de vins, savoir : 48 litres à 0^55 le litre; 72 à 0',45, et 60 à 0',75. Il les méle^ et on demande à combien lui revient le litre du mélange *?
48 litres à 0',55 valent. 0',55 X 48 = 26S4 72. . . . 0,45. . . . 0,45X72 = 32,4 60. . . . 0,75. .. . 0,75X60 = 45,0
Donc les 180^ du mélange valent 10i^8
et par conséquent le litre du mélange revient à ^t«^=^S^S à moins d'un demi-centime.
* Ces sortes de questions sont connues des arithméticiens sous le nom de règles d'alliage.
XLIX. Un marchand a du frin qui lui coûte 15 décimes le litre. Combien doit-il y ajouter t mu pour gagner 6 décimes par litre?
Lorsque dans une certaine quantité de vin on substitue un litre d'eau à un litre de vin, on diminue la valeur de cette quantité de vin du prix d*un litre de vin, c*est-à-dlre de 15 décimes dans notre exemple; on la diminuera donc de 1 décime en remplaçant -^ litre de vin par -^ litre d*eau : le marchand diminuera conséquemment le prix d*un litre de vin de 6 décimes en substituant à -^ = I litre de vin la même quantité d*eau. Le litre de mélange sera alors composé de \ de vin et de|d*eau; donc un mélange de 6 lilres sera composé de 8 litres de vin et de S d*eaa : donc il faut à un litre de vin en ajouter f d'eau.
S I. RACINE CARRÉE
189. On appelle carré d*un nombre le produit de ce nombre multiplié par lui-même; ainsi le carré de 6 est 36.
On appelle racine carrée efwn nombre le nombre qui, élevé au carré y reproduit le nombre proposé; ainsi la racine carrée de 36 est 6.
100. On appelle en général racine n**°' d*un nombre le nombre qm, élevé à la n**"' puissance, reproduit le nombre proposé (41). Ainsi la racine cinquième de 32 est 2, parce que la cinquième puissance de 2 est 32.
Pour exprimer que l'on doit extraire une racine d'un nombre, on place ce nombre sous le signe y/ ', dans les branches duquel on écrit Yindice de la racine à extraire, excepté pour la racine carrée, à l'égard de laquelle on supprime rindice. Ainsi v/36 et v^32 signifient respectivement que Ton doit extraire la racine carrée de 36 et la racine cinquième de 32.
101. La racine carrée de 100 étant 10, on voit que la racine carrée de tout nombre plus petit que 100 est moindre que 10, de sorte qu'elle est exprimée par un nombre d'un seul chiffre.
Au contraire, la racine carrée de tout nombre plus grand que 100 surpasse 10, et contient par conséquent des dizaines et des unités.
Nom distinguerons donc deux cas dans V extraction de la racine carrée des nombres entiers^ suivant que le nombre proposé sera plus petit ou plus grand que 100.
1 02, Pour extraire la racine carrée d*un nombre plus petit que 100, cherchez dans le tableau suivant :
dont la seconde ligne renferme les carrés des neuf premiers nombres^ quel est le plus grand carré contenu dans le nombre proposé; la racine de ce plus grand carré sera la racine demandée à moins d^une unité. Ainsi la racine carrée de 72 est 8, parce que le plus grand carré contenu dans 72 est 64, qui a 8 pour racine. Celle racine est exacte à moins d'une unité : car, 72 étant compris entre 64 et 81, sa racine tombe entre 8 et 9, et diffère par ' conséquent de chacun de ces nombres de moins qu'ils ne différent entre eux, c'est-à-dire de moins d'une unité.
^^193. Cette quantité dont 8 diffère de la racine carrée de 72 ne peut pas être exprimée exactement en nombre. Supposons, en effet, que la racine carrée de 72 puisse être exprimée par 8 unités, plus une fraction. Convertissons le nombre ainsi formé en une expression fractionnaire irréductible que nous
représenterons par r. Alors, si on élève cette quantité au carré,
a' le résultat ^(116) devra être équivalent à 72, ce qui ne se
peut, puisque a et ô étant supposés premiers entre eux, a* et 6* le sont aussi (83) : donc il est impossible que la racine carrée de 72 puisse être exprimée par un nombre entier ou par un nombre fractionnaire; donc elle n'a aucune mesure commune avec l'unité : car, si elle en avait utie, ce ne pourrait être que Tunité elle-même, ou une partie aliquote de l'unité*, et alors l'expression de la racine serait ou un nombre entier ou un nombre fractionnaire; donc cette racine est irrationnelle ou incommensurable.
* C'est-à-dire une des quantités que Pon obtient en partageant l'unité en un nombre quelconque de parties égales.
Le raisonnement précédent pouvant s'appliquer à tout nombre entier dont la racine carrée n*est pas un nombre entier, nous en conclurons que, quand la racine carrée éTun norribn entier n'est pas entière^ elle est incommensurable.
i04. Occupons-nous maintenant de l'extraction de la racine carrée d'un nombre plus grand que 100.
Cette racine devra, comme nous l'avons vu (iOi), renfermer des dizaines et des unités. Il convient donc d'examiner d'abord quelle doit être la composition du carré d'un'nombre qui contient des dizaines et des unités.
Concevons le nombre dont il s'agit décomposé en dizaines et en unités, et multiplions-le par lui-même, ce qui se fera évidemment en multipliant chaque partie du multiplicande successivement par chacune de celles du multiplicateur. Or, en multipliant le nombre proposé par ses unités, nous trouverons évidemment
le carré des unités et le produit des dizaines
par les unités.
Ensuite, en multipliant le nombre proposé par ses dizaines, nous obtiendrons d'abord le produit des unités par les dizaines, ou, ce qui est la même chose,
le produit des dizaines par les unités^ puis le carré
des dizaines.
Donc le carré d'un nombre qui contient des dizaines et des unités se compose du carré des dizaines^ du double du produit des dizaines par les unités , et du carré des unités*.
i05. Revenons maintenant à l'extraction de la racine carrée
* On peut encore dire : Représentons les dizaines d'un nombre par a, et ses unités par &; ce nombre sera représenté par (a + &); etj pour avoii M)n
d*un nombre plus grand que 100. Sa racine contiendra, comme nous Tavons déjà dit, des dizaines et des unités, et puisqu'un nombre doit toujours être considéré comme le carré de sa racine carrée, nous pourrons regarder le nombre proposé comme composé de trois parties, savoir : du carré des dizaines de sa racine, du double des dizaines multiplié par les unités, et du carré désunîtes de cette racine (194).
Si Ton pouvait détacher du nombre proposé le carré des dizaines de sa racine, en en extrayant la racine carrée, on obtiendrait les dizaines de cette racine. Mais le carré des dizaines de la racine, étant un nombre exact de centaines (34), ne peut se trouver que dans les centaines du nombre proposé, lesquelles peuvent encore contenir quelques centaines qui auraient reflué des deux autres parties du carré de la racine, plus du reste, s'il y en a un : par conséquent, si Ton extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé, on n'obtiendra pas un nombre plus petit que les dizaines de la raicine. On ne pourra pas non plus en trouver un plus grand, sans quoi cette racine du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé surpasserait, au moins d*une unité» la racine totale*^ c'est-à-dire la racine du plm grand
carré, il faudra multiplier (a+&) par (a + &), ce qui donnera lieu au calcul suivant :
Produit du multiplicande par o. . . a'^-\-a.b Produit du multiplicande par 6. . . + o. b -f b*
Carré à*+2a.b +[/»
Or a' représente le carré des dizaines, a.b le produit des dizaines par les unités, et &' le carré des unités ; donc le carré d'un nombre qui contient des dizaines et des unités se compose, etc.
* Si, par exemple, le nombre des dizaines de la racine étant 2, la racine du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé était 3 dizaines, il est évident que la racine de ce plus grand carré surpasse-
carré contenu dans le nombre tout entwr^ ce qui est absurde. Donc, en extrayant la racine carrée du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé, on trouvera exactement les dizaines de la racine. Maintenant si l'on retranche de ce nombre le carré des dizaines de la racine, le reste ne contiendra plus que le double des dizaines multiplié par les unités, et le carré des unités. Or, si Ton pouvait détacber du reste la première de ces deux parties, il est clair qu'en la divisant par le double des dizaines de la racine, on trouverait les unités. Mais le double produit des dizaines de la racine par les unités étant un nombre exact de dizaines (54), ne peut se troaver que dans les dizaines du reste, lesquelles peuvent contenir en outre des dizaines provenant du carré des unités, et du reste, s'il y en a un; donc, si l'on divise les dizaines du reste par le double des dizaines de la racine, on ne pourra pas trouver un nombre plus petit que les unités de cette racine, maison courra le risque d'en trouver un plus grand (enverra d'ailleurs (190) que le reste seul peut contenir autant de dizaines qu'il y en a dans le double de celles de la racine). Pour s'assurer que le chiffre des unités n'est pas trop grand, on l'écrira à la droite du double des dizaines, et l'on multipliera le nombre ainsi formé par les unités, ce qui donnera le double des dizaines multiplié par les unités, plus le carré des unités. Mais, comme ces deux parties doivent être contenues dans le reste, leur somme devra pouvoir s'en retrancher. Si cela ne se peut pas, c'est une preuve que le chiffre qu'on a trouvé est trop grand, et alors il faudra le diminuer d'une ou de plusieurs unités. On aurait pu encore vérifier le chiffre trouvé pour les unités en élevant la racine totale au carré : car ce carré doit pouvoir se retrancher du nombre proposé.
196. Concluons de là que, pour extraire la racine carrée dCun nombre plus grand que 100, on extraira d*abo^d la racine
rait la racine demandée, qui, dans notre hypothèse, est au plus égale à 29 unités.
du phts grand carré contenu dans les centaines de ce nombre, ce çpAi donnera les dizaines de la racine; on retranchera le carré de ces dizaines du nombre proposé, ety en divisant les dizaines du reste par le double des- dizaines de la racine, on obtiendra les umtés de cette racine, ou du moins un nombre qui ne sera pas plus petit. Pour vérifier si ce nombre n'est pas plus grand, on récrira à la droite du double des dizaines, on multipliera le nombre ainsi formé par les unités, et le produit devra pouvoir se retrancher du reste.
197. La règle que nous venons d'établir pour extraire la racine carrée d*un nombre exige que Ton sache extraire la racine du plus grand carré contenu dans les centaines de ce nombre. Voyons si nous pouvons y parvenir dans tous les cas. Supposons d'abord que le nombre proposé ne renferme pas plus de quatre cbiflres : ses centaines en contiendront deux au plus; mais alors on extraira facilement, d'après la règle du n^ 192, la racine du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui donnera les dizaines de la racine, et il sera facile ensuite de trouver les unités.
Si le nombre proposé n'a pas plus de six chiffres, ses centaines n'en contiendront pas plus de quatre; mais alors on pourra déterminer, comme nous venons de le voir, la racine du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui fera connaître les dizaines de la racine, et par suite les unités.
Ce raisonnement s'étendra successivement aux nombres composés au plus de huU, de dix, de douze, etc., chiffres : de sorte que notre règle pourra s'appliquer à tous les nombres possibles.
198. Gomme les différents chiffres de la racine se déterminent, à l'exception du premier, par la division, on sent que la crainte de mettre à la racine un chiffre trop grand expose à en écrire un trop petit. Gomment s'assurer alors que le chiffre que l'on a mis à la racine n'est pas trop petit? Supposons que la racme trouvée soit trop faible d'une unité : alors le nombre
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proposé devra contenir le carré de celle racine augmentée d'une unité, c'est-à-dire, comme il est facile de le voir*, le carré de la racine trouvée, plus le double de cette racine, plus une unité. Mais comme on en a soustrait le carré de la racine trouvée, le reste devra contenir encore le double de cette racine, plus une unité ; on sera donc sûr que le chiffre mis à k racine ne sera pas trop faible lorsque le reste correspondant sera moindre que le double de la racine trowée^ plus une unité.
i09. Il suit de là que le reste que Fan obtient en extrayaiU la racine carrée d'un nombre entier^ vaut au plies le double dt cette racine, et que la différence des carrés de detuc nombres entiers consécutifs est égale au double du plus petit de ces nombres^ plus une unité.
* Considérons un nombre quelconque, et ajoutons-y une unité : pour former le carré du nombre ainsi obtenu, il faudra le multiplier successivement par ses deux parties; or, en le multipliant par 1, nous aurons
le nombre proposé, plus une unité.
En le multipliant ensuite par son autre partie, c*est-à-dire par le nombre proposé, nous trouverons évidemment
le carré du nombre proposé, plus le nombre proposé.
Donc, le carré d'un nombre plus 1 se compose du carré de ce nombre, plus du double de ce nombre, plus 1 .
On pourrait dire encore : Représentons la racine trouvée par a : la vraie racine sera donc exprimée par (a -|- 1), de sorte que, pour avoir son carré, il faudra multiplier (a + 1) par (a + ]), ce qui donnera lieu au calcul suivant :
Produit du multiplicande par a. . . à^-^a Produit du multiplicande par 1 . . . -f a + 1
Carré.... a*+2a + l
Donc le carré de la vraie ! acine se compose du carré de la racine trouvée, plus du double de cette racine, plus d'une unité.
800. Appliquons les principes que nous avons développés à recherche de la radine carrée du nombre 421861 . On dispoles calculs comme ci-dessous :
Le nombre étant plus grand que 100, sa racine contiendra des dizaines et des unités; et, pour avoir les dizaines, il faudra jséparer les deux derniers chiffres à droite, et extraire la racine '^u plus grand carré contenu dans les 4218 centaines qui restent à gauche. Mais ce nombre 4218 est aussi plus grand que 100 : donc sa racine carrée contiendra des dizaines et des unités ; et, pour déterminer ces dizaines, il faudra séparer les deux derniers chiffres à droite, et extraire la racine du plus grand carré contenu dans les 42 centaines qui restent à gauche. Le plus {^rand carré contenu dans 42 est 36, dont la racine est 6 : ainsi k racine carrée de 4218 contient 6 dizaines, que j'écris à la place réservée pour la racine. Pour obtenir les unités de cette racine, je retranche du nombre 4218 le carré de 6 dizaines, ce qui revient à retrancher 36 centaines de 42 centaines, et à iÀ>aisser à la droite du reste la tranche 18, ce qui fait 618; je divise les 61 dizaines de ce nombre par 12, double des 6 dizaines de la racine, et le quotient 4 exprime les unités de cette racine. Pour vérifier si ce chiffre 4 n'est pas trop grand, je l'écris à la droite du double des dizaines, ce qui fait 124; je multiplie ce nombre par 4, et je retranche le produit 496 de 618, ce qui donne pour reste 122. Ainsi le chiffre 4 n'est pas trop grand ; mais nous pourrions craindre qu'il ne fût trop petit, puisque nous l'avons obtenu en divisant 61 par 12, et que le véritable quotient de celte division est 5. Pour le vérifier, j'ajoute 4 à 124,
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ce qui donne 128 pour le double de la racine trooTée; dlim comme le reste 122 est moindre que 188, et pfar consèqiMÉ Itr que 128 4- 1> j'en conclus que le chiffre 4 n'est pas trop pÊLM (198). Mais d'ailleurs nous avons vérifié qu'il n^était paslnfliii grand : donc il est exact. Donc 64 est la racine du plus granl |eï carré contenu dans 4218. Ainsi la racine demandée contieol 64 dizaines. II faudra, pour en trouver les unités, retrandiff du nombre proposé le carré de ces 64 dizaines ; or, ce carré sere un nombre exact de centaines; donc il suffira de le retrancher des 4218 centaines du nombre proposé, et d'abaisser à là droite du reste la tranche 61. Hais nous avons précisément retranché le carré de 64 du nombre 4218: car nous avons d'abord soustrait de ce nombre le carré des 6 dizaines, ce qui a donné pour reste 618, et de ce reste nous avons soustrait 496, qoi exprime le produit du double des 6 dizaines par les 4 unités, plus le carré de ces 4 unités. Abaissons donc à la droite dB reste 122 la tranche 61, ce qui donnera 12261, et dîTisonste dizaines de ce nombre par 128, double des 64 dizaines delà racine : le quotient 9 sera le chiffre des unités. Il est évidmit qu'il n'est pas trop petit. Pour vérifier qu'il n'est pas trop grand, on l'écrira à la droite de 128, ce qui donnera 1289; on multipliera ce nombre par 9 ; et, en retranchant le produit 12601 de 12261, on trouvera 660 pour reste, ce qui prouve que le chiffre 9 n'est pas trop grand, et qu'ainsi 649 est la racine carrée de 421861 à moins d'une unité.
80i . Il est facile de dire si cette racine est erronée de plus ou de moins d'une demi-unité. En effet, supposons que la racine trouvée soit trop faible d'une demi-unité; alors le nom))re proposé devra contenir le carré de cette racine augmentée d'une demi-unité, c'est-à-dire, comme il est facile de le voir, le carré de la racine trouvée, plus celte racine, plus ^''. Hais comme on
* Soit a la racine trouvée, supposée erronée de ^ : la vraie racine sera représentée par (a+ I) ; et, en raisonnant comme dans la note du n*" 194^ on trouvera que son carré est a' + a + {.
m «oujstrait de ce nombre le carré de la racine trouvée, le reste derra contenir encore cette racine, plos | : donc, puisque ce tme est un nombre entier, on sera sûr que la racine trouvée ne sera pas trop petite (Ftme demi<inité lorsqite le reste ne svrpas- -eera pas celte racine; mais, s*U la surpasse, elle sera erronée de plus cPune demi-unitè : donCy en forçant Vunité sur son dernier chiffre f on Vaura encore à moins Sune demi-unité.
Il suit de là que, le calcul de l'exemple précédent ayant donné 649 pour racine et 660 pour reste, la racine carrée du nombre 421861 est 650 à moins d'une demi-unité.
ÎM)2. Ce n*esl que dans des cas très-rares que Ton obtiendra exactement la racine carrée du nombre proposé ; car, dans le premier million par exemplcj-il n'y a que mille nombres dont la racine carrée soit entière; et nous avons prouvé au n® 193 q[ae, quand la racine carrée d'un nombre entier n'est pas en- 'tière, elle est incommensurable. On n'aura donc alors la racine demandée qu'à moins d'une unité, ou à moins d'une demi-unité (801); mais si l'on a besoin d'un plus grand degré d'approximation j on pourra l'obtenir par la méthode sui- -vante.
Supposons, pat exemple, qu'on demande la racine carrée de 7 à moins de J. Tobserve que la racine carrée du produit de deux nombres est égale au produit des racines carrées de ces deux nombres; car, pour élever un produit au carré, il suffit de carrer chacun de ses facteurs* ; de sorte que, pour revenir du
* Soit, en effet, proposé de former le carré du produit 3.4.6 : il faut pour cela multiplier ce produit par lui-môme, ce qui revient à le multiplier succesaiv em ent par chacun de ses facteurs (38). Ce carré sera donc 3.4.6.3.4.6, ou, en interrertissant Tordre des facteurs, 3.3.4.4.6 6; or 3.3 est le carré de 3; multiplier ce carré par 4 et ensuite par 4, c'est le multiplier par le carré de 4; enfin, multiplier 3^.4' par 6 et encore par 6, revient à le multiplier par le caiiô de 6: donc le carré du produit 3.4.6 est bien 3^4'.6^ ce qui démontre le principe énoncé.
Remarquons que cette démonstration conyient au cas où les facteurs du produit que Ton veut élever au carré seraient incommensurables, car le principe du nr 88, sur lequel elle est fondée, ne dépend que de celui du n<* 87, et
( arré à la racine» il suffira d'extraire la racine carrée de chaqoe facteur, et de multiplier ces racines entre elles. Si doncoi multiplie le nombre proposé 7 par le carré du dénominateur & de la fraction ^, et qu'on extraie la racine carrée du produit l| 7.5^, la racine que Ton obtiendra sera égale à la racine demao- 1| dée multipliée par 5 :
v/7TP'=v^.5;
donc, en divisant la racine carrée de 7.5^ par 5, on aura exactement celle de 7 :
Or 7.5*= 175, et la racine carrée de 175 tombe entre les deux nombres entiers consécutifs 13 et 14; donc la racine demandée est comprise entre ces deux nombres divisés par 5, c'est-à-dire entre ^5^ et ^ ; donc elle diffère de chacun d'eux de moins qrfils ne diffèrent l'un de l'autre, c'est-à-dire de moins de J. Donc en prenant -^ ou J^ pour la valeur de la racine carrée de 7, l'erreur que Ton commettra sera moindre que ^.
Concluons de là que, pour extraire la racine carrée d'un nombre à moins (Tune unité fractionnaire donnée, il faut multiplier le nombre proposé par le carré du dénominateur de cette unité fractionnaire, extraire la racine carrée du produit à moins d'une unité, et diviser cette racine par le dénominateur de la fraction proposée
203. Il suit de là que, pour extraire la racine carrée d'un nombre à moins de-j^, j^^, -j^p etc., il faut multiplier ce
il sera prouvé plus loin (238) que Von peut intervertir Vordre des facteurs d'un produit, lors même qu'ils sont incommensurables. * On parviendra encore à cette règle de la manière suivante: Si l'on peut trouver deux nombres entiers consécutifs tels qu'en les multipliant par ^ on obtienne deux autres nombres entre lesquels la racine carrée de 7 se trouve comprise, chacun de ces deux derniers nombres satisfera à la question, puisque leur diflérence étant ^, chacun d'eux différera par censé-
EXTRACTION DES RACmES. 16':»
ïttoinbre par 10*, 100*, lOOO", etc., ce qui revient i écrire à sa
^l^ite deux, quatre, six, etc., zéros; extraire la racine carrée
du résultat à moins d'une unité, et diviser celte racine par
lO, 100, 1000, etc., ce qui se fait en séparant sur sa droite une,
^cox, trois, etc., décimales.
Donc, en général,p(nir obtenir la racine carrée d'un nombre en- ^^ier à moins d^une unité décimale donnée^ il faut écrire à la droite cfo ce nombre deux fois plus de zéros que Von ne veut avoir de décimales à la racine, extraire la racine du nombre ainsi formé à nnoins d'une unités et séparer sur la droite de cette racine autant de décimales quon en a demandé,
204, Lorsqu'on veut extraire la racine carrée d'un nombre décimal, il faut distinguer deux cas, selon que le nombre des chiffres décimaux est pair ou impair.
!• Si le nombre des chiffres décimaux est pair, extrayez la racine carrée du nombre proposé, abstraction faite de la virgule, et séparez sur la droite du résultat deux fois moins de décimales que n'en contient le nombre proposé .
Eu cffef, supposons, par exemple, qu'il y ail six dcciinales
f qaeni de cette racine de moins de 3. Soient donc â; et a;+ 1 deux nombres entiers tels que Ton ait
si Ton élève au carrô les deux membres de chacune de ces inégalités, on trouvera (IIO)
j5<7 et 7<!^;
et, en multipliant les deux membres de chacune do cellos-ci par 5^ il viendra
a;»<7.6» et 7.5» <(«+!)»;
ce qui nous apprend que 7.5' étant plus grand que le carré de â;, et plus petit que celui de (x+l)> la racine carrée de ce nombre sera comprise entre « et (a; + 1), de sorte que x est la racine carrée de 7.5' à moins d'une imité. D'où Ton conclut que pour extraire la racine carrée d*un nombre à moins, etc.
carré contenu dans le nombre tout entwr^ ce qui est absurde. Donc, en extrayant la racine carrée du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé, on trouvera exactement les dizaines de la racine. Maintenant si Ton retranche de ce nombre le carré des dizaines de la racine, le reste ne contiendra plus que le double des dizaines multiplié par les unités, et le carré des unités. Or, si Ton pouvait détacber du reste la première de ces deux parties, il est clair qu'en la divisant par le double des dizaines de la racine, on trouverait les unités. Mais le double produit des dizaines de la racine par les unités étant un nombre exact de dizaines (54), ne peut se trouver que dans les dizaines du reste, lesquelles peuvent contenir en outre des divines provenant du carré des unités, et du reste, s'il y en a un ; donc, si l'on divise les dizaines du reste par le double des dizaines de la racine, on ne pourra pas trouver un nombre plus petit que les unités de cette racine, maison courra le risque d'en trouver un plus grand (on verra d'ailleurs (190) que le reste seul peut contenir autant de dizaines qu'il y enti dans le double de celles de la racine). Pour s'assurer que le chiffre des unités n'est pas trop grand, on l'écrira à la droite du double des dizaines, et l'on multipliera le nombre ainsi formé par les unités, ce qui donnera le double* des dizaines multiplié par les unités, plus le carré des unités. Mais, comme ces deux parties doivent être contenues dans le reste, leur somme devra pouvoir s'en retrancher. Si cela ne se peut pas, c'est une preuve que le chiffre qu'on a trouvé est trop grand, et alors il faudra le diminuer d'une ou de plusieurs unités. On aurait pu encore vérifier le chiffre trouvé pour les unités en élevant la racine totale au carré : car ce carré doit pouvoir se retrancher du nombre proposé.
196. Concluons de là que, pour extraire la racine carrée d^un nombre plus grand que lÔÔ, on extraira d'abord la vwAne
rait la racine demandée, qui, dans notra hypothèse, est au plus égale à
29 unités.
du plus grand carré contenu dans les cerUaims de ce nombre^ ce çpAi donnera les dizaines de la racine; on retranchera le carré de ces dizaines du nombre proposé, ety en divisant les dizaines du reste par le double des. dizaines de la racine^ on obtiendra les unités de cette racine^ ou du moins un nombre qui ne sera pas plus petit. Pour vérifier si ce nombre n'est pas plus grand, on récrira à la droite du double des dizaines, on multipliera le nombre ainsi formé par les unités, et le produit devra pouvoir se retrancher du reste.
197. La règle qae nous venons d'établir pour extraire la racine carrée d'un nombre exige que Ton sache extraire la racine du plus grand carré contenu dans les centaines de ce nombre. Voyons si nous pouvons y parvenir dans tous les cas. Supposons d'abord que le nombre proposé ne renferme pas plus de quatre chiffres : ses centaines en contiendront deux au plus; mais alors on extraira facilement, d'après la règle du n"* i92y la racine du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui donnera les dizaines de la racine, et il sera facile ensuite de trouver les unités.
Si le nombre proposé n'a pas plus de six chiffres, ses centaines n'en contiendront pas plus de quatre; mais alors on pourra déterminer, comme nous venons de le voir, la racine du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui fera connaître les dizaines de la racine, et par suite les unités.
Ce raisonnement s'étendra successivement aux nombres composés au plus de huU, de dix, de douze, etc., chiffres : de sorte que notre règle pourra s'appliquer à tous les nombres possibles.
i08. Gomme les différents chiffres de la racine se déterminent, à l'exception du premier, par la division, on sent que la crainte de mettre à la racine un chiffre trop grand expose à en écrire un trop petit. Gomment s'assurer alors que le chiffre que Ton a mis à la racine n'est pas trop petit? Supposons que la racine trouvée soit trop faible d'une unité : alors le nombre
parfait. Il sufOt, pour cela» de décomposer le dénominateur ea ses facteurs premiers» et de multiplier les deux termes de k fraction par ceux de ces facteurs premiers dont les exposants sont impairs. On extraira ensuite la racine carrée du nouveau dénominateur, en divisant par 2 les exposants de ses facteon premiers.
Exemple : Extraire la racine carrée de ^. On trouvera (88) que 360 = 2' . 3' . 5 : ainsi Ton multipliera les deux termes delà fraction ^ par 2.5, ce qui donnera jr^. La racine carrée du numérateur est 13 à moins d*une unité; celle du dénominateur est 2». 3. 5= 60 : donc ^^=^ à moins de ^.
200. En rendant le numérateur un carré parfait, on n'aurait également qu'une racine à extraire ; mais on ne saurait pastmmédiaUment sur quel degré d'exactitude on pourrait compter. Si Ton demandait, par exemple, la racine carrée de -j^, en rendant le numérateur un carré parfait, on trouverait que cette racine tombe entre | et |; qu'ainsi Terreur commise en prenant I pour sa valeur est moindre que la différence de ces deux fractions, c'est-à-dire moindre que ^.
Remarquons que,dans le cas même oti le numérateur de la fraction serait un carré parfait, on pourrait commettre une erreur de plus d'une unité, si l'on se bornait à extraire la racine carrée de ses deux termes. Supposons, en effet, que Ton demande la racine de ^ : on trouve ainsi Ap= 15, ou ^= 10. Mais ^ = 128 f est compris entre le carré de 11 et celui de 12; donc, en prenant l'un des nombres 10 ou 15 pour la racine carrée de ^, on commettra une erreur de plus d'une unité.
210. Si Von vouUiit extraire la racine carrée d'une fraction à moins (Tune unité fractionnaire donnée, on verrait, en raisonnant comme au n* 202, qu'il faudrait multiplier cette fraction par le carré du dénominateur de l'unité fractionnaire donnée, extraire la racine carrée du produit à moins d'une unité, et pour cela extraire à moins d'une unité la racine carrée du plus grand nombre entier contenu dans ce produit; enfin diviser cette racino par le dénominateur de^ Hunité fractionnaire donnée.
Easmvple : Calculer la racine carrée de ff à moins de ^. Je multiplie -^ par le carré de 20, c'est-à-dire par 400, ce qui donne •^^; j'extrais les entiers de ce produit, et je trouve 142, dont la racine est 1 1 à moins d'une unité près : c'est donc là aussi la racine carrée de ^^ à moins d'une unité, car le carré de 12 surpasse 142 au moins d'une unité, et est par con» séquent plus grand que ^^. Donc -^ est, à moins de ^, la racine carrée de -5^.
Si Ton demandait la racine d'un nombre quelconque à moins d'une fraclion donnée,on commencerait par rendre le numérateur de cette fraction égal à l'unité en divisant ses deux termes par ce numérateur, et on rentrerait ainsi dans le cas précédent.
Veut-on, par exemple, la racine carrée de 20 1^ à moins de f ? on observera que f = i; on multipliera donc 20 {^ par le carré
de f , ce qui donnera ^^ = 58 ^ ; on extraira la racine carrée du plus grand carré contenu dans 58, et en la divisant par § on trouvera ^, qui est le nombre demandé.
211. Il suit de ce qui précède que, pour trouver la racine carrée d^ime fraction ordinaire à moins d'une unité décimale donnée, on convertira cette fraclion en décimales, en ayant soin de continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu^à ce qu'on ait deux fois plus de décimales qu'on n'en demande à la racine ; et la racine carrée de la fraction résultante sera la racine demandée. Ainsi, si l'on veut avoir la racine carrée de^ à moins d'un centième, on convertira cette fraction -^ en décimales, en poussant le calcul jusqu'au chiffre des dix-millièmes, ce qui donnera 0,3571; et, en extrayant la racine carrée de celle fraction, on trouvera 0,60 pour la valeur de la racine demandée à moins d'un demi-centième.
*212. Nous avons vu (01) qu'un nombre a autant de diviseurs qu'il y a d'unités dans le produit des exposants de ses facteurs premiers, augmentés chacun d'une unité. Il suit de là 1* que touA nombre qui est un carré parfait a un nombre impair de diviseurs ; car les exposants de ses facteurs premiers étant
tous pairs (première note du n* SOS), si on les augmente d'une unité, ils deviendront tous impairs, et par conséquent leur produit sera impair (note du n* G6); 2* que tout nombre quifiul pas un carré parfait a un nombre pair de diviseurs; car Fun as moins des exposants de ses facteurs premiers étant impair, non l'augmente d'une unité» il deviendra pair, et par suite le produit de ces exposants augmentés cbacun d'une unité sera pair.
^^215. Nous avons donné (75) le moyen de reconnatlre si m nombre est premier ; mais il n'est pas nécessaire pour cela d'essayer tous les diviseurs moindres que sa moitié ; car on est certain qu'un nombre est premier lorsque, n'étant pas uncarré parfait j il n'est divisible par aucun des nombres moindres gussaracim carrée. Si ce nombre, en effet, pouvait être divisible par un nombre plus grand que sa racine carrée, il le serait nécessairement par le quotient de cette division, c'est-à-dire par un nombre plus petit que cette racine, ce qui est contraire à notre hypothèse.
II suit de là que, dans l'application de la méthode d'Êratosthhne à la construction d'une table des nombres premiers (74), il suffit de pointer les nombres à partir seulement du carré da nombre premier dont on veut supprimer les nuiltiples; car toos les nombres qui restent dans la tiible avant ce carré sont nécessairement premiers. Ainsi, quand, dans la suite des nombres impairs, on a supprimé tous les multiples de 3, les nombres qui précèdent 5* = 25 sont premiers, et par conséquent le plus simple multiple de 5 que renferme celte suite est 25.
S 14. Lorsqu'on sait extraire la racine carrée d'un nombre, on peut extraire toute racine dont l'indice est une puissance parfaite de 2. En effet, si l'on extrait la racine carrée d'un nombre, puis la racine carrée de cetle racine carrée, on obtiendra la racine quatrième de ce nombre ; car la seconde racine carrée est deux fois facteur dans la première; mais cette première est deux fois facteur dans le nombre proposé : donc la seconde racine est deux fois deux fois, c*est-à-dire quatre fois facteur dans ce nombre ; donc elle en est la racine quatrième.
Si de la racine quatrième d'un nombre on extrait la racine
carrée) on aura la racine huitième de ce nombre ; car la racine carrée de la racine quatrième est deux fois facteur dans cette radue quatrième ; mais celle-ci est quatre fois facteur dans le nombre proposé : donc la racine carrée de la racine quatrième d'un nombre est quatre fois deux fois, c'est-à-dire huit fois foctenr dans ce nombre ; donc elle en est la racine huitième.
En continuant de raisonner ainsîi on verra qu'en extrayant la racine carrée de la racine huitième on aura la racine seizième ; qu'en extrayant la racine carrée de la racine seizième^ on aura la racine trente-deuxième, et ainsi de suite.
Concluons de là que si Ton extrait d'un nombre
2 radnes carrées successives, on a la racine 4*, c.-à-d. une racine du degré 2^
ete etc etc.
Ainsi, lorsque Vindice de la racine à extraire sera unepuissance parfaite de 2, il suffira^ pour l' obtenir ^ d'extraire du nombre proposé wi nombre de racines carrées successives marqué par VexposatU que 2 a dans l'indice de celte racine.
S II. RACINE CUBIQUE
SIS. On appelle cube cf un nombre le produit de trois facteurs égaux à ce nombrCy ou, ce qui revient au même, le produit de ce nombre multiplié par son carré. Ainsi le cube de 6 est 6.6.6 = 216.
On appelle racine cubique rfwn nombre le nombre qui, élevé au cube, reproduit le nombre proposé. Ainsi la racine cubique de 216 est 6.
Pour indiquer que Ton doit extraire la racine cubique d'un
nombre, on écrit ce nombre (100) sous le signe ^ entre les
branches duquel on place le chiffre 3. Ainsi v^l26 signifie que l'on doit extraire la racine cubique de 126.
916. La racine cubique de 1000 étant 10, on voit que la racine cubique de tout nombre plus petit que 1000 est moindre
que 10, et se trouve par conséquent exprimée par un seul chiffre; qu'au contraire, la racine cubique de tout nombre plus grand que 1000 sera plus grande que 10, et renfermera par conséquent des dizaines et des unités.
Nous distinguerons donc deux cas dans V extraction de la racine cubique des nombres entiers^ seUm que le nombre proposé sera moindre ou plus grand que 1000.
217. Pour extraire la racine cubique dun nombre plus petit que 1000, on formera un tableau contenant sur une première ligne horizontale les neufs premiers nombres^ et au-dessous leurs cubes respectifs :
Cela fait y on cherchera dans ce tableau le plus grand cube contenu dans le nombre proposé^ et sa racine cubique sera la racine demandée^ à moins d'une unité.
Si Ton voulait, par exemple, la racine cubique de 400, on dirait : Le plus grand cube contenu dans 400 est 343, dont la racine cubique est 7 : ainsi 7 est la racine cubique de 400, à moins d'une unité (102).
En raisonnant comme on l'a fait au n" 193, on verra que, quand la racine cubique d'un nombre entier nest pas entière^ elle n'est pas non plus fractionnaire, de sorte que, ne pouvant pas ôlre exprimée exactement en nombre, elle est incommensurable,
218. Voyons maintenant comment on pourra obtenir la racine cubique d'un nombre plus grand que 1000. Gomme elle doit renfermer des dizaines et des unités, nousallons auparavant étudier la composition du cube d'un pareil nombre. Représentons par a les dizaines de ce nombre et par b ses unités : ce nombre sera représenté par a-}- 6. Pour former son cube, nous rélèverons d'abord au carré, ce qui donnera (note du n" 104) ;
et il restera à multiplier ce dernier nombre par a-\-b.
Pour y parvenir, nous mulliplierons chaque partie du multiplicande successivement par chaque partie du mulliplicatcur; et, en observant que ^a.b.a peut s'écrire 2a.a.6=:2a*.6, que de même 2a.b.b=^a,b^ (SB)» nous aurons le calcul suivant :
Produit du multiplicande par a. . . a'+2a*.6+ a.6' Produit du multiplicande par 6. . . a*.6+2a.6'-j-6*
En comparant cette expression à celle (a-f-2^) du nombre proposé, on voit que te cube d'un nombre qui renferme des dizaines et des unités se compose de quatre parties^ savoir : du cube des dizaines^ du triple carré des dizaines multiplié par les unités^ du triple des dizaines miUtiplié par le carré des unitéSy et du cube des unités.
219. Revenons maintenant à l'extraction de la racine cubique d'un nombre plus grand que 1000. Sa racine contiendra, comme nous l'avons vu, des dizaines et des unités; de sorte qu'on pourra considérer le nombre proposé comme formé de quatre parties, savoir : du cube des dizaines de sa racine, du triple carré de ses dizaines par ses unités, du triple de ses dizaines parle carré de ses unités, et du cube de ses unités.
Gela posé, si nous pouvions détacher du nombre proposé le cube des dizaines de la racine, en en extrayant la racine cubique, nous obtiendrions les dizaines de la racine demandée. Mais le cube de ces dizaines étant un nombre exact de mille (34), ne peut se trouver que dans les mille du nombre proposé, lesquels peuvent contenir, en outre, des mille qui auraient reflué des trois autres parties du cube de la racine, plus du reste, s'il y en a un. Par conséquent, si Ton extrait la racine du plus grand cube contenu dans les mille du nombre proposé, on n'obtiendra pas un nombre plus petit que les dizaines de la racine. On ne pourra pas non plus en trouver un plus grand, sans quoi cette
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racine du plus grand cube contenu dans les mille du nomlbre proposé surpasserait au moins d'une unité la racine totale {wât du n"" 195), c'est-à-dire la racine du plus grand cube conUm dans le nombre tout entier ^ ce qui est évidemment absurde : donc, en extrayant la racine du plus grand cube contenu dam les mille du nombre proposé, on trouvera exactement les dizaines de la racine demandée.
Si maintenant on retranche du nombre proposé le cube des dizaines de la racine, le reste ne contiendra plus que le triple carré des dizaines de la racine par les unités, le triple des dizaines par le carré des unités, et le cube des unités. Mais la première de ces deux parties, étant un nombre exact de centaines, ne peut se trouver que dans les centaines du reste, lesquelles peuvent contenir en outre quelques centaines qui auraient reflué des deux autres parties du cube et du reste, s'il y en a un : donc, si l'on divise les centaines du reste par le triple carré des dizaines de la racine, on ne pourra pas trouver un nombre plus petit que les unités de cette racine ; mais on courra le risque d'en trouver un plus grand [on verra d'ailleurs (223) que le reste seul peut contenir autant de centaines qu'il y en a dans le triple carré des dizaines de la racine].
Pour vériGer si le chiffre trouvé n'est pas plus grand que celui des unités, on n'aura qu'à élever la racine totale au cube, et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé.
On pourra s'assurer, et même plus simplement, que le cbifire mis à la racine n'est pas trop grand, de la manière suivante : à la. droite du triple des dizaines, écrivez le chiffre des unités; multipliez le nombre ainsi formé par les unités , ce qui donnera le triple des dizaines par les unités^ plus le carré des unités ; ajoutez ce produit au triple carré des dizaines, ce qui vous donnera le triple carré des dizaines, le triple produit des dizaines par les unités, et le carré des unités; multipliez celte somme par les unités, et vous aurez le triple carré des dizaines par les unités, le triple des dizaines par le carré des unités, et le cube des unités. Gomme ces trois parties se trouvent dans le reste, leur somme doit pouvoir s'en retrancher : donc, si la
«oostraction n'est pas possible, on sera certain que le chiffre trouvé pour les unités de la racine est trop grand, et par conftëquent on devra le diminuer d'une ou de plusieurs unités.
920. Ainsi, pour extraire la racine cubique (Tun nombre pli» grand que 1000, extrayez la racine du plus grand cube contenu dans les mille de ce nombre^ ce qui vous donnera les dizaines de la racine demandée; retranchez le cube de ces dizaines du '^j^mbre proposé y et divisez les centaines du reste par le triple carré des dizaines trouvées; vous obtiendrez ainsi un nombre qui ne sera pas plus petit que les unités de la racine. Pour vérifier si cenombre n*est pas plus grandy vous pourrez élever la racine totale au cubCy et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé. Mais il sera plus simple d^ écrire le chiffre des unités à la droite du triple des dizaines^ de multiplier le nombre ainsi formé par les unités^ Rajouter le produit au triple carré des dizaines et de multiplier la somme par les unités : le produit devra pouvoir se retrancher du reste.
221. On verra, comme au n° 197, que la règle que nous venons d'énoncer pourra s'appliquer successivement à des nombres qui ne contiennent pas plus de 6, 9, 12, etc., chiffres, et que par conséquent elle est générale.
•222. Gomme le chiffre des unités s'obtient par une division, on sent que la crainte d'écrire à la racine un chiffre trop grand expose à en mettre un trop faible. Gomment donc s'assurer que le chiffre qu'on aura écrit pour les unités n'est pas trop petit?
Représentons la racine trouvée par a : si elle est (rop faible d'une unité, la véritable valeur de la racine î^era 0+ 1 ; de sorte qne le nombre dont on extrait cette racine doit contenir le cube de a-f-l» c'est-à-dire (i^-}"3a*4-3fl-|-l. Mais on en a retranché le cube de la racine trouvée, c'est-à-dire a* : doncle reste doit encore contenir 3a*+3a + l| c'est-à-dire le triple carré de la racine trouvée, plus le tiiple de cette racine, plus 1.
On sera donc certain que te chiffre qu'on aura écrit à la racine ne sera pas trop faible quand le reste correspondant sera
moindre que le triple carré de la racine trouvée^ plus trois fois cette racine, plus une unité.
225. Il suit de là que U reste qvHon, obtient en extrayait ia racine cubique d^wn fwmbre entier vaut au plus te triple carreau
cette racine^ plus trois fois cette racine, et que la différence du cubes de deux nombres entiers consécutifs est égale au triple carré du plw petit f plu^ le triple de ce plus petite plus une unité.
224. Appliquons la méthode que nous venons de développer à la recherche de la racine cubique du nombre 50 651 889. On disposera les calculs comme ci-dessous :
Le nombre proposé étant plus grand que 1000, sa racine cubique contiendra d^s dizaines et des unités ; et, pour avoir les dizaines de cette racine, il faudra extraire la racine cubique da plus grand cube contenu dans les 50651 mille de ce nombre. Mais 50651 étant plus grand que 1000, sa racine cubique contiendra des dizaines et des unités : de sorte que, pour déterminer ces dizaines, il faudra extraire la racine du plus grand cube contenu dans 50 mille. Le plus grand cube contenu dans 50 est 27 , dont la racine est 3 : ainsi la racine cubique de 50651 contient 3 dizaines, que j'écris à la place réservée pour la racine, à la droite du nombre proposé. Pour obtenir les unités de cette racine, je retranche du nombre 50651 le cube de 3 dizaines, ce qui revient à retrancher 27 mille de 50 mille, et à abaisser à la droite du reste la tranche 651, ce qui fait 23651. Je divise les 236 centaines de ce nombre par 27 centaines, triple carré des 3 dizaines de la racine, et le quotient 6 exprime les unités de celte racine. Pour vérifier si ce chiffre
l'est pas trop grand, je l'écris à ladroiledu triple des dizaines, ze qui donne 96; je inuUiplie ce nombre par 6, et j'ajoute le produit 576 à 27 centaines, triple carré des dizaines de la racine; je mulliplie enfin la somme 3276 par 6, et je retranche le produit 19656 de 23651, ce qui donne pour reste 3995. Ainsi le chiffre 6 n'est pas trop grand; mais nous pourrions craindre qu'il ne fût trop petit, puisque nous l'avons obtenu en divisant 236 par 27, et que le quotient de cette division est réellement 8. Pour lever tous les doutes à cet égard, nous allons exanoiner si le reste 3995 est moindre que le triple carré de la racine trouvée 36, plus le triple de cette racine, plus une unité (222). Formons donc le triple carré de 36.
Or 576 se compose du triple produit
des dizaines de 36 par ses unilés, plus du carré de ses unilés;
d'un autre côlé 3276 se compose du triple carré des
dizaines de 36, du triple pro- « dult de ses dizaines par ses uni-
tés, et du carré de ses unilés; si à ces deux nombres nous ajoutons 36, carré des unités de 36, la
somme 3888 se composera du triple carré
des dizaines de 36, de six fois le produit de ses dizaines par ses unilés, et du triple carré de ses unités, c'est-à-dire du triple carré de 36 (194). Si à cette somme nous ajoutons le triple de 36 et encore une unité, le résultat 3997 surpassera le reste 3995 : donc le chiffre 6 n'est pas trop faible ; mais d'ailleurs nous avons reconnu qu'il n'est pas trop grand; donc il est exact; donc 36 est la racine du plus grand cube contenu dans 50651. Ainsi la racine demandée contient 36 dizaines. Il faudra, pour en trouver les unités, retrancher du nombre proposé le cube de ces 36 dizaines. Or ce cube est un nombre exact de mille: donc il suffira de le rolranchcr des 50651 mille du nombre proposé, et d'abaisser à la droite du reste la tranche 889. Mais nous avons précisément retranché le cube de 36 de
50651 : car nous avons d'abord soustrait de ce nombre le cdbt de 3 dizaines, ce qui a donné pour reste 2365 If ; et de ce nsli nous avons retranché 19656, c'est-àrdire le triple cairé éa 3 dizaines par les 6 unités, plus le triple produit de ces dizaâna par le carré de ces unités, plus le cube de ces umtés. Afausani donc la tranche 889 à la droite du re^ 3995, ce qui dcnom 3995889, et divisons les centaines de ce nombre par 38889. trifli carré des trente-six dizaines de la racine. Le quotient 9 sera k chiffre des unités. Il est évident qu'il a'est pas trop petit Fo« vérifier s'il n*est pas trop grand, on Téerira à la droke dntii|à des 36 dizaines; on multipliera le nombre ainsi formé 1099 par ce nombre 9 ; on ajoutera le produit 9801 à 3888 centaines;0B multipliera la somme 398601 par 9, et, en retranchant le produit 3587409 de 3995889v on trouvera pour reste 408480, ce qui prouve que le chiffre 9 n'est pas trop grand, et qu'ainsi 369 est la racine cubique de 50651889, à moins d'une unité.
225. Ce n'est que dans des cas très-rares que l'on ob endra exactement la racine cubique du nombre proposé : car dans le premier million, par exemple, il n'y a que cent cubes parfaits. Alors on trouvera la racine demandée à moins d'une unité; mais si Ton a besoin d'un plus grand degré d'approximation, on pourra l'obtenir par la méthode suivante :
Supposons, par exemple, qu'on demande la racine cubique de 7 à moins de ^ Jf observe que H Van muUipli^un wmibn par wa aiUrey Ul racim cubique de>. leur produit sera égale au produit de leurs raoinee aubiques : car, pour élever un produit au cube^ U suffit d'y élever chacun de sesfactsurs (la démonstration est la même qiie celle donnée dàna- la première note dit n*" 202) ; de sorte que pour extraire la racine cubique éf utr produit^ il suffit d'extraire la radne cubic^ de chaque facteur j et de multiplier ces racines entre, elles. Donc, si l'on multiplie le nombre 7 par le cube de 5 et qu'on extraie la racine cubique du produit 7. 5', la racine qu'on obtiendra sera égale à la racine demandée multipliée par 5 :
donc, en divisant la racine cubique de 7.5* par 5, on aura exactement celte de 7 :
or 7. 5* = 875, et la racine cubique de 875 tombe entre les deux nombres entiers consécutifs 9 et 10; donc la racine demandée tombe entre ces deut nombres divisés par 5, c'est-àdire entre f et J^ ; donc elle diffère de cliacun d'eux de moins qu'ils ne diffèrent entre eux, c'est-à-dire de moins de ^ ; donc, en prenant f pour la racine demandée, on aura cette racine à moins de {.
Concluons de là que, pour extraire la racine cubique d'un nombre à moins (Tune unité fractionnaire donnée, U faut multiplier ce nombre par le cube du dénominateur de cette unité ^ fractionnaire^ extraire la racine cubique du produit à moins Sune unitéj et diviser cette racine par le dénominateur de la fraction proposée*.
226. Il suit de là que, pour extraire la racine cubique d'un nombre entier à moins d^une unité décimale donnée, il faut écrire à sa droite trois fois plus de zéros qu'on ne veut avoir de décimales à la racine, extraire la racine cubique du résultat à moins et une unité, et séparer sa^ la droite de cette racine autant de décimales qui on en a demandé (205).
227. Lorsqu'on veut extraire la racine cubique d'un nombre décimal, on distingue deux cas, selon que le nombre des décimales est ou n'est pas un multiple de 3.
1» Si le nombre des chiffres décimaux est un multiple de 3, eagtrai^ez la racvftie CfJbbique, dbsVraetion faite dé la virgule ; puis stparei sur la droites de cette racine trois fois moins de décimales jqifU n'y en et dans le nonfibre proposé. Le raisonnement est ie^ ifléme qp'au «• 2»% P.
* On parviendra encore à cette règle en remplaçant, dans la démonstration qui fait le sujet de la seconde note du n*> 202', les mots carré et racine carrée par ceuz-d : cube et racine e\thiqu&.
2*» Si le nombre des chiffres décimaux rCest pas un multiple de 3, écrivez à la droite du nombre proposé un ou deux zéroSy selon qu'il sera nécessaire, pour rendre le nombre des décimales divisible par 3, et vou>s retomberez ainsi sur le cas précédent (204, 2«;.
Exemples : 1" Quelle est la racine cubique de 50,651889? Réponse : 3,69, — 2« Quelle est la racine cubique de 2,6518? Réponse : 1,38.
228. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine cubique d'une fraction.
Si les deux termes sont des cubes parfaits, il suffira, pour avoir la racine cubique, d'extraire séparément celle de cei deux termes. Ainsi :
On démontrera, comme au n® 205, que si les deux termes d'une fraction irréductible ne sont pa^ des cubes parfaits, sa racine cubique est incommensurable.
229. Si des deux termes d'une fractionle dénoràiruUeur seul est un cube parfait, l'application de la règle précédente donnera la racine demandée à moins d'une unité de l'ordre marqué par la racine cubique du dénominateur. Car, si Ton demande, par exemple, la racine cubique de ^, on devra extraire la racine cubique de 55 (206), laquelle tombe entre 3 et 4, el celle de 343, qui est 7 ; de sorte que la racine demandée tombera entre ^ et ^ : donc ^ est la valeur de cette racine à moins de 4*
250. Si le dénominateur de la fraction proposée n'est pas ùîi cube parfait, on ramènera ce cas au précédent en multipliant les deux termes de cette fraction par le carré de son dénominateur y et alors on obtiendra la racim demandée à moins d'une unité fractionnaire de Vordre marqué par son dénominateur.
Soit proposé, par exemple, d*exlraire la racine cubique de la fraction |2|. On multipliera les deux termes de cette fraction par le carré de 528, qui est 278784, ce qui donnera ^^l{^^^ \ on
EXTRACTION DES UACINES. 181
extraira les racines cubiques des deux termes de cette fraclion ; et comme celle du numérateur tombe entre 403 et 404, on en conclura que m est la valeur de la racine à moins
de*
* S5i. II n*est pas toujours nécessaire de multiplier les deux termes de la fraction proposée par le carré de son dénominateur pour la transformer en une autre dont le dénominateur soit un cube parfait. On observe que, lorsqu'un nombre est un cube exact, les exposants de ses facteurs premiers sont des multiples de 3; en conséquence, on n'aura qu'à décomposer le dénominateur en ses facteurs premiers et multiplier les deux termes de la fraction par ceux de ces facteurs premiers dont les exposants né sont pas divisibles par 3, et autant de fois par ces facteurs qu'il le faudra pour qu'ils aient dans le nouveau dénominateur des exposants qui soient des muUipies de 3. On extraira ensuite la racine cubique de ce nouveau dénominateur en divisant par 3 les exposants de ses facteurs premiers.
Exemple: Extraire la racine cubique de ti|^. On trouve (88) que 4320 = 2'.3'.5 : ainsi on multipliera les deux termes de la fraction j^ par 2.5*, ce qui donnera 2^3^53; la racine cubique du numérateur est 9 à moins d'une unité; celle du dénominateur est 2*.3.5 =60 : donc V^-riiu^iPa = îo» ^ moins de^.
252. Pour extraire la racine cubiqtie (ïune fraction à moins d*une unité fractionnaire donnée, il faudra multiplier dette fraction par le cube du dénominateur de cette unité fractionnaire^ extraire à moins d'une unité la racine cubique du plus grand nombre entier contenu dans le produit, et diviser cette racine par le dénominateur de F unité fractionnaire donnée.
Exemple : Calculer la racine cubique de 5 -^j à moins de ^. Je multiplie 5 ^ par le cube de 20, c'est-à-dire par 8000, ce qui donne 43076 j^; la racine du plus grand cube contenu dans 43076 est 35 : donc fB = î est la racine cubique de 5 -j^ à moins de ^ (210).
255. Il suit d^ ce qui précède que, pour trouver la rasm cubique d'une fraction ordinaire à moinfi i%mt \jmU dédmak donnée^ on convertira celte fraction en décimales^ en ayant sm de continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu'à ce qu*m ait trois fois plu^ de décimales que Von n'en demande à la racine, et la racine cubique de la fra^ion risuttftnU sena la racine demandée.
Ainsi, si l'on veut avoir la racine cubique de fff à moins de -fify on réduira cette fraction en décimales en s*arrêtant au chiffre des millièmes, ce qui donnera 0,445; et, en extrayant la racine cubique de cette fraction, on trouvera 0,7 pour valeur de la racine demandée à moins de ^.
254. En raisonnant comme au n"* 214, on- verra que lorsr que Vindice d'une racine à extraire sera une puissance parfaite de 3, il suffira, pour obtenir cette racine^ d'extraire du nombre proposé un nombre de racines cubiques successives marqué par l'exposant que 3 a dans l'indice de cette racine,
255. Nous sommes maintenant en état d'e^Ltraire d'un nombre toute racine dont l'indice n'a pas (}'autres facteurs premiers que 2 et 3, et même d'extraire cette racine avec tel degré d'approximation que Ton voudra. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que l'on demande d'extraire d'un nombre la racine du degré 2*. 3'= 72. Si nous extrayons d'abord die ce nombre la racine du degré 2* = 8 (214), et que de celle racine nous extrayions la racine du degré 8' s= 9 (254), nous obtiendrons la racine 12* du nombre proposé : car Ja racine 9» de la racine 8* entrera 9 fois comme facteur dans cette racine 6% mais celle-ci est 8 fois facteur dans le nombre proposé: donc la racine 9* de la racine 8* est 9 fois 8 fois ou 72 fois facteur dans ce nombre; donc elle en est bien la racine 72*.
Pemande-hon maintenant la rofiim ^(Uaème 4h 1 à moins d'^n dis^ième? on verra, en raispno&plt cpn^me au n^ S02, que pour l'obtenir, il faut multiplier ce nombre par IQ*, e^roire fa racine sixième du produit 7000000 à moins çTune unité^ et diviser ensuite cette racine par 10. Extrayons donc la racine
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sixième de 7000000, et pour cela extrayons d'abord la racine cûrrée de ce nombre. Nous trouverons 2645 pour résultat. Ex* trayons actuellement la racine cubique de 2645. CetU^ racine est 13, et je dis que 13 est la racine sixième de 7000000 à mdns d'une unité. En effet, il est d'abord évident que le carré du cube de 13, c'est-à-dire la sixième puissance de 13, e^ moindre que 7000000, D'un autre côté, le cube de Usurpasse 2645 au moins d'une unité, et comme le carré de 2646 est plus grand que 7000000, il s'ensuit que le carré du cube de 14, c'est-à-dire la sixième puissance de 14, surpasse aussi 7000000 : donc la racine sixième de ce nombre est comprise entre IZet 14, et par conséquent la racine de 7 tombe entre 1,3 et 1,4; donc 1,3 est la racine sixième de 7 à moins d'un dixième.
* 236. Nous avons démontré aux n°* 37 et i 18 que l'on pouvait intervertir l'ordre des facteurs d'un produit sans altérer sa valeur, lorsque ces facteurs étaient incommensurables; il convient actuellement d'examiner si ce principe est encore vrai, quand les facteurs que l'on considère sont incommensurables; mais il faut auparavant établir un principe qui est d'une ;grande importance, et d'abord définir ce qu'on entend par limiie d'une quantité variable.
On appelle limite d^une quantité varuble une quantité fixe dont elle s'approche indéfiniment^ c'est-à-dire de manière que leur différence puisse devenir moindre que toute grandeur donnée^ sans cependant se réduire jamais rigoureusement à zéro. Ainsi nous avons vu au n* 164 que la fraction décimale 0,99999.... différera de l'unité aussi peu que Ton voudra, si on la compose d'un nombre suffisant de chiffres 9, mais qu'elle ne sera jamais ri^goureusement égale à l tant que le nombre de ces chiffres sera limité.
*237. Il suit immédiatement de cette définition que si deux quantités variables restent constamment égales entre elles dans tous ks états de grandeur par lesquels elles passmtj leurs limites seront égales.
Soient, en effet, a et & deux grandeurs variables, et A et B les limites vers lesquelles elles tendent respectivement : on pourra assigner à a et par conséquent à 5, qu'on suppose lui être constamment égale, une valeur qui diffère de B d'aussi peu qu'on voudra; donc Â est a&ssi limite de b; donc Â égale B, puisqu'il est évident qu'une même quantité ne peut pas tendre en même temps vers deux limites inégales.
* 258. Nous pouvons maintenant démontrer que la valeur (fun produit de facteurs incommensurables ne change pas si Von intervertit tordre de ces facteurs. Je fais d'abord observer que Ton peut toujours trouver une quantité commensurable qui diffère d'aussi peu que l'on veut d'une grandeur incommensurable donnée; en second lieu, que la définition du n' 23 n'ayant aucun sens si le multiplicateur est incommensurable, on doit regarder un produit de facteurs incommensurables comme la limile vers laquelle tendent les produits que Von obtient, lorsqu*on remplace les facteurs irrationnels par des facteurs rationnels qui en approchent indéfiniment. Or, ces produits successifs de facteurs commensurables ne changent pas de valeur lorsqu'on intervertit l'ordre de leurs facteurs : donc il en est de môme du produit des facteurs incommensurables proposés, puisque les limites de deux quantités égales sont égales (257); ainsi, a et 6 désignant deux nombres commensurables variables qui s'approchent indéfiniment de deux quantités incommensurables A et B, on aura constamment a.6==6.a; donc les limites A.B et B.A de tes deux produits sont égales (237); donc A.B=B.A.
S L DÉFINITIONS
239. On appelle rapport ou raison le résultat de la comparaison de deux quantités.
Lorsque l'on compare deux quantités, on a pour but de savoir de combien l'une surpasse l'autre, ou combien de fois l'une conlient l'autre. Ainsi, dans le premier cas, le rapport de 15 à 5 est 15 — 5 = 10, et dans le second il est ^=3.
On voit donc qu'il y a deux sortes de rapports :le rapport par différence ou arithmétique, et le rapport par quotient ou géométrique,
240. On appelle proportion l'expression de légalité de deux rapports de même espèce. Comme il y a deux sortes de rapports, il y a aussi deux sortes de proportions : la proportion par différence ou Yéquidiffereme, et la proportion par quotient ou simplement la proportion.
Ainsi l'égalité des deux rapports 15 — 5 et 12 — 2 forme une équidilTérence qu'on écrit ainsi :
Elle s'énonce : 15 c^; à 5 comme 12 est à 2.
Do môme, l'égalité des rapports ^^ et -^ forme une proportion qu'on écrit :
et qui s'énonce : Ib estàb comme 12 est à k,
Le premier terme d'un rapport se nomme antécédent
et le second conséquent. Ainsi toute proportion a deux antécédents et deux conséquents, aussi bien que deux moi/en^ et deux extrêmes; dans la proportion 15:5::12:4, 15etl2 sont les deux antécédents, 5 et 4 sont les deux conséquents ; 5 et 12 sont les deux moyens, 15 et 4 sont les deux extrêmes.
242. Lorsque les deux moyens d'une proportion sont égaux^ m dit que la proportion est continue, et le terme moyen s'appelle
MOYENNE DIFFÉRENTIELLE OU MOYENNE PROPORTIONNELLE, SUÎ?ant
que la proportion est par différence ou par quotient. On Yoil ainsi qu'une moyenne différentieUe ou proportionnelle entre deux nombres est un nombre qui forme les deux moyens d^une prepor-' tionpar différence ou par quotient dont les deux nombres donnés sont les deux extrêmes. Ainsi 9 est une moyenne différentielle entre 6 et 12, et 10 est une moyenne proportionnelle entre 5 et 20, car on a :
io
245. Désormais nous désignerons sous le nom de raisonk rapport effectué. Ainsi la raison d'un rapport par différence sera V excès de V antécédent sur le conséquent^ ou du conséquent sur Varir técédentf suivant que celui ci sera plu^s grand ou plus petit que Vautre; et la raison dfun rapport par quotient sera toujours fe quotient de l'antécédent divisé par le conséquent.
% II. DES ÉQUIDIFFÉRENCES.
244. dans toute équidifférence^ la somme des extrêmes est égale à celle des moyens^ c'est-à-dire que, dans Téquidiflérence
on aura 15+2=5-j
En effet, si chaque conséquent était égal à son antécédent, le principe serait évident de lui-même; car la somme des
extrêmes et celle des mpyens seruljQt composées des mêmes parties.
Or, si Ton ajoute la raison à chaque conséquent, les consé** quents deviendront égaux à leurs antécédents (245); ainsi on
aura
Ij5. 15: 12.12;
et alors la somme des extrêmes sera égale à celle des moyens. Hais en ajoutant la raison à chaque conséquent, nous avons augmenté la somme des extrêmes et celle des moyens chacune de cette raison : donc, puisque après cette augmentation elles sont égales, elles Tétaient nécessairement auparavant ; donc^ dans toute équidiflérence la somme des extrêmes est égale & cçtle des moyens.
848. Ce principe fournit le moyen de trouver un terme d'une équidiflérence lorsqu'on connaît les trois autres.
Supposons, par exemple, qu'on donne un extrême et deux moyens; nous dirons : Si de la somme des deux extrêmes nous retranchions un extrême, il resterait évidemment l'autre; mais comme la somme des extrêmes est égale à celle des moyens, il n'y aura qu*à retrancher V extrême connu de la somme des deux^ moyens, et Von trouvera Vautre extrême.
enverrait de môme que, pour calculer un moyen^ il faut de Ic^ s(ymme des deux extrêmes retrancher le moyen connu.
246. Si l'équidifférence est continue, la somme des extrêmes est égale alors au double du terme moyen : donc celui-ci vaut la demi-*somme des extrêmes; donc, pour prendre %me m^oyenm âiffirenHelle entre deux nombres, il faut prendre la moitié de la êomme de ces nombres. On trouvera ainsi que la moyenne difl'é-
fi -4— l 'S
rentielle entrç & et 15 est -— — = 10; et, en eff^et, on a
Nous avons prouvé que dans toute équidiflérence la
somme des extrêmes est égale à celle des moyens. Réciproquement, lorsque quatre nombres sont tels que la somme des extrêmes est égale à celle des moyens^ ces quatre nombre forment um équidifférence.
Il suffît pour le démontrer de faire voir que, si quatre nom' bres ne forment pas une équidifférence, la somme des extrêmes n*est pas égale à celle des moyens.
Considérons, en effet, quatre nombres 15, 5, 12 et 3, tels que le rapport des deux premiers ne soit pas égal à celui des deux derniers : si à chaque conséquent on ajoute la raison du premier rapport, le premier conséquent deviendra égal à son antécédent; mais il n'en sera pas de même du second, puisque les raisons des deux rapports sont supposées différentes. Donc, après cette addition, la somme des extrêmes ne sera pas égale à celle des moyens, car elles auront une partie commune et une partie différente.
Mais, en ajoutant la raison du premier rapport à chaque conséquent, on a augmenté la somme des extrêmes et celle des moyens chacune de cette raison : donc, puisque après cette augmentation ces deux sommes sont ipégales, elles l'étaient nécessairement auparavant ; donc, lorsque quatre nombres ne forment pas une équidifférence, la somme des extrêmes n'est pas égale à celle des moyens ; donc, lorsque quatre nombres sont tels que la somme des extrêmes est égale à la somme des moyens, ces quatre nombres forment une équidifférence.
248. Il suit de là qu'on pourra toujours faire subir aux termes d'une équidifférence tous les changements qui n'aUérerorU pas Tégalité entre la somme des extrêmes et celle des moyens : ainsi on pourra intervertir Vordre des extrêmes ou celui des moyens^ mettre les moyens à la place des extrêmes et réciproquement^ augmenter ou diminuer d'une même quantité un extrême et un moyen.
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on aura
En effet, si chaque conséquent était égal à son antécédcnf, le principe serait évident de lui-môme : car le produit des extrêmes et celui des moyens seraient composés des mêmes facteurs. Or, si Ton multiplie chaque conséquent par la raison, chacun d'eux deviendra égal à son antécédent (245) : ainsi on aura
et alors le produit des extrêmes sera égal à celui des moyens. Mais, en multipliant chaque conséquent par la raison, nous avons multiplié le produit des extrêmes et celui des moyens chacun parcelle raison (59) : donc, puisque après cette multiplication ces deux produits sont éganx, ils Tétaient nécessairement auparavant; donc, dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Donc, si quatre nombres sont tels que le produit des extrêmes ne soit pas égal à celui des moyens, ces quatre nombres ne formeront pas une proportion^ sans quoi le produit des extrêmes serait égal à celui des moyens.
250. Il suit de ce principe que, si Von veut calculer Vun des extrêmes d'une proportion dont on connaît les trois autres termes, U suffira de diviser le produit des moyens par l'extrême connu.
En effet, si Ton divisait le produit des extrêmes par rextrêmc connu, on aurait évidemment l'autre; mais, comme le produit des extrêmes est égal à celui des moyens, en divisant le produit des moyens par l'extrême connu, on trouvera le même résultat.
Exemple: Calculer le quatrième terme de la proportion 15:5:: 12 :â?. On aura : a5=*T^=»4w
On verra de même que, pour calculer un des moyens^ il n'y a qu'à diviser U produiUde$ extrêmes pur le moyen connu.
251. Si la proportion est continue, le produit des extrêmes est égal au carré du terme moyen : donc ce terme est égala la racine carrée du produit des extrêmes; donc, pour prendrif une moyenne proportionnelle entre deux nombres, il faut extraire la racine carrée de leur produit. Ainsi, pour trouver une moyenne proportionnelle entre 4 et 9, nous* multiplierons 4 par 9, ce qui donnera 36; nous extrairons la racine carrée de 36, et le résultat 6 de cette opération sera la moyenne proportionnelle ^ demandée.
252. Si quatre nombres sont tels que le produit des deiuornoyens est égal au produit des deux extrême, ces quatre nombres forment une proportion.
Il suffit, pour démontrer ce principe, de faire voir que^ â quatre nombres ne forment pas une proportion, le produit des esh trêmes n'est pas égal à celui des moyens, Considérona doD& quatre nombres 1^, 5, 12 et 3, tels que le rapport de» deux premiers ne soit pas égal à celui des deux derniers. Si l'on mol' tiplie chaque conséquent par la raison du premier rapport, le premier conséquent deviendra égal à son antécédent ; mais il n'en sera pas de même du second,, puisque les raisons des deogt rapports sont supposées diûérentes' : done, après cette moltk plication, le produit des extrêmes ne sera pas égal à celui des moyens, car les deux produits auront un facteur commun et un facteur différent. Mais, en multipiinnt chaque conséquent par la raison du premier rapport,^ nous aurons multiplié' le prch^ duit des extpênaes etcdai des moyens chacun par cette raison : donc,^ puisque après cette multfpHcaliontcesdeux produits sént inégaux,^iis4'étaient nécessairement afcrpavavant ; donc, lorsqtié* quatre nombres ne forment pâs une' proportion, le pnodiitf d^' exirèmes n'est pas égal à celui- dss moyens-; donc, si qtmthy
nombres sont tels que le produit des extrêmes soit égala celui des moyens» ces quatrcs nombres formeront une proportion.
2S3. II suit de là qu'on peut faire subir aux termes ef tme proportion tous hs changements qui n*altèrent pas Vègalité entre le produit des extrêmes et celui des m^ens. Ainsi, on pciurra intervertir l'ordre des extrêmes et celui des moyens^ mettre les extrêmes à la place des moyens et réciproquement, multiplier ou diviser par un même nombre un extrême et un rnogen.
Ce principe permet de faire évanouir les (fénonrinateurs qui pourraient se trouver dans une proportion. Que Ton ait, par exemple, la proportion
on multipliera d'abord les antécédents par leur plus petit dénominateur commun 12, ce qui donnera
io:a?=|f
SUS4. Quand deux proportions ont un rapport communy ks^ deux autres rapports forment une proportion.
Car ces deux autres rapports, étant égaux au rapport commun, sont égaux entre eux. Ainsi les proportions
* L " ; * f; J doTinent 15 r2i :: lo : 14.
: 7 :: lo: 14 )
28K. Lorsque deux proportions ont les mêmes antécédenU ou lesi mimes conséquents^ les quatre autres termes forment une pror portion.
Cette propriété se déduit de ku précédente en intervertissant
dans chaque proportion l'ordre des moyens. Ainsi» des proportions
on tire (283) ( ^'V'în'w ^ ' l 5:7:: io:i4,
et comme ces deux dernières proportions sont liées par un rapport commun, elles donnent 15 : 21 :: 10 : 14.
256. Dans toute proportion, la somme ou la différence du deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux derniers comme le premier est au troisième, ou comme le second est au quatrième.
C'est-à-dire que la proportion
donnera lOdz 5 : I2dz
En effet, si l'on augmente ou si l'on diminue chaque antécédent de son conséquent, les nouveaux antécédents contiendront les conséquents primitifs une fois de plus ou de moins : donc les raisons des deux rapports seront chacune augmentées ou diminuées d'une unité (245). Mais elles étaient d'abord égales: donc elles le seront encore; donc il y aura proportion entre les nouveaux antécédents et les conséquents primitifs; donc on aura la proportion
I0ih5:5:: I2di6:6,
ou, en intervertissant Tordre des moyens,
10di5: 12d:6:: 5:6.
Mais si Ton change aussi Tordre des moyens dans la proportion proposée, elle deviendra
io:i2::5:6,
ce qui montre que le rapport de 5 à 6 est le môme que celui de
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10 à 12 : donc le rapport 10 ±: 5 : 12 ±6^ qui est égal au rapp.ort 5 : 6, le sera aussi au rapport 10: 12; donc on aura enfin
ce qu'il fallait démontrer.
287. II est facile de déduire de là que, dans toute proportion, la somme des deux premiers termes est à leur différence comme la somme des deux derniers est à leur différence,
858. Dar^s toute proportion^ la somme ou la différence des antécédents est à la somme ou à la différence des conséquents comme un antécédent est à son conséquent.
C'est-à-dire que la proportion
io:5::i2:6
donnera 12=1=10:6=1=5:: io:5:: 12 : 6.
En effet, si dans la proportion proposée on interrertil Tordre des moyens, on aura
Mais on sait que, dans toute proportion, la somme ou la différence des deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux derniers comme le premier est au troisième, ou comme le second est au quatrième (286) ; donc la proportion précédente donnera
i2±io:6±5:: 10: 5:: 12:6.
2(50. Dans une suite de rapports égaux, la somme d'un certain nombre d'antécédents est à la somme de leurs conséquents cêmme un antécédent quelconque est à son conséquent.
C'est-à-dire que, si Ton a la suite de rapports égaux
etc
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on en déduira
2 + 3+5 + 7: 4 + 6-(.io + i4:: 7: 14
En etteiy les deux premiers rapports de la suite proposée forment la proportion
Mais comme nous venons de démontrer que dans toute proportion la somme des antécédents est à la somme des conséquents comme un antécédent est à son conséquent, cette proportion donnera
Or, au rapport de 3 à 6 on peut substituer le rapport équivalent de 5 à 10 : ainsi Ton aura
Si Ton applique à cette proportion le principe du numéro précédent, il viendra
2+3+5:4+6+10 ::5:io;
et en substituant au rapport 5 : 10 le rapport équivalent 7:14, on aura
En appliquant enfin à cette dernière proportion le principe du numéro précédent, nous aurons
2 + 3 + 5+7:4+6+10+14:: 7:14, ce qu'il fallait démontrer.
200. Si Von multiplie plusieurs proportions par ordre^ c^est-àdire terme à terme Jes produits qu'on obtiendra formeront uneprO'^ portion.
f^Aiosii des proportions
în tirera la proportion
Pour démonirer que ces quatre produits forment une pro- (rtion, il suffit de prouver que le produit des deux extrêmes est égal au produit des deux moyens (252).
.' Or, le premier extrême 2.5.8 est le produit des premiers .extrêmes des proportions données; de même, le second extrême 6*21.18 est le produit des seconds extrêmes de ces mêmes proportions; donc le produit des deux extrêmes 2.5.8 et 6.21.18 est le produit de tous les extrêmes des proportions données (58). On verra de même que le produit des deux moyens 4.15.16 et 3.7.9 est le produit de tous les moyens Hô ces mêmes proportions. Mais dans chacune d'elles le produit des extrêmes est égal à celui des moyens : donc le proiuit de tous leurs extrêmes est égal à celui de tous leurs me yens ; donc, dans la proportion que nous voulons établir^ le produit des extrêmes est égal au produit des moyens; donc cette proportion est vraie.
261. Concluons de là que les carrés^ les cubesy et en général les puissances semblables de quatre qiMntités en proportion sont aussi en proportion, c'est-à-dire que de la proportion
on déduira, par exemple,
En effet, nous obtiendrons cette proportion en multipliant la première deux fois par elle-même, et nous venons de prouver ijue les produits seraient en proportion.
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2G2. Les racines carrées, cubiqueSj et en général les racines semblables de quatre quantités en proportion sont aussi en proportion.
Soit, en eflet, la proportion
je dis qu'on aura, par exemple,
En effet, on tire la proportion énoncée (240)
Mnis nous avons vu que la racine cubique d'un produit s'obtient en extrayant séparément les racines cubiques de chacun de ses facteurs (22S} et en multipliant ces racines entre elles ; nous aurons donc, d'après cela,
î/Ï6x'6=v^Xv^8,
ce qui prouve que, dans la proportion à démontrer, le produit des extrêmes est <^gaî au produit des moyens, et que par conséquent cette proportion est vraie (2S2).
Si Von divise deux proportions terme h terme^ les qtu)tients foi^meront une proportion.
C'csl-à-dire que des deux proportions
ou tirera |:^-.'î^il-
En effet, le produit des extrêmes de la proportion à démontrer est une fiaclion $f^ qui a pour numérateur le produit des extrêmes de la première des proportions proposées, et pour dénominateur le produit des extrêmes de la seconde. Le produit des moyens de cette même proportion est une fraction ^^' qui a
numérateur le produit des moyens de la première, et
dénominalepr le produit des moyens de la seconde;
dans chacune des proportions énoncées le produit des
èmes est égal à celui des moyens : donc les deux fractions
et ^^j qui expriment le produit des extrêmes et le produit
moyens de la proportion à démontrer, ou des numérateurs
ux et des dénominateurs aussi égaux ; donc elles sont égales,
ne celte proportion est vraie."
S64. Quoique les principes que nous venons d*établir raient ""fêlé en conbidérant des quantités commensurables, ils n'en sont ^Pas moins applicables à des quantités incommensurables. Il Biiffity pour s*en convaincre, de bien déiinir ce qu'on entend TÊ^ le rapport de deux grandeurs irrationnelles. Or, puisqu on [.^ |ieul toujours assigner une quantité commensurable qui difTùre d*aassi peu que Ton veut d'une quantité incommensurable f donnée, on regarde le rapport des deux quantités incommensu» râbles comme la limUe (256) vers laquelle tendent les rapports successifs que Von obtient en remplaçant ces quantités incommensurables par des valeurs commensurables qui en approcliont de plus en plus. Donc les propriétés dont jouissent les rapports de quantités commensurables conviennent également aux rapports de quantités incommensurables ; caries limites vers lesquelles tendent deux grandeurs, qui sont constamment égales dans tous les étals de grandeur par lesquels elles passent, sont aussi égales (i^37).
SOS. Nous avons dit qu'on appelait rapport par quotient le résultat de la comparaison de deux quantités, laite dans le but de savoir combien de fois l'une contient l'autre. Si la première quantité contient la seconde un nombre exact de fois, le rapport de ces deux quantités est évidemment ce nombre luimême, c'est-à-dire le quotient de leur division ; ainsi 18 contient 3 fois 6; U rapport de 18 à 6 est 3=-^. Si la première quantité ne contient pas exactement la seconde, on les compare toutes les deux à une troisième quantité prise pour commune mesure; soient, par exemple, les deux quantités 18 et 7;
l'unité est contenue 18 fois dans la première, et 7 fois dans seconde : donc la première quantité vaut 18 fois la septième] partie ou les 4j?de la seconde; c'est-à-dire que leui- rapport! est une fraction dont les deux termes sont les nombres de mesures communes contenues dans les deux quantités que I'ob a comparées. Or une fraction exprime le quotient de son numérateur par son dénominateur (04) ; on voit donc que les expressions fraction, quotient, rapport, peuvent être considérées comme signifiant la niéme chose, et les mots numérateur , dénominateur, comme synonymes d^antécédent et de conséquent.
En considérant les rapports sous ce nouveau point de vue rien ne sera plus facile que d'arriver aux propriétés démontrées aux n«" 249 et suivants. Ainsi, la proposition fondamentale du n» 249 se démontrera immédiatement en réduisant les deux rapports considérés au même dénominateur. Le principe important du n« 289 se démontre avec la même facilité : soient en effetyles rapports égaux
on a évidemment :
h h' if'f^ ^*^'»
d'où Ton tire, en ajoutant ces égalités membre à membre :
et par suite
C'est d'ailleurs le même principe que nous avions déjà démontré au n^" lOtt.
CflAPITRE XUI.
S I. PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE
266. On appelle progression par différence ou arithméhque une suite de nombres tels que chacun d^eux surpasse celui ^ui le précède, ou en est surpassé^ d'une quantité constante quon -appelle raison de la progression*
Ainsi chaque terme est moyen différentiel entre celui qui le précède et celui qui le suit (242).
■f 2.5 .8. 11. 14.17. 20.etc.,
^30.27.24.21. 18.15. 12. etc.,
«ont deux progressions par différence, Tune croissante, l'autre •décroissante, qui toutes deux ont 3 pour raison.
La première s'énonce : ^ est à h comme h est à %^ comine 8 est •à 11, comme li est à 14, comme, etc. La seconde s'énoncerait de la même manière.
Il suit de la définition précédente que
le 2* terme est égal au l'' plus ou moins la raison ;
le 3* au I*' plus ou moins la raison, plus ou
moins la raison, c'est-à-dire est égal au 1" plus ou moins 2 fois la raison;
le 4« au l*' plusou moins 2 fois la raison, plus ou
moins la raison, c'est-à-dire est égal au l^'plus ou moins 3 fois la raison;
le 5*. ... • au 1"^ plus ou moins 3 fois la raison, plus
ou moins la raison, c'est-à-dire est
égal au P' plus ou moins 4 fois la
raison ; etc.
Donc, en général, un terme quelconque d'une progression par
SOO PROGRESSIONS.
différence est égal au premier augmenté ou diminué cTautant de fois la raison qu'il y a de termes avant lui.
Cette règle donoe le moyen de calculer un terme quelconque d'une progression, sans qu'on soit obligé de former tous can qui le précèdent. Veut-on, par exemple, calculer le cent cinquantième terme de la progression -^2.5.8. 11. etc.; on voir, à rinspection de cette progression, que la raison est 3 et le pre* mier terme 2 : ainsi, pour calculer le cent cinquantième terme, lequel en a par conséquent 149 avant lui, il faut multiplier 3 par 149, ce qui donne 447 ; et, en ajoutant 2 à ce produit, on trouve 449 pour valeur du cent cinquantième terme.
268. Insérer des moyens différentiels entre deux nonibresdonnéSy c'est trouver des nombres qui forment une progression par différence dont les deux nombres donnés soient les deux extrêmes*
Proposons-nous d*insérer entre deux nombres donnés un certain nombre de moyens différentiels. II est clair que, si l'on connaissait la raison de la progression dont ces moyens doivent faire partie, il suffirait de l'ajouter au plus petit des deux nombres donnés pour avoir le premier moyen, de l'ajouter au premier moyen pour obtenir le second, et ainsi de suite. Cherchons donc à déterminer cette raison.
Or, il suit du numéro précédent que le plus grand des deux nombres donnés est égal au plus petit augmenté d'autant de fois la raison qu'il y a de moyens à insérer plus un : car c'est précisément là le nombre des termes qui précèdentle plus grand des deux nombres. Donc, si du plus grand nombre on retranche le plus petit, le reste sera égal à la raison multipliée par le nombre des moyens à insérer plus un; donc, pour obtenir la raison de laprogression demandée^ ilsuffit de diviser ladifférence des deux nombres donnés par le nombre des moyens à insérer plu^ un.
Exemple. Insérer six moyens différentiels entre 2 et 23. Pour cela, je retranche 2 de 23, ce qui donne 21 pour reste; je divise ce reste par le nombre des moyensà insérer plus un, c'està-dire par 7 ; le quotient 3 exprime la raison de la progression cherchée, qui est ainsi t2.5.8.1 1.14.17.10.23.
260. Si entre tous les termes (Tune progression par différence on insère le même nombre de moyens différentiels ^ toutes les pro^ gressions partielles ainsi formées composeront une seule et même frogressùm.
En effet, le nombre des moyens inséré entre les différents termes de la progression étant le même, ainsi que la différence de deux termes consécutifs quelconques de cette progression, la raison sera la même dans toutes les progressions partielles (S68) ; et comme d'ailleurs le dernier terme de la première est le premier de la seconde, que le dernier de la seconde est le premier de la troisième, et ainsi de suite, il est
t évident que toutes les progressions partielles formeront une
^ seule et même progression.
270. Dans toute progression par différence^ la somme de deux termes équidistants des extrêmes est égale à celle des extrêmes.
Considérons, en effet, deux termes moyens, également distants des deux extrêmes, et supposons, pour fixer les idées, que la progression soit croissante; le premier de ces deux moyens sera égal au premier terme de la progression, augmenté d'autant de fois la raison qu'il y a de termes intermédiaires plus un (S07) : par conséquent, la différence qui existe entre le premier terme de la progression et le premier moyen sera égale à autant de fois la raison qu'il y a de termes intermédiaires plus un. De même, la différence du second moyen au dernier t( rme de la progression sera égale à autant de fois la raison qu'il y a de termes intermédiaires plus un : donc, puisque les deux moyens sont équidistants des extrêmes, ces deux différences sont égales; donc ces quatre termes forment une équi« différence, et par conséquent la somme des deux moyens est égale à celle des deux extrêmes (2 44) ; ce qu'il fallait démontrer.
271. Proposons- nous actuellement de calculer la somme des termes d'une progression par différence^ et considérons, par exemple, la progression
Supposons qu*on écrive la progression sous elle-même, en' renversant l'ordre de ses termes, ce qui donnera
Il résultera de cette disposition que les termes qui se correspondront dans les deux progressions étaient équidistants des extrêmes dans la premièi*e; que, par conséquent, si Ton additionne ces deux progressions terme à terme, leur somme se composera d'autant de fois la somme des extrêmes (SI70) qu*il y a de termes dans la progression primitive. Mais cette somme est évidemment le double de la somme cherchée : donc, pour avoir celle-ci, il faut diviser la somme trouvée par 2. Donc, la somme des termes d'une progression par différence est égale à la moitié du produit qu'on obtient en multipliant la somme des deux extrêmes par le nombre des termes.
EoDemple. Calculer la somme des n premiers termes de la progression formée par les nombres impairs 1, 3, 5, 7, etc.
Il faut d'abord calculer le n'*"* terme : en observant que la raison est 2, on trouvera pour sa valeur 1 +2 (n — 1)= 2n — 1 {2G7);donc la sommedesdeux extrêmes est2n;parconséquent,
la somme demandée est — j— =n', c'est-à-dire est égale au carré
du nombre des termes additionnés.
Ce résultat fournit le moyen de trouver deux carrés dont la somme soit elle-même un carré. Il suffit, en effet, pour cela, de prendre dans la progression -f 1.3.5.7.9. etc., un terme qui soit un carré parfait, et le carré du nombre des termes qui le précèdent; car leur somme sera égale au carré du nombre qui exprime le rang du terme carré que Ton a choisi. Ainsi, prenons 49, qui est le 25* terme; ajoutons-y le carré de 24, et nous aurons le carré de 25*.
— - — J -fa^=f — J^j ^ûi^
présentant un nombre impair quelconque.
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Donc, en généra), tin terme qtielconque (Tune progression par quotient est égal au premier multiplié par la raison élevée à une puissance marqiUe par le nombre des termes qui le précèdent.
Exemple. Calculer le onzième terme de la progression
^6:i8:54:i62:etc.,
dont la raison est 3.
On élèvera la raison 3 à la dixième puissance, ce qui donnera 59049 : on multipliera ce nombre par le premier terme 6» et Ton trouvera que le terme demandé est 354294.
974. Insérer des moyens proportionntls entre deux nombres donnés^ c*est trouver des nombres qui foirmeni une progression par quotietU dont Us deux nombres donnés soient les deux exti'tmes.
Proposons-nous d*insérer entre deux nombres donnés un certain nombre de moyens proportionnels.
Si Ton connaissait la raison de la progression dont ces moyens doivent faire partie, il suffirait de multiplier le plus petit nombre par a tte raison pour avoir le premier moyen ; de multiplier ce premier moyen par la raison pour obtenir le second, et ainsi de suite. CherchoDs donc cette raison.
Il suit du numéro précédent que le plus grand des deux nombres donnés est égal au phis petit multiplié par la raison élevée à une puissance marquée par le Dombie des moyens à insérer plus un, car c'est prédsémail là le nooibre des termes qui précèdent le plus grand des deux Bombres : dcMftc, si Ton divise le plus grand nombre par le pins petit, le quotient qu*on obtiendra sera égal à la raison élevée à nue puissance mariuée par le nombre des moyens à insérer pins UXklàouc^tmÊrebùi.'tirUrmisQmëêlm prvyrBam dbnaadM; wt Ikmi émmr k jfims $rwd mÊm^kre pÊT h pbu pteil^ H f mOkmi wm rmm d'mm ëtyrv «^tl mm Mmàrt dies
£jR«9iùr. Insérer deux mo3fcns p top oit î oBBgb entre S et U. On éivfieva M par i, oe qpû éoBBCfa pur gnolk ni TT, on
braira la racine troisième (ou cubique) de ce quotient, et on ^Crouvera 3 pour la raison de la progression, qui sera ainsi
* Les deux moyens sont donc 6 et 18.
Puisque nous ne savons extraire que des racines dont riir-
i dice n'a pas d'autres facteurs premiers que 2 et 3 (235), il
semble que le problème de l'insertion des moyens proportion-
^ nels n'est possible que dans certains cas particuliers; mais
nous donnerons bientôt la méthode à suivre pour extraire
d'une quantité donnée une racine d'un degré quelconque (284).
27S. Si entre tous les termes d'une progression par quotimt im insère le mime nombre de moyens proportionnels^ toutes les progressions partielles ainsi formées composeront une seule et même progression.
La démonstration est la même que celle du n^" 209.
876. Proposons-noys maintenant de calculer la somme des termes dune progression par quotient.
Nous supposerons d'abord que la progression soit croissante, et qu'elle soit, par exemple,
fj 6 : 18 : 54 : 162 : 486.
Si l'on multiplie chaque terme de la progression proposée par la raison, ce qui donnera
fj 18 : 54 : 162 : 486 : 486 X 3,
on reproduira toinles termes de cette progression, excepté le premier; mais on aura, de plus, le produit du dernier terme par la raison. Par conséquent, la différence entre la somme des termes de cette seconde progression et celle des ternies de la première sera é^alc à l'excès (486 x 3 — 6) du produit du dernier terme de la progression donnée par la raison sur son premier terme. Or, du produit de la somme des termes de la progression multipliée par la raison nous venons de retrancher
cette somme de termes : le reste sera donc encore ^al au produit de cette somme multipliée par l'excès (3 — I) de la raison sur l'onité *; donc, en divisant ce reste par cet excès, ce qm donnera ^^gjf • , nous aurons la somme des termes de la progression donnée.
DonCy pour calculer la somme des termes tfune pragressm croissante par quotienty il faut multiplier son dernier terme par la raison^ retrancher du produit le premier terme de la prognssion^ et diviser le reste par Vexcès de la raison sur VvniU.
Exemple. l]lalculer la somme des onze premiers termes de la
progression h 6 : 18 : 54 : 162: etc. Nous avons vu (273) que
le onzième terme était 354294, dont le produit par la raison
est 1062882 : donc Texpression de la somme demandée sera 1 063«82-ff ^ t o«|87ff = 531438.
277. Supposons maintenant que la progression soit décroissante, c'est-à-dire que la raison soit plus petite que l'unité, et prenons pour exemple la progression
Si nous multiplions chaque terme par la raison f , ce qui donnera
il 1 K • Q • il- fil • lia • m. N^ a
nous reproduirons tous les termes de la progression, excepté le premier; mais nous aurons de plus le produit du dernier terme par la raison. Donc, en retranchant la somme des termes de cette seconde progression de celle des termes de la première, on aura pour reste l'excès (25— f|f xf) du premier terme de la progression donnée sur le produit de son dernier terme par la raison. Mais de la somme des termes delà progression nous venons de retrancher le produit de cette somme multipliée par
* Si la raison est un nombre entier, la chose est évidente; supposons qu'elle soit fractionnaire, ^ par exemple; en multipliant la somme des termes par ^, nous en avonâ pris les -^ : ainsi, des -t^ de la somme do termes, nous avons retranché cette somme, donc il nous en est resté les ?-. c'est-à-dire le produit de cette somme par ^, ou par Tezcès de ^ sur
l'UDitÔ.
la rcdson : donc le reste sera égal au produit de cette somme nmlUpliée par Texcès (1 — f) de l'unité sur la raison*; donc,
en divisant ce reste par cet excès, ce qui donnera 1_3 >
nous aurons la somme des termes de la progression donnée.
Donc, peur calculer la somme des termes d'une progression
dieroUsanU par quotient^ il faut du premier terme retrancher le
produit du dernier multiplié par la raison, et diviser le reste par
texcèt de tunité sur la raison.
*278. D'après cela, si nous représentons le premier terme d'une progression décroissante par a, le dernier par /, la raison par r, la somme des termes par 5, nous aurons pour expression de la somme des termes de cette progression :
Or, puisque la progression est décroissante, il est évident que
le dernier terme sera d'autant yUis petit qu'il sera plus éloigné
du premier, c'est-à-dire que le nombre des termes sera plus
considérable; et nous démontrerons plus loin qu'il tend vers
*éro quand le nombre de ces termes augmente indéfiniment
(358); donc, en prenant un nombre de termes suffisamment
^''and, la valeur de / et, à plus forte raison, celledu produit i.r
(^ estune fraction) sera assez petite pour que la quantité a — l.r
^^Qère de a d'aussi peu qu'on voudra; de sorte que la quantité
"■5^-1-. difRrera elle-même d'aussi peu qu'on voudra de la I. — r
^\aantité — —• Cette demièrequantitéestdonc une Kmite dont I — f
^^ somme des termes approche d'autant plus qu'on la compose
* En effet, en multipliant la somme des termes par g, nous en avons pris ^«s §: donc, en retranchant ces J de la somme des termes, il nous en est reslô les |, c'est-à-dire le produit de cette somme par §, ou par Texcôs de Turité «ur la raison ^.
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d*un plus grand nombre de termes (SISO), mais qu*elle ne peut atteindre qu'autant que la progression se prolonge à rintini : c*est alors seulement que son dernier terme / est nul, et que par conséquent le produit I.r devient aussi nul. Donc la limite de la somme des termes d*unc progression décroissante à rinflni est — — ; donc, pour calculer la somme des ter-
mes d'une progression par quotient décroissante à Vinfini^ il faut diviser son premier terme par Vexcès de l'unité sur la raison.
* 279. Considérons la fraction décimale périodique
elle est la somme des fractions partielles
etc.
Or on voit que chacune de ces fractions est cent fois plus petite que la précédente (i34); de sorte que la fraction décimale périodique proposée n*est autre chose que la somme des termes d'une progression par quotient décroissante à l'inflni, dont le premier terme est 0,25, et dont la raison est 0,01. Ainsi, pour calculer la valeur de cette fraction périodique, il faudra, conformément à ce que nous venons de voir, diviser son premier terme 0,25 par l'excès de 1 sur 0,01, c'est-à-dire par 0,99 : la valeur de cette fraction sera donc ^^ ou, eu multipliant ses deux termes par 100, ff ; ce qui s'accorde avec la règle du n° ISil.
S I. PROPRIÉTÉS DES LOGARITHMES
280. On appelle logarithmes une suite de nombres en progres&ion par différence commençant par zéro, qui correspondent terme pour terme à une pareille suite de nombres en progression par quotient commençant par lunité.
Le logarithme d'un nombre est donc le terme de la progression par différence qui correspond au nombi^e que l'on considère dans la progression par qu^oUent,
Ainsi, soient les deux progressions
etc.
etc.
les nombres 0, 6, 15, 18 sontjes logarilhines des nombres respectifs 1, 4, 32, 64.
Il semble résulter de cette définition que les nombres moindres que l'unité n'ont pas de logarithmes, si la progression géométrique est croissante, comme dans Texcmple ci-dessus, et que ce seraient au contraire les nombres >> l qui naui aient pas de logarithmes, si elle était décroissante. Alors, pour comprendre à la fois les nombres plus petits et plus grands que l'unité dans la progression par quotient, on n'aura qu'à ia prolonger vers la gauche, en divisant l'unité par ia raison, puis divisant le terme ainsi obtenu par la raison, et ainsi de suite.
Pour obtenir les -logarithmes de ces nonjbres, on prolongera de même la progression arithmétique ver^ la gauche, en retranchant d'abord la raison du premier ternie zéro ; mais comme cette soustraction ne peut s'effectuer, ou l'indiquera en écrivant le signe — devant cette raison ; on retranchera
encore la raison de ce terme, ce qui donnera un second terme équivalent à moins la raison moins la raison, c'est-à-dire à moins deux fois la raison, et ainsi de suite.
De cette mnnière, on aura les deux progressions indéfinies dans les deux sens :
et les termes de la seconde seront les logarithmes des termes correspondants de la première.
281. Il résulte des principes établis aux n** 267 et 273 que, dans une progression par quotient commençant par l'unité, un terme quelconque est égal à la raison élevée à une puissance marcju^e par le nombre des termes qui le précèdent, et qu*un terme quelconque d'une progression par différence commençant par zéro est égal à la raison répétée autant de fols qu'il y a de termes avant lui.
Donc, autant de fois la raison est facteur dans un terme quelconque de la progression par quotient, autant la raison de la progression par difTérence est contenue de fois dans le terme correspondant de cette progression : par conséquent, si l'on multiplie entre eux plusieurs termes de la progression par quotient, et qu'on ajoute les termes correspondants de la progression par difTérence, autant de fois la raison de fa progression par quotient entrera comme facteur dans le produit, autant de fois la raison de la progression par différence sera contenue dans la somme. Donc le produit et la somme feront partie de ces deux progressions ; car l'un sera une puissance de la raison de la première progression, et l'autre un multiple de celle de la deuxième, et de plus ils s'y correspondront mutuellement : donc la somme sera le logarithme du produit. Mais les nombres additionnés sont les logarithmes de ceux qu'on a multipliés : donc, le logarithme (tun produit de plusieurs facteurs est égala la somme des logarithmes de ces facteurs*. .
Ce principe suppose essentiellement que les deux progressions géomé»
|i ' Cette démonstration suppose que les Tacteurs dont il s*agit it tous situés dans la progression par quotient d'un même \\é de l'unité*.
ïlle s'étend également bien à un produit de facteurs situés
^■^une ms^nière quelconque dans celte progression, en regar-
'xfant un terme quelconque de la partie descendante, dans la pro-
-fression géométrique, comme égal au quotient de l'unité divi-
' -Sée par une puissance de la raison marquée par le nombre de
"'termes qui le précèdent, à partir de 1, et un terme quelconque
4e la partie à gauche de zéro, dans la progression arithméti-
4riquê et arithmétique commencent respectivement par Vunité et par %éro; et comme c'est sur ce Uiéorème et sur les conséquences qui en découlent •qu'est fondé Tusage des logariltimes, voilà pourquoi nous avons introduit cette lestriction dans la définition du n" 280.
En effet, 11 suit du n* 273 que, si le premier terme de la progression par quotient n'est pas l'unité, le produit de deux termes quelconques de cette progression sera égal au carré du premier terme multiplié par une certaine puissance de la raison : donc ce produit ne pourra faire partie de la progression qu'autant qu'elle commencera par une puissance de la raison. On verra de même que, pour que la somme de deux termes de la progression par difTéronce soit un terme de cette progression, il faut qu'elle commence par un multiple de la raison. Maintenant je dis que pour que le produit et la somme puissent se correspondre, il faut que la raison de la progression arithmétique eoit contenue, dans son premier terme, autant de fois que la raison de la progression géométrique sera facteur dans le premier terme de cette progrèsston : de sorte que ces deux termes pourront être considérés comme deux termes correspondants de deux progressions par quotient et par différence , -commençant Tune par l'unité et l'autre par zéro.
Représentons, en effet, par q et par r les raisons dos deux progressions .géométrique et arithmétique; supposons que q soit m fois facteur dans le inemier terme de la première, et que r soit contenu n fois dans le premier terme de la seconde. Les («+!)'*** et (< + 1)**** termes de la progression par quotient seront q"»**, q*+', et leur produit sera q"*"-».*/^ qu^ ce qui re- Tient au même , q". q"-»*^ : donc ce produit aura (m -{- f + 1) termes avant lui. Les (f+l/^^ et (^+1)'*** termes de la progression par différence seront «r + <r et nr + tr, et leur somme sera nr'{-nr-{-sr-\- (r, ou , ce qui revien t au mdme, iir+ (n +f + 0* ^> ^^^^ ^^^^ somme a (n-f s + termes avant elle; 4onc, pour qu'elle corresponde au produit, il faut que m + f + ^ = n4-i + <i -c'est-à-dire que m=:n\ ce qu'il fallait démontrer.
* Tout ajouter deux quanlti^x négatives (on appelle ainsi celles qui sont précédées du signe — , tandis qu'on nomme positives celles qui n'ont pas de signe eu que Ton regarde comme affectées du signe -f )> on fait la somme de ces ..deux quantités sans s'occuper du signe, et on met le signe » devant la somme.
que, comme égal à moins autant de fois la raison qu*il y a de termes avant lui, à partir de zéro. Considérons, en effet, le 1 2» terme à gauche et le 7* à droite de 1 dans la progression par quotient : le premier de ces ternies sera égal à l'unité divisée par la il* puissance de la raison, et le second sera égal à la 6" puissance de celte raison ; donc leur produit sera le quotient de la 6* puissance de la raison divisée par la 11* {ii&\ c'est-àdire qu'il sera égal au quotient de l'unité divisée par la 5* puissance de cette raison (90, 2"); donc il est le 6* terme, à partir de 1, dans la partie descendante de la progression géométrique. On verra de même que la somme du 12* terme à gauche et du ?• à droite de zéro, dans la progression par différence, est égale au 6« terme à gauche dans cette progression*, et qu'ainsi celte somme et ce produit se correspondent encore dans les deux progressions.
282. Il suit de là que le logarithme du qtiotient de la divisioîi de deux nombres est égal au logarithme du dividende^ moins le logarithme du diviseur.
En effet, le dividende étant le produit du diviseur multiplié par le quotient, son logarithme est la somme des logarilhnics du diviseur et du quotienl : par conséquent, si du logarithme du dividende on retranche celui du diviseur, on aura le logagarilhme du quotient.
2(Î5. Le logarithme d'une puissance quelconque d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre, multiplié par l'exposant de la puissance.
En effet, une puissance d'un nombre est le produit d'autant de facteurs égaux à ce nombre qu'il y a d'unités dans l'exposant de cette puissance : par conséquent, le logarithme d'une
* Pour ajouter une quantité positive avec une quantité négativef on retranche la plus petite de lapins grande, sans faire attention aux signes, puis on donne au reste le signe de la plus grande.
iteîssance d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre liftpélé autant de fois qu'il y a d'unités dans l'exposant de cette Mssance (281).
^ 284. Le logarithme (Tune racine (Tun nombre est égal au logor Wlhme de ce nombre divisé par l'indice de cette racine.
. En effet, le nombre dont on demande la racine peut être ^considéré comme une puissance de sa racine d'un degré mar ^é par l'indice de cette racine : donc, d'après ce que nous ve- "^ons devoir, le logarithme du nombre dont on, demande la incine est égal au logarithme de sa racine multiplié par Tindice de cette racine; par conséquent, on obliendra le logarithme de la racine d'un nombre en divisant le logarithme de ce nombre par Tindice de cette racine.
285. Il suit des quatre principes que nous venons d'établir que, si parmi les termes de la progression par quotient se trouvaient tous les nombres entiers possibles (je dis entiers, car le logarithme d'une quantité fractionnaire est égal (282) à la différence des logarithmes de deux nombres entiers), on pourrait au moyen de ces principes changer les multiplications, divisions, élévations aux puissances et extractions de racines, respectivement en additions, soustractions, multiplications et divisions, ce qui simpliGerait considérablement les calculs.
Mais les nombres 1, 2, 3, 4, etc., forment une progression par différence: comment donc les faire entrer dans une progression par quotient? tel est robjel de la conslruclion des tables de logarithmes.
S "• CONSTRUCTION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES
286. Une table de logarithmes est un tableau à deux colonnes verticales : dans la première se trouve la suite naturelle des nom^ bres 1, 2, 3, 4, etc,^ jusqu'à une certaine limite^ et à côtéj dans la féconde, leurs logarithmes^ c'est-à-dire les termes correspondants
d'une progression par difTérence commençant par zéro. Voyons comment on a dû s'y prendre pour construire une pa* reille table.
Parmi le nombre infini de progressions par quotient commençant par Tunité et de progressions par différence commençant par zéro, on a choisi les deux suivantes :
^ 1 : 10 : 100 : looo : etc., •f . 1 • 2 • 3 • etc.
Cela poséy si entre tous les termes de la première progression on insère le même nombre de moyens proportionnels, et qu'entre tous les termes de la progression par différence on insère autant de moyens différentiels, on formera deux nouvelles progressions (260 et 27tt), dont les termes jouiront des propriétés énoncées précédemment. Or, si le nombre des moyens insérés est très-considérable, on s'élèvera de 1 àlO, delOàlOO,. de 100 à 1000, etc., par degrés très-resserrés, et d'autant plus resserrés que le nombre de ces moyens sera plus grand. On conçoit même que si ce nombre était infini, les termes de la nouvelle progression géométrique présenteraient toutes les nuances de la grandeur, à partir de Tunité (553) : de sorte que tous les nombres plus grands que l'unité seraient compris danscette progression ; et comme on en peut dire autant des nombres moindres que 1 en considérant la progression ^-^l Toïï • Tijûôi c^c., on conclut que tout nombre a un logarithme*.
* Il suit de là qu'un nombre a une infinité de logarithmes, car on peut fairecorrespondre à la progression géométrique qui renferme tous les nombres une infinité de progressions arithmétiques commençant par zéro. Toutefois, le système que Ton considère est déterminé à Tinstant où Ton fixe le logarithme d'un nombre donné ; car on peut le regarder comme formé en partant de deux progressions par quotient et par différence qui auraient respectivement pour raison le nombre donné et son logarithme.
On ett convenu d'appeler basr d'un système de logarithmes le nombre qui a l unité pour logarithme; de sorte que ce système est défini par sa base, tik
lï"^ Cela posé, si les nombres
etc.,
ne se trouvent pas parmi les moyens proportionnels qu'on aura Insérés, du moins il y aura parmi ces moyens des nombres qui en différeront très-peu : de sorte qu'en prenanl pour logarithmes des nombres 2, 3, 4, etc., ceux des moyens qui en approcheront le plus, l'erreur que Ton commettra sera moindre q[ae la raison de la progression par différence ; et comme cette raison est d'autant plus petite que le nombre des moyens différentiels qu'on aura insérés sera plus grand (2G8), on voit qu'on pourra toujours déterminer de cette manière les logarithmes des nombres 2, 3, 4, etc., avec tel degré d'approximation qu*on ▼ondra. Cela fait, on écrira dans une colonne verticale successivement tous -les nombres entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc., jusqu'à la limite convenue ; puis, dans une autre colonne verticale, cl à côté, les logarithmes correspondants qu'on aura trouvés, et la table de logarithmes sera construite.
Voyons maintenant comment on pourra effectuer l'insertion des moyens proportionnels et différentiels.
L'insertion des moyens différentiels n'offre aucune difficulté; car, pour trouver la raison de la progression qu'ils doivent former, il suffit de diviser la raison de la progression donnée par -le nombre de ces moyens plus un (268). Mais il n'en est pas ainsi du calcul des moyens proportionnels : nous avons vu, en effet, que pour trouver la raison de la progression dont ils feront partie, il faut extraire de la raison de la progression donnée
hott ùik s\jsihfM qu^ n(m$ c(msid4r(yM ici est 10. Le système de logarithmes dont la base est 7 serait domié par les deux progressions :
' -H-l:?: 49:343, etc., f . 1 . 2 . 3, etc.
une rncinc d'un degré marqué parle nombre des moyens à ^ sérer plus \m (274), et nous ne savons eitraîre que des rai nos dont l'indice n'a pas d'autres facteurs premiers que 2et ij Comme cet indice est arbitraire, nous éluderons la difficull^ en insérant un nombre de moyens qui soit une puissance paj fhite de devx^ diminuée d'une unité; de sorte que nous n'ai rons ainsi que des racines carrées à extraire (214). Seulemei. L )J faudra avoir soin d'extraire la première racine avec un Crût haut degré d'approximation, puisque la racine carrée d'iri nombre décimal contient deux fois moins de décimales que ci nombre.
Supposons, par exemple,.qu'il s'agisse de calculer une ta bU de logariilimcs, de manière que chacun d'eux soit exact | moins d'un millième. .
Il suit de la règle du n» 2GB que, la raison de la progressîot pnr JifTércncc élant l'imité, le nombre des moyens à insérei plus un, devra êlre mille ou plus grand que mille; car alors li raison de la progression que formeront les moyens différentiel sera un millième ou plus petite qu'un millième. On élèvei donc 2 à toutes les puissances successives à partir de la seconde^ jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un nombre au moins égal à lOOOj On trouvera ainsi que la neuvième puissance de 2 est 512, et que la dixième est 1024 : par conséquent, 1024 sera le degré de la racine qu'il faudra extraire de la raison de la progression par quotient; et conséqucmmcnt 1024 — 1, c'est-à-dire 1023, sera' le nombre des moyens à insérer. En insérant donc 1023 moyens' proportionnels entre tous les termes de la progression par que- , tient, et pareil nombre entre tous les termes de la progression \ par différence; écrivant ensuite, dans une colonne verticale, la . suite naturelle des nombres 1,2, 3,4, etc., et dans une seconde! colonne verticale, et à côté, les logarithmes de ceux des moyens ! proportionnels qui approchent le plus de ces nombres respec- ' tifs, en s'arrètant toutefois dans chacun au chiffre des millièmes, \ on aura construit la table de logarithmes demandée.
Si Ton voulait calculer seulement le loffarithme d'un
jHiuc cmre «},ic:i ci lu, son lo^anuime csi compris cm ^. fel 1, de sorte que 0,5 est sa valeur à moins de 0,5 près.( '^r^udra ensuite une moyenne géométrique 5,623 entre 3,1
■Ji^j
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libre déterminé, on pourrait y parvenir bien plus simplcll de la manière suivante :
ipposons, pour fixer les idées, que Ton demande le loga-
16 de 7 à moins d'un cenliôme. Ce nombre élant compris
1 et 10, son logarithme se trouvera entre et l (îi8G),
irte qu'en prenant zéro pour sa valeur, on commettra une
ir moindre qu'une unité. Pour en approcher davantage, rtierchera une moyenne proportionnelle entre 1 et 10, et moyenne différentielle entre et l (25i et 24G). La |)re- •e est 3,162, et la seconde est 0,5; d'où il suit que, comme
ibe entre 3, 162 et 10, son logarithme est compris entre
On
I, et une moyenne arithmétique 0,75 entre 0,5 et 1. Comme
compris entre 5,623 et 10, son logarithme tombera entre
et 1, et 0,75 sera ainsi sa valeur à moins de 0,25. On coniera ainsi jusqu'à ce que Ton ait trouvé deux moyens prolionnels, l'un plus grand, l'autre plus petit que 7, et tels
les deux moyens ditîércntiels correspondants dilTèrent de Ins de 0,01. Alors, en rejetant les décimales ti'un ordre inïur aux centièmes, on aura résolu la question :
7,499 moyenne proportionnelle entre 5,623 et 10.
0,875 différentielle........ 0,75... 1.
6,494......... proportionnelle 5,623.. 7,49i5.
0,812 différentielle 0,75... 0,875.
ii3 6,978 proportionnelle 6,49(i.. 7,499.
0,843 :.... différentielle 0,812.. 0,875.
rt^jj 7,234 proportionnelle 6,:-78.. 7,499
" 0,859 différentielle 0,843.. 0,875.
7,105 proportionnelle 6,978.. 7,234.
0,851 différentielle 0,843.. 0,859.
voit parla que? tombe entre les deux moyens géométriques 78 et 7,105, etqu'ainsi son logarithme est compris entre les J^^x moyens arithmétiques correspondants 0,843 et 0,851; et imc ces deux derniers moyens diffèrent de moins d'uncen-
tième, en prenant Ton d'eux pour le logarithme de 7, on résoudra le problème.
Remarquons que pour être s6r du chiffre des eerUièmes, on ne devra s'arrêter que quand on aura obtenu deux moyens arithmétiques dont les deux premières décimales seront les mimes. Ainsi, dans notre exemple, il faudrait prendre encore une moyenne proportionnelle entre 6,978 et 7,105, laquelle est 7,041, et une moyenne différentielle entre 0,843 et 0,851, laquelle est 0,847; donc les deux premières décimales du logarithme de 7 forment 0,84.
Si l'on calcule Je cette manière les logarithmes de tous les nombres premiers moindres que 10 000, il sera facile ensuite d'obtenir les logarithmes de tous les autres nombres entiers inférieurs à cette limite : car il suffira pour cela d'additionner les logarithmes des facteurs premiers de ces nombres (281), et alors la table de logarithmes sera construite.
Mais si les logarithmes des nombres premiers n'étaient calculés qu'à moins d'un centième, ceux des nombres composés pourraient être erronés de plus d'un centième : avec quelle approximation faudrait-dl donc déterminer les logarithmes des nombres premiers ? J'observe que la puissance de 2, qui est immédiatement supérieure à 10 000, est la quatorzième, de sorte qu'un nombre moindre que 10 000 renferme au plus 13 facteurs; donc, pour que son logarithme ne soit pas erroné d'un centième, il suffira que ceux de ses facteurs premiers ne le soient pas de /g de centième, c'est-à-dire d'un demi-millième.
Il résulte du choix des deux progressions
« 1 : 10 : 100 : looo : etc.,
•f . 1 . 2 . 3 . etc.,
que, parmi les nombres entiers ^ les nombres 1, 10, 100, 1000, etc., c'est-à-dire les seules puissances de 10, ont pour logarithmes des nombres entiers^ et que ces logarithmes se corn-
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posent (Tautanî (Tunitês quHl y a de zéros dans les nombres auxquels ils appartiennent.
Si, de plus, on observe que tout nombre est compris entre Tunilé suivie d'autant de zéros qu'il a de chiffres moins un et Tunîté suivie d*aulant de zéros qu'il a de chiffres, on verra que son logarithme tombe entre deux nombres entiers consécutifs, dont le plus petit indique combien le nombre proposé contient de chiffres moins un. Ainsi la caractéristique, c'est-à-dire la partie entière du logarithme d'un nombre entier quelconque^ renftrms autant d'unités qu'il y a de chiffres moins un dans ce nombre. Nous pourrons, d*après cela, déterminer, à l'inspection d'un nombre, quelle sera la caractéristique de son logarithme; et réciproquement, à l'inspection du logarithme d'un nombre, dire de combien de chitîres entiers ce nombre est composé. C'est pour cela que la partie entière du logarithme d*un nombre a été appelée caractéristiquCy et que dans les tables de logarithmes on peut se dispenser d'écrire la caractéristique.
289. Un principe fondamental dans l'usage des tables de logarithmes, c'est que, quand deux nombres plus grands que Vunitè sont composés des mêmes chiures écrits dans le même ordrCy et qu'ils ne diffèrent ainsi que par la position de la virguUy leurs logarithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent que par la caractéristique.
Eu effet, supposons, pour fixer les idées, que le plus grand des deux nombres renferme trois chiffres entiers de plus que l'autre; ce plus grand nombre sera égal au plus petit multiplié par IGOO : par conséquent, son logarithme est égal à celui de ce plus petit augmenté de celui de 1000, c'est-à-dire de 3 unités. Donc la partie décimale des logarithmes des deux nombres proposés est la même, et la différence de leurs caractéristiques contient autant d'unités qu'il y a de chiffres entiers de plus dans l'un que dans l'autre.
200. Il faut savoir résoudre les deux problèmes suivants pour pouvoir se servir des tables de logarithmes : l"" Unnombre
étant donnée trouver son logarithme; 2* étant donné le logarithme d'un nombre, trouver ce nombre.
Occupons-nous d'abord de résoudre le premier problème, cl supposons que nous ayons une table qui, comme celle de Lalande^ renferme les logarithmes des dix mille premiers nombres entiers, chacun à moins d'un demi-cenl-millième. Si le nombre proposé est moindre que 10 000, on le cherchera dans la lable, et on trouvera la partie décimale de son logarithme à côté. Ainsi la partie décimale du logarithme de 9485 est 97704, et comme d'ailleurs la caractéristique est 3, puisque ce nombre est' composé de quatre chiffres (288), il s'ensuit que log 9485 = 3,97704.
Supposons maintenant que le nombre proposé excède la limite des tables, c'est-à-dire qu'il soit plus grand que 10 000, et prenons, pour flxer les idées, le nombre 721367. Nous voyons d'abord que la caractéristique est 5 : quant à la partie décimale du logarithme, elle est la même que celle du logarithme du nombre 7213,67, formé en séparant par une virgule les quatre premiers chiffres à gauche du nombre proposé. Tâchons donc dé déterminer celle-ci. Le nombre 7213 a pour partie décimale de son logarithme 85812; de sorte qu'il s'agit de trouver de combien cette partie décimale doit augmenter lorsqu'on augmente le nombre correspondant de 0,67. Or on démontre dans l'algèbre que les différences des nombres sont à moins d'un cent-millième près proportionnelles à celles de leurs logarithmes^ lorsque les différences des nombres ne surpassent pas Vunilè et que ces nombres sont plus grands que 1000; mais nous avons ici trois nombres : 7213, 7213,67 et 7214, qui se trouvent dans le cas dont il s'agit; ainsi nous pourrons leur appliquer le principe que nous venons d'énoncer, et poser la proportion suivante :
1 (différence des deux nombres extrêmes) : 0,67 {différence des deux premiers nombres) :: 6 cent-millièmes {différence des Inga^ rithmes des deux nombres extrêmes) : x {différence des logarithmes ées deux premiers).
La valeur de x tirée de cette proportion exprimera donc de
combien il faut augmenter le logarilhme de 7213 pour avoir celui de 7213,67.
On en tire a?= 6X0,67=4,02 = 4 cent-millièmes, en négligeant les décimales du produit (on forcerait l'unité s'il y avait lieu).
Le logarithme de 7213,67 a donc pour partie décimale 85812 + 4= 85816 cent-millièmes: doncenfinlog 721367 = 5,85816.
Remarquons que le calcul qui a fourni la valeur de x revient à multiplier la différence tabulaire 6 cent-millièmes par la fraction décimale qui reste sur la droite du nombre proposé quand on a séparé les quatre premiers chiffres à gauche par une virgule : ainsi on pourra calculer la valeur de x sans poser de proportion.
*291. Nous avons dit qu'on démontre dans l'algèbre que les diflférences des nombres sont, à moins d'un cent-millième, proportionnelles à celles de leurs logarithmes, quand les différences des nombres ne surpassent pas l'unité et que ces nombres sont plus grands que 1000; mais on peut facilement concevoir la vérité de ce principe par les considérations suivantes.
En effet, les différences des logarithmes des nombres 1-, 10, 100,1000, etc., sont exactement égales à l'unité : or, de 1 à 10, cette différence 1 est répartie entre 9 nombres ; de 10 à 100, elle l'est entre 90 nombres ; de 100 à 1000, entre 900 ; et enfin de 1000 à 10000, entre 9000 ; de sorte que la différence des logarithmes de deux nombres consécutifs est d*autant plus petite que ces nombres sont plus grands. On conçoit, d'après cela, qu'il doit arriver un point à partir duquel les différences des différences entre les logarithmes de plusieurs nombres consécutifs seront moindres qu'un cent-millième, et seront par conséquent constantes, puisque nous supposons qu'on a négligé les unités décimales de l'ordreinférieur aux cent-millièmes. C'est ce qu'on peut vérifier en consultant la colonne intitulée différence, dans la partie de la table qui s'étend de 1000 à 10 000. Si donc on considère trois nombres dont les deux
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exlrémes ne diffèrent que d'une unité, on pourra concevoir que la différence des logarilhmes de ces deux extrêmes soit répartie proportionnellement sur les logarithmes des nombres intermédiaires : par conséquent, les différences de nos trois nombres seront, à moins d*un cent-millième, proportionnelles aux différences de leurs logarithmes.
292. Proposons-nous maintenant de trouver le logarithme d'un nombre décimal, de 72,1367 par exemple. La caractéristique est l ; quand à la partie décimale, nous séparerons, pour la déterminer, quatre chiffres sur la gauche du nombre proposé, ce qui nous ramènera à chercher la partie décimale du logarithme de 7213,67, et nous venons de résoudre celte question tout à l'heure (200) : donc le logarithme demandé sera 1,85816.
Ainsi, pour trouver le logarithme d'un nombre décimal, on déplace la virgule de manière à séparer quatre chiffres sur la gauclie de ce nombre j ce qui ramène au cas du numéro précédent; quant à la caractéristique, on la détermine à Tinspcction seule de la partie entière du nombre proposé.
205. Svppoàons actuellement que Von veuille trouver le logarithme d*une fraction décimale, et prenons pour exemple la fraction 0,00721367. Si Ton porte la virgule à droite du premier chiffre tignificatif, et qu'on cherche le logarithme du nombre résultant 7>213ô7, on trouvera 0,85816. Or, en avançant la virgule de 3 rangs, nous avons multiplié le nombre proposé par l'unité suivie de 3 zéros, et par conséquent nous avons augmenté son logarithme de 3 unités, c'est-à-dire d'autant d^unités qu'il est marqué par h rang du premier chiffre décimal significatif, il faut donc le diminuer d'autant. Mais comme la caractéristique est zéro, nous ne. pourrons qu'indiquer la soustraction de ces 3 unités, et nous le ferons en plaçant le signe — au-dessus de 3, pour marquer que ce signe ne porte que sur 3 et non sur la partie décimale ; de sorte que le logarithme demandé sera 3,85816, c'est-à-dire qu'il sera composé de moins 3 unités, plus la fraction décimale 0;858I6.
On Toit donc que la caracUristi4jue du logarithme d'une frac- Aon décimale se compose d^autant t unités négatives quHl est marqué par le rang du premier chiffre décimal significatif.
804. Proposons-nous actuellement de trouver le logarithme d'une Eraction ordinaire, par exemple, de t^V^. Gomme une fraction exprime la division de son numérateur par son dénominateur, nous trouverons le logarithme de cette fraction en retranchant le logarithme du dénominateur de celui du numérateur, ce qui nous donnera le calcul suivant :
log 215 = 2,33244 log 721367 = 5.85816
log 7^^3^ = 4,47428
Ainsi le logarithme demandé est 4,47428, c'est-à-dire qu*il se compose de moins 4 unités, plus la fraction décimale 0,47428. Telle est la manière la plus commode d'employer les logarithmes des fractions dans le calcul; cependant on peut encore obtenir ces logarithmes en retranchant le logarithme du numérateur de celui du dénominateur ; mais comme la soustraction devrait être effectuée dans un ordre inverse, on affecte le reste du signe m{>insj de sorte que le logarithme de la fraction est entièrement négatif^. Calculons ainsi le logarithme de la fraction précédente :
log 721367= 5,85816 log 215= 2,33244
log jm^-î =-3,52572
20tt. Lorsqu'on veut appliquer le calcul logarithmirfue à
*0n peut encore observer que la fraction fê'^eJy P" s^^Qn^ple» csi «videmment égale à 1 : ^^^f^ (1 SO), et qu'ainsi son logarithme est égal à log 1-log '^i^ (2»2)i c'cst-èi-direà— log2^^^, puisque log 1=0.
Texlraction des racines des fractions, il arrive souvent que la caraclëristiquc négative du logarithme de cette fraction n*est pas exactement divisible par l'indice de la racine à extraire. On ajoute alors à cette caracléristique autant d'unités qu'il est nécessaire pour rendre la division possible, mais on retient le même nombre d'unités pour les ajouter à la partie décimale. De cette manière, la difficulté est éludée, et le logaritlime n'a pas été altéré puisqu'on a ajouté le môme nombre d'unités à la partie positive et à la partie négative de ce logarithme. Ainsi, si nous voulons extraire la racine cubique de la fraction 7^77, il faudra d'abord chercher son logarithme, et l'on trouvera 4,47428, qu'on doit diviser par 3; pour cela, on ajoute 2 unités négatives à la caracléristique 4, ce qui fait 6; on divise— 6 par 3 et on a pour quotient — 2; maintenant on ajoute à la fraction décimale 2 unités positives qui valent 20 dixièmes, et l'on trouve ainsi que
logv/;??;^7 = 2,82476.
206. Cherchons maintenant à résoudre le second des deux problèmes que nous avons énoncés au n"" 290, c'est-à-dire proposons-nous de revenir d'im logarithme au nombre auquel U correspond, et prenons pour exemple le logarithme 2,56526. Puisque la caractéristique ne fait qu'indiquer le nombre des chiffres entiers du nombre correspondant au logarithme donné, nous ne nous en occuperons pas ; seulement, lorsque nous aurons trouvé les chiffres qui entrent dans l'expression de ce nombre, nous en séparerons sur la gauche autant qu'il y a d'unités plus une dans la caractéristique, et le problème sera résolu.
Cherchons donc la partie décimale 56526 dans nos tables. Si nous considérons la première série, qui s*étend de 1 à 10, nous voyons que cette partie décimale tombe entre les logarithmes de 3 et de 4 ; et comme le nombre demandé doit avoir trois chiffres entiers, il s'ensuit qu'il est compris entre 300 et 400, et que par conséquent la première série des tables ne donne ce nombre qu'à moins d'une centaine près.
En cherchant 56526 dans la seconde série, qui s'étend de 10 èi 100, on voit que le nombre demandé tombe entre 36 dizaines ei 37 dizaines, et qu'ainsi cette seconde série ne donne ce nombre qu'à moins d'unq dizaine près.
En cherchant 56526 dans la troisième série, c'est-à-dire de 100 à 1 000, on voit que le nombre demandé est compris entre 367 et 368, et qu'en conséquence celte troisième série ne donne ce nombre qu'à moins d'une unité près.
Enfln, si nous cherchons 56526 dans la quatrième série, c'est-à-dire de 1000 à 10 000, nous trouverons que cette partie décimale correspond exactement k 3675, et que par conséquent le nombre demandé est 367,5.
Ainsi la considération de la quatrième série nous a donné exactement le nombre demandé; mais cela n'arrivera qu'autant que le logarithme donné se trouvera dans la table. Cependant il y aura toujours de l'avantage à chercher le logarithme dans la quatrième série : car nous trouverons ainsi les quatre premiers chiffres à gauche du nombre demandé, tandis que par les autres séries nous n'en trouverions qu'un, deux ou trois.
287. Soit encore proposé de trouver le nombre correspondant au logarithme 5,85816. Nous chercherons la partie décimale 85816 dans la quatrième série, c'est-à-dire entre les logarithmes de 1000 et de 10 000, et nous verrons qu'elle tombe entre les logarithmes des nombres 7213 et 7214, et qu'elle surpasse le logarithme du premier de 4 cent-millièmes. Nous obtiendrons donc le nombre demandé si nous pouvons calculer la différence qui existe entre 7213 et le nombre dont le logarithniie est 3,85016 (289). Or, si nous appelons x cette différence, les trois nombres 7213, 7213 -|-a? et 7214 sont plus grands que lOOO, et la différence des deux extrêmes ne surpasse pas l'unilé; nous pourrons donc appliquer le principe que les différences des nombres sont proportionnelles aux différences de leurs loyarithmesy et établir la proportion :
1 (di/férence des deux nombres extrêmes) : x {différence des
deux premiers) :; 6 cent-millièmes {différence des logarithmes dei deux nombres extrêmes) : 4 cent^millièmes {différence des logarithmes des deux premiers nombres).
On tire de celte proportion a? =J= 0,7 (en forçant l'unité) ; d'où l'on voit que, pour avoir la différence entre 7213 et le nom' bre correspondant au logarithme 3,85816, il faut diviser la différence des logarithmes de ces deux nombres par la différence tabulaire quicorrespond au logarithme donné.
Ainsi le nombre qui a pour logarithme 3,85816 est 7213,7; et par conséquent le nombre demandé, devant être composé de six chiffres entiers, sera 721370. Telle est sa valeur, à moins d'une dizaine : car la différence x a été calculée seulement à moins d'un dixième, et nous l'avons multipliée par 100. Nous avons vu en effet, au n*" 200, que 5,85816 était le logarithme de 721367, de sorte que l'erreur est de 3 unités, et par conséquent moindre qu'une dizaine.
208. Si la caractéristique du logarithme est négative, on agira comme dans l'exemple précédent, c'est-à-dire qu'on cherchera les chiffres qui composent tous les nombres coT' respondant à la partie décimale du logarithme, et l'on pla^ cera ensuite la virgule de manière que le premier chiffre significatif décimal soit de Tordre marqué par la caractérisa tique.
Exemple. Quel est le nombre qui a pour logarithme 2,82476? La partie décimale répond à tous les nombres dont les cinq premiers chiffres sont 66797 ; mais la caractéristique étant Y, le premier chiffre significatif doit être du second ordre décimal (285), c'est-à-dire de l'ordre des centièmes, de sorte que la fraction décimale correspondanf au logarithme donné est 0,066797, à moins d'un millionième.
En effet, en ajoutant deux unités au logarithme donné (autant qu'il y en a dans la caractéristique "2), il devient 0,82476, et le nombre correspondant este, 6797; mais,enajoutantdeuxunités à la caractéristique, on a muUipiiéle nombre correspondant par l'unité suivie de deux zéros : donc il faut reculer la virgule de
âeux rangs vers la gauche, ce qui donne bien 0,066797. Telle tst donc la racine cubique de la fraction 7^2^ (295).
899. Si le logarithme est entièrement négatif, 07i cherclie le fMmbre correspondant à ce logarithme pris positivement^ et Von fstU de ce nombre le dénominateur d'une fraction dont Vwnitè est k numérateur, ce qui donne la fraction ordinaire correspondant ou logarithme négatif proposé,
JSn effet, le produit de deux termes situés à égale distance de Vunitéj dans la progression géométrique, est évidemment égal à une unité : donc si un certain nombre, 15 \ par exemple, se trouve à une certaine distance de 1 dans la partie ascendante
de cette progression, le nombre tt^ occupera le même rang
dans la partie descendante ; donc les logarithmes sont égaux
cl de signes contraires, c'est-à-dire que log yrï^ — loff l^î-
Donc enfin un logarithme négatif appartient à une fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le nombre correspondant au logarithme donné, abstraction £iite du signe moim.
Exemple. Quel est le nombre dont le logarithme est — ,352572? Je fais abstraction du signe — ,el je cherche le nombre correspondant au logarithme 3,52572. Ce nombre est 3355,2 ; par conséquent le nombre correspondant au logarithme— 3,52572 est 27^, ou bien g^^ = îïïttïï» ^^ multipliant les deux termes de cette fraction par 10.
500. Si Von voulait obtenir en décimales la valeur de la fraction qui correspond à un logarithme négatif donné, on ajouterait à ce logarithme autant d'unités plus une quil y en a dans la caractéristique; on chercherait le nombre correspondant au loga^^ riûime résultant, et l'on reculerait la virgule d'autant de rangs vers la gauche qu'on aurait ajouté d unités au logarithme donné.
Reprenons, en e£fet,le logarithme— 3,52572; j'yajoute 4 unités, ce qui fait 4 —3,52572 = 0,47428. Le nombre correspon-
danlà ce logarithme est 2,9804. Hais en ajoutant quatre unités au logarithme proposé, nous avons multiplié le nombre correspondant par 10000, de sorte qu'il faudra diviser le nom- /jre trouvé par 10000, ce qui se fera en reculant la virgule de quatre rangs vers la gauche. Ainsi la fraction décimale équivalente au logarithme négatif proposé est 0,00029804.
Siy au contraire^ on voulait obtenir en fraction ordinaire la valeur de la fraction correspondant à un logarithme dont la ca^ ractéristique est négative^ on commencerait par prendre la différence entre la caractéristique^ abstraction faite de son signe^ et la partie décimale; on affecterait cette différence du signe — , et on chercherait enfin la fraction ordinaire qui correspond à ce logarithme entièrement négatif {2dd),
Soit, par exemple, le logarithme 2^82476. En vertu de la règle posée dans la note du n* 281, page 212, ce logarithme est égal à — (2— 0,82476) = — 1,17524= log ttWi • ainsi la fraction ordinaire qui correspond au logarithme proposé
pet X«OXL
501. Il arrive souvent que Ton a à retrancher un logarithme d'un autre : les calculateurs ont trouvé le moyen de changer cette soustraction en une addition. Supposons, en effet, que Ton veuille soustraire 36 de 584 ; il est clair que, si j'ajoute à 584 l'excès 64 de 100 sur 36, la somme 648 surpassera la différence demandée de 100 unités; de sorte qu'en en retranchant une centaine, j'obtiendrai cette différence. Le reste est donc 548. Cet excès de 100 sur 36 se nomme le complément arithmétique de 36; et, en général, on appelle complément arithmétique d'un nombre la différence entre ce nombre et l'unité suivit d autant de zéros qu'il a de chiffres. Ainsi, pour soustraire un nombre d'un autre, on ajoutera son complément à cet autre^ muis on retranchera de la somme une unité de F ordre de celle qui a fourni le complément.
Exemple. Élever la fraction^ à la troisième puissance. En suivant le procédé ordinaire, il faudait d'abord retrancher le togarithme de 376 de celui de 79 ; au lieu d'opérer ainsi, je
Eends le complément du logarithme de 376 à 10 unités, et je joute au logarithme de 79 :
log 79=1,89763 COmpl. log 376 = 7,4248 1
somme 9,32244
',' Je multiplie cette somme par 3, ce qui donne 27,96732; ffliais, comme elle surpassait le logarithme de ^de 10 unités, ce produit surpasse le logarithme du cube de cette fraction de 30 unités ; donc il faudra diviser le nombre correspondant par l*unité suivie de 30 zéros; mais ce nombre correspondant aura 9l% chiffres entiers (288) : donc le premier chiffre significatif décimal du cube demandé sera du troisième ordre. On trouve |iour résultat 0,0092751.
SOS. On ne prend pas toujours, pour complément d'un nombre, la différence entre ce nombre et l'unité suivie d'autant de zéros qu'ij a de chiffres, parce que, dans certains cas, on serait ainsi conduit à des calculs bien plus longs que ceux que Ton veut éviter en faisant usage des compléments. Supposons, par exemple, que l'on ait à calculer la racine cubique de la cinquième puissance de ^. Si l'on suivait la méthode précédente, on devrait ajouter au logarithme de 2 le complément du logarithme de 13, et multiplier la somme par |; mais, comme cette somme surpasserait le logarithme de ^ de 10 unités, on Voit que le produit devrait être diminué de l0xS=^^, de sorte qu'il faudrait diviser le nombre correspondant parle nombre qui a Ap pour logarithme, c'est-à-dire par la racine cubique de la cinquantième puissance de 10"^, calcul extrêmement laborieux. La difficulté tient à ce que la quantité dont le logarithme iinal est trop grand n'est pas un nombre entier (301) : on l'éludera donc en prenant le complément du logarithme du dénominateur 13, relativement au multiple de l'indice 3 qui est
* Comme le logarithme de 10 est 1, celui de ^'Jô^ est par conséquent ^ (282 et 283)2
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immédiatement supérieur à ce logarithme, c'est-it-dire à S dini notre exemple. Ainsi on eiécnlera le caknl snifant :
log S=0,d0103 compl. log 13=l,B6606
somme S,18709
Moltjpliant cette somme par f , il liendra 8964515; mitti comme elle surpassait le logarithme de -j^ de 8 unités, oefto-
duit surpasse le logarithme de ^(^V)' de 3X|=5 : donc, en divisant par 100 000 le nombre correspondant, le prohlèn^
sera résolu. On trouvera ainsi que v^(^/= 0,044172.
S lY. RÈGLE A CALCDL.
905. Une des applications pratiques les plus ingénieuses 4- Jogarillimes consiste dans l'emploi des Mj^^tef à oofetil on Rbgi logariihmiqtus. Répandu en Angleterre dès la fin da dix-sej tiéme siècle, cet instrument si simple et si utile était eocot {jeu connu en France il 7 a quelques années; mais tout por à es|>érer qu*il ne tardera pas à y devenir usuel, conmie chi left Anglais, pour tous les calculs qui n*exiguu pas trop de pre ciiUm et que fan désire effectuer promptement.
904. La Règle à calcul est un instrument composé d*UD partie fixe ou liègUy et d'une partie mobile appelée Réglette qui glisse à Tintérieur de la première; Tune et Tautre peuvec d'ailleurs être en bois, en ivoire, en métal ou en carton. (Nou suppos^^rons que l'on a sous les yeux une Règle à calcul, e piuh particulièrement la Règle à calcul à enveloppe de verre d M Léon Ixilanne, ingénieur en chef des ponts et chaussées ^
# C«ito li/'gl^; dont Ui prix eft de Ijeaucoup inférieur à celai de la règl
iD boin de Ijmair-Gramtf «e trouve clioz MM. Hachette et C^, avec une ii
Mioft iik»reoai]tlhUi, applicable d'ailleurs à toutes les Règles à calcul
"Hif «mprunté à cette iniitruction la majeure partie de ce qui va suivre
m pouvouf mieux faire que d'y renvoyer le lecteur pour de plu
tails.
808. Si Ton examine la face principale de la Règle, on remarque de suite une échelle graduée portant à sa gauche la désignation abrégée nom&. (nombres). Sur la première moitié à gauche de cette échelle que l'on nomme échelle des nombres, ou échelle principale^ sont inscrits à des intervalles inégaux et décroissants les dix nombres
la seconde moitié & droite est aussi divisée en neuf parties, respectivement égales aux neuf parties de la première ; elle porte, à partir de 10, les nombres
Sur la Réglette est tracée une échelle identique à celle des nombres, portant les mêmes divisions et les mêmes chiffres. Si donc on amène le chiffre 1 de la Réglette sous le chiffre 1 de Féchelle des nombres, toutes les autres divisions principales numérotées 2, 3, 4,..., 90, 100 devront se correspondre par- Êûtement.
Les neuf parties de chacune des moitiés de Féchelle principale sont toutes subdivisées en dix autres : la subdivision de 1 à 2 est la même que celle de 10 à 20 ; celle de 3 à 4 est la même que celle de 30 à 40, et ainsi de suite. Les points de division entre 10 et 20 pourront être considérés comme correspondant aux chiffres
teax entre 20 et 30, aux chiffres
etc.; de sorte que l'on pourra compter tous les nombres de 10 à 100 sur la moitié à droite de l'échelle.
Ces subdivisions peuvent être à leur tour partagées en un <îertain nombre de parties* ; il n'y a d'autre limite que l'impos-
* Sur une Règle de C'^^S de longueur, comme celle que nous considérons,
sibilité matérielle de tracer des divisions facilement appréciables à l'œil.
300. Ainsi, les nombres compris entre 1 et 10 seront lus exclusivement sur la moitié de gauche de la Règle et de la Réglette. Les nombres compris entre 10 et 100 seront lus sur la moitié de droite ; mais ils pourront Tètre aussi sur la moitié de gauche, en supposant que le 1 de cette moitié vaille 10, et que le 10 vaille 100. Or, en faisant cette supposition, le 10 de 1 la moitié de droite vaudra 100, et le 100 vaudra 1000, de sorte qu'on pourra compter sur celle-ci les nombres suivants de 10 en 10:
à son tour, la moitié de gauche se prêtera à une semblable lecture, si l'on y considère le 1 comme valant 100, le 2 comme valant 200, et le 10 comme valant 1000.
Maintenant, il est facile de voir qu'au moyen des dernières subdivisions (note du n"" 505} on pourra lire les nombres entiers de deux en deux :
et les nombres entiers de cinq en cinq :
à partir de 500, il n'y a plus de subdivision, et l'on ne lit les nombres que de dix en dix :
Les divisions entre 1 et 2, 2 et 3,..., 9 et 10 de la moitié h
elles sont partagées seulement en 5 parties entre les divisions prinrjpalei 1 et 2, 10 et 20, et en 2 parties entre les divisions principales 2 et S, 20 et 50.
^ gauche de Téchelle, peuvent aussi être considérées comme > donnant les nombres de dixième en dixième :
De même au moyen des subdivisions (note du n** 508) on pourra lire les nombres de deux en deux centièmes :
et, de cinq^en cinq centièmes :
à partir de 5 , on ne lira que les nombres de dix eu dix centièmes :
5C7. Enfin, à la partie inférieure de la face principale de la Règle, on remarque une échelle portant la désignation abrégée car. (Fignes des carrés). Sa longueur totale est la même que celle de Téchelle des nombres; mais ses divisions principales sont doubles de celles tracées sur la Règle et la Réglette, de sorte que son chiffre l étant placé sous le chiffre 1 de la Règle et de la Réglette, son chiffre 10 correspondra au chiffre 100 de celles-ci.
Les échelles que nous venons de décrire, suffisant pour tous les calculs de rarithmétique, nous ne nous occuperons pas des échelles portant les dénominations abrégées : coSy sin^ tang^ cot.
508. Supposons, maintenant, que Ton ait pris pour unité la longueur commune aux deux moitiés de Téchelle principale, et que les distances respectives du chiffre 1 aux divisions 2, 3, 4,...., 9 aient été prises proporlionnelles aux valeurs
numériques des logarithmes des nombres 2, 3,4 ,9;
que, de même, les distances du chiffre 1 aux subdivisions (1,1), (1,2),. . . . , (1,9) aient été prises proportionnelles aux logarithmes des nombres (1,1), (1,2), . . . . , (1,9) ; et ainsi de suite
pour les centièmes. Il est évident que la distance du chiffre 1 à la division 21 , par exemple, de la moitié de droite de l'échelle représentera précisément le logarithme de 21. En effet,
Iog21=logl0+log2,l.
Or la distance du chiffre 1 au chiffre 21 se compose de deux parties, savoir : la distance du chiffre 1 au chiffre 10, qui, ayant été prise pour unité, représente le logarithme de 10, et la distance du chiffre 10 au chiffre 21, laquelle est égale, par suite de la construction de la Règle (508), à celle du chiffre 1 à la division 2,1, c'est-à-dire au logarithme do 2,1; donc la dislance du chiffre 1 au chiffre 21 représente bien le logarithme de 2 1 .
Ainsi, en considérant l'ensemble des deux moitiés de Tcchelle principale, les longueurs successives comptées à partir du chiffre 1 jusqu'au chiffre 100 représentent les logarithmes des nombres de 1 à 100 pris avec leur caractéristique exacte. Quant aux nombres en dehors de ces limites, l'échelle donne la partie décimale de leurs logarithmes, abstraction faita de la caractéristique. Soient, par exemple, les nombres 0,75 et 340; les parties décimales des logarithmes de ces nombres sont les mêmes que celles des logarithmes des nombres 75 et 34 compris entre 1 et 100; elles sont donc représentées sur la Règle.
509. De ce qui précède résulte évidemment cette propriété fondamentale de la Règle à calcul :
Pour trouver le produit do deux nombres y il faut placer le chiffre l de la Réglette sous Vun des deux nombres Iv^s sur la moitié à gauche de l'échelle principale de la Règle. Le produit cherché correspond j sur la Règle y au second nombre lu sur la Réglette.
Il est clair, en effet, que l'on détermine ainsi sur la Règle un nombre dont la distance au chiffre 1 de la Règle, c'est-à-dire le logarithme, est égale à la somme des distances du premier nombre au chiffre 1 de la Règle, et du second nombre au chiffre
•dire à la somme des logarithmes des «ombre est donc leur produit (2Bi).
,eut être indiquée d'une façon abrégée multiplier 2 par 3, on aura :
2 (1'' facteur) 6 (produit).
ite. 1 » 3 (2" tacleur).
JUS allons appliquer, comme exercices, celte règle à
as exemples; mais nous commencerons par énoncer un
xCipe très-simple et très-général pour déterminer d'avance
.e nombre des chiffres d'un produit de deux nombres entiers;
Lorsque le produit obtenu (par le procédé du n® 509) se
trouve sur la moitié à droite de V échelle fixe de la Règle y ce pro^
duit a juste autant de chiffres quHl y en a à la fois dans les deux
facteurs; lorsqu'il tombe sur la moitié à gauche, il a un chiffre
de moins,
511. Nous considérerons d'abord des facteurs n'ayant pas plus de deux chiffres chacun.
!• Soit 36 à multiplier par 25. On placera le chiffre 1 de la Réglette sous le point 36 de la moitié à gauche de la Règle, et on lira le chiffre auquel correspond sur la Règle le nombre 25 lu sur la Réglette. Ce chiffre est 9, et se trouve encore sur la moitié à gauche de la Règle; or le produit doit avoir trois chiffres; donc, en ajoutant deux zéros à la droite de 9, on aura 900 pour le produit cherché.
2* Soit & multiplier 23 par 19. Ayant placé le 1 de la Réglette sous le point 23 de la Règle (moitié de gauche), on trouve que le point correspondant au nombre 19 lu sur la Réglette ne se trouve pas exactement être une division de la Règle, mais qu'il tombe entre les divisions 430 et 440 , plus près de la seconde que de la première. Dans ce cas, et dans les cas analogues où le point correspondant au produit cherché tombe entre deux divisions consécutives de l'échelle, on imagine que l'intervalle entre ces deux divisions soit subdivisé en un nombre suffisant de parties égales, et on prend pour le troisième chiffre du pro*-
duit cherché le nombre des parties qae l'on peut compter à vue entre le point correspondant au produit et la division la plus voisine à gauche '^. Ainsi , les plus petits intervalles entre 1 et 2 étant partagés, à vue, chacun en deux, on lira les nombres entiers consécutifs :
100, 101, 102, 103,.... jusqu'à 200;
les plus petits intervalles entre 2 et 5 étant partagés, à me, chacun en cinq , on lira les nombres entiers consécutifs :
200, 201, 202, 203,.... jusqu'à 500;
enfin , les plus petits intervalles entre 5 et 10 étant partagés, à vuCf chacun en dix, on lira les nombres entiers consécutifs :
500, 501, 502, 503,.... jusqu'à 1000.
De sorte qu'avec ces lectures à vue, on pourra déterminer d'une manière plus ou moins exacte tous les nombres possibles de trois chiffres.
Revenons à notre exemple. Les deux premiers chiffres du produit cherché sont 43; la distance qui sépare la division 430 du point correspondant au produit peut être évaluée à vue à 7 ou 8 dixièmes de l'intervalle total entre 430 et 440; on pourrait donc prendre 437 ou 438 pour valeur du produit. Mais nous remarquerons que le produit des nombres 23 et 19 se termine nécessairement par un 7, puisque 9 fois 3 font 27; le produit exact sera donc 437.
Ainsi, il est toujours facile d'obtenir rigoureusement un produit de deux facteurs ^ quand ce produit ne doit pa^ avoir plus de trois chiffres. Les deux premiers chiffres sont donnés par la Règle sans incertitude; et le troisième est donné parla multiplication, faite de mémoire, du dernier chiffre de l'un des facteurs par le dernier chiffre de l'autre^
* Remarquons que ceci revient à faire usage du principe énoncé au n*" 20O : les différences des logarithmes sont sensiblement proportionnelles à celles des nombres correspondants.
3* Soit à multiplier 24 par 33. On trouve que le point correspondant au produit tombe entre les divisions 126 et 128, plus près de la seconde que de la première; on en conclut que le nombre 127 forme les trois premiers chiffres du produit. Mais ce produit doit avoir quatre chiffres; de plus, son premier chiffre à droite est un 2; donc le produit cherché est 1272.
4* Soit à multiplier 79 par 84. Le point correspondant au produit tombe entre les divisions 66 et 67, à un intervalle qui paraît être de 3 ou 4 dixièmes à partir du point 66. D'un autre côté, le produit doit avoir quatre chiffres, et son dernier chiffre à droite est 6 ; on supposera donc que le point de" rencontre est à 3 dixièmes et 6 centièmes de Tintervalle entre les deux poinis, et Ton prendra 6636 pour le produit cherché.
On voit donc que, lorsque le produit a quatre chiffres, on n*a plus la môme certitude sur le résultat ; il y a erreur possible sur le troisième chiffre, parce que sa détermination lient à une lecture dans Tappréciation de laquelle on peut se tromper d'une unité.
312. Supposons maintenant que les deux facteurs aient trois chiffres.
Soit à multiplier 627 par 384. Le facteur 627 sera pris sur la Règle fixe entre les divisions 62 et 63, par évaluation à vue, à 7 dixièmes de l'intervalle qui les sépare. Le 1 de la Réglette étant placé sous le facteur 627 ainsi déterminé sur la Règle, on lit le second facteur 384 sur la Réglette, au delà du point 380, et à 4 cinquièmes de Tintervalle entre ce point et le point 385, par une seconde évaluation à vue. Ce second facteur correspond, sur la moitié à droite de Téchelle, au point 241. Le produit devant avoir six chiffres, on complétera ce nombre de chiffres en ajoutant trois zéros, et on prendra 241000 pour le produit cherché. Le produit exact est 240768; Terreur relative commise est donc de 232 sur 240768, ou de 1 sur 1038.
S13. Si nous supposons enfin que les deux facteurs soient composés d'un nombre quelconque de chiffres, on procédera
de la même manière. On se bornera à opérer comme s'ils élaient Tun et l'autre réduits à leurs trois premiers chiffres; on déterminera, comme dans le numéro précédent, les trois premiers chiffres du produit, et on placera à leur di*oite un nombre de zéros suffisant pour compléter le nombre des chiffres indiqué par la règle du n* 510.
Si le premier chiffre après les trois chiffres conservés dans l'un des facteurs était égal à 5, ou plus grand que 5, on augmenterait d'une unité le dernier chiffre conservé* En général, on ne devra pas faire cette augmentation dans les deux facteurs à la fois.
Soit, par exemple, à multiplier 238607 par 31097. Au lieu de 238607, on prendra 238000 ou plutôt 238; au lieu de 31097, on prendra 31100 ou plutôt 311. Multipliant 238 par 311, on trouvera 742 pour les trois premiers chiffres du produit; le produit doit d'ailleurs avoir dix chiffres ; nous aurons donc à écrire sept zéros à la droite de 742, ce qui donne 7420000000 pour la valeur approchée du produit.
5i4. Nous n'avons considéré jusqu'à présent que des nombres entiers. Si l'on a à opérer sur des nombres décimaitXy on commence par substituer aux deux facteurs les nombres résultant de la suppression de tous les chiffres placés à droite de leurs trois premiers chiffres significatifs. On effectue ensuite la multiplication des deux nombres ainsi obtenus^ abstraction faite de la virgule^ comme sHls étaient entiers; puis, à la droite de leur produit, complété par r addition d'un nombre suffisant de zéros, on sépare autant de chiffres décimaux quHl y en a à la fois dans les deux facteurs réduits Vun et Vautre à leurs trois premiers chiffres significatifs.
Quelques exemples vont éclaircir cette règle :
!• Soit à multipHer 0,35 par 0,0025. Le produit de 35 par 25 est 875; ce produit est exact (5ii, 2'»); séparant six décimales, autant qu'il y en a à la fois dans les deux facteurs, nous trouverons 0,000875 pour le produit cherché.
2* Soit à multiplier 0,03836 par 62,721. Nous remplacerons les deux facteurs par les nombres 0,0384 et 62,7. Multipliant 384 par 627, on trouve pour produit 241000 (312); séparant enfin cinq décimales, autant qu'il y en a à la droite des deux nombres 0,0384 et 62,7, on trouve 2,41 poiir le produit cherché.
3* Soit à multiplier 12,4745 par 8,0292. On prendra pour &cteurs 12,5 et 8,03 ; le produit de 125 par 803 est 100400; séparant trois décimales, on aura 100,4 pour la valeur cherchée.
5IB. Nous savons maintenant eûectuer, dans tous les cas, la multiplication de deux nombres quelconques entiers ou décimaux. Voyons comment on pourra procéder à l'opération inverse, la division. Or, si Ton considère le dividende comme un produit, le diviseur et le quotient comme les deux facteurs de ce produit, on verra que la division se fera en ajustant la Règle et la Réglette comme pour la multiplication. Soit à diviser 6 par 3, on aura :
Règle. 2 (Quotient) 6 (dividende).
Réglette. 1 » 3 (diviseur).
Ainsi, pour diviser deux nombres Vun par VautrCy il faut amener le point de la partie à gauche de la Réglette correspondant au diviseur y sous le point de la partie à droite de la Règle correspondant au dividende. Le point de Véchelle de la Règle sous lequel tombe le 1 de la Réglette indiqua la valeur du quotient.
On déterminera d'ailleurs le nombre des chiffres du quotient par le principe suivant :
Lorsque le point correspondant au qu>otient tombe sur la moitié à gauche de la Règle, le nombre des chiffres du quotient s^obtient en retranchant le nombre des chiffres du diviseur du nombre des chiffres du dividende. Lo^^sque ce point tombe sur la moitié à droite ^ il y a au quotient un chiffre de plus qus dans le cas précédent.
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1* Soit à diviser 6636 par 84. Nous amènerons le nombre 84, pris sur la moitié à gauche de la Réglette, sous le nombre 664, pris sur la moitié à droite de la Règle. Le 1 de la Réglette tombera sensiblement au-dessous du nombre 79 de la Règle et sur la moitié de gauche de celle-ci. Le nombre des chiffres du quotient sera donc égal à deux, c'est-à-dire à Texcès de quatre, nombre des chiffres du dividende, sur deux, nombre des chiffres du diviseur. Le quotient cherché est donc 79.
2" Soit à diviser 7419961879 par 31097. Nous prendrons 742 pour dividende et 311 pour diviseur. En lisant le premier sur la moitié à droite de la Règle et le second sur la moitié à gauche de la Réglette, on voit que le 1 de la Réglette tombe sensiblement sous le chiffre 239 de la moitié à droite de la Règle. Le nombre des chiffres du quotient surpassera donc d'une unité l'excès du nombre des chiffres du dividende sur le nombre des chiffres du diviseur. Le dividende a dix chiffres, le diviseur en a cinq; le quotient en aura donc six; nous prendrons donc 239000 pour la valeur approchée du quotient.
3iG. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'effectuer la division de deux nombres décimaux. Considérons d'abord le cas où le dividende contient le diviseur, et où par conséquent le quotient a une partie entière.
!• Diviser 0,0953 par 0,0006237. Avançons la virgule d'un même nombre de rangs dans le dividende et le diviseur, ce qui n'altère pas le quotient ; la question sera ramenée à diviser 953 par 6,237. Les trois premiers chiffres du quotientsont 153, et le quotient tombe sur la moitié à droite de la Règle; il doit donc avoir à sa partie entière un chiffre de plus que le nombre des chiffres entiers du dividende (trois) diminué du nombre des chiffres entiers du diviseur (un), c'est-à-dire qu'il aura trois chiffres entiers ; le quotient est donc 153.
2« Diviser 0,00953 par 0,0006237. Nous ramènerons encore la question à diviser 953 par 62,37; les trois premiers chiffres du quotient sont 153; le quotient doit d'ailleurs avoir à sa
partie entière un chiffre de plus que l'excès de trois sur deux, c'est-à-dire deux chiffres; ce quotient est donc 15,3,
317. Considérons maintenant le cas où le dividende est plus petit que le diviseur. On ramènera facilement ce cas au précédenty en avançant la virgule d'un nombre suffisant de rangs vers la droite dans le dividende ; on déterminera le quotient, comme dans le premier cas, puis on y reculera la virgule vers la gauche. d'autant de rangs qu'on l'avait avancée vers la droite
dans le dividende.
1® Diviser 6,0237 (ou 0,624) par 95,3. J'avance la virgule de trois rangs vers la droite dans le dividende, afin d'avoir un nombre plus grand que le diviseur, et j'ai 624,0 dont la division par 95,3 donne 6,54 (51G) ; reculant la virgule de trois rangs vers la gauche, il vient, 0,00654 pour le quotient cherché.
2» Diviser 2,4 par 62,721 (ou 62,7). J'avance la virguîe de deux rangs vers la droite dans le dividende, et je divise 240 par 62,7. Les trois premiers chiffres du quotient sont 384; comme ce quotient tombe sur la moitié à gauche de l'échelle, il a un chiffre entier (trois moins deux), et est 3,84; en reculant la virgule de deux rangs à gauche, on aura 0,0384 pour le quotient cherché.
518. Ainsi, nous sommes actuellement en état d'effectuer la multiplication et la division de nombres quelconques entiers ou décimaux. Il nous reste à indiquer un autre procédé que Ton peut employer pour effectuer ces deux opérations, au "moyen de la Réglette renversée.
Supposons qu'ayant retiré la Réglette de sa coulisse, on l'y introduise après l'avoir retournée bout pour bout, de manière que ses chiffres apparaissent à l'envers pour l'opérateur qui tient la Règle droite. Il est facile de voir que si l'on place le multiplicateur, lu sur la tléglette, au-dessous du multiplicande, lu sur la Règle, le produit se trouvera soit sur la Règle au-dessus du 1 de la Réglette, soit sur )a Réglette au-dessous du I de la Règle. Il est évident, en effet, que dans les deux cas la longueur correspondant au produit est égale à la somme des lon-
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gnenrs correspondant aux dem acteurs. Soit à multiplier, par exemple, 6 par 9. L'opération s'indique de la manière suivante :
Règle 1 6 (nmltipUc^) 9 (multiplie*') 54 (prodnil).
Réglette renTeisée. bk (produit) 9 (muIupUc"') 6 (multiplie'*) 1
On effectuera la division avec la même facilité; cette opération s'indiquera ainsi qu'il suit (division de 54 par 6) :
Règle 1 6 (diviseur) 9 (quotient) 54 (diTideod^.
Réglette renversée. 54 (dividende) 9 (quotient) 6 (diviseur) 1
Ainsi, en opérant avec la Réglette renversée, on peut lire sir multanément le résultat sur deux échelles différentes. U y a un certain àvanUige dans cette double lecture, dont l'une sert à vériiier Tau Ire.
Les principes relatifs à la détermination du nombre des chiffres, soit du produit, soit du quotient, sont d'ailleurs applicables à la po^ilion renversée de la Régletie. Ainsi, lorsque la lecture du multiplicande et du produit se fait sur les deux moitiés différentes de la même échelle, le produit a autant de chiffres qu'il y en a à la fois dans les deux facteurs, etc.
519. La division avec la Réglette droite, lorsque le dividende et le diviseur ne correspondent ni l'un ni l'autre à un des traits de la graduation tracée sur les échelles, exige qu'on mette en regard Tun de l'autre deux points dont la position donne lieu à quelque incertitude. Avec la Réglette renversée, il sera [ilus facile d'ajuster le chiffre 1 sous le point qui correspond au dividende, et de lire ensuite le quotient correspondant au diviseur.
Au contraire, dans la multiplication, il sera plus commode de lire les deux facteurs avec la Réglette droite.
520. Proposons-nous comme exercices les questions suivantes :
1° Multiplier un nombre constant par une suite de nombres variables. Soit, par exemple, à former les neuf premiers muiti-
[.pies de 365. J'amène le 1 de la Réglette sous 365 de la Règle, f.€t, sans changer de place la Réglette supposée droite, je lirai si- [ multanément sur la Règle les nombres 365, 730, 1095, 1460, 1825, 2190,2555, 2920 et 3285, au dessus des nombres 1, 2, 3, |. (',5, 6, 7, 8 et 9 lus sur la Réglette,
Règle. 365 730 1095 1460 1825 2190 2555 2920 3285
Réglette. >» I 2 3 4 5 6* 7 8 9
2* Diviser une suite de nombres variables par une même quantité. Soit à diviser les nombres 12, 18, 24, 30, 36 par 6. Je place le 1 de la Réglette sous le 6 de la Règle, et, sans changer déplace la Réglette supposée droite, je lirai simultanément sur la Réglette les quotients 2, 3, 4, 5 et 6 au-<lessous des dividendes 12, 18, ^, 30 et 36 lus sur la Règle.
Bègle. 6 12 18 24 30 36
Eéglette. ^^1 2 3 4 5 6
Remarquons qu'en renversant la Réglette, il eût été impossible de résoudre ces deux questions au moyen d'une seule lecture simultanée.
30 Diviser un nombre constant par une suite de quantités variablés. Soit à diviser successivement 360 par 2, 3, 4, 5, 6. Après avoir renversé la Réglette, j'amène son chififre I sous le dividende 360 lu sur la Règle, et, sans changer de place la Réglette renversée^ je lis simultanément sur la Règle les quotients successifs 180, 120, 90, 72, 60 correspondant aux diviseurs 2, 3, 4, 5, 6 lus sur la Réglette.
Règle. 60 72 90 120 180 360
Réglette renversée. <-^ 6 5 4 3 2 1
321 . Nous avons dit (307) qu'il existait, à la partie inférieure de la face principale de la Règle et au-dessous de la Réglette, une échelle portant la désignation car. Les divisions de cette échelle sont respectivement le double des divisions correspondantes des échelles de la Règle et de la Réglette. Il s'ensuit
que sur cette échelle la distance du chiffre 1 à la division 3, par exemple, est égale à deux fois la distance, sur la Béglettei da chiffre 1 au mémo nombre 3, et que par conséquent elle représente le logarithme de 3*=9; donc le 3 de l'échelle des carrés doit correspondre au 9 de la Réglette. Ainsi :
Pour trouver le carré d'un nombre donnée on cherche ce nombre sur Véchelle injérieurej et on lit son carré sur la Réglette irnmi' diatement au-dessus,
11 faut remarquer avec soin que, en ce qui concerne les carrés, les lectures sur la Réglette ne peuvent plus se faire comme dans la multiplication et la division^ où Ton prenait à volonté | les multiples ou les sous-multiples décuples des nombres inscrits sur l'échelle.
La règle que nous venons de donner ne présente aucune difilculté, lorsque le nombre dont on cherche le carré est compris entre 1 et 10. Quant aux autres cas, on les ramène tous à ce premier cas ; il suffit de multiplier ou de diviser le nombre proposé par 10, 100, 1000, etc., de manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 10 ; on cherche le carré du nombre ainsi obtenu, et on divise ou multiplie ce carré par le carré de 10, par le carré de 100, parle carré de 1000, etc., suivant que Ton a multiplié ou divisé le nombre proposé par 10, 100, 1000, etc.
Soit, par exemple, 0,008247 à élever au carré. Je multiplie par 1000, et je cherche le carré de 8,247 ou plutôt de 8,25 ; je trouve 68,0; en divisant ce résultat par 1000*= 1000000, il vient 0,000068 pour le carré cherché.
522. Pour trouver la racine carrée d'un nombre donnée on cherche ce nombre sur la Réglette^ et on lit sa racine sur Véchelle inférieure^ immédiatement au-dessous.
Cette règle s'applique à un nombre compris entre 1 et 100. Tous les autres cas se ramènent à celui-ci, en multipliant ou divisant le nombre proposé par 100, 10 000, 1 000 000, etc., de manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 100; on extrait la racine du nombre ainsi obtenu ; cette racine est com-
prise entre 1 et 10 : puis on la divise ou multiplie pnv 10, 100, 1000, etc., suivant que Ton avait multiplié ou divisé le nombre ^ proposé par 100, par 10 000, par 1 000 000, etc.
Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de 0,4. Je multiplie par 100, ce qui donne 40, dont la racine carrée est 6,32; ditnsant ce résultat par 10, il vient 0,632 pour la racine cherchée de O^k.
CHAPITRE XV
S I. QUESTIONS SUR LES GRANDEURS QUI VARIENT DANS LE MÊME RAPPORT OU DANS UN RAPPORT INVERSE. — MÉ- THODE DITE DE RÉDUCTION A L'UNITÉ.
Problème L. 2'* 13° (Tune certaine marchandise ont coûté 18', 75 ; quel est le prix de 3'* 2® 4* de la même marchandise?
n est clair qu'un poids 2, 3, 4 fois plus grand de cette marchandise coûterait 2, 3, 4 fois davantage ; donc , autant de fois le SECOND poids contiendra /e premier, autant de fois fe second prix contiendra le premier ; ainsi on aura la proportion
2L 130 . 3L 20 4* . . igf J5 . a;f. [1],
Si Ton voulait tirer de cette proportion la valeur de x par l'application immédiate de la règle du n« 280, le calcul serait fort long (185 et 186). On l'abrégera beaucoup en substituant au rapport des deux premiers termes de la proportion le rapport équivalent de deuxnombresabstraits. Pour cela je réduis 2'* 13° et 3*^ 2° 4* en gros, et je trouve que 2' 13°= 360» et que 3"' 2° 4* = 404°, de sorte que le rapport de 2"- 13° à 3'* 2° 4° est égal à celui de 360 à 404, ou de 90 à 101. Nous aurons donc
LI. Un tapis al { aunes de long sur h \ de large ; on voudrait le doubler avec de la toile à ^de large : combien en faut-il d'aunes?
Si la toile avait 2, 3, 4 fois moins de largeur que le tapis, il en faudrait 2, 3^ 4 fois plus d'aunes de long ; donc, autant de fois la largeur de la toile sera contenue dans celle du tapis, avn
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tata de fois la longueur du tapis sera contenue dans celle de la TOILE ; donc on aura la proportion
i.| .. 71.10 j . ^.lo
ou, comme tout à l'heure, en substituant au rapport des deux premiers termes le rapport des nombres abstraits correspondants,
> 8 • K 2. • • 7«'lo.l • /y»a.Io«
Ou bien, en multipliaiït les deux termes du premier rapport par 9, puis les deux antécédents par 2 pour faire évanouir les deux dénominateurs (2S5),
Les deux questions que nous venons de résoudre sont appelées par les arithméticiens des règles de trois ^ parce qu'elles conduisent à calculer le quatrième terme d'une proportion dont les trois autres sont connus. Comme, dans la proportion qui résout la deuxième question, l'ordre dans lequel on compare les deux quantités d'une même espèce est inverse de celui dans lequel on compare les deux quantités correspondantes de Tautre espèce, on dit que les largeurs sont en raison inverse des longueurs, et par conséquent que ce problème est une règle de trois inverse^ tandis que le premier est une règle de trois directe. Mais cette distinction est tout à fait insignifiante : il suffira, dans chaque cas particulier , d'analyser avec soin la question, et Ton ne sera jamais embarrassé pour établir la proportion. Au reste, Lacroix a donné une règle fort simple pour résoudre les règles de trois : c'est que le plus petit terme de la première espèce est au plus grand terme de cette espèce comme le phis petit terme de la seconde espèce est au plus grand terme de cette espèce^ ce qui résulte évidemment de la considération des proportions [1] et [2]; ou, autrement : le rapport du plus petit terme de la première espèce au plus grand terme de cette espèce est égal au rapport du plus petit terme de la seconde espèce au plus grand terme de cette espèce.
Il suffira donc d* examiner si le terme inconnu doit être plus
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çrand au plaspeiil que cdui de son espèce^ a U sera facile ermàk (Ticrirt Lapropcriicn^ poiuru toutefois qa*il doive y avoir proportion eotre les deux termes de la première espèce et ceux de la seconde. C'est ce qui n'aurait pas-liea dans la question MiÎTante : On a payé SO(f pour creuser un puits de 30 piedsde profondeur : combien couieraii un puiis de 60 pieds? — H est clair qu'il serait payé plus que le double de 800'; car, la difficulté du traTaQ augmentant avec la profondeur du puits, les' 30 derniers pieds coûteront plus que les 30 premiers. Ce problème ne se résont donc pas par une règle de trois, et pour eu trouver la solution, il faudrait savoir suivant quelle loi augmente la difOculté du travail, à mesure que Fouvrier descend à une plus grande profondeur. Mais dans un grand nombre de questions, au contraire, on a à considérer des grandeurs de deux espèces telles que. Tune variant et devenant par exemple un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, Tautre devient nécessairement ce même nombre de fois plus grande ou plus petite ; on dit alors qu'elles varient proportionnée' ment ou dans le même rapport. Ainsi, l'aiguille d'une montre parcourt dans un temps double, triple, etc., un nombre de divisions double, triple, etc.; les espaces varient, dans ce cas, proportionnellement aux temps employés pour les par- ^ourir ; il n'en serait pas ainsi d'une pierre qui tomberait dans le vide à la surface de la terre. 11 est donc essentiel de commencer par s'assurer que les quantités que l'on considère varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse ; quant au fait de cette variation considéré en lui-même , il a, dans chaque cas, sa raison d'être en dehors de l'arithmétique, à laquelle il n'appartient pas de le démontrer.
LII. 75 ow>riers^ travaillant tf"! par jour^ ont fait un ouvrage de 252^ dont la difficulté était représentée par ^ : combien faudrait il d'ouvriers^ qui travailleraient 10^ ^ par four j pour faire, dans le même nombre de jours, 42' 4p» S^ d^un ouvrage dont la difficulté serait représentée par J, en supposant d'ailleurs que l'activité delà première troupe soit représentée par 72, et celle de la seconde par 77 T
? ' C'est là une de ces questions que Ton appelait -règfto de trois l amipo5ee5,parce qu'elles peuvent se décomposer eh plusieurs ' règles de trois simples.
En effet, supposons que l'ouvrage et l'aclivité des ouvriers soient les mêmes dans les deux cas ; la question sera ramenée à celle-ci : 75*"' ont fait un certain ouvrage eri travaillant 9^^ par jour; combien faudrait-il d'ouvriers pour faire le même ouvrage en travaillant 10^-^ par jourîW. est clair que, puisque lasecopde troupe travaille plus d'heures par jour, elle doit élre moins nombreuse : donc nous aurons, d'après la règle de Lacroix f la proportion
9 1 : 10 ïl :: 0? : 75,
ou, en multipliant par 24 les deux termes du premier rapport pour faire évanouir les dénominateurs,
rr
La valeur de rr, tirée de cette proportion, exprimera le nombre f d'ouvriers nécessaires pour faire 252"^ en travaillant 10''-^ par •' jour. Mais ce n'est pas 252^ que la seconde troupe doit faire, c*esl42''4P' 3P**; nous avons donc à résoudre cette seconde question :af^^ ont fait 252^; combien en faudrait-il pour faire ki' 4»' 8P«? Il est clair que le second nombre d'ouvriers sera plus petit que le premier, et qu'ainsi
42T4pi8po. 252"^ ::a?':a?,
â^ désignant le nombre d'ouvriers qui, travaillant lO"*^ par jour, feront 42^^ 4p* 8p« d'un ouvrage dont la difficulté est repré- • sentée par |. Pour substituer au rapport des nombres concrets 42*^ 4>' 8P« et 252^ un rapport de nombres abstraits, nous con- Terlirons ces deux nombres en unités de la plus basse espèce, c'est-à-dire en pouces, et nous aurons ainsi la proportion
Mais la difficulté, au lieu d'être représentée par f , doit l'être par l : donc nous sommes conduits à cette troisième règle de
trois : a?' ouvriers ont fait un ouvrage dont la difficulté est représentée par J ; combien faudrait-il cF ouvriers pour faire un ouvrc^ dont la difficulté le serait par }? Il faut d*autant moins d'oavriers que l'ouvrage est moins difficile; donc
7 • 6 • • /*•" • rpf •
ou, en multipliant par 18 les deux termes du premier rapport,
ira?*': a?' [3J
a/' représente le nombre des ouvriers qui sont nécessaires pour faire 42"' k^ 8?* d'un ouvrage dont la difficulté est représentée par 5, en travaillant lO"*!*^ par jour, avec une activité représentée par 72 : mais cette activité doit l'être par 77; donc nous aurons à résoudre cette quatrième question : of ouvriers, dont V activité est représentée par 72, ont fait un certain ouvrage; combien faudrait-il d'ouvriers, dont Cactivité serait représentée par 77, pour faire le même ouvrage? Puisque la seconde troupe a plus d'activité que la première, elle doit être moins nombreuse; donc
et la valeur que l'on trouvera pour oT résoudra évidemment le problème.
Pour obtenir cette valeur, nous multiplierons les proportions [1]> [2], [3], [4] par ordre (260); et comme les quantités inconnues a?, a?', a;" seront facteurs communs aux deux termes du second rapport de la proportion-produit, nous pourrons les supprimer, et il viendra
d'où l'on tire
/«*' 7 5w*'22 6-30 80 14-72 i Hout
en supprimant les facteurs communs aux deux termes de l'expression de a?*.
Méthode dite de réduction à Vunité. — Les problèmes que nous venons de résoudre (L.. . LÏI),et ceux que nous avons traités
précédemment (VIL..- XIII..., XXII.,.. XXV), sont, comme on TOit, tels, que les quantités que Ton y considère y forment les termes de deux séries parallèles : chaque terme pris dans Tune ^-^ d'elles correspond dans l'autre à un terme de même espèce ; et si l'on compare les deux termes correspondant à Tune quelconque des quantités considérées avec les deux termes correspondant à une autre quelconque de ces quantités, il arrive toujours que ces deux quantités varient, soit dans le même i*apport, soit en rapport inverse.
Tous ces problèmes peuvent aussi se résoudre par une méthode générale dite de réduction à Vunitè. Cette méthode est ainsi nommée parce qu'elle revient à décomposer chaque règle de trois simple en deux autres ayant chacune un terme égsJ à Tunité ; de ïorte que Ton est ramené à résoudre des questions identiques aux problèmes I, II, III, V et VI. Elle va être mise en évidence par les exemples suivants.
LUI. ^^ ouvriers ont fait un certain ouvrage en 126 jours^ combien faudrait-il de jours, à 24 ouvriers, pour faire le même ouvrage dans les mêmes conditions?
Nous raisonnerons de la manière suivante :
1® Si 32 ouvriers ont mis 126 jours pour faire un ouvrage, combien un ouvrier mettra-t-il de jours pour faire le même ouvrage?'
Il est clair qu'un seul ouvrier mettra 32 fois plus de temps, c'est-à-dire un nombre de jours égal à 126JX32.
2* Si UN ouvrier met 126^X32 pour faire un ouvrage, combien 24 ouvriers mettront-lis de jours pour faire le même ouvrage?
Il est évident que 24 ouvriers mettront 24 fois moins de temps, c'est-à-dire un nombre de jours égal à i^||âi = i263 Xiî^ 168 jours.
Ainsi, en disposantes données de la question etTinconnuQ wir deux lignes horizontales de la manière suivante :
on voit qae la valeur de Tinconnue x s'obtient en moltiplianM la quantité donnée correspondante 126 par le rapport f{ de^ deux autres quantités données, celle d'en haut étant divisée par celle d'en bas, si, comme dans notre exemple, elles varient dans un rapport inverse de celui des quantités de même espèce que Tinconnue {moins il y a d'ouvriers, plus il faut de jours), Le rapport se formerait en divisant celle d'en bas par celled*en haut, si ces deux quantités variaient dans le même rapport que rinconnue et la donnée correspondante.
LIV. 48 ouvriers f travaillant 14 heures par jour^ ont mis 54 jours pou/r creuser un fossé de 12 mètres de long sur 6 décimètres de large et 9 de profondeur , dans un terrain dont la difficulté est représentée par 14 : combien de jours mettraient 36 ouvriers ^ qui travailleraient 10 heures par jour, pour creuser ^ dans un terrain dont la difficulté est représentée par 8, un fossé de 225 décimètres de long sur 8 de large et 4 de profondeur? L* activité et la force des premiers ouvriers sont représentées par 15 et 21, et celles des se^ condspar 18 et 20.
Nous commencerons par disposer sur deux lignes horizontales les quantités correspondantes, données et inconnue :
48°"\ lk\. 54J..' 120^. e\. 9P'.. 14*.. 15-.. 21'.
Supposons d'abord que les ouvriers travaillent le même nombre d'heures par jour; que le travail soit le même, ainsi que leur force et leur activité, etc.; nous dirons : 48 ouvriers ont mis 54 jours pour faire un certain ouvrage; combien 36 ouvriers mettront-ils de joui's pour faire le même ouvrage dans les mêmes conditions ?
1 ouvrier mettra 54ix48
36 ouvriers mettront.... ^(p = 54ixJJ. ».
Ainsi 36 ouvriers, travaillant 14 heures par jour, mettent &<^^X 13 pour creuser un fossé de 120 décimètres de long sui* 6 décimètiHîs de large, etc.; combien de jours mettraient 36 ou-
vriers, travaillant 10 heures par jour, pour creuser un fossé de
225 décimètres de long sur 8 de large, etc. î Nous supposerons
que les dimensions du fossé, la force et l'activité des ouvriers
soient les mêmes, et nous dirons : des ouvriers ont mis
5^X il pour faire un certain ouvrage en travaillant 14 heures
^ parjour ; combien les mêmes ouvriers mettraient-ils pour faire
le même ouvrage en ne travaillant que 10 heures parjour?
En travaillant une heure parjour, ils mettront 54i x Jf X 1^«
En travaillant 10 heures parjour, ils mettront S^— —
=54ixfiXfJ. Ainsi 36 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, mettent 54ixf|Xi5pour creuser un fossé de 120 décimètres de long sur 6 décimètres de large, etc. ; combien de jours mettrait le môme nombre d'ouvriers, travaillant le même nombre d'heures, pour creuser un fossé de 225 décimètres de long sur 8 de large, etc. ? Nous supposerons que la longueur du fossé varie seule, toutes les autres conditions restant constantes, et nous dirons : des ouvriers ont mis 54ix|îX{^ pour creuser un fossé de 120 décimètres de long ; combien mettront-ils de jours pour creuser un fossé de 225 décimètres de long?
Pour creuser un décimètre, ils mettront -|^; — î^.
54JX4-«x~
Pour creuser 225 décimètres, ils mettront r^r — ^ X 225
= 54ix|f X BXfto' ^^ continuera de la même manière, en réduisant successivement à Vunité chacune des quantités de la première ligne, et déterminant ce que devient le nombre de ju. On trouvera ainsi :
a?=54ixitXl^XfigX|XfXAXi|X|i, 541.48.14.225.8.4. 8.15.21 ,^.
OU bien a?= — oa ^(^ ion ^ Q 1/ 1Q oA =^^JQ^rs.
(H est bien entendu qu'avant d'effectuer les opérations ou aura soin de simplifier la valeur de a?, en supprimant aux deux termes de la fraction tous les facteurs communs que l'on apercevra.)
Ainsi, nous avons ramené le problème composé à la résolution de plusieurs problèmes simples analogues au problème LUI; rinconnue de chaque problème simple devient une donnée du suivant, et chacun d'eux se résout par la réduction à l'unité. Il est facile d'arriver à la règle générale suivante :
Les données de la qiiestion et V inconnue étant disposées surdem lignes horizontales j en faisant correspondre les quantités de mtm espèce^ la valeur de l'inconnue est égale au produit de la quantUé donnée correspondante par les rapports successifs des quantités données de même espècCy divisées : celle d*en bas par celle d'en ha\A quand elles varient dans le même rapport que les quantités de {espèce de l'inconnue; celle d'en haut par celle d*en bas quand eUe$ varient dans le rapport inverse,
LV. 75 ouvriers, travaillant 9*»f par jour, ont fait un oih vragede 184", 8, dont la difficulté était représentée par f : combien faudrait-il d'ouvriers, qui travailleraient 10**^ par jour^ pùur faire, dans le même nombre de jours, 84",7 d^un ouvrage dont la difficulté serait représentée par J, en supposant d'ailleurs que f activité de la première troupe soit représentée par 72, et celle de la seconde par 11%
On commencera par convertir chaque nombre entier et la fraction qui l'accompagne en une seule fraction ; puis on réduira au même dénominateur les fractions qui expriment des collections de parties de la même unité, et l'énoncé de la question proposée deviendra celui-ci :
75 ouvriers, travaillant ^^ d'heure par jour, ont fait un ouvrage de 1848 décimètres dont la difficulté était représentée par f|: combien faudrait-il d* ouvriers, qui travailleraient ^ d'heure par jour, pour faire, dans le mime nombre de jours^ 847 décimètres d'v/n ouvrage dont la difficulté serait représentée par -f|, en sup^ ' posant d'ailleurs que V activité de la première troupe soit repré^ senièe par 72, et celle de la seconde par 11 ?
On trouvera facilement pour le nombre d'ouvriers cherché :
rp — 7r-«uT vx 22f> S<' 84.7 . v^/ JLi -yc: 72 — 07
eu
S IL PARTAGES PROPORTIONNELS
LVI. Partager 240 en trois parties proportionnelles aux nom* très 2, 3y 5.
Si Ton désigne les trois parties inconnues par a?, y, z, on aura, d'après Ténoncé, la suite de rapports égaux
d'où, en vertu du principe du n* 289, et en observant que aî+y+js=240,
j a?=2.^=2.24=48; d'où I y = 3.24 =72;
et, en effet, la somme de ces trois nombres est 240.
LVII. Partager 192 en trois parties telles que la première soit à la seconde :: Q: h, et que la première soit à la troisième
Il 15 : 8.
Représentons les trois parties inconnues par a?, y, z, et nous aurons immédiatement
X » A* •• lt)« o»
Si les seconds antécédents de ces deux proportions étaient égaux comme les premiers, elles acquerraient un rapport com mun en intervertissant Tordre des moyens, et Ton retomberait dans le cas du problème précédent. Tâchons donc de rendre égaux les seconds antécédents. On y parviendrait évidemment en multipliant les deux termes du second rapport de la première proportion par 15, et les deux termes du second rapport de la deuxième par 6 : mais il sera plus simple d'opérer sur ces deux rapports comme si Ton voulait réduire les deux fractions $ et -^ à leur plus petit dénominateur conmmn (108). Le plus petit nombre divisible par 6 et par 15 est 30 ; je le divise
successivement par 6 et par 15, et je multiplie les deux termes du second rapport de la première proportion par le premier quotient 5, et les deux termes du second rapport de la deuxième par le second quotient 2, ce qui donne :
a;:i/::30:25 ] «n rsssr ( x:30::y:2b \ a?:js::30: 16 j' ^^ ^ ( a;:30 :: z: 16 j*
partant, a? : 30 :: y : 25 :: z : 16, etc.
LVIII. Trois joueurs qui s'étaient associés ont fait un bénéfice 4ê 30 francs. Le premier avait mis 20 francs j le second 60, et le troisième 70. Combien revient-il à chacun*?
Si les joueurs avaient tout perdu, celui dont la mise aurait été 2, 3, 4 fois plus ou moins grande que celle d'un autre, aurait éprouvé une perte 2, 3, 4 fois plus ou moins grande; il est donc juste qu'il gagne aussi 2, 3, 4 fois plus ou moins que cet autre; donc les gains sont proportionnels aux mises, La question revient donc à partager 30 francs en parties proportionnelles aux nombres 20, 60 et 70. On trouvera ainsi que les bénéfices des trois joueurs sont 4 francs, 12 francs et 14 francsi
LIX. Trois négociants s'étant associés ont fait un bénéfice de 4750^ On propose de le répartir entre eux, sachant que le premier avait fourni 2000' pendant 5 mow, le second 3000' pendmt 15 mow, et le troisième kOOO^ pendant 10 mois.
* Cette question et la suivante sont de celles que les arithméticiens nomment des règles de société simples et composées. On y admet que les pertes ou les gaifis des associés sont proportionnels à leurs mises et aux temps pendant lesquels ces mises sont restées dans la société; et l'on en conclut ikcile' ment que les pertes ou les gains sont proportionnels aux produits des mises par les temps. En effet, soit h le bénéfice correspondant à une mise m faite pendant le temps t ; le bénéfice correspondant à une mise m' pendant le
môme temps t sera b — ; mais si b — est le bénéfice correspondant à la misa
mm
m' faite pendant le temps ij le bénéfice h' correspondant à la même mise m' faite
fï*J t' im'{'
pendant le temps t' sera h'=l) — x -, ou b'=:'o~\ c'est-à-dire que Ton a
m t mt ^
r- = -—7, ou 5' : 5 :: m't' ; mt,
mt
' lie bénéfice produit par une somme qui est restée dans la NM^été pendant 5 mois doit être le même que celui produit une somme 5 fois plus grande placée seulement pendant mois : donc
SKOX)' placés pendant 5 mois=2000f.5 ou lOûOC placés pendant un mois.
^ On verra de même que
SXXK placés pendant 15 mois=3000M5 ou 45000' placés pendant un mois« -«00'. Id 10 =4000M0 ou 40000' id. id.
Ainsi la question revient à celle-ci : Trois négociants ont fait un hénifict de 4750'; on propose de le partager entre eux^ . puiha/nt que leurs mises respectives sont 10000', 45000' et 40000^. Le premier recevra 500*, le second 2250', et le troisième SOOC. .
LX. Trois marchands se sont associés pour fournir à un ré' gim^fitf le premier blO"^ de drap rouge^ le second 2000" de drap Heu, et le troisième dOOC de toile. La qualité du drap bleu est les ^ de celle du drap rougCy et le prix de la toile est le huitièmede eelui du drap bleu. On demande ce qui rement à chacun sur tm Unèfiu de 3750'.
Bépanse. Le premier a gagné 765', le second 2400', et le troisième 585'.
8 ni. QUESTIONS SUR LES INTÉRÊTS.
On appelle capital la somme que l'on prête ou que l'on place, et intérêt celle que Ton se fait payer par l'emprunteur pour s'indemniser de la jouissance de ce capital pendant la durée du prêt ou du placement.
Le taux de l'intérêt est la somme que rapporterait un capital de 100 francs prêté ou placé pendant un an. Le taux s'indique ainsi : 4 p. •/•» c'est-à-dire 4 pour 100.
L'intérêt est dit simple, quand le capital reste le même durant tout le placement. On dit au contraire que les intérêts iiont composés, lorsqu'à la fin de chaque période de temps con-
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venue, à la fin de chaque année, par eiemple, on jmnt ks intérêts an capital primitir, pour former nn nonveaa caphi qui, i son tour, produira intérêt pendant la période deleoqi suivante.
Les questions relatives aux inUriu simples se résolvent à Taide des deux principes suivants : l*rintérét, lorsque le temps ne change pas, varie dans le même rapport qne leca|Mtal; 2* rintérêt d'un même capital varie dans le même rapport que le temps du placement.
Soit, en général, uu capital A, placé pendant nn temps r, au taux i; quel sera llntérêt I produit par ce capital? Qn posera ainsi la question, qui n*est autre qu'une règle de trois r
lOC rapportent en 1 an. . . V;
et Ton trouvera facilement que
Telle est la formule générale des intèrtu simples.
LXI. Une personne emprunte 800^ à raison dé 5 pùur 100 par an ; on demande quel intérêt elle devra payer au boui de sept mois.
Celle question revient à celle-ci : lOO' rapportent 5' d^Uitirêt en 12 mois : combien 800' produiront-Us en 7 mois? et rentre dans le problème LUI.
Réponse : 2B',33.
Si Ton avait voulu résoudre cette question au moyen de la formule générale, on aurait remplacé A par SOC, i par 5, et t par t^; en effet, i représentant exclusivement Fîntérôt de 100 francs pendant un an^ t représente le temps exprimé m années; puisque le temps est 7 mois, on devra donc prendre
LXII. Pendant combien de temps faut-il placer SOO' à 5 pour 100
patr ariy pour retirer au bout de ce temps 836' tant en principal 9»*en^ intéfiu?
L'intérêt du capital 800' est évidemment 36', de sorte que la question n'est autre que celle-ci : 100' rapportent 5' d'intérêt en 12 mois; en combien de temps 800' rapporteront-Us 36'P
Béponse ; 10 mois 24 jours.
LXIII. A combien pour 100 par an faudrait-il plac&r 800' pour retirer 36' d'intérêt au boiU de ^ jours?
Ce problème revient au suivant : 800' rapportent 36' en %Q jours; combien 100^ produisent-Us en Z^O jours?
Réponse: 16',87.
Si l'on avait voulu appliquer la formule générale, on y aurait fait t=^. (Dans les questions d'intérêt» on considère chacun des douze mois de l'année comme composé uniformément de 30 jours, ce qui revient à compter seulement 360 jours dans l'année.)
LXIV. Quel est le capital primitif de 500', somme reçue tant en principal qu^esi intérêts au bout de 5 mois, Fintérêt étant de 10 pour IQO par an?
On trouvera facilement que l'intérêt d'un franc placé à 107o paranest^' pour 5 mois, etqu'ainsi l' vaut 1'+^= |f' au bout de 5 moiSi tant en principal qu'en intérêts. Donc, pour avoir la "valeur d'un capital au bout de 5 mois et à 1 % il faut multiplier Il par ce capital. Par conséquent, 500' est le produit de ff par le capital inconnu : donc on obtiendra ce capital en divisant 500' par ff, ce qui donne 41^^=480'.
On peut aussi résoudre cette question au moyen des proportions^ de la manière suivante :
Représentons par x le capital inconnu et par y son intérêt pour 5 mois : nous trouverons une relation entre ce capital et son intérêt en nous proposant cette question : Le capital lOO** f apporte 10' m 12 mois; combien le capital x' rapporter a-t^l en 5 mxm? Nous obtiendrons la solution de ce problème par la proportion
Divisant le premier moyen par 5 et multipliant le second par ce nombre (253), pour que x forme seul le conséquent du pre* mier rapport» il viendra |^
Donc, en vertu du principe du n"" &S8^ nous aurons
i200+50:a?+i/:: I200:a?, ou bien 1250:500:: 1200 :a;;
d'où X = ^^^l'i il^"^ = 480'.
LXV. Une personne qui a besoin d'argent comptant propose^ k 4 mai, à un banquier de lui escompter un billet de SOO^ payable le 12 décembre suivant. Le banquier prend {'escompte à raison de 6 pour 100 par an : quelle somme remettrart-U au porteur du billet?
Il est clair que le banquier, sortant de sa caisse une somme qui ne doit y rentrer que dans 222 jours*, doit retirer un certain intérêt de cette somme, lequel s'évalue à raison de 6 pour 100 par an d'après les conditions de l'énoncé, et dont il devra trouver le remboursement à l'échéance du billet. La question proposée revient donc à celle-ci : Quel est le capital primitif de 800% somme reçue tant en principal qrjUen intérêts au bout de 222 jours j V intérêt étant à 6 pour 100 ?
Réponse : 77 1^46 (Problème LXIV).
Mais les banquiers n'opèrent pas ainsi : ils trouvent plus commode de regarder le montant du billet comme un capital ; ils s'en font donc payer l'intérêt, et retirent par conséquent l'in-
* Od calculera le nombre de jours du 4 mai inclusivement au î% décembre
ca;ctimi?ement (28+30 + 31 +31 + 30 + 31 +30+11=222). Dans le commerce ou la banque, on compte le nombre eaeact des jours; mais, pour simplifier les
calculs, on regarde le jour comme ^^ de Tannée, et non connue «4?, ainsi
qu3 nous l'avons déjà dit (Problème LXIII).
térët de l'intérêt de la somme qu'ils devraient remettre au porteur du billet. Ainsi ils cherchent qml est Vintèrét de 800' pour 222 jour^, le taux de Vintèrét étant de 6 pour 100 par an. On trouvera de cette manière (Problème LXI) que le porteur du billet recevra 770^,40, l'escompte étant 29^60. On dit alors que l'escompte est en dehors, tandis que dans la première manière d'envisager la question il est en dedans.
Ainsi on appelle escompte commercial ou en dehors la retenue qui est faite sur le montant d'une créance qui ne doit être payée qu'au bout d'un certain temps, et dont on veut être payé avant l'échéance. La manière dont se calcule cette retenue dans la banque ou le commerce n'est pas équitable ; on retient, en effet, Tintérèt de la somme portée sur le billet (ou de sa valeur nominaie)^ et on ne paye néanmoins qu'une partie de cette somme.
LXYI. Un banquier qui a un compte courant avec un négoeUm a reçu pour lui: !• 4528' le 16 février 1847 ; 2° 3256', 75 le 13 mars; 3"1520' lel^ avril; déplus, il lui redevait^ au 31 décembre 1846, 2321', 15. Uun autre côté^ il a payé pour lui 2500' le Ik janvier, et 5000' le 3 mai. On propose de régler le compte au 30 juin 1847, sachant d^ ailleurs que le banquier s'est réservé une commission de | pour 100 sur les sommes qu'il a encaissées, et que le taux de Pintérêt est de 5 pour 100. .
On pourrait évidemment résoudre la question en calculant d'une part ce que le banquier doit au négociant, tant pour les sommes qu'il en a reçues que pour leurs intérêts, et d'une autre part ce qui lui est dû, tant pour les payements qu'il a faits que pour leurs intérêts et pour son droit de commission. Mais on a trouvé un moyen très-ingénieux d'établir un compte courant, et qui permet de le régler, presque sans calculi, le jour qu'on le désire.
Il est clair que, si le banquier qui a reçu 4528' le 1 6 février 1 847 enpayerintérèt depuis le 31 décembre 1846 jusqu'au jour oùl'on règle le compte, le négociant lui devra l'intérêt de cette somme depuis le 3Î décembre jusqu'au 16 février, c'est-à-dire pour
47 jours. On portera donc le premier de ces iajtérèts au doit Ai banquier, et le second à son avoir.
Or, puisque 100' rapportent 5' en 860 jours» Tiat^^ d'ui franc pour un jour est j^ = ^^, et par conséquent le capital 4528' rapportera en 47 jours QiSLu^^pM.çsz^^M^ Ainsi, pom avoir Pintérit d'un capital à 5 pour 100 par on, il faut multiplia le centième de ce capital par le nombre des jours pendant lesquek il a été placée et diviser le produit {les banquiers Vappelkntk nombre) par 72, de sorte que la somme des intérêts produits par différents capitaux est égale à celle des noiabkes cprrespmdatits divisée par 7^**
D'après cela, le jour même où une somme entre 4»m sa caisse ou en sort, le banquier porte en regard à son xfm ou à son noiT le nombi^ correspondant. Ainsi U écrira iPîs-Ârm de 4528 et à son avoir le nombre 2128*'^, produit de 45^28 par 47.
Veut-on maintenant régler le compte au 30 juin, par exemple: on se rappellera que le banquier doit l'intérêt de cbacune des sommes qu'il a reçues depuis le 31 décembre jusqu'au 30 juin, c*est-à-dire pour 181 jours, et qu'il a (on lui doit) l'intérêt pouf le même temps de chacune de celles qu'il a paj;ées : de sorte qu'il faudra ainsi porter àsouDOiT ou à^onAYOïRl'intéirêt pour 181 jours de la différence entre la somme des capitaux qui sont entrés dans sa caisse et la somme de ceux qui en sont sortis, différence qu'en style de banque on appelle la balance des capU
* Ce nombre 72, corre^ondant au taux de 5 pour 100, s'appelle le lovi- SEUR. A chaque taux correspond un diviseur qui en dépend et ne dépend que de lui. Ainsi, les diviseurs correspondants aux taux de 3 pour 100, 4 pour 100,
|. pour 100, sont respectiyement 120, 90, 80. En général, si Ton appelle A le capital, t le taux de Tintécét, n le nombre de jours pendant lesquels ce
capital a été placé, la valeur du nombre est ^^=î7)Â X^i ^^^^ ^^ Diyimnn
estD=^^, etrîmérôt est 1=5^
*^ Ce nombre est calculé à moins d'une demi-unité t car on conçoit qu'en le divisant par 72, le quotient ne sera pas erroné d'un eeinHme,
ses
lauœ. EUe est ici, en faveur du négociant, de i'iîi'JfiO—lbOQ' — 4125',90, somme qui pour 181 jours produit le nombre 7468, que l'on porteau doit. On voit alors que la balance des noubres est 8112, dont le quotient par 72 fournit un intérêt de 112',67 que l'on écrit dans la colonne des sommes reçues, puis on additionne celte colonne, ce qui donne 11738',57. En ajoutant ensuite aux payements faits par le banquier sa commission, qui, à i pour 100 sur une somme de 9304',75 qu'il a encaissée, produit 3l',02, on trouve pour résultat 7&3l<,02. Ainsi le banquier doit 11733',&7, et il a 7531',02 : donc ie négodant est créancier de la différence, c'est-à-dire de 4a07',&5.
On dbpose ordinairement les comptes courants comme ciaprès:
DcttT M. If*** ton. compte cowata ekes N"*, banqui
AvotR.
îd
pllDDX 41 15,90
sur S334,7i.; 3I,0S
Fé.r.
aviiVi.;""'-
nombres..., Mî.m
■j.pan, Tïic^r SO juin 1947 U07.SS
mi
XVII. Viu personne qui a besoin ^argent propote, le 30/utn 1853, à un banquier de lui escompter ûs effets suivants : l*tto6»Ue*tfe 600 francs payable le 5 septembrt 1853; V un bilta de 850',50 payable le l" décembre 1853,- 3° un bSlet de lOOO francs payable le 10 janvier 1S54. Le banquier prend rescomple à raison de 6 pour 100 .- quelle tomme remetlra-t-4i au porteur du billets?
On appliquera arautageusement à la solution de«lte qucfi-
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tion la méthode des nombres et des diviseurs. Le diviseur cor- ff ^ respondant au taux de 6 pour 100 est 60; on disposera le cal- r cul de la manière suivante :
Capitaux. Datet. Joars. Kombresy
600' du 20 juin au 5 sept. 77 462
850,50 » 1^'déc. 164 1395
1000 » lOjanv. 205 2050
2385,38 (à payer); ^=65', 12 (escompte).
On a compté les jours pour chaque effet, et formé les nombres correspondants; puis on a divisé la somme des nombres par le diviseur correspondant au taux donné. On a ainsi obtenu Yescompte que le banquier retient sur le montait de la valeur nominale des billets.
LXYIII. Une propriété en vignes est à vendre :
La première année, elle a produit 84 hectolitres de vin qui s'est vendu à raison de 30' Vhectolitre^ et les frais de toute espèce sé sont élevés à 212^
La deuxième année^ on a récolté 79 hectolitres qui se sont vendus à raison de 35', et les déboursés ont été de 181'.
La troisième année ^ le produit a été de 103 hectolitres qui ont été vendus à raison de 32', et on a dépensé 236'.
La qtmtrième année, la récolte a été de bl hectolitres que Von a vendus à raison de 40', et on a dépensé 218'.
La cinquième année, on a dépensé 254', et on a récolté 112 hectolitres valant 28' rhectolitre.
Le revmu d'u/ne pareille propriété s'estime en prenant la moyenne (Probl. XVII) des revenus obtenus pendant 5 années consécutives; on demande comMen un capitaliste, qui serait obligé de faire gérer ce domaine par u/ne personne à laquelle il donnerait 5 powr 100 du revenu brut, devrait racheter, pour placer son argerU à 4 | vour 100 par an.
La dépense se trouvant augmentée d'un yingtiëme du produit brut , à cause des frais de gestion , on trouvera :
Produit net pour 5 ans Il 968', 1 5.
Valeur de la propriété 53 I9l',78.
LXIX. Un manufacturier veut acheter un teirain sur lequel U froisse établir ses itsines. Il a le choix entre deux propriétés^ différentes : Vune lui est offerte pour 100000 francs , et Vautre pour 72000 francs. S*il achète celle- ci y il l'occupera tout entière; ii s'il achète la première, il lui restera des terrains quHl amodiera 1500 francs. Dans les deux cas, il doit retirer de son commerce^ qui lui produit un intérêt de 1 \ pour 100, les fonds nécessaires pour payer son acquisition. Laquelle des deux propriétés doit^il acheter?
Réponse : La deuxième propriété.
LXX. Un négociant a un compte courant avec un banquier, aux conditions suivantes: les intérêts se règlent au taux de 4 1 pour 100 par an, et le banquier prend une commission de ^ pour 100 sur chaque somme quHl encaisse. Ce négociant vient de recevoir une somme dont il ne pourra trouver l'emploi que dans 18 jours; vaut'U mieux, pour lui, la laisser dormir dans sa caisse, ou la déposer chez son banquier?
R^onse : Le négociant gardera son argent.
LXXI. Quelle est lavaUur actuelle Sun billet de 800 francspayable dans 5 ans 5 mois? V intérêt est pris à raison de 10 pour 100 par an, et Von a égard aux intérêts des intérêts.
Pour se former une idée nette de ce qu'on entend par intérêts composés, il faut concevoir qu'une personne emprunte une certaine somme, 200^ par exemple, pour un an. Elle devra à l'échéance du billet cette somme plus ses intérêts, c'est-à-dire 220'. Si donc cette personne ne peut s'acquitter alors, elle devra à son créancier, au bout de la seconde année, les 220' qu'elle lui devait à la fin de la première, plus les intérêts de
ceUe somme, ^est-ir-dire 248'; el ainsi de suite d'aDiiëe en année, jusqu'à TacquiUement de la dette, de «Nrte qu*à la fia 4e chaque année les intérêts s'ajoutent au capital pour produire eux-mêmes un int^êt. Cela posé, puisque l'intérêt est de 10 pour 100, 1' rapporte en un an ^ d'intérêt, et yaut par conséquent 1' +^ =^ au bout d'un an, tant en principal qu'en intérêts. Ainsi, pour avoir la valeur dCun capital au bout dCu» an a 10 pour 100, il faut le multiplier par |^. U suit de U que I^ au bout de 2 ans, ?audra en principal et intérêts |i .-fj ^(ii)*;
au bout de 3 (i4)*.ié=(ii)';
au bout de 5 (j^)*.
Donc, si le débiteur jouit encore de cette somme pendant 5 mois, il devra (Problème LXIV) à celte époque (ii)'.|î : telle est donc la valeur d'un fi*auc prêté à 10 pour 100 par an au bout de 5 ans 5 mois. Si donc on connaissait le capital inconnu, en multipliant (ji)". If par ce capital, on devrait trouver SOQ'; donc, en divisant cette somme par (ii)'.Mj '^ quotient
résoudra le problème. On trouvera 476',87.
En général, soient A un capital placé pendant n années à intérêts composés, i le taux de l'intérêt, G la valeur de ce capital au bout de n années ; on aura la relation
Si le placement était fait pendant n années et une fraction d'année -, on aurait
On résoudra facilement, au moyen des logarithmes, les questions sur les intérêts composés. Ainsi , dans notre pro* blême, le logarithme de la valeur cherchée sem égal A log768 4-A.(l — logll).
s ly. QuassTiONS diverses.
• LXXII: Trouver au bout de combien (f années la population de la France sera doublée y en supposant que l'accroissement ^ qui est actuellement de j^ par an, se maintienne le même.
On verra facilement (Problème LXXI) que la population de la France sera, au bout de n années, les (jM)* ^^ ce qu'elle est actuellement, de sorte que, pour qu'elle soit doublée, il faudra que ce nombre soit égal à 2. Donc le logarithme de 2^ c'est-à-dire
0,30103 = log(f|î)'»=(285)n.log{|S|) = n. 0,00223.
Ainsi 0,30103 étant le produit du nombre inconnu n par 0,00223, on aura la valeur de n en divisant 0^30103 par 0,00223, ce qui donne 135 ans environ.
LXXIII. Un corps qui tombe dans le iride à la surface de la terre parcourt 4",9 dans la première seconde de sa chute; le triple de ce nombre dans la deuxième, le quintuple dans la troisième, le septuple dans la quatrième, et ainsi de suite. Gela posé« on laisse tomber une pierre dans un puits de mine, U Von trouve qu'elle est larrivée au fond au bout de n secondes*. Quelle est laprofond&ur du puits^ en faisant abstraction de la résistance de l'air, qui est peu considérable si la pierre est loujrde, ^t du temps que le son emploie à se transmettre?
Les espaces parcourus pendant la première^ Ja deuxième, la troisième. .^t seconde de la chute, forment une progres^ou par diiférence dont la raison est le double de 4k"',9 : de mvie que la profondeur du puit3 est la ^omme des n premkers termes de cette progression^ Mais il est évident que cette somme e^ ë^e h 4°',9 multipliés par la somme des n premiers nombres impairs, c'est-à-dire par n' (Exemple du n* 271) ; de sorte que pour obtenir la profondeur du puits il faut multiplier le nombre ^,9 par le cwrvé ûm nombm de je^mfes ^ve la pierre a mif pow arriver au fond*
LXXI V. Quelle somme devra-t-on remettre à un agent de change pour acheter 800 francs de rente sur l'état en 3 pour 100 ^ et 500 francs de rente en 4 ^ pour 100, sachant : V que^ le jour de l'opération^ le cours de la rente 3 pour 100 est Iff^lb, et qw celui de la rente 4 ^ pour 100 est lOlSlO; 2* quHl est dû à Vagentde change un courtage de ^ pour 100 du prix de la rente achetée!
Puisque la rente 3 pour 100 est à 76',75j cela signifie que, pour acheter 3 francs de rente, Tagent de change devra donner 76',75; donc, pour acheter 800' de rente 3 pour 100, il devra donner ifiîipûfl== 20466', 67 (Problème LUI). De même, on trouvera que pour acheter 500 francs de rente 4 ^ pour 100, il devra donner i ff^'^<ym =:U233',33. L'agent de change
dressera donc son bordereau de la manière suivante :
800* de rente 3 •/, à 76',75 20466',67
500' de rente 4 ^ V^ à 101', 10.. . . 11233',33
Courtage (*/, p. •/•) 39', 63
On devra donc remettre 31739',63 à l'agent de change.
LXXV. Combien^ pour une somme de 22 000 francs^ pourrorP-on faire acheter de rente 3 pour 100 au cours de 76',75P
On commencera par observer que la somme de 22 000', remise à l'agent de change chargé de l'opération, se compose de la somme nette employée à l'achat de la rente, plus de ^ de cette somme pour courtage; donc 22 000' valent les f-Jé de cette somme; donc cette somme est 22 000'x|^. Or, pour 76',75 on achète 3 francs de rente; donc, pour 22000'.fgf , on aura y^ X "og^o-sott francs de rente, c'est-à-dire 858',85.
On trouverait facilement qu'en achetant du 4| pour 100 au cours de 101', 10, on aurait eu, pour la même somme de 22000', 978 francs de rente.
LXXYL Une personne a acheté une propriété 50 000' payables dans dix ans et à raison de 5 pour 100 d'intértt par an; mais
t^est réservé la faculté éC acquitter sa dette au moyen de dix fêmenls égaux effectués à la fin de chaque année. On demande ^fÊtUe est FAmujTt, c^est-à-dire quelle est la valeur de chacun de ets payements.
On voit d'abord que la dette à acquitter se compose du capital 50 000' et de ses intérêts composés pendant dix ans , et qu'ainsi sa valeur est (Problème LXXT) 50 000'. (f^)'*.
Gela posé , admettons que Ton paye un franc seulement au commencement de chacune des 10 années, et cherchons quelle partie de la dette on aura ainsi acquittée. En payant l' au bout de la première année, le (lébiteur anticipe ce payement de 9 années, de sorte qu'il se prive, en faveur de son créancier, de ce capital et de ses intérêts composés pendant 9 ans, c'est-à-dire d'une somme égale à (|^)* ; donc il éteint de cette manière une partie de sa dette égale à (fi)*. On verra de même que les payements effectués à la fin de la 2% de la 3*...., de la 9* et de la 10* année diminuent la dette respectivement de (f^)S (f^y.-, f^ et de 1' ; le débiteur aura donc acquitté une somme égale à
(5i)*+(5i)'+(My+... + i* + i,
c'est-à-dire à la somme des 10 termes d'une progression géométrique croissante dont le premier terme est 1, le dernier (f^)*, et la raison lé.En appliquant la règle du n* 876, on trouvera,
pour cette somme, ^_i =[(Î4)" — l].20.Telleestdoncla
. portion de la dette que le débiteur aura éteinte au moyen de 10 annuités d'un franc ; donc , pour l'éteindre entièrement, il faudra que chaque annuité soit d'autant de francs que [(f^)** — 1].20 sera contenu de fois dans 50 000*. (fi)*% c'est-à-dire que l'annuité soit égale à
[(îi)**-i].2o"- mr-i •
Pour effectuer ce calcul , on prendra la différence des logarithmes de 21 et de 20, on multipliera cette différence par 10, ce qui donnera le logarithme de (|^)^^; on cherchera le nombre correspondant dans les tables, et, en en retranchant l'unité, on
aura la valeur da dénominateur .^ Il sera Cacile d'avoir ensuite le logarithme du numérateur, de sorte qu'il n'y aora^ plus qi^fc en soustraire le logarithme du dénomini^eurï et à chereher le nombre correspondant au logarithme résultant. Oa timwei» ainsi que l'annuité est de 6475',28.
LXXYU. Vhe compagnh affre, pouf un cnpiuU â$ 1X)00' pkd sur la Uie (Tun enfant ncwoeau^néy 3660' pagables>à swvingtièm année. Il résulte des tables de M(»talit< qu»^ sur 1 000»000 d^ei^ fanls nés la même année j il n*en* reste aprts 20 an» que 502 im On demande quel sera le bénéfice de kk compagnie si eUe assure 1000 enfants?
La somme des mises est de 1 000 OOO', capital qui, placèà ith téréts composés et au taux de 5 pour 100 par an; yau(bu 2653291' au bout de 20 aus. Or» puisque sur 1 000000 d'en* fknts nés la même année, il n'en reste que 502 216 api*ès 20'afls, sur 1000 il en restera 502; donc la compagnie aura à payer, au bout de 20 ans, 3660' X 502 =a: 1 837 320, et par conséquent son bénéfice sera de 2 653291 ^ 1 837 320 = 815 971.
LXXYIII. Une personne dgée de soixante ans possède un capital qu*elle vend à fonds perdu, moyennant une rente viagère de 7600* par an. On demande quelle est la valeur de ce capital, en supposant que le taux de Vintérêt soit de 5 pour 1 00, qu*une personne dgée de soixante ans ait la probabilité de vivre encore treize ans, eP en admettant que la rente de 7600' doive être acquittée par avance au comm^encement de chaque année.
Il suit de l'énoncé de ce problème que l'acquéreur du capital a dû supposer qu'il aurait à faire treize payements de 7600^ chacun, le premier étant effectué le jour même de la signature du contrat de vente, et le dernier au commencement de la treizième année. Ainsi, au commencement de la treizième année, le rentier aura joui du premier payement pendant douze années, du second pendant onze années, du troisième pendant dix annétô, et ainsi de suitè« Si donc sa rente était de 1', et qu'au lieu de remployer pour ses besoins , il l'eût placée chez
on banquier aux taux de 5 pour 100 par an, en laissant accumuler les intérêls, il se trouverait posséder, après le treizième payement effectué, une somme égale à
Telle serait donc la somme que l'acquéreur du capital aurait déboursée, s'il n'avait eu à payer qu'une rente de V. Puis donc que la rente est de 7600', il aura réellement payé
»"— 11. 20.7600 = 152000. [(fi)"— 1].
Or cette somme doit être égale à la valeur qu'aura acquise le capital inconnu" dans Tintervalle compris entre le premier et le dernier payement, c'est-à-dire pendant douze ans, et cette laleur s'obtient en multipliant ce capital par (f^)*' ; donc on trouTera le capital cherché en chvisant 152000^ [(f^/*— l] par (îi)", ce qui donnera
En effectuant les calculs d'après les indications données dans le problème LXXVI, on trouvera pour résultat 74960', 50. Telle est donc la valeur du capital demandé.
LXXIX. Insérer quatre moyens proportionnels entre 15 el 20.* On obtiendra la raison de la progression demandée en extrayant la racine cinquième de ^ (274), f alcul que nous effectuerons par logarithmes de la manière raivante (284) :
log 20 = 1,30103 log 15= 1,17609
0,12494 ÏO&V^= 0,02499
Donc, en ajoutant ce logarithme au logarithme du plus petit nombre, on aura le logarithme du premier moyen ; en l'ajou-
tant à ce nouveau logarithme , on trouvera celui du second moyen et ainsi de suite; donc
log l"moyen= 1,20108.... l»' moyen =15,888
log 2* moyen= 1,21607. ... 2» moyen= 16,830
log 3* moyen= 1,25106. ... 3* moyen= 17,826
log 4« moyen = 1,27605. ... 4« moyen = 18,882
LXXX. Insérer une moyenne proportionnelle entre les nombres 12 e^ 27 au moyen de la Règle à calcul.
La moyenne proportionnelle cherchée n'est autre chose que la racine carrée du produit de 12 par 27. J*amène le 1 de la Réglette sous le premier nombre 12 lu sur l'échelle supérieure de la Règle, et, au-dessous du second nombre 27 lu sur la Réglette, je trouve sur l'échelle inférieure de la Règle le nombre 18, qui est la moyenne proportionnelle cherchée. Ce nombre 18 repond, en effet, sur l'échelle supérieure de la Règle, au produit de 12 par 27 ; il est donc la racine carrée de ce produit.
DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATIONv
BT EN PARTICULIER
DES SYSTÈMES DUODÉCIMAL ET BINAIRE
323. Si Ton réfléchit aux principes sur lesquels est fondé notre système de numération décimale (10 et 11), on reconnaîtra facilement qu'on aurait pu représenter tous les nombres en employant plus ou moins de dix chiffres. Le nombre des caractères dont on fait usage se nomme la base du système. Parmi ces différents systèmes de numération, il en est deux qui ont fixé généralement l'attention des géomètres : ce sont les systèmes duodécimal et binaire.
384. Le système de numération duodécimal est celui dans lequel on emploie douze caractères. Il faut donc en joindre deux nouveauxàceux dont nous nous sommes servis jusquMci, afin de représenter les nombres dix et onze. Nous prendrons, pour cela, les deux lettres a et 6 ; ainsi les douze caractères dont nous ferons usage seront
et ils représenteront respectivement : zèro^ un, deux, troiSj quatre^ dwg, «ta?, sept^ huit, neuf y diXy onze.
Cela posé, nous concevrons des unités de différents ordres, tels qu'une unité d'un ordre quelconque en vaudra douze de Tordre précédent, et nous conviendrons qu'un chiffre placé à la gauche d'un autre représentera des unités douze fois plus
grandes que celles indiquées par cet autre. Alors il sera possible de représenter tous les nombres avec nos douze caractères ; car, quel que soit le nombre que Ton se propose d'écrire, on pourra le décomposer en unités du premier, du second, du troisième, etc., ordre; représenter chaque collection de ces unités par l'un des onze chiffres significatifs, et placer ce chiffre au rang qui convient aux unités qu'il doit exprimer.
325. n suit de là que la difficulté de traduire, dans le système duodécimal, un nombre écrit dans le système décimal, se réduit à trouver combien ce nombre contient d'unités du premier, du second, du troisième, etc., ordre duodécimal. On dira donc : Puisque chaque unité du second ordre en vaut douze du premier, il est clair qu'en divisant le nombre proposé par douze, le quotient exprimera le nombre total des unités du second ordre que contient l'expression duodécimale du nombre proposé, et que le reste en sera les unités simples.
De même, en divisant le quotient obtenu par douze, le nouveau quotient sera le nombre total des unités du troisième ordre, et le reste le nombre des unités du second ordre que renfermera le nombre proposé. En continuant ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un quotient moindre que douze, on obtiendra tous les chiffres qui doivent composer l'expression duodécimale demandée.
526. Comme ce raisonnement est indépendant du système de numération dans lequel le nombre proposé est écrit, ainsi que de la base du nouveau système, nous en conclurons cette lègle générale : Pour traduire un nombre d'un système dans un autre, divisez ce nombre-par la base du nouveau système, puis ce quotient par cette base, puis celui-ci encore par la nouvelle base^ et ainsi de suite jusqu'à ce que vous soyez parvenu à un quotient moindre que cette base. Alors écrivez successivement à la droite de ce dernier quotient le dernier reste, le pénultième, V antépénultième, et ainsi de suite jusqu'au premier, et vous aurez Vexpression de* mandée du nombre proposé.
Exeniple. Traduire dans le système duodécimal le nombre 59321 écrit dans le système décimal. On exécutera les divisions ci-dessôus :
Ainsi Texpression duodécimale du nombre proposé est 2a365. Veut-on, au contraire, traduire dans le système décimal le nombre 2a365 écrit dans le système duodécimal; on opérera aiïisi qu*ii suit :
Ib
kb
On a écrit, tomme on le voit, la nouvelle base dix dans le système duodécimal, et Ton a d'abord divisé le nombre 2a365 par a d'après la règle du n* 40. Ainsi l'on a d'abord séparé les deux premiers chiffres à gauche, ce qui a formé le premier dividende partiel 2a, que l'on a divisé par le diviseur a en disant : En trente-quatre (car le chiffre 2 vaut deux douzaines) combien de fois dix? 3 fois; j'écris 3; trois fois dix, trente: de trente-quatre il reste 4, et j'abaisse le chiffre 3; ce qui donne le second dividende partiel 43, etc. On trouve ainsi que l'expression décimale du nombre proposé est 59321, comme cela devait êlie.
327. Dans l'arithmétique binaire, on n'emploie que deux caraclcTosO el 1, en convenant qu'une unité d'un ordre quel-
conque en vaut deux de Tordre précédent, et qu*uu chiffre éci'it à la gauche d'un autre exprime des unités deux fois plus ^grandes que celles représentées par cet autre. Eu appliquant au nombre décimal 89 la règle du n"* 526, on trouvera facilement que son expression binaire est 1011001.
La longueur de l'expression des nombres est un grand défaut de la numération binaire : sans cet inconvénient, ce système de numération mériterait la préférence sur tous les autres : car il est visible que les multiplications et divisions y reviennent à de simples additions et soustractions.
Le système binaire met en évidence cette propriété remarquable dont jouit tout nombre entier d'être la somme (Tun certain nombre de puissances de 2 répétées chacune une seule fois dans ce nombre. Ainsi l'expression ci-dessus du nombre 89 montre qu'il est égala l+2'+2*+2*.
Il résulte de là qu'avec une collection de poids valant respectivement 1, 2, 2*, 2'...., 2* grammes, on pourra peser jusqu'à (2"+*— 1) grammes (27ej.
528. Puisqu'on aurait pu représenter tous les nombres possibles avec un nombre quelconque de caractères, pourqiboiy dira-t-on, avoir choisi le système décimal? Il est très-probable que c'est la conformation de notre main qui a décidé le choix. Les systèmes de numération dans lesquels on emploierait plus ou moins de dix caractères auraient d'ailleurs de grands inconvénients : les uns en ce qu'ils exigeraient une table de multiplication trop étendue, et les autres en ce que l'expression des nombres y serait trop longue. Au reste, on ne peut douter que si les géomètres avaient présidé au choix d'un système de numération, ils n'eussent préféré employer douze caractères; car la base eût été ainsi divisible par 2, 3, 4, 6, quatre diviseurs que leur simplicité rend très-usuels.
SIMPLIFICATION DU CALCUL DE LA RACINE CARRÉE
529. Lorsqu'on aura trov/vé plus de la moitié des chiffres entiers de la racine carrée d'tm nom^e^ on obtiendra tous les au^
très en divisant k reste par le double de la racine trouvée^ et Von ne commettra pas ainsi une erreur d'une unité.
Représentons par n le nombre proposé, par a la valeur de la partie trouvée de la racine, et par b la partie complémentaire de cette racine» de sorte que
d'où ^'-^^^H
Gela posé, désignons par q le quotient et par r le reste de la division de n— a' par 2a ; on aura
ef, en vertu du principe du n* 247,
. r — fc* , -5* — r
b — g=— T — , ou q — ô=i ,
suivant que q est < ou >6.
Or, si b renferme m chiffres entiers, son carré 6* en renferme 2m au plus, car 6"<10*'*; mais la valeur de a est exprimée par un nombre de(2m-fl) chiffres au moins, puisqu'on suppose que Ton a trouvé plus de la moitié des chiffres entiers de
la racine ; donc — est moindre qu'une unité. D'ailleurs r- < 1 ; * a ^ 2a ^ *
donc— 5 — <1, et^ <i; et comme b—q ou q—b est
Terreur que l'on commet en prenant a + g au lieu de a -f- ^t selon que g<6 ou >ô, on voit que cette erreur est moindre qu'une v/nité si la racine est obtenue par défaut, et moindre qu'une demi-unité si on l'a par excès.
Or, si la racine est exacte, b est un nombre entier, donc &=g, et partant r= 6*= g*; si g<ô, il faudra que r soit > 5* et à fortiori '^ q^ ; mais si g>ô, il faudra au contraire que r soit <&* et à fortiori <g*; donc :
La racine sera exacte^ ou approchée par défaut et à moins d'une unité, ou approchée par excès et à moins d'une demi-unité, lorsque
le reste de la division sera égal au carré du quotient de cette division^ ou plus grand que ce carré, ou plu>s petit.
II est bon de remarquer que si le premier chiffre à gauche de la racine n'est pas moindre que 5, il suffira de calculer directement la moitié des chiffres entiers de la racine, et Ton pourra obtenir tous les autres parla division, car b^ sera alors <C2a.
Exemple : Extraire la racine carrée de 67845396478952345. La racine devant contenir neuf chiffres, on calculera d'abord les cinq premiers d'après la méthode ordinaire, et l'on trouvera pour la valeur de cette première partie de la racine 260470000 et pour reste correspondant 775578952345, qu'il faudra ainsi diviser par 520940000, ce qui revient à diviser 77557895,2345 par 52094; le quotient est 1488, et le reste 420232345, quantité plus grande que le carré de 1488, car ce carré contiendra au plus huit chiffres (58) : donc la racine demandée est 260471488, valeur approchée par défaut à moins d'une unité.
SUR LA LIMITE DU NOMBRE DES DIVISIONS A FAIRE POUR TROUVER LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX NOMBRES.
330. Si l'on divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur d, et que l'on cherche le plus grand commun diviseur des deux quotients ainsi obtenus, les restes que l'on trouvera dans cette seconde série d'opérations seront respectivement égaux à ceux de la première divisés par d (80) : donc^ dans la recherche d'une limite du nombre des divisions à effectuer pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, on peut supposer que ce plus grand commun diviseur soit l'unité.
Cela posé, soient D, E, F, G,... plusieurs diviseurs consécutifs, et admettons que, conformément à la simplification que nous avons indiquée au n® 02, chacun de ces nombres soit inférieur à la moitié du précédent. Si la division de E par F a été faite par défaut, on a
E=ou>2F-l-G:
et, si elle a été faite par excès,
E=ou>3P— G.
Or, F étant plus grand que le double de G, on voit que 3P — G , qui est égal à 2P+F — G, est plus grand que âP+G, et qu'en conséquence, quel que soit le mode de division que Ton ait employé, on aura toujours
E=ou>2P+G; donc E>66,
puisque P>26; par suite, D>10G,
car D>>2E. Ainsi, en comptant les restes dans Tordre où ils se succèdent à partir du dernier, on pourra dire qu't^n reste quel' conque est plm grand que 10 fois celui qui vient trois rangs avant ce reste; or le dernier reste est 1, comme nous Tavons supposé; donc
le reste qui occupe le (3+ 1)**°^ rang surpasse 10 ;
par suite,
le resle qui occupe le (3+l+3)=(3.2+l)'*"»«rang surpasselO';
(3.2+l+3)=(3.3-f-l)""« rang surpasselO* ;
(3.34-l+3)=(3.44-lf "• rang surpasse 10*;
et, en général, le reste du rang (3n-|- 1) surpasse 10*.
Mais (3n-|-l) est précisément le nombre des divisions que Ton a effectuées, si l'on prend ce reste pour premier diviseur ; d'ailleurs 10* contient n + l chiffres; donc, pour que l'on effectue plus de 3n divisions, il faut que le plus petit, nombre contienne plus de n chiffres, ou autrement, le nombre des di' visions ne peut excéder le triple du nombre des chiffres du plus petit nombre.
Cette démonstration est extraite d'un article très-intéressant que M. Lionnet a inséré dans le quatrième volume desNouvelles Annales de mathématiques.
551. Les puissances successives d'un nombre plus grand quê l'unité sont de plus en plus grandes^ et croissent indéfiniment.
11 suit de la définition même de la multiplication que, si le multiplicateur surpasse l'unité, le produit est plus grand que le multiplicande : donc^ les puissances successives d^une quantité plus grande que l'unité sont de plus en plus grandes.
Maintenant, représentons par a une quantité plus grande que l'unité, et appelons b l'excès de a sur Tunité, de sorte que
KoL's aurons évidemment a,{a — l)>ô, c'est-à-dire
car, pour répéter (a^ 1) fois a, il suffit de le répéter a foiSiet de r(;trancber a du produit*. A plus forte raison aurons-nous
Or, il est clair que la somme des premiers membres des m relations [1], [2], [3]...., [m] est plus grande que celle des seconds ; mais celle-ci est m fois b ou b.m, et l'autre se réduit
à a* — 1 : car chacune des puissances a, a*, a\ a*~* est
alternativement additive et soustractive ; donc
Si donc on veut que a* soit plus grand qu'une quantité quelconque Cf il n'f aura qu'à donner à m une valeur telle que l'on ait
car à plus forte raison aura-l-on a" — l^c— 1, et par consé-
* Si a est un nombre fractionnaire^ on imitera le raisonnement fait dans la note dun* 290.
quento*>(?. Or, si l'on divise les deux membres de celle inégalité par 6, l'inégalité subsistera toujours dans le même sens : donc on aura
Ainsi Ton pourra toujours assigner à m une valeur qui rende la m**"' puissance d'une quantité plus grande que l'unité supérieure à toute grandeur donnée : donc, les puissances successives de cette quantité augmentent indéfinimenty ou ont IHnfini
pour LIMITE.
552. Les puissances successives d*une quantité moindre que Funité sont de plus en plus^tiles^ et ont zéro pour limite.
Il suit de la déHnition de la multiplication que, lorsque le multiplicateur est moindre que l'unité, le produit est plus petit que le multiplicande : donc , les puissances successives d'une quantité moindre que Funité sont de plus en plus petites.
Soit maintenant a une quantité moindre que l'unité: je désigne par d le quotient de la division de 1 par a, de sorte que a.a' = l; or, pour élever U7X produit à une certaine puis^ sance^ U suffit d'y élever ses facteurs (la démonstration est la même que celle donnée dans la noie du n* 202) ; donc a*" . 0'*"= 1 ;
et par conséquent, d'après la définition de la division, a*=-7r-,
Si donc on veut que a** soit moindre qu'une quantité quelconque - plus petite que l'unité, il faudra que l'on ait -75;<-, et c a c
partant a'** >c, inégalité à laquelle on pourra toujours satisfaire, comme nous l'avons vu tout à l'heure, puisque a'> 1. Donc, les puissances successives d'une quantité moindre que l'unité ont zéro pour limite.
533. Le théorème que nous venons de démonlrer prouve que, comme nous l'avons avancé au n° 27U, le dernier terme d^une progression géométrique décroissante est d'autant plus petit qu'il est plus éloigné du premier^ et a zéro pour limite^ lorsque la progression se prolonge indéfiniment: car, si l'on représente par
n le nombre des termes de celte progression, on a (275) I=a.r»-*, et comme. le facteur r*-* décroît indéfiniment, sin augmente jusqu'à l'infini, on voit que le produit a.r^^ décroît aussi jusqu'à devenir nul.
554. Nous avons dit (2Ô6) que si entre deux nombres quelconqv£s on insère un nombre infini de moyens proportionnels , la suite de ces moyens présentera toutes les nuances de la grandeur comprise entre ces deux nombres. Soient, en effet, (m — 1) le nombre des moyens proportionnels que l'on veut insérer entre les deux nombres proposés, et g le quotient obtenu en divisant le plus grand par le plus petit; la raison de la progression formée
par ces moyens sera ^q; de sorte que si a représente un de
ces moyens, le suivant sera représenté par a. ^q Or je dis qu'on peut assigner à m une valeur assez grande pour rendre
la différence (a. 7?—^) plus petite que toute quantité donnée 5. En effet, pour qu'il en soit ainsi, il suffira que y/q-^l <-,
ou bien que 75<l"l — > ^^ ^i^n encore que ?<(l + -) .
Or nous avons vu (551) que les puissances d'un nombre plus grahd que l'unité convergent vers l'infini en même temps que les exposants de ces puissances : donc on pourra toujours donner à m une valeur assez grande pour que ( 1 -| — j >g, ou
pour que a."/^— a<8. Donc, en insérant un nombre de moyens suffisamment grand entre deux nombres quelconques, on pourra faire que ces moyens croissent par degrés moindres que toute grandeur donnée. D'où l'on devra conclure qu'tb croîtront d'une manière continuCy lorsque leur nombre sera infini^ sans quoi l'on passerai! brusquement d'un moyen à un autre qui en différerait d'une quantité finie, ce qui est absurde, puisque la différence de deux moyens consécutifs peut être rendue moindre que toute quantité assignable.
Nous venons de voir que l'on pouvait concevoir une
progression géométrique commençant par l'unité, qui renferm&t tous les nombres possibles : soient n et vJ deux nombres quelconques, (p+l) et (p' + 1) les rangs qu'ils occupent dans cette progression ; si Ton appelle r et r' les raisons de deux progressions arithmétiques dont le premier terme est zéro et qui correspondent à notre progression géométrique, on aura évidemment
et L' . n = pr'^ V .n!= pW\
en désignant parles caractéristiques L. et U. les logarithmes du premier et du second système. Il suit immédiatement de là que
Ainsi, k$ logarithmes d'un même nombre^ dans deux systèmes différents, ont entre eux un rapport constant. Or, si n' désigne la base du second système (note du n*» 286), L'.n' sera l'unité, el Ton tirera par conséquent de l'égalité précédente
L'tn=-r— -jXL.n.
jLi . n
Ainsi, pour former une table de logarithmes y dans le système dont la base est un nombre donné n', il suffira de multiplier les logarithmes renfermés dans la table déjà calculée y par une fraction dont le numérateur est F unités et dont le dénominateur est le logarithme de cette base, pris dans l'ancien système. Cette fraction se nomme le module.
ET RELATIVES
536 Les quantités qui entrent dans un calcul sont souvent incommensurables pu ne sont connues qu'approximativement; il s'ensuit que le résultat de ce calcul n'est lui-même qu'approché, et diffère plus ou moins du résultat exact que l'on
aurait obtenu en opérant sur les valeurs exactes des quanti! données.
L'erreur commise sur une quantité peut être appréciée de] deux manières : ou en elle-même et d'une manière absolue^ ; ou bien comme une partie de la quantité sur laquelle elle a été commise. Dans le 1** cas, Terreur est dite absolue; ainaV en mesurant une longueur, on a trouvé qu'elle était égale à l^hO'^ylS : si Ton prend seulement pour cette longueur ISSO'^JO, on commettra une erreur absolue de 3 centimètres. Dans le 2* cas, l'erreur est dite relative; ainsi, dans le même exemple, on a négligé 3 centimètres, c'est-à-dire 3 fois la 125073' partie de la valeur exacte; on a commis une erreur relative des 1^^073 de cette valeur. Ainsi nous appellerons ERREUR ABSOLUE la différence entre la valeur exacte d'une quantité et la valeur approchée qu'on lui svbstitus. Nous appellerons ERREUR RELATIVE le rapport de terreur absolue à la valeur exacte de la quantité considérée.
337. Soit A un nombre quelconque^ entier ou décimal, conh posé de m -}-n chiffres; soit A! la valeur approchée de ce nombre^ obtenue en remplaçant par des zéros les n chiffres à droite du m"* chiffre significatif {dernier chiffre conservé à partir de la
gauche) : Verreur relative — r — commise sur la valeur appr(h
chée k' sera moindre que
En effet, le numérateur A— A', ou l'erreur absolue, est un nombre de n chiffres nécessairement plus petit que l'unité suivie de n zéros, ou que 1 unité de l'ordre du fn~ chiffre du nombre A ; le dénominateur A est un nombre de m-f n chiffres, plus grand que l'unité suivie de m-f-n— 1 zéros, ou que 10**"* unités de l'ordre du m"»* chiffre du nombre A; donc
la fraction — - — i c'est-à-dire l'erreur relative, est plus pc-
tite que
Ainsi, soil A =1584372169; je prends pour valeur appro-
lée A' = 1584372000; on a fH^=7, n=3^ Terreur relative
Soit encore A= 1584,37216975; je prends pour valeur approchée A' =1584,3721 6; on am=9, n=3; Terreur rela-
nve est 1584,37216975 "■ 1584,37216975 ~
158437216975» "^ ^"® ®^^ ^ lÔ^*
358. Si Verreur relative commise sur un nombre cherché est f moindre i^TTSif l'^rrmr absolm sera moindre qu'une unité de
lordre de son m"' chiffre à partir de la gauche.
Supposons, en effet, que Terreur relative — j — soit <rr-j;
on en déduit, pour la valeur de Terreur absolue, A — A' <TJ^;;• Or A est plus petit que 10* unités de Tordre de son m""» chiffre ;
donc Yôijf et, à fortiori^ Terreur absolue est moindre qu'une unité de cet ordre.
Il ne suffirait pas que Terreui relative fût moindre que rrr^zî
pour en conclure que Terreur absolue sera moindre qu'une
unité de Tordre du w™« chiffre. En effet, soit — -iL<--i-j;
on en déduit, pour Terreur absolue, A — A' <; TqSTî» ^^*s
comme A est plus grand que 10*-* unités de Tordre de son w"~ chiffre, on ne peut pas en conclure que Terreur absolue soit moindre qu'une unité de cet ordre.
539. Nous allons nous proposer de déterminer avec quel degré d'approximation il faut évaluer les quantités incommensurables qui entrent dans un calcul, pour que Terreur absolue commise sur le résultat de ce calcul soitmoindre qu'une gran-
deur donnée r. Pour traiter cette question dans toute sa géné-
ralité% nous allons examiner successivement les six cas qui j pourront se présenter, et nous conviendrons de représenter par e Terreur absolue commune dont les quantités proposées
devront être affectées pour que le résultat final ne soit pas
fautif de t.
Nous donnerons dans les notes correspondantes à chaque cas la valeur de l'erreur relative du résultat en fonction des erreurs J relatives des données.
340. Addition. L'erreur absolue totale ne peut pas évidemment surpasser la somme des erreurs absolues partielles commises sur chacune des quantités à additionner; si donc la somme de m quantités incommensurables doit être erronée
d'une grandeur moindre que t, il suffira que chacune d'elles ne le soit pas de — r
* Une partie de cette théorie exige des notions d'algèbre.* ** V erreur relative (Vune somme est moindre que la somme des erreurs absolues partielles divisée par la somme des valeurs approchées desquantiUs considérées f ces valeurs étant prises par défaut. £lle est comprise entre la plus grande et la plus petite des erreurs relatives partièUes; ainsi, soient A, B, G les valeurs exactes ; e, e^, e" les erreurs absolues partielles : Terreur reUtive de la somme et les erreurs relatives partielles sont
6 e' ef*
soit Â>B>G*'
on aura tf=r-A.
y = g B, d'où ^<i^f «^=^'c, d'où ô'<7C;
ti A
541. Soustraction. Si les deux nombres étaient erronés dans le même sens, les erreurs se compenseraient en partie par la soustraction, de sorte qu'il suffirait que chaque nombre fût exact à moins de t pour qu'il en fût de même du
reste.
Mais si les deux nombres sont erronés en sens contraire, les erreurs s'ajouteront, et par conséquent il faudra calculer cha-
cun d'eux à moins de ^ •
842. Multiplication. 1* Si un seul des facteurs est incomtnensurablej il faudra que Terreur commise sur ce. facteur, multipliée par le produit P de tous les autres, soit plus petite
que r ; donc ce facteur doit être exact à moinâ de pr.
Exemple I. Supposons que Von demande le plv^ grand nombre entier contenu dans le produit du nombre incommensurable w= 3,141592653.... par 17. Il semble qu'on pourrait résoudre celte question en faisant en sorte que Terreur commise sur 7c fût plus petite que i^; et comme -^ est > 0,05, on prendrait 3,1 pour valeur de tc, car la partie négligée serait ainsi moindre que 0,05, et à plus forte raison que tV- Le produit 3,1X17 = 52,7 est donc inférieur à Htc de moins d'une unité. Or, on conçoit que si Ton prend 52 pour valeur de Htt,
d'où Ton tire, en additionnant,
«+.'+«' <«-(A+B+q, ou xSiï<î.
€ "^ 6^ "4" fl" C*
On prouvera de même que . , _ , ^ > 77»
* L'erreur relative d'une différence est moindre que la somme des erreurs absolues partielles des deux nombres à soustraire l'un de Vautre, divisée par la différence des valeurs approchées de ces quantités. On suppose le plus grand nombre approché par défaut, et le plus petit par excès : l'erreur est
Terreur dont 52,7 est aiïeclé, étant ainsi augmentée de 0,7, pourra très-bien surpasser une unité, et que par conséquent on n*est pas sûr que 52 soit le plus grand nombre entier contenu dans 17ir. M. Guilmin a donné la règle suivante pour lever cette difficulté* :
Si vous voulez le plus grand nombre entier conlmu dans le pro» duit du nombre commensurable m par le nombre incommensurable a, au lieu de prendre la valeur de a, à moins de ^ près, calculez 'la à moins de j^f de sorte que le produit correspondant ne sera pas trop faible de 0,1 ; si alors le premier chiffre décimal de ce produit est moindre que 9, sa partie entière répondra à la question, car elle ne sera pas inférieure d*une unité à m.a.
Mais si le premier chiffre décimal est un 9, vous prendrez une valeur de a exacte à moins de -nji:ï,i de sorte que le produit correspondant ne sera pas trop faible de 0,01 ; alors si la partie dêci' mole de ce produit est moindre que 0,99, sa partie entière répondra à la question, car elle ne sera pas inférieure d'une unité à m.a, et ainsi de suite,
£n conséquence, nous allons calculer tc à moins de ^^ près, et comme cette fraction est > 0,005, nous prendrons 3, 14 pour valeur de w; le produit 3,14.17=53,38 sera donc inférieur à I7ic de moins de 0,1 ; ainsi 53 est le plus grand nombre entier contenu dans 17ir.
Si Ton remarque qu'en ajoutant 0,1 à 53,38 on obtiendra un nombre > 17 w et <53,5, on en conclura que 53 est la valeur de 17 w à moins d'une demi-unité près.
Exemple II. Calculer le produit de ir par 4,729 à moins de i millième. Nous allons, conformément à ce qui précède, chercher quelle valeur onjdoit donner à wpour que le produit ne soit pas fautif d'un dix-millième. 11 faudra, pour cela, que cette valeur ne soit pas en erreur de î77-inr.Woô = TT2-giî> 0^00002; ainsien prenant pourla valeur de 7r,3, 1416, quantité quin'estpas
* Nouvelles Annales de matliémaiiques, V volume.
tropgrande de 0,00001, le produit 3,1413 X 4,729= 14,8566264 ne sera pas trop grand d'un dix-millième. Donc, si on le diminue de 0,0001, le nombre résultant 14,8565264 sera plus petit que le véritable produit ; ce véritable produit surpasse donc
14.856 de plus de 5 dix-millièmes; il est d'ailleurs inférieur à
donc sa valeur est 14,857, à moins de { millième
Exemple III. Vmt-^m k produit de 7^ par ^2 à moins d^ien demi-dixième près (ou ^) ; on observera qu'en vertu du principe du n" 202, 7 f . ^2 = y(7f)».2, ce qui nous ramène S la règle donnée au même numéro. On formera donc d'abord le cube de 7f , ce qui donnera ^4IP> ^^ multipliera ce cube par 2, puis le résultat par 20* ; on extraira la racine cubique du produit 7023616, et l'on trouvera 191 : ainsi la racine demandée tombe entre ^=9,55 et ^=9,60; sa valeur est donc 9,6, à moins d'un demi-dixième *.
345. 2* Soit un produit de m factevrs incommensurables. J'appelle A', B', G',.. . . , K' les valeurs approchées, mais inconnues de ces facteurs, et e Terreur que l'on doit commettre sur chacun d'eux. En prenant le produit A'.B'.G'....K' au lieu du véritable, on commettra une erreur e qui aura pour expression
or, si l'on développe le second membre de cette équation d*aprèsla règle donnée dans l'algèbre, il viendra
* L'erreur relative d'un produit dans lequel un seul fcicteur est incommensurable est égale à V erreur relative de ce facteur. Soient A' la valeur approchée du facteur incommensurable, e l'erreur absolue commise sur ce facteur; sa valeur exacte seraÂ^A'-f*^^ donc, en appelant P le produit de tous les autres facteurs exacts, on aura
Terreur relative sera donc
AP=A'P-f.eP, AP— A'P=eP;
— -r; — =— -=- (erreur relative du facteur À!), Al* AP A •
en désignant en général par S » la somme des produits différents nkn que l'on peut faire avec les m facteurs k'^V^Gy... JL' ; ou bien, en mettant « en facteur ccmimun,
Or, si Ton représente par f (e) le produit (A' +e) (B'+e) (C'+e)... (K' + e), on a
donc
Mais il est évident que le second membre de cette équation surpasse la quantité qui est comprise entre parenthèses dans le deuxième membre de Téquation [a] ; donc
Or, <p' (c) est la somme des produits (m — 1) à (m — 1) des facteurs proposés ; donc, si Ton appelle SVh la somme des produits (fw— 1) à (m— 1) de m facteurs quelconques, mais tous plus grands que ceux-^Ui, Terreur t sera à prtiori plus petite
que eS'^si-i ; donc, pour que t soit<T9 il suffira que Ton ait
eS-'«^<i, d'où e<^ [1].
Exemple. Veut-on, à moins de 0,1, le produit de ir par log2
et par y/h ; on observera que ic<3,2 , log 2 < 1, v^<2, et qu'ainsi S'^.^ss 3,2.1 +3,2.2+ 1.2 = 3,2 +6,4 -f 2= 11,6 ; on devra donc prendre (542)
«<rhr; or rb<0,008;
ainsi il suffira de calculer chaque facteur à moins d'un demicentième près. On trouvera de cette manière 3,14.0,30.1,71
VerrefUT relative d'un produit de phuiêurt faetevrs incommensurables
544. Puissances. Soit A* un nombre quelconque supérieur au facteur que Ton veut élever à la puissance m ; il faudra que la valenr de ce fecteur soit exacte à moins de
mA"-^»a f^^'
car SVi = mA*^*.
Si Ton veut traiter cette question directement, on dira : soit
A' la valeur approchée par défaut du nombre proposé ; en
prenant A'* au lieu de (A' + «)*> on commettra une erreur e
qui aura pour expression
• =(A'+e)-— A'«=:e~+mA'e-^ + î^^^:^ AV
mA'"*~*e, ou, ce qui revient au même
Mais on a évidemment
m (A'+ e)"^* =me'^^ +m{m — 1) A'e"*-*
donc Terreur c est moindre que m(A' + e)"^*6 et à fortiori moindre que mA^'^^^e, si A" > A' + « ; donc encore
mk""^-'^'
est plus petite que la somme des erreurs relatives de chaque facteur, Considcrons d'abord deux facteurs, A et B ; soient e, ef leurs erreurs absolues. L'erreur absolue du produit sera
AB— {A— e) (B— eO=Ae'+Be— ce';
Terreur relative du produit sera donc
AB ~B"*"a AB^B"^!'
ce qu'il fallait démontrer. On en déduit âicilement le cas d'uni nombre quelconque de facteurs.
*" L'erreur relative de la m"** puissance d'un nonibre est moindre que m fois Verreur relative de ce nombre.
34S. Division. 1® Le diviseur est exact et le dividende est incommensurable. Soient A et Ble dividende et le diviseur, et A— « la valeur approchée, par défaut, du dividende; le quotient
approché sera représenté par ^ » et, le véritable Tétant par ^p Terreur commise sera ^ : donc
2* Le diviseur est incommensurable ^ mais le dividende est exact. Supposons que Ton prenne le diviseur par excès et représentons-le par (B+e), le véritable étant désigné par B. L'erreur commise sur le quotient aura pour expression
A A __ Ag
B B + e^'BCB+e)*
de sorte qu'on devra avoir
Ac ^1
d'où Ton tire aAe<B*+Be, puis («A— B)e<BS et enfin
Désignons par B' un nombre quelconque <B; B** sera <B% et 5A— B' sera au contraire > SA — B ; par conséquent, la
* V erreur relative du quotient , lorsque le dividende seul est incommensurable, est égale à Verreur relative du dividende. En effet, Terreur abso-
lue du quotient est ^, le quotient exact est ^ ; l'erreur relative est donc
?:- = -, c'est-à-dire égale à Terreur relative du dividende.
fraction rr — 57 sera < rr — 5, de sorte qu'on devra prendre
oA— iJ ôA — 1>
^ < Bk—& ^^"'* ^^ ^^"^ simplement « < j^ [5].
car il est évident que tt < ^. __|., .
3^ Le dividende et le diviseur sont incommensurables. Je suppose que l'on prenne le dividende par défaut et le diviseur par excès ;
ainsi, le véritable quotient étant «j , le quotient approché sera
^^^ , de sorte que l'erreur commise sera
B B+e~"B(B+e)' on posera donc
(A+B)e^l ,, . ^ B* ^^-— <T, d'où e<
B(B+e)^*' ^"" ''--$(A+B)-li'
Soient B' un nombre quelconque < B, B*' au contraire un nombre >B, et A''unnombre>A; on aura évidemment B'^<B', S(A*'+B'0 — B'>5(A+B)— B, de sorte que la fraction
a(A^^+B^O— B^ sera moindre q^^ g^ 1 bj_b '» P^r conséquent
la limite de l'erreur qu'on devra commettre sur le dividende et sur le diviseur sera donnée par la formule
* L'erreur relative du quotient, lorsque le diviseur seul est incommenr'
iurablef est moindre que Verreur relative du diviseur. Nous venons de voir,
en effet, que Terreur absolue oonunise sur le quotient «avait pour valeur
Xe A
dans ce cas ^ ._ , . ; or le quotient exact est - ; Terreur relative est donc
Atf A. e e '
^,p . : g = g3— , quantité plus petite que g, c'est^-dire que Terreurr e^
lative du diviseur.
OU plus simplement par
316. Dans la plupart des applications^ le quotient que Fon substitue au véritable doit être évalué en décimales ; mais alors si Ton néglige dans ce quotient les chiffres qui sont d*un ordre inférieur à celui dont est l'unité décimale qu'on a prise pour limite de l'approximation, il pourra se feire que cette erreur, ajoutée à celle dont ce quotient est déjà affecté, soit plosgraude que celle que Ton veut commettre. On évitera cet inconvénient en appliquant encore ici la règle que nous avons donnée à la page 288 pour la multiplication, c'est-à-dire que l'on prendra pour e une valeur 10, ou 100, ou 1000 fois plus petite que celle donnée par les formules que nous venons d'établir.
Exemple. Calculer à moins d'un demi-centième près la va-
leur de la fraction ■ , . , dans laquelle w représente le nombre
3,1415926535.... Pour appliquer ici la formule [7], nous poserons §=2000, B'=:4, 1, B"=4,2, et A''=2,2, ce qui donnera
^< Soo'u.U =HI§^? or c^^^^ fraction étant plus grande qu'un millième, nous devons prendre la valeur de ira moins de 0,001, ce qui nous conduit à diviser 2,141 par 4,142, car nous sommes convenus de prendre le dividende par défaut et le diviseur par excès (345, 3°). Le quotient est 0,516.... Gomme son troisième chiffre décimal surpasse 4, il est évident qu'il est plus près de 0,52 que de 0,51, de sorte que 0,52 est la réponse à la question.
* V erreur relative du quotient j lorsque le dividende et le diviseur sont incommensurables, est pltu petite que la somme des erreurs relatives du dividende et du diviseur. Soient, en effet, A— e le dividende approché par défaut, B-\-e' le diviseur approché par excès; Terreur absolue du quotient est A A— e Ae'+Bô ,, , ^. , Ae' + Be A Ac'+ Be
B ^ B+7 = Blïï+TJ ' ^ ^"^"^ ^^^^^^« '^"^ ^^° B(B+?) •• B = A(BT7)'
Afi'-f-Bc e' e quantité moindre que — Tr"^^ Ë"^Â » ^'^^^-à-dire moindre que la somme
des erreurs relatives du dividende et du diviseur.
Si le troisième chiffre décimal eût été plus petit que 4, il est évident qu'en ajoutant au quotient une quantité moindre que 0,0005 on n'aurait pas obtenu 0,515, et qu'alors ce quotient eût été plus près de 0,51 que de 0,52; donc on aurait dû prendre 0^51 pour sa valeur.
Si le troisième chiffre du quotient eût été 4, alors, en ajoutant à ce quotient une quantité inférieure à 0,0005, on aurait pu trouver un nombre plus petit ou plus grand que 0,515, de «orte qu'il n'y aurait pas eu de raison pour préférer 0,51 ou 0,52. Dans ce cas, il aurait fallu recommencer le calcul en prenant 0,0001 pour limite de e, et si le quatrième chitTre du nouveau quotient n'était pas un 9, il n'y aurait aucune incertitude, et l'on prendrait 0,51 ; mais si ce quatrième chiffre est un 9, il faudra recommencer le calcul en prenant 0,00001 pour limite de e*.
Racines. Pour extraire la racine m**"*» d^une quantité
* Les principes que nous avons donnés sur révaluation des erreurs relatives peuvent aussi être employés pour déterminer un produit ou un quotient avec une approximation donnée. En effet, pour calculer ce produit ou ce quotient à moins d'une unité de l'ordre de son m"* chiffre à partir de la gauche (ou en d'autres termes pour trouver ses m premiers chiffres), il faudra faire en sorte que
Terreur relative commise soit moindre que ttt- ou que (^^8)i
lu (K "t" 1) 10"~
«n désignant par K le premier chiffre significatif à ^gauche; or, cette erreur résultant des erreurs relatives soit des deux facteurs, soit du dividende et du diviseur, on verra facilement quelles erreurs relatives il conviendra de commettre sur ceux-ci, c'est-à-dire combien de chiffres il faudra prendre dans chacun d'eux (339).
Premier Exemple.— Calculer les cinq pretMers ehiffru significatifs à gauche du produit de 123,4567895 par 18,97654327 4 moins d'une unité de Vordre du dernier chiff)re calculé; en d^autres termes, calculer ce produit à
moins de ■ = — de sa valeur exaete. Pour que Terreur relative de ce
produit soit < ~, il suffit que Terreur relative commise sur chaque fletcteor
soit < 2 • Tn* ^^^^ ^^ ^" 34La), et à fortiori^ qu'elle ^oi* < 7g • {^ = fÂi* On prendra donc dans chaque facteur 6+1=7 chiffres à partir du premier
quelconque k, à moins de ^j multipliez cette quantité par S", e^
trayez la racine m^^* du plus grand nombre entier contenu dans h produit^ en ayant égard à la règle donnée à la page 288, et dUnses cette racine par $. La démonstration est celle même que nous avons donnée pour les racines carrée et cubique.
548. Pour faire une application de toutes les règles que nous avons établies, nous allons nous proposer de calculer à moins d*un demi-centième près la valeur de la fraction
7C»— log7 *
chiffre significatif à gauche, et Ton multipliera 123,4567 par 18,97654. On fera d'ailleurs usage du procédé de la multiplication abrégée (14ft) :
Le produit cherché est 2342 J; il est exact à moins d'une unité de Tordre de son cinquième chiffre significatif, c'est-à-dire que l'erreur absolue est moindre qu'un dixième.
Druxièmb Exemple. — Calculer les trois premiers chiffres du quotient de 25,2 paric=3, 1415926535...., d moins d*une unité de Vordre du dernier
chiffre calculé; en d'autres termes, calculer ce quotient à moins de r— = —
de sa Taleur exac^. Pour que l'erreur relative de ce quotient soit < JL jj
suffira que l'erreur relative du diviseur soit < ~ (note du n* 34L5, Z*") • On
prendra donc au quotient 3 + 1 = 4 chiffres, et Ton divisera 25,2 par 3,141. Le quotient 8,02 est exact à moins d'une unité de l'ordre de son troisième chif* fre significatif, c'est-à-dire que Terreur absolue est moindre qu'un centième*
iDS laquelle ir représente le nombre 3,141592653589793. . • .
est facile de voir : 1<» que ic étant compris entre 3, 1 et 3, 2,
)n carré est>9,61 et < 10,24; 2* que iç*> 9,61. 3 = 28,83 et
C 10,24 X 3,2 = 32,768 : que par conséquent v^î?> 5. D'ailleurs, log 5 > 0,61 et log 7< 1. Ou fera donc dans la ormule [7]
et Ton trouvera, d'après la règle de la page 288, e< aoVj?;^^ = 7iuuu= 0,009. • • . Ainsi il suffira que les deux termes ne soient pas erronés chacun de neuf millièmes. En conséquence, comme le numérateur doit être pris par défaut (545, 3*), ic' et log 5 devront être évalués par défaut à moins de 2 millièmes (54S), et ^T? par excès à moins de 4 millièmes (545) ; mais il sera plus commode de calculer ces trois valeurs à moins de 0,001. Commençons par y^n*. Pour être sûr de l'approximation demandée sur y^ic*, il nous faudra calculer cette racine avec quatre décimales, et par conséquent ic* avec huit; en conséquence nous déterminerons, par la méthode d'Oughtred, n* à moins d'un billionième, et nous en déduirons i^ à moins d'un cent-miilionième. On trouvera ainsi
ic«= 9,8696044007
it>= 9,86960440078
it»— 31,00627667
et par suite v/?c^ =5,5683. • . , de sorte que la valeur par excès de ^T^ est 5,569 à moins d'un millième près : donc
ir»=9,869 log 5=0,602
^+log 5 — v/i?=4,902.
Le dénominateur de la fraction proposée devant être calculé
par excès, nous prendrons
log 7 = 0,845
n»— log 7 =30,162.
Enfin, en divisant 4,902 par 30,162, on trouvera 0,1625, de sorte que la valeur demandée est 0,16.
549. Il arrive souvent que Ton doit opérer sur des nombres qui ne sont qu'approchés, et on a alors, en général, des idées fort peu exactes sur la grandeur des erreurs qui peuvent affecter les résultats que l'on obtient. Nous allons nous occuper de l'évaluation de ces erreurs, et d'abord nous observerons que, comme le calcul des nombres décimaux se ramène à celui des nombres entiers, nous pouvons ne considérer que de pareils nombres ; et, pour déterminer l'erreur définitive, il suffira de multiplier ou de diviser celle relative aux nombres entiers par l'unité suivie d'autant de zéros que Ton devra porter la virgule de rangs vers la droite ou vers la gauche du résultat entier que l'on aura trouvé.
350. Soient a et 5 deux nombres entiers supposés erronés de moins d'une demi-unité : il est clair que nous aurons une limite de l'erreur qui peut affecter leur produit, si nous les supposons tous deux erronés d'une demi-unité et dans le même sens. En conséquence, le véritable produit devra être
Donc Terreur commise, en substituant le produit ab à celui-ci» est sensiblement ^ (a-}-6); mais ^ {a+b) contient au plus autant de chiffres qu'il y en a dans le plus grand des deux nombres a et & : donc, un produit de deux facteurs j exacts chacun à moins d^une demi^tmitéy peut avoir autant de chiffres erronés sur sa droite que le plus grand de ces facteurs contient de chiffres.
On verra de même que si Pun des deux facteurs est exacte ce produit pourra avoir autant de chiffres erronés qu'il y a de chiffres dans la moitié de ce facteur.
^a;e7/ipte . Soient les deux facteurs 734,1 et 8,24, exacts chacun à moins d'une demi-unité de Tordre dont est son dernier chiffre décimal. Le produit des nombres 7341 et 824 pourra avoir 4 chiffres erronés, et comme le produit demandé doit avoir 3 décimales, on voit que Ton ne pourra pas même compter sur le chiffre des unités de ce dernier.
331. Passons à la division, et supposons d'abord que le dividende seul soit erroné et qu'il le soit d'une demi*unité.
Le véritable quotient sera donc — r^, de sorte que Terreur commise en prenant r pour sa valeur sera
Donc, quand le dividende sera erroné de moins d'une demi* unitéy Verreur commise sur le quotient sera moindre que Vunité divisée par le double du diviseur; ainsi il sera facile de Tévaluer dans chaque cas particulier.
Exemple. Diviser 2,76 par 0,1456, le dividende étant erroné de moins d'un demi-centième. Ramenons cette division à celle de deux nombres entiers tels que le dividende soit erroné d'une demi-unité au plus, et nous aurons ainsi à diviser 276 par 1456 ; donc Terreur commise sur le quotient de cette division sera moindre que înViB<i-Toïïô; "fiais ce quotient sera 100 fois
et par suite v/?c^= 5,5683. • • , de sorte que la valeur par excès de v^T^ est 5,569 à moins d'un millième près : donc
ir»=9,869 log 5=0,602
ii*+log5 — v/7?=:4,90:2.
Le dénominateur de la fraction proposée devant être calculé
par excès, nous prendrons
log 7 = 0,845 n»— log 7 =30,162.
Enfin, en divisant 4,902 par 30,162, on trouvera 0,1625, de sorte que la valeur demandée est 0,16.
549. Il arrive souvent que Ton doit opérer sur des nombres qui ne sont qu'approchés, et on a alors, en général, des idées fort peu exactes sur la grandeur des erreurs qui peuvent affecter les résultats que l'on obtient. Nous allons nous occuper de l'évaluation de ces erreurs, et d'abord nous observerons que, comme le calcul des nombres décimaux se ramène à celui des nombres entiers, nous pouvons ne considérer que de pareils nombres ; et, pour déterminer l'erreur définitive, il suffira de multiplier ou de diviser celle relative aux nombres entiers par l'unité suivie d'autant de zéros que Ton devra porter la virgule de rangs vers la droite ou vers la gauche du résultat entier que l'on aura trouvé.
350. Soient a et 6 deux nombres entiers supposés erronés de moins d'une demi-unité : il est clair que nous aurons une limite de l'erreur qui peut affecter leur produit, si nous les supposons tous deux erronés d'une demi-unité et dans le même sens. En conséquence, le véritable produit devra être
Donc Terreur commise, en substituant le produit ab à celui-ci» est sensiblement ^ (a +6); mais é (a+6) contient au plus autant de chiffres qu'il y en a dans le plus grand des deux nombres aetb : donc, un produit de deux facteurs ^ exacts chacun à moins éCune demi^tmiU, petU avoir autant de chiffres erronés sur sa droite que le plus grand de ces facteurs contient de chiffres.
On verra de même que si Fun des deux facteurs est exacte ce produit pourra avoir autant de chiffres erronés qu'il y a de chiffres dans la moitié de ce facteur.
JSo^emp/e. Soient les deux facteurs 734,1 et 8,24, exacts chacun à moins d'une demi-unité de Tordre dont est son dernier chiffre décimal. Le produit des nombres 7341 et 824 pourra avoir 4 chiffres erronés, et comme le produit demandé doit avoir 3 décimales» on voit que Ton ne pourra pas même compter sur le chiffre des unités de ce dernier.
551. Passons à la division, et supposons d'abord que le dividende seul soit erroné et qu'il le soit d'une demi*unité.
Le véritable quotient sera donc — r^, de sorte que Terreur commise en prenant r pour sa valeur sera
^ — b--Yb L8].
Donc, quand le dividende sera erroné de moins d'une demi' unité j Verreur commise su/r le quotient sera moindre que Funité divisée par le double du diviseur; ainsi il sera facile de Tévaluer dans chaque cas particulier.
Exemple. Diviser 2,76 par 0,1456, le dividende étant erroné de moins d'un demi-centième. Ramenons cette division à celle de deux nombres entiers tels que le dividende soit erroné d'wne demi-unité au plus^ et nous aurons ainsi à diviser 276 par 1456 ; donc Terreur commise sur le quotient de cette division sera moindre que 2nVr6<é-Toïïïïî ^^^^ ce quotient sera 100 fois
moindre que le quotient demandé, donc celui-ci ne sera pas erroné d'un demi-dixième. Or, en effectuant la division de 2,76 par 0,1456, on trouve 18,95...; si donc le dividende est erroné par excès, 1 8,9 sera la valeur du quotient à moins éFun dianème; mais si le dividende est erroné par défaut, on ne pourra pas affirmer que 18,9 n'est pas trop faible d'un dixième.
5tf2. Supposons maintenant que le dividende et le diviseur soient tous deux erronés d'une demi-unité. L'erreur dont sera affecté le quotient des deux nombres a et 6 sera maximum quand ils seront tous deux erronés en sens contraire. Dans cette
hypothèse, le véritable quotient devrait être ^— ^, tandis que
nous prenons pour sa valeur t; donc l'erreur que nous commettons est
Si l'on observe que (&=p|) est évidemment plus grand que 6— 1, on verra que l'on pourra prendre
« pour limite de l'erreur commise.
Supposons, par exemple, qu'on ait à diviser le logarithme de S par celui de 3; on devra faire a=0,30103 et 6=0,47712; de sorte qu'en prenant f^^ au lieu du quotient de ces deux logarithmes, on commettra une erreur moindre que
Si Ton veut évaluer cette erreur en décimales, on observera que cette fraction est plus petite que a^oo^fe* = -^^pfii^, d'où l'on voit que la limite de l'erreur sera inférieure à 0,00003. Si donc on réduit f^^ en décimales, comme on trouvera que le cinquième chiffre est un 3, on en conclura que Ton peu
compter sur les quatre premiers, et qu'ainsi p^ = 0,6309,
à moins éPim dix^millième.
Mais si, le quotient étant erroné par défaut, le cinquième chifEre était un 7, on ne serait pas sûr du quatrième chiffre ; car ,en ajoutant Terreur à la partie du quotient qu'on néglige, il pourrait se faire que la somme surpassât un dix-millième.
De même, si, le quotient étant erroné par excès, le cinquième chiffre était plus petit que 3, il pourrait arriver qu'en retranchant une quantité moindre que 0,00003 de ce quotient, le chiffre des dix-millièmes fût altéré, de sorte que Ton ne pourrait pas compter sur ce chiffre.
* 3tt5. On peut mettre la formule
i(a+b) b{bzpi)
sous une forme qui permette de reconnaître sans calcul sur combien de chiffres on peut compter. Nous diviserons pour cela le numérateur et le dénominateur par 6, ce qui donnera
Ainsi, en représentant par q le quotient demandé de a par 6, on pourra prendre pour limite de l'erreur commise sur ce quotient
Cette quantité sera maximum quand b sera le plus petit et g le plus grand possible. Supposons donc que 6 renferme n chiffres et que q en contienne n'\-fn; le minimum de 6 — 1 sera un nonû)re formé de (n — 1) chiffres 9, et le maximum de g-}- 1 sera l'unité suivie de {n+m) zéros. Alors le quotient de g+ 1 par 6— 1 sera composé de (w-j-2) cliiffres, dont le premier
sera 1; de sorte que ce quotient sera moindre que deux unités de Tordre (m+i). Donc sa moitié, c'est-à-dire la limite de Perreur, sera moindre qu'une unité de cet ordre, et par conséquent les (m +2) derniers chiffres du quotient pourront seuls être erronés, pourvu toutefois que le (m+3y*^ chiffre à gaudie ne soit pas un 9 si le quotient est erroné par défaut» ou ne soit pas un zéro s'il l'est par excès*; mais ce quotient se compose de n-f m chiffres, donc il en aura n+m — (m-|-8)s=n — 2, dont le dernier ne sera pas m général erroné d'une unité.
Les raisonnements qui précèdent s'appliquent évideounent au cas où m serait nul.
Mais si q contenait moins de chiffres que 6, on ramènerait ce cas à celui où m est nul, en écrivant à la droite du dividende a un nombre convenable de zéros; car le quotient et l'erreur seraient tous deux multipliés par l'unité suivie de ce nombre de zéros.
Concluons donc que, quand le dividende et le diviseur seront tous deux erronés de moins d'une demir-uniléj si n représente le nombre des chiffres du diviseur , on pourra toujours compter sur les (n — 2) premiers chiffres à gauche du quotient^ à moins que^ si le quotient doit être erroné par défaut ou par excès ^ le (n — !)""• de ces chiffres ne soit un 9 ou un zéro.
En appliquant cette règle àl'exemple du numéro précédent, on verra qu'on né pourrait compter que sur les trois premiers chiffres de ce quotient, tandis que la formule [9] nous a appris que les quatre premiers étaient exacts.
De même, si Ton a à diviser 9,6 par 0,0004, je ramène cette division au cas de deux nombres entiers erronés chacun cfune iemi'-unitéf ce qui me conduit à diviser 96 par 4. La règle, ainsi
* On conçoit, en effet, qu'en ajoutant une quantité moindre qu'une unité de Tordre (m-f 2) au nombre exprimé par les (m +2) derniers chiffres du quotient, on ne formera pas une unité de l'ordre (m + 3], si le (m + 2)^^™* chiffre n'est pas un 9, et qu'en retranchant de ce même nombre une quantité moindre qu'une unité de Tordre (m + 2), le (m + 3)'*'^* chiffre ne sera pas non plus altéré, si lé (m +2)*^'"* n'est pas un zéro.
que la formule |. . .^ . , indiquent que l'on ne peut pas même compter sur le premier chiffre du quotient; mais en employant la formule plus exacte i- ^?J_,n > ^^ reconnaîtra que
le quotient ne peut pas être erroné de 4 mille : donc le quotient demandé est 20000 à moins d'une demi-dizaine de mille près.
*SK4. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine carrée d'un nombre a exact à moins d'une demi-unité. L'erreur conimise en substituant ce nombre à azh^ sera
^ô+î— ^, ou v^a— V^— i*
Multiplions et divisons la première expression par v^a-f-i+V^^ et la seconde par ^â+v^a — i, et elles deyiendront respectivement«
" uî ;=, quantité plus pi^tite que — ;=,
et "7= — ^, , quantité plus petite que
On pourra donc prendre ■ . pour limite de l'erreur com-
kya — 1
mise, et on l'évaluera facilement en calculant les deux premiers
chiffres de \^a— !•
Veut-on, par exemple, la racine carrée du nombre 8,235, supposé trop faible de moins d'un demi-millième ; cette racine
est égale ^ y B2350 q^ conmie le nombre 82350 est erroné de ® 100
moins d'une demi-dizaine, au lieu de l'être d'une demi-unité,
la limite de l'erreur que Fou commettra en extrayant sa racine
carrée sera — ===; mais la racine carrée de 82349 com-
mence par 28; donc cette fraction est <r-2gQ< 0,01; donc
l'erreur commise sur la racine carrée de 8,235 sera moindre
que -^=0,0001. Ainsi Ton pourra pousser le calcul de cette
racine jusqu'à la troisième décimale; mais si Ton va jusqu'à la quatrième décimalCi on trouvera 2,8696.... On voit par là que 2,870 est la racine demandée, à moins d'un demi-millième. En effet, si l'on ajoute à 2,8696.... une quantité moindre qu'un dix-millième, on obtiendra un nombre moindre.que 2,8698.
"555. On peut déterminer, à Tinspection du nombre proposé, sur combien de chiffres on peut compter dans l'expression de sa racine carrée. Supposons, en effet, 1* que le nombre de ces chiffres soit 2n : Terreur sera la plus grande possible lorsque a sera le plus petit possible, c'est-à-dire 10*"~*, et alors (a — 1} sera composé de (2n — 1) chiffres 9; donc sa racine sera plus grande que trois unités de l'ordre n, donc
V=î<T2JF^<rJï^- Ainsi, pourvu que le (n-f !)«»•
chiffre décimal ne soit pas un 9 si la racine est erronée par défaut, ou un zéro si elle l'est par excès, on pourra compter sur n décimales; et comme la racine a d'ailleurs n chifiCres entiers, on en conclut que l'on pourra compter sur 2n chiffres, c'est-à-dire sur autant de chiffres qu'il y en a dans a.
2* Supposons que a contienne (2n-t- 1) chiffres : son minimum sera donc 10'*, et par conséquent a — 1 sera composé de
2n chiffres 9, de sorte que ^a^l sera plus grand que neuf
4^JZn: 36.10»-^^10'
l'on conclura que l'on peut compter. sur w-t-l+n=2n+l chiffres. Donc on pourra compter^ en général, sur autant de chiffres quHl y en a dans le nombre proposé^ et le dernier de ces chiffres ne sera pas erroné d'une unité de l'ordre dont il est.
Si l'on applique cette règle à l'exemple précédent, on verra que, comme le nombre 82350 est erroné d'une demi-dizaine au lieu de l'être d'une demi-unité, il ne faut pas tenir compte du dernier chiffre ; de sorte que l'on ne devrait compter que sur
unités du n**"* ordre : donc ■ : , < o^ ,n»-i <T7v;> d'où
4 chiffres de la ratine dans 82350, et parlant sur les millièmes seulement de celle de 8,235 : ceci est d*accord avec ce que nous avons vu plus haut.
ET PAR QUOTIENT
3S6. Si Ton convient de représenter en général par a, r, /, n et 5 respectivement le premier terme y la raison, le dernier terme, le nombre et la somme des termes d'une progression par rliffércnce, les régies que nous avons établies aux n**' 2G7 et 27i donneront
J=a+(n-l)r [1], et s=^.^à±i [2].
On a donc ainsi deux équations cnlro les cinq qnanlités a, r, /, n et s; de sorte que, si Ton donne trois (luclconquos de ces quantités, il sera facile, àTaide des principes élémentaires de l'algèbre, de calculer les deux autres. Or comme avec ces cinq quantités prises deux à deux pour inconnues on peut former les dix combinaisons
a et r, a et/, aetn, aet^, ret/, r etn,ret s,leX n, I et s, net 5, on voit qu'il y a ainsi dix problèmes à résoudre sur les progressions par différence. Nous ne nous occuperons que du huitième.
Problème. Étant donnés a, r et s, on demande 1 et n. On remplacera dans [2] l par sa valeur donnée par [1], et il viendra
^^j2a+(n-0ri„^3j^ d'où „•+ (!^ -^J =o [4].
Ainsi, en résolvant cette équation, on obtiendra la valeur de n, et, en la substituant dans la formule [l], on aura celle de /.
n étant un nombre entier positif, il faudra, pour que le problème soit possible, que les racines de l'équation [4] soient réelles, et qu'il y en ait au moins une qui soit positive et entière. Si r et s sont de signes contraires, il faudra, pour que
les racines de l'équation [4] soient réelles et positives, que
Ton ait
(2a— r)*+8r5>0 et 2a — r<0;
et si, de plus, les deux racines de l'équation [4] sont entières, le problème aura deux solutions.
Si r et 5 sont de mêmes signes, le dernier terme — —'de
l'équation [4] sera négatif, et les deux racines seront réelles et de signes contraires; de sorte que, si la racine positive est entière, le problème aura une solution.
557. Si la racine négative est aussi entière, on pourra sepro* poser d'en trouver VinUrprétation.
Pour y parvenir, on changera n en — n dans la formule [3J, ce qui donnera
j2a+(-n-l)r}(-n) ._ {-2a+(n+l)rtn
5 — - g , ou 5 — * g ,
en changeant les signes des deux facteurs du numérateur, ce qui n'allère pas sa valeur. Ainsi il faudra, en se reportant à la formule [2], que — 2a-f {n+ l)r représente la sommedes deux extrêmes de la progression. Mais si l'on désigne par x le premier de ces termes, cette somme aura pour expression 2a? -|- (n— l)r ; donc on devra avoir
2j?+(n— l)r= — 2a4-(n+l)r, d'où j;=-^(a— r);
de sorte qu'il faudra faire commencer la progression par
388. Pour les progressions géométriques, la traduction algébrique des règles que nous avons posées aux n"" 275 et 27(» donnera les deux équations
J=ar-[5] et » = ^^ [6];
en conséquence, on pourra se proposer, sur les progressions géométriques, dix problèmes analogues à ceux que nous avons indiqués (556) sur les progressions arithmétiques.
La résolution du deuxième, du quatrième, du septième et du neuvième ne présente aucune difficulté; le premier et le cinquième dépendent d'équations d'un degré supérieur au second si n>> 3 ; quant aux quatre suivants, ils présentent une application du calcul des logarithmes.
350. Problâbis. Étant donnés r, I, s, calculer a et n. De l'équation [6] on tire immédlalcnicnt
a=lr — 5(r — 1);
substituant dans l'équation [5]^ on trouvera
d'où, en prenant les logarithmes des deux membres (281 et
logi=log jir— «(r— 1) } + (w— l)logr,
et, par suite.
^_i'i \oçi:l—\og{lr—s{r—\) \
logr
i^GO. Problème. Étant donnés a, 1 et s, trouver r et n. On tire de l'équation [6]
mettant celte valeur de r dans [5], il viendra
d'où, en prenant les logarithmes (281, 282 et 285),
logi==logaH-(n— l){log(«— a)— log(5— 01,
et partant
^ ,_i lo^^— lopra
log(s— a) — log(5— 0*
S61. Problème. Étant donnés a, r, s, calculer 1 et n. L'équation [6] donne
Je substitue cette valeur de l dans l'équation [5] et je trouve successivement
log ja+(r— 1)5} — logr=loga-}-(n— l)logr, •og \a+{r— \)s\ =loga+nk)gr, ^ logja+(r — 1)5{— logg
SG2. Problèbie. j^ram donnés a, r, 1, trouver s et n.
L'équation [6] donné immédiatement la valeur de s. Quant à celle de n, on la tire de l'équation [5] en prenant les logarithmes des deux membres. On trouve ainsi
logI=loga+(n-l)logr, d'où n=l + Î2^i=i^.
5G5. M. PoiNSOT a publié, dans le dixième volume du Journal de Mathématiques de M. Liouville, un Mémoire très-remarquable sur la théorie des nombres, et duquel nous allons extraire plusieurs propositions que cet habile géomètre a démontrées avec une simplicité qui permet de les faire entrer dans un cours d'arithmétique. Ces propositions formeront ainsi le complé* ment de notre chapitre lU.
Il résulte du principe du n"" 81 que si plusieurs nombres sont premiers avec un autre nombre N, leur produit est premier avec ce nombre N. La démonstration est la même que celle donnée au no 83.
564. Si Ji et V sont deux nombres premiers entre eux^ les restes que Von trouvera^ en divisant par N les produits obtenus en multipliant par P toiLS les nombres 1, a, b, c,..., (N — 1) inférieurs et premiers à N, seront^ dans un aiUre ordre^ ces mimes nombres 1, a, b, c,..., (N — 1).
D'abord, tous les produits P. 1, P. a, P.ô, P.ç,..., P.(N— 1) seront premiers avec N (365), et par conséquent tous les restes que l'on trouvera jouiront de la môme propriété; car tout facteur commun au diviseur et au reste d'une division est aussi commun au diviseur et au dividende (démonstration du n'^TS). En second lieu, si deux restes étaient égaux, la diflérence des produits correspondants, tels que P.& etP.d, serait divisible parN, et cette dififérence P.d — P.6 = P.(d— 5) est un de nos produits; ainsi les restes que Ton trouvera, étant premiers avec N, différents, et en môme nombre que les quantités 1, a, &, e,..., (N— 1), seront, dans un certain ordre, ces mêmes quantités 1, o, 6, c,..., (N — 1).
565. Si n marqua combien U y a de nombres inférieurs et premiers avec N, et qufi P soit un nonibre premier avec N, P* — 1 est divisible par H,
Soient 1, a, fr, c,..., (N— 1} les n nombres inférieurs et premiers à N : multipliez tous ces nombres par P, vous obtiendrez n produits qui, divisés par N, donneront pour restes, dans un certain ordre, tous les nombres l,a,6,c,..., (N— 1), d'après ce qui précède(3C4); par conséquent le produit PM.a.6.c....(N — 1) desnombresP.l,P.a, P.fc, P.c,..., P.(N — 1) est un multiple de N, augmenté du produit 1 . a.b.c. . . . (N — 1) de ces restes* (7 1 ).
* n est évident que si Ton considère nos deux premiers produits P.l et P.a, chacun d'eux peut être regardé comme un multiple de N augmenté du reste de la division de ce nombre par N ; de sorte qu'en multipliant ces deux produits entre eux, le résultat sera composé de quatre parties, dont trois seront des multiples de N, et dont la quatrième sera le produit des deux restes (démonstration du n* 71), c'est-à-dire qu'il sera un multiple de N augmenté de ce produit des deux restes. En multipliant ce produit par notre troisième produit P.&, on obtiendra de même un multiple de N augmenté du produit des trois premiers restes, et ainsi de suite.
Donc la différence entre P*.l.a.6.c....(N — l)ell.a.6.c...(N— 1), c'est-à-dire (P* — l)Xl.a.6.c....(N — 1), est divisible par N; mais N est premier avec le second facteur l.a.6.c.... (N — 1); donc il doit diviser le premier P" — 1 ; ce qu*il fallait démontrer.
566. Si N est un nombre premier absolu^ auquel cas il est nécessairement premier avec P, n=N — 1, car tous les nombres qui sont inférieurs à N sont premiers avec lui; et on voit alors que P*"* — 1 est divisible par N. Donc, si N est un nombre premier qui ne divise pas P, P""' — 1 est divisible par N. Tel est le fameux théorème de Format.
567. Le carré du produit de tous hs nombres inférieurs et premiers à un nombre entier qtiekonque N, étant diminué de Vunitè^ est toujours divisible par N.
Soient l,a,6,c,..., (N — 1) les n nombres inférieurs à N et premiers avec lui : si vous divisez leur produit successivement par chacun d'eux, vous obtiendrez n quotients différents entre eux et tous premiers avec N (56S) ; et si vous divisez chacun de ces quotients par N, vous retrouverez pour restes, dans un certain ordre, lesnnombres l,a,6,(j,..., (N — 1). Car ces restes sont premiers avec N (démonstration du n*» 568), et de plus ils 3ont tous différents. En effet, s'il y en avait deux qui fussent égaux, la différence des quotients qui, divisés par N, auraient donné ces deux restes égaux, serait divisible par N, ce qui ne se peut; car, d'après leur formation, ces quotients ont (n— 2) facteurs communs et deux facteurs inégaux, de sorte que leur différence est de la foi me l.c.d....(N— 1)X(&— a); et si N, qui est premier avec le facteur l.c.d....(N— 1), divisait ce produit, il devrait diviser l'autre facteur 6— a, ce qui est impossible, puisque 6 et fl sont <N. Donc les n restes que Ton obtiendra seront les n nombres l,a,6,c,..., (N — 1).
Donc le produit de ces n quotients est un multiple de N augmenté du produit l.a.ô.c,.,. (N— 1), que, pour abréger, nous
désignerons par A ; donc la différence 7 • ;j^ "jj • • • m ^ — ^>
c'est-à-dire -j— 'A ou A*"* — A, est un multiple de N; donc le
produit A* — A* de cette différence par A en est aussi un. Or, en vertu du théorème démontré au n*» 3G8, A* — 1 est pareillement un multiple de N ; donc la différence A* — 1 entre A* — A* et A* — 1 est divisible parN; ce qu'il fallait démontrer.
368. Gomme A" — 1 est le produit de A + 1 par A — 1 , il s'ensuit que si N est un nombre premier, l'un de ces facteurs doit être divisible par N. M. Poinsot a montré, par des considérations qui ne sauraient trouver place ici, que c'est le premier qui jouit de cette propriété ; d'où cette conséquence : Le produit de tous les nombres consécutifs 1, 2, 3, 4, 5,...., (N — 1), augmenté de Funité, est divisible par N, lorsque N est un nombre premier. C'est là l'énoncé d'un théorème dû à Wilson^ et que Lagrange a démontré le premier.
569. Problèbo:. Combien y a-t-il de nombres inférieurs à un nombre donné N et qui soient premiers avec lui?
Supposons le nombre N décomposé en ses facteurs premiers^
et soit N = a»'6«(f Si de la suite naturelle des nombres
If 2, 3, 4, 5, ... jusqu'à N, on ôte tous les multiples de a, que des nombres restants on ôte tous les multiples de b^ et ainsi de suite, il est clair qu'on aura ôté tous les nombres qui peuvent avoir avec N quelque commun diviseur. Ainsi les nombres restants, qui ne peuvent contenir aucun des facteurs simples de N, seront nécessairement premiers avec N. Il s'agit donc de trouver combien il doit rester successivement de ces nombres à mesure qu'on reti*anchera de la suite
1, ^, <5, 4, Uy....j vi
tous les multiples de a, et du reste tous les multiples de 6, et du nouveau reste tous les multiples de c, et ainsi de suite.
Or, si p est un nombre premier avec a et qui divise n, il est facile de voir que les termes de la progression par différence
^ a . 2a . 3a . 4a • 5a.. . .na
que p divise, sont
a.p, 2a. p, 3a.Py ...1 ^.a.p,
de sorte que ces termes sont en nombre marqué par ~ ; en
effet, le plus petit multiple de a et de p est ap (95), et si deus termes de celte progression sont divisibles par p, leur différence doit rétre aussi, de sorte que cette diffërence ne peut pas ôlrc moindre que «p.
Gela posé, on voit que la suite
étant une progression par différence, dont la raison est égale
au premier terme, le principe que nous venons d'établir pourra
s'y appliquer, et qu*en conséquence le nombre des multiples
N de a qu'elle renferme est -. On aura donc, pour le nombre N'
N des termes restants, quand on ôte les - multiples de a.
N'=N-^=NYl~iV
Actuellement de ces N' nombres il faut ôter les multiples
N' de b ; or, je dis qu'il y en a -r». En effet, je puis considérer ces
N' termes comme composés de la suite des N premiers moins la suite des multiples de a qu'on a soustraits. Or, dans la pre-
mière suite, il y a t multiples de 6, de même qu'il y a - multiples de a; et dans la seconde, qui est aussi une progression arithmétique va. 2a. 3a. 4a.... Aa=N*, il y a pareillementmultiples de b; donc, dans les N' termes qui restent, après la
* On a représenté, pour abréger, - par Â, et on désignera -r- parB.
première opération, il se trouve -r— -r= — z — = t-, termes
divisibles par h ; donc on a, comme plus haut, en appelant N" le nombre des termes qui restent après la suppression des multiples de 6,
Maintenant, de ces nombres restants il faut ôter tous les
multiples de e; or je dis que dans ces N" termes il y en a —
qui sont divisibles par c. Car je puis regarder ces N^ termes
N' comme composés des N' précédents, moins les-r- multiples de
b qui y sont contenus. Mais de môme que Ton a démontré que,
N' dans la suite des N' nombres, il y en a -r- divisibles par b, de
N' même on prouvera qu'il y en a — qui sont des multiples
N' dec; d'un autre c6té, dans la suite des r"= B multiples de 6, il y
en a - qui sont divisibles par e (car cette suite n'est autre chose
que les multiples de b pris dans N, moins les multiples de b pris
N dans les - multiples de a); donc, dans les N'^ termes, il y en a
vt n V' n N"
- — -= =— - divisibles parc; donc, en ôtant les mul-
tiples de c, on aura pour le nombre N* de ceux qui restent N"=«.-l'=N'.(-i)=N.(.-L). (.-!).(.- 1).
d'après ce qui précède, et ainsi de suite ; donc
Ce théorème est dû à Eulcr.
SiTon observe quel =:-II_ i — -=-IIl etc., il
viendra,' en remplaçant N par sa valeur aPh'^d'd'...^
n=ra'^.(a— l).6«-«.(fe— l).(f-^(c— l).d-*.(d— 1)....
Or, si Von décomposa N en facteurs quelconques P, Q,... pre-L miers entre eux^ le nombre n, qui marque combien il y a de nombres inférieurs et premiers à N, est égal au produit de ceux qui marquent combien il y a de nombres inférieurs et premiers à chacun des facteurs respectifs P, Q..,, de N. En effet, si, par exemple, P= arb^ et Q=crd'y il y a
a^i.(a—i).b^K{b—l) et c^K(c—\yd*''.{d—\)
nombres inférieurs et premiers respectivement à P et Q : or le produit de ces nombres est évidemment n.
Fin.
TABLE DES MONNAIES ÉTRANGÈRES
Nous ne donnerons ici que les monnaies de compte, ou qui servent à former les sommes d'argent, avec leurs principales divisions.
fr. c.
Angleterre. Livre sterling 25 21
1 livre sterling =4 crowns=20 schillings.
Autriche. Florin 2 60
1 florin=^ rixd3le=G0 kreulzers.
Bade. Florin 2 12
Bavière. Florin 2 16
Belgique. Franc 1 00
Espagne. Piastre ou douro 5 25
1 doblon=5 piastres = 100 réaux.
États-Unis. Dollar 5 34
1 dollar =;= 10 dîmes ^100 cents.
Francfort. Florin 2 12
Grèce. Drachme 9a
Hambourg. Marc-banco 1 G8
Hollande. Florin (de 100 cents) 2 14
LoMBARDiB et Venise. Livre 86
Naples. Ducat •••« 4 24
1 ducat = 10 carlins =100 grains.
Norvège. Écu .' 5 6S
Parme. Livre 1 00
fr. c.
Piémont. Livre •••••••.•• 1 17
Portugal. Mille rois • 7 07
Couronne =5 mille reis.
Prusse. Thaler de 30 silbergros 3 71
Rome. Teston de 100 baioques 5 41
Russie. Rouble 4 00
1 rouble =40 solotnicks=100 kopecks.
Saxe. Thaler de 24 bons gros 3 90
Suède. Écu 5 66
Suisse. Franc l 00
Toscane. Livre 84
Wurtemberg. Florin 2 12
1 risdales=5 florins.
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