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PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION
J'ai essayé de faire ici un livre d'enseignement, qui puisse servir à ceux qui commencent leurs études mathématiques et à ceux qui les poursuivent, qui soit très élémentaire au début, où les démonstrations prennent, peu à peu, une forme plus abstraite, et qui, à la fin, touche à des sujets d’ordre assez élevé. Je n'ai donc pas cherché l’homogénéité et je n’ai pas craint de montrer les choses sous des aspects divers. Au début, j'ai insisté de mon mieux, en multipliant les exemples concrets, sur la signification des opérations fondamentales ; l'habitude pratique que les enfants ont de ces opérations, et qu’il est indispensable de leur donner de bonne heure, arrive à leur en cacher le sens, 11 faut leur apprendre à se défier de cette habitude, à ne pas la confondre avec l'évidence ; d’ailleurs, une bonne explication de la numération implique l'intelligence de ces opérations, dont les propriétés fondamentales devraient logiquement être étudiées
avant la numération. Ces propriétés fondamentales, je les ai
ensuite reprises et développées, sous une forme plus abstraite, en les plaçant toujours avant l'explication de la règle relative à l’opération correspondante : l'intelligence de ces règles est sans doute importante, elle importe beaucoup moins que la connaissance approfondie des propriétés. Les théories élémentaires de la divisibilité, du plus grand commun diviseur, des nombres premiers sont, depuis longtemps, excellemment exposées, et l’on ne peut y changer que des détails, .sur lesquels il est inutile d’insister ici. Pour ce qui est des fractions, après en avoir expliqué l’origine con-
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‘crèlé, je les ai regardées résolument comme des systèmes de deux
nombres entiers: c’est là une idée qui n’est pas nouvelle ‘ ; elle offre cet avantage de ne pas sortir du domaine de l’Arithmétique et de préparer le lecteur à d’autres notions, par exemple à lintro-
duction des nombres imaginaires, en Algèbre. Préparer le lec-
teur à ce qu'il apprendra plus tard, c’est là le but que j'ai eu constamment devant les yeux. Après avoir parlé des fractions décimales, j'ai insisté sur les calculs approchés : sans doute, une théorie des erreurs, un peu complète, suppose quelques connaissances en Algèbre ; au moins m'’a-t-il paru nécessaire de poser
les questions et d'indiquer les éléments des solutions ; quant au
reste, le lecteur le trouvera de lui-même, dès que ses connaissance algébriques seront assez développées. H importe de savoir calculer, et de savoir ce qu'on fait quand on calcule. Cette même préoccupation m'a suivi dans le chapitre relatif aux carrés, à la
racine carrée, etc... Dans ce chapitre, la définition de la racine
exac!e est seulement préparée, je suis resté strictement dans le domaine des nombres rationnels.
Je n’ai pas craint de m'arrêter longtemps sur les mesures et
les diverses questions qui se rapportent à ce sujet. D’une part,
on rencontre là une idée essentielle, celle de la proportionnalité,
sur laquelle on ne saurait trop insister ; d’autre part, le système métrique et l'explication des diverses règles élémentaires offrent l'occasion de donner au lecteur quelques connaissances pratiques que ceux-là même qui désirent s’adonner à la pure théorie HG grand tort de mépriser.
Les sujets qu'on vient de résumer constituent la partie détet taire du présent livre : ils représentent l’ensemble des connaissances exigées pour le baccalauréat. |
Les trois derniers chapitres * s'adressent aux lecteurs qui vonln pousser plus loin leurs études scientifiques.
4. Elle a été développée récemment par M. Méray et par M. Ricquier.
2. Ils sont imprimés en petits caractères ; çà et là, dans les chapitres précé-
dents, on rencontre des passages imprimés de la même façon ; ce sont ou des
développements théoriques moins essentiels que le’reste, ou de simples appli-
cations.
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Pour ce qui est des nombres irrationnels, j'ai adopté pleinement l'idée fondamentale de M. Dedekind, qui consiste à définir chaque nombre irrationnel en disant quels sont les nombres rationnels qui sont plus petits ou plus grands que lui. Cette méthode donne, à ce quil me semble, l’idée la plus claire possible du nombre irrationnel, en permettant d’assigner immédiatement à chaque nombre irrationnel sa place dans la suite des nombres : cela vaut bien les quelques efforts qu’elle exige. Je ne crois nullement que ces efforts soient au-dessus de la portée d’un bon élève de la
classe de mathématiques élémentaires, et si, par malheur, celui-ci,
à un moment donné, oubliait le détail de quelque démonstration, du moment qu'il a bien saisi le sens des définitions et la marche générale des idées, cela, à mon sens, n’aurait aucune importance. Les propositions fondamentales sur les limites ont trouvé leur place dans le même chapitre; 1l ne resterait qu’à ajouter quelques mots pour que le lecteur füt en possession des propositions essentielles concernant les séries, dont, toutefois, je n’ai pas parlé ; mais j'ai cru | pouvoir donner quelques indications sur les ensembles ; ces indications, après ce qui a été dit des nombres irrationnels, n’offraient aucune difficulté.
Dans le chapitre sur la mesure des grandeurs, j’ai essayé, sur les conseils de M. Darboux, de tirer ce que l’on pouvait de la vieille définition «une grandeur est tout ce qui est susceptible d'augmentation et de diminution » ; je me suis efforcé d'expliquer comment on pouvait établir une correspondance entre les nombres et les états d’une grandeur, et comment dans certains cas cette correspondance réalisait la proportionnalité entre les grandeurs et les nombres. ;
Enfin, dans le dernier chapitre, j’ai donné les premiers éléments de la Théorie des nombres. J'ai développé ces éléments un peu plus qu’on ne fait d'habitude, et je n’ai pas craint d'y faire entrer la lot de réciprocité des restes quadratiques, en sorte que le lecteur qui aura bien voulu me suivre jusque-là puisse au moins soupçonner que la Théorie des nombres est une véritable science, non un recueil de théorèmes isolés, plus ou moins curieux.
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{ci et là, dans le texte, les notes ou les exercices, j'ai introduit quelques courts renseignements historiques : je les dois presque tous à mon frère. |
J'ai apporté le plus grand soin au choix des exercices. Rien, peut-être, ne vaut, pour la formation de l’esprit mathématique, les problèmes d’Arithmétique et de Géométrie élémentaire. Ceux que l’on trouvera ici ont été pris en partie dans des livres, recueils ou mémoires divers *; beaucoup ont été choisis pour donner au lecteur quelque ouverture sur des parties plus élevées de la science.
Je dois adresser, en terminant, mes meilleurs remerciements à M. Darboux : il m'a aidé de ses conseils, non seulement pour l’ensemble, mais encore pour les détails, et si ce livre n’est pas meilleur, ce n'est certainement pas à lui qu'il faudra le reprocher.
Paris, 1894.
1. Je n'ai pas cru devoir faire de la bibliographie à propos de ces exercices : mais je dois indiquer quelques-unes des sources où j'ai puisé. Les exercices 42, 61, 83, 84, 85, 117, 129, 130, 131, 438, 164, 166, 168, 170, 172, 191, 204, 207, 298, se trouvent dans l'excellent Traité d'Arithmétique de M. Joseph Bertrand (Paris, Hachette) ; les exercices 21 (y compris la démonstration), 22, 23, 24, 30, 36,58, 52, 83, 104, 105, 106, 114, 115, 124, 195, 126, 443, 155, 161, 176, 1489 sont extraits de la Théorie des nombres de Lucas (Paris, Gauthier-Villars et fils) : les exercices 90, 98, 134, 141, 445, 178, 190, 203, 232, 241, 242, 943, 947, sont pris dans le récueil d'Exercices d’'Arithmétique de MM. Fitz-Patrik et Chevrel, édité chez M. Hermann, recueil que je me permets de recommander au lecteur : les exercices 148, 149,450, 154, 183, 184, 185, sont extraits des Disquisitiones de Gauss ; les exercices 255, 256 et ceux qui sont numérotés de 267 à 280 sont tirés du Traité d'Arithmélique commerciale de M. Brasilier (Paris, Masson). Les exercices 6, 31 se trouvent dans la Zahlentheorie de M. Bachmann (Leipzig, Teubner). Les exercices 10, 53, 120 et 121, 171 sont tirés respectivement de notes ou mémoires de MM. Bourlet, Kronecker, Stieltjes, Catalan. M. C. Stephanos, a indiqué, pour les nombres irrationnels, le mode de représentation qui se réduit, pour les nombres rationnels, à la forme indiquée dans l'exercice 211; c’est là l’origine de plusieurs exercices que reconnaitra le lecteur, en particulier de la proposition contenue dans l’exercice 311. Les propositions contenues dans les exercices 314, 315, 316 sont extraites du Corso di Analisi algebrica de M. Cesàro (Turin _ Bocca frères). Enfin les importantes propositions contenues dans les exercices 317, 318 et 319 sont dues, ainsi que les démonstrations, à Lejeune Dirichlet et à M. Hermite.
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Dans le premier chapitre de celte nouvelle édition, je me suis efforcé de présenter les définitions et les propriétés essentielles des opérations sur les nombres entiers, indépendamment de la manière d'effectuer ces opérations et de la numération décimale, en les illustrant le plus souvent au moyen d'images familières :
c’est ce que j'avais commencé de faire dans la première édition, mais, à ce qui me semble aujourd’hui, d’une façon beaucoup trop timide. Je n’ai d’ailleurs pas spéculé sur l'essence du nombre entier, ou du zéro, ou de l'addition ; je ne me suis préoccupé ni du minimum des postulats, ni du minimum des mots à employer pour en développer les conséquences, A ceux qui commencent d'éludier une science, la perfection logique, si même elle est atteinte dès le début, risque d’apparaître comme purement verbale ; il importe, non de les étonner par des raisonnements qui leur semblent captieux, où ils se sentent moins convaincus qu’emprisonnés, mais bien plutôt de les rassurer, de leur montrer qu ils savent en partie ce qu’on prétend leur enseigner, d'éclairer et de Rite les connaissances confuses qu'ils ont, de les amener peu à peu à ces formes de raisonnement où l’on fait abstraction de tout ce qui nest pas indispensable à la conclusion et qui sont simples et générales, parce qu'elles sont abstraites. Je me suis donc efforcé de dégager les notions simples qui doivent suffire à constituer l’Arithmétique ; toutefois, à la fin du chapitre, j'ai donné quelques brèves indications, que le lecteur laissera de côté s’il le veut, sur la possibilité d'une construction plus logique que celle à laquelle
je me suis arrêté.
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Chemin faisant, en cherchant à exposer de mon mieux celles des propriétés des sommes algébriques qui, par leur nature, font partie d’un cours d’Arithmétique, je me suis convaincu qu'il suffisait d'ajouter quelques mots à cet exposé, ou plutôt d’expliquer quelques façons nouvelles de parler et d'écrire pour avoir introduit les nombres négatifs : je n’ai pas cru devoir reculer là devant *. Nos programmes placent l'introduction des nombres négatifs au début de l’Algèbre, où elle est indispensable, et on la fonde le plus souvent sur des considérations géométriques. Si bonne que soit cette façon de faire, il est permis de rechercher une exposition qui ne demande rien d’étranger à l’idée de nombre.
Pour. ne pas trop m'éloigner des habitudes françaises, qui peuvent très bien se défendre, je me suis astreint à ne parler des nombres négatifs que dans les parties du livre imprimées en petits caractères ; je n'avais plus à les éviter dans le chapitre xn consacré aux nombres irrationnels, aux limites et aux ensembles ; l'exposition de ces sujets est maintenant très voisine de celle que j'ai adoptée dans mon /ntroduction à la théorie des fonctions *.
La notion de fraction doit, à mon avis, être rattachée à celle de mesure ou de rapport, d'où elle tire son origine : c’est ce que j'avais fait dans la première édition ; c’est ce que je fais d’une façon plus systématique dans celle-ci, où ce qui concerne les opérations est aussi rattaché à la même idée; j’ai eu, pour cela, à placer dans le chapitre relatif aux fractions plusieurs propositions que
j'avais réunies autrefois dans le chapitre sur le système métrique.
Je reste d’ailleurs convaincu qu’il convient de détacher la notion de : fraction de son origine concrète, comme on détache le nombre entier des objets qu’il sert à compter, de montrer qu’une fraction peut être regardée comme un couple de nombres entiers et que la théorie
1. À l'étranger, les livres où les nombres négatifs sont introduits dès le début de l’Arithmétique ne sont pas rares. En France, je puis citer le Traité d’Arith-. métique de M. E. Humbert (Paris, Vuibert et Nony).
Paris, Hermann et fils, 2 édition
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des opérations peut être envisagée de ce point de vue. Tout cela est d’ailleurs si aisé qu’il ne vaut pas la peine d'y insister.
Parmi les remaniements qui ne touchent pas aux principes, je signalerai ceux dont le chapitre vur relaüf aux erreurs et aux calculs approchés a été l’objet. J’ai fait assez grand usage de la Note de M. le commandant Guyou sur les approximations
numériques *.
Paris, 1910.
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PRÉLIMINAIRES. — DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES
$ |. — Notion de nombre. Égalité, inégalité.
Numération écrite.
mm +
4. Nombres naturels. Comparaison de deux collections. — Voici un tas de billes, un troupeau de moutons, des lettres qui forment un mot, des mots qui forment une phrase : combien y a-t-il de billes dans ce sac, de moutons dans ce troupeau, de lettres dans ce mot, de mots dans cette phrase? La réponse à ces questions est un nombre, ou, d'une façon plus précise, un nombre naturel.
L'idée de nombre naturel résulte, par abstraction, de l'idée de collection d'objets distincts ; elle est indépendante de la nature de ces objets, qui peuvent être pareils, comme les billes de ce sac, ou différents comme les lettres de ce mot, les mots de celte phrase, mais qui doivent être distincts les uns des autres et groupés ensemble de manière à former une collection (‘), un tout : les objets distincts, dont se compose la collection, sont souvent désignés sou: le nom d’unilés, quand on ne veut pas en spécifier la nature.
Je raisonnerai souvent soit sur des collections d'objets faciles à imaginer, soit sur des collections de points figurés sur le papier ; pour distinguer ces collections les unes des autres dans un même raisonnement, je les désignerai quelquefois par des lettres majuscules À, B, C,...; ainsi je dirai la collection À, les collections B:et C. Le lecteur se convaincra que les raisonnenÿents ne dépendent en aucune façon des objets qui constituent les collections, mais portent uniquement sur leur nombre.
Je préciserai d’abord Ie sens d'expressions auxquelles le lecteur
4. I s'agit uniquement ici et dans ce qui suit, de collections finies. Quant à la définition du mot fini, qui p'ésente un sens suffisamment clair, elle dépasse les éléments.
est déjà habitué : il y a autant d'objets dans cette collection-ci que dans celle-là ; il y a plus, ou moins, d'objets dans celle-ci que dans celle-là. Le mot autant est pris ici et dans ce qui suit avec le sens de « exactement autant ».
7 Pour comparer, au point de vue qui nous occupe, deux collections d'objets, on peut procéder à peu près comme on fait pour les échanges, lorsqu'on ne sait pas compter.
Supposons qu'un enfant veuille acheter des pommes à un marchand qui les vend un sou chacune; il peut donner un sou et recevoir une pomme, donner un autre sou et recevoir une autre pomme, donner encore un autre SOU et recevoir une autre pomme. Après chaque échange, il a donné autant de sous qu'il a reçu de pommes. À chaque sou donné correspond une certaine pomme (el une seule) reçue en échange ; à deux sous différents correspondent deux pommes différentes ; de même à chaque pomme reçue corres-
pond un sou et un seul, celui qu’on a donné en échange; à deux
pommes différentes correspondent deux sous différents.
Supposons que l'enfant échange ainsi successivement ses sous contre des pommes, tant que cela est possible.
Trois cas peuvent se présenter : |
4° Il peut arriver que l'enfant avec son dernier sou achète la dernière pomme du marchand : l'enfant avait autant de sous que le marchand avait de pommes ; le marchand avait autant de pommes que l'enfant avait de sous ;
% II peut arriver que l'enfant, en faisant successivement ses échanges, épuise ses sous, Sans que le marchand épuise ses pommes. Supposons que le marchand, au lieu de livrer une pomme contre un sou, se contente de faire une marque sur la pomme qu'il doit livrer, ou qu'il la mette à part; il aura séparé sa collection primitive de
pommes en deux parties, en deux tas : le tas des pommes marquées,
-ou mises à part, le tas des pommes non marquées. Il y a dans le premier tas autant de pommes que l'enfant avait de sous. Le mar-
.chand avait plus de pommes que l'enfant n'avait de sous, l'enfant
avait moins de sous que le marchand n’avait de pommes ;
8 Il peut encore arriver que l'enfant ait plus de sous que le mar-
chand n’a de pommes. Si l'enfant avait marqué ses sous, au lieu de les donner, il aurait partagé sa collection primitive de sous en deux collections ; dans l’une, formée de sous marqués, il y aurait autant de sous que de pommes chez le marchand.
Aucun autre cas n’est possible; chacun des trois cas exclut les :
deux autres.
Répétons les mêmes choses sous une forme plus générale.
Deux collections A et B, formées d'objets quelconques étant données, on peut procéder comme il suit pour reconnaître s'il y a autant d'objets, s’il y a plus ou moins d'objets dans l’une que dans l'autre.
On choisit un objet dans la première collection et un dans la seconde ; on leur impose une même marque; on choisit un objet non marqué dans la première collection et un objet non marqué dans la seconde; on leur impose une même marque. On continue ainsi, tant que cela est possible, c’est-à-dire tant que les objets de l’une des collections ne sont pas tous marqués. Arrêtons-nous donc au moment où tous les objets d’une collection sont marqués et convenons de dire de deux objets pris, l’un dans la collection A, l’autre dans la collection B, qu’ils se correspondent (‘) ou encore que chacun correspond à l’autre, lorsqu'ils ont été marqués à la fois.
Trois cas peuvent se présenter :
1° Lorsqu'on a marqué tous les objets d'une collection, tous les objets de l’autre collection se trouvent marqués : on a établi alors entre les deux collections A et B une correspondance parfaite, c’est-à-dire une correspondance qui satisfait aux conditions suivantes : chaque objet de A a dans B un correspondant et un seul, dont il est lui-même le correspondant dans A ; de même chaque
objet de B a dans À un correspondant et un seul, dont il est lui-
même le correspondant dans B.
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Les deux groupes de points de la figure 1, placés chacun sur une ligne horizontale, donnent l’image d'une pareille correspondance ; chaque point d’un des groupes correspond au point de l’autre groupe qui est sur la même verticale.
Il est clair qu’à deux objets distincts de la première (ou de la seconde) collection, correspondent deux objets distincts de la seconde (ou de la première) collection. :
1. Cette correspondance devient visible si, tout en imposant à chaque fois une même marque sur les objets correspondants, on se sert de marques différentes, les différentes fois.
L'idée de correspondance tient un rôle considérable dans toutes les mathématiques ; toutes les fois que l’on dit qu’à un objet correspond un autre objet, c’est que la pensée du premier éveille la
pensée du second.
Dans ce cas, on dit qu'il y a autant d'objets dans une collection que dans l'autre. =
% Si, quand on a marqué tous les objets de À, il reste des objets non marqués dans B, c’est que la collection B contient plus d'objets que la collection A; chaque objet de A a bien son correspondant ans B, celui qu'on a marqué en même temps que lui, mais il ya
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des objets de B qui n’ont pas de correspondants dans A. On a alors séparé B en deux collections : l'une, qui comprend les objets marqués et qui correspond parfaitement à À, contient autant d'objets que A; dans l’autre sont les objets non marqués ; dans la figure 2, la première collection est formée des points de B situés au-dessous des points de A, la seconde collection est formée des points de la » seconde ligne qui dépassent. Il est clair qu'on ne pourrait pas Séparer ainsi À en deux collections dont l’un contiendrait autant d'objets que B. po ; On dit encore, dans ce cas, que A contient moins d'objets que B. æ C'est la collection A qui contient plus d'objets que B (fig. 3).
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. 9, Si l'on a comparé, comme on vient de l'expliquer, deux collec- {ions à une troisième et si l'on a constaté qu'il y avait dans chacune de ces collections ‘autant d'objets que dans la troisième, on est assuré par là même qu’il y a autant d'objets dans la première et dans la seconde: il suffit, pour s’en rendre compte, de regarder comme se correspondant, dans ces deux collections, deux objets qui correspondent à un même objet de la troisième. | 3. Toutes les collections telles qu'il y ait autant d'objets dans l'une que dans l’autre ont quelque chose de commun qui est leur nombre. Au lieu de dire qu'il y a autant d'objets dans une collection que dans l'autre, on dit qu'elles contiennent (exactement) le même
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nombre d'objets, que les nombres d'objets qu'elles contiennent sont égaux, qu'elles sont égales en nombre.
On a vu au numéro précédent que deux collections égales en nombre à une troisième sont égales en nombre entre elles; c’est le sens qu'il faut attribuer à la proposition suivante : deux nombres égaux à un troisième sont égaux entre eux. En réalité, ces trois nombres sont le méme nombre.
Si deux collections A, B ne sont pas égales en nombre, c’est que l’une d'elles, A, par exemple, contient plus d'objets que l’autre; on dit, dans le même sens, que le nombre d'objets de A est plus grand que le nombre d'objets de B, que le nombre d'objets de B est plus pelit que le nombre d'objets de A, que dy la collection A est plus grande en nombre que B, etc. Je rappelle encore une fois que la collection À peut alors être partagée en deux collections, dont l’une est égale en nombre à B.
On dit que la collection A contient la collection B, pour dire que tous les objets de B appartiennent à A ; on n'exclut pas le cas où les deux collections n’en feraient qu’une; en d’autres termes, une collection se contient elle-même.
Si la collection A contient la collection B D tÉ/ sans lui être identique, le nombre d'objets Fig. 4. de À est plus grand que le nombre d'objets de B. On dit alors que la collection B est une partie de la collection A. Sur la figure 4, cette dernière est partagée en deux parties, la collection B et la collection C qui, réunies, reproduisent A.
Si une collection A contient une collection B qui contienne ellemême une collection D, la collection A contiendra la colleclion D; le nombre des objets de A sera plus grand que le nombre des objets de D, sauf dans le cas où les trois collections seraient identiques (n'en feraient qu’une).
On dit qu’un premier nombre contient un second nombre pour dire qu'il est plus grand que le second nombre ou qu'il lui est égal : ce langage est naturel(‘) puisque les deux nombres se rapportent
1. Ilest aussi conforme aux habitudes du mathématicien ; toutefois, il importe de remarquer qu'il comporte une certaine ambiguïté : quand on parle du nombre d'objets que contient une collcction, on veut parler du nombre (exact) d'objets qui sont dans ceile collection et non d'un nombre plus petit.
On ne peut guère écarter celle façon de parler : toutefois, pour peu qu’elle risque de donner lieu
à deux collections dont la première contient une collection égale en nombre à la seconde.
4. Suite naturelle. — Pour men une collection den d'objets, on peut prendre d'abord un seul objet, puis lui joindre un autre objet, puis leur joindre encore un autre objet, puis encore un autre, puis encore un autre, etc., jusqu’à ce qu’on ait formé la collection que l’on voulait obtenir. Inversement, on peut détruire une collection quelconque en en retirant successivement, un par un, les objets qui la composent.
On peut former ainsi des collections nine objet(), un et un objets, un etunet un objets, etc. Un, unet un, un etunetun sont des noms de nombres. En s'en servant, on ne spécifie pas la nature des objets que l’on compte, on en fait abstraction : c’est en ce sens que l'on dit que un, un ei un,… sont des nombres abstraits. Au lieu des expressions, Un, un el un, un el un et un, un et un et unel un, .…., on emploie les mots un, deux, trois, quatre, qui ont la même signification ; deux est la même chose que un et un, trois est la même chose que un et un el un, ou que deux el un, quatre est la même chose que érois et un, cinq, lamême chose que quatre et un ; la suite des nombres que l’on peut ainsi former,
un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix,…,
en ajoutant chaque fois wn au nombre précédent est la suite naturelle des nombres. Cette suite est indéfinie; c'est-à-dire que, si l’on est arrivé à un terme quelconque de cette suite, on peut, en ajoutant un à ce nombre, former un nombre nouveau, qui n'avait pas encore été obtenu.
5 . Rang. — A cette suite est liée l'idée de rang : ranger des objets dans un certain ordre, c’est faire correspondre un de ces objets au nombre un, l'appeler premier ; puis faire correspondre un autre au nombre deux, l'appeler deuxième ; puis faire correspondre un autre encore au nombre trois, l'appeler eine puis faire correspondre un autre (qui n’a pas encore été nommé) au nombre quatre, l’appeler quatrième, etc... On n’opère pas autrement quand on comple les objets d'une collection, un à un; on les fait correspondre successivement aux noms un, deux, trois, quatre,.… ; quand on est arrivé au dernier objet dela collection, le nom de nombre auquel
à dune confusion, il vaut mieux ajouter « exaclement » au mot « contenir », — Voix aussi la note du n° 57 (p.55).
Dans ce cas, le mot collection est impropre
on le fait correspondre est le nombre d'objets de la collection. Si
l’on compte les mémes objets dans un ordre, ou dans un autre, on trouve toujours le méme nombre comme résultat : c’est là une proposition que je regarderai ici comme évidente, comme liée à
l'idée de nombre.
J'ai dit que, pour constater l'égalité en nombre de deux collections, on n'avait qu’à faire correspondre chaque objet de l’une à chaque objet de l’autre, à leur imposer une même marque : on peut se servir comme marques des noms de nombre de la suite naturelle ; alors on compte les collections et on constate ainsi qu’elles ont le même nombre. Le procédé primitif pour constater légalité en nombre de deux collections, et le procédé plus savant qui consiste à les compter, reviennent au même.
J'ai rattaché l’idée de rang à l’idée de nombre, ou de collection. Quelques auteurs veulent qu'on fasse l'inverse. L'idée de rang nous est fournie par la suite des événements dans le temps ; une pareille suite étant donnée, on sait ce qu'on dit quand on dit qu’un événement est postérieur ou antérieur à un autre. La notion de rang peut aussi être rattachée aux notions de droite et de gauche. Quoi qu'il en soit, on peut imaginer une suile de signes tous différents, par exemple la suite des mots un, deux, trois, qualre,.…, rangés dans un ordre déterminé; il faut entendre par là que, étant donnés deux de ces signes, on sait celui qui précède l’autre. Qu’un signe qui précède un autre précède aussi tous ceux qui suivent ce dernier, c’est une proposition qu'on doit regarder comme contenue dans l'idée de rang. Les signes de notre suite sont les nombres naturels, leur suite est la suile naturelle.
Au point de vue où nous nous plaçons, ajouter un à un nombre c’est remplacer ce nombre par le suivant, en remplaçant encore celui-ci par le suivant, on a ajouté deux au premier, etc... À ce point de vue encore, un nombre doit être regardé comme plus petit ou plus grand qu'un autre, selon qu'il le précède ou qu'il le suit.
6. Zéro. — Les nombres, a-t-on dit plus haut, permettent de répondre à cette question : combien y a-t-il d'objets dans une collection ? Pour former une collection à proprement parler, il faut au moins deux objets ; toutefois, nous avons considéré un comme un nombre : le mot un, en effet, s'offre comme une réponse naturelle dans des questions de ce genre : combien y at-il d'élèves dans cette classe? Il y en a un. Combien y a-t-il de sous dans ce portemonnaie? Il y en a wn. Si la classe élait vide, ou le porte-monnaie, il faudrait répondre zéro; zéro est aussi regardé comme un
nombre ; il signifie l'absence d’objets dans la collection, qui à vrai dire n'existe pas. Au lieu de dire qu’un nombre est zéro, on dit aussi que ce nombre est nul. Si l’on voulait faire figurer zéro dans la suite naturelle des nombres, on le placerait en tête, avant un, et l'on écrirait :
zéro, un, deux, trois, quatre,
Toutefois l'habitude, à laquelle je me conformerai, est de réserver le nom de suite naturelle à la suite un, deux,..., et le nom de nom:bre naturel aux nombres qui figurent dans cette suite, à l'exclusion du nombre zéro (t). GA
7. Chiffres. — Au lieu des mots zéro, un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, on emploie avec la même senc AHon les _chiffres :
Nous verrons, tout à l'heure, comment, au moyen de ces chiffres,
on peut figurer tous les nombres. Il est clair que, pour figurer les
premiers nombres, on aurait pu employer tels autres signes que
l'on aurait voulu, pourvu que ces signes fussent différents les uns
des autres : on aurait pu, par exemple, se servir des lettres de l'alphabet, a, b, c, d, e,.…, dans l'ordre habituel, ou dans un autre ordre.
Chacun a entendu parler des procédés dits cryptographiques, qui consistent à remplacer dans l'écriture, d’après une convention faite
à l’avance, certaines lettres par des chiffres; on peut aussi bien.
faire de l’arithmétique en remplaçant certains chiffres, ou certains nombres, par des lettres. On peut d’ailleurs changer de convention toutes les fois qu on veut, pourvu qu on en prévienne.
Je me servirai souvent de lettres pour désigner des nombres : ainsi au lieu de dire : un certain nombre, je dirais : le nombre a, ou plus brièvement a, et lorsque, au même endroit, il sera, à plusieurs pUReS question du nombre a, ce sera toujours du même nombre qu'on voudra parler. De même, au lieu de dire : deux cerlains nombres, le premier et le second, je dirai : les nombres a el b, ou plus brièvement : a et b.
Avec un peu d'habitude, on verra combien l’emploi de pareils symboles simplifie le langage et éclaire le raisonnement.
8. Numération écrite. — Je revicndrai plus tard sur les règles de
4. Ainsi zéro est un nombre entier, mais n’est pas un nombre naturel. Je dois prévenir aussi le Jecteur que le mot entier peut s'appliquer aux nombres négatifs dont il n'est pas question ici.
la numération parlée et de la numération écrite, avec lesquelles le lecteur est déjà familier ; mais 1l me sera commode d’avoir expliqué, dès à présent, une règle qui permet de représenter au meyen des dix chiffres écrits plus haut tous les nombres de la suite naturelle, de constituer au moyen de ces dix chiffres, une suite indéfinie de symboles différents tels qu'on distingue chacun de ces symboles de ceux qui le suivent et de ceux qui le précèdent. Cette suite se décomposera en groupes : les symboles qui appartiennent à un même groupe comportent le même nombre de chiffres. On va a»prendre comment chaque groupe se déduit de celui qui le précède et comment on reconnait, sur deux symboles du même groupe, celui qui précède l’autre; il sera sous-entendu que, si un groupe précède un autre groupe, tout symbole contenu dans le premier groupe précède n'importe quel symbole contenu dans le second.
Le premier groupe est formé des neuf premiers nombres, figurés, comme on l’a déjà dit, par les chiffres 1, 2, 8, 4,5, 6, 7, 8, 9 : chaque nombre est donc figuré par un seul chiffre ; les nombres du groupe suivant seront figurés au moyen de deux chiffres ; ils s'obtiendront en plaçant successivement les dix chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 d'abord après 1, puis après 2, puis après 3,...,(!) puis après 9 : ainsi la suite naturelle, qui commence par les symboles 1,9,...,9, se continue par les symboles 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 4718, 19,20 91, 29, 30, 31;.:, 99; la suite de ces symboies, qui commence par 10 et se termine par 99, constitue le second groupe ; les nombres du groupe suivant comporteront un chiffre de plus ; on les formera en plaçant successivement les chiffres 0, 1, 2, ..…, 9 après chacun des symboles 10, 11,..., 99 du second groupe, d’abord après 10, puis après 11...., enfin après 99; ainsi, dans la suite naturelle, le nombre 99 sera suivi des nombres
qui constitueront le nouveau groupe; le suivant s’obtiendra en plaant successivement les chiffres 0, 1, 2,..., 9 après chacun des symboles 100, 101,..., 999; d’abord après 100, puis après 101,.…., enfin après 999 ; ce dernier nombre, dans la suite naturelle, sera donc ‘suivi des nombres
1. Les points suspensifs sont destinés à remplacer les mots après 4, après 5, après 6, après 7, après 8, dont Ja succession est évidente ; ils seront ainsi employés, dans des cas où les mots ou les symboles qu'ils remplacent, sont aisément suppléés par l'esprit, parce que la loi de succession est
€vidente.
et ainsi de suite. : le groupe suivant s’obtiendra en plaçant encore
successivement les chiffres 0, 1, 2,..., 9 à la suite de chacun des symboles qu'on vient d'écrire, etc. Lt
Dans le procédé de formation de la suite naturelle qu’on vient
d'expliquer, c’est la notion de rang qui intervient essentiellement : les nombres qui s’y succèdent sont, en quelque sorte, des numéros d'ordre : ils répondent très bien aux épithètes premier, second, troi-
sième,.… qu'on désigne souvent sous le nom de nombre ordi-
naux ; les nombres un, deux, trois... regardés ainsi qu'on Pa fait tout d’abord, comme la réponse à la question combien ? sont désignés sous le nom de nombres cardinaux. ; Ilest souvent commode de se représenter le nombre zéro et les nombres de la suite naturelle comme figurés par une suite de points équidistants sur une droite, que l’on parcourt en allant, par exemple, de la gauche vers la droite, chaque point portant son numéro
d'ordre. On peut sc figurer cette droite comme l'image d'une route
partant du point 0 et bornée de kilomètres en kilomètres ; les numé-
ros 1, 2, 3,.:. sont inscrits successivement sur les bornes kilomé-
triques (fig. 5).
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On peut encore modifier cette image, en supposant que les segments de droite compris entre deux numéros consécutifs sont de
petites barres (des allumettes, si l'on veu), placées successivement
bout à bout. J'appellerai numéro de chaque barre, le numéro qui la
termine à droite : les numéros de la première barre, de la seconde,
de la troisième, sont respectivement 1, 2, 3,..; chaque numéro indique combien il y a de barres avant lui; en passant au numéro suivant on ajoute une barre de plus ; les notions de nombre ordinal et de nombre cardinal arrivent à se confondre à peu près. …
9. Outre les chiffres et les lettres pour représenter des nombres, nous emploierons des signes abréviatifs pour exprimer des relations entre ces nombres et des opérations à effectuer sur ces nombres ;
ces signes seront définis au fur et à mesure ; je puis définir dès à
présent le signe — (égale) qui, placé entre deux nombres, exprime
que les deux nombres sont les mêmes ; ainsi, au lieu de dire que la
lettre & représente le même nombre que cinq, on peut écrire
NOTION DE NOMBRE. ÉGALITÉ, INÉGALITÉ. at
ce qui s’énonce : a égale cinq. Les deux nombres, réunis par le signe =, forment ce qu’on appelle une égalité; les deux nombres sont les deux membres de l'égalité ; le nombre de gauche est le premier membre de l'égalité, le nombre écrit à droite en estle second membre. Au lieu de dire :
« Deux nombres égaux à un troisième sont égaux entre eux », on peut dire :
« Les deux égalités a = ce, b = c entraînent l'égalité a = b ».
Je puis définir aussi les signes <, > qui s’énoncent respectivement : plus pelit que, plus grand que, etindiquent ainsi des relations
d’inégalité : on les place entre deux nombres pour indiquer que ces
deux nombres sont inégaux, en tournant toujours l’ouverture vers le plus grand : ainsi les deux inégalités
LD
ont la même signification ; au lieu de dire « 3 plus petit que 5, 5 plus orand que 3 », on peut dire aussi 3 inférieur à 5, 5 supérieur à 3.
Une proposition énoncée antérieurement peut s'exprimer ainsi : silénaa>betb>c, on a certainement a > c. On réunit alors ces inégalités en écrivant a>b>c. ;
Les signes =, <, où l’on a réuni les signes d’inégalité et d'égalité s’'énontent supérieur ou égal à, inférieur ou égal à ; ainsi l’écriture
ax
veut dire que a est un nombre plus grand que 5 ou égal à 5; on peut l’énoncer encore en disant que a contient 5, que 5 est contenu
dans a. L'écriture AVEC,
veut dire que a est plus grand que b et que b contient c ; elle est légitimée par ce fait que, alors, a est certainement plus grand que e. L'égalité entre b et c n’est pas exclue. De même, l'écriture
ne Dan
veut dire que & contient b, qui contient c; a contient certainement c; :
l'égalité entre à, b, c n’est pas exclue.
. Les chiffres et les lettres qui représentent les nombres, les signes qui représentent des relations ou des opérations, constituent en quelque sorte le langage propre de l’Arithmétique, qui est la science des nombres, de leurs propriétés et de leurs relations.
$2. — Addition : définition et propriétés fondamentales.
40. Considérons deux collections d'objets ; l'une A se compose, par exemple, de six objets, l’autre B en contient exactement trois. Réunissons-les pour n’en former qu'une seule, la collection totale ; cela reviendra, dans la figure 6, à supprimer la barre qui sépare les collections A, B. Le nombre d’objets dont se compose la collection totale est la somme des nombres six et trois; former cette somme, c'est ajouter ou additionner les nombres six et trois, cette opération s'appelle addition; ici, la somme est égale à neuf. Si, au lieu d'employer les mots six, trois, neuf, on se servait, pour désigner les nombres, du mot un répété, l'opération serait tout à fait analogue à la suppression de la.
barre dans la figure ; on dirait la collection A
Fig. 6. contient (exactement) un et un et un et un et
un et un objet, la collection B contient (exac-
tement) un et un et un objets ; la collection totale contient (exacte-
ment) un et un et un et un et un et un et un et un et un “objets. On
<ntend la même chose en disant que six objets et trois objets for
neuf objets. Au lieu d'employer la conjonction et pour indiquer la
réunion des objets, on emploie le mot plus pour indiquer l'addition
des nombres, et ce mot se remplace lui-même parle signe +, Ainsi les égalités
GC—=I+I+HI+HI+I+I
3—=1+1+1, | 6579 AL APIEAISR IE RE RRReSS
se comprennent d’elles-mêmes d’après ce qu'on vient de dire. Remarquons que l'idée d’addition est déjà impliquée dans celle de nombre (‘), puisque les nombres de la suite naturelle un, deux, trois, quatre... se forment chacun en ajoutant un au nombre pré- . cédent ; ainsi l’on a : | Dit
DH Et ds te
4. Ceci ne serait pas exact si l'on voulait regarder la suite naturelle comme résultant seulement de l’idée de rang. 2 Hu
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ADDITION : DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES
41. Pour réunir une collection de six objets et une collection de trois objets, on peut évidemment joindre aux six objets de la première collection les trois objets de la seconde un à un, ce qui revient à compter ainsi : six et un font sept, sept et un font huit, huit et un font neuf; c’est ainsi que l’on opère quand on compte sur les doigts. Cela revient encore à s’avancer de trois rangs dans la suite naturelle à partir de six ; c'est là ce qu'on appelle ajouter trois à six, ce que l’on désigne plus particulièrement par le symbole 6 +3. Au contraire, pour ajouter six à trois, pour former le nombre 3 +6,
ïl faudrait ajouter successivement à trois six unités, s’avancer de
six rangs dans la suite naturelle des nombres, à patir de trois; mais ces distinctions n’ont pas ici grande importance, le résultat, en effet, ne dépend pas de l’ordre dans lequel on fait les opérations ; en d’autres termes, on a
G+3—3+6C. et, quels que soient les nombres a et b, a+b—=0b+u«.
Cette proposition ne diffère pas, au fond, de celle qui a été énoncée au n° 5 (p. 7) : on trouve toujours le même nombre en comptant les objets d'une collection, dans un ordre ou dans un autre.
12. Nous avons supposé jusqu’à présent qu’on ne considérait que deux collections, qu'on n’ajoutait que deux nombres; mais 1l est clair que la notion d’addition s'étend d'elle-même à autant de nombres qu'on veut. Considérons, par exemple, quatre collections d'objets ; on peut les réunir pour n’en faire qu'une seule; le nombre des objets contenus dans la collection totale sera la somme des nombres d'objets contenus dans chacune des collections primitives ; former cette somme, c’est ajouler ou additionner ces nombres : pour cela, on peut se borner toujours à ajouter seulement deux nombres à la fois, réunir d’abord la seconde collection à la première, réunir ensuite au tout la troisième collection, puis encore la quatrième collection; c’est cette manière d'opérer quon entend d’une facon précise, quand on écrit, par exemple,
D een
en supposant que la première collection contienne deux objets, la seconde quatre, la troisième trois, la quatrième cinq : on entend qu'on ajoute 4 à 2, puis 3 au résultat, puis enfin 5 au résultat. Mais,
ici encore, cette distinction précise importe peu; on peut aussi bien entendre qu’on ajoute les nombres 2, 4, 3, 5 à la fois, comme il a été expliqué d’abord, et cette remarque montre bien, en âädmettant toujours le postulat du n° 5 (p. 7), qu’on arrive au même résultat, quel que soit l’ordre dans lequel on ajoute les nombres ; par exemple, on a +
DE US HS Lanester
On serait encore arrivé au même résultat en réunissant, par exemple, la première et la troisième collection, en faisant la somme 2 + 8, puis en réunissant la seconde et la quatrième collection, en
faisant la somme #4 + 5, et en réunissant ensemble les deux col
lections auxquelles on est ainsi parvenu, ce qui revient à ajouter les nombres 2 + 8 et 4 + 5; c'est ce que l’on exprime en écrivant
les parenthèses qui figurent dans le second membre veulent dire que ce qu’elles enferment est un seul nombre, ou, comme l'on dit, que les opérations qui sont indiquées à l'intérieur des parenthèses doivent être regardées comme effectuées. Les parenthèses seront toujours employées avec cette signification.
En particulier, il est clair qu’on obtient le même résultat en ajou-! tant successivement à un nombre a deux nombres b et c ou en ajautant au nombre 4 la somme b + c des deux nombres b et c, ce qu'on exprime par l'égalité a+b+c—=a+(b<+c).
43. Par définition, on ne change pas un nombre en lui ajoutant 0, ou en ajoutant ce nombre à 0; en d'autres termes, ona ;
aE0—=a, DEC —=E,
quel que soit le nombre a : il est clair que 0 est le seul nombre qui, ajouté à un autre nombre, ne lemodifie pas. En partieulier on a
et il n’y a que deux nombres nuls dont la somme puisse être nulle. 14. Propriétés fondamentales. — Nous pouvons maintenant énon- | cer les définitions et théorèmes que voici : | La somme de deux ou plusieurs nombres s'obtient en donnant à ces nombres une signification concrète : ils se rapportent alors à des collections d'objets distincts. Si l’on réunit ces collections en une seule, le nombre des objets contenus dans cette collection est
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la somme cherchée ; obtenir cette somme, c’est ajouter ou additionner les nombres donnés; si zéro figure parmi les nombres à ajouter, on n’en tiendra pas compte. La somme est indépendante de l’ordre de ses parties (des nombres à ajouter). Pour obtenir la somme, on peut remplacer tels nombres que l’on voudra par leur somme effectuée. Pour ajouter un nombre à une somme, on peut ajouter ce nombre à l’une des parties de cette somme.
15. En expliquant plus haut (n°1, p. 4), par la comparaison de deux collections, la signification des mots « plus grand », « plus petit », on à fait ressortir ce fait que tout nombre plus grand qu’un autre s’obtenait en ajoutant à ce dernier un autre nombre. On supposait toutefois qu'aucun des nombres considérés n’était nul. Si l’on con-
vient de regarder 0 comme plus petit que tout nombre naturel, on
_ peut dire, sans exclure le cas où le nombre à serait nul :
En ajoutant à & un nombre naturel quelconque on obtient un nombre plus grand que a : réciproquement tout nombre b plus grand que a, peut s’obtenir en ajoutant à & un certain nombre naturel; si a était nul, c’est le nombre b lui-même qu'on ajouterait à a pour avoir b.
16. Il convient d'observer comment une somme est modifiée quand on modifie une de ses parties. On a dit (n° 14, p. 14) qu’en ajoutant un nombre à une de ses parties, on ajoutait ce nombre à la somme; si donc on augmente une de ses parties, ou plusieurs, on augmente la somme. |
Il importe de bien se rendre compte du sens de cet énoncé, qui est un peu bref (?) : dire qu'on augmente une des parlies, c’est dire qu’on la remplace par un nombre plus grand; dire que la somme a augmenté, c’est dire que la nouvelle somme est plus grande que l’ancienne. En comparant la nouvelle somme et l'ancienne, on peut formuler l'énoncé suivant qui est plus explicite.
Si‘deux sommes sont composées, l’une et l’autre, d’un même nombre de parties et si chaque partie de la première contient la partie correspondante de la seconde, la première somme contient la seconde; elle est plus grande si quelque partie de la première est plus grande que la partie correspondante de la seconde.
La proposition subsiste s'il y a des parties nulles dans l’une ou l’autre des sommes.
En particulier, on trouve des sommes différentes en ajoutant à un
1. On peut même soutenir que cette facon de parler est incorrecte : on parle de nombres fixes comme s'ils changeaient, comme s'ils devenaient ; mais, une fois qu'on l’a comprise, elle est fort commode, et j'en userai sans scrupule. ”
même nombre des nombres différents : la plus grande somme correspond au plus grand nombre ajouté.
$ 3. — Soustraction.
47. Le mot soustraction correspond à l’idée d’ôter. Pour en bien
éclaircir le sens, reprenons la comparaison de deux collections À, B, . dont la première soit plus grande en nombre que la seconde (fig. 7) :
on a dit et répélé que la collection A contenait alors une collection égale en nombre
est plus grande en nombre que B, contient quelques objets, lesquels forment une col-
_ réunit de nouveau les collections B et C, 6n reproduit la collection A. Soient a, b, c les
bre b, on reproduise le nombre a; il est le seul qui jouisse de cette propriété, cela est clair sur la figure 7 et
cela résulte d’ailleurs de la remarque qui termine le numéro précé-
dent; le nombre c est, par définition, la différence entre a et b.
La notion de différence apparaît aussi clairement sur la figures (p.10) où les nombres naturels sont représentés par de petites barres contiguës, qui portent chacune leur numéro à leur extrémité de - droite. Les numéros a, b se trouvent quelque part sur cette figure,
le numéro a est à droite du numéro b, puisqu'on suppose a > ; la
différence entre a et b est le nombre de barres DiAGees entre les ee
numéros.
48. Deux nombres inégaux étant donnés, l'un d'eux cst certaine-
ment plus grand que l’autre, c’est-à-dire qu'il peut s’obtenir en lui ajoutant un certain nombre.
Retrancher, ôter, soustraire un nombre d'un auire plus nt AE
c’est trouver le nombre qu’il faut ajouter au plus pelit pour obtenir le plus grand; l'opération s'appelle soustraction, le résullal s ARE reste ou dance.
à B; comme les nombres seuls nous intéressent, c’est cette collection-là que j’appellerai B : outre B, la collection A, puisqu'elle
iection (C). Si de la collection À, on éte la collection B, il reste la collection C ; si on
nombres respectifs d'objets contenus dans les collections A, B, CG. Le nombre c des fig T objets de G est tel qu’en l’ajoutant au nom-
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Si l’on sépare le plus grand nombre en deux parties, dont l'une soit égale au plus petit nombre, l’autre partie est la différence.
Par exemple, 2est la différence entre 5 et 3, puisque 5 estla somme de 3 et de 2. Les deux nombres donnés s'appellent les deux fermes de la différence.
Dans une différence, il convient de distinguer le terme d'où l'on retranche et le terme que l’on retranche ; on se contente souvent de dire, comme je viens de faire, le plus grand terme et le plus pelit; cette façon de parler ne va pas sans inconvénients, et je dirai souvent, en empruntant ces épithètes à l’algèbre, le terme additif et le terme soustractif. La seconde dénomination se justifie d'elle-même.
49. Par définition, la différence de deux nombres égaux est Ie nombre zéro. Cette définition rentre dans la définition générale, puisque l’on ne change pas un nombre en lui ajoutant zéro, et que _zéro est le seul nombre qui jouisse de cette propriété. Pour la même raison, il convient de dire qu'on ne change pas un nombre quand on en retranche zéro. Quand on retranche d’un nombre un nombre autre que zéro, on obtient comme reste-un nombre plus pelit que le
premier.
20. Pour signifier une soustraction, on écrit d'abord le terme additif, on place ensuite le signe — (que l’on énonce moins) et
ensuite le terme soustractif.
Ainsi 5 — 3 est la différence entre 5 et 3; les deux égalités
ARR EU À D — 9 + 2 ont exactement le même sens.
D'une façon générale, les égalités
ont le même sens.
On écrit aussi, dans le cas où les deux termes de la différence
sont égaux, a—a—=0.
Remarquons enfin que la notation a — b n’a de sens que si l'on a ax b.
$ 4. — Sommes algébriques.
24. Retrancher un nombre d'une somme. — Je suis parti (n° 17, p.16), pour définir la soustraction, de la considération d’une collection
A qui était décomposée en deux autres B, C, ou d’un nombre a qui
était la somme de deux autres b, c. Si l'on considère une collection
décomposée en plusieurs autres collections, en nombre quelcon-
que, on voit tout de suite qu’en ôtantune des collections partielles, ik
reste les autres, qu'on peut réunir en une seule; si, à cette collection
formée par la réunion de celles qui restent, on ajoute celle qu'on à enlevée, on reproduit la collection primitive. Donc :
Pour relrancher de la somme de plusieurs nombres l’une de ses
parties, 1 suffit de Supprimer cette partie.
On a, par exemple
TH
Supposons maintenant qu’on veuille retrancher un nombre d'une somme de plusieurs autres, et que l’une des parties de la somme soit plus grande que le nombre à retrancher. Par exemple, on veut retrancher 4 de la somme 2 + 7 +9 +1 ; la partie 7 est plus grande que 4; elle peut être remplacée par la somme du nombre 4 et de la différence 3 —7— 4; en sorle que la somme proposée peut s'écrire
Du Si 0 4:
d’après ce qu on vient de dire, si l’on en retranche 4 le résultat sera 2+3+9+1,;c'est la somme proposée oùle nombre 7 est remplacé par 5, différence entre 7 et 4. Le raisonnement est général : |
Pour reltrancher un nombre d'une somme, il suffit de retrancher
ce nombre d’une des parties de la somme.
Getle proposition doit être rapprochée de celle-ci, dont, au fond, elle ne diffère pas : pour ajouter un nombre à une somme, on peut ajouter ce nombre à une des parties de cette somme (n°16, p. 43).
22. Définition des sommes algébriques. Ajouter ou retrancher une. somme ou une différence. — Les théorèmes dont nous allons nous.
occuper concernent des suites d’additions et de soustractions. Jusqu'à ce qu'on dise expressément le contraire (n° 96, p- 25), je supposerai essentiellement que les opérations se fassent toujours. dans l’ordre indiqué, en allant de gauche à droite. Ainsi l'écriture 9+7T—8—5+85—1 \
signifie le nombre obtenu en faisant les opérations suivantes : à 9 on ajoute 7; du résultat on retranche 8 ; du résultat on retranche 5: au. résultat on ajoute 3; du résultat on retranche 1 : le résultat final est 5; je suppose aussi que, dans une pareille suite d'opérations, on ne soit pas arrêté par quelque soustraction impossible.
Une expression telle que la précédente s’appelle une somme algébrique : le mot « somme », que le lecteur est prié d’accepter, ne se justifie que quand on introduit les nombres négatifs, dont il ne sera pas question ici, sauf dans les numéros imprimés en texte fin. Sauf dans ces numéros, je ne sous-entendrai jamais l’épithète algébrique. Quand :l sera question d'une «somme», sans épithète, il est entendu que cette somme ne comportera que des additions.
Je rappelle encore que les opérations indiquées sur des symboles qui figurent entre parenthèses doivent être regardées comme effec-tuées.
Remarquons en passant que, d'après ces conventions, les égaæ- Htés
(a+b)—b—=a, (a—b)+b—=a, ou a+b—b—a, a—b+b—a
n'expriment pas autre chose que la définition de la soustraction. Toutefois, pour avoir un sens, les égalités de droite supposenta> b. Remarquons encore que légalité
a+b—c—a—c+pb,
qui, pour avoir un sens, exige que 4 soit au moins égal à ec, exprime une proposition établie plus haut : le premier membre, en effet, représente le résultat obtenu en retranchant c de la somme a +b; le second représente le résultat obtenu en ajoutant la différence a — cet le nombre bd; or on a vu que, pour retrancher un nombre c d’une somme a + b, il suffisait de retrancher ce nombre d'une parüe a de cette somme, lorsque cette soustraction est possible. Si c est inférieur ou égal à b, on peut aussi écrire
puisque, pour retrancher c de la somme a + b, on peut retrancher c de la partie b, en supposant cette soustraction possible.
Les théorèmes L IE, HE, IV, qui suivent, concernent la façon d’ajouter à un nombre &, ou de retrancher d’un nombre &, la somme ou la différence de deux nombres b et c : le premier de ces théorèmes a déjà été énoncé plus haut (n° 12, p. 14).
I. On obtient le méme résultat soit en ajoutant d'un coup au nombre a la somme des deux nombres b et c, Soit en lui ajoutant succes-
_ sivement ces deux nombres. En d’autres termes, on a
Plus généralement d’ailleurs, pour ajouter au nombre a une somme quelconque, on peut lui ajouter successivement les parties de cette somme. | :
IL. On obtient le même résultat, soit en retranchant d’un coup du nombre a la somme des nombres b el c, soit en relranchant Successivement du nombre a les deux nombres b et c. En d'autres termes on a
Cela est clair sur la figure 8 où les nombres 4, b, c sontreprésentés
par des collections de points À, B, C :
Supprimer de la collection totale A les deux collections B, C réunies ensemble ou les supprimer successivement, c'est évidemment la même chose.
Il est clair que si les opérations peuvent se faire d’une façon, elles peuvent aussi se faire de l'autre; en d'autres termes si, comme on doit le supposer pour que le premier membre de l'égalité
2 ait un sens, a est supérieur ou égal à 8 be, aest supérieur ou égal à beta — b
est supérieur ou égal à c. Réciproquement, si a est supérieur ou égal à b, et si a — b est supérieur ou égal à c, a est supérieur ou égal à b + c.
Il est clair, enfin, que le même mode de raisonnement s’appliquerait au cas où la somme à retrancher contiendrait plus de deux. parties ; au lieu de retrancher cette somme d'un coup, on pourrait en retrancher successivement toutes les parties.
II. On obtient le méme résullat soit en ajoutant d'un coup au nombre a la différence entre les deux nombres b et c, Soil en ajoutant d’abord b au nombre a et en retranchant ensuile © du résullat:
. En d’autres termes, on a y
Fig.
Cela a été établi au numéro 21 (p. 18). Le lecteur n’aura d’ailleurs aucune peine à faire une figure qui metle la proposition en évidence. IV. On obtient le méme résultat soût en retranchant d'un coup du
nombre a la différence b — c, soil en ajoutant à a le nombre c et en retranchant ensuite le nombre b. En d’autres termes, on a
Cette proposition, qui suppose évidemment bX cet a b— c, est mise en évidence dans la figure 9; la collection D est obtenue en retranchant la collection C de Ia collection B; en retranchant cette collection D de A, on obtient la collection de points situés dans le rectangle de gauche; d’après la façon dont elle a été formée, elle contient a — (b — c) points : c’est la même collection qu’on obtient en réunissant les deux collections A et C, et en retranchant ensuite la collection B.
On peut encore raisonner comme il suit, d'une façon qui, au fond, diffère à peine de celle qui précède.
Posons b — c = d, d'où b—=c+d; il faut prouver que l’on a
Fig. 9.
or, pour retrancher de a+ c le nombre b ou c + d, on peut retrancher d’abord c ce qui donne a, puis d, ce qui donne bien a — d. 23. On n’alitère pas une différence en ajoutant un méme nombre aux deux termes, ou en retranchant un méme nombre des deux termes. Autrement dit, on a
La première égalité est évi-
_ dente sur la figure 10, où les
nombres a, b, c sont représen-
tés par des collections de
points À, B, C. La collection B
Fig. 40. est une partie de la collec-
tion À, et la collection res-
tante D représente la différence a — b; il est clair que si l’on réunit
les collections A et C, puis qu'on en supprime la réunion des deux collections B et C, il restera toujours la collection D.
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On peut encore raisonner comme il suit, d'une façon plus abs-
traite : pour retrancher de & + c la somme b + c ou € + b, on peut retrancher d’abord €, ce qui donne a, puis b, ce qui donne a — 6.
Le premier raisonnement, celui qui a été fait sur la figure, sup- _pose a plus grand que b; il prouve que, si a est plus grand que b, a + c est plus grand que 6 + c; c’est ce qu'on avait déjà vu au n° 16 (p. 15). Si a était égal à b, les deux membres de l'égalité à démontrer seraient nuls.
Le second raisonnement suppose a + c supérieur ou écal à b Le: il prouve que si a + cest plus grand que & + c, a est plas grand que b. C'est la dernière proposition du n° 16 (p. 15).
Quant à la seconde des égalités à démontrer, le lecteur peut en faire apparaître la vérité sur une figure analogue à la figure (9) ; mais on peut remarquer qu'elle résulte de la première : en effet, en vertu de celle-ci, la différence entre 4 — e et b — c ne change pas quand on ajoute c aux deux termes : elle devient alors & — b.
Ce raisonnement suppose que (a — €) — (b — c) a un sens, c'est-
à-dire que c est au plus égal à chacun des nombres à, b For
a — c est au moins égal à b — c.
On peut remarquer que la première des propositions qu'on vient d'établir contient comme cas particulier le théorème IV du n° 22
(p. 20); en effet, la différence a — (b —c) entre a et b — c ne doit pas changer quand on ajoute c à ses deux termes, elle devient alors (a +c)—boua+e— 0.
Il est à peine utile de dire que les égalités
EU ee 6) ee dr Oe ae,
— (b—c)—=a+c— pb, ee c)j—=a—b,.
qui résument le numéro 22 (p. 18) et le présent subsistent dans les cas sur lesquels je n’ai pas cru devoir appeler l'attention, où quelqu’un des nombres a, b, c serait nul, où b serait égal à c, en sorte
que b — c serait nul, où a serait égal à b, en sorte que les deux
membres des deux dernières égalités seraient nuls, etc.
24. Étant donnée une suite de nombres rangés par ordre de gran-
deuwr croissante, la différence entre le dernier et le premier de ces nombres est égale à la somme des différences entre chacun de ces nombres el celui qui le précède. |
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Si l’on considère, par exemple, la suité de nombres croissants 4, 3, 5, 9, 10, je dis que la différence 40 —— 1 entre les termes extrêmes est égale à la somme des- différences 10 — 9, 9 — 5, 53 3-1, où, pour chacune, le terme soustractif est égal au terme additif de la suivante. En effet, pour ajouter 9 —5 à 10—9, on peut d’abord ajouter 9, ce qui donne 10 ; puis retrancher 5 du résultat ce qui donne 40 — 5; en ajoutant ensuite 5 — 8, on obtient 10 — 3; en ajoutant 3 — 1 on obtient 10 — 1. La démonstration se continuerait évidemment, quel que fût le nombre de termes dans la suite. On observera que le nombre de différences est moindre d’une unité que le nombre de termes. |
La proposition précédente apparaît clairement sur le mode de représentation des nombres indiquée au n° 8 (p. 10).
Le nombre de petites barres comprises entre les numéros 1 et 10 est égal à la somme des nombres de barres comprises respectivement entre les numéros 1 et3, 3 et 5,5 et 9, 9 et 10 (fig. 11).
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Fig. 11
On dit d’un nombre qu'il est compris entre deux autres quand il est plus grand que le plus petit et plus petit que le plus grand. En l’intercalant entre le plus petit et le plus grand, on obtient une suite de trois nombres rangés par ordre de grandeur croissante. Par exemple 8 est compris entre 5 et 9. La différence entre 9 et 5 étant, d’après le théorème précédent, égale à la somme des différences 9__8 et 8—5, chacune de ces différences est plus petite que 9 — 5. Donc : |
Si un nombre est compris entre deux auires, la différence entre ce nombre et l'un ou l’autre de ceux qui le comprennent est plus petite que la différence enire ces deux derniers.
95. Termes additifs et soustractifs. Propriété fondamentale d’une somme algébrique. — Dans une somme algébrique quelconque, telle que
mu nes DA 0
les termes de la somme algébrique sont les nombres 7, 5, 3, PA 6, 9 sur lesquels on doit faire les additions et les soustraclons, dans l’ordre indiqué. Je désignerai sous le nom de termes addilifs tous ceux qui sont précédés du signe + et aussi le premier, pour le moment. Je désignerai sous le nom de soustractifs, les termes pré-
cédés du signe — : dans l'exemple cité, les termes additifs sont 1, 3, 8, 9, les termes soustractifs sont 5, 2,6. On suppose, pour le moment, que, en faisant les opérations, on n’est pas arrêté par quelque soustraction impossible. 4
Il pourrait y avoir dans la somme algébrique des termes nuls ; on ne change évidemment pas la valeur de la somme algébrique en les _ supprimant, qu'on les regarde comme additifs ou comme soustractifs. :
Une somme ordinaire sera regardée comme un cas particulier d’une somme algébrique, le cas où il n’y aurait pas de termes soustractifs.
On va établir la proposition suivante :
Une somme algébrique est égale à la différence entre la somme des termes additifs et la somme des termes soustractifs (!). |
Il résultera de là que la valeur d’une somme algébrique ne dépend pas de l’ordre dans lequel se font les additions et les soustractions pourvu que les termes additifs et les termes soustractifs restent toujours les mêmes, puisque, alors, la somme des termes additifs et la somme des termes soustractifs reste toujours la même. Il faut, toutefois, que, dans l’ordre qu’on adopte, on ne soit jamais arrêté par une soustraction impossible. Cette restriction sera levée dans le numéro suivant.
Le lecteur aura une intuition assez nette de la vérité de cette aflirmation, en imaginant un banquier qui reçoit et qui paie, et en regardant comme additifs le nombre de francs qu’il avait d'abord en caisse et les nombres de francs qu'il reçoit, comme soustractifs ceux quil paie. Le lecteur sè rend compte ainsi que le résultat final s'obtient bien en ajoutant ce qu'il y avait en caisse et les recettes (les termes additifs), puis en retranchant ce qu'on a payé (la somme des termes soustractüfs), et que ce résultat ne dépend pas de l’ordre dans lequel se font les recettes et les payements. Au surplus, je vais établir la proposition sur l'exemple précédemment donné, en m'appuyant uniquement sur les théorèmes antérieurement démontrés. : |
Pour avoir la valeur de
1. Sil n'y avait pas de termes soustraciifs, il faudrait entendre que la somme algébrique n'est autre chose que la somme des termes additifs. S'il n’y avait qu'un terme additif, c'est lui qu'on devrait regarder comme la somme des termes additifs. De même s’il n'y avait qu'un terme sous- Wractf. Il sera évidemment inutile de répéter des explications de ce genre.
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on doit d’abord de 7 retrancher 5, puis ajouter 3 ; on obtient le même
résultat en ajoutant 3 à 7 et en retranchant 5, ce qui donne 7+-3—5 ; on doit ajouter 8; il revient au même d'ajouter 8 au nombre 7 + 3 et de retrancher ensuite 5, ce qui donne 7 + 3 + 8 — 5, on doit ensuite retrancher 2 ; au lieu de retrancher d'abord 5, puis 2 de la somme ? + 5 + 8 on peut en retrancher tout d'un coup la somme b+ 2; ce qui donne 7 + 3 + 8 — (5 +2); on doit ensuite retrancher 6 ; au lieu de retrancher du nombre 7 + 3 + 8 d’abord 5 +9, puis 6, on peut retrancher tout d'un coup la somme 5 + 9 + 6; on obtient ainsi 7 + 3 + 8 — (5 + 2 +6); on doit ensuite ajouter 9 : au lieu de retrancher du nombre 7 +3 + 8 le nombre 549 +6et d'ajouter 9, on peut ajouter d'abord 9, puis retrancher 5 +9 +6, ce qui donne finalement
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La démonstralion, qui consiste à reculer (vers la droite) les termes soustractfs, à les réunir et à retrancher leur somme de la somme des termes addilifs s'applique dans tous les cas.
26. Nouvelle définition d’une somme algébrique. — Jusqu'ici, on a supposé esscnliellement que, dans une somme algébrique, on n'élait jamais arrêlé par une soustraction impossible ; mais la proposition qu'on vient d'élablir conduit naturellement à écarter cette restriction, à prendre pour nouvelle définition de la valeur d'une somme algébrique la différence entre la somme des termes additifs et la somme des termes soustraclifs, pourvu que la première somme soit au moins égale à la seconde. Dès lors une expression telle que
je ee
par exemple, aura un sens, bien que les opérations ne puissent être effectuées dans l'ordre où elles sont indiquées : ce sera la différence entre les nombres 1 + 6 + 9 et 5 + 7. Il sera alors permis de dire que, dans une somme algébrique, on peut intervertir l’ordre des
termes comme on le veut, pourvu que les termes additifs restent
additifs, que les termes soustractifs restent soustractifs ; le caractère soustrachf d'un terme est toujours marqué par le signe — qui précède ce terme, le caractère additif d'un terme est marqué par le signe —- qui le précède, sauf pour le premier qui, de notre point de
vue primitif, était regardé comme additif; mais, dans la nouvelle
définilion de la valeur d’une somme algébrique, il n°y a plus aucune raison pour privilégier le premier terme ; rien n'empêche de consi-
dérer des sommes algébriques où le premier terme soit soustractif ; par exemple — 2 + 8 — 1 + 4 signifiera toujours la différence entre 3 + 4 ou 7 et? +1 ou 8. Une différence 7 — 5, par exemple, peut, de ce point de vue, être regardée comme une somme algébrique, comportant le terme additif 7 et le terme soustracüf 5; on peut aussi bien l'écrire — 5 + 7. | )
On est ainsi conduit aux définitions suivantes :
.. Une somme algébrique est une suite de nombres séparés soit par le signe +, soit par le signe — : le premier de ces nombres peut. d'ailleurs n'être précédé d'aucun signe ou être précédé du signe —.
dans le premier cas, on le regardera comme étant précédé du
signe +, qui est sous-entendu. Les termes additifs de cette somme
algébrique sont les térmes précédés du signe +, y compris le pre-
mier, si celui-ci n’est précédé d'aucun signe ; les termes soustractifs
sont les termes précédés du signe —. La valeur de la somme algé-
brique est la différence entre la somme des termes additifs et la
somme des termes soustractifs; on suppose essentiellement que
la première somme est au moins égale à la seconde. Cette valeur ne dépend pas de l'ordre des termes, pourvu que, en changeant cet
ordre, on conserve à chaque terme son caractère additif ou sous-
tractuf.
On peut d’ailleurs toujours écrire une somme algébrique, dans laquelle la somme des termes additifs est au moins égale à la somme des termes soustractifs, de façon que les opérations indiquées par les signes + et — soient possibles dans l'ordre même où elles sont indiquées : il suffira, par exemple, d'écrire d’abord les termes addiüfs, puis les termes soustractis.
27. Ajouter ou retrancher une somme algébrique. — Pour ajouter un nombre C à une somme algébrique où l’en retrancher, 1! suffit d'introduire ce nombre C parmi les termes de la somme algébrique, en lui donnant le caractère additif si on veut l'ajouter, le caractère :
soustractif si on veut le retrancher.
Cette proposition est évidente si on suppose, comme à la fin du : précédent numéro, la somme algébrique écrite de façon que les opérations puissent se faire dans l’ordre où elles sont indiquées; pour indiquer qu'on veut ensuite ajouter le nombre C à cette somme, ou l'en retrancher, il suffit d'écrire C à la suite du: dernier terme en le faisant précéder du signe + ou du signe —.
Pour ajouter à une somme algébrique la somme de plusieurs nombres, ou pour en retrancher cette somme, il suffit d'introduire ces nombres dans la somme algébrique donnée, avec le caractère
additif dans le premier cas et le caractère soustractif dans le second.
En effet, au lieu d'ajouter tout d’un coup ou de retrancher la dite somme, on peut en ajouter successivement les parties ou les retrancher.
Pour ajouter une différence à une somme algébrique, il suffit d'introduire dans cette somme algébrique le terme additif et le terme soustractif de la différence en leur conservant leurs carac- {tères.
En effet, pour ajouter la différence C — D à la somme algébrique, on peut d’abord (n° 22, p. 20) ajouter G (ou introduire le terme additif C), puis retrancher D (ou introduire le terme soustractif D). * Pour retrancher une différence d'une somme algébrique, il suffit d'introduire dans cette somme algébrique le terme additif et le terme soustractif de la différence en changeant leurs caractères.
En effet (n° 22, p. 20) pour retrancher la différence C — D, on peut ajouter D, puis retrancher C.
Puisqu’une somme algébrique est la différence entre la somme de ses termes additifs et la somme de ses termes soustractifs, les deux propositions qui suivent sont maintenant évidentes.
Pour ajouter une somme algébrique à une somme algébrique, il suffit d'introduire dans celle-ci tous les termes de la première, en leur conservant leur caractère additif ou soustractif.
Pour retrancher une somme algébrique d’une somme algébrique, il suffit d'introduire dans celle-ci tous les termes de la somme algébrique qu’on veut retrancher, en changeant le caractère de chacun d'eux.
28. Considérons une somme algébrique dont les termes soient eux-mêmes des sommes algébriques, mises entre parenthèses, en sorte qu’elles doivent être regardées comme effectuées, par exemple,
Pour obtenir cette somme algébrique, on peut procéder comme il suit :
On effectuera d’abord la somme des termes additifs, qui sont ici 8 et — 3-1 6; cette somme est, d’après ce qu'on vient de dire,
8L4—3+6; on effectuera ensuite la somme des termes soustractifs, qui sont ici 71 -5+1et3 — 2; cette somme est 9 7—5+1+3—9;
on la retranchera de la somme des termes additifs, ce qui donnera S+4—8+6—7T+5—1—83+92
La règle suivante est justifiée :
Lorsque les termes d'une somme algébrique sont eux-mémes des sommes algébriques, mises entre parenthèses, on peut supprimer ces parenthèses, en conservant leurs caractères respectifs aux termes d'une somme algébrique partielle si elle constitue un terme additif, en changeant au contraire ces caractères si elle constitue un terme sousiractif.
29. On peut, sans en changer la valeur, introduire ou supprimer dans une somme algébrique deux termes égaux, dont l’un soit addiüf, l'autre soustractif. F
Cela revient, en effet, à augmenter ou à diminuer d'un même nombre la somme des termes additifs et la somme des termes sousractifs, ce qui ne change pas la différence des deux sommes (n° 255): 21):
On peut, sans changer la valeur d’une somme algébrique, réunir deux ou plusieurs termes de même caractère en un seul terme qui. soit la somme de ceux qu'on veut réunir et qui ait le même caractère qu'eux.
En effet, en opérant ainsi, on ne modifie ni la somme des termes additifs, ni la somme des termes soustractifs, ni leur différence.
Par exemple, on a
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Le fait que, dans ces exemples, les termes que l’on réunit se suivent n’a aucune importance, puisqu’une somme algébrique ne dépend pas de l’ordre de ses termes.
Dans une somme algébrique, on peut sans changer la valeur de cette somme, réunir deux termes de caractères différents, en remplaçant ces deux termes par un terme unique, qui soit la différence entre le plus grand et le plus petit des termes qu'on veut réunir et qui ait le même caractère que le plus grand de ces deux termes.
Supposons, par exemple, que dans une somme algébrique, figurent le terme soustractif 8 et le terme additif 5; on peut remplacer le terme soustractif 8 par les deux termes soustractifs 5 et 8 — 5 ou 8, dont il est la somme ; puis supprimer dans la nouvelle somme algébrique les deux termes égaux à 5 dont l’un est soustractif et l’autre
addilif; finalement, il restera dans la somme algébrique le terme 3 — 8 — 5 avec le caractère soustractif.
On a par exemple
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Puisqu’on peut ainsi, dans une somme algébrique, réunir deux termes quelconques, de mêmes caractères ou de caractères différents, on peut en particulier réunir ensemble le premier et le second terme, puis le résultat au troisième, etc..., et parvenir ainsi à la valeur de la somme algébrique, lors même que, en se plaçant au point de vue primilif, on rencontrerait des souslractions impossibles.
Ainsi, opérant comme on l’a expliqué, on aura successivement
30. On a appris, dans le précédent numéro, à réunir deux termes quelconques d’une somme algébrique, et même autant de termes que l'on veut lorsqu'ils ont le même caractère.
Si l’on veut réunir plus de deux termes et que ces termes aient des caractères différents, on pourra réunir d'abord, parmi ces termes, ceux qui ont le caractère additif, puis ceux qui ont le caractère soustractif, c’est-à-dire remplacer les premiers par leur somme à laquelle on attribue le caractère additif et aussi les seconds par leur somme à laquelle on attribue le caractère soustractf; on remplacera ensuite ces deux sommes, si elles sont inégales, par leur différence en lui attribuant le caractère de la plus grande somine.
Si, par exemple, on veut dans les deux sommes algébriques
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réunir les quatre derniers termes, les opérations prescrites consistent à remplacer les deux termes 7 et 6 par leur somme ‘(1 + Ü) avec le caractère additif dans le premier cas, soustracuf dans le second, les deux termes 3 et 2 par leur somme (3 + 2) avec le caractère soustractif dans le premier cas, additif dans le second : la somme (7 + 6) l'emporte sur (3 + 2) ; on aura donc à remplacer les quatre termes par la différence (7 +6) — (3 + 2), en donnant à cette différence le caractère additif dans le premier cas, le caractère soustractif dans le second. Dans le premier cas, les quatre
termes à réunir constituaient une somme algébrique dont la valeur est précisément le nombre à caractère addiüf par lequel on les remplace ; ainsi on peut écrire
DANS
Dans le second cas, les quatre termes à réunir ne constituaient pas une somme algébrique, au sens que j'ai donné à ces mots, puisque la somme des termes additifs est moindre que la somme des termes soustractifs ; on les remplace par la valeur de la somme algébrique que l’on obtiendrait en changeant le caractère de chacun d’eux, et l'on attribue à cette valeur le caractère soustractif ; on a alors
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Les deux propositions qui suivent sont maintenant bien claires :
Dans une somme algébrique, des termes consécutifs où la somme | de ceux qui sont additifs est au moins égale à la somme de ceux qui sont soustractifs peuvent élre mis entre parenthèses en conservant leur caractère et remplacés ainsi par un terme unique, additif.
Dans une somme algébrique, des termes consécutifs où la somme de ceux qui sont additifs est moindre que la somme de ceux qui sont soustraciifs peuvent étre mis entre parenthèses et remplacés ainsi par un terme unique, à condition de regarder ce terme comme soustractif et de changer, à l’intérieur des parenthèses, le caractère de tous les termes qu’on y fait figurer.
Dans le présent numéro, on à appris à introduire des parenthèses dans une somme algébrique ; dans le n° 28 (p. 27) on avait appris à les supprimer. Il suffit de comparer les règles pour constater qu’elles coïncident.
$ D. — Nombres négatifs.
34. Nombres relatifs. — Faisons un pas de plus, en changeant légèrement le langage. Au lieu de dire « les termes additifs » d’une somme algébrique, on peut dire « les termes précédés du signe + » en n'oubliant pas la convention relative au premier terme lorsqu'il n’est précédé d'aucun signe ; au lieu de dire les termes soustractifs, on peut dire les termes précédés du signe —. Oublions maintenant, pour un instant, le sens opératoire, le sens d’addition et de soustraction, qu'ont ces signes + et — et regardons le signe qui précède un terme, dans une somme algébrique, comme faisant corps: avec lui : alors le sens du mot terme est changé : c'était auparavant un nombre (naturel ou nul) ; c’est maintenant un tel nombre précédé du
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signe + ou du signe —. Dans la somme algébrique, les termes, au nouveau sens du mot, sont placés les uns à la suite des autres, ils ne sont plus séparés par les signes + ou —, qui font corps avec eux. Pour éviter toute confusion dans le présent numéro, le mot ferme employé dans ce nouveau sens, sera toujours imprimé en italiques ; les mots « terme additif, terme soustractif » continueront d’être employés avec la signification qu’on leur a donnée jusqu'ici. Je conviendrai d'appeler nombre relatif le symbole formé ainsi par un nombre, au sens ordinaire du mot, et le signe + ou le signe — placé en avant de ce nombre : + 5 et — 5 sont des nombres relatifs ; quand le signe est +, le nombre relatif est dit positif, quand le signe est —, le nombre relatif est dit négatif : + 5 est un nombre positif, — 5 est un DU bES négalif.
Le nombre, au sens ordinaire du Us. qui entre dans la composition d'un nombre relatif est la valeur absolue de ce nombre relatif. Ainsi + 5 et — 5 sont des nombres relatifs dont la valeur absolue est 5. Un nombre relatif n’est connu que si on connaît sa valeur absolue et son signe. Deux nombres relatifs qui, comme + à et — 5, ont même valeur absolue, mais des signes différents (ou contraires) sont se symétriques (!) ; chacun d’eux est le symétrique de l’autre. Deux nombres relatifs ne sont égaux que s'ils ont même valeur absolue et même signe, sauf dans le cas dont je n’ai pas parlé jusqu'ici, où la valeur absolue est 0 : les symboles + 0, — 0, 0 sont regardés comme ayant la même signification et désignent un nombre dont on continue de dire qu'il est nul. Deux nombres symétriques ne sont égaux que S'ils sont nuls. |
On confond les nombres positifs avec leur valeur absolue ; on regarde par
exemple + 5 et 5 comme ayant le même sens; cette convention est d’accord avec celle qui permet de sous-entendre le signe + placé en avant du premier terme d'une somme algébrique, lorsque ce premier terme est additif.
_ Dans une somme algébrique, ce que nous avons BRUT jusqu'ici les termes additifs et soustractifs devient, avec le nouveau langage, et à la condition de leur accoler les signes qui les précèdent, les fermes positifs et les termes négatifs de la somme algébrique.
32. Addition. — On a donné plus haut une règle pour réunir ensemble, sans changer la valeur d’une somme algébrique, deux termes de mêmes caractères ou de caractères différents. C’est cette même règle qui va servir de définition à l'addition de deux nombres relatifs.
La somme (?) de deux nombres relatifs est un nombre relatif dont la valeur absolue et le signe sont définis par la règle suivante :
Si les deux nombres relatifs sont de mêmes signes, la valeur absolue de leur somme est la somme de leurs valeurs absolues et son signe est le signe commun aux deux nombres.
4. On dit aussi égaux et de signes contraires. 2. Dans ce numéro, les mots somme, addition pris avec ce nouveau sens seront imprimés en italiques.
Ainsi la ue de nombres + 5 et + 2, ou 5 et 2 est M Tou7; la somme
des nombres — 5 et — 7% est — 12.
Si les deux nombres relatifs sont de signes contraires, la valeur absolue de leur somme est la différence entre la plus grande valeur absolue et la plus petite; le signe de cette somme est le signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue. en
Ainsi la somme des nombres + 7 et — 5 est + 2 ou 2; celle des nombres — 7 et +5 est — 2.
La somme de deux nombres symétriques est 0.
La somme d’un nombre relatif et de 0 est le nombre relatif lui-même ; la somme de 0 et de 0 est 0. |
Il résulte de ces définitions, où tous les cas possibles ons été examinés que la somme de deux nombres relatifs n’est nulle que si ces deux nombres sont symétriques (ou nuls).
Je répète que les règles pour ajouter deux nombres relatifs, règles qui
servent de définition pour la somme de deux pareils nombres, ont été choisies
de manière que, si dans une somme algébrique on remplace deux fermes par leur somme, la valeur de la somme algébrique ne soït pas altérée.
Par définition, la somme de: plusieurs nombres relatifs rangés dans un
ordre déterminé s’obtient en ujoutant le second au premier, le troisième au :
résultat, etc... Il apparaîtra clairement tout à l'heure que cette somme ne dépend pas de l’ordre dans lequel se succèdent les nombres à ajouter;
qu'il en soit ainsi dans le cas de deux nombres, c’est ce qui résulte immé-.
diatement des définitions, où l’ordre de ces deux nombres n'intervient pas; il y a encore un cas où la proposition est évidente, c’est celui où tous les nombres à ajouter sont de même signe : ce signe doit alors être celui de la somme et la valeur absolue de cette somme est la somme des valeurs absolues des nombres à ajouter, laquelle ne dépend pas de leur ordre (n° 12, D: 48):
Sommes algébriques générales. — Remarquons d'abord quune
somme algébrique apparaît maintenant comme la somme des nombres relatifs qui sont ses termes dans l’ordre où ils sont écrits. Considérons, par exemple, la somme algébrique
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On peut, pour en calculer la valeur, réunir les deux premiers termes
(n° 29, p. 28), ce qui revient à ajouter les deux premiers fermes —2et+ 8, dont la somme est + 6 (ou 6); puis réunir le terme ainsi obtenu avec le troisième terme de la somme algébrique, ce qui revient à ajouter + 6 et — 5, etc. On arrive finalement à la valeur de la somme algébrique, valeur qui s'obtient donc en ajoutant les termes de la somme algébrique. Jusqu'ici, on a toujours supposé que la somme des termes additifs était au moins égale à la somme des termes soustractifs : dans ces conditions, la valeur de la somme algébrique est un nombre absolu, un nombre positif, si l'on préfère ; mais nous pouvons maintenant laisser tomber cette dernière restric-
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tion et considérer des sommes algébriques où les termes additifs et soustraëtifs soient quelconques : là valeur d’une telle somme algébrique, dans le cas où la somme des termes soustractifs l'emporte sur la somme des termes additifs, sera, par définition, un nombre négatif dont la valeur absolue est la différence entre la somme des termes soustractifs et la somme des termes additifs.
Par exemple, 5 — 7 — 10 + 3 est un nombre négatif dont la valeur absolue est (7 + 10) — (5 +3), c’est le nombre négatif — 9.
Gette définition, suite naturelle de celle du n° 25 (p.23), ne fait pasintervenir | l'ordre dans lequel les termes se succèdent. En l’adoptant, on reconnait tres aisément que les règles du n° 29 (p. 28)sur la façon de réunir deux termes subsistent ainsi que leurs justifications; cette réunion, ainsi qu’on vient d’en faire la remarque, revient à l'addition de deux des termes relatifs qui composent la somme. Dans tous les cas, on peut remplacer dans la somme algébrique tels termes que l’on veut par leur somme effectuée; on en obtient la valeur en ajoutant la somme des termes positifs et la somme des termes négatifs.
34. Notations. — Quand on veut figurer une somme de nombres relatifs, représentés chacun comme on l'a expliqué, par un nombre (écrit en chiffres) précédé du signe + (qui peut être sous-entendu), ou du signe —, on commence par rétablir le signe + là où il aurait été sous-entendu, on écrit ensuite, les uns après les autres, les termes de la somme. Si le premier nombre écrit est précédé du signe +, on peut effacer ce signe.
Ainsi là somme des nombres + 7, — 5, + 6, — 3 s'écrit
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on peut d'ailleurs intervertir les termes, dont il ne faut pas oublier qu'ils comportent un signe.
Jusqu'ici, une lettre, a par exemple, a été employée pour figurer un nombre naturel ou 0 ; rien n'empêche de se servir d’une lettre pour figurer un nombre relatif, H 5 ou — 5, par exemple. On fait alors les conventions suivantes :
+ a a le même sens que a ; — a est le symétrique de a ou de — 4.
Ainsi, si a réprésente + 5 (ou 5), + a représente aussi + 5 et — a représente — 5 ; si a représente — 5, — a représente + 5 ou 5 (!).
Pour représenter la somme de plusieurs nombres relatifs figurés par des lettres affectées ou non de signes, on commence par mettre le signe + devant les lettres qui manqueraient de signe, et on écrit ensuite ces lettres avec
1. Cette convention est d'accord avec celle qui permet de confondre un nombre positif avec sa valeur absolue. Ceux des lecteurs qui ont quelque peu l'habitude de l'algèbre savent combien elle est avantageuse ; elle présente un inconvénient pour les commencants, qui doivent en être avertis : Cette expression « le signe du nombre + a, ou du nombre — a » est ambiguë : veut-on parler de ces signes , ou — que l'on à placés devant la lettre a, ou veut-en dire le signe —, ou le signe —, suivant que le nombre que l’on considère, + a ou — a, est positif ou négatif? Pour éviter cette confusion, on peut dire le signe apparent, dans le premier cas, le signe vrai dans le second : les signes apparents de + a et de — a sont respectivement + et — ; les signes vrais sont + et — si a est un nombre posilif (ou absolu), — et Æ si a est un nombre négatif.
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leurs signes, les unes à la suite des autres ; si la première lettre écrite comporte le signe +, on peut effacer ce signe. Ainsi a—b+c représente la comme des nombres relatifs a (ou + a), — bd, +c; si lon'\a a = —5;
Db— 6, c—=#4, 0na a—btic——3+6+k=1+8—=5—=+5.
25. Soustraction. — Deux nombres relatifs a et b étant donnés, la difféence entre ces deux nombres est, par définition, le nombre relatif qu'il faut ajouter à b pour reproduire &.
Soit, en supposant qu'il existe, æ ce nombre, on doit avoir
en ajoutant aux deux membres de cette égalité le symétrique — b de b, et en remarquant que dans la somme algébrique x + b — b on peut supprimer les deux termes symétriques + b, — b, il vient
Donc, s'il y a un nombre x, répondant à la définition de la différence entre les deux nombres relatifs a et b, il est la somme a — b du nombre a et du symétrique — b de b. |
Réciproquement la somme (a —b) + b des nombres relatifs a — b et b, ou la somme des trois nombres relatifs a, — b, + best a, en vertu du même théorème ; donc a — b est le nombre unique tel qu’en lui ajoutant b, ou en l’'ajoutant à b, on reproduise &.
36. On a enlevé aux signes + et — le sens d’addition et de soustraction : on peut le rétablir maintenant. Ainsi à — d + c représente soit la somme des nombres relatifs, a, — b, + c, soit le résultat obtenu en retranchant b de a et en ajoutant c au résultat. Bien entendu, tous les mots soulignés sont pris avec leur nouveau sens. À
Les règles pour ajouter à un nombre relatif une somme ou une différence, ou pour en retrancher cette somme ou cette différence (n° 22, p. 20) subsistent, de même les propositions du n° 23 (p. 24) ; les six égalités que l'on a rappe- Jées à la fin du n° 23 (p. 22) subsistent en regardant a, b, c comme des nombres relatifs et quels que soient ces nombres : il n’y a plus aucune restriction.
37. On a expliqué à la fin du n° 8 (p. 10), comment il était souvent commode de se représenter les nombres 0, 4, 2, 3, comme des numéros qui désignent des points équidistants sur une droite indéfinie. Ces numéros vont en croissant, à partir de 0, quand on s'avance vers la droite ; il n'y en a. aucun à gauche de 0. Il convient de compléter cette figure en y introduisant les nombres négatifs. Ceux-ci seront placés à gauche de 0, comme l'indique la figure 12, de manière que leurs valeurs absolues aillent en croissant, quand on marche vers la gauche. Deux nombres symétriques correspondent ainsi à deux points symétriquement placés par rapport au point marqué 0. On peut très bien se représenter cette figure comme une route indéfinie dont
les bornes portent des numéros positifs ou négatifs, chacun de ces numéros indiquant par sa valeur absolue à quelle distance on se trouve du point 0, de la borne origine, et par son signe (sous-entendu pour les numéros positifs) de quel côté on se trouve du point 0.
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Deux numéros étant donnés, il est commode de regarder toujours celui qui est à droite comme le plus grand. Si l’on adopte cette convention, on voit que 0 et les nombres positifs doivent être regardés comme des nombres plus grands que n'importe quel nombre négatif, et que, de deux nombres négatifs, le plus grand est celui qui a la plus petite valeur absolue.
La figure 12 fournit une interprétation intéressante de la différence a —b entre deux nombres relatifs.
* La valeur absolue de cette différence indique, dans tous les cas, la distance des deux points affectés des numéros a, b; elle est positive ou négative suivant que, pour aller du numéro b au numéro 4, on va, ou non, de la gauche vers la droite.
Je laisse au lecteur le soin d'établir cette proposition, très importante dans les applications ; il lui suffira pour cela d'examiner successivement les différents cas qui peuvent se présenter suivant que les numéros a, b sont à droite ou à gauche du point 0 et suivant que le premier numéro est à droite ou à gauche du premier.
En vertu de cette proposition, on peut dire que le nombre a est supérieur,
égal, ou inférieur au nombre b suivant que la différence a — b est positive, nulle ou négative.
38. Je laisse maintenant de côté les nombres relatifs, dont l'introduction s'impose à divers points de vue : cette introduction s’est présentée ici comme une simple modification de langage, rendue naturelle par les propriétés observées sur les sommes algébriques. Il ne sera jamais question de ces nombres dans la partie du présent livre qui est imprimée en gros caractères, et il est bien entendu, que dans cette partie, les mots « somme, différence, plus grand, plus petit... », dont la signification est profondément modifiée quand on introduit les nombres négatifs, seront toujours employés avec le sens qui leur a été attribué, avant qu’on ne parlât de ces nombres,
$ 6. — Multiplication.
39. La multiplication est un cas particulier de l'addition : lorsque tous les nombres à ajouter sont égaux, l’un quelconque de ces nombres prend le nom de multiplicande, le nombre de nombres égaux à ajouter prend le nom de multiplicateur, l'addition prend le nom
de multiplication, le résultat ou la somme prend le nom de produit. Le multiplicande et le multiplicateur sont les facteurs du produit.
Ainsi multiplier 4 par 3, c'est faire la somme de 3 nombres égaux à 4, c'est effectuer l'addition |
ou encore trouver le nombre d’objets contenus dans 3 collections comprenant chacune 4 objets, que l’on réunit ensemble; 4 est le multiplicande, 3 est le multiplicateur; on emploie dans le même sens les expressions : répéter 3 fois le nombre 4: trouver un nombre 3 fois plus grand que 4 (!) ; faire le produit de 4 par 8, et l’on désigne le résultat en disant 3 fois 4. On emploie encore les expressions « le double, le triple, le quadruple, le quintuple, le sextuple, ... d'un nombre », pour dire le résultat obtenu en multipliant ce nombre par 99,45, 6,u.
Multiplier 0 par 3, c'est faire la somme 0+0+0, qui est elle-
même 0. Le produit de 0 par un nembre quelconque est 0. Dans la définition qui précède, le multiplicande peut être un
nombre quelconque, mais le multiplicateur ne peut étre ni {ni0;:
on convient cependant de parler de multiplications où le multiplicateur est 1 ou 0; le produit ou résultat de la multiplication doit être
alors défini comme il suit : Si le multiplicateur est 1, Le produit esttou-
jours égal au mulliplicande; si le multiplicateur est 0, le produit est toujours 0.
Remarquons en passant que le produit de 1 par un nombre quelconque est toujours égal à ce nombre : ainsi le produit de 1 par 5 est, en vertu de la définition générale, la somme 1+1+1+1— 1 ou 3; le produit de 1 par 1 est 1 ; le produit de 1 par 0 est 0.
Le produit de 0 par 1 ou par 0 est 0; le produit de 0 par un
nombre quelconque est toujours 0, ainsi qu'on l'a expliqué plus.
haut.
40. Quand le multiplicateur est plus grand que 1 et que le multipli-
cande n’est pas nul, le produit est plus grand que le multiplicande,
puisqu'il est la somme de plusieurs nombres égaux au multiplicande. Rs Il résulte encore de la remarque du n° 16 (p.15) que, si l’on multiplie deux nombres différents par un même nombre, autre que 0, les produits sont différents : le plus grand produit correspond au plus
4, On doit rejeter alors l'expression, employée dans le langage vulgaire : un nombre une fois plus grand qu'un autre ; elle signifie, dans notre langage, un nombre deux fois plus grand qu'un autre.
grand multiplicande, puisque ce produit peut être regardé comme la somme de parties plus grandes que celles dont se compose l’autre produit.
41. Comme signe de la multiplication, on emploie le signe >, ou un point. On place d’abord le multiplicande, puis le signe >< (ou le point), que l'on énonce multiplié par, puis le multiplicateur. Par exemple,
AXKI—=A4 IS —k+4 + A.
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Remarquons, en passant, que, lorsqu'on dit 3 fois 4, on énonce d’abord le multiplicateur, puis le multiplicande : on verra plus tard que ce défaut de correspondance entre le langage écrit et le langage parlé ne crée aucune difficulté.
Lorsque les deux facteurs sont représentés par des lettres, a et b, par exemple, on peut employer les mêmes notations; l'habitude est d'écrire le multiplicande, puis le multiplicateur, sans aucun signe de séparation : ainsi les trois symboles
ax<b, a.b, ab
ont la même signification; le produit de a par b, & multiplié par b ou la somme de b nombres égaux à a.
On peut supprimer encore le signe de la multiplication quand l’un des facteurs est mis entre parenthèses ; ainsi 9 << (5 +2), ou9 (5 +9) signifie le produit de 9 par 5 + 2 ou 7, la somme de 7 nombres égaux à 9; de même 9 *< (1— 2) ou 9 (7 — 2) signifie le produit de 9 par 1 —2 ou 5.
De même (5 + 4) (6 +2), (6 — 4) (7 +9) signifientrespectivement le produit de 5 +4 par 6-2 (somme de 8 nombres égaux à 9) et le produit de 6— # par 7+2 (la somme de 9 nombres égaux à 2).
De même encore
a(b+-c), (a+ b) ce, (a—b)(c+d)
signifient respectivement le produit de & par b +ec, le produit de a+ b par c, le produit de a — b par c + d; en parlant de ce dernier produit, on suppose implicitement que a est au moins égal à b.
On a souvent à écrire des sommes, des différences, des sommes algébriques dont les termes sont des produits. Il serait naturel de mettre ces produits entre parenthèses, d'écrire par exemple
OXS)+(X2), (KE) —(7%X2)
pour désigner les nombres obtenus en faisant le produit de 9 par 5, le produit de 7 par 2, en ajoutant le second produit au premier ou en retranchant le second produit du premier : d'ordinaire on supprime les parenthèses en convenant toujours de regarder les Pro comme effectués et l’on écrit
5 es Er a tre à.)
La première expression ne représente donc pas, comme on pourrait le croire si l’on n’était pas prévenu, le nombre obtenu en multipliant 9 par 5, en ajoutant 7 au résultat et en multipliant par 2 le nouveau résultat; le nombre obtenu par la suite de ces opérations s'écrirait : |
De même ab-t cd — ef représente une somme algébrique dont les termes additifs sont le produit de a par b et le produit de ç par d, dont le terme soustractif est le produit de e par f. Je rappelle que dans une pareille somme algébrique l’ordre des termes est indiffé- ‘rent (n° 25, p. 24).
42. Multiplication par une somme. — Pour faire le produit d'un nombre par une somme, on peut faire le produit de ce nombre par chacune des parties de la somme et ajouter les produits partiels.
Si, par exemple, on a 1 +5 +1 sacs contenant chacun 9 billes et qu'on réunisse toutes ces billes, leur nombre sera 9><(1+5+1). Or, les 6 sacs, les 5 sacs, le sac unique contiennent respectivement 97, 95, 9 billes : le nombre 9><(7+5+1) est donc égal à la somme des nombres 9><7,9><5, 9, ce qu'on peut écrire
IH H+ 1) =OXT) + (9 X8) +I%<1).
La proposition qu’on vient de démontrer peut, dans le cas où la somme ne comprend que deux termes, être résumée par l'égalité
a(b+ c)—= ab + ac,
où il est bien entendu que les produits ab, ac doivent être effectués avant d’être ajoutés. Cette égalité est vraie quels que soient les nombres &, b, ce, si même quelqu'un de ces nombres est nul. Cette proposition montre comment le produit est modifié quand on change le multiplicateur. Si le multiplicateur est augmenté de une, deux, … unités, le produit est augmenté du multiplicande, de deux fois le multiplicande, .… . Quand le multiplicateur augmente,
le produit augmente; sauf dans le cas où le multiplicande est nul, auquel cas le produit reste nul. En d’autres termes : si on multiplie le même nombre a, autre que 0, par deux nombres différents, les produits sont différents, le plus grand produit correspond au plus grand multiplicateur.
Cette dernière proposition entraîne sa réciproque : si les produits de a par les deux nombres p et q sont différents, les nombres p et 4 sont différents (sans quoi les produits seraient égaux) etle plus grand de ces deux nombres correspond au plus grand produit.
Disons une fois de plus (n° 40, p. 36) que; lorsque le multiplicateur nest pas nul, le produit augmente encore quand le multiplicande augmente, puisque toutes les parties dont se compose le produit ont augmenté (n° 16, p. 15).
43. Multiplication par une différence. — Pour faire le FAT d'un nombre par une différence, on peut muitiplier ce nombre par chaque terme de la différence et retrancher le second produit du premier.
On a, par exemple,
PX(T—92) IT
La vérité de cette proposition apparaît sans peine sur la même image qui a servi à éclaircir le théorème qui tait l’objet principal du numéro précédent; mais elle résulte aussi bien de ce théorème luimême : dire en effet que 5 est la différence entre 7 et 2, c’est dire que 1 est la somme de 5 et de 2; on a donc
JKT=IKX5 +9 %<2
et cette égalité montre que 9 x 5, le produit de 9 par la différence entre 7 et 2, est la différence entre 9 >< 7 et9 9,
D une façon générale, pourvu que b soit supérieur ou égal à e, le produit a (b — c) est égal à ab — ac. Inversement, si l’on sait que le produit ab est supérieur ou égal à ac, on est certain, sauf dans ie cas où a serait nul, que b est supérieur ou égal à c, que la soustraction b — c est possible et, par conséquent, en vertu du théorème direct, que ab — ac est égal à a (b — c) ; l'égalité
a (b—c) = ab — ac,
qui subsiste d’ailleurs quand a est nul, est vraie quels que soient les nombres &, b, c pourvu que l’un des membres ait un sens. 44. Je laisse au lecteur le soin de déduire des propositions qui
précèdent sur la multiplication d’un nombre par une somme ou par une différence la démonstration de la proposition suivante, qui se trouvera d’ailleurs établie autrement dans la suite.
Le produit d'un nombre A par une somme algébrique est une somme algébrique dont les termes sont les produits de A par les termes de la somme algébrique et ont le même caractère additif ou soustraclif que ces termes.
On a, par exemple,
45. Multiplication d'une somme algébrique par un nombre. — On vient d'examiner le cas où le multiplicateur était une somme ou une différence, on a des propositions analogues aux précédentes lorsque le mulüplicande est une somme, une hote une somme algébrique.
Le produit d’une somme par un nombre est la somme des pr oduits
par ce nombre des parties de la somme.
Le produit d'une différence par un nombre est la différence des produits de ses termes par ce nombre.
Le produit d’une somme algébrique par un nombre est une somme algébrique dont les différents termes sont les produits par de multiplicateur des différents termes de la somme algébrique qui constitue le multiplicande, et ont le méme caractère que dans le mulliplicande. |
Les deux premiers énoncés peuvent être regardés comme des cas particuliers du dernier, caractérisés, le premier par l'absence de termes soustractifs dans la somme algébrique qui forme le multplicande, le second par ce fait que cette somme algébrique se réduit à deux termes, l’un additif, l’autre soustractif. Je me contenterai donc d'établir le dernier énoncé. Soit, par exemple, le produit
(—5+1—-2)%X3; il est égal, par définition, à | —5+1—2)+<Ti—5+1—2)+(T—5+1—2);
dans cette dernière somme, on peut supprimer les parenthèses (n° 98, p. 27); dans la somme algébrique qu on obtient ainsi, chacun des termes de la somme algébrique figure 3 fois et conserve le caractère qu’il avait dans le multiplicande 7 — 5 + 1—2; en réu-
nissant ces trois termes égaux (n° 29, p. 28), on voit que le produit considéré est égal à
123—-5%34+1x<3—-9%<3ou1<3—-5XI3+3—2%5;
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Réciproquement, si l’on part d'une somme alsébrique où, comme dans celle qui précède, chaque terme est le produit de deux facteurs, le multiplicateur étant le même partout, et pour laquelle on suppose, comme d'habitude, que lasomme des termes additifs est supérieure ou égale à la somme des termes soustractifs, on peut la regarder comme le produit par le multiplicateur commun d’une somme algébrique dont les termes sont les différents multiplicandes et ont le même caractère que les termes correspondants de la somme algébrique donnée.
Par exemple, la somme algébrique
am — bm — cm + dm
est égale à (a —b —c+ d) m.
Cette proposition réciproque résulterait évidemment de la proposition directe, si l'on savait d'avance que la somme algébrique a — b — ec + d, formée comme on l’a expliqué, a un sens, que, dans cette somme algébrique, la somme a + d des termes additifs est au moins égale à la somme b + c des termes soustractifs. Or cela n’est pas douteux, si # n’est pas nul; car si a + d était plus petit que b+c,(a+d)m ou am<+ dm serait plus petit que (b + c) m ou bm + cm (n° 16, p. 15), contrairement à l'hypothèse.
Mettre le produit (1 — 5 + 1 — 2)3 sous la forme de la somme algébrique
c’est ce qu'on appelle développer ce produit ; mettre cette dernière somme algébrique sous la forme du produit (1— 5 +1— 2) 3, c'est ce qu’on appelle mettre 3 en facteur.
46. Interversion du multiplicande et du multiplicateur. — On ne change pas la valeur d’un produit en intervertissant l’ordre des facteurs, en prenant le multiplicande pour multiplicateur et inversement
Par exemple, le produit de 7 par 5, la somme de 5 nombres égaux à 7, est égal au produit de 5 par 7, à la somme de 7 nombres égaux à D.
En effet 7 est la somme 1-4 1+1+1-1+1+1+1de7 nombres égaux à 1, le produit de cette somme par 5 est, d’après le numéro précédent, égal à la somme des 7 produits que l'on obtient en multipliant par 5 chacune de ses parties, produits dont chacun est égal à 5; c’est ce qu'il fallait démontrer.
Dans le cas où l’un des facleurs serait 0 ou 1, la proposition résulte directement des définitions de la multiplication relatives à CES CAS)
Cette proposition admise, 1l saute aux yeux que les propositions des numéros 42, 43, 44 (p. 38, 39), équivalent aux trois propositions énoncées au début du numéro 45 (p. 40). Il est à peine utile de dire que les expressions « développer, mettre en facteur » s'appliquent aussi bien au produit d’un nombre par une somme, ou d’une somme par un nombre, à des sommes algébriques de produits de deux facteurs où le multiplicande est le même, ou bien le multiplicateur, qu'il suffit pour mettre un nombre en facteur dans une somme algébrique de produits que ce nombre figure dans chacun de ces produits soit comme multiplicande, soit comme multiplicateur : ainsi on a
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On remarquera, dans cet exemple, que le second terme du pre- _mier membre n’est autre que le facteur commun : il n’est pas écrit sous forme de produit; il suffirait de l'écrire 3 >< 1 ou 1 X3 pour qu'il rentrât dans le même type que les autres. Il faut faire attention à cette circonstance, toute les fois qu’elle se présente, lorsqu'on a à mettre un nombre en facteur. ù 47. Multiplication d’une somme par une somme. — Lorsque, dans un produit, le muliiplicande et le mulliplicateur sont des sommes, le produit est égal à la somme des produits oblenus en multipliant chaque terme du mulliplicande ui chaque terme du Hu: cateur. de Soit par exemple à multiplier 7+5+3 par 642. En vertu js numéro 42, pour multiplier un nombre, 145 +3 par exemple, par 6 +2 on e. multiplier ce nombre par 6, le multiplier ensuite par ? et ajouter les résultats ; d’ailleurs le produit de la somme 1+5+3 par 6 est égal (n° 45, p. 40) à la somme des produits par 6 de chacune des parties de cette somme, ct le produit de la somme 745 +3 par2 est égal à la somme des produits par 2 de chacune de ses parties ; on a donc finalement à faire une somme de produits, dits partiels, dont chacun comporte comme multiplicande un terme de la somme.
1+5+3 et comme multiplicateur un terme de la somme 6 +2; on obtient tous les produits partiels en multipliant chaque terme 15 +58 par chaque terme de 6 +2. On peut écrire
On dit que le second membre est le développement du premier. Signalons par exemple l'égalité
(a+b) (c+d) = ac+bc +ad+bd
qui a lieu quels que soient les nombres a, b, c, d.
48. Multiplication d'une somme algébrique par une somme algébrique. — Lorsque, dans un produit, le multiplicande et le multiplicateur sont des sommes algébriques,-ce produit est égal à une somme algébrique de termes obtenus en multipliant chaque terme du multiplicande par chaque terme du multiplicateur, termes dont le caractère est additif lorsqu'ils proviennent de termes ayant méme caractère dans le multiplicande et le multiplicateur, dont le caractère est au contraire souslractif quand ils proviennent de termes ayant des caractères différents dans le multiplicande et le multiplicateur.
Désignons par A et par Bla somme des termes additifs et la somme des termes soustractifs dans le multiplicande, de même par C et par D la somme des termes additifs et la somme des termes soustractifs dans le multiplicateur, en sorte que les valeurs respectives du multiplicande et du multiplicateur soient respectivement À —B, C— D ; on suppose naturellement
AZ B CSD,
pour multiplier le nombre A —B par la différence GC —D, on peut (n° 43, p. 39) le multiplier par C, puis par D et retrancher le second produit du premier. Or, les produits (A — B) C et (A —B) D, dont le premier est au moins égal au second, sont respectivement égaux à AC —BC, AD — BD (n° 45, p.40); le produit considéré est donc égal à
AC — BC — (AD — BD) = AC — BC + BD — AD
1! suffit de se reporter à la signification des lettres A, B, C, Det au numéro précédent pour reconnaître que AC est égal à la somme obtenue en multipliant chaque terme additif du multiplicande par chaque terme additif du multiplicateur, que BD est égal à la somme
obtenue en multipliant chaque terme soustractif du multiplicande par chaque terme soustractif du multiplicateur, que BG est égal à la somme obtenue en multipliant chaque terme soustractif du multiplicande par chaque terme additif du multiplicateur, enfin que AD est égal à la somme obtenue en multipliant chaque terme additif du multiplicande par chaque terme soustractf du multiplicateur. AC, BD, BC, AD apparaissent maintenant comme des sommes de produits dont chacun est obtenu en multipliant un terme du mulüplicande par un terme du multiplicateur, chaque produit de cette nature figurant d’ailleurs dans quelqu'une des expressions AC, BD, BC, AD. Qu'on se reporte maintenant à la règle pour ajouter et retrancher des sommes, ou pour la suppression des parenthèses (n°28, p. 28); alors AC + BD — BC — AD apparaîtra comme une somme algébrique de produits obtenus comme on vient de J’expliquer : ceux qui proviennent de AC, BD sont additifs; ceux qui proviennent de BC et de AD sont soustractifs ; c’est bien la règle énoncée. « On a, par exemple,
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Signalons les égalités
(1) (a b)(c+ d)—=(ac +bc+ad+ bd, (2) (a+ b)(c—d)=ac+bc— ad— bd, (3) (a—b)(c—d)—=ac—bc—ad+ bd;
la première est vraie quels que soient les nombres @, b, c, d; la\ seconde suppose c x d'; la troisième suppose, en outre, a = b.
49. Produits de plusieurs facteurs. — Jusqu'ici, je n'ai considéré que des produits de deux facteurs. Étant donnés plusieurs nombres, ou facteurs, dans un ordre déterminé, le produit de ces facteurs s'obtient, par définition, en multipliant le premier par le second, le résultat par le troisième facteur, le nouveau produit par le quatrième facteur, etc.…., jusqu’à ce que tous Les facteurs soient épuisés. Un pareil produit se représente en écrivant les facteurs dans l’ordre où ils sont donnés et en les séparant par le signe >< ou par un point, Ainsi 7% 4><6><5 est le nombre obtenu en multipliant 7 par 4, le résultat par 6 etle nouveau résultat par 5.
Il est clair que la valeur d’un tel produit ne change pas quand on y remplace par leur produit effectué autant de facteurs que l'on veut, pris au commencement, par exemple les facteurs 7, 4, 6, par leur produit effectué (7><4 >< 6), puisqu'on doit effectuer d’abord ce produit, et le multiplier ensuite par 9. on
Cette remarque évidente est contenue comme cas particulier dans le théorème suivant.
On ne change pas la valeur d'un produit de plusieurs facteurs quand on y remplace autant de facteurs consécutifs que l’on veut par leur produit effectué. |
La démonstration de ce théorème sera aisée quand on aura établi le cas particulier que voici :
On ne change pas la valeur d'un produit de trois facteurs quand on y remplace les deux derniers par leur produit effectué.
Quant à la démonstration de ce théorème, elle s’obtient en remontant aux définitions.
Considérons par exemple le produit P=7T>x<#4>%<6; je veux prouver qu'il s'obtient en multipliant 7 par le produit effectué (4% 6). Par définition, P s'obtient en multipliant 7 ><4 par 6, c'est-à-dire en faisant la somme
TRKhLTIRKEHIKAHIXATTKAHTXKEA
de 6 nombres égaux à T>x<4; en remplaçant chacune des parties : 1x4 de P par sa définition, c'est-à-dire, par la somme de 4 nombres égaux à 7, P apparaît comme une somme de nombres tous égaux à 7 et, dans cette somme, 7 figure un nombre de fois égal à 4><6 (6 fois 4), puisque, encore une fois, P, se composait de six parties et que chacune de ces parties se compose de quatre T : P est donc le produit de 7 par (4><6). On peut écrire :
TXKAXKÉ=7X(4XK6).
On ne change pas la valeur d’un produit de facteurs en y remplacant les deux derniers par leur produit effectué.
En effet, il suffit de regarder comme effectué le produit de tous les facteurs qui précèdent les deux derniers pour être ramené au cas d’un produit de trois facteurs.
On ne change pas la valeur d’un produit de facteurs en y remplacant deux facteurs consécutifs par leur produit effectué.
Considérons, par exemple, le produit 3K7TX<K4X6X5>%X<9 : je dis qu'on peut y remplacer les facteurs consécutifs 4 et 6 par leur produit effectué (4><6); on a, en effet, d’après ce qu’on vient de dire,
ISA TEE (4 >< 0);
il suffit de multiplier ces deux nombres égaux successivement par à
et par 9, pour obtenir l'égalité qu’on voulait démontrer IKXTKARXCKEIKI=IKTKUAKE)KIXKI.
On peut aussi bien grouper ensemble autant de facteurs consécutifs que l’on veut, puisque l’on peut grouper ensemble les deux premiers de ces facteurs, puis le produit de ces deux premiers et le troisième, etc.
On ne Chen de pas la valeur d'un produit de facteurs en br tissant l’ordre des facteurs.
D'abord, on peut intervertir l’ordre de deux facteurs consécutifs, puisqu'on peut remplacer ces deux facteurs par leur produit et que ce produit de deux facteurs ne change pas de valeur quand on intervertit l’ordre des facteurs (n° 46, p.41). Enfin, je dis qu'on peutranger les facteurs dans l’ordre que l’on veut. Considérons en effet lefacteur du produit que l’on veut amener au premier rang; en le changeant de place avec celui qui le précède, on le fait avancer d’un rang, sans. changer la valeur du produit; on peut ensuite le faire avancer encore d’un rang, etc..., jusqu'à ce qu'il soit arrivé au premier. On . prendra ensuite le facteur qu'on veut amener au second rang et on l'y amènera de la même façon en le permutant avec celui qui le précède, etc. Tous les facteurs peuvent ainsi être amenés au rang prescrit.
Par exemple, si nous considérons le produit 7>x<4%x<3 x 5, Je dis. qu'on peut l'écrire 5X<3<4><17. On a en effet
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‘On n’a jamais interverti que deux facteurs consécutifs.
Dans un produit de plusieurs facieurs, on peut remplacer les facteurs que l’on veut par leur produit effectué.
Il suffit, pour le voir, d’amener ces facteurs à être consécutifs.
Inversement, dans un produit de facteurs, où certains facteurs sont eux-mêmes des produits de facteurs mis entre parenthèses, on peut supprimer les parenthèses, puisque, ensuite, on pourrait les rétablir, c’est-à-dire remplacer certains facteurs par Ieur produit -effectué.
Pour mulliplier un produit de plusieurs facteurs par un nombre, al suffit de multiplier l’un des facteurs par ce nombre.
Soit, par exemple, le produit 7Tx<4>x<5>%x<6 à mulliplier par 12.
il suffira de remplacer le facteur 4 par 4>x<12; en effet le produit cherché peut s’écrire
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Pour multiplier un nombre par un produit de facteurs, on peut multiplier ce nombre successivement par les facteurs du produit.
Soit, par exemple, 7 à multiplier par (12><3><5); le produit est égal à 7 XX (12 XX 3 XX 5) et, en supprimant les parenthèses, à TK 12 XX 3 XX 5 : c'est ce qu'il fallait démontrer.
50. Puissances, exposants. — Lorsque tous les facteurs d’un produit, en nombre quelconque, sont égaux, le produit s'appelle puissance; c'est la puissance deux (ou deuxième), trois (ou troisième), quatre (ou quatrième), du nombre qui figure comme facteur, suivant qu'il y a deux, trois, quatre, … facteurs égaux à ce nombre; le nombre des facteurs égaux est appelé aussi l'exposant de la puissance. On indique une puissance d’un nombre en écrivant ce nombre et en plaçant à sa droite et en haut, en plus petits caractères, l'exposant de la puissance.
Ainsi la quatrième puissance de trois (ou trois exposant quatre) s'écrit 54
S—=IiX I XI <3;
Au lieu de seconde et de troisième puissance, on emploie, avec la même signification, les mots carré et cube ; ainsi le carré de trois (ou trois au carré) n’est autre chose que
IXI—I—3+34+3; le cube de quatre, c’est
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Par définition, la puissance 1 d’un nombre n’est autre chose que ce nombre ; l’exposant 4'se sous-entend d’ordinaire.
Quand les facteurs d'un produit sont des puissances d’un méme nombre, le produit est une puissance de ce nombre, puissance dont l'exposant est la somme des exposants qui correspondent aux dif- _férents facteurs.
Soit, par exemple, le produit
DD>< DK D?,
composé de trois facteurs qui sont respectivement les puissances Aière, 3ième, Jième du nombre 5 ; je dis que ce produit est égal à une puissance de 5 dont l’exposant est 1 + 3+2. En effet, en recourant à la définition, on voit qu’on peut écrire ce produit 5) 185.5) (625). | :
Dans chaque parenthèse, il y a autant de facteurs égaux à 5 quil y a d'unités dans l’exposant du facteur correspondant (!). En supprimant les parenthèses, on aura un produit contenant 1+5+2. facteurs égaux à 5, c’est-à-dire
SI
c’est ce qu’il fallait démontrer.
Considérons le cas particulier où tous les facteurs du produit seraient la même puissance du même nombre ; Soit, par exemple, le produit | Bic? >< D.
Ce produit est par définition le cube de 5°, et d'après ce qu'on vient de dire, il est égal à une puissance de 5 dont lexposant serait 2L9+9—9%X3. Ona donc
Ainsi, pour élever une puissance d'un nombre a à une certaine puissance, 1 suffit de multiplier par l'exposant de cette puissance
lexposant du nombre a. | Pour élever un produit de plusieurs facteurs à une certaine puis-
sance, il suffit d'élever à cette puissance chacun des facteurs. Soit, par exemple, à élever au cube le produit5.7.4:0ona
(Da7.#)° == (5.7.4) >< (5.7.4) < (5.7.4) = (5.5.5) DS (130 ><(4.4.4) | = D del.
On a souvent à appliquer à la fois les théorèmes précédents, comme dans l'égalité que voici, qui résulle immédiatement de ces
théorèmes :
(5227.92)? —— Br. Sc TE >< 5e — 56 >< 75 >< 39.
54. Carré d’une somme ou d’une différence. Produit d'une somme
1. On rappelle que quand il n'y a pas d'exposant, celui-ci doit être regardé comme égal à l'unité.
par une différence. —La formule (1) de la fin du n° 48 (p. 44), àsavois (a + D) (c + d) = ac + bc + ad + ba,
donne, en y supposant c ee G, 4—=:b (a + b) (a + db) — aa + ba + ab + bb.
Les produits (a + b) (a + b), aa, bb sont respectivement les carrés des nombres a + b, a, b; ils se représentent par (a + b), «?, b? ; les deux produits ba, ab sont égaux, leur somme est le double de l’un d’eux et peut s’écrire ab X 2 ; on l'écrit (!) habituellement 2ab, que l'on énonce deux ab (deux fois ab). Avec ces notations, l'égalité qu’on vient d'obtenir devient
A) (a + 0) = à? + Lab + D? — a + D? + Dub.
Elle peut être remplacée par cet énoncé :
Le carré de la somme de deux nombres est égal à la somme des carrés de ces nombres, augmentée de leur double produit ().
De même, la formule (3) du n° 48 (p. 44), à savoir
(a — b) (ce — d) — ac — be — ad + bd, €en y supposant encore € — a, d = b, devient
(a — D) (a — b) — aa — ba — ab + bb, (2) (a — bd} = a? — Lab + b?.
Le carré de la différence entre deux nombres est éqal à la somme des carrés de ces deux nombres, diminuée de leur double produit.
En faisant encore la même supposition c = @, d — b, dans la formule (2) du n° 48 (p. 44), à savoir
(a + b) (c — d) — ac + bc — ad — bd
1. Si l’on adopteles conventions du n° 49 (p. 44), 2 ab signifie lerésultat obtenu en multipliant 2 successivement par & et b ; mais rien n'empêche de regarder dans 2 ab le produit ab comme effectué, et, puisqu'on peut interverlir l'ordre des facteurs 2 et ab, de regarder 2ab comme le produit de ab par 2, au lieu de le regarder comme le produit de 2 par ab.
On a dit que, dans un produit de deux ou plusieurs facteurs on pouvait supprimer le signe de la multiplication, quand les facteurs étaient représentés par des lettres. Il n’y a pas d'inconvénient à supprimer ce signe quand l'un des facteurs est éorit en chiffres ; c'est ce qu'on fait habituellement et l'on place d'ordinaire ce facteur (dit numérique) eu tête du produit : ainsi on écrit 2a avec
Je sens de 2 X a, ou de a X 2; on énonce deux a.
C'est-à-dire du double de leur produit
on trouve de même :
(a + b)(a — D) = aa + ba — ab — bb,
Lg
ou, en supprimant deux termes égaux ba et ab dont l’un est additif et l’autre soustractif,
(3) (ab) (a —b) = & — b?.
Le produit de la somme de deux nombres par leur différence st égal à la différence de leurs carrés.
On a, en particulier, en prenant b—1
Il est à peine utile de rappeler que les formules (2) et (3) supposent 4 = b. |
L'égalité a —b?={(a—b) x (a +b
est un cas particulier de l'égalité an bn = (ab) >< (arr Lean DA ar SO TE abr—2— br—1},
où l’on suppose a > b et où les points suspensifs qui figurent dans le second facteur du second nombre sont mis à la place de termes qui suivent la même loi que ceux qui les précèdent; ainsi le terme a? *b* devrait être quivi du terme a—#bè, celui-ci du terme a*—#b*, …., l’exposant de a allant toujours en diminuant d’une unité quand on passe d’un terme au suivant, et l'exposant de b allant en augmentant d’une unité, jusqu’à ce qu’on arrive à lavant-dernier terme écrit ab —?; on aurait, par exemple, en supposant 20,
as — b5.— (a —b) (ai + aŸb 470 ab D).
Pour vérifier cette dernière égalité, représentons le second facteur du second membre par P; on aura é (a— b) P —aP — 6P, aP = aÿ + aïb + aÿb? + a°b° + ab*, DPI a*b + ab? + a2b3 - ab* ma b5, et, en retranchant membre à membre,
aP — bP — aÿ— bÿ,
c’est ce qu'il fallait démontrer; la démonstration est la même dans le cas général.
dd:
53. Progressions arithmétiques. — Étant donnée une suite de nombres, ou termes, tels que chacun d’eux s’obtienne en ajoutant un même nombre au précédent, on dit que ces nombres forment une progression arithmétique (croissante). Le nombre qu'il faut ajouter à chaque terme de la progression pour avoir le suivant ou, si l’on veut, la différence entre chaque terme de la progression et le précédent s'appelle raison.
Ainsi les nombres consécutifs 3, 4, 3, 6, 7 forment une progression arithmélique dont la raison est 1, les nombres 0, 2, 4, 6,8 forment une progression arithmétique dont la raison est 2.
Si l'on désigne par a, le premier terme d’une progression, et par r la raison, les termes de cette progression seront
On voit que chacun des termes écrits est égal au premier a augmenté d'autant de fois la raison qu'il y a de termes avant lui; il est bien aisé de voir que cette loi se continue: c’est d’ailleurs ce qui résulte aussi du n° 24 (p. 22) : la différence entre le terme que l’on considère et le premier terme est égale à la somme des différences entre le second etle premier, le troisième et le second, .…,le terme que l'on considère et celui qui le précède ; chacune de ces différences est égale à r; il y en a autant qu’il y a de termes avant celui que l'on considère ; cela revient à l'affirmation précédente. On voit que le nième terme de la progression est égal à q + (n—1) 7, puisqu'il y a ñ — 1 termes avant lui.
L'application de la loi qui permet de déduire d’un terme d’une progression (croissante) le terme suivant peut évidemment se poursuivre indéfiniment. La progression est dite limitée, lorsqu'on s’arrête dans cette application ; dans le cas contraire elle est dite injinie où tlimilée. On peut aussi déduire un terme du suivant, en en retranchant la raison, mais on est alors obligé de s'arrêter, quand le terme obtenu est plus petit que la raison.
On appelle multiple d'un nombre r tout produit de ce nombre » par un nombre naturel ; la suite des multiples d’un nombre, c'est-àdire la suite des produits obtenus en multipliant ce nombre par 1, 2, 3... forme une progression arithmétique dont la raison et le premier lerme sont égaux à ce nombre: ainsi
PTS
est la suite des multiples de r. On fait quelquefois figurer 0 en tête
de cette suite : en un certain sens, en effet, 0 peut être regardé comme un multiple d'un nombre quelconque ?, puisqu'il est égal au produit de » par0 que, à la vérité, nous n'avons pas complé parmi les nombres naturels.
En se reportant encore au n° 24 (p.23), on voit que si un nombreest compris entre deux termes consécutifs d'une progression arithmétique, sa différence avec l’un ou l’autre des termes qui le comprennent est moindre que la raison; au contraire sa différence avec n'importe quel autre terme de la progression est plus grande que la raison.
Dans une progréssion arithmétique limitée, dans la progression
par exemple, le premier et le dernier terme sont dits les termes : extrémes, le second terme el l'avant-dernier, le troisième el celui qui précède l’avant-dernier, etc... sont dits également éloignés des exirémes. ;
Dans une progression arithmétique, la somme de deux termes. également éloignés des extrêmes est toujours la méme.
En effet, dans l'exemple précédent, 5 et 14 se déduisent de 2 et de 17, l'un en ajoutant la raison 3 à 2, l’autre en retranchant 8del1:: la somme 3 + 14 est donc égale à 2+ 17. De même, 8 et 11 se déduisent de 5 et de 14, l'un en ajoutant 3 à 5, l’autre en retranchant 3 de 14; la somme 8 +11 est donc égale à 5 +14 et, par suite à 2 + 17. S'il y avait plus de termes dans la progression, il est clair que le raisonnement se continuerait.
54. Somme des termes d'une progression arithmétique. — Il résulte de là que le double de la somme des termes d’une progression arithmétique croissante est égale à autant de fois la somme des termes extrêmes qu'il y a de termes dans la progression. Si, en effet, en conservant le même exemple, on écrit la somme des termes de la progression, puis, au-dessous, la somme de ces termes, en ordre inverse, COMME il suit,
D B+ 8411414 +17, Tilt St
et que l’on ajoute, en groupant ensemble les termes de même rang dans les deux sommes; on obtiendra évidemment, pour le double de la somme des termes de la progression, autant de fois 2+17 qu'il y a de termes dans cette progression. | %
Par exemple, le double de la somme des » premiers nombres naturels est n (n +1).
55. Inégalités. — Je résume, dans le présent numéro, une suite de propositions et de formules relatives aux inégalités et concernant l'addition, la soustraction, la multiplication; la plupart, après ce qu'on a dit, n’auront pas besoin d'explication.
4° Si l’on sait que l’une quelconque des trois inégalités
est vraie, on peut affirmer que les deux autres sont vraies; c’est ce qu’on exprime plus brièvement en disant que l'une quelconque de ces inégalités entraîne les deux autres. Toutefois, pour ce qui est de la dernière, elle n’a de sens et ne peut intervenir dans les raisonnements que si c est au plus égal à b et à a.
% Si l'on a à la fois
a < b, a < , on aura certainement a+ a<b+ f.
Si l’on a à la fois Gb, a > b,
on aura, à la condition que les soustractions indiquées soient possibles, a—a<b—$
3° En supposant que a ne soit pas nul et que b soit plus grand que {,ona ab > a.
Des deux inégalités db ac 06
l'une entraine l’autre si c n’est pas nul. Les inégalités a>b, c>d entrainent ac > bd;
en effet l'inégalité c > d implique que c n’est pas nul; donc l'inéga-
lité a > b entraîne ac > bc ; or bc est plus grand que bd, si b n’est pas nul, et lui est égal si b est nul; dans tous les cas, ona .
ac > bd.
$ 7. — Division.
56. Considérons un sac plein de billes ; on veut savoir combien il y a en tout de douzaines de billes dans ce sac ; on peut procéder. comme il suit :
On retirera d’abord du sac une douzaine de billes et on la mettra à part, puis une seconde douzaine qu'on mettra à côté de la première, puis une troisième douzaine qu'on mettra à côté de la seconde, etc. : on ne sera forcé de s’arrêter que lorsqu'il restera moins de 12 billes dans le sac. Le nombre de douzaines de billes que l’on a alors extraites du sac, le nombre de tas de 12 billes que l'on a mis à part est le nombre cherché. 1
Si l’on dispose les billes qui restent dans le sac, en nombre Fe rieur à 19, à côté des tas de 12 billes, on aura distribué les billes qui étaient primitivement dans le sac en un certain nombre de tas, contenant chacun 12 billes, et un tas plus petit contenant moins de 42 billes. Il peut même arriver que ce dernier tas n’existe pas, quon ait pu distribuer exactement les billes du sac par tas de 12.
Si l’on a, par exemple, formé 7 tas de 12 billes, et s'il réste 5 billes dans le sac, c’est que le nombre de billes- primitivement contenues dans le sac était la somme de 7 nombres égaux à 12, augmentée de 5 ; ce nombre a été mis sous la forme 12 ><7 +5. Si, après avoir retiré 7 douzaines de billes, il ne restait rien dans le sac, le nombre primitif de billes aurait été mis sous la forme 12><7; ce serait un multiple de 12.
Faire l'opération qu’on vient de décrire, c’est diviser le home de billes contenues dans le sac par 12. Ce nombre de billes est le dividende, 19 est le diviseur ; le nombre de tas de 12 billes est le quotient ; il indique combien il y a en tout de douzaines -de billes dans le dividende; le tas final, qui doit contenir moins de 12 billes, ou plutôt, le nombre de billes qu’il contient est le reste ; s'il n'existe pas, si l’on a pu distribuer exactement les billes du sac en tas de 19 billes, on dit que le reste est nul. |
57. Définition. — Deux nombres étant donnés, appelés l'un dividende, l’autre diviseur, diviser le premier par le second, c'est chercher combien de fois on peut retrancher le diviseur du dividende,
el le nombre qui reste quand on « effectué la dernière soustraction. Le nombre de fois qu'on peut retrancher le diviseur du dividende est le quotient; le résultat de la dernière soustraction est le resle, qui peut d'ailleurs étre nul. Ce resle esi toujours inférieur au diviseu”.
Le dividende est la somme d’autant de nombres égaux au diviseur qu'il y a d'unités dans le quotient (au produit du diviseur par le quotient), augmentée du reste.
Si l'on désigne le dividende par a, le diviseur par b, le quotient par q, le reste par r, ces nombres sont liés par la relation (!) fondamentale
oùrestinférieur à b. Inversement, si l’on sait, d’une façon quelconque, mettre le nombre a sous cette forme, 7° étant inférieur à b, on peut retrancher de a le nombre bg, la somme de q nombres égaux à b, ou, ce qui revient au même, on peut retrancher de a successivement ces g nombres ; il reste alors », qui est plus petit que d; on ne peut plus retrancher b ; q est bien le plus grand nombre de fois qu’on peut retrancher b de a, ou, comme l’on dit encore, a est le plus grand nombre de fois (?) que a contient b, g indique combien de fois en tout a contient b ; c’est le quotient, r est le reste.
Le problème de la division peut être présenté sous une forme un peu différente, qui se rapproche davantage du sens naturel du mot division : celui-ci suggère naturellement l'idée d'un partage en parties égales. Étant donné un nombre a, peut-on le partager en b parties égales? Peut-on le regarder comme la somme de b nombres fgaux entre eux? S'il en est ainsi et si q désigne l’un quelconque de ces nombres, on aura a = q x< b — bg; a sera un mulüple de b; el le nombre 9, l’une des b parties égales dont la somme est a, sera
le résultat (quotient) de la division.
Pour qu’on puisse diviser un nombre a en b parties égales, il faut
1. Dans cette relation bg signifie proprement la somme de g nombres égaux à b, le produit de b par q, q fois b.
9, Dans le langage courant, on supprime souvent les mots « plus grand »; c’est une difficulté
* analogue à celle qu'on a signalée dans la note du n° 3 (p.5); en conservant ces mots ou en adjoignant les mots « en tout » au verbe contenir, on évite toute confusion.
Il reste entendu qu'en disant qu'un nombre contient un autre nombre, je veux dire qu'il lui esl égal ou supérieur. En conservant les notations du texte, il est permis de dire que le dividende contient le dividende g — 1 fois, mais non g+1 fois.
Lorsqu'on dit que le dividende contient exactement q fois le diviseur, il faut entendre que le quotient est g et que le reste est nul. |
et il suffit que a soit un multiple de b; l’une de ces parües est le
quotient de la division de a par b : on dit alors que la division se fait exactement, que a est divisible par b; dans ce cas le reste est
nul ; on dit souvent qu'il n’y a pas de reste.
Lorsque a n’est pas un multiple dé b, le problème qui consiste à :
diviser & en b parties égales est insoluble ; on ne peut que le résoudre approximativement et c’est la division, telle qu’elle a été définie
d'abord, qui fournit la meilleure solution, comme je vais l'expliquer
sur un exemple concret.
Supposons que a soit le nombre de billes contenues dans un sac ;
on veut les partager entre b enfants, aussi exactement que possi- .
ble. On pourra procéder comme il suit : on prendra b billes dans
le sac, et on en distribuera une à chaque enfant; puis on prendra b
autres billes, et on en distribuera une à chaque enfant, et ainsi de suite jusqu'à ce qu’on ne puisse plus continuer, jusqu’à ce qu'il ne reste plus de billes dans le sac, ou qu’il en reste un nombre moindre que b. Dans le premier cas, le partage a été exact. Dans tous les cas le nombre de distributions, le nombre de poignées de b billes qu’on a retirées du sac est le quotient gq de la division de a par b ; ce qui reste dans le sac est le reste 7 de la division. A chaque distribution, chaque enfant reçoit une bille; il en a reçu q en tout; chaque part se compose de g billes, el puisqu'il y a à enfants, on a mis le nombre «& sous la forme g>x<b +7, r étant moindre que à. Toute la différence entre ce nouveau point de vue ct l’ancien est que le produit de q par b remplace le produit de b par g.
Lorsque a est plus petit que b on ne peut pas retrancher b de a; il est naturel de prendre O0 pour la définition du quotient et de regarder le dividende a comme étant le reste ; dans ces conditions (g =0,r7—= a), l'égalité a — bg + r est encore vraie, et il est clair que 0 et a sont les seules valeurs qu'on puisse donner à get àr pour qu'elle soit vérifiée. :
Si l’on veut étendre la définition de la division au cas où @ serait nul, sans que b le soit, on devra regarder, dans ce cas, le quotient et lé reste comme nuls.
J'exclus absolument le cas où b serait nul, que a soit nul ou différent de 0 : si b est nul, on ne peut en effet avoir a — bg + r avec r < db, puisqu'il n'y a pas de nombres plus petits que 0.
98. Les explicalions qui précèdent montrent que, de quelque façon que l'on opère, lorsqu'on se donne les deux nombres a et b, il n’y a que deux nombres get r, dont le second soit plus petit que b, tels que l’on ait a — bg +».
Cette relation, à elle seule, quand on ne suppose pas r < b, ne permet pas d'affirmer que q et r soient respectivement le quotient et le reste obtenus en divisant a par b; lorsqu'on sait qu’elle est vérifiée, elle permet dans tous les cas de simplifier la recherche de ce quotient et de ce reste. Si r est égal ou supérieur à b, on peut retrancher b de » un certain nombre de fois ; supposons que le quotient et le reste obtenus en divisant ?' par b soient respectivement g! et 7", on aura? —0g +r,1<b. On a déjà pu retrancher g fois b de. a; le reste de la soustraction est alors r d’où l'on peut encore retrancher g' fois b, et il restera r’ ; en tout, on peut retrancher g +- g' fois b de a et il reste r’; r’ est le reste et le quotient est g +- q'.
Dans ce qui suit, a et b continueront de désigner le dividendeet le diviseur, q le quotient et r (plus petit que b) le reste de la division.
59. Revenons au cas où le dividende a est plus grand que le diviseur à et à la définition du n° 57 (p. 54) pour la présenter encore d’un point de vue légèrement différent.
Considérons la suite des multiples du diviseur b :
CDD APS EE
Puisque b n'est pas nul, les termes de cette suite vont en augmentant; sid est égal à 1, elle n’est autre, en négligeant le premier terme, que la suite naturelle ; un nombre quelconque y figure et tous ceux qui suivent sont plus grands ; si b est plus grand que 1, les termes de cette suite, en négligeant toujours le premier, vont en grandissant et sont plus grands que les termes correspondants de la suite naturelle; ils finissent donc, pourvu qu'on aille assez loin, par dépasser tel nombre qu'on voudra. Il arrivera de deux choses l'une :
Ou bien le dividende a figure dans cette suite ; a est égal à l'un de ses termes à X g; q est alors le quotient; la différence entre a et les termes qui le précèdent et quile suivent immédiatement est b. Ou bien a tombe entre deux termes de la suite, bg et b (9 +1); g estencore le quotient; la différence entre a et les deux termes qui le comprennent est moindre que b; la différence entre a et le terme qui le précède est le reste; la différence entre a et n'importe quel autre terme que ces deux là est supérieure à b.
69. Suivant les cas, on porte l’attention sur le quotient, ou sur le reste : a et b étant donnés, le quotient 4 et le reste r sont définis par les conditions
Le quotient peut être défini par les conditions bg <a<b(Q +1).
On peut encore remarquer que la plus grande valeur que 7 puisse atteindre est b — 1 ; on a donc
a > bg +b—1 ou, en ajoutant 1 aux deux membres de l'inégalité, on, réciproquement, si le nombre g satisfait aux conditions Sa, a +1>6 (a+)
On peut affirmer que gq est le quotient de la division de & par b, puisque «a contient bg et que b (g +1), au moins égal à a +1, dépasse certainement a.
61. Il nous sera commode d’avoir réuni ici quelques remarques sur la facon dont le quotient est modifié quand on modifie soit le dividende, soit le diviseur. Je désigne toujours par a, b, 4, r le div dende, le diviseur, le quotient et le reste d’une division. ur
Supposons d’abord que, le diviseur restant le même, le dividende augmente ; le quotient reste le même ou augmente : si, en effet, on pouvait retrancher bg de &, on pourra sûrement le retrancher d'un nombre plus grand.
L'égalité : .
a+1—dg +(r+1)
montre d'ailleurs que, lorsqu'on augmente le dividende d'une unité, le quotient ne change pas, sauf dans le cas où le reste est égal à b— 1, auquel cas le quotient augmente d'une unité.
Lorsque le dividende diminue, et que le diviseur reste le même, le quotient diminue ou reste le même. a
Inversement donc, lorsque le diviseur reste le même, il faut, pour que le quotient augmente, que le dividende augmente. C'est là d’ailleurs une proposition à laquelle le lecteur est habitué : si l’on a deux tas de billes et si le premier contient plus de douzaines de billes que l’autre, peu importe les restes, le premier tas contient … plus de billes que le second. un
Supposons maintenant que, le dividende restant le même, le diviseur augmente : alors le quotient diminue ou reste le même : il
ne peut augmenter, puisque, si l’on ne peut retrancher b (q +1) de a, on ne peut certainement pas retrancher de a le produit par g +1 d’un nombre plus grand que 6.
L'égalité a=(b+1)q+r—g
montre que, si r est supérieur ou égal à q, le quotient de la division de a par b +1 est q, comme celui de la division de a par b; le reste est alors r —q. Il n’en est plus de même si q dépasse r; dans ce cas, l’égalilé précédente peut s’écrire
a=(b+1)qa—(q—r);
elle montre que (b +1) q dépasse a et que, par conséquent, le quotient de a par b + 1 est moindre que gq.
Il est naturel de se demander alors dans quelles conditions le quotient de la division de a par b + 1 est q — 1 et, pour cela, d'écrire l'égalité précédente, qui n’est qu’une transformation de l'égalité a = bq + r, sous la forme
a—(b+1)(g—1)+b LA r—Q.
Je me contenterai de tirer de cette formule la conséquence suivante : lorsque q ne dépasse pas b +1, le quotient de la division de a par b+1 est q ou g — 1. En effet, on voit que dans ce cas, a contient q — 1 fois le nombre b +1, il ne peut d'ailleurs le contenir plus de q fois.
62. Divisions successives. — Dans le présent numéro, c’est le quotient qui importe, c'est lui qu'on regardera comme le résultat de la division.
Diviser successivement un nombre a par plusieurs autres b, b' (1), c'est diviser d’abord a par b, puis le quotient par b', puis le nouveau quotient par b/. J'ai supposé qu'on divisait a successivement par trois nombres ; il est clair qu'on pourrait aussi bien le diviser par quatre, cinq... nombres.
On obtient le méme résullat, soil en divisant un nombre par le produit de plusieurs autres, soit en le divisant successivement par les facteurs du produit.
1. Cette facon d'écrire demande quelques explications : au lieu de représenter plusieurs nombres per des lettres différentes, on préfère parfois (quand ces lettres jouent des rôles analogues) les représenter par une même lettre que l'on affecte d'accents ou d'indices; ici, on a employé des accents : on les place toujours en haut et à droite; on emploie ainsi un, deux, trois accents; on énonce une letire ainsi accentuée en faisant suivre son nom des mots prime, seconde, tierce, suivant qu'il y a un, deux, trois accents. IL est bien rare qu'on emploie quatre, cinq, accents: on préfère les remplacer par les chiffres romains IV, V,.... Les indices sont des chiffres que l’on place à droite et en bas: &, &i, @2, .…s’énoncent a indice zéro, a indice un, a indice deux, …, ou plus brièvement, si l’on ne craint pas de confusion avec les exposants, a zéro, a un, a deux...
Je démontrerai cette proposition dans le cas où le produit comporte trois facteurs, où l’on fait donc trois divisions successives ; on verra Sans peine que le raisonnement est général.
Soient g etr le quotient et le reste dans la division de a par le produit bb'b", en sorte qu'on ait
Lit a—=(0bb")q+r, r<bbb';
il faut prouver qu'en divisant a par b, le quotüent par D, le nouveau
quotient par b", on obtient q comme résultat. Soit r’ Le quotient de
la division de # par b; dire que r est plus petit que b (b'b') c’est dire qu'il ne contient pas b'b/ fois le nombre b ou que le quotient »’ de la
division der par best moindre que b'b!'; d’un autre côté, il résulte de
la remarque du n° 58 (p.56) que le quotient de la division par b de a — b(b'b'q) + r est b'b''Q + r'. Soit r” le quotient de la division de »!
par db’; puisque r' est plus petit que b'b", qu'il ne contient pas b/ fois
le nombre b', c’est que r" est plus petit que b/'; d’ailleurs, toujours en vertu de la remarque du n° 58 (p. 56), le quotient de la division par b de b' (bg) + r' est b'q + r''; puisque r' est moindre que b/, le quotient de la division par b" de b"q +" est bien g, comme on l'avait annoncé.
Si la division de a par le produit bb'b" se faisait exactement, si, en d'autres termes, » était nul ; la division de a par b se ferait exactement et le quotient serait bb"; la division de ce nombre par 0! se ferait exactement et le quotient serait b'9; enfin la division de ce dernier nombre par b! serait encore exacte et le quotient serait g.
Réciproquement si les divisions successives de a par b, b!, b! se font exactement, la division de a par le produit bb'b" se fera aussi
exactement ; soient en effet Q, Q’, Q” les quotients successifs ; on
aura
a — bQ, 0 = RU b'Q, QU HR b''Q"' ; ï
en remplaçant dans le produit 6Q le facteur Q par b'Q' pure dans le
résultat bb'Q', le facteur Q' par b"Q", on obtient a = bb'b"Q",
ce qui montre que a est bien divisible par le produit bb'b!' et que le . quotient est Q". > Lorsqu'on divise un nombre successivement par plusieurs autres le quotient final ne dépend pas de l’ordre dans lequel se font les divisions, que celles-ci se fassent exactement ou non. \
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En effet le quotient final s’obliendrait aussi bien en divisant le nombre donné par le produit des nombres employés comme diviseurs, produit qui ne dépend pas de l'ordre des facteurs.
$ 8. — Généralités sur les opérations. Multiplication et division des nombres relatifs.
63 (1). Commutativité, associativité. — Dans les pages qui précèdent, j'ai souvent raisonné sur des collections, en m'’efforçant de rendre les définitions et les démonstrations aussi intuitives que possible. Il y a intérêt à présenter
les choses sous une forme plus enchaïînée, en déduisant logiquement la suite
des propositions d’un petit nombre de principes, et je voudrais donner à ce sujet quelques indications que le lecteur complétera sans peine. Je n'ai, toutefois, nullement l'intention d'entrer dans les discussions philosophiques dont la notion de nombre entier a été l’objet; je suppose qu'on sache ce que
t'est que des nombres égaux et je continuerai à regarder l'idée d'addition
comme liée à celle du nombre.
Il suffit d’ailleurs de savoir ce que c’est qu'ajouter un nombre à un autre ; si, en effet, on a plusieurs nombres (rangés dans un certain ordre) à ajouter, on ajoutera le second au premier, le troisième au résultat, etc. On a alors à démontrer ces propositions fondamentales : dans une somme, on peut intervertir l’ordre des parties, on peut remplacer tels termes que l'on veut par leur somme effectuée. Ges propositions, on peut effectivement les démontrer si l’on admet que l’addition jouit des propriétés (?) qu’expriment les égalités
+ (b+c) = (a+ db) +c.
On exprime la première propriété en disant que l’addilion est une opéralion commutative, la seconde en disant que l'addition est une opération associative. Ces deux propriétés appartiennent aussi de à la multiplication et s’expriment alors par les égalités
axkb=0 ><a DEN CT (a SOLE XUE
où le signe x remplace le signe +. C'est sur ces dernières inégalités qu'est fondée la démonstration de la possibilité d'intervertir l’ordre des facteurs, de remplacer tels facteurs qu’on veut par leur produit effectué. Il est bien évident que le mode de démonstration peut se transporter aux sommes : l'intérêt qu’il y a à cela consiste en ce que la conséquence se transportera à
1. Dans ce numéro et le suivant (sauf à la dernière ligne), il n'est pas question de nombres négatifs ; les nombres dont an parle sont des nombres naturels ou nuls.
2. Quant à ces propriétés, le lecteur que ce sujet intéresse peut consuller le livre de M. Henri Poincaré : La Science et & Hunothèse, Chapitre premier.
d’autres modes d’addition pourvu que ces additions soient commutatives et associatives. En géométrie, la théorie de l’addition des vecteurs fournit un exemple, qui est loin d’être le seul. »
A ces propriétés fondamentales de l’addition Rs nant les égalités (1), il convient de joindre la définition
(2) | “4+0Z=0 + aa,
et les propositions que voici :
Il n°‘y a que le nombre 0 qui, ajouté à un nombre quelconque, ne modifiée pas ce nombre.
Il n'y a que deux nombres nuls dont la somme soit nulle.
On peut alors définir les nombres plus grands qu’un nombre &« comme les nombres qu'on obtient en ajoutant à a un nombre non nul; cette définition n'est pas contradictoire : si, en effet, b est plus grand que a, c’est qu'il y a un nombre non nul « tel que lon ait b— «a+ x: b ne peut être égal à a, . puisque a n'est pas nul; b ne peut être plus petit que a, car alors a serait plus grand que b, il y aurait un nombre Ê non nul tel que l’on eût a—b+8 et l'égalité b = a + à entraïinerait alors
ce qui impliquerait $ + « — 0, contrairement à l’une des propositions admises plus haut. On démontrerait d’une façon analogue que les inégalités a << bd, b < c entrainent a << b < c et que l'inégalité db Z c entraine a+b<a<+c.
J'admettrai en outre que, si deux nombres ne sont pas égaux, l’un est plus grand que l’autre, en sorte que, relativement à deux nombres à, b, on ne peut faire que trois suppositions, dont chacune exclut les deux autres : A bd ba.
On voit alors que l'inégalité à + b < a + c entraîne b £ c; car les suppositions b — cç, b => c entraîneraient respectivement a + b = gq + c. a+ b> a+ c. De même chacune des inégalités b = c,a+b=a+e entraîne l’autre.
64. Soustraction; sommes algébriques. — Si on suppose a >b, il yaun nombre tel qu'en lui ajoutant b on trouve 4 pour somme et il n'y en a qu’un, puisque d’après ce qu’on vient de dire, en ajoutant b à deux nombres différents, on trouve deux nombres différents. Ce nombre unique est la différence entre a et b ; il se représente par a — b.
Cette définition se traduit par les égalités (1)
L'égalité a—=œa—+b—b k
1. Je rappelle que les opérations doivent être regardées comme effectuées dans l’ordre où elles sont indiquées par l'écriture, soit dans les expressions où ne figurent pas de parenthèses, soit à l’intérieur des parenthèses.
s'établit en constatant que les deux membres deviennent égaux en leur ajoutant b; il en est de même de la proposition plus générale
akc—b—=a—b—+te, qui suppose a > b ; en lui ajoutant b, le second membre devient en effet a—b+c+b={a—b) +c+b;
en vertu des propriétés des sommes, la quantité (a — b) + c + b peut s’obtenir en ajoutant b à a—b, ce qui donne a, puis en ajoutant c au résultat, ce qui donne a 6, c’est évidemment le résultat obtenu en ajoutant b au premier membre de l'égalité à démontrer.
La proposition qu’on vient d'établir peut s'exprimer en disant que, pour retrancher un nombre ç d’une somme a + b de deux parties, on peut le retrancher d’une de ses parties a. Elle s’étend sans peine à une somme d’autant de parties qu’on veut, en s’appuyant sur les propriétés des sommes.
Les propositions que résument les formules
a—(b+c)=a—b—c, a+(b—c)=a+b—0c, a—(b—c)=a+éi—pb, (a+m)—(b+m)=a—b
s’établissent sans peine d’une façon analogue; pour la première, par exemple, en supposant ab, a—b=c, elle s’établira en montrant qu’on obtient & en ajoutant bHcouc+bàa— b—c; on ajoute d’abord c, ce qui donne a—b, puis b, ce qui donne a. La dernière égalité a d’ailleurs été établie abstraitement au n° 23 (p. 22).
Les propriétés des sommes algébriques se déduisent logiquement de ces. propositions et, en particulier, de légalité
qui permet de faire reculer vers la droite tous les termes soustractifs, en sorte que, dans la somme, les termes additifs soient placés d’abord, puis. les termes soustractifs ; en s'appuyant sur l'égalité
qui est une conséquence facile de l'égalité a — (b+c)—=a—b—ec, la seconde définition de la valeur d’une somme algébrique, comme différence entre la somme des termes additifs et la somme des termes soustractils, apparaît immédiatement et les propositions qui en résultent ne souffrent aucune difficulté, non plus que l’introduction des nombres relatifs.
65. Relativement à l'addition de ces nombres, il convient d'observer que les propriétés qu’expriment les égalités (1) et (2) du précédent numéro subsistent, mais non plus cette proposition : il n’y a que deux nombres nuls.
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dont la somme puisse être nulle. Deux nombres dont la somme est nulle sont deux nombres symétriques.
Dès lors la définition des mots « plus grand, plus petit » doit être cute quand il s’agit des nombres négatifs : d’après le n° 37 (p. 35) le nombre b est plus grand que le nombre a s’il peut s’obtenir en ajoutant à a un nombre positif; on reconnaît comme plus haut que cette définition n’est pas contradictoire et que celles des propositions du n° 55 (p. 53), relatives aux inégalités, qui ne concernent que l'addition et la soustraction subsistent . pour les nombres relatifs.
Revenons aux nombres absolus.
66. Multiplication. — La multiplication de a par b est définie comme un cas particulier de l’addition : on a à ajouter b nombres égaux à a; cette définition est complétée par celles qu’expriment les égalités
AXES a 00,
Les propriétés fondamentales de la multiplication s'expriment par les
égalités ab = ba,
(ab) c — a (bc), c:(a + b) = ca + cb, (a + b) c = ac + bc;
on dit que les deux dernières expriment la propriété distributive de la multiplication, par rapport à l'addition, lorsqu'on regarde comme une somme, soit le multiplicateur, soit le multiplicande.
Je rappelle que les deux premières ont été déduites de la dernière ; la démonstration repose uniquement sur les propriétés des sommes : ; en vertu de la première égalité, la dernière entraîne la troisième.
67. Multiplication des nombres relatifs. — La définition de la multiplication des nombres relatifs permettra de substiluer à la proposition du n° 48 (p.43) sur la multiplication d’une somme algébrique par une somme algébrique celle-ci, où les mots somme et ferme ont la signification expliquée au n° 32 (p. 31) : le produit d’une somme par une somme s'obtient en ajoutant les produits obtenus en multipliant chaque terme de la première somme par chaque terme de la seconde.
Voici cette définition :
Le produit de deux nombres relatifs a pour valeur absolue le produit des valeurs absolues de ces deux nombres : il est positif ou négatif Suivant que les deux facteurs sont de mêmes signes ou de signes contraires. Il est nul quand l’un des facteurs est nul ; en vertu de la définition précédente, il
n'est nul que dans ce cas.
On continue d’ailleurs de confondre les nombres poditite et les nombres absolus, en sorte que la définition précédente contient la définition du produit d’un nombre relatif par un nombre absolu.
Le produit de deux facteurs dont l’un est 4 ou 4 est égal à l’autre
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facteur. Le produit de deux facteurs a, b est, ou non, du même signe que a ou de signe contraire, suivant que b est positif ou négatif.
Tout cela résulte de la définition générale; celle-ci entraîne encore les égalités suivantes, où a, b désignent des nombres relatifs quelconques,
(+ a) (+0) =+ ab, (—a)(—b) = + ab, (Ha) (—b)—=— ab, (—a) (+0) = — ab.
Dans ces égalités, ab représente le nombre relatif produit des nombres a et b; d’ailleurs, conformément aux conventions expliquées plus haut, + ab et ab ont le mème sens, — ab est le symétrique de ab. Ces égalités se démontrent toutes de la même façon; il est clair d’abord que, dans les deux membres, les valeurs absolues sont toujours les produits des valeurs absolues de a et de b; on n’a donc qu’à constater l'identité des signes ; considérons, par exemple, la seconde égalité : si a, b sont de même signe, il en est de même de — a et de —b; le produit ab, ou le nombre + ab est positif, comme le produit de —a par — b; si, au contraire a et b sont de signes contraires, il en est de même de — a et de — b; les deux membres sont négatifs.
Le produit de plusieurs nombres relatifs s'obtient en multipliant le produit des deux premiers par le troisième, le produit ainsi obtenu par le quatrième, etc... Si l’un des facteurs est nul, le produit est nul, écartons ce cas. Il est clair que la valeur absolue du produit est le produit des valeurs absolues des facteurs. Quant au signe, il se détermine aisément en remarquant que, chaque fois qu’on multiplie par un facteur positif, on ne change pas le signe du produit précédent ; on voit alors aisément que le signe du produit ne dépend pas du nombre de facteurs positifs et, finalement, que le produit est positif ou négatif suivant qu'il y a un nombre pair ou impair de facteurs négatifs.
Un produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on change l’ordre de ces facteurs, puisque ni la valeur absolue du produit, ni son signe ne sont
modifiés.
Les conséquences de ce théorème s'étendent évidemment au cas où les facteurs du produit que l’on considère sont des nombres relatifs. Si a, b, c sont des nombres relahifs, on a
a (b + c) = ab + ac.
Désignons, en effet, par a’, b', c’ les valeurs absolues des nombres a, b, c. Les valeurs absolues de ab et de ac sont a'b' et a'c.
Si b et c sont de mèmes signes, il en est de même de ab et de ac, en sorte que les valeurs absolues de b + c et de ab + ac sont b' + c' et a'b' + a'e!. Dans ce cas, les deux membres de l’égalité à démontrer ont même valeur absolue ; ils sont positifs tous deux si b et c sont de mêmes signes que a; ils sont négatifs tous deux si b et c sont de signes contraires à celui de a. : Supposons maintenant que b et c soient de signes contraires. Écartons
tout de suite le cas où ils seraient symétriques, ainsi que les nombres ab et ac, cas où les deux membres de l'égalité à démontrer seraient nuls. Les deux nombres b’ et c' étant différents, convenons de désigner le plus grand par 0’. La valeur absolue de b + c est alors b' — c'; les deux nombres ab et ac sont de signes contraires, comme betc;la valeur absolue de leur somme est a'b! — a'c', car l'inégalité b' > c entraîne a'b' > a'c', en supposant que a' ne soit pas nul; les valeurs absolues des deux membres sont a'(b! — c') et a'b! — a'c', elles sont égales. Les signes sont aussi les mêmes; le signe de b + c est, en effet, le signe de b, le signe du premier mémbre est donc le même que le signe de ab; mais c'est aussi le signe du second membre puisque des deux nombres à ajouter ab et ac, c’est le premier qui a la plus grande valeur absolue.
La proposition est évidente quand a est nul ; elle est donc entièrement démontrée.
Les formules rappelées au n° 66 (p. 64) subsistent quand les nombres qui y figurent sont des nombres relatifs.
Les formules relatives au produit de deux sommes, de deux différences, d'une somme par une différence, au carré d'une somme ou d’une différence subsistent aussi. |
Les propriétés qui concernent les inégalités ne s'étendent pas de la même façon ; je me borne à énoncer la proposition suivante :
Des deux inégalités
We 0, ac > be,
l'une entraine l’autre, si « est positif ; si c est négatif, l’une des deux inégalités a > b, ac-< be
entraine l'autre.
68. Division. — Pour ce qui est des nombres naturels et de la division, Je lecteur trouvera dans ce qui précède tous les éléments nécessaires pour présenter abstraitement les définitions et les démonstrations. Je crois inutile d’insister sur ce point. ;
Lorsqu'il s’agit de nombres relatifs a, 0, on peut se proposer encore de trouver un nombre relatif g et un nombre positif ou nul r, dont la valeur ybsolue soit moindre que b, tels que l'on ait
a = 069 + Tr.
On peut, et c’est ce que je ferai, se borner au cas où le diviseur à est positif; en effet, l'égalité précédente et l'égalité
a (Dir drr
reviennent au même, en vertu des règles relatives à la multiplication des nombres relatifs ; en sorte que, si l'on a La solution du problème posé pour
un nombre b, on a immédiatement la solution du même problème pour le
nombre symétrique — b ; il suffit de remplacer g par le nombre symétrique — q.
Que le problème posé admette une solution et une seule, quand on se donne les nombres a et b, en excluant toujours le cas où b serait nul, c’est ce qui résulte du raisonnement, un peu généralisé, qu’on a employé au n° 59 (p. 57).
On considère la suite des multiples de b, obtenue en multipliant b par les nombres négatifs, nul ou positifs :
ini de 0h D 0 D CD
Cette suite forme une progression arithmétique, c’est-à-dire que la diffé-rence entre chaque terme et le précédent est toujours b; mais elle est main-. tenant indéfinie dans les deux sens; en supposant, comme je l'ai fait, b positif, ses termes vont en croissant, quand on va de gauche à droite.
De deux choses l’une : ou le SE ATNee a est un terme qb de cette suite et l'on dit alors qu’il est un multiple de b, qu’il est divisible par b; le quotient ést alors le nombre q par lequel il faut multiplier b pour obtenir a et le reste est nul ; ou bien le nombre a tombe entre deux termes consécutifs de cette suite, gb et (g +1)b, q pouvant d’ailleurs être positif ou négatif, Le reste est le nombre positif a— bg. :
D'ailleurs, il suffit de savoir résoudre le problème posé quand a est positif. En effet, l'égalité a — bg + r entraîne Jes suivantes
d'où il suit que si q et r sont le quotient et le reste de la division du nombre positif a par le nombre positif b, ce quotient et ce reste, dans la division de — a par b, seront — q — 1 et b—r, puisque ce dernier nombre est plus petit que b.
Cette dernière affirmation et la proposition elle-même tombent en défaut quand» est nul, quand a est un multiple de b; dans ce cas, — a est aussi un multiple de b ; les quotients de la division par b de a et de — a sont des. nombres symétriques. Ê
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$ 1. — Numération parlée.
69. Je vais maintenant m'occuper de la façon dont on nomme les nombres. Si l’on se bornait à donner aux nombres des noms différents entre eux, d'ailleurs quelconques, la mémoire ne pourrait retenir que bien peu de ces noms ; en outre, en nommant l'un de ces nombres, on aurait difficilement idée de son ordre de grandeur, de sa place dans la suite naturelle. Nous allons voir comment, au moyen d'un petit nombre de mots combinés entre eux d'après des règles simples, on apu nommer beaucoup de nombres et leur attribuer des noms qui donnent de suite une idée de leur grandeur.
J'ai déjà dit qu'on avait donné aux premiers nombres de la suite
naturelle les noms :
un, deux, trois, quatre, cinq, Six, Sepi, huit, neuf, dix,
On nomme les neuf nombres qui suivent dix, en plaçantle mot dix devant les neuf premiers nombres ; ainsi, l’on dit:
dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq, dix-six, 2 dix-sept, dix-huit, dix-neuf.
Dix-un, par définition, s’obtent en ajoutant un à dix; dix-deux s'obtient én ajoutant un à dix-un, et par conséquent, en ajoutant un
et un, ou deux, à dix. C’est une application de ce théorème quon
obtient le même résultat en ajoutant à un même nombre deux nombres successivement ou bien leur somme, un et un, ou leur somme deux: de même, dix-trois peut être regardé soit comme dix-deux plus un, soit comme lasomme de dix et de trois, etc. Dans les mots dix-un, dix-deux, …, dix-neuf, le trait d'union a le même sens que le mot plus.
Au lieu des mots dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq,
ES
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dix-six, l'usage a fait prévaloir les mots onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize.
Après dix-neuf, la même règle conduirait à dire dix-dix; ce nombre n’est autre chose que la somme dix plus dix, ou deux fois dix ; ce nombre deux fois dix s'appelle vingt; on désigne de même les neuf nombres qui suivent vingt en faisant précéder du mot vingt les noms des neuf premiers nombres : ainsi, l'on dit vingt-un, vingtdeux,.…, vingt-neuf; la même observation que l'on a faite plus haut s'applique encore : ces mots ont le même sens que vingt plus un, vingt plus deux, …, vingt plus neuf. Après vingt-neuf, au lieu de vingt plus dix, ou de deux fois dix plus dix, ou de trois fois dix (1), on dit trente ; et l’on continue de la même façon en disant trente-un, trente-deux, …, trente-neuf ; il suffira ensuite de dire que les mots quarante, cinquante, soixante, septante, octante ou huitante. nonante, cent ont le même sens que : quatre fois dix, cinq fois dix, six fois dix, sept fois dix, huit fois dix, neuf fois dix, dix fois dix, pour savoir comment on nomme les cent premiers nombres de la
suite naturelle.
Toutefois l'usage a apporté quelques dérogations à ces règles : au
lieu de septante, on dit soixante-dix ; on dit de même soixante-onze,
soixante-douze, soixante-treize, .…, soixante-dix-neuf, au lieu de septante-un, septante-deux, septante-trois,.…, septante-neuf; puis on dit quatre-vingts (*) au lieu de huitante, quatre-vingt-dix au lieu de ponante, puis quatre-vingt-onze, quatre-vingt-douze..., quatre-vingtdix-neuf au lieu de nonante-un, nonante-deux, ..., nonante-neuf.
On nomme les quatre-vingt-dix-neuf nombres qui suivent cent en plaçant le mot cent devant les noms des quatre-vingt-dix-neuf premiers nombres ; cent quatre-vingt-dix-neuf plus un, c'est la même chose, en vertu d’une remarque déjà faite, que cent plus cent ou deux fois cent ; au lieu de deux fois cent on dit deux cents ; on dira de même trois cents, quatre cents,.….., neuf cents au lieu de trois fois cent, quatre fois cent, …, neuf fois cent. Les noms des quatre-vingtdix-neuf nombres qui suivent deux cents se nomment en plaçant les mots deux cents devant les noms des quatre-vingt-dix-neuf premiers
_4. Le lecteur observera que, en disant « deux fois dix plus dix est la même chose que trois fois dx », on applique en fait le théorème du n° 42 (p. 33). La même observation s'applique plusieurs fois.
2, C'est le reste de façons de parler qui ont encore leur trace dans les expressions six-vingts, quinze-vingts. Quatre-vingts, six-vingts, quinze-vingts ont le sens de quatre fois vingl, six fois vingt, quinze fois vingt. Le trait d'union indique ici, non une addition comme dans les mots dixsept, dix-huit... mais une multiplication. Les anciennes expressions septante, octante ou huitante, nonante se sont conservées dans la Suisse romande; il est regrettable qu'elles soient tombées en
désuétude chez nous.
ts +,
nombres ; deux cent quatre-vingt-dix-neuf plus un c’est deux cents plus cent, ou trois cents ; et ainsi de suite. On nomme ainsi tous les nombres jusqu'à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf ; neuf cent quatrevingt-dix-neuf plus un, c’est neuf cents plus cent, ou ax fois cent ; au bee de dix fois cent, on dit mille.
Arrêtons-nous un instant ici, supprimons toutes les irrégularités de langage que l'usage a introduites dans la facon de nommer les mille premiers nombres, et remarquons même qu’au lieu d'employer les mots vingt, trente, .…., nonante, on aurait très bien pu dire deux dix, trois dix, .…., neuf dix, comme on dit ensuite deux cents, trois cents, …, neuf cents ; au lieu de dire vingt-un, vingt-deux, .…, on dirait deux dix un, deux dix deux, etc. ; la numération parlée serait alors entièrement régulière jusqu'à mille ; les mots nouveaux qu’on est obligé d'introduire après les noms des neuf premiers nombres sont dix, qui vaut dix unités, cent qui, vaut dix fois dix, mille qui vaut dix fois cent ; en sorte que, avec douze mots différents, on a pu nommer les mille premiers nombres ; en outre, on voit que, après les dix premiers nombres, les mots nouveaux s’introduisent pour nommer des nombres qui sont de dix en dix fois plus grands. Il aurait peut-être été plus régulier de continuer ainsi et de créer des mots nouveaux pour dire dix fois mille, cent fois mille, etc... :; mais c’est une autre règle qui a prévalu.
On compte par mille comme on a compté jusqu'ici par unités, <’est-à-dire qu'on emploie les expressions deux mille, trois mille, …, dix mille, .…, vingt mille, …, quatre-vingt-dix-neuf mille, cent mille, deux cent mille, ..…., neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille, avec le mème sens que deux fois mille, trois fois mille, ..…, dix fois mille, | vingt-lois mille, .…, quatre-vingt-dix-neuf fois mille, cent fois mille, deux cents fois mille, ..…., neuf cent quatre-vinet-dix-neuf fois mille, et l'on ne crée de mot nouveau que pour mille fois mille, que l'on appelle un million.
Pour nommer les neuf cent quatre-vingt-dix-neuf nombres qui suivent mille, on fait précéder du mot mille (ou mil) les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf premiers nombres ; ainsi l’on dit : mille un, mille deux, .…., mille neuf cent quatre-vinet- dix- neuf ; mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf plus un, c’est mille plus mille ou deux mille; de même entre deux mille et trois mille, …., entre neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille et un million.
On compte ensuite par millions, en disant deux millions, trois millions, .…., neuf cent quatre-vingt-dix-neuf millions, avec le sens de deux fois un million, trois fois un million, .., neuf cent quatre-
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vingt-dix-neuf fois un million ; on ne crée de nom nouveau que pour mille millions, que l’on appelle un billion (‘) ou un milliard.
On nomme les neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille neuf cent
quatre-vingt-dix-neuf nombres qui suivent un million, en plaçant les mots un million avant les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf premiers nombres; ainsi on dit un million un, un million deux, …, un million neuf cent quatrevingt-dix-neuf mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf; le nombre suivant est deux millions ; on recommence alors à dire, deux millions un, deux millions deux, .…, jusqu'à trois millions, et ainsi de suite jusqu’à un billion.
On compte ensuite par billions comme on a fait par mille, ou par millions, et l’on ne crée de nom nouveau que pour mille billions, que l’on appellerait un trillion ; les nombres placés entre un billion et deux billions s'énonceraient successivement en plaçant après les mots un billion les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf millions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille neuf cent quatrevingt-dix-neuf premiers nombres ; on place ces mêmêés noms après deux billions pour désigner les nombres entre deux billions et trois billions, etc.
On compterait ensuite par trillions, jusqu'à mille tnillions, auquel nombre on donnerait un nom nouveau et l’on introduirait toujours des noms nouveaux pour désigner des collections d'unités de mille en mille fois plus grandes. Mais déjà les mots un billion, un trilion ne sont guère usités : on n’a pas besoin dans la pratique de nombres aussi grands, et quand il s’agit des grands nombres que la science est obligée de considérer, on se contente deles écrire. La numération écrite, en effet, est beaucoup plus simple et plus régulière que la numération parlée. Les règles n’y présentent pas d’exceptions; enfin, au moyen de dix caractères elle permet de désigner n'importe quel nombre. Quoique la numération parlée permette avec peu de mots de désigner beaucoup de nombres, pour nommer l'infinité des nombres, il n’en faudrait pas moins une infinité de mots. En outre, elle comporte une certaine confusion, en ce sens que la juxtaposition des noms de nombres implique tantôt l’idée d’addition tantôt l'idée je multiplication; ainsi quand on dit deux cent dix-sept : deux cents implique l’idée de multiplication (deux fois cent) ; au contraire dixsept doit être ajouté à deux cents. L’habitude, il est vrai, empêche
1. Cette signification du mot billion est relativement récente et n'a pas élé adoptée partout : en Allemagne un billion est un million de millions. un trillion est un million de billions, etc...
ue
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de tomber dans ces confusions, et même d’y penser. Quoi qu'il en soit, le véritable instrument scientifique est la numération écrite, instrument d'une rare perfection, et qu’on ne saurait trop admirer.
$ 2. — Numération écrite.
70. La numération écrite a déjà été exposée n°8 (p. 8), comme un système de symboles différents qui permet d'écrire la suite naturelle des nombres; je vais l’exposer maintenant à un autre point de vue et montrer comment, au moyen des seuls chiffres 0, 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, on peut compter une collection d'objets et figurer (écrire) le nombre d'objets contenus dans cette collection.
Supposons que nous ayons devant nous un petit monceau de blé dont nous voulons compter les grains. Nous supposerons aussi que nous ayons à notre disposition des sacs de diverses A les uns blancs, les autres bleus.
Groupons les grains de blé dix par dix, jusqu’à ce qu'il en reste moins de dix; meltons chaque groupe de dix grains dans un sac blanc, que nous appellerons sac du premier ordre : cette opération sera la première mise en sac (!). Mettons les grains qui restent dans un sac bleu sur lequel nous inscrirons au moyen d'un des chiffres 0, 1, 2, .…, 9, le nombre de grains qu'il contient, et que nous placerons à part, à l'extrémité de droite d'une ligne horizontale. Si ce sac est vide, c’est-à-dire si tous les grains ont pu être distribués dans les sacs du premier ordre, c’est le chiffre 0 qu'on a inscrit sur le sac bleu. |
Nous avons maintenant devant nous l’ensemble des sacs du premier ordre : considérons-les comme des objets distincts, susceptibles d’être comptés. Groupons-les dix par dix, jusqu’à ce qu'ilen reste moins de dix. Mettons chaque groupe de dix sacs du premier ordre dans un sac blanc, que nous appellerons unité ou sac du second ordre ; ce sera la deuxième mise en sac. Mettons les sacs du premier ordre qui restent dans un sac bleu, en inscrivant leur nombre au moyen d’un des chiffres 0, 14, 2, ..., 9, et plaçons ce second sac bleu à part, à gauche du premier, sur la même ligne.
Nous avons maintenant devant nous l’ensemble des sacs du second ordre. Groupons-les dix par dix. Mettons chaque groupe de dix sacs du second ordre dans un sac blanc, que nous appellerons sac du troisième ordre ; ce sera la froisième mise en sac. Mettons les sacs
4. Le mot mise est pris ici dans l’acception : action de mettre.
du second ordre qui restent dans un sac bleu, en inscrivant leur nombre au moyen d’un des chiffres 0, 1, 2, .…., 9, et plaçons ce troisième sac bleu à part, à gauche des deux premiers, sur la même ligne.
Continuons de la même façon ; après chaque opération le nombre: de sacs blancs que l’on a devant soi a diminué, leur ordre s’est élevé ; au bout d’un certain nombre d'opérations, on finira par avoir devant soi moins de dix sacs blancs du même ordre, le plus élevé auquel on soit parvenu. Alors on les mettra dans un sac bleu, avec un des chiffres 1, 2, …., 9 et l’on placera ce dernier sac bleu à part, à gauche des précédents, et sur la même ligne. Cette fois, le chiffre inscrit ne sera certainement pas un 0. Tous les grains sont distribués dans les sacs bleus, dont chacun porte son chiffre; AODErANOE est terminée.
Si maintenant on écrit sur une même ligne les chiffres qui figurent sur les sacs bleus, exactement dans le même ordre, on aura une représentation abrégée du résultat : ce sera le nombre de grains de blé écrit dans le système décimal, ou encore dans Le système dont la base est dix, Il est clair que les chiffres inscrits et leur rang ne dépendent que du nombre total des grains de blé.
L'opération qu'on vient de décrire donne lieu aux observations suivantes :
Tout d'abord, elle permet d'avoir, immédiatement écrits dans le même système, les nombres des sacs blancs du premier ordre, ou du second, ou du troisième, …, que l'on a obtenus après chaque opération partielle.
Considérons, par exemple, les sacs blancs du prenier ordre, dont on a le monceau devant soi, dès qu’on a mis à part, dans le premier sac bleu, les grains qui restaient après la première mise en sac; ces sacs du premier ordre, on les a traités exactement comme les grains de blé, et on les a distribués dans le second sac bleu, dans le troisième, dans le quatrième, etc... Les chiffres inscrits sur ces sacs bleus, placés chacun à leur rang, donnent donc la représentation écrite du nombre de sacs du premier ordre ; on obtient ce nombre écrit dans le système décimal en supprimant le premier chiffre à
_ droite du nombre écrit de grains de blé; en supprimant encore un
chiffre à droite, on aura le nombre écrit rs sacs du second ordre : en supprimant encore un chiffre à droite, on aura le nombre écrit
de sacs du troisième ordre, etc.
Chaque sac du premier ordre contient dix grains; chaque sac du second ordre contient dix sacs du premier ordre, ou dix fois dix
grains, ou cent grains, dans le langage de la numération parlée;
chaque sac du troisième ordre contient dix fois cent grains, OU mille grains, dans ce même langage, etc. Chaque sac blanc contient dix sacs blancs de l’ordre immédiatement inférieur, ou dix fois plus de grains que le sac blanc de l’ordre immédiatement inférieur. | ;
On peut dire encore, en se reportantaux définitions des n°39 (p.35) -
et 50 (p. 47), queles sacs blancs du premier ordre, du second, du tro sième, du quatrième, …, contiennent des nombres de grains qui sont respectivement dix, dix.dix, dix.dix.dix, dix.dix.dix.dix, ……. ; Je nombre de grains contenus dans chaque sac blanc est un produit de facteurs tous égaux à dix, ou une puissance de dix ; le nombre de ces facteurs, ou l’exposant de cette puissance, est l’ordre du sac blanc.
74. Chaque opération partielle correspond à une division par dix. Ainsi, dans le premier groupement des grains dix par dix, le nombre de sacs du premier ordre est le quotient de la division par dix du nombre total de grains de blé; le chiffre inscrit sur le premier sac
bleu (en commençant par la droite) est le reste de cette division; de
même, le nombre de sacs du second ordre est le quotient de la division par dix du nombre de sacs du premier ordre, et le chiffre inscrit sur le second sac bleu est le reste de cette division; le nombre de sacs du troisième ordre est le quotient de la division par dix du nombre de sacs du second ordre et le chiffre inscrit sur le troisième sac bleu est le reste de cette division, etc... :
On peut aller un peu plus loin. Dans le premier sac bleu, en commençant par la droite, il n'y a pas assez de grains pour remplir un sac du second ordre. Dans les deux premiers sacs bleus, dont le second contient au plus neuf sacs du premier ordre, et le premiet moins de grains qu'un sac du premier ordre, il n’y a pas assez de grains pour remplir un sac du second ordre, qui contient dix sacs du premier. De même, dans les trois premiers sacs bleus, dont le
troisième contient au plus neuf sacs du second ordre et dont les
deux premiers, ensemble, contiennent moins de grains qu’un sac du second ordre, il n'y a pas assez de grains pour remplir un sac du troisième ordre, qui contient dix sacs du second ordre, etc... En général, dans un sac du nièe ordre, il y a plus de grains que dans les x premiers sacs bleus, ou, si l'on préfère, le nombre de grains
contenus dans un sac du nie ordre est plus grand que n'importe,
quel nombre écrit avec n chiffres ou moins. Un sac du quatrième ordre, par exemple, contient dix>< dix >X<dix XX dix grains.
Or, le nombre total de grains peut être distribué, d'une part,
dans les sacs du quatrième ordre et, d’autre part, dans les quatre premiers sacs bleus, qui contiennent ensemble moins de grains qu'un sac du quatrième ordre : donc le nombre de sacs du
quatrième ordre est le quotient obtenu en divisant le nombre total
de grains par dix >< dix >< dix >< dix; 1l s'obtient, comme on l'a vu au numéro précédent en supprimant les quatre premiers chiffres du nombre total de grains, en commençant par la droite, les quatre derniers en commençant par la gauche, comme on fait d'habitude. Le nombre formé par ces quatre chiffres supprimés est le reste de la division du nombre total de grains par la quatrième puissance de
‘dix.
Au lieu de raisonner directement comme je viens de faire, j'aurais
pu m’appuyer sur le théorème du n° 62 (p. 59) et dire :
Pour diviser le nombre total par dix >< dix >< dix >< dix, je divise d’abord par dix; le quotient s'obtient en supprimant le dernier chiffre ; puis je divise par dix, ce qui revient à supprimer le dernier chiffre. ; le quotient final s'obtient en supprimant les quatre derniers chiffres ; il représente le nombre de sacs du quatrième ordre. En supprimant au contraire tous les sacs du quatrième ordre, on obtient le reste de la division; ce reste est figuré par les quatre derniers chiffres (!).
On peut maintenant répondre à la question suivante
Si l'on compte, de la façon qu'on a expliqué, les grains de blé
. contenus dans un autre tas, comment savoir si l’un des sacs con-
tient plus de grains que l’autre?
Supposons, par exemple, qu'on sache reconnaître que, pour le premier tas, 1l y a plus de sacs du quatrième ordre que pour le second, on pourra affirmer que le premier tas contient plus de grains que le second.
En effet, séparons le premier tas en deux collections : la première
formée des grains contenus dans les sacs du quatrième ordre, sau
un ; la seconde, formée des grains contenus dans ce sac du quatrième ordre et dans les sacs d’ordre moindre ; séparons de même le second tas en deux collections : la première, formée des grains contenus
-dans tous les sacs du quatrième ordre ; la seconde formée des
grains contenus dans tous les sacs d'ordre moindre. La première
collection du premier tas est au moins égale à la première collection
4. En fait, on a donné une nouvelle démonstration du théorème du n° 62 (p. 59), dans le cas où
. tous les diviseurs sont égaux à 10. Le lecteur reconnaitra sans peine que cette démonstralion,
légèrement modifiée, s'applique à tous les cas.
du second tas ; mais la seconde collection du premier tas l'emporte certainement sur la seconde collection du second tas, à cause du sac du quatrième ordre, qui contient plus de grains,à lui seul, que tous les sacs d'ordre moindre, dans le second tas. La proposition est donc démontrée ; elle l'avait déjà été au n° 61 (p. 58) : si l’on divise deux nombres par dix mille, si le premier quotient est plus grand que le second, le premier nombre est certainement plus grand qué le second.
Le raisonnement est évidemment général, et conduit aux conclu sions suivantes :
Si, quand on a terminé la mise en sac, pour les deux tas, on. voit qu'on a obtenu, pour le premier, des sacs d’un ordre plus élevé que le second n’en a fourni, on pourra affirmer que le premier tas contient plus de grains que le second; cette circonstance se reconnaîtra sur les nombres écrits, en constatant que le premier nombre écrit contient plus de chiffres que le second.
Siles deux nombres écrils contiennent le même nombre de chiffres, on comparera les deux premiers chiffres de gauche, ceux qui représentent des sacs de l’ordre le plus élevé ; si le premier chiffre du premier nombre est plus fort(:) que le premier chiffre du second, le premier tas contiendra plus de grains que le second, puisqu'il y a au moins un sac de l’ordre le plus élevé de plus pour le premier tas que pour le second ; si les premiers chiffres de gauche sont les mêmes dans les deux nombres, on comparera les deuxièmes chiffres; si, pour le premier nombre, le deuxième chiffre est plus fort que pour le second, le premier nombre sera plus grand que le second; si les deux premiers chiffres de gauche sont les mêmes dans les deux nombres, on comparera les troisièmes chiffres, etc.…..; il est clair qu'on parviendra ainsi, très aisément, à reconnaître siles deux nombres sont égaux, ou si l’un est plus grand que l’autre.
73. Comment s'écrivent, dans le système décimal, les nombres de grains Fe dans un sac du premier ordre, du second, du troisième, etc.
Si notre tas blé ne contenait que dix grains, il tiendrait tout entier dans un sac de premier ordre; le premier sac bleu serait vide, il serait marqué 0, le second sac bleu serait marqué 1; le nombre de grains contenus dans un sac du premier ordre s'écrit 10. Si notre tas de blé pouvait tenir tout entier dans un sac du second ordre, on voit de même que le premier sac bleu et le second sac
1. Un chiffre plus fort qu'un autre FRE un nombre plus grand ; 9 est un chiffre re fort que 7.
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bleu seraient vides, le troisième sac bleu serait marqué 1 ; le
nombre de grains contenus dans un sac du second ordre s’écrit 100; de mêine, le nombre de grains contenus dans un sac du troisième ordre s'écrit 1000, etc... En général, le nombre de grains contenus dans un sac d'ordre quelconque, s'écrit en plaçant à la droite du chiffre À un certain nombre de zéros, qu'indique l’ordre du sac. D'après ce qui a été dit au n° 70 (p. 74), on peut donc écrire
AUD MOST ETTOS AUOT CAE ECTO ETS, 10000 — 10 X< 10 >< 10 >< 10 = 10".
Plus généralement, comment écrire le nombre de grains que conÿ ‘nnent un certain nombre de sacs d'un ordre déterminé, du troisième par exemple, quand on sait écrire ce nombre de sacs?
Supposons qu'on ait opéré sur un las de blé qui puisse être distribué exactement dans 37 sacs du troisième ordre ; alors les trois premiers sacs bleus seraient vides, le quatrième sac bleu serait marqué 7, le cinquième et dernier serait marqué 3 ; le nombre de grains s'écrirait 31000. Il suffira donc d'ajouter trois zéros à la droite
.de 37. Observons en passant que 37000 n’est autre chose que 37 fois
mille ; en d’autres termes on a 1000 >< 37 — 37000.
74. Supposons qu’en opérant comme je l’ai expliqué sur un tas de blé, on ait obtenu huit sacs bleus, sur lesquels soient respectivement inscrits, en allant de droite à gauche, les chiffres 4, 5, 1, 3, 7, 0, 8,2; le nombre total de grains de blé s’écrira 28073154 ; il y aura 2807315
sacs du premier ordre contenant en tout 28073150 grains ; 280731 sacs lu second ordre, contenant en tout 28073100 grains ; 28073 sacs du roisième ordre, contenant en tout 28073000 grains, ..; 28 sacs du sixième ordre contenant 28000000 grains ; 2 sacs du Hébiiéute ordre contenant 20000000 grains.
On voit qu’on peut écrire 28073154 = 4 + 50 + 100 + 3000 + 70000 + 8000000 + 20000000
Notons encore l’égalité suivante :
qui exprime, comme on l'a dit plus haut, que le quotient de la division du nombre écrit 28073154 par 10000 est 2807 et le reste
75. Arrêtons-nous un instant sur les sacs blancs qui correspondent aux mille, aux millions, ..., à ces nombres de mille en mille fois plus grands pour lesquels, dans la numération parlée, on a créé des noms nouveaux.
Les sacs qui contiennent mille grains sont du troisième ordre ; leur nombre s'obtient en supprimant les trois premiers chiffres à droite dans le nombre écrit qui figure le nombre total de grains : ce sera, dans l'exemple qu’on a pris, 28073. Quand on a formé les sacs du troisième ordre, pour former les sacs qui contiennent mille sacs
du troisième ordre, 1l faut effectuer trois nouvelles mises en sac, de même qu'il a fallu effectuer trois mises en sac pour parvenir aux :
sacs contenant mille grains; les sacs ainsi obtenus seront du sixième ordre : ils contiendront mille fois mille grains, ou un million; on obtiendra leur nombre en supprimant six chiffres à droite du nombre 28073154 ou trois chiffres à droite du nombre 28073 ; on trouve ainsi 28.
De même, si le tas de blé était suffisamment gros, on tétinérait les sacs contenant mille millions ou un billion de grains, en prenant
les sacs du sixième ordre et en effectuant trois nouvelles mises en.
sac : ce seraient des sacs de neuvième ordre ; leur nombre se déduirait du nombre écrit de grains de blé en supprimant neuf Dan à droite de ce nombre, etc.
Observons que les nombres mille, un million, un billion S Lio
dans le système décimal 4000 — 10%, 1000000 — 1000 >< 1000 = 1000? — 106, 1000000000 — 1000 — 10°.
76. Adoptons maintenant des dénominations plus abstraites, qui
se comprendront d’elles-mêmes, après les explications qui ont été
données, et qui pourront nous servir dans tous les cas.
Nous appellerons unités composées du premier ordre, du second
ordre, du troisième ordre, etc., les nombres qui s’écrivent 10, 100, 1000, .….. C’étaient les nombres de grains contenus dans nos sacs du premier, du second, du troisième ordre, .... L'unité composée du premier ordre équivaut à dix unités simples 0; chaque unité com-
4, Les unités simples, si on veut leur attribuer un ordre, devront être regardées comme d'ordre ZÉTOs
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posée d'ordre supérieur équivaut à dix unités composées de l’ordre immédiatement inférieur.
Dans le nombre 28073154, 4 est le chiffre des unités simples; et 28073154 le nombre des unités simples ; 5 est le chiffre des unités composées du premier ordre ou des dizaines, 2807315 est le nombre des dizaines ; 1 est le chiffre des unités composées du second ordre, ou des centaines, 280731 est le nombre des centaines ; 3 est le chiffre des unités composées du troisième ordre, ou des mille, 28073 est le nombre des mille, etc....; 8 est le chiffre des unités composées du sixième ordre, ou des millions, 28 est le nombre des millions, 2 est le chiffre et le nombre des unités composées du septième ordre, ou des dizaines de millions ; c’est le chiffre des plus hautes unités du nombre proposé.
Observons maintenant que la convention essentielle grâce à laquelle on peut écrire dans le système décimal un nombre quelconque consiste à attribuer aux chiffres des valeurs différentes suivant leur position relative; dans un nombre écrit, le premier chiffre à droite représente des unités simples, el chaque autre chiffre représente des unilés composées dix fois plus grandes que celles qu'exprime le chiffre placé à sa droite. S'il y a lieu, le zéro permet d'attribuer aux autres chiffres le rang qu'ils doivent occuper, afin qu'ils expriment bien les unités qu'on veut leur faire exprimer.
Un zéro, deux zéros, trois zéros, …, placés à la droite d’un nombre lui font exprimer des unités composées du premier, du deuxième, du troisième ordre, … On pourrait, si cela avait quelque utilité, placer autant de zéros qu'on voudrait à la gauche d’un nombre; on ne le changerait point.
Il ne me paraît pas utile d'insister sur la concordance évidente des règles exposées dans ce paragraphe et de celles qu’on a développées au n°8 (p. 9).
77. Il ne me reste plus, pour terminer ce sujet, qu'à montrer comment on. peut passer de la numération écrite à la numération parlée et réciproquement; comment on peut énoncer un nombre écrit, écrire un nombre énoncé.
Si le nombre écrit contient seulement un, deux ou trois chiffres, il ny a aucune difficulté à l’énoncer; dans le cas de deux chiffres, on voit tout de suite le nombre de dizaines et d'unités ; par exemple, 28 s énonce vingt-huit, puisque 28 veut dire deux fois dix, plus huit. S1l y a trois chiffres, on énonce d’abord le chiffre de gauche qu’on
_ fait suivre du mot cent, et l’on énonce ensuite le nombre de deux
tr LEÇONS D’ARITHMÉTIQUE.
chiffres ni reste : 928, 908, 920 s’énoncent neuf cent vingt-huit, neut
cent huit, neuf cent vingt.
Si le nombre proposé a six chiffres au plus, on supprime trois chiffres à droite, on énonce le nombre formé par les un, deux ou
trois chiffres qui restent, en le faisant suivre du mot mille, et l’on
énonce ensuite le nombre formé par les trois chiffres supprimés.
Si le nombre proposé a neuf chiffres au plus, on supprime six chiffres à droite; on énonce le nombre formé par les un, deux ou trois chiffres qui restent, en faisant suivre du mot millions, et l'on énonce ensuite le nombre formé par les six chiffres que l'on avait supprimés, etc.
Toutes ces règles ont été justifiées d'avance par les explications relatives à la recherche du nombre de mille, de millions, de billions, .…. contenus dans un nombre.
En résumé, on sépare le nombre écrit en tranches de trois chiffres eu commençant par la droite ; la dernière tranche de gauche peut contenir un, deux ou trois chiffres ; la première tranche à droite correspond aux unités simples, la deuxième aux mille, la troisième aux millions, la quatrième aux billions, etc... On énonce chaque tranche successivement, en allant de gauche à droite, ce que l’on sait faire si l’on sait énoncer un nombre écrit de trois chiffres, et l’on fait suivre le nombre écrit dans chaque tranche de celui des mots... billions, millions, mille, unités qui lui correspond. Le mot unités se sous-entend d’ordinaire (t).
En renversant cette règle, en quelque sorte, on a la règle pour écrire un nombre énoncé.
D'abord on n’a aucune difficulté si le nombre est moindre que mille ; on n'aura besoin, pour l’écrire, que de trois chiffres au plus; le chiffre des centaines, celui des dizaines et celui des unités se reconnaissent à la seule audition. | -
Si le nombre contient des billions, des millions, des mille, des unités, en l’entendant énoncer on écrira successivement, en allant de gauche à droite, les tranches qui correspondent aux billions, aux millions, aux mille, aux unités. Ces tranches, sauf peut-être la première, comporteront trois chiffres (?).
3. C'est à cette règle que correspond l'habitude, assez fréquemment suivie, de laisser, dans l'écriture ou l'impression, un petit intervalle entre les franches de trois chiffres, afin de faciliter la lecture. On écrit, par exemple :
2. Le lecteur un peu familier avec l'arithmétique reconnaîtra que la numération parlée est en quelque sorte mixte : elle a à la fois dix et mille poùr bases. On aurait eu un système simple ex introduisant des mois nouveaux pour les unités composées de dix en dix fois plus grandes.
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78. L'habitude de compter de dix en dix, commune à presque tous les peuples ayant acquis un certain degré de culture, remonte à la plus haute antiquité. À cette même habitude se rattachent aussi de très anciennes façons d'écrire les nombres qui, dans le fond, sont identiques à la numération décimale.
Plus anciennement encore, peut-être, au lieu d’écrire les nombres, on les figurait au moyen de jetons. Chaque jeton représentait une unité d'un certain ordre, dans le sens que nous avons donné à ce mot. Les jetons se disposaient sur une table ou abaque, portant des lignes parallèles ou colonnes. Sur la première colonne (en comptant les colonnes de la droite vers la gauche), on plaçait des jetons repré- ‘sentant chacun une unité simple ; sur-la seconde colonne, des jetons représentant chacun une dizaine; sur la troisième colonne, des jetons représentant chacun une centaine, etc... On avait ainsi une représentation des nombres, très analogue à la représentation décimale. La même table servait au calcul et son usage s’est conservé jusqu'au siècle dernier (‘). Le boulier des écoles et le sudn-pän chinois offrent une disposition analogue.
Dans l’écrilure cunéiforme, les Babyloniens notent les nombres de un à neuf par la répétition d'un même signe, puis les collections de dizaines par la répétition d’un même signe différent du premier, puis les collections de centaines, encore par la répétition d’un autre signe.
Dans les systèmes de cette nature s'introduisirent des abréviations qui en altérèrent la simplicité et le caractère systématique. A ce
type de numération, on peut rattacher la numération romaine, bien
connue du lecteur : cette numération, si on la bornait à l’emploi et à la répétition des signes I, X, C, M,.., pour représenter les unités, les dizaines, les centaines, les mille, serait une véritable numération décimale. C'est les abréviations qui la défigurent, et notamment celles qui se rapportent aux nombres comme IX, XIX, XC.,... voisins d’un nombre qui s’exprimerait par un symbole simple; ces abréviations rendent très pénibles tout calcul direct, effectué sur les nombres écrits. Les Égyptiens avaient un mode de numération analogue à celui des Babyloniens et comportant aussi des abréviations (?). Les Grecs de l’école d'Alexandrie introduisirent
1. Dans la première scène du Malade imaginaire, c'est avec des jetons qu'Argan fait ses
comptes. ;
2. Voici une particularité assez remarquable de leur façon de procéder dans les calculs : pour faire une multiplication, ils ne multipliaient jamais que par le nombre deux, et réunissaient ensuite les produits partiels : le lecteur se rendra aisément compte de la meilleure manière pour procéder ainsi en supposant le multiplicateur écrit dans le système binaire. (Voy. Ex. 8, 9.) La pratique de la division était fondée sur le même principe.
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une notation très systématique, qui consistait à représenter les neuf premiers nombres par les neuf premières lettres de l'alphabet, les neuf premières collections dé dizaines par les neuf lettres suivantes, les neuf premières collections de centaines par les dernières lettres de l'alphabet (complété par quelques autres caractères); pour les. mille, ils recommençaient à employer les neuf premières lettres, en plaçant un signe au-dessous ; ils comptaient ensuite par dizaines de mille ou myriades, puis par myriades de myriades, etc... Ils étaient en possession de tables de multiplication assez étendues.
Quant au système actuel de numération écrite, comportant l’emploi de neuf chiffres significatifs et du zéro, ainsi que la règle qui
concerne la valeur relative des chiffres, il fut introduit dans l'Inde à
une époque qui n’est pas bien déterminée, mais qui, toutefois, semble postérieure à l'ère chrétienne. L'invention de ce système est un fait capital dans l’histoire de la science et l'habitude que nous avons de la numération décimale ne doit pas nous empêcher d'admirer la merveilleuse simplicité de son mécanisme.
Les Arabes rapportèrent de l’Inde la numération décimale et les principales règles de calcul. Ge système pénétra ainsi dans l’Occident vers le xi° ou le xrr° siècle (!).
L'emploi des chiffres significatifs a précédé, dans l'Occident, l'usage du zéro. Leur première introduction est contemporaine de Gerbert (vers l'an 1000). Ils servaient alors à distinguer les jelons au moyen desquels on calculait. L'introduction du zéro n’eut lieu que deux cents ans plus tard ().
Exercices (°).
4. Combien y a-t-il de nombres différents ayant un nombre donné de chiffres, 5 chiffres par exemple? Combien y a-til de nombres différents n'ayant pas plus de 5 chiffres?
1. Les règles de calcul encore employées par les Hindous sont équivalentes aux nôtres, sans leur être identiques : la différence consiste surtout en ce que, calculant sur des tablettes recouvertes de sable fin, ils ne craignent pas d'effacer un chiffre déjà écrit pour le corriger. Gelte facilité leur permet, par exemple, de commencer la multiplication par les chiffres de gauche, en corrigeant ainsi, au fur et à mesure, les chiffres obtenus au produit : de cette façon les calculateurs hindous un peu exercés arrivent à écrire le produit de deux nombres d'autant de chiffres qu'on voudra, sans écrire comme nous les produits partiels du multiplicande par les divers chiffres du multiplica-
teur. (Voir un article de M. Delbos dans le Bulletin des Sciènces mathématiques, 2% série, t. XVI, :
p. 93.) 2. Je dois ces divers renseignements historiques à Paul Tannery, mon frèfe.
3. On rappelle, à propos des Exercices, ce qui a déjà été dit au début. Dans tous les exercices relatifs aux cinq premiers chapitres, le mot nombre est toujours pris dans le sens de nombre entier absolu. Les lettres représentent toujours de tels nombres, et s'il est question de solutions - d'une équation, on entend toujours parler de solutions en nombres naturels ou nuls. — Le numérotage des exercices se suivra d’un bout à l’autre du volume. l
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2. Un livre a 300 pages, Combien faut-il de caractères pour numéroter ces pages? Combien de fois emploie-t-on le caractère 0, le caractère 4, le caracère s,-etc?
Si a est un nombre de » chiffres, on a
4. Si tous les mots d’uné langue avaient neuf lettres prises seulement parmi les lettres a, b, c, d, e, f, g. h, k, et si l’on remplaçait ces lettres respectivement par les chiffres 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, chaque mot serait écrit comme un nombre de neuf chiffres : si, dans un dictionnaire, on rangeait les mots de cette langue dans l’ordre alphabétique, suivant l’usage habituel, les nombres correspondant aux mots seraient rangés par ordre de grandeur. |
5. On a neuf poids pesant respectivement 4, 2, 3, ..., 8,9 grammes, neuf autres poids pesant respectivement 1 fois, 2 fois, …, 9 fois 10 grammes; 9 autres poids pesant respectivement 1 fois, 2 fois, …, 9 fois 100 grammes; 9 autres poids pesant respectivement 1 fois, 2 fois, …, 9 fois 1000 grammes. Avec ces poids, on peut peser, à À gramme près, tout corps pesant moins de 10 000 grammes. .
6. On a 11 poids pesant respectivement 4, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 grammes; avec ces poids on peut peser, à { gramme près, tout corps qui pèse moins de 1 024 grammes.
1. Tout nombre autre que 1 est ou bien une puissance de 2, ou bien une puissance de 2 augmentée de f, ou bien une somme de puissances de 2 toutes différentes, ou bien une telle somme augmentée de 1.
Tout nombre peut s’écrire sous la forme
Lo +20 +2.a, + %.u, +... H9n. an,
les nombres @,, a, &,, ..., a, étant chacun égal à 0 ou à 4. Un nombre ne peut être écrit ainsi que d’une seule manière.
9. a étant un nombre donné plus grand que 1, tout nombre peut être mis, et
“cela d'une seule façon, sous la forme
Go—a.d—+a.d, +... HLan.an, Lo» Lys Le, +. An étant des nombres plus petits que a.
Ecrire ainsi un nombre, c’est, au fond, l'écrire dans le système de numération dont la base est a; si on imagine a chiffres représentant tous les nombres inférieurs à a, y compris 0, les nombres &,, «&,, ..., än doivent être pris parmi ces Chiffres, et le nombre 4, +a.a,,—+a*.a, +... an.an pourrait être écrit sous la forme än 4n—1 … 4, à, en supposant que chaque chiffre placé à gauche d’un autre représente des unités composées a fois plus fortes que ce dernier. Cette notation ne sera pas employée dans ces Leçons, d'autant qu'une notation pareille, avec un sens tout différent, a été introduite pour la multiplication.
Si l’on supposait que la base de la numération fût 2, la numération serait dite binaire.
10. n personnes reçoivent chacune un des numéros 0, 4, 2, …, n—1. Elles ont devant elles n objets portant aussi les numéros 0, 4, 2, ..., n—1; chacune doit choisir un de ces objets: elles ont à leur disposition des jetons et une corbeille. La personne qui a le numéro 0 mettra dans la corbeille un nombre de
jetons égal au numéro de l’objet qu’elle a choisi; celle qui a le numéro 1 mettra
dans la corbeille un nombre de jetons égal au produit de n par le numéro de l'objet qu'elle a choisi. En général, la personne qui a le numéro k et qu a choisi l'objet portant le numéro k mettra dans la corbeille un nombre de jetons
_ égal à n*Xh. On demande de dire, d’après le nombre de jetons qui se trou-
vent dans la corbeille, quel objet chaque personne a choisi. 41. On donne une suite infinie de nombres
d,;, gs ds, ...) Ans ……,
tous plus grands que 4; démontrer que tout nombre peutêtre mis, et ccla d’une seule façon, sous la forme X a, + Qu + Ga + Mails +. + das. Ann.
en désignant par Go, is As +. An des nombres tels que l’on ait | Ap <T Ap+1s
quel que soit l'indice p.
42 Onécrit la suite des nombres naturels sans les séparer: 12345678910111213... Quel est, dans cette suite, le 400 000ème chiffre ?
& 3. — Addition.
79. Je vais maintenant m'occuper de la pratique des opéralions fondamentales,-dont on a défini le sens et établi les propriétés fon- : damentales dans le chapitre précédent. 7
Le problème général est le suivant : 2 |
Les nombres sur lesquels on a à opérer étant écrits dans le système décimal, écrire le résultat de l'opération dans ce même système. ;
Pour l'addition, je distinguerai plusieurs cas: te |
4 Supposons qu'on ait à ajouter un nombre d'un seul chiffre à un nombre terminé par un 0. :
Soit par exemple à ajouter 7 à 340; le résultat s'obtient immédia-, tement, c'est 347, puisque ce dernier nombre (n° 76, p. 18), n'est autre chose que 340 + 7. |
11 suffit donc de remplacer le zéro du second nombre par le chiffre qui représente le premier. | |
% Supposons maintenant que les nombres à ajouter soient tous terminés parun 0.
Soit par exemple à ajouter 870, 9200, 350, 80, ou 87 dizaines, 920 dizaines, 33 dizaines, 8 dizaines ; la Somme sera (n° 42,p. 38)un
nombre de dizaines égal à la somme de 87, 920, 35, 8. Si l’on sait écrire la somme de ces derniers nombres, on lui fera représenter des dizaines en plaçant un zéro à sa droite.
Ainsi, pour ajouter des nombres qui sont tous terminés par un zéro, on peut supprimer ce zéro, ajouter les nombres que l'on obtient ainsi, puis placer un zéro à la droite du résultat. ee . 3° Plaçons-nous maintenant dans le cas général et soit à ajouter les quatre nombres 3872, 607, 8749, 1621. Je vais montrer comment on peut déterminer les chiffres des unités du total et ramener la
recherche des autres chiffres à un problème analogue au problème proposé, mais plus simple. On peut écrire les nombres donnés
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3810 + 2, 600 + 7, 8740 + 9, 1620 1 ; la somme de tous ces nombres, d’après les principes relatifs à l'addition peut s’obtenir en faisant d’une part là somme des nombres 9, 7, 9, 4, c’est-à-dire des unités simples des nombres proposés, puis la somme des nombres 3870, 600, 8740, 1620, qui rentrent dans le cas que nous venons d'examiner; la somme des nombres d’un seul chiffre 2, 7, 9, 4 s'obtient sans difficulté, c'est 19 ou 10 + 9; il faudra ajouter ce nombre à la somme des nombres 3870, 600, 8740, 1620 : il reviendra au même d’ajouter 9 à la somme des nombres 10, 3870, 600, 8740, 1620. Cette dernière somme sera terminée par un zéro; pour lui ajouter 9, on remplacera ce zéro par 9; 9 est le chiffre des unités du
. total cherché. On a maintenant à faire la somme des nombres, tous
terminés par un zéro, 10, 3870, 600, 8740, 1620. Il suffira pour cela de faire la somme des nombres 1, 387, 60, 874, 162 et de placer à sa droite ce zéro qui doit être remplacé par un 9; on écrira tout simplement cette somme à la gauche de ce chiffre 9, que je suppose déjà écrit, en sorte que le chiffre des unités, dans la somme des nombres 1, 387, 60, 874, 162, se trouvera être le chiffre des dizaines dans le total cherché. Quant à la somme des nombres 1, 387, 60, 874, 162, on déterminera le chiffre de ses unités exactement de la même façon que pour les nombres proposés ; ce chiffre sera le chiffre des dizaines du total cherché ; on voit comment on pourra déterminer ainsi successivement le chiffre des unités, des dizaines, des centaines... de ce total. Les explications qui précèdent justifient la règle suivante.
80. Règle. — Pour ajouter plusieurs nombres, on les écrit les uns au-dessous des autres de manière que les chiffres représentant des unités de même espèce soient dans une même colonne verticale : nous appellerons ces colonnes : colonnes des unités simples, des dizaines, des centaines, des mille, etc... Sous le dernier nombre on tire un trait horizontal, qui séparera le dernier nombre du total cherché ; on ajoute ensuite successivement les nombres d’un chiffre contenus dans la colonne des unités simples ; si le résultat n'a qu’un chiffre, on écrit ce chiffre à la place du total, sous la colonne des unités simples ; ce sera le chiffre des unités simples du total; s'il en a plusieurs, on écrit seulement le dernier chiffre de droite, qui sera encore le chiffre des unités simples du total, et l’on retient le nombre formé par l’ensemble des autres chiffres ; à ce nombre on ajoute successivement les nombres d’un chiffre contenus dans la colonne des dizaines ; si le résultat n’a qu’un chiffre, on écrit ce chiffre au total, sous la colonne des dizaines, à gauche du chiffre des unités simples du total, de manière à lui faire représenter des dizaines,
s’il en a plusieurs, on n’écrit à cette même place que le dernier
chiffre de droite, et l’on retient le nombre formé par les autres chiffres pour lui ajouter les nombres d’un chiffre contenus dans la colonne des centaines ; si le résultat n’a qu’un chiffre, on l'écrit au
_ total, à la place des centaines; s’il en a plusieurs, on n'écrit à cette,
même place que le dernier chiffre de droite et l’on retient le nombre formé par les autres chiffres pour lui ajouter successivement les chiffres des mille; on continue ainsi jusqu'à l'épuisement des colonnes ; quand on a fait la somme du dernier nombre retenu et des nombres d’un chiffre contenus dans la dernière colonne de gauche, on place le résultat tel quel, à la gauche des chiffres déjà écrits au total. , ue
Pour l'exemple qui a été développé, on disposera l'opération comme ci-dessous : |
et l'on dira « 2 et 7 font 9, et 9 font 18, et 1 font 19; je pose 9 etje | retiens 4; 4 et 7 font 8, et 0 font 8, et 4 font 12, et 2 font 14; je
pose #4 et je retiens 1; T et 8 font 9, et 6 font 15, et 7 font 22, et
6 font 28: je pose 8 et je retiens 2; 2 et 3 font 5, et 8 font 13, et
Afont 14, que j'écris ». Le résultat est 14849.
81. On voit que l'opération a été ramenée à des additions partielles, dans lesquelles on n’a jamais à ajouter à un nombre, qui peut d’ailleurs être quelconque, qu’un nombre d’un chiffre. Quant à cette dernière opération, il convient d'en acquérir l'habitude de bonne heure; théoriquement on pourrait l’effectuer à part, en écri-
vant les deux nombres à ajouter, et en appliquant la règle même. |
qu’on vient d'exposer; on n'aurait alors à ajouter que des nombres d’un chiffre, et s’il y avait une retenue, elle ne pourrait excéder 1. Mais l'opération est assez simple pour se faire de tête, car elle ne porte habituellement que sur le dernier chiffre ou les deux derniers chiffres du nombre qui en a plusieurs ; il y a exception quand la première addition partielle donne une retenue el que les chiffres des
jizaines, des centaines, dans le nombre de plusieurs chiffres sont
les 9; auquel cas, ils sont remplacés dans le total par des 0, et.
_ Je chiffre qui précède à gauche ces 9 doit être augmenté d’une unité. Par exemple, 789997 + 4 — 790001 ; 99999 +8 == 100002:
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Au surplus, quand on effectue une addition, des nombres d’une pareille grandeur ne pourraient se présenter dans les additions par tielles que si l’on avait beaucoup de nombres à ajouter, et il y aurait alors tout intérêt à fractionner l'opération, c'est-à-dire à n’ajouter ensemble qu’une partie des nombres, puis une autre parie, .… et à réunir toutes les sommes partielles.
Ce fractionnement de l’opération està recommander en particulier quand les nombres à ajouter ont beaucoup de chiffres. Si on ne le pratique pas, il importe d'inscrire la retenue pour chaque colonne, afin qu'un oubli dans le cours de l’opération n’oblige pas à tout recommencer. Une autre recette, qui donne de bons résultats, quand on en a pris lhabitude, consiste, tout en faisant l'addition comme d'ordinaire, à ne jamais ajouter que deux nombres d’un chiffre, en marquant immédiatement, si cette somme dépasse 10, la retenue au moyen d’un point que l’on place à gauche, soit entre les deux colonnes, soit au-dessus de la colonne qui précède à gauche. Il est à peine utile de dire que le nombre des points, relatifs à une colonne, doit être ajouté aux nombres qui figurent dans la colonne qui précède à gauche.
Quelques calculateurs n’additionnent jamais que deux nombres à la fois, de manière à éviter presque toutes les causes d'erreur. Au contraire, dans les calculs usuels, chez les commerçants, où d'ordinaire chaque nombre n’a que deux ou trois chiffres, les comptables s’habituent à additionner à la fois plusieurs chiffres dans une même colonne, ou encore deux nombres de deux et même de trois chiffres.
Pour ajouter de tête des nombres de deux ou de trois chiffres, il convient d'effectuer l'opération en commençant par les plus hautes unités et en corrigeant mentalement le résultat si les chiffres suivants fournissent des retenues.
Au reste, la pratique de l'opération suggère à chacun des abréviations sur lesquelles je n’ai pas à insister.
82. Preuve de l'addition. — On appelle preuve d’une opération une autre opération dont le résultat permet de contrôler le résultat de la première. La vérification n’est jamais complète; si la preuve, comme on dit, ne réussit pas, c’est qu'on s’est trompé dans l’opération, ou dans la preuve, ou dans les deux. Si la vérification réussit, il peut arriver que la première opération soit inexacte et que l’erreur commise ne soit pas mise en évidence par la preuve, ou qu’une seconde erreur commise dans la preuve compense la première.
Toutefois, le contrôle augmente beaucoup les chances d’exacti-
tude, et il n’est guère d'opération d’arithmétique qui ne doive être contrôlée.
Un premier moyen de contrôle consiste à recommencer P opération.
L'expérience montre qu’en faisant deux fois de suite la même opération on commet souvent deux fois de suite la même faute, au même endroit, en raison de la tendance que nous avons à prendre des
ù 8 ; : : : ‘ : e ; habitudes. Aussi convient-il d'avoir à sa pese d’autres
preuves.
Pour l'addition, on peut recommencer l opération en rangeant les nombres à ajouter dans un autre ordre : il est commode, pour ne pas
les écrire deux fois, de faire les additions partielles de bas en haut,
au lieu de les faire de haut en bas.
Exercices.
Quelle est la somme des cent premiers nombres naturels
44. Sur 7 nombres qui doivent être rangés par ordre de grandeur, on connaît le premier qui est 8, et l’on sait que chacun des autres s'obtient en ajoutant 2 au précédent : quels sont ces 7 nombres ? |
45. 10 nombres correspondent aux numéros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Celui qui correspond au numéro 0 est 12, chacun des autres s'obtient en ajoutant té numéro auquel il correspond au nombre qui correspond au numéro immédiatement inférieur. Quels sont ces dix nombres?
46. u,, u,, u,, .…, un étant des nombres inconnus, sauf le premier, et a,, . -.., an des nombres connus, on sait qu’on a pour toutes les veus de p, à partir de 1 jusqu'à 2,
Up = Up—1 + Gp; démontrer que l’on a. ue
Un — Vo me di + Re ES An:
47. Pour former une table d’addilion qui donne à la simple lecture la somme
de deux nombres quelconques pris dans la suite 1,2, 3, ..., n, on peut pro-
céder comme il suit :
Prenant une feuille de papier quadrillé, on écrit sur une première ligne horizontale, dans les cases du papier, les nombres 2,3, 4, ...,n—+1; puis sui une seconde ligne horizontale, dans les cases situées au-dessous des précé. dentes, les nombres 8, 4,5, ..,n<+2; puis, au-dessous encore les nombres 4, 5, 6, …, n +3, et ainsi de suite; la dernière ligne horizontale contiendra les nombres ni n +2, .….,n—+}n. On a ainsi formé une table carrée contenant n° cases : il reste à écrire les nombres qui permettent de la consulter (et qui ne doivent pas être regardés comme faisant partie de la table). Au-dessus des cases de la première ligne horizontale on placera les numéros 1, 2, 3, ...,n: ce
seront les numéros des colonnes verticales de la table; en face des Cases de la
première colonne verticale, à gauche, on place les numéros 1, 2, 3 ir 06 seront les numéros des lignes horizontales. La case qui appartient à la ‘fois à Ja colonne qui porte le numéro a et à la ligne qui porte le numéro 6 contient la somme a tb. La disposition qu'on vient de décrire est la disposition d'une table à double entrée.
48. Sur une feuille de papier quadrillé, on écrit, dans les cases du papier, sur une ligne horizontale, les nombres 1, 2, 3, ..., n. Dans les cases au-dessous, en commençant par celle qui se trouve au- dessous du chiffre 1, on écrit les
à ou
A sa À fe.”
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nombres 2, 3, 4, .., n, puis, au-dessous en commençant toujours dans la même colonne verticale, les nombres 3, 4, 5, …, n, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on soit amené à écrire dans la première colonne verticale de gauche le seul nombre n. On forme ainsi une sorte de triangle :
Démontrer que la somme de tous les nombres écrits est égale à la somme des carrés des nombres À, 2, 3, .…, n.
L'équation
T+y—=AN,
où » est un nombre donné et x, y deux nombres inconnus, admet n + 1 systèmes distincts de solutions. Par exemple, si n est égal à 3, en a les quatre solu- PO Pen l Vie Q 2 y li 3 y 0,
20. On considère la suite des nombres 0, 14, 1, 2, 3, 5, 8, 43, 21, .…., obtenus de la façon suivante : les deux premiers termes sont les nombres 0, 4; chacun des suivants s'obtient en faisant la somme des deux termes qui le précèdent. Calculer les trente premiers termes de cette suite.
Cette suite reviendra souvent dans la série des exercices. On la désignera sous le nom de suite de l'exercice (20), et l’on en désignera habituellement les termes par %,, U, Us, ..., Un, .….; ON Suppose w, = 0, u, —1, u) —1,...,en sorte qu’elle est définie par l'égalité
Un +2 = Un+1i+ Un.
qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de n à partir de 0, et par les deux égalités | NEA I REX Lo
un est le (n + 1)ième terme de la suite.
La question actuelle est un simple exercice numérique : on demande de calculer U,, U,; Us, +, Uop-
24. Démontrer que, dans la suite qu'on vient de définir, la somme des premiers termes consécutifs, augmentée de 1, est égale au terme qui suit de deux rangs le terme auquel on s'est arrêté.
Je donne ici une démonstration de cette proposition, parce qu’elle fournit un exemple simple d’un procédé très souvent employé en mathématiques. On vérifie d'abord sur les premiers termes connus, 0, 1, 1, 2, 3, .…, l'exactitude du théorème; ainsi, la somme des deux premiers termes 0 et 1, augmentée de 1, est 2; la somme des trois premiers termes, augmentée de 1, est 3, et à la rigueur la première vérification suffit. Puis, admettant que la loi est vraie pour les n premiers termes de la suite, on démontre que, par cela mème, elle est vraie pour les n + 1"premiers termes; dès lors, étant vraie, comme on l'a vérifié, pour les deux premiers termes, elle est vraie pour les trois premiers, pour les quatre, cinq, .. premiers; elle est {oujours vraie.
Dans le cas actuel, admettons que le théorème énoncé soit vrai pour les n premiers termes de la suite, le terme auquel on s'arrête est alors un-1. Celui qui le suit de deux rangs est ur+1 et l'on a, par hypothèse :
- (4) Unti= Uo HU, + Us + … Uni +1;
il faut démontrer que cette égalité et la définition de la suite entrainent l'éga-
lité Un +2 = Us + u, + Us + .. + Un- 1 + un +1.
4. Une équation est une égalité indiquant certaines opéralions à faire sur un ou plusieurs nombres inconnus, représentés habituellement par les lettres x, y... L'égalité n’est vraie que pour certaines valeurs attribuées à ces lettres: un système de valeurs qui, atiribuées aux inconnues, vérifient l'équation est un système de solutions, ou plus brièvement une solution ; deux solutions sont distinctes si l’une des inconnues, au moins, ne se trouve pas avoir la même valeur dans ces deux
golutions.
C'est ce qui devient évident en ajoutant un aux deux termes de l'égalité (1) et en remarquant que le nombre un Æ Un+1 qui s'introduit dans le premier membre est égal à un+2, en vertu de la définition de la suite.
Ce procédé de démonstration est dit procédé d'induction.
22. On forme le triangle suivant, dit ériangle arithmétique de Pascal :
SES Oo + Co ND = o à
d'après la loi que voici : en dehors des nombres 1 qui remplissent la première colonne verticale et qui terminent chaque ligne horizontale, chaque nombre du triangle est égal à la somme du nombre qui est immédiatement au-dessus de lui et du nombre qui précède ce dernier, sur la même ligne horizontale. Si l’on numérote les lignes horizontales, en descendant, au moyen des numéros Gr 2 SAV et les lignes verticales, en allant de gauche à droite, au moyen
des mêmes numéros, si enfin on convient de représenter le nombre du triangle de Pascal qui est situé à la fois dans la ligne qui porte le numéro n et dans ta
colonne qui porte le numéro p, par le symbole C?, où il est bien entendu que le nombre p, placé en haut, êst un simple numéro d'ordre, non un exposant, la loi précédente peut s'exprimer par la formule Chi —C?*" + Cr - — Compléter le triangle jusqu’à la ligne qui porterait le ne 10.
23. Dans une ligne quelconque du triangle de Pascal, les termes à égale dis-
tance des extrêmes sont égaux. /
Dans chaque ligne horizontale, la somme des termes est double de la somme
des termes de la ligne horizontale précédente. La somme des termes de la ligne horizontale qui porte le n° n est “ERle à 2n. On peut donc écrire :
Ci Cut Ce + Ci,
Un nombre quelconque du triangle de Pascal est égal à la somme des termes placés au-dessus de lui dans la colonne verticale précédente.
Si l'on fait la somme des termes contenus dans une parallèle à l'hypoténuseé
du triangle, à partir de l'un des nombres 1 qui figurent à gauche, on trouve le nombre du triangle qui est immédiatement au-dessous descelui auquel on s’est
arrêté.
Dans une ligne quelconque du triangle de Pascal, la somme des termes de
rang impair est égale à la somme des termes de rang pair : dans la ligne qui porte le n° n, chacune des sammes cst égale à 271.
24. Dans la suite de l'exercice 20, il y à au moins quatre et au plus cinq termes
d’un nombre de chiffres donné plus grand que 1.
$ 4. — Soustraction.
83. On sait par cœur les résultats no . en ajoutant à l’un ee conque des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, T7, 8, 9, 10 un nombre d’un
chiffre, résultats qui sont tous - à 20 ; on en déduit immé-
diatement les différences obtenues en retranchant l’un des nombres
1, 2, 3, 4, ..., 10 d’un nombre d’un chiffre, ou d’un nombre de deux …
chiffres dans lequel le chiffre des dizaines est 1, lorsque cette diffc-
rence n’a qu'un chiffre ; ces résultats doivent être immédiatement
présents à la mémoire.
Ceci posé, deux nombres étant écrits dans Le système décimal, on reconnaît immédiatement par la règle du n° 72 (p. 76) quelest le plus grand.
Il est aisé de trouver le chiffre des unités du reste et de ramener
l'opération au cas où chacun des nombres donnés a un chiffre de
moins ; en procédant ainsi de proche en proche, on parvient au résultat.
1° Supposons que les deux nombres soient terminés par un zéro ; soient par exemple les nombres 720 et 640; la différence cherchée s'obtient en plaçant un zéro à la droite de la différence entre 72 et 64, qui est égale à 8. |
Cela résulte immédiatement de la règle analogue relative à l’addition, ou si l’on veut du théorème du n° 43 (p. 39).
2° Supposons maintenant que le chiffre des unités du plus grand nombre soit égal ou supérieur au chiffre des unités du plus petit.
Soit, par exemple, à faire la différence entre 1897 et 6323 : on a, en séparant les dizaines et les unités,
on est d’ailleurs assuré (n° 72, p. 76) que, dans le petit nombre, le nombre des dizaines est inférieur ou égal au nombre des dizaines du plus grand : on peut donc écrire (n° 22, p. 20).
_ La différence T — 3 s'effectue immédiatement ; elle n'a qu'un chiffre, elle est 4; le calcul de la différence entre 7890 et 6320 s’effectue en calculant la différence entre 789 et 632 et en plaçant un zéro à la droite; puisqu'on doit ajouter 4 au résultat, on voit qu'il suffira de calculer la différence entre 789 et 632, puis de placer un 4 à la droite du résultat; en d’autres termes, 4 est le chiffre des unités du reste cherché, et le nombre des dizaines de ce reste est 789— 632, On est donc ramené à calculer cette différence, sur laquelle on pourra raisonner de la même manière.
3° Supposons que le chiffre des unités du plus grand nombre soit plus petit que le chiffre des unités du plus petit. Le nombre des dizaines du plus grand nombre est nécessairement supérieur au
_ nombre des dizaines du plus petit.
Soit, par exemple, à retrancher 8727 de 9543; on aura encore 9543 — 9540 +35, 8727 — 8720 +71; puis, en ajoutant 10 aux deux nombres et en appliquant les Re sitions du n° 22,
LUS
la différence 13 — 7 se calcule immédiatement, elle n’a qu'un chiffre:
elle est 6. On est donc ramené a effectuer la différence entre 9540 et
8730, ou entre 954 et 873; cette différence trouvée, on placera un 6 à sa droite, et on aura le résultat cherché; en d’autres termes 6 est le chiffre des unités du reste cherché, et le nombre des dizaines de ce reste est 954 — 873.
Les explications qui précèdent justifient la règle suivante.
84. Règle. — Pour retrancher un nombre b d'un nombre @, plus grand que b, on écrit le nombre b sous le nombre a de manière que les chiffres de b soient respectivement au-dessous des chiffres de a qui expriment des unités de même ordre; on tire un trait au-dessous de b; c’est sous ce trait qu'on écrira chiffre par chifire le reste de l'opération ; ces chiffres se placeront respectivement au-dessous des chiffres de b qui représentent des unités du même ordre. On commence l’opération par la droite : on retranche, s’il est possible, le chiffre des unités simples de b du chiffre des unités simples de a, le résultat est le chiffre des unités simples du reste; si le chiffre des unités simples de b est plus fort que le chiffre des unités simples de a, on ajoute 10 à ce dernier chiffre, et l’on fait ensuite la soustraction;
la différence est le chiffre des unités simples dureste et l’on ajoute 1 R
au chiffre des dizaines de b. Du chiffre des dizaines de a,on retranche, s’il est possible, le chiffre des dizaines de b (augmenté de 1 dans le dernier cas) : le résultat est le chiffre des dizaines du reste: si la soustraction est impossible, on augmente de 10 le chiffre des dizaines de a et l’on fait la soustraction, le résultat est le chiffre des dizaines du reste et l’on augmente alors d’une unité le chiffre
des centaines de b; du chiffre des centaines de a, on retranche, sil
est possible, le chiffre des centaines de b (augmenté de 1 dans le second cas); le résultat est le chiffre des centaines du reste ; si la soustraction est impossible, on augmente de 10 le chiffre des centaincs de a, on fait la soustraction, et le résultat est le chiffre des centaines du reste; on augmente alors d'une unité le chiffre des mille de b, etc. On continue de la même façon jusqu’à ce qu'on ait épuisé tous les chiffres de b; quand on a retranché Ie dernier chiffre
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de b, on place à gauche de la partie écrite au reste le nombre formé par les chiffres (à gauche) non employés dans a, tel quel si la dernière soustraction partielle a été directe, et diminué de 1 si, pour la faire, il a fallu augmenter de 10 le chiffre de a qui correspond au chiffre des plus hautes unités de b.
Soit, par exemple, à retrancher 749752 de 58634564 ; on dispose l'opération comme ci-dessous
et l’on dit « 2 ôté de 4, il reste 2 ; 5 ôté de 6, il reste 1; 7 ôté de 15, il reste 8 et je retiens 1; 9 et 1 font 10; 10 ôté de 14, il reste 4 et je retiens 1; 4 et 1 font 5; 5 ôté de 13, il reste 8 et je retiens 1; Tet1 font 8; 8 ôté de 16, il reste 8 et je retiens 1; 1 ôté de 58 il reste 57 ».
Il est à peine utile de dire que la preuve de la soustraction se fait en constatant que le plus grand nombre est la somme du plus petit et du reste.
Au reste beaucoup de personnes pratiquent la soustraction en opérant en quelque sorte comme si elles faisaient la preuve : le mode de langage suivant correspond à cette façon d'opérer : « 2 et 2 (qu'on écrit) font 4; 5 et 1 (qu'on écrit) font 6; 7 et 8 (qu'on écrit) font 15; 10 et 4 (qu’on écrit) font 14; 5 et 8 (qu'on écrit) font 13; 8 et 8 (qu'on écrit) font 16; 1 et 57 (qu’on écrit) font 58 ».
Exercices.
25. Pour retrancher un nombre a d’un autre nombre b, on peut procéder comme il suit : soit Aür une puissance de 10 qui soit supérieure à a, on forme d’abord la différence 407 — a qu’on appelle souvent complément de a à 107. Il suffit pour cela d'écrire un nombre a’ ayant autant de chiffres que a et dont chaque chiffre, dans le cas où le dernier chiffre de a n’est pas un 0, est le complément à 9 du chiffre de même rang dans a, sauf le dernier chiffre qui est le complément à 10. On fait ensuite la somme a’+6 et l'on en retranche 107.
Par exemple : a— 561803, = 7854321, a!'— 432197, b—Ha'— 8286518, b—a— 7286518.
26. La méthode précédente s'applique en particulier quand on a à faire à la fois des additions et des soustractions : on choisit une puissance de 10 supérieure à tous les nombres qu'il faut retrancher, soit 10%; on forme le complément de chacun de ces nombres à 102: on ajoute tous ces compléments aux nombres à ajouter, ce qui se fait en une fois; on retranche du résultat autant de fois 407 qu'il y avait de nombres à retrancher.
Exemple : Calculer a— b + c — d, en supposant
En posant b'—10% — b — 378488, d'— 10° — d — 912775, on trouve a+ bob d'—1#9— 15068,
Combien l'équation
EPA
a-t-elle de solutions distinctes, pour lesquelles x et y soient inférieurs à 4007
28 On considère n nombres @,, @, .…., @4,, tels que chacun d’eux soit plus
grand que le suivant; on forme les nombres | D == 0, b, —4@;— 4%, b,= à, — a, +@, b,=4a,— 4, La, —0;,
et ainsi de suite, jusqu'au nombre On, obtenu en ajoutant ar au précédent, ou
en retranchant an, suivant que n est impair ou pair. Démontrer que chacun des nombres 6,, b., b3, .…, bn est Compris entre les deux qui le précèdent : démon-
trer que l’on a
et que chacun des nombres b affecté d’un indice pair est plus petit que chacun des nombres b affecté d'un indice impair.
29. Le double de la somme des n premiers nombres 1, 2, 3, .…., n est égal à
n in +1).
La somme des » premiers nombres impairs est égale à n°.
20. Si dans la suite de l'exercice 20 (p. 89), on fait la somme de tous les termes de deux en deux à partir de 0 en s'arrètant à un certain terme, et qu’on retranche. du résultat la somme de tous les termes que l’on a sautés, on trouvera le terme
qui précède celui auquel on s’est arrêté, diminué de 1. _ Par exemple : OLIS ES +HAU—1—2—5—15—12—15—1.
De même, sion faisait la somme des termes 1, 2, 5, 13, ..., pris dans la suite de deux en deux, à partir de 1, et en s'arrêlant à un certain terme, et quon en retranchât les termes que l’on a sautés, on trouverait le terme qui précède celui auquel on s’est arrêté, augmenté de 1; par exemple : = 7
34. Avec 8 poids pesant respectivement 18,.0:27;:81 243, 729, 2187 grammes
on peut peser à À gramme près, en mettant au besoin des poids dans les deux
platéaux de la balance, tout corps dont le poids ne dépasse pas 3280 grammes.
32. Tout nombre autre que 1 est ou bien une puissance de 3, ou bien une puissance de 3 augmentée ou diminuée de 1, ou bien une somme algébrique de puissances de 3 toutes distinctes, ou bien une pareille somme augmentée ou
diminuée de f.
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33. Trois personnes rangées dans un ordre déterminé ont à choisir chacune
une des couleurs bleu, blanc, rouge. Elles ont devant elles une soucoupe contenant 10 jetons; elles ont en outre des jetons dans leurs poches. La personne qui a choisi le bleu, quelle qu’elle soit, ne touchera pas aux jetons de la soucoupe. Celle qui a choisi le blanc mettra dans la soucoupe 1, 3 ou 9 jetons suivant qu’elle est la première, la seconde ou la troisième; celle qui a choisi la rouge
enlève de la soucoupe 4, 3 ou 9 jetons suivant qu’elle estla première, la seconde.
ou la troisième. On demande de dire, d’après le nombre de jetons qui restent dans la soucoupe, quelle couleur a choisie chaque personne.
$ 5. — Multiplication.
85. Quand on se donne le multiplicande et le multiplicateur, on : n’a, d'après la définition de la multiplication, qu’à effectuer l'addition Ê d'autant de nombres égaux au multiplicande qu’il ÿ a d'unités dans
le multiplicateur : en raison de l'égalité des nombres à ajouter, l'opération peut être abrégée notablement; ces abréviations sont fondées sur les divers théorèmes qu'on a établis dans le précédent chapitre. |
Pour en donner tout de suite un exemple, considérons le cas où l’on a à multiplier un nombre par un autre formé de l'unité suivie de . plusieurs zéros.
Soit, par exemple, à multiplier 272 par 1000. On devrait, d'après la définition, faire l'addition de mille nombres égaux à 272; mais, puisque, dans un produit, on peut intervertir l'ordre des facteurs, on parviendra au résultat en multipliant 1000 par 272, ou en ajoutant 272 nombres égaux à 1000, c’est-à-dire à une unité composée du 3° ordre; le résultat est évident : c’est 272 unités composées du 3° ordre, ou 272000 d’aprèsles règles de la numération écrite. Ainsi: pour faire le produit de deux nombres dont l’un est formé de l'unité suivie d’un certain nombre de zéros, il suffit de placer ces zéros à la droite de l'autre. |
86. IL est souvent utile de former une table des neuf premiers multiples d’un nombre donné, c’est-à-dire des résultats que l’on obtient en le multipliant par 1, 2, 3, 4, 5, 6, T, 8, 9. C'est la définition même de la multiplication qu'il convient alors d'appliquer.
Soit, par exemple, à former les neuf premiers multiples de 98756 : On écrit sur une colonne verticale les nombres 1, 2,
3, 9; en face de 1 on écrit le nombre 98756; on 1 98 756 J'ajoute à lui-même et l’on écrit le résultat en face 2 | 197512 du nombre 2; ce qui donne 197512; on ajoute les 3 | 296 268 deux nombres 98756,197512, ce qui revient à ajouter 4 | 595 024 trois nombres égaux à 98756, et l’on obtient ainsi le Q 495 780 produit 296268 de 98756 par 3; on écrit ce produit en 6 | 592536 face du nombre 8 ; on ajoute ensuite 98756 au der- T | 691292 nier nombre trouvé; cela revient à ajouter 4 nombres 8 | 190 048
égaux à 98756 ; Le résultat de l’addition est 395024 ; c'est le produit de 98756 par 4, on l'écrit en face du 987 560. nombre #; on continue ainsi jusqu'à ce que l'on ait formé le produit de 98156 par 9. Chaque résultat a été obtenu en faisant l'addition de deux nombres ; si l’on continuait en ajoutant encore 98756 au dernier nombre trouvé, à savoir 888804, on devrait trouver le produit de 98756 par 10 ou 987560, en vertu du précédent théorème. On a là une vérification facile, qu'il ne faut pas négliger. 87. On ne procède pas autrement pour former la fable de multiplication qui donne les produits dechacun des nombres1,2,3,4,5,6,7,8,9
par chacun de ces nombres. Sur une première ligne horizontale. on
écrit ces nombres; sur une seconde ligne, au-dessous, les résultats
obtenus en ajoutant chacun de ces nombres à lui-même; sur une troi-
sième ligne, les résultats obtenus en ajoutant à chacun des nombres de la seconde le nombre écrit au-dessus dans la première ; sut une quatrième ligne, les nombres obtenus en ajoutant à chacun des nombres de la troisième le nombre situé au-dessus dans la première, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait écrit la neuvième ligne. On formera ainsi le tableau suivant :
Ce tableau étant formé, si l’on veut avoir, par exemple, le produit de 7 par 6, on cherchera dans la première ligne horizontale le nombre 7; on cherchera ensuite la 6îème ligne horizontale, c’est
celle qui commence par un 6 : le nombre qui se trouve dans cette
ligne horizontale à l'intersection avec la colonne verticale qui commence par un : est le produit cherché, 42. :
On observera que les nombres contenus dans ce tableau se repro- : duisent symétriquement parrapport à la diagonale du carré qui va de la première case (en haut et à gauche) à la dernière (en bas et à
droite). C'est la traduction de ce fait que dans un produit de deux facteurs, on peut, sans changer le produit, intervertir l’ordre des
facteurs. La diagonale dont je viens de parler contient les carrés des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9 (1).
Les résultats de cette table doivent être sus par cœur.
88. Quant à ce qui concerne la façon pratique d'effectuer une multiplication de deux nombres, je distinguerai quatre cas.
1° Les deux facteurs n’ont qu’un chiffre.
Le résultat, qui se trouverait dans la table de multiplication, s'écrit immédiatement.
2° L'un des facteurs, que l’on prendra comme multiplicateur, n’a qu'un chiffre ; l’autre en a plusieurs.
Soit, par exemple, à multiplier 89023 par 4: on procède absolument comme si l'on additionnait 4 nombres égaux à 89093 ; mais on fait tout d’un coup les sommes des chiffres contenus dans chaque colonne, ce qui revient à multi- 89023 phier lun d'eux par 4, et l'on n’ajoute la retenue 89023 qu'après avoir fait cette multiplication; ainsi,commen- 89023 çant par la droite, au lieu de dire « 3 et 3 font 6, et 3 $9028 font 9, et 3 font 12 », on dit « 4 fois 3 font 19, je pose2 3560992; et je reuens 1 »; puis «4 fois 2 font 8, 8 et 1 font 9; je pose 9; 4 fois 0 font 0; je pose 0 ; 4 fois 9 font 36, je pose 6 et je retiens 5; 4 fois 8 font 32, 32 et 3 font 35; je pose 5 et j’avance 3 ». Le produit est 356092.
Règle. — Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un chiffre, on écrit les deux nombres l’un au-dessous de l'autre; on place d'ordinaire le multiplicateur sous le chiffre des unités du multplicande ; on tire un trait sous les deux nombres ; c'est sous ce trait que l'on écrira le produit, chiffre par chiffre. On multiplie par le multiplicateur le chiffre des unités du multiplicande, et l’on écrit le chiffre des unités du produit partiel ; c’est le chiffre des unités du produit cherché; on retient les dizaines s’il yena; on mulüplie le chiffre des dizaines du multiplicande par le multiphcateur et lon ajoute la retenue, s’il y en a; le chiffre des unités du résultat est le chiffre des dizaines du produit ; on l'écrit et l’on relient les dizaines du résultat; on continue ainsi jusqu’à ce qu'on ait épuisé tous les chiffres du multiplicande.
1. [ est clair qu'on peut construire des tables de multiplication s'étendant aussi loin qu'on le veut; mais la disposition qu'on vient de décrire devient impraticable si la table à une grande extension, {1 existe des tables de multiplication, dues à Crelle, qui donnent les produits de chaque nombre de trois chiffres par chaque nombre de trois chiffres. Ces tables sont très précieuses pour abréger les calculs numériques.
M. Monilaur a publié récemment des tables de cetle nature qui sont commodément disposées. (Imprimerie Oberthur.)
8 l : LEÇONS D'ARITHMÉTIQUE-
8° Le multiplicateur est formé d’un chiffre suivi de plusieurs
Zéros.
Soit à multiplier 89093 par 4000; 4000 est égal à 4 >< 1000; pour multiplier 89093 par 4000, on peut 16 multiplier successive par 4, puis par 1000; la dernière multiplication se fera en mettant trois zéros à droite du produit 89028 >< 4 effectué ; le résultat est 3256092000.
4° Le multiplicande et le multiplicateur sont quelconques.
Je supposerai d’abord que ni l’un ni l’autre ne soient terminés par des zéros. Soit, par exemple, à multiplier 98756 par 823. Le multiplicateur 893 est égal à 800 + 20 +3; on multipliera 98156 par 3, 20, 800 et l’on ajoutera les résultats (n° 42, p. 58). On est ramené aux cas précédents.
On disposera l'opération comme il suit :
On écrit d'abord le multiplicande, puis au-dessous le multiphcateur; on tire un trait :
Sous le trait, on écrit les produits du multiplicande
98756 g93 Par 3, 20, 800, les uns sous les autres, de manière — que les chiffres représentant les unités du même 296268 ordre soient dans une même colonne verticale. Ces
1975120. produits sont les produits partiels. On se dispense | 19004800 ‘habituellement d'écrire un, deux, …, zéros à la suite.
81276188. du second, du troisième... produit partiel, mais on
a soin de mettre les chiffres à la même place que.
si ces zéros étaient écrits. Puis on fait la somme des produits partiels; c’est le produit cherché, qui est ici 81276188. — Si l'un des chiffres du multiplicateur était un 0, on serait amené à écrire une ligne de zéros parmi les produits partiels; on s’en dispense, à la ho de placer les chiffres du produit partiel suivant comme si cette ligne de zéros était écrite.
Rien n’empêcherait, à la rigueur, de suivre la même marche si les facteurs étaient terminés par des zéros; mais il est commode de procéder comme il suit.
Soit à multiplier 98756000 par 8230000 ; les deux nombres peuvent s’écrire
leur produit (n° 49, p. 46) est égal au produit de 98756 < 823 par 1000 >< 10000 ou 10000000 ; après avoir effectué le premier produit,
on placera à la droite sept zéros, autant qu’il y en avait, en tout, Ps
dans le multiplicande et le multiplicateur.
Le résultat serait ici :
89. Règle. — Pour multiplier deux nombres de plusieurs chiffres, on supprime les zéros placés à la droite de ces nombres, s’il yena, et l’on écrit le multiplicande, puis, au-dessous, le multiplicateur ; on choisit habituellement pour ce dernier le nombre qui a le moins de chiffres. Sous le multiplicateur on tire un trait. On multiplie successivement le multiplicande par les chiffres du multiplicateur, en allant de droite à gauche. On écrit chaque produit partiel sous le précédent, en reculant d’un rang vers la gauche, c’est-à-dire que l’on place le chiffre des unités de chaque produit partiel sous le chiffre des dizaines du produit partiel qui précède, le chiffre des dizaines sous le chiffre des centaines, etc... S'il se rencontre un zéro au multiplicateur, on n’en tient compte que pour reculer de deux rangs vers
la gauche le produit partiel suivant; s’il y avait deux zéros consé-
cutfs au multiplicateur, on en tiendrait compte pour reculer de trois rangs vers la gauche le produit parüel suivant, etc. Quand on a écrit tous les produits partiels, on tire un trait audessous, et on les ajoute : la somme est le produit cherché. Si l’on a supprimé des zéros, tant au multiplicande qu'au multiplicateur,
on les replace tous à la droite du produit.
On peut faire la preuve de l'opération en échangeant le multiplicande et le multiplicateur. |
Si l’on a trois nombres à multiplier, on effectue le produit des deux premiers, et l’on multiplie le résultat par le troisième.
99. Les opérations d’addition et de mulüplication donnent lieu à quelques remarques qui nous seront utiles plus tard.
Pour ce qui est de l'addition, mentionnons la proposition suivante :
Lorsque l’on a n nombres à ajouter et qu’on applique la règle du n° 80 (p. 85), la retenue provenant de l'addition des chiffres d’une colonne et de la retenue antérieure ne peut dépasser n — 1.
Supposons, par exemple, que l’on ajoute T nombres; les chiffres qui sont contenus dans la colonne des unités sont au plus des 9, leur somme est au plus égale à 7 fois 9 ou T fois 10 — 1, c’est-à-dire 70 — 7; la retenue, dans ce cas, sera égale à 6; quels que soient les chiffres contenus dans la colonne des unités, elle sera inférieure ou égale à 6. Dans la colonne suivante, si même tous les chiffres étaient des 9, la somme de ces chiffres augmentée de la retenue supposée égale à 6 serait égale à 70 —7 + 6—170—1; Ia retenue
PR
sera donc au plus égale à 6. Le raisonnement se continue évidemment. :
Cette remarque peut servir si l’on n’a besoin que des premiers chiffres de gauche dans le résultat d’une addition. Supposons, par exemple, qu'on ait à faire l'addition suivante : | en négligeant dans chacun des nombres les trois der-
pee niers chiffres, on trouvera 2898 mille; ce serait le 104 DU nombre de mille contenus dans le total s’il n'y avait , pas de retenue provenant des chiffres négligés; cette
retenue ne peut excéder 3 mille : le nombre de mille du résultat est donc 2828 ou 2831 ou un nombre intermédiaire; le nombre de centaines de mille est certainement 28.
Occupons-nous maintenant de la multiplication
Supposons que le multiplicande a ait n chiffres et que le mulüplicateur b en ait p; ce dernier est plus petit que 10° et au moins égal x107-"; le produit sera plus petit que a x 10° et au moins égal à a ><10°-"; ces deux derniers produits s’obtiennent en plaçant p où p — 1 zéros à la droite du nombre a; on obtient ainsi des nombres de n +p ou de n+p—1 chiffres. Le produit, compris entre ces deux nombres, a n +p ou n+p—1 chiffres.
92. Supposons qu'on augmente le multiplicande a d’une unité; le
produit deviendra (a+1)b=ab+b; il sera augmenté du multi-
plicateur. |
Sur quels chiffres du produit porte cette modification?
Imaginons qu'on ait écrit l’un sous l’autre les deux nombres ab, b pour en faire la somme; si l’on désigne encore par p le nombre de chiffres de b, les p derniers chiffres du produit ab auront sous eux les chiffres de b et seront en général modifiés par l'addition; le premier des chiffres de ab qui n’a rien au-dessous de lui pourra être augmenté d’une unité, si l'addition précédente comporte une retenue. Si donc dans les deux produits ab, (a+ 1) b on supprime les p derniers chiffres, le second des nombres ainsi obtenus sera égal
ou supérieur d’une unité au premier. En général, le dernier chiffre .
seul sera différent; pourtant si ce dernier chiffre était un 9 dans le
nombre provenant de ab, l’addition d'une unité aurait sa réper- P P
cussion sur le chiffre précédent, et même sur plusieurs des chiffres précédents, si ceux-ci étaient aussi des 9.
Supposons maintenant que l'on augmente d’une unité les deux. facteurs a, b et comparons de la même façon les deux produits ab,
(a +1) (b +1). Désignons toujours par n et p les nombres de chiffres de a et de b; supposons enfin x Zp. Pour former le second
produit, il suffira d'appliquer deux fois la règle précédente; on déduira d’abord (& +1) b de ab en lui ajoutant b; puis (a +1)(b +1) de (a +1) en lui ajoutant a +1. On reconnaît aisément, en s’appuyant sur le résultat précédent, que, si dans les nombres ab et (a + 1) (b +1) on supprime les p derniers chiffres, les deux nombres restants seront égaux, ou bien le second sera supérieur au premier d’une ou même de deux unités.
93. Multiplication abrégée. — Quand on a deux nombres un peu grands à multiplier l’un par l’autre, il arrive fréquemment, dans la pratique, qu’on n’ait besoin que des premiers chiffres du produit, les autres pouvant être simplement remplacés par des zéros qui indiquent seulement la valeur relative des chiffres que l’on conserve. S'il en est ainsi, il suffit d’un peu d'attention pour reconnaître que, en appliquant alors la règle du n° 89 (p. 99), on fait beaucoup de calculs inutiles : on peut les éviter en employant le procédé dit de la multiplication abrégée.
Supposons, par exemple, qu'on ait à multiplier le nombre a — 4532169 par le nombre b — 3141592 ; le multiplicateur a ici 7 chiffres ; je désignerai en général ce nombre de chiffres par p. La multiplication, faite comme d'habitude, est figurée ci-dessous :
On va montrer comment on peut simplifier 4532169 tant l'addition finale que le calcul des produits 3141592 partiels, lorsque, par exemple, on ne se préoc- 9064338 cupe pas des nombres inférieurs à une unité 40789521 composée du cinquième ordre. 22660845
Désignons par P le nombre de centaines de 4532169 mille, par exemple, contenues dans le produit et 18128676 par A,, As, .…, À, les nombres de centaines de 4532169 mille contenues dans les produits partiels. Il 13596507
résulte de la remarque faite au n° 90 que P sera égal à la somme A, + A, +... + À, augmentée d'un nombre au plus égal à 6 — p — 1. Cette remarque permettrait de simplifier l'addition des produits partiels, si l’on ne voulait que les premiers chiffres du produit; mais il convient de simplifier aussi le calcul des produits partiels. Le premier s'obtient en multipliant a par le chiffre 2 des unités du multiplicateur, c’est-à-dire en ajoutant deux nombres égaux à a; si dans ces deux nombres on supprimait les cinq derniers chiffres de droite, on trouverait comme somme un nombre A!, inférieur ou égal à A,, la différence serait d’ailleurs, toujours pour la même raison, au plus égale à 2 — 1. D'ailleurs A! n’est autre chose que le produit de 45 par 2. Le second produit partiel s'obtient en multipliant a — 4532169 par 90 ou 45321690 par 9, ce qui revient à ajouter neuf nombres égaux à 45321690; si dans les neuf nombres on supprimait encore les cinq derniers chiffres, on trouverait comme somme un nombre A! inférieur ou égal à A;, la différence serait au plus égale à
9 — 1; A! est d’ailleurs le produit de 453 par 9; on voit de même que, en désignant par A;, A{, A4, A, A;, les produits respectifs de 4532 par 5, 45321 par 1, 453216 par 4, 4532169 par 1, 45321690 par 3, les nombres A3, Aï, A, A%, A? seront inférieurs ou égaux aux nombres A,, A,, As, As, A,, les différences respectives étant au plus égales aux chiffres employés comme multiplicateurs, diminués d’une unité, c'est-à-dire au plus égales à 5—1,1—1,4—1,1—1,3—1; par conséquent le nombre
Pi AU 4 A) DAT Al ER AI sera inférieur ou égal au nombre A; A; As A+ AH AG A, et la différence sera au plus égale à D 41 49-1154 CI 4 LE Lie
c'est-à-dire au plus égale à la somme S des chiffres du multiplicateur diminuée du nombre » de ces chiffres.
D'ailleurs P s’obtient en ajoutant à A, + A, + ... + un nombre au
plus égal à p — 1; donc P pourra An en ajoutant à P’ un nombre au plus égal à
Ce nombre S — 1, dans la pratique, est habituellement inférieur à 100; il en sera certainement ainsi si le multiplicateur n’a pas douze chiffres. Si donc dans P et dans P' on supprime les deux derniers chiffres de droite, les deux nombres ainsi obtenus (qui, dans le cas actuel, représenteront des unités composées du 7° ordre), différeront au plus d’une unité.
Les raisonnements qui précèdent suffisent à justifier la règle que voici :
Supposons qu’on ne veuille conserver au produit que les chiffres représentant des unités composées d’ordre £ 4-2, au moins. On écrira le multiplicande, puis, au-dessous, le multiplicateur renversé, en plaçant le chifire des unités simples sous le chiffre du multiplicande (complété au besoin par des zéros placés à sa gauche) qui représenterait des unités composées d'ordre k.
Pour effectuer chaque produit partiel, on négligera au A les
chiffres placés à droite de la colonne verticale qui contient le chiffre du multiplicateur que l’on emploie : chaque produit partiel ainsi obtenu représente des unités d'ordre 4; on les disposera donc les uns au-dessous des autres de façon que leurs derniers chiffres de droite soient dans une même colonne verticale. On en fera la somme, qui représente aussi des unités d'ordre &. On supprime les deux derniers chiffres, et le nombre ainsi
es
tant 25 au nombre précédent on n’altère pas le
een PCA RUE — ét * 2 HS CES Ent à !
MULTIPLICATION. 103 obtenu, qui représente des unités d'ordre k + 2, 4532169 est égal au nombre d'unités d'ordre À + 2 du 2951413. produit cherché, ou lui est inférieur d’une unité. 90 Dans le cas choisi comme exemple, on dispose 077 les calculs comme il suit : 22660 Le résultat brut représenterait des centaines 15321 de mille, il diffère du nombre de centaines de 1812864 mille du produit cherché d’un nombre inférieur 4532169
à 3+1+48HI1+5+9—+2 ou à 25; en ajou- 1335965070 chiffre des centaines : on est donc certain ici que 12288245 1 1423822 est exactement le nombre de dizaines de
millions du produit, tandis que l'application de la règle
45321 jijisserait un doute sur le dernier chiffre. On voit que le
Sales stat calcul de la somme des chiffres du multiplicateur peut
2 0 être utile.
45 Il est à peine utile de dire qu’on se dispense d'écrire 1812 les produits partiels qui seraient manifestement nuls. 4532 Je laïsse au lecteur le soin de reconnaitre que si, dans
1359063 le produit des deux nombres précédents, on voulait con- 12372 server seulement les unités du dixième ordre, il y aurait
lieu, en se dispensant d'écrire les chiffres qui ne servent pas, d'adopter la disposition ci-contre.
1423 est le nombre d'unités du 10° ordre du produit.
Exercices.
34. Combien y a-t-il de minutes et de secondes dans un jour, dans une semaine, dans une année ordinaire, dans une année bissextile, dans un siècle ?
35. Quel est le carré de 4100000001, de 9999999? Quel est le produit de 9999999 par 40000001? Quel est le produit de 9 par la somme des nombres 1, 10, 10°, + 107?
36. On dit à une personne d'écrire trois nombres de cinq chiffres, en annonçant que l’on écrira trois autres nombres, pour former le total 299997. — Il suffit de placer au-dessous de chacun des nombres écrits, des nombres dont les chiffres soientles compléments à 9 des chiffres écrits au-dessus. Le total sera 99999 3.
37. Le carré d’un nombre et le carré de son dernier chiffre sont terminés par le même chiffre. — Le carré d’un nombre ne peut être terminé par l'un des chiffres 2, 3, 7, 8.
38. Séparer les nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 en deux groupes tels que la différence entre les produits obtenus en multipliant les nombres qui figurent dans chaque groupe soit égale à 1.
39. On dit que des nombres forment une progression géométrique si chacun d'eux peut s'obtenir en multipliant le précédent par un même nombre, qui s'appelle raison de la progression géométrique. Ainsi les nombres 7, 14, 28, 56, 112 forment une progression géométrique, dont la raison est 2; les nombres 4, 10, 400, 4000, 10000 forment une progression géométrique dont la raison est 10.
Démontrer que dans une progression géométrique le produit de deux termes à égale distance des extrêmes est toujours le même.
40. Dans une progression géométrique de nr termes, le carré du produit de tous les termes est égal à la puissance nième du produit des termes extrêmes.
4. Si l'on multiplie tous les termes d’une progression géométrique par la raison, on a une nouvelle progression géométrique dont tous les termes figurent dans la précédente, sauf le dernier. De la somme des termes de la seconde progression on retranche la somme des termes de la première : quelle sera la différence ? l
Soient a, b le premier et le dernier terme d’une progression géométrique, g Sa raison, S la somme de ses termes, démontrer que l’on a
S(q —1) = dgq — a.
42. Les candidats, pour un concours, ont deux compositions à faire : chaque composition est notée de 0 à 20; la note de la première est multipliée par 7, la note de la seconde est multipliée par 3, et l’on fait la somme des résultats. Construire une table carrée donnant toutes les sommes possibles, de manière qu’en inscrivant au-dessus de la première ligne horizontale les nombres 0, 1, 2,
… 20 et ces mêmes nombres en face de la première colonne verticale de gauche, on trouve à l'intersection des rangées verticale et horizontale qui contiennent respectivement, en tête ou à gauche, deux notes quelconques, la somme de ces deux notes respectivement multipliées par 7 et par 3. — Les rmombres compris dans une même parallèle à l’une des diagonales du carré “ont en progression arithmétique.
43. Etant donnés deux nombres a, b, comment formerait-on une table donnant les diverses valeurs que prend l'expression ax + by quand on y remplace successivement x par les nombres 0,14, 2, ..., n et y par les nombres 0, 1, 2,
, n? Ces valeurs, qui sont au nombre de (n +1), peuvent être disposées -dans les (n + 1}° cases d’un carré, de façon que, en inscrivant au-dessus de la première ligne les valeurs 0,1, 2, .…., n attribuées à +, à gauche de la première colonne les valeurs 0, 1, 2, .….,n attribuées à y, on trouve la valeur de ax + by à l'intersection de la colonne verticale qui porte en haut le nombre x, et de la ligne horizontale qui porte à gauche le nombre y.
Le double de la somme des nombres inscrits dans les (n +1} cases du carré est égal à n (nr + 1)* (a +b).
44. Sur 7 nombres, on connaît le premier qui est 42, et l’on sait pour les autres que chacun s'obtient en doublant le précédent: quels sont ces 7 nombres?
45. 9 nombres correspondent aux numéros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. On sait que le premier de ces nombres est 10 et que chacun des autres s'obtient en multipliant par le numéro auquel il correspond celui qui correspond au numéro inférieur : quels sont ces neuf nombres?
46. u,, U,, Us. ... Un-1, Un étant des nombres inconnus sauf le premier w,. êt &,, Ge, -…., Un des nombres connus, On sait que l’on a uw, — GPUTTS = au set; en général, pour toutes les valeurs de p depuis 1 jusqu’à 7,
Up CPL démontrer que l'on à | Un = Uguie .. Gn (1):
4T. Us, Us, Us, -., Un—1, Un étant des nombres inconnus sauf le premier, on sait que l’on a u, = U +1, Re 2, u,— 3u,+ 1.2.5,
4, L'expression 4; @o... an représente le produit de fous les nombres a,, a... jusqu'à a, — On aura souvent à écrire dans ce qui suit le produit des p premiers nombres, qu'on représentera de même par 1.2.3... D.
et, en général, Up = Pup-1 + 1.2.3... p.
Démontrer que l’on a Un = (un) X1.2%3...n
48. Étant donnés deux objets a, b, on peut les ranger de'‘deux manières «a et b, b et a; étant donné un troisième objet c, on peut le placer avant a et b, entre a et b, après a et b, ou bien avant b et a, entre b et a ou après b et a; on a ainsi 6 manières de ranger trois objets : cab, acb, abc, cha, bca, bac. Démontrer qu'il y a 24 manières de ranger 4 objets a, b, c, d, et en général que, étant donnés n objets distincts, le nombre de manières différentes de ranger ces objets est égal au produit des n premiers nombres consécutifs, ou à 1.2.3. Ainsi, étant donnés dix soldats, on peut les ranger sur une ligne de 3628800 manières différentes.
49. On considère une table de multiplication donnant les produits de deux nombres quelconques égaux ou inférieurs à a. Démontrer que la somme S de tous les nombres qu'elle contient est égale au carré de la somme des a premiers nombres 1,2,...,a. On a donc (Ex. 29. p. 94) :
50. Dans une pareille table, la somme des termes qui se trouvent dans la dernière colonne de droite et dans la dernière ligne horizontale, est égale à a*. En conclure que S est la somme des cubes des a premiers nombres.
54. On écrit sur une ligne les nombres 1, 2, 3, ., n; au-dessous les nombres 2,3, 4, .…, n +1; au-dessous les nombres 3, 4, 5, …, n 49, et ainsi de suite; dans une dernière ligne les nombres n,n+1,n—+2,...,n<1n— 1, Démontrer que la somme de tous les nombres écrits est égale à n°.
52. Dans le carré dont on vient d’expliquer la formation, la somme des nombres qui se trouvent dans la dernière colonne de droite et dans la ligne horizontale du bas est égale à 3 n°—3n<+1. En conclure que six fois la somme des carrés des n premiers nombres 1, 2, ..., n est égal à n (n + 1) (2n +1).
53. Étant donnés les nombres n,, n,, …., np, pris parmi les nombres 4, 2, 3,
., 9, combien peut-on former de nombres différents de p chiffres dans lesquels le premier chiffre est l'un des nombres 1, 2, 3, .., n,;: le second, un des chiffres 1, 2, 3, …, n,: le troisième, un des Chiffres 1,2 DES Mi , le p° chiffre un des nombres 1, 2, 3, .…, n1? Conclure du résultat que le produit de p facteurs, tous inférieurs à 10, est indépendant de l'ordre de ces facteurs. Généraliser ce mode de démonstration. — On observera qu’elle ne suppose pas que les nombres n,, Pr» .…, np Soient tous différents.
54. n étant un nombre donné, on demande de démontrer que le nombre de solutions de l'équation
multiplié par 2, est égal à (n + 14) (n +2). (Ex. 19, p. 89). 55. En désignant par (n, p) le produit des p nombres consécutifs n 4, n +2, …, nn +p—1, n + p, démontrer que l'on a
(n, p}= (nr, p—1) <Xp+(n —1,p).
Déduire de là que le produit (n, p) est égal au produit par p de la somme de n produits dont chacun est un produit de p—1 nombres consécutifs; le premier produit commence par le facteur 4, le second par le facteur 2, ..., le
- dernier par le facteur n. En d’autres termes on a
(n,p)=p X[(0,p —1) +(1,p—1) + (2,p—1) +... + (n, p —1)], Ou encore
(a+ 1) (n +2) … (n +») =P (1.2... (p—1) 42,3... p+43.4. …. (DA) +... (n +414) (n+4.2)... (n+p—1)].
56. n étant un nombre donné, on demande de démontrer que le nombre de
solutions de l'équation à p + 1 inconnues %,, æ:, ...…, Æp+1, Las ete api =,
multiplié par le produit 1.2.8. ..p des p premiers nombres entiers, est égal à (n+ 1) (in +2). (n+p).
57. Etant donnés les 2n nombres à,, &,, .…, Gn; b,, b,, .…., bn, parmi lesquels les n premiers sont rangés par ordre de grandeur décroissante, on propose de démontrer que si l'on pose
Bb AS bte + BU ED US Se b, + db, + … + bn, è
on aura
d; b, + €; b, + one + an bn — (a, —@) S, +(a; — &;) Ss +... + (Gn—1 — An) Sn-1—+ An Sn.
Démontrer aussi que l’on a a SLA bi + a, b, + te + An On L'&, Sn:
58. Dans la suite de l'exercice 20 (p. 89), le carré d'un terme quelconque est
égal au produit des deux termes qui le comprennent diminué de 1, ou augmenté de 4. — Distinguer les deux cas.
59: ‘Si l’on désigne par %, U,, Us, U4, -.… les termes de la suite de l'exercice 20 p. 89) et si l’on désigne par v, v,, W, v,, .…., les termes v, =a,v, = b, v, =a +6,
v, — a+ 2b, .…, d'une suite analogue dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes qui le précèdent et dans laquelle les deux premiers termes …
sont a etb, on aura Un = Un—1@ + Unb.
Dans la suite de l’exercice 20 elle-même, on a, quels que soient les nome bres n et p, Un+p1 = UnA1 Up—1 + UnUp.
Tout terme d'indice impair wx,1 est la somme des carrés de deux termes con-
sécutifs Uy, Upyu- 60. En développant les expressions (x +a}*, (x+-a)°, (x+4-a)", on trouve : (œ+ aa +2ar +, (x a) = + Sax +Snx + a, (æ ta) —=xt+ aa +6a2? + ax + a.
En adoptant les notations de l'exercice 22 (p. 90), ces formules sont toutes conte- ,
nues dans la suivante :
(x + ajr = Cf a + Chaan—1 + CP aan-2 + .. + Chapan-p +... Cia
Montrer que cette formule est vraie quel que soit n; il suffira pour cela de
montrer que, si elle est vraie pour le nombre », elle est vraie pour le nom-
bre n + 1.
64. Si l'on donne deux suites de nombres, qui en contiennent “autant l'une
que l’autre, dans quel ordre doit-on les disposer pour que la somme des pro-.
duits obtenus en multipliant les nombres correspondants soit la plus grande possible ?
$ 6. — Division.
94. Il y a un cas où la division se fait immédiatement: c’est celui où le diviseur est égal à l’unité suivie de zéros. Soit, par exemple, à diviser 83728 par 1000 ; l'égalité
montre que le quotient cherché est 83 et le reste 728 (n° 74, p. 71).
Pour diviser un nombre par l'unité suivie de plusieurs zéros, on supprime à la droite de ce nombre autant de chiffres qu'il y a de zéros dans le diviseur : le nombre restant est le quotient; le reste est le nombre formé par l'ensemble des chiffres supprimés.
Je distinguerai maintenant trois cas
1° Le diviseur et le quotient n’ont qu'un chiffre ; on s’assurera que l’on est dans ce cas en ajoutant un zéro à la droite du diviseur:; si le nombre ainsi formé est plus grand que le dividende, c’est que le diviseur n’est pas contenu 10 fois dans le dividende, c’est donc que le quotient n’a qu'un chiffre. Il est à peine utile de dire qu’on a supposé le dividende supérieur ou égal au diviseur, afin que le quotient
ne soit pas nul.
Soit, par exemple, à diviser 15 par 9; la table de multiplication fournit les multiples successifs de 9 par les nombres d’un chiffre ; on voit de suite que 75 est compris entre 12=—9 X8 et 81—9 <9, c'est donc que 8 est le quotient; le reste s’obtient en retranchant 72 de 7à, il est 3.
2 Le diviseur a plusieurs chiffres, et le quotient n’en a qu'un.
On s’assure encore qu’on est dans ce cas, en constatant que, en ajoutant un zéro à la droite du diviseur, on obtient un nombre supérieur au dividende.
L'opération se fait par tâtonnement; les remarques qui suivent tendent seulement à diminuer le nombre des essais.
Soit, par exemple, à diviser 2361 par 458. On est bien dans le cas considéré, puisque 4580 est supérieur à 2361.
Si l’on divisait 2361 par 400 au lieu de le diviser par 458. On ne pourrait évidemment diminuer le quotient (n° 61, p. 58). Pour diviser 2361 par 400 ou par 100 >< 4, on peut le diviser successivement par 100 et par 4 (n° 62, p. 59).
Le quotient de la division de 2361 par 100 est 23 : il reste à diviser 93 par 4; on est dans le premier cas : le quotient est 5, 5 est aussi le quotient de la division de 2361 par 400 ; le quotient de la division de
2961 par 438 est 5 ou un chiffre plus faible : on dit que 5 est une
limite supérieure du quotient de la division de 2561 par 458.
De même, si l’on divisait 2361 par 500 au lieu de le diviser par 458, on ne pourrait évidemment augmenter le quotient; le quotient de 9361 par 500 est le même que le quotient .de 23 par 5, c’est 4; le quotient de la division de 2361 par 458 est 4 ou un chiffre plus
fort : 4 est une limite inférieure du quotient de la division de 2501 |
par 458.
On essaie 5 en faisant le produit de 458 par 5, ce qui donne 2290, nombre inférieur à 2361 ;: 2361 contient 5 fois 458 et ne le contient pas davantage : 5 est le quotient, le reste est 2361 — 2290 = 71.
Soit, comme second exemple, à diviser 989 par 199 ; en suivant le même procédé, on est amené à diviser 989 par 100, le quouent est9;
pour essayer 9 on multiplie 199 par 9, le produit est 1791: 9 est
trop fort; le quotient cherché est 8 où un nombre moindre ; on
essaie 8 de la même façon, on a 199><8—1592; 1592 est Si /
grand que 989 ; 8 est trop fort; on essaiera 7 : on a 199><7—= 1395 ;
7 est trop fort ; 199 ><6 — 1194; 6 est encore trop fort; 199><5 = 995 ;
5 est encore trop fort; 199><4=— 796 : 196 élant inférieur à 989, on voit que le quotient est 4 et le reste 989 — 196— 195. En faisant les essais de cette façon, c’est-à-dire en diminuant à chaque fois d'une unité le chiffre à essayer, on est sûr que le premier chiffre qui fournira un produit inférieur ou égal au dividende sera le quotient cherché. L'exemple précédent, qui est particulièrement défavorable, montre qu’on peut avoir à faire cinq essais inutiles. Ces essais, à la vérité, on ne les fait pas ordinairement jusqu au bout ; on fait porter les multiplications sur les deux premiers chiffres du dividende; pour essayer 7, par exemple, on dira 1 fois 9 font 63, 7 fois 1 font 7 et 6 font 13 ; le produit de 199 par 7 contiendra au moins 13 centaines, il sera de supérieur à 989, qui n’en contient que 9: 7 est un chiffre trop fort. Quoi qu'il en soit, on peut être amené à essayer un chiffre dont on juge, sans en être sûr, qu'il n est pas trop fort. On
s’en assurera en constatant que le produit du diviseur par ce chiffre peut se retrancher du dividende et que le reste est inférieur au divi-
seur.
Pour avoir, dans l'exemple précédent, une limite inférieure du quotient, on diviserait 989 par 200: le quotient est 4 ; la limite inférieure se trouve être le chiffre cherché.
Soit encore à diviser 12795 par 1984: on divisera, d'après le procédé indiqué, 12795 par 1000, ce qui donnerait pour quotent 12; puisque le quotient cherché ne peut avoir qu'un chiffre, il sera évi-
demment inutile d'essayer 12, 11, 10 ; on commencera les essais à 9 : le quotient est 6.
Quand le quotient n’a qu'un chiffre, on supprime à droite du dividende autant de chiffres qu'il y ena au diviseur, moins un ; on divise le nombre restant (!) par le premier chiffre du diviseur; si le quotient n’a qu'un chiffre, ce chiffre est une limite supérieure du quotient cherché ; si le quotient cherché est supérieur à 9, on prendra 9 pour cette limite supérieure. On essaie le chiffre trouvé comme limite supérieure en multipliant le diviseur par ce chiffre; il est le chiffre cherché si le produit est égal ou inférieur au dividende, et le reste est égal à la différence entre le dividende et ce produit. Si le produit est plus grand que le dividende, on diminue d’une unité le chiffre à essayer, et l’on a ainsi une nouvelle limite supérieure du quotient cherché, que l’on traite de la même manière.
On obtient une limite inférieure du quotient cherché en divisant le nombre conservé à la gauche du dividende par le premier chiffre du diviseur augmenté d’une unité.
Pour obtenir le reste on fait souvent à la fois la multüplication du diviseur par le chiffre qu’on essaie au quotient et la soustraction de ce produit; je n’insisterai pas sur l'explication de ce procédé .qui n’est applicable que si le chiffre que l’on essaie est bon, et qui, même dans ce cas, est une cause d'erreur qu'il vaut mieux écarter.
Remarque. — La méthode qui sert à faire les essais dans ce cas repose sur la proposition générale que voici:
Soient, dans une division, a, b, q le dividende, le diviseur el le: quotient : supposons qu'on supprime à la droite de aet de b'unmême nombre de chiffres et soient a! et b' les nombres ainst oblenus; le quotient de a! par b' sera égal ou supérieur à q; le quotient de la division de a! par b! +1 sera égal ou inférieur à q.
La démonstration est la même que dans le cas particulier que l'on a considéré ; soient en effet, par exemple,
Si, au lieu de diviser a par b on le divise par 8300 ou 5400, on ne pourra, dansle premier cas, diminuer le quotient, et, dansle second, l’augmenter; mais, pour diviser a par 100><83, ou par 100 ><84, on peut le diviser d’abord par 100, ce qui donne comme quotient, a'= 158%, puis diviser a! par 83, ou par 54.
1. Il est aisé de voir que ce nombre restant n'a qu'un ou.deux chiffres.
3° Le diviseur et le quotient ont plusieurs chiffres. On détermine le quotient chiffre par chiffre, en commençant par les plus hautes unités. La méthode repose sur le théorème suivant :
Pour oblenir le nombre de dizaines, de centaines, de mille, du quotient, il suffit de diviser par le diviseur le nombre de dizaines, de centaines, de mille, du dividende.
Je dis, par exemple, que le nombre de mille du quotient s’obtien-. dra en divisant par le diviseur le nombre de mille du dividende. |
Le nombre de mille du quotient se déduirait en effet de ce quotient, s’il était connu, en le divisant par 1000 ; on l'obtiendra donc (n° 62, p. 59) en divisant le dividende successivement par le diviseur et par 1000, ou successivement par 1000 et par le diviseur, ou encore en divisant par le diviseur le nombre de mille du dividende (1). |
Ainsi, dans la division de 1877172893 par 941, pour avoir le nombre de mille du quotient, il suffira de diviser 187772 par 941.
Cette proposition et la remarque faite au n° 58 (p. 56), sur le cas où l’on a séparé le dividende en deux parties dont l’une est un multiple du diviseur, contiennent l'explication du mécanisme de la division.
Soit, par exemple, à diviser 228606 par 395 : si l’on voulait avoir les dizaines du quotient, on diviserait 22860 par 395 ; si l’on voulait avoir les centaines, on diviserait 2286 par 395 ; mais ici le quotient n'aurait qu'un chiffre; on voit donc que le chiffre des plus hautes unités du quotient représente des centaines, et l’on obtiendra le chiffre de ces centaines en divisant 2286 par 39%5 ; on est ici dans4ile 2% cas: le quotient est 7 et le reste, obtenu en retranchant de 2286 le produit 325 ><7=— 2275, est 11 ; c’est le premier reste partiel : le produit du diviseur 325 par 700 serait 227500, et pour obtenir la différence entre 228606 et 227500, il est clair qu'il suffit d'ajouter à la droite du premier reste partiel 11 les deux derniers chiffres 06 du. dividende, ce qui donne 1106. On a séparé le dividende en deux parties, l’une égale à 825 >< 700, l’autre à 1106 : on obtiendra donc le quotient de la division de 228606 par 325 en ajoutant à 700 le quotient de la division de 1106 par 325; ce quotient est certainement inférieur à 100, car autrement 228606 contiendrait 395 au moins 800 fois : son premier chiffre représentera des dizaines ; on obtiendra ce chiffre en divisant les dizaines de 1106 par 325, c’est-à-dire 11( par 325 ; ici le quotient est 0 et le reste 110; le chiffre des unités s’obtiendra en divisant 1106 par 3%5 ; on est dans le premier cas, car autrement le quotient de la division de 1106 par 395 aurait contenu :
Ce raisonnement m'a été indiqué*par M. Darboux
des dizaines. En divisant 1106 par 325 on trouve comme quotient 8, le reste est 1106 — 395 >< 3 — 1106 — 975 —131: le quotient de la division de 228606 par 325 est 703, et le reste 131. On dispose l'opé.
ration comme il suit: 295 96. Règle. — Ces explications justifient la règle 228606 É 2975 70:
suivante : 103 Pour diviser un nombre 4 par un nombre b, on 1106
écrit sur une même horizontale le dividende à 975
gauche, le diviseur à droite ; on les sépare par un era _ trait vertical; sous le diviseur, on trace un trait - horizontal; c’est sous ce trait qu’on placera le quotient chiffre par _ chiffre. On sépare à la gauche de a un nombre tel que le quotient de _ la division de ce nombre par b ait un chiffre et n'en ait qu'un, ou, comme l’on dit, un nombre qui contienne b et qui ne le contienne pas dix fois : ce nombre estle premier dividende partiel. L'ordre des unités qu'exprime au dividende le dernier chiffre de ce dividende partiel est l’ordre des plus hautes unités du quotient: le quotient de la division du premier dividende partiel par le diviseur, est le premier chiffre du quotient; on fait le produit du diviseur par ce chiffre et on écrit ce produit au-dessous du premier dividende partiel, de manière que les unités de même ordre se correspondent; on tire un trait sous le produit et l’on écrit au-dessous la différence entre le premier dividende partiel et ce produit; cette différence est le premier reste _ partiel ; on forme le second dividende partiel en plaçant, à droite de ce reste, le premier des chiffres négligés au dividende, ou, comme l’on dit, en abaissant ce chiffre; en plaçant, au dividende, un point au-dessus du chiffre qu’on a abaissé, onse souviendra que c’est à ce chiffre qu’on est resté; le quotient de la division du second dividende partiel par Le diviseur donne le second chiffre du quotient ; on écrit au-dessous du second dividende partiel le produit du diviseur par ce second chiffre, on tire un trait, on écrit au-dessous la différence entre le second dividende partiel et ce produit ; cette différence est le second reste partiel ; à droite, on abaisse le chiffre du dividende qui suit celui qu’on vient d’abaisser et l’on forme ainsi le troisième dividende partiel, qui fournira de même le troisième chiffre du quotient, etc.; quand on aura abaissé le dernier chiffre du divi: dende, on aura formé le dernier dividende partiel, qui, divisé pat. le diviseur, donne le chiffre des unités du quotient. En retranchant de ce dernier dividende partiel le produit du diviseur par ce chiffre, on obtient Le dernier reste partiel, qui est aussi le reste de la division. Il est à peine utile de dire, que lorsqu'on est amené à écrire au quo-
tient quelques zéros, la multiplication et Ia soustraction correspondantes se font sans aucune écriture. | :
La preuve de l'opération se fait en multipliant le diviseur par le.
quotient et en ajoutant le reste au produit : on doit retrouverle dividende comme somme.
Lorsque l'opération comporte un assez grand nombre de
chiffres au quotient, il est très avantageux de former, comme on l’a expliqué au n° 86 (p. 95), une table des neuf premiers multiples du diviseur; cette table permet de supprimer les essais dans chaque
division partielle ; elle fournit à coup sûr le chiffre correspondant … |
du quotient et réduit ainsi l'opération à une suite de soustractions.
Voici un exemple d’une division faite ainsi, en utilisant la table du
391978 296268 2571106 197512 98948 5992336 340943 296268 ribte
Lorsque le diviseur n’a qu'un chiffre, on n’adopte pas la dispo.
sition précédente. On se contente d'écrire le dividende et, au fur et à mesure, les chiffres du quotient, obtenus au fond toujours par le même procédé, mais sans écrire ni les produits partiels, niles restes partiels. Soit, par exemple, à diviser 97042256 par 7. On dira : « le quotient pour 9 est 1 et il reste 2; le quotient pour 27 est 3 et il
reste 6 ; le quotient pour 60 est 8 et il reste 4; le quotient pour 44 est 6 et il reste 2 ; le quotient pour 22 est 3 et il reste 1 ; le quotient à pour 12 est 1 etil reste 5 ; le quotient pour 55 est 7 et il reste 6; le
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quotient pour 66 est 9 et il reste 3 » ; le quotient est donc 13863179 et le reste 3. Avec un peu d'habitude, on peut même faire de cette facon les divisions par un nombre de deux chiffres.
98. Nous avons à faire sur la division quelques observations analogues à celles que nous avons faites sur la multiplication.
Soient a le dividende et b le diviseur; désignons par n et p leurs nombres de chiffres. Pour effectuer la division, on sépare d’abord un nombre qui contienne b sans le contenir dix fois: ce premier dividende partiel a p ou p +1 chiffres ; ilfournira un chiffre au quoüent ; chacun des n — p ou n — p —1 chiffres restant au dividende fournira aussi un chiffre : il y aura au quotient n—p—1loun—p chiffres.
99. Les observations du n° 61-(p. 58) s’appliquent évidemment aux divisions partielles que l’on a à effectuer quand on veut avoir les quotients de la division de a par b et par b +1; d'où les conclu- SIions suivantes :
1° Quand on divise a par b, tant que les restes partiels sont supérieurs où égaux à la parlie écrite au quotient, on est sûr que les chiffres obtenus au quotient sont les mêmes que les chiffres correspondants dans la division de a par b +1.
2° Quand on divise 4 par b, tant que la partie écrite au quotient ne dépasse pas b + 1, on est sûr que le nombre écrit aû quotient est le même que le nombre correspondant dans la division de a par b +1, ou que le second nombre est égal au premier diminué d’une unité.
100. Si, dans le dividende et dans le diviseur, on supprime les 4 der. niers chiffres, on ne diminue pas le quotient; mais si, en faisant cette nouvelle division, on s'arrête avant que la partie écrite au quotient dépasse le diviseur, on est sûr que cette partie est égale à la partie correspondante du quotient véritable, ou à cette partie augmentée d’une unité de l’ordre du dernier chiffre. On est toujours certain qu’il en est ainsi tant que le quotient aura un chiffre de moins que le diviseur. — On n'aura aucun doute sur d'exactitude des chiffres trouvés, si le dernier reste est supérieur à la partie écrite au quotient.
Soit, en effet, à diviser 1898765 par 48579. D'après une remarque qui à été faite au n° 95 (p. 109), le quotient cherché est au plus égal au quotient de la division de 1898765 par 48500 et au moins égal au quotient de la division -de 1898765 par 48600 ; tant que les deux divisions fourniront les mêmes chiffres au quotient, ces chiffres seront exacts; si l’on effectue la division de 18987 par 485, tant que la partie écrite au quotient ne dépassera pas 485, on sera assuré que celte partie sera égale à la partie correspondante di “quotient de la division par 486 ou à cette partie augmentée d’une unité, Sauf cette erreur possible d’une unité, qui ne porte d'ordinaire que sur Ie
dernier chiffre, cette partie sera donc la même que la partie correspondante du quotient dans la division de 1898765 par 48579 ; l'opération est faite ci-dessous : :
i : Le reste 72 est ici plus grand que la partie écrite au 18987 1e quotient ; les deux chiffres 3, 9 sont sûrement exacts; ils
Ars 39 seront les deux premiers chiffres du quotient de la divi- 4437 sion de 1898765 par 48579 : 39 est le nombre de centaines 4365 du quotient de cette division.
12 On voit comment cette méthode permet de simplifier
la recherche des premiers chiffres du quotient dans une division. |
Exemple. — Trouver les huit premiers chiffres du quotient de la division de 4020 par 3141592653589.
On veut avoir 8 chiffres au quotient : conservons-en 9 au diviseur, le quotient sera certainement inférieur au diviseur : en calculant les 8 premiers chiffres du quotient de la division de 10* par 3141592650000, ou de 101 par 314159265, on sera sûr de ces 8 chiffres, sauf l'erreur possible d’une
unité sur le dernier. On trouve comme quotient 31830988 et comme reste 2053696180 : ce reste étant supérieur à la partie écrite au quotient, il
n’y a, ici encore, aucun doute sur l'exactitude des huit chiffres.
* Exercices.
62. Sachant que l’on a 1040318228677 — 2870564 >< 362407 + 5741129,
trouver le quotient et le reste de la division du nombre 1040318228677 soit par 2870564, soit par 362407.
63. Sachant que l’on a 1040384968947 — 2870764 >< 362407 — 1,
trouver le quotient et le reste de la division du nombre qui figure au premier membre de cette égalité soit par 2870764, soit par 362407.
64. Un marchand de vin a acheté 537 litres de vin pour 300 francs; il veut le revendre au détail, en vendant chaque litre pour un prix qui soit un nombre exact de pièces de cinq centimes; il désire que son bénéfice ne dépasse pas
50 francs, mais s’en rapproche le plus possible. Combien devra-t-il vendre
chaque litre, et quel sera son bénéfice?
Même question en supposant qu'il veuille que son bénéfice soit au moins égal à 50 francs, mais dépasse cette somme le moins possible. 65. Démontrer que avec une pièce de 1 franc, deux pièces de 2 francs, une pièce de 9 francs, deux pièces de 10 francs, une pièce de 20 francs, un billet
de 50 francs, neuf billets de 100 francs, on peut payer n'importe quelle somme
inférieure ou égale à 1000 francs.
66. Un professeur fait 4 classes par semaine, des jours déterminés, sans en
faire deux le même jour. Combien de classes aura-t-il faites au moins et au plus.
en 430 jours consécutifs ?
67. Trouver deux nombres, connaissant leur somme et leur différence. .
68. Le nombre des termes d’une progression arithmétique s'obtient en divi-. sant la différence des termes extrêmes par la raison et en ajoutant À au.
résultat.
DIVISION. 115 38 69. On ne change pas le quotient d’une division en augmentant le dividende d'un nombre moindre que la différence entre le diviseur et le reste.
70. Lorsque, dans une division, la somme du quotient et du reste est inférieure au diviseur diminué d’une unité, on ne change pas le quotient en diminuant le diviseur d’une unité.
‘0 74. Si l'on divise les nombres consécutifs 0,1, 2, 3, par un même nombre a, on trouvera comme quotients successifs, d'abord a fois le quotient 0, puis a fois r le quotient 1, puis a fois le quotient 2, puis a fois le quotient 3 et ainsi de suite. 72. Comment pourrait-on former rapidement une table fournissant le quotient de la division de l’un quelconque des nombres 0, 1, 2, 3, ..., & par l'un quelconque des nombres 1, 2, 3, .…., b? Ë 73. Imaginons qu'on ait formé une table qui fournirait les quotients de la division de l'un quelconque des nombres 0, 1, 2, 3, …, 5040, par chacun des. nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 : on demande quelle serait la somme de tous les 2 quotients inscrits dans cette table. — On a 5040—1,2.3.4.5.6.7. | ; 74. Parmi les nombres moindres que 200, quels sont ceux qui peuvent servir de dividende et de diviseur à une division dont le quotient est 53 et le reste 37? 25. On sait que; dans une division, le dividende est 4986 et le quotient 729 quels peuvent être le diviseur et le reste ?
16. Dans une division le dividende est 1986 et le reste 23 : quels peuvent être le diviseur et le quotient?
Pour mettre un nombre donné A sous la forme
dy + aa + a,at-+ ….. nan.
où «a est un nombre plus grand que 1, &, &,, æœ, ..…, 4», des nombres moindres que a (Ex. :9, p.83), on divisera À par a, a, sera le reste: soit A, le quotient; on divisera À, par a; a, sera le reste; soit À, le quotient: on divisera A, par a; «, sera le reste, etc. Effectuer les calculs en supposant À — 1000000 et succes- Sivement.a= 12, a—2.
18. Plusieurs nombres sont mis sous la forme do + aa aa +. Lanan: peut-on en profiter pour obtenir, sous la même forme, les résultats d'additions, de soustractions, de multiplications, de divisions effectuées sur ces nombres ?
19. Quels sont le quotient et le reste dans la division par 2*+L2L1 de
80. Réduire en jours, heures, minutes, secondes un nombre donné A de secondes, c’est mettre ce nombre sous la forme
‘ Lo + AUX 60 a, x 60° La, xx 60 >< 24,
avec cette condition que &, et «, soient inférieurs à 60 et œ inférieur à 24. À secondes équivalent à «, jours, «, heures, æ, minutes, &, secondes. Comment trouver les nombres &,, 4, &, 4, quand on se donne le nombre A?
81. Comment devra-t-on s’y prendre pour mettre un nombre donné A sous la forme-
Lo + Li + 04,0 + 2a,a,a3 + … + AnAyl3A3 -… An;
# la suite des nombres à,, @&. …, an, .., tous plus grands que 1, étant donnée, et 3 les nombres à,, 4, 4, …, än devant satisfaire à la condition
Ap < Ap+);
pour toutes les valeurs possibles de p? (Ex. : 41, p. 83).
Effectuer les calculs pour le nombre A—1000000, en supposant a, —2, DS, hp 1:
Profiter du calcul pour dire quels sont le quotient et le reste de la division de 1000000 par 5040=2X3X4X 5% 6x 1.
82. Le nombre de solutions de l'équation + + ay =6 est égal au quotient de la division de b par a, augmenté d’une unité.
CHAPITRE II
PROPOSITIONS FONDAMENTALES SUR LA DIVISIBILITÉ CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ
& 1. — Divisibilité. — Théorèmes généraux.
404. En traitant de la division, on a porté également l'attention sur le quotient et le reste; l'addition, la soustraction, la multiplica- Lion sont des opérations dont chacune n’a qu'un résultat, la division comporte deux résultats : le quotient et le reste.
Toutefois quand la division se fait exactement, il convient évidemment de porter exclusivement l'attention sur le quotient, qui est alors le résultat de l'opération; faire la division c'est trouver ce quotient. Le dividende est alors le produit du diviseur par le quotient, en sorte que la division apparaît comme l'opération inverse de la multiplication. Le dividende est aussi le produit du quolient par le divi-
seur, c'est-à-dire qu'il est la somme d'autant de parties égales au
quotient qu'il y a d'unités dans le diviseur; faire la division cest donc trouver l’une de ces parties, ou comme l’on dit encore, diviser le dividende en autant de parties égales qu’il y a d'unités dans le diviseur. C’est ce sens qui est le sens étymologique. du mot diviser. C’est encore ce sens que l'on retrouve dans les expressions usuelles
telles que prendre la cinquième partie, la douzième partie, .…., ouplus
- brièvement le cinquième, le douzième d’un nombre. Ces mots n'ont,
pour le moment, de signification que si la division par cinq, ou par
douze, peut se faire exactement. Au lieu de dire la deuxième, la troisième, la quatrième partie d'un nombre, on ditla moitié, le tiers,
le quart; ici encore on suppose que les divisions par deux, trois,
quatre se font exactement. na Lorsque a est divisible par b on représente souvent le quo-
' Ra à a) Re re Fe.
tient de la division par le symbole > qui s'énonce asurb,oua
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divisé par 6. Ce symbole, pour le moment, n’a aucune signification lorsque a n’est pas divisible par b. Lorsque b est égal à 1, le quoa ;
uent est a, en sorle que -- a le même sens que a. Lorsque a est divisible par b et que q est le quotient, on écrit indifféremment
(4) Rue a = bg.
ainsi les égalités
ont exactement le même sens.
On observera les habitudes suivantes relativement aux symboles
7% » pour lesquels, encore une fois, on suppose essentiellement que a:
est divisible par b : quand ils figurent dans des calculs ou des égalités, on a soin de mettre la barre en face des signes =, +, —, %, Ainsi, on écrira :
24 19 É RAT mt WE es dé:
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402. Si tous les termes d’une somme algébrique sont divisibles par m, il en est de méme de cette somme : le quotient obtenu en la divisant par m est la somme algébrique des quolients obtenus en divisant chaque terme par m.
En effet, chacun des termes de la somme algébrique est le produit par m du quotient de la division de ce terme par m; on n’a plus qu'à metire m en facteur (n° 45, p. 41) pour que la proposition devienne évidente. |
Ainsi, on peut écrire, en supposant a, b, c, et d divisibles par m,.
PR EC NU b “ C d m TETE m m m
En particulier, si la somme de deux nombres est divisible par un. nombre m ainsi que l’une de ses parties, l’autre partie est aussi divisible par ce nombre.
La seconde partie est, en effet, la différence entre la somme et la première parte, et les deux termes de cette différence sont divisibles. par le nombre m.
Si la différence entre deux nombres a, b est divisible par le nombre m, ainsi que l'un des nombres &, b, il en sera de méme de l'autre.
En effet, si les doi a — b et b sont visibles par m, ilen rs
de même du nombre a qui est leur somme ; si les nombres a el 4 — b sont divisibles par m, il en sera de même du nombre b, qui est leur différence.
Plus généralement, si une somme algébrique est divisible par #
et si l'on sait que tous Les termes, sauf un, sont divisibles par m, on
peut affirmer que ce terme-là est, lui aussi, divisible par m.
Si un nombre a est multiple de b, tout multiple de a est aussi mnulliple de b.
Soit en effet am un multiple quelconque de a, il peut ati regardé comme la somme de »m nombres égaux à a, tous divisibles par 6 ; cette somme est donc divisible par db; le quotient obtenu en la
divisant par b est la somme de m nombres égaux à a', en désignant
par a! le quotient de la division de a par b. Ainsi le quotient de la
division de am par b est a'm et l’on peut énoncer le théorème suivant: Dans un produit de deux facteurs, si l’un des facteurs est
divisible par un nombre, il en est de méme du produit et, pour
diviser ce produit par ce nombre, il suffit de diviser le facteur considéré. | ue
Ce théorème s'étend à un produit d'autant de facteurs que l'on veut, dont l’un est divisible par le nombre que l’on emploie comme diviseur, puisque ce produit peut être regardé comme obtenu en multipliant le facteur considéré par le produit de tous les autres.
C'est la proposition inverse d’une proposition établie au n° 49 {p. 46), d’où elle se déduirait aisément.
103. Dans le cas d'un produit de deux facteurs, la proposition qui vient d’être établie peut s’énoncer autrement. Soit, par exemple, le produit i5x<71=(3><5)>X<T7; si on le divise par, le quotient sCra 8% T7, et l'on voit qu'il revient au même de diviser d’abord 15 par 5 et de multiplier ensuite le quotient par 7, ou de multiplier d' abord le nombre 15 par 7 et de diviser ensuite le produit par 5.
Lorsqu'un nombre a est divisible par un nombre b, il revient au
nôme de diviser a par b et de multiplier le quotient par €, ou de multipher a parc et de diviser le produit par b.
Diviser 18 >< par 5, c’est prendre le cinquième de sept fois 15 : : diviser 45 par 5, c’est en prendre le cinquième ; en multipliant ie
résultat par 7, on obtient sept fois le cinquième de 15. C’est ce qu'on |
exprime en disant : Sept fois le cinquième de 15 (ou les sept cin:
Et
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quièmes de 15), est la même chose que le cinquième de sept fois 15.
Le lecteur voit de lui-même ce qu'il y a de général dans cette façon de parler; mais il ne doit pas oublier qu’on suppose essentiellement ici que les divisions puissent s'effectuer exactement.
404. Lorsqu'une division se fait exactement, elle se fera encore exactement après qu'on aura multiplié le dividende et le diviseur par un même nombre, différent de zéro, et elle fournira le même quotient.
Supposons en effet que a soit divisible par b et soit q le quotient; on aura
et en multipliant les deux membres par un nombre quelconque m différent de zéro, on aura
am—=bqm—=(bm)Xx< q;
cette dernière égalité exprime que am est divisible par bm et que le quotient est q.
En d’autres termes, si @ est divisible par b, am est divisible par bm, et l’on peut écrire
am
DES bRUE
Réciproquement, lorsqu'une division se fait exactement et que le dividende et le diviseur sont divisibles par un même nombre, elle se fera encore exactement après qu'on aura divisé le dividende et le diviseur par cenombre, et elle fournira le même quotient.
Soit, en effet, «a — bg; supposons que le dividende a et le diviseur à soient divisibles par m et soient a’ et b' Ies nombres que l’on obtient en les divisant par m; le quotient a/ de la division par m
de a s'obtient en remplaçant dans le produit bg égal à a le facteur b
par b! (n° 102, p. 118); l'égalité a’ = b'q prouve alors que a/ est divisible par b' et que le quotient est g, comme le quotient de la division de a par 6.
405. Si les deux nombres a et a! sont respectivement divisibles par b et b’, leur produit aa/ est divisible par bb’ et le quotient est le produit des quotients des divisions de a par b et de a' par 8".
Soient en effet q et g' ces derniers quotients ; on aura
@==09, a! = b'g!, et par suite ax<a = bg >x<b'a!,
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- où aa'= (bb) <(gq').
Cette dernière égalité exprime que ag! est divisible par bb'et que
le quotient est bien le produit gg'des quotients primitifs. En d'autres
termes, quand a est divisible par b et a' par b’, ad’ est divisible
par bb! et l'on peut écrire | | d a! aa'
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106. Les propositions du n° 404 (p. 119) sont comprises, comme
cas particuliers, dans le théorème suivant et dans sa réciproque. Quand on multiplie le dividende et le diviseur par un méme
nombre, différent de zéro, le quotient n'est pus changé, et le reste
est multiplié par ce nombre. R ne
Soient a, b, g, r le dividende, le diviseur, le quotient et le reste de
la division primitive, et c le nombre par lequel on multiplie : on a
a bg +?, r<D;
on en déduit, en multipliant par cles deux membres de l'égalité et
de l'inégalité, ac = bcq+Tc, FC OC:
il résulte de là que q et re sont bien le quotient et le reste dans la division de ac par bc.
Cette proposition entraine la suivante.
Lorsque le dividende et le diviseur sont divisibles par un même nombre, le reste est aussi divisible par ce nombre ; si l’on divise le dividende et le diviseur par ce nombre, le quotient n'est pas changé et le reste est divisé par ce nombre.
Soient, en effet, a, b, q,r le dividende, le diviseur, le quotient et le reste dans la première division; soit « un nombre qui divise aetb;
soit a’, b' les résultats obtenus en divisant a et b par c; soient enfin g', r le quotient et le reste dans la division de a! par b", a, b s’obtiennent en multipliant a’, b'par c; en vertu du théorème direct, g est égal à g'etr s’obtienten multipliant parc; inversement, la division de » par e se fait exactement et le quotient est ri 407. Les propositions qui suivent concernent surtout le reste.
On ne modifie pas le reste d’une division quand on augmente où
qu’on diminue le dividende d'un multiple du diviseur.
Soient, en effet, a, b, q, r le dividende, le diviseur, le quotient et
le reste d’une division; on a a=bdq+r,, T<b:;
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Si bm estun multiple quelconque du diviseur, on aura
a+bm—=b(g+m)#+r, r<b, a—bm—b(gj—m)+r, 2
et l’on voit que r est le reste de la division de & + bm, ou de 4 — bm, par b; les quotients sont g + m, q — m.
Ce théorème entraîne le suivant :
Le resle de la division d’une somme algébrique par un nombre n'est pas modifié si l’on supprime ou si l’on introduit dans cette somme algébrique des termes qui soient divisibles par le nombre considéré.
108. Si la différence entre les deux nombres a el a! est divisible par b, on obtiendra le même reste en divisant a ou a’ par b.
En effet, le plus grand des deux nombres à, a! s’obtient en ajoutant à l’autre un multiple du diviseur 6.
Réciproquement, si deux nombres a; a! divisés par le nombre b donnent le méme reste r, leur différence est divisible par b.
En effet, si l’on désigne par g et q' les quotients, on aura
a=0q+?, a'=bqg +7,
et, en supposant a plus grand que a’, a— a —=0g+r— (bg +r) —=bg — bo = 0b (q — a).
109. Si, dans une division, le dividende est un produit de plusieurs facteurs, on ne change pas le resle en augmentant ou en diminuant l'un de ces facteurs d'un mulliple du diviseur.
Le produit peut en effet être regardé comme la somme d’un certain nombre de fois le facteur que l’on modifie.
Il est clair qu'on ne changera pas le reste si on augmente ou qu’on diminue successivement chacun des facteurs qui entrent au dividende d'un multiple du diviseur; on ne changera donc pas non plus ce reste en augmentant, ou en diminuant, à la fois, de multiples du diviseur, tous les facteurs du dividende.
Considérons, par exemple, le produit 19><17><8 comme dividende et ÿ comme diviseur; le reste sera le même si l’on remplace 12 par ?,
- 17 par 2, 8 par à, puisque l'ona .
12—9 >%<5 +9, i LEE
PRET
En particulier, on pourra remplacer, sans changer le reste, tous les
facteurs du dividende par les restes qu’on obtient en les divisantpar | . Je diviseur. Dans l'exemple précédent, on aurait ainsi pu remplacer
12 par 2, 17 par 2, 8 par 3; on aurait ainsi obtenu 2><925<8—12; le reste de la division par 5 de ce produit est 2; il en est de même du reste de la division par 5 du produit 12><17>%<8.
$ 2. — Caractères de divisibilité.
410. On a souvent intérêt à calculer le reste d’une division, sans avoir besoin du quotient : en particulier, 1l est souvent intéressant
de reconnaitre si ce reste est nul, ou non. Au lieu de faire la division
tout entière, il est très commode de s'appuyer sur les théorèmes précédents pour substituer au dividende d’autres nombres plus
simples et qui fournissent le même reste. | Les règles qui suivent se rapportent essentiellement à la numé-
ration décimale. | 441. Caractères de divisibilité par 2, 5; 4, 25;... — De légalité
on déduit (n° 50, p. 41).
et en général,
40" 9n Le 5.
Puisque 10 est divisible par 2 et par 5, tout multiple de 10 sera divisible par 2 et par 5; ou encore toute collection de dizaines est un
multiple de 2 et de 5; de même, toute collection de centaines est un.
multiple de 4 et 25, toute collection de mille est un multiple de 8 et
: de 195. Il résulte de là que, si l’on cherche le reste de la division d'un . nombre A par 2 ou par 5, on peut négliger les dizaines de A, c’est-à- | dire ne conserver que le dernier chiffre (à droite) de A; si l'on
” cherche le reste de la division d'un nombre A par # où par 25, on
peut négliger les centaines de À et remplacer À par le nombre formé
par l’ensemble de ses deux derniers chiffres à droite; de même, si
l'on cherche le reste de la division d’un nombre par 8 ou 125, on. peut négliger les mille de A, ou remplacer À par le nombre formé
par l’ensemble de ses trois derniers chiffres, etc... Par exemple, le reste de la division de 874367 par 4 est le même
que le reste de la division de 67, cest 3; le reste de la division par
ARTE
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195 du même nombre est le même que le reste de la division de 367, c’est 17.
En particulier, on a les théorèmes suivants :
Pour qu'un nombre soit divisible par 2, il faut et il suffit qu'il soit terminé par un des chiffres 0, 2, 4, 6, 8 : en effet, c’est là les seuls nombres d’un chiffre qui soient divisibles par 2.
Les nombres divisibles par 2 sont dits pairs.
Les nombres qui sont terminés par les chiffres 1,8, 5, T, 9 ne sont pas divisibles par 2: ils sont impairs.
Pour qu’un nombre soit divisible par 5, il faut et 1l suffit qu'il soit terminé par un des chiffres 0, 5, car c’est là les seuls nombres d'un chiffre qui soient divisibles par 5.
Pour qu'un nombre soit divisible par 4, il faut et il suffit que le nombre formé par ses deux derniers chiffres soit divisible par 4.
Pour qu’un nombre soit divisible par %, il faut et il suffit qu'il soit terminé par deux zéros, ou par 25, ou par 50, ou par 75.
Pour qu'un nombre soit divisible par 8, il faut et il suffit que le nombre formé par ses trois derniers chiffres soit divisible par 8, etc.
112. Caractère de divisibilité par 9 ou par 3. — Le reste de la division d'un nombre par Ÿ ou par 3 est le méme que le reste de la division par 9 ou par 3 de la somme de ses chiffres significatifs.
La démonstration repose sur les remarques suivantes :
Si l’on divise par 9 l’unité suivie d’un certain nombre de zéros le reste est 1.
En effet 10 est égal à 9 +1; l’unité suivie d’un nombre quelconque de zéros est un produit de facteurs tous égaux à 10 ; on ne modifie pas le reste de la division par. 9 d’un tel produit en diminuant chaque facteur de 9 (n°107, p.120); il reste alors un produit de facteurs tous égaux à 1 : donc le reste cherché est 1. Cette proposition se lit d’ailleurs en quelque sorte sur la forme du nombre obtenu en retranchant 1 d’un nombre obtenu en écrivant l’unité suivie de plusieurs zéros; la différence est évidemment un nombre dont tous les chiffres sont des 9, et qui comprend autant de chiffres qu'il y avait de zéros après l’unité : par exemple on a
Considérons maintenant le nombre 7805643 ; il est égal à
On ne modifiera pas le reste obtenu en divisant celte somme
par 9, si l’on remplace chaque partie de cette somme par le reste qu'elle fournirait en la divisant par 9 (n°107, p. 120); chaque partie est un produit, et l'on ne modifie pas le reste que donne ce produit en remplaçant l’un des facteurs par le reste qu’il fournirait en le divisant par 9; on peut donc, sans changer le reste, remplacer les facteurs 1000000, 100000, 1000, 100, 10 par 1 ; on obtient ainsi la somme : ru
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des chiffres du nombre proposé; c’est ce qu’il fallait démontrer. On peut dire encore : Tout nombre est un multiple de 9 plus la somme de ses chifires.
En effet 7805648 et 748 +5+6+2:+3, divisés par 9, donnent le même reste ; leur différence est donc divise par 9. | En nur Pour qu’un nombre soit divisible par 9, il fautetil suffit que la somme de ses chiffres soit divisible par 9.
Comme 9 est un multiple de 5, il est clair qu'on peut dire encore que le nombre 7805643 est un mulüple de 5 augmenté de la somme 1+8+5+6—+4+3 de ses chiffres ; en sorte que le reste de la
division par 3 du nombre 78056438 est le même que le reste de la
division par 3 de la somme de ses chiffres. Pour qu’un nombre soit, divisible par 3, il faut et 1l suffit que la somme e de ses chiffres soit : divisible par 5.
Pour obtenir le reste de la es par 9 d'un nombre, dans la pratique, on applique plusieurs fois le même théorème, en supprimant les multiples de 9 à chaque fois : ainsi, pour calculer le reste relatif à TH8+5+6+4+3, on effectue la somme 7+8—15 et l’on remplace 15 par 145 —6; on a ensuite à ajouter 5, ce qui donne 11, que l’on remplace par 1 +1—2; on ajoute ensuite à 2 successivement 6 et 4, ce qui donne 12, que l’on remplace par 1 +2 siInya plus qu'à ajouter 3 : le reste est 6. S'il y a des 9 parmi Tes lee chi on n’en tient pas compte. %
113. Méthode générale. — La méthode générale pour trouver ie caractère de divisibilité par un nombre a apparaît sur cet exemple.
Supposons que l’on connaisse les restes obtenus en divisant para les nombres 10, 100, 1000, … et considérons un nombre Re te par exemple le nombre 18056 43; on l’écrira
et, pour obtenir le reste de la division par «, on remplacera dans cette somme 10, 100, 1000, ..… par les restes qu'ils fournissent en
les divisant par 4. Ce qui fait la simplicité de la méthode pour le cas où a est 9, c’est que tous les restes se trouvent égaux à 1. On pourrait traiter exactement de la même façon les cas où a est égal
‘à 2, 4, 8, … ou à 5, 25, 195, .…. ; dans ces cas tous les restes finissent
par devenir nuls, et c'est pourquoi les caractères de divisibilité ne portent que sur les derniers chiffres. On verra plus tard que les restes finissent toujours par se reproduire périodiquement, et il en résulte une simplification dans l'emploi de cette méthode ; sans m'arrêter davantage à ces généralités, je me contenterai de l'appliquer au cas où a— 11. |
414. Caractère de divisibilité par 11. — Pour obtenir le reste de la division par 11 d’un nombre quelconque, on peut procéder comme il suit : on fait la somme des chifres qui représentent des unités simples ou composées d'ordre pair (les unités simples doivent être regardées comme d'un ordre pair, l'ordre zéro); on fait aussi la somme des chiffres qui représentent des unités d'ordre impair. Si
la seconde somme est inférieure ou égale à la première on la
retranche de la première : le reste cherché est le même que pour la différence; si la seconde somme est supérieure à la première on fait la soustraction après avoir ajouté à la première un multiple de 11 assez grand pour qu'elle soit possible; on pourrait tout aussi bien diminuer la seconde somme d’un multiple de 11 ; dans tous les cas, la différence, divisée par 11, fournira le même reste que le nombre proposé. .
Les restes de la division des nombres 10 et 100 par 11 sont respectivement 10 et 1 : en effet, on a : 100—99+1—11.9+1;il est bien aisé de conclure de là q'ie si on divise par 11 Iles termes de la suite 10, 100, 1000, 10000, .…, on trouvera alternativement pour restes 10 et 1 ; autrement dit : Tout nombre formé en faisant suivre l'unité d'un nombre pair de zéros, divisé par 11, donne pour reste 1; tout nombre formé en faisant suivre l'unité d’un nombre impair de zéros, divisé par 11, donne pour reste 10. En effet, un nombre formé de la première façon peut être regardé comme un produit de facteurs tous égaux à 100, et l’on ne change pas le reste que ce produit fournirait en le divisant par 11 si l’on remplace chacun des facteurs par À, c’est-à-dire par le reste qu'il donne lui-même quand on le divise par 41; le reste, dans ce cas, est donc égal à 1 ; si maintenant on considère un nombre formé de la seconde façon, il peut être regardé comme le produit par 10 d’un nombre formé en faisant suivre l'unité d'un nombre pair de zéros ; dans ce produit, on peut encore, si l’on se borne à chercher le reste relatif à la division
126 LEÇONS D'ARITHMÉ TIQUE.
par 11, remplacer le second facteur par 1, c’est-à- des par le féthe | qu’il donne quand on le divise par 11; dans ce second cas, le reste sera donc 10 ><1 ou 10.
Considérons maintenant le nombre.
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dans cette somme, on voit figurer la somme des chiffres représentant des unités d’ordre pair et la somme des chiffres représentant des unités d'ordre impair, cette dernière multipliée par 10=—11 —1; le
résultat précédent peut encore s’écrire |
GAS + TARA Se (0208) —9+41%8n7d 11m (910-128)
dans le multiple de 11, 11m, qui figure ici, m représente la somme des chiffres d'ordre impair, mais si l’on ne se préoccupe que du . reste de la division par 11, on peut remplacer ce multiple de 11 par tel autre multiple de 11 que l'on voudra, pourvu que la soustraction puisse se faire; on pourrait aussi bien diminuer la somme à retrancher de tel multiple de 11 qu’on voudra. La proposition est démontrée. Dans l'exemple considéré, on peut effectuer la difiérence 2+ 4+5+17—(9+-8), elle est égale à 1 : le reste cherché est 1.
On peut dire encore : Tout nombre est un multiple de 11 augmenté de la somme de ses chiffres de rang impair et diminué de la somme de ses chiffres de rang pair. |
445. Preuves de la multiplication par 9 ou par 11. — La proposition du n°109 (p. 121) fournit un moyen précieux de contrôler une multiplication.
Soient a, b deux facteurs d’un produit ab; soient, en employant un diviseur quelconque c, a! et b' les restes de la division par ç de a et de b ; en divisant par c le produit ab, ou le produit ab, on doit ou le même reste; on choisira pour le diviseur € un nombre pour lequel le calcul des restes soit facile ; on peut être tenté de
prendre pour € l’un des nombres 9, 5, 8...; mais la preuve ne porterait alors que sur les derniers chiffres ou rod uit Au contraire, les diviseurs 9 et 11 conviennent bien.
Prenons par exemple la multiplication de 98756 par 898, effectuée au n° 88 (p. 98). Les restes de la division par 9 du multiplicande et du
. multiplicateur sont respectivement 8 et 4; le reste relatif au produit
devra être le même que le reste de la division par 9 du produit 8><4— 32, reste qui est 5; on a trouvé au produit 81276188, qui donne bien aussi 5 pour ne
Si l’on avait employé le diviseur 11, on aurait trouvé, pour restes, relatifs aux deux facteurs, 9 et 9 : Le reste relatif au produit doit AU être le même que pour 81. c'est-à-dire 4, ce qui se vérifie encore.
Il y a lieu de remarquer que la preuve par 9, si elle réussit et si elle a été faite sans erreur, prouve seulement que l'erreur, s’il y en a une, est un mulliple de 9. On voit sans peine, par exemple, qu’elle n'avertirait pas d'une erreur commise en ne plaçant point les produits partiels à la place convenable.
De même la preuve par 11 montre que l’erreur, s’il y en a une, est un multiple de 11. L'emploi simultané des deux preuves montre que l'erreur doit être à la fois un multiple de 11 et de 9: on verra plus tard qu’elle est alors nécessairement un multiple de 99.
Le lecteur n'aura pas de peine à trouver une règle fondée sur les mêmes principes pour faire la preuve d’une division.
| | Exercices.
83. Un nombre est divisible par 4 si le chiffre des unités ajouté au double du chiffre des dizaines donne une somme divisible par 4.
84. Un nombre est divisible par 8 si le chiffre des unités ajouté au Moubte du chiffre des dizaines et à quatre fois celui des centaines donne une somme divisible par 8.
85. Un nombre est divisible par 6 si le chiffre des unités ajouté à quatre fois la somme de tous les autres donne une somme divisible par 6.
86. La différence entre un nombre et ce même nombre renversé (c'est-à- -diré obtenu en écrivant les chiffres en ordre inverse) est divisible par 9.
87. La somme d’un nombre et du même nombre renversé est divisible par 411 quand le nombre des chiffres est pair.
83. Le reste de la division d'un nombre par 99 Pobubnt en le séparant en tranches de deux chiffres à partir de la droite, en ajoutant ces tranches et en cherchant le reste de leur somme divisée par 99.
89. Formuler une règle analogue à celle de l'exercice précédent pourles nombres 999, 9999, … 401, 1004, 10001, etc.
90. De l'égalité 1001 = 7 X 411 %X 15, déduire la règle suivante : Pour trouver le reste de la division d’un nombre par 7, 41 ou 13, on peut le décomposer en tranches de trois chiffres à partir de la droite, faire la somme des tranches de rang impair et, après lui avoir ajouté, s’il est nécessaire, un multiple de 7, 44
ru 43, en retrancher la somme des tranches de rang pair, puis diviser la difféoence par 7, 11 ou 13. Le reste de cette division sera le reste cherché.
94. Tout nombre impair est un multiple de # augmenté de 4, ou diminué de 4. | |
92. Le carré de tout nombre impair divisé par 8 donne 1 pour reste.
93. Tout nombre impair qui est la somme des carrés de deux nombres donne 1 pour reste quand on le divise par 4. ME
94. Si a n’est pas divisible par 5, a! —1 est un multiple de 5.
Le mode de démonstration, fréquemmentemployé, consiste à remplacer, dans a* — A.a par le reste que l’on obtient en le divisant par 5, ce reste peut être 4, 2, 3, 4 : on constate que dans tous les cas le résultat est divisible par 5.
95. Si a n’est pas divisible par 7, a° — 1 est divisible par 7.
96. Le produit de deux nombres entiers consécutifs est toujours pair: en prenant la moitié de ce produit on aura un quotient qui, divisé par 3, ne pourra jamais donner 2 pour reste.
97. Le produit de p nombres entiers consécutifs est divisible par p.
Cette proposition résulte du théorème énoncé dans l'exercice 55 (p. 105). 98. Quels que soient les nombres a, b où l’on suppose a=6, l'un des nombres a,b, a+ b, a — b, 2a + b, 2a — b, est divisible par 5. ; | 99. Quels seraient dans le système de numération dont la base est a les caractères de divisibilité par a — 1 et par a +1? ar
400. a et b étant deux nombres non divisibles par 3, a°— b° est divisible par 9.
104. ar — bn est divisible par a — b, quels que soient les nombres a, b,n.
an-— bn est divisible par a + b si n est pair.
an + bn est divisible par a +b si n est impair.
En particulier 22 — 1 est divisible par 3 si n est pair, 2% + 1 est divisible par 3 si n est impair. : à
102. Si l’on veut avoir le reste de la division par p du résultat obtenu en remplaçant x par un nombre quelconque a dans une expression de la forme
A2? + A, ani + ALAN A EE An—1 & + An,
ES
où À; A4 A. An—1, An SON des nombres donnés, on peut remplacer x par le reste obtenu en divisant a par p>; les résultats des deux substitutions, divisés par p, donnent le même reste. Ma ,
Si dans le polynome précédent, on met successivement à la place de x les nombres 0, 4, 2, 3,.., et que l’on divise par p les résultats obtenus, on trouvera une suite de restes qui se reproduiront péridioquement de p en p.
Cette proposition sera généralisée dans le chapitre final, où l’on en tirera de nombreuses conséquences. |
403. Avec les notations expliquées au n° 101 (p. 116), on voit que les propositions énoncées aux exercices 29 (p. 94), 52, 50 (p. 105), 56 (p. 106), 41 (p.104) peuvent être énoncées comme il suit :
n(n +1) A RE à
La somme des n premiers nombres naturels est
La somme des carrés des n premiers nombres naturels est
n(n +1) (2n +1) n(n +0 Le nombre de solutions distinctes de l'équation x, + x, +... + 2p1 = nest | (n +1) (ne +2) … (n +p) 12 D. ;
La somme des cubes des » premiers nombres naturels est
et de ces propositions résultent les théorèmes suivants :
- nn + 4) (2 n + i) est toujours divisible par 6. Le produit de p nombres entiers consécutifs est toujours divisible par le produit des p premiers nombres. La somme s des termes d’une progression géométrique dont le premier terme est a, le dernier terme b et la raison g est donnée par la formule
bqg—a q—1
QE
en supposant qg autre que 1.
Quel que soit le nombre a, autre que 1,on a
=1+atat+...+tan,
Gette dernière proposition ne diffère pas de celle qui a été établie au ne 88, lorsqu'on y suppose b = 1. è
104. On désigne sous le nom de nombres triangulaires, carrés, pentagonaux, hexagonaux, etc., les nombres oblenus en faisant la somme des premiers termes d'une progression arithmétique dans laquelle le premier terme est toujours 1 et dans laquelle la raison est 1, 2, 3, 4, etc. : en faisant la somme des n premiers
an +11 a — !
termes, on à le nième nombre triangulaire, carré, etc.; ces dénominations s’ex-
pliquent pour les nombres triangulaires, par exemple, en remarquant qu'ils représentent des nombres de points qui peuvent être arrangés en triangle comme dans la figure ci-dessous :
Le lecteur trouvera sans peine une interprétation analogue pour les autres nombres polygonaux.
En général, l'expression du nième nombre polygonal correspondant à un polygone de q côtés est donnée par la formule :
5 3 {dans la notation P?, q est un indice, non un exposant).
105. La somme des n premiers nombres triangulaires est un nombre pyramidal. En général, on appelle nième nombre figuré d'ordre q la somme des n premiers nombres figurés d'ordre q — 1, en regardant les nombres de la suite naturelle 1, 2, 3, … comme figurés d'ordre 1, les nombres triangulaires comme figurés d'ordre 2. les nombres pyramidaux comme figurés d'ordre 3, etc. Le nième nombre figuré d'ordre q est donné par la formule :
PA = n +(q —2) <
{dans la notation F2, q est un indice, non un exposant).(Ex.#, p.104: 55, p. 105.) La somme des n# premiers nombres triangulaires représente le nombre de bou-
lets sphériques contenus dans une pile triangulaire. La somme des n premiers
nombres carrés représente le nombre de boulets sphériques contenus dans une pile carrée. On suppose que, en passant d’une couche de boulets à la couche supérieure, le nombre de boulets contenus dans le côté du triangle ou du carré qui forme cette couche diminue d’une unité. La pile se termine en haut par un seul boulet.
106. En conservant les notations de l'exercice 22 (p. 90), démontrer par induction
que le nombre C? du triangle de Pascal est égal, lorsque p est plus grand que 1,
au quotient du produit de p nombres con | par le produit des p premiers nombres ; en
doit être
remplacé Re
Lorsque p est égal À 4 ou à 0,
ro
+ On admettra que la loi est vraie pour les en déduira qu’elle subsise pour la (n+ se
oui. ee dé
PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE
$ 1. — Plus grand commun diviseur.
416. Un nombre admet plusieurs diviseurs parmi lesquels figurent toujours 1 et le nombre lui-même; par exemple, 1, 9, 3, 6 sont les diviseurs de 6. Le nombre des diviseurs de a est limité, puisque les diviseurs sont tous, sauf l’un d’eux, inférieurs à a.
Il y aurait exception si a était nul; tout nombre peut être regardé comme un diviseur de 0, 0 peut être regardé comme un multiple d'un nombre quelconque. En raison du caractère exceptionnel du nombre 0, nous l’exclurons de ce qui suit : en parlant des diviseurs d’un nombre, nous supposerons que ce nombre n'est pas nul; en parlant des multiples d’un nombre, nous entendrons parler
des multiples qui ne sont pas nuls.
Étant donnés plusieurs nombres a, b, c, … différents de zéro, il. peut exister plusieurs nombres qui les divisent tous : 4 est toujours un pareil nombre; ces nombres s’appellent les communs diviseurs (:) de a, b, ec, ..…. Leur nombre est limité, car aucun d’eux ne peut dépasser le plus petit des nombres à, 6, ce, …; il y en a un qui
_ est plus grand que tous les autres : c’est le plus grand commun
diviseur des nombres @, b,c,
La notion du plus grand commun diviseur est capitale en arithmétique ; son importance tient surtout à la proposition suivante, dont la démonstration va nous fournir en même temps un moyen pratique pour calculer le plus grand commun diviseur : |
Les diviseurs communs de deux ou plusieurs nombres sont les mêmes que les diviseurs de leur nlus grand commun diviseur ; en
d'autres termes : tout diviseur de deux ou plusieurs nombres est
un diviseur de leur plus grand commun diviseur.
Ou, plus correctement, les diviseurs communs à à, b, c
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447. Plus grand commun diviseur de deux nombres. — Considérons d’abord le cas de deux nombres @, b. Si a est divisible par b, tout diviseur de b est un diviseur de son multiple a, donc les com-
muns diviseurs de a et de b sont les mêmes que les diviseurs de 6: | Supposons maintenant qu'aucun des deux nombres &, b ne soit
divisible par l'autre; les deux nombres a, b sont alors différents; de. supposons 4 > b. | AE Les diviseurs communs à a et à b sont les mêmes que les diviseurs 4 communs à bet au reste c de la division de a par b. a Soit, en effet, q le quotient de la division de a par 6, on aura d — bg +c. | % Tout nombre qui divise a et b divise aussi bg : il divise une somme = a et l’une de ses parties bg : il divise donc l’autre c. Tout nombre À qui divise b et c divise aussi bg : il divise les deux parties bg et c Re d'une somme, il divise donc cette somme qui est égale à a. Ainsi o. les communs diviseurs de a et de b sont des communs diviseurs de : bet de c ; les communs diviseurs de b et de c sont des communs : 20 |
diviseurs de a et de b. Si l’on range dans un premier tableau tous les communs diviseurs de a et de b et dans un second tableau tous les communs diviseurs de b et de c, tout nombre qui figure dans le premier tableau figure dans le second, tout nombre qui figure dans le second tableau figure dans le premier ; les nombres qui figurent dans un des tableaux sont les mémes que ceux qui figurent dans l'autre. Le théorème est démontré. Rex |
Si c divise b, les diviseurs communs de c et de b sont les mêmes que les diviseurs de €; puisque les diviseurs communs de & et de b sont les mêmes que ceux de cet de b, ils sont aussi les mêmes que les diviseurs de c. de
Si ç ne divise pas b, on a fait cependant un pas, puisque € est plus pelit que b et que, ainsi, la recherche des communs diviseurs de a, b est ramenée à la recherche des communs diviseurs des deux nombres plus petits b et c. Soit alors d le reste de la division de b par c; les communs diviseurs de & et de c sont les mêmes que les communs diviseurs de c et de d; si d divise c, les communs diviseurs de c et de d sont les mêmes que les diviseurs de d;sidne divise pas €, soit e le reste de la division de c par d, les commur ; diviseurs de c et de d sontles mêmes que les communs diviseurs de detdee; sie divise d, ils sont les mêmes que les diviseurs dee; si e ne divise pas d, on continuera de la même façon.
Les restes successifs c, d, e, .… vonten diminuant à chaque fois,
UE Lcd ges Lis à L ANS ELU, UEFA EE pr TN RE 0
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on ne peut en trouver qu'un nombre limité; mais d’un autre côté, on ne peut être arrêté dans la suite de ces opérations que si l'on rencontre un reste qui divise le précédent : cette circonstance se présentera donc nécessairement. Elle pourra se présenter, en particulier, dans le cas, d’ailleurs remarquable, où l’on parvient à un reste égal à 1 ; ce reste divise certainement le précédent. Soit, dans tous les cas, À le reste qui divise le reste précédent g. Les communs diviseurs de a et de b sont les mêmes que ceux de b et de c, qui sont les mêmes que ceux de c et de d, qui sont les mêmes que ceux de d et de e, .…, qui sont les mêmes que ceux de g et de À : et. ces derniers sont les mêmes que les diviseurs de À.
Donc les diviseurs communs de a, b sont les mêmes que les diviseurs de } (1). :
Etant donnés deux nombres a, b, différents de zéro, il existe un nombre h lel que les diviseurs communs de a, b soient les mêmes. que les diviseurs de h; ce nombre, qui peul s'oblenir par les opéralions précédentes, s'appelle le plus grand commun diviseur de à, b, nom qui est évidemment justifié, puisque h est le plus grand diviseur de h.
Considérons, par exemple, les nombres 360 et 172; en divisant 360 par 172, on a pour quotient 2 et pour reste 16 ; en divisant 172 par 16, on a pour quotient 10 et pour reste 12; en divisant 16 par 12, on a pour quotient 1 et pour reste 4; en divisant 12 par 4, on a pour quotient 3 et pour reste 0. Les diviseurs communs de 360 et de 172 sont les mêmes que les diviseurs communs de 172 et de 16, qui sont les mêmes que les diviseurs communs de 16 et de 12, qui sont les mêmes que les diviseurs communs de 12 et de 4, qui sont les mêmes que les diviseurs de 4, puisque 12 est un mulüple de 4.
On adopte souvent la disposition suivante pour les calculs, disposition qui montre l'enchaîinement des divisions; au lieu de placer les quotients au-dessous des diviseurs, on les a placés au-dessus, afin de laisser la place libre pour les restes ; d’ailleurs ces quotients n’ont ici aucune importance :
2 10 4 3 360 | 472 | 46 | 42 | 4 944 160 12 12 16 | 421 4 | 0 4 est le plus grand commun diviseur.
1. M. Vacquant, inspecteur général -de l'Université, a bien voulu appeler mon attention sur la
418. On peut profiter de quelques simplifications pour cette recherche. Remarquons d'abord que pour démontrer que les diviseurs communs de x et de b étaient les mêmes que ceux de b et de c, on s’est fondé. uniquement sur l'égalité Le a — bq +0,
qui n'implique pas que c soit plus petit que b, qui n'implique done pas que c soit le reste de la division de a par b;-cette supposition n’est intervenue que plus tard, quand on a remarqué que les restes successifs allaient . en diminuant ; mais, dans tous les cas, rien n’empêche, pourvu que a, b, c soient liés par une relation telle que la précédente, de substituer la recherche du plus grand commun diviseur de b et de c à la recherche du plus grand commun diviseur de a et de b.
Il en serait évidemment de même si 4, b, c étaient liés par une relation telle que î
a—bq — 0,
car rien n'empécherait de reprendre sur cette égalité, en les modifiant à peine, les raisonnements que l'on a faits sur l'égalité a = bg + c.
Or, en supposant toujours que c soit Le reste de la division de a par b, on a évidemment
si b — c est plus petit que c, il sera avantageux de le substituer à c dans la recherche du plus grand commun diviseur ; c’est ce qui arrivera si l’on à b<2c; ainsi dans l'exemple précédent, au diviseur 12 on pourra substituer le diviseur 16 — 12 = #4, et supprimer une division.
419. Règle. — Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres dont aucun n’est nul, on divise le plus grand par le plus petit ; si la division se fait exactement, le plus petit est le plus grand commun diviseur cherché ; sinon on divise le nombre employé comme diviseur par le reste de la division ; puis, le nombre employé comme diviseur dans cette nouvelle division par le reste qu'elle fournit, et amsi de suite, jusqu'à ce qu'une division réussisse. Le nombre employé alors comme diviseur est le plus grand commun diviseur cherché. Pour simplifier cette recherche, on peut d'ailleurs uliliser les remarques précédentes. |
420. Plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. — Considérons maintenant le cas de plusieurs nombres DCE dE puisque les diviseurs communs à deux de ces nombres @, b sont les mêmes que les diviseurs de leur plus grand commun diviseur Di
convenance qu'il y a à insister tout d'abord sur cet énoncé et à ne faire intervenir que plus tard la notion de plus grand commun diviseur. GCelte observation acquiert toute sa portée dans la théorie du plus grand commun diviseur algébrique, qui est, au fond, identique à celle qu'on vient d'exposer.
est clair que les communs diviseurs de a, b, c, d, .… serontles mêmes que les communs diviseurs de D, €, d, … ceux-ci sont les mêmes que les diviseurs communs de D’, d,..., en désignant par D' le plus erand commun diviseur de D et de €, elc...; on finira par n'avoir plus que deux nombres et les diviseurs communs à @, b, c, d,.… seront évidemment les mêmes que les diviseurs du plus grand commun diviseur de ces nombres-là. Étant donnés autant de nombres que l’on voudra, il existe donc un nombre dont les diviseurs sont les mêmes que les diviseurs communs des nombres donnés ; on lui donne le nom de plus grand commun diviseur ; on ramène la recherche de ce plus grand commun diviseur au cas de deux nombres, en s'appuyant sur ce qu'on ne change pas les diviseurs communs de plusieurs nombres en substituant à deux de ces nombres leur plus grand commun diviseur. — Il est d’ailleurs évident qu’on pourrait aussi bien remplacer trois, quatre, … de ces nombres par leur plus grand commun diviscur.
Soient, par exemple, les nombres 360, 180, 54, 372. 180 est le plus grand commun diviseur de 360 et de 180, le plus grand commun diviseur des quatre nombres est le même que le plus grand commun diviseur de 180, 54, 372; le plus grand commun diviseur de 180 et de 54est 18; celui de 372 et de 18 est 6 : le plus grand commun diviseur des quatre nombres est 6, et les communs diviseurs de 360, 180, 54, 372 sont les mêmes que les diviseurs de 6.
Dans la pratique, quand on a à chercher le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, il est généralement avantageux de commencer par les plus petits.
4924. Quand on multiplie deux ou plusieurs nombres par un même facteur, leur plus grand commun diviseur esl multiplié par ce facteur. On entend par là que le plus grand commun diviseur des nouveaux nombres est égal au plus grand commun diviseur des anciens nombres multiplié par le facteur par lequel on les a multipliés eux-
mêmes.
Dans le cas de deux nombres, cette proposition résulte du procédé
exposé pourobtenir le plus grand commun diviseur de deux nombres.
Reprenons les notations du n° 417 (p. 132) : soient a, b les deux
nombres proposés, c le reste de la division de a par b, d le reste
de la division de b parc, .…, h le plus grand commun diviseur.
Si l’on multiplie les nombres a et b par un facteur "m, c’est-à-dire si on substitue aux nombres a, b les nombres am, bm, le reste c sera aussi multiplié par.m, c'est-à-dire que cm devra remplacer c; de même le reste de la division de bm, par cm sera dm ; tous les restes
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seront multipliés par m : le plus 8 orand commun diviseur, qui est le dernier de ces restes, sera aussi niibpné par m.
Ainsi le plus grand commun diviseur de 360 et de 172 est # : cos de 360 ><5 —1800 et de 172 ><5 = 860 sera 4><5 — 20.
Considérons maintenant le cas de trois nombres @, b, €; soient D
le plus grand commun diviseur de 4, b et D' le plus grand commun diviseur de D et de c, c’est à-dire le plus grand commun diviseur de
a, b, c: je dis que le plus grand commun diviseur de am, bm, cm est D'm ; en effet le plus grand commun diviseur de am et de bm est Dm ; le plus grand commun diviseur de Dm et de cm, ou le plus grand commun diviseur de am, bm, cm, est D'm
Du cas de trois nombres on s'élève A au cas de
quatre, cinq, .… nombres. La proposilion est générale.
Quand deux ou plusieurs nombres sont divisibles par un même nombre m, il en est de méme du plus grand commun diviseur ; si on effectue les divisions, le plus grand commun diviseur est lui-
méme divisé par le nombre m; c'est-à-dire que le plus grand commün diviseur des nouveaux nombres. est égal au plus grand commun diviseur des anciens, divisé par m.
On peut démontrer cette proposition de la même façon que la
précédente ; on peut aussi observer qu'elle en résulte.
Considérons, par exemple, les trois nombres a, b, c divisibles par m; soit D leur plus grand commun diviseur ; soient g/, b', c! les résultats de la division de a, b, c par m, et soit D' leur plus grand commun diviseur : le plus grand commun diviseur de ma’, mb!, mc! sera en vertu de la proposition démontrée en premier lieu, égal à mD' ; on aura donc D —mbD', en d'autres termes D' est le sos de la division de D par m.
122. Nombres premiers entre eux. — En particulier, si l’on die
les nombres a, b,c, .… par leur plus grand commun diviseur D, Ie
| Se De plus grand commun diviseur des quotients 4’, b', c',.. sera —
k D ou 1. Les quotien ts n'auront pas de diviseur commun autre que 1.
Réciproquement si les nombres a’, b', c’, ..…. ont pour plus grand
commun diviseur l'unité et si D est un nombre quelconque, le plus
grand commun diviseur des nombres 4'D, DD, c'D, .…, obtenus en …
multipliant par D les nombres a/, D’, c', .…, sera le DrOdLEe de 4 par D, c'est-à-dire D.
Lorsque le plus grand commun diviseur de deux nombres est 1, on dit que ces deux nombres sont premiers entre eux; ainsi 8 et 11
sont premiers entre eux. On peut donc dire : Quand-on divise deux
nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients sont
premiers entre eux; ainsi Zn — 90 et y — 43 sont premiers entre eux ; réciproquement quand deux nombres sont premiers entre eux et qu'on les mulliplie par un troisième nombre, ce troisème nombre est le plus grand commun diviseur des produits (!).
On dit que plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à deux, lorsque chacun de ces nombres est premier à chacun des autres. Ainsi 3, 8, 11 sont premiers entre eux deux à deux ; 10, 42, 7, ne sont pas premiers entre eux deux à deux, quoique le plus grand commun diviseur de ces nombres soit égal à 1.
Remarquons en passant que lorsque deux nombres sont premiers entre eux, tout diviseur de l'un est premier avec tout diviseur de l’autre ; car, si ces deux diviseurs étaient multiples d'un même nombre, il en serait de même des deux nombres proposés.
123. Les propositions qu'on vient d'établir, bien qu’elles ne soient qu’un cas particulier du théorème du n°121 (p.135), sont très importantes et iln'est peut-être pas inutile de remarquer que la proposition directe résulte immédiatement de ce que le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres
est le plus grand de leurs communs diviseurs.
Si on désigne encore, en effet, les nombres donnés par a, b, c,.., par D leur
. plus grand commun diviseur, par a’, b',c'.... les résultats obtenus en divisant D ? AP
a, b, c,... par D, je dis que a’, b', c',... ne peuvent avoir d'autre diviseur commun #” que l'unité ; si l’on a en effet
4, = «M; br bm, Cut, les égalités a = 4 D; bb D; CCD res entrainent a = a''mD, GS GARD, tm Dese
en sorte que les nombres aq, b, c auront pour commun diviseur le nombre mD, plus grand que D si m est plus grand que 1.
Quant à la réciproque, elle deviendrait évidente de la même façon si l'on admettait que fout diviseur commun à plusieurs nombres a, b, c,... est un diviseur du plus grand D des communs diviseurs de ces nombres. Cette proposition a été démontrée plus haut en s'appuyant sur l’opération même qui fournit le plus grand commun diviseur, elle le sera autrement un peu plus bas.
1. Ces façons de parler s'étendraient d’elles-mêmes au cas de plusieurs nombres, si l'on convenait de dire que plusieurs nombres a, b, c, ...sont premiers entre eux quand leur plus grand commun diviseur est 1. À ce sujet, le langage varie un peu suivant les auteurs: quelqies-uns disent, dans ce cas, que les nombres sont premiers entre eux, pris dans leur ensemble ; d'autres n'appel-
lent nombres premiers entre eux que ceux que nous appelons premiers entre eux deux à deux,
Pour éviter toute confusion, quand il s'agira de plusieurs nombres, je dirai : nombres dont le plus grand commun diviseur est l'unité.
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194. On ne change pas le plus grand commun diviseur de deux nombres en multipliant l'un d'eux par un facteur premier à l'autre.
Soient en effet «&, b les deux nombres; soit m un nombre premier à b : je dis que le plus grand commun diviseur de a et de b est le même que le plus grand commun diviseur de maetdeb.
I] faut montrer que les diviseurs communs de ma et de b sont les
mêmes que les diviseurs communs de a et de b : les divi-.
seurs communs de a et de b sont évidemment des diviseurs communs de ma et de b : il suffit donc de montrer que les diviseurs communs de ma et de b sont des diviseurs communs de a et de b,
c'est-à-dire qu'ils divisent a; or, par hypothèse, le plus grand com-
mun diviseur de b et de m est 1; le plus grand commun diviseur
de ba et de ma sera donc a; mais tout nombre qui divise b et ma divise aussi ba et ma ; il divise donc leur plus grand commun diviseur a, ce qu'il fallait démontrer. | ne .
Inversement, on n’altérera pas le plus grand commun diviseur entre deux nombres @, b en divisant l’un d’eux par un nombre premier à l'autre. On suppose essentiellement que la division se fasse exactement. | , Cette proposition est au fond identique à la précédente : dire, en supposant que m soit premier à b, que le plus grand commun diviseur de a et de b est le même que le plus grand commun diviseur de ma et de b, ou dire que le plus grand commun diviseur de ma et
SE
de b est le même que le plus grand commun diviseur de a et de b,
c’est dire la même chose. :
125 On obtient deux conséquences importantes de ce théorème en supposant successivement que b, que l'on regarde toujours comme premier à m, divise le produit ma ou soit premier avec a. ne, 1e Si b divise le produit ma, il est le plus grand commun diviseur de b et de ma, et par suite de b et de a, puisqu'il est premier avec m : il divise donc le nombre a. Par Suite : Fo Si un nombre divise un produit de deux facteurs et qu'il soil premier avec l'un d'eux, il divise l'autre. ee Par exemple, 6 divise 60—12 <5; il est premier avec à, il divise donc certainement 12 ; 15 divise aussi 60, il ne divise aucun des facteurs 12 et 5, mais il n’est premier avec aucun d'eux. | 9e Si b est premier avec 4 comme avec 7, il est premier avec 74,
puisque le plus grand commun diviseur de b et de ma doit être À,
comme le plus grand commun diviseur de b et de a. Donc : _ Tout nombre qui est premier avec les deux facteurs d'un prodr:il est premier avec ce produit.
La première proposition est une des propositions les plus importantes de l’arithmétique, et c’est la facilité avec laquelle elle se déduit de la considération du plus grand commun diviseur qui est la raison de l’ordre adopté dans la présente théorie.
La seconde proposition se généralise comme il suit: =
126. Si un nombre est premier avec tous les facteurs d'un produit, il est premier avec ce produit.
Le théorème est démontré quand le produit ne comprend que deux facteurs ; supposons qu’il en contienne trois, p, q, r, et Supposons le Hrubre a premier avec chacun des nombres p, q,r : je dis : qu'il est premier avec le produit pgr; en effet, étant premier avec p, 4, il est premier avec pq; étant premier avec pq et r, il est premier avec pq <r—pqr. Du cas de trois facteurs, on passe au cas de quatre, cinq, … facteurs. La proposition est générale.
Si deux produils sont tels que chaque facteur de l'un soit premier avec chaque facteur de l’autre, les deux produits sont premiers enire eux.
Soient en effet abc, pgrs pe deux produits ; supposons que chacun des nombres &, b, c soit premier àp, à g,à r, às: asera premier au produit pgrs, de même b et c; pgrs étant premier à a, à b, à c, sera
premier à leur produit abc.
Ainsi 3 est premier avec 4, 5, T,il sera premier à leur produit 140 ; 3 et 15 sont premiers à chacun des nombres 4, 5, 7 : le produit 3 XX 13 = 39 sera premier au produit 4xX<5>x<1—140,
Comme cas particulier des théorèmes précédents, on aura, en supposant les facteurs égaux dans chaque produit, les théorèmes suivants :
Si deux nombres sont premiers entre eux, l'un d'eux est premier avec toute puissance de l'autre ; toule puissance de l'un sera première avec toute puissance de l'autre.
Ainsi 7 et 5 sont premiers entre eux : il en est de même de T et den 125, de 55.et de 7° — 2101 (1).
127. Quand un nombre est divisible par plusieurs autres qui sont premiers entre eux deux à deux, il est divisible par leur produit.
Supposons que le nombre A soit divisible par les nombres @, b, premiers entre eux; soit g le quotient de A par à, on aura A — ag: le nombre b, premier à a, divise le produit ag; il doit donc diviser le facteur g ; si g' est le quotient, on aura g—bg' et par Suite
A = aqg= a (bg) = abg',
1. L'ordre que j'ai adopté dans les numéros précédents (121-126) a été indiqué par Lejeune Dinchlet. (V. Dedekind, Vorlesungen über Zalhlentheorie.) |
ce qui montre que A est divisible par ab et que le quotient de la division est g'. | + de :
Supposons maintenant que À soit divisible par les nombres 4, b,c,.
premiers entre eux deux à deux : À étant divisible par les deux
nombres @&, b, premiers entre eux, est divisible par leur produit ab, :
mais ce produit est premier au troisième nombre € (n° 126, p. 139)
puisque € est premier à chacun des facteurs a, b ; À étant divisible
par les deux nombres ab et c, premiers entre eux, est divisible par.
leur produit abc. ie
Du cas de trois nombres a, b, ec, on passera au cas de quatre nombres, à, b,c, d,elc... : la proposition est générale. Il convient de la rapprocher du théorème du n°104 (p.119), en vertu duquel on obtiendra le même quotient final en divisant successivement le : nombre A par les différents facteurs du produit, ou par le produit.
498. Un nombre A, différent de zéro, est dit commun multiple de plusieurs nombres 4, b, ©, … s'il est divisible par chacun d'eux. Des nombres a, b, c, … étant donnés, le produit de ces nombres, multiplié par un facteur arbitraire, est un commun multiple de ces
nombres ; ceux-ci admettent donc une infinité de communs multi
ples ; parmi ces communs multiples, il y en a un qui est plus petit que tous les autres; en effet, de deux choses l’une : ou il n° y a pas de commun multiple plus petit que le produit des nombres a, b, c, alors ce produit est le plus petit commun mulüple cherché; ou il y a quelque commun multiple inférieur à ce produit; mais les nombres
inférieurs à ce produit abc .… étant en nombre limité, il en est de :
même des communs multiples inférieurs à abc... ; parmi ceux-ci, il y en a un qui est plus petit que tous les autres.
Si Les nombres a, b, c,. sont premiers entre eux deux à deux,
il résulte du théorème précédent que tout commun multiple de ces nombres est un multiple de leur produit abc... : ce produit est donc le plus petit commun mulliple des nombres a, 8, c,.… et tout commun
multiple de ces nombres est un multiple de leur plus petit commun .
multiple. La méthode même qui permet de trouver le plus petit commun mulüiple montrera d’une façon générale, que les multiples communs à deux ou plusieurs nombres s’obtiennent en multipliant l’un d’eux (le plus petit) par un nombre arbitraire. p
429. Considérons d’abord deux nombres, @, b; soit D leur plus
grand commun diviseur; soient a/, b' les quotients de la division dea,bparD;ona 1
et les nombres a/, b' sont premiers entre eux. Tout multiple de a s'obtient en multipliant & par un certain nombre »; il peut donc se représenter par a Dm. Si l'on veut que ce nombre soit un multiple de à, 1l faut choisir m de façon que a/Dm soit divisible par b ou bD;
si g est le quotient on aura
a'Dm = b'Dg,
ou, en divisant par D (qui n’est pas nul), a'm = b'q ;
il faut donc que b' divise am; or il est premier avec a’, il faut qu'il divise m. Réciproquement, si m est divisible par ?’, il en sera de même de am, et par suite a'mD sera divisible par DD — 6 {n° 104, p.119). Ainsi tout commun multiple de a et deb s’obtiendra en mettant dans le produit a Dm, à la place de m, un multiple de b' et, géciproquement, tout nombre obtenu de cette façon est un multiple commun de @, b; or, tout multiple de b' est de la forme kb’, k étant un nombre naturel quelconque ; done, tout multiple commun de 4, b
est de la forme | a'D x< (kb) =abDXK<K,
et réciproquement : on voit donc que les multiples communs de a, »
sont les mêmes nombres que les multiples de a’b'D; on les obtiendra tous en donnant à k les valeurs 1, 2, 3, ..… Le plus petit est ab D.
Par exemple, le plus petit multiple commun de 360 et 172 est égal 36 es au produit de 172 par ie — 90 : il est 15480; les multiples de 15480 sont les multiples communs de 360 et 172.
Si les nombres a, b sont premiers entre eux, on a D=—1, q'= 4, b! = b, et la démonstration précédente montre que les multiples communs de &, b sont les mêmes nombres que les multiples de leur produit : c’est la proposition du n° 128 (p. 140).
Le nombre a’b'D s'appelle plus petit commun mulliple des nombres a, b; cette dénomination est évidemment justifiée. On peut
: ab l'écrire ab!, ou a'b, en encore “p_ ; car on a vu (n°102, p.118), que
pour diviser par D le produit ab, il suffisait de diviser par D l’un de ses
ab | : d ie, :
facieurs : —- est donc la même chose que a'b. Nous sommes par-
venus au théorème suivant : .
Le plus petit commun multiple de deux nombres s ’oblient en divisant leur produit par leur plus grand commun diviseur ; les mulliples communs de deux nombres sont les mêmes nombres que les multiples de leur plus petit commun mulliple.
130. Si l’on a maintenant plusieurs nombres, 4, b, c, d, par exetiples et que l’on cherche les communs multiples de ces nombres, on peut remplacer deux d’entre eux, a, b, par exemple, par leur plus petit
* commun multiple M; les multiples communs de @, b étantles mêmes
nombres que les multiples de M, il est clair que les multiples
communs de a, b, c, d seront les mêmes que les multiples communs des nombres M, e, d'; si l’on désigne maintenant par M! le plus petit
commun multiple de M et de c, il est clair que les communs mul tiples de M, €, d seront les mêmes que les communs multiples de M’, d; enfin, si l’on désigne par Mle plus petit commun mullüple de
M', d, les communs multiples de M’, 4 seront les mêmes nombres
que les multiples de M. | ie
Le raisonnement est général et l’on voit que : 1° Étant donnés autant de nombres qu’on veut, il existe un nombre m tel que les multiples communs des nombres donnés soient les mêmes nombres.
que les multiples de m; ce nombre m s'appelle le plus petitcommun
mulliple des nombres donnés ;
2 Dans la recherche du plus petit commun mulliple de plusieurs nombres, on peul remplacer deux ou plusieurs de ces nombres par leur plus petit commun multiple.
Par exemple, le plus petit commun mulliple de 360, 172, 18, a1
est le même que le plus petit commun multiple de 15480 (qui est le -
plus petit commun multiple de 360 et de 172) et de 126 (qui est le petit commun multiple de 18 ct de 21); et comme 18 est le plus grand commun diviseur de 15480 et de 126, le plus petit commun
LA
multiple cherché est égal au produit de 15480 par — 42 il est |
donc 108360.
431. Il ne sera pas inutile de remarquer que le théorème fondamental « les multiples communs à deux ou plusieurs nombres sont les mêmes nombres que les multiples de leur plus petit commun multiple » peut être déduit directement de la notion de pius petit commun multiple.
Soit en effet M le plus petit commun multiple des nombres a, b, c.... tel qu'il a été défini au n° 128 (p. 440) et soit M' un commun multiple de ces
et par suite
nombres; si M’ n’est pas divisible par M, soit M’ le reste de la division de
M’ par M; M” devra être divisible par a, db, c,.… (n° 417, p.132) ; M” est donc un commun multiple de a, b, c,...; mais M” est plus petit que M; M ne serait donc pas le plus petit commun multiple,
Gette proposition entraine la proposition analogue relative au plus grand commun diviseur.
On observera d’abord que si le commun multiple de plusieurs nombres D, D’, D”,... figure parmi ces nombres, c’est certainement le plus grand d'entre eux. Ceci posé, soient a, b, c,... plusieurs nombres et D, D', D"... tous leurs communs diviseurs ; les nombres a, b, c,... étant des multiples de D, D’, D”,.,. seront divisibles par leur plus petit commun multiple, qui ainsi fera nécessairement partie des nombres D, D’, D"... et sera donc le plus grand d'entre eux. On a ainsi une seconde démonstration de la propriété fondamentale du plus grand commun diviseur (1).
432. La condition nécessaire et suffisante pour que M soi le plus petit commun'multiple des nombres a, b, c,... est que M soit divisible par chacun de ces nombres et que les quotients soient premiers entre eux.
4° Si M est le plus petit commun multiple de a, b, c,.., les quotients obtenus en divisant M par a, b, c,... sont premiers entre eux : désignons, en effet, ces quotients par a’, b', c',..., on aura
Ras UD es OCR; si a’, b', c'.…. avaient un diviseur commun # autre que 1, on pourrait poser pe RQ PS ef 1) Es !
12 JE 0 mm) SAT M2 | RAI NOR COR CES:
M serait donc divisible par # et l’on aurait
: dr De ES
. serait donc un commun multiple de a, b, c,...,et M ne serait pas le plus petit commun multiple de ces nombres.
20 Si M est un commun multiple, mais non le plus petit commun mul-
…. tiple de a, b, c,.….., les quotients de la division de M par a, b, c,... ne sont
pas premiers entre eux.
Soit, en effet, m le plus petit commun multiple de a, b, c,.… et soien m
MOD cl tients?, ©, T,...; on aura 00,0... les quo lents, es
Me br:
4. Elle est tirée d'un Mémoire de M. Stieltjes (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V).
d’ailleurs M est divisible par m; soit À le quotient, qui, par hypothèse, est plus grand que 1 : on aura
M nt rh Rech à
d’où l’on déduit que les quotients de la division de M par a, b, c,... sont respectivement a'h, b'h, c'h,..., et qu'ils admettent le diviseur commun k(!). Quand on multiplie ou qu'on divise plusieurs nombres a, b, c,... par un méme nombre h, le plus petil commun multiple des nombres a, b, c,... est multiplié où divisé par h. (Les divisions de a, b, c,.. par À sont supposées se faire exactement.) k ; Soit, en effet, M le plus petit commun.multiple de a, b, e,...; Mh sera divisible par ah, bh, ch... et les quotients sont les mêmes que les quotients de la division de M par a, b, c,.….: ils sont donc premiers entre eux; donc MA : est le plus petit commun multiple de ah, bh, ch... La démonstration est la même quand on divise par À. 7 :
133. Ces dernières propositions, qui montrent l’analogie de la théorie du - plus petit commun multiple et du plus grand commun diviseur, ont été établies sans le secours de cette dernière théorie. : Observons que la proposition qui nous à servi de point de départ, « Le plus petit commun multiple de deux nombres a,-b, dont Île plus grand
es ab , L Fe bee commun diviseur est D, est D », en résulte immédiatement : en effet, on a
b Se c’est-à-dire que le nombre n est divisible par a et par b et que les quotients
: b a : ee sont respectivement 5’ D : ces quotients sont premiers entre eux, puisque
D est le plus grand commun diviseur des deux nombres a, b; donc (n° 131, 3
p. 143) = est le plus petit commun multiple de a et de b, le lecteur démon-
trera de même la proposition suivante, d'ailleurs facile à généraliser : -
Étant donnés trois nombres a, b, c, si D est le plus grand commun divi-
seur des produits be, ca, ab, le plus petit commun multiple de a, b, c est abc Ro.
FA
Exercices. ie
407. Quel est le plus grand commun diviseur des nombres 360 >< 473, 172 >< 361 ?
1. Ces démonstrations ne s'appuient que sur la définition du plus petit commun mulliple de deux. ou plusieurs nombres, et sur la propriété fondamentale « Tout multiple de plusieurs nombres es un tnultiple de leur plus petit commun multiple » ; elles font exactement pendant aux démonstralions du n° 123 (p. 137), pour le plus grand commun diviseur. -
égal au produit par » du plus petit commun multiple de a et de 6.
408. Parmi les nombres inférieurs à 100 quels sont ceux qui ont avec 360 le plus grand commun diviseur 4 ?
109. Si à est premier avec a et si l’on divise par 6 les nombres
on obtiendra b —1 restes différents, dont aucun n'est nul et qui ne sont autres que les nombres 1, 2, 3, .…, b — 1 rangés dans un certain ordre.
De nombreuses conséquences de cette proposition seront développées dans le chapitre dernier.
ktant donnée une progression géométrique indéfinie
dont le premier terme est 1 et la raison a, si l'on divise tous les termes ‘par un nombre à premier à a, lès restes se réproduiront périodiquement. Il existe en particulier une infinité de termes qui fournissent comme reste le nombre 1; sin est le plus petit exposant pour lequel a? — 1 soit divisible par a, la période des” restes se compose de n termes différents. Déterminer cette période dans le cas où a—=92, b = 93.
La proposition précédente, dont diverses conséquences seront développées dans le chapitre dernier, est le fondement de la théorie générale des caractères de divisibilité dans un système de numération dont la base est a.
414. Si a! est premier à b et si b’ est premier à a, le plus grand commun diviseur de a et de b sera le même que le plus grand commun diviseur de aa'et de bb’.
442. Si le plus grand commun diviseur des nombres m, b, c est l'unité, le plus grand commun diviseur des trois nombres ma, b, c est le même que celui des trois nombres @, b, c.
413. Si dest le plus grand commun diviseur de a et de b; si d'est le plus grand commun diviseur de a’ et de b et si d et d' sont premiers entre eux, le grand commun diviseur de aa’ et de b sera dd”.
444. Si l’on applique la méthode pour chercher le plus grand commun diviseur à deux termes consécutifs de la suite de l’exercice 20 (p. 89), on trouvera comme restes successifs les termes précédents de cette suite. Deux termes consécutifs de cette suite sont premiers éntre eux.
415. Dans la suite de l'exercice 20 (p. 89), on sait (Ex. 59, p. 106) que l’on a
Um+n —= Un—1i Um + Un Um+1.
Démontrer que le plus grand commun diviseur de um+n et de um est le même que celui de un et de à; ce plus grand commun diviseur est égal à ua, en désignant par d le plus grand commun diviseur de » et de n.
416. On considère n nombres a, b, ce, ; on prend le plus grand commun
diviseur de deux quelconques d'entre eux, et l’on conserve tous les nombres différents a’, b!, c', … que l'on peut obtenir ainsi; on opère sur a’, b', c', … comme on a fait sur a.b, c, …. etc. Au bout d'un nombre fini d'opérations, on aura le plus grand commun diviseur des nombres proposés. 417. Dans l'opération du plus grand commun diviseur, il est impossible que plus de deux restes consécutifs tombent entre deux mêmes termes de la suite de l'exercice 20 (p. 89); s’il en tombe deux, il n'y en aura aucun dans l'intervalle suivant.
En partant de là, montrer que l'opération du plus grand commun diviseur exige un nombre de divisions au plus égal à cinq fois le nombre des chiffres du plus petit des deux nombres (Ex. 24, p. 90).
4148. Le plus petit commun multiple de deux nombres est 96; l’un de ces nom-
bres est 6, quel peut être l’autre ?
‘449. Si m est premier à b, le plus petit commun multiple de ma et de 6 est
420. Soit À le plus grand commun diviseur des p nombres &,, &@:, + &p; soit B le plus grand commun diviseur des q nombres b,, b,, ., b4: le plus grand commun diviseur des pg produits que l’on peut former en prenant un facteur parmi les nombres a,, @, …, av et l’autre facteur parmi les nombres b,, b,, .…, bg, est AB.
Ce théorème subsiste quand on remplace les mots « plus grand commun diviseur » par les mots « plus petit commun multiple ».
424. Si le plus grand commun diviseur des nombres m, a, b est l'unité, le plus grand commun diviseur de m et de ab est égal au produit du plus grand commun diviseur de m et de a par le plus grand commun diviseur de "= et de b.
CHAPITRE V NOMBRES PREMIERS
134. Un nombre premier est un nombre qui n'admet pas d'autre diviseur que lui-même et l'unité (1).
Ainsi 7 est un nombre premier, parce qu’il n’est divisible par aucun des nombres 9, 3, 4, 5, 6.
Le mot «premier » a déjà été introduit au n° 122 (p. 186), dans un sens différent : 4 et 15 sont premiers entre eux, ou 4 est premier avec 15 ; dans ce sens, il est question de deux nombres ; c’est relativement à l'un que l’autre est premier. Au contraire 7 est premier absolu.
Tout nombre premier (absolu) est premier relativement à un nombre qu'il ne divise pas ; ainsi 7 est premier à 15 qu'il ne divise pas ; en effet, d'une part 7 ne divise pas 15, d’autre part tout nombre autre que 1 et Tne peut diviser 7, et par conséquent ne peut diviser 7 et 15. T n’est pas premier à 14 qu’il divise. En particulier, tout nombre premier absolu est premier relativement à tout nombre plus petit que lui.
135. Tout nombre qui n'est pas premier admel un diviseur premier, autre que 1.
En effet, un nombre a qui n’est pas premier admet des diviseurs plus petits que lui, autres que 1 ; le nombre de ces diviseurs est limité ; le plus petit d’entre eux, -b, est premier, car autrement il admettrait un diviseur plus petit que lui, autre que 1, et ce diviseur diviserait a; donc b ne serait pas le plus petit des diviseurs da:
136. La suite des nombres premiers est illimitée. Cet énoncé veut
dire que, si l’on donne un nombre premier quelconque, il y en a un
plus grand.
Supposons, en effet, qu'il y ait un nombre premier p plus grand
4. Quelques auteurs ne comptent pas un parmi les nombres premiers.
que tous les autres. Formons le produit de tous les nombres qui ne sont pas supérieurs à p, produit que nous représenterons par 1.2.3... p; ajoutons 1 à ce produit; de deux choses l'une : ou Fe nombre ainsi formé,
est premier, et alors il est plus grand que p; ou il n’est pas premier ; dans ce dernier cas, il admeltrait un diviseur premier, autre que À ; mais ce diviseur ne peut être un des nombres 2, 3,...,p;car. alors, divisant la somme 1.2.3... p +1 et l'une des parties de cette somme, 1.2.3...p, dans laquelle il entre en facteur, il diviserait la seconde partie, qui est 1 ; il est donc plus grand que p; dans les deux cas, il est prouvé qu’il existe un nombre premier plus grand que p.
437. Dans ce numéro et dans le suivant, afin d'éviter des répét:tions fastidieuses, je ne regarderai pas le nombre 1 comme un nombre premier ; en parlant des diviseurs premiers d’un nombre, j'entendrai donc les diviseurs autres que 1. Enfin, en parlant des multples d’un nombre, j'entendrai les multiples obtenus en multipliant ce nombre par un facteur plus grand que 1.
Ceci posé, j'établirai d’abord le lemme suivant : | :
Si le nombre A estinférieur au carré du nombre a et S'il nest. divisible par aucun des nombres premiers inférieurs à a, on peul affirmer que le nombre À es premier. re
Supposons, en effet, que tout diviseur premier de À soit au moins égal à a ; il en sera de même de n'importe quel diviseur D de A, car si D n'est pas premier, il admet un diviseur premier moindre que lui, qui doit diviser À et qui est donc au moins égal à a.
Si maintenant A n'est pas premier, soit D un diviseur de À autre que A et soit D’ le quotient de la division de A par D ; D sera différent de 4 et on aura A—DD'; les deux nombres D et D’ étant au & moins égaux à a, leur produit sera au moins égal à 4? qui, par hypothèse, est plus grand que À; la contradiction est manifeste.
138. Formation d'une table de nombres premiers. — Soit à construire une table de nombres premiers inférieurs ou égaux à un nombre donné N. J'écris la suite naturelle
20 Des NN;
des nombres, depuis 2 jusqu’à N. 2 est premier, je barre tous leñ multiples de 2; c'est à 2><2 qu'on commence. Les nombres qui. suivent et qui ne sont pas barrés ne sont pas divisibles par 2. Le
A DIR tot
premier que l’on rencontre est 3 ; le seul nombre premier plus petit que 3 est 2; les nombres de la table qui ne sont pas barrés et qui sont moindres que 3>X<3 sont premiers, d’après le lemme, puisqu'aucun d'eux n’admet de diviseur premier moindre que 3 ; en particulier 3 est premier. Je barre tous les multiples de 3 ; il suffit de commencer à 3><93. Parmi les nombres qui suivent 3, et qui ne sont pas barrés, aucun n’est plus divisible par 2 ou par 3; le premier de ces nombres est5; sauf 2 et 3, il n'y a pas de nombres premiers plus pelits que 5 ; les nombres de la table qui ne sont pas barrés et qui sont plus petits que 5><5 sont premiers, puisqu'ils n'’admettent pas de diviseur premier plus petit que 5; en particulier 5 est premier. Je barre tous les multiples de 5; il suffira de commencer à X<9. On continue ainsi : supposons qu’on vienne de barrer tous les multiples de p ; parmi les nombres qui subsistent et qui suivent p, aucun n’admet un diviseur premier inféricur ou égal à p; soit p' le premier de ces nombres ; les seuls nombres premiers plus petits que p’ sont précisément ces nombres dont on a barré les multiples : les nombres de la table qui ne sont pas barrés et qui sont moindres que p' Xp, le nombre p'en particulier, sont premiers, puisqu'ils n'admettent pas de diviseur premier moindre que p! : si p'? est supérieur à N, l'opération est terminée; sinon, on barrera les multiples de p', en commençant par p'>x<p, etc... Si l'on avait voulu construire, par exemple, une table des nombres premiers jusqu’à 100, on se serait arrêté après avoir barré les multiples de 7.
Au point de vue pratique, pour barrer les multiples d’un nombre, de 5 par exemple, en commençant à l'un de ces multiples, à 25 par exemple, on procède comme il suit : après avoir barré 25, on place successivement la plume sur les nombres suivants 26, 27, 28, .., barrés ou non, en comptant 1, 2, 3, .…; on s'arrête quand on compte et l’on barre le nombre sur lequel on s'est arrêté, puis on recommence à compter 1, 2, 3,... sur les nombres suivants, et, quand on compte 5 de nouveau, on ES encore le nombre sur lequel on est arrêlé, etc. Ajoutons que, tout en opérant exactement de la même façon, on peut, au début, se dispenser d'écrire les nombres pairs, sauf ? ; ceci, toutelois, aurait besoin d’une jusüfication, que le lec-
. teur trouvera aisément de lui-même, surtout s’il veut bien se repor-
ter au théorème du n° 139 (p. 159).
La table I, à la fin du volume, donne la liste des nombres premiers moindres que 1090,
Reconnaître si un nombre donné est premier. — Supposons main-
tenant qu'on veuille reconnaître si le nombre donné n est premier, et que ce nombre ne figure pas dans la table que l'on a à sa disposition. On essaiera successivement comme diviseurs les nombres premiers 9, 8, 5, 7. dans l’ordre où ils se suivent, jusqu à cequon ait été amené à essayer, sans que cette division ait réussi, non plus
que les précédentes, un nombre premier p qui fournisse un quotient q inférieur ou égal au nombre premier p’ qui suit p dans la
table ; dès lors on peut affirmer que le nombre n est premier; on a, en effet, n <p (9 +1) Mc
et Je nombre n, n'étant divisible par aucun nombre prenuer inférieur à p', est premier en vertu du lemme.
. Par exemple, le nombre 1009 est premier: l emploi des a
de divisibilité montre qu'il n’est divisible ni par 3, ni par 5, ni par 11; les divisions par 7, 13, 17, 19, 23, 29, 31 ne réussissent
pas; la dernière donne pour quotient 32, nb biE inférieur au Dome
premier 37 qui suit 31. Il n'est pas alle d'aller plus loin.
Celte méthode suppose qu’on ait une table de nombres premiers à sa disposition. S’il n’en est pas ainsi, on essaiera comme diviseurs les nombres de la suite naturelle %, 3, 4, 5, dans leur ordre, en se dispensant toutefois d'essayer les nombres dont on sait qu'ils ne sont pas premiers, et l’on s'arrêtera quand on aura essayé en vain un diviseur p qui fournisse un quotient g moindre que Jui ; on aura en effet alors
n<p (a+) <ps
et l’on sera certain que le nombre n, n’admettant pas de diviseur premier moindre que p, est premier. | :
439. Un nombre premier qui divise un produit de plusieurs facleurs divise au moins l'un d'eux. à En effet, si le nombre premier ne divise aucun des facteurs, il est premier à chacun d’eux (n°134, p. 147) ; il est donc premier à Jeur produit (n° 126, p. 139).
La démonstration précédente s’appuie sur la théorie du plus grand commun diviseur : comme le théorème que l’on vient d'établir est le fondement essentiel de ce qui va suivre, il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration directe, qui ne s'appuie que sur les propositions Me élémentaires du chapitre nr.
Considérons d'abord un produit de deux facteurs a, b, et soit p-un nombre premier. Je dis que si p ne divise ni a, ni b, il ne divise pas ab;
il suffit de faire la démonstration dans le cas où les nombres a, d sont inférieurs à p. Si l’on désigne, en effet, par a’, b' les restes de la division de a, b par p, les restes de la division par p des produits ab, a'b' sont égaux (n° 109, p. 121); si le second reste n’est pas nul, le premier ne le sera pas non plus; si donc on a démontré que le produit ab ne pouvait être divisible par p quand les nombres a, b sont inférieurs à p, la proposition sera
démontrée dans tous les cas.
Or, supposons qu'on puisse associer à un nombre a, plus petit que Île nombre premier p, un nombre plus petit aussi que p, tel que son produit par a soit divisible par p, et soit b le plus petit des nombres pour lesquels cela a lieu ; b est plus grand que 1, puisque a x 1 — a, étant inférieur à p, ne peut être divisible par p. Soit r le reste de la division de p par b, etq le quotient; on aura p — bq + r, et, par conséquent, ap — abq + ar; la somme abq + ar est divisible par p; la première partie l'est aussi, puisque ab est, par hypothèse, un multiple de p; il faudrait donc que la seconde partie ar fût divisible aussi par p ; mais cela est impossible, puisque r est
. plus petit que b, et que best, par hypothèse, le plus petit nombre qui, associé
à a, donne un produit divisible par p.
Considérons maintenant un produit de trois facteurs à, b, c, dont aucun n’est divisible par le nombre premier p; p, ne divisant ni a ni b, ne divise pas ab ; ne divisant ni ab ni ç, il ne peut diviser leur produit abc; du cas. de trois facteurs on s'élève successivement au cas de-quatre, cinq, six,
facteurs ; la proposition est générale. Cette démonstration est due à Gauss.
140. Décomposition d'un nombre en un produit de facteurs premiers. — Tout nombre qui n'est pas premier peul élre décomposé en un produit de facteurs premiers autres que 1 ; la décomposition ne peut se faire que d'une seule façon.
Toutes les fois qu’on parle d’un produit de facteurs premiers, 1l est sous-entendu que le nombre 1 ne figure pas parmi ces facteurs. 1° La décomposition est possible.
Soit À un nombre qui n’est pas premier; il admet un diviseur premier a autre que 1 et que A (n° 135, p. 147) ; soit g le quolient de la division de A par a : g n’est pas égal à 1 et l'on a A — ag. Si g est premier, la décomposition est faile ; sig n'est pas premier, il admct un diviseur premier à autre que 1 “ que g; si g' est le quotient de la division de q par b, qg'n’est pas égal à 1 et l’on a g— bg, et par conséquent, en remplaçant q par bg! ae ag, A—=aba!; sig'est premier, la décomposition est effectuée ; sinon g/ admettra un diviseur premier c autre que Î et que g!, et l’on pourra poser g'= cg", d'où A= abcg".Si q” est premier, la décomposition est terminée ; sinon, on continuera.
Les nombres À, q, g'q",.…. vont en diminuant, puisque chacun
d'eux s'obtient en divisant le précédent par un nombre plus grand que 1 ; il n'y a qu'un nombre limité de nombres inférieurs à AÀ, il faudra donc que la suite des opérations s'arrête, elle ne peut s'arrêter que lorsqu'on trouve un quotient qui est un nombre premier; celte circonstance se présentera donc. À ce moment, la. décomposition sera effectuée et le nombre A sera mis sous la forme d’un produit abc. r de facteurs à, b, ce, .…, r tous premiers et différents de 1. Les facteurs peuvent d’ailleurs être différents ou égaux. 2 La décomposition ne peut s’effectuer que d’une seule façon. Soit en effet a/b'c!' .….p! un produit de facteurs a’, b!, c', ..…, p' tous pre-
miers, qui soit égal au produit abc ...r. Je dis que les deux produits
abc...r, a! b'c!...p!, sauf l’ordre des facteurs, sont identiqués; en effet, a divise le premier produit ; il doit diviser le second, et par conséquent l’un de ses facteurs, et par conséquent être égal à ce facteur. Supposons que a/ soit égal à a; en supprimant dans les deux produits égaux les facteurs égaux a et a’, les résultats doivent être encore égaux, et l’on doit avoir be...r pl; mais le même raisonnement s'applique au facteur b du premier produit qui doit avoir son égal b’ dans le second ; en supprimant ensuite les deux facteurs égaux b et b', on voit que le facteur € du premier produit devra avoir son égal c’ dans le second, etc... Ainsi, chaque facteur du premier produit doit avoir son égal dans le second, et comme l'égalité ne saurait subsister après avoir supprimé tous les facteurs d’un produit, s'il en restait quelqu'un dans l’autre, on voit qu'il y a nécessairement autant de facteurs dans un produit que dans l’autre, et qu’on peut ranger ces facteurs de manière que les facteurs qui occupent le même rang dans les deux produits soient identiques. | |
141. Je vais maintenant montrer, sur un exemple, ne lon effectue la décomposition.
Soit à décomposer 360; on essaie la division par 1e nombres premiers successifs, en s’aidant pour les premiers des caractères de divisibilité. 360 est divisible par 2 ; le quotient est 180; ce nombre est encore divisible par 2 ; le quotient est 90 ; ce nombre est encore divisible par 2 ; le quotient est 45; ce nombre n’est plus divisible par %, mais il est divisible par 3 ; le quotient est 15 ; ce nombre es divisible encore par 8 ; le quotient est 5, qui est premier (®).
4. Dans chaque opération, le dividende n'est cerlainement pas divisible par les nombres premiers autres que 1 et moindres que celui qu'on essaie comme diviseur ; si l’on vient de faire la division par le nombre premier p, si la division a réussi, et si le quotient 9 est moindre que p°, on peut
affirmer (n° 137, p. 118) que q est premier, puisqu'il ne peut être DRE non plus que le divi- -dende, par un nombre premier autre que 1 et inférieur à p.
ne
On adopte, pour indiquer ces résultats, la disposition suivante : en haut, à gauche, on place le nombre à décomposer et on tire à droite un trait vertical ; en face du nombre, à droite du trait, on écrit le diviseur premier et au-dessous du nombre, le quotient; en face de ce quotient le diviseur premier, et au-dessous du premier quotient le nouveau quotient, etc.; on continue jusqu’à ce qu'on ait obtenu un quotient qui soit un nombre premier; on a soin de l'écrire à nouveau, à droite du trait vertical, en face de lui-même :
Si on lit les nombres à gauche, en remontant, il est clair
que l’on aura 15—3 <5, puis PE SKA (RE) KI XS, 90/2
puis 4513 M2 45% (III IIS, Le
ts)
et ainsi de suite, en sorte que chaque nombre, à gauche, est
le produit des nombres de la colonne de droite situés à la même hauteur que lui ou plus bas ; en particulier 360 sera égal au produit de tous les nombres de la colonne de droite, en sorte que l'on aura
FU TR Er CS tn D QE Ce
en employant la notation des exposants.
Quand un nombre est premier, on doit le regarder comme tout décomposé. A proprement parler, ce n'est pas un produit. Même dans ce cas, nous emploierons (abusivement) l'expression de produit de facteurs premiers.
442. Cette façon de représenter un nombre quelconque par un produit de facteurs premiers est très utile dans beaucoup de circonstances : elle facilite diverses opérations et met en évidence diverses propriétés des nombres.
Quand deux nombres B, C sont décomposés en facteurs premiers, on obtient immédiatement leur produit décomposé en facteurs premiers ; il suffit en quelque sorte de juxtaposer les facteurs de C à ceux de B; en d’autres termes, les facteurs du produit BC sont les facteurs qui figurent dans B et dans C, et le nombre de fois que chaque facteur entre dans ce produit est la somme des nombres qui
expriment combien de fois le facteur entre dans B et dans C.
Lorsqu'on emploie la notation des exposants, on peut dire que chaque facteur premier du produit BC est un facteur premier de l’un ou de l’autre des nombres B, C et que l'exposant dont il est
affecté est la somme des exposants avec lesquels il figure dans B et
dans C, s’il figure à la fois dans ces deux nombres ; il ne faut pas
oublier que les facteurs qui n'ont pas d'exposant doivent être
regardés comme affectés de l’exposant 1. _.
Par exemple, le produit des deux nombres
B-=9:9.9.3.3.9,:0—72.2.5. 80 est | BC—9.9.9.9:9.3:3.5.5.7.11 22,907 00
143. Application à la divisibilité. — Pour qu'un nombre À décomposé en facteurs premiers soi divisible par un nombre B décomposé en facteurs premiers, 1 faul el il suffit que tous les facteurs . premiers qui figurent dans B se retrouvent dans À, chacun d'eux en
nombre au moins égal. : |
1° La condition est nécessaire ; en effet, supposons À divisible par B et soit C le quotient, aussi décomposé en facteurs premiers, on aura À — B C. Le second membre est tout décomposé en facteurs premiers, comme le premier membre; les deux décompositions doivent être identiques. Donc tous les facteurs qui entrent dans B doivent figurer dans A, en nombre au moins égal. |
9 La condition est suffisante : en effet, si A contient tous les facteurs de B, en nombre au moins égal, on pourra dans À mettre en avant tous les facteurs de B, en les répétant autant de fois quils figurent dans B; on voit alors clairement que A est divisible par B, et que le quotient est le produit des autres facteurs. Ainsi, si on a A=—9,9.3.7. 1.11 ét B—2.3.7.1;-0n Cr FE
si l’on emploie la notation des exposants, on peul exprimer le thcorème précédent sous la forme que voici : de | Pour que le nombre A soit divisiblé par le nombre B, il faut etil suffit que chaque facteur qui figure dans B figure dans À avec un exposant égal ou supérieur. Le quobent + est égal alors au produit des facteurs de A qui ne figurent pas dans B, avec leurs exposants, et des facteurs de À qui figurent aussi dans B, mais avec des exposants moindres, égaux à la différence des exposants quils ont dans A et dans B.
Ainsi, A = %.3.5%.7.19 est divisible par B=—2%.5.7etlona À = 3,5. 1,40 —2,9.H 10
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Le théorème précédent est capital dans la théorie de la divisibilité
et résout en quelque sorte toutes les questions posées dans le précédent chapitre.
Trouver tous les diviseurs d'un nombre
Supposons le nombre donné A décomposé en facteurs premiers. Tout diviseur de A, en dehors de 1, devra être composé de facteurs premiers qui figurent dans A, avec des exposants égaux ou moindres. En écrivant tous les nombres ainsi composés, on obtiendra tous les diviseurs de A.
… Pour n’en oublier aucun, on peut procéder comme il suit.
Soit, par exemple, À — 360 — 9.32.5.
Sur une première ligne, on écrit les nombres
ils sont, avec le diviseur 1, les diviseurs qui ne contiennent pas d'autre facteur premier que 2 ; sur une seconde ligne on écrit lés nombres
(2) à as Ps
on multiplie les nombres de la première ligne par chacun des nombres qui figurent dans la seconde ligne; on formera ainsi les nombres
qui sont, avec le nombre 1, tous les diviseurs où n’entrent pas d’autres facteurs premiers que ? et 3; enfin, en multipliant tous res nombres par chacun des nombres
on reproduira, d’une part, tous les diviseurs précédemment obtenus, et en outre, ceux qui contiennent le facteur 8; on obtiendra ainsi les nombres
O9 € e DE
C’est là tous les diviseurs cherchés. Leur nombre est évidemment …
le produit des nombres de termes qui se trouvent dans les lignes (1), (2), (8), c'est-à-dire, en général, le produit des exposants, augmentés chacun d'une unité, des facteurs premiers différents qui
figurent dans la décomposition de A. Ce nombre est pair si l'un des
exposants est impair ; iln’est impair que si tous les exposants sont pairs, c’est-à-dire si A est le carré d'un nombre, que l’on obtiendrait en divisant par 2 l'exposant de chaque facteur premier qui entre dans A. Par exemple, si l'on avait A=—2.3î.7 le nombre des diviseurs serait 5.7.3 == 105, et A serait le carré de 2?.3°.7, puisque l’on a (n° 50)
Quand on se donne deux ou plusieurs nombres À, B, Ce
décomposés en facteurs premiers, on reconnaît tout de suite sils ont quelque diviseur commun autre que 1 : un tel diviseur, décom-
posé en facteurs premiers, ne peut comprendre que des facteurs
premiers communs à tous les nombres A, B, C, … ; inversement, tout produit de facteurs premiers ainsi formé est un commun diviseur de À, B, C, … ; le plus grand d’entre eux s’obtiendra en prenant tous les facteurs premiers communs à À,.B,-G, :'et'en épée tant chacun autant de fois que possible, c’est-à-dire autant de fois qu’il figure dans celui des nombres A, B, C, .… où il est répété le
-moins de fois. D'après la règle pour la formation des diviseurs d'un nombre, il est clair que les diviseurs communs des nombres A,
B, C, … seraient les mêmes que les diviseurs de leur plus grand
commun diviseur.
Pour former le plus grand commun diviseur de deux ow plu-
sieurs nombres décomposés en facteurs premiers, on fait le pro-
duit de tous les facteurs premiers différenis communs à ces nom-
bres et l’on affecte chacun d'eux d'un exposant égal au plus faible
des exposants dont ce facteur est affecté dans les différents nom-
bres. Sr Exemple : soient les trois nombres
AS D etai,
B=9292%5- It,
GDS A4 A19,
Le plus grand commun diviseur sera
. Siles nombres A, B, C, .…. n'ont pas de facteurs premiers communs, ils sont premiers entre eux.
146. Avec ladécomposition en facteurs premiers, les théorèmes des n°% 124,125 (p.138, 139) deviennent intuitifs ; à la vérité, cesthéorèmes ont servi n°140 (p.151) à montrer qu un nombre ne pouvait être décomposé que d’une seule façon en facteurs premiers ; mais on a vu que cette proposition pouvait être établie directement. Il en est de même des propositions suivantes : si on multiplie, ou si on divise deux ou plusieurs nombres par un même nombre, on multiplie ou on divise leur plus grand commun diviseur par ce nombre ; si on divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients sont: premiers entre eux, puisque, après la division, il ne reste plus de facteurs premiers communs ; si on les divise par tout autre diviseur commun que le plus grand, il reste quelques facteurs communs et les quotients ne sont pas premiers entre eux, etc...
147. Le plus petit commun multiple de plusicurs nombres A, B, C, … décomposés en facteurs premiers, s'obtient aussi aisément.
Chaque multiple commun, décomposé en facteurs premiers, doit contenir tous les facteurs qui figurent dans chacun des nombres A, B, C, .…, et chacun de ces facteurs doit être répété au moins autant de fois qu'il l’est dans chacun des nombres À, B, C, …, c’està-dire autant de fois qu'il-est répété dans celui des nombres A, B, C, …. où il est répété le plus grand nombre de fois. Réciproquement tout nombre décomposé en facteurs premiers qui satisfait à ces conditions estun multiple commun de A, B, C, … :le plus petit s’obtiendra en ne prenant que les facteurs premiers qui figurent dans chacun des nombres A, B, C, .… et en ne répétant pas l’un quelconque d’entre eux plus souvent qu'il n’est répété dans celui des nombres A, B, C, … où il est répété le plus grand nombre de fois. Tout multiple commun sera un mulliple du plus petit: commun multiple.
Pour former le plus petit commun mulliple de plusieurs nombres décomposés en facteurs premiers, on forme le produit de tous les facteurs premiers différents qui figurent dans les nombres A, B, CG, .…., et l’on affecte chacun d'eux de l'exposant qu’il a dans celuti des. nombres À, B, C. .… où 1l figure avec l’exposant le plus élevé.
Par exemple, le plus petit commun multiple des nombres
D Dinde Lells Out ei est PS AS VEN PE 19:
Si l'on divise le plus petit commun multiple des nombres A, B, G, .… ainsi formé par ces nombres eux-mêmes, les quotients n'auront plus de diviseur commun; car s’il subsistait, dans ces quotients, un facteur premier commun, en multipliant ces quotients par À, B, C, .…., ce facteur se trouverait dans les produits avec un exposant plus élevé que dans tous les nombres A, B, C, ... ; on n'aurait donc pas appliqué la règle. Le plus petit commun multiple est le seul multiple commun qui jouisse de cette propriété.
Enfin, si l'on ne considère que deux nombres A, B et si on multiplie leur plus grand commun diviseur par leur plus petit commun multiple, on voit que chacun des facteurs premiers qui entrent dans A, ou dans B, figure dans le produit ; si ce n’est pas un facteur premier commun à A et à B, il figure dans le produit avec l’exposant qu'il a dans A ou dans B; si c'est un facteur premier commun, il entre dans le produit avec un exposant qui est la somme de son plus grand et de son plus petit exposant dans A et dans B, c'est-à-dire la somme de ses deux exposants dans À et dans B; le produit considéré est donc le produit des nombres A, B; c’est la règle du n° 129 (p. 141). ns.
148. Les propriétés des nombres ont attiré de bonne heure l’attention des Grecs. On voit déjà les Pythagoriciens spéculer sur les nombres premiers, sur les nombres triangulaires, carrés, polygonaux (Ex. 104, p. 129), sur les nombres pyramidaux (Ex. 105, p.129), sur les nombres parfaits (Ex. 154, p. 161), sur les nombres
amiables (tels que chacun d'eux soit égal à la somme des parties
aliquotes de l’autre). Les Éléments d'Euclide, qui constituent un
résumé des connaissances essentielles auxquelles les Grecs étaient
parvenus, vers l’an 300 avant J.-C., tant en Géométrie qu’en Arithmé-
tique, contiennent les propositions les plus importantes du chapitre
actuel et du chapitre précédent, en particulier, la notion du plus grand commun diviseur, celle du plus petit commun multiple, le théorème, difficile à démontrer, en vertu duquel si un nombre divise un produit de deux facteurs et est premier avec l’un d'eux, il divise l’autre, enfin le théorème du n°436 (p. 147) sur l’infinité des nombres premiers. La méthode même pour la recherche du plus grand com-
mun diviseur de deux nombres est souvent désignée sous le nom
d'algrrithme d'Euclide. La démonstration que l’on a donnée du théorème relatif à l’infinité des nombres premiers est celle même que l'on trouve dans Euclide (!). La règle pour la formation d’une table
1. Une généralisation bien naturelle de ce théorème est fournie par l'énoncé suivant : Dans toute
progression arithmétique dont la raison et le premier terme sont des nombres premiers enlre eux,
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de nombres premiers est aussi très ancienne : elle est attribuée à Eratosthène (vers l'an 250 av. J.-C.) et est souvent désignée sous le _nom de crible d'Eratosthène (!).
123. Considérons la suite des nombres premiers jusqu’à p; soit A le produit de quelques-uns de ces nombres, B le produit de tous les autres. Démontrer que le nombre À + B admet un diviseur premier plus grand que p; il en est de même, en supposant À => B, du nombre A — B, à moins qu’il ne soit égal à 4.
Si dans les expressions
a+ x + 17, 22° + 29, à + x LA,
on remplace æ par 0,1, 2, 3,,.., on trouve d'abord comme résultat des nombres premiers. Les plus petites valeurs de æ pour lesquelles on obtient des nombres qui ne sont pas premiers sont respectivement æ— 15, x=—28, x = 39.
425. Quelle est la plus petite valeur du nombre premier p tel que l'expression
dd 159725 ….p+1,
considérée au n° 136 (p. 147), ne soit pas elle-même un nombre premier ?
Réponse : p —=5.
En désignant par A» le produit des nombres premiers non supérieurs au nombre premier p, quelle est la plus petite valeur de p pour laquelle A» + 1 n'est pas un nombre premier ?
Réponse : p = 13.
126. Quel est le plus petit nombre premier p, autre que 1, tel que 2? —1 ne soit pas premier ?
Réponse : p —11.
Quelle est la plus petite valeur de 7 telle que
on LA
ne soit pas premier ?
Réponse : n = 5. — 22° veut dire 2 élevé à la puissance 2.
127. Décomposer en facteurs premiers le nombre 1.2.3.4.5.6.7.8.9. 10. _ 428. Lorsque n n’est pas premier, le nombre 22 —1 n'est pas premier. Décom- ‘poser ce nombre en facteurs premiers pour les valeurs 4, 6, 8,9, 40, 42 atlribuées à n.
Le produit nn +1) (2n 41) est toujours divisible par
—. : On montre que l’un des trois facteurs est divisible par 3 ; l'un des deux pre-
miers est toujours divisible par 2. Un procédé analogue s'applique dans beaucoup de cas.
130. Le carré d’un nombre premier diminué de 1 est divisible par 24, sauf dans le cas où le nombre premier est 2 ou 3.
431. Le produit ab (a? + b?) (a? — b°) est toujours divisible par 30.
Le nombre a‘ — a est toujours divisible par
il y a une infinité de termes qui sont des nombres premiers absolus. La démonstration de eelte proposition est très difficile ; elle a été donnée, dans le dernier siècle, par Lejeune Dirichlet.
1. On possède aujourd'hui, pour Les neuf premiers millions, des tables qui fournissent non seulement les nombre# premiers, mais pour chaque nombre non premier son plus petit diviseur : elles ont été calculées par Burkhardt, M. Glaisher, et par Dase. (Voir un article de M. Gram dans les Acta mathematica, t&. XVII.)
134. Si le nombre a est terminé par # et s’il n'est pas divisible par #4, le produit ala? — 1) (a? —#) est divisible par 480. :
435. Si b et a sont premiers entre eux, a + bd et a — b ne peuvent avoir d'autre diviseur commun que 1 et 2. |
136. Si a et b sont premiers entre eux, si æ est premier à d et y à a, le nombre ax + by est premier au produit ab.
. Il est aisé de voir que les deux nombres ax + by et ab ne peuvent avoir de diviseur premier commun : Car Si p était un tel diviseur, il diviserait l'un des facteurs du produit ab,a par exemple ; divisant ax + byet a p diviserait by, etc.
Ce procédé de démonstration est fréquemment employé.
137. Si a, b, c sont premiers entre eux deux à deux, la condition nécessaire et
suffisante pour que le nombre bcæ + acy + abz soit premier au produit abc est que x, y, z Soient respectivement premiers à 4, bc; : 438. &i a, d sont premiers entre eux, les deux nombres a — ab +b* et a +b ne peuvent pas avoir d'autre facteur premier commun que 8. 439. Si un nombre premier p est la différence entre les carrés de deux nom- P l et PTT. |
bres, ces deux nombres sont :
440. Pour reconnaitre si un nombre p est premier on peut lui ajouter succespra ; ?
: ue — ; sivement les carrés des Ê remiers nombres 4, 2, … 9 ÿ 9 ?
He es . —1)\2 des nombres ainsi formés qui soit le carré d’un nombre est p + (£ 9 -) , le
nombre p est premier.
441. Un nombre premier ne peut pas être la somme de plusieurs nombres impairs conséculifs. cs
; si le premier
442. Trouver un nombre p supérieur à 3 et tel que le nombre 2 — soit pre
mier.
143. Si le nombre 2n + 1 est premier, n est une puissance de 2. 444. Quel est le plus petit nombre entier admettant 15 diviseurs ?
445. Trouver le nombre de deux chiffres qui admet le plus grand nombre de
diviseurs.
446. Le nombre de diviseurs de a” est premier avec 7. 447. De l'égalité a+ ayte (at — 2oy + 2y") (a + 2ay 27°), déduire qu'il est impossible de satisfaire à l'équation a+ 4y=P;
lorsque p est premier, à moins que p ne sait 1 ou 5.
148. Combien, dans la suite 4, 2, 3, …, n des n premiers nombres, y a-t-il de
nombres divisibles par le nombre premier p ?
449. Sur n nombres consécutifs, il Y en a au moins autant de divisibles par le
nombre premier p que dans les n premiers nombres. ù | 450. Si l'on décompose en facteurs premiers le produit 1.2.3....n des n premiers nombres, chaque nombre premier p inférieur à n figurera avec un EXPO
sant égal à la somme des quotients obtenus en divisant n successivement par PP; D°
451. Déduire des propositions qui précèdent une démonstration de ce théo
rème déjà énoncé dans l'exercice 403 (p. 128) : le produit de n nombres consécutifs
est toujours divisible par le produit | AE EN rie 452. Les diviseurs d’un nombre # peuvent être rangés par couples tels que le
produit de deux diviseurs qui figurent dans un même couple soit égal à n. Sin
est le carré d’un nombre entier, il ÿ a un couple formé de deux diviseurs égaux: À
ceci n’a lieu que dans ce seul cas.
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Si l'on désigne par v le nombre de diviseurs du nombre n, le produit de tous
les diviseurs de n est égal à n° si n n’est pas le carré d’un nombre entier. Si l'on a n = m°, ce produit est égal à m”.
153. Si un nombre n décomposé en facteurs premiers est égal à
- a“bct..…,
en désignant par a, de;.:tes facteurs premiers différents de n, le nombre des diviseurs de n est égal à (a +1) (B+41) (+1) :.; ces diviseurs eux-mêmes sont les différents termes obtenus en développant le produit
H+a+a+..+a) (+ 8404... + ai) H+c+e+.. La.
la somme de ces diviseurs sera égale à ce produit ou à
a % —À A8+1 — 1 att1 —1 DNA ED LEE Ton
154. On appelle parties aliquotes d'un nombre, les diviseurs de ce nombre, excepté ce nombre lui-même.
On appelle nombre parfait tout nombre qui est la somme de ses parties aliquotes, nombre abondant tout nombre plus petit que la somme de ses parties aliquotes, nombre déficient tout nombre plus grand que cette somme.
Si p est un nombre premier et si 27 — 1 est aussi premier, le nombre
- 2p—1 (2p — 1) est un nombre parfait.
Trouver des exemples numériques de nombres abondants et déficients. 155. En désignant en général par y (a) le nombre de diviseurs d’un nombre a et par © (a) la somme de ces diviseurs, on a, en supposant les nombres a,b,c, …
premiers entre eux deux à deux,
v (abc...) —=v (a) KXv(b) Xv (ce) x w c (abc...) —0c{a) X os (b) X 0 (c) xx.
156. En conservant les notations de l'exercice 22 (p. 80), démontrer que si n * estun nombre premier et p un nombre autre que 0 ou n, C2? est divisible par n.
En s'appuyant sur l'exercice 60 (p. 106), démontrer ensuite que, en SUPposant toujours n premier, le nombre
(a + bjn — an — bn
- est divisible par n.
Conclure de là que a? — a est toujours divisible par le nombre premier n ; si, en cffet, la proposition est vraie pour deux membres a, b, elle est vraie pour
{eur somme. | Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Fermat. On en verra l’im-
portance dans le dernier chapitre.
FRACTIONS ORDINAIRES
& 1. — Première définition des fractions.
449. La notion de nombre a été tirée de l'idée de collection d'objets distincts ; elle s'applique toutelois. à la mesure des grandeurs continues, et cette application conduit à étendre la notion de nombre, à considérer de nouveaux nombres, tout différents de ceux qu’on a considérés jusqu'ici. Cette extension exige que l'on distingue, dans le langage, les nombres dont on a parlé jusqu'ici et les nouveaux nombres que l’on va introduire : désormais je dirai un nombre entier, ou plus brièvement un entier(‘) pour désigner un des nombres 0, 1, 2, 3, ... ; je rappelle que les nombres nafurels sont les mêmes nombres à l'exclusion de 0. :
Je donnerai aux nouveaux nombres une origine concrète, en con-. sidérant surtout des grandeurs de l'espèce la plus simple, des lon- ‘gueurs de droites limitées ou segments de droite : on sait reconnaître (au moyen du compas, par exemple) si deux pareils segments sont égaux, on sait les ajouter en les plaçant bout à bout, on sait les diviser en parties égales ; sans doute, dans la réalité, toutes ces opé-
rations ne peuvent être réalisées qu'approximativement; maisilest |
aisé de les penser. | NT | Puisque c’est uniquement au point de vue de la longueur que
seront considérés ces segments de droite, je me permettrai, dans le …
présent chapitre, de dire « une longueur » au lieu de dire « la lonœueur d’un segment de droite ». Je me permettrai aussi d'employer des mots qui ne seront définis que dans le chapitre relaüf au système métrique ; mais cela n’a aucun inconvénient, puisque le lecteur a déjà l'habitude de ces mots; au reste, ici, le mètre pourra être une
4. Lorsqu'il est question de nombres relatifs, un entier est un nombre (positif, négatif, ou nul) dont la valeur absolue est l’un des nombres 0, 1, 2, ...; mais il n'y a pas de confusion à craindre ici. puisque, en dehors des numéros imprimés en texte fin, il n’est jamais question de nombres néealifs.
; longueur quelconque, l’heure un intervalle de temps quelconque, le
dire qu’en portant bout à bout, sur la
franc un morceau quelconque d’un métal précieux. Pour la commo-
. dité de l'exposition, je supposerai que ces diverses grandeurs peu-
vent être divisées en un nombre quelconque de parties égales; pratiquement, cela n'est pas vrai; les parties trop petites du mètre, ou de l'heure, ne peuvent être ni réalisées, ni appréciées : on ne divise pas un franc en parties égales ; cette division est réalisée conventionnellement, dans quelques cas, au moyen de pièces de monnaie ayant une valeur moindre. Mais, dans tous les cas, il est aisé de penser les opérations dont je parlerai.
Je dirai qu'une longueur AB (fig. 13) est contenue exactement 3 fois (par exemple) dans une autre longucur PQ, ou que cette longueur PQ -4 == Z contient AB exactement 8 fois, pour P
droite PQ, à partir du point P, 8 lon- Fig. 13. gueurs égales à AB, on tombe exactement au point Q (1). Il revient au même de dire que, si on divise PQ en 3 parties égales, l’une quelconque de ces parties est égale à AB. En adoptant cette façon de parler, il est naturel de dire que toute longueur égale à AB contient AB exactement 1 fois.
On dira de même que l'heure contient exactement 60 minutes, que la minute est contenue exactement 60 fois dans l'heure, que, si l’on
. divise l'heure en 60 parties égales, chacune de ces parties est une . minute (?).
On dit que le segment AB est une partie aliquote du segment PQ
- pour dire que AB est contenu exactement dans PQ un certain nom-
… bre de fois, sans lui être égal. Pour spécifier cette partie aliquote,
pour dire, par exemple, que AB est contenu exactement 7 fois dans
— PQ, on dit que AB est la septième partie de PQ ou le septième de PQ,
en ajoutant la particule 1ème au nom du nombre qui exprime combien de fois AB est contenu exactement dans PQ: il y a exception lorsque ce nombre est deux, trois, ou quatre. Pour dire que AB est
. contenu exactement deux, trois, quatre fois dans PQ, on dit que AB … est la moitié, le tiers, le quart de PQ.
- On dit de même que la minute est la soixantième partie, ou le 60ième de l'heure, que 15 minutes forment un quart d’heure.
1: Si l’extrémité de la troisième longueur égale à AB tombait entre P et Q, on dirait que PQ
… contient AB 3 fois, mais non exactement ; si cette extrémité tombait au delà du point Q on dirait : que PQ ne contient pas AB 3 fois. ;
2. Il va sans dire que je laisse ici de côté les difficultés que comporte la définition de deux durées
ne : égales.
450. Mesure. — Le lecteur sait que toute opération de mesure suppose le choix préalable d'une unité. On ne peut parler de mesurer une longueur que si on a choisi une unité de longueur, à laquelle on comparera les autres longueurs. Supposons que AB soit cette unité de longueur. |
Pour mesurer un segment de droite PQ, on porte sur PQ, à parür du point P, l'unité de longueur, autant de fois que possible. Il peut arriver que, en procédant ainsi, on tombe sur l’autre extrémité Q ; on dit alors que PQ contient l'unité de longueur exactement un certain nombre entier de fois et ce nombre entier est la mesure de PQ. Ainsi, dans la figure ci-dessus, PQ contient trois fois l’unité de longueur; PQ est mesuré par le nombre 5.
Les longueurs que l’on peut ainsi mesurer au moyen de nombres entiers sont évidemment celles que l’on obtient en portant sur une droite indéfinie, à partir d'un point marqué 0, et bout à bout, des unités de longueur, toujours dans le même sens ; si l’on marque au moyen des nombres 1, 9, 3, 4, ... les extrémités successives de ces unités de longueur, qui seront si l’on veut les barres de la figure 5,
le nombre marqué en un point quelconque mesure la longueur qui.
s'étend entre le point marqué 0 et le point considéré. Toute longueur égale à l’une de celles que l’on peut former ainsi est mesurée par le même nombre: l’unité de longueur elle-même est mesurée par le nombre 1. Parmi ces longueurs, on peut, si l'on veut, ranger la longueur nulle, celle d’un segment fictif dont l’origine et l'extrémité coïncideraient, et qui serait mesurée par le nombre 0. Il est bien évident qu'on ne peut pas mesurer ainsi toutes les longueurs ; on ne pourra pas mesurer la longueur d'une droite qui aurait son origine au point 0 et son extrémité entre deux quelconques des points marqués par les nombres 0, 1, 2, 3, 4, 451 Pour mesurer une longueur qui ne contient pas l'unité un PR ui de procéder de la façon suivante :
Rs On divisera l'unité de longueur AB Fig. 14. en un certain nombre entier de parties égales,en5 parties par exemple (fig.1#); et l’on appellera une quelconque de ces parties un cinquième de l'unité de longueur: il peut se faire que la longueur considérée RS contienne cette partie de l’unité exactement un nombre entier de fois, par exemple 7 fois : on dira alors qu’elle contient exactement 7 fois le cinquième de l’unité ou encore qu'elle est égale à sept cinquièmes de l'unité : il faut pour la mesurer deux nombres entiers, ici 9 et 1;
nombre exact de fois, on peut essayer.
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l’un exprime en combien de parties on a divisé l'unité de longueur, l’autre combien la longueur considérée contient exactement de ces parties : ces deux nombres entiers jouent, comme on le voit, un rôle très différent: pour les distinguer l’un de l’autre, on leur donne des noms différents, on les écrit à des places différentes, on les énonce de façons différentes: | |
Le nombre entier qui exprime en combien de parties égales on a divisé l’unité de longueur s’appelle dénominateur ; le nombre entier qui exprime combien de parties contient exactement la longueur considérée s’appelle numérateur ; on écrit le numérateur au-dessus du dénominateur, en les séparant par une barre: dans l'exemple précédent, on écrira
FES on énonce d'abord le numérateur, puis le dénominateur, en les séparant par le mot sur (sept sur cinq); ou bien on énonce le numérateur, puis le dénominateur en lefaisant suivre de la terminaison ième (sept cinquièmes) ; cette dernière façon de s’exprimer rappelle parfaitement les opérations que nous venons de décrire.
Elle comporte des exceptions quand le dénominateur est 2, 3, ou 4; on énonce alors le numérateur et on le fait suivre, suivant les cas, des mots demi, tiers, quart : ainsi, on dira trois demis, deux D 020 tiers, cinq quarts pour énoncer les symboles GS’ 37
Enfin, l’ensemble des deux nombres entiers (numérateur et dénominateur) écrits ou énoncés ainsi de manière à distinguer leurs rôles
respectifs est une fraction.
Les fractions sontregardées comme des nombres; dans l'exemple L < 7 précédent, la fraction 5 est la mesure de la longueur RS (*).
152. Les longueurs que l’on peut mesurer au moyen de fractions sont celles que l’on peut obtenir en divisant l’unité de longueur en un certain nombre entier de parties égales et en portant, l’une au bout de l’autre, plusieurs de ces parties. A la vérité, on n’obtient pas ainsi toutes les longueurs : c’est là un point sur lequel nous aurons à revenir. Mais il convient de remarquer tout de suite que, sion divise
1. La notation — a déjà été employée au n° 101 (p. 116), pour exprimer le quotient de la division
du nombre entier a par le nombre entier b quand cette division peut se faire exactement. Le lecteur peut faire un instant abstraction de ce qui a été dit alors, Ja concordance des deux notations lui
apparaitra bientôt.
l'unité de longueur en un assez grand nombre entier b de parties égales, chacune de ces parties deviendra très petite. Si, en désignant par a un nombre enter, la longueur à mesurer contient a de ces parties et n’en contient pas a 4-1, elle sera comprise entre deux. longueurs, mesurées respectivement par les fractions
D. pe et l'erreur commise en substituant l’une ou l’autre de ces longueurs à la longueur considérée sera moindre que l’une quelconque des b parties de l'unité; elle pourra être aussi ee qu'on voudra, pourvu
que à soit assez grand. Les deux fractions +, TR NOR dites des mesures approchées, la première par défaut, la seconde par excès,
de la longueur considérée, à — j près.
Dans la pratique, lorsque l'erreur ainsi commise n est pas appréciable avec nos instruments de mesure, il n’y a aucune raison d’en tenir compte : pratiquement, les nombres entiers et les fractions suffisent à mesurer toutes les longueurs. D'ailleurs, pour le moment, nous ne considérons que des longueurs qui puissent être mesurées par des nombres entiers, ou par des fractions : ces longueurs sont dites commensurables à l'unité.
153. Rapport. Commune mesure. — La notion de rapport ne diffère. pas au fond de celle de mesure.
Deux segments de droite RS et AB (fig. 14), par exemple, sont dits commensurables entre eux (‘) quand il y a un certain segment qui est contenu exactement un certain nombre de fois dans RS et exactement un certain nombre de fois dans AB ; un tel segment est ce que l’on appelle une commune mesure à RS et à AB; il permettrait, si on le prenait pour unité de longueur, de mesurer RS et AB au moyen de nombres entiers; dans la figure 14, cette commune mesure est contenue exactement 7 fois dans RS et 5 fois dans AB.
Dans le présent chapitre, du moment qu’on parlera du rapport de deux grandeurs, on supposera, parlà même, que ces grandeurs sont commensurables entre elles, qu'elles ont une commune mesure contenue exactement un certain nombre de fois dans la première, un certain nombre de fois dans la seconde.
Le rapport de deux grandeurs (de la prendre à la seconde) est.
1. On peut sous-entendre les mots « entre eux » quand il n'y a pas à rie d'ambiguïté. On dit, dans le même sens, que RS est commensurable à AB, que AB est commensurable à RS.
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second intervalle au premier est —.
_ AB à AB doit s’écrire nu
_ une fraction dont le numérateur exprime combien de fois la com-
mune mesure est contenue dans la première grandeur, dont le dénominaleur exprime combien de fois la commune mesure est contenue dans la Seconde.
On peut dire aussi que le rapport de la première grandeur à la seconde est une fraction qui sert de mesure à la première grandeur quand on prend la seconde pour unité.
Le rapport de RS à AB, dans l'exemple précédent, est la fraction 5? le rapport de AB à RS serait la fraction
On peut déduire RS de AB en divisant AB en 5 parties égales et en plaçant bout à bout 7 segments égaux à l’une de ces parties : RS est
sept fois le cinquième de AB ou, comme on dit, les sept cinquièmes
(5) de AB. On peut déduire AB de RS en divisant RS en 7 parties égales et en plaçant bout à bout 5 segments égaux à l’une de ces parties : AB est les cinq septièmes eo de RS. Chacune des 5 partes de AB est égale à chacune des 7 parties de RS; elle est une commune mesure entre AB et RS.
Le rapport de deux intervalles de temps dont le premier vaut
SRE 7 7 minutes et dont le second vaut 5 minutes est 5. Le rapport du
Il peut arriver que l'une des deux grandeurs que l'on compare soit contenue un nombre entier de fois dans l’autre : elle est alors la commune mesure entre elle-même et l’autre longueur ; elle est con-
. tenue exactement 1 fois dans elle-même.
Ainsi, dans la figure 13, AB est contenue exactement 3 fois dans PQ ; le rapport de PQ à AB doit, d’après les conventions qu'on vient
Fe 1 de faire, s’écrire TJ: le rapport de AB à PQ est 3 - Le rapport de
Avant de parler de rapport, on n'avait pas introduit de fractions avec un dénominateur égal à 1. On ne disait pas que la mesure de PQ, quand on prend AB pour unité, est la fraction T mais bien le nombre entier 3; on ne disait pas que l'unité de longueur était
RNA ES mesurée par la fraction T > Mais bien par le nombre 1.
Il convient d’user du même langage, soit que l’on parle de mesure ou de rapport ; c’est pourquoi on opte la convention que voici: Lorsque n est un nombre entier, on dit avec la même Re
tion que le rapport de la grandeur A à la grandeur B est = ou quil
æst n : on entend simplement que A contient exactement n fois la |
grandeur B ; le rapport de B. à A est alors 7 - En disant que le rap-
port de À à Best-- ou qu’il est 1, on entend que les deux grandeurs
A et B sont égales.
Naturellement, on dira aussi bien que la mesure de A, quand on
prend B pod unité, est le nombre entier # ou la fraction J
Le rapport du mètre au décimètre est ou 10; le rapport du
décimètre au mètre est 70 : Le rapport de l'heure à la minute est
; À 7 °u 60. Le rapport de la minute à l’heure est 50 E° regardant le
franc comme ayant la même valeur que 20 sous, on dira que le rap-
port de la valeur du franc à celle du sou est ou 20; le rapport de
la valeur du sou à celle du franc est .
Fractions qui mesurent la même grandeur. — Une longueur
qui peut être mesurée par un nombre entier ne peut évidemment être mesurée que par ce seul nombre entier.
4 5 Deux fractions qui ont même dénominateur, — et 7 par exemple, et qui ont des numérateurs différents, ne peuvent pas mesurer la : (11) VE SANS :
même longueur: dire en effet que la fraction — mesure une cer-
laine longueur, cela veut dire que si on divise l’unité de longueur en 7 parties égales, la longueur considérée contientexactement 4 de ces parties, ni plus, ni moins.
Le rapport d’une longueur À à une longueur B ne peut s exprimer ni par deux nombres entiers différents, ni par deux fractions qui aient même dénominateur et des numérateurs différents.
Mais il y a une infinité de fractions qui peuvent être ee
comme le rapport de la longueur A à la longueur B où, si l’on veut, …
comme la mesure de A quand on prend B pour unité.
Quand on dit en effet que la fraction + est le rapport de A à B, on
entend qu'il y a une commune mesure à A et à B, à savoir un certain segment C, contenue exactement a fois dans À, b fois dans B; en d’autres termes A est la réunion de a segments égaux à C placés bout à bout, et B est la réunion de b segments égaux à C placés bout à bout : divisons en c parties égales chacun de ces segments ; on voit que la cième partie de C estune commune mesure à A et à Bcontenue exactement c < a fois dans A etc><b fois dans B ; il est aussi légi-
time de dire que le rapport de A à B est — que de dire que ce rap-
a Se ; ac port est 7; 90 peut aussi bien dire qu'il est Ge» car les deux frac-
Ca ac 4 . s : É Eh pe ont même numérateur et même dénominateur :
Deux fractions dont l’une s'obtient en multipliant les deux termes de l’autre par un même nombre naturel mesurent la même longueur, expriment l'une et l’autre le rapport d'une même longueur A à une même longueur B.
Le raisonnement précédent s'applique sans rien changer lorsque
tions
b est égal à 1, lorsque le rapport de A à B est ou a. On peut dire
Des ; DIN TRE tout aussi bien, dans ce cas, que le rapport de A à Ben ao est-à-
dire une fraction dans laquelle le numérateur est divisible par le dénominateur, le quotient étant a.
Il est aisé de trouver la condition nécessaire et suffisante pour que
Med : :
deux fractions; 7, mesurent la même longueur, expriment le
rapport d’une même longueur A à une même longueur B. D’après les raisonnements précédents, les deux fractions ab! ab bb? bb =
mesurent respectivement les mêmes longueurs que les fractions or b ° b! , divise l’unité de longueur en bb' parties égales, au lieu de la diviser en b puis en b/ parties égales ; mais elles ont maintenant même dénominateur ; elles ne peuvent mesurer la même longueur que si elies ont même numérateur, que si l’on a ab'=— «'b.
elles expriment les mesures de ces longueurs quand on
4170 LEÇONS D’ARITHMETIQUE. | F Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que deux fractions ‘# mesurent La méme longueur consiste en ce que le produit du numé- : rateur de la première par le dénominateur de la seconde soût égale É. au produil du numéraleur _ la seconde par le dénominateur dela première. FR Cette condition et le raisonnement sur lequel elle est appuyée È subsistent quand le dénominateur de l’une des fractions, de la pre- 4 mière par exemple, est 1 ; la condition nécessaire est suffisantepour que les deux fractions +, T mesurent la même longueur est alors. 4 ab!— a. Puisqu’on entend la même chose quand on dit qu'une lon- 4 gueur est mesurée par la fraction . ou par le nombre entier 4, on. 4 peut énoncer la proposition que voici. ‘4 Pour qu'une fraction mesure la méme longueur qu'un nombre 4 entier, il faut que le numérateur de la fraction soit divisible par le : dénominateur et que le quotient soût le nombre entier considéré. \: $ 2. — Deuxième définition des fractions. “4 Égalité. Réduction au même dénominateur. 4
155. Définition abstraite des fractions. — Je vais maintenant faire 2 abstraction de l’origine concrète des fractions et adopter les défini-. tions suivantes que les explications qui précèdent justifient amplement : 4 Une fraction est l’ensemble de deux nombres entiers, appelés l un « numérateur, l'autre dénominaleur, qui jouent des rôles différents. © Cet ensemble, soumis à des règles de calcul qui seront bientôt explis quées, est appelé lui-méme un nombre. Le numérateur el le déno- 4 minateur sont les deux termes de la fraction. 4 On écrit le numérateur au-dessus a dénominateur en les séparant a par une barre. ci Le numérateur peut être un nombre entier quelconque, le dénominateur un nombre entier quelconque autre que 0. 4 Il est clair que toutes les définitions relatives à l'égalité et aux “à opérations à effectuer sur les nouveaux nombres doivent être reprises. “4 l'une après l’autre. 4 456. Égalité. — Par défuihion, une fraction dont le déngindieu 1 est 1 est égale à son numérateur ; elle est ainsi égale à un nombre D entier. À. 3
Deux fractions sont égales si le ut du numérateur de la pre- ‘4
mière par le dénominateur de la seconde est égal au produit du numérateur de la seconde par le dénominateur de la première ; autrement elles sont inégales.
Pour jusüfier cette définition abstraite de l'égalité, il faut montrer que deux fractions égales à une troisième fraction sont égales entre elles. Cette proposition, à la vérité, est évidente au point de vue concret, puisque les trois fractions mesurent la même longueur ; il est bien aisé de la vérifier sans faire intervenir aucune notion étrangère à la pure Arithmétique.
Soient, en supposant que à, b, a!, b', a!, b' soient des nombres
ru ; ; MOULE RULES naturels, %? 77 deux fractions égales à la fraction Jr. On a, d’après
la définition de l'égalité, abat; db — a"D';
en multipliant en croix ces deux égalités, on obtient
a'b'a!b = ab'a"b', ou (a!b) SX (a!”b!) Res (ab!) SC (a!'b").
Les deux nombres entiers a'b, ab! donnent le même produit quand
on les multiplie par le nombre entier 4/’b", qui n’est pas nul: ils /
sont donc égaux. C’est dire que les deux fractions © sont
a à DD égales.
La démonstration subsiste quand &/ est égal à 1; c’est-à-dire que deux fractions égales à un nombre entier sont égales entre elles.
Pour qu'une fraction soit égale à une autre fraction dont le numéraleur est nul, 1 faut et il suffit que son numérateur soit aussi nul.
En effet, si dans l'égalité ab'= ab, qui exprime en général que les 4 a. a!
fractions 3? Sont égales, on suppose a—0, ab! devient nul et
pour que a'b soit aussi nul, puisque b est essentiellement différent de zéro, il faut que a! soit nul.
Toutes les fractions à numérateur nul doivent donc être regardées
010 ; comme égales ; l’une d’elles est la fraction Le dont le dénominateur
est 1, et qui doit, d'après ce qu’on a dit plus haut, être regardée comme égale à son numérateur 0 : |
Toute fraction à numérateur nul est égale à 0. 457. En multipliant les deux termes d’une fraction par un même nombre naturel, on obtient une fraction égale.
0 : : » 5 + Soit — la fraction donnée, je dis que, en désignant par ®m un
nombre naturel quelconque, on a :
(4) am . # Des De
cette égalité, en effet, veut dire que l’on a abm —bam, ce qui est évident.
Lorsque les deux termes rune fraction sont divisibles par un méme nombre naturel, en les divisant par ce nombre, on oblient une fraction égale. :
En effet, par le théorème précédent, la première fraction est égale à la seconde.
Considérons une fraction dont le numérateur a soit divisible par le dénominateur à ; soit g le quotient de la division de a parb; on
ba
aura a — bg, la fraction _ ne A aussi égale, d’après le théo-
rème précédent, à _ , et par conséquent à g, en vertu d’une con-
vention antérieure. Ainsi :
Lorsque le numérateur d’une fraction est divisible par le déno-
minateur, cetle fraction est égale au quotient de la division du numérateur par le dénominaleur.
Par conséquent, la notation des fractions contient comme cas particulier la notation expliquée au n° 101 (p. 116) pour représenter une division, quand celle-ci peut s'effectuer exactement.
Puisque, une fraction étant donnée, il y a une infinité de fractions | qui lui sont égales, il est naturel de chercher parmi ces fractions
celle qui est la plus simple de toutes, celle dont les termes sont les plus petits possibles.
458. Simplification. — Le précédent théorème permet de AA fier une fraction, en divisant les deux termes par un diviseur com-
mun. Par exemple, on peut remplacer g PTT.
On peut ainsi simplifier une fraction tant que les deux termes ne sont pas premiers entre eux.
Une fraction non nulle étant donnée, il suffit d’ailleurs de diviser les deux termes de cette fraction par leur plus grand commun divi:
%; ES le M EE te
seur pour obtenir une fraction égale et dont les deux termes soient premiers entre eux (n° 122, p. 136).
Par exemple, le plus grand commun diviseur entre 1172 et 360
ARE Pr À est 4; la fraction 360 est égale à la fraction = , dont les deux ter-
mes sont premiers entre eux.
Une fraction dont les termes sont premiers entre eux ne peut plus être simplifiée par le procédé qui consiste à supprimer un facteur commun aux deux termes ; elle ne peut pas être simplifiée par un autre procédé ; en d'autres termes, il n'existe pas de fraction qui lui joit égale et dont les termes soient plus petits; cela résulte du jhéorème qui suit.
Toute fraction égale à une fraction dont les termes sont premiers (:) entre eux a ses termes équimulliples des termes de celte dernière, c'est-à-dire que les termes de la première fraction s'obtiennent en multipliant les termes de la seconde par un même nombre naturel.
Soient, en effet Fear deux fractions égales, dont la seconde a
ses termes premiers entre eux ; on a ab'—4’b ; en vertu de cette égalité, b' divise ab ; ilest premier avec a’, il doit donc diviser bd; soit q le quotient ; on a b= b'q. En remplaçant dans le nombre a'b, le facteur b par b'q, on obtient le nombre a'b'q qui doit toujours êlre égal à ab'; les deux nombres égaux a'b'q, ab' restent encore égaux quand on a supprimé le facteur commun b", différent de 0 ; on a donc à la fois a — a'q, b—= b'q : les deux termes a, b de la première.fraction s’obtiennent donc bien en multipliant par un même nombre g les deux termes @/, b' de la seconde ; ils sont plus grands qu'eux, sauf dans le cas où, g étant égal à 1, ils leur seraient égaux ; cette dernière circonstance se présenterait forcément si la première fraction devait, comme la seconde, avoir ses termes premiers entre eux : deux fractions égales dont chacune à ses deux lermes premiers entre.eux sont égales terme à terme.
On appelle fraction irréductible une fraction dont les deux termes sont premiers entre eux : cette dénomination est justifiée par limpossibilité de trouver une fraction à termes plus petits, qui soit égale à une fraction irréductible.
J'appellerai nombre fractionnaire toute fraction égale à une frac-
1. Cet énoncé exclut la considération des fractions dont le numérateur serait nul, puisque 0 n'est. premier à aucun nombre.
tion irréductible dont le dénominateur n’est pas 1. Un nombre fractionnaire ne peut pas être égal à un entier. Au contraire, un nombre entier peut toujours être regardé comme une fraction, dont le
dénominateur serait 1. Comme l’on dit, les fractions comprennent
les nombres entiers.
159. Réduction au même dénominateur. — Des fractions étant données, on peut se proposer de trouver des fractions qui leur
soient respectivement égales et qui aient toutes le même dénomi-
nateur.
Soient les fractions
do LES 0 ADS On parviendra évidemment au résultat en multipliant les deux
termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs des autres : on obtiendra ainsi les fractions
D OCZ 15<4><A9 D'CarCs RSA Sal De».
qui sont respectivement égales aux précédentes et qui ont le même dénominateur. On peut les écrire
La solution que l’on vient d'indiquer n’est pas la seule; il yen a une infinité d’autres, et parmi toutes ces solutions il y en a une plus simple que toutes les autres.
Supposons les fractions données irréductibles et He com-
ment des fractions qui leur sont égales respectivement peuvent avoir le même dénominateur. Nous pouvons raisonner sur les frac-
tions précédentes
an no +
qui sont irréductibles. Soit M un nombre qui puisse servir de dénominateur commun à des fractions respectivement égales à celles-là..
Toute fraction égale à la fraction irréductible © a son dénominateur
multiple de 4; ainsi M doit être un multiple de 4; pour la même raison, il doit être un multiple du dénominateur de chacune des
fractions © è no : c’est donc un multiple commun des dénomi-
NN TR AR NO DIRE TR
- respectivement égales à
pateurs de ces fractions : réciproquement tout multiple commun M de ces dénominateurs répond à la question : il existé, en effet, une
fraction égale a® et dont le dénominateur est M; on l'obtient en
divisant M par 4 et en multipliant les deux termes : par le quotient :
on obtiendra de même des fractions ayant M pour dénominateur et
1e FE Si, par exemple, on prend pour M le nombre 72, qui estun commun
. multiple de 4, 8, 12, on obtient les fractions cherchées en multipliant
les deux termes de ; par E— 18, les deux termes de - par _ D À
les deux termes de . par 5 — 6; on trouve ainsi
TO A PT
Le procédé que l’on vient d'exposer fournit évidemment toutes les solutions possibles : la solution la plus simple s’obtiendra en prenant pour le dénominateur commun M le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions données, qui sera ici 24 : ôn
multipliera alors les deux termes de : ” _ respectivement par 24 24 94 : :
+ 6, 3 , TD 9, et l’on obtiendra les fractions
es
CARRE respectivement égales aux fractions 3 7 D DAS 0
et dont le dénominateur est le plus petit possible. Considérons une autre solution du problème et soient
generee
MM: M
des fractions respectivement égales aux fractions données : M' devra être un multiple commun de 4, 8, 12 et par suite un multiple de 24;
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soit g le quotient de la division de M' par 24. Comme on a en particulier / à
c'est-à-dire AX924—M X 18, et que M' est égal à 24% Q, on en.
déduit, après la suppression du facteur commun 24,
On aura de même B=—21< 4%. CG —=10 XX g-
Ainsi toutes les solutions du problème s'obtiendront en multipliant par un même nombre naturel, d’ailleurs quelconque, les deux termes de chacune des fractions |
DE VOS LUE
Pour réduire plusieurs fractions irréductibles au dénominateur
commun le plus simple, on cherche le plus petit commun multiple |
des dénominateurs de ces fractions. Ce plus petit multiple est le dénominateur commun cherché. Le numérateur de chaque fraction
s'obtient en multipliant le numérateur de la fraction à laquelle elle doit étre égale par le quotient de la division du plus petit com-
mun mulliple par le dénominateur de celle méme fraction. L'opération ne présentera aucune difficulté quand les termes des diverses fractions seront décomposés en facteurs premiers, les
multiplications et divisions se faisant alors immédiatement. Consi- .
dérons, par exemple, les fractions
HIT ES
le plus petit commun multiple des dénominateurs sera 925,3.5%.11.17.19, qui, divisé par les dénominateurs, fournit les quotients 35.117519, 49014219 02,5,9 411208
et les fractions cherchées sont
SD. 1411.49 DeAt,195 7 2.8:5 LEE 95.3.5%,11.17.19° 9.3.58.11.17.19 7 9°,3.59.11.17,19
Dans le cas particulier où les dénominateurs des fractions proposées sont premiers deux à deux, leur plus petit commun multiple est leur produit. On retombe alors sur 1G premier procédé.
On peut se proposer, quand on se donne des nombres entiers et des fractions, de trouver des fractions respectivement égales à ces entiers et à ces fractions, et qui aient toutes lemême dénominateur.
Il n’y a qu’à appliquer la règle précédente en regardant les entiers comme des fractions dont le dénominateur est égal à 1. Pratiquement, on fait la réduction au même dénominateur des fractions dont le dénominateur est plus grand que un : soit M le dénominateur commun; chaque nombre entier est égal à une fraction dont le numérateur est le produit de ce nombre par M et dont le dénominateur est M.
Remarquons que le procédé qui sert à réduire les fractions au même dénomirateur permettrait également de réduire des fractions données au même numérateur, et aussi de remplacer deux fractions données par des fractions qui leur seraient respectivement égales, le numérateur de l’une étant égal au dénominateur de l’autre.
$ 3. — Addition et soustraction.
460. Addition. — Pour définir l'addition de deux fractions, nous nous reporterons à la signification concrète des fractions. Supposons d’abord que les deux fractions aient un même dénomi-
nateur . soient, par exemple, les deux fractions Pa “ Quand on a
A Ve C Dei VE 7" 1 ETES EE AS AE A ET Fig. 15.
pris une unité de longueur AB, qu’on l'a divisée en 7 parties égales .« . 3 (fig. 15), la première fraction 7 mesure une longueur CD obtenue en
plaçant bout à bout 3 de ces parties ; la seconde mesure une longueur EF obtenue en plaçant bout à bout 5 de ces parties. Il est
naturel de regarder la somme des fractions 2 : comme mesurant
LU
la longueur OP obtenue en plaçant bout à bout, sur une même droite,
les longueurs CD, EF ; cette longueur OP contient 3 +5 des parties,
elle est mesurée par la fraction 2 IE 8
Il est donc naturel de regarder comme la somme de deux ou plusieurs fractions ayant le même dénominateur, une nouvelle fraction ayant encore ce même dénominateur, et dont le numérateur s’obtient en faisant la somme des numérateurs des fractions proposées.
Quand les fractions n'ont pas le même dénominateur, il est naturel de les remplacer par des fractions égales, de même dénominateur. On est ainsi conduit à la définition suivante, qui contient en même temps la règle de l’opération. | en |
L'addilion de plusieurs nombres entiers ou fractionnaüres se fait en remplaçant tous ces nombres par des fractions qui leur soient respectivement égales, el qui ont un même dénominateur. On ajoute ensuile les numérateurs, on prend le total comme numérateur d’une nouvelle fraction, et pour dénominateur le dénominaleur commun. La fraction ainsi formée, ou toute fraction égale, est la somme des nombres entiers ou fractionnaires proposés. …
| AR es ne
Par exemple, la somme des fractions Z° &° jo” S0Mme que l'on écrit ; D D.
a 1e s'oblient en remplaçant les fractions par les fractions égales et de même dénominateur a _ Le leur somme cherchée est la fraction 18-21-10: 49 24 Pre
Cette même fraction se est aussi la somme des deux nombres %
et . car le premier est égal à la fraction 2 24 24
161. Toutefois, pour justifier la définition et la règle qui précèdent,
il faut montrer que, si l’on emploie deux procédés différents pour réduire les fractions données au même dénominateur, on trouvera toujours des sommes égales. Cette affirmation résulte assez claire-
el Ÿ
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ment de la signification concrète de l'addition ; mais il est aisé de l'établir par des raisons purement arithmétiques.
La somme à effectuer peut d'ailleurs contenir des fractions et des entiers; en regardant ces derniers comme des fractions dont le dénominateur est égal à 1, on est ramené au cas où tous les nombres à ajouter sont des fractions.
Supposons que ces fractions soient au nombre de trois, qu'elles
. aient été réduites au dénominateur commun le plus simple et repré-
sentons-les, dans cet état, par
HS CRE D’ D? D’
leur somme sera la fraction a+b+ce D ;
Si on les réduit d’une autre façon au même dénominateur, les nouvelles fractions se déduisent des précédentes en multipliant tous les termes par un même nombre entier g (n° 159, p. 175). Elles pourront donc se représenter par
je RUN TRE À Da” Da” Da”
et leur somme sera alors la fraction
ag +bq+ca, Dg 4 ou encore (a@+b+c)g.
Dq 6 cette fraction, obtenue en multipliant par g les deux termes de la fraction one. lui est égale (n° 157, p. 172).
Du même coup, il est évidemment démontré que, si l’on se donne des nombres quelconques, entiers ou fractionnaires, puis d’autres nombres, entiers ou fractionnaires, qui leur soient respectivement égaux, la somme des premiers est égale à la somme des seconds : il suffit, pour s’en convaincre, de supposer que les différents nombres aient été réduits au même dénominateur.
L’addition des fractions étant ramenée au fond à celle des nom: bres entiers, par la réduction au même dénominateur, les proposi
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tons énoncées au n° 14 (p. 14) s'é ee d'elles-mêmes aux frac
tions. Ainsi : |
Dans une somme de nombres entiers ou fractionnaires, on peut intervertir l’o: dre des termes de la somme, remplacer tels nombres que l’on veut par leur somme effectuée. Pour ajouter à un nombre
la somme de plusieurs autres ; on peut lui ajouter successivement
ces derniers, etc. Il suffit, après avoir fait la réduction au même
dénominateur, d'appliquer aux numérateurs ces théorèmes, certai-
nement vrais pour les nombres entiers.
162. Inégalité des fractions. — Étant données deux fractions qui ne sont pas égales, on reconnaît cette inégalité en les réduisant au même dénominateur ; les numérateurs sont alors inégaux, l'un est plus grand que l’autre; la fraction qui correspond au plus grand numérateur est dite plus grande que celle qui correspond au plus
petit ; celle-ci est dite plus petite que la première. Il est à peine utile de dire que cette définition est encore valable quand l’une ou
l'autre des fractions que l’on compare est un nombre entier. L'emploi des mots « plus grand, plus petit », appliqués aux frac-
tions, s'accorde avec la signification usuelle de ces mots quand il.
s’agit de grandeurs.
Reportons-nous en effet à la représentation concrète des fractions.
et considérons par exemple les fractions
d’après les définitions qui précèdent, la première doit être regardée comme plus petite que la seconde. En divisant l’unité de longueur en 60 parties égales ; en portant bout à bout 35 de ces partües, on obtient la longueur mesurée par la première fraction ; en en portant 13 de plus (48 — 35 +13), on obtient la longueur mesurée par la seconde fraction : il est bien conforme à notre notion de grandeur de dire que la seconde longueur est plus grande que la première; il serait tout aussi conforme à cette notion de dire, dans une autre
interprétation, en partageant en 60 minutes l’heure regardée comme
unité de temps, qu'une durée de 48 minutes est plus grande qu'une durée de 35 minutes.
On voit aussi, sur le même exemple, qu'une fraction plus grande qu’une autre s'obtient en ajoutant à celle-ci une fraction non nulle
F1 Eat)
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Réciproquement, en ajoutant deux fractions non nulles de même
dénominateur, et Es par exemple, on obtient une nouvelle frac-
tion dont le numérateur est plus grand que 35 et 13, une fraction. qui doit donc, d'après la définition, être regardée comme plus si et 154 60 60
De ces remarques, on est amené à conclure que le résultat de la comparaison entre deux fractions obtenu en les réduisant au même dénominateur ne dépend pas de la façon dont on a effectué cette réduction ; c’est d’ailleurs ce qu'il est bien aisé de voir, en raisonnant comme au n° 161 (p. 179).
Supposons, en effet, qu'on ait d'abord réduit les fractions au
Meur commun le plus simple et représentons-les, dans cet.
grande que
b e LA = A LA » , D° p'$0n les réduit au même dénominateur d’une autre:
façon, les nouvelles fractions se déduiront de celles qu'on vient d'écrire, en multipliant tous leurs termes par un même nombre q ;
état, par ©
elles pourront donc se représenter par Dr 5 . Or, si la première.
fraction T est plus grande que la seconde fraction _ c'est que l’on a a>b; on a alors aq > bg; réciproquement cette dernière inégalité entraine a > b ; la conclusion est tous
Si les deux fractions données sont ©, . , elles deviennent, en les hs lus elles sont égales si l’on DU? bb!’ 1 a ab' = «'b ; la première est la plus grande, si l’on a ab'> a/b. Si l'on supposait que leurs numérateurs a, a! fussent égaux (sans tre nuls), 1l faudrait donc, pour que les deux fractions fussent égales, que l’on eût b'—b, et pour que la première fût la plus grande, que l'on eût b’ > b, d’où l’on tire la conclusion suivante :
Deux fractions qui ont le méme numéraleur ne peuvent étre égales que si leurs dénominaleurs sont égaux. De deux fractions qui ont le même numérateur et des dénominateurs inégaux, la plus grande est celle qui a le plus petit dénominateur. Ces théorèmes Supposent toutefois que les fractions ne soient pas nulles.
Une fraction étant donnée, on l’augmente soit en augmentant son numérateur, soit en diminuant son dénominateur.
Le nombre 0 est regardé comme e plus petit que toute fraction non. nulle.
réduisant au même dénominateur,
Faisons encore la remarque suivante :
Étant donné un nombre _. aussi petit que l’on voudra, maïs non nul, on peut trouver des nombres plus petits : tel sera en effet le nombre TR si b' est plus grand que b. En particulier, il y a des je de 10 supérieures à b ; si 107 est une telle puissance, la fraction Te , et a fortiori la fraction de. , Sera plus petite que FR.
163. La réduction au même dénominateur permet de ranger plu: sieurs fractions données par ordre de grandeur.
Ainsi, si on considère les fractions — 7 . PUL en les réduisant au 48 91 10 bt les f rx :
même dénominateur, on obtient les fractions — 3j Dr D et l’on |
voit, si on les écrit dans l’ordre 10, 18 2
que chaque fraction est plus grande que la précédente. 164. La réduction au même dénominateur permet aussi d'étendre
aux fractions les propositions relatives aux inégalités, démontrées
pour les nombres entiers
Désignons par A, B, C,.. des nombres quelconques entiers ou fractionnaires (+). |
Si l'ona A>Bet B>C, on a aussi A > C et l’on peut écrire
Ab C
On peut ajouter un même nombre aux deux membres d’une inégalité ; celle-ci subsiste dans le même sens. Cette proposition contient la suivante : en ajoutant à un même nombre deux nombres inégaux, on obtient deux nombres qui sont aussi inégaux.
On peut ajouter, membre à membre, plusieurs inégalités de même sens.
465. Soustraction. — On a vu plus haut que, deux fractions étant
4. Le lecteur observera que c'est la première fois qu'une fraction est représentée par une seule lettre ; jusqu'ici une lettre n’a jamais représenté qu'un nombre entier.
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données, il existe une fraction qui, ajoutée à la plus petite donne la plus grande pour somme; c'est la différence entre les deux fractions données ; l’opération qui consiste à la trouver s'appelle soustraction.
Supposons que les deux fractions données: après avoir été
réduites au même dénominateur, soient A et Le ; On à
Le est la différence entre 5 5 Do c’est le seul nembre qui, ajouté
39 48 | SRE à donne F0 PO somme, car, si on ajoute deux nombres inégaux à un même nombre, on obtient deux sommes inégales.
Deux fractions étant données, si, sur une même droite, à partir d’un même point et du même côté de ce point, on porte deux segments mesurés respectivement par ces deux fractions, celui des deux segments qui correspond à la plus grande fraction dépassera celui qui correspond à la plus petite. La différence entre les deux fractions mesurera la distance entre les extrémités des deux segments qu’elles mesurent. Tout cela résulte bien clairement des explications données au n° 162 (p. 180).
La règle qui suit est maintenant bien évidente.
Étant donnés deux nombres entiers ou fractionnaires, pour retrancher le plus petit duplus grand, on réduit ces deux nombres au méme dénominateur; on retranche ensuite le plus petit numérateur du plus grand et on prend la différence comme numérateur d'une nouvelle fraction, à laquelle on donne comme dénominateur le dénominateur commun. Cette nouvelle fraction est la différence cherchée. Quand les deux nombres sont égaux leur différence est 0.
La réduction au même dénominateur ramenant la soustraction et l'addition à la soustraction et à l’addition de nombres entiers, les théorèmes des n° 21-30 (p. 17-30) relatifs à la façon dont on peut ajouter à un nombre, ou en retrancher, une somme ou une différence, et, d’une façon générale, traiter les sommes algébriques, s’étendenl immédiatement au cas où les nombres auxquels on a affaire sont des fractions.
166. Nombres relatifs. — Les définitions des nombres relatifs, de l’addition et de la soustraction de ces nombres ont été fondées sur l’étude anté-
rieure des sommes algébriques. A la vérité, on n’a considéré dans les
n°* 31-38 (p. 30-35) que des nombres relatifs dont la valeur absolue était ou 0 ou un nombre naturel ; rien n'empêche de considérer des nombres relatifs dont
la valeur absolue soit une fraction ; les propriétés des sommes algébriques
étant étendues au cas où les termes sont des fractions, les propositions fondées sur ces propriétés s'étendent toutes seules ; on adoptera les mêmes
règles pour l'addition et la soustraction; les propriétés concernant les.
sommes algébriques généralisées subsisteront.
On a montré, au n° 37 (p. 35), comment les nombres relatifs entiers, pou- Le
vaient être représentés comme les numéros d'ordre de points équidistants sur une droite indéfinie, s'étendant à droite et à gauche d'un point origine marqué 0; la distance entre deux points consécutifs est supposée égale à l'unité de
longueur. On peut s’imaginer qu'un nombre relatif quelconque a soit représenté par un point, sur la même figure, ce point étant situé à droite ou à. gauche du point marqué 0 suivant que le nombre est positif ou négatif, et
sa distance au point 0 étant mesurée par la valeur absolue de a : dans ce
mode de représentation, le nombre a est désigné comme étant l'abscisse du
point qui le représente. | On adopte d’ailleurs les mêmes conventions qu'au n° 37 (p. 35) ; deux nom-
bres a, b étant ainsi figurés par des points que je désignerai aussi par aetb,
le nombre à est plus grand ou plus petit que le nombre b suivant que le point a est à droite ou à gauche du point b; d'après cette convention, 0 et n'importe quel nombre positif est plus grand que n'importe quel nombre négatif. Le beau théorème indiqué à la fin du n° 37 (p. 35) subsiste encore : la valeur absolue de la différence a — b mesure toujours la distanceentw les
points a, b; suivant que cette différence est positive ou négative, Le ponta
est à droite ou à gauche du point b. :
En vertu de ce théorème, on peut dire que a est plus grand que b, égal.
à b, ou plus petit que b, suivant que la différence a — b est positive, nulle ou négative.
467. Recherche du plus grand entier contenu dans une fraction. __ On reconnaît tout de suite si une fraction est inférieure (!), égale ou supérieure à 1 : le nombre 1 est lui-même égal à une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont égaux au dénominateur de la fraction donnée ; la fraction sera donc inférieure, égale ou supé-
rieure à À, suivant que son numérateur sera inférieur, égal ou supé-.
rieur à son dénominateur.
Une fraction étant donnée, si on divise le numérateur par le dénominateur, la fraction peut étre regardée comme la somme du quotient et d'une fraction, plus petile que 1, de méme dénominateur qu’elle et dont le numérateur est le reste de la division.
‘4 Une fraction plus petite que 1 s'appelle fraction proprement dite.
Soit, par exemple, la fraction _ . En divisant 2872 par 25, on
trouve 114 comme quotient et 22 comme reste ; c’est-à-dire que l'on a 2872 — 114 >< 95 + 22.
On en conclut par la règle d'addition des fractions, 2872 114><95 22
DOM en Te db Le A / 1E Mais ne est égal à He ou à 114; on a donc =
- c'est ce qu’il fallait démontrer.
Si le numérateur de la fraction donnée était plus petit que le dénominateur, le quotient serait 0, le reste serait le numérateur; l’opération serait inutile.
Si le numérateur de la fraction donnée était divisible par le dénominateur, le reste serait nul et la fraction serait, comme on le savait déjà, égale à un nombre entier.
Revenons à l'exemple précédent. On a, puisque la division de 2872 par 25 laisse un reste,
on en conclut, d’après les règles du n° 162 (p. 180).
A145>< 95 2872 115 >< 25 MOD Sn ast
ou
114 < ar LAS,
002872 ce qu’on exprime en disant que la fraction —— Tgs — est comprise entre
les deux nombres entiers consécutifs 114 et 115, ou encore que 114 est le plus grand nombre entier inférieur à la fraction (ou contenu dans la fraction), et que 115 est le plus petit nombre entier supérieur à la fraction.
Si donc on considère la suite des nombres entiers consécutifs 0, 4, 2, 3, qui forme une progression arithmétique dont la raison est 1, toute fraction qui n'est pas égale à un nombre entier trouve
sa place entre deux termes de cefte suite, dont le plus petit est précisément le quotient de la division du numérateur par le dénominateur. Sa différence avec l’un ou l’autre de ces deux termes est moindre que 1 ; sa différence avec n'importe quel autre terme de la suite est plus grande que 1. ..
On peut dire la même chose sous une autre forme en se reportant à la figure 5, où l’on regardera la distance entre deux points conséeutifs comme étant égale à l'unité de longueur. Portons sur la droite indéfinie, à partir du point 0, une longueur mesurée par la fraction; l'extrémité tombera sur un des numéros, si la fraction est égale à un
nombre entier ; autrement elle tombera entre deux numéros ; sa distance à chacun de ces numéros est moindre que l’unité de longueur, sa distance aux autres numéros est plus grande. | |
Ainsi une fraction étant donnée, si on divise le numérateur par le … dénominateur, le quotient est le plus grand nombre entier contenu dans la fraction, c’est-à-dire le plus grand nombre entier inférieur ou égal à la fraction, l'égalité ne pouvant avoir lieu que lorsque le numérateur est divisible par le dénominateur. Ge quotient est le seul parmi les nombres entiers inférieurs ou égaux à la fraction qui en diffère de moins d'une unité. On l'appelle partie entière de la fraction, ou valeur approchée de la fraction à une unilé près par défaut. Le quotient, augmenté d’une unité, est toujours plus grand que la fraction; il en diffère d’une unité si le numérateur est divisible par le dénominateur, de moins d'une unité dans le cas contraire. Parmi les nombres entiers plus grands que la fraction, c’est celui qui en diffère le moins. On l'appelle valeur approchée de la à fraction, à une unité près, par excès (+). é
Sa Multiplication.
168. Multiplication par un nombre entier. — Ilest naturel d'appeler multiplication, comme au n°39 (p.35), l'opération qui consiste à faire la somme de plusieurs nombres égaux, lors même que ces nombres sont des fractions, de conserver le nom de multiplicande à la frac-
1. Signalons une facon d'écrire assez usuelle pour représenter soit une fraction, soit la somme
e LA 0 . %r « 2 °. + . e d'un nombre entier et d’une fraction ; au lieu d'écrire 7 on écrit 2/3, ce qui tient moins de place,
de ÿ ER 2 nie Me surtout dans les textes imprimés ; au lieu d'écrire 5 + NP écrit 5 2/3; d'ordinaire, cette ders
nière notation ne s'emploie que lorsque la fraction qui suit le nombre entier a ses termes très simples et l'habitude est de se servir, pour celle fraction, de chiffres plus petits que pour le nombra euter auquel elle est ajoutée.
tion que l’on répète ainsi, le nom de multiplicateur au nombre des fractions égales dont on fait la somme, le nom de produit à la somme des fractions égales, d'employer encore le signe ><, ou, pour indiquer l'opération ; ce signe se placera en face de la barre de la fraction ; on écrira d’abord le multiplicande, puis le multiplicateur, que l’on suppose ici être un nombre naturel.
Ainsi l'écriture
es
: à qu'on peut énoncer en disant 4 fois & ; représente le résultat de la
multiplication de 5 Par 4, le produit de - par 4, la somme de
4 fractions égales à . cette somme, d'après la règle du n° 160 (p. 177), est égale à 3H3+3+3 3x4
ee ———————————
er D
on peut donc écrire
di e<é FPS TR
et énoncer la règle suivante : Q Pour multiplier une fraction par un nombre nalurel, il suffit de multiplier le numérateur de celle fraction par ce nombre, en conservant le méme dénominateur.
On convient d'appliquer encore cette règle au cas où le multiplicateur est 4, ou 0 : pour définition, le produit est égal au multiplicande dans le premier cas, à 0 dans le second.
ee à RS Revenons à la signification concrète des fractions ; la fraction F
mesure la longueur d’un certain segment; en plaçant bout à bout quatre segments égaux à celui-là, on obtient un segment dont on dit, dans le langage ordinaire, qu'il est 4 fois plus grand que le pre-
è >< ; mier et qui est mesuré par le nombre E X<4 QUE il est naturel de dire que cette dernière fraction est 4 fois plus grande
que ce c’est d’ailleurs le langage qui a été adopté au n° 39 (p. 56), pour les nombres naturels.
En désignant par # un nombre naturel, on peut donc s'exprimer
ainsi :
Former un nombre n fois plus grand qu’ une fraction, c "est faire la somme de n fractions égales à cette fraction ou larépéter n fois, ou encore la multiplier par n ; on oblient le résultat en TARA son numéraleur par n.
Après avoir fait cette multiplication, rien n'empêche de Sao LS le résultat s’il y a lieu. 0
Supposons, par exemple, qu'on veuille multiplier 3. par le fac- à teur 3, qui est un diviseur du dénominateur 15 ; le résultat sera |
A AT A 2 15 House
on l’obtient, sous la dernière forme, en divisant le dénominateur de Ja fraction proposée par 3 ; le raisonnement est évidemment général : il justifie l'énoncé suivant :
Pour multiplier une fraction par le nombre naturel n, au lieu de multiplier par n le numérateur de celte fraction, on peul, lorsque la division se fait exactement, diviser le dénominateur par n , \
Division (exacte) par un nombre entier. — Le orécédent
| ou | exemple met en évidence ce fait que la fraction — est 3 fois plus “4
| | grande que la frachion RSS ; 00 n'entend pas autre chose quand
: : 7 on dit que cette dernière fraclion est 3 fois plus petite que res Il n'y a d’ailleurs pas d'autre fraction telle qu'en la répétant 7 " :
3 fois on retrouve =. car la somme de 3 nombres plus grands serait 1
plus grande, la somme de 3 nombres plus petits serait plus. petile ° ‘4 (n® 16, p. 15, et 162, p. 180). 5 20 Placons-nous au point de vue concret : si l'on met bout à bou
3 segments égaux à celui que mesure la fraction 5x8 0 obtient
15<0 T ss un segment mesuré par le nombre =——-7 UE Dre ie on peut dire inver-
sement que si l'on divise en 3 parties égales le segment mesuré
1 : | par le nombre =, l’une de ces parties est mesurée par le nombre D KI La définition et la règle qui suivent, où # désigne un Ace naturel, seront maintenant bien claires : :
1 Lie LE dti 2m - " :
re2
Rendre une fraction n fois plus pelile, former un nombre n fois plus pelit que cette fraction, c'est trouver un nombre tel qu'en le multipliant par n on reproduise la fraction proposée : le résullat s'obtient en multipliant par n le dénominateur de la fraction proposée ou, lorsque la division se fait exactement, en divisant le numéraleur par n.
La seconde façon d'opérer conduit en effet au même résultat que la première, en vertu de la règle relative à la simplification des fractions.
Le résultat mesure le nième de la longueur que mesurait la fraction proposée, c’est-à-dire une des parties de cette longueur divisée en n parties égales.
Au lieu de dire, en désignant par x un nombre naturel plus grand que À, « rendre une fraction n fois plus petite », on dit, dans le même sens, « prendre le nième de cette fraction, ou la diviser par n »; l'opération même prend le nom de division; on emploie le nom de dividende pour la fraction, le nom de diviseur pour le nombre n par lequel on divise la fraction, le nom de quotient pour le résultat de Ja division, la nième partie de la fraction donnée.
Ce langage est d’autant plus naturel qu'il correspond parfaitement à celui dont on se sert pour les grandeurs : si une fraction mesure une certaine longueur, et si on divise cette longueur en n parties égales, l’une quelconque de ces parties est mesurée par le résultat obtenu en divisant la fraclion par n ; mais il importe de remarquer que l'emploi de ces mots crée une ambiguïté : le nouveau sens du mot diviser, le nouveau sens du mot quotient, ne coïncident avec les significations adoptées aux n% 56-62 (p. 54-60) que si la division, telle qu'on l’entendait alors, se fait exactement. Lorsqu'une confusion est à craindre, il convient de dire, dans le nouveau sens, la division exacte, le quotient (‘) exact et, dans l’ancien, la division ou le quoüent au sens de la théorie des nombres entiers ; on dit encore, plus brièvement, le quotient entier.
Par définition, le résultat de la division d’un nombre par 1 est éœal à ce nombre.
La division exacte par un nombre naturel est l'opération inverse de la multiplication par, un nombre naturel, comme la soustraction est l'opération inverse de l'addition. On remarquera que, grâce à l'introduction des fractions, cette division exacte, qui n'était pas
1. Ce nouvel emploi du mot « quotient » qui, étymologiquement, veut dire « combien de fois » est particulièrement fâcheux ; il vaudrait sans doute mieux employer un autre mot, le mot « rap port » par exemple ; mais l'usage est maintenant si invétéré qu'il est difficile d'y renoncer,
toujours possible quand on ne voulait considérer que des nombres entiers, peut maintenant toujours se faire. | |
170. Arrêtons-nous un instant sur le cas important où le dividende
est entier. ‘
En se plaçant au point de vue de la théorie des nombres entiers
on ne peut pas, par exemple, diviser exactement 7 par 5. En se
plaçant au nouveau point de vue, on appliquera la règle du numéro
: : À Me précédent à la fraction T° et l’on obtiendra la fraction
Foi EAST US
dont on dira qu’elle est 5 fois plus petite que 7, qu’elle est la cinquième de 7, qu’elle est le quotient de la division exacte de 7 par 5: ces différentes façons de parler veulent dire qu'on obtient 7 en
répétant 5 fois > ce qui donne en effet Le ou 1.
Au contraire le quotient de la division de 7 par 5, au sens de la théorie des nombres entiers, c’est 1, c’est la partie entière (n° 167,
p. 184), de la fraction - :
Le fait qu’une fraction peut être regardée comme le quotient de
la division exacte du numérateur par le dénominateur correspond.
à une nouvelle interprétation concrète des fractions. É Reau D'après le n° 151 (p. 164), la fraction , par exemple, mesure la
longueur obtenue en plaçant bout à bout 7 segments de droite égaux à l’une des parties de l'unité de longueur, du mètre, si lon veut,
divisé en 3 parties égales; lesegmentainsiobtenu estce qu'on appelle les sept cinquièmes du mètre. D’après ce qu'on vient de dire, 5 fois
cette longueur, c’est une longueur mesurée par le nombre 7, c'est 7 mètres ; en d’autres termes, le segment obtenu en réunissant sepl cinquièmes de mètre peut s’obtenir aussi en divisant en 5 parties égales une longueur de 7 mètres ; il est l’une de ces parties : sept cinquièmes de mètre, c’est la même chose que le cinquième de sept mètres. On peut aussi bien dire, puisque l'unité de longueur est quelconque, que les sept cinquièmes d’une longueur sont la même chose que le cinquième de sept fois cette longueur. De même, {rois quarts d'heure, c’est la même chose que le quart de trois heures. 471. Multiplication par une fraction. — J'ai insisté plus haut sur la signification de ces mots « prendre le cinquième d'une fraction »;
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la signification des mots « prendre les trois cinquièmes d’une fraction » apparaît immédiatement : c’est répéter trois fois le cinquième de la fraction, faire la somme de trois nombres égaux à ce cinquème : on aura pour effectuer cette double opération, à multiplier le dénominateur de la fraction par 5 et le numérateur par 3. Prendre les trois cinquièmes d’un nombre, c’est ce qu’on appelle aussi Mulliplier ce nombre (considéré comme multiplicande) par at WT ha fraction F (considérée comme multiplicateur). Dans ce même langage, prendre le cinquième d’un nombre, c’est multiplier ce
nombre par la fraction (!) LE c’est donc la même chose que le diviser exactement par 5.
3 4 ee it, Par exemple, prendre les 5 de 7 > ou multiplier — par 5 cest
43 12 EU À former le nombre =: GE - Multiplier 7 Par =, c'est former
41 4 Es 1 le nombre SES = Multiplier 4 par > ou prendre le cin-
74 er quième de 4, c’est former la fraction F3 multiplier 4 par . prendre
les mi de 4 c'est répéter 3 fois le cinquième de 4, c’est former la
fraction ns . Le cas où le multiplicande est un nombre entier,
4 par exemple, rentre dans le cas général en regardant ce nombre
entier comme une fraction dont le dénominateur est 1. Prendre les 2 d’une longueur, c’est (n° 153, p. 167) diviser cette
longueur en 5 parties égales, puis placer bout à bout 3 de ces parties. Supposons que la longueur considérée soit mesurée par la fraction
+; la mesure du segment formé par les 5 de cette longueur s’ob-
liendra en prenant les 4 de ie , en multipliant . par ë . En effet, l'une quelconque des 5 parties de la longueur considérée est mesurée par le cinquième de È (n° 1469, p. 188), c’est-à-dire par la fraction
1. Au lieu d'écrire « les trois cinquièmes d’un nombre, le cinquième d'un nombre », on écri
u les + d'un nombre, le —— d'un nombre »,
4 ; La :
7528 le segment formé par 3 de ces parles, sera mesuré par
has la fraction as 5
Je puis maintenant énoncer la définition suivante : | Multiplier une fraction par une auire fraction, c’est former une À troisième fraction dont le numérateur et le dénominateur sont les | produits respectifs du numéraieur de la première par le numérateur de la seconde, du dénominateur de la première par le dénomi-
nateur de la seconde. 501 Remarquons tout de suite que la troisième fraction, ainsi formée, . ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont prises les deux fractions 4 que l’on multiplie, puisque l'interversion de cet ordrenechangepas la valeur des deux produits qui figurent tant au numérateur qu'au à dénominateur. ‘ !. Le cas où le multiplicande est une fraction à dénominateur égal 0
à 1, contient la définition de la multiplication d’un nombre enter 4 par une fraction. He :
Lorsque lemultiplicateurestune fraction à dénominateur1 (unnom-, bre naturel) on retombe sur la règle du n° 168 (p. 187) ; il fallait bien 4 qu'il en fût ainsi pour que la définition générale fût acceptable au point de vue logique : la définition de la multiplication par une frac- . tion doit comprendre comme cas particulier la définition de la multi plication par un nombre naturel. ” Le On désigne sous le nom de facteurs, comme pour les entiers, les ; 3 deux nombres que l’on multiplie. He à 1 On continue d'employer l’un ou l’autre des signes >< et e POUF indiquer la multiplication, on place l’un ou l’autre de ces signes 1 entre les barres des fractions. Ainsi l’on peut écrire 4 n NS Lx ou bien 2,21 L 4
on peut même juxtaposer les deux fractions, sans signe intermé- : diaire (). ; in 4 472. Nombres inverses. — Les égalités telles que e Sr et A 4
donnent lieu aux observations suivantes : - É 1. Lorsque l'on n’emploie pas de signe de multiplication, il importe d'éviter la confusion avec la ; notalion signalée à la fin du n° 167 (p. 186); 5 2,3 veut dire 5 + + et non 5 X : : À
On dit que deux nombres, mis sous forme de fractions, sent inverses lorsque le dénominateur de chacune des deux fractions est le numérateur de l’autre. Chacun des deux nombres est l’inverse de l'autre. L'inverse d’un nombre naturel est une fraction dont ce nombre est le dénominateur et dont le numérateur est 1. Le produit de deux nombres inverses est 1.
Si la fraction = est le rapport de la grandeur A à la grandeur B,
DS Re Pet ja fraction inverse (ou r'enversée) a est le rapport de B à A.
473. L'extension de la notion de multiplication au cas où, le multiplicande étant quelconque, le multiplicateur est entier a paru sans doute très naturelle au lecteur; l'extension au cas où le multiplicateur est quelconque lui a semblé peut-être plus arüificielle. Cette extension sera amplement justifiée quand on aura montré que les propriétés essentielles de la multiplication, observées et établies pour les nombres entiers, se conservent pour les fractions ; elle se justifie aussi par la simplicité et la généralité qu'elle permet d'apporter dans l'énoncé de divers théorèmes et de diverses règles pratiques : le lecteur en trouvera de nombreux exemples dans le système métrique; je vais tout de suite en indiquer quelques-uns.
474. Multiplication d'une grandeur par un nombre.—Je dois d'abord expliquer une nouvelle extension des mots « multiplier, multiplication ». Le multiplicande et le multiplicateur, jusqu'ici, ont été de purs nombres ; toutefois pour expliquer ce que voulaient dire les
PR ce ( expressions « multiplier par 3, multiplier par - ou prendre le
cinquième, mulüplier par -— ou prendre les F »ona toujours fait
intervenir une longueur (ou quelque autre grandeur) que l'on supposait mesurée par le multiplicande : désignons par B cette lon- * gueur; on a expliqué comment le produit du mulliplicande par 3, par : > PA + mesurait la somme de 3 longueurs égales à B, le cinquième de B, les trois cinquièmes de B.
Quelle que soit la longueur B, multiplier cette longueur par 5,
3 Fe par = » Par +» c’est, par définition, ajouter 3 longueurs égales à B,
c'est prendre le cinquième de B, c’est prendre les trois cinquièmes
de B.
Le résultat de cette multiplication qui est, non pas un nombre,
à ES
E ! He i L 7 EEE mais une longueur, se représente suivant les cas par
Bi OUR à 14 on
B BK — ou -— B ou encore — Foie
au lieu des deux dernières expressioris qui veulent dire, l’une et s : ’ \ Mr 3B oi
l’autre, les trois cinquièmes de B, on peut encore écrire Te: ce qui signifie le cinquième de 38 fois B; c'est la même ee comme on l’a expliqué au n° 170 (p. 190).
Lorsque la longueur B est commensurable à l'unité, elle est mesu-
rée par un nombre, + par exemple; les nombres qui mesurent les. longueurs représentées par les symboles |
1 he
sont. respectivement, comme on l'a expliqué, dans les numéros prés cédents, | | (res 4 4 1 4 3 ù : D A de D Li 0 FA Ainé il su de remplacer dans les expressions Bx3, BX< 5 à
B<— “ 1e bnoelne par le nombre qui la mesure pour oblenir
les nombres qui mesurent. respectivement les longueurs BX<3, 1 d. Los à
Do< ca & » BK T5
On pourrait aussi bien remplacer B par le même nombre a les 4
expressions 3B, 5 B, 5 —B, puisque, comme on en a fait l'observa
” tion tout à l’heure, le produit de deux facteurs ne ho pas ie
on intervertit les deux facteurs. is É . C’est une bonne habitude, quand un nombre exprime une mesure, de placer avant ou après ce nombre le nom de l’unité avec laquelle la mesure a été faite, ou un signe abréviatif de ce nom : ainsi les écritures ea
mètre 3, mètre En mètre te
que
3 mètre, 5 mètre, E mètre, signifient que, en prenant le mètre pour unité, trois longueurs sont Fr mesurées respectivement par les nombres 8, 5 ÿ° Ou quelles | aire sont respectivement égales à 3 mètres, à Te de mètre, à . de mètre, ou encore qu'elles s’obtiennent en multipliant un mètre par 5,
1 s par 5:° par 5 :
Entendus de cette dernière façon, ces symboles ont le même sens
1 3 ou 9 8 B, 5 B; 5 B
Jorsqu’on regarde B comme le signe abréviatif du mot mètre.
_ À l'étranger et, en particulier dans les pays de langue anglaise, l'habitude est de placer le nom de l'unité avant le nombre: elle
correspond à la règle d’après laquelle on écrit le multiplicande
avant le mulüplicateur et je la crois préférable. Mais puisqu'on dit
1 3 en français « 3 mètres, 5 de mètre, F de mètre », le lecteur trouve
peut-être plus naturel de mettre le mot mètre après le nombre, tout en regardant toujours ce nombre comme le multiplicateur et le mètre comme le multiplicande. Au surplus, il reconnaîtra bientôt que cette interversion n’a pas grande importance.
475. Changement d'unité. — Considérons, comme plus haut, trois longueurs qui, quand on prend le mètre pour unité, sont respective-
TOUS ment mesurées par les nombres 3, > & Par quels nombres seront
mesurées ces longueurs quand on prend la toise pour unité ? La foise est une ancienne unité de longueur qui valait à peu près
Holes de notre mètre actuel. Je désignerai dans ce qui suit par | Atse 39 {oise une longueur qui soit exactement les CT du mètre. Le mètre
est alors les _. de la toise.
On peut écrire, avec la sionification qu'on vient d'expliquer :
: 39 toise — mètre 5y °Ù 20 mètre,
a toi de toise méire —= L0ISe 34 OU 50 1SC.
: Où 39 es nombres qui, en prenant la toise pour unité, mesurent les
fongueurs que l’on déduit du mètre en le mullipliant par 5, par +,
par À s’obtiennent, ainsi qu’on l’a expliqué dans le précédent
numéro, en multipliant par 5, par 5 > Par . la fraction 9 qui mesure le mètre quand on prend la toise pour l'unité : on les écrira, en rappelant quelle est l’unité, :
0 A 20 1 a 3 toise ETE «9. Loise 39 KT , toise 39 ie 5 ou, ce qui revient au même,
3 20 , 1 Liebe AS VAE 1 EC 39 O1S€; 5 39 Oise, Su OISE ;
la règle pour retrouver ces résultats est aisée à retenir puisqu'on les déduit des mesures primitives
À à 1 à mètre 3, mètre F > mètre 5 ou à Les de 8 mètre, — mètre, — mètre 5 5 en remplaçant le mot mètre par l'expression TS Lis de à oise 39 OU 9 oise, : 700
du mètre au moyen de la toise, et en introduisant au besoin le signe
de la multiplication entre les nombres contigus. On constate que. les facteurs du produit sont intervertis suivant qu’on place le nom : de l’unité avant ou après. | “TS
De même une longueur mesurée par le nombre _ e. 513 à oise y | ;
est aussi mesurée par le nombre
5 39 513 2 mètre TX o ou mètre 10 + 5000
La règle et les explications qui précèdent s'appliquent à d’autres grandeurs que les longueurs.
Par exemple, la signification des égalités qui suivent ne peut offrir aucune difficulté au lecteur
1 QE heure = jour 5x » jour = heure 24
jour - — heure 2: >%< & — heure 10 + =
RS AR ne
eure -- — jour 37 z Jour «A . ° 5
Le mark est une pièce de monnaie qui vaut 7 de franc ; on peut
imaginer qu'elle ait été formée en coupant des francs en quatre morceaux de même poids et en réunissant 5 de ces morceaux; le
franc vaut F de mark.
Dès lors, les égalités suivantes où les signes fr. et mk. remplacent franc et mark sont bien claires
mk. 500 —fr. 5 >< 900 — fr. 695.
Si l’on écrivait les signes abréviatifs après les nombres, on serait conduit aux règles suivantes, évidemment équivalentes à celles qui précèdent.
Pour convertir en francs une somme évaluée en marks, il faut
LES 5 multiplier par su le nombre qui exprime cette somme. Pour convertir en marks une somme évaluée en francs, il faut multiplier par + le nombre qui exprime cette somme.
176. En introduisant la notion de rapport, le langage se simplifie et devient plus général.
Il suffit de se rappeler la définition de ce mot pour reconnaître que
les rapports des trois longueurs PS BE _. BxX = 4 (à lon
eueur B sont respectivement 3, . Multiplier la longueur Bpar_
un nombre, c’est former une longueur A dont le rapport à B soit ce
nombre.
Dire que le nombre #, qui peut d’ailleurs être entier ou fraction-
naire, est le rapport de À à B, dire que l’on a A=—B><n ou nB,.
c'est dire la même chose.
La proposition suivante est maintenant bien évidenté:
L. Quelle que soit l'unité de longueur, le nombre qui mesure A s'obtient en multipliant par le rapport n de À à B le nombre ur
mesure B.
Il convient toutefois de faire sur cette Open une remarque, |
en passant : du moment qu’on parle du rapport de A à B, on suppose que ces deux grandeurs sont commensurables entre elles ; on suppose ensuite que la longueur B et l’unité de longueur sont commensurables entre elles, puisque l’on parle du nombre qui mesure B; sous le bénéfice de ces suppositions, on détermine la mesure de A ;
on prouve donc par là que À est commensurable à lunité de.
longueur ; comme celle-ci est quelconque, on a à établi la proposition suivante :
Quand deux longueurs sont commensurables à une troisième, elles sont commensurables entre elles.
La «troisième » est ici B, les deux longueurs qui lui sont commensurables sont A et l'unité de longueur.
Les deux propositions qui suivent où les lettres À, B, C désignent trois longueurs commensurables entre elles, et pourraient d’ailleurs désigner d’autres grandeurs auxquelles S’appliquent les notions de mesure ou de rapport ne sont que des transformations de la proposition I.
Il. Le nombre qui mesure À quand on nu. G pour unité est égal au nombre qui mesure B quand on prend C pour unité, multiplié par le nombre qui mesure À quand on prend B pour unité.
! Puisque ce dernier nombre est le PA PHORE de A à B, cette proposition ne diffère de la proposition [ qu’en ce qu’on a appelé C l'unité avec laquelle on mesure A et B.
Il. Le rapport de À à CG est égal au rapport de B à G multiplié
par le rapport de À à B.
C'est la même proposition que la précédente, seulement on a écrit
« rapport », au lieu de « nombre qui mesure ».
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Les propositions I, II, II n’en font qu'une ; l’importance du sujet justifie linsistance que j’ai mise à répéter cette même proposition sous diverses formes. Elles montrent comment la notion générale de multiplication est liée à la question de changement d'unité ou, si l’on veut, comment cetle dernière question se résout par des règles simples et générales, grâce à la définition adoptée pour la multiphi-
cation. Le lecteur a sans doute remarqué que, dans l'énoncé de ces
règles, on a pris soin de laisser à chaque facteur le caractère de multiplicande ou de multiplicateur qu’il a dans la démonstration ; mais il sait que l’ordre de ces facteurs est indifférent pour le résultat et il jugera peut-être que les énoncés se fixent mieux dans la mémoire en intervertissant cet ordre : l'énoncé III, par exemple, est
alors remplacé par le suivant:
Le rapport de À à G est égal au rapport de À à B multiplié par le rapport de B à C.
477. On dit qu'un mobile se meut d’un mouvement rectiligne et uniforme quand il se meut en ligne droite, toujours dans le même sens, et qu’il parcourt toujours des longueurs égales dans des temps égaux. ;
. Supposons qu'on ait fait choix d’une unité de longueur et d’une unité de temps. | La vitesse du mobile est le segment de droite qu'il parcourt pendant l'unité de temps, ou le nombre qui mesure ce segment.
La première définition suppose seulement qu'on ait choisi l'unité de temps, la seconde, qui est celle dont je ferai usage ici, suppose essentiellement qu'on ait fixé les unités de longueur et de temps.
Lorsqu'on écrit ainsi un nombre qui désigne une vitesse, ilest bon d'écrire à côté les noms des deux unités de longueur et de temps dont on se sert ; l'habitude est d'écrire les noms de ces unités ox leurs signes abréviatifs comme une fraction, dont le numérateut serait le signe de l’unité de longueur et le dénominateur le signe de
l'unité de temps, ainsi les écritures
kilomètre 3 mètre
heure ? 4 seconde
signifient des vitesses de 60 kilomètres par heure, ie mètre par
seconde (!). Le lecteur reconnaïitra plus tard que ce symbolisme est
commode pour le changement d'unités.
1. Il ne faut pas dire « kilomètre sur heure » mais « kilomètre par heure ».
La notion de vitesse donne lieu au théorème suivant: Le nombre qui mesure la longueur que le mobile parcourt pen-
dant un certain intervalle de temps est égal au produit de la vilesse
par le nombre qui mesure cet intervalle de temps. On imaginera, par exemple, que l'unité de loue est le kilomètre, et l’unité de temps la minute. ; |
., 4 us Supposons que la vitesse du mobile soit T° cela veut dire qu’en
une minute il parcourt un chemin qu’on obtiendrait en divisant le kilomètre en 7 parties égales et en plaçant bout à bout 4 de ces parties.
Je vais établir la proposition en supposant successivement que le
mobile marche pendant 3 minutes, pendant sde minute, pendant
3 ï E de minutes.
En 3 ne le mobile parcourra une longueur mesurée par le
he F A D
1 de se En de minute, il aura parcouru une longueur qui, répétée 5 fois,
devrait reproduire le chemin parcouru en une minute, qui sera donc
inquië « : 4 le cinquième de ce chemin et sera mesurée par le nombre Tes
nel
en s- de minute, c’est-à-dire un chemin mesuré par le nombre
4XKS 4 | 3 DT D 5.
Si la vitesse du mobile était 1, le nombre qui mesure le choutés parcouru serait égal au nombre qui mesure le temps employé à lé. parcourir.
178. Définition abstraite du produit de deux fractions. — Plaçons nous maintenant au point de vue abstrait, d'où l’on regarde une fraction comme l’ensemble de deux nombres entiers (n° 155, p.170). Rien n'empêche d'adopter pour la multiplication de deux fractions, la définition du n° 171 (p. 192), qui est en même temps une règle
pour faire l'opération :
En - de minute, il aura parcouru 3 fois le chemin qu'il parcourt
Le produit de deux fractions est une fraction dont le numérateur est le produit des numéraleurs des fractions proposées et dont le dénominateur est le produit des dénominateurs de ces fractions.
On a déjà fait remarquer que cette définition s’applique au cas où quelqu'un des dénominateurs est égal à 1, c'est-à-dire au cas où l’un des facteurs est entier.
On a fait remarquer aussi que le produit ne dépend pas de l'ordre des deux facteurs.
On serait conduit assez naturellement à cette définition par le théorème du n° 105 (p. 119) qui, dans notre langage actuel, se rapporte au cas où le numérateur de chaque fraction est divisible par son dénominateur.
Pour justifier la définition précédente, il faut montrer que, si l’on donne d’une part deux fractions, d’autre part deux autres fractions qui leur soient égales, le produit des premières est égal au produit des secondes.
Soient T deux fractions, £ Ë _ des fractions qui leur soient
respectivement égales. On a par hypothèse
. aB—=0A, LB D'A:
on en conclut, en multipliant membre à membre et en groupant convenablement les facteurs,
(aa') <(BB') = (bb') <(AA!).
Or cette égalité exprime précisément ce qu'il fallait démontrer, que NRPEU T2 : ’ SERA
la fraction 77 est égale à la fraction BE
179. Extension aux fractions des propriétés fondamentales de la multiplication des nombres entiers. — Pour mulliplier plusieurs fractions rangées dans un certain ordre, on fait le produit des deux premières, on multiplie le résultat par la troisième, puis le résultat par la quatrième, etc. On voit tout de suite que le numérateur et le dénominateur du produit sont les produits respectifs des numérateurs et des dénominateurs des fractions.
Les tLéorèmes démontrés au n° 44 (p. 44) s'étendent immédiatement aux produits de fractions. Ainsi :
Dans un produit de fractions, on peul intervertir l’ordre des facteurs, remplacer tels facteurs que l’on veut par leur produit
effectué.
Ces propositions, en effet, s'appliquent aux produits de be Lee entiers qui figurent en numérateur et en dénominateur. Signalons
encore cette conséquence : Pour multiplier un produit de plusieurs.
facteurs par un nombre, il suffit de multiplier l'un des facteurs par.
ce nombre. La notation des puissances s’applique aux fractions comme aux nombres entiers ; le carré, le cube, la n°"° puissance d’une fraction
sont respectivement les produits de deux, de trois, de n facteurs
égaux à cette fraction. Pour écrire le carré, le cube, la n°" puissance d’une fraction, on place cette fraction entre parenthèses, et l'on place l’exposant un peu en haut : on écrira ainsi, par exemple,
On a d’ailleurs, en vertu de la définition de la multiplication,
AN, Hate a URSS DES (5) “20 (&) mon
En général, pour élever une fraclion à la puissance n, suffit
d'élever à celte puissance son numérateur el son dénominalteur.
Il reste à étendre aux fractions les DPOpOTEARS des n% KT, 48
(p. 42, 43). Ainsi :
Pour multiplier une somme (ou une difjér ence) par un Me ch
il suffit de multiplier par ce nombre les termes de la somme (ou de:
la différence) et d'ajouter (ou de retrancher) les résultats.
La démonstration est lamême dans les deux cas et consiste essen- :
tiellement à supposer que les deux termes de la somme ou de he
différence ont le même dénominateur.
: ue k nee Soit, par exemple, à multiplier par T la somme : “te Cette somme peut s'écrire 2? et le produit cherché sera es
+8. 4 _(B+8X<4 BX4+8XxE <a BA
É T x Te . EXT 3 4 F PE <y++ F3. |
sous cette dernière forme, on reconnaît bien que le théorème est |
démontré.
La règle s ‘étend d’elle-même à la multiplication par une fraction quelconque d’une somme algébrique dont les termes sont des nombres quelconques.
Inversement, puisqu'on peut intervertir l’ordre des facteurs dans une multiplication, pour multiplier un nombre par une somme, il suffit de multiplier ce nombre par chacun des deux termes de la somme et d'ajouter les résultats. Pour multiplier un nombre par une différence, il suffit de multiplier ce nombre par les deux termes de la différence et de retrancher les produits.
Ces théorèmes s'expriment sous une forme abrégée par les formules
(b+c)a=a(b+c) —=ab+ac,
(b—c)a—a(b —c)—=ab —ac,
où à, b, c sont des nombres entiers ou fractionnaires. Les formules de la seconde ligne supposent b £a.
Les règles relatives à la multiplication d'une somme ou d’une différence par une somme ou une différence, à la multiplication de deux sommes algébriques, à la formation du carré d’une somme ou d’une différence, les formules des n% 48 (p. 42), 51 et 52 (p. 49- 50) s'étendent immédiatement aux fractions, puisqu'elles sont une conséquence des formules qu’on vient d'établir.
180. Inégalités. — Des propositions précédentes résultent encore quelques propositions importantes relatives aux inégalités.
On peut multiplier, sans en changer le sens, les deux membres d'une inégalité par un même nombre, entier ou fraclionnaire, différent de zéro.
Soit, par exemple, en désignant par a, b, c des nombres entiers ou fractionnaires, dont le dernier n’est pas nul, l'inégalité
a>b; elle signifie qu’il existe un nombre d, différent de 0, tel que l'on ait a = b + d, on en conclura, en multipliant par c, ac —= bC + de
et comme le produit de dans lequel aucun des facteurs n’est nul est différent de zéro, on en déduit
ac > bc.
C’est ce qu'il fallait démontrer.
De même, puisque dans un produit on peut intervertir l' te des facteurs, si on multiplie un même nombre c, autre que 0, par deux
nombres différents &, b, on obtiendra deux résultats différents ca, cb
et l'on aura ca> cb, ou ca<cb, suivant que l'on aura a >b, où
En particulier, puisque l’on ne change pas un nombre en le multi-
pliant par 1, on l’augmentera ou on le diminuera en le multipliant par un nombre plus grand ou plus petit que 1 ; ainsi on augmente. un nombre en le multipliant par une fraction dont le numérateur est
plus grand que le dénominateur, on le diminue en le multipliant par
une fraction dont le dénominateur est plus grand que le numéra-. teur. Plus particalièrement encore, on voit que le produit de deux
fractions dans lesquelles le numérateur est plus petit que le dénominateur est plus petit que chacun des facteurs, que le carré d’une telle fraction est plus petit qu’elle, que le cube est plus petit que le carré, que, en général, les puissances d’une telle fraction vont en
diminuant quand l’exposant de F puissance augmente : telles sont, | | (o NS
par exemple, les puissances de à
2\"_4 A y Gr Or
puisque chaque terme de cette suite s'obtient en multipliant le pré:
cédent par le nombre =- plus petit que 1.
Au contraire, le produit de deux fractions dans lesquelles le numérateur dépasse le dénominateur est plus grand que chacune des deux fractions ; le carré d’une telle fraction est plus grand qu'elle, son cube est plus grand que son carré, etc. ; les puissances d’une
telle fraction vont en augmentant à mesure que l’exposant de la puis-_
sance augmente ; telles sont, par exemple, les puissances de gi on + 2
aura 8 n'\e 3 \° D»):
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AS1. On peut multiplier deux inégalités de méme sens, membre à membre.
La démonstration donnée à la fin du n° 55 (p. 52) s'applique sans rien changer.
$ 5. — Division.
482. Les mots « division, diviser, quotient » ne vont plus être pris ici avec la signification qui leur a été donnée dans le premier chapitre, mais avec une signification qui généralise celle que l'on a expliquée au n° 169 (p. 188). Il s'agira de divisions exactes, de quotients (!) exacts; mais je sous-entendrai le plus souvent cette épithète.
La division exacte a été définie au n° 169 (p. 188), dans le cas où le diviseur est un nombre naturel. Cette définition est comprise dans la suivante.
Etant donnés deux nombres entiers ou fractionnaïires, appelés l’un dividende, l’autre diviseur, et dont le second n'est pas nul, la division est l'opération qui consiste à former un nombre, appelé quotient, tel que le produit de ce nombre par le diviseur soil égalau dividende.
En d’autres termes, on connaît un produit de deux facteurs (le dividende) et l’un de ces facteurs (le diviseur) ; on demande l’autre (le quotient).
Il ne peut y avoir de confusion entre les deux significations des mots division, ou quolient, que si le dividende et le diviseur sont entiers; dans ce dernier cas, si la confusion est à craindre, on emploiera les façons de parler qui ont été expliquées au n° 169 (p.189) : toutefois au lieu de dire « quotient dans le sens de lathéorie des nombres entiers », on peut dire « partie entière du quotient (exact) », ou encore « quotient approché àune unité près par détaut ». Cette dernière dénomination sera bientôt justifiée.
J'arrive maintenant à la solution du problème posé. Soit, par
4 ENS exemple, à diviser + par : Si le problème est possible, c’est qu'il ER 7 / y a un nombre x tel qu'en le multipliant par g °n trouve comme produit; en d'autres termes, on doit avoir
ARS “STATE
4. Au lieu de quotient exact on peut dire aussi r1pport. Le rapport de deux grandeurs a été défini au ne 151 (p. 164) ; de rapport de deux nombres est le quotient exact de la division de l'un par l’autre, au sens qui va être expliqué. s
os ë pa 9.
multiplions les deux nombres de cette égalité par l'inverse + du
diviseur ; pour multiplier le produit qui figure au premier membre, il suffira de multiplier le second facteur, qui sera ai.si remplacé par 1. On devra donc avoir
À dire.
cr] #
si le problème est possible, la solution s'obtient donc en multipliant le dividende par l'inverse du diviseur ; mais, réciproquement,
le produit ainsi formé répond bien à la question, puisqu’en le multi-
pliant par le diviseur on trouve
k 9 LIRE ED AS Bio T Die 00
Le quotient de la division d’un nombre quelconque par une fraction s'obtient en multipliant le dividende par l'inverse du diviseur ou, comme l'on dit, par la fraction diviseur renversée.
Cette règle contient la règle du n°169 (p. 188) relative au cas où le diviseur est entier. Il suffit de supposer que le dénominateur de la.
fraction diviseur soit égal à 1. On voit aussi que, si le numérateur
de la fraction diviseur était égal à 1, le quotient se déduirait de la fraction dividende en multipliant son numérateur par le dénomina-
teur de la fraction diviseur.
483. En désignant comme au n° 176 (p. 198) par A, B, C trois segments de droite, on a le théorème suivant:
Le rapport de À à Best égal au quotient de la ques du r apport de À à Cpar le rapport de B à C.
Ou encore :
Le rapport de À à B est égal au rapport du nombre qui mesure A au nombre qui mesure B.
Il est sous-entendu que les deux longueurs A et B doivent être mesurées avec une même unité ; si l’on un cette unité. pee C, le second énoncé est identique au premier.
Ce théorème, si l’on tient compte de la règle qui concerne la
division, ne diffère pas du théorème du n° 176 (p. 198). En effet, en. :
vertu de ce théorème, le rapport de À à B doit être égal au produit du Hu de À à C par lerapport de C à B. Or, le produit du rapport de | C par le rapport de C à B ou le quotient du rapport de A à C par ; en de B à C, c'est la même chose, puisque les rapports de CàaBetdeBàC oi des nombres inverses.
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Au reste, la démonstration directe est immédiate; il suffit de supposer que les rapports de A à C et de B à C aient mêmes dénominateurs, qu’ils soient par exemple = a? : cela veut dire que le ième de C est contenu 5 fois dans A, 3 fois dans B; c’est une com-
mune mesure entre À et B, dont le rapport est ainsi la fraction 7 or
cette fraction est bien le quotient de la division de à par ne puis-
que ce quotient est | ie Ars AS NE ETES fers à
484. On ne change pas le quotient de la division de deux nombres entiers ou fractionnaïires en les multipliant par un méme nombre.
Cette proposition a déjà été établie au n° 104 (p. 119), dans le cas d'une division qui se fait exactement. La démonstration repose uniquement sur ce que le dividende est le produit du diviseur par le quotient; elle subsiste dans le cas général; je la reprends toutefois ci-dessous :
Soient les deux nombres . et soit F leur rapport; on a, par définition, OT D 'TNES
multipliant les deux membres de cette égalité par un même nom-
bre, ÿ- par exemple, on aura
da :-:0 a 4 8 EXg=rx< (sx)
_et cette égalité prouve bien que . est aussi le quotient de la divi-
sion de Le F par Lx — Au surplus, il suffit d'effectuer ce
quotient qui est
comme il résulte de simplifications faciles, pour vérifier l'exactitude de la proposition.
Puisque la division se ramène à une RURREAUESS on ane évidemment énoncer le théorème suivant :
On ne change pas le quotient de la division de deux nombres
entiers ou fractionnaires en les divisant par un même nombre. En reprenant la démonstration du n° 62 (p. 59), relative au cas
où les divisions se font exactement, on établira la DORA sui-
vante :
On peut indifféremment diviser un nombre successivement par plusieurs autres, ou le diviser par leur produit :
Elle résulte aussi de la règle qui ramène la division à une multi-
plication.
En raison de cette même règle, il suffira dénoncer les théorèmes suivants. S Ù
Pour diviser une somme ou une différence par un none ol suffit de diviser les termes de celte somme ou de cette différence par ce nombre et d'ajouter ou de retrancher les résultats.
On peut, sans en changer le sens, diviser les deux membres d'une inégalité par un méme nombre.
Si on a deux fractions inégales et si on les renverse, on obtient deux fractions inégales, la plus grande devient la plus petite.
Cette dernière proposition est évidente, si l’on suppose les deux fractions réduites au même dénominateur ; après qu'on les a renversées, elles ont même numérateur et c’est celle qui a le plus petit dénominateur qui est alors la plus grande.
Si on renverse une fraction plus petite que l'unité, on obtient une fraction plus grande que l’unilé. |
On augmente ou on diminue un nombre en le divisant par une fraction, suivant que cette fraction est plus petite ou fus phare que l’unité.
Si on divise un méme nombre par deux actions, le plus grand
quotient correspondra à la plus petite fraction, puisque diviser par
une fraction, c’est multiplier par la fraction renversée.
$ 6. — Fractions généralisées.
485. Le symbole d’une fraction . peut être regardé comme le sym-
bole de la division de 3 par 7. Cette manière d'écrire, réservée jus-
qu'ici aux nombres entiers qui figurent au numérateur et au déno: minateur, il est naturel de l’étendre aux fractions. En désignant par a et b des nombres quelconques, entiers ou
FRACTIONS GÉNÉRALISÉES
fractionnaires, dont le second toutefois n’est pas nul, on désigne par
le symbole = le quotient (exact) de la division de a par b ou, comme
l'on dit aussi, le rapport de a à b.
On donne encore le nom de fraction à un tel symbole : c'est une fraction composée ou généralisée. On donne encore le nom de numérateur et de dénominateur aux nombres a et b, que l'on peut appeler tout aussi bien dividende et diviseur ; nous réservons le nom de fraction ordinaire aux fractions dont le numérateur et le dénominateur sont enters.
Quand le numérateur et le dénominateur d’une fraction composée ne sont pas représentés par des lettres uniques, mais sont donnés comme des fractions ordinaires, il est nécessaire de n'employer la notation précédente qu'avec quelques précautions, qui se traduisent par l'emploi convenable de parenthèses, et quelquefois par l'emploi d'une plus grosse barre horizontale pour indiquer le signe de la division :
sont des fractions composées ; la première représente le quotient 2 4 2 Fe Ë
de — par + , la seconde celui de — par 4, la troisième celui de 4 52 L2 L] ]
- Les parenthèses veulent dire que la fraction qu'elles enferment doit être regardée comme un seul nombre, que ce nombre soit regardé comme dividende ou comme diviseur. Enfin, quand on dique des opérations à effectuer sur de pareilles fractions, il faut prendre soin de placer la barre, qui est spécialement un symbole de division, la grosse barre si l’on veut, sur la même june que le signe d'opération; ainsi on écrira
Ru 1 pan
pour désigner le nombre obtenu en retranchant la seconde fraction de la première et en ajoutant la troisième au résultat. On appelle valeur d’une fraction composée la fraction ordinaire
qui lui est égale ; ainsi les valeurs des fractions composées que l’on 1 a écrites plus haut sont respectivement | ro
JS 0 24 1 te | Ba 0 DL 0 00e ges 5
En se reportant à la définition de la division, on voit que le numé rateur d’une fraction composée est égal au produit du dénominaeur de cette fraction composée par sa valeur. Ainsi l’on a
2 4 5 2 1 ne ER eu 486. On peut multiplier ou diviser, sans en changer la valeur, les deux termes d’une fraction composée par un même nombre (diffé rent de zéro). | ui mn Cette proposition ne diffère pas de celle-ci : on ne change pas le quotient exact d'une division quand on multiplie ou qu’on divise le dividende et le diviseur par un même nombre. ee Elle permet de réduire deux ou plusieurs fractions composées au même dénominateur, en multipliant les deux termes de chacune d'elles par le produit des dénominateurs de toutes les autres. sont respectivement
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Ainsi les deux fractions composées _ égales aux fractions ee ee Comme on obtient des résultats différents en multipliant ouen divisant (exactement) deux nombres différents par un même nombre, on voit que les deux fractions proposées seront égales ou inégales suivant que ab' et ab seront égaux ou inégaux. Ainsi la condition d'égalité de deux fractions compo-
sées est la même que pour deux fractions ordinaires. | La somme ou la différence de deux fractions composées de même dénominateur s'obtient en faisant la somme ou la différence des 3 numérateurs et en la divisant par le dénominateur commun. Cette! ? ne autre forme au n° 184 (p. 208).
proposition a été énoncée SOUS U ' Le produit de deux fractions composées s'obtient en divisant le ‘4 produit des numérateurs par le produit des dénominateurs. 4 i généralise un théo- ;
Ici encore on a affaire à une proposition qui rème relatif à des nombres entiers (n° 105, p. 119). Je reproduis la …
démonstration : | [
_ Tr les fractions dont on veut faire le produit, get q
leurs valeurs; on a s
Soient
FRACTIONS GÉNÉRALISÉES. oil et, en mulüipliant, | aa = 0bqb'q— (bb) >< (40);
cette égalité veut dire que le produit gq' des valeurs des deux fractions s'obtient en divisant le produit de leurs numérateurs: par le produit de leurs dénominateurs.
Exemple : on a 9 L 2 5 (3) e (x) LCR RET PA NT ACTE Co) ei pÉRACE La vérification est facile et fournit une nouvelle démonstration du
théorème : le premier membre, en effet, est, par définition, le produit des deux fractions ordinaires
c'est-à-dire qu'il est égal à 2KTXE XI IXAXEXE
Le second nombre est, par définition, le quotient de la division des deux nombres
bu LR Ass POUND 120
ct ce quotient est ÉD DS D NMCD ET CU D2C0 48 SKCKLSE | Ces deux résultats sont identiques, terme à terme, sauf l’ordre des facteurs.
L’inverse d'une fraction composée s'obtient en renversant cette fraction. Pour diviser deux pareilles fractions, il suffit de multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. La démons-
. tration est la même qu'au n° 183 (p. 205).
Ainsi les règles de calcul pour les fractions composées sont les
mêmes que pour les fractions ordinaires.
487. La théorie des fractions généralisées n’est au fond que l’application d’une notation; mais cette notation est très commode ;
_ elle permet, quels que soient lesnombres à, b, c, pourvu que bne soit
pas nul, de remplacer l'égalité ab = c par l'égalité 4 = 5 , Ce que la
notation des nombres entiers ne permet que lorsque c est divisible
par b, et ce que la notation des fractions ordinaires ne permet que
lorsque b et c sont entiers. a Par exemple, on a démontré au n° 54 (p. 52), que le double de la
somme des termes d'une progression arithmétique est égal au produit
de la somme des termes extrêmes par le nombre de termes de la progression : la démonstration faite dans le cas des nombres entiers s'étend tout de suite au cas des nombres fractionnaires. Maintenant nous pouvons dire : la somme des termes d’une progression arithmétique est égale à la moitié du produit de la somme des termes extrêmes par le nombre de termes de cette progression.
De même, en supposant toujours que b ne soit pas nul, l’une
quelconque des deux inégalités abc, a > + pourra remplacer
l’autre et ce simple énoncé contient les propositions suivantes, déjà établies : on peut diviser ou multiplier par un même nombre, sans en changer le sens, les deux membres d’une inégalité. Voici quelques applications de cette remarque. | Étant donnés un nombre «, aussi petit qu’on le veut, et un nombre À, aussi grand qu'on le veut, on peut trouver un nombre naturel » tel que le produit de « par », ou par un nombre plus grand, soit supérieur à À. ;
On veut avoiram > À, ou, puisque «n’est pasnul, m> 2 . La plus Œ petite valeur de m qui satisfait à celte inégalité sera le nombre
Sen A : A :
entier immédiatement supérieur à la valeur de —, nombre entier :
que l’on a appris à déterminer au n° 167 (p. 184).
Étant donnés un nombre A, aussi grand qu'on le voudra, et un nombre «, aussi petit qu’on le voudra, mais non nul, on peut trouver un nombre entier #, tel que le quotient (exact) de À par m, ou par un nombre plus grand, soit inférieur à «. :
Cette proposition ne diffère pas de la précédente.
FRACTIONS GÉNÉRALISÉES
> teur la somme des dénominateurs, est comprise entre la plus pelile et la plus grande des fractions proposées, à moins que celles-ci ne soient toutes égales ; dans ce dernier cas, elle leur est égale. Désignons, en effet, par q, q!, g” les valeurs des fractions proposées, on a a = bg, a'=— b'a!, a! — b'q" ;
On aura, en supposant les fractions rangées par ordre de gran-
deur croissante, a! a!!
a De — 4; D' > 4, DT > q et, par conséquent, a —=bq a' > b'q Sa; il n’y a partout le signe — que dans le cas où toutes les fractions proposées auraient la même valeur q. En ajoutant, on obtient
aa +a! (b+b+ bg;
et l’on ne peut avoir le signe — que dans le cas où toutes les fractions proposées auraient la même valeur g. Cette inégalité entraine la suivante :
On démontrerait de même l'inégalité
aa +ar on — Lq.
Observons qu'avant d'ajouter les numérateurs et les dénominateurs, on aurait pu multiplier les deux termes de chaque fraction par un même nombre différent de 0; ainsi en supposant les nombres m, m', m'! différents de 0, on peut dire que la fraction
ma+ ma + m'a mb + mb! + m'b" ; ‘ LU ; est comprise entre les fractions > Tr: à moins que celles-ci ne soient égales ; dans ce dernier cas, elle est égale aux trois fractions proposées.
ee DRAM Si on considère, par exemple, les deux fractions FR n dont la
première est égale à l'unité, on voit que la fraction PR = est com- n prise entre + et 1, en d’autres termes elle est plus voisine de 1
que ne l’est — : donc, si le numérateur d’une fraction est plus petit
que son dénominateur, on augmente cette fraction en ajoutant un même nombre à ses deux termes ; on la diminue au contraire si le numérateur est plus grand que le dénominateur ; on ne la change pas si le numérateur est égal au dénominateur.
189. Notations relatives aux rapports. — On emploie pour les rapports, une notation pareille à celle des fractions généralisées : désignons par A et B deux longueurs, deux intervalles de temps, ou, d'une façon générale, deux grandeurs de même espèce ‘atRqueliée s’applique la notion de rapport.
On désigne par la notation . le rapport de ces deux grandeurs
(supposées commensurables). Il importe de remarquer que, dans cetle notation, À et B ne sont plus des nombres maïs bien des grandeurs et que, par conséquent, il ne peut plus être ANCFMSA de diviser À par B. :
Soit q le rapport de À à B; les deux égalités
AB
dont la première a été expliquée au n° 174 (p.198), ont exactement Ja même signification. | Le rapport de À à B est le quotient de la division exacte du nombre qui mesure A par le nombre qui mesure B et cela quelle que soit l’unité, supposée commensurable à À et à B. D'après cela, si
dans on remplace A et B par les nombres qui mesurent ces
grandeurs, on obtiendra une fraction généralisée dont la valeur sera encore le rapport de À à B; le même théorème, en désignant par G l'unité avec laquelle on mesure A et B, s'exprime par l'égalité
dans laquelle le second membre est une fraction généralisée dont les deux termes sont les rapports de A à Cet de Bac.
FRACTIONS GÉNÉRALISÉES. as Enfin, l'égalité :
CE © exprime le théorème d'après lequel le rapport de A à CG s'obtient en multipliant le rapport de A à B par le rapport de B à C. Grâce à la notation qu’on vient d’expliquer, certaines propriétés des rapports et certaines propriétés des fractions s'expriment par des égalités qui ont la même forme. Cette identité de forme, qui
aide à se rappeler les propriétés, ne doit pas faire oublier les différences de signification.
190. Nombres relatifs. — On adoptera pour la multiplication des nombres relatifs dont la valeur absolue est un nombre entier ou fractionnaire, la même définition qu’au n° 67 (p.64) : le produit de deux nombres relatifs a pour valeur absolue le produit des valeurs absolues des facteurs ; il est positif ou négatif suivant que les deux facteurs sont de mêmes signes ou de signes contraires. Tout ce qu'on a dit au n° 67 (p.64) subsiste d'ailleurs.
La division (exacte) des nombres relatifs entiers ou fractionnaires se définira comme au n° 482 (p.205), en entendant que le dividende, le diviseur et le quotient sont maintenant des nombres relatifs; maintenant encore on exclut formellement le cas où le diviseur serait nul. La valeur absolue du divi dende devant être égale au produit des valeurs absolues du diviseur et du quotient, on voit que la valeur absolue du quotient s'obtient en divisant la valeur absolue du dividende par la valeur absolue du diviseur; le lecteur n'aura pas de peine à reconnaitre que le quotient doit être positif ou négatif suivant que le dividende et le diviseur sont de mêmes signes ou de signes contraires.
On peut encore dire que le quotient s'obtient en multipliant le dividende - par l’inverse du diviseur, c’est-à-dire par un nombre qui a le même signe que le diviseur et dont la valeur absolue est l'inverse de la valeur absolue du diviseur.
Il est à peine utile de dire que l’on confond toujours les nombres absolus et les nombres positifs, en sorte que les définitions de la multiplication et de la division pour les nombres relatifs comprennent le cas où l’un des nombres sur lesquels on opère serait un nombre absolu.
Enfin on peut considérer encore des fractions généralisées dont les termes * sont des nombres relatifs. La valeur d’une telle fraction sera un nombre (relatif) tel que le produit de ce nombre par le dénominateur soit égal au numérateur de la fraction généralisée. Toutes les propriétés dont la démonstration a été fondée sur cette définition s’étendront immédiatement aux nouvelles fractions généralisées.
Les propositions relatives aux inégalités ne doivent être généralisées qu'avec certaines précautions dans le détail desquelles je n’entrerai pas ici. La nécessité de ces précautions tient à ce qu’une inégalité ne subsiste quand
on multiplie les deux membres par un même nombre que si ce nombre est positif; quand le facteur par lequel on multiplie est négatif, on doit changer le sens de l'inégalité. Le lecteur pourra établir, par exemple, que la proposition du n° 488 (p.212) subsiste quand les dénominateurs des fractions considérées sont tous positifs et constater sur des exemples qu’elle peut cesser d’être exacte quand cette condition n’est pas vérifiée.
$ 7. — Proportions; nombres proportionnels.
191. On appelle proportion l'égalité de deux rapporis, ou, si l’on veut, de deux fractions ordinaires ou composées. Les égalités
D se (v)_»
DLL 17028 (x) sont des proportions entre les nombres 3, 2,6, 4 d'une part, entre les nombres + . 25, 28 de l’autre. Je supposerai essentiellement dans ce qui suit qu'aucun des rapports considérés, et ps conséquent aucun de leurs termes, n’est nul.
Dans la proportion
les termes de la proportion sont les nombres a, b, a!, b! : le numérateur de la première fraction et le dénominateur de la deuxième fraction s'appellent souvent les extrêmes, le dénominateur de la première fraction et le numérateur de la deuxième fraction s'ap-,
pellent alors les moyens. Ces dénominations proviennent dune
façon d'écrire qui a été longtemps usitée, à savoir : db dos 0
qui s’énonçait ainsi : a est à b comme a/ est à b'. Dans l'expression est à, il faut faire entrer l'idée de rapport. 492. Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal à celui des moyens. | C'est-à-dire que, si l’on a
.On à aussi
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C’est, en effet, la condition d'égalité des fractions. Réciproquement étant donnés quatre nombres différents de zéro tels que le produit de deux d’entre eux soitégal au produit des deux autres, ces quatre - nombres forment une proportion, que l’on peut écrire de diverses manières, en s’arrangeant toujours pour que les deux facteurs qui entrent dans un des produits soient les extrêmes, et les deux facteurs qui entrent dans le produit égal soient les moyens.
Si, par exemple, entre les quatre nombres non nuls a, b, a', b' on a la relation
ab' = a'b, on aura DE ET rar De RRT DOTEET DDC RARE PE APT RD PEN
Inversement, l’une quelconque des quatre proportions qu'on vient d'écrire entraine les trois autres, puisqu'elle entraîne la relation ab'— a'b. C'est ce qu’on exprime souvent en disant que, dans une proportion, on peut intervertir les moyens, ou les extrêmes.
Connaissant trois termes d’une proportion, on peut calculer le
quatrième :
Si l’on sait, en effet, que les quatre nombres à, b, a’, L' doivent former une proportion, en sorte que l’on ait ab'=—«'b, et si l'on
veut avoir a, connaissant D’, a', b, on voit que a doit être le quotient de la division du produit ab par b'; c’est d’ailleurs la condition nécessaire et suffisante pour que ab! soit égal à a'b.
493. Nombres proportionnels. — Considérons les deux ensembles de nombres correspondants
les nombres qui se correspondent ont été placés dans une même colonne verticale; chaque terme du premier ensemble s'obtient en multipliant par 2 le terme correspondant du second ensemble ; inversement, chaque terme du second ensemble s’obtient en multi-
pliant par le terme correspondant du premier ensemble.
On peut dire encore que le rapport d'un terme du premier ensemble au terme correspondant du second ensemble est toujours 2, ou que le rapport d’un terme du second ensemble au terme correspon-
e RES D | F . Jese RE dant du premier ensemble est toujours 3 - Dans ces conditions, on
dit que les nombres 6, 8, 24, 16, 12 sont proportionnels aux nome
… brés 3, 4, 49,8, G.
Considérons généralement deux ensembles de ou COrTrespondants he
ces deux ensembles comportent nécessairement autant de nombres l'un que l’autre; ces nombres correspondants ont été placés dans une même colonne verticale; ils sont d'ailleurs désignés par des lettres semblables. Je suppose que, parmi eux, 1l ne s’en trouve pe de nuls.
Les nombres à, b, c, d, .… sont dits proporlionnels aux on bot, dos eil on à | Ro @.: 70 C d ET rt
lorsqu'il en est ainsi, on a aussi | a a! b'- d' : : ;
Per F7 — = — 9
para
car ces dernières fractions sont égales comme inverses des précé-. dentes ; on peut donc dire que les nombres a’, b!, c!, d’,. sont Fr portionnels aux nombres à, b, c, d, …. . La | Si l’on désigne par g la valeur de chacune des fractions ‘égales É
, On aura = @q,; b= ba, C—= C0 dde
Ainsi chaque terme du premier ensemble est égal au terme COrrespondant du second ensemble multiplié par g : inversement, chaque terme du second ensemble est égal au terme correspondant du
premier ensemble multiplié par - , Ou divisé par gq.
Réciproquement, étant donnés deux ensembles de nombres COr= respondants, si chaque terme de lun des ensembles s ‘obtient en multipliant le terme correspondant du second ensemble par un facteur qui soit toujours le même, les termes de l'un quelconque des ensembles seront évidemment proportionnels aux termes de l’autre.
Cette remarque permet, connaissant deux termes correspondants 4
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Lex
de deux ensembles, d'écrire dans l’un des ensembles tels nombres que l’on voudra, et de calculer les termes correspondants de l’autre ensemble, de manière que les deux ensembles soient formés de nombres proportionnels.
Supposons, par exemple, que les nombres 8 et 2 doivent se correspondre dans le premier ensemble et dans le second; chaque
nombre du second ensemble devra être égal au nombre correspon-
dant du premier multiplié par 5 Si l'on introduit dans le premier
ensemble les nombres 6, 12, 9, 91, il faudra introduire, comme termes correspondants dans le second, les termes 4, 8, 6, 14. Il est à peine utile de faire remarquer que, dans deux ensembles de nombres proportionnels, l’ordre des termes n'importe pas, pourvu que ce soient toujours les mêmes nombres dans les deux ensembles
qui se correspondent.
U tion © — € mont | b ! sont ne proportion — = —— montre que les nombres a, a’ sont pro-
portionnels aux nombres b, b'; de même aussi, puisque cette pro-
les nombres @&, b sont proportionnels
{ti £ 7 eu 4 ha b portion peut s écrire ===,
aux nombres a, b!.
194. Si l'on considère deux ensembles de nombres proportionneis, le rapport de deux termes du premier ensemble est égal au rapport des deux termes correspondants du second ensemble.
En effet, si les termes de l’un des ensembles
a, 0, ©, à, MAROC TA; ve.
sont proportionnels aux termes de l’autre, on aura, par exemple, RD
_ Rétiproquement, si les deux ensembles
sont lels que le rapport de deux termes quelconques de l'un soit
toujours égal au rapport des termes correspondants de l'autre, les termes de l’un des ensembles sont proportionnels aux termes de | l'autre.
Si l’on a, en effet,
b b' CC d d ide Le 4 Lo de dE on aura aussi, D, œ Ma dr ; D did og IAE et, par suite, a D C d
— ——— ne (| mpeneerer || are, L =— . t #
a! Dei er to)
La démonstration même prouve qu'il suffit que le rapport de cha . cun des termes du premier ensemble à l'un d’entre eux, le premier par exemple, soit égal au rapport des deux nombres correspondants à
dans le second. |
495. Si les termes de deux ensembles sont respectivement proportionnels aux termes d'un troisième ensemble, ils sont proportionnels entre eux.
Supposons, par exemple, les termes de l’un des ensembles 0 ah ob: 0,72, | à db, ct, 42. | | ”
proportionnels aux termes correspondants de l’autre. | = à
On aura, en désignant par g! la valeur du rapport £ ; à
a! = aq, b' — bg", c' = cg, dre ; ;
Supposons de même les termes de l’un des ensembles
Œ, b, C, d, .e é | - jé propôrtionnels aux termes correspondants de l’autre, on aura, en a! "es
désignant par g" la valeur du rapport Fe a! — ag", b! — bg", cl! — ca", d'— da", …. Î
Je dis que les termes de l’un des ensembles
a/!, b!!, c, d", AU
sont proporlionnels aux termes correspondants de l’autre. On aura, en efïet, a!
= dE a!!
aq:
Ce ag" Le q" £ Ce rapport est manifestement le même pour deux termes correspondants quelconques,
Étant donnés deux ensembles de nombres proporlionnels
ADR CEE Fe ATEN PER
on pourra, en désignant par m, n, p, 4... des nombres quelconques, différents de zéro, introduire dans le premier ensemble les nombres ma, nb, pc, qgd,..., pourvu qu'on introduise comme lermes correspondants dans le second les termes ma/!, nb', pc'!, qd, .….
Cela résulte de ce que l’on n’altère pas un rapport en multipliant ses deux termes par un même nombre.
Étant donnés deux ensembles de nombres proporlionnels
FES OS PRET
on peut introduire dans l'un la somme de deux ou de plusieurs de sestermes, pourvu que l'on introduise comme lerme correspondant la somme des termes correspondants de l’autre ensemble. Ainsi, si l'on introduit le terme a + b +c dans le premier ensemble, le terme correspondant du second sera 4’ + b'+ c!: en effet,
‘si l’on désigne par g le rapport _ , On aura
a+kb+ce—=ag+ba+eg—={(a +b'+ c)q, ce qui démontre la proposition, puisque les termes de l'ensemble dib,. cd, a+ bc.
s’obtiennent en multipliant par g, les termes de l'ensemble a,b,c,d',a +b'+c",.…….
De même, si l’on introduit dans le premier ensemble le terme a — b (supposé différent de zéro), le terme correspondant du second sera 4 — b'.
497. Supposons en particulier les nombres a, b proportionnels aux nombres a!, b! : les termes de l’un des ensembles
d,- 0, +6, æ—0, a, Dis a! + D) a! Enr b!
sont proportionnels aux termes de l’autre. : à D'ailleurs, les deux ensembles précédents sont ne Or,
més de termes proportionnels, pourvu que deux termes de l'un
soient proportionnels aux deux termes correspondants de l’autre.
Je me contenterai de remarquer, dans le cas où la démonstration. est le moins facile, celui où l’on suppose a + D, a — b proportion- ” nels à a! + b/, a! — b', que l'application des théorèmes précédents : prouve que les deux ensembles 0
a +b, a—b, a+b+a—b—Ta, SR 4, D; a'+b!, ah" d'Hblta—b—9 4, a'+b—(a ne bl}=—=9 b!, a, b'
sont composés de termes proportionnels. .
La proposition précédente peut s’énoncer sous la forme suivante: + L'une quelconque des proportions ;
Mr a a + b a! 4 b' “2h a! — b'!
— PT D EEE) TS
b 0! a a a a! “si a+b a +b a—b a —b a+b a—b à
b me b D! d'Eb deb.
ou de celles qu’on peut en déduire par l’interversion des extrêmes : et des moyens, entraîne toutes les autres.
Il est à peine utile de dire que, en écrivant a — b, a! —b!, on suppose a > b, a! > b',
198. Nombres inversement proportionnels. — Lorsque des nombres sont proportionnels à d’autres, on dit souvent, dans le même sens, qu’ils leur sont directement proportionnels ; il va sans dire que k cet adverbe peut se sous-entendre. res
En supposant qu’aux nombres de l’ensemble |
&, b, C, d, see ; ‘ : | F.
correspondent les nombres de l’ensemble
GO, da: : . ]
PE ge EE 6
et qu'aucun nombre des deux ensembles ne soit nul, on dit que les nombres a, L',c', d',... sont inversement proportionnels aux nom-
Lu
bres a, b, c, d, …, s’ils sont proportionnels à leurs inverses, c’est; à-dire si les nombres des deux ensembles |
PARA DDR CP des.
HD SON ES
sont (directement) proportionnels.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le rapport de l'un quelconque des nombres du second ensemble au nombre correspondant du premier soittoujours le même ; ces rapports sont respectivement aa/!, bb!, cc!, dd’, .…; on déduit de là les conclusions suivantes :
Pour que les nombres 4/, D, c', d',... soient inversement proportionnels aux nombres a, b, c, d, .…., il faut et il suffit que le produit d’un nombre quelconque de l’un des ensembles par le nombre correspondant de l’autre ensemble soit toujours le même.
Par exemple, les nombres
et les nombres 200 on ASC
sont inversement proportionnels.
Pour que les nombres de l’un des deux ensembles correspondants
DDC te ce d:
soient inversement proportionnels aux nombres de l’autre, il faut et
il suffit que le rapport de deux termes quelconques de l’un des deux ensembles soit l'inverse du rapport des deux termes correspondants
‘de l’autre.
La condition est nécessaire et suffisante, car elle exprime que, dans les deux ensembles c°?
A CARPE AL TE le rapport de deux termes quelconques du second ensemble, par
exemple _ est égal au rapport
des deux termes correspondants du premier, c'est-à-dire que les
nombres de l'ensemble = A sont proporlionnels aux : nombres de l’ensemble a/, b', c', d!'... |
Je me contenterai d’énoncer la proposition suivante, dont la démonstration est immédiate.
Si les termes de l’ensemble Gb, t, di et ceux de l’ensemble d'bo 0, do sont inversement proportionnels aux termes de l’ensemble
[ a/!, Dre cl; d/!, 1
les termes des deux premiers ensembles sont directement proportionnels.
Exercices.
457. Ranger par ordre de grandeur toutes les fractions irréductibles dont les
deux termes sont moindres que 7.
Ranger par ordre de grandeur toutes les fractions irréductibles dans lesquelles
la somme des termes est inférieure à 1.
458. Mettre sous forme de fraction irréductible la somme des nombres :
oi 1 1: À 1 À 5° 03" 1234 A3 1,2.3.45.6 42.342407
Simplifier la fraction
462. Quelle est la plus petite puissance à laquelle il faut élever + pour que le 1 4 ; ‘à
À F e e 9 résultat soit moindre que 00
463. Les seuls nombres entiers que l'on puisse ajouter aux deux termes d'une fraction irréductible sans en altérer la valeur sont des équimultiples de ces termes. :
464. La somme de deux fractions irréductibles ne peut être un nombre entier que si elles ont même dénominateur. 1
465. La somme de plusieurs fractions irréductibles dans lesquelles les déno- ë minateurs sont premiers entre eux deux à.deux, ne peut être un nombre entier. 1
466. La somme de trois fractions irréductibles ne peut être un nombre entier, 3
si l’un des trois dénominateurs contient un facteur premier qui ne divise aucun . des deux autres.
167. Une femme porte des pommes au marché; elle en vend à une première personne la moitié, plus la moitié d'une pomme; à une seconde personne, la moitié de ce qui lui reste, plus la moitié d'une pomme. Après n opérations de ce genre, elle a tout vendu. Combien la marchande avait-elle de pommes ?
168. Si l'on range par ordre de grandeur toutes les fractions irréductibles moindres que l'unité, dont le dénominateuf est inférieur ‘à un nombre donné, les fractions à égale distance des extrèmes auront le même dénominateur et la somme sera l'unité.
Si l’on considère les fractions 1e tar
on pourra en prendre un assez grand nombre pour que leur somme dépasse tel nombre que l'on voudra.
171. Démontrer que l’on a, en désignant par n un entier plus grand que 1,
dl 1 1 1 4 1 1 1 1 => ee ———— AC So a en À, re . nest ms | EE MAÉ ETS ALT PA EE MS LT s T3 4 et on
472. Démontrer que l'on a, en désignant par n un entier quelconque, plus grand que 1,
1 1 l 1 LR Dax Se ÉCLAIR IT ES NE TRES 4.2 + 2.3 RATS n(n +1) n +1 1 {| es e équence de Pégalité = — > — —— ; on ob C'est une conséq galité — RM An LT ? servera que
cette mème égalité entraîne l'inégalité 1 1 1 (n +1} ie nt qui fournit aisément là solution de l'exercice suivant. 173. Sin et p sont des entiers quelconques, au moins égaux à 1,ona
1 1 1 1 1 dt mt mes tou mn Sn nr | 1 1 le premier membre est plus grand que BUT _ CAR ja : 474. La somme d'autant de fractions que l’on voudra, prises parmi les fractions
est toujours plus petite que f.
475. Démontrer que l’on a, en désignant par n un nombre entier plus grand
que 1, 4 1 1 1 53 esrt'ocs Tam Lim F9 OR il ie se (n +1) Rat
476. Si, en désignant par n un nombre entier plus ca que 1, on pose : ‘
hr 1 i Re PE as :
On aura : 1 EnL1i — (n + 1) en + LA 6 "A : s
ent1 = (n +2) en — Nen—1. À 5
471. Si n est un entier quelconque supérieur ou égal à 1, on a : . n Fe 4 À 2
Im um (L2c0n 026 AN EU ui n
Si p désigne aussi un entier supérieur ou égal à un, on a:
An | n+p MUR La 4.2... (n +2) RES 1.2... (np Et)
Fou 1 Ton AA Un ED Et l 1 “ 1 | dent Tia +2) cree (n +p +1) 1 1 1 <a sl:
178. Trouver un nombre entier de deux chiffres qui soit égal au double tu produit de ses chifires.
479. Trouver toutes les solutions possibles en nombres entiers x, y de l'équas tion ss ï
be 2 4
. 480. Trouver toutes les manières possibles de décomposer # en une somme de. fractions égales ou inégales dont chacune puisse s'obtenir en remplaçant, dans
l'expression eee , æ par un nombre entier plus grand que 2.
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Cette question et la précédente se présentent en Géométrie quand on demande : de paver le plan avec des polygones réguliers ayant tous le même côté et de, même espèce ou d'espèces différentes.
Trouver les solutions en nombres entiers de l'équation
4x = 23 (2x +2y —xy).
On observera tout d’abord que les nombres entiers x, y doivent être Li ‘que 6, sauf dans le cas où l’on supposerait x — 2.
(Cette question se présente quand on se propose de partager la Ste dns
sphère en polygones réguliers et égaux.) 482. P, a, b étant des nombres entiers premiers entre eux deux à deux, et P
étant HÉREUL au produit ab, démontrer que l'on ae mettre la fraction = ; et.
cela d'une ne façon, sous l’une des formes © ; es = + ê A, débit
‘étant des nombres entiers respectivement id - que a et Re Et ÀÈ 183. P, a, b, c, … étant des nombres entiers premiers entre eux deux à deux,
‘démontrer que la fraction
_ peut se mettre, et cela d’une seule façon, sous
l’une des formes.
œ Le à ne:
RE
n étant un nombre entier, et &, 6, y, …… des nombres aussi entiers, cr aucun L 03 n’est nul, et qu sont respectivement moindres que 4, 6, ésline ‘24
184. Soit une fraction irréductible dans laquelle le dénominateur est une
puissance d'un nombre entier, autre que 1. Démontrer que cette fraction/peut être mise sous la forme ne RS get aa et FES n étant un nombre entier, ainsi que les nombres os Lys +, Qu ; Ces nombres doivent être tous plus petits que a; le nombre a, ne peut être nul. 185. En supposant que le dénominateur d’une fraction irréductible, décomposé
. en facteurs premiers, soit az b8 cr …, où a, 6, c, … sont des nombres premiers
distincts, démontrer que cette fraction peut, et cela d’une seule façon, être mise
sous la forme
a a Au 1 — +1 +... + me
a‘ at—1 @ BEC EE AE 0e
Co C, Cy—1 + + ++ tp
CS
n étant un nombre entier ; les nombres a,, à,, .…., &x_1 étant entiers et plus petits que a; les nombres b,, b,,..., b8_1, étant entiers et plus petits que b, etc. Les nombres a,, b,, C,, ..., ne sont jamais nuls. 186. étant une fraction à termes entiers, plus petite que 4, on a, en désignant par g et a, le quotient et le reste de la division de b par a, LP : RE a—a, ; Ga ge 0 (gt)
L'emploi répété de cette égalité permet de mettre la fraction . sous la forme
a 1 1 { Bari tgpitaprie en désignant par g, q', qg', … des entiers, en nombre limité, qui vont en croissant (‘).{ 187. En conservant les notations de l'exercice précédent, montrer que l'égalité a 1 a,
| TP TIR 4 , permet de mettre la fraction ” sous la forme
Où il faut prendre dans les deux derniers termes les signes supérieurs ou les
1. Les Égyptiens, dans leurs calculs, n’employaient que des fractions ayant pour numérateur FENEE : u s l'unité, sauf, toutefois, la fraction 7e Toute fraction devait donc être décomposée en une somme
= de fractions ayant pour numérateur l'unité: la règle précédente fournit un moyen d'y arriver ; le problème admet d'ailleurs beaucoup d’autres solutions. Les Egyptiens cherchaient, autant qua possible, à avoir des dénominateurs simples, ou, au moins, décomposables en facteurs simples, mais nullement à obtenir une suite de fractions dont chacune fût très petite par rapport aux précédentes ; c'est ce dernier problème que résout la méthode indiquée,
signes inférieurs suivant que n est impair ou pair, et OÙ Go ur Us -+s Qn—1, Qn.
désignent des entiers croissants qui satisfont à la condition gp = CRE HE pour les valeurs 1,2, ..., n attribuées à l'indice p. 188. Si g est un nombre plus petit que 1,0on a — on PP Lg ni Lg a aie 489. Des joueurs, en nombre n eten ordre donné, conviennent que le perdant doublera l'argent des n — 1 autres : ils perdent chacun une partie dans l'ordre donné, et à la fin, ils ont chacun la même somme a. Combien avaient-ils en commençant ? es 490. Un vase contient a litres de vin; on en tire b litres que l'on remplace par de l’eau: on retire encore b litres, que l'on remplace par de l’eau, et ainsi de suite n fois: combien reste-t-il de vin dans le vase ? 494. Si x est un nombre quelconque et si n est un entier quelconque plus grand que 1, on a, en désignant par E(a) la partie entière du nombre a :
E(e)+E (x+ )+ E(e+£)+e+E(e+ — }=E (na).
ax + b :
492. Étant donnée l'expression 10 où a’, b' sont des nombres différents
de 0, démontrer qu'elle est toujours comprise entre _ et à; quand la valeur
de x augmente la valeur de cette expression augmente ou diminue suivant que
l'on a _ de . , Ou F e . ; qu'arrive-t-il quand on a + == 2.1
Re D elle QE 1
CHAPITRE VII FRACTIONS DÉCIMALES
$ 1. — Fractions décimales. Définition. Opérations.
199. Notation. — On appelle fraction décimale une fraction dont le numérateur est un nombre entier et le dénominateur une puissance de 10. Ainsi
sont des fractions décimales.
On emploie une notation spéciale pour représenter ces fractions, notation quiles rapproche des nombres entiers écrits dans le système décimal : elle consiste, dans le cas où le numérateur est supérieur ou égal au dénominateur, à écrire ce numérateur et à séparer à sa droite, par une virgule, autant de chiffres qu’il y a d'unités dans l'exposant de la puissance de 10 qui figure au dénominateur, ou, si l'on veut, qu'il y a de zéros au dénominateur écrit dans le système décimal ; ainsi la première et la troisième des fractions précédentes s’écrivent 1,8 et 1,214; dans le cas où le numérateur est plus petit que le dénominateur, on procède de même, mais après avoir placé à la gauche du nombre écrit au numérateur assez de zéros pour qu’il en reste un, et un seul, à gauche de la virgule ; ainsi la frac-
ES PT ON
bon — s’écrira 0,09; les fractions
s’écriront 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ; 0,0001 ; …
Les nombres écrits de cette façon sont des nombres décimaux. Inversement un nombre décimal se transforme immédiatement en fraction ordinaire; en supprimant la virgule, et en effaçant, si l’on
veut, les zéros à gauche, on a le numérateur; le dénominateur est .
l'unité suivie d'autant de zéros qu’il y avait de chiffres à droite de la virgule.
Ainsi les nombres 3,14159 ; 0,0037
ne représentent rien autre chose que les fractions 314159 Sttas 100000 ” 10000 ”
les chiffres à droite de la virgule sont les chiffres décimaux, dont
l’ensemble s'appelle quelquefois mantisse. Le nombre formé par l'ensemble des chiffres placés à gauche de la virgule’est la partie
entière de la fraction ; c’est, d’après la règle donnée au n° 94(p.107),
le quotient de la division du numérateur par le dénominateur, au sens
de la théorie des nombres entiers ; c’est donc le plus grand nombre
entier contenu dans la fraction, ou encore la valeur approchée de Ja fraction à une unité près, par défaut (n°5 167, 184). |
L'analogie de cette notation avec le système de numération adopté pour les nombres entiers est manifeste. Considérons par exemple la fraction décimale |
elle peut s’écrire
835 800 80:08 TE 5006 = LTÉE 1000 + 000 * 1000
ou encore, en faisant des simplifications évidentes,
en 274506 + 100 Ÿ 1000 ?
c'est ce que l’on exprime en disant que, lorsqu'on écrit 197,835, le premier. chiffre à droite de la virgule représente les dixièmes, le
second les centièmes, le troisième les millièmes, etc... Or 1 7
t dix dixiè Ut tdi tiè ; = VE vaut dix dixièmes ; 10 = 400 vaut dix cen 1èmes ; 100 1000 CU
dix millièmes. On appelle unité décimale du premier, du second, du
sde 1 d | troisième. ordre les nombres 0 * 100 * 1000 Dès lors, on
peut dire que chaque chiffre décimal représente des unités dix fois
. plus fortes que le chiffre décimal écrit à sa droite, et que le chiffre
des unités simples représente, lui aussi, des unités décimales dix fois plus fortes que le chiffre: décimal qui le suit, dont il est séparé par la virgule.
200. Interprétation concrète. — La signification d’un nombre décimal apparaît encore mieux si l’on $e reporte à la signification concrète des fractions.
Appelons mètre l'unité de longueur, etne craignons pas d'employer les mots décimètre, centimètre, millimètre, avec la signification à laquelle le lecteur est certainement habitué. Reprenons l'exemple précédent, en supposant que la fraction
127833 8 3 3 TG RÉ O) 1 en DEUST ne ÉSRTRAE" 1000 — 120895 TEST EG + T0
mesure une certaine longueur A. Sous la première forme, elle exprime qu on obtient A en partageant le mètre en 1000 parties (en millimètres) et en mettant bout à bout 127835 de ces millimètres : il est à peine utile de dire que cette opération est purement théorique; non seulement elle n’est pas praticable, mais on se la représente assez mal, tant à cause de la petitesse du millimètre qu’à cause du très grand nombre de ces millimètres qu'il faudrait mettre bout à bout. Sous la seconde ou sous la troisième forme, on reconnaît que la longueur A se compose de 127 mètres, de 8 décimètres, de 3 centimètres, et enfin de 5 millimètres ; on se la représente
_ beaucoup mieux.
On s’est contenté de décomposer la partie décimale du nombre considéré; mais la partie entière peut être décomposée de la même façon ; en écrivant le nombre 127,835 sous la forme J00><1+10>x<2+7 SA es is PR On 102, 108 à 1000
on voit que la longueur À se compose de 1 hectomètre, 2 décamètres, 7 mètres, 8 décimètres, etc... On voit aussi comment, dans le nombre 127,835, considéré comme la mesure d’une longueur, chaque chiffre représente des unités concrètes déterminées.
201. Réduction au même dénominateur. — Je ferai d’abord les observations suivantes : deux fractions décimales qui, écrites sous la forme de fractions ordinaires, ont le même dénominateur, ont le même nombre de chiffres décimaux quand on les écrit avec la notaüon décimale. Si on considère une fraction décimale écrite sous la forme d’une fraction ordinaire, on peut multiplier le numérateur et
le dénominateur par une puissance de 10, ce qui revient à placer un &
même nombre de zéros à droite du numérateur et du dénominateur, ou, dans la notation décimale, à placer ces zéros à droite 4 chiffres décimaux sans déplacer la virgule; ainsion a
12 guise JT 1 37100,
donc :
décimale, en plaçant des zéros à la droite des chiffres décimaux, sans déplacer la virgule ; on ne l'altère pas non plus en ADD * des zéros placés à droîte de la partie décimale.
Cette proposition apparaît aussi en se FÉPOran es à la Sienitéat des chiffres d’un nombre décimal, telle qu'on l’a expliquée au pee dent numéro. On a
placer des zéros à la place du dernier chiffre décimal reviendrait à ajouter au second membre des fractions à numérateur nul, ce qui ne le changerait pas.
D'après cela, on réduira au même dénominateur deux fractions . décimales écrites avec la notation décimale en plaçant assez de”
zéros à la droite de la partie décimale de celle des fractions qui a le moins de chiffres décimaux pour qu'elle en acquière autant que l'autre.
Si l’on se donne, par exemple, les deux fractions 19:314.:08
0,00897, on remplacera la première par 12,37100; les deuxfractions
ont le même dénominateur. ; Étant données autant de fractions décimales que l’on voudra, on des réduira au méme dénominateur en plaçant assez de zéros à la
droite des chiffres décimaux de celles qui en ontle moins pour que
toutes aient le méme nombre de chiffres décimaux.
202. Égalité, inégalité. — Quand deux fractions ont le même déno=
minateur, on reconnait tout de suite à l'inspection des numérateurs si
elles sont égales ou non et, dans ce dernier cas, quelle est la plus
grande. L'application de cette règle aux fractions décimales fournit les théorèmes suivants.
Pour que deux fractions décimales, écrites avec la notation
On n'altère pas une fr action décimale, écrite avec la notation
décimale, soient égales, il faut et il suffit que les chiffres avec lesquels elles sont. écrites soient les mêmes et occupent les mêmes places relativement à la virgule, sauf les zéros placés à droite des chiffres décimaux, zéros dont il n'y a pas lieu de tenir compte.
En d'autres termes, et en ne tenant pas compte des zéros qu'on peut placer à droite de la partie décimale, on ne peut écrire un nombre avec la notation décimale que d’une seule façon.
_ Deux fractions décimales étant données, on reconnaît que la première est plus grande que la seconde si la partie entière est plus grande, ou si, les parties entières élant égales, le premier chiffre décimal que l’on rencontre en allant de gauche à droite et qui diffère du chiffre décimal de méme rang dans La seconde fraction est plus fort que ce dernier. Ainsi l’on a 36,05027 > 36,0298, parce que l'on a
On peut faire sur les nombres décimaux une observation toute pareille à celle qui a été faite pour les nombres entiers quand on a traité de la numération (n° 72, p. 15). Chaque chiffre exprime des unités composées, simples ou décimales, d'un certain ordre; une unité de cet ordre est plus grande que le nombre formé par l'ensemble des-chiffres qui suivent le chiffre que l'on considère, en supposant que chacun de ces chiffres conserve la signification qu'il avait dans le nombre proposé.
Ainsi, dans le nombre 127,835, le chitire 8 représente des dixièmes- le chiffre ? représente des dizaines; un dixième ou 0,1 est plus grand que 0,035; une dizaine ou 10 est plus grand que
7,835; on a, en effet
OU nd 10000 7835 = 7906 > 1000 ? = 3000 1000
203. Mesure d'une longueur. Mesure approchée. — Plaçons-nous au point de vue concret et regardons le nombre 197,835 comme mesurant une longueur A, en prenant le mètre pour unité; cette longueur A se compose (n°200, p. 231) d'un hectomètre, de 2 décamètres, etc; on peut dire encore, en tenant compte de la remarque précédente, qu'elle est composée d’un hectomètre et d’une longueur A;,, mesurée par le nombre 27,835, qui est moindre qu'un hectomètre; que la longueur A, est composée de 2 décamètres et d'une longueur A:, mesurée par le nombre 1,835, qui est moindre
qu’un décamètre; que la longueur A; se compose de 7 mètres et d’une longueur A:;, mesurée par le nombre 0,835, qui est moindre qu'un mètre; que la longueur A; se compose de 8 décimètres et d’une longueur A,, mesurée par le nombre 0,035, qui est moindre qu’un décimètre, etc.
On peut imaginer que la mesure d’une longueur soit dirigée de manière à mettre en évidence les chiffres successifs du nombre décimal qui exprime cette mesure. |
Supposons qu’on ait à sa disposition des barres rigides dont les. unes aient pour longueur un mètre, d’autres 10 mètres ou un déca-
mètre....; d’autres 100 mètres ou un hectomètre; d’autres 10
1 Ne ?
de mètre ou un ‘décimètre, d’autres ETTNE de mètre ou un cen-
1 Hi ue timètre, d’autres 000 de mètre ou un millimètre, ..….; je suppose
qu’on puisse mettre toutes ces barres bout à bout, en ligne droite. Afin de ne pas décrire une opération par trop déraisonnable, je supposerai que la longueur rectiligne O0’, que l’on veut mesurer, ne contienne pas dix décamètres, et qu'on utilise seulement les barres dont les longueurs sont respectivement un décamètre, un mètre, un décimètre, un centimètre. a
On se servira d'abord des barres d’un décamètre; à partir du
point O, bout à bout, on placera le long de la droite O0’ autant de " décamètres qu’on le pourra, sans dépasser le point O'; je suppose
qu on puisse en placer 3 mais non 4 et je désigne par O, l'extrémité
du troisième décamètre; la longueur O0,0/ est moindre qu’un déca- «
mètre, on la mesurera avec des mètres; le long de 0,0), à partir de O,, on placera bout à bout autant de mètres qu'on pourra sans dépasser 0’, T par exemple; je désigne par O, l'extrémité du sepuème mètre; la longueur 0,0’ est moindre qu’un mètre: on la mesurera avec des décimètres; le long de 0,0’, à partir de O;, on placera À bout à bout autant de décimètres qu’on pourra, sans dépasser O0, 2 par exemple; je désigne par O; l'extrémité du deuxième décimètre;
la longueur 0,0” est moindre qu'un décimètre, on la mesurera avec
des centimètres; pour simplifier, je suppose qu’elle en contienne exactement 4. La longueur O0’ se compose de
3 décamètres, 7 mètres, 2 décimètres, 4 centimètres:
le nombre qui la mesure, en prenant le mètre pour unité,
s'écrira 37,24; le premier chiffre représente des décamètres, le 4
AE Érs
second des mètres, le troisième des décimètres, le quatrième des centimètres. ‘
La longueur O0’ contient 3 décamètres et n’en contient pas 4; elle contient 37 mètres et n'en Contient pas 38; elle contient 312 décimètres et n’en contient pas 373; elle contient 8724 centimètres et n’en contient pas 3725. Ces remarques justifient les façons de parler suivantes :
9 décamètres, 37 mètres, 372 décimètres, 3724 centimètres sont les mesures approchées, par défaut, à un décamètre près, à un mètre près, à un décimètre près, à un centimètre près (1).
Les mesures approchées, par excès, à un décamètre près, à un mètre près, à un décimètre près, à un centimètre près seraient : 4 décamètres, 38 mètres, 373 décimètres, 3795 centimètres. Notons encore que, si l'on prend le mètre pour unité, les nombres qui mesurent les diverses valeurs approchées sont :
ASS
Le lecteur fera Sans peine des observations analogues sur la façon d'effectuer une pesée, au moyen de poids dont chacun vaut 10 des suivants, et sur la manière d'écrire le résultat de cette pesée.
204. Addition et soustraction. — On ramène les fractions écrites dans la notation décimale à avoir le même nombre de chiffres décimaux; elles peuvent être regardées alors comme ayant le même dénominateur ; en employant la notation des fractions ordinaires, il faudrait, pour ajouter ou retrancher les fractions, ajouter ou retrancher les numérateurs : l'opération faite, on aurait ensuite à revenir à la notation décimale, en séparant à la somme ou à la différence autant de chiffres décimaux qu'il y en avait dans chacun des nombres. Pour ajouter ou retrancher les numérateurs, on les disposerait comme il a été expliqué dans la théorie de l'addition ou de la soustraction des nombres entiers et, puisque les chiffres décimaux dans les fractions données sont partout en même nombre, on voit que les virgules, si on les avait conservées, seraient toutes dans une même colonne verticale, les unes au-dessous des autres, et que, dans la somme ou la différence, la virgule devrait être placée dans le prolongement de la même colonne verticale : le plus simple sera donc de conserver ces virgules dans les nombres donnés, que l’on écrira les uns au-dessous des autres, de
1. On conserve cette facon de parier, même quand la mesure est exacte, comme on a supposé que c'était ici le cas, pour la dernière,
manière que les virgules soient dans une même colonne verticale, ainsi que les chiffres qui, dans les différents nombres, occupent le 4 même rang, Soit à droite, soit à gauche, par rapport à la virgule; de faire l’addition ou la soustraction, comme pour les nombres entiers, sans tenir compte des virgules, et, enfin, de placer, au total ou à la différence, la virgule sous les virgules des nombres à ajouter ou à retrancher. On voit que, au moins pour l'addition, l’adjonction de zéros à droite des chiffres décimaux est inutile, puisque ces Zéros. n'interviennent pas dans l'addition. Pour la soustraction, on peut … aussi bien se dispenser d'écrire ces zéros, mais il faut faire l’opératon comme s'ils existaient. ee.
On a donné ci-dessous un exemple d’addition et un exemple de soustraction pour des nombres décimaux : “4
0,0987 28,53 191 0,7982 38,74 PR de | 27,1318 162,7747
205. Multiplication. — Pour multiplier deux fractions décimales écriles avec la notation décimale, on fait la multiplication comme pour les nombres entiers, sans tenir compte de la virgule, on sépare ensuile à la droîte du produit autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le multiplicande et le multiplicateur.
Soient, par exemple, les deux fractions décimales 37,82 et 2,387:
on peut les écrire 3782 2287
leur produit est 31802 << 2381.
on l’obtiendra donc en multipliant 3782 par 2387 et en séparant 21 3 —5 chiffres décimaux à droite ; on dispose l'opération comme
Ci-dessous :
CURE
Lorsque l’un des facteurs est un nombre entier, on doit séparer dans le produit autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans l’autre facteur.
Observons en particulier le cas où le multiplicateur est l’un des nombres 10, 400, 1000, .… . On peut alors appliquer la remarque du n°168 (p. 187) relative au cas où l’on a à multiplier une fraction par un nombre entier qui divise exactement le dénominateur de cette fraclon.
Soit, par exemple, à multiplier par 100 la fraction 2,87145 ; on
peut écrire cette fraction Lie pour la multiplier par 100, il suffit d'en diviser le dénominateur par 100, ce qui se fera en supprimant
deux zéros et donnera la fraction
en l’écrivant avec la notation décimale, elle sera écrite avec les mêmes chiffres, mais avec deux chiffres décimaux de moins que la fraction donnée 2,87145 ; elle s’en déduira donc en avançant la virgule de deux rangs vers la droite. Ainsi:
Pour multiplier une fraction décimale écrile avec la notation décimale par 10, 100, 1000, .…, on avance la virgule de 1, 2, 5, .…. rangs vers la droite. Si l'on était arrêté dans cette opération par le manque de chiffres décimaux, on introduirait des zéros. Ainsi le produit de 0,27 par 10000 s’obtiendra en appliquant la règle précédente à la fraction 0,2700 ; ce qui donne 2700; dans ce cas, après l'opération, il est évidemment inulile d'écrire la virgule.
206. Puisque la multiplication des nombres décimaux revient à la multiplication des nombres entiers, on pourra, si l’on ne veut conserver qu'un certain nombre de chiffres d’un produit, appliquer le procédé dit abrégé (n°93, p. 101). Les calculs sont tout pareils, qu’il s'agisse de nombres entiers ou décimaux ; la seule précaution à prendre concerne la détermination de l’ordre du dernier chiffre conservé. Les explications qu'on vient de donner et celles que l’on a données lorsqu'on a exposé la théorie de l'opération abrégée permettront toujours de le faire avec sécurité.
207. Division. — Observons d'abord que pour diviser (exactement) un nombre décimal par 10, 400, 1000, .…, il suffit de reculer la virgule vers la gauche de un, deux, trois, … rangs. Si on estarrêté dans l'opération par le manque de chiffres, on suppléera à ces chiffres.
par des zéros placés à gauche de la partie entière, en nombre suli-
sant pour que, après l'opération, il en reste un avant la virgule.
is
Ainsi le quotient exact de 132,781 par 100 est 1,392781 ; celui de. : 0,07 par 1000 est 0,00007. Gette règle se déduit si l’on veut de la règle relative à la multiplication d’un nombre décimal par 10,100,1000,...; en multipliant en effet le nombre 1,82781 par 100 et le nombre 0,00007 par 1000, on retrouve évidemment les nombres donnés 132,781 et 0,07. . os
208. Dans le cas général, on obtiendra le quotient exact d'un nombre décimal par un autre nombre décimal ayant le même . nombre de chiffres décimaux (ce que l'on peut toujours supposer), … en écrivant une fraction ordinaire dont les deux nombres décimaux donnés soïent respectivement le numérateur et le dénominateur, et en supprimant les virgules. | | "50
Soit, par exemple, à diviser 38,761 par 21,142: c'est diviser de
38761 21149 | do DA 71000 PA 000 : le quotient est | EE L 38161 >< 1000 38761 1000 >< 21142 9312.
Il est mis sous, forme d’une fraction ordinaire: nous ne pouvons pour le moment aller plus loin ; je reviendrai (n° 237, p. 263) sur la division des nombres décimaux, après avoir traité de la conversion … dune fraction ordinaire en fraction décimale, problème qui se pose”rt
maintenant de lui-même.
$ 2. — Conversion d'une fraction ordinaire en fraction décimale.
209. Le problème est le suivant : Étant donnée une fraction ordinatre, trouver la plus grande fraction décimale d’un nombre donné de chiffres décimaux qui ne dépasse pas la fraction donnée.
Soit, en désignant par a, b des nombres naturels, + la fraction |
donnée ; cherchons le plus grand nombre décimal de x chiffres qui à ne dépasse pas cette fraction ; en le mettant sous forme d'une frac-” ù
üon ordinaire, on pourra le représenter Par 5%, É élant un nombre | entier qui, d'après l'énoncé, doit satisfaire aux inégalités.
pu rot TOR PRE AO
d’où on tire
REIMS CE +1; | à
ces dernières inégalités montrent que k est la partie entière de la
. AOra jee L : MES fraction 5 0ù si lon veut, le quotient entier de la division de
10*a par 6.
La fraction 107 est ce qu’on appelle {a valeur approchée de + à
Tux Prés, par défaut ; je la désignerai quelqueiois comme la valeur
a b parler supposera qu’elle est écrite dans la notation décimale, c’est-àdire en séparant » chiffres décimaux à la droite du nombre entier k.
approchée normale de — avec n chiffres décimaux; cette façon de
.. k+1 La fraction est ce qu’on appelle la valeur approchée de
(a Fu 40% Pres, par exces.
Si la division de 107 >< a par b se fait exactement, la fraction ordi-
E (44 r A k L4 naire > st égale à TÜr ? elle est alors transformée exactement en
fraction décimale. On conserve toutefois le nom de valeur appro-
chée par défaut à la fraction TU : ainsi 0,375 et 0,376 sont les
_ valeurs approchées par défaut et par excès à 0,001 près de la frac-
Re, tion +, qui est exactement égale à 0,375.
Supposons que la division de 10*a par b ne se fasse pas exactement ; le quotient est k ; soit r le resie; on a A0ra—bk+?r;
en regardant les deux membres de cette égalité comme les numérateurs de fractions dont le dénominateur serait 10*b ou, ce qui revient au même, en divisant (exactement) les deux membres par 10", on a
107%a bk r
10% 10% æ 102% ou, après des simplifications évidentes, € (/ k 1 x D A0 | 10 5°
QUE on voit par là que la différence entre - et la valeur approchée A0
est le produit de par la fraction n , plus petite que 1.
Si, par exemple, on veut avoir la valeur approchée de . à Le : près, par défaut, on divisera 31 x 105 par T1; le quotient est # 4428571, le reste est 3 ; la valeur approchée que l on cherche s’ob- . tient en séparant 6 die décimaux au quotient; elle est 4,428571.
On a d’ailleurs, en vertu de la division, à © 81000000 — 4428571 >< 7 + 3, ‘à d’où, en divisant (exactement) par 1000000 >< 7,
nn 1 De égalité qui montre que la différence entre Le et la valeur approchée
4,428571 est égale aux trois septièmes de 0,000001.
Pour trouver le plus grand nombre décimal de n chiffres quisoit inférieur ou égal à une fraction donnée, on multiplie cette fraction par 107, on cherche la partie entière du produit et, à droite de celle parlie entière, on sépare n chiffres décimaux.
Le nombre décimal ainsi formé et celui qui s’en déduit en ajoutant ? au nième chiffre décimal sont les valeurs approchées de la
fraction donnée, à Tor Près, par défaut et par excès.
te . 1 210. Désignons par A la fraction donnée et posons « ne TI afin d'abréger l'écriture.
Considérons la progression arithmétique
Card one
DENIS RTS) ET RER TR NET. EN EU
ait
qui commence par 0 et dont la raison est «; c’est, si l’on veut, la suite des nombres décimaux qui ont x chiffres décimaux : nous la supposons prolongée assez loin pour qu’elle contienne des nombres plus grands que A. 4 S'il y a un terme de cette suite, ka par exemple, qui soit égal à À, ce terme est la valeur approchée de A à « près par défaut ; le terme
ET
: Ne y
à suivant est la valeur approchée de A à «a près par excès: dans ce cas, ‘ la différence entre A et n'importe quel terme de la suite, autre que ? «, est au moins égale à «. Si aucun terme de la suite n’est égal à a, 7
c’est que À tombe entre deux termes consécutifs de la suite ka et (4 +1)a, par exemple : ces deux termes sont les valeurs appro- 4 chées de À à « près, par défus et par excès ; leur différence avec A
est moindre que &; la différence entre A et n'importe quel autre terme de la suite est supérieure à x.
Imaginons que, dans la progression arithmétique
LA LL AC HE LRES CPAS
: 1 1 1 « représente successivement 1, 0 > 100 ? “> gr ; ON aura
ainsi une suite de progressions commencant toutes par 0, dont la première est la suite des nombres entiers ; la seconde, la suite des nombres décimaux à un chiffre décimal, etc... On se représente: assez bien ces progressions successives, en imaginant une longue règle divisée en mètres, chaque mètre étant divisé en décimètres, chaque décimètre en centimètres, etc., … ; l'extrémité de la longueur mesurée par le nombre A, dont on suppose l'origine au 0 de: la règle, pourra coïncider avec l’un des points de division ou bien tomber toujours entre deux des numéros qui marquent les mètres, deux des numéros qui marquent les décimètres, etc. En se reportant à cette image, le lecteur reconnaîtra sans peine que les valeurs approchées de A par défaut à 4, à 0,1, à 0,04, … près vont en augmentant, ou plutôt ne diminuent jamais, tandis que les valeurs approchées par excès à 4, à 0,1, à 0,01, près vont en diminuant, ou plutôt n’augmentent jamais.
Je me borne à ces indications sur la démonstration de propositions d’ailleurs très importantes, qu’on va retrouver en étudiant de plus près la règle même du n° 209 (p. 240) qui donne le moyen d'avoir les valeurs approchées. |
212. Si l’on veut avoir les valeurs approchées par défaut à 1,
à 0,1, à 0,01, à 0,004, … près d’une fraction, de or par exemple,
on aura à diviser par 7, au sens de la théorie des nombres entiers, les nombres 31, 310, 3100, 31000, ..; mais chaque opération sert à la suivante. On divise d’abord 31 par 7, le quotient est 4 et le reste 3; on doit diviser ensuite 310 par 7, mais on a calculé déjà le premier chiffre de ce quotient qui est 4, et l’on a le reste correspondant qui est 3. Pour continuer l'opération, il faut abaisser un 0, ce qui donne 30; en divisant 30 par 7 on obtient le second chiffre du quotient qui est 4, et le reste correspondant qui est 2; la valeur approchée à 0,1 près est 4,4. Pour avoir la valeur approchée à 0,01 près, on devrait diviser 3100 par 7; mais on a déjà les deux premiers chiffres du quotient, et le reste correspondant qui est 2; pour continuer l'opération, il faut abaisser un zéro, ce qui donne 20, diviser 20
par 7, ce qui donne comme quotient 2 et comme reste 6; la valeur approchée à 0,01 près est 4,42. Pour obtenir la valeur approchée à 0,001 près, on devra diviser 31000 par 7; mais on a déjà trois
chiffres du quotient et le reste correspondant, etc... On adopte pour
les calculs la disposition suivante (le diviseur n’ayant qu un chiffre,
on n’a pas écrit les produits de ce diviseur par les divers chiffres du
quotient ; on s’est contenté.d'écrireles restes) :
On conclut de là la règle que voici
20 [228871 | Pour obtenir la valeur approchée d’une Sd | fraction ordinaire avec un certain nombre 60 : | de chiffres décimaux, on divise le numéra- 20 | teur parle dénominateur au sens de la théo- 50 | rie des nombres entiers; le quotient fournit 10 / la partie entière de la fraction décimale a “ cherchée, ou la valeur approchée de la frac-
tion donnée à une unité près, par défaut ; on met une virgule à la suile -du quotient ‘trouvé, un zéro à la suite du reste, et on continue la division, ce qui donne au quotient le
premier chiffre décimal cherché ; à la suite du nouveau reste, on
place un zéro, et on continue la en, on a au quotient le second chiffre décimal cherché ; on continue ainsi en plaçant chaque fois un zéro à la suite du reste, jusqu'à ce que l'on ait le nombre de chiffres voulu : la fraction décimale écrite au quotient est la valeur approchée que l’on cherche, sa différence avec la fraction donnée est égale au produit d'une unité décimale de l'ordre du dernier chiffre décimal écrit au quotient par une fraction ordinaire moindre que 1, dont le dénominateur est le dénominateur de la fraction proposée, et le numéraieur le dernier reste de la division.
L'opération qu'on vient de décrire et qui permet d'obtenir, au
moyen d’une division poursuivie aussi loin qu'on le veut, les chiffres
successifs des fractions décimales qui approchent d’une fraction
ordinaire À à un dixième, un centième, .… près, par défaut, est ce. que j'appellerai, d'une façon un peu impropre, la conversion du
nombre À en fraction décimale : celte expression n'est vraiment
correcte que dans le cas, sur lequel j'insisterai tout à l'heure, où.
l’on parvient à une fraction décimale égale à A ; je la conservera, même quand il n’en est pas ainsi, pour la cor du langage. 243. L'opération même met en évidence la proposition suivante :
les valeurs approchées normales (n° 209, p. 239) d’un nombre À avec |
un, deux, trois, quatre, … chiffres décimaux s’obtiennent chacune en plaçant à la droite de la précédente un certain chiffre de plus:
D'après cela, il est clair inversement que si l’on a calculé la valeur approchée normale de A avec n chiffres décimaux, on en déduira les valeurs approchées normales avec un, deux, ..., n —1 chiffres
décimaux en gardant seulement un, deux, .., n—1 chiffres déci-
maux dans la valeur approchée normale avec n chiffres décimaux.
Voici une proposition du même genre
Ayant la valeur approchée normale du nombre fractionnaire A avec x chiffres décimaux, on obtient les valeurs approchées normales avec n —1, n — 2, n — 3, …, chiffres décimaux des nombres 10A, 100 A, 1000 À, … en avançant simplement la virgule de un, deux, trois, … rangs ; en avançant la virgule de n rangs, on obtient la partie entière de 10"A. Inversement, en partant toujours de la même valeur approchée et en reculant la virgule de un, deux, trois, … rangs vers la gauche, on obtient les valeurs approchées normales avec n+1, n+9, n<+38, … chiffres décimaux des
nombres A A A
É'tablissons d’abord la première partie; il suffit de se reporter à l'opération du n° 212 (p. 241) pour reconnaître que, si on cherche les
; 3 ; 31 valeurs approchées successives des fractions T- et 7, On trou-
vera exactement les mêmes chiffres au quotient, les mêmes nombres comme restes partiels, et dans le même ordre. Seulement, dans le second cas, les chiffres du quotient représentent des unités 100 fois plus grandes que dans le premier. De ce que, par exemple,
la valeur approchée par défaut de _ avec à décimales est 4,498,
k 9100 il résulte que la valeur approchée normale de 7 avec une décimale est 449,8. |
Au reste, cette conclusion, sans faire appel à l'opération, résulte de ce que les inégalités
4,498 _ < 4,499 entraînent évidemment, en multipliant tout par 100,
442,8 Z ee < 449,9.
La première partie est démontrée ; la seconde s'établit immédia-
tement par un raisonnement analogue à celui qu'on vient de faire; mais on peut remarquer qu’elle résulte de la première : la valeur …
approchée normale de avec six décimales est 4,428571 ; il faut
bien que la valeur approchée normale de ir, avec huit décimales,
soit 0,04498571 pour que, en avançant la virgule de deux rangs vers
la droite, on retrouve 4,428571.
LA A R 245. Supposons que la fraction ordinaire -- se trouve être épalea une fraction décimale, et que cette fraction décimale ait mn chiffres “4
; a ; ne décimaux; en calculantles valeurs approchées de =, par défaut, à
Dis
À De ut Î : “5.4 la fraction décimale égale à 7, et l’on en sera prévenu par ce fait
près, comme il a été expliqué, on tombera nécessairement sur
que le reste de la division partielle qui correspond au nième chiffre décimal est nul. L'opération, comme on dit, est terminée; si on
voulait la continuer, on ne trouverait désormais, comme chiffres du ‘#
: à se quotient, et comme restes partiels, que des zéros. Si la fraction 7
n’est égale à aucune fraction décimale, l'opération pourra se conti nuer indéfiniment, on ne trouvera jamais un reste nul.
à fs à : nr - | 946. Il convient de savoir reconnaître sur la fraction ne elle-même
s’il existe ou non une fraction décimale qui lui soit égale.
$ di: Re Supposons la fraction —= irréductible, et supposons que cette frac- L.
b tion soit égale à une fraction décimale de » chiffres décimaux, dont. le dernier ne soit pas un zéro; alors, en vertu même de la façon dont on fait l'opération, le nombre a, quand on a placé à sa droite n zéros, doit être divisible par d et les nombres obtenus en plaçant à la droite de a moins de n zéros ne doivent pas être divisibles par à; en
d'autres termes, 407 est la plus petite puissance de 10 telle que. a><A0" soit divisible par b. Pour que a ><10* soit divisible par b,,
comme b est premier à a, il faut et il suffit que b divise 10*ou 2e es
ou encore que b, décomposé en facteurs premiers, ne contienne pas d'autre facteur premier que 2 et 5 et que le plus grand des EXPO:
_ sants dont sont affectés ces facteurs premiers soit au plus égal à n: Inversement, la plus petite puissance de 10 telle que son produit
S en, +8 ire vie à re
LA
par a soit divisible par b aura un exposant n égal au plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans b, décomposé en facteurs premiers. La condition nécessaire el suffisante pour que la fraction érré-
ductible _. soit égale à une fraction décimale, est que le dénomi-
nateur d de cette fraction, décomposé en facteurs premiers, n’admette pas d'autre facteur que 2 et 5 ; le nombre des chiffres déci- 4 a La maux du nombre décimal égal à pe est égal au plus haut des exposants dont sont affectés ces facteurs 2 et 5 dans b. La même proposition s'établit directement. Trouver un nombre se TT 4 :
décimal égal à la fraction 7 : c'est trouver un nombre entier A et un exposant n, tels que l’on ait À 407 ?
FT
ou HO IOrES A ÉD:
Pour que cela soit possible, il faut et il suffit qu’il y ait une puissance de 10 telle que son produit par a soit divisible par 6. Chaque puissance de 10 qui jouit de cette propriété fournit un
nombre décimal égal à JL. nombre qui a autant de chiffres déci-
maux qu'il y a d'unités dans l’exposant de cette puissance. Ces nombres décimaux, égaux entre eux, ne peuvent différer que par les zéros qui les terminent; celui d’entre eux qui n’est terminé par aucun zéro provient donc de la plus petite puissance de 10, qui, mulüpliée par a, soit divisible par b. Si b est premier à a, les conclu-
_ Sions sont les mêmes que tout à l'heure.
On trouve ainsi
g —=05; 125 == 0,25; —g— = 0,125 ; je = 0,0625 ;
1 1 1 vas:
5 —=0,2; Ds = 0,04; 195 — 0,008 ; 605 — 0,0016 217. Lorsque le dénominateur b d’une fraction irréductible _
contient d'autres facteurs premiers que 2 ou 5, en effectuant la réduction de cette fraction en fraction décimale, on ne parvient jamais à un reste nul, et l'opération peut être poursuivie indéfini-
ment. Les remarques qui suivent s'appliquent spécialement à ce cas; elles s'appliquent encore dans le cas où l’opéralion se fermine, en. imaginant qu'on la poursuive cependant, ce qui revient à placer successivement des zéros à droite de la fraction décimale exactement égale à la fraction proposée. 1 Pour la commodité de l'écriture, désignons par A la fraction considérée ; soit (1) lo; Us Use
la suite des valeurs qui approchent de A, par défaut, à 1, à 0,1, à 0,01, ... près; soit de même
(2) bor-ba, ba, 6
la suite des valeurs qui approchent de A par excès à 1, à 0,1, à
0,01, … près. Si A, par exemple, est égal à DE les deux suites pré-
cédentes seront respectivement
Le lecteur est prié de se représenter les nombres @, @, ds, .…, comme écrits sous la forme décimale; ils comportent un, deux, trois, …, chiffres décimaux. De même pour les nombres b:, b:, Ds,
Le premier terme à, de la suite (1) est entier, il est la partie entière du terme suivant 4, qui comporte un chiffre décimal; en plaçant à la suite de a, un chiffre convenable, on obtient &, etc. Chaque terme de la suite (1) se déduit du précédent en écrivant un chiffre décimal de plus ; il est donc plus grand, sauf dans le cas où ce chiffre décimal serait un 0.
A mesure qu'on s'avance vers la droite, dans la suite (1), les termes vont en augmentant ou plutôt ne vont jamais en diminuant. Plusieurs termes consécutifs peuvent être égaux.
Considérons maintenant la suite (2); chaque terme s'obtient en
augmentant d'une unité le dernier chiffre du terme correspondant
de la suite (1); on a par conséquent 1 : 4 bo—= do +1, b=u+ 5: Aie À EVER
je vais établir la proposition suivante :
A mesure qu'on s'avance vers la droile, dans la suite @), les termes vont en diminuant, ou plutôt n augmentent jamais.
EU
ASK
Le 28
Considérons, par exemple, la façon dont b,, b, et a, se déduisent de a, ; désignons par «: le dernier chiffre de a; ; on a
) { B= + y DRE oo?
Sauf dans le cas où «, est un 9 et où, ainsi, «+1 est égal à 10, b; est plus petit que b,; si « —=9, le dernier chiffre de b, est un 0 et b, est égal à b..
218. Notion de limite. — Soit À une fraction quelconque ; soient, en général, @, et b, ses valeurs approchées par défaut et par excès à
ETIZ près ; on aura
An LA <Ün, On — = QG:
_ la différence entre A et l'un ou l’autre des nombres an, 0, est au plus
égale à Tor ; on peut prendre n assez grand (n° 162, p. 182) pour que cette fraction soit plus pelite que tel nombre que l’on voudra, car n peut êlre pris assez grand pour que 10” dépasse tel nombre que l’on veut; c’est ce qu on exprime en disant qu'on peut approcher autant que l'on veut d'une fraction quelconque, soit en moins, soit en plus, au moyen d'une fraction décimale. Ces valeurs approchées suffisent dans les calculs pratiques ; c’est un point sur lequel je reviendrai plus lard.
Si, par exemple, on veut des fractions décimales dont la différence
avec —— soit moindre que 08 703 » on commencera par substituer à
ce dernier nombre un nombre plus petit qui soit l'inverse d’une puissance de 10, par exemple #) an LE 3 >< 100000 105 ?
les deux fractions décimales 4,42857 et 4,42858 sont approchées 1 l
de —- à os Près, l’une par défaut, l'autre par excès, elles répon-
dent à la question; il en sera de même évidemment des fractions
- qui viennent après #,42857 et 4,42858 dans les suites indéfinies (!) des
valeurs approchées de TF par défaut et par excès.
1. Le mot indéfinie veut dire qu'après chaque terme de la suite, il y en a un autre.
D'une facon générale, si l’on se donne un nombre s aussi petit qu’on le veut, on peut lui faire correspondre un nombre naturel », tel que les différences entre A et a,, entre A et n'importe lequel des nombres qui viennent après a, dans la suite des valeurs approchées par défaut, soient moindres que «; de même aussi, la différence entre A etb,, entre A et n'importe lequel des nombres qui viennent après b dansla suite des valeurs approchées par excès, sont moindres que «. C’est ce qu’on exprime en disant que a, et b, ont pour limite A, quand x grandit indéfiniment.
On s’exprime aussi quelquefois de la façon suivante :
La suite indéfinie as, &2, ...dn,… des valeurs approchées par défaut
d’une fraction ordinaire À à 70° 100 ur Près, a pour limite ù.
cette fraction ; de même aussi la suite b,, be,..., bn,... des valeurs approchées, par excès, de la même fracton A, aux mêmes ordres, a pour limite cette fraction. :
219. Considérons en général une suite indéfinie de nombres &, C2, An,.… tels que l’on sache calculer l’un quelconque d’entre eux connaissant son rang ; on dira que cette suite a pour limite un nombre A, ou mieux que a à À pour limite quand x croît indéfiniment,
afin de dire, en gros, que @, est très voisin de À quand n est très
grand, aussi voisin qu'on le veut pourvu que n soit suffisamment grand. Toutefois ces façons de parler ne sont pas assez précises ; non seulement le lecteur peut demander ce que c’est qu’un nombre très grand ; mais encore il importe de faire entrer dans’la définition
du mot limite cette idée que la différence entre A et @, très petite.
quand x atteint une valeur très grande, reste es petite quand % dépasse cette valeur.
. D'une facon précise, on dira que a à pour limite À quandn grandit indéfiniment, si à chaque nombre donné, aussi petit qu'on veut,
e, On peul faire correspondre un entier n, tel que la différence () Ù q
entre À et an ou l’un quelconque des lermes qui suivent ax soit toujours moindre que €.
Par exemple 1 + roue
indéfiniment: on dit la même chose en disant que la suite indéfinie,
ue 4 > n +1 9) , 3 , % D: fee 3 TR 8
, a pour limite 1 quand x grandit
1. La différence peut être À — an, ou an — À suivant que an est plus petit. ou plus grand -que À.
CPAS RES
a pour limite 1; il en est de même des suites
LT a Sa NAT d D 7 On +1
mt Ac 6 ? .…., NE:
Cette notion de limite, que l’on rencontre ici pour la première fois en Arithmétique, est très importante.
220. Remarquons que, si l’on réduit en fractions décimales deux fractions différentes A, A/, en poursuivant l’opération indéfiniment, on finira nécessairement par trouver des fractions décimales différentes: en d’autres termes, il est impossible que, en cherchant
pour les deux fractions les valeurs approchées par défaut à 70 :
1 « A £ T0 ? “> A0” près, on tombe sur la même suite &:, d:,..., An, .…….
En effet, si ces deux fractions conduisaient à cette même suite, elles
WE D à à 1 devraient être comprises toutes deux entre ax et &än + Ar leur , NP te 1 _ différence devrait donc être inférieure à Ame quel que fût n, et cela
; : nr 1 est impossible, puisqu'on peut prendre n assez grand pour que T7
soit plus petit que la différence entre A el A’.
: $ 3. — Fractions décimales périodiques.
224. Nous avons vu que deux cas peuvent se présenter, quand on cherche les fractions décimales approchées de la fraction ordi-
naire — par défaut à 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ; … près : l'opération peut se
terminer ; c’est ce qui arrive quand il existe une puissance de 10 telle que, en multipliant a par cette puissance, le produit soit divisible par b; dans le cas contraire, elle peut être poursuivie indéfiniment.
Il me reste à faire quelques observations sur la façon dont se suivent les chiffres dans les valeurs approchées, observations qui sont d’ailleurs plus intéressantes au point de vue théorique qu'elles ne sont utiles dans la pratique.
On peut se borner au cas où le numérateur de la fraction est plus petit que le dénominateur ; s’il était plus grand, on substituerait à
ce numérateur le reste de sa division (au sens de la théorie des nombres entiers) par le dénominateur ; en continuant l'opération, on trouverait évidemment les mêmes chiffres décimaux.
Considérons, par exemple, la fraction Le on est bien dans le cas. où l’opération ne se termine pas, puisque cette fraction est irréducble et que son dénominateur 14—2>%<7, décomposé en facteurs premiers, contient un facteur premier 7, autre que 2 ou 5; en lui appliquant la règle du n° 212 (p. 241), on est amené à faire l’opération figurée ci-dessous :
On a trouvé comme dividendes partiels
He A successifs 130, 40, 120, 80, 100, 20, 60, 40: _7_ 1 0,9285714 à partirde ce dernier, qui a été déjà obtenu, 40 il est clair que les opérations vont se repro- 28 duire exactement comme elles se sont pro-
SP duites à partir du moment où on a obtenu
une première fois ce dividende partiel, c’est- :
cure à-dire qu'on retrouvera dans le même ordre
8 0 les dividendes partiels 120, 80, 100, 20, 60,
70 40, et, au quotient les chiffres 9, 8, 5, 7, 1,
4, et ainsi de suite indéfiniment. Cette cir-
98 constance pouvait être prévue, car les divi-
dendes partiels proviennent des restes par-
20 = üels par l’adjonction d’un zéro : or ces restes
14 sont nécessairement plus petits que 14 et
60 différents de zéro; ils ne peuvent donc être
5 6 que les nombres 1, 2, 8, ..., 12,13: au bout
AE de 13 opérations partielles au plus, on devait
4 0 donc retomber, soit sur un reste déjà obtenu,
soit sur le numérateur même de la fraction
dont on est parti; à partir de ce moment, les opérations partielles
se reproduiront périodiquement toujours les mêmes, et l’on n’aura
aucune peine à écrire la fraction décimale approchée par défaut de la fraction donnée, avec autant de chiffres que l’on voudra.
Si, dans l'exemple précédent, on veut 12 chiffres décimaux, on
écrira :
222. On appelle fraction décimale périodique un symbole écrit comme une fraction décimale ordinaire, mais où l’on imagine une suite indéfinie de chiffres décimaux qui, à partir de l’un d’entre eux.
se reproduisent périodiquement, toujours les mêmes et dans le même ordre. | L'ensemble des chiffres qui se reproduisent est ce qu’on appelle la période de la fraction décimale périodique. Si l'on considère la fraction décimale périodique
0,92857142857142857142..., où les chiffres 2, 8, 5, 7, 1, 4 se reproduisent indéfiniment, on dit qu’elle est engendrée par la fraction ee , ou que la fraction e en est la fraction génératrice, c’est-à-dire qu'on est conduit à ce symbole en cherchant les valeurs approchées de à ee . près, par défaut, et en imaginant que les opérations soient continuées
indéfiniment. La période de cette fraction décimale périodique est le nombre 285714; en prenant les n premiers chiffres décimaux, on a
LR la fraction décimale approchée de T4 à TG près. Cette valeur appro-
13 LE chée, quand n croît indéfiniment, a 7 pour limite.
Les fractions décimales périodiques se divisent en deux classes : les fractions décimales périodiques simples, pour lesquelles la période commence immédiatement après la virgule : telle la fraction périodique
0,36363636., à période 36, et les fractions périodiques mixtes, où la période ne commence pas de suite après la virgule ; telle est la fraction déci-
ARS male périodique engendrée par la fraction 7. Dans une fraction
périodique mixte, les chiffres placés entre la virgule et la période sont dits irréguliers. Leur ensemble forme la partie irrégulière de la fraction périodique mixte.
Toute fraction décimale périodique a-t-elle une fraction génératrice ?
Si elle en a une, elle n’en a qu'une, puisque (n° 220, p. 249) deux fractions différentes engendrent nécessairement des suites différentes de fractions décimales approchées par défaut à 0,1; 0,01 ; 0,001 ; .. pres. ;
293. Recherche des fractions génératrices. — Considérons d'abord le cas d’une fraction décimale périodique simple, dont la partie
entière soit nulle, par exemple, la fraction décimale périodique 0,363636, .
Œ < La fraction ordinaire à termes entiers 7 sera sûrement la tract
génératrice de la fraction décimale périodique 0,363636..., si, en . réduisant la fraction, on trouve comme partie entière 0 (ce qui oblige à supposer a < b), comme premiers chiffres décimaux 8 et 6,
puis comme reste le nombre a lui-même, de façon à retomber ensuite, au quotient, sur les mêmes chiffres 3 et 6. Puisque, pour calculer deux chiffres décimaux, on a dû ajouter deux zéros à droite de a,
cela revient à dire que le quotient, au sens de la théorie des nombres
entiers, de la division de a >< 100 par b est 36 et le reste a; on a «
donc, s’il en est ainsi :
a >< 100 = b >< 36 + a; | en retranchant «& des deux membres de cétte égalité, on obtient : 109030:
et réciproquement cette dernière égalité ou la suivante a 36 | Dee 90
entraîne la première.
Si donc on prend pour © une quelconque des fractions égales
Ü 1780 Dee :
à gg > On aura a><100 = b >< 36 + a, et comme a est plus peut
que b, puisque 36 est plus petit que 99, on voit que, en divisant a><100 par b, au sens de la théorie des nombres entiers, on aura pour quotient 36 et pour reste a.
Ainsi gg CSt la fraction génératrice de la fraction décimale pério-
dique simple 0,363636..….
| Notre raisonnement est en défaut pour la seule fraction décimale ‘ périodique simple 0,99999... ; puisque, alors, en essayant de former une fraction génératrice .
On peut donc énoncer la proposition suivante : :
Toute fraction décimale périodique simple dont la partie entière est 0 et dans laquelle tous les chiffres de la période ne sont pas des 4 admet une fraction génératrice dont le numérateur est formé par
comme tout à l'heure, on aurait a = b.
PE
la période, et le dénominateur composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période.
224. Si l'on appliquait cette règle à la fraction décimale périodique simple 0,999..., on trouverait 1 comme résultat, et il convient de remarquer que 1 est la limite de la suite indéfinie formée par les nombres 0,9 ; 0,99 ; 0,999; …., puisque les différences entre 1 et les nombres de cette suite sont respectivement 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ; .…
Il est aisé de déduire de là, en répétant le raisonnement du n° 220 (p. 249), que la fraction décimale périodique 0,9999.. n’a pas de fraction génératrice. Si cette fraction génératrice existait, elle devrait être comprise entre 0,9 et 0,9 + 0,1 — 4, entre 0,99 et 0,99 + 0,01 — 1, entre 0,999 et 0,999 + 0,001 — 1, etc. ; sa différence avec 1 devrait être moindre que
1 DD ! À 10° 100° 1000 et, en général, moindre que Tor? quel que füt n ; or, cela
est impossible, puisque l’on peut prendre n assez grand pour que soit moindre que la différence entre 1 et la fraction génératrice que l’on suppose exister.
295. Laissons de côté ce cas exceptionnel. Nous avons supposé que la partie entière de la fraction décimale périodique simple était 0; il est clair que, s’il en est autrement, il suffira d'ajouter cette partie entière à la fraction formée par la règle que l’on vient de donner pour avoir la fraction génératrice de la fraction décimale périodique donnée : considérons, par exemple, la fraction décimale périodique
315,3603636. ; elle sera engendrée par le nombre fractionnaire
car si on réduit cette fraction en fraction décimale, on trouvera pour
partie entière 313 et pour reste correspondant 36, en sorte que les chiffres décimaux seront les mêmes que ceux qui proviennent de la réduction en fraction décimale de la fraction T9 ? c'est-à-dire 3636... 996. Considérons maintenant une fraction décimale périodique mixte dont la partie entière soit nulle, par exemple la fraction 0,3175363636...,
dans laquelle la période est 36 et la partie irrégulière 375 ; la fraction
engendrerait la fraction décimale 375,363636.. ; c’est-à-dire que ses valeurs approchées à 0,1 ; 0,01 : 0,001 ; 0,0001 ; … près, par défaut, seraient respectivement
les valeurs approchées à 0,1; 0,01: 0,001; 0,0001 ; .… près, par
défaut, de la fraction ordinaire \
XX
seraient donc (n° 214, p. 243) 03199: 0,37930 ; 0,375363 ; 0,3753630 3; °° en d’autres termes, la fraction ordinaire |
est la fraction génératrice de la fraction décimale périodique mixte
0,375363636.. ; on peut l'écrire
315 >< (100 — 1)+36 _ 37500+36—375 37536 — 375. YIUOU He 99000 MT 0.
d'où la règle suivante.
Le dénominateur de la fraction génératrice d'une fraction décimale périodique mixte dans laquelle la partie entière est Ô s'obtient en faisant suivre d'autant de zéros qu’il y a de chiffres irréguliers un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période :
son numéraleur S'oblient en retranchant la partie irrégulière du
nombre formé en faisant suivre cette partie irrégulière de la période,
Ou, ce qui revient ad même, en ajoutant à la période le produit de la partie irrégulière par un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a:
de chiffres à la période.
227. Cette règle comporte naturellement la même exception que la règle relative aux fractions périodiques simples, d’où elle a été déduite : les chiffres de la période ne doivent pas être tous des 9. Si on l’appliquait dans ce cas, par exemple à la fraction 0,47999..., on 4ATXK<I +9 |
trouverait comme résultat — : on a utilisé, pour former le numérateur, la seconde forme indiquée dans la règle ; on a d’ail-
leurs ATK IH (ATHAI)XI 48
FT 000 ADO D
et l'on voit sans peine que 0,48 est la {imite de la suite indéfinie 0,47; 0,479 ; 0,4799 ; 0,47999; … ;
on en conclut d’ailleurs que la fraction décimale périodique mixte 0,47999... n’a pas de fraction génératrice.
Enfin, dans le cas où l’on aurait affaire à une fraction décimale périodique mixte qui ne rentrerait pas dans le cas d'exception, mais pour laquelle la partie entière ne serait pas 0, il suffirait pour avoir sa fraction génératrice d'ajouter cetle partie entière à la fraction formée par la règle précédente.
298. Considérons la fraction génératrice d’une fraction décimale pério- PR LHRRES ; AN dique simple, par exemple, la fraction 99 qui engendre la fraction décimale
périodique 0,363636.... Cette fraction génératrice ne sera pas, en général,
irréduetible. Mais son dénominateur étant premier à 10, restera premier
à 40 quand on le réduira à sa plus simple expression. Donc une fraction
ordinaire irréductible qui engendre une fraction décimale périodique simple a son dénominateur premier à 2 et à 5.
Considérons maintenant la fraction génératrice d'une fraction périodique
ui engendre la fracti 4 pi à- GHUUU Fa | g e la fraction pério
mixte, par exemple la fraction
dique mixte 0,257363636...
Son numérateur ne peut être terminé par un 0; il faudrait pour cela que le dernier chiffre de la période füt égal au dernier chiffre irrégulier; ce dernier chiffre irrégulier aurait donc pu être pris pour le premier chiffre de la période que, ainsi, on aurait dû faire commencer plus tôt. Le numérateur n'étant pas terminé par un 0 est premier à l’un, au moins, des facteurs 2 ou 5: mais ce facteur figure au dénominateur, supposé décomposé en facteurs premiers, à une puissance égale au nombre de zéros, c'est-à-dire au nombre de chiffres irréguliers. Donc le dénominateur d’une fraction ordinaire irréductible qui engendre une fraction décimale périodique mixte, éécomposé en facteurs premiers, admettra, parmi ces facteurs, l'un des nombres ? ou 5 avec un exposant égal au nombre des chiffres irréguliers.
Réciproquement, toute fraction irréductible dans laquelle le dénominateur n’est divisible ni par 2 ni par 5 donne naissance à une fraction décimale périodique simple, puisqu'elle ne peut donner naissance ni à une fraction décimale limitée, ni à une fraction périodique mixte. Toute fraction irréduelible dans laquelle le dénominateur est divisible par 2 où 5 et par quelque autre nombre premier donne naissance à une fraction décimale périodique mixte, puisqu'elle ne peut donner naissance ni à une fraction décimale limitée, ni à une fraction décimale périodique simple ; le nombre de chiffres irréguliers est égal à l’exposant de celui des facteurs 2 ou 5 qui entre avec
le plus grand exposant dans le dénominateur de Ja fraction PEPANRE ;
décomposé en facteurs premiers.
229. Représentation décimale d’un nombre. — Lorsqu'une fraction
ordinaire est égale à une fraction décimale, il est naturel d'appeler
celle-ci la représentation décimale de celle-là; on dit aussi que la
fraction décimale périodique engendrée par la conversion d’une
fraction ordinaire est la représentation décimale de cette fraction
ordinaire. On fait rentrer le premier cas dans le second en imagi-
nant une infinité de zéros à la suite de la fraction décimale égal à
la fraction ordinaire proposée.
D'après la façon dont a été posé le problème de la conversion,
cette succession indéfinie de chiffres qui constitue la représentation
décimale d’un nombre A est caractérisée par la condition suivante :
quel que soit le nombre naturel », on obtent, en s’arrêtant au nième
chiffre décimal, la valeur approchée de A par défaut à _. près,
c'est-à-dire un nombre décimal «x, comportant » chiffres décimaux, tel que l’on ait
an LÀ Lan À à
l'égalité ne peut avoir lieu que dans le cas où le nombre À peut se
réduire exactement en fraction décimale.
Si l’on se donne une fraction décimale périodique, simple ou mixte, on la regardera comme la représentation décimale de sa fraction génératrice, formée comme on l’a expliqué plus haut. Le cas où, à partir d’un certain rang, tous les chiffres seraient des 9 doit être exclu (ne5 224, p. 253; 228, p. 255); si, à parür d’un certain rang, tous les chiffres sont des zéros, on a affaire à une véritable fraction décimale.
On convient de regarder la représentation décimale d'un
nombre comme étant la même chose que ce nombre; on ne craint
pas plus, par exemple, d'écrire l'égalité | 36 (4) 99 —0,363686..., dont le second membre, où les chiffres 38, 6 doivent être regardés comme se reproduisant indéfiniment, n’a pas par lui-même de signification numérique, que d'écrire l'égalité
1 | \ ra TA 0,195,
ART
dont les deux membres ont un sens bien clair. L'égalité (1) veut dire
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simplement que le premier membre est la fraction génératrice de la fraction décimale périodique qui est figurée au second membre.
Remarquons qu’un symbole écrit comme une fraction décimale ordinaire, mais où l’on imaginerait une suite indéfinie de chiffres décimaux sans périodicité, n a pour nous aucun sens.
L'introduction de la notion de représentation décimale facilite le langage.
Ainsi l’énoncé des propositions des n° 213, 214 (p. 243) est alourdi par la considération du nombre de décimales de la valeur approchée dont on part, lequel, au fond, n'intervient pas ; rien n’empêche maintenant de les exprimer comme 1l suit :
On obtient le nombre qui exprime combien le nombre A contient (au plus) d'unités composées ou décimales d’un certain ordre, en limitant la représentation décimale de A, lue de gauche à droite, au chiffre des unités de cet ordre (!) et en supprimant la virgule, s'il y
a lieu.
È à ; A On obtient la représentation décimale de A ><107, ou de Tor » © avançant la virgule de » rangs vers la droite, ou en la reculant de n rangs vers la gauche, dans la représentation décimale de A.
231. En adoptant les conventions relatives à la façon d'écrire qu'on a expliquées plus haut et en prenant, par exemple, A — _ n — 3, la proposition qu’on vient d’énoncer pourra se traduire ainsi; l'égalité 36 ne
(1) 99 — 0,563686..., qui exprime que le premier membre est la fraction génératrice de la fraction décimale périodique figurée au second membre, entraîne les égalités
(2) 36 soon — 0:0003636..,
qu'il faut encore interpréter en disant que les premiers membres engendrent les fractions décimales périodiques figurées au second membre.
1. 1 n’y a aucun inconvénient à parler du chiffre des unités, des dizaines, des dixièmes..….. de la représentation décimale d'un nombre; le chiffre des wnilés est le chiffre à gauche de la virgule, @lc..…
Il ne faudrait pas regarder les deux dernières égaltés comme obtenues en multipliant ou en divisant les deux membres de l’égalité (1) par 4000 et en appliquant aux seconds membres, pour cette multiplication ou cette division, la règle qui convient aux véritables fractions décimales, lesquelles n'ont qu'un FORTE limité de chiffres.
On n’a pas le droit d'appliquer ainsi cette règle, sans explications, aux symboles qui comportent une suite indéfinie de chiffres décimaux sc reproduisant périodiquement. Les explications nécessaires consistent précisément dans la signification des égalités (2), qu'on a spécifiée, et dans les démonstrations données au n° 214 (p.243). Elles justifient des façons d'écrire qui se fixent aisément dans la mémoire, parce qu’elles procèdent comme dans les cas familiers où le nombre des chiffres décimaux est fixé; il suffit de se rappeler « le sens de ces égalités pour retrouver immédiatement le théorème M qu’elles expriment. 14
Voici une remarque du même genre, qui nous sera utile plus tard.
232. On obtient immédiatement la différence entre un nombre: décimal et une valeur approchée de ce nombre, par défaut, avec un moindre nombre de chiffres; par exemple, la différence entre le nombre 2,71432 et sa valeur approchée, par défaut, à un centième près 2,71 est 0,00432. I1 suffit de remplacer par des zéros les chitfres qui figurent dans la valeur approchée.
Cette même règle s'applique, dans le cas où l’on a affaire à une
fraction décimale périodique : par exemple, la différence entre É
et 0,363 est égale à la fraction décimale périodique 0,0006565...; . c'est-à-dire que la génératrice de cette fraction périodique est. | si 0,363. En effet, puisque la ao engendre la fraction périodique 0,363636..., c'est que, en s’arrêtant au nième chiffre a L on a la fraction décimale approchée, par défaut, de . avec n chiffres décimaux, ce qui se traduit, en prenant, pi
exemple, n—= 7, par les inégalités 0, 3636363 Z Z “59 “. 4 - 0,363636%4.
En retranchant 0,363 des trois membres, on a
0,0006368 £ ce — 0,363 <0,000364,
VALEUR APPROCHÉE D'UN NOMBRE DONNÉ
ce qui prouve bien que 0,0006363 est la valeur approchée par
; 36 défaut, avec sept décimales, de 99 — 0,363; le raisonnement est
évidemment général; la proposition est démontrée.
$ 4 — Valeur approchée d’un nombre donné, à « près.
233. Les notions qui précèdent sont susceptibles d’être généralisées.
Étant donnés un nombre A quelconque et un nombre entier ow fractionnaire «, la valeur approchée de A à « près, par défaut, est le plus grand multiple (:) de « qui soit inférieur ou égal à A. Ce produit, augmenté de «, est la valeur approchée de À, à « près, par excès.
Soit k le nombre entier par lequel il faut mulüplier « pour avoir la valeur approchée de A, par défaut, à « près ; on devra avoir
ka A <(k+1) a,
d'où l’on déduit, en divisant par «, EST À),
et ces dernières inégalités montrent que 4 est la partie entière du
à A quotient ne En considérant la suite des nombres
Carter Sert Nr: (4H Aa, …
obtenus en multipliant « par les nombres 0, 1, 2, 3, .…, Suite dont. chaque terme s'obtient en ajoutant « au précédent, et Qui, ainsi, forme une progression arithmétique, on voit que A est un terme x de cette suite, ou bien qu'il tombe entre deux termes consécutifs ka, (k +1) a; dans le premier cas, la différence entre A et l’un quelconque des termes de la suite, autre que kx, est au moins égale à a; dans le second, la différence entre A et l’un ou l'autre des membres ka, (k+ 1) « est moindre que z; avec les autres termes de
1. Jusqu'ici, on n’a employé l'expression « multiple d'un nombre » que lorsque ce nombre était entier. Il est à peine utile de dire qu'un multiple d'un nombre entier ou fractionnaire a est le résultat obtenu en multipliant a par un nombre entier quelconque. Dans ce qui suit, on n'exclut même pas le cas où le multiplicateur serait nul, comme on avait fait dans le chapitre relatif au plus grand commun diviseur et au plus petit commun multiple,
la suite, la différence est plus grande que «. Dans tous les Cas, ka
est, parmi tous les termes ‘de la suite qui ne dépassent pas A, celui qui s'en approche le plus, et (k<+ 1) est, de tous les termes de la suite qui dépassent A, celui qui sen approche le plus.
Il arrive souvent qu'on prenne pour + l'inverse d'un nombre.
entier n : le nombre — doit alors être remplacé par An; sikestla |
dd 1 partie entière de ce produit, = est la valeur approchée de A, à ==
près, par défaut. ie | | gs Cherchons par exemple les valeurs approchées de ee, à à
près : on cherchera la partie enuère ds 40 0 divi- |
sant 2483 par 113, on trouve pour quotient 21 et pour reste 112; la
4 7 valeurapprochéeà — près par défaut est 2 — 3; la valeur appro-
chée par excès est 7 : l'opération montre d’ailleurs que l'on a
d’où, en divisant par
148 Do More 0.
Les différences entre 73 et ses valeurs approchées sont respecti- ID 1 à à :
vement 433 7 © 443 UE la dernière est très petite, la pre-
mière diffère à peine de +: : | 934. Considérons encore les valeurs approchées par défaut de ee
à 7 près et à 7 près; on trouvera sans peine qu'elles sont res-
ectivement + : c'est la première qui est la lus approchée P de 7 P q pe PP
16 oo de —— , car elle est la plus grande. Ainsi, si l'on se donne deux
nombres «, a/ tels que a soit plus petit que a, la valeur approchée
VALEUR APPROCHÉE D'UN NOMBRE DONNÉ
d'un nombre A à « près, par défaut, peut être plus grande que la valeur approchée à « près, par défaut. Le lecteur reconnaîtra sans peine que cette circonstance ne se présentera jamais si l’on a a—nño/, n étant un nombre naturel.
è (CRE ae 235. tant donnée une fraction 7 à termes entiers, si l’on
k k+A 1 cherche ses valeurs 5 = approchées à g Près, par défaut
ct par excès, l’une de ces valeurs sera un nombre entier puisque l'un des nombres conséculifs 4 et &+-1 est certainement pair. Il importe de remarquer que cette valeur s'obtient sans peine
quand on cherche le plus grand entier contenu dans — ; si l’on
a db désigne en effet par g ce nombre entier et par 7 le reste de la division de a par b au sens de la théorie des nombres entiers, on a
ENT CCR NO Pa La fraction 7 Sera inférieure à ÿ Si l'on a b>92r; si l’on a
bZ?r, elle sera supérieure ou égale à ÿ - Dans le premier cas, la
: a 4 Î différence entre 7 et g est moindre que g; 9 est la valeur
cherchée. Dans le second cas, cette différence est au moins égale
"1 | à getlona
la différence entre g<+-1 et F- est au plus égale à 2 c'est g+1
qui est le nombre entier que l’on cherche.
Il y a donc en général un nombre entier et un seul qui diffère
de d'une quantité moindre que + : c'est l’une ou l’autre des
LA a L °17 2 L4 « valeurs approchées de 7 à une unité près, par défaut ou par excès,
suivant que b est supérieur ou inférieur au double du reste; si b était égal au double du reste, il y aurait deux nombres entiers dont
A a Me Me | la différence avec me serait égale à G : Cette circonstance ne se
présentera jamais si b est impair; si la fraction FE est irréductible,
elle ne pourra se présenter que dans le cas où b est égal à 2.
236. Il résulte de la règle du n° 233 (p. 259) ou, si l’on veut, des règles de lanumération, qu’on obtient la valeur approchée à dix, cent, mille, ..… près, par défaut, d’un nombre entier écrit dans le système décimal, en remplaçant par des zéros, afin de garder leur signification aux chiffres que l’on conserve, un, deux, trois, … chiffres à droite de ce nombre. |
Par exemple, la valeur approchée de 6835 à 100 près, par défaut, est 6800, car 6835 contient 68 centaines et n’en contient pas 69.
Les valeurs approchées à dix, cent, mille, .. près, par défaut, d’un nombre quelconque A sont les mêmes que les valeurs approchées à dix, cent, mille, ... près, Par défaut, de sa partie entière.
Cette proposition résulte de ce qu'on a dit au n° 218 (p. 242); mais je crois utile de faire remarquer qu’elle est comprise, comme cas parüculier, dans l’énoncé suivant, qui n’est lui-même qu’une autre
façon d'exprimer le théorème du n° 62 (p. 59); A ne un nombre .
quelconque et n un nombre naturel.
. À nat La partie entière de 5 est le quotient obtenu en divisant par n, au sens de la théorie des nombres entiers, la partie entière de A.
Supposons, en effet, qu on ait mis A sous forme d’une fraction us
‘ A a Se à termes entiers; la parte entière de QU de D s'obtient en
divisant a par dn, au sens de la théorie des nombres entiers, ce qui (n° 62, p. 59) revient à diviser, au même sens, 4 par b, puis le quotient par n; mais la première division revient à prendre la partie
° (4/ , ; Q g entière de 0 est ce que l’on avait annoncé.
Considérons, par exemple, le nombre
dont la partie entière est 365; on obtiendra la partie CrbERe de
__ 1461 Ts en divisant 365 par 12, au sens de la théorie des nombres
entiers, elle est égale à 80.
La proposition qu'on vient d'établir montre que les valeurs
approchées à n près, par défaut, de A et de sa partie entière sont les mêmes.
Ii n’est peut-être pas inutile d'observer encore, à propos de cette remarque, que la détermination du quotient de deux nombres entiers, au sens de la théorie des nombres entiers, revient à la détermination de ce quotient à ..., 1000, 100, 10, T près. Une observation analogue se présentera pour l'extraction des racines.
$ 5. — Division des nombres décimaux.
937. On a vu au n° 208 (p. 238) comment on peut écrire, sous forme de fraction ordinaire, le quotient exact de la division d'un nombre décimal par un nombre décimal. On peut ensuite, si l’on veut, convertir cette fraction ordinaire en fraction décimale, en calculant un,
deux, trois, ... chiffres décimaux : c'est ce qu'on appelle pousser
. Ja division jusqu'aux dixièmes, aux centièmes, aux millièmes, ...
On peut toujours employer le procédé du n° 208, c’est-à-dire s’arranger de manière que le dividende et le diviseur aient le même nombre de chiffres décimaux, supprimer les virgules, puis effectuer la conversion. On peut aussi profiter des remarques qui suivent : 938. Cas où le diviseur est entier. — Supposons que le dividende soit un nombre décimal avec n décimales; on pourra le représenter é ad 4 : R ai ë ù par 4pn » 4 étant entier ; soit b le diviseur qui est aussi un nombre entier.
Le problème consiste à convertir en fraction décimale la fraction
a Ke FES ordinaire T0 6 On a déjà remarqué (n° 215, p. 242) que ce pro-
blème était le même que celui de la conversion de la fraction + ;
pour les deux opérations, les chiffres se suivent dansle même ordre, mais dans le second cas, ils représentent des unités 10* fois plus fortes ; le point sur lequel je veux insister est la façon dont on place
ja virgule. à : à a Pour déterminer la partie entière de la fraction 107576 ».°0 peut
a RAT prendre la partie entière du nombre -5x » c'est-à-dire la partie
écrite à gauche de la virgule, quand ce nombre est écrit sous la forme décimale, puis la diviser par b, au sens de la théorie des nombres entiers: lorsque cette division est effectuée, le nombre
écrit au quotient est la partie entière du quotient exact dont on cherche la représentation décimale; c'est après cette partie
entière, laquelle peut d’ailleurs être nulle, qu’on placera la vir-.
gule. On continuera ensuite comme on fait pour convertir la frac-
ou ù RU (à À 2 tion TG ;0nest alors amené, en premier lieu, à abaisser à la suite
du reste le premier chiffre décimal du dividende; le dividende par-
. tel ainsi formé fournit le chiffre des dixièmes au quotient, etc.: on peut pousser l'opération aussi loin qu’on voudra, quitte, lorsqu'on a nbaissé tous les chiffres du dividende, à abaisser ensuite des zéros.
Dans l'exemple suivant, qui montre quelle disposition on peut adopter, le dividende est 94247,18, le diviseur est 272,
Il y a lieu de faire, sur cet exemple même, plusieurs observations. 239. J'ai mis des virgules aux dividendes partiels, aux produits partiels, au reste final; je veux d’abord faire quelques remarques
sur ces virgules, toutes placées dans la colonne verticale qui
contient la virgule du dividende, Prenons les choses au moment où l’on vient d'obtenir la partie entière du quotient 346 et le reste correspondant 135; si à la suite de ce reste on, abaissait tous les chiffres décimaux du dividende; le nombre 135,78 que l’on obtiendrait ainsi serait la différence entre le dividende et le produit du diviseur par le nombre 346 écrit au quotient; on n’abaisse qu’un chiffre décimal et, du dividende partiel 135,7 ainsi formé, on
retranche le nombre 108,8 qui est le produit du diviseur par 0,4. Le lecteur n'aura aucune peine à poursuivre, chiffre par chiffre, cette description : la signification des restes et des produits partiels, affectés de virgule, lui apparaît nettement et il reconnaît, en particulier, que le reste final, avec sa virgule, est la différence entre le dividende et le produit du nombre écrit au quotient par le diviseur, lorsqu'on s'arrête : dans l'exemple traité, on a
9494,78 — 972 XX 346,4991 + 0,0248 ou, en divisant par 272 les deux membres,
On voit ainsi que la différence entre le quotient exact peut
et le quotient approché 346,4991 auquel on se limite est une fraction
dont le numérateur est le reste 0,0248 et dont le dénominateur est
le diviseur 272. C'est, avec la notation des fractions généralisée, le
même théorème qu'au n°167 (p.184).
Ces virgules que j'ai placées aux restes et aux produits partiels, on ne les écrit pas d'habitude; elles n'offrent guère d'intérêt que pour le reste final dont, souvent, on ne se préoccupe pas; si on les a omises, il est aisé de les rétablir, quand les chiffres sont bien disposés, puisqu'elles sont dans une même colonne verticale; il suffit aussi pour placer la virgule du reste final, de remarquer que le dernier chiffre du produit du diviseur par le nombre écrit au quotient est du même ordre que le dernier chiffre de ce quotient, puisque le diviseur est entier; de même, le dernier chiffre du reste final exprime des unités du même ordre que le dernier chiffre écrit au quotient. |
940. La règle du n° 96 (p. 111), relative à la division des nombres entiers, s'applique ici :
Pour obtenir le nombre de dizaines, de centaines, de mille, ... de la partie entière du quotient, on divise par le diviseur, au sens de la théorie des nombres entiers, le nombre de dizaines, de centaines, de mille, ..…. du dividende. |
Cela résulte immédiatement du n° 96, puisqu'il n’y a pas lieu, pour obtenir la partie entière du quotient, de tenir compte de la partie décimale du dividende; mais la règle se continue, en quelque sorte, pour les chiffres décimaux, comme on le voit en allant de proche en proche. Par conséquent : |
On obtient les valeurs approchées du quotient exact à un dixième, un centième, … près, par défaut, en divisant par le diviseur, au sens de la théorie des nombres entiers, les nombres entiers que l’on déduit du dividende en s’arrêtant au chiffre des dixièmes, au chiffre des centièmes, …… et en faisant abstraction de la virgule; on _ sépare ensuite au quotient un, deux, … chiffres décimaux : le dernier chiffre du quotient doit exprimer des unités du même ordre que le dernier chiffre conservé au dividende. |
IL est bien aisé d'établir cette proposition directement. Supposons, par exemple, qu’on veuille avoir la valeur approchée à un dixième près, par défaut, du quotient exact
94247,78 DD on doit chercher la partie entière de 94947,78 10 949477,8 2 6 00 942477
qui est la même que la partie entière de 555 » puis diviser le
résultat par 10, c'est-à-dire séparer un chiffre décimal à droite du quotient de la division de 942477 par 272%, au sens de la théorie des nombres entiers. C’est la règle même que l’on a énoncée. |
Des remarques qui précèdent, on conclut une règle toute pareille à celle du n° 96 pour déterminer le premier chiffre significaüf(!) du quotient et l’ordre des unités qu’exprime ce chiffre.
On sépare, à gauche du dividende, un nombre qui, abstraction faite de la virgule, contienne le diviseur ei ne le contienne pas dix fois ; le chiffre qui exprime combien de fois le dividende partiel ainsi formé contient le diviseur est le premier chiffre significatif du quotient; il doit exprimer au quotient des unités du méme ordre que le dernier chiffre séparé au dividende. eS
Dans l'exemple du n° 938 (p.264), le dividende partiel formé d'après cette règle, est 942; son dernier chiffre exprime des centaines : 3 est le premier chiffre du quotient, il exprime des centaines.
Soit à diviser par 272 les nombres 17,895 et 0,00257, les dividendes partiels considérés sont 1789 et 2510. Les premiers chiffres : significatifs du quotient sont respectivement 6 et 9; les virgules doivent être placées aux quotients de manière que ces chiffres
4. C'est-à-dire le premier chiffre (à gauche) qui n'est pas un 0.
expriment des unités de même ordre que ceux qui précèdent l’astérisque dans les dividendes 17,89*5 et 0,002570* ; les quotients commencent respectivement par 0,06 et 0,000 009.
Le lecteur ne peut manquer de reconnaitre que l'emploi de cette règle pour déterminer l'ordre du premier chiffre du quotient, ou la place de la virgule, est avantageux lorsqu'il y a plusieurs zéros à gauche du quotient. Lorsqu'il y a une partie entière non nulle, la place de la virgule se détermine tout naturellement par la règle du n° 238.
241. Cas général. — Dans tout ce qu'on vient de dire, on a supposé le diviseur entier ; revenons maintenant au cas général, où le dividende et le diviseur contiennent des chiffres décimaux.
Lorsqu'il y a autant ou moins de chiffres décimaux au dividende qu'au diviseur, rien n'empêche d'appliquer la règle du n° 208 (p.238) : s'arranger, en plaçant au besoin des zéros à la suite du dividende, ‘pour qu'il y ait autant de chiffres au dividende qu’au diviseur ; effectuer ensuite la conversion ; mais lorsqu'il y a plus de chiffres décimaux au dividende qu’au diviseur, on est amené en suivant cette règle à introduire des zéros au diviseur, que l’on traîne ensuite d’une façon inutile tout le long de l'opération. Il est préférable de supprimer la virgule au diviseur et de l’avancer, au dividende, d’autant de rangs qu'il y avait de chiffres décimaux au diviseur : le diviseur est maintenant entier, on applique les règles sur lesquelles on vient d’insister :
La comparaison des deux méthodes se fera sur l'exemple suivant où l’on a poussé jusqu'aux dix-millièmes la division de 0,0856 par 2,3 :
CE
Exercices.
193. Le dénominateur d’une fraction à termes entiers est un pomre connu de n chiffres ; on connaît la valeur approchée de la fraction de près, par
défaut, trouver le numérateur.
Exemple : trouver le numérateur d'une fraction dont le dénominateur est 113
et dont la valeur approchée par défaut, à 0,004 près, est 3,141 ?
194. Quel est le plus grand des deux nombres FAR 8 9 10 PA ag Pig | der cle si AL 12 11 12 Re US Opens te 13 F 43° je 13° AR 13° Le 195 495. Si a est un nombre naturel, autre que 1, la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une fraction irréductible Fe puisse être mise sous la forme
ie
a ra +,
où «, est un nombre entier et «,, &,.… a, des nombres entiers tous inférieurs » à a, est que le dénominateur qg, décomposé en facteurs premiers, ne contienne pas d'autres facteurs premiers que ceux qui figurent dans a.
Une fraction 2 ne peut être mise sous cette forme que d’une seule façon.
196. Toute fraction plus petite que 1 peut être représentée, avec telle approximation qu'on voudra, par une somme de fractions dont les numérateurs sont égaux à l'unité et les dénominateurs à des puissances de 2, toutes différentes.
En conclure que l’on peut réaliser approximativement la division d’une grandeur en n parties égales, en ne faisant jamais que des divisions par 2. — Par exemple, pour diviser approximativement une longueur en 60 parties égales on peut la diviser en 64 parties égales, ajouter à l’une de ces parties son seizième, puis le seizième de ce seizième.
Trouver une construction approchée pour inscrire dans un cercle un polygone régulier de sept côtés.
497. Si a est un nombre entier autre que 1, la valeur approchée d’un nombre
fractionnaire À à _ près, par défaut, pourra se mettre sous la forme
+++ nn +
en désignant par à, un nombre entier et par à. &, 4, ..., on des nombres entiers (qui peuvent être nuls), tous plus petits que a. Sil'on suppose connus les nom-
; À bres &,, &,, d,, at, …, än, Quelles seront les valeurs approchées de À à —, 4e a
_ ue _—_ , _ près, par défaut ou par excès ? \ ;
1498. Si le nombre A est mis sous forme d’une fraction irréductible P: , etsile
dénominateur qg, décomposé en facteurs premiers, contient un facteur qui ne veu RE figure pas dans a, la recherche des valeurs approchées de Aa —, —, ae se AE: a ——, ... près pourra être poursuivie indéfiniment; montrer comment cette recherche € (2
conduira à une suite de nombres entiers &,, &, &,, …, tous inférieurs à a, qui finira par être périodique.
Si a désigne un nombre entier autre que 1, le nombre
a ce a? ps ne en
a pour limite l'unité quand le nombre nr augmente indéfiniment.
499. Si l’on réduit en fraction décimale une fraction irréductible ; . qui donne
naissance à une fraction décimale périodique simple, le nombre de chiffres de la période est le plus petit nombre entier n tel que 10% — 1 soit divisible par b; il est par conséquent indépendant du numérateur a.
200. Si en désignant par a et b des nombres premiers entre eux on considère la progression géométrique indéfinie
LUS ENT RP OR LEE
et que l’on en divise tous les termes par b, les restes se reproduiront périodiquement. Le nombre de termes contenus dans une période est le plus petit entier n tel que a — 1 soit divisible par à. (On reviendra sur ce sujet dans le chapitre final.)
204. Si a et b sont premiers entre eux et premiers à 10 et si m, n sont respectivement les nombres de chiffres des périodes dans les fractions décimales périodiques engendrées par deux fractions irréductibles dont les dénominateurs sont a et b, toute fraction irréductible dont le dénominateur est ab engendrera une fraction décimale périodique dans laquelle le nombre de chiffres de la période sera le plus petit commun multiple de m et de n. Tel sera le cas, en particulier, pour la somme des deux fractions proposées.
202. Quels sont les dénominateurs des fractions irréductibles moindres que 1 qui peuvent servir de fraction génératrice à des fractions décimales périodiques simples dont les périodes aient un, deux ou trois chiffres ?
203. Trouver les dénominateurs des fractions irréductibles moindres que 1 qui, réduites en fractions décimales, donnent naissance à une fraction décimale périodique mixte qui a deux chiffres irréguliers et une période de trois chiffres.
204. Etant donné un nombre entier quelconque a, on peut, en écrivant d’abord des 9 puis des 0, former un nombre qui soit divisible par a.
205. Etant donné un nombre entier a premier à 30, on peut trouver un nombre dont tous les chiffres soient des 1 et qui soit divisible par a.
Etant donné un nombre impair n, il existe un nombre entier n tel que 27 —1 soit divisible par a. (Cette proposition est aussi bien un cas particulier de celle qui est énoncée dans l'exercice 200.)
206. Si b est un nombre premier et si la fraction irréductible © donne nais-
sance à une fraction décimale périodique dans laquelle la période ait un nombre pair 2n de chiffres, la somme du nombre formé par les n premiers chiffres de la période et du nombre formé par les n derniers sera un nombre dontles n chiffres seront des 9.
207. Si F est une fraction irréductible donnant naissance à une fraction décimale périodique simple dont la période ait d — 1 chiffres, et si l'on range sur un cercle, d'après leur ordre, les b— 1 chiffres, ou les b — 1 restes partiels correspondants, chacune des figures ainsi obtenues restera la même quel que soil le numérateur a. Si l’on a effectué la réduction en fraction décimale pour une pareille fraction, on n'aura plus aucun calcul à faire pour effectuer la réduction de n'importe quelle autre fraction dont le numérateur sera une nombre premier ab et inférieur à b. Cette circonstance se présente en particulier pour les nombres b —7, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 97.
Trouver la limite vers laquelle tend l’expression
1 1 1 1 Rachat LU n(n +1)
quand n augmente indéfiniment. (V. Ex. 172, p. 225.) 209. Etant donnée une suite indéfinie de nombres entiers
a,, dos Ass ….s An; …
\ SES 4 ” AIR « # Ë “He | LEÇONS D'ARITHMÉTIQUE. ho tous plus grand que 4, la valeur approchée par défaut d’un nombre fractionnaire À à Ras près, peut être mise sous la forme Fe pe 23... An - ARE fn tee A LE 2 to , do —— LE DENTS D on Pit dou a, A +. Catts AGRe é
FE ; odrea que &,, Ge, .…, An. Elle ne “peut être mise sous cette forme que d’un FN façon. Supposant que l’on connaisse les nombres «&,, 4,, d, ..…, An, On deman ee sont les valeurs approchées par défaut et par excès de A à. 4 RU MN RER | À ï so:
— 9 s TT IC ECOLE "4 ‘æn. É É Le OUR Gide VAE Zi 3... Un LINE den près. Ro | tac _ 240. Si l’on se donne une suite indéfinie |
ue ; ee * ; ï li A5 Us - ...s An, +. FX
de nombres entiers tous plus ns que 4, l'expression
(ar aS DEL D ET +. on.
a, GARE PRES a Ass... An
a pour limite l'unité quand n augmente indéfiniment. AR NPERAREN
244. Tout nombre Pine peut être mis, et cela d'une seule. façon, sou
la forme
. « An — ALT LS ee rt + Re
NAME) e
‘En désignant par &, un nombre nu etpar a, an—1 des nombres entie S respectivement inférieurs a 2,9,
os 212. Si l’on désigne par @,, &, e .… Gn la auite des ons premiers, 3, 3 KP ne 7, tout nombre fractionnaire . être mis sous la forme
‘«, étant un nombre entier éd mia des nombres respectivement plus pots que les nombres Ga) Qàs vs et cela d’ une Seule façon.
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CHAPITRE VI CALCULS APPROCHES
$ 1. — Valeurs approchées. — Définitions diverses.
949. Nous avons vu comment les calculs faits avec des nombres décimaux ont la plus parfaite ressemblance avec les calculs faits avec des nombres entiers. Au lieu de calculer avec des fractions, il semble préférable de calculer avec des nombres décimaux, de manière que toutes les additions, soustractions, multiplications et divisions portent sur des nombres décimaux ; toutefois si l’on veut procéder ainsi, on est obligé de remplacer, le plus souvent, les fractions et les quotients exacts par des valeurs approchées ; les calculs ainsi faits ne peuvent conduire qu’à des résultats approximatifs. D'un autre côté, les nombres décimaux que l’on emploie peuvent avoir un grand nombre de chiffres décimaux; ce nombre s'augmente considérablement, dans les calculs, si l’on a, par exemple, à effectuer des multiplications ; alors les derniers chiffres décimaux peuvent représenter des unités tellement petites qu'elles n'offrent aucun intérêt dans la pratique; ces dernières décimales peuvent n’inspirer aucune confiance, si les calculs proviennent de données qui ne sont elles-mêmes qu'approchées, et l’on peut penser avec raison qu'en les déterminant, on a fait des calculs inutiles. On voit se poser divers ordres de questions : quand on fait des calculs exacts sur des nombres qui ne sont qu'approchés, quel est le degré de confiance que méritent les résultats ? Si l'on veut avoir des résultats suffisamment approchés, quel degré d’approximation faut-il avoir dans les données, et, en particulier, avec combien de décimales doit-on connaître ces données? Combien de décimales convient-il de conserver aux résultats du calcul? Comment doit-on s'y prendre pour éviter autant que possible des calculs laborieux et inutiles ?
Les questions de ce genre, auxquelles on va essayer de répondre, se posent d’une façon plus pressante, s’il se peut, pour les pro=
blèmes d’ordre pratique. Les données des calculs à faire ne sont alors presque jamais exactes ; souvent même le mot exactn'a pas de signification précise. Où commence et où finit cette longueur que je prétends mesurer? Le résultat d’une mesure sera regardé comme satisfaisant si l'on est assuré que la grandeur à mesurer est comprise entre certaines limites (!), suffisamment rapprochées.
243. Erreur. — Lorsqu'on substitue à un nombre exact A un nombre approché A', l’erreurest la différence entre A et À’; elle est A —A! ou A! — A suivant que A est plus grand ou plus petit que A’, suivant que À’ est approché par défaut ou par excès; dans le premier cas l'erreur est en moins, elle est en plus dans le second.
D'ordinaire, l'erreur n’est pas connue, non plus que le nombre exact; on connaît seulement, soit deux nombres dont on sait qu'ils comprennent entre eux le nombre exact, soit une valeur approchée et un nombre auquel on sait que l'erreur doit rester inférieure ou,
comme l’on dit, « une limite supérieure » de l'erreur; je dirai SOu-
vent « une limite » en sous-entendant « supérieure ».
Si, par exemple, on mesure une longueur rectiligne, inférieure à un mètre, avec une bonne règle divisée en centimètres, l'extrémité de la longueur à mesurer tombera, d'ordinaire, entre deux divisions et l’on aura sans peine le nombre qui la mesure, avec une erreur dont on dira qu’elle est moindre que 1, que 0,01, que 10, suivant qu’on prendra le centimètre, le mètre, le millimètre pour unité. On
n’hésitera guère pour discerner les valeurs approchées, par défaut
et par excès, à un centimètre près et celle de ces valeurs qui est la plus approchée, ni même pour discerner les valeurs approchées, par défaut et par excès, à un demi-centimètre près. Mais 1l faudra que les traits de la règle soient très fins, que les extrémités de la longueur à mesurer soient bien délimités, il faudra aussi un œil exercé, pour évaluer le millimètre, à simple vue, sans autre instrument que cette règle : encore ne se trompera-t-on guère de plus de deux millimètres, surtout si la règle porte une division au milieu de chaque centimètre.
Le lecteur pourra faire des remarques analogues sur d’autres mesures.
244. Supposons, d’une façon générale, qu'on sache que le nombre exact À est compris entre lesnombres A' et AZ A"; postes d==A'"—A.
4. Il est à peine utile de prévenir que le mot « limite » est pris ici dans un sens tout différent de celui qui lui a été donné au n° 219 (p. 248) :dire qu'un nombre est compris entre les limites a, b, c’est dire simplement qu'il est compris entre les deux nombres a, b; le plus petit de ces nombres est une limite inférieure, le plus grand une limite supérieure. Peut-être vaudrait-il mieux substituer au mot « limite » un autre mot, le mot « borne », par exemple.
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On pourra prendre pour valeur approchée de A soit A’, soit A’; on sait que l’erreur est moindre que d, on sait aussi si elle est en plus ou en moins.
On peut prendre pour valeur approchée n'importe quel nombre & compris entre A’ et A’ ; le nombre A, s’il n’est pas égal à a, tombe entre À! et a ou entre a et A/ ; dans tous les cas l'erreur est moindre que la plus grande des deux différences a — A! et A! — a.
Si, en particulier, on prenait pour la valeur approchée a la demisomme (ou moyenne arithmétique) des deux nombres A’ et A, c'est-à-dire
CA o ur AA NET dr d 2 ct 2 ASE
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j 2 L - f 4 d les deux différences a — A’, A! — a seraient égales à g ; On pour
; d rait alors affirmer que l'erreur est moindre que gmaisonnen
connaîtrait plus le sens.
Supposons maintenant qu'on sache que A’ est une valeur approchée du nombre exact À avec une erreur moindre que €; on pourra affirmer dans tous les cas que ce nombre est compris entre A/ — e et A! + e. Si l'on sait en outre le sens de l'erreur, on peut comprendre le nombre exact entre des nombres plus rapprochés, entre A'et A’ + :, ou entre A’ — cet A suivant que A’est approché par défaut ou par excès ; on peut alors prendre, comme valeur approchée du nombre exact, A’ +— dans le premier cas, A! — _. dans le second ; chacune de ces valeurs, dans le cas où elle convient,
comporte une erreur moindre que —- ; mais on ne sait plus dans
quel sens elle est approchée.
Remarquons, en passant, que, s’il s'agit de mesures où de calculs raisonnables, la limite de l’erreur & doit toujours être petite par rapport (‘) au nombre exact A ou au nombre approché A’ ; en particulier, on n’a pas à craindre que la soustraction A! — & soit impossible.
245. Chiffres significatifs. — Très souvent le nombre approché A! est écrit dans le système décimal. J'appellerai chiffres significatifs de ce nombre les chiffres qui servent à l'écrire, abstraction faite des zéros qui peuvent se trouver à gauche et des zéros qu'on a
Le sens de ces mots sera précisé un peu plus loin
pu mettre à droite pour tenir la place de chiffres qu’on ne connaît pas, ou qu'on néglige. Les chiffres significatifs de 0,0125 sont 1, 2, 5, ceux de 0,307 sont 3, 0, 7. Quand on parle d’un corps d’armée de 23 000 hommes, quand on dit que la distance de la Terre au Soleil
est de 23000 rayons terrestres, les zéros de droite remplacent mani-
festement des chiffres qu'on ne connaît pas ou qu'on néglige, les chiffres significatifs sont 2 et 3. Si l’on parle d'un corps d'armée de 20 000 hommes, le 0 qui suit le 2 devra être regardé comme significatif si l’on entend que le corps d’armée contient plus de 19000 hommes et n’en contient pas 21 000 ; de même, en disant que 0,30
est la valeur approchée de _
rant une longueur avec une règle divisée, on l’a trouvée à très peu près égale à 30 centimètres, je regarderai les chiffres 3 et 6 comme significatifs (1).
Quand on parle du rang d’un chiffre significatif, on entend que les chiffres significatifs du nombre que l’on considère se suivent de gauche à done.
246. Chiffres exacts. — Je dirai qu un nombre A a connu avec p chiffres exacts si l’on connaïit les p» premiers chiffres de sa représentation décimale (avec leur ordre), à partir du premier chiffre de gauche qui n’est pas un zéro. Si, en parlant d'un corps d'armée de 23000 hommes, je sais que ce Corps d'armée contient au moins 93 mille et ne contient pas 24 mille hommes, je pourrai dire que le nombre d'hommes est connu avec deux chiffres. Si, en parlant d'une longueur, je sais qu’elle contient 375 centimètres et qu'elle
à un centième près, ou que, en mesu-
n’en contient pas 376, je dirai que la mesure est connue avec trois chiffres ; en prenant le mètre pour unité de longueur, et écrivant la mesure approchée 3,75, je dirai aussi que ce nombre est connu.
avec deux décimales exactes; il est alors sous-entendu que la partie entière est exacte.
247. Ces définitions précises, auxquelles je me tüendraï, ont lin-
convénient de privilégier, en quelque sorte, les valeurs approchées.
par défaut : or, des deux valeurs approchées d’un nombre A à « près, J’une par défaut, l’autre par excès, la meilleure, à moins de raisons
1. On recommande avec raison d'écrire le résultat d'une mesure ou d’un calcul avec un nombre
de décimales qui renseigne sur le degré Doha qu'on attribue à ce résultat ; ainsi, en
, prenant le mètre pour unité, on écrira 7,500 (et non 7,5) pour exprimer la mesure d'une longueur
faite avec assez de soin pour qu'on regarde l'erreur sinon comme moindre qu'un millimètre, au moins comme n'étant pas beaucoup plus grande; l’écrituré 7,5 pourrait laisser croire qu'il s’agi d'une mesure grossière, à un décimètre près, par exemple ; il n’y à pas d'inconvénient à suivre
cette recommandation, même quand.on spécifie la limite de l'erreur ; dans le cours d’un calcul, il
n’y a évidemment pas lieu d'en tenir compte.
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spéciales, est celle qui est la plus approchée, celle qui comporte la moindre erreur; on doit les regarder comme également bonnes, si on ne sait pas les distinguer. C’est dans le cas où le nombre exact A est très voisin d'un nombre entier d'unités simples, composées ou décimales, qu'il est plus difficile d’avoir une certitude sur l'exaciitude des derniers chiffres de sa valeur approchée.
Supposons, par exemple, que deux longueurs, mesurées avec des instruments de précision, aient été trouvées, en prenant le mètre pour unité, égales à 2,3001 et à 2,2999 ; ces deux longueurs apparaitront à celui qui voudrait les mesurer avec un mètre ordinaire comme exactement égales à 23 décimètres ; l’opérateur ne distinguera pas ces deux longueurs, il ne saura pas si le nombre 9,3 qu'il adoptera comme mesure de l’une et de l'autre est approché par excès ou par défaut et ne s’en préoccupera certainement pas. Il y aurait lieu de faire des observations analogues sur les nombres que l’on peut calculer avec telle approximation que l’on veut : lorsqu'un chiffre de la représentation décimale doit être suivi de zéros ou de 9, on peut être obligé pour le déterminer exactement, de pousser l’approximation plus loin que ne semble le comporter l'ordre de ce chiffre.
Je dirai de deux nombres écrits dans le système décimal que l’un est plus simple que l’autre s’il comporte moins de chiffres significaüfs.
248. Plaçons-nous dans le cas où le nombre A’, qui approche du nombre exact A, est écrit dans le système décimal, et désignons par w une unité du même ordre que son dernier chiffre significatif. Ainsi, dans ces deux exemples : « 3, 14 ést une valeur approchée de
Terre, quand on prend le rayon terrestre pour unité de longueur », on à w = (0,01 pour le premier, w —1000 dans le second. Il est commode d'exprimer la limite e de l'erreur en unités de l'ordre du dernier chiffre significatif, c’est-à- dire de la mettre sous la forme mu. Quitte à remplacer & par un nombre plus grand, on s’arrange d’ordiuaire pour que # soit un nombre entier, ou une fraction à termes
Ac. 3 simples comme >, +, 7,
; 23 000 est une valeur approchée de la distance du Soleil à la
Si on convertit A’ — & et A' + « en nombres décimaux, les chiffres de gauche communs à ces deux nombres appartiendront certainement à la représentation décimale de A ; de même les chiffres communs aux nombres décimaux respectivement égaux à A'et
à A! + :, quand A'est approché par défaut, à A/ — e et à A' quand A’ est approché par excès.
Les nombres A! — &, A! + e se calculent aisément lorsque e a été mis sous la forme mw, comme on l’a expliqué un peu plus haut, et que » est un nombre simple. Supposons, en particulier, m= 1; alors A’ est une des deux valeurs approchées de À à w près, en sorte que la valeur approchée de A à w près par défaut, est nécessairement le nombre A, ou le nombre À — vw qui se déduit de A’ en diminuant d’une unité le dernier chiffre significatif; sauf dans le cas où ce dernier chiffre est un zéro, tous les chiffres qui précèdent, sont exacts. Si l’on avait m — 9, la valeur approchée de A, à w près par défaut, serait A! — 2, A/ — w, A! ou A + w; le nombre A! + 2v, qui est plus grand que a doit évidemment etre exclu. Si, par exemple, on a A'— 3,6184 et e —= 0,0002, on peut être sûr que les quatre premiers chiffres de A’ sont exacts.
249. Lorsqu'on connaît les premiers chiffres de la représentation décimale d'un nombre À, on connaît par là même les valeurs approchées de À, par défaut et par excès, avec un nombre moindre de chiffres significatifs ; il est alors aisé d’avoir des limites inférieure et supérieure de l'erreur commise en adoptant pour A quelqu’une de ces valeurs approchées.
Supposons, par exemple, À = 72,362518... et considérons les. valeurs approchées au centième près 72,36 et 72,37; les erreurs correspondantes seront À — 72,36 et 12,37 — À —0,01 —(A— 12,306). Or la représentation décimale de A — 72,36 est (n° 232) 0,002518 ; c'est-à-dire que l'erreur A — 72,36 est supérieure ou égale aux nombres 0,002; 0,0028 ; 0,00251 ; … et qu’elle est inférieure aux nombres 0,003; 0,0026 ; 0, 00259 : se Dans le premier cas, je n’ai pas exclu l'égalité parce que ae ia chiffres qui suivent celui auquel on s'arrête dans l'évaluation de l'erreur pourraient être des zéros. D'après cela, l'erreur 72,37 — A est inférieure ou égale aux nombres
elle est supérieure aux nombres 0,040 — 0,003 — 0,007 ; 0,0100 — 0,0026 — 0,0074 ;....
En particulier, les règles qui suivent sont maintenant évidentes. Supposons qu'on limite la représentation décimale d'un nombre
À à un certain chiffre; soit a le chiffre suivant (le premier chiffre
négligé), l'erreur que l’on commet en remplaçant À par la valeur:
approchée par défaut ainsi obtenue est moindre que a H 1 unités de l'ordre du premier chiffre négligé ; elle est au moins égale à'a unités du même ordre; et elle n'est égale à ces a unités que dans le cas, très particulier, où tous les chiffres qui suivent le premier chiffre négligé seraient des zéros.
Si au lieu de choisir la valeur approchée par défaut, on choisit la valeur approchée par excès, avec le méme nombre de chiffres, l'erreur commise est inférieure ou égale à 10 — a unités de l'ordre du premier chiffre négligé, l'égalité n'ayant lieu que dans le méme cas exceplionnel que l’on a signalé ; l'erreur dépasse 10 — a —1 unités de l’ordre considéré.
250. De la valeur approchée par défaut, ou de la valeur approchée par excès, quelle est la meilleure, celle qui comporte la moindre erreur ?
D'une façon générale, si l'on veut choisir celle des deux valeurs qui comporte l'erreur la plus faible, on choisira la valeur approchée par défaut si le premier chiffre négligé a est l’un des chiffres 0, 1, 2, 5, 4; on choisira la valeur approchée par excès si a est l’un des des chiffres 5, 6; 7, 8,9 ; on dit alors qu'on a forcé le dernier chiffre conservé. En procédant de cette façon l'erreur commise est au plus égale à 5 unités de l’ordre du premier chiffre négligé, ou à une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre conservé ; elle n’atteint cette limite que dans le cas exceptionnel où, le premier chiffre négligé étant un 5, tous les chiffres suivants seraient des zéros.
Dans ce cas, on aurait pu aussi bien choisir la valeur approchée par défaut que la valeur approchée par excès. L’habitude est de forcer, afin qu'il y ait autant de cas où l’on force que de cas où l'on ne force pas. On comprend en effet que dans un long calcul, il y ait plus de chances que, de cette façon, les erreurs se compensent mieux.
Sauf le cas exceptionnel sur lequel on vient d'’insister, la valeur choisie d’après la règle précédente est une des deux valeurs approchées à une demi-unité près de l'ordre du dernier chiffre conservé : il est facile de voir que l’autre comporterait un chiffre de plus.
251. On applique la même règle, mais avec des conclusions un peu moins précises, lorsqu'on a une valeur approchée A’ du nombre À, valeur qui comporte un chiffre significatif de plus qu’on n'en veut garder, et que l’on n’est pas sûr de l'exactitude de ce dernier chiffre, qu'on veut supprimer, lorsque, par exemple, A’ est une valeur approchée avec une erreur moindre qu’une unité de l'ordre du dernier chiffre; mais qu’on ignore si celte valeur est
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approchée par défaut ou par excès. Il est aisé de voir que, si le dernier chiffre significatif de A (le chiffre qu’on veut supprimer) est 0, 1, 2, 3, 4, on ne devra pas, après l'avoir supprimé, forcer le chiffre précédent; qu'on devra le forcer, au contraire, si le chiffre supprimé est6, 7, 8, 9; qu'il y a doute si ce chiffre est 5 ; l'habitude est alors
de forcer, pour la raison qu'on a dite plus haut; mais on peut
commettre alors une erreur un peu plus grande qu’une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre conservé. | Je dirai, d’une façon générale, qu'on a arrondi un nombre lors-
qu’on a supprimé (ou remplacé par des zéros) les derniers chiffres .
à droite de ce nombre, en forçant le dernier chiffre conservé, si le premier chiffre supprimé est 5 ou un chiffre plus fort (!). Remarquons en passant que le fait de forcer un chiffre n’a pas de répercussion sur les chiffres précédents, sauf le cas où le chiffre qu’on force est un 9; de même, en diminuant un chiffre d’une unité, on ne change pas les chiffres précédents, tant que l'opération
est possible à proprement parler, tant que le chiffre qu’on veut dimi- !
nuer n'est pas un 0.
252. En supposant toujours connus les premiefs chiffres de la représentation décimale d’un nombre A, on a souvent, dans les calculs, à déterminer la valeur approchée de A que l’on choisira par la condition que l'erreur commise soit moindre qu’un nombre donné a. Quitte à le remplacer par un nombre plus peut, on peut toujours supposer que « est mis sous forme décimale (avec un ou deux
chiffres significatifs) ; dès lors la règle donnée plus haut pour
évaluer l'erreur commise quand on remplace A par une de ses valeurs approchées par défaut ou par excès avec un certain nombre de chiffres et la règle pour reconnaître, de deux nombres décimaux, quel est le plus grand, permettront de répondre aisément à la ques-
1. Dans la plupart des tables numériques, les nombres inscrils ont été ainsi arrondis. Très souvent, on indique par un signe si le dernier chiffre a été forcé, en sorte que l’on sait, pour chaque nombre, s'il est approché par défaut ou par excès; en désignant toujours par w une unité de l’ordre du dernier chiffre, le nombre inscrit dans la table est approché avec une erreur moindre
uw AU w wo 2 ; F 5 € que —-; en lui ajoutant T7 *°uen retranchant Path suivant que le dernier chiffre n'est pas forcé
4 r ‘ LL ou est forcé, on a une valeur approchée avec une erreur moindre que —* Un autre procédé (dû à M. Thiele) consiste à ne forcer (d'ailleurs sans mettre d'indication) que si l'erreur que l'on commettrait en ne forçant pas le dernier chiffre est supérieure à mu. et à
ot 1 3 affecter d’un signe les nombres pour lesquels cette erreur est comprise entre rt et MAN de
cette facon, si l’on faisait suivre d’un 5 les nombres marqués d’un signe, tous les nombres de la
table comporteraient une erreur au plus égale à Fe v
tion. En particulier, on pourra procéder de la façon suivante, qui
fournit celle des valeurs approchées qui comporte le moins de chiffres possible :
Soit w une unité de l’ordre du dernier chiffre significatif du nombre
décimal cherché : on déterminera w par la condition + <a; on
prendra pour cela w du même ordre que le premier chiffre significatif de 2 (1). On s'arrêtera dans la représentation décimale de A au chiffre d'ordre w et on le forcera s’il y a lieu.
Si par exemple on a A—2,7182818... et si l'on veut une valeur
approchée avec une erreur moindre que 2-5 » ON voit tout de
suite que 0,01 est moindre que 2«; on prendra donc 2,72 pour valeur approchée.
253. Valeurs grossièrement approchées.. — Lorsqu'on veut évaluer l'erreur qui résulte d’un calcul, il peut être utile de connaître, pour chacun des nombres qu’on remplace dans ce calcul par des valeurs approchées, deux limites, l’une supérieure, l’autre inférieure, qui soient représentées par des nombres simples, par des nombres qui ne comportent, par exemple, qu’unt ou deux chiffres significalifs : j'appellerai souvent de pareilles limites des valeurs « grossièrement approchées par défaut ou par excès ». Je ne préciserai pas davantage cette expression, en général; mais il doit être bien entendu que, si l’on part d’une valeur approchée A' du nombre A, avec une erreur dont on sait seulement qu’elle est moindre que z, toute valeur grossièrement approchée par défaut devra être au plus égale à A/—e, et, que toute valeur grossièrement approchée par excès devra être au moins égale à A'+e.
Supposons, en conservant les mêmes notations, que les nombres A!, A!—e, A+ e soient écrits dans le système décimal ; c’est ce qui aura lieu tout naturellement si, A’ était écrit dans ce système, & est exprimé en unités de l'ordre du dernier chiffre significatif de A”.
Le nombre qui se déduirait de A! —+ en ne gardant que le premier chiffre significatif et en remplaçant les chiffres suivants par des zéros, constituera ce que j'ai appelé une valeur grossièrement approchée par défaut; on peut d’ailleurs diminuer le premier chiffre : significatif, le remplacer par 1, ou substituer à l’un des nombres ainsi formé un nombre plus petit; on peut aussi, au lieu de ne gar-
1. Il me paraît inutile de m'arrêter sur le cas où 24 serait précisément égal à une unité (compo-sée, simple ou décimale).
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der qu’un chiffre significatif, en garder deux. Sauf des cas très exceptionnels, qui pourraient se présenter si lé premier chiffre significatif
de À’ était suivi de zéros, le premier chiffre significatif de A! — : est,
ie même que celui de A/, en sorte qu'on n’a pas à se préoccuper de +. Si par exemple on a A/—72,857, pour que 10 ne fût pas certainement inférieur à À, il faudrait que l’erreur dépassât 2 unités ; il aurait été absurde d'écrire A’ avec 5 chiffres significatifs. Si l’on avait A'—0,1001, :—0,0002, on prendrait par exemple 0,09 pour valeur grossièrement approchée par défaut.
De même on pourra prendre pour valeur grossièrement approchée de A, par excès, le nombre qui se déduit de A'+e en forçant le
premier chiffre significaüf, en le remplaçant au besoin par 10, et en
mettant des zéros à la place des autres chiffres ; ici encore, le premier chiffre significatif de A'+e est habituellement le même que celui de A’; il peut y avoir exception si le premier chiffre de A' était suivi de 9; on forcera alors davantage le premier chiffre, etc.
Ces valeurs plus ou moins grossièrement approchées, par défaut ou par excès, qu’on vient d'apprendre à former, permettent d'obtenir les résultats grossièrement approchés, par défaut ou par excès d'opérations à effectuer, et cela par des calculs qui, souvent, peuvent être faits de tête, ou, au moins, sans aucune peine. Il suffit d'appliquer les règles évidentes qui suivent. C’est d’ailleurs sur ces règles que se fonde en général le calcul des erreurs.
254. Valeurs approchées par défaut ou par excès du résultat d'un calcul. — On obtient une valeur approchée, par défaut, du résultat d'une addition ou d'une multiplication en remplacant les nombres à ajouter, ou à multiplier, par des valeurs approchées par défaut de ces nombres ; en les remplaçant au contraire par des valeurs approchées par excès, on obtient une valeur approchée par excès de la
somme.
En remplaçant dans une somme algébrique les termes additifs par des valeurs approchées par défaut, les termes soustractifs par des valeurs approchées par excès, on obtient une valeur approchée par défaut ; on obtient une valeur approchée par excès de la somme algébrique, en remplaçant les termes additifs par des valeurs approchées par excès et les termes soustractifs par des valeurs approchées par défaut. |
Dans le cas d'une division, on substituera respectivement au dividende et au diviseur des valeurs approchées par défaut et par excès, ou par excès el par défaut, Suivant qu'on veut avoir une valeur approchée par défaut ou par excès du quotient exact.
Si l’on veut d’ailleurs que la valeur approchée soit écrile sous forme décimale, on calculera le quotient par défaut dans le premier cas, par excès dans le second.
Si l'on a à effectuer une suite d'opérations, additions, soustractions, multiplications et divisions, on n’aura pas de peine, en appliquant à chaque opération les remarques qui précèdent, à obtenir une valeur approchée par défaut et une valeur approchée par excès du résultat final.
Les diverses propositions qui précèdent s’appliquent en particulier au cas où ces nombres qu’on remplace par des valeurs approchées par défaut et par excès sont des nombres inconnus dont on ne sait rien autre chose sinon que chacun est compris entre une valeur approchée par défaut et une valeur approchée par excès, valeurs approchées que l’on connaït toutes deux. Alors on ne peut rien savoir de plus sur le résultat d’une opération à effectuer sur ces nombres inconnus, sinon qu'il est compris entre la valeur approchée par défaut et la valeur approchée par excès calculées, comme je viens de l'expliquer, au moyen des limites données qui comprennent les nombres inconnus sur lesquels on voudrait effectuer le calcul.
Connaissant une limite inférieure et une limite supérieure entre lesquelles doit être compris le résultat exact, on sait trouver une limite de l'erreur commise en adoptant pour ce résultat exact soit la limite inférieure, soit la limite supérieure, soit tel nombre intermédiaire que l'on voudra, par exemple la moyenne arithmétique.
Mais la précision sur laquelle on peut compter en opérant ainsi est rachetée par la longueur des calculs, qui, pour peu qu'on ait beaucoup d'opérations à faire, deviennent impraticables. On est encombré de chiffres sans valeur et l'effort qu'on fait est en grande partie imutile. Je vais montrer comment, en s’appuyant sur les mêmes règles, mais en calculant grossièrement les erreurs, on parvient, par des calculs simples, à des résultats très suffisants dans la pratique.
$ 2. — Opérations. — Évaluation des erreurs.
955. Addition. — Soient À, B, C, D des nombres inconnus dont on connaît des valeurs approchées a, b, c, d et désignons par a, b, y, ô des limites supérieures des erreurs que comportent respectivement ces valeurs approchées ; d’après ce qu'on a dit au n° 254, la somme A+B+C—+D sera comprise entre les nombres
(a =) + (0 8) + (cv) + (dû) —a+b+c+d—(a+8+y+ à)
to LO
(a+ o)+(b+B+L(C+y+(GES) bc) di GEI
dont les différences avec a + b + c+ 4 sont égales à a+ B+,+3. Ainsi, en prenant pour valeur approchée de la somme des nombres À, B, C, D la somme de leurs valeurs approchées à, b, c, d, on Commettra une erreur moindre que la somme des limites des erreurs. |
Supposons qu'on sache le sens des erreurs dont sont entachés les |
nombres @, b, c, d': on sait, par exemple, que les deux premiers sont approchés par défaut, les deux seconds par excès.
On peut dire alors que A, B, C, D sont inférieurs respectivement à a+ a, b +, c, d et supérieurs respectivement à a, b,c—7Y, d— HE leur somme sera donc comprise entre a+b+c+dq— (+5) et a+b+c+d+ (a+ $); par suite a+ b + c+ d sera une valeur approchée de cette somme, avec une erreur moindre que la plus grande des deux sommes obtenues en faisant d’une part la somme des erreurs en moins, d'autre part la somme des erreurs en plus.
256. Soustraction. — Si a, b sont des valeurs approchées des nombres A, B avec des erreurs moindres que «x, $, le nombre a — b sera une valeur approchée de A —B avec une erreur moindre que «+ 6. Si a et b sont approchés dans le même sens, tous deux par défaut, ou tous deux par excès, l'erreur commise en prenant 4 —
pour valeur approchée de A —B est moindre que la plus grande |
des quantités &, £.
Je laisse au lecteur le soin de faire la démonstration. 4
257. Multiplication. — Soient 4, b des valeurs approchées des nombres À, B, avec des erreurs moindres que «, 8; les produits AB. et ab sont compris entre (a — «) (b— 8) et (a+ a) (b +8): l’erreur commise en remplaçant AB par ab, c’est-à-dire la différence entre AB et ab, sera donc moindre que la plus grande des deux différences
ab — (a — x) (b — à) — ab + ba — a8, (a+ à) (b +8) — ab = af + ba + af ;
on prendra comme limite de l'erreur la quantité Q$ + ba + af = a8 + (b + 8) à = (a + à) BH ba.
On calculera d’ordinaire cette limite en remplaçant a et b + 8 ou a + « et à par des nombres notablement plus grands, c’est-à-dire
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par des valeurs grossièrement approchées de A et de B par excès (1).
Si l’on sait que les deux nombres 4, b sont tous deux approchés par défaut, ou qu'ils sont tous deux approchés par excès, on appli- : quera la même règle, et on saura dans quel sens ab est approché. Si a est approché par défaut et b par excès, on pourra prendre pour limite de l'erreur le plus grand des deux nombres @a8 et ba, ainsi que le lecteur le reconnaïîtra aisément.
258. Quand on fait le calcul avec des nombres décimaux, comme la multiplication revient toujours, au fond, à une multiplication de nombres enüers, il est commode de profitèr des remarques qui ont été faites au n° 92 (p. 100) et d’où résulte immédiatement la proposition suivante.
Si les nombres A, B sont connus l’un et l’autre avec un certain nombre de chiffres (n° 246, p. 274) au moins égal à p, si les nombres décimaux à, b sont les valeurs approchées de A, B formées avec ces chiffres, si l’on effectue le produit ab et que, tout en laissant la virgule à sa place, on remplace les p derniers chiffres du produit par des zéros, les chiffres restants seront exacts, sauf peut-être le dernier et la répercussion possible sur les chiffres précédents : quant à ce dernier chiffre il peut se faire qu’il doive être augmenté de une ou deux unités.
Cette remarque même montre que, en appliquant le procédé ordinaire de mulüplication, on calcule beaucoup de chiffres inutiles : on évitera cet inconvénient en employant la muliiplication dite abrégée.
259. Il convient de dire quelques mots sur la façon dont ce dernier procédé s'applique à la multiplication de deux nombres décimaux donnés, quand on ne veut pas conserver tous les chiffres au produit. Le lecteur n’aura qu'à se reporter au n° 93 (p. 101) pour justifier la règle qui suit :
Sous le multiplicande, on écrit le multiplicateur renversé, en s’arrangeant pour que le produit de deux chiffres placés l’un audessous de l’autre représente des unités cent (?) fois plus petites que le dernier des chiffres que l’on veut garder au produit. On peut d’ailleurs se dispenser d'écrire les chiffres qui ne donneraient rien au produit, à savoir les chiffres du multiplicande qui, au-dessous d’eux
1. Au reste, on pourrait aussi bien prendre A8+(B+8)a = (A + 0) 8 + Be comme limite de l'erreur, puisque AB et ab sont compris entre (A — «) (B-— #} et (A + a) (B + 8).
2. En supposant que la somme des chiffres du multiplicateur soit inférieure à 100.
et à droite, n'auraient rien ou rien que des zéros, comme les chiffres du multiplicateur qui, au-dessus d’eux à gauche, n'auraient rien ou rien que des zéros ; on effectue le produit comme on a expliqué au
n° 93 et on supprime les deux derniers chiffres; la virgule se place
sans peine puisqu'on connaît l’ordre du dernier chiffre conservé. Ce dernier chiffre peut être exact ou trop faible d’une unité. Il y a donc intérêt à le forcer. Le résultat ainsi obtenu est la valeur approchée du produit des nombres décimaux donnés à une unité près de l’ordre du dernier chiffre conservé, par défaut ou par excès.
260. Division. — Soient a, b des valeurs approchées de A, B avec
HE des erreurs moindres, que «, f, la fraction sera comprise, comme
B a ë a— a a+ a Je a A re entre les LAENOESS res , la différence entre va et E
sera donc inférieure à la plus grande des différences ad _a—u N(b+P)—h{(a—«a) ap +!
Does b (b + Ë) 2 ONDES a+ « a _ b(a+a)—a(b—$) a+ 666 do D-De
On prendra la seconde pour limite supérieure de l’erreur commise
A (0) PM en remplaçant Tg Par 77, en l’'écrivant sous la forme
Le œ He 6 ee 0 — 8 bi 0 6 0e
On calculera celte limite en divisant par une valeur grossièrement approchée par défaut de b (ou B), la somme de « et du produit de 8 par une valeur grossièrement approchée par excès du quotient
L2 (ous)?
() B On peut prendre aussi pour limite de l’erreur le nombre ab + ba Ur br
| : . ’ A 4. Il n'y a pas d’inconvénient à parler de valeurs grossièrement approchées de B et de 5
a 2 ù lieu de valeurs grossièrement approchées de b et de TG caren procédant comme on a expliqué
au n° 253 (p. 279), les valeurs par défaut sont, d'ordinaire, beaucoup trop petites et les valeurs par excès beaucoup trop grandes. Au reste, on peut remarquer que
STE EN
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que l’on calculera en remplaçant au numérateur a etb par des valeurs grossièrement approchées par excès et le dénominateur par le carré d’une valeur grossièrement approchée de b (ou B) par défaut.
Le lecteur fera sans peine les observations suivantes relatives au cas où l’on sait dans quel sens a et b approchent de Aet deB;sia et
? : A 2 a b n'approchent pas dans le même sens, on sait dans quel sens re
se approche É si a et b approchent dans le même sens, on peut
prendre le plus grand des deux nombres
GR SPP Ces a U) 0 — bp? b
pour limite supérieure de l’erreur.
Enfin, il convient de remarquer encore que, lorsque le dénominateur b est petit, la limite supérieure de l'erreur peut être grande.
261. La division des nombres décimaux se ramenant à la division des nombres entiers, on pourra tirer parti des propositions établies aux n°5 68 (p. 58), 95 (p. 109), 99 et 100 (p. 113), auxquelles on peut ajouter la suivante, aussi aisée à démontrer : si, dans la division du nombre naturel a par le nombre naturel b, le quotient entier q est inférieur à b — 1, le quotient entier de la division de a par b — 1 sera q ou g +1.
Supposons maintenant que a et b soient les parties entières des nombres A et B, dont on voudrait avoir le rapport. Le rapport cherché est compris
ati
entre les fractions et
GE) 2 Hat ue É il sera certainement connu avec autant de chiffres exacts qu’on trouvera de chiffres communs (à gauche) en poussant aussi loin qu’on le voudra les divisions de a +1 par b et de a par b +1. Imaginons qu’on ait effectué la division de a par b de manière à avoir n chiffres décimaux ; on a ainsi une valeur approchée du rapport qu'on cherche ; je vais montrer que tous les chiffres en sont exacts, sauf peut-être une erreur d’une unité sur le dernier, en plus ou en moins, et la répercussion possible sur les chiffres précédents, si, comme je le suppose, les conditions suivantes sont vérifiées : 1° on a 107% Zb; 2 le quotient calculé, abstraction faite de la virgule, est moindre que b.
Désignons en effet par q, Q, q', g”' les parties entières des nombres Ss ——
n n ù D AE _- ré Tout revient à démontrer que la différence entre q
et Q est moindre que 1; aq et Q sont tous deux compris entre les limites q' et g”, qu'ils peuvent d’ailleurs atteindre. La supposition 10° 7 b montre que q"” est égal à q ou à q +1; d'autre part, g” inférieur ou égal à Q, est moindre que b; dans la division de a10*% par b +1, le quotient g” est
moindre que le diviseur diminué d’une unité; q est done égal à g" ou à g''+1; on vient de voir aussi qu'il était égal à g' ou à g'— 1 ; que Q soit compris entre g' et q ou entre q et q'', sa différence avec q ne et dépasser 1.
$ 3. — Applications.
262. — Lorsqu'on calcule avec des valeurs approchées, on a à résoudre deux problèmes principaux.
I. Connaissant une limite des erreurs dont sont affectées les données, calculer une limite de l'erreur dont sera affecté le résultat, après qu'on a efiectué sur ces données les opérations prescrites.
IL. On se donne une limité supérieure de l'erreur qu’on veut bien se permettre sur le résultat; avec quelle approximation faut-il connaître les données et comment doit-on diriger les calculs pour que l'erreur finale ne dépasse pas la limite qu’on s’est fixée?
263. Premier problème. — Pour résoudre le premier problème, il suffit d'appliquer les règles du paragraphe précédent.
Le plus souvent, les calculs se feront sur des nombres écrits dans le système décimal, sur des nombres décimaux en particulier. Il conviendra d'évaluer les limites des erreurs de la même façon; naturellement, on ne gardera dans cette évaluation qu’un ou deux chiffres significaüfs, en ayant soin de prendre toujours une valeur approchée | par excès, afin d’être assuré d'avoir une limite supérieure (). :
La limite de l'erreur sur le résultat, à laquelle on parvient ainsi, renseigne sur le nombre de chiffres qu’il convient de garder ; il est évidemment absurde de garder des chiffres qui n’ont aucune valeur; si, par exemple, on trouvait 0,008 pour limite de l'erreur, il serait déraisonnable de garder dans le résultat Le chiffre des dix-milièmes, et les chiffres suivants ; on sacrifiera même volontüers le chiffre des millièmes, et on arrondira le résultat, en s’arrêtant au chiffre*des : centièmes ; mais il ne faut pas oublier que, de ce fait, on commet une nouvelle erreur, que l’on a appris à évaluer au n° 249 (p. 276) et qui est au plus égale et presque toujours inférieure à 5 unités de l’ordre du premier chiffre supprimé. Il ne faut pas oublier d'ajouter cette nouvelle erreur à celle qui entache le résultat primitif. Dans le cas où on vient de se placer, on pourra donc affirmer que l'erreur sur le résultat arrondi est moindre que 0,008 - 0,005 — 0,013. Je rappelle. que la connaissance d’une limite Supérieure de LE. permet de reconnaître les chiffres exacts.
1. Cette règle s'applique au cas où l’on évalue les erreurs qui résultent d’un calcul. Si, au con-. traire, on se propose la détermination d’un nombre avec une erreur moindre que < et si l'on veut remplacer « par un nombre décimal, on remplacera « par une valeur approchée par défaut.
Enfin je rappelle aussi que, lorsqu'on connaît le sens des erreurs, on peutsouvent en profiter pour améliorer les limites que l'on cherche.
On donne ci-dessous quelques exemples, dont chacun est relatif à une opération unique, addition, soustraction, multiplication ou division. Le lecteur trouvera plus tard des exemples qui comporteront plusieurs opérations consécutives.
: 264. Exemples. — 1° Trouver une valeur approchée de la somme des
trois nombres À, B, GC dont a — 31,428, d — 7,825, c — 14,642 sont des valeurs approchées avec des erreurs moindres que 0,001. On fera l'addition des nombres a, b, c; l'erreur dont la somme 53,895 est entachée est moindre que 0,003; la somme A+B +C est comprise entre 53,898 et 53,892; en prenant 53,89 comme résultat, on est sûr que tous les chiffres sont exacts.
20 Trouver une valeur approchée du produit AB des deux nombres À, B dont a —18,751 et b—0,0934 sont des valeurs approchées; les erreurs sont supposées moindres qu'une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre pour a, et qu'une unité de l’ordre du dernier chiffre pour b.
Prenons 20 et 0,1 comme valeurs grossièrement approchées de A et de B. L'erreur que l’on commet en prenant a x< b pour valeur approchée de A x B est moindre que 0,0005 x 0,1 +0,0001 x 20 << 0,003 ; on a d’ailleurs a x b—1,17513434, le chiffre des millièmes n’a déjà pas grande valeur; en le supprimant on commettra une erreur moindre que 0,002; l'erreur totale sera moindre que 0,005 ; le nombre 1,75 est une valeur approchée du produit A x B avec une erreur moindre qu'un demi-centième.
Le lecteur a été sans doute frappé du grand nombre de chiffres inutiles qui ont été calculés. Après avoir reconnu qu'il n'y aura guère lieu de conserver les chiffres qui suivent le chiffre des centièmes, il est assez naturel d'appliquer la méthode abrégée (n°259, p. 283), en calculant comme d’habitude deux chiffres de plus qu’on n’en conservera ; l'opération est figurée ci-dessous :
Si on applique strictement la règle du n° 259, on prendra 18,751 pour valeur approchée du produit À x B le nombre 1,76 et 4 390,0 l’on sera sûr que l'erreur sera moindre que 0,01 + 0,003. Si DE DES
. ne ne 16875 de résultat est un peu moins précis, le calcul a été beaucoup 61 plus court.
; : 72 30 En conservant les mêmes données, trouver une valeur 1,15 08
A rapprochée de EF :
On pourra prendre 0,09 comme valeur grossièrement approchée par défaut de b, puis 300 comme valeur grossièrement approchée par excès du quo-
tient Z ; on aura alors comme limite de l'erreur b
En faisant la division de 18,751 par 0,0934, il n’y aura pas lieu de pousser les calculs au delà du chiffre des dixièmes ; on trouve pour quotient 200,7... ; on prendra pour valeur approchée 201, avec une erreur moindre qu'une unité.
265. Second problème. — Abordons maintenant le second problème, sur lequel je ferai d’abord quelques remarques. On veut avoir une valeur approchée du résultat de certaines opé-
rations qui devraient être effectuées sur des nombres (exacts) À, B,.
C, …, qu’on effectuera en réalité sur des nombres approchés, et l'on
veut que l'erreur sur le résultat soit moindre qu'un nombre donné e.
Ce problème peut se poser de diverses façons.
Les nombres A, B, C, .…, peuvent être connus exactement: ils sont, par exemple, égaux à des fractions dont les termes ne sont pas assez simples pour que l'application des règles du chapitre vs soit aisée ; on substitue à ces nombres exacts des nombres décimaux approchés, sur lesquels on opère, au lieu d'opérer sur À, B, C, .… ; comme on peut avoir des nombres décimaux aussi approchés de A, B, C, … qu'on le veut, le lecteur prévoit sans doute que le problème posé est toujours possible, quelque petit que soit e: c’est ce qui résultera d’ailleurs aisément des règles qui vont suivre.
Il n’en est pas toujours ainsi quand les nombres A, B, C, ... ne sont
pas exactement connus, quand on n'en connaît seulement des.
valeurs approchées A, B', C!, …, qui peuvent être, par exemple, des ‘résultats de mesures. On peut alors effectuer les calculs sur les nombres A’, B', C’, ..… Si l’on connaîtune limite de l'erreur dont est entaché chacun de ces nombres, on saura, en appliquant les règles précédemment expliquées, calculer une limite de l'erreur sur le résul-
{at ; si la limite trouvée est moindre que &, le problème est résolu ;.
si, au contraire, elle est supérieure à &, lé problème est en général impossible. A la vérité, lorsque la limite de l'erreur commise sur le résultat est voisine de :, il peut arriver qu’en calculant cette limite d'une façon plus serrée, on parvienne à constater qu’elle est moindre que s ; mais il est clair que cela n'arrivera pas toujours : 1l est absurde, par exemple, de demander une valeur approchée avec une erreur moindre qu’un millième, de la somme de deux nombres, lorsqu'on n’en a que des valeurs approchées, comportant des erreurs dont on sait seulement qu'elles sont moindres qu'un centième. On supposera dans ce qui suit que les nombres A/, B', C!, .… soient suffisamment approchés de A, B, C, … pour que le problème posé
soit possible.
CREER < er
Il arrivera fréquemment que les calculs, menés comme on vient de dire, soient très longs et manifestement inutiles en partie; on a déjà insisté sur ce que la multiplication conduit à des chiffres sans valeur ; une division peut être poussée aussi loin qu'on veut; les chiffres inutiles fournis par chaque opération intern éliaire compliquent et alourdissent les calculs ultérieurs. Il est raisonnable de chercher à faire les calculs sans trop de peine et de façon à obtenir cependant une bonne approximation : il est possible de les simplifier beaucoup quand on se contente d'une approximation grossière, en supprimant les chiffres inutiles après chaque opération. Bien entendu, après chaque opération on doit tenir compte et de l'erreur qui résulte des données et de l'erreur qui résulte de ce qu’on arrondit le résultat.
Comme pour les exemples qu'on a traités dans le précédent numéro, je supposerai d'abord qu'il ne s'agisse que d’une seule opéralion.
266. Addition. — Sur l'addition, je commencerai par une remarque qu’on a souvent l'occasion d’appliquer.
Supposons qu'on n'ait pas plus de dix nombres A, B, C, à ajouter, que, pour calculer une valeur approchée de leur somme, on leur substitue des valeurs approchées a, b, c, .… comportant toutes le même nombre de décimales et que, pour chacune de ces valeurs, l'erreur soit au plus égale à une demi-unité de l’ordre du dernier chiffre ; puis que, après avoir effectué la somme, on arrondisse le résultat en supprimant le dernier chiffre ; l’erreur totale sera au plus égale à 5 +5 unités de l’ordre de ce chiffre, ou à une unité de l’ordre du dernier chiffre conservé.
Si donc on veut avoir la somme avec n chiffres décimaux, et une erreur au plus égale (!) à une unité de l’ordre du dernier chiffre, on pourra procéder comme on vient de l'expliquer, en prenant les nombres à ajouter avec n + 1 décimales.
267. Supposons, en général, qu'on veuille calculer, avec une erreur moindre que £ (?), la somme de p nombres A, B, C, ..….. Soient a, b, c, … les nombres approchés qu'on leur substituera et soit &' un nombre supérieur aux erreurs dont sont affectés ces nombres; a+b+c+.…. sera une valeur approchée de AHB+C<+..., avec une erreur moindre que pe’ ; le problème posé sera donc résolu
1. 11 est à peine utile de répéter une fois de plus que l'égalité n'arrivera presque jamais.
2. Je rappelle que, dans la pratique, € est très souvent évalué en unités décimales, avec un ou deux chiffres significatifs ; quand on simplifie le nombre qui représente €, il faut avoir soin de prendre toujours des valeurs approchées par défaut.
si l'on à ps Ze, lorsque les nombres @&, b, €, … sont, comme je le
suppose dans ce qui suit, écrits sous forme décimale, ainsi que leur
somme & + b + c + …. Supposons qu’on arrondisse cette somme en s’arrêtant à un certain chiffre; on commet alors une nouvelle …
erreur au plus égale à, en désignant par w une unité (composée, +
simple, ou décimale) de l'ordre du chiffre auquel on s’est arrêté. L'er- vd
reur totale est donc moindre que pe: + | et le problème posé sera ;
résolu si l’on a
: (a) Le RTE
Il convient de remarquer, sur cette inégalté, dans laquelle les
nombres p, « sont donnés tandis que =’ et w sont inconnus, que, sielle
est vérifiée pour un couple de nombres :', w, elle est encore vérifiée si on remplace ces nombres par des nombres respectivement égaux
ou plus petits puisque chaque partie de la somme qui figure au pre- … mier membre est alors remplacé par un nombre égal ou plus petit. nu
On choisira w de façon que z soit inférieur à « (mais non égal),
puis s! de façon que l'on aitpe' Ze 7 ; c'est-à-dire <! inférieur à
Il y a avantage à prendre w aussi grand que possible, afin d’avoir :
un résultat plus simple ; on ne peut d’ailleurs le prendre plus grand
qu’une unité de l’ordre du premier chiffre significatif de 2e écrit sous
forme décimale. Il peut arriver que, en adoptant cette valeur pour e, la valeur correspondante pour n soit trop petite pour quon puisse,
au moins lorsque les nombres A, B, GC, ne sont pas connus exacte-
ment, se procurer des valeurs @, b, €, … approchées avec une erreur … moindre que n ; on prendra alors pour w une valeur dix, cent, ... fois
plus petite; quelques tâtonnements peuvent être nécessaires. Au
reste, il est bien entendu qu'il n’y aurait rien à faire, si l’on ne pouvait se procurer des valeurs 4, b, C, … approchées avec une erreur |
° € moindre que .
Supposons qu'on n’ait pas à craindre de difficultés de cette sorte. 4 Après avoir choisi w, on déterminera (n° 252, p. 278) les nombres 4, … :
NET
: 1 on demande une valeur approchée avec une erreur moindre que
b, c, … écrits dans le système décimal de façon que, pour chacun d’eux, l’erreur soit moindre que " ; ayant ensuite fait la somme de ces nombres, on l’arrondira en s’arrêtant au chiffre qui exprime des unités du même ordre que «.
268. Exemple. — Un nombre inconnu est représenté, avec une erreur
1 1 Ë moindre que go Par la somme des fractions
NT ARE CR PUCES SRE
x 105 La première fraction peut être évaluée exactement en fraction décimale ; les huit autres peuvent être calculées avec n décimales de façon que l'erreur
pour chacune soit moindre que 5-10 il suffira de prendre n assez grand pour avoir 8 1 1 Trio À JO © 10 ou encore
4 1 1 29 ou
on satisfera à cette inégalité en prenant n =7.
Nous calculerons donc les huit dernières fractions avec 7 décimales, en forçant, s’il y a lieu, le dernier chiffre; les valeurs approchées des neuf fractions sont écrites ci-dessous, on a marqué d’un astérisque celles dont le dernier chiffre a été forcé, on en a fait la somme :
On observera que, pour trois des valeurs approchées, l’erreur est en moins, elle est en plus pour cinq. L’erreur provenant de la substitution dans la somme des nombres décimaux aux pee est donc moindre
5 5 ‘+ que 5: : : l'erreur totale est moindre que ——— 3.10 + —— T _. se 10°: Ainsi la valeur approchée 2,7182819 du nombre cherché comporte une
e 3 4 LU Lä | à à Li
erreur moindre que 107 ee 10 ? le raisonnement précédent ne permet pas
de décider si l’erreur est en plus ou en moins. Il permet toutefois d’avoir
une valeur approchée du nombre cherché avec une erreur moindre | LI La La La
que x» et ne comportant que six décimales : ce nombre cherché est, en
effet, compris entre les nombres 2,7182822 et 2,7182816 que l’on obtient .
en ajoutant et en retranchant Ses au nombre 2,7182819 ; il en résulte que 7.
>, 7182822 est une valeur approchée avec une erreur, en plus ou en moins,
LA e | e . La La à inférieure à 70: Les cinq premières décimales sont exactes.
269. Méthode générale (‘). — Une soustraction, une multiplication, une division portent sur deux nombres. Ce qu'on va dire s'applique
à ces trois opérations, et aussi à l'addition, quand on n’a que deux
nombres à ajouter.
Je désignerai par A, B les nombres exacts, par a et b les nombres qu’on leur substitue, par « et les limites des erreurs correspondantes, par e une limite de l'erreur qu’on se permet sur le résultat ; je rappelle encore une fois que les nombres exacts À, B peuvent ne pas être connus : on en a alors des valeurs approchées A, B’.
Dans tous les cas, on a trouvé pour la limite de l’erreur qui résulte de la substitution, dans l'opération à faire, dea etdebàAetàB, une expression de la forme Pa + Qf, où P, Q sont des nombres que l'on a appris à calculer lorsque l’on connait des valeurs approchées de À et de B, et dont on peut dire, au moins quand on les force suffisamment, qu'ils ne dépendent pas de «et de $ : dans le cas de l'addition et de la soustraction, on peut prendre P et Q égaux à Î ; dans le cas de la multiplication, on peut prendre pour P et Q des valeurs grossièrement approchées de B et de À, par excès ; dans le cas de la division de A par B, on peut prendre pour P l'inverse d'une valeur grossièrement approchée de B par défaut et, pour Q, le produit obtenu en multipliant par cet inverse une valeur grossièrement
approchée par excès du rapport £ . A l’erreur qui résulte de ce que
l’on substitue a, b à À, B s'ajoute celle qui résulte de ce que l'on arrondit le résultat; si l'on désigne par w une unité (composée,
1. Elle est tirée de la Note sur les Approximations numériques de M. le commandant Guvou (Paris, Gauthier-Villars, édit., 2° édition). Elle comporte la résolution de quelques inégalités ;
mais cette résolution est assez simple pour qu'elle ne puisse guère cmbarrasser le lecteur même qui n'aurait pas étudié l'algèbre. |
Simple ou décimale) de l’ordre du chiffre auquel on s'arrêtera, cette
dernière erreur sera au plus égale à © t l Î : P g -; » €n sorte que l'erreur totale
est moindre que Pa + QB + 5 ; le problème sera résolu si l’on a (4) | Pa+ @+sce;
d'ordinaire, on choisit d'abord w intérieur à 2e ; on a ensuite à déterminer +, 8 de façon que l’on ait Pa+Qiee— _. ie
on peut prendre
x tu) [A] ess ET. me ED ROUE FRATIEELRTTTR
On pourrait aussi choisir « arbitrairement, moindre toutefois que 6 ; prendre ensuite w moindre que 2 (e — Pa), égal, par exemple, à
une unité de l’ordre du premier chiffre significatif de ce nombre écrit sous forme décimale ; puis prendre
in Q 2
cette dernière marche est avantageuse dans le cas de la division,
où il n'y a pas d'intérêt à simplifier le dividende, mais bien le divi-
seur. On prendra le dividende a aussi approché de A qu’on voudra ou qu'on pourra; on évaluera une limite « de l'erreur ainsi commise, on déterminera ensuite w et 8 comme il vient d’être expliqué.
En général, après avoir déterminé «, 8, w on déterminera a et b par la méthode du n° 252 (p. 278); on effectue ensuite l’opération sur les nombres à, b ; on limite le résultat au chiffre du même ordre: que w, en le forçant s’il y a lieu.
Dans le cas d'une division, au lieu de calculer un chiffre de plus qu'il n’est nécessaire, pour savoir si l’on doit forcer ou non le dernier chiffre, on regardera si le reste est plus grand ou plus petit que la moitié du diviseur.
270. Exemple. — Supposons, par exémple, que les nombres 3,1416 et 9,8696 soient des valeurs approchées des nombres À, B à un demi dix-mil-
lième près et qu’on veuille avoir une valeur approchée du quotient < avec.
une erreur moindre que 0,01.
Joe = LEÇONS D'ARITHMÉTIQUE. * On pourra prendre 9 pour valeur grossièrement approchée de B t à
pour valeur grossièrement approchée du quotient; on aura à satisfaire à l'inégalité rs
SE À
on peut évidemment prendre w — 0,01 puis 82 4 (0,09 — 0,045 — 0,00005) ou 0,18 — 0,002;
On prendra $ = 0,17, b — 9,9 et on poussera la division j jusqu'au Res f des centièmes; le reste correspondant 72 est plus g grand que la moitié de 99; il convient donc de forcer et de Bb endre 0,32 pour le quotient cherché.
314161 99 297 not
Le lecteur peut remarquer qu'on aurait pu prendre b = 10, car l'erreur Corr espondante est moindre que 10 — 9,86 — 0,14 et par nant que . 0,17; la division se fait exactement et on voit que 0,31 répond aussi à la i question ; 0,31 et 0,32 sont les deux valeurs approchées du quotient à 0,01 à près; par défaut et par excès. ni
271. Marche à suivre lorsqu il y a plusieurs opérations à faire. — Les règles et les exemples qui précèdent se rapportent au cas où l’on n’a à faire qu'une opération. Quel que soit le nombre des opéras, ee tions qu’on doit faire, on n’en fait jamais qu'une à la fois ; on n'aura qu'à appliquer les règles à cette opération. |
Tout d'abord il faudra se rendre compte de l'ordre dans Lai sn devront se faire ces opérations, ordre qui laisse d’ailleurs souvent quelque arbitraire : si l’on a trois nombres à multiplier, par exemple, on peut choisir arbitrairement les deux nombres qu’on ane pliera d’abord. | :
Supposons qu'il s'agisse du problème I : on clones successive À ment la limite de l'erreur dont est affecté le résultat de la première opération, le résultat de la seconde, .…., le résultat final; bien …
De. L 1 7 :
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entendu, si l'on supprime des chiffres dans le résultat de quelque opération, on en tiendra compte dans l'évaluation de l'erreur.
S'il s'agit du problème Il, on devra prendre les choses à l'envers et partir de la dernière opération : de l'erreur que l'on se permet sur le résultat final, et de celle qui résulte de ce qu’on arrondit ce résultat, on déduit, comme on l'a expliqué plus haut, les erreurs qu'on peut se permettre pour chacun des nombres sur lesquels porte cette dernière opération ; remarquons toutefois que, pour faire ce calcul, en particulier pour le calcul des nombres qu’on désignait par P el Q au n° 271, on a besoin d'avoir des valeurs approchées, au moins grossièrement, de ces nombres sur lesquels on doit opérer; je reviendrai là-dessus dans un instant. Ayant déterminé les erreurs qu’on peut se permettre pour les nombres sur lesquels portera la dernière opération, on passera à l'avant-dernière ; le résultat de cette avant-dernière opération est un des nombres sur lesquels portera la dernière, on a déterminé l'erreur qu'on peut se permettre sur lui; on a donc, pour l'avant-dernière opération, à résoudre le même problème que j'ai supposé résolu pour la dernière opération. En remontant ainsi la chaîne de toutes les opérations, on parviendra à déterminer les erreurs qu'on peut se permettre et les simplifications qu'on peut effectuer sur les données de la question. On aura ensuite à effectuer les opérations dans l’ordre qui a été spécifié.
Reste la difficulté que j'ai signalée sans y insister : la nécessité, pour chaque opération, d'avoir des valeurs approchées, au moins grossièrement, des nombres sur lesquels on opérera. Dans certains cas, on a besoin de valeurs approchées par excès, dans d’autres, de valeurs approchées par défaut : le plus simple est de calculer les unes et les autres, sans se préoccuper de savoir si elles serviront ou non. Pour cela, on n’a qu'à appliquer les règles du n° 254 (p. 280) en commençant par la première opération, en continuant par la seconde, ., de manière à parvenir finalement à des limites du résul- {at final par défaut et par excès ; au fond, on fait un premier caleul,
qui d’ailleurs es double, puisqu'on s'arrange, d’une part, pour avoir
toujours des valeurs approchées par défaut, d'autre part pour avoir toujours des valeurs approchées par excès; Ces calculs se font largement, de tête très souvent: c'est les résultats de ce double calcul qui serviront dans la détermination des erreurs que l'on a expliquée plus haut. Il est indispensable de mettre de l'ordre dans tout cela.
972. On représente par des lettres, ou des symboles littéraux, tous les nombres qu’on aura à remplacer par des valeurs appro-
chées, que ces nombres soient des données, ou qu'ils résultent de calculs ; un nombre qui, dans les calculs supposés exacts, scrait employé deux fois devra être représenté par deux symboles distincts, car les valeurs approchées qu'on lui substituera ne sont pas forcément les mêmes. On dressera ensuite un tableau à cinq colonnes: dans la première figureront les symboles littéraux, rangés dans un ordre,qui s'accorde avec celui où seront employés dans le calcul les nombres qu'ils représentent, ou plutôt leurs valeurs approchées : le dernier symbole de cette colonne représentera le résultat final. Dans la seconde et la troisième colonne, en face des symboles littéraux, on placera les valeurs grossièrement approchées par défaut et les valeurs grossièrement approchées par excès, calculées comme on vient de l’expliquer. Dans la quatrième colonne, on placera les limites des erreurs dont seront affectés les nombres qu'on substituera aux symboles littéraux, nombres qui seront placés dans la dernière colonne. | La limite d'erreur qu’on écrira tout d’abord est celle qu'on se permet sur le résultat ; elle figurera en face du symbole de ce résultat, tout au bas de la colonne des erreurs : elle servira, avec les valeurs grossièrement approchées des deux premières colonnes, à détermi-
ner les limites des erreurs qu’on peut se permettre sur les nombres
qui entrent en jeu dans la dernière opération, limites qu’on écrit en face des symboles de ces nombres, dans la colonne des erreurs, et qui servent à calculer de même les limites des erreurs qu'on peut se permettre sur les nombres qui entrent en jeu dans l’avant-dernière opération, et ainsi de suite, en remontant jusqu'aux données.
En face des symboles des données, dans la dernière colonne, on écrit les nombres qu’on leur substituera et qui doivent comporter des erreurs moindres que les limites qu’on a déterminées comme on vient de l’expliquer ; on effectue ensuite la première opération, dont on écrit le résultat (arrondi) dans la dernière colonne, en face du symbole correspondant ; on continue ainsi, en descendant, jusqu’au résultat final.
PRES EE: ENG ER
dont on sait que, pour chacun, l'erreur est moindre que 0,0001 ; je ( traiterai deux problèmes distincts :
1° Calculer, en simplifiant les calculs, une valeur approchée de Q, de manière que l'erreur finale soit comparable à celle que l’on obtiendrait en faisant les opérations tout au long, c’est-à-dire en gardant tous les chiffres dans les multiplications ; et en poussant la division aussi loin qu’on voudra.
2° Diriger les calculs de façon à avoir le résultat à 0,05 près (!).
Afin de rendre les raisonnements plus simples et plus systématiques, je ne supposerai pas qu'on se serve de la méthode abrégée pour les multiplications. Occupons-nous d’abord du premier problème.
On calculera successivement des valeurs approchées du numérateur N et du dénominateur P, en évaluant des limites des erreurs sur chacun d'eux.
Pour calculer une valeur approchée de N, on peut faire le produit A'B', le simplifier et le multiplier par 2C’. La simplification du résultat; qui servira de dividende dans une division, n’a pas beaucoup d'intérêt. On trouve A'B'— 24,29582300 ; en prenant 4 et 8 pour valeurs grossièrement approchées par excès de À et de B, on voit que l'erreur dont est entaché A'B' est moindre que 0,0012 ; il n’est pas raisonnable de garder les chiffres au delà du chiffre des millièmes ; en forçant ce chiffre qui est suivi d’un 8, on commettra une nouvelle erreur au plus égale à 0,0002; l'erreur totale, en prenant 24,296 pour valeur approchée de AB, est inférieure à 0',0014. En multipliant ensuite par 2C'—0,2502 on trouve 6,0788592 ; l’erreur sur C'était moindre que 0,0001, l'erreur sur 2C' sera moindre que 0,0002 ; en prenant 25 et 0,3 comme valeurs grossièrement approchées de AB et de 2C, on voit que l'erreur sur le produit sera moindre que
Si l’on voulait simplifier le produit, on s’arrêterait au chiffre des centièmes, en le forçant puisqu'il est suivi d’un 8 ; on commettrait de ce fait une nouvelle erreur, au plus égale à 0,0002 et l’on prendrait 6,08 comme valeur approchée de N, avec une erreur moindre que 0,012.
Passons au dénominateur P ; on trouve
En prenant pour valeurs grossièrement approchées par excès de D, E, F, A les nombres obtenus en forçant le premier chiffre significatif et en supprimant les autres, on trouve, pour les erreurs dont sont affectés les produits D'E', F'A', les limites 0,0009 et 0,000309 ; en adoptant, avant de faire la soustraction, les valeurs approchées 14,1434 et 0,2862, on commettra de ce fait de nouvelles erreurs moindres que 0,00003, et 0,00004 ; en sorte que la différence 13,8572 sera affectée d’une erreur moindre que 0,0043 ; en prenant
1. Il est à peine ulile de dire que si l’on a traité le premier problème, le résultat du second est connu par là-même. C'est la méthode seule qui offre de l'intérêt.
pour P la valeur approchée 13,857 l'erreur finale sera moindre que 0, 0016. à . On peut prendre 0,5 comme valeur grossièrement approchée par exeès du
quotient cherché et 13 comme valeur grossièrement approchée par défaut
du diviseur. En conservant La valeur non simplifiée 6,0788592 du. Hans
Ferreur sur le quotient sera moindre que
0,0092 0,5 x 0,0016 0,01 13 13 is A8
Au quotient, on s'arrêtera au chiffre des millièmes; pour savoir si ce
-chiffre doit être forcé, on consultera le reste et on mie un chiftre de plus.
En divisant ainsi 6,0788592 par 43,857 on trouve 0,4386; en se donc
0,439 pour valeur approchée de Q, on commettra une erreur moindre que
T 10000 10000 10090 — DIU
Le lecteur pourra se rendre compte sur cet exemple qu'en employant,
pour chaque opération, la méthode précise indiquée à la fin du n° 254 (p. 281),
d’une part les calcu}s sont très fastidieux et, d'autre part, le bénéfice est
assez médiocre. Tout ce qu’on arrive en effet à prouver ainsi, c'est que le quotient cherché est compris entre 0,43907... et 0,43827.. Occupons-nous maintenant du second problème : care dirigerait-on les calculs si l’on se contentait d’une approximation de 0,05 sur le résultat ? On dressera le tableau ci-dessous ; la seconde et la troisième colonne contiennent des valeurs grossièrement approchées des nombres dont les symboles
figurent dans la première colonne; pour cette première colonne, il n’y a ;
lieu d'y signaler que l'emploi, qui d’ailleurs n’est pas indispensable ici,
de deux symboles distincts A et À, pour représenter un même nombre, lequel
figure deux fois dans l'expression à calculer, * La quatrième colonne contient les limites des erreurs ; la cinquième les
nombres approchés sur lesquels on fait les calculs, et en face de . le #
résultat. Le problème revient à remplir ces deux colonnes.
Pour remplir la colonne des erreurs, on n’a qu'à appliquer un certain.
nombre de fois cette méthode du n° 269 (p. 292) par laquelle, de la limite de l'erreur permise pour le résultat d’une opération, on déduit les limites des
erreurs permises pour les nombres sur lesquels on opère. Afin d’abréger le ‘2 ‘langage et d'éviter des répétitions continuelles, je conviendrai, dans chaque | application de cette méthode, d'appeler w une unité de l'ordre du dernier
chiffre auquel on s’arrête dans le résultat de l'opération ; à chaque applica-
tion, w pourra changer de valeur. En outre, je désignerai la limite de l'erreur commise (ou permise) sur un nombre représenté par une lettre ou un symbole littéral en enfermant cette lettre ou ce symbole littéral entre crochets. Sans doute, ces crochets ont habituellement une autre significa-
tion ; mais il n’y a ici aucune confusion à craindre. — Ainsi [Q] désignant
l'erreur permise sur le résultat final, on écrira [Q]—0,05. On commence par écrire le nombre 0,05 en face de Q, dans la colonne des erreurs.
P—DE— FA
me |. eme | À ————
Pour calculer (‘) Q, on doit calculer N et P : la valeur de w relative à Q
doit satisfaire à la condition De 0,05 ; on prendra donc w — 0,01 et l’on
fois
1. Ii s'agit, bien entendu, de calculs approximatifs ; je me permets de ne pas le répéter à chaque
devra se rappeler que dans le calcul de ©, on s'arrêtera au chiffre des cen- ii
tièmes (1); on détermine ensuite [N] et [P] au moyen de l'inégalité
O4 a (1 < 0,05 — 0,005 ou 0,045 ; on peut prendre (n° 269, p. 293).
NL, IN=02, 9 0,45 X 9 na F
on inscrira les nombres 0,20 et 0,18 en face de N et de P dans la colonne
des erreurs.
On a ensuite à effectuer deux calculs séparés, celui de N et celui de P. On
peut les effectuer dans l’ordre que l’on veut. | $ Commençons par N; on pourra prendre w = 0,1, puis déterminer les
limites [AB] et [2C] des erreurs permises sur AB et 2 C par l'inégalité
0,3 [AB] + 32[2C] £ 0,20 — 0,05 ou 0,18;
d'où 2 [AB] Z Fe [AB] = 2,5, ROLE [2 C] — 0,002:
on écrira les nombres 2,5 et 0,002 dans la colonne des erreurs, en face
de AB et de 2C.
On a maintenant tout ce qu’il faut pour déterminer la valeur nee
de 2C dont on se servira ; il est clair que le nombre 0,25 convient ; l’erreur
qu'il comporte est moindre que 0,001 et, a fortiori, que 0,002. On écrira 0,25.
en face de 2C, dans la quatrième colonne.
Passons à AB; on prendra ici w = 1 et l’on déterminera Le limites [A]. [B] des erreurs, par l'inégalité . |
8 [A] + 4 [B] 2 2,5 — 0,5 ou 2 d'où [AT ‘ AZ 0;
on inscrira ces nombres dans la colonne des erreurs, en face de A et de B:.
ils permettent la détermination des valeurs approchées dont on se servira; -
pour À, on prendra 3,3 (avec une erreur m.hdre que 0,04) pour B, on
4. On peut, si l'on vent, dres:er une colonne pour les w, ou inscrire chaque valeur de w à côté du symbole auquel elle se rapporte. .
prendra 7,4 (avec une erreur moindre que 0,04) et l’on écrira ces nombres dans la cinquième colonne, en face de A et de B.
On calcule ensuite AB, en faisant le produit de 7,4 par 3,3, ce qui donne 24,42. Puisque w est égal à 4, on prendra 24 pour valeur approchée de AB, on écrira cette valeur dans la cinquième colonne, en face de AB.
On calcule ensuite N, en faisant le produit de 0,25 par 2#, ce qui donne 6,00 ; il n’y a pas lieu de se préoccuper ici de la valeur w — 0,1 ; le calcul du numérateur est terminé.
Passons au dénominateur P = DE — FA, pour lequel [P]—0,18; on prendra [DE] et [FA,] égaux à 0,09 et l'on inscrira ce nombre 0,09 dans la colonne des erreurs en face de DE et de FA.
Calculons DE; on pourra prendre ici w = 0,1, puis déterminer [D] et [E] par les inégalités
3 [D] + 6[E].Z 0,09 — 0,05 ou 0,04 ; on prendra
0,0 DZ, ([D]—0,006, HZ, (E]—0,003;
et l'on écrira ces nombres dans la colonne des erreurs; on prendra 5,04 (avec une erreur moindre que 0,004) pour valeur approchée de D et 2,805 (avec une erreur voisine de 0,0005) pour valeur approchée de E ; après avoir inscrit ces nombres dans la cinquième colonne, on fait le produit de 2,805 par 5,04 ce qui donne 141372; en se rappelant que, pour DE, w est égal à 0,1, on voit qu'on peut inscrire la valeur approchée 14,1 dans la cinquième colonne, en face de DE.
Pour FA,, on prendra encore w — 0,1 et on déterminera [F] et [A,] par j'inégalité
on prendra LU, /[F]—0,005, AZ, [AJ=02;
on inscrira les nombres dans la colonne des erreurs, et l’on prendra ensuite 0,09 (avec une erreur moindre que 0,003) pour valeur approchée de F et 3,3 (avec une erreur moindre que 0,04) pour valeur approchée de AÀ,; après avoir inscrit ces nombres, on fera leur produit, ce qui donne 0,297; on prendra 0,3 comme valeur approchée de FA, puis 14,1 — 0,3 — 13,8 comme valeur approchée de P. Il reste à fairé la division de 6 par 13,8; on doit s'arrêter au chiffre des centièmes (w — 0,01); en faisant l'opération, on trouve 0,43 et on constate que le dernier chiffre doit che forcé ; on est cer- {ain que le nombre 0,44 répond à la question.
$ 3 — Erreurs relatives. Observations diverses.
274. L'erreur telle qu’on l’a définie au n° 243 (p. 272) et qu’ on l'a considérée jusqu'ici est ce que l’on appelle l'erreur absolue.
L'erreur relative est le POSE de l'erreur absolue au nombre exact. ; En désignant, comme plus haut, par A un nombre exact, par A! sa | — A! A'—A valeur approchée, l'erreur relative sera donc De AE
selon que À’ sera approché par défaut ou par excès. ;
L'épithète « relative » ne doit jamais se sous-entendre. :
Dans une mesure, c'est la petitesse de l'erreur relative qui importe ; si l'erreur relative est petite, la mesure est bonne. Dans. des mesures kilométriques, une erreur de quelques décimètres est insignifiante ; une erreur d’un millimètre est importante dans l’éva- Juation d’une hauteur barométrique. |
J'écarterai entièrement la considération d'erreurs relatives qui seraient égales ou supérieures à 1 : une pareille erreur relative ne. peut pas se présenter quand le nombre approché A! est approché par défaut, puisque, alors, l'erreur absolue A — A! est inférieure au nombre exact A ; lorsque A/ est approché par excès, l’erreur relative ne peut atteindre ou dépasser 1 que si l’erreur absolue estégale ou supérieure au nombre exact. Dans les cas très exceptionnels où, . en raison par exemple de la petitesse de À, de pareilles erreurs se . trouveraient à craindre, soit dans une mesure, soit dans un calcul, iln'y a pas lieu de considérer l'erreur relative, mais bien l'erreur absolue. Une mesure où l’erreur relative dépasserait 0,1 est déjà bien grossière.
Lorsqu'on mesure une quantité, un segment de droite OM par exemple, l'erreur relative ne dépend pas du choix de l'unité. L'opération consiste, au fond, à substituer au segment OM un autre segment OM’ dont la mesure se lit sur la règle divisée. Ce qu’on a appelé l'erreur relative, c’est le rapport du nombre qui mesurerait M'M au nombre qui mesurerait OM ; c’est aussi bien le rapport de la longueur M'M à la longueur OM, lequel ne dépend pas du choix de l'unité de longueur.
Il convient encore de remarquer que si, en désignant par # un nombre quelconque, on prend le nombre KA’ pour valeur approchée du nombre A ; l'erreur relative sera la même qu’en prenant A'pour
ERREURS RELATIVES. OBSERVATIONS DIVERSES, 303 valeur approchée de A, ainsi qu'il résulte de l'égalité
kA— KA! A—A!
Quand on connaît, outre la valeur approchée A de À, une
limite supérieure n de l’erreur relative, on obtient une limite supé-
- rieure £ de l'erreur absolue au moyen de la première des deux for
mules (1)
s— A", er Rem a
si l’on sait que A’ est une valeur approchée par excès, au moyen de
» la seconde dans tous les cas. En effet, An est toujours plus grand que l'erreur absolue ; il en est de même, a fortiori, de A'n si A’ est plus grand que À ; dans ce cas, on peut donc prendre es = A'n. Pour établir la seconde formule, il suffit de prouver que l'on a
le premier membre étant plus grand que A’, l'inégalité est évidente si À’ est approché par excès; si A’ est approché par défaut, l'erreur absolue est À — A’; puisque cette erreur est moindre que An, on a A < A! + An; en retranchant Ar des deux membres de cette dernière égalité, en divisant ensuite par 1 — n, on parvient à l'inéga- TRES Re
276. Si l'on connaît, outre la valeur approchée A’ du nombre A, une limite supérieure & de l'erreur absolue, on obtiendra une limite supérieure de l'erreur relative en divisant « par une valeur appro-
_ chée de A par défaut, par A! si l’on sait que cette valeur est appro-
, chée par défaut, par A'— : si l'on ne sait rien; d’ailleurs, on substitue d'ordinaire à A! ou à A! — : des valeurs plus grossièrement approchées par défaut.
Supposons que A! soit écrit dans le système décimal et que € soit mis (n° 248, p. 275) sous la forme mu, en désignant par w une unité de l’ordre du dernier chiffre significatif de A’; on obtiendra alors une limite supérieure de l’erreur relative en divisant m par le nombre entier que l’on déduit de A/ en ne gardant que les chiffres significatifs, c'est-à-dire en supprimant la virgule et les zéros non significatifs, puis, si l’on n’est pas sûr que À’ est approché par défaut, en retranchant m.
à 1. Voir l'observation du n° 279 (p. 307) relative à ces deux formules,
POUR NS à EME et Ja » 4 4
Si, par exemple, A est égal à l’un des nombres 723000, HD Lao,
dans le premier desquels les zéros ne sont pas significatifs, et si l’on sait que l'erreur est moindre que 2 unités de l'ordre du dernier
chiffre significatif, on pourra prendre dans tous les cas F9j °0mme
limite de l'erreur relative; cela est clair dans le second cas (A = 193), auquel les autres se ramènent par la remarque qui termine le numéro précédent. On pourra prendre pour limites plus grossières 2 1 1 700 * 300 100 :
demi-unité de l’ordre du dernier chiffre 0 on pourrait 1 1 1400 ©" 1000 :
Si le nombre approché Aa p chiffres significatifs, et si l'erreur absolue est moindre qu’une unité du dernier ordre décimal, la fraction
Si l'on savait que l'erreur est moindre qu'une
prendre pour limite de l'erreur relative —
a est une limite supérieure de l'erreur relative ; en effet, lorsque | A! est entier et n’est point terminé par des zéros non significatifs, le
numérateur de la fraction = est plus grand que l'erreur (abso- L
lue) et son dénominateur est le plus petit nombre de p chiffres. Il pourrait y avoir exception si A’ était précisément égal à 10r=1 et s'il était approché par excès ; mais, même dans ce cas, il sera rarement utile de se préoccuper de la légère inexactitude qu’on risque de commettre en adoptant cette limite, et d'en adopter une plus grande, À :
par exemple a Sc A0P 7.
Si l’erreur absolue est moindre qu’une demi-unité de l'ordre du dernier chiffre décimal et si le premier chiffre significatif est égal ou supé-
rieur à 5, on peut prendre > pour limite de l'erreur relative.
On a vu plus haut comment se résolvait le problème inverse : jrouver une limite supérieure n de l'erreur absolue quand on a une limite supérieure de l'erreur relative; dans la pratique, on se contente de multiplier n par un nombre certainement plus grand que A ; si l'on avait des doutes, on pourrait recourir à l'inégalité (L) du précédent numéro pour se procurer un tel nombre.
La connaissance d’une limite de l'erreur absolue permet ensuite de reconnaître quels chiffres il convient de garder dans A’, et en particulier quels chiffres sont exacts.
‘+1 is E RS TS Ch En ea UT:
ERREURS RELATIVES. OBSERVATIONS DIVERSES. 305: ne APS ; Supposons A! — 72,645, n < TT L'erreur absolue sera moindre
que _ et a forliori que ou 0,001 ; on gardera les trois chiffres
décimaux; les deux premiers sont exacts.
Supposons A!= 0,0018937, n < ——— SSI L cn et A’ approché par défaut ; 0,002 1 L'erreur absolue sera moindre GE NITE OUT » puisque À’ esl
approché par défaut, les sept décimales sont exactes.
Lorsque l'erreur relative est moindre que —— , on peut conserver
les p premiers chiffres significatifs de A’ en forçant le dernier, s’il y a lieu. L'erreur est alors moindre que 2, en désignant par w une unité de l’ordre du dernier chiffre conservé.
En effet, d’une part, le nombre formé par les p premiers cluffres de
A' est moindre que 107w. Afin que PR nl soit entièrement
" at
absolue dont A’ est entaché quand la limite de l'erreur relative est;
rigoureux, adoptons l’expression comme limite de l'erreur
remplaçons dans cette expression A! par 107w et n par _ , elle deviendra 10Pw
quantité qui, comme le lecteur s’en assurera aisément, est moindre
que —— ; l'erreur qui résulte de ce qu’on s'arrête au pière chiffre
significatif est au plus égale à F : l'erreur totale est donc moindre que 2w.
277. Dans tout ce qui précède, les erreurs (relatives ou absolues) ont été regardées comme des nombres positifs (ou plutôt absolus) ; dans beaucoup de cas, il est commode de regarder l’erreur comme un nombre affecté d’un signe.
Soit À un nombre exact, A’ sa valeur approchée, on peut convenir de regarder le nombre (relatif) À — A’ comme étant l’erreur dont A'est affecté; elle sera positive si A’ est approché par défaut, négative si A' est approché par excès (1).
Supposons qu'aux nombres exacts À, B, C,... (généralement inconnus),
1. Cette convention n’est pas universellement acceptée ; on peut tout aussi bien faire la convention contraire et regarder A’ — A comme l'erreur.
306 LECONS D'ARITHMÉTIQUE. De
on substitue dans un caleul les nombres approchés (par défaut ou par excès) a, b, c.... En désignant par @, 8, y, les erreurs, au nouveau sens du mot, dont sont affectés ces nombres a, b, c, …, on pourra écrire
A—ata, B—b4R, C—c+ y, …;
T’Algèbre donne le moyen de calculer, au moyen de «,B,Yy, .…, l'expression de l'erreur sur le résultat; c’est-à-dire dela différence entre Le résultat du calcul be qu'oneffectuerait en se servant des nombres a+a,b+-8,c<+7,...etlerésultat JA du calcul effectué en se servant des nombres &, b, c,..… L’Algèbre enseigne “Het aussi à transformer cette expression de manière à se rendre compte du rôle s qu'y jouent les nombres a, B, y,... et à calculer une limite supérieure de la. valeur qu’elle peut atteindre, dans les circonstances les plus défavorables, … quand les nombres «, B, y, … sont astreints à rester inférieurs à certaines » limites données. LS SN
Une observation importante à faire est celle-ci : si toutes les erreurs sont 1 très petites, le produit de deux erreurs, le carré d’une erreur seront des 4 nombres très petits par rapport à ces erreurs ; par exemple, si toutes les : erreurs sont inférieures à _ le produit de deux erreurs sera inférieur :
1_ etl'on conçoit que les termes qui contiennent un pareil produit,
à To s'il n’est pas multiplié par un grand nombre, puissent être négligés au moins R. dans une première évaluation de l'erreur. Par rapport au produit de deux erreurs, le produit de trois erreurs sera un nombre très petit ; et, si même | 4 on conservait, dans l'évaluation de l'erreur, les produits de deux erreurs, on pourrait négliger les produits de-trois erreurs, etc. SAS 978. Notons à ce propos, et sans chercher à leur donner un sens très net qu’elles ne comportent pas, les expressions usuelles « quantités du premier, 4 du second, du troisième ordre, ……., de petitesse ou de grandeur». « : IL n’est d’ailleurs question, dans le présent numero, que de nombres Du positifs. A D On fixera d’abord, d'une façon plus ou moins précise, des limites 4, L, comprenant entre elles l'unité, et que l’on pourra prendre inverses l’une de l’autre ; elles dépendront d'ailleurs du genre de questions que l’on traite, des’ 1 nombres que l’on y rencontre habituellement. Elles seront, par exemple, | 0,1 et 10. Les nombres compris entre ces limites seront regardés comme n'étant ni grands ni petits. Deux nombres seront dits du même ordre, ou 4 d’une façon plus vague, comparables entre eux, quand leur rapport tombera “à entre Let L. On choisira ensuite un nombre «, petit par rapport à la limite inférieure !, qui sera le type des quantités du premier ordre de petitesse : 4 ce sera, par exemple, 0,001 ; les nombres comparables à e seront dits du … | premier ordre; les nombres comparables à e?, e,.….. seront dits du second, … du troisième ordre, …. Les nombres du premier ordre et tous ceux qui sont plus petits que e seront dits au moins du premier ordre, les nombres du second ordre et ceux qui sont plus petits que 2 sont dits au moins du
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second ordre, etc... D'’ordinaire une somme ou une différence de nombres qui sont au moins du premier ordre, est elle-même une quantité petite au moins du premier ordre, pourvu que les nombres à ajouter ne soient pas trop nombreux. De même, pour la somme ou la différence de nombres. du second ordre de petitesse, etc. Le produit de deux, de trois, .… nombres
du premier ordre est, en général, un nombre du second, du troisième ordre, … 11 conviendra de regarder les nombres comparables à _, D Fin comme étant grands du premier, du second ordre, … de grandeur.
279. Quand on veut évaluer approximativement une quantité du premier ordre de petitesse, on néglige habituellement les quantités du second ordre : on ne fait pas autre chose, en supposant que les erreurs soient au moins du premier ordre, lorsqu'on néglige le produit de deux erreurs, même s’il est multiplié par un nombre qui ne soit pas grand. On conçoit qu’on puisse ainsi simplifier beaucoup l'expression de l'erreur qui résulte d’une suite d'opérations. En particulier, quand une erreur se trouve multipliée ou divisée par un nombre, on peut substituer à ce nombre une valeur qui n’en diffère que d’une quantité comparable à l'erreur : on a, par exemple, en supposant que « et $ soient deux quantités petites du premier ordre, et que
le nombre a ne soit pas petit,
ao
4 a+ax a(a+a)”’
si donc on remplace —, par . on commettra une erreur a à qui sera, en général, du second ordre,
De ce point de vue, il n’y a pas lieu de distinguer les deux expressions de l'erreur absolue au moyen de l'erreur relative que l’on a données au n° 275, p. 303.
_ L'application de ces principes généraux sera aisée pour le lecteur familier avec le calcul algébrique ; l'emploi des nombres négatifs, en lui permettant de regarder les erreurs en moins comme positives, les erreurs en plus comme négatives, lui évitera la distinction fastidieuse de cas qui peuvent être très nombreux. Je me bornerai à une application des remarques précé-
. dentes, elle se rapporte à l'évaluation des erreurs relatives dans le cas d’un
… produit ou d’un quotient, et fournit une règle simple, qui, toutefois, doit
être appliquée avec précaution.
_ 280. Soient a, b, deux valeurs approchées par défaut; soient a + a,
b +6 les valeurs exactes correspondantes. Si l’on prend ab pour valeur
… approchée du produit (a+ «) (b +£), on commet une erreur qui, en négli- _ geant les quantités du second ordre, sera af + ba; pour avoir l’erreur rela-
tive commise ainsi au produit, on doit diviser l'erreur absolue par le
produit exact (a + x) (b +8); on peut tout aussi bien diviser par le produit approché ab, qui ne diffère du produit exact que d'une quantité qui est du
: : pen , même ordre que celle que l’on veut évaluer : on obtient ainsi : + 3° Cest-
à-dire la somme des erreurs relatives commises sur les facteurs ; à vrai
(4 dire, cette somme est —— __E__: mais, en général, les quantités a + a + b + p? , 8 ? q
a 6 cn : Dee | | Sr DS ne diffèrent respectivement des quantités 4, b que de quan-
tités qui sont habituellement du second ordre. a b ne sont connus qu'approximativement, on commet une erreur relative qui peut, en général, être regardée comme la différence des erreurs relatives commises sur les deux termes. En général, pour peu qu'on force ces limites, on peut regarder la somme des valeurs absolues des limites supérieures des erreurs relatives des deux facteurs du produit, ou des deux termes du rapport, comme une limite supérieure de la valeur absolue de l'erreur relative commise sur le produit ou le rapport.
La proposition qui concerne le produit de deux facteurs, si elle était rigoureusement vraie, s’étendrait sans aucune difficulté au cas de trois, quatre, .… facteurs. On peut énoncer, au moins comme donnant des indications utiles, la proposition suivante : ,
Quand les facteurs d'un produit sont des nombres approchés, la somme des limites supérieures des erreurs relatives des facteurs est une limite supérieure de l'erreur relative du produit.
Connaissant une limite de l'erreur relative, on est en mesure (n° 275, p. 303) d'avoir une limite de l'erreur absolue, et par suite de reconnaître les chiffres exacts du résultat.
De même, en prenant - pour la valeur d’un rapport dont les deux termes
Exercices.
243. En admettant que la durée de l'année tropique soit égale à 365,242217, quand l'unité de temps est le jour (solaire moyen), on demande quelles erreurs on commet quand on prend pour la valeur approchée de cette durée les nombres
RÉ 3 8 Ë 1 1 RO À
365 Tr 365 + » 65 365 Tes
La première valeur approchée est la base du calendrier grégorien, qui consiste à compter l’année ordinaire de 365 jours, à ajouter un jour tous le 4 ans, sauf trois fois tous les 400 ans. La seconde est la base du calendrier persan qui consiste à ajouter un jour tous les 4 ans pendant une période de 28 ans, puis un jour au bout de 5 ans, soit en tout 8 jours tous les 33 ans. Formuler des règles analogues pour les autres valeurs approchées.
Sachant que l'expression
À A 1 ce TO T 70806
est une valeur approchée par excès d'un nombre inconnu &, avec une erreur moindre que le carré de la dernière fraction, calculer le nombre a avec autant … de décimales exactes qu’il est possible. Calculer une limite de l’erreur que l'on … commet en prenant pour valeur approchée de a le nombre Ÿ
On sait que l'expression
| | 4 Does ee 3 ji 19 983
est une valeur approchée par défaut d'un nombre inconnu b, avec une erreur -
. moindre que Se . En désignant par a le même nombre que dans l'exercice pré-
cédent, on demande de calculer le produit ab avec une erreur moindre que NL 246. Le nombre 1,4142135 est la valeur approchée d'un nombre à ne près, (1)
par défaut. Avec quelle approximation peut-on connaître le carré de ce nombre 7 Combien de chiffres exacts peut-on obtenir dans ce carré ? 247. La valeur approchée d’un nombre est 3,1415927 avec une erreur moindre
que : calculer l'inverse de ce nombre avec le plus grand nombre possible
À 2,107 dé chiffres décimaux exacts.
248. Un nombre est représenté, avec une erreur en plus, moindre que
RTL
la différence entre la somme des fractions AL pe 2 7 24 720 40320 * 3628800 et la somme des fractions k À 1 À 1 6” 120 * 5040 * 362880 Calculer ce nombre avec 7 chiffres décimaux, de manière que l'erreur soit À 4 moindre que TU Calculer le produit du nombre trouvé par le nombre 2,718282 calculé ne 268
10% _ 249. Si a est un nombre très petit, quelles erreurs commet-on en remplaçant
d'une façon analogue, en sorte que l’erreur soit moindre que
4 1 Re St ep, Ua), 3 (1 — a ti É Phi (A+ æ)*, (4 — a), (1H a), (1 — aà)° respectivement par 4 — a, A+ &, 1 + 24, 1 — 20, 1 + 34, 1 — 3a?
220. Les valeurs approchées à près, par défaut, de deux nombres a et b
Au° sont 3,141592 et 2,718281, trouver avec deux décimales exactes les valeurs dF tops -0 b ’ ? b? 4 294. Un nombre inconnu zx est donné par l'équation approchée
mel F5 800 on sait que le second membre est entaché d’une erreur en plus, inférieure à . ; la valeur de x que l’on tirerait de cette équation serait-elle approchée par défaut ou par excès? On réduit cette valeur en fraction décimale; sur combien de chiffres décimaux pourra-t-on compter ? — Même question pour l'équation
ET ee , Sachant que cette fois l’erreur dont est entaché le second mem-
bre est en moins et qu’elle est inférieure à 0 : TR NeE ES
Trouver une limite supérieure de la différence entre y et le carré de x. 222. Admettons que, entre les longueurs /,, L d’une barre métallique, aux températures 0 et é, il y ait une relation de la forme /
l— 1, 1 + at)
où a est-un coefficient qui ne dépend que de la nature du métal ; la valeur de
: à 1708 . ; ce coefficient, pour le cuivre pur, est environ TE: en supposant que la tempé-
rature £ soit comprise entre 0° et 100, que la longueur de la barre que l'on mesure soit inférieure à 2 mètres et qu’on ne puisse pas répondre dans la mesure d’une longueur d’une erreur moindre qu’un dixième de millimètre, la valeur du dernier chiffre du numérateur de la fraction précédente aurait-elle quelque importance? Convient-il pour l'application de cette formule, dans les mêmes
conditions, d'observer la température avec une grande précision ? Pourrait-elle
_ servir, si l'on avait mesuré /, et {, à calculer é? 293. En mesurant une barre de cuivre à une température de 25 degrés, on a 1 L
au quelle sera la longueur de cette barre à 0°? On prendra pour a la même valeur approchée que dans l'exercice précédent.
224. Admettons que, entre les longueurs /,, Z d'une barre métallique, aux températures 0 et 6, il y ait une relation de la forme
l—1,4+at+ 068), | os
où a, b sont des coefficients qui ne dépendent que de la nature du métal; les
trouvé 2,7435 ; on ignore le sens de l'erreur, qui est inférieure à
valeurs de ces coefficients pour le cuivre, par exemple, sont environ a = es Fi oi et b Z— 701 e
Supposons que la longueur de la barre considérée soit inférieure à 2 mètres, qu’on puisse mesurer les longueurs avec une erreur moindre qu’un centième de
millimètre et que l’on applique la formule entre 0 et 200 degrés ; les valeurs des derniers chiffres donnés pour les numérateurs des fractions qui représentent &
et b ont-ils quelque importance ?
En supposant ?, = 1, calculer la valeur de L pour & = 50 par la formule précédente et par celle de l'exercice 222.
CARRES — CUBES RACINE CARRÉE — RACINE CUBIQUE
$ L — Propositions préliminaires. — Carrés.
281. Rappelons d'abord les définitions et propositions que voici :
Le carré d'un nombre est le produit de ce nombre par lui-même. Le carré d’une fraction est une fraction. dont les deux termes sont les carrés des termes de la fraction proposée : en particulier, si la fraction proposée est irréductible, son carré, formé par la règle précédente, sera une fraction irréductible, car, si deux nombres entiers sont premiers entre eux, il en est de même de leurs carrés, et, plus généralement, de leurs puissances, quelles qu’elles soient. Le carré d’une fraction irréductible ne peut donc être un nombre entier. | |
Le carré de la somme ou de la différence de deux nombres a et b est donné par les formules
1) (a + D)? = a? + Lab + b?, (a — D}? = a? — 2ab + b?,
qui s'appliquent, que les nombres a et b soient entiers ou fractionnaires.
Si l’on a A > B, on a aussi A? > B?.
Le carréæd'un produit de facteurs s'obtient en faisant le produit des carrés des facteurs. Le carré d’une puissance d’un nombre: s'obtient en doublant l’exposant de la puissance de ce nombre : en particulier, le carré d’un nombre entier quelconque formé en faisant suivre l'unité d’un nombre quelconque de zéros, s'obtient en faisant suivre l’unité d’un nombre de zéros égal au double du
nombre de zéros que contient le nombre proposé : ainsi les carrés
des nombres 10, 100, 1000, … sont respectivement 100, 10000, 1000000, … Le carré d’un nombre terminé par plusieurs zéros s’ob-
Fu
tient en faisant le carré de ce nombre, abstraction faite des zéros, et en plaçant à la suite de ce carré deux fois plus de zéros qu'il n'y en avait dans le nombre proposé. Ainsi le carré de 5000 est le produit de 5? par 1000000 ou 25000000. :
Le carré d’un nombre entier composé de dizaines et d'unités se compose du carré des dizaines, du double produit des dizaines par les unités et du carré des unités. C’est une conséquence immédiate de l'égalité (1). Ainsi
(435) — (130+ 8) —130 +2 x<130%<5 +5? 3 982. Table de carrés. — Si dans la même égalité (1) du précédent numéro, on fait b — 1, il vient | / (a +1} = a +2a +1, (a +1} — a? = a +1.
Le carré d'un nombre entier est égal au carré du nombre entier ‘immédiatement inférieur, augmenté de deux fois ce nombre el de l'unité. Ce dernier théorème permet de former facilement une table des carrés des nombres entiers consécutifs ; c'est ce quon appelle ‘ plus brièvement une {able de carrés.
Les carrés des neuf premiers nombres
ou
se trouvent dans la table de multiplication ; ils sont : 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.
Au lieu de continuer cette table par une suite de multiplications, on emploiera le procédé suivant, qui est beaucoup plus rapide.
Ecrivons la suite naturelle des nombres entiers 1, 2, 3, …. et audessus, la suite des nombres impairs, de cette façon :
A Sent 0, Lo 1,929 400, 647 7
Si l'on désigne par a +- 1 un nombre quelconque de la suite, 1,2, 3, 4, …, autre que 4, on voit que le nombre impair écrit au-dessus de lui est précisément 2a + 1. Le carré de 1 est 1; d'après la règle précédente, le carré de 2 = 1 + 1 s’obtiendra en ajoutant à 1 le nombre impair qui est au-dessus de 2, ce qui donne #4; le carré de 3 —9 + 1 s'obtient en ajoutant à 4 le nombre impair 5 qui est audessus de 3, ce qui donne 9; le carré de 4 s’obtient en ajoutant 7.
PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. CARRÉS
à 9; le carré de 5 s'obtient en ajoutant 9 à 16; par une suite d'opérations pareilles, on formera une table de carrés s'étendant aussi loin qu’on le voudra. On conclut facilement de cette règle que le carré d'un nombre entier quelconque a est la somme des a premiers nombres impairs. |
C'est en appliquant cette règle quon a construit la Table IT, qui donne les carrés des 99 premiers nombres et que l'on trouvera à la fin du volume.
L'examen de cette Table montre que les carrés des nombres entiers vont en augmentant rapidement.
283. Racine carrée exacte. — La racine carrée (exacte) d’un nombre A est un nombre dont le carré est égal à À : Ainsi » est la
x 2 : j n racine carrée de 25, 3 est la racine carrée de g > parce que l’on a
Il ne peut y avoir qu'un seul nombre B dont le carré soit égal au nombre donné A; car, si l'on a B2— À, le carré de tout nombre plus petit ou plus grand que B sera plus petit ou plus grand que A. Mais quand on se donne le nombre A, il n’y a pas toujours un nombre B dont le carré soit égal à A. Ainsi on voit tout de suite qu'il n'y a pas de nombre entier dont le carré soit égal à 2 ou à 5; il nya pas non plus de nombre fractionnaire. D'une façon générale : Quand un nombre entier n’est pas le carré d'un autre nombre entier, il n’est pas non plus le carré d'une fraction, puisque le carré d'une fraction irréductible ne peut être un nombre entier.
Les nombres entiers qui sont les carrés d'un nombre entier, ou qui ont une racine carrée (exacte), s'appellent des carrés parfaits, ou plus simplement des carrés.
® Là A . 0 r . «@ Considérons de même une fraction irréductible >; elle ne peut
évidemment être le carré d’un nombre entier: si elle est le carré d’une fraction irréductible on aura
mè et la fraction étant irréductible, il faut que l’on ait a =p?, b—Q°.
a Te
Ainsi : pour qu'une fracliion irréductible soit le carré d'une fraction, il faut et il suffit qué ses deux termes soient des carrés par-
faits. La fraction dont les termes sont les racines carrées (exactes) des termes de la fraction proposée est la racine carrée (exacte) de cette fraction. |
284. Racine carrée entière. Reste. — La racine carrée à une unite près par défaut d'un nombre quelconque À est le plus grand nombre entier dont le carré soit contenu dans A.
Afin d’abréger le langage, au lieu de dire « racine carrée à une unité près par défaut », je dirai souvent «racine carrée entière ».
Le nombre 53,95, par exemple, contient 7=—49 et ne contient pas 82— 64 : 7 est la racine carrée entière de 53,95 ou, plus correctement, la racine carrée de 53,95 à une unité près, par défaut.
D'une façon générale, si l’on a à sa disposition une table decarrés où les carrés dépassent À, il suffira de chercher dans la colonne des carrés entre quels carrés tombe A; le plus petit est le carré de la racine carrée entière de A. Si À est un nombre entier qui figure dans la colonne des carrés, sa racine carrée exacte est aussi, en vertu de la définition, sa racine carrée entière.
Soit a la racine carrée entière de A : A contient le carré de tout nombre entier égal ou inférieur à a; A ne contient le carré d'aucun nombre entier supérieur à a. Réciproquement, si le carré d'un nombre entier est contenu dans A, on peut affirmer que ce nombre, est inférieur ou égal à a; si le carré d’un nombre entier dépasse À, on peut affirmer que ce ne dépasse a. |
Le carré de a est un nombre entier contenu dans A et, par conséquent, dans sa partie entière ; le carré d’un nombre enter plus grand que a n’est pas contenu dans À, ni a fortiori dans sa parte entière. Donc :
La racine carrée entière d'un nombre quelconque À est aussi La. racine carrée entière de la partie entière de A.
On a dit plus haut, par exemple, que 7 est la racine carrée tatiise de 53,95 ; c’est aussi la racine carrée entière de 53.
D’après cela, la recherche de la racine carrée entière d'un nombre quelconque est ramenée à la recherche de la racine carrée entière d’un nombre entier. |
La racine carrée, à une unité près, par défaut, du nombre quelconque A peut être caractérisée comme un nombre entier & qui vérific les inégalités
a zA<(a+ A}.
Le nombre a +- 1, le plus petit nombre entier dont le carré dépasse À, s'appelle la racine carrée de À à uneunité près, par excès.
PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. CARRÉS
La différence A —4? prend le nom de reste (!). Ce reste est plus petit que la différence (a +1)? — a?, qui est égale à2a +1. Réciproquement si a est un nombre entier tel que l’on ait
ZA, A—a<I%a +1,
_ a est le racine carrée entière de A, car la dernière inégalité entraîne
A<@+2a+1 ou (a+1}.
Un nombre quelconque est égal au carré de sa racine carrée entière augmenté du reste.
285. Racine carrée à « près. — La racine carrée à « près par défaut d'un nombre quelconque A est le plus grand multiple de x
- dont le carré soit contenu dans À. Le plus petit multiple de « dont
le carré dépasse À est la racine carrée de À à x près par excès.
Soit n«, en désignant par n un nombre entier, la racine carrée à a pres, par défaut, de A ; on doit avoir, d’après la définition précédente : |
(n 2) ZA <[(n+1) 2}, ou ne x ZA <(n +1} *?,
ou encore, en divisant par &?, RNA D a <U+1}.
Ces dernières inégalités, qui entraînent les précédentes, mon- $ " A DE trent que » est la racine carrée entière de x OÙ, Si l'on veut, de la e À
Cette dénomination est surtout usitée quand A est entier
D'une façon générale, la recherche de la racine carrée à a prés par défaut d’un nombre quelconque A, se ramène à la recherche de
A la racine carrée entière de la partie entière de — Sa quand on «a
celte racine carrée entière, il suffit de la mulliplier par « sur avoir la racine carrée de À à a près par défaut.
On verra plus tard l'importance de la notion de racine carrée à a près par défaut quand a est l'inverse d'un nombre entier, en particulier l'inverse de 10 ou d’une puissance de 10. Je vais, pour le moment, m'occuper du cas où « est un nombre naturel et établir, dans ce cas, une proposition qui est essentielle pour la recherche de la racine carrée entière. |
286. Soit À un nombre quelconque et a sa racine carrée enlière; si « est un nombre naturel, la valeur approchée de a à a prés, par défaut, est égale à la racine carrée de À à « près par défaut.
La démonstration même va faire ressortir l'identité de cette proposition avec la suivante.
Le quotient entier de la division de a par a esl égal à la racine
“A A De « A carrée entière de Tr OU, Si l’on veut, de la partie entière de FE
Soit, en effet, en désignant par » un nombre entier, n« la valeur approchée de a à « près par défaut, en sorte que l’on ait (n° 255, p. 209). ;
(4) | nala<(n+i)x
puisque ñn « est contenu dans a, son carré est contenu dans A; puisque (n +-1)a n’est pas contenu dans a, son carré n est pas contenu dans A (n° 285, p. 315); en d’autres termes, on a
(2). naZA<(n+l}&.
Ces inégalités prouvent d'une part, que n« est la racine carrée de À à a près et d'autre part, que le nombre entier x qui, d'après les inégalités () est le quotient entier de la division de a par «, est aussi, d’après le numéro précédent, la
A racine carrée entière de —z OÙ si l'on veut, de la partie entière + de Ts ® Supposons, par exemple, A = 5872, « — 10; la partie entière
de . est 58, dont la racine carrée entière est 7, puisque 58 est
compris entre 7 et &; 7><10 est donc la valeur approchée à 10: près, par défaut, de la racine carrée de 5572; 1 est le nombre de dizaines de la racine carrée entière de 5872.
D'une façon générale, le nombre de dizaines de la racine carrée: entière d’un nombre quelconque À est la racine carrée entière de la
A ; partie entière de 00 : partie entière qui, lorsque À est entier,
s'obtient en supprimant les deux derniers chiffres de droite.
$2. — Extraction de la racine carrée.
987. La recherche de la racine carrée d’un nombre quelconque A. à « près par défaut étant ramenée à la recherche de la racine carrée entière d’un nombre entier, c’est de cette dernière recherche que je vais m occuper maintenant.
Lorsqu'un nombre entier est plus petit que 100, sa racine carrée entière est plus petite que 10; elle est l’un des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ; la table de multiplication, ou plutôt la table des carrés des 9 premiers nombres, permet de la déterminer immédiatement; par exemple, 48 estcompris entre 36 — 6° et 49 — 7°, sa racine carrée entière est 6.
Quand on a affaire à un nombre entier A plus grand que 100, la proposilion du numéro précédent ramène la recherche du nombre des dizaines de la racine carrée entière de A, à la recherche de la racine carrée entière d'un nombre qui a deux chiffres de moins que À, donc à un problème plus simple. Supposons que ce problème soit résolu, que l'on connaisse le nombre des dizaines de la racine rarrée entière de A, on va voir qu'il est facile d'obtenir alors le jhiffre des unités. |
Supposons que le nombre des dizaines de la racine soit 13 et soit b le chiffre des unités ; À est la somme de quatre nombres :
4° le carré de 130 ;
90 le double du produit de 130 par 0; .
3° le carré de db;
4° le reste.
La différence A—1302? ne contient plus que les trois derniers nombres : elle contient en particulier le double du produit de 130 par à : si donc on la divise par le double de 130, on aura pour quotient entier b, ou un nombre plus grand que b. Le double de 150 s'obtient en multipliant par 10 le double 26 de 13. Pour obtenir le.
quotient entier de la division de À — 130? par 26><10, on out he l'opération en deux fois (n° 62; p. 99) : chercher le quotient entier de la division de A —130* par 10, ce qui se fait en supprimant un chiffre _ à la droite de A—130?, puis diviser le nombre ainsi obtenu par 26. On parvient donc au théorème suivant :
En retranchant d'un nombre entier À le carré des dizaines de sa racine carrée entière, en supprimant un chiffre à la droite de la différence, puis en divisant le nombre aïnsi obtenu par le double du nombre des dizaines, on oblient comme quotient entier un nombre égal ou supérieur au chiffre des unités de cette racine(!).
Remarquons, en conservant toujours les mêmes hypothèses, que A — 130? se forme en retranchant 13? du nombre de centaines de A et en faisant suivre la différence des deux derniers chiffres de A : en effet 130? est égal à 13°>< 100.
Supposons maintenant que, en divisant par 26 À nombre des dizaines de A — 130?, on trouve comme quotient entier 7; pour savoir si 7 est bien le chiffre des unités, on pourra former le carré de 137 : si ce carré est inférieur ou égal à À, 7 est le chiffre cherché. Si l’on a A<137, on essaiera 6 en formant le carré de 136; si l'on a A > 136, 6 est alors le chiffre des unités; si l’on avait A <136°, on essaicrait 5 de la même façon, etc.
Pour faire ces essais, il Con de profiter de ce que l'on a effectué la différence À — 130. Par exemple, si l’on veut essayer 7, on écrira 7 à la suite du double du nombre des dizaines de la racine et l’on multipliera par 7 le nombre 267=—2.130 +7 ainsi formé : le produit est 2.130.7+ 7, et, si l’on y ajoutait 130%, on aurait le carré de 137; par conséquent on aura AZ 137?, ou A Z 13%? suivant que l’on aura À — 18022 267.7, ou A — 1302 < 967.7.
On voit aussi que, si l’on est dans le premier cas, c’est-à-dire si 7 est bien le chiffre des unités de la racine, pour avoir le reste, A —— 1372, il suffira de retrancher 267.7 de A — 1302. Si cette soustraction était impossible, on essaierait de retrancher 266.6, puis 265.5, …, etc., en baissant à chaque fois d’une unité le is à a
La première fois que la soustraction sera possible, le che essayé sera le chiffre que l’on cherche et le résultat de la soustraction sera le reste, dans l'opération de la racine carrée.
Il est à peine utile de dire que si, en faisant la division, on trouvait
4. On verra un peu plus loin que, si on augmentait de 1 le diviseur, le nouveau quotient entier serait une limite inférieure du chiffre des unités de Ia racine. À
un quotient supérieur à 9, c’est le chiffre 9 que l'on commencerait par essayer.
Si l'on procède comme on vient de l'expliquer, of parviendra sürement au chiffre des unités ; mais on est quelquefois tenté, pour aller plus vite, de diminuer le chiffre à ‘essayer de deux, trois, unités. Il est nécessaire alors d'avoir une règle pour reconnaître si le chiffre qu’on a essayé n’est pas trop faible. On applique la condition donnée à la fin du n° 284 (p. 315).
Supposons, par exemple, qu'on ait trouvé 7 comme quotient et qu'on veuille essayer de suite le nombre 5; 5 sera le chiffre des unités si le produit 265.5 peut se retrancher de A — 130* et si la différence est inférieure à 135.21, c’est-à-dire au double du nombre que l’on suppose être la racine, augmenté d'une unité : si la différence était égale ou supérieure à 135.2 +1, le chiffre 5 serait certainement trop faible.
288. Supposons, parexemple, qu'on veuille extraire laracine carrée de 63917235 ; le nombre de dizaines de la racine Sera la racine carrée de 639172, nombre de centaines de 63917235, et si l’on avait ce nombre de dizaines, on obtiendrait le chiffre des unités de la façon qui vient d'être expliquée.
On est donc ramené à chercher la racine carrée de 639172; le nombre de dizaines de cette racine est la racine carrée de 6391 ; le nombre de dizaines de la racine de 6391 est la racine carrée de 63 ; cette racine est donnée par la table de multiplication, elle est 7. Pour avoir le chiffre des unités de la racine carrée de 6391, on commencera par retrancher de 6391 le carré de 7 dizaines, ce qui se. fera en retranchant de 63 le carré de 7 et en faisant suivre la | différence 14 des chiffres 91, ce qui donne 1491. En séparant le derà nier chiffre à droite, on obtient 149 ; on divisera 149 par le
double de 7, c’est-à-dire par 14 ; le quotient entier est 10 ; le chiffre
des unités de la racine. carrée de 6391 est donc 9, ou un chiffre moins fort; pour essayer 9, on place ce chiffre à la suite du double - de 7 et on multiplie par 9 le nombre 149 ainsi formé : le résultat est
1341, qui peut se retrancher de 1491, la différence est 150; 9 est le
chiffre des unités de la racine carrée de 6391 ; cette racine est 79 et
le reste est 150.
19 est le nombre de dizaines de la racine carrée de 639172. Pour avoir le chiffre des unités de cette racine, on commencera par retrancher de 639172 le carré de 79 dizaines ; pour cela il suffit de faire suivre des chiffres 72 la différence 150 entre 6391 et le carré de 79; on obtient ainsi 15072. On sépare un chiffre à droite et on
divise 1507 par le double de 79, c’est-à-dire par 158; le quotient entier est 9 ; 9 est le chiffre des unités de la racine carrée de 639172, ou un chiffre trop fort. Pour essayer 9, on place ce chiffre après 1é double de 79 et l’on multiplie par 9 le nombre 1589 ainsi formé ; le produit, qui est égal à 14501, peut se retrancher de 15072 et la différence est 771 : 9 est le chiffre des unités de la racine de 639172 ; cette racine est 799 et le reste est 771.
799 est le nombre de dizaines de la racine carrée de 63017235. On retranchera 63917233 le carré de 799 dizaines, ce qui se fait en plaçant les deux derniers chiffres 35 du nombre proposé à la suite de 771. On divise ensuite 1713 par le double de 799, c’est-à-dire par 1598 ; le quotient est 4; 4 est le chiffre des unités de la racine carrée de 63917235, ou un chiffre trop fort; pour essayer 4, on place ce chiffre à la suite du double de 799 et l'on multiplie par 4 le nombre 15984 ainsi formé ; le produit 63936 peut se retrancher de 77135: la différence est 13199; 4 est le chiffre des unités de la racine de 63917935 : cette racine est 7994 et le reste est 13199. On vérifie le résultat en constatant que, si l’on ajoute ce reste au carré de 7994, c’est-à-dire à 63904036, on reproduit bien le nombre proposé 63917235.
Le raisonnement est général et il suffira d'énoncer la règle suivante, dans laquelle on a fait d’ailleurs entrer l’explication de la facon dont on dispose les calculs : le lecteur voudra bien suivre ces explications sur le tableau (p. 322) qui donne le détail des calculs pour l'extraction de la racine carrée de 63917235.
289. Règle. — Pour extraire la racine carrée d’un nombre entier, on écrit ce nombre sur une ligne horizontale, en laissant de la place à droite et en dessous. A droite du nombre on figure un angle droit, dont le petit côté est vertical, le grand côté horizontal ; c'est à l’intérieur de cet angle que l'on placera, au fur et à mesure, les chiffres de la racine carrée. On sépare le nonibre en tranches de deux chiffres en allant de droite à gauche, la dernière tranche ainsi obtenue peut n'avoir qu'un seul chiffre. En parlant désormais de ces tranches, on - supposera qu'on les parcourt au contraire en allant de gauche à droite, en sorte que c’est la première qui peutn'avoir qu'unseul chiffre.
On calcule successivement les racines carrées des nombres for. més par la première tranche, les deux premières, les trois premières tranches, etc., jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les tranches ; j'appellerai reste partiel correspondant à chaque opération le reste relatif à cette opération, c’est-à-dire la différence entre le nombre dont on a extrait la racine et Le carré de cette racine,
PS à de NS
La première opération consiste à extraire la racine carrée d’un nombre moindre que 100; le résultat est fourni par la table de multiplication ; il n'a qu'un chiffre, que l’on écrit à la place réservée à la racine, vers la gauche; on calcule le reste correspondant que l’on écrit sous la première tranche, de manière que les unités correspondantes se trouvent sur une même verticale.
Les opérations ultérieures consistent toutes dans la détermination du chiffre des unités d’une racine dont on connaît le nombre des dizaines, nombre qui, à chaque fois, est fourni par l'opération précédente. Chaque opération fournit un chiffre, que l’on écrit à la droite des chiffres déjà obtenus à la racine, de manière à compléter cette racine au fur et à mesure.
Chacune des opérations partielles, après la première, se fait comme il suit : à la suite du reste partiel correspondant à l'opération quon vient de faire, on abaisse la tranche qui suit la tranche à laquelle on s'était arrêté dans cette opération. Appelons le nombre ainsi formé dividende partiel. On néglige le dernier chiffre de droite de ce dividende, et l’on divise par le double du nombre écrit à la racine, résultat de l'opération précédente. Le quotient entier est le chiffre à essayer ; il est exact ou trop fort; pour essayer ce chiffre, on l'écrit à la suite du diviseur et on multiplie le résultat ainsi obtenu par ce même chiffre. Si le produit peut se retrancher du dividende partiel, le chiffre est bon ; sinon, on le diminue d’une unité et on essaie le nouveau chiffre de la même façon ; dès que le produit peut se retrancher du dividende partiel, on a obtenu le chiffre cherché et la différence est le reste partiel correspondant à l'opération. Il est. à peine utile de dire que si le quotient entier avait été plus grand que 9, c’est au chiffre 9 qu'on aurait commencé les essais. Les calculs relatifs aux essais se font dans l’espace laissé libre au-dessous de la racine, en plaçant ces calculs, successivement, de gauche à droite. Ceux qui concernent un même chiffre se placent les uns
_ au-dessous des autres.
Pour faire les essais on peut profiter de la remarque finale du n°287 (p 319).
On commence les opérations que l’on vient de décrire en abaissant la seconde tranche; on les continue en abaissant successivement les tranches de gauche à droite, jusqu’à ce qu’on ait employé la dernière tranche; le dernier reste partiel est le reste de l'opération complète.
On fait la preuve de l'opération en faisant le carré du nombre trouvé à la racine et en ajoutant le reste au résultat, on doit retrou: ver le nombre proposé.
TANNERY. o4
992 LEÇONS D’ARITHMÉTIQUE. | Voici le tableau des calculs pour l'extraction de la racine carrée de 63917235. | ) :
| Dans ce tableau, on a écrit les multiplications, et replacé les nombres à retrancher sous les nombres dont on doit les retrancher ; on peut, si l’on veut, effectuer en même temps les multiplications et les soustractions, comme lorsqu'on fait une division. Il semble inutile d’insister sur ce détail.
Dans l'exemple précédent, les essais ont réussi du premier Coup: il ne faut pas croire qu'il en soit toujours ainsi. On a placé ci-dessous le tableau détaillé des calculs pour l'extraction de la racine carrée de 30624 : les explications qui précèdent suffiront amplement au lecteur pour s’en rendre compte.
30624 |174 | 1 29 0028 206 9 5 189 61: 1728 TIVY4 NE S8 407000 1376 8 k 348 2924 1376
pa
Cet exemple suggère les remarques suivantes : la détermination du second chiffre de la racine a exigé trois essais, si l'on avait, à tout hasard, essayé de suite le chiffre 7, on se serait assuré que 17 est bien la racine carrée de 306, parce que 306 — 17 = 16 est moindre que 2.17 + 1 — 35. Mais si l’on avait essayé 6 au lieu de 7, la même règle aurait montré q ue 6 est trop faible. Enfin dans cet exemple, le reste final 348 est le double de la racine, c’est la. valeur maximum du reste.
La règle de l'extraction de la racine montre immédiatement que le nombre de chiffres de la racine carrée entière d’un nombre de 2n ou de 2n — 1 chiffres est n. Il serait aisé de démontrer cette propo-
_sition directement.
290. On peut présenter la théorie de l’extraction de la racine carrée sous
- une forme plus générale qui, d’ailleurs, conduira à des méthodes plus
rapides : celles-ci supposent toujours qu’on ait calculé les premiers chiffres de cette racine, ce qu’on peut faire en appliquant la règle précédente. Soit P le nombre entier dont on cherche la racine carrée entière ; dési-
gnons par p cette racine. Désignons par A et B le quotient et le reste de la
division de P par 10*, par a et b le quotient et le reste de la division de p par 40"; on aura :
(4) « P—10%A+B, p—10ra—+b, B<10%, b< 10";
D’après le n° 286 (p. 316), a est la racine carrée entière de À; je sup-
pose que a soit connu ; je vais montrer comment on peut déterminer b au
moyen de quelques essais.
Posons
et remarquons en passant que le nombre A — a? n’est autre chose que ce qu'on a appelé le reste partiel correspondant à a dans la règle du numéro
… précédent ; il est au plus égal à 2a; B est plus petit que 10? ; on a donc (3) R < 1027 (2a +1).
Les inégalités qui caractérisent la racine carrée entière de P sont (10%a+ 06) P< (107 a + b+1) ;
. on en tire, en développant et en retranchant 10?"a°? des trois membres,
ab ZR<10" (2a+1)(b +1) et on tire de là
@) DL TGn.S
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désignons par b, et b, les parties entières des seconds membres de ces der-
_ nières inégalités, on aura (5) DS dE;
en d’autrestermes b, et b, sont des limites supérieure etinférieure du nombre
cherché b; pour les obtenir on commence (n° 62, p. 59) par diviser R par 407, c’est-à-dire par supprimer les n derniers chiffres de R; soit R, le résultat ; on peut dire encore que R, s'obtient en faisant suivre le reste partiel A — a? correspondant à a des n premiers chiffres de B, c’est-à-dire de la première moitié des 2n chiffres de P qui n’ont pas été utilisés pour le calcul de a ; les nombres b, et b, sont les quotients entiers obtenus en divisant R, par 2a et 2a +1. * Remarquons que lorsque n est égal à 1, on retrouve pour la détermina-
tion du chiffre des unités quand on connait le nombre des dizaines, la règle ÿ
du n° 287 (p. 318), complétée par cette détermination d’une limite inférieure qu’on avait annoncée en note.
291. Première méthode abrégée. — Il est naturel de chercher à s'arranger pour que b, — b, soit aussi petit que possible, afin de diminuer les essais;
si l'on se place par exemple dans des circonstances où b, — b, soit au plus- f
égal à 1, on n’aura qu'un essai à faire puisque b sera égal à b, ou à b, — 1. Or, on a, en désignant par &,, &, des fractions plus petites que 1,
R R 10e a TP HD
d'où, en retranchant membre à membre,
DNS Ce 0 ee | en remplaçant dans le premier membre R par le nombre plus grand 1027 (2a + 1) et en tenant compte de ce que la différence entre €, ele, est moindre que 4, on arrive à l'inégalité |
b, — b, < Ou + À;
que je voulais établir.
Si, en particulier, 2a est inférieur ou égal à 10”, la différence b, — b,, qui est un nombre entier moindre que 2, sera au plus égale à 1 : c'est ce qui
arrivera si a comporte plus de n chiffres ou si, a comportant seulement
n chiffres, son premier chiffre est 5 ou un chiffre plus fort : cela revient à dire, puisque b contient n chiffres, que a comporte plus de la moitié des chiffres dé la racine carrée entière de P ou seulement la moitié, son premier chiffre étant alors 5 ou un chiffre plus fort. Dans ces deux cas, on n'aura qu’à diviser par 2a le nombre R,, formé comme on l’a expliqué plus haut; . le quotient entier b, fournit, sauf peut-être une erreur d’une unité en trop, l'ensemble des n chiffres qu’il restait à calculer. 3.
On peut d’ailleurs, pour essayer b,, profiter du reste de la division de R, par 2a, qui est égal à R, —2 ab,; en replaçant à droite de ce reste les n derniers chiffres de B (ou de R) on forme le nombre \
R, = R— 2.10" ab, = P — 1027? — 2.10 ab,
et il suffit de voir si on peut retrancher de ce nombre le carré de b,; s'il
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en est ainsi, b sera égal à b, ; la racine carrée entière de P sera 1074 + b, et
le reste sera R, — b! ; si la soustraction ne pouvait se faire, la racine serait 10%a + b, — 1 et le reste R; — (b, — 1)°.
Supposons, par exemple, qu'on veuille avoir la racine carrée de 6391723578946702; nous avons déjà calculé (n° 288, p. 319) la racine de 63917235, et comme le premier chiffre de cette racine est un 7, qu’elle a quatre chiffres et que la racine cherchée en a huit, nous sommes dans le cas où la règle précédente s’applique. On devra à la suite du reste 13199 placer les huit derniers chiffres du nombre proposé, ce qui donne 1319978946702; puis séparer quatre chiffres à droite, ce qui donne 131997894, et diviser ce nombre par 2 X 7994 — 15988; la division est effectuée cidessous :
1319978994 115988 8256 127904 8 25 6 8256 40938 49536 31976 41280 a 0] 89629 Mars 79940 CHRASTV INR TE PER ST ET 1 SR 68161536 95928
La racine cherchée est 79948256 ou 79948255. Pour avoir un résultat certain, on fera le carré de 8256; il a été effectué à droite de la division ; il est 68161536, et ne peut être retranché du nombre 9666702 obtenu en replaçant à la droite du reste 966 de la division les quatre chiffres précédemment négligés ; la racine est 79548255 et Le reste 101401677.
292. Deuxième méthode abrégée. — Conservons les notations du n° 290 (p. 323), mais ne supposons plus 2a > 10».
On peut calculer b, et b, en divisant R, par 2a et 2a + 1; tant que, dans les deux quotients, les chiffres se trouvent être les mêmes, ces chiffres appartiennent sûrement à b puisque b est égal à b,, à b,, ou à un nombre intermédiaire. Il en est ainsi (n° 61, p. 58) tant que, dans la division de R, par 2a, les restes partiels sont supérieurs au nombre écrit au quotient. On poussera donc la division tant que cette condition sera vérifiée ; on l’arrêtera avant qu’elle ne le soit plus (!); on trouvera ainsi les 4 premiers chiffres de b; je désigne par b' le nombre formé par ces chiffres ; en les plaçant à droite de a,
1. Elle ne le sera jamais dans le cas exceptionnel où À — a? se trouverait être égal à 2a ; dans ce cas, on pourrait calculer un chiffre de plus par la méthode ordinaire. Je laisse au lecteur le soin de démontrer que, dans ce même cas, si l'on a 2a = 107, b commence par des 9 en nombre au moins égal à p.
on formera un nouveau nombre a'—10% ab, comportant # chiffres de
plus de la racine cherchée que a.
Toutefois, il importe de tenir compte, s’il y a lieu, des zéros par lesquels peut commencer le nombre d quand on le considère, ainsi qu'on a fait dans tout ce qui précède, comme comportant n chiffres. On a obtenu R, en faisant suivre le reste partiel A — a? de n chiffres en sorte que, Oues R,, le
dernier chiffre du reste partiel exprime des unités d'ordre n; le nombre
obtenu en faisant suivre le reste partiel du premier chiffre de B ou, comme on dit, en abaïssant ce premier chiffre à la suite du reste partiel, représente donc, dans B,, des unités composées d'ordre n— 1; c’est le premier dividende partiel, il fournit le premier chiffre de b (lequel peut être un 0) et sera placé à droite de a; on continue ensuite la division et, si elle permet de
calculer les £ premiers chiffres de b, on forme, en les plaçant à la droite de
a, le nouveau nombre a; il est la racine carrée entière du nombre A’ que l'on obtiendrait en prenant dans P autant de tranches de deux chiffres qu'il
y a de chiffres dans a’, ou en plaçant à droite de A les 24 chiffres de P qui.
suivent A. On à alors à former le reste partiel A'—a"°?; pour cela on profite, au moment où on s’est arrêté dans la division, du reste partiel corres-
pondant de cette division ; on abaisse à la droite de ce reste les 4 premiers
chiffres de P qu'on n’a pas employés (autant qu’on a calculé de chiffres au quotient) et. on retranche d'? du nombre ainsi formé; on forme ainsi A'— a?; on continue de la même façon en faisant jouer à A! et a! le rôle qu'ont joué A et a. Ce procédé est assez rapide. On l’a appliqué ci-dessous à deux exemples.
Pour la racine carrée de 980313476587,on a pris les deux premiers chiffres dans la table des carrés, une seule division a permis d’obtenir les quatre autres.
Pour la racine carrée de 6391723578946702, on a pris dans * table des carrés les deux premiers chiffres de la racine, dont on a calculé ensuite, par la règle précédente, d’abord un chiffre, puis trois, puis deux.
9801 198 1. 0107 498 107 1386 oe 1646587 11449 d
eu CETTE 6392 2 #2 3.2 X 14:32:15 12784 k317 112189% 232324 8895706 1994820 9008867 1994820 1014404702 1014011077
8 3. — Racine carrée approchée.
293. La recherche de la racine carrée d’un nombre A approchée à 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ;. près par défaut offre un grand intérêt tant au point de vue théorique qu'au point de vue pratique. Pour l'effectuer (n° 285, p. 315), on multipliera A par 100, 10000, 1000000, .. ; on extraira la racine carrée entière des parties entières de ces nombres, et on les divisera par 10, 100, 1000...
Si on a la représentation décimale de A (n°229, p. 256), il Suffira d'avancer la virgule de deux, quatre, six,.… rangs vers la droite (en F. introduisant des zéros s’il est nécessaire), pour avoir les parties. entières de 100 A, 10000 A, 1000000 A...
Imaginons qu'on ait séparé la partie décimale de A en tranches de deux chiffres à partir de la virgule; désignons ces tranches, en allant de la gauche vers la droite, sous le nom de première, seconde, troisième, … tranche décimale : chacun des nombres que l'on forme en plaçant à droite de la partie entière de À la première, puis la seconde, puis la troisième... tranche décimale contient, au commencement, les mêmes chiffres que le précédent, et le nombre
de dizaines de sa racine est précisément la racine carrée entière du précédent, en sorte que si l’on veut calculer successivement la racine carrée de A à 1; 0,1; 0,01 ; 0,001 ; .. près par défaut, chaque opération servira à la suivante, et, pour cette dernière, on n'aura qu’un chiffre de plus à déterminer, ce quise fera exactement comme on l’a expliqué au n° 288 (p. 319). II semble inutile d’insister sur la disposition des calculs, qui sera suffisamment expliquée par les exemples suivants, où l’on a calculé __ près les racines carrées de 2 et de
dont la valeur approchée à
= +. près, par défaut,
est 0,0001428571. On voit que, pour 2, on s’est contenté d'écrire les | zéros à mesure qu on en avait besoin. Les racines ont été calculées - par la règle du n° 289 (p. 320).
la fraction
96 ka A 4 :
7 300 96 281 11296 36564 11900 11296 60400 565624 383600 282841 100759 0,000142857110,01195 ous 921 299 92385 0492 ML 9 3 Het 91 2061 41995 12471 11995
Quand le nombre A est plus grand que 1, on place, à la racine, la virgule après le dernier chiffre de la racine carrée à une unité
près de la parte entière ; les chiffres qui suivent sont fournis par les tranches décimales successives. Quand le nombre A est plus petit que 1, on écrit d'abord un zéro à la place de la racine, puis une virgule, puis, s’il y a lieu, autant de zéros qu’il y a de tranches décimales composées de zéros ; le premier chiffre significatit, à la racine, est la racine carrée entière de la première tranche décimale qui contient au moins un chiffre significatif.
Il est à peine utile de dire que l’on peut appliquer la méthode abrégée du
n° 292 (p. 325); par exemple, ayant la racine carrée de 2 à _. près, nous ; 1 : s
pouvons l'avoir à Ton Près (par défaut ou par excès) au moyen d’une seule division, qui est effectuée ci-dessous :
On est dans le cas où les chiffres ne 140075900000 | 282842 comportent aucun doute, puisque le reste 848526 38623 de la division est supérieur au quotien 1290640
Si l’on voulait avoir le reste, dans l'extrac-
: ; My 46 $ 1414910
tion de la racine carrée, il faudrait former
la quantité 1764300
On trouve 20674401871 : ce serait le reste 672480
dans l'extraction de la racine carrée de 565684
2 x 102%, opération dont le résultat est 1067960
14142135693 ; la racine carrée de 2 à _— NS 526 près est 1,4142135623 et en la désignant 219434
par a, le calcul précédent montre que l’on a : .
294. Les racines carrées de 2 à 1; 0,1; 0,01; 0,001 ; 0,0001 ; 0,00001 ; .… près, par défaut, sont donc
les racines carrées de % à 1 ; 0,1 ; 0,01 ; 0,001; 0,0001 ; 0,00001 ; … près, par excès, seront
9: 14,5 51,49: 1,415 ; 1,4143 ; 1,41492 ; ….. On voit manifestement que les nombres que l'on obtient en
extrayant la racine carrée d’un nombre quelconque A à 1; 0,1; 0,01 ; 0,001 ; .… près, par défaut, vont en augmentant, ou plutôt ne
vont jamais en diminuant. Au contraire, les nombres que l'on obtient en extrayant la racine carrée de A à 1 ; 0,1; 0,01 ; 0,001; … près, par excès, vont en diminuant, ou plutôt n’augmentent jamais; le raisonnement est le même qu'au n° 217 (p. 246).
Les deux suites correspondantes
peuvent être poursuivies indéfiniment ; tous les termes de la première suite, qui vont en augmentant à mesure qu’on s avance davantage, sont plus petits qu'un terme quelconque de la seconde suite : tous les termes de la seeonde suite, qui vont en diminuant à mesure qu'on s’avance davantage, sont plus grands que les termes de la première suite; la différence entre deux termes de même rang, qui est successivement 1; 0,1 ; 0,01; 0,001; ..…., va en diminuant, et cette différence diminue indéfiniment qe on s’avance indéfiniment dans les deux suites. |
On touche ici à la définition de la racine carrée exacte de 2; mais je réserve pour un autre chapitre cette définition, qui n'est pas sans difficulté. Je me contenterai de remarquer que la considération de ces deux suites résout le problème suivant : trouver des nombres dont le carré diffère de 2 aussi peu qu’on le veut; d'après les opérations du n° 293 (p. 327), les différences entre 2 et les carrés des nombres 1 ; 1,4: 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 sont respectivement 1 : 0,04 ; 0,04149 ; 0,000604 ; 0,00003836 ; 0,0000100759 ; elles dimi-. nuent assez rapidement; les racines carrées à 1, à 0,1, à 0,01, près, par excès, donneraient lieu à des observations analogues. Ce | résultat se généralise immédiatement.
295. En effet, les racines carrées de A à « près, par défaut et par excès, sont des nombres na, (n +1) « tels que l’entier RARES | aux inégalités
le nombre A étant compris entre (n2)° et [(n 4-4) af, sa différence avec l’un ou l’autre de ces deux nombres est moindre que
(n + AP a — na En AP —nè 2] aæ = (2n+1) —(2n a+).
Si l’on désigne par P un nombre fixe quelconque, dont le carré … soit supérieur à À, on aura n’a ÆA<P?, et par suite, na<P ; si donc « est plus petit que 1, on aura 2na+ a <2P <+- 1, et la diffé-
rence entre À et le carré de l’une ou de l’autre de ses racines carrées à a près, par défaut ou par excès, sera moindre que (2P + 1)z, quantité qui peut être rendue aussi petite qu’on le veut, en prenant à suffisamment petit. Il existe donc des nombres dont les carrés sont respectivement plus petits et plus grands que A et qui different de À aussi peu qu'on le voudra. On trouvera en particulier de tels nombres en prenant a — et n suffisamment grand. C’est ce que l’on exprime en disant que la différence entre A et le carré de sa racine carrée à « près, par défaut ou par excès, a pour limite zéro quand « diminue indéfiniment. En particulier, si l’on forme la suite indéfinie des racines carrées de A, approchées par défaut à 1, à 0,1, à 0,01,... près, puis la suite des carrés de ces nombres, or pourra dire que les termes de cette dernière suite ont pour limite = quand leur rang augmente indéfiniment (n° 219, p. 248).
296. Quoique la différence entre A et le carré de sa racine carrée par défaut na, à « près, diminue indéfiniment quand « diminue indéfiniment, cette différence ne décroît pas toujours quand « décroit.
se, EN D ce 7 GES ; Ainsi les racines carrées de 2 à — et à — près, par défaut, sont res-
ù 9 LÉTRE DEEE) pectivement F et > OU et ; la seconde est plus petite que
la première, et par conséquent on a
AE
Cette circonstance ne peut se présenter (n° 294, p. 329) quand on prend les racines carrées de A à 1, à 0,1, à 0,01... près, par défaut : les nombres ainsi formés ne vont jamais en diminuant : plus généra-
lement on pourrait démontrer que si l’on a, en désignant par p üun nombre entier, plus grand que 1,
ja
la racine carrée de A à $ près, par défaut, est au moins égale à la racine carrée de A à « près, par défaut.
$ 4. — Racine carrée approchée d’un nombre dont on ne conuaît qu’une valeur approchée.
297. Dans ce qui précède, on a donné un moyen de PRE des nombres dont le carré approche autant qu'on veut d’un nombre À, etl’on a défini la racine carrée de A à « près, par défaut ou par excès. 1! est tout naturel d'étendre un peu cette notion: cette extension, il est vrai, se présenterait d'elle-même si l'on avait défini la racine carrée exacte d’un nombre A dans tous les cas.
Les indications suivantes, qui suffisent pour les calculs pratiques, sont légitimes sans cette définition.
On dit qu’un nombre a est une valeur approchée de la racine carrée de À, par défaut, avec une erreur moïndre que «, Silon a
les mots « valeur approchée de la racine » signifient seulement ici solution du problème qui consiste à trouver des nombres dont le carré approche de A.
On dit de même qu’un nombre b est une valeur approchée de la racine carrée de À, par excès, avec une erreur moindre que a, Si l’on a
Si l'on a a? << A < b?, on pourra donc dire que a el à sont des valeurs approchées de la racine carrée de À, avec une erreur moindre que b— a. 3 Si a est une valeur approchée de la racine carrée de A, par défaut, avec une erreur moindre que «, tout nombre a — f, plus petit que a, sera une valeur approchée par défaut de cette racine, avec une
erreur moindre que a + B, puisque l’on aura (a— BP <A<[(a— $) + (a - B);
tout nombre a + y plus grand que a sera une valeur approchée par défaut, avec une erreur moindre que « — y, si son carré est inférieur à À, ou une valeur approchée par excès, avec une erreur moindre que y, si son carré est supérieur à A; car on a, dans le premier cas,
a <(a+yP<A<(a +),
et, dans le second, <A<(a +7).
Dans tous les cas, a+ y est une valeur approchée de la racine de À avec une erreur moindre que le plus grand des nombres «, y. Des remarques analogues s’appliquent aux valeurs approchées par excès.
298. Si a est une valeur approchée de la racine carrée de A, par défaut, avec une erreur moindre que «, on a
A — a? < dau + ax? ;
ainsi le carré de a diffère de À d’une quantité moindre que « (24 + «). Cette quantité est une limite de l'approximation avec laquelle on a résolu le problème «trouver des nombres dont le carré approche de À ». On a souvent besoin d'évaluer grossièrement cette limite ; pour cela, on remplace 24+4 par un nombre simple qui lui soit notoirement supérieur, parexemple, par le nombre obtenu en forçant le premier chiffre significatif de 2a + «. Si « est petit par rapport à a, on n’aura pas, habituellement, à tenir compte de « pour trouver ce: premier chifire.
Ainsi, on sait que 1,414 est une valeur approchée, par défaut, de la
Î racine carrée de 2, avec une erreur moindre que T0 ? la différence
/ / gs na 9 —_ (1,414 est moindre que TE * 5.
De même, si b est une valeur approchée de laracine carrée de A, par excès, avec une erreur moindre que «, On aura
D2 — A <a — à° << Ib ;
d'où une règle analogue.
299. Inversement, supposons que le carré d’un nombre «a soit inférieur à A et en diffère d’une quantité moindre que &; 1l est aisé de trouver une limite de l'erreur avec laquelle a approche de la racine carrée de A. On a en effet
SIN e?
(a+) arte >A, puisque, par hypothèse, a? +: est déjà plus grand que A; donc a est une valeur approchée, par défaut, de la racine carrée de A avec
€ ; une erreur moindre que 5 : Des observations analogues s’applique-
raient aux valeurs approchées par excès. Ce qui précède montre comment les nombres dont les carrés approchent beaucoup de A sont très voisins les uns des autres.
Supposons enfin que le nombre À ne soit pas exactement
connu et que l’on en ait seulement une valeur approchée A!, par P
défaut, avec une erreur moindre ques: A est compris entre A! et
AE
Imaginons qu’on ait calculé une valeur approchée a de la racine carrée de A’, par défaut, avec une erreur moindre que «, a sera une valeur approchée par défaut de la racine carrée de À avec une
À € erreur moindre que a + 5, °naen effet
(a+e+) =w++ati+ et le second membre est plus grand que A! + e, puisque (& + x)? est plus grand que A et que uns £ est plus grand que &; ce second membre est donc, a fortiori, plus grand que A. Comme A est compris entre a? et (a+ +) on peut affirmer que a est une valeur approchée par défaut de la racine carrée de A avec une erreur moindre que « + + si l’on n’a besoin que d’une évaluation grossière de cette erreur, on pourra remplacer dans l'expression a + on a par tel nombre plus petit que a que l'on voudra, par
exemple par son premier chiffre significatif, en lui conservant sa valeur relative. |
Cette formule permet de résoudre la question suivante :
301. Supposons que le nombre A ne soit pas donné directement, mais doive résulter de calculs qui PETACHEn de l'obtenir avec telle approximation que l’on veut : jusqu'où devra-t-on pousser l’approxi-
mation pour obtenir une valeur approchée de sa racine carrée avec
une erreur moindre qu'un nombre donné n?
Supposons qu'on ait calculé une valeur A’ approchée par défaut
de À, avec une erreur moindre que &, puis une valeur approchée 4, par défaut, de la racine carrée de A’ avec une erreur moindre que a :
a pourra être regardé comme une valeur approchée par défaut de
la racine carrée de À, avec une erreur moindre que n, si l’on a œ Re ° dat
On commencera par calculer grossièrement un nombre qui soit
certainement moindre que & (il suffira, par exemple, de connaitre le premier chiffre de a), et l'on remplacera dans l'inégalité précédente a par ce nombre, puis on déterminera « ete de manière à vérifier l'inégalité. Il est clair qu’il suffira de prendre e <2an; on détermi-
: : cu € nera ensuite « par la condition a<n— 7%, ce qui est toujours
possible puisque l’on peut prendre « aussi petit qu'on le veut.
Une discussion assez facile permettrait de déduire de là le résultat suivant, qui peut être utile dans la pratique : quand on connaît un - nombre avec n chiffres exacts, on peut calculer sa racine avec n—1 chiffres exacts, sauf une erreur possible de 2 unités du derniei
ordre.
$ 5. — Cubes; racine cubique. Puissance mi; racine nine,
302. Les détails dans lesquels je suis entré pour les carrés, la racine carrée, me permettront d’aller plus vite pour ce qui concerne les cubes, la racine cubique, les mièmes puissances, la recherche de la racine mième d’un nombre.
La puissance mième d’un nombre est le produit de ” facteurs égaux à ce nombre. La puissance mième d’une fraction est une fraction dont les termes sont les mièmes puissances des termes de la fraction proposée : si cette derniére est irréductible, il en est de même de sa mième puissance, formée par la règle précédente. Celle-ci, en particulier, ne peut être un nombre entier.
Si l’on a A > B, on a A">>B"; en effet, A” est le produit de m facteurs respectivement plus grands que les m facteurs dont se compose B" ; réciproquement, si l’on a A" > B", on a certainement A > B.
La racine mième (exacte) d’un nombre À est un nombre dont la mième puissance est égale à A. Si ce nombre existe, il est unique. Si À est entier et s’il n’est pas la puissance mièce d’un nombre entier, il n’est pas non plus la puissance mième d'une fraction ; il n’admet pas de racine mième exacte. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fraction irréductible admette
une racine mième exacte est que ses termes soient les puissances mièmes de
nombres entiers.
La puissance mième d’un nombre terminé par p zéros s'obtient en faisant
suivre de mp zéros la puissance mime de ce nombre, abstraction faite de ses
Zéros.
303. On a vu l'importance, dans la théorie des carrés et de la racine
carrée, de la formule (1) (a+ b} = a? +2 ab + b?;
en multipliant le premier membre de cette formule par (ab), et en ajou-
0e PS Re FE OS LS REZ EE if FEV FPT
tant les produits obtenus en multipliant par & et par b chaque terme du second membre, on trouve la formule
(2) (a + b}° = aÿ + 3ab + 3ab? + bÿ; on trouverait de même (3) (a + dt = at + kaÿb + Ga?b? E 4ab5 + bt ;
ces formules jouent, pour les cubes et les quatrièmes puissances, le même rôle que la formule (1) pour les carrés ; il y aurait lieu d'établir maintenant la formule, dite formule du binome, qui généralise, pour (a + b)", les formules (1), (2), (3). Je laisserai toutefois de côté cette formule générale (f) et me contenterai pour le moment de tirer quelques conséquences de la formule “
(a +1 — a —3a +3ati
que l’on déduit de la formule (2) en y faisant b— 1. 5 Cette dernière égalité permet de construire aisément une table de cubes des.nombres entiers, de 4 à 99 par exemple : en effet, la table II permet, au moyen de calculs très simples, de former les valeurs de 3 a? + 3 a + 1 quand on y remplace successivement a par 1, 2, 3, 4, …. . On a inscrit dans la ligne suivante les valeurs de 3a°+3a+1 Cote te neuf premiers nom-
bres :
Lan AO 7 O1. OM EN OR 217 LL a Aie 3 4 5 6 “ 8 9;
au-dessous on a écrit les neuf premiers nombres en les avançant d’un rang, de façon que chacune des valeurs de 3a?+3a + 1 corresponde, non au terme de la suite naturelle qui est écrit au-dessous de lui, mais au terme qui le précède immédiatement.
Le cube de 1 est 1 ; le cube du nombre suivant 2 s’obtiendra en ajoutant à 4 la valeur de 3a? + 3a 1 pour a — 1, c’est-à-dire 7; le cube de 2 est 8. Le cube du nombre suivant 3 s'obtient en ajoutant à 8 la vâleur de 3a? + 3 a +1 pour a — 2, c’est-à-dire 19 ; le cube de 3 est 27 ; le cube de 4 s’obtient en ajoutant 37 à 27; c'est 64, ett.. On pourra ainsi former successivement une table des cubes allant de 1 à n, n étant un entier quelconque.
304. Ce procédé nous fournit en passant une expression remarquable de la somme des carrés des n premiers nombres naturels. Il met en effet en évidence la proposition suivante : Le cube de n + 1 peut s’obtenirenajoutant à 1 successivement les valeurs que prend l'expression 3 a? + 3 a 1 quand on remplace a par 1, 2, 3, ..…., n : or cette somme est manifestement égale à 3S+3S,+n, en désignant par S, la somme des n premiers nombres et
Elle se déduit sans peine de l'exercice 106, p
par S, la somme de leurs carrés; en se rappelant (n° 53, p. 52) que S est égal NL (n +1
3 »0nen conclut successivement
36, +300 Loi mp,
6S; + 3n(n + 1)+2(n+1)=2(n+1}, GS; —2(n +1) —3n(n +1) —2(n +1) = (n +1)[2 (n +1}? —3n — 2] = (n +1) (2n? + n), n(n +1) (2n+1) Di PT AP ment
Par exemple, la somme des carrés des 99 premiers nombres est égale à
| TG —— = 33 x 50 x 199 — 328350,
ce qui donnerait un moyen de vérifier la table IT.
Le lecteur pourra étendre ce procédé : il verra comment de la table des cubes on pourrait passer à la table des quatrièmes puissances, et comment la construction de cette table permettrait de trouver une expression simple
de la somme des cubes des n premiers nombres (1), à savoir Es] .
Quoi qu’il en soit, la table ILI, que l’on trouvera à la fin du volume, donne les cubes des 99 premiers nombres ; elle met en évidence la façon très rapide dont croissent ces cubes.
305. La racine mième d’un nombre quelconque À, à une unité près par défaut, est le plus grand nombre entier dont la puissance mième soit égale ou inférieure à A. On lui donne aussi le nom de racine mième entière. La racine mième d’un nombre A, à une unité près par excès, est le plus petit nombre entier dont la puissance mième soit supérieure à A.
Il suffit, pour obtenir la racine mième entière de À, d'extraire la racine mième entière de la partie entière de A. La démonstration est la même qu'au n° 284 (p. 314).
La racine mième d’un nombre quelconque À à « près, par défaut est le plus grand multiple de « dont la mième puissance soit inférieure ou égale à À :
Si l’on désigne par n« cette racine, elle est déterminée par les inégalités
(na) ZA << [(n + 1) aq
1. L'égalité de l'exercice 35 (p. 105) fournit un autre moyen, un peu plus rapide, de parvenir à ces résultats ; en Y Supposant, par exemple, p — 3 et en ÿ remplaçant n par n — 1, elle donne n(n+i)(n+2 = 3 [12 +28 L +nin+l)];
or la quantité entre crochets, dans le second membre, n’est autre chose que
LÊ+2L... Ln
+1+2+4... Lan, c'est-à-dire S, + S,, d'où un moyen pour calculer S,; de même, en Supposant » = 4, on obticndrait la somme des cubes des n premiers nombres.
ou a £ À <(n +1"
qui montrent que n est la racine mième entière de T ou, si l’on veut, de
LA .. À LA £ la partie entière de HD La recherche de la racine mième d’un nombre avec
une approximation donnée est donc ramenée à la recherche de la racine mième d’un nombre entier, à une unité près par défaut.
On établira encore comme au n° 286 (p. 316) les propositions qui suivent.
Soit A un nombre quelconque et a sa racine mime entière; si a est un nombre naturel, le quotient entier de la division de a par « est égal à la racine _ mième entière de = ou, si l’on veut, de la partie entière de 2
En particulier, lorsque A est entier, le nombre de dizaines de sa racine miève entière est la racine mièe entière du nombre obtenu en supprimant les m derniers chiffres de A.
On pourrait conclure de là que, si le nombre entier À n'a pas plus de m chiffres, sa racine mième entière ne peut avoir plus d’un chiffre ; mais cela est clair directement puisque alors, À est moindre que 10. Lorsque A'a plus de m chiffres, sa racine se compose de dizaines et d'unités.
306. J’aurai besoin de quelques inégalités qui résultent tout de suite de cette formule du binome à laquelle j'ai fait allusion plus haut : le lecteur, pourm — 3 ou 4, les déduira immédiatement des formules du n° 302 (p. 335) ; je les établirai en partant de la formule du n° 52 (p. 50).
QU) am Gm— (af) (am—tpam-2f+am-3@ tpm t); j'y suppose a > $. A L'expression
am— 1 Lan—26Lom—sgi +... + fm—i,
qui figure comme facteur dans le second membre, est la somme de m»m produits dont chacun contient m facteurs égaux soit à «, soit à 8. [l est clair qu’on diminue la somme en remplaçant dans chaque terme tous/les facteurs par 8, ce qui donne mp”, qu’on l’augmente en remplaçant tous les facteurs par a, ce qui donne ma”; on en conclut |
(2) Be = 1 (a — 8) L'art — fe Coma 1 (a — À).
C’eët là les inégalités que j'avais en vue : elles vont nous permettre ds résoudre le problème suivant. 0e
307. Soit P un nombre entier donné et p sa racine mième entière cherchée : je supposerai que P ait plus de m chiffres. Désignons par A et B le quotient et le reste dans la division de P par 10” et de même par a et b le quotient ‘et le reste dans la division de p par 10; on aura ;
P—I0OMAZLB, m—10a+b, B<10%. b<10;
le nombre a est la racine mième entière de À, il n’est pas nul, non plus que A; je suppose qu’on soit parvenu à calculer a (le nombre des dizaines de la racine), je vais montrer comment, au moyen de quelques essais, on peut calculer b (le chiffre des unités). Je poserai, pour abréger,
R=P — (10a)" — 107 (A — gm) + B.
La définition de la racine mième entière fournit les inégalités (0a + db) LP <L(10a + b + 1}m, d'où, en retranchant (10a)" des trois membres, (1) (10 a + 6} — (10 a)" 2 R < (40 a + b + 1} — (104) ; or, si on se repose aux inégalités établies dans le précédent numéro, on voit: que la première, en y supposant
æ — 10a + b, = 10a donne
(2) m (104) —1b <€m (10 a + b}m — (AO a)" tandis que la seconde, en y faisant
æ—10a+0+i, $—10a donne (3) (0a + 6 + 1)" — (104) < (10 a + D +1) —1 (6 + 4) : mais, puisque b + 1 est au plus égal à 10, on a
A0a + b +1 Z10a + 10 ou 10 (a + 1) :
en Sorle que l'inégalité (3) ne peut étre qu’accentuée si, dans le second
membre, on remplace 10 a + b + 1 par 10 (a + 1); cette inégalité (3) ainsi modifiée et les inégalités (1) et (2) entrainent les suivantes
m (10 a) ®—1b<R<mMmI10(a+1)]m—-1h; On en conclut que le chiffre & est inférieur ou égal à la partie entière de. R R
m (10 a)"—1 T Man TX 10m 1
supérieur ou égal à la partie entière de
TO Ca DT ma 1x 1m
si donc on supprime m— 1 chiffres à la droite de R, puis qu’on divise le résultat par ma”—1 et m (a+ 1}"—1, les quotients entiers fourniront deux limites pour b; le premier sera une limite supérieure, le sécond une limite inférieure (‘); le chiffre b sera l’une de ces deux limites où un nombre
1. La limite inférieure pourrait être améliorée, comme on le prévoit en se reportant à la théorèe de la racine carrée (m — 2); on obtient alors cette limite en supprimant un chiffre à la droitæ
intermédiaire. Au moyen de quelques tâtonnements, on pourra donc ayoir le chiffre b.
308. La règle pour extraire la racine miè"e entière d’un nombre entier P est maintenant bien claire.
On doit d’abord former une table des puissances mièmes des nombres 1, 2,3 DS 0 NO 10e
On partage P en tranches de m chiffres, à partir de la droite ; en parlant désormais de ces tranches, je les suppose rangées de gauche à droite. La première tranche peut avoir m” chiffres ou moins. On calculera successivement les racines mièmes entières des nombres formés par la première tranche, par l’ensemble des deux premières tranches, par l’ensemble des trois premières tranches, ... La racine mième entière du nombre formé par la première tranche se trouve dans la table des puissances mièmes des neuf premiers nombres naturels : c’est le nombre de dizaines de la racine mième entière du nombre formé par l’ensemble des deux premières tranches; pour avoir le chiffre des unités, on n’a qu’à appliquer la méthode du numéro précédent ; on obtient ainsi la racine mie entière du nombre formé par l’ensemble des deux premières tranches, ou le nombre des dizaines de la racine miène entière du nombre formé par l’ensemble des trois premières tranches ; on déterminera le chiffre des unités en appliquant encore la méthode du numéro précédent et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on ait épuisé toutes les tranches dont chacune fournit un chiffre de la racine.
309. Pour extraire la racine mième, à or Près par défaut, d’un nombre A
écrit sous forme décimale, on avance la virgule de pm rangs, en suppléant par des zéros aux chiffres qui pourraient manquer, on extrait la racine mième entière du nombre à gauche de la virgule et l’on sépare p chiffres décimaux à gauche de cette racine. Gette opération donnerait lieu à des observations analogues à celles que l’on a faites en détail, pour la racine icarrée; je n’y reviendrai pas.
310. Je veux toutefois établir que, si l’on se donne un nombre quelconque À, on peut trouver un nombre dont la puissance mième et A diffèrent aussi peu qu’on le veut.
Soit, en effet, en désignant par À un nombre entier, ka la racine mième de À, approchée à a près, par défaut, on sait la calculer quand on se
donne «a ; on a alors (kaÿr ZA < [(E +1) a},
la différence entre À et l’une et l’autre des racines mièmes approchées 40 près, par défaut ou par excès, est inférieure à
(1) D = [k +14) a} — (a) = a [(k + 1) — AT,
de R, puis en divisant par 24 + 1 et non par 2a + 2, comme l'indiquerait la règle actuelle. Le lecteur pourra établir que dans le cas de la racine cubique (m = 3), on obtient une limite inférieure en supprimant deux chiffres à la droite de R et en divisant ensuite par 3a° + 3a + 1, nombre qui est plus petit que 3 (a + 1) et qui fouruit donc une meilleure limite.
et il suffit de prouver que cette quantité peut être supposée plus petite que tel nombre e que l’on voudra.
Or, en vertu de la première des inégalités du n° 306 (p. 338), on a, en supposant a — k + 1, 8—k,
(A + 1) — Em Cm (k + 1)m— 1; la différence D est donc moindre que mot (k+ 1) 1 = ma (ka + a) —1;
soit maintenant B un nombre fixe quelconque dont la puissance miène dépasse À ; on aura certainement ka < B et, par suite, ka L a<B “a 4, si l'on suppose « << 1; on en déduit
D < ma (B + D Li hs si donc on veut que D soit moindre que s, il suffira de prendre
in m(B +1} —1
Par exemple, si on veut avoir des nombres dont la puissance 5ième diffère
de 2 de moins que —, on pourra prendre B — : et déterminer x par l’iné-
9\ # 1 s x () LT à
on satisfera à cette inégalité en prenant « — : x a
On voit ainsi, d’une part, qu'il existe des nombres dont les puissances mièmes sont inférieures ou supérieures à À et qui en diffèrent d'aussi peu qu'on le veut; d'autre part, que si l’on forme la suite des racines mièmes de A approchées à 1, à 0,1, à 0,01, … près, par défaut, et que l’on imagine que cette suite soit prolongée indéfiniment, puis que l’on forme la suite ana logue pour les racines mièmes approchées par excès, avec les mêmes degrés d’approximation, les termes de la première suite iront en croissant à mesure qu'on s’avance, les termes de la seconde suite en décroissant ; chaque terme de la première suite est moindre qu'un terme quelconque de la seconde : enfin si on forme les puissances mièmes des termes d’une suite ou de l’autre, les termes de la nouvelle suite ainsi formée auront pour limite A quand on s’avance indéfiniment.
galité
Extraire la racine carrée du nombre
226. Si le carré d'un nombre entier est divisible par un nombre premier p, il est aussi divisible par p°.
2217. Si‘le carré du nombre entier a divise le carré du nombre entier 6, @ divise 6.
Si les nombres entiers a, b sont premiers entre eux, le produit de ces nombres ‘ne peut être un carré, s'ils ne sont pas eux-mêmes des carrés.
Si la fraction ” à termes entiers est le carré d’une fraction, le produit ab est
un carré.
228. Si a et b sont des nombres entiers premiers entre eux, a? — b° ne peut être un carré parfait que si chacun des nombres a — b, a + b est un carré, ou le double d’un carré.
229. Si un nombre entier est terminé par un des chiffres 2, 3, 7, 8, ce nombre n'est pas un carré parfait.
230. Si le produit de deux nombres entiers est un carré, le quotient de chacun de ces deux nombres par leur plus grand commun diviseur est un carré.
231. Si la somme de deux nombres entiers est terminée par un zéro, leurs carrés sont terminés par le même chiffre.
232. Le carré d’un nombre entier terminé par 5 peut-il être terminé par 125 ?
233. La somme des carrés de deux nombres entiers premiers entre eux, ox sée par #4, donne pour reste 1 ou 2.
234. Si a est un nombre Sppe a racine carrée approchée par défaut de …
+1 à ——— près est a + ——
(Ga L4). 4 ET ;
235. La différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs est 28731 ; trouver ces deux nombres.
Si un nombre entier n vérifie une équation de la forme
DE An —=8B,
où À et B sont des nombres entiers dont le premier A n’est pas plus grand que 2, n est la racine carrée de B, à une unité près.
237. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs, divisée par 6, donne pour reste 1.
238. Le produit de trois nombres entiers consécutifs ne peut être un carré ni le double d’un carré.
239. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs est .:29107 ; trouver ces deux nombres.
240. On sait que la somme des n premiers nombres consécutifs est “en à 496 ; trouver ñn.
241. Un nombre de quatre chiffres est un carré parfait. Trouver ces cts chiffres, sachant que les deux premiers sont égaux, ainsi que les deux derniers.
242. Le carré de tout nombre impair est la somme de deux entiers consécutifs dont le plus grand est la somme de deux carrés.
243. Le produit de deux nombres entiers est 15375, leur différence est 2; trouver ces deux nombres.
244. Soit p un nombre premier plus grand que 2. On élève au carré les nombres 4, 2,3, ..…,p—1, et l'on divise les résultats par p ; combien trouve-t-on
de restes différents ? Parmi les nombres 1, 2, 3,..,p—1ilyena
Es D et seulement Lire L qui, -etranchés d’un carré convenablement choisi, donnent une mo ie
par p.
Si l’on divise par p les carrés des différents nombres entiers non divisibles
par p, on ne trouvera jamais que ue 2 restes différents. Quels sont ces restes
-si p est 3,5, ou 7?
CUBES ; RACINE CUBIQUE. 343 245. Des identités |
: (a? 6") (art b'?) — (aa! — Bb (ab! sk a'b}* — {aa' + bb) + (ab! — ab},
&@ +6. fa+b\?, fa—b\?
nr) ot)
déduire les théorèmes suivants :
Si deux ou plusieurs nombres entiers sont des sommes de deux carrés, il en est de même de leur produit.
La moitié de la somme des carrés de deux nombres entiers impairs est la somme de deux carrés.
Signalons encore, à un autre point de vue, légalité
D DE Le ra) A Ga ue LL
qui permet de remplacer le calcul du produit de deux nombres donnés a. b par une addition et deux soustractions, quand on a une table qui donne les quarts des carrés des nombres. M. Blater a calculé une telle table pour les nombres entiers de À à 200000 : elle a été éditée chez M. Gauthier-Villars. Le Recueil de formules et de tables numériques de M. Hoüel (même éditeur) contient une petite table de quarts de carrés.
Si les nombres entiers a, b, c vérifient l'égalité
l’un des nombres b et c est la différence des carrés de deux nombres entiers, l'autre est le double de leur produit; le nombre a est la somme des carrés de ces nombres.
Trouver tous les nombres entiers a, b, c, premiers entre eux deux à deux, qui vérifient cette égalité ettels que a soit inférieur à 20.
047. Si a est la racine carrée à une unité près, par défaut, d'un nombre entier À qui n’est pas un carré parfait, si r est le reste ; si enfin n est la partie
- 2a entière de Fer on aura
pros (ect)
248. À, B, C étant des nombres donnés dont les deux premiers sont inférieurs ou égaux à 3, trouver un nombre entier x, sachant que l’on a
n° + An + Bn=cC.
249. La somme des carrés des n premiers nombres entiers est 333350 ; trou- Ver n.
Le nième nombre pyramidal (Ex. 405, p. 129) est 166650, trouver n.
250. Si a est un nombre plus grand que 2,les deux nombres a — Ai M La 2a 8a(a*—1)
et a — _. NE sont des valeurs approchées de la racine carrée de a — 1 par 1 1
4 4 éfaut ar excès, lesnombres a + —— — —— et Pr AE PDF te RABUE SUP É 2a 8a a 2a 8a(a* +1) valeurs approchées par défaut et par excès de la racine carrée de a° +1.
Le nombre 10 + _. — —10.049875 est la racine carrée de 101 à Es près, par défaut.
sont des
251. Si a désigne un nombre entier plus grand que 1, les racines rs de.
— 1 " de“ +1à _ près. par excès, sont a — et a + — _—. = » respecti-
vement.
252. Étant donnés un nombre a plus grand que À et un nombre À aussi grand qu'on le voudra, on peut trouver un entier m tel que Pon ait am > A.
Soit 4 —1 + «, la proposition énoncée résulte de l'inégalité 2 du n° 306, p. 338,
nt
il suffira de prendre pour p la partie entière pus 1 et pour »m un entier plus
grand que p?.
CHAPITRE X SYSTÈME MÉTRIQUE
$ 1. — Généralités.
311. La théorie des grandeurs, quand on veut l'exposer avec quelque rigueur, comporte de notables difficultés : j'y reviendrai au chapitre xx, quand la notion de nombre aura été complétée. Pour le moment, je me bornerai à quelques notions communes, déjà familières au lecteur.
C'est surtout à la considération de segments de droite qu'ont été rattachées les notions de mesure et de rapport ; mais on a déjà remarqué, à maintes reprises, que ces notions s’étendaient à d’autres grandeurs : il suffit de se rappeler les raisonnements qu’on a faits alors pour reconnaître quelles suppositions il convient de faire sur les grandeurs d’une certaine espèce pour que ces raisonnements s'appliquent et que, par conséquent, la notion de mesure ou de Tapport s applique à cette espèce de grandeur.
En ne considérant que des grandeurs de cette espèce, on doit savoir ce que c'est que deux grandeurs égales, que la somme de deux grandeurs, que la nième partie d’une grandeur : c’est la les suppositions essentielles qui sont intervenues dans la notion du rapport de deux grandeurs A, B qui admettent une commune mesure, ou du nombre qui mesure la grandeur A, quand on prend la grandeur B pour unité. |
312. Lorsque A n’est pas commensurable à l'unité B, on a expliqué au n°152(p. 165) ce qu'ilfallait entendre par les mesures approchées de A
à rate par défaut et par excès. Dans la pratique, ni l'unité de
grandeur, ni la grandeur à mesurer A ne peuvent être définies avec assez de précision pour qu'il puisse être question de savoir si À est où non commensurable à l’unité ; comme on l’a dit au chapitre vrrr, cest, à peu près dans tous les cas, des mesures approchées que l'on considère.
Au reste, cette subdivision de l’unité en un nombre quelconque de parties égales, sur laquelle la notion de mesure a été fondée est purement théorique.
On ne peut avoir à sa disposition des instruments comportant toutes les subdivisions possibles ; en fait, on se contente de diviser l'unité en un assez grand nombre de parties égales, d'après une loi déterminée, d’ailleurs arbitraire, et en négligeant les quantités plus _ petites que l’une de ces parties, on substitue à la grandeur que l’on | veut mesurer une autre que l’on regarde comme la somme dun
nombre entier de ces parties de l’unité.
Le lecteur admettra sans peine la légitimité de ces substitutions ; mais une objection peut se ss à son esprit: si sur ces nom-
bres, qui ne représentent qu’à peu près les grandeurs que l'on con- _ sidère, on effectue des calculs, les Sultuhe de ces calculs mérite- ‘ ront-ils quelque confiance ? Pourra-t-on les regarder aussi comme des mesures approchées pour les grandeurs auxquelles on les ferait correspondre légitimement si les nombres primitifs étaient des mesures exactes ? Les développements qu’on a donnés dans le cha-. pitre vin sur les calculs approchés ont dû l’habituer déjà à cetteidée qu'une légère modification dans les données d’un calcul numérique n’en altère que légèrement les résultats, et permettent, au moins | dans un certain nombre de cas, d’obtenir une limite de l'erreur commise sur les résultats, quand on connaît une limite des erreurs commises sur les données. A la vérité, les raisonnements de ce chapitre supposent toujours l'existence de nombres exacts, et dans le cas où l’on a affaire à des grandeurs incommensurables à l'unité, les nombres qui mesurent ces grandeurs n’ont pas été définis, ils ne le seront qu'au chapitre x, qui, dans un ordre logique, devrait précéder celui-ci ; on verra alors que les conclusions relatives aux calculs approchés subsistent.
Quoi qu'il en soit, je ne m'embarrasserai pas pour le moment de ces difficultés.
313. Dans la pratique, on fixe habituellement une unité que l’on appelle unité principale, et on lui adjoint un système d'unités secondaires ; les unités secondaires sont des multiples ou des sous-multiples de l’unité principale, c’est-à-dire qu’elles s’obtiennent en ajoutant ensemble plusieurs grandeurs égales à l’unité pres ou en divisant celle-ci en parties égales.
Considérons en particulier les multiples et sous- nn, qui correspondent au système décimal de numération.
Ayant donné un nom à l’unité principale, on nomme les multiples
MESURES DE LONGUEUR
obtenus en répétant cette unité 10, 100, 1000, 40000 fois, en faisant précéder ce nom des préfixes déca, hecto, kilo, myria, hectokilo, méga; chacun de ces multiples est égal à 10 fois celui quile précède ; on nomme les sous-multiples de l'unité obtenue en la divisant en 10, 100, 1000 parties égales, en faisant précéder le nom de l'unité des préfixes déci, centi, milli, décimilli, centimiülli, micro : chacun de ces sous-multiples est égal à 10 fois celui qui le suit. Ainsi, en appelant mètre l'unité de longueur, les multiples du mètre, de 10 en 10, s’'appelleront décamètre, hectomètre, etc.; ses sous-multiples s'appellent décimètre, centimètre, etc. En rangeant ces diverses unités dans l'ordre, mégamètre, hectokilomètre, myriamètre, kilomètre, hectomètre, décamètre, mètre, décimètre, ceutimètre, millimètre, décimillimètre, centimillimètre, micron, on peut dire que chacune est égale à 10 fois celle qui la suit, ou à la 10% partie de celle qui la précède. On peut imaginer, théoriquement, que cette série de noms soit prolongée indéfiniment dans un sens ou dans un autre et qu'on ait à sa disposition des instruments, des règles, par exemple, dont la longueur soit égale à chacune des uaités principales ou secondaires.
J'ai expliqué, à propos des nombres décimaux (n°5 200, p. 231 ; 208, p. 233), comment on pouvait se servir de ces règles pour mesurer une longueur; J'ai expliqué aussi quelle était la signification des différents chiffres, comment, par un simple déplacement de la virgule, on obtenait les nombres qui mesurent la même longueur avec une unité 10, 100, 1000, … fois plus grande ou plus petite.
$ 2. — Mesures de longueur.
314. Le système métrique est l'ensemble des unités principales et dérivées usitées en France : adopté par la plupart des nations civilisées, on peut espérer qu’il finira par l’être universellement ; c’est un système en ce sens que les diverses unités sont liées entre elles et que leurs multiples ou leurs subdivisions sont liés au système décimal de numération.
Avant l'adoption du système métrique, les unités de mesure n’avaient, en France, aucune fixité, elles variaient de province à province: il en résultait des erreurs, des fraudes, des procès innombrables; d’ailleurs, les calculs auxquels elles donnaient lieu étaient compliqués. Il était indispensable d'établir l'ordre et la fixité dans l'ensemble de ces mesures.
Le 9 mai 1790, l'Assemblée nationale décréta la suppression des
anciennes mesures et la création d’un système nouveau: la création de ce système fut confiée à l'Académie des sciences, qui nomma à cet effet une commission dans laquelle figuraient Berthollet, Borda, Lagrange, Delambre, Laplace, Méchain et Prony. Ces savants décidèrent, pour assurer la fixité de l’unité fondamentale, l'unité de longueur, de rattacher cette unité aux dimensions du globe terrestre.
Le globe terrestre est,comme on sait, très voisin d’être une sphère. Plus exactement sa surface peut être regardée comme engendrée par une demi-ellipse très peu aplatie PEP’ (fig. 16), tournant autour de See son petit axe PP’, lequel coïnciderait avec la ligne.
nn des pôles (1). Dans cette révolution, le sommet E \. engendrerait le cercle de l'équateur. Les mesures effectuées par Delambre et Méchain, relatives à l'arc de méridien compris entre Dunkerque et Barcelone, combinées avec les mesures antérieures qui avaient Fig. 16. permis de calculer une valeur approchée de l’aplaüssement de la Terre, c'est-à-dire du rapport au grand axe de l’ellipse de la différence entre les deux axes, conduisirent à regarder le quart du méridien terrestre, c’est-à-dire l'arc PE qui, sur l’ellipse dont la révolution engendrerait la surface icrrestre, irait d’un pôle à l'équateur, comme étant égal à 5130740 toïses de Paris. La dix-millionième partie de cette longueur fut adoptée, sous le nom de mèêtre, comme nouvelle unité de longueur. [Loi du 18 germinal an III (7 avril 1795).]
Un étalon en platine, considéré comme ayant cette longueur, fut déposé aux Archives nationales, le 4 messidor an VII (22 juin 1799) : il fut décidé que la longueur de cet étalon, à la température de la glace fondante, serait le mêtre légal.
Au mètre se rattache, comme on l’expliquera bientôt, l’ensemble des autres mesures qui constitue le système métrique. Ce système fut adopté dans son ensemble le 3 novembre 1801 ; la loi du 4 juillet 1837 proscrivit d'une façon effective les anciennes mesures et le système métrique devint exclusivement obligatoire à partir du 4° janvier 1840.
Les mesures géodésiques sur lesquelles a été fondée la détermination du mètre n'étaient pas absolument exactes ; la longueur du mètre légal n'a pas toutefois été changée, il doit être bien entendu que c’est la longueur de l’étalon qui est le mètre. D'après les mesures récentes, la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre
[æ) — +" — ——— mn
1. L'aplatissement est très exagéré sur la figure; il ne pourrait être distingué sur une fisure exacte.
MESURES DE LONGUEUR
serait un peu plus grande que le mètre légal, d'environ deux dixmillièmes de mètre.
315. Je viens de dire que la longueur du mètre légal n'avait pasété changée : toutefois, ce n’est plus l’étalon déposé en 1799 aux Archives nationales qui est aujourd'hui le mètre légal, mais bien un autre étalon que l’on a d’ailleurs cherché à construire aussi égal que possible à l’ancien mètre légal.
En 1872 (1), une Commission internationale se réunit à Paris, sur l'invitation du Gouvernement français, en vue de l’établissement de prototypes internationaux. Trente États y étaient représentés. Ur Bureau international des Poids et Mesures fut créé par une conven: ton diplomatique en 1875 (convention du mètre) et installé au Pavillon de Breteuil, à Sèvres (S.-et-0.). Il avait pour mission de construire et de conserver les étalons définitifs et de les comparer aux étalons fournis aux différents Etats.
L’étalon définitif du mètre, construit en platine iridié, a été sanctionné par la Conférence générale des Poids et Mesures, tenue à Paris en 1889; il est déposé dans les caveaux du Pavillon de Breteuil.
Le mètre est, par définition, la longueur comprise (à la température de zéro) entre les deux traits marqués sur cet étalon. Des copies de ce mètre ont été remises aux différents États. La copie n° 8 déposée au Conservatoire des Arts et Métiers est, d’après la loi du 2 avril 1919, le mètre légal pour la France. Le décret du 26 juillet 1919 a d’ailleurs modifié, sur quelques points, le tableau des diverses mesures légales.
316. Les multiples ou sous-multiples du mètre qui peuvent servir d'unités secondaires ont été définis plus haut ;° j'en reproduis le tableau en mettant en face de chaque multiple ou sous-multiple le signe abréviatif qui sert à le désigner et le nombre qui le mesurerait quand on prend le mètre pour unité. k
Mégamètre . . . . . . Mm. 1000000 Hectokilomètre . . . . hkm. 100000 MAPIAMELrE CAE AN RL," "Ma. 10 000 Kilomètre® +. , km. 1 000 Héctometren ess 40 Ne 100 Décarmetrems enr). «x dam. 10 RAT PEN NT E) HANSNE NEC 14 à 4!
Décimètre . . . . . . dm. 0,1 Centimeétresmmmas tu) cm: 0,01
4. Voir l'Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1908, p. 496.
Mulimètre. 0.5.7 mm "000€ Décimillimètre. . . . dmm. 0,0001 Centimillimètre . . . cmm. 0,00001 Miche EAU EE 0,000 001 Millfimicron 5, « my 0,000 000 001
317. Les mesurese/ffectives, c ést a dite les instruments en bois ou en métal qui servent effectivement à mesurer, sont fixées par la Loi; celles qu'emploient les commerçants doivent porter la marque de la _rérificalion des poids el mesures.
Voici les noms de ces mesures effectives; ces noms s'expliquent
d'eux-mêmes; on a encore placé, en face de chacun des noms, le nombre qui mesurerait la grandeur correspondante, en prenant le mètre pour unité :
Décimetre "0" et Double décimètre : 109 Demismetrec nes Rs Metre sites ion A ÉRe ete Double mètre. "270% 02 Demi-décamètre. . . . . 3 Détamètre 2.7) NO Double décamètre. . . . 90
Les cinq premières mesures effectives sont habituellement des règles rigides en bois ou en métal, portant des subdivisions en centimètres et quelquefois en millimètres. On se sert aussi de mètres articulés. Le décamètre effectif, qui sert à mesurer les distances sur le’terrain, est une chaîne, dite chaîne d’arpenteur, composée de 50 chaînons, dont chacun vaut 2 décimètres. Ces chainons sont réunis par des anneaux de fer; de cinq en cinq, pour marquer le mètre, l'anneau de fer est remplacé par un anneau de cuivre. Le milieu de la chaîne est marqué par une prie tige de cuivre.
On donne à la chaîne quelques millimètres de plus qu’elle ne devrait avoir, pour compenser le défaut de tension.
Les kilomètres sont marqués par des bornes, sur la plupart des routes ; de même aussi, très souvent, les hectomètres, de ht en deux.
918. Il me reste quelques mots à dire sur la façon d'écrire ou d’énoncer les nombres décimaux qui représentent une longueur.
L’habitude la plus répandue en France lorsqu'un nombre représente une grandeur, mesurée avec une certaine unité, est de placer le
_signe abréviatif qui désigne cette unité (de grandeur) en haut et à
droite du chiffre des unités (simples) du nombre écrit. On écrira par exemple 3,25, pour exprimer qu'une longueur est mesurée par le nombre 3,25 quand on prend le mètre pour unité. Cette façon d'écrire, qui correspond d’ailleurs à notre façon de parler, est souvent très incommode ; il est bien préférable de placer, comme on le fait ordinairement à l'étranger, le signe abréviatif avant le nombre écrit.
Pour écrire le résultat d'une mesure exprimée au moyen des unités secondaires et principales, en myriamètres, kilomètres, ..., mèlres, décimètres, …, il suffira d'écrire les uns à la suite des autres les chiffres qui expriment combien de fois chacune des unités figure à son tour dans la grandeur considérée, en commençant par les plus grandes unités et en ayant soin de mettre des zéros à la place de celles qui manqueraient; on met, s'il y a lieu, la virgule à la place convenable, selon l'unité que l’on a choisie. Une longueur contenant 7 hectomètres, 3 mètres, 2 centimètres serait mesurée par le nombre 7032,02, ou mieux m. 703,02, en prenant pour unité le mètre.
On suit la règle inverse pour énoncer un nombre écrit; mais le plus souvent on se contente d'énoncer ce nombre en deux fois : d'abord la partie entière, en faisant suivre du nom de l'unité, puis la partie décimale, énoncée comme un nombre enter, en faisant suivre du nom de l'unité secondaire qui correspond au dernier chiffre décimal : ainsi, dans l’exemple précédent, on dira sept cent trois mètres, deux centimètres. |
Les nombres 180,95 et 75,072, en supposant qu'on prenne dans le premier cas le mètre pour unité, dans le second cas l'hectomètre, s’énonceront cent quatre-vingts mètres, vingt-cinq centimètres et soixante-quinze hectomètres, soixante-douze décimètres.
Au surplus, ces habitudes ne sont pas invariables et rien n’empêche de regarder les nombres qui expriment les mesures comme des nombres abstraits, pourvu qu’on sache toujours à quelle unité ils correspondent.
$ 3. — Surfaces, volumes,
349. Surfaces. — La définition précise du nombre qui mesure une surface donnée, quand on a choisi l’unité de surface, n'est pas sans difficultés, même quand cette surface est plane. Cette définition et les moyens de trouver ce nombre sont du ressort de la Géométrie : je ne peux en donner ici qu’une idée très incomplète.
Je ferai d'abord les observations suivantes :
Si on se donne une longueur quelconque AB, on peut construire un carré ABCD dont le côté soit égal à AB; et si l’on considère un plan, on peut imaginer qu'il soit décomposé en carrés égaux à ABCD ; le carrelage d'un plancher, un morceau de papier quadrillé, fournissent des exemples familiers au lecteur de la figure ainsi formée. Si l’on considère une portion du plan qui soit ainsi entièrement remplie par des carrés égaux à ABCD, et qui contienne un nombre entier x de ces carrés, on dira que cette surface est égale à » fois le carré ABCD, que son rapport au carré ABCD est », ou enfin qu’elle est mesurée par le nombre entier n quand on prend ce carré pour unité de surface.
Tel sera le cas d’un rectangle PQRS (fig. 17) dont les deux côtés PQ, PS contiendraient chacun la longueur AB un nombre exact: de fois; supposons que le côté PQ contienne, par exemple, 3 fois cette longueur, et que le côté PS la contienne 5 fois; il est clair, sur la figure, que le rectangle PQRS contient 3 fois 5 carrés égaux à ABCD : si on prenait le carré ABCD pour unité de surface, le rectangle PQRS serait mesuré par le nombre 5 >< 3 ou 15. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Si l’on choisit une certaine unité de longueur et si l'on prend pour unité de surface, le carré construit sur l’unilé de longueur, la surface d'un rectangle dont la base et la hauteur sont mesurées par des nombres entiers est mesurée par le produit de ces nombres. En particulier, un carré dont le côté contiendrait exactement n fois l'unité de longueur, sera mesuré par le nombre n >< n = n°, ou, comme l’on dit, par le carré du nombre qui mesure son côté.
320. Considérons, par exemple, le mètre carré, c’est-à-dire la superficie contenue dans un carré de 1 mètre de côté; si l’on prenait le décimètre pour unité de longueur, le côté du mètre carré
je re ji
serait mesuré par le nombre 10, et par conséquent, si l'on prenait pour unité de surface le carré dont le côté est égal à un décimètre, carré auquel on donne le nom de décimètre carré, la surface du
mètre carré serait mesurée par le nombre 10 >< 10 ou 100; c'est à-
dire que le mètre carré contient 100 décimètres carrés, ou, si l’on
- veut, que le décimètre carré est la centième partie du mètre carré.
On désigne sous les noms de myriamètre carré, kilomètre carré,
hectomètre carré, décamètre carré, mètre carré, décimètre carré,
centimètre carré, millimètre carré, la superficie contenue dans des
carrés dont les côtés sont respectivement un myriamètre, un kilomètre, un hectomètre; un décamètre, un mètre, un décinistee un centimètre, un millimètre. |
En vertu des raisonnements précédents, chacune de ces surfaces contient exactement cent fois celle qui la suit, ou est la centième parte de celle qui la précède; ces surfaces, si l’on prend le mètre carré pour unité, sont donc mesurées respectivement par les nombres 100000 000; 4 000000; 10000; 100; 1; 0,01 ; 0,0001 : 0,000 001.
Nous pouvons maintenant généraliser le théorème du n° 319 et établir la proposition suivante :
321. Mesures de surfaces. — Si l’on prend pour unité de surface le carré construit sur l'unité de longueur, la surface d’un rectangle quelconque, dont les côtés sont commensurables à cette unité, a pour mesure le produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur.
Supposons que les nombres qui mesurent la base et la hauteur du rectangle considéré soient deux fractions de même dénomina-
Ar) TC t— par exemple.
À k Soit AB l'unité de longueur (fig. 18); divi- Hp sons-la en 7 parties égales ; soit A'B' l’une Fig. 18. de ces parties. Si l’on prenait pour unité
de longueur A'B’ et pour unité de surface le carré construit sur A'B' comme côté, les côtés du rectangle
‘considéré seraient mesurés par les nombres 3, 5, et sa surface
par le nombre 3 ><5; alors le carré construit sur AB comme côté serail mesuré par le nombre 7 >< 7; en d’autres termes, le rectangle considéré et le carré construit sur AB contiennent l’un 3 >< 3 fois, l’autre 7 >< fois le carré construit sur A'B! comme côté : ce dernier carré est donc une commune mesure au rectangle et au carré construit sur AB : le rapport de ces deux surfaces, ou le nom-
est 28.19 bi ; LÉ Do : Aie
c'est ce qu'il fallait démontrer.
bre qui mesure la première quand on prend la seconde pour unité, à
En parüculier, si l'on prend pour unité de surface le carré COnS=. | truit sur l'unité de longueur, la surface d'un carré JUER ORNE esb A
mesurée par le carré du nombre qui mesure son côle.
Par exemple, si l’on prend pour unité de longueur le mètre, ee Ë unité de surface le mètre carré, les surfaces ia carrés dont les … côtés sont respectivement un décimètre, un centimètre, un milli- ‘1
mètre, seront mesurées par les nombres (0,1ÿ—= 0,01 ; (0,01}— 0,0001 ; (0,001)? —0,000001,
ee qui est bien conforme aux résultats précédemment obtenus.
322. Supposons maintenant qu’on ait à mesurer une surlace plane quelconque ; imaginons que le plan qui content cette surface soit : recouvert d’un quadrillage formé de carrés égaux, dont les côtés soient une fraction connue de l'unité de longueur, la mime partie par a
exemple : si on prend toujours pour unité de surface le carré cons-
truit sur l'unité de longueur, ce carré contiendra n°? carrés du qua drillage. On pourra compter ceux des pelits carrés qui sont à l'in-
térieur de la surface S : supposons qu'il y en ait p, et qu'il y en ait q. F2
qui soient traversés par le contour de S; la surface S formée par ÿ
les p petits carrés diffère très peu de la surfaces, lorsque n esttrès … j
orand ; si l'on prenait pour unité de surface l’un dés pelils carrés, la surface S! serait mesurée par le nombre entier p, et la surfaces SO être regardée comme mesurée approximativement, avec la même unité, par le même nombre ; avec la véritable unité de surface, la, surface $S est donc mesurée approximativement par le nombre …
È elle est en réalité comprise entre deux surfaces S’, S/ formées
chacune d’un nombre exact de petits carrés, la première de » petits carrés, tous intérieurs à la surface donnée, la seconde dep +gq:
carrés, parmi lesquels il y en a g qui débordent au delà de la sur-
face S et forment une bande étroite aux environs du contour de cette …
surface. La surface S doit être regardée comme mesurée par un ” 104
nombre compris entre Le et PTT ie On démontre, sous des condi- de
tions que je ne puis expliquer ici, Œue, pourvu que n soil assez grand,
La
ces deux nombres diffèrent aussi peu qu'on veut, en sorte que l’un pu l’autre peut être pris comme une mesure approchée, l’une par tiéfaut, l’autre par excès, du nombre cherché, qui n’est ici défini que: d'une manière {rès imparfaite. On arrive, en Géométrie, à donner à: ce nombre un sens précis et, dans une suite de cas simples, à éta-_ blir des règles qui permettent de le calculer, enne mesurant que des: longueurs rectilignes.
323. Dans le système métrique, l'unité principale de surface est
. le mètre carré : les unités secondaires sont d’une part le décamètre
carré, l'hectomètre carré, le kilomètre carré, le myriamètre carré, d'autre part le décimètre carré, le centimètre carré, le millimètre carré : toutes ces surfaces ont été définies au n° 320 (p. 353), où l'on a étudié aussi leur ordre de grandeurs relatives. Ici les multiples successifs ne sont pas de dix en dix fois, mais bien de cent en cént fois, plus grands ; de même les sous-mulliples ne sont pas de
… dix en dix fois, mais bien de cent en cent fois, plus petits.
Le mètre carré se représente par m2; on peut employer aussi les
se . ÉD OT 2 end Turenne pVee . s … notations Ma. , km. , ..., cm. , mm. , pour désigner le myriamètre
carré, le kilomètre carré, .…., le centimètre carré, le millimètre carré : les égalités telles que
Ma — Em. 100, km. —hm. 100, .…, cm — mm 400 D de km, mm 1 100 ? 100 17 T0 ?
dans lesquelles la facon d'écrire est la même u’on a expliquée au + ; $
n° 918 à propos des longueurs, expriment les relations de grandeur entre les diverses unités de surface.
Supposons, par exemple, qu'une surface S, en prenant le mètre
carré pour unité, soit mesurée par le nombre 48567,238 ; ce nombre
peut s'écrire
On parvient à celte forme en décomposant le nombre proposé en tranches de deux chiffres à partir de la virgule tant vers la gauche
. que vers la droite ; il n’y a pas d’inconvénient à ce que, comme ici,
ia tranche la plus à gauche ne comporte qu’un chiffre ; mais il faut
« avoir soin de s’arranger pour que le nombre de chiffres décimaux . Soit pair ; pour cela, on ajoute au besoin un zéro.
Le nombre ainsi décomposé, partons par exemple de la tranche 67
qui précède la virgule : elle représente des mètres carrés. Remon-
tons vers la gauche : puisque 100 mètres carrés est la même chose ,
qu'un décamètre carré, 85 fois 100 mètres carrés est la même chose 4
que 85 décamètres carrés ; 1002.4 mètres carrés est la même chose, Que 100.4 décamètres carrés ou que 4 hectomètres carrés. De même,
e 23 A Q C4 , : A mn 73 NS en descendant à droite : —= de mètre carré C estla même chose
PLINEe » r F 1 x [4 ns ; que 23 décimètres carrés, puisque AT mètre carré est la même
chose qu’un décimètre carré, elc.
On peut dire dès lors que la surface considérée est égale à
him 24 + dam. 85 + m.'67+ dm. 23 + cm. 80,
ou à 4 hectomètres carrés, 85 décamètres carrés, 67 mètres carrés,
93 décimètres carrés, 80 centimètres carrés. Elle contient 4 hecto-
mètres carrés et non ÿ ; puis, quand on en a retiré ces 4 hectomètres
carrés, elle contient 83 décamètres carrés et non 86; puis, après avoir encore retiré ces 85 décamètres carrés, elle content 67 mètres
carrés et non 68, etc.
Les explications qui précèdent justifient la règle qui suit, pour le
changement d'unités.
324. Lorsqu'on a écrit, dans le système décimal, la mesure d'une … surface en prenant pour unité de surface le mètre carré, si on veut.
écrire le nombre qui mesure la même surface en prenant pour unité
le décamètre carré, l’hectomètre carré, le kilomètre carré, ..., on”
devra reculer la virgule, vers la gauche, de deux, quatre, SIK/ 00
rangs ; si l'on veut prendre, au contraire, pour unité le décimètre carré, le centimètre carré, le millimètre carré, on devra avancer la. virgule de deux, quatre, six rangs vers la droite. Si les chifires
manquent pour cela, on y suppléera par des zéros.
La VAT 4
Par exemple, si l’on veut prendre pour untté dam.?, la surface mesu-
rée par le nombre 48567,238 quand on prenait m.? pour unité, sera
mesurée par le nombre 485,67238 : en effet, si on décompose encore
ce dernier nombre en tranches de deux chiffres comme tout à
l'heure, on retrouvera exactement les mêmes tranches avec lamême .
signification. à
J'ai insisté sur ces détails, parce qu'il importe de se familiariser avec la signification concrète des nombres écrits dans le système | décimal, et qui mesurent des surfaces ; mais le lecteur ne doit pas.
oublier qu’on a donné au n° 175 (p. 195), une règle générale pour le
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changement d'unités, qui. s'applique très bien ici : elle se traduira, dans le présent exemple, par les égalités
Ba mere 9 À NM dame,
m.2 48567,938— Tam? _L_ > 18867 938
=— dam.” 485, 67238.
Sur la signification desquelles il me paraît inutile d'insister. Les symboles suivants représentent tous la même surface :
Ma.” 0,048567938 ; hm.? 4,8567238; dam? 485,67238 ; m.° 48567,238 ; dm.? 48567923,8 : em.? 4835672380.
À ces remarques se relient les règles qui suivent pour écrire et pour énoncer les nombres qui mesurent une surface.
Si on évalue une surface en disant successivement combien elle contient de myriamètres carrés, puis de kilomètres carrés, …., puis de millimètres carrés, c'est-à-dire en disant successivement quelle est sa mesure à un myriamètre carré près, par défaut, puis la mesure de ce qui reste quand on a ôté les myriamètres carrés, à un kilomètre carré près par défaut, puis la mesure de ce qui reste, à un hectomètre carré près par défaut, etc, les nombres que l’on énonce successivement sont moindres que cent, sauf peut-être le premier, qui se rapporte à là plus haute unité secondaire à laquelle on ait donné un nom; chacun de ces nombres (sauf peut-être le premier) sexprimera au moyen de deux chiffres, dont l’un ou l’autre peut d’ailleurs être un zéro. Pour écrire la mesure de la surface, on écrira ces nombres les uns à la suite des autres, en commençant par celui qui représente les unités secondaires les plus fortes, san omettre les zéros, en plaçant la virgule après le nombre qui correspond à l'unité que l’on adopte. Ainsi, en prenant m? pour unité, la surface qui conliendrait hm.” #4, dam.° 85, m.°67, dm. 23, cm’ 80 sera représentée par le nombre 48567,2380.
On observera que, de cette façon, la partie décimale a toujours un nombre pair de chiffres, dont le dernier peut être un zéro.
On peut suivre la règle inverse pour énoncer un nombre écrit : on le partage en tranches de deux chiffres, à partir de la virgule, (ant en remontant vers la gauche qu'en descendant vers la droite. La dernière tranche de gauche peut n'avoir qu’un chiffre, celle de droite en a nécessairement deux; au besoin on la complète par un zéro. Chaque tranche représente des unités connues, que l’on n’a aucune
peine à énoncer, pourvu toutelois qu'elle corresponde à des unités dénommées, ce qui ne manquera guère d'arriver dans là pralique. On commence par la gauche. Par ‘exemple, en supposant que l'unité de la surface SO le mètre carré, le nombre 183 0020 s’énoncera 7 dam. , 83 m’, 20 cm... Le plus souvent, on énonce. un nombre dcinal qui mesure une surface en deux fois: ne 4 énonce d’abord la partie entière en faisant suivre du nom de L'unité. | . que représente le dernier chiffre ; puis on s'arrange, en ajoutant au Lo besoin des zéros, pour que la partie décimale ait un nombre pair de « chiffres, on l’'énonce ensuite comme un nombre entier, en ajoutant M décimètre carré, centimètre carré, millimètre carré, suivant qu'y a deux, quatre ou six chiffres. , D Ainsi, dans le dernier exemple, on dira: sept cent quatre-Hingies ‘rois mètres carrés, vingt cenimètres carrés. LIFE Il n'existe pas de mesures effectives de surfaces ; ee cis re luent au moyen de calculs effectués sur des longueurs mesurées, 4 d' après des règles qu’enseigne la Géométrie. 00
Ainsi la Surface d’un rectangle dont la base et la hauteur seraient 1 mêtre 54 et 4 décimètre, serait mesurée, en prenant le mètre carré pour unité, par 1 le nombre 4 x 0,1 — 0,1 ; elle serait égale à dix centimètres carrés. Æ
La surface d’un carré dont le côté est mesuré par le nombre 1,2, en 4 prenant le mètre pour unité, serait mesurée par le nombre (1,2)? A ie ‘14 elle serait égale à un mètre carré, 44 décimèêtres carrés. |
Si l'on admet, comme au n°115 (p. 195), que le rapport dela toiseau
$ Sd : : “ Re mètre sois: la toise carrée sera mesurée, en prenant le mètre
39 \ ? Le : " carré pour unité, par le nombre (5) : en désignant la toise carrte
par le symbole to.?, les égalilés Ô
29 ; 2 10 -—=m. (5) : mé to4( 5) à
écrites comme on l’a expliqué au n°175 (p. 195), ont un sens bise É clair ; elles permettront de passer, si l’on veut, d’une unité à l autre ; ù J par exemple les égalités
Lo.%8,72=m (2) K<8,72=—m23315178 4
veulent dire qu'une surface qui est mesurée par le nombre 8,72 ° Ÿ 4 La :
quand on prend la toise carrée pour unité est mesurée par le nom-
“bre 33,1578 quand on prend le mètre carré pour unité. AE
. 325. Mesures agraires. — Pour la mesure des champs, l'unité principale est le décamètre carré qui peut être appelé are; l’are vaut cent mètres carrés. Le seul multiple de l’are que l’usage ait conservé esl l'hectare, qui vaut cent ares : c’est un hectomètre carré; et le seul sous-multiple qui soit resté usité est le centiare, ou centième de l’are : c’est un mètre carré.
Les signes abréviatifs usités pour désigner l'hectare, l’are, le centiare sont respectivement ha., a., ca. —m. * La surface qui, en prenant pour unité le mètre carré, serait mesurée par le nombre 2873651 serait, en prenant l’are pour unité, mesurée par le nombre 28136,54 que l'on pourrait énoncer vingt-huit mille sept cent trente-six ares, cinquante-quatre centiares, ou deux cent quatre-vingt-sept ha., trente-six a., cinquante-quatre ca. .
326. Volumes. — La mesure des volumes donne lieu à des obser-
. vations analogues à celles que l'on a faites pour les surfaces.
* Rappelons d’abord que l'on appelle parallélépipède RARUEATEES le volume construit comme il suit :
Considérons un rectangle ABCD (fig. 19) que le lecteur pourra se figurer comme étant situé dans un plan horizontal; par les sommets A, B, C,D menons au plan de ABCD des perpendiculaires du même côté du plan et prenons sur elles des lon:
gueurs égales AA’, BB’, CC’, DD’; complétons, en joignant A'et B’, E' et C’, C' et D’,D'et A, les rectangles ABB'A/, BCC/B/, DCC'D', ADD'A'; le $ volume limité d'une part par ces a quatre rectangles latéraux, d'autre 4 — part par les deux rectangles ABCD, A'B'C/D' sera un parallélépipède
rectangle. Les six rectangles qui le limitent sont ses faces, ils sont
deux à deux égaux et situés dans des plans parallèles ; les côtés de ces, rectangles sont les arétes du parallélépipède ; il y en a douze ; elles sont, quatre par quatre, égales et parallèles : telles sont AB, CD, A'B, C'D’. Chacune des douze arêtes est égale à l’une des trois arêtes qui partent d'un même sommet: ces trois arêtes sont les trois dimensions du parallélépipède. L'une quelconque des faces peut être
_ prise pour la base du parallélépipède ; la hauteur correspondante
est alors l’arête perpendiculaire au plan de cette face. Quand toutes les dimensions d’un parallélépipède rectangle sont
ésales, ce parallélépipède prend le nom de cube; toutes les faces
sont alors des carrés égaux, toutes les arêtes sont égales au côté de.
l'un de ces carrés. Deux cubes de même arête sont égaux.
327. On peut empiler des cubes égaux de manière que la base inférieure de chacun d’eux recouvre exactement la Pees supérieure du cube placé au-dessous de lui.
On a figuré ci-contre trois cubes empilés ainsi les uns surles autres (fig. 20) ; ils forment dans leur ensemble un parallélépipède rectangle qui peut être regardé comme ayant une base carrée ABCD
et une hauteur A;,égale au triple du côté de cette base. ù
que leurs faces latérales coïncident.
aucun vide et placés de façon que chaque face cubiques, bien taillés et bien rangés, donnerait
cubes placés les uns à côté des autres.
ainsi formé en ajoutant des cubes égaux, on obtient immédialement le nombre qui mesure ce volume quand on prend pour unité de volume l’un de ces cubes, c’est le nombre {entier) de cubes qu'il contient.
Tel scra, par exemple, le cas, si l'on prend pour unité de volumele
cube construit sur AB commearêle (fig.21), d'un parallélépipède rec-
tangle PQRSP'/Q'R'S' pour lequel chaque dimension contiendrait ABun
nombre exact de fois : Supposons, par exemple, que PQ, PS, PP! contiennent AB respectivement 4 fois, 5 fois, 8 fois. La base PQRS pourra être décomposée en 4.5 carrés égaux au carré construit sur
AB comme côté ; sur chacun de ces carrés on pourra empiler trois.
cubes dont l'arête soit égale à AB ; on aura ainsi rempli entièrement
le parallélépipède rectangle de cubes égaux; il y en aura en tout.
autant de fois trois qu'il y a de carrés dans la base; dans la base il
y à 4.5 carrés ; il y aura donc en tout 3 >< (4.5) — 8.4.5, c’est-à-dire.
un nombre égal au produit des nombres entiers qui expriment com-.
bien de fois AB est contenu dans chacune des dimensions du parallélépipède : si l'on prenait AB pour unité de longueur et le cube
construit sur AB comme unité de volume, les dimensions du paral-
On peut placer aussi des cubes égaux de races 2
On peut enfin supposer que l’espace tout entier soit rempli de cubes égaux, ne laissant entre eux
soit commune à deux cubes. Un tas de pavés un exemple de la figure formée ainsi par des |
Si l’on considère un volume qui puisse être
A ENT SAT
lélépipède seraient mesurées par ies nombres 5, 4, 5 et le volume du cube, par le produit 3.4.5. D'où la conclusion suivante :
Si l’on prend pour unilé de volume le cube construit sur l’unilé de longueur, le volume d'un parallélépipède rectangle dont les dimen-
S- x pa
Fig. 21.
sions sont mesurées par des nombres entiers, est mesuré lui-même par le produit de ces trois nombres entiers.
En particulier, le volume d'un cube dont l’arête est mesurée par un nombre entier est mesuré lui-même, dans ces conditions, par le cube de ce nombre entier.
Si, par exemple, l’arête d’un cube contient 2, 5, 4, .…. fois AB, ce © cube contiendra 8, 27, 64, … fois le cube construit sur AB.
#4 328. On appelle mètre cube, décimètre cube, centimètre cube, mile “ ; limètre cube les volumes contenus dans des cubes dont les arêtes sont respectivement un mètre, un décimètre, un centimètre, un millimètre. EU ; Si l’on prenait pour unité de longueur le décimètre et pour unité nu de volume le décimètre cube, les dimensions du mètre cube seraient toutes Les trois mesurées par le nombre 10; le mètre cube contient donc 40.10.10 — 10% — 1000 décimètres cubes; en d’autres ter: mes. le décimètre cube est la 1000ième partie du mètre cube; de même le décimètre cube contient 1000 centimètres cubes, le centimètre cube contient 1000 millimètres cubes, le mètre cube contient 1000.1000 — 1000000 centimètres cubes, 1l contient
1000000 ><1000 — 1000000000 millimètres cubes.
329. Mesure du parallélépipède rectangle. — Plus généralement, ne si l'on prend toujours pour unilé de volume le cube construil sur #4 l'unité de longueur, le volume d'un parallélépipède rectangle dont 200 Les trois dimensions sont commensurables à l'unité de longueur, ( a pour mesure le produit des trois nombres qui mesurent ses dimensions. :* TRS
Supposons que ces trois derniers nombres soient des fractions; rien n'empêche de supposer que ces fractions aient le même déno-
o < ja minateur, qu’elles soient, par exemple, égales à . 4 : si l'on pre- | a. nait pour nouvelle unité de longueur le Tième c'e celte unité, el pour NW nouvelle unité de volume les cubes construits sur cette nouvelle M unité de longueur, les dimensions du parallélépipède seraient mesu- M rées par les nombres entiers 3, 4, 5, son volume par le nombre 0 ; 3.4.5: l’ancienne unité de volume serait de même, avec la nou- . velle, mesurée par le nombre 7.7.7; donc le nombre qui mesure lé 2 parallélépipède rectangle avec l'ancienne unité de volume est bien |
ee Ro nr ie
e ah à c'est ce qu'il fallait démontrer. 1 En particulier, si l’on prend pour unité de volume le cube construit
sur l'unité de longueur, on voit que le volume d’un cube quelconque, dont l’arête est commensurable à l’unité de longueur, est mesuré
+ parle cube du nombre qui mesure son arête. ï CR Si l'on prend pour unité de longueur le mètre et pour unité de
volume le mètre cube, les volumes du décimètre cube, du centimètre cube, du millimètre cube seront mesurés respectivement par les nombres | (0,1)°— 0,001, (0,01) — 0,000001, (0,001) = 0,000000001,
ce qui est conforme aux résultats antérieurs.
330. Considérons maintenant un volume V limité par une surface quelconque S. Imaginons que l’espace soit rempli de petits cubes égaux, l'arête de chacun de ces cubes étant la nième partie de l'unité de longueur; en sorte que l'unité de volume, le cube constrüit sur l’unité de longueur, contienne n° de ces petits cubes. Imaginons que l’on compte combien il y a de ces cubes qui remplissent l’espace, à l'intérieur deS ; supposons qu'il y en aitp; ces p cubes pris ensemble forment un volume V' plus petit que V, mais qui, d'ordinaire, en dilfère très peu si n est assez grand. 4
En désignant par q le nombre des petits cubes de l'espace traversés par lassurface S, le volume formé par ces cubes est très peu épais, et le volume V/formé par ces p+-q petits cubes débordeun peu au delà du volume V; ce volume V doit être regardé comme mesuré par un nombre compris entre les deux nombres _ et ue qui mesurent les volumes V! et V/; on démontre, sous certaines conditions, que, si l’on prend » assez grand, ces deux nombres diffèrent très peu; ils peuvent être pris comme des valeurs approchées de la mesure de V, par défaut et par excès.
331. L'unité principale de volume est le mètre cube; ses sousmulüples sont le décimètre cube, le centimètre cube, le millimitre cube, définis plus haut. |
Le signe abréviatif du mètre cube est m°; on pourra se servir des signes km. , m., dm. ,cm., mm. , pour représenter le kilo- -mètre cube, le rnètre cube, ..., le millimètre cube.
Le kilomètre cube vaut 1 C0) 000000 dé mètres cubes.
Quand on a écrit un nombre représentant un volume en prenant le mètre cube pour unité, 1l suffit de multiplier ce nombre par 1000, 1000000, 1000000000, ou d'avancer la virgule de trois, six, neuf rangs vers la droite, pour écrire le nombre qui représente le même volume quand on prend pour unité dm.°, cm.*, mms.
Pour évaluer un volume, on peut dire combien ce volume contient de mètres cubes, puis de décimètres cubes, puis de centimètres
cubes, puis de millimètres cubes, c'est-à-dire énoncer la mesure du
volume à un mètre cube près par défaut, puis la mesure de ce qui
reste quand on a ôté les mètres cubes, à un décimètre cube près par défaut, etc... Les nombres qui représentent les décimètres cubes, les centimètres cubes, les millimètres cubes sont moindres
que mille; on les regardera comme représentés par des nombres de.
trois chifices, chiffre qui peuvent d’ailleurs être des zéros.
Pour écrire le nombre qui mesure le volume, on écrira d’abord te nombre dé mètres cubes, puis le nombre de décimètres cubes, puis le nombre de centimètres cubes, puis le-:nombre de millimètres cubes, sans omettre les zéros, et en plaçant la virgule après le nombre qui correspond à l'unité choisie.
Ainsi, un volume comprenant 3 m5, 72 dm”. 5 cm. s'écrira 3,072005 en prenant le mètre cube pour ueité, et 3072,005 en prenant le décimètre cube pour unité.
En opérant ainsi, la parlie décimale à trois, six ou neuf chiffres, dont les derniers peuvent d’ailleurs être des zéros.
Pour énoncer un nombre décimal qui mesure un volume, on peut suivre une règle inverse; supposons que l'unité soit le mètræcube : on s’arrangera d'abord, par l’adjonction de zéros à droite, pour que la partie décimale contienne trois, six ou neuf chiffres, et on la séparera en tranches de trois chiffres; la première à partir de la viroule correspondra aux décimètres cubes, la seconde aux centimètres cubes, la troisième aux millimètres cubes. On énoncera d’abord la parlie entière en faisant suivre des mots mètres cubes, puis chaque tranche en faisant Suivre du nom de l'unité correspondante; on peut aussi énoncer le nombre en deux fois : d’abord la partie entière, en faisant suivre des mots mètres cubes, puis la partie décimale, en faisant suivre des mots décimètres cubes, centimètres cubes, millimètres cubes, suivant qu’elle a trois, six ou neuf chiffres.
, Ainsi le nombre 21,0102, en supposant que le mètre cube soit
l'unité, s’énoncera vingt et un mètres cubes, dix décimètres cubes, deux cents centimètres cubes, ou bien vingt et un mètres cubes, dix mille deux cents centimètres cubes. ;
Le lecteur verra sans peine comment ces règles devraient être modifiées si l’on prenait pour unité le décimètre cube, le centimètre cube, ..… au lieu du mètre cube.
Sauf pour les grains et les liquides, on ne construit pas de
mesures cffectives de volume. On enseigne en géométrie, au moins
dans les cas simples, des règles qui permettent d'obtenir la mesure d'un volume en ne mesurant que des longueurs rectilignes.
A NON MR ER RX à
332. Stère. — Lorsqu'il s’agit de bois de chauffage, le mètre cube peut être appelé stère. Le stère et le décistère (dixième de stère) se représentent par les abréviations : st = m.ÿ, dsl.
333. Mesures de capacité. — Pour les liquides, grains ou matières analogues, l'unité de volume est le décimètre cube qui peut être appelé litre d'après l’article 1° du décret du 26 juillet 1919. Les fondateurs du système métrique avaient défini le litre comme égal à un décimètre cube : cette définition est restée légale jusqu’à la promulgation de la loi du 11 juillet 1903. Il a paru préférable à cette époque à la Conférence générale des Poids et Mesures d’adopter une autre définition qui sera indiquée tout à l'heure; mais cette définition diffère si peu de l’ancienne qu’il n°v a aucun inconvénient, dans la pratique, comme l’autorise le décret de 1919, à conserver celle-ci. |
Les signes abréviatifs pour l’Aectolitre (100 litres), le décalitre (10 litres), le litre, le décilitre (dixième de litre), le centilitre (centième de litre), le millilitre (millième de litre) sont respectivement :
NÉS dal Tate.
334. Les mesures effectives pour les liquides sont au nombre de treize, cinq grandes et huit petites.
Les cinq grandes, construites en cuivre, tôle ou fonte, ont la forme de cylindres dont la profondeur est égale au diamètre intérieur: le calcul des dimensions résulte nt de l’application des règles de Géométrie. Ces mesures sont l'hectolitre, le demi- Étoitos le double-décalitre, le décalitre, le demi-décalitre. Les huit petites, construites généralement en étain, sont des cylindres dont la profondeur est double du diamètre intérieur : ce sont le double-litre, le litre, le demi-litre, le double-décilitre, le décilitre, le demi-décilitre, le double-centilitre, le centilitre. Pour le lait et l'huile, ces huit petités mesures sont en fer-blanc ; ce sont des cylindres dont la profondeur est égale au diamètre intérieur.
Pour les graines et matières sèches, les mesures effectives sont au nombre (de onze, depuis l'hectolitre jusqu’au demi-décilitre. Ce sont des cylindres dont la profondeur est égale au diamètre intérieur, construits en bois, cuivre ou tôle.
366 LEÇONS D’ARITIHMÉTIQUE.
Poids
335. Le poids absolu d’un corps, considéré comme la force qui ature ce corps vers le centre de la Terre, ne dépend pas que de cris
corps, mais bien de sa position par rapport à la Terre : iln'estpasle
même au pôle et à l'équateur, quand on s’enfonce dans la Terre ou
qu'on s'élève dans l’air. Dans ces diverses positions, un même GOPPS, 0
suspendu à un ressort suffisamment sensible, ne lui donnerait pas la même extension. Ces variations sont d’ailleurs très faibles à la surhce de la Terre, ou lorsqu'on s’en écarte peus
Au contraire, la masse d’un corps reste absolument invariable,
quelle que soit la position de ce corps. C’est, au fond, les masses À
que l’on compare et que l’on mesure avec la balance : les masses de deux corps sont égales lorsque, placés dansles deux plateaux d’une balance juste et sensible, ces deux corps se fonf équilibre, ou lors-
que placés, l’un après l’autre, dans le même plateau d'une balance
sensible, ils y font équilibre à un troisième corps. L'équilibre se maintiendra où que l’on transporte la balance. La masse de deux corps réunis est la somme des masses de ces deux corps. On arrive ainsi à la notion d’une masse double, triple, quadruple, … de la masse d'un autre corps, et inversement à celle de la nième partie d’une masse.
Dans le langage usuel, auquel on se conformera ici, on dit poids dans le sens de masse, et cette confusion, dans les choses de la vie courante, n entraîne aucun inconvénient. Au point de vue scientilique, il conviendrait, dans ce qui suit, de remplacer le mot poids par le mot masse.
Gramme et kilogramme. — D’après les auteurs du système
métrique, l'unité de poids était le gramme, poids d’un centimètre
cube d'eau distillée à 4° au-dessus de zéro : le système des unités secondaires et principale est alors défini par le tableau suivant, dans lequel, en face des noms des diverses unités, on a placé, d’une part, les signes abréviatifs correspondants, d'autre part, les nombres qui mesurent ces unités quand on prend le gramme pour unité de poids :
Kiogramnie;:0 A epeo ne kg. 1000 .
Hectogramme., et re hg. 100 Décagrarame £a dag. 10 GTamme NAN ae 1 Décigramme” ere ex dg. 0,1 Cénipramme.. ter et es 0,01
MHigramMme se, 060 pans mg. 0,001
POIDS
Actuellement, c'est le kilogramme qui doit être regardé comme l'unité fondamentale, le gramme étant alors regardé comme la millième parte du kilogramme: celui-ci est la masse du prototype international en platine iridié, qui a été sanctionné par la conférence générale des Poids et Mesures tenue à Paris en 1889 et qui est déposé au Pavillon de Breteuil. La copie n° 35 de ce prototype international déposé au Conservatoire des Arts et Métiers est l’étalon éoal pour la France. Aux unités secondaires, il convient d'ajouter _pquintal métrique, ou cent kilogrammes, et la fonne ou mille kilorammes, avec les abréviations correspondantes q. et t., et le carat qui vaut 2 décigrammes et qui s'emploie dans le commerce des oierres précieuses.
Les règles pour l'écriture et la lecture des nombres qui mesurent les poids et pour le changement des unités sont toutes pareilles à celles qui ontété exposées pourles longueurs ; je n’y reviendrai pas.
337. Les mesures effectives du poids correspondent aux poids suivants, tous évalués en grammes
On fabrique des poids en fonte de 50000 grammes à 50 grammes, des poids en cuivre ou en laiton de 20000 grammes à 1 gramme ; les poids en fonte ont la forme d’un tronc de pyramide à basè hexagonale ; ils sont munis d’un anneau; les poids en cuivre ou en laiton ont la forme d’un cylindre surmonté d’un bouton ; les neuf derniers poids à partir de g. 0,5 sont en cuivre, argent ou platine; ils ont la forme d’une plaque mince, rectangulaire, dont un coin est relevé pour qu’on puisse les manier plus aisément.
Une boîte de poids moyens très usitéce dans le commerce et les ménages comporte un poids d'un gramme, deux poids de deux grammes, un de cinq, deux de dix, un de vingt, un de cinquante, deux de cent, un de deux cents, un de cinq cents: elle permet de peser, à un gramme près, tous les objets dont le poids est égal où inférieur à un kilogramme. Des combinaisons de ce genre peuvent être poussées aussi loin qu’on le veut.
338. Litre. — Le kilogramme, comme on l’a dit plus haut, avait été pri-
mitivement défini comme le poids d’un décimètre cube d’eau à 4°; la défi-
nition ayant été changée, il importe de savoir, aussi exactement que possible,
quel est le poids d’un décimètre cube en adoptant pour le mètre et le kilo:
gramme les définitions données plus haut: cette détermination a été l’objet de longs et minutieux travaux, qui ont mis tout d’abord en évidence la
grande valeur du travail par lequel avait été établi, à la fin du VI siécle,
le premier étalon du kilogramme, à tel point qu'on a pu douter pendant.
longtemps du sens de l'écart entre la définition théorique du kilogramme (poids du décimètre cube d’eau) et Le kilogramme réel défini par son prototype (déposé le 4 messidor an VIT, aux Archives nationales).
Quoi qu’il en soit, d’après les travaux récents{!), le volume d’un kilogramme d’eau à son maximum de densité et sous la pression de 760 serait
dm.5 1,000028
vec une erreur possible d'une ou deux unités sur le dernier chiffre: il en
résulte que le poids d’un décimètre cube serait
kg. ou environ kg. 0,999972 (2).
Le litre, d’après la définition adoptée par la Conférence générale des Poids et Mesures, est non le volume d’un décimêtre cube, mais bien le volume occupé par un kilogramme d’eau pure à son maximum de densité et à la pression de 760, c’est-à-dire, d’après ce qu’on a dit plus haut,
dm.° 1,000 028; on peut dire encore que c’est à très peu près, le volume con-
tenu dans un cube dont le côté, au lieu d’être un décimètre, serait dm. 1,000 009.
Je ne suis entré dans ces détails que pour mieux convaincre le lecteur qu'il n’y a nullement lieu, dans la pratique courante, de tenir compte de la distinction entre le litre et le décimètre cube, entre le kilogramme et Le poids
d'un décimètre cube d’eau. Ce n’est que dans les recherches d'ordre scienti-
fique et de haute précision que ces distinctions doivent être conservées. Je les abandonneraï entièrement dans ce qui suit (°).
65. — Digression sur les grandeurs proportionnelles, Densité. Titre d’un alliage.
339. Une matière est dite homogène lorsque des corps formés de cette matière ont des poids égaux s'ils ont des volumes égaux. Réciproquement, ils auront des volumes égaux s'ils ont des poids égaux(). Remarquons que si l’on prend deux corps d’une telle matière et qu’on les réunisse en un seul, le volume et le poids du
4. R. Bexorr : Comptes rendus de l'Académie des Sciences ; t. CXLV (1907), p. 1385.
2. L'égalilé (1 — x) (14 &) = 1 — «? montre que, si « est très petit, RE est, à très peu près, (‘2 égal à 1 — «; si l'on suppose « et , comme ici, l'erreur qui consiste à remplacer : à } a 9 5e Ji par 1 — « cst de l’ordre de one elle est entièrement négligeable,
3. Sauf dans la note où la définilion de la densité est reclifite.
4. Il est sous-entendu que les circonstances telles que la pression, la température qui peuvent .
inflnuer sur le volume des corps, sont supposées constantes “
corps total seront respectivement la somme des volumes et la somme des poids des deux corps. Si l’on prend, par exemple, 2 litres d'eau et 5 litres d’eau, pesant 2 kilogrammes et 3 kilogrammes, en les réunissant, on formera 5 litres d’eau pesant 5 kilogrammes.
Il résulte des remarques qui précèdent une relation importante entre les volumes et les poids d’un corps homogène.
Comme le raisonnement qui conduit à cette relation se retrouve très souvent en mathématiques, on me permettra d'y insister quelque peu.
340. Supposons d’abord que le corps que l’on considère soit de l'eau, et supposons que le gramme soit exactement le poids d’un centimètre cube d’eau.
Dès lors, si l’on mesure les volumes en prenant le centimètre cube pour unité, et les poids en prenant le gramme pour unité, lenombre qui mesure un certain volume d’eau est le même que le nombre qui mesure le poids de cette eau. Cela est évident si le volume est un nombre entier de centimètres cubes : à chaque centimètre cube correspond un gramme ; autant de centimètres cubes, autant de grammes. Supposons que le volume soit mesuré par une frac-
“tion, T7 par exemple ; cela veut dire que ce volume s’obtient en divi-
Sant un centimètre cube en 7 parties égales et en réunissant 11 de
ces parlies ; or, si on divise en 7 parties égales un centimètre cube d'eau, chacune de ces parties pèse autant que l’autre; ensemble, elles pèsent un gramme ; l’une d’elles pèsera donc un septième de gramme ; le poids de 11 de ces parties sera donc mesuré par le
| 1 ; nombre —— ; c'est ce qu’il fallait démontrer.
Supposons maintenant qu’il s'agisse d’un autre corps homogène, de l'or (fondu), par exemple : un centimètre cube d'or pèse g.19,96. II est aisé de voir que le nombre qui mesure le poids d’une certaine
quantité d'or, quand on prend le gramme pour unité, s'obtient en
multipliant 19,26 par le nombre qui mesure le volume de cette quanuté d’or, quand on prend le centimètre cube pour unité. Cela est clair si ce dernier nombre est entier: le poids de 11 centimètres cubes d'or, par exemple, sera la somme de 11 nombres égaux à 19,26 ou 19,26 >< 11, en prenant le gramme pour unité. Supposons
, 1 que le volume s’exprime par —— : le nombre qui mesure le poids
d'un septième de centimètre cube d’or s’obtiendra en divisant
AOUPOSR ©
mes de centimètre cube d’or sera 1996 7 1926 0
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en sept parties égales ; ce sera
en prenant le gramme pour unité.
Le lecteur a ces raisonnements de ceux du n° 1 402
(p. 195), sur le changement d’unité.
341. Densité. — On appelle densité d'un corps homogène le nombre
qui mesure le poids d’un centimètre cube de ce corps, quand O0
prend le gramme pour unilé. \
Le nombre qui mesure le poids d’un corps homogène est égal au ue nombre qui mesure le volume de ce corps, quand on prend le centi-.
mètre cube pour unilé, multiplié par la densité de ce corps (). Inversement, en conservant les mêmes unités, on voit que le
nombre qui mesure le volume s'obtient en divisant (exactement) le
nombre qui mesure le poids par la densité, et que le rapport des
nombres qui mesurent le poids et le volume pour une même matière M
homogène, est un nombre constant égal à la densité. ds
On pourrait donc définir la densité d'un corps homogène comme M le rapport des nombres qui mesurent le poids et le volume d'une certaine quantité de ce corps, quand on prend le gramme pour unité” M
de poids; le centimètre cube pour unité de ol (2).
En réfléchissant à ce qui précède, on voit tout de suite qu’on paul | À
énoncer le précédent théorème sous une forme plus générale :
Quelles que soient les unités de poids et de volume, le nombre qui mesure le poids d’un corps homogène est égal au nombre qui mesure son volume multiplié par le nombre qui mesure le poids de
la matière considérée contenue dans l’unilé de volume.
Ce dernier nombre change naturellement avec les unités de volume M
et de poids ; mais il importe de remarquer qu'il reste imvariable/si,
au lieu du centimètre cube et du gramme, on prend pour unités. de volume et de poids les mêmes multiples (ou sous-mulüples) du cen-.
timètre cube et du gramme, par exemple le décimètre cube etle kilogramme, qui valent respectivement mille centimètres cubes et mille
4. Dans ces deux phrases, comme dans celle qui suit, les mots « centimètre cube » devraient être
remplacés par « millilitre », afin que la densité de l'eau pure à 4° soit exactement égale à 1. Cest en effet le millilitre et non Le centimètre cube qui pèse un gramme. Cette distinction n'importe . que dans les mesures de très haule précision.
9. C'est les définitions adoptées pour la multiplication et la division des fractions qui permettent ces énoncés simples et généraux. |
et le poids de onze septiè-
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grammes : en effet, le poids d’un décimètre cube de la matière con-
- sidérée de densité d sera, si on l’évalue en grammes, mesuré par le
nombre 10004; si donc on prend le kilogramme pour unité, ce poids sera mesuré (n° 175, p. 195) par le nombre re ie
Le raisonnement est général.
Soient V;, V:, …, Va les nombres qui mesurent, quand on
prend le centimètre cube pour unité, les volumes de corps formés
d’une même matière homogène, de densité æ'; soient P;, P;, 4, P,*
les nombres qui mesurent les poids de ces mêmes corps quand on prend le gramme pour unité ; les nombres P,, P,, …., P, sont proportionnels aux nombres Vi, V2, …., V, puisqu'ils peuvent se déduire de ces derniers en les multipliant par un même nombre d. Il résulte de là que le rapport de deux nombres P, P' pris dans la suite P,, P, …, P, est égal au rapport des nombres correspondants V, V' pris dans la suite V,, Vi, …, Va; en d'autres termes, on peut écrire
V P VE Pr
Chacun de ces rapports est indépendant de l'unité qui a servi à mesurer, soit les volumes, soit les poids: on a donc ce théorème : Si l'on considère deux corps formés avec une matière homogène, le rapport de leurs volumes est égal au rapport de leurs poids: c’est ce qu'on exprime en disant que les volumes sont proportionnels aux poids.
343. Je vais maintenant essayer de dégager ce qu'il y a de général dans ce qui précède. Nous venons de voir comment les poids et les volumes d'une même matière homogène étaient liés, de telle façon que la connaissance de l'une entraînait la connaissance de l'autre ; mais on conçoit qu'une liaison de même nature puisse se présenter dans bien des cas, entre des grandeurs de même espèce : ou d'espèce différente.
Pour citer un autre exemple familier, il est clair que le prix d’une matière dépend de la quantité de celte matière que l’on vend. Supposons, pour simplifier, que les échanges se fassent de la façon suivante : en échange d’une certaine quantité de la matière considérée qui sera, si l’on veut, du vin d’une certaine qualité, l'acheteur livre un certain poids d’un métal précieux, d’argent, si l’on veut. Neus appellerons franc un poids déterminé d’argent : ce sera l’unité de monnaie. Les conventions suivantes s'imposent en quelque sorte
_d’elles-mêmes : Pour une même quantité de vin, on livrera toujours
lé même poids d'argent ; pour deux quantités de vin, prises ensemble, on paiera la somme des poids d'argent qui auraient servi à payer chacune d'elles. On reconnaît là des conditions toutes pareilles à celles qui ont été énoncées au n° 339 (p. 368) ; elles entraïneront des conséquences toutes pareilles : je me contenterai de les énoncer.
Si l'unité qui sert à mesurer le vin, le litre par exemple, se payait un franc, les nombres qui mesureraient une quantité quelconque de vin et le prix de cette quantité de vin seraient égaux.
En général, le prix d’une certaine quantité de vin, en prenant le franc pour unité, s'obtient en multipliant le prix d’un litre de vin par le nombre qui mesure cette quantité de vin, quand on prend le litre pour unité. à
Si on considère, d'une part, diverses quantités de vin et les nombres qui les mesurent, puis les nombres qui en mesurent les prix, les nombres de la seconde suite sont proportionnels aux nombres de la première. 3
Le rapport du nombre qui mesure la quantité de vin qu'on achète au nombre qui mesure le prix dont on la paie est constant: il est égal, au prix d’une quantité de vin égale à l'unité, d’un litre de vin si on mesure le vin en litres. |
Le rapport des prix de deux quantités de vin est égal au rapport de leurs volumes. ,
344. Alliages. Titre. — Voici encore un autre exemple dont nous aurons bientôt besoin; supposons qu’on fonde ensemble deux lingots de métaux différents, d’or et de cuivre, par exemple, et que le mélange en soit parfait: on aura ainsi un alliage. :
En disant que le mélange est parfait, on entend que, si l'on prend, deux quantités égales de l'alliage, deux poids égaux, pour fixer les idées, ces deux quantités contiendront toujours le même poids d’or. il est clair aussi que, si on prend deux morceaux quelconques de l'aliage, le poids d’or contenu dans les deux morceaux réunis sera la somme des poids d’or contenus dans chacun des morceaux, de: même que le poids total des deux morceaux réunis est la somme des . poids de ces deux morceaux. .
Le lecteur reconnaît encore ici des conditions analogues à celles du n°339 (p. 368) et qui entraînent des conséquences semblables. |
On appelle titre d’un alliage formé d’un métal précieux ou métal fin et d'un autre métal le nombre qui mesure le poids du métal fin contenu dans un gramme d’alliage, quand on prend pour unité de poids le gramme. Habituellement, on donne à l’alliage le nom du
métal fin qui y domine.
Ainsi dire qu'un alliage d’or est au titre _ , cest dire que, si on
prend un gramme de cet alliage, il contiendra un poids d’or égal à g. 0,9.
Si l’on considère un poids quelconque de l'alliage, on obtiendra le poids d’or qu'il contient, exprimé en grammes, en multipliant le ütre par le nombre qui mesure le poids de l’alliage.
Cela est évident si le poids de l’alliage est un nombre entier, 11 par exemple : chaque gramme d’alliage contenant un poids d’or
€ mesuré par le nombre" , Sile titre est , le poids d’or contenu
dans 11 grammes sera _ ALL
Supposons maintenant que le poids d’alliage soit mesuré par une
; 41 nie As AO fraction, re -Par exemple. Si l’on divise un gramme d'alliage en 1 parues égales, chaque partie contiendra le même poids d'or : comme les 7 parties, en tout, contiennent un poids d’or mesuré par
le nombre, chacune en contiendra un poids mesuré par
9 , RON nombre 0.7 ; 11 de ces parties contiendront un poids d’or mesuré
par le nombre 9 mn Herr l LOST AOL ET à
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Si l'on considère plusieurs morceaux de l’alliage dont les poids respectifs soient mesurés par les nombres &, &:, .…., 4än, quand on prend le gramme pour unité, et que l’on désigne par b,, b, ..…., b, les nombres qui mesurent les poids d’or contenus dans ces morceaux, quand on prend encore le gramme pour unité, les seconds nombres s’obtiendront en multipliant les premiers par un même nombre, le titre : ils seront proportionnels aux premiers.
En divisant le nombre qui mesure le poids d’or contenu dans’ un . morceau d'alliage, quand on prend le gramme pour unité, par le nombre qui mesure le poids du morceau, on obtient toujours le même nombre, le titre de l’alliage.
Puisque le titre d’un alliage est le rapport du Did du métal fin et du poids d'alliage pour un même morceau, et que ce rapport ne dépend pas de l'unité de poids, que l’on suppose seulement être la
même pour le métal fin et l’alliage, on peut dire que le titre d’un alliage quelconque est le nombre qui mesure le poids de métal fin contenu dans l’unité de poids de l’alliage.
Enfin il résulte encore de ce qui précède que le rapport des poids de métal fin contenu dans deux morceaux d’un même alliage est égal au rapport des poids de ces deux morceaux.
345. Grandeurs proportionnelles. — Considérons généralement deux sortes de grandeurs (1) (A), (B) qui dépendent l’une de l’autre, qui varient ensemble, de telle sorte que l'une soit déterminée quand l'autre l’est aussi; on dit que les deux grandeurs sont proportionnelles lorsque le rapport de deux grandeurs A;, A, de la première espèce est toujours égal au rapport des deux grandeurs correspondantes B;, B; de la seconde espèce. |
Si l’on suppose que les deux grandeurs soient mesurées dans divers états, l’une avec une unité, l’autre avec une autre unité, aux états de la première grandeur correspondront des nombres &, 2, ….; An, AUX états de la seconde correspondront des nombres b,, b:, …, bn ; le rapport de deux nombres de la première suite sera toujours égal au rapport des nombres correspondants de la seconde suite : les deux suites de nombres seront donc proportionnelles. Réciproquement, si les suites de nombres qui mesurent les grandeurs dans leurs différents états sont proportionnelles, les grandeurs sont elles-mêmes proportionnelles, dans le sens qu'on vient de donner à ce mot. La proportionnalité des suites ne peut dépendre des unités qu'on a choisies pour mesurer les grandeurs, car si l’on change l’une de ces unités, tous les nombres &, @, .…, an, où. tous les nombres B4, B, .., b, sont multipliés par un même nombre (n° 175, p. 195) ; et siles doué suites étaient proportionnelles avant la multiplication, elles le resteront après.
Tous les nombres de la seconde suite s’obtiennent en multipliant par un même nombre les termes de la première suite. Le rapport d’un nombre de la seconde suite au nombre correspondant de la première est constant : il est égal au nombre de la seconde suite qui correspondrait au nombre 1 de la première ; c’est le nombre qui mesure la grandeur de l'espèce (B) qui correspond à l'unité de grandeur de l’espèce (A). |
Si l’on prend pour mesurer les deux espèces de grandeur (A) et
1. Le symbole (A) ne désigne pas ici une grandeur déterminée, mais seulement l'espèce de cette grandeur : en disant une grandeur (A), j'entends une grandeur de l'espèce (A) ; vis ie voudrai parler de grandeurs déterminées de celte espèce, j'emploierai les notaliôns A4, A2,...:; de même pour les grandeurs de l'espèce (B).
Le";
(B) deux grandeurs cofrespondantes, les nombres 1 et 1 se corres-
pondent dans les deux suites, tous les nombres d’une suite sont égaux aux nombres correspondants de l’autre; le nombre qui
mesure une grandeur de l'espèce (A) est égal au nombre qui mesure
la grandeur correspondante de l'espèce (B).
Les grandeurs (A), (B) sont proportionnelles si les conditions suivantes sont vérifiées (!) : à deux grandeurs égales de lespèce (A) correspondent des grandeurs égales de l'espèce (B) ; à la somme de deux grandeurs de l'espèce (A) correspond la somme des deux
_ grandeurs correspondantes de l'espèce (B).
Inversement si les grandeurs (A), (B) sont proportionnelles, on
voit tout de suite que les conditions précédentes sont vérifiées : les
conditions sont nécessaires et suffisantes.
346. Siles deux grandeurs (A), (B) sont proportionnelles, on a
= par définition,
en désignant par Ai, A: deux grandeurs de la première espèce (A), par B:, B, les deux grandeurs correspondantes de l'espèce (B); si le premier rapport est un nombre entier,n, c'est-à-dire si A: est la somme de x grandeurs égales à A,, le second rapport est égal au même nombre entier, B, est la somme de n grandeurs égales à B:; c'est ce que l’on exprime en disant :
Si deux grandeurs (A), (B) sont proportionnelles, lorsque la
première devient n fois plus grande (ou plus petite), la seconde
devient aussi n fois plus grande (ou plus petite). Réciproquement, si deux grandeurs (A), (B) sont hées de telle façon que la première devenant n fois plus grande (ou plus pelite),
. Ja seconde devienne aussi x fois plus grande (ou plus pete), et cela
quel que soit », ces deux grandeurs sont proportionnelles. Soient, en effet, A1, A, deux grandeurs de l'espèce (A), B:, B: les deux grandeurs correspondantes de l'espèce (B). A RTE Supposons, par exemple, que le rapport Fe soit égal à ET c'està-dire que la grandeur A, soit la somme de 4 grandeurs égales à la cinquième partie de A,; nous désignerons par À; la cinquième par:
| tie de A, et par B; la grandeur de l'espèce (B) qui correspond à A:
Puisque la grandeur A, est 5 fois plus grande que A3, la grandeur
1. Ces notions seront reprises sous une forme plus abstraite au chapitre xu.
B:, qui correspond à A,, devra de même être 5 1ois plus grande que
Bs, la grandeur B, doit être 4 fois plus grande que B;; B; est donc la somme de quatre grandeurs égales à B;, dont chacune est la partie de B, :le rapport LE est donc, comme le rap-
port À , égal à — . La proposition est démontrée.
Las en finir avec ce sujet, disons quelques mots des grändeurs inversement proportionnelles.
347. Grandeurs inversement proportionnelles. — Les grandeurs que l’on a définies jusqu'à présent comme proportionnelles sont dites aussi directement proportionnelles ; l'adverbe directement peut se sous-entendre ; l'adverbe inversement ne se sous-entend jamais.
Deux grandeurs (A), (B) sont dites inversement proportionnelles.
si elles sont liées de telle façon qu’à un état déterminé de l’une corresponde toujours un état déterminé de l’autre et si, désignant par A1, A: deux états de la première et par B;, B, les deux étais correspondants de la seconde, on a toujours
A B; Asie DL
S'il en est ainsi et si l’on considère la grandeur (A) dans divers états A1, A2, A:, … et la grandeur (B) dans les états correspondants B:, B>, B:, .… ; si l’on désigne par @, &, &:, ... les nombres qui me-
surent A4, A», A3, par 01, Ds, bs, … les nombres qui mesurent
B;, B>, B:, .…, les nombres des deux ensembles correspondants
A, As Az. :.., Ds, ER Da,
seront inversement proportionnels. En effet, on a, par exemple,
À» (22) 1 B: rer D E à AS de Br ba : , : iAe B :
et puisque l’on doit avoir = , ON aura aussi a — es c'est ce 3 2 3 2 :
qu'il fallait démontrer.
Inversement, si les grandeurs (A), (B) sont liées de telle façon
que, en désignant par @, d:, 43 .… les nombres qui mesurent la.
première grandeur dans les états A;, A», A:, ... et par b:, be, Ds,
les nombres qui mesurent la seconde grandeur dans les états B,,.
B;, Bs, .…., qui correspondent à A, A:, A, .…, les nombres des deux ensembles
DAS
PA Ne ER
soient toujours inversement proportionnels, les grandeurs (A), (B) seront inversement proportionnelles.
Exemples. I y a une infinité de rectangles qui ont la même surface : chacun de ces rectangles est déterminé si l’on se donne l’une de ses dimensions, la base ou la hauteur ; supposons que A,, A,, A,, … soient les bases de quelques-uns de ces rectangles et B,, B,, B;, … les hauteurs correspondantes; si, en prenant le mêtre pour unité de longueur, les bases A,, A, A4 -. Sont mesurées par les nombres a,, a, a,, .… et les hauteurs B,, B.. B:, ... par les nombres b,, b,, b,, .…, les nombres des deux ensembles
dis ds, (ETS .……
Bb x
sont inversement proportionnels : car chacun des produits a,b,, a.b,, RUES représente la surface de ces rectangles en mètres carrés.
Ainsi la base d’un rectangle d'une surface donnée est inversement pro- _portionnelle à sa hauteur.
Si lon considère des tonneaux, de volumes différents, contenant des vins différents et tels que chaque tonneau coûte le même prix, le volume de chaque tonneau sera inversement proportionnel au prix du litre de vin qu'il contient.
Si l’on considère des ouvriers dont chacun fasse la même besogne dans le même temps, le temps nécessaire pour faire une besogne déterminée sera inversement proportionnel au nombre d'ouvriers employés pour la faire.
S'il s’agit, par exemple, de creuser un fossé d’une certaine longueur, cette longueur devra, en effet, être égale au produit du nombre de mètres que creuse chaque ouvrier en une heure par Le nombre d'heures de travail.
Si diverses escouades d'ouvriers pour lesquels chaque heure de travail est payée le même prix ont travaillé des temps différents et ont recu chacune la même somme totale, le nombre d'ouvriers qui composent chacune de ces escouades est inversement proportionnel au temps pendant lequel elle a travaillé.
348. Revenons au cas général et reprenons les mêmes notations.
Si on désigne par (A), (B) des grandeurs inversement proportionnelles, et par A:, A: des états de la première, par B,, B, les états correspondants de la seconde, on aura
en Bi
Si le premier rapport est égal à un nombre entier n, c'est-à-dire
si la grandeur A, est la somme de n grandeurs égales à A;, B, devra de même être la somme de n grandeurs égales à B;, c'est-à-dire que B;, qui COR eSTOn à A,, sera la nième partie de B;, qui correspond à A. C’est ce qu’on exprime en disant :
Si deux grandeurs d'espèce (A), (B) sont inversement proportion-
nelles, lorsque l’une d'elles devient n fois plus grande, l’autre devient n fois plus petite.
Réciproquement, si deux grandeurs d'espèces (A), (B), liées entre
elles de façon que l’une soit déterminée quand l’autre est déter-
minée, sont telles que l’une devenant n fois plus grande, l’autre
devienne toujours n fois plus petite, ces deux grandeurs sont inversement proporlionnelles.
La démonstration est analogue à celle de la proposition COrresponAaRie du n° 346 (p. 375).
$ 6. — Monnaies.
# 349. L'unité monétaire est le franc. D’après la loi du 18 germinal an II, le franc est constitué par 5 grammes d'argent au
titre de co cest donc un poids de métal de 5 grammes dans
lequel ïl y à un poids d'argent égal à _ -5 — 4,5, en prenant le gramme pour unité. |
Le seul sous-multiple du franc qui soit usité est le centime ou -
centième partie du franc.
Cette unité est, actuellement done les pièces d'un franc
ne sont pas au titre _
350. D'après la convention monétaire (6 novembre et 93 décembre 1865), à laquelle ont adhéré la France, la Grèce, l'Italie, la
Suisse et la Belgique, des pièces d'or sont frappées au titre de ee
dont les valeurs, en francs, sont inscrites au tableau suivant, dans
la colonne de gauche, et les poids, en grammes, dans la colonne de droite :
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Les mêmes États peuvent frapper des pièces d'argent dont les
valeurs et les poids sont de même inscrits ci-dessous, avec les
pièces d'argent sont au titre de
mêmes unités :
-Valeur : 5 3 1 0,5 0,20 Poids : 70 10 D PAS
La pièce de 5 francs (argent) est seule au titre de SE , les autres | 835
jours cours dans tous les pays de l'union.
Ainsi, dans une pièce d’or de 10 francs, le poids d'or pur s'obtient
. Ces dernières n'ont pas tou-
F NT. : \ comme le produit 3,9958 >< 10 il est égal à g. 2,90 à un centi-
gramme près. De même le poids d'argent pur contenu dans une pièce d’un franc est g. 4,175.
En France, on frappe en outre : 1° des pièces de nickel pur dont les valeurs respectives sont, en prenant toujours le franc pour unité : 0,05, 0,10 et 0,25. Elles sont percées d’un trou central de 4,5, om, 0 et 5m 5 respectivement et pèsent 3, 4 et 5 grammes. Il y a également des pièces de 0,25 non trouées, d’une émission antérieure, qui pèsent 7 grammes. La pièce de 0,95 constitue une exceplion au système métrique; la règle qui, en effet, a été adoptée pour les mesures effectives, consiste en ce que chacune de ces mesures doit être égale à une unité (principale ou secondaire), à son double ou à sa moitié.
2° Des pièces de bronze de nickel, trouées, de 0,05, 0,10 et 0,95, pesant 5, # ct 5 grammes et contenant une partie de nickel pour trois parties de cuivre.
3 Des pièces de bronze de 0,01, 0,02, 0,05 et 0,10. Le poids de 1 centime en bronze est 1 gramme.
. Les poids des monnaies ne peuvent pas être réalisés exactement : on admet pour chaque espèce de monnaie une tolérance, les pièces pour lesquelles l'écart entre le poids réel et le poids théorique dépasse cette tolérance doivent être rejetées. La loi fixe aussi les dimensions des monnaies : on trouvera dans l'Annuaire du Bureau des Longitudes, pour les années de millésime impair, tous les ren-
seignements désirables à cet égard.
351. Le prix d’un certain poids d'argent monnayé (c’est-à-dire de monnaie d'argent) s'obtient très aisément au moyen des nombres précédemment donnés.
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En effet, ce prix est proportionnel au poids. Il suffit donc d'avoir
le prix d'un gramme d’argent monnayé; puisque 5 grammes d’ar-
£ 1 ua gent monnayé valent 1 franc, 1 gramme d’argent vaut =, en pre-
D nant le franc pour unité, ou 0,20, Le prix d’un poids quelconque d'argent monnayé s’obtiendra en multipliant 0,20 par le poids d'argent évalué en grammes. Ainsi le prix d’un kilogramme d'argent monnayé est 200 francs.
Si l’on prenait pour unité de monnaie une pièce d'or fictive pesant le même poids qu’une pièce d’un franc en argent, on aurait, pour évaluer ensuite en francsune somme quelconque évaluée avec cette unité fictive, à faire un changement d'unité (n°175, p.195), c'est-à-dire à multiplier la somme, évaluée avec l'unité fictive, par le nombre qui
représenterait le prix, en francs, de cette unité fictive. Ce nombre.
est fixé par la loi, il est égal à 15,5. D'où la règle suivante :
Pour évaluer, en francs, le prix d’un certain poids d'or monnayé, on évalue le prix du méme poids d'argent monnayé et l’on mulliplie .
le résultat par 15,5.
Ainsi, le prix d’un kilogramme d’or monnayé est
200 >< 15,5 = 3100, en prenant le franc pour unité. -
| Exemple. Quel est le prix d’une pièce d’or monnayé dont le poids est g. 32,25806 ? Ce prix, en prenant le franc pour unité, est mesuré par le SombRe 32,25806 X 0,2 x 15,5 — 32,25806 X< 3,1 — 99,999986.
La différence entre ce nombre et le nombre 100 que donne le tableau
du n° 350 (p. 378), est 0,000014 c’est-à-dire quatorze fois la dix-millième :
partie du centime
352. La valeur intrinsèque d'un lingot d’or ou d'argent est, par définition, 4 valeur du métal fin que contient ce lingot, calculée en supposant que
. 4,50 d'argent pur valent 1 franc, et que le prix du même poids d'or pur sut f. 45,5. — On rappelle que g. 4,50 est le poids d'argent pur contenu dans une pièce (théorique) d’un franc au titre de a
Dans cette hypothèse, en multipliant 4,50 par le prix d’un gramme d’argent pur, on doit trouver 4 comme produit; inversement en prenant le fran:
pour unité, le prix d’un gramme d’argent pur sera —— Re at 1e ,50 45 9 re : NRA 41 prix d'un gramme d’or pur sera 915,5 re La valeur intrinsèque d'un kilogramme d’argent pur est f. 222,22, à un centime près; celle d'un kilo-
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gramme d'or pur est à la même approximation f. 344,44. En général, pour
avoir la valeur intrinsèque d'un lingot d'argent ou d’or, on calculera Île
nombre qui mesure le poids de métal fin, en multipliant par le titre le
poids du lingot évalué en grammes, et l’on multipliera ce nombre par = 31 ie Je , . s »
où suivant qu'il s'agira d'argent ou d’or.
Ainsi la valeur intrinsèque de la pièce d’un franc (argent) réelle au titre 0,835 sera 2 0835.10 835 de 2 835 ——— = — —0,92777...
5. 0, Ge 5 500 0,92777 C’est, pour les monnaies étrangères, la valeur intrinsèque qui sert de base: au change.
353. La valeur au tarif des matières d’or et d'argent est la valeur intrinsèque diminuée des frais de fabrication pour le monnayage. Cette retenue, d’après la loi du 31 octobre 1879, est supposée proportionnelle au poids de métal fin contenu dans le lingot considéré : elle s'obtient
Ve: : Û ] 7 en multipliant ce poids, évalué en grämmes, par le nombre —— go Pour l'or,
ru
se our l'argent.
Pour avoir la valeur au tarif d’un lingot, on calculera done la valeur intrinsèque, la retenue et l’on fera la différence. Ainsi les valeurs au tarif du kilogramme d'or aux titres 4 et 0,900 sont respectivement, en francs, 3437 et 5093,30 ; les valeurs au tarif du kilogramme d'argent aux mêmes titres sont 220,56 et 198,50.
J'extrais ces exemples de l'excellent Traité d'Arithmétique commerciale de M. BrasiLiER (!), où j'ai d’ailleurs largement puisé pour les renseignements qui sont d'ordre pratique.
354. Enfin, chaque jour la cote officielle de la Bourse publie la valeur commerciale du kilogramme d’or et d'argent, telle qu’elle résulte de l'offre et de la demande. Si cette valeur est notablement supérieure à la valeur au tarii. il en résulte un danger pour l'État dont les monnaies risquent d’être accaparées par les marchands d'or et d'argent : c'est une crise monétaire. Le danger peut se produire dans l’autre sens, si la valeur commerciale est très inférieure à la valeur au tarif.
Enfin un autre danger résulte de ce que le rapport entre la valeur commerciale de l'or et celle de l'argent peut différer notablement du rapport légal 15,5. C’est parce que ce rapport peut être plus grand que la Gonvention monétaire limite, pour les différents Etats qui l'ont adoptée, la quantité de monnaie d'argent qui peut être frappée; et lorsque le rapport est effectivement plus grand. on recherche naturellement les paiements en or, dans les pays où l'or circule.
Les cours actuels (décembre 1919) de l'or et de l'argent sont de nature à . provoquer en même temps les deux dangers signalés.
par le nombre ——
Masson, édit., Paris
Examinons en effet les cours de Londres où se concentre le marché des
ù ETAT ? Va métaux précieux. Londres cote l’once d'argent au titre de -— et l’once d'or
: LU (l au titre de FCY (4).
Le 13 décembre 1919, l’once d'argent était cotée 76 1/4 ou pence 16,25, au.
ti Heads itre de 20 *
% , L’once d'argent pur valait donc 76,25 X . ; d’autre part, la livre ster-
lag, qui contient 240 pence, cotait francs 42,15, et on sait que l'once équivaut à 318,103; de telle façon que le prix d’un kilogramme d'argent pur était en francs de :
0 2 LME 1000 16.98 se 49 18 SOUDE EN (524 Pb ren à = LISE E0 PS FAT CREER £ = À 5f & pe es SR cup 31,103 TX 0 x TU qu he
L’once dox était cotée shellings 107.6 ou pence 1290, au titre de — 1290 X 12
L’once d’or pur valait donc en pence et, en francs, la livre
Al étant cotée au même cours que ci-dessus :
1290 °%< 12 42,15 1000 1290 X 12% 42,15 X 1000 Sn he a 240: 7. 81,103 11 X 240 X:31:103
À la date considérée, les valeurs commerciales de l'or et de l'argent étaient supérieures de plus du double à la valeur au tarif; d’où une demande considérable des monnaies pour la fonte, et la nécessité pour les Gouvyernements d'interdire la fonte des monnaies Hapionaes Pal des dispositions iégales.
D'autre part, le rapport des valeurs commerciales d’un même poids d’or et d'argent était de 17,07 au lieu d’être 15,5. &
Quant à la valeur commerciale d’un lingot d'un poids et d’un titre donnés, elle s'obtient en calculant le poids du métal fin contenu dans le lingot, en prenant, par exemple, le kilogramme pour unité de poids, et en multipliant le résultat par la valeur commerciale du kilogramme de métal fin. Traitons, par exemple, la pièce de 5 francs au titre de 0,9 comme un lingot. Son
poids en grammes est 25; le que d'argent pur qu’elle contient est, avec la
. même unité, 25.0,9 — 22,5
1. Paris cote la prime ou la perte °{,, (le symbole °/,, veut dire : pour mille) sur le prix moyen de 3437 francs par kilogramme d'or pur, et de 218,89 par kilogramme d'argent pur. Si, par exemple, on cote l'or avec une prime de 1 à 2 °/,,, la valeur commerciale se calcule en PE ; PA HAN k 1 2 | multipliant le prix moyen 3437 par une fraction p comprise entre id00 et 1000 Dans cette hypothèse, la valeur commerciale de l'or serait comprise entre :
3437 3437. 0,001 = 3#40,437 et 3437 3437. 0,002 — 3443,874,
PET ve
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Sa valeur commerciale, à l’époque considérée (13 décembre 1919), en prenant Î. #65,4597 pour la valeur commerciale du kilogramme d'argent pur, était donc 22,5.0,4654597 ou environ f. 10,47; elle était supérieure de plus du double à la valeur nominale.
$ 7. — Anciennes mesures. Mesure du temps.
355. Le système métrique n’a pas toujours été employé, il n'est pas adopté par tous les peuples. Il importe de savoir ramener les autres mesures aux mesures métriques, ou réciproquement.
Si l’on connaît les nombres qui mesurent, avec les unités métriques, les autres unités, anciennes ou étrangères, on déduira sans | peine, en appliquant les théorèmes établis dans les n° 175, 176. (p. 195 et 197), du nombre qui mesure une grandeur quelconque évaluée au moyen de ces unités, le nombre qui mesure celte grandeur avec les unités métriques : c’est ce qu'on appelle effectuer la conversion des mesures anciennes ou étrangères en mesures métriques. Je me bornerai à expliquer cette opération sur un exemple.
Avant l'établissement du système métrique en France, la mesure de longueur était la foise. Les évaluations sur lesquelles a été fondée la détermination du mètre ont donné, pour la longueur du quart du méridien terrestre, 5130740 toises : le mètre légal, en prenant la toise pour unité, serait donc mesuré par le nombre 0,513074 : le nombre qui mesure la toise, quand on prend le mètre pour unité, est donc l'inverse de 0,513074, c'est-à-dire 1,949036 environ. J'ai adopté antérieurement le nombre se —= 1,95, comme rapport de la toise au mètre : on voit que l'erreur commise était assez faible.
La toise se divisait en 6 pieds, le pied en 12 pouces, le pouce en 12 lignes. Les valeurs métriques du pied, du pouce, de la ligne se calculent en divisant le nombre 1,949036 par 6; 6.12; 6.19. 192 : elles sont respectivement
pied —0,32484, pouce = 0,02707, x ligne — 0,00226.
On trouvera dans l'Annuaire du Bureau des Longitudes (années le millésime impair) les renseignements désirables pour ce qui concerne soit les anciennes mesures, soit les mesures étrangères.
356. II me reste à dire quelques mots de la mesure du temps, qui d’ailleurs ne rentre pas dans le système métrique, dont la division ne suit pas les lois du système décimal.
Deux temps sont dits égaux si, pendant ces deux temps, la Terre ;
tourne d'un même angle, angle que les phénomènes astronomiques permettent de mesurer. Le jour sidéral est l’intervalle de temps que la Terre met à effectuer une révolution complète; il se divise en 24 heures sidérales, chaque heure sidérale en 60 minutes sidérales, chaque minute sidérale en 60 secondes sidérales.
Le jour solaire moyen est défini dans les traités de cosmographie ; je me contenterai de dire que sa mesure, en prenant pour unité le. jour sidéral, est égale environ à 1,00274 ; il se divise en 24 heures.
solaires, chaque heure en 60 minutes solaires, chaque minute en 60 secondes solaires. Ce sont des heures, minutes et secondes solaires que marquent les pendules et les montres ordinaires. Le jour sidéral évalué avec ces dernières unités vaut 23 heures 56 mi-
nutes 4 secondes. La seconde, ae du jour solaire moyen, est
l'unité de temps principal.
357. Systèmes C. G. S. et M. T. S. — Le cles Œt C'G:S: est : un système complet d'unités élaboré par un groupe de savants anglais, adopté en 1881 par un congrès international de physiciens
et qui convient particulièrement aux recherches d'ordre scientifique. Il a pour base trois unités fondamentales : le centimètre (unité de longueur), le gramme (unité de poids ou plutôt de masse la seconde (de temps moyen), unité de temps.
Ce sont les initiales des mots centimètre, gramme, seconde qui forment le nom du système C. G.S.
Le système M. T. S..est basé sur le mètre, la tonne et la seconde
comme unités principales
253. Un jardin rectangulaire a 100 mètres de long, 50 mètres de large: Une
allée dont la largeur est m. 1,50 en fait le tour ; au milieu une aliée parallèle au
grand côté du rectangle a une largeur de m.1,7%5 ; il y a en outre cinq allées
transversales dont la largeur est de m. 0,90 ; le reste est cultivé. Quelle estla sur-
face cultivée?
254. Une croix de marbre a pour section un carré de m.’ 0,19. Le grand bras
de la croix a m. 4,30; le petit bras m. 0,75. Quel est le volume de cette croix?
Quel est son poids, en supposant que la densité du marbre soit 2,70 ?
255. Une pièce d’or de 20 francs a un diamètre de m, 0,021; on peut donc avec dix mille pièces de 20 francs remplir, sauf les interstices nécessaires, un carré dont le côté serait m. 2,1 ; quelle surface recouvrirait-on ainsi avec une somme de trois miliards, en pièces de 20 francs? — En plaçant bout à bout les mêmes pièces de 20 francs, quelle longueur atteindra-t-on ?
Quel est le poids d’or pur contenu dans une somme de trois milliards, en or monnayé. Quel serait le volume de cet or ? Densité de l'or pur : 19,26.
ANCIENNES MESURES. MESURE DU TEMPS
eh 256. D’après la loi anglaise, avec 40 Livres lroy d'or au titre 75 90 doit faire
4869 souverains. Calculer la valeur intrinsèque du souverain anglais, sachant que la livre troy vaut g. 373,2419.
257. Quel est le poids d’air contenu dans une chambre ayant la forme d’un parallélépipède rectangle dont la longueur est m. 7,50, la largeur m.6,30, la hauteur m. 3,90? Poids du litre d'air : g. 1,293.
258. Quel est le volume d’un kilogramme de mercure ? Densité du mercure : 13,6.
259. Le volume de la Terre, en mètres cubes est 108326 X 10°; quelle est sa masse, en supposant sa densité moyenne égale à 5,5 ?
260. La surface de la Terre, en mètres carrés, est 510082 X 10° ; quelle serait
_ cette surface, évaluée en toises carrées ?
261. Quel volume d'eau à 100° faudrait-il prendre pour que la même quantité d'eau à 4° occupât 1 litre ? Densité de l’eau à 100 : 0,9587.
262. Quel serait la valeur commerciale d’un mètre cube d'argent pur, en supposant que la valeur commerciale d’un kilogramme d’argent pur soit 139 francs ? Densité de l'argent pur : 40,51.
263. Le tableau suivant contient, outre les noms du Soleil et des principales planètes, deux colonnes de nombres. La première contient des nombres proportionnels aux distances moyennes de chaque astre au Soleil; la seconde, des nombres proportionnels à son diamètre. On sait en outre que, en unités métriques, le rayon de la Terre est 6371000, la distance moyenne du Soleil à la Terre est 1495 x 10°.
Soleil 108,56 Mercure 0,3871 0,38 Vénus 0,7233 1 La Terre 1 1 Mars 1:5237 0,53 Jupiter 5,2028 11,06
Saturne 9,5389 9,30 Uranus 19,1833 4,23 Neptune 30,0551 3,80
Pour se faire une idée des dimensions et des distances respectives de ces astres, on peut les représenter, placés en ligne droite, de manière que la distance de la sphère qui représentera le Soleil à celle qui représentera Neptune soit de 6 kilomètres, les diamètres des astres (fictifs) et leurs distances au soleil fictif étant réduits dans la même proportion. Calculer à un millimètre et à un mètre près, respectivement, les diamètres et les distances au soleil fictif des autres astres.
264. Quelle est en minutes et secondes la différence entre le jour solaire et le ‘our sidéral ?
265. La durée de l’année (tropique) est en jours (moyens) égale à 365,2422166 ; évaluer cette durée en jours, heures, minutes et secondes.
266. Dans un bassin coulent deux robinets : le premier, coulant seul, remplirait le bassin en a heures; le second, de même, le remplirait en b heures; combien de temps les deux robinets, coulant ensemble, mettront-ils à remplir le bassin ?
Démontrer que si a,b sont des nombres entiers, ainsi que le nombre cherché, on peut poser
a = ml{a' + b')a', b—=m(a'+b')b",
m étant un nombre entier et a’, b' des nombres premiers entre eux.
CHAPITRE XI
$ 1. — Règles de trois.
358. La considération des grandeurs directement ou inversement proportionnelles donne lieu à des questions connues sous le nom de règles de trois, dont je vais d’abord donner quelques exemples.
On sait que 25 litres de vin coûtent f. 32,25 ; on demande combien coûteront 37 litres du même vin.
Le prix est proportionnel à la quantité de vin; si donc on désigne par æ le prix de 37 litres de vin, on devra avoir :
Hostel 32/08 7.0N.
On en déduit Je 92,2 mes — ï TNA
Le prix cherché est 47,73.
On aurait pu raisonner de la façon suivante : le prix de 25 litres est 32,25;
do
le prix d’un litre sera 25 fois moindre ou de : le prix de 37 litres sera |
37 fois plus fort ou nur
Il a fallu 18 jours à 8 ouvriers pour exécuter un certain travail ; combien aurait-il fallu de temps à 12 ouvriers pour exécuter le même travail. Les temps nécessaires à des nombres différents d'ouvriers pour faire un
même travail sont inversement proportionnels à ces nombres, en supposant
que, dans le même temps, chaque ouvrier fasse le même travail. Si donc on désigne par æ le nombre de jours qu’il faudra à 12 ouvriers pour faire le travail exécuté en 18 jours par 8 ouvriers, on aura
8 8e fs Pos BU
10 D UN Toute
On aurait pu raisonner de la façon suivante : pour faire le travail, il a
fallu 18 jours à 8 ouvriers; pour faire le travail il aurait fallu à un seul
RÈGLES DE TROIS
ouvrier 8 fois plus de temps, soit 18.8 jours; il faudra à 42 ouvriers 12 fois 18.8
Ta
Les problèmes qu'on vient de traiter sont des règles de trois; dans chacun il y est question de deux espèces de grandeurs ; dans le premier exemple entrent des quantités de vin et des prix. La quantité de vin et le prix sont des grandeurs directement proportionnelles ; on considérait deux quantités de vin connues, 25 litres et 37 litres; quant aux prix correspondants, un seul était connu, l’autre était la quantité cherchée. Le second _ exemple est analogue, mais les deux quantités que l’on y considérait, les nombres d'ouvriers et les nombres de jours nécessaires pour exécuter un certain travail, étaient inversement proportionnelles : on connaissait encore deux quantités de la première espèce, une seule quantité de La seconde. Les deux problèmes reviennent à trouver un terme d’une proportion dans laquelle on connaît trois termes.
moins de temps, soit
359. Règle de trois simple. — Une règle de trois simple est un problème dans lequel entrent deux grandeurs (A), (B) dont on sait qu'elles sont directement ou inversement proportionnelles ; on connait les nombres à, 4; qui mesurent la première dans deux de ses états A;, À: ; on connaît le premier des nombres b,, b, qui mesurent la seconde dans les états B:, B; qui correspondent à A, A,; on demande le second nombre. On a, si les grandeurs sont directement proportionnelles, la relation
b 2 @0, — —, D—= —, D; di di
et, siles grandeurs sont inversement proportionnelles,
b: di b DES di bi 2 = e b; 2 Ua
Nous n'avons considéré jusqu'ici que deux espèces de grandeurs liées l'une à l’autre. Mais il peut arriver qu’une grandeur d’espèce (X) soit liée à plusieurs grandeurs d’espèces (A), (B), (C), ….; (P), (Q), (R),.…, de façon que toutes ces dernières grandeurs étant déterminées la première (X) le soit. C’est ainsi, par exemple, que le volume d’un parallélépipède rectangle est déterminé quand ses trois dimensions sont déterminées.
Supposons ainsi la grandeur (X) liée aux grandeurs (A), (B), (C),...; (P), (Q), (R), .…. Lorsque l’on donne des valeurs fixes à toutes ces dernières grandeurs sauf à l’une d’elles, on peut dire que (X) ne dépend plus que de celle-là. Par exemple, si l’on se donne deux
dimensions d'un parallélépipède rectangle, le volume de ce parallé-
lépipède ne dépend plus que de la troisième dimension. Supposons que, dans ces conditions, la grandeur (X) soit directement ou inversement proportionnelle à la grandeur que l'on n’a pas fixée, suivant que celle-ci appartient à l’une des espèces (A), (B), (G), .… ou à l'une des espèces (P), (Q), (R), .… : on dira alors que la grandeur (X) est directement proportionnelle aux grandeurs (A), (B), (G), … et inversement proportionnelle aux grandeurs (P), (Q), (R),54%
S'il en est ainsi, etsi l'on considère deux états X:, X, de la grandeur (X), qui correspondent respectivement aux états
À: B:, Ci, 5 P4; Qu: Re A2; B:, Ca, .…. P:, Qi, Ri, .…
des grandeurs (A), (B), (C), …; (P), (Q), (R), ..., en sorte que chacune de ces grandeurs, sauf (A), ait la même valeur dans les deux états, on devra avoir
Au contraire, si l’on considérait deux états X;, X:, correspondant aux états A1, Bi Ci... Po Oo Ris A;, By Gi, 05 Bee
des grandeurs (A), (B), (C), …; (P), (Q), (R),…, en sorte que chacune des grandeurs, sauf (P), eût la même valeur dans les deux états, on devrait avoir
p BU Le
Xp dv.
Par exemple, le temps T nécessaire à n ouvriers pour creuser un fossé ayant partout la même profondeur, une longueur A, une largeur B, est directement proportionnel à A et à B, inversement proportionnel à n#, en supposant que, dans le même temps, chaque ouvrier creuse toujours la même surface, à la profondeur voulue.
360. Voici maintenant le genre de problèmes, connus sous le nom de règles de trois composées, auxquels donne lieu la notion d’une grandeur directement ou inversement proportionnelle à plusieurs autres.
On considère deux états différents, X, et X:, de la première grandeur, lesquels correspondent aux états À4, B;, Cu, 2. PH QD. des grandeurs (A), (B), (C), .…; (P), (Q), (R),.…, d'une part, et, d'autre part, aux états A, B, C2, ...; Pa, Q:, R:, .…. des mêmes grandeurs.
RÈGLES DE TROIS
Chaque grandeur étant mesurée, dans les deux états où on doit la considérer, avec une unité, on connaît les nombres @4, bi, Ca, ..….; Dis Qu Ta, … qui mesurent A;, B1, C1, .….; Ps, Qi, Ri,.… et les nombres Ua, O2, C2, .….; Da, Qe, T2, «. qui mesurent A), Bo, Co, ...; Po, Q, Ro, en désignant par x,, x, les nombres qui mesurent X;,, X:, on connaîl l’un de ces nombres x,, on demande l’autre æ:.
La méthode de réduction à l'unité, qui a déjà été employée pour les exemples de règles de trois simples, va nous fournir la solution de ce problème, en supposant toutefois que tous les nombres à, b:, Ci 5 Dis Gas l'as --. @Ù Un, Da, Ca, 2.5 Da, Gas l'a, à. SOlent entiers.
Cette méthode consiste à trouver le nombre qui mesure la grandeur {X) quand les grandeurs (A), (B), (C), ..….; (P), (Q), (R), … sont respectivement égales à leurs unités, et cela en partant de ce que l'on connaît le nombre x, qui mesure (X), quand les grandeurs (A), (B), (C), …; (P), (Q), (R),.… ont des valeurs mesurées par les nombres @:, Di, C1, 3 Da, Qu, Ta, .…. On calcule ensuite la valeur du nombre æ qui mesure (X) quand les grandeurs (A), (B), (C), ..….; (P), (Q), (R), … sont mesurées par les nombres @z, U2, Ca, ...: Da, Qas Ta, .…. On raisonne comme il suit : |
Quand la grandeur (A) est mesurée par le nombre a, et que les grandeurs (B), (GC), .….; (P), (Q), (R), .… sont mesurées parles nombres Di, Cas... Pa, Qu, Ta, …, la grandeur (X) est mesurée par le nombre x1. Si (A) devenait égale à l'unité, c'est-à-dire a, fois moins grande, et que les autres grandeurs (B), (C)....; (P), (Q), (R), … restassent les mêmes, la grandeur (X) deviendrait aussi 4, fois moins grande, et
. . . Fr x A = serait ainsi mesurée par le nombre . ; de même si, la grandeur (A)
restant égale à l'unité, la grandeur (B) devenait égale à l’umité, les autres grandeurs (C), .…; (P), (Q), (R), … restant les mêmes, la grandeur (X) deviendrait, comme la grandeur (B), b, fois moins grande, et serait alors mesurée par le nombre _. : si ensuite la grandeur LEE
(C) devenait égale à l'unité, toutes les autres grandeurs conservant les mêmes valeurs que dans la phase précédente, (X) serait mesurée
DER PAIE jusqu’à ce qu'on ait ramené à l'unité chacune des grandeurs (A), (B), (C), … auxquelles (X) est directement proporüonnelle ; quand cela est fait, (P), (Q), (R), …, ont toujours les mêmes valeurs et (X)
%1,__; si maintenant la grandeur (P) Gi01C1...
par le nombre les choses continueront de la même façon,
est mesurée par le nombre
devient égale à l’unité, c'est-à-dire m1 fois plus petite, la grandeur - (X), qui est inversement proportionnelle à P,, devient p, fois plus
L1Pi
grande ; elle est mesurée par le nombre mise 1Y1LVi..e
o 4 S\ QUE 4 LA x . L devient égale à l’unité, (X) est mesurée par le nombre ARE, : Si 148
di 1ALi-ee
grandeur (R) devient aussi égale à l’unité, la grandeur (X) est mesu-
rée par le nombre d10:1C1...
nées à l'unité, la grandeur (X) est mesurée par le nombre re ds: 14 Cr
Au numérateur figurent comme facteurs, outre le nombre x,, tous les nombres qui mesuraient, dans le premier état, les grandeurs (P), (Q), (R), .…., auxquelles la grandeur X est inversement proportionnelle; au dénominateur figurent comme facteurs tousles nombres
qui meSuraient, dans le premier état encore, les grandeurs (A), (B),.
(C), .…., auxquelles la grandeur (X) est directement proportionnelle. La première partie du problème est résolue ; la seconde se résou-
(Q), (R), .…., dont chacune est maintenant égale à l’unité correspondante, prennent successivement les valeurs qui répondent au second état.
Ainsi quand (A), au lieu d’être l'unité, devient égale à a, unités,
pendant que les autres grandeurs restent respectivement égales à
l'unité, la grandeur (X) devient a: fois plus grande qu’elle n’était et LiDiQaT 4. de ; d101C1..… vient égale à d, unités, la grandeur {(X) est mesurée par le nombre LiP1Q114. ads da0iC1:.. | même, toutes les grandeurs auxquelles la grandeur (X) est directement proportionnelle ont pris les valeurs qui correspondent au se-
se trouve mesurée par le nombre ; puis quand (B) de-
; quand (C) est devenue égale à & unités, puis que, de
: À x T4. Qo0oC2.…. à cond état, (X) est mesurée par le nombre EE : si di 1C14-.
maintenant (P) devient égale à p2 unités, (X) devient », fois plus
petite et est mesurée par le nombre M Ter L'PAA e72
toutes les grandeurs (Q), (R), … sont devenues, l’une après l’autre,
égales à g: unités, à r, unités, elc., la grandeur (X) est dans le second état : elle est mesurée par le nombre |
-; enfin, quand
aDaQ al. -ArdoC»..
À sn ( ) ; di01Cs. . -P29 272. FE
; Si la grandeur (Q)
; quand toutes les grandeurs sont rame- -
-dra de même, en supposant que les grandeurs (A), (B), (C), ….; (P),
PA
Outre les facteurs déjà énumérés, on a introduit au numérateur,
. cette fois, les nombres @:,b:,0:,.. qui, dans le second état, mesurent
les grandeurs (A), (B), (G), .… auxquelles la grandeur (X) est directe-
ment proportionnelle, et, au dénominateur, les nombres 7, q2, T3,
qui, dans le second état encore, mesurent les grandeurs (P), (Q),
(R), … auxquelles la grandeur (X) est inversement proportionnelle. L'évalité précédente résout le problème posé. On en tire
La G> Ü2 C2 Pa Qi Ti
Me UD Cu ET iDaa ds Ta ee
d'où la conclusion suivante : le rapport des nombres qui mesurent la grandeur (X), dans le second état et dans le premier, est égal au produit des rapports des nombres qui mesurent, dans le second et le premier état, les grandeurs auxquelles (X) est directement proportionnelle, multiplié par le produit des inverses des rapports des nombres qui mesurent, dans le second et le premier état, les grandeurs auxquelles (X) est inversement proportionnelle.
Il est à remarquer que chacun des rapports est indépendant de l'unité choisie pour mesurer la grandeur qu'il regarde : si, dans les deux états de cette grandeur, les nombres qui la mesurent se trouvaient être fractionnaires, on pourrait, en changeant d'unité, s’arrancer pour qu'ils fussent entiers; le rapport ne changerait pas. Cette remarque montre que la formule précédente et la formule (1), qui lui est équivalente, subsistent lorsmême que les nombres @,,b;, c1,...; Das Gus las. OÙ 2, Va, C2s...3 Pas Q2 Va, .… Sont fractionnaires, bien que le raisonnement suppose qu'ils soient entiers.
On observera que le raisonnement par lequel on est parvenu à l'expression de la mesure d’un parallélépipède rectangle dont on connaît les dimensions, est un cas particulier du précédent.
$ 2. — Intérêts simples.
361. Le prêt à intérêt consiste à prêter une certaine somme d'argent, un capital, à cette condition que, pendant le temps où 1l jouira de ce capital, l'emprunteur versera au prêteur une certaine somme, dite intérét du capital. Le capital, d’ailleurs, appartient toujours au prêteur. |
Dans le prêt à intérêt simple, on admet les conditions qui suivent:
L'intérêt produit par un capital pendant un certain temps est pro-
_ portionnel à ce capital, au temps du prêt et au {aux de l'intérêt,
qu’il nous reste à définir.
à QT AE 3 PPT OR TNT EN RES LL. ( 7 PRE RTS TRE PAU TR VEN È CNE En UN
Le taux de l'intérêt, c’est, à proprement parler, l'intérêt rapporté pendant l’unité de temps par l'unité de capital : par exemple, si l'on
prend pour unité de temps l’année, pour unité de monnaie le
franc, ce sera l'intérêt rapporté par 1 franc prêté, ou placé, Pots 1 an.
Le taux est habituellement représenté par une fraction dont le dénominateur est 100 et le numérateur un nombre simple comme 1, 2,3, 4,5, 6; il peut être d’ailleurs un nombre fractionnaire comme 3,9 ou 4,5 (trois et demi, quatre et demi). L'habitude est d’énoncer d’abord le numérateur en faisant suivre des mots pour cent, que l’on sous-entend même quelquefois, lorsqu'il n’y a pas d’ ambiguïté possible. En écrivant, au lieu d'employer la notation habituelle des
fractions ordinaires ou décimales, on écrit souvent le numérateur -
en faisant suivre du symbole ‘/,, qui s’énonce pour cent. Ainsi on * dira le taux quatre pour cent, le taux quatre et demi pour cent, et l'on écrira 4 /,, 4 ‘/2 °/, au lieu de 0,04 ; 0,045. Quand on n’énonce
pas l'unité de temps, c’est l'année qui est cette unité; mais on peut -
employer les mêmes façons de parler, en se servant d’autres unités de temps ; ainsi prêter à 20/, en prenant le semestre pour unité de temps, c’est la même chose que de prêter à 4°/, en prenant pour unité de temps l’année. L'expression pour cent s'explique. d'’ellemême : si le taux est, par exemple, 5 ‘/,, c’est que cent francs rapportent cinq francs.
On employait autrefois l'expression : préter au denter tant, par
exemple au denier vingt, au denier douze. Gela revient à représenter le taux par une fraction dont le numérateur est un, et dont le dénominateur est le nombre que l’on fait précéder de l'expression aw
1 | | denier ; ainsi, puisque l’on a —— Sy > Prêter à 9 0/, c'est prêter
D au denier 20, et l’on entendait par là qu’un denier était rapporté par vingt deniers.
La relation qui existe entre l'intérêt, le capital, le temps du prêt et le taux résulte immédiatement de la règle du n° 360 (p. 390). Supposons que, en prenant une certaine unité de monnaie et une certaine unité de temps, le capital, le taux, l’intérêt, le temps du prêt soient représentés par les nombres A, r, a, t; on observera que a et r peuvent être regardés comme des nombres qui représentent les intérêts respectivement rapportés par les capitaux A et 1 pendant les
temps { et 1; on doit donc avoir, d'après les conventions adoptées,
a Al LOU OU == AT
Lelecteur pourra reprendre, pour démontrer cette formule, le raisonnement de la réduction à l'unité, en supposant que les unités de monnaie et de temps soient le franc et l’année, et en outre que les nombres A et { soient des nombres entiers.
Au bout du temps ! le prêteur possède, outre la somme prêtée A, l'intérêt Art de cette somme ; il possède donc la somme
A+ Art=A(l+rt);
c’est là la valeur acquise par la somme A au bout du temps #.
La relation a— Art entre des quatre quantités a, À, r,{ permet, quand trois de ces nombres sont connus, d'en déduire le quatrième. On a ainsi les relations
a a a HAT Eire T=—— A A?
À — qui font connaître le capital qu'il faut placer à un taux donné r, pendant un temps donné f{, pour avoir un intérêt donné a, etc... Chacune de ces formules peut d’ailleurs s'établir directement par le raisonnement relatif aux règles de trois composées.
362. Si le placement ne s’effectue pas pendant un nombre entier d'années, testune fraction. Un cas très fréquent est celui où le temps est donné en jours. On regarde alors l’année comme ayant 360 jours ; { sera donc donné par une fraction dont le dénominateur sera 360 et le numérateur le nombre n de jours pendant lesquels l'argent a été prêté, en sorte que la formule fondamentale devient
ñn a ue
on pourrait aussi bien l'écrire G—A ET et l'on observera
que = est précisément la somme rapportée par un franc pendant un jour, c'est le taux quand on prend le jour pour unité de temps, et alors le temps du prêt est mesuré par le nombre n. La formule ainsi écrite ne diffère donc de la formule générale que par le sens nouveau qu'y prennent les facteurs du second nombre. On verra de même la modification qu’il convient de lui faire subir quand on prend la semaine pour unité de temps : on regarde alors l'année comme comprenant exactement 52 semaines. C’est le mode employé dans les Caisses d'épargne, où l’on ne tient compte, d'ailleurs, pour le calcul des intérêts, que du nombre entier de semaines pendant lesquelles l'argent a été placé.
304 LEÇONS D'ARITHMÉTIQUE.. ! | 363. Dans les ns de banque, on a à appliquer très Eques
ment la formule &« — Te ; on a recours, pour effectuer les calculs, à
quelques artifices qui ne sont pas sans intérêt. Observons que, dans une suite d'opérations de même nature, ce sont les nombres A et qui changent, le taux de l'intérêt reste le même ; supposons que ce
y taux r soit donné sous la forme T0 en d’autres termes, l'argent
est placé au taux r’°/,. On pourra écrire, en remplaçant r par 700 ” re PL OA RE FT 36000 © — =)
Fr
le nombre su s'appelle le diviseur relatif au taux »'; dés=
enons-le par d; on aura An
= 7 on obtiendra l'intérêt en divisant par d le produit.An. Dans la pratique, le nombre r' a souvent l’une des valeurs A: 4,8: 095 095; 9,0 RES
auxquelles correspondent les diviseurs
qui sont tous des nombres entiers. La division par l’un quelconque de ces nombres, surtout par ceux qui correspondent aux taux 3,6: 4: 4,5 ; 6, sera, comme on le voit, extrêmement facile.
On observera, sur la formule générale, que le diviseur est le
nombre de jours pendant lesquels il faudrait placer un capital pour
que l'intérêt fût égal à ce capital; cette formule, si l’on y suppose
n— d, donne, en effet, a— A. On voit de même qu'un capital égal
au diviseur produit un franc d'intérêt par jour.
364. Compte courant. — On dit qu’un négociant a un compte courant chez un banquier lorsqu'il dépose des capitaux chez ce banquier, qui, de son côté, remet de l’argent au négociant, ou effectue
des paiements pour son compte. Ces sommes portent d'ailleurs inté-
rèt à un taux convenu. Le bordereau est le détail des sommes versées par le négociant chez le banquier, ou payées par le banquier au compte du négociant, avec les dates des versements ou paiements.
Le règlement de compte s'effectue à des dates déterminées, dites
TS a 5 rs Ps = : 2 x > : CT SE £ à PRO EE à CP nd Ér NS die LAS PRE ET ET Ne A EP CRE PT
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époques.de clôture : c'est une opération dont le résultat est l'avoir
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_ du négociant chez le banquier à une telle date. Considérons la période de temps qui s'écoule entre deux époques de clôture. Si l'argent ne portait point intérêt, l'argent du négociant, à chaque instant de cette période, et en particulier à la clôture, serait la différence entre la somme des capitaux versés par lui et la somme de ceux payés par le banquier : cette différence est ce qu’on appelle la balance des capitaux.
Supposons maintenant que l’argent porte intérêt, on subdivisera la période entre deux époques de clôture en périodes partielles, pendant chacune desquelles il n’a été fait ni versement ni paiement, imaginons qu'au début de chaque période partielle, c’est-à-dire d'une part après le dernier règlement, d'autre part après chaque versement ou paiement, on ait fait la balance des capitaux; on calculera l'intérêt qu'aurait produit pendant cette période partielle la somme représentée par cette balance; on fera le total de ces intérêts et ce total, ajouté à la balance des capitaux relative à l'époque de clôture, constituera lavoir du négociant chez le banquier à ce moment; son comple sera réglé.
Si l’on suppose que l'intervalle de temps entre deux règlements de compte successifs soit de N jours et que les périodes partielles _ pendant lesquelles il n’est fait ni versement ni paiement soient de Mi, M2, ..., Np JOUTS, On aura
N = 3 + Na +... + Np.
Pendant la première période partielle de n, jours, c’est la somme résultant du dernier règlement de compte qui porte intérêt: désignons-la par B;, désignons de même par B, la balance des capitaux au commencement de la seconde période partielle, après un versement ou un paiement, par B; la balance des capitaux au commencement de la troisième période, après que l’on a fait encore un versement ou un paiement, etc. si d est le diviseur relatif au taux de l'intérêt convenu, l'intérêt qu'il faudra ajouter à la balance finale des capitaux sera
NB: + NB2 +... + np Bp "
Les balances B,, B:, .…., B, se calculent immédiatement, par des additions ou soustractions, d’après le bordereau.
365. Méthode rétrograde. — On peut d’ailleurs éviter le calcul des balances en suivantune autre méthode, dite rétrograde ou indirecte. La règle qui résume cette méthode résulterait d’une transformation
facile de la formule précédente, transformation que j’omets à cause de son caractère un peu algébrique : cette règle peut être établie directement.
Pour rendre le langage plus uniforme, nous regarderons, dns la
formule précédemment établie, la première somme B, comme une somme versée par le négociant chezle banquier le jour du précédent règlement de compte, ou, si l’on veut, le jour de l'ouverture du compte.
Observons que l'intérêt produit, pendant un temps donné, par la somme de deux capitaux étant la somme des intérêts que produirait chacun de ces capitaux, l'intérêt produit par la différence entre deux capitaux devra de même être la différence entre les intérêts que produiraient séparément ces capitaux.
Observons aussi que chaque balance est une pareille différence entre les sommes versées par le négociant et celles payées par le banquier au compte du négociant. On voit dès lors qu’on obtiendra l'intérêt cherché en calculant d’une part l'intérêt produit, entre le jour du versement et l’époque de clôture, par chaque somme que
verse le négociant, d'autre part l'intérêt produit, entre le jour du
paiement et l'époque de clôture, par chaque somme que paie le banquier au compte du négociant, et en retranchant du total des premiers intérêts le total des seconds.
Ainsi, pour calculer l'intérêt cherché, on multipliera par le nom
de jours compris entre l’époque du versementet l’époque de clôture chaque somme versée par le négociant, et on fera le total P de ces produits ; on multipliera de même par le nombre de jours compris entre l'époque du paiement et l'époque de clôture chaque somme payée par le banquier pour le compte du négociant, on fera le total Q
de ces produits ; on fera la différence entre les totaux et l’on divisera «
la différence par le diviseur d relatif au taux de l'intérêt convenu. J'ai supposé, dans ce qui précède, que la balance des capitaux était à chaque instant en faveur du négociant. Les conventions peuvent être autres et le banquier peut prêter plus d’argent quil n’en reçoit. La règle précédente s'applique dans tous les cas, soit que la balance des capitaux ait toujours été en faveur de l’une ou de l’autre des deux parties, soit qu'elle ait été tantôt en faveur de l’une, tantôt en faveur de l’autre. Seulement la différence que l’on doit faire à la fin, si elle ne peut se faire dans le sens indiqué, se fera dans l’autre sens et représentera alors une somme due au banquier
par le négociant. La justification complète de cette règle, bien que.
facile, exigerait quelques développements que je préfère laisser de
côté ; elle est immédiate pour le lecteur en possession des règles de calcul relatives aux nombres négatifs.
La règle que l'on vient de décrire serait d’une application très facile si l’époque de clôture était déterminée à l'avance; chaque jour de versement ou de paiement, rien n'empêche de calculer la partie correspondante des nombres P ou Q. Les calculs étant ainsi
préparés, le calcul du nombre : Q se fera immédiatement, le
jour dela clôture. Mais il importe de pouvoir clore le compte le. jour que l’on veut ; aussi est-ce d’une façon un peu différente que l'on procède.
Désignons par P’ le total des produits obtenus respectivement en multipliant par le nombre de jours écoulés entre la date d'ouverture et la date du versement chaque somme versée par le négociant; désignons de même par Q' le total des produits obtenus respective- . ment en multipliant par le nombre de jours écoulés entre la date d'ouverture et la date du paiement chaque somme payée par le banquier pour le compte du négociant ; il est clair que la quantité
PO, PQ + PHP O0 d d D d d
représentera l'intérêt que produirait pendant les N jours écoulés:
entre l'ouverture et la clôture une somme égale à la balance
2H. par exemple, est l'intérêt,
pendant N jours, des sommes versées par le négociant : on a donc EE OPRRBON EPS
sm Er "SM Ni
finale B, des capitaux : en effet,
et c’est le second membre de cette égalité que l’on calcule, en ayant préparé à l'avance, chaque jour de versement ou de paiement, la partie correspondante du nombre P' ou Q'; le jour de clôture, on n'aura qu’à calculer le nombre B,N.
366. Chèques. — Ce qui précède s'applique aux comptes de chéques. Un particulier qui, par exemple, ne veut pas garder de grosses sommes chez lui dépose son argent chez un banquier, qui lui remet un carnet de chèques, c’est-à-dire un livre à souche contenant une série de feuilles qui peuvent en être détachées et dont chacune porte une formule telle que : Payez à à ordre ou au porteur la somme de . Paris, le
Si le particulier veut effectuer un paiement, au lieu de le faire en
monnaie, il détache une feuille (un chèque) du livre à souche et écrit en toutes lettres la somme qu’il veut payer, ainsi que la date du « jour. Le chèque doit être présenté chez le banquier dans un délai très court (cinq jours pour une même ville, huit jours s’il doit être * payé dans une place autre que celle où il a été émis). Il peut d'ail: leurs être négocié, remis à un tiers en paiement. La somme quil porte ne doit pas être supérieure à la provision chez le banquier de celui qui l'a émis, c’est-à-dire à la balance des capitaux relative au moment où ilest émis. Les intérêts des comptes de chèques sont ” ;
habituellement très faibles : ce sont des nombres tels que = 1, SEE 14
367. Escompte. — Escompier une somme payable à terme, c'est-: 4 à-dire à une date déterminée, dans l’avenir, c’est fournir immédiatement cette somme, diminuée d'une certaine quantité, qui.est ce qu’on appelle l'escomple de cette somme. Cette opération s'effectue … principalement sur les effets de commerce. Un effet de commerce est un engagement écrit par lequel un négociant promet de payer à une personne déterminée ou à son ordre, à une date fixe, une certaine somme, pour marchandises reçues. Cette somme est la valeur nomi- 4 nale de l'effet; la date à laquelle doit se faire le paiement est. 3 l'échéance. L'intérêt que porterait cette somme entre une date déter-. Fe. minée et l'échéance est l’escomple commercial; la valeur nominale ‘0 diminuée de l’escompte commercial est la valeur escompiée ou la 4 valeur au comptant de l'effet, à la date considérée. Le possesseur de É. l'effet peut, s’il veut se procurer du numéraire, se présenter avant l'échéance chez un banquier qui fait l'escompte. Le banquier lui 4 remet, en échange de l'effet dont il devient possesseur, la valeur au comptant de cet effet le jour où on le lui présente; le jour de. l'échéance il touchera la valeur nominale ; la différence sera son. bénéfice. Au lieu de présenter l'effet de commerce au banquier, son possesseur peut d’ailleurs le donner en paiement à un autre négo- . ciant, qui le reçoit pour une somme égale à la valeur au comptant, le jour de la transaction. Ajoutons enfin que, outre l’escompte, le banquier peut percevoir une commission, évaluée à tant pour cent
ê 4 1 Û à de la valeur nominale, par exemple & de ous de la valeur nomi- - 1
nale, et encore un change de place, évalué de la même façon, si la valeur nominale de l'effet doit être payée dans une autre ville que celle où il réside. En dehors de ces frais accessoires, le calcul de ‘à l'escompte commercial étant un simple calcul d'intérêt, 1l n'y a pas
lieu de nous y arrêter davantage. ;
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368. L'usage d’après lequel on calcule l’escompte commercial n’est pas conforme à la notion que lon a de l'intérêt. Si A est la valeur nominale de l'effet payable dans n jours, le banquier paie au possesseur de l'effet la somme À ( —) , en désignant toujours par d le diviseur relatif au taux
de l'intérêt. Il devrait en réalité payer la somme B qui, placée au même taux pendant n jours, acquerrait la valeur A (n° 361, p. 393). Après n jours,
la valeur acquise par la somme B est B (: +) : on devrait donc avoir :
Here E Dour L’escompte, au lieu d’être A Le serait alors n AE Au ee _ Ar ARCS
l'escompte calculé par cette formule est ce qu’on appelle l’escompte en » dedans; il est plus faible que l’escompte commercial ; la règle usuelle est donc avantageuse au banquier : toutefois la différence est faible, si l'effet n'est pas à longue échéance ; il est en effet aisé de voir qu’elle est moindre
s 2 que a (©) , Cest-à-dire moindre que l’escompte commercial multiplié
par 2, nombre qui, habituellement, est petit. Si, par exemple, le taux de
_ lintérêt est 6 °/0; Si la valeur nominale est égale à 9000 francs, si enfin l'effet est à 90 jours, c'est-à-dire payable dans 90 jours, l’escompte commercial serait de 135 francs et l’escompte en dedans à peu près égal à 133 francs.
$ 3. — Intérêts composés.
369. Supposons qu'un négociant dépose une somme A chez un banquier, sans jamais y toucher, à cette condition qu’elle soit placée à intérêt, au taux r (par franc), et que l’on règle son compte chaque année, comme il a été expliqué au n° 364 (p. 394) : quel sera l'avoir du négociant au bout de n années?
Au bout d’un an, la valeur acquise par la somme A est la somme du capital À augmenté de l'intérêt Ar, c'est-à-dire A+ Ar = A (147),
- au premier règlement de compte, l'avoir du négociant sera A (1 hr}, _ ils’obtient en mulüpliant par 1 +7 la somme placée au commence-
ment de l'année: l’avoir du négociant à chaque règlement de compte de
s'obtient de même en multipliant par À + r lavoir tel qu'il était au précédent règlement de compte; il sera donc À (1 +7) (1 +7) ou A (1 + r}? au-bout du second règlement de compte, À ( +r) au bout du troisième, et A (1 + r)* au bout du nième règlement de compte, c’est-à-dire au bout de la nième année. La valeur acquise À’, Lans ces conditions, par la somme À, sera donc |
AA LR
Placer de l'argent dans ces conditions, c’est ce qu’on appelle pa: rer à intéréls composés.
Une somme est placée à intéréts composés lorsqu'elle estregardée comme placée à intérét simple pendant chaque année, ei qu'au bout de chaque année on lui ajoute les intéréls produils dans celte Sup-
position, lesquels porteront eux-mêmes intérêls pendant l’année :
suivante, comme le capital.
La formule A’ = A (1 + r}* suppose que n est un nombre
entier; dans le cas où n seraitun nombre fractionnaire, somme d’un
nombre entier »m et d’une fraction P plus petite que un, il serait
naturel, d’après les suppositions précédentes, de regarder lan
somme À comme placée à intérêts composés pendant m années, au bout desquelles elle aurait acquis une valeur égale à
A(l<+r)r, | et de regarder ensuite cette dernière somme comme placée à intérêt
simple pendant le temps à : elle rapporterait alors un intérêt égal à
A +r}" . , en sorte que la valeur acquise par la somme A, au |
bout du temps m + P, évalué en années et fraction d'année, serait.
AM rm+ A + =a (+ À)
En réalité, ce n’est pas par cette formule que le calcul se fait, mais |
bien par la formule A'= A (1 +r)"+ = , laquelle n’a pas actuelle- . ment de signification, mais qui en acquerra une plus tard. Elle donne M des résultats un peu plus faibles. Je me bornerai ici au cas où le
nombre n est entier.
371. Le calcul de A’ quand on connaît À, r, n, ou de À quand on
connait A’, r, n, est assez pénible. Le lecteur familier avec l'usage
des logarithmes voit tout de suite la commodité qu'ils permettent dans les calculs. L'Annuaire du Bureau des Longitudes (!), les années
dont le millésime est impair, contient des tables qui donnent les valeurs de (1 + r}r et de TI pour les taux 0,005; 0,01 ; 0,015; 0,02; 0,025; 0,03; 0,035; 0,04; 0,045; 0,05; 0,055; 0,06 et pour les valeurs de n qui s'étendent de 1 à 100. Dans ces limites, le calcul de l’une des quantités A, A’ connaissant l’autre se fait, en utilisant ces tables, par une simple multiplication : il est aisé de voir qu’on peut s’en servir pour des valeurs de n supérieures à 100.
Pour une valeur de n comprise entre 100 et 200, on calculera la valeur du capital au bout de la première période de 100 ans ; en partant de cette nouvelle valeur, on pourra calculer celle qu’on cherche en se servant des tables etc.
Il est aisé d’ailleurs de reconnaître que la formule dont je parle est inapplicable lorsque x devient très grand : on trouvera, par exemple, dans l'Annuaire qu'un capital placé à intérêts composés, à 4 p. 100, est, au bout de 100 ans, multiplié par un nombre un peu plus grand que 50 ; au bout d'une seconde période de 100 ans, il aurait été multiplié une seconde fois par un nombre plus grand que 00, …; au bout de 1000 ans il aurait été multiplié par un nombre plus grand que
ou que 90 millions de milliards.
$ 4 — Partages proportionnels, Règles de société, d'alliage, de mélange.
372. Partages proportionnels. — On donne d’une part un nombre E d'autre part p nombres @,, @:, .…, Gp, on se propose de trouvet p nombres b;,, b,, .. b» proportionnels aux nombres @,, &, … Œp et dont la somme soit B.
Les nombres des deux ensembles
O1, 02, :..; On, is Anse p
1. Je signale cette publication parce qu’elle est très répandue : c’est en quelque sorte l'almanach de tous ceux qui ont une culture scientifique ; mais ceux qui s'occupent de grandes opérations financières ont besoin de tables plus étendues ; on les trouvera par exemple dans la Théorie des Intérêts composés et des Annuités de Fédor Taowan, dans la Théorie mathématique des Opérations financières de M. Cnarcon (Gauthier-Villars, édit.), dans les Mouvelles Tables d'Intérêts composés de M. Viruoux (Hermann et fils, édit.).
doivent être proportionnels ; il en est de même pour les deux en sembles bi bis a D BIO De dE a AE À A, O2, 2, Ap, di + 2 + + + Gp.
Tous les termes sont connus dans le second; dans le premier, on.
ne connaît que le dernier terme, qui est égal à B. D' ailleurs le rapport d’un terme de la première suite au terme correspondant de la seconde doit toujours être le même; on doit donc avoir
b, B di Re HD bi.
Da B
ee I UD 2 ++... +Ap
et par suite di GO
Le Œi + da +... +- D £ pes Bap
Ed.
Il convient de remarquer que les résultats resteraient les mêmes si l'on substituait aux nombres &, G2, .…., Gp, proportionnellement
auxquels le partage doit s'effectuer, d'Aitres nombres d', d'a, …., d'p
qui leur fussent proportionnels. Cela en effet reviendrait à uote par un même nombre tous les nombres &, d, …, ap, et, par conséquent, à multiplier par un même nombre les deux termes de chacune des fractions qui fournissent les expressions de b,, b:, …, D. Réciproquement, si l’on prend pour les nombres b;, b:, …, b les
valeurs précédentes, ces nombres s’obtenant en multipliant @;, da,
…, &p par un même nombre, à savoir B SARL AU 2 Gi ++... Gp
sont proportionnels à &1, &,., &p; d'autre part, leur somme est
Ba; + Ba; +... + Ba, va B(&i + @s +... + 4») M di ++... + Ap di + a+... + Gp <
Le
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Ce sont donc bien les nombres cherchés.
Règle. — Pour partager un nombre en parties proportionnelles: à des nombres donnés, on multiplie par ces derniers nombres le
_ nombre que l’on veut partager, et l’on divise les produits par la
somme des nombres proportionnellement auxquels on veut faire. le partage.
Exemples. — Diviser 24 proportionnellement à 1, 2, 5 ; les résultats sont.
8 ee Pl SET
les nombres 3, 6, 15 sont proportionnels à 1, 2, 5; leur somme est 24. Diviser 32 proportionnellement à 2, 7, 8, 5: les résultats sont :
ces Fr Ph ie
373. Règles de société. — Ces règles ont pour but de déterminer le partage des bénéfices (ou des pertes) entre associés qui ont mis en commun des capitaux dans une affaire.
La règle de société est simple si les associés ont placé leurs Capitaux pendant le même temps. Alors on partage le bénéfice proporüonnellement à ces capitaux.
La règle de société est composée si les associés ont placé leurs capitaux pendant des temps différents. On partage alors le bénéfice proportionnellement aux produits obtenus en mulüpliant la mise de chaque associé par le temps pendant lequel il a coopéré à l'affaire.
La seconde règle contient, comme cas particulier, la première; il suffira de la justifier.
Supposons, par exemple, qu'il y ait trois associés dont les mises soient respectivement A;, A:, A;, et que ces capitaux aient été engagés dans l'affaire pendant des temps n;, #2, ns. Désignons enfin par B l'intérêt à partager. Nous supposerons que les nombres A,, A, A: M; Ma, 3 Soient entiers ; on réalisera cette condition en subdivisant s'il le faut l'unité de monnaie et celle de temps. Pour fixer le langage, nous Supposerons que la première soit le franc, la seconde le jour. Nous admettrons que chaque franc, pendant un jour, produit la même parcelle de bénéfice. |
Désignons cette parcelle de bénéfice par b ; A, francs engagés pendant un jour produiraient une part de bénéfice égale à A, b, la même somme engagée pendant n, jours produirait une part de bénéfice égale à A1n,b; de même, A,, A; francs placés pendant #, ns jours
produiraient des parts de bénéfice égales à A:n,b, Asn,b ; On voit que
les parts des associés sont proportionnelles à Am, A,m, Asns; © est ce qu'il fallait établir. Ce résultat est indépendant des unités choisies, soit pour la monnaie, soit pour le temps, car la modification de ces unités ne fait que multiplier les nombres An, A2,Mm, Asns par un. même nombre, c’est-à-dire ne fait que remplacer ces nombres par des nombres proportionnels. Les parts des associés seront respectivement BA;n:
Ain + A2 + Ass ; BA:
Alu + Ale + Ass ; BA3sn:
Au + A2 + Ass
Il pourrait se faire qu’un associé engageät à des époques successives plusieurs capitaux. On le remplacerait par autant d'associés fictifs qu'il a engagé de capitaux, et on lui attribuerait comme part la somme des parts qui reviendraient à chacun des associés fictiis.
374. Mélanges et alliages ; valeur moyenne; titre moyen. — On a des volumes de vins, As, A, …., A», de qualités différentes; les prix de l'unité de volume sont respectivement m1, M, …; np. On les mélange ensemble; quel sera le prix de l'unité de volume du mélange? |
Divers morceaux d’alliages contenant le même métal précieux ont des poids représentés par les nombres A, A, ..…., AY et des titres représentés parles nombres »,, nm, …,n?. On fond tous ces morceaux en un seul alliage; quel sera son titre ?
Les deux problèmes sont au fond identiques.
1° Rappelons que le prix d’un certain volume de vin s'obtient en multipliant le nombre qui exprime le volume de ce vin par le nombre qui exprime le prix de l'unité de volume. Inversement, le prix de l'unité de volume, pour-un vin dont un volume donné coûte un prix donné, s'obtient en divisantle second nombre, celui qui exprime le prix, par le premier, celui qui exprime le volume.
Les prix des volumes A;, A:, …, A7 seront donc respectivement Aulu, As, ce. App; le prix de ni le vin mélangé sera donc Ain LE Am + … + Apnr ; comme le volume du mélange est mesuré par le nombre A; + À: +... + A», le prix de l'unité de volume sera donné par le nombre
An, —+- An nr rar) Aplp .
N— Abu
Ge nombre N peut s'obtenir en divisant par la somme de leurs dénominateurs la somme des numérateurs des fractions
Au A Apñp TOITS
qui sont respectivement égales à n., Me, .…., Np; N est donc compris entre le plus petit et le plus grand des nombres »,, mn, …, np (n°188, p. 212).
2° De même, le poids d’un métal précieux, de fin, contenu dans un alliage s’obtient en multipliant le titre de cet alliage par le nombre qui mesure le poids du morceau d’alliage. Le poids de fin contenu dans les morceaux dont les poids sont respectivement mesurés par les nombres A, A,, .…., A, seront respectivement Ain, A:,N, ..…, Apñ?. Le poids de fin contenu dans l'alliage final sera mesuré par le nombre Ain; + Ain: + ….…. + An»; le poids du morceau de cet alliage sera A, + A; + ... AÀ,; son titre sera donc
3 N— vu Ame +. Ann.
cest, si l'on veut, le titre moyen. Ici encore, le titre moyen ne change pas si l'on remplace les nombres A,, A,, A» par des nombres qui leur soient proportionnels.
379. Dans le cas où l’on ne mélange que deux espèces de liquides, où l’on ne fond ensemble que deux morceaux d'’alliages différents, le prix par unité de volume du mélange, ou le titre de l'alliage
résultant, est donné par la formule
: Ne Ain + An A1 + A:
ou
(A; + A2) N= Ain + An,
en désignant toujours par A;, A; les nombres qui mesurent le volume des liquides que l’on mélange, ou le poids des morceaux d’alliages que l’on fond ensemble, et par n,, n,, les prix par unité de volume de ces liquides, ou les titres de ces alliages. N est le prix par unité de volume, ou le titre, du mélange, ou de l’alliage résultant. Cette formule conduit à quelques conclusions intéressantes, qui seront utilisées plus tard.
Si l'on a n, — m, il est clair que l’on a aussi N = n, = n., et ce résultat était évident a priori.
Si où a M <M, on a M<N<N; comme on vient de le voir. Il est alors aisé de tirer de la relation x #1
ANA N— An + A2, la formule N — ni À»
EA
No — N a A;
qui exprime que les différences entre le prix, par unité de volume, du mélange et le prix, par unité de volume, de chacun des liquides qui constituent ce mélange sont inversement proportionnelles aux. volumes de ces liquides : de même les différences entre le titre de l'alliage résultant et le titre de chacun des alliages composants sont inversement proportionnelles aux poids de ces derniers alliages.
376. La relation à laquelle on vient d'arriver peut recevoir une interprétation concrète, qui permet de l’établir a priori. Plaçonspous dans le cas des mélanges : supposons que les nombres A:, À: soient entiers, que l'unité de volume soit le litre et, pour rendre l'interprétation plus claire, imaginons que le mélange soit fait par, un marchand de vin qui a acheté A, litres de vin à m fr., A: litres de vin à m fr. et qui veut vendre le mélange au prix coûtant. Conti- … nuons de désigner par N le prix coûtant d’un litre du mélange : si le marchand vend tout le mélange à N fr. le litre, il gagnera par litre de !a première qualité une somme égale à N— m;, soit, en Lout, (N—n,)A,, et il perdra par litre de la seconde qualité une somme égale à n —N, soit, en tout, (n: — N)A: ; s'il veut que sa perte et son bénéfice se compensent, il faut donc que l’on ait
(N Er ru) Ai == (n2 — N)A2.
Cette remarque donne l'explication des règles dites de mélange ou d'alliage.
Dans ces problèmes, qui concernent le mélange de deux espèces … de liquides, ou le titre de l’alliage résultant de la fonte de deux alliages, on se donne habituellement le prix du mélange par unité de volume, ou le titre de l’alliage résultant ; on connaît d’ailleurs le prix par unité de volume, ou le titre des éléments composants. On peut se donner la quantité (volume ou poids) du mélange ou de l’alliage résultant, et chercher alors les quantités des éléments composants ; on pourra aussi donner l’une de ces dernières quantités et … chercher l’autre, ainsi que le volume du mélange ou le poids de l'alliage résultant. È
En d’autres termes, en conservant les mêmes notations, on connaît
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les nombres »,, %, N et le nombre A, +A,—B et l’on veut avoir A, et À,; ou bien encore on connaît "1, #%, N et l’un des nombres * A,, A, et on veut avoir l’autre et la somme des deux.
| Le premier problème revient à partager le nombre B en parties
inversement proportionnelles à N — 7, #2 —N, ou, ce qui revient au même, en parties directement proportionnelles à n—N, N — »,: ces parties seront :
B(n: —N) _ B(m—N) (NN) HIN— 7m) — N—M ?
B(N— n;) _ B(N—")) (Na—N)+N— m0) mm
Le second problème revient à calculer un terme d’une proportion dont on connaît trois termes.
Exemples. — 1° On a du vin à f. 0,50 le litre, du vin à f. 0,75 le litre : quelle quantité devra-t-on prendre de chacun pour avoir 200 litres de vin à f. 0,60 le litre ?
Prenons le centime pour unité de monnaie. On devra partager 200 en parties inversement proportionnelles aux deux nombres 60 — 50 — 10 et 75 — 60 — 15, ou en parties directement proportionnelles aux nombres 13 et 10 ; ces parties seront
200 x 15 200 % 10 M A ST UE
ainsi on devra prendre 120-litres de vin à f. 0,50 le litre et 80 litres de vin à f. 0,75.
2° On a 1000 grammes d'argent pur et un lingot d'argent au titre de 0,835. Quel poids devra-t-on fondre de ce lingot avec les 1000 grammes d'argent pur, pour avoir un alliage au titre de 0,900 ?
Le titre de l’argent pur doit être regardé comme égal à 1 ; les différences des titres sont respectivement 0,900 — 0,835 — 0,065 et 1 — 0,900 — 0,100; les poids d'alliages employés doivent être inversement proportionnels à ces nombres, ou aux nombres 65, 100 ; on doit donc avoir, en désignant par x le nombre qui mesure le poids du lingot d'argent à 0,835 qu’il faut prendre
d'où PA 100000 __ 20000 RCA DRE
I faut donc prendre environ g. 4538,5 du lingot à 0,835 et l’on aura un lingot à 0,900 pesant g. 2538,5.
Dans les problèmes de cette sorte, on dispose souvent les calculs comme
il suit : sur une ligne horizontale on place (en supposant qu'il s'agisse d’alliages) les nombres qui représentent les titres n,, n, des alliages donnés; puis entre ces deux nombres, un peu au-dessous, le titre N de l’alliage que l'on veut obtenir; sur une seconde ligne horizontale, les différences N—n,;n,— N, de façon que chacune soit sur le prolongement de la ligne oblique qui contient les deux nombres dont elle est la différence ; c'est Ce ce qu'on appelle faire les différences en croix : les poids des deux alliages que l’on emploie doivent être directement proportionnels à ces différences, en faisant correspondre chacune à l’alliage dont le titre est au-dessus d'elle. La disposition décrite est figurée ci-dessous :
£ A " N nm — N N—1,
Les poids n, —N, N—n, d'alliages aux titres n, et n, fournissent un alliage au titre N ; il en sera de même de poids proportionnels. De même
pour les mélanges.
Dans les deux exemples traités, on aurait les dispositions qui suivent :
Dans le premier cas, on a à partager 200 proportionnellement à 0,15 et 0,10, ce qui donne 120 et 80 ; dans le second, on a à déterminer x par la proportion :
Lio 00STQ0 1000 0,068 ?
& 5. — Rentes perpétuelles.
377. Emprunts. Rentes. — C'est l'impôt qui fournit à l'État les sommes nécessaires pour doter normalement les différents services ; des circonstances peuvent se produire où il a besoin de capitaux considérables que l'impôt ne peut lui fournir immédiatement ; alors, il emprunte. Il emprunte, en fait, sous différentes formes ; nous ne nous occuperons ici que de l’une de ces formes, l'émission de rentes perpétuelles.
En 1879, par exemple, l'État français a fait un emprunt de 3 milliards de francs. Cet emprunt a été fait en rentes 3°/, au cours de f. 84,50. Cela veut dire que, en échange de f. 84,50 donnés le jour de l'émission, l'État garantissait à celui qui lui apportait cette somme une rente de 3 francs par an. :
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Il garantissait de même à tous ceux dont il recevait les capitaux une rente proportionnelle à la somme versée, dans la proportion de 3 francs pour f. 84,50, de façon toutefois que la rente fût égale à un nombre entier de francs, au moins égal à 3.
La garantie de l’État est représentée par un titre de rente. Un titre de rente est un morceau de papier sur lequel est inscrit le montant de la rente annuelle que le possesseur de ce titre peut toucher dans les caisses de l'État. Il porte l'indication du type de la rente, 3°, dans l'exemple choisi, et diverses autres indications, en particulier un numéro d'ordre qui permet de le distinguer des autres titres analogues. La valeur nominale d'un titre de rente de 3 francs, du type 3 0/, est 100 francs, c’est-à-dire que l'État se réserve le droit de cesser le paiement des 3 francs de rente, sous la condition de rembourser 100 francs au possesseur du titre de 3 francs de rente.
La valeur nominale d’un titre de rente de a francs, du même type,
; 100 a sera de même er Tea
378. Les titres de rente sont d’ailleurs de diverses espèces : ils sont nominatifs, au porleur ou mixtes. Dans le premier cas, ils portent le nom du possesseur, qui touche sa rente dans lés caisses de l’État en montrant son titre; les titres au porteur sont regardés comme appartenant à celui qui les détient ; ils contiennent des coupons, dont chacun porte une date ; à partir de cette date, le porteur du titre peut détacher le coupon et toucher le prix inscrit sur le coupon. Les ütres mixtes portent le nom du possesseur et contiennent des coupons pareils à ceux des titres au porteur. Il y a, dans les titres au porteur et dans les titres mixtes, quatre coupons par an, qui correspondent aux quatre trimestres de l’année. Les titres nominatifs ou mixtes offrent au possesseur une grande sécurité : les titres au porteur sont facilement échangeables.
Il y a en France actuellement trois types de rentes perpétuelles : l’ancien 3 °/, qui provient tant des conversions (!) succes-
1. Une conversion est une opération dans laquelle l'Etat profite du droit qu'il a de rembourser un . “ilre en payant sa valeur nominale. Le remboursement pur et simple serait, le plus souvent, impossible en raison de l’énormité des capitaux à rembourser ; l'Etat offre alors aux renliers, possesseurs de ces titres de rente qu'il veut convertir, le choix entre deux alternatives, dont la seconde soit certainement avantageuse aux rentiers, afin qu'on puisse compter qu'ils la choisiront : ou être remboursés, ou recevoir, à la place du titre qu'ils possèdent, un titre rapportant moins et, quelquefois, en outre, une certaine somme dite bonification. Le rentier choisira la seconde alternative si, au moment de la conversion, avec la somme qu'on lui rembourserait, diminuée de la bonification, s’il y en a une, il ne peut se procurer des litres de rente aussi avantageux, tant pour l'intérêt que pour la sécurité, que ceux que l'Etat lui offre. L opération est avantageuse pour l'Etat si l'intérêt qu'il a à payer pour les nouveaux titres, augmenté, s’il ya lieu, de L intérêt des sommes qui ont servi de bonification, est moindre que l'intérêt qu'il aurait dû continuer de payer pour los
anciens titres.
sives des autres types de rente (© ‘h; 4,50 5 8,50 °j) que de l’emprunt de 1872; les emprunts de guerre, émis à 5 °/ et à 4 ve
Les coupons de rente se paient quatre fois par an.
379. Les titres de rente sont l’objet d’une spéculation continuelle. La Bourse est le marché où ils se vendent; leur prix varie chaque Jour, selon l'offre et la demande, c’est-à-dire qu'il faut donner, suivant les jours, des sommes différentes pour avoir 3 francs de rente. Ces prix sont publiés dans la Cote oficielle de la Bourse, reproduite par la plupart des journaux. Ces indications de prix sont suivies de la date à laquelle a été payé le dernier Coupon : ainsi, la mention «jouissance 1* juillet » veut dire que le coupon du 1° juillet de l’année courante a été détaché. a
Par exemple, le 13 décembre 1919, le 3 °/ était coté f. 60,50, c'est-à-dire qu'il fallait, en dehors de quelques frais accessoires dont je parlerai plus tard, payer f. 60,50 pour avoir 3 francs de rente. Le taux pour un franc de l'intérêt de ce placement élait donc (!) | ne
et — 0,0495867..
Si cest le cours de la rente 3 °},, si À est le capital avec lequel on
veut acheter de la rente et 4 la rente annuelle que produira ce capi-
3 À ; tal, on a en général q = et cette relation permet de calculer
l’un des trois nombres a, À, c quand l’on connaît les deux autres. La solution des problèmes relatifs à la négociation (vente ou achat) des ütres de rente 3°/, dépendrait uniquement de la relation
1. Pour calculer le quotient d'une division par un nombre très voisin de 100, soit en moins, soit à plus, il est commode de se servir de l’une ou de l'autre des égalités
1 1 _. # an an +1 A0 7 fo0 À “ago D Gage eo ; 100 — & £00 ‘. 100 100 1007 + 1007 + 1 (100 — &) Â 1 1 & a? QUE UE RAP MANS ut Le do one ee Ch ee DE EE Eu Pre ur AU 100 + & 100 100 100 1002 +1 10072 +1 (100 «)
que je laisse au lecteur le soin de démontrer (V. Ex. 188, p. 228). ù % Les termes successifs des seconds membres décroissent rapidement et se calculent sans peine, En ne conservant respectivement que les termes
100 10 1002 ME 1008 * 100 1u0? se 1003 ?
-on commeltra des erreurs qui seront respectivement moindres que
STE
moindres par conséquent que , Si « est plus petit que 2.
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ac = 3A, si d'une part, le nombre a ne devait pas être entier (t); si, d'autre part, le négociateur n'avait pas à acquitter des frais accessoires sur lesquels je me bornerai à quelques indications.
La négociation des rentes se fait par le ministère des agenis de change. L'agent de change qui fait une opération pour le compte d'un client prélève, comme commission, un droit de courtage; ce droit est de 0,15 °/, du montant de la négociation, avec un minimum de 0,50 pour les opérations au comptant; il est de 0,04 par 3 francs de rente 3 °/, ou par 3,50 de rente 31/2 °/,, et de 0,05 par 4 francs de rente 4°/, ou par 4,50 de rente 4 1/2 °/, ou par 5 francs de rente 5°}, pour les opérations à terme; enfin, pour les négociations effectuées en vertu de pièces contentieuses ou d’actes notariés, à l’exception de-procurations générales, il est de 0,40 °/, du montant de la négociation, avec un minimum de courtage de 2 francs; l'Etat prélève, depuis la loi du 28 avril 1893, modifiée à diverses reprises et en dernier lieu par la loi du 15 juillet 1914, sur toute opération d'achat ou de vente au comptant ou à terme, un droit de timbre de 0,0195 °/,, ou fraction de mille francs du montant de la négociation.
389. Il existe un autre type de rente sur l'Etat, la rente amortssable, qui comporte deux catégories, le 3°/, etle 3,50 °/,; il diffère de la rente perpétuelle en ce que, chaque année, un certain nombre de titres sont remboursés d’après leur valeur nominale. En outre, les titres correspondent tous, pour le 3 °/,, à 15 francs de rente ou à des multiples de 15 francs, et pour le 31/2°/, à T francs de rente ou à des nr de 7 francs. Pour le reste, les calculs d'échange relatifs au
30}, sont les mêmes pour les rentes amortissables que pour les rentes perpétuelles. Tant que les cours restent au-dessous du pair, l'amortissable est plus cher que le perpétuel, en raison de l’avanlage que procure au premier le taux de remboursement à 100 francs ; c’est ainsi que le 13 décembre 1919 le 3 °/, amortissable cotait 70,U alors que le 3 °/, perpétuel ne cotait que 60,50. Si, au contraire, les cours dépassent le pair, l’amortissable cote au-dessous du perpétuel, parce que, alors, la chance de remboursement est devenue désavantageuse. Ainsi, le 1° août 1894, le 3 °/, perpétuel valait f. 103,20 et le 3 °/, amortissable f. 101,70.
381. Enfin les rentes sur l'Etat ne sont pas les seules qui st
4. On a dit plus haut qu'on ne pouvait acheter qu'un nombre entier de francs de rente; e fait, il n'y a pas de titre de rente de moins de 3 francs; mais l'existence des titres de 4, B. 6, 74 francs, que l’on peut réunir ensemble, permet de raisonner comme s'il y avait des titres de rente de 4 franc, pourvu qu'on ne prétende point acheter 1 ou 2 francs de rene.
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négocient à la Bourse et qui donnent lieu à des calculs analogues. Les compagnies et sociétés financières se constituent au moyen
d’un capital social fourni par les membres desdites compagnies ou
sociétés, membres qui prennent le nom d'actionnaires. Ces membres reçoivent des actions qui représentent leur part dans le capital social. Chaque action a une valeur nominale : elle est libérée si le capital égal à la valeur nominale a été versé; elle est libérée de la
moilié, du quart, etc., si la moitié, le quart, etc., de la valeur nomi-
nale a été versé. Celui qui la possède, l'actionnaire, a droit à un dividende annuel, variable suivant les bénéfices réalisés.
Les actions des grandes sociétés financières et industrielles se négocient à la Bourse comme les fonds d'État : elles sont cotées suivant les bénéfices présumés. La cote de la Bourse fait d’ailleurs mention de la valeur nominale, de la somme effectivement versée sur cette valeur nominale et du montant du dernier dividende.
Les obligalions sont des titres qui représentent les emprunts
contractés par les sociétés, elles sont ainsi l'analogue des fonds
d'État et plus particulièrement de la rente amortissable. L'obligation donne droit à un revenu fixe et à un prix de remboursement déterminé : par exemple, les obligations de chemins de fer du type 000 francs 3 °/, sont des titres remboursables à 500 francs, par voie de tirage au sort, et rapportant, jusqu'à l'époque du remboursement, un intérêt annuel de 15 francs, payable par semestre. Chaque obligation porte un numéro d'ordre ; chaque année, un certain
nombre d'obligations déterminé par un tableau d'amortissement fixé
au moment de l'émission doivent être remboursées. Certaines obli-
gations comportent en outre des lots, c’est-à-dire que, chaque
année, un certain nombre, parmi celles qui doivent être remboursées, le sont à un prix beaucoup plus élevé que leur valeur nominale. Le nombre et la quotité des lots, pour chaque année, sont fixés au moment de l'émission. Les obligations se négocient aussi à la Bourse.
Les titres autres que les rentes de l'Etat français supportent divers impôts qui diminuent notablement leur revenu : nee Sociétés françaises et celles des sociétés étrangères qui ont contracté un abonnement. — Droit de timbre de 9 centimes 0/5 Dar an du capital nominal du titre; droit .de transmission de 90 centimes par an sur la base du cours moyen de l’année précédente pour les titres au porteur et de 90 centimes ©, pour les valeurs nominatives, ainsi que pour la conversion du nominatif au porteur; impôt sur le
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revenu, de 5 °/, sur le revenu, ‘ainsi que sur les primes de remboursement, et de 10 °/, sur les lots.
Fonds d'Etats étrangers. — Droit de timbre de 2 °/, de la valeur nominale de chaque titre et impôt de 6 °/, sur le revenu.
Sociétés étrangères non abonnées. — Droit de timbre de 1 o/, et taxe de 6 °/, sur le revenu.
Exercices (‘).
267. Le Gouvernement français a contracté en 1871 et 1872 des emprunts s’éle vant au capital nominal de 6800000000 (nombre rond). Quel aurait été le total des intérêts payés pendant onze ans si tous les emprunts avaient été du type 3/0?
268. Un négociant a déposé chez son banquier une somme de 3640 francs qui
doit porter intérêt d’après le taux de 2 = °J par an. Quels sontles intérêts après
7 mois +?
269. Un négociant achète des marchandises pour la somme de f. 573896,25. Il doit payer en outre une commission de ‘; les frais de transport augmentent
ces premiers déboursés de 8 c}. Il se propose de vendre les marchandises avec un bénéfice net de 15 c/.. Quel doit être le prix de vente ?
210. Une minoterie reçoit une commande de 20000 quintaux de farine : combien coûtera la provision de froment nécessaire pour l'exécution de cette commande, si 312 hectolitres de froment donnent 157 quintaux de farine et si le froment coûte 28 francs les 100 kilogrammes, l’hectolitre pesant 75 kilogrammes ?
11. Au bout de combien de jours un capital placé à 4 0j, a-t-il rapporté en intérêts le soixantième de sa valeur ?
272. Un capital placé à intérêts simples depuis 48 jours a rapporté —. de sa propre valeur. Quel est le taux ?
273. Un capitaliste place sa fortune à4°/, ; deux ans après, il retire _ du capital et laisse le reste porter intérêt pendant 7 mois ; après ce temps il retire encore + du capital qui restait alors placé et laisse le capital ainsi diminué
pendant 13 mois. Le total des intérêts simples s’est élevé depuis l'origine au placement à 24375 francs. Quel était le capital primitif?
274. Déterminer l'échéance moyenne de 12 effets de commerce dont les valeurs nominales sont 1000, 2000, 3000, .…, 12000 et dont les échéances se succèdent de 45 jours en 15 jours, le premier étant payable le 8 février 1894. Calculer la valeur escomptée des 12 effets à la date du 19 janvier 1894, d'après le taux de 6 °), par an. ;
Le problème consiste à remplacer les 12 effets par un seul dont la valeur nominale soit la somme des valeurs nominales des 12 effets et qui ait même valeur au comptant. L'échéance qu'il faudra prendre pour ce billet est dite échéance moyenne.
215. Quatre négociants se sont associés pour l’exploitation d'un brevet. Le premier, qui est propriélaire du brevet, en a cédé la jouissance pour 5 ans, à
1. Les exercices de ce chapitre ont été, sauf les trois derniers, extraits du Traité d'Arithméti. que commerciale de M. BrAsiLiER.
la condition d’avoir 30 | dans les bénéfices. Le deuxième a mis 36000 francs. et a, de plus, rempli les fonctions de gérant, moyennant une part de 4 | dans les bénéfices ; le troisième a mis 30000 francs; le quatrième a versé à la société
15000 francs au commencement de chaque année. A la fin de la cinquième.
année, le capital net à l’actif de la société est 328000 francs. On en demande la répartition entre les quatre associés.
216. On veut frapper à la Monnaie des pièces d’or de 20 fr. Quels poids faut ke
il prendre sur deux lingots aux titres de 0,916 et 0,875 pour faire 1866 pièces? 277. Un épicier a trois sortes de cafés, dont les prix sont de f. 5; 5,50 : 4,50 ; 3,70
le kilogramme. Il mélange 20 kilogrammes de la première qualité avec. 43 kilogrammes de la seconde. Quel poids doit-il prendre de la troisième qua-
lité pour former un mélange au prix moyen de f. 4 le kilogramme ?
278. On sait que l’on peut faire la longueur du mètre en plaçant en ligne, les unes à la suite des autres, 40 pièces d'or de 100 fr. et de 10 fr., dont les diamètres sont respectivement de 35 millimètres et de 19 millimètres. Combien faut-il prendre de pièces de chaque espèce ?
279. Combien faut-il mettre d’eau dans 224 litres de vin à f. 1,20 pour abaisser
le prix du litre à f. 0,70?
280. Quel poids de cuivre faut-il retirer d’un lingot d'argent, pesant 12 kilo-.
grammes, au titre de 0,900, pour élever le titre à 0,925 ? 281. Le problème de la Représentation proportionnelle, considérée au point de vue arithmétique, revient au problème suivant: partager un nombre naturel n#
en p nombres entiers æ,, 2,. ..., æp Qui Soient proportionnels à des nombres
donnés AÀ,, À,, ..., Ap. Il est clair que ce problème n’est susceptible que de solutions approchées ; l’une de ces solutions, connue sous le nom de son inven-
teur (méthode d'Hondt), est appliquée en Belgique dans les élections: les nom-
bres x,, x,, ..., x, qu'elle fournit, dont la somme est égale à n, satisfont, quels | que soient les indices «, 6 pris dans la suite 1, 2, ..., p, aux inégalités La £ Â& La +1 8 + 1 A8 x8 au lieu de satisfaire aux égalités Lo À À da Por on range par ordre de grandeur décroissante les nombres du tableau " À, À, À, MARS RE As À Às As
et l'on conserve seulement les n plus grands de ces nombres: x,, æ,, ..., 2» expriment respectivement combien on a conservé de nombres de la première, de la seconde, ..., de la piène ligne du tableau précédent.
282. Annuilés. — On place à intérêts composés, au taux r, une somme @, puis !
un an après, la même somme a, puis un an après, encore la même somme a, etc. Quelle sera la valeur acquise C, par l'ensemble de toutes ces sommes, le jour au nième versement, n — À années après ie premier ?
Ce jour-là, la dernière somme placée le jour même vaut a; en ajoutant les valeurs acquises par les autres sommes; on trouve (Ex. 188) :
C=ataltirn tal Ent. baol-hrn-i=o pbs
rT
pr LÉ APR à
Rat 2-0
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On a ainsi constitué au moyen de n annuilés égales à a un capital C. Inversement, au lieu de payer C au bout de nr ne années, On peut payer aujourd'hui, r On doit un capital dont la valeur actuelle est A, on veut s'acquitter au moyen de n annuités égales, en commençant aujourd'hui même, quelle sera la valeur de chaque annuité a?
et d'année en année, l’annuité a —
Pope _ Ar ({+r)n-1 Rép. a — RE REY EU
On trouvera dans l'Annuaire du Bureau des Longitudes des tables qui donnent les valeurs de —- et de son inverse.
On a:
na <C<na (1 +r)r-1.
283. Calculer approximativement la valeur acquise par 1 fr. au bout de 240 ans, dé 2400 ans, en supposant ce franc placé à intérêts composés, au taux de 3 °, et en admettant dans ces limites que la formule À = a (1 +r)r soit légitime.
On trouve par un calcul direct ou dans les tables de l'Annuaire du Bureau des Longitudes : (1 + 0,03)* = 2,032... Ainsi au bout de 24 ans, la valeur du capital est plus que doublée ; admettons qu'elle soit simplement doublée : au bout de 240 ans la valeur du capital sera multipliée par 2° — 1024, c’est-à-dire par un nombre plus grand que 1000 ; admettons qu'elle soit multipliée par 1000 . seulement : au bout de 2400 ans, elle sera multipliée par 1000 —10%,
CHAPITRE XII
$ 1. — Définition des nombres irrationnels.
382. Les fractions ont été introduites, dans le chapitre vi, afin d’expri-
mer la mesure d’une grandeur ou, si l’on veut, le rapport de deux gran-…
deurs. Mais, pour parler d'un tel rapport, il a été nécessaire de supposer que les deux grandeurs étaient commensurables entre elles : or la géométrie met bien vite en évidence l'existence de longueurs incommensurables entre
elles. Si la notion de nombre, telle qu'elle a été constituée jusqu'ici, au
moyen des nombres entiers et fractionnaires, est suffisante au point de vue pratique, elle ne permet pas, au point de vue logique, de réaliser entière-
ment cette mesure des grandeurs, pour laquelle on peut presque dire qu’elle
a été construite. Afin d'atteindre ce but, et de répondre à d’autres questions qui se posent nécessairement, il est indispensable d'introduire de nouveaux nombres.
Cette introduction ne va pas sans difficulté, quelque marche que l’on adopte ; tandis qu’on s’est élevé de la notion de nombre, entier à celle de fraction, en considérant simplement deux nombres entiers, rangés dans un certain ordre, au lieu d’un seul, il sera nécessaire, pour définir les nouveaux nombres, de considérer une infinité de nombres entiers ou fractionnaires, c’est-à-dire, en dernière analyse, une infinité de nombres entiers.
383. Il me sera commode, dans le présent chapitre, de ne pas me borner aux nombres absolus, mais de considérer tout de suite les nombres relatifs :
je confondrai, comme je l'ai expliqué plus haut, les nombres absolus et les
nombres positifs. Le lecteur devra donc avoir présentes à l'esprit la signi-
fication des mots « plus grand, plus petit » et les définitions des opérations fondamentales lorsqu'il s’agit de nombres relatifs.
On désigne sous le nom de nombre ralionnel le nombre 0 et chaque nombre, positif ou négatif, dont la valeur absolue est, soit un des nombres naturels 1, 2, 3, …., soit une fraction dont les termes sont des nombres naturels. Il était jusqu'ici inutile de dénommer ces nombres, puisqu'on n'en
considérait pas d'autres. Les nouveaux nombres qu’on introduira seront dits irrationnels (1).
Je commencerai par énoncer quelques propriétés à peu près évidentes relatives aux nombres rationnels.
384. Soit e un nombre rationnel positif quelconque. Il y a des nombres rationnels, positifs ou négatifs, Plus petits que € en valeur absolue (n° 162, p- 182).
Etant donné un nombre rationnel quelconque a, il existe des nombres rationnels plus petits et plus grands que a et dont la différence avec a est moindre que €, en valeur absolue : on les obtient en retranchant de a ou en ajoutant à a des nombres rationnels positifs moindres que €, en valeur absolue.
Il y a des nombres rationnels qui comprennent a et dont la différence est moindre que &.
Étant donnés deux nombres rationnels a, b, tel que a soit plus petit que b, il y a des nombres rationnels compris entre a et b; on les obtient en ajoutant à a des nombres rationnels positifs moindres que b — a.
385. Faisons ici une remarque qui n’a pas trouvé sa place ailleurs : si désigne un nombre positif rationnel quelconque, la notion de valeur approchée à a près, par défaut ou par excès, s’étend immédiatement aux nombres relatifs. Les valeurs approchées à « près, par défaut et par excès, du nombre rationnel a, qui peut maintenant être positif ou négatif, sont toujours définies par les inégalités
(1) na a L(n+1) «,
où n est un nombre entier positif, nul ou négatif. On peut encore présenter les choses ainsi : considérons la progression arithmétique indéfinie dans les deux sens
1 34; 20, — dj 0, «, 2x, 34,
formée par les multiples (négatifs et positifs) de « : si a coïncide avec un des termes de cette progression, ce terme est la valeur approchée de a, à a près, par défaut ; le terme suivant (à droite) est la valeur approchée de a
1. On dit assez habituellement incommensurables, au lieu de irrationnels. Il serait bon de réserver l’épithète « incommensurable » aux grandeurs.
Les mathématiciens de l'École de Pythagore et, peut-être, leur maître lui-même ont mis hors de doute l'existence de grandeurs incommensurables : tels sont le côté et la diagonale d’un carré. On trouve dans les Eléments d'Euclide une théorie du rapport des grandeurs incommensurables et * diverses spéculations sur les nombres irrationnels. Parmi les travaux des contemporains relatifs à l'introduction des nombres irrationnels, je citerai une note de M. Méray (Remarques sur la nature des quantités définies par la condition de servir de limite à des variables données, Revue des Sociétés savantes, Sciences mathématiques, t. IV, p. 286, 1869), une brochure de M. Dedekind intitulée Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872), un mémoire de Heine, dans le Journal de Crelle (1872), intitulé Die Elemente der Functionenlehre. Heine, pour ce qui est du point de départ, s'est rencontré avec M. Méray ; ce dernier a repris la question dans ses Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale (Paris, Gauthier-Villars, édit., 1894) ; son exposition est irréprochable au point de vue logique. J'ai toutefois adopté ici l’idée fondamentale de M, Dedekind, qui me parai éclairer profondément la nature du nombre irrationnel.
décimaux entre a et b : telle sera la valeur approchée de a par excès à Li
386. Ceci s'applique au cas où « est de la forme _—. ; je conserverai la déno-
mination de nombre décimal, dans le cas où il s’agit d’un nombre négatif
dont la valeur absolue est un nombre décimal. IL est assez commode, quand il s'agit d'un nombre décimal négatif, de l'écrire de façon que la mantisse soit positive, la partie entière étant négative, ce qui s’indique en plaçant le
signe — au-dessus du chiffre des unités ; ainsi pour réprésenter le nombre. négatif — 32,4761 (dont la valeur absolue est 32,4761), en observant que
l’on a — 32,4761 = — 33 +1 — 0,4761 = — 39 + 0,5239,
on écrira 32,5239, étant entendu que ce symbole désigne la somme des deux | nombres — 32 et 0,5239. Au reste, c'est une façon d'écrire à laquelle le lec-
teur est sans doute déjà accoutumé par l'usage des tables de logarithmes. En écrivant de cette façon, les deux suites
fournissent les valeurs approchées du nombre considéré à 1; 0,1; 0,01;
0,001 ; 0,0001 près, par défaut pour la première, par excès pour la seconde:
‘en effet les inégalités | 32,5239 2 a < 32,5240
-entraînent évidemment
32,523 Sa < 32,524, etc, ; Si l’on considère, comme dans le n° 384 (p. #17) des nombres rationnels a, b
tels que a soit plus petit que b, on voitqu'ilexiste certainement des nombres
40P 2 1° \ 1 2 y» 4° près, si l’on suppose ton moindre que le nombre positif & — a. 387. Un nombré rationnel quelconque A permet de partager l'ensemble des nombres rationnels en trois catégories : 4° l’ensemble des nombres
rationnels plus petits que A ; 2 l’ensemble des nombres rationnels plus grands que A; 3° le nombre rationnel A lui-même.
Si, par exemple, À est égal à 0, la première catégorie est formée des
nombres rationnels négatifs, la seconde des nombres rationnels positifs. Dans tous les cas, un nombre rationnel quelconque appartient à l’une ou l’autre de ces trois catégories. | Il convient de faire les remarques suivantes : I. Chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaqua nombre de la seconde catégorie.
à « près, par excès. Si a tombe entre deux termes consécutifs de cette suite ” le plus petit terme (le terme de gauche) est la valeur approchée de-a à « près par défaut, le plus grand terme (terme de droite) est la valeur approchée de a à « près par excès. ;
IL. Dans la première catégorie, il n’y a pas de nombre qui soit plus grand que tous les autres nombres de la même catégorie, puisque, entre un nombre rationnel a < A et À, il y a des nombres rationnels. De même, dans la seconde catégorie, il n’y a pas de nombre qui soit plus petit que tous les autres, pour la même raison.
Si l’on se donne un nombre rationnel positif e, aussi petit qu’on voudra, il y à des nombres appartenant, l’un à la première catégorie, l’autre à la
seconde, et dont la différence est moindre que e (n° 384, p. 481). | 388. Certains problèmes conduisent à une séparation des nombres rationnels en deux catégories, qui jouissent de propriétés très analogues.
On sait, par exemple, qu’il est impossible de trouver un nombre rationnel dont le carré soit égal à 3. Le carré de tout nombre rationnel est plus petit que 3 ou plus grand que 3. Rangeons dans une première catégorie les nombres rationnels positifs dont le carré est inférieur à 3, et complétons cette première catégorie en y plaçant aussi 0 et les nombres négatifs. Rangeons dans une seconde catégorie tous les nombres rationnels positifs dont le carré est supérieur à 3. Chaque nombre rationnel appartient à l’une ou à l’autre de ces deux catégories.
L. I y a des nombres dans l’une et l’autre catégorie et chaque nombre de . la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde : la seconde catégorie, en effet, ne contient que des nombres positifs dont le carré est plus grand que 3 ; un tel nombre est plus grand que n'importe quel nombre négatif, que 0, et que n'importe quel nombre positif dont le carré
st plus petit que 3.
Il. Dans la première catégorie, il n’y a pas de nombre qui soit plus grand que tous les autres nombres de cette catégorie; il suffit évidemment de démontrer qu'il n’y a pas, dans la première catégorie, de nombre positif plus grand que tous les nombres positifs de cette catégorie. Si a est un nombre positif rationnel tel que a? soit inférieur à 3, il existe des nombres rationnels positifs dont le carré est aussi inférieur à 3 et diffère de 3 d’une quantité moindre que 3 —a?; un tel nombre a! est certainement plus grand que a ; car l'inégalité 3 — a? < 3 — 4? entraine l'inégalité a? > a?, et, par . suite, a! >> a. On voit de même que, dans la seconde catégorie, il n’existe pas de nombre plus petit que tous les autres, parce qu’il y a des nombres rationnels positifs dont le carré est plus grand que 3 et diffère de 3 d’aussi * peu qu'on le veut. À
Enfin, si on se donne un nombre rationnel positif e, aussi petit qu’on le veut, il existe des nombres appartenant, l’un à la seconde catégorie, l’autre à la première, et qui ont entre eux une différence moindre que e. Il suffit,
pour trouver de tels nombres, de fixer un ordre d’approximation —. tel que
l'on ait _ < e et de thercher les valeurs approchées dé la racine carrée
de 3, par excès et par défaut, à près.
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On retrouve donc, pour les deux catégories de nombres rationnels considérées, les mêmes propriétés qui ont été énumérées dans le n° 387 : la seule différence est qu'il n’y a ici que deux catégories, au lieu de trois. Les deux talégories formées l’une des nombres négatifs, de 0 et des nombres rationnels positifs dont le carré est plus petit que 3, l’autre des nombres ration üels positifs dont le carré est plus grand que 3, embrassent tous les nombres rationnels. °
389. Définition des nombres irrationnels. — On dira qu'on a défini un nombre irrationnel toutes les fois qu'on aura défini un moyen de partager " tous les nombres rationnels en deux catégories jouissant des propriétés suis vantes : | - ;
[Il y a des nombres dans chaque catégorie ; chaque nombre de la pre mière catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde. &
IT. Dans la première catégorie, il n’y a pas de nombre plus grand que" tous les autres nombres de la même catégorie; dans la seconde catégorie, a il n’y a pas de nombre plus petit que tous les autres. [FRS
C'est la loi même de cette séparation qui définit le nombre irrationnel: en représentant par un symbole, une lettre A, par exemple, un tel nombre, … | ce symbole, cette lettre ne signifient rien autre chose jusqu’à présent que la loi de cette séparation. ES
390. Par définition, le nombre irrationnel ainsi défini est dit plus grand que tous les nombres (rationnels) de la première catégorie, qui sont dits plus petits que lui, et plus petit que tous les nombres (rationnels) de la seconde catégorie, qui sont dits plus grands que lui. On dit encore que le nombre irrationnel est compris entre un nombre quelconque de la première 1e catégorie et un nombre quelconque de la seconde.
Ainsi, si l’on a défini un nombre irrationnel A et si a, a! désignent des nombres rationnels appartenant, l’un à la première catégorie, l’autre àla seconde, on écrira
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Ces inégalités n’ont pas d'autre sens que celui-ci : 4 appartient à la pre. mière catégorie, 4 appartient à la seconde. D'après la condition II, elles. entrainent a < a’, et l’on peut par conséquent les écrire
a << Aa a",
Il y a, dans la première catégorie, des nombres (rationnels) plus grands que a, cela revient à dire qu’il y a des nombres rationnels plus grands que a et plus petits que A ; on dit qu'ils sont compris entre a et À : de même il y a des nombres rationnels plus grands que À et plus petits que a!; on dit qu'ils sont compris entre A et a'.
I est clair que si a, est un nombre rationnel plus petit que à, il appartiendra comme a à la première catégorie ; il ne péut en effet appartenir à la seconde, puisque tout nombre de cette seconde catégorie est plus grand que 4, d'après la condition I; en d’autres termes, si a, a, sont des nombres
rationnels et si l'on a a, < a, a < À, on a aussi a, < A. De même, si 4’, a’, sont des nombres rationnels, si a’ appartient à la seconde catégorie et si a, est plus grand que a’, a’, appartiendra aussi à la seconde catégorie; en d'autres termes, si l’on a a’, > a’, a" > A, on a aussi a’, > À. Il sera donc permis de condenser ces inégalités et d'écrire
RO NE GC a:
Par exemple, la séparation de tous les nombres ‘'rationnels en deux caté. gories comprenant, la première tous les nombres rationnels positifs dont le carré est plus petit que 3, la seconde tous les nombres rationnels positifs dont le carré est plus grand que 3, définit un nombre irrationnel que l’on appelle racine carrée de 3 et que l’on représente par le symbole ÿ3; les inégalités
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ne veulent pas dire autre chose que ceci : les nombres rationnels positifs 1
et 4,7 appartiennent à la première catégorie, c’est-à-dire que leur carré est plus petit que 3 ; 2 appartient à la seconde catégorie, c’est-à-dire que son carré est plus grand que 3.
Il existe des nombres rationnels compris entre 1,7 et V3: tel est, par exemple, le nombre 1,71, dont le carré est moindre que 3. Il existe des nombres rationnels compris entre V3 et 2; tel est 4,8 dont le carré est supérieur à 3, et l’on peut écrire
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Les mots plus petit, plus grand ou les signes <, >, quand ils se rapportent à un nombre rationnel d’une part, à un nombre irrationnel de l’autre, remplacent les mots première catégorie, seconde catégorie ; ils ont l'avantage d’éveiller dans l’esprit des analogies, mais il ne faut pas leur chercher un autre sens que celui qu'on vient de dire.
Le nombre irrationnel A est dit positif ou négatif suivant qu’il doit être regardé comme plus grand que 0, ou comme plus petit que 0, c’est-à-dire suivant que le nombre rationnel O0 appartient à la première ou à la seconde catégorie.
La notion de nombre irrationnel ainsi présentée est très différente de la notion de nombre entier, ou de celle’ de fraction : il ne sera donc permis de parler des opérations à faire sur ces nombres qu'après avoir repris toutes les définitions relatives à ces opérations. Ces définitions ne pourront portef que sur la loi de séparation en catégories qui définit chaque nombre irrationnel.
Avant de les aborder, je ferai quelques observations.
391. Notion de coupure. — Si l'on partage l’ensemble des nombres rationnels en deux catégories qui vérifient la condition I du n° 389 (p. 420) c’est-àdire telles que tous les nombres de la première catégorie soient plus petits que tous les nombres de la seconde catégorie, on effectue ce que l’on appelle
une coupure dans l’ensemble des nombres rationnels ; il arrivera alors de deux choses l’une : ‘4
Ou bien les conditions IT seront vérifiées, ou bien elles ne le seront pas. Dans le premier cas, la coupure définit un nombre irrationnel; dans le second cas, il est impossible qu’il y ait à la fois dans la première catégorie un nombre a plus grand que tous les autres de la même catégorie, et dans la seconde catégorie un nombre a’ plus petit que tous les autres de la méme catégorie; en effet, à cause de la condition Ï, on aurait a < a’, et les nom-… bres rationnels compris entre a et a’ ne pourraient appartenir à la prémière catégorie puisqu'ils sont plus grands que le plus grand nombre a de celte” catégorie ; ils ne pourraient non plus appartenir à la seconde catégorie, puisqu'ils sont plus petits que le plus petit nombre de cette catégorie ; le mode de séparation adopté n'aurait pas permis de séparer tous les nombres rationnels en deux catégories. On ne peut donc supposer que ceci : ou bien, dans la première catégorie, il y a un nombre (rationnel) plus grand que tous les autres, et alors, dans la seconde catégorie, il n’y en a pas qui soit plus petit que tous les autres de la même catégorie ; ou bien il y a un nombre (rationnel) de la seconde catégorie qui est plus petit que tous les autres, et dans la première catégorie il n’y a pas de nombre qui soit plus grand que tous les autres ; par exemple, la première catégorie comprend le nom- 4 bre 3 et les nombres rationnels plus petits ; la seconde, les nombres ration. nels plus grands que 3. Si l’on isole, dans le premier cas, le nombre rationnel plus grand que tous les autres de la première catégorie, et, dans le second cas, le nombre rationnel plus petit que tous les autres nombres de 4 la seconde catégorie, et si de ce nombre unique A on forme une troisième catégorie, on voit que l’on sera précisément dans les circonstances examinées M au n° 387 (p. #18) et qui se rapportent au partage des nombres rationnels… à en trois catégories, contenant, la première, les nombres rationnels plus petits que À; la seconde, les nombres rationnels plus grands que À ; la troisième, le seul nombre À. On dira alors quela coupure considérée définit le nombre A: \
Ainsi une coupure pratiquée dans l’ensemble des nombres rationnels, définit toujours un nombre A, irrationnel ou rationnel, suivant les cas que ! . l'on a distingués.
Il est à peine utile de dire que, si, au lieu de partager l’ensemble des nombres rationnels en deux catégories, la coupure partage seulement l’en-. semble des nombres rationnels compris entre deux nombres rationnels «&, 8. en deux catégories telles que chaque nombre de la première soit inférieure à chaque nombre de la seconde, on complétera la première catégorie en y. rangeant tous les nombres.plus petits que « et la seconde en y rangeant tous les nombres plus grands que $, en sorte qu’on aura encore défini un nombre rationnel ou irrationnel. ee
: Arrivons maintenant aux définitions concernant les nombres irrationnels : ‘ on va construire ces définitions de manière qu'elles s'appliquent aussi aux nombres rationnels, mais elles seront beaucoup plus compliquées que schesl qui ont été données antérieurement. PR |
392. Égalité. — Deux nombres A, B, rationnels ou irrationnels, sont dils égaux si les nombres rationnels plus petits que A sont les mêmes que les nombres rationnels plus petits que B, et si les nombres rationnels plus grands que À sont les mêmes que les nombres rationnels plus grands que B. On écrit alors À — B.
En d’autres termes, pour constater l'égalité des nombres A, B, il faudra constater :
4° que tout nombre rationnel plus petit que A est plus petit. que B et, réciproquement, que tout nombre rationnel plus petit que B est aussi plus petit que À;
2° que tout nombre rationnel plus grand que À est aussi plus grand que B et, réciproquement, que tout nombre rationnel plus Se que B est plus grand que A.
Deux nombres rationnels A, B que l’on sait être égaux d’après les définitions de l’égalité relatives aux nombres entiers et fractionnaires satisfont évidemment aux conditions précédentes ; ils sont égaux au sens de la nouvelle définition.
Deux nombre; rationnels À, B que l'on sait être inégaux dnres les définitions de l’égalité relatives aux nombres entiers et fractionnaires ne peuvent satisfaire aux conditions précédentes, car si l’on a, par exemple, À < B, il y a des nombres rationnels compris entre A et B, c’est-à-dire plus grands que À, plus petits que B.
Si l’un des nombres A, B, le nombre À par exemple, est rationnel etsile nombre B est irrationnel, il est impossible que les conditions précédentes soient vérifiées : en effet, le nombre rationnel A appartient à l’une ou à l’autre des deux catégories relatives au nombre B; s'il appartient, par exemple, à la première catégorie, s'il est plus petit que B, il y a des nombres rationnels compris entre À et B, c’est-à-dire plus grands que A et plus petits que B.
Si les deux nombres À, B sont irrationnels, dire qu’ils sont égaux, d’après les conditions précédentes, c’est dire que les deux modes de séparation des nombres rationnels en deux catégories qui les définissent, sont les mêmes. |
Le lecteur établira sans peine les deux propositions qui suivent; je n’insiste pas sur les démonstrations, d'autant que je n'aurai pas à faire usage de ces propositions.
Des deux conditions relatives à l’égalité de deux nombres A, B, l’une implique l’autre; en d’autres termes, si l’on sait, par exemple, que les nombres rationnels plus petits que A sont les mêmes que les nombres rationnels plus petits que B, on peut affirmer que les nombres rationnels plus grands que A sont aussi les mêmes que les nombres rationnels plus grands que B, en sorte que l'on a A = B.
Pour constater l'égalité des nombres À, B, il suffit de prouver que tout
nombre rationnel plus petit que A est aussi plus petit que B, et que tout
nombre rationnel plus grand que À est aussi plus grand que B.
Il résulte immédiatement de la définition que si deux nombres A, B sont égaux à un troisième C, ils sont égaux entre eux.
393. Inégalité. — Si les deux nombres rationnels ou non A et B ne sont pas égaux au sens de la définition précédente, c’est qu'il y a un nombre
rationnel plus petit que l’un et qui n’est pas plus petit que l’autre ou un.
nombre rationnel plus grand que l’un et qui n’est pas plus grand que
l’autre. Dans le premier cas, il y a, par exemple, un nombre rationnel a plus petit que À et égal ou supérieur à B : on peut toujours supposer que a soit
supérieur à B; s’il lui était égal, on remplacerait en effet a par un des nombres ent compris entre a et A. Dans le second cas, on voit de
même qu'il doit exister un nombre rationnel plus grand que l’un des deux "
nombres A, B et plus petit que l’autre. Dans les deux cas, il y a un nombre rationnel plus petit que l’un des deux nombres À, B et plus grand que l’autre.
S'il existe un nombre rationnel a plus petit que A et plus grand que B;
il est clair que A n'est pas égal à B; il est clair aussi, d’après les conditions |
(I, n° 389, p. 420), que tout nombre rationnel b plus petit que B sera plus petit que a et, par suite (n° 390, p. 420), plus petit que A : il ne peut donc exister de nombre rationnel plus petit que B et plus grand que A.
Dans ces conditions, on dit que A est plus grand que B, que B est plus
petit que A, et l’on écrit À > B, B< A. Il résulte de ce qu'on vient de dire que la supposition À > B cl les suppositions À — B, A < B. Inversement ces façons de parler ou d'écrire, au moins lorsque les deux nombres À, B sont irrationnels, ne signifient pas autre chose que ceci: il existe un nombre rationnel a plus petit que A et plus grand que B. Au reste, ilest clair, par ce qui précède, que cette définition de l'inégalité reste vraie quand l’un des nombres À, B est rationnel, ou que tous les deux le s ont. S'il existe un nombre rationnel a plus petit que A et plus grand que B,
il en existe une infinité, à savoir les nombres rationnels plus petits que a et
plus grands que B, ou plus grands que a et plus petits que A.
Les deux inégalités A > B, B> C entraînent A > C
En effet, les deux premières inégalités veulent dire qu ‘il existe des nombres rationnels a, b tels que l’on ait |
Ana ct BB 0, 00;
les nombres à, b étant l’un plus grand, l’autre plus petit que B, il est clair, d'après la condition (I, n° 389, p. 420), que l'on a a> b, et par suite A > b; les inégalités
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impliquent A > C, puisque b est rationnel. D'après cela il est légitime de réunir les deux inégalités À > B, B > C dans la suite d’inégalités
Ax>B>C.
395. Il est souvent commode, pour démontrer que deux nombres À, B sont égaux, de s'appuyer sur la proposition suivante.
Deux nombres rationnels ou irrationnels A, B sont égaux si, quelque petit que soit le nombre rationnel «, il existe des nombres rationnels 4, a' qui comprennent entre eux les nombres A, B et dont la différence est moindre que a.
En effet, si À et B sont inégaux, supposons, par exemple,
AB
il y aura une infinité de nombres rationnels compris entre A et B; soient p, q deux de ces nombres, tels que l’on ait, par exemple,
| A <p<gq<B.
Les nombres À, B étant compris entre a, a’, on aurait GAS DE et, en vertu des inégalités précédentes, a<A<p<g<B< a.
Les nombres rationnels p, q étant compris entre 4, a, la différence entre ces derniers nombres ne peut être plus petite que q — p.
396. Ces notions, relatives à l'égalité et à l'inégalité, vont permettre de développer une notion importante, celle de valeur approchée.
Soit « un nombre rationnel positif, d’ailleurs quelconque ; la notion de valeur approchée à « près, par défaut ou par excès, s'étend sans peine aux nombres irrationnels ; on conservera les définitions du n° 385 (p. 417). Considérons la progression arithmétique, indéfinie dans les deux sens, des multiples de «
dy Ai A V7, DR HE et soit À un nombre irrationnel quelconque. Les termes de la suite étant rationnels, sont plus petits ou plus grands que A.
Il y en a de plus petits et de plus grands : soient en effet a et a’ deux nombres rationnels tels que l’on ait a < À < a. Il y a certainement, dans la suite, un terme plus-petit que a et un terme plus grand que a’; le premier est plus petit que A, le second est plus grand. Du premier au second, il n'y à qu'un nombre fini de termes de la suite : soit na le plus grand de ceux qui sont plus petits que À; n est un entier qui peut être négatif, nul ou positif; quoi qu'il en soit, na et tous les termes qui précèdent na sont plus petits que A, (n—+1)x et tous les termes qui suivent sont plus grands que A: nxet(n<+1)4 sont les valeurs approchées de A à x près par excès el par défaut ; elles peuvent être définies, comme aux ne 233 (p. 259), 385 (p. &1T), par la condition que n soit entier et par les inégalités ; na LA <L(n +1);
seulement, lorsque À est irrationnel, l'égalité est impossible.
La considération de ces valeurs approchées montre que, si on se donne un nombre positif rationnel e, on peut toujours trouver déux nombres -
rationnels, l’un plus petit que A, l’autre plus grand, et qui aient entre eux une différence moindre que e. Les valeurs approchées de À à a près, par défaut et par excès, répondront à la question si « est plus petit ques. 397. La considération de la suite des valeurs approchées par défaut d'un. nombre À à 1, à 0,1, à 0,01, … près offre un intérêt particulier. Fa) Désignons la suite de ces valeurs par do, di, d, … je les suppose écrites
dans la notation décimale, et, au cas où A serait négatif, de façon que la “ ‘4 mantisse soit positive, ainsi qu'on l'a expliqué au n° 386 (p. #18). Des cir- constances toutes pareilles à celles que l’on a signalées au n° 241 (p. 241). à
et rappelées au n° 386 (p. 418) se présentent ici. La connaissance d’un terme de la suite implique la connaissance des termes qui le précèdent, lesquels se déduiront du terme que l’on connaît par la suppression d’un ou plusieurs chiffres décimaux ; le raisonnement est le même qu'au n° 386.
Chacun des nombres @,, 4, &, 4,, .… se déduisant du précédent par lad-
jonction d’un chiffre décimal, qui, à la vérité, peut être un zéro, les termes de cette suite ne vont jamais en décroissant ; mais il y a plus, ils finissent toujours par croître ; en d’autres termes, dans la suite do; 4; >, +, Chaque terme est suivi d’un terme plus grand que lui; en effet, si l’on considère, par exemple, le terme @,, il y a certainement un nombre rationnel « plus
grand que a, et plus petit que À ; il y a d’ailleurs (n° 386, p.418) des nombres À
décimaux compris entre a, et «; il y a donc des nombres décimaux plus
grands que a, et plus petits que A ; si est un tel nombre et si son dernier chiffre représente des unités du nième ordre décimal, la valeur approchée a»
de À à Ton Près, par défaut, est au moins B; elle est donc plus grande ‘
que a;; Les nombres
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sont les valeurs approchées de A, par excès, à 1, à 0,1, à 0,01, ..… près; on
verrait comme au n° 217 (p.246), que ces nombres ne croissent jamais et, comme précédemment, qu'ils finissent toujours par décroître. à Si deux nombres irrationnels sont égaux, il est clair que les deux suites
qui fournissent leurs valeurs approchées à 4, à 0,1, à 0,01,5:..; près; pari
défaut, sont identiques. Mais si A et B sont des nombres irrationnels ou non qui ne sont pas égaux, les deux suites ne peuvent être identiques. SUpposons en effet B> A ; il y aura des nombres rationnels compris entre À et B; entre deux de ces nombres, il y a certainement des nombres décimaux ; il y à donc des nombres décimaux compris entre A et B ; soit « un tel nombre et supposons que son dernier chiffre décimal exprime des unités
dumieme ordre décimal; la valeur approchée de A par défaut à _ près sera
MNT
sûrement moindre que «, la valeur approchée de B, par défaut, au même ordre, sera au moins égale à à; ainsi les deux valeurs approchées ne peuvent être égales. Si donc on désigne par @,, a, &, … et par b,, b,, b,, .… les valeurs approchées par défaut de À et de B, à 1, à 0,1, à 0,01, … près, et si l'on a B> A, on aura nécessairement, pour une valeur de n assez grande, by > 4; on aura de même b, + 1 > An + 1, puisque an + 1 et by + à se déduisent respectivement de a, et de &, par l’adjonction d’un chiffre décimal: on aura de même by, } 22 dn 42, etc. On sait aussi que l'inégalité b, > a, entraîne les inégalités b4 - 1 © a _ 1, br _ 2 an _ 2, etc., puisque les nombres bn —1, än —1 se déduisent respectivement de b,, &: par la suppression d'un chiffre décimal.
Réciproquement, si l’on a. pour une certaine valeur de l'indice n, b, > a», on peut affirmer que le nombre B est plus grand que le nombre A, puisque, si À était égal ou supérieur à B, on aurait, quel que fût l'indice n, An > Vn-
Ainsi, la connaissance de la suite des valeurs approchées par défaut à 1, à 0,1, à 0,01, . près d’un nombre rationnel ou irrationnel caractérise entièrement ce nombre. Si l’on connaît ces suites pour deux nombres, on pourra, théoriquement du moins, reconnaitre quel en est le plus grand, quel en est le plus petit. La restriction qui vient d’être indiquée se rapporte à ce qu'on ne sait pas Jusqu'à quel rang il faut aller dans ces suites pour reconnaître le plus grand des deux nombres. Observons encore, à cette occasion, qu'une suite d’un nombre infini de termes, &, 4, &, .…, ne peut être effectivement connue; on ne peut aller jusqu'au bout de cette suite. Tout ce que l’on peut connaitre, c’est la loi d’après laquelle sè suivent les termes qui la composent.
D'ordinaire, on ne sépare pas en quelque sorte les divers termes de la suite 4), &, @, .… des valeurs approchées par défaut d’un nombre À à 1, à 0,1, à 0,04, … près. On écrit un symbole comme un nombre décimal, auquel on imagineraïit une infinité de chiffres décimaux, et de telle sorte que, en conservant seulement la partie entière et les n premières décimales de ce symbole, on obtienne précisément le nombre décimal a, ; on ne peut écrire qu’un certain nombre de chiffres décimaux au symbole ; on supplée, en faisant suivre ces chiffres décimaux de quelques points, à l’infinité de ceux qui manquent. Par exemple, on a défini plus haut ce qu’il faut entendre par V3: les valeurs approchées de V3 à 1, à 0,1, à 0,014, .., près par défaut ne sont autre chose que ce qu’on a appelé précédemment les racines carrées de 3àa1,à 0,1, à 0,01, près par défaut; en écrivant
AVE V3 4, 73205, on entend dire seulement que les nombres
sont les valeurs approchées de V3 par défaut à 1, à 0,1, à 0,01, à 0,001, à 0,0001, .. près.
398. Ce symbole ainsi formé, je l’appellerai la représentation décimale du
nombre considéré ; le connaître, ce n’est pas autre chose que connaître la ? > P
loi suivant laquelle se succèdent les chiffres qui. le composent. Un pareil symbole, par exemple, est connu pour ce qu’on a appelé une fraction décimale périodique. Observons tout de suite, à ce propos, que la représentation décimale d’un nombre irrationnel ne peut être une fraction décimale périodique, puisque celle-ci est la représentation décimale de sa fraction génératrice, laquelle est un nombre rationnel, nécessairement plus petit ou plus grand que le nombre irrationnel que l’on considère.
La connaissance des représentations décimales des nombres irrationnels permettra, comme on le verra bientôt, de calculer sur ces nombres avec telle approximation qu’on voudra ; nous verrons en effet comment toute la théorie des calculs approchés, développée dans le chapitre vu, peut être transportée aux nombres irrationnels ; mais il:est nécessaire d'expliquer tout d’abord ce que sont les opérations sur ces nombres.
$ 3. — Opérations.
399. Pour ce qui concerne les définitions des opérations, j’adopterai les :
notations suivantes : une grande lettre, A, par exemple, servira à désigner un nombre qui pourra être rationnel ou irrationnel ; une petite lettre désignera toujours un nombre rationnel: je représenterai les nombres rationnels plus petits que À par a, a,, a,, .…, au contraire les nombres rationnels plus grands que À par a', a',, a, ….
400. Addition. — La somme de deux nombres rationnels ou irralionnels À et B est un nombre plus grand que tout nombre formé en ajoutant deux nombres rationnels respectivement plus petits que À et B, et plus petit que tout nombre formé en ajoutant deux nombres rationnels respectivement plus grands que À et B.
401. Démontrons d’abord que, si un tel nombre existe, il n’en existe qu'un. :
Supposons en effet que deux nombres C, D rationrrels ou irrationnels soient tels que l’on ait
a+b<G<a +b, &EESD Eat),
quels que soient les nombres rationnels a, b respectivement plus petits que |
A, B et les nombres rationnels a’, b' respectivement plus grands que A, B. Quelque petit que soit le nombre rationnel à, on peut supposer que la différence a + d'— (a + b) = (a — a) + (b" — b) entre les deux nombres qui comprennent C et D soit plus petite que a; il suffit pour cela de prendre des nombres a et a', d’une part, b et b', de l’autre, tels que l’on ait
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les nombres C et D, compris entre a + b et a+ b', sont donc égaux (n° 395, p. 4%5).
402. Il reste à montrer qu'ii existe un nombre qui satisfait à la définition précédente. Considérons un nombre rationnel quelconque; nous le rangerons dans la première catégorie s’il est égal ou inférieur à la somme de deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits que À et B, et dans la seconde catégorie s’il est égal ou supérieur à la somme de deux nombres rationnels a’, b’ respectivement plus grands que A et B.
Il est clair que chaque nombre compris dans la première catégorie est plus petit que chaque nombre compris dans la seconde catégorie. Il est clair aussi que, dans la première catégorie, il n’y a pas de nombre plus grand que tous les autres : si, en effet, on considère un nombre quelconque c de cette catégorie, il est inférieur ou égal à la somme a + b de deux nombres rationnels respectivement -plus petits que A et B; dans les deux cas, il existe certainement des nombres a,, b, respectivement plus grands que a, b et plus petits que A, B, et le nombre a, + b,, qu’on doit ranger dans la première catégorie, est plus grand que €. On voit de même que, dans la seconde catégorie, il n'existe pas de nombre qui soit plus petit que tous les autres.
S'il existe un nombre rationnel G qui n’appartienne ni à la première ni à la seconde catégorie, c'est qu'il est plus grand que toute somme obtenue en ajoutant deux nombres rationnels respectivement plus petits que A et B, et qu'il est plus petit que toute somme obtenue en ajoutant deux nombres rationnels respectivement plus grands que A, B, c’est donc qu'il est la somme des deux nombres À, B telle qu'elle a été définie, et, par cela même, on sait qu'il est unique.
S'il n'y a pas de nombre rationnel qui échappe à la fois aux deux catégories, c’est que le mode de classification précédemment expliqué définit un nombre irrationnel plus grand que tout nombre de la première catégorie, c’est-à-dire plus grand que la somme de deux nombres rationnels quelconques«, b respectivement plus petits que A, B, et plus petit que la somme de deux nombres rationnels quelconques a’, b’ respectivement plus grands que À, B. Ce nombre irrationnel C est la somme des deux nombres A, B, et l’on écrit dans tous les cas ;
GAL RB:
Exemple : le nombre irrationnel V2 se définit comme on a fait le nombre ÿ3 et l’on a d’ailleurs, en adoptant la facon d'écrire expliquée au n° 397 Ip: #27), L 1
la somme 2 + V3 des deux nombres 2, V3 est ainsi plus grande que 41 414 + 1,732 = 3,146 ; elle est plus petite que 1,415 + 1,735 — 3,148 ; elle est donc comprise entre 3,14 et 3,15 ; 3,14 est sa valeur approchée, à 0,04. près, par défaut.
403. IT convient de remarquer que tout nombre rationnel c< CG peut être : regardé comme la somme de deux nombres rationnels respectivement plus
petits que À et B ; il n’y a lieu à démonstration que dans le cas où c a été
rangé dans la première catégorie comme inférieur (non égal) à la somme
a + b de deux nombres rationnels plus petits respectivement que A et B; on à alors c<a+4-W et, par suite, c—a<b; le nombre € pourra être regardé comme la somme des deux nombres rationnels a < À et Cab < PB...
De même, tout nombre rationnel c'>C peut être regardé comme la somme de deux nombres rationnels respectivement plus grands que À, B : car si l’on a, par exemple,
c'>a'+b", LME 2. b'>B,
on aura c'—d'>b'>B; or c'est la somme de a' > A et de c' — a!.
Ainsi l’ensemble des nombres rationnels plus petits que À + B est composé de tous les nombres que l’on peut obtenir en faisant la somme de deux nombres rationnels respectivement plus petits que A, B, et seulement des
nombres que lon peut obtenir de cette façon; l'ensemble des nombres.
rationnels plus grands que À + B est composé de tous les nombres qué l’on
peut obtenir en faisant la somme de deux nombres rationnels respective- « ment plus grands que A, B, et seulement des nombres que l’on peut obtenir
de cette façon.
404. La somme d’un nombre quelconque A et de 0 est À. En d'autres _ termes, on a A+O0O—0+A—A.
En effet, la somme d’un nombre rationnel a < A et d’un nombre rationnel moindre que 0, c’est-à-dire d’un nombre négatif, est moindre que a et, par conséquent, que À ; la somme d’un nombre rationnel 4 > A et d’un nombre rationnel plus grand que 0 est plus grande que a'et, par conséquent, que A. Le nombre A, étant toujours plus grand que la première somme et plus petit que la seconde est, en vertu de la définition générale, la somme des nombres A et O.
405. Si on considère maintenant des nombres rationnels ou irrationnels À, B, C, D, E, .…, en nombre fini, rangés dans un ordre déterminé, »our
définir leur somme À +B + C + D +E+ ..…., on définira la sommeA+B
des deux premiers, puis le nombre obtenu en ajoutant G à cette somme, nombre que l’on écrit A + B + C, puis le nombre obtenu en ajoutant D à À + B + C, nombre que l’on écrit À + B + C + D, etc.
406. Considérons trois nombres A, B, C; d’après ce qu’on vient de dire,
les nombres rationnels plus petits que A+ B+C sont les mêmes que les
nombres que l’on peut obtenir en ajoutant un nombre rationnel ç plus petit que C à un nombre rationnel plus petit que A+B; mais tout nombre rationnel plus petit que À + B peut s’obtenir en ajoutant deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits que À, B; donc les nombres
rationnels plus petits que À + B + C sont les mêmes que les nombres que lon peut obtenir en ajoutant trois nombres rationnels a, b, c respectivement plus petits que A, B, C. De même les nombres rationnels plus grands que À + B + C sont les mêmes que ceux que l’on obtient en ajoutant trois nombres rationnels respectivement plus grands que A, B, C. On passe du cas de trois nombres au cas de quatre nombres, comme on a passé du cas de deux nombres aux cas de trois nombres, et il est clair que les nombres rationnels plus petits que la somme A+B+CLD + E +..., des nombres A, B, C, D, E, .… sont les mêmes que les nombres que l’on obtient en ajoutant des nombres rationnels a, b, c, d, €, .… respectivement plus petits que À, B, C, D, E, …., et que les nombres rationnels plus grands que la somme A +B+C+D+H+E +... sont les mêmes que les nombres que l’on obtient en ajoutant des nombres rationnels a', d',c', d',e', .… respectivement plus grands que A, B, C, D, E, ….
Gomme dans une somme de nombres rationnels l’ordre des termes n'influe pas sur le résultat, on voit que l’ordre des nombres À,1B;.G D; 4h tervient pas dans la détermination des nombres rationnels plus petits ou plus grands que leur somme. Ainsi :
Dans une somme de nombres quelconques, on peut intervertir l'ordre des termes.
Gette proposition subsiste évidemment lorsque quelques-uns des nombres à ajouter sont nuls, puisqu'il n’y a pas à tenir compte de ces nombres nuls, pour le résultat.
On voit de même que dans une somme de termes quelconques, on peut remplacer tels termes que l’on veut par leur somme effectuée : au surplus,
cette proposition est une conséquence de la précédente.
Les propriétés fondamentales de l'addition sont étendues aux nombres irrationnels.
407. En ajoutant à un nombre À un nombre B plus grand que 0, on obtient un nombre À + B plus grand que A.
Pour le démontrer, il suffit (n° 393, p. 424) de prouver l'existence d’un nombre rationnel a’ tel que l’on ait A < q'< A + B.
Soient b, a, a’ des nombres rationnels vérifiant les inégalités OL, LA RTE, a'— a <b,
la somme des nombres a'— a<B et a < A est plus petite que A+B:; or cette somme a'est plus grande que A.
On pourrait démontrer de la même façon qu'en ajoutant à À un nombre
_ négatif, on obtient un nombre plus petit que A.
408. Nombres symétriques. — Soit À un nombre quelconque. Rangeons chaque nombre rationnel r dans une première ou dans une seconde catégorie suivant que le symétrique — r de r est plus grand ou plus petit que A; le nombre rationnel r sera rangé dans une catégorie ou dans l’autre sauf
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dans le cas où —r serait égal à A; ce qui suppose A rationnel. Chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde, puisque l'inégalité a'=> a entraine — a'<— a. Dans la première catégorie, il n'y a pas de nombre plus grand que tous les autres, puisque, parmi les nombres plus grands que A, il n’y en a pas qui soit plus petit que tous les autres ; de même, dans la seconde catégorie, il ai a pas de nombre plus petit que Re les autres. P
Si À est rationnel, l’ensemble des nombres rationnels est décomposé en
trois catégories ; l’ensemble des nombres rationnels plus petits que —AÀ,
l'ensemble des nombres rationnels plus grands que — A, le nombre — A lui-même ; le mode de décomposition considéré ne définit pas autre chose que le nombre — À symétrique du nombre A.
Si À est irrationnel, le mode de décomposition des nombres rationnels en deux catégories, décrit plus haut, définit un nouveau nombre irrationnel dont on dit encore qu'il est le symétrique de A et qu'on représente par — À.
Dans tous les cas, le symétrique de — A est À, comme il résulte évidemment de la définition ; les deux nombres A et — A sont symétriques l'un
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de l’autre. La catégorie des nombres rationnels plus petits que l’un n’est
autre chose que la catégorie des nombres rationnels plus grands que l’autre, tous changés de signe ; de même la catégorie des nombres rationnels plus grands que l’un n’est autre chose que la catégorie des nombres rationnels plus petits que l’autre, tous changés de signe.
Si À est positif, 0 figure parmi les nombres rationnels ce petits que A, son symétrique, qui est encore 0, figure parmi les nombres rationnels plus grands que — À ; le symétrique — A de À est négatif; de même si A est
négatif, son YA lue — À est positif. Si A était nul, son symétrique
serait aussi 0 ; c’est le seul cas où un nombre est égal à son symétrique.
Celui des deux nombres symétriques À et — A qui est positif est, par déf- à
nition, la valeur absolue de ces deux nombres.
409. Le symétrique de la somme de deux nombres A, B est la somme des
symétriques — A, — B de ces deux nombres.
La somme S des nombres A, B est en effet définie comme plus grande k que la somme a + b de dewx nombres rationnels quelconques, a, b respectivement plus petits que À et que B, et comme plus petite que la somme
a' + b' de deux nombres rationnels respectivement plus grands que A et
que B. Le symétrique — S de S sera donc défini comme étant plus grand
que les nombres — (a'+- b') et plus petit que les nombres — (4 + b), c'està-dire comme plus grand que la somme de deux nombres rationnels quelconques — a' et — b' respectivement plus petits que — À et — B et comme plus petit que ‘la somme de deux nombres rationnels quelconques — a et — b respectivement plus grands que — A et — B. C’est dire que —S est la somme des nombres — À et — B.
410. La somme de deux nombres symétriques A et — À est égale à 0. Considérons en effet un nombre rationnel a << A et un nombre rationnel
plus petit que — À, c’est-à-dire le symétrique — a’ d’un nombre rationnel a'> A; la somme a — a’ des deux nombres a et — a' est négative, puisque a’ est plus grand que a; de même, la somme d’un nombre rationnel «=> A et d’un nombre rationnel plus grand que — A, c’est-à-dire du symétrique — a d'un nombre rationnel a < A, est positive. C’est ce qu’il fallait démontrer.
411. Conformément aux notations adoptées au n° 34 (p. 33), + A a exactement la même signification que A. Pour représenter la somme de plusieurs nombres figurés par des lettres, affectées ou non de signes, on commence par mettre le signe + devant les lettres qui manqueraient de signe et on écrit ensuite ces lettres avec leurs signes, les unes à la suite des autres. Si la première lettre comporte le signe +, on peut effacer ce signe.
412. Soustraction. — La différence entre deux nombres A et B, se définit
comme au n°35 (p. 34) : elle est le nombre qu'il faut ajouter à B pour reproduire À ; on démontre comme au n° 35, qu’elle est la somme À —B du nombre À et du symétrique — B de B.
_ Elle est plus grande que la somme a — b' d’un nombre rationnel plus petit que a et d’un nombre rationnel — b', plus petit que — B; elle est de même plus petite que la somme a'— b d’un nombre rationnel a’ plus grand que À et d’un nombre rationnel — b plus grand que — B. Si l'on a AB, on peut supposer a > b’; le nombre À — B est positif ; si l’on a A <B, on peut supposer a'<{b ; le nombre À —_B est négatif.
413. Les propositions concernant les sommes algébriques s'étendent immédiatement aux nombres irrationnels, ainsi que les modes de démonstration que l’on a signalées au paragraphe final du premier chapitre.
414. Les propositions élémentaires qui concernent la combinaison des inégalités par addition ou soustraction se déduisent aisément des deux suivantes.
1° L’inégalité À > B, entraine — A < — B.
Pour établir cette dernière inégalité il suffit d'établir que la différence — B + A entre le second nombre et le premier est positive ; c'est ce qui résulte de l'hypothèse A > B. Réciproquement l'inégalité — À << —B entraine A > B : cette réciproque ne diffère pas de la proposition directe.
20 L’inégalité À > B entraine A+C>B +C.
Pour établir cette dernière inégalité, il suffit d'établir que la différence (A + C) —(B + CG) = A —B est positive; c’est ce qui résulte de l'hypothèse. Réciproquement l'inégalité A+C>B<+C, entraîne A >B, comme on Ie voit en ajoutant — C aux deux termes de la première inégalité.
415. De même, les règles relatives aux calculs approchés, pour ce qui concerne l'addition et la soustraction, s'étendent immédiatement aux nombres irrationnels, puisque ces règles sont fondées sur les propositions qui concernent les sommes algébriques et les inégalités.
416. Multiplication. — Pour définir le produit de deux nombres quel: conques À et B, je supposerai d’abord que ces deux nombres soient positifs; _ on procédera alors à peu près comme pour l'addition ; toutefois, tant qu'il
_nes’agira que de définir le produit de deux nombres positifs A, B,en parlan
de nombres rationnels a, b respectivement plus petits que À, B je supposerai essentiellement que ces nombres a, b sont positifs. Le partage des nombres rationnels qui va définir le produit ne porte que sur les nombres rationnels … positifs ; la première catégorie devra être complétée en y introduisant 0 et | les nombres rationnels négatifs.
Le produit de deux nombres positifs À, B est un nombre plus grand que tous. | les nombres que l’on obtient en multipliant deux nombres rationnels positifs respectivement plus petits que À, B et plus petit que tous les nombres que l’on obtient en multipliant deux nombres rationnels respectivement plus grands que À, B.
417. Tout d’abord, s’il y a un nombre CG satisfaisant à cette définition, il est unique. On devra avoir, en effet, quels que soient les nombres rationnels positifs a, b respectivement plus petits que A, B et les nombres rationnels a', b' respectivement plus grands que A, B, les inégalités
GC ANUS or si l’on suppose a'— a = a, b'— b —$, on aura a'b'— ab = (a + à) (b + 6) — ab = af + ba + «8,
et il est aisé de voir que, en prenant convenablement les nombres a, b, a’, b', la quantité af + ba + af peut être supposée plus petite que tel nombre rationnel que l’on voudra; si l’on désigne, en effet, par p un nombre rationnel plus grand que A et que B, et si l’on suppose « et $ inférieurs à un nombre rationnel e plus petit que 1, on aura :
aB + ba + a8 pe + pe + € ou (2p +1) e.
Si l’on veut donc que le nombre positif a'b’ — ab soit inférieur au nombre rationnel *, il suffira de supposer À 3 2p + 1°
et de choisir les nombres a’, b', a, b tels que l’on ait d'—a<e, b'— b<e.
Si donc on considère un second nombre D tel que l’on ait, quels que soient les nombres rationnels positifs a, b respectivement plus petits que A, Bet les nombres rationnels a', b' respectivement plus grands que A, B,
ab<D£ab!,
on aura nécessairement D = C.
418. Cela posé, si un nombre rationnel positif est égal ou inférieur au produit de deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits que A,B, on le rangera dans une première catégorie ; s’il est égal ou supérieur au produit de deux nombres rationnels a’, b' respectivement plus grands que A, B, on le rangera dans une seconde catégorie.
Chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde catégorie.
Dans la première catégorie, il n’y a pas de nombre rationnel plus grand que tous les autres, car si un nombre rationnel c a été rangé dans cette catégorie comme étant le produit de deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits que A, B, il suffira de faire le produit de deux nombres rationnels 4,, b, tels que l’on ait |
AL G<A, b<b,<B
pour avoir un nombre à,b, de la première catégorie plus grand que ab —c. Dans la seconde catégorie il n’y a pas de nombre plus petit que tous les autres.
S'il existe un nombre rationnel positif G qui n'appartient ni à une catégorie ni à l’autre, ce nombre est plus grand que tous les nombres tels que ab, il est plus petit que tous les nombres tels que ab’, il est le produit des deux nombres donnés A, B; par suite, il est unique.
Si aucun nombre rationnel n'échappe à la fois aux deux catégories, le précédent mode de classification des nombres rationnels définit un nombre irrationnel C ; ce nombre est le produit cherché, pour la même raison que tout à l'heure, et l’on écrit dans tous les cas
Ve Dino HO ES AP:
419. Il est aisé de voir que tout nombre rationnel positif plus petit que G peut étre obtenu en faisant le produit de deux nombres rationnels a, b respectivement plus petits que À, B. En effet, il n’y a lieu à démonstration que dans le cas où le nombre c aurait été rangé dans la première catégorie comme inférieur (et non égal) au produit de deux nombres positifs a, b,
mais de l'inégalité c< ab on tire alors
et c est Le produit des deux nombres a < A et + < b <B; c’est ce qu'il fal-
lait démontrer. De même les nombres rationnels plus grands que C sont les mêmes que les nombres que l’on obtient en faisant le produit de nombres rationnels respectivement plus grands que À, B.
420: Le produit de trois nombres positifs quelconques À, B, C rangés dans un certain ordre se définira comme le nombre obtenu en faisant le produit des deux premiers, puis le produit du résultat et du troisième nombre. Il s'écrira À XB x C ou ABC. Les nombres rationnels plus petits que ABC s'obtiennent en faisant le produit d'un nombre rationnel positif plus petit que C et d’un nombre rationnel positif plus petit que AB; mais ce dernier nombre est certainement le produit de deux nombres rationnels positifs respectivement plus petits que A, B; donc les nombres rationnels positifs
plus petits que ABC sont les mêmes que les nombres obtenus en faisant le … produit de trois nombres rationnels positifs a, b, c respectivement pluspetits que À, B, CG. De même, les nombres rationnels plus grands que ABC sont, les mêmes que les nombres obtenus en faisant le produit de trois nombres rationnels a’, b’, c' respectivement plus grands que A, B, C.
Si l’on se donne autant de nombres positifs que l’on voudra, À, B, C, D, 4
E, …, leur produit ABCDE... se définira comme obtenu en faisant le pro-
duit des deux premiers A, B, ce qui donne AB, puis le produit de AB et du. à
troisième C, ce qui donne ABC, puis le produit de ABC et du quatrième D, ce qui donne ABCD, etc.
En continuant de proche en proche le raisonnement que l’on vient de faire, on voit que les nombres rationnels positifs plus petits que le produit : ABCDE... sont les mêmes que les nombres que l’on obtient en faisant le produit de nombres rationnels positifs a, b, c, d, e, ..… respectivement plus petits que À, B, C, D, E, …, et que les nombres rationnels plus grands que ce même produit ABCDE... sont les mêmes que ceux que l’on obtient en faisant le produit de nombres rationnels a', b', c', d', e', … respectivement plus grands que À, B, C, D, E, .….. Comme le produit de nombres rationnels ne dépend pas de l'ordre des facteurs, on voit que la détermination des nombres rationnels plus petits ou plus grands que le produit d'autant de nombres positifs que l’on voudra ne dépend pas de l’ordre de ces nombres: Donc, dans un produit de facteurs positifs quelconques, on peut intervertir l'ordre des facteurs. Les conséquences de ce théorème (n° 49, p. 44) subsistent aussi. à
424. Le produit du nombre positif À par 1 est À; en effet, soient à, b, a', b' des nombres rationnels positifs qui vérifient les inégalités
a<A<a, D'ACL< 0;
on aura ab<a< A, ab'>a >A, donc ab < À <a'b'.
422. Si À, B, C sont trois nombres positifs quelconques, on a (B + C) À = BA + CA.
Supposons, en effet, en conservant toujours le même mode de notation, GLACE. DER LV) CUS
on aura, d'après les définitions, puisque les nombres a, b, c, a', b!, c' sont rationnels et positifs, | _bB+c<B+C<b'+ 0, ba << BA < b'a', Car CAE CA",
puis, toujours en vertu des définitions,
(b+c)a<(B+C)A<(b"+c)a, ba + ca << BA + CA < b'a' + c'a ;
d’ailleurs les nombres a, b, c, a’, b', c' étant rationnels, on a ba+ca—=(b+c)a, b'a' +c'a —(b' +c) a';
donc; pour prouver l'égalité des nombres (B + C)A et BA + CA, il suffit de prouver que l’on peut choisir les nombres a, b, c, a', b', c' de façon que la différence
(b'Hc')a — (b+c)a
soit plus petite que tel nombre rationnel que l’on voudra. Le raisonnement est le même qu’au n° 417 (p. #34), puisque l'on peut supposer la différence entre les deux nombres a' et a, d’une part, entre les deux nombres b' + c’ et b + c, de l’autre, aussi petite que l’on voudra.
423. Je n'ai défini jusqu'ici que le produit de deux nombres positifs; le produit de deux nombres relatifs quelconques se définit, ainsi qu'on a fait . au n° 66 (p. 64), comme un nombre relatif dont la valeur absolue est le produit des valeurs absolues des facteurs et qui est positif ou négatif suivant ” que les facteurs sont de mêmes signes ou de signes contraires. On complète la définition en ajoutant que le produit de deux facteurs est nul quand l’un des facteurs est nul ; il n’est nul que dans ce cas.
Dés lors, la définition d’un produit de plusieurs facteurs, l'extension aux nombres irrationnels, positifs ou négatifs, des propriétés d’un produit, de la règle pour effectuer le produit d’une somme algébrique par une somme algébrique se poursuivent comme au $ 8 du chapitre 1°* (p. 61).
. 424. Quand on multiplie deux nombres différents par un même nombre. autre que 0, les produits sont différents. Au plus grand des deux nombres correspond le plus grand produit, si le facteur par lequel on multiplie est positif ; c'est l'inverse si ce facteur est négatif.
_ 425. Nombres inverses. — À chaque nombre différent de 0 on peut faire … correspondre un autre nombre tel que le produit de ces deux nombres soit
_ égal à 1.
Considérons d’abord un nombre positif À ; le raisonnement va être tout à fait pareil à celui qui nous a conduit à la définition du symétrique d’un nombre quelconque. Rangeons chaque nombre rationnel positif r dans une:
z. Pic ë Le 1 premiére ou seconde catégorie suivant que l'inverse es de r est plus grand
ou plus petit que A. Le nombre rationnel r sera rangé dans l’une ou l’autre des deux catégories, sauf dans le cas où son inverse serait précisément égal à À, ce qui ne peut arriver que si À est rationnel. Chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde caté-
Q s n . r A | | 1 de 2 e 0 gorie, car l'inégalité a’ > a entraîne TRE . Dans la première catégorie, ik
n'ya pas de nombre plus grand que tous les autres, puisque, parmi les nombres plus grands que A, il n'y en a pas qui soit plus petit que tous les autres, de même, dans la seconde catégorie, il n’y a pas de nombre plus petit que tous les autres.
Si À est rationnel, l’ensemble des nombres rationnels positifs est décomposé en trois catégories : l’ensemble des nombres rationnels plus petits
que - , l'ensemble des nombres rationnels plus grands que > le nombre
_ lui-même. Le mode de décomposition ne définit pas autre chose que le
des nombre ce inverse de À.
Si À est irrationnel, le mode de décomposition des nombres rationnels positifs en deux catégories, décrit plus haut, définit un nombre irrationnel
dont on dit qu’il est l’inverse de A et qu’on représente encore par -. : Dans tous les cas, l’inverse de a est À, comme il résulte évidemment de
+ 1 $ la définition; les deux nombres A et sont inverses l’un de l’autre: la
catégorie des nombres positifs plus grands que l’un est formée par les inverses des nombres positifs plus petits que l’autre, etc.
Le produit de deux nombres A et Rest égal à 1; en effet 1 est plus grand que le produit des deux nombres a et L, et plus petit que le produit des
deux nombres q/ et L , en Supposant 0<a<A<a!.
Supposant maintenant que A soit négatif, on formera un nombre négatif dont la valeur absolue soit l'inverse de la valeur absolue de A et l'on désignera encore ce nombre par — on reconnait immédiatement que le pro- ;
>. “fe
426. Division. — La division est une opération par laquelle deux nombres À et B étant donnés, dont le second n’est pas nul, on cherche un troisième C tel que l’on ait À — BC: A est le dividende, B le diviseur et le nombre - cherché C est le quotient exact de la division, ou le rapport de A à B. Supposons qu'il existe un nombre C tel que l’on ait À — BC, on devra
duit des nombres À et — est égal à 1.
e r 4 $e La e 0 d avoir, en désignant par 5 l'inverse du nombre B, défini comme on vient de
le faire,
: RQ d;
Si
en remplaçant dans le second nombre les deux facteurs B et p Par leur
produit qui est { et en se rappelant que le produit de G par 1 est égal à C, on voit qu'on doit avoir
ot | DEA 1e Réciproquement, le nombre A x = répond à la question : on a en effet | | BE (a <p)=(s x) x A=— A.
Le problème admet donc une solution et une seule; on la réprésente par AE.
la notation FE:
427. Lorsqu'on s’est occupé des fractions généralisées (Ch. vr, $ 4, p. 208), on a donné des démonstrations de leurs propriétés qui reposaient uniquement sur ce que le numérateur (ou dividende) de la fraction était égal au produit de la valeur de la fraction par son dénominateur (ou diviseur) : ces démonstrations s'étendent donc d’elles-mêmes au cas où les termes de la fraction généralisée sont des nombres irrationnels. Ainsi on peut multiplier par un
même nombre les deux termes d’une fraction & dont le numérateur et le
dénominateur sont des nombres rationnels ou irrationnels, etc... Les règles
L- pour les opérations s'appliquent dans tous les cas
428. Les propositions concernant les calculs approchés, tant pour la multiplication que pour la division, s'appliquent aussi, sans modification, lors méme que les nombres auxquels on a affaire sont irrationnels.
Exemples. Considérons le produit de (/3 par V2; on observera que, si l'on prend les valeurs approchées 1,13 (par défaut) et 1,41 (par défaut), les
: 3 5 | : d UE a erreurs correspondantes sont moindres que 1000 et que 1000 chacun des
nombres 74 2, V 3 étant moindre que 2, l'erreur commise sur le produit sera
2 x 8 16 à » 0 . ? 6) moindre que 1000 ou où ? 22 2 d'ailleurs 1,73 X 1,41 — 2,4393 et ce
nombre est approché avec une erreur moindre que 0,02; on en conclut que 2,4 est la valeur approchée du produit à 0,1 près, par défaut.
429. Supposons qu’on ait la représentation décimale d'un nombre irrationnel À : il sera aisé d’en déduire les représentations décimales des nombres 10A, 100, 10004.
On a par exemple fe V2—1,4142135623..;
le nombre ÿ2 est compris entre 1,4142435623 et 1,41421356%; donc V2 x 1000 est compris entre 1414,2135623 et 1414,2135624; sa valeur appro-
chée à _ près, par défaut, est donc 1414,213562 ; c’est-à-dire que si Von
considère le symbole 1414,2135623...,
obtenu en avançant de trois rangs la virgule vers la droite dans le symbole qui représente V 2, on en déduira, en conservant les six premiers chiffres
le raisonnement est général : il suffirait d’avoir pris un, deux, trois, .
RES 7 décimaux, la valeur approchée de 2 à—— près, par défaut. Il est clair que
chiffres décimaux de plus dans la représentation décimale de ÿ2 pour prou-
> — Â 1 1 | ver que les valeurs approchées de V2 x 1000, à Tor” T0 près, s’obtiennent de la même façon. Donc :
Lorsqu'on a la représentation décimale d’un nombreirrationnel positif A, pour en déduire les représentations décimales des nombres 104, 1004, : 4000 A, …, il suffira d'avancer la virgule vers la droite de un, deux, trois... rangs.
Inversement, il est clair que, si l’on a la représentation décimale d’un nombre irrationnel positif, on obtiendra la représentation décimale du quotient obtenu en divisant ce nombre irrationnel par 10, 400, 1000, .…, en . reculant la virgule vers la gauche de un, deux, trois, ..…. rangs.
Je laisse au lecteur le soin de voir comment ces règles doivent être modifiées quand on a affaire à un nombre irrationnel négatif et qu'on adopte les notations expliquées aux n°% 386 (p. 418) et 397 (p. 426).
430. Racine nième, — Jin désignant par n un nombre naturel, plus grand que 1, on appelle racine nième {exacte) d’un nombre positif A, et l’on représente
par le symbole VA, un nombre positif qui, élevé à la puissance n, reproduit A. Ce nombre, s’il existe, est unique, car la puissance nière d’un nombre plus grand dépasserait A, puisque la valeur d’un produit augmente quand .… ses facteurs augmentent : de même la puissance nième d’un nombrepositif plus petit serait moindre que A.. :
Disons, en passant, que, dans le symbole Ÿ À, en supposant que ce symbole ait un sens, n s'appelle l’indice de la racine : l'indice ne s’écrit habituelle: ment pas quand il est égal à 2: on écrit VA au lieu de YA.
Si À est rationnel sa racine nième peut être rationnelle, on dit alors que À est une puissance nième; si A est irrationnel, il est clair que sa racine nième ne peut étre un nombre rationnel, puisque la puissance nième de tout nombre rationnel est un nombre rationnel. Ne
431. Afin de définir la racine nième du nombre positif A, rangeons chaque nombre rationnel positif r tel que l’on ait r? << À dans une première caté-. gorie et chaque nombre positif r tel que l’on ait r? = À dans une seconde catégorie. Tous les nombres rationnels positifs appartiendront à l’une ou à. l’autre catégorie, sauf dans le cas où A se trouverait être la puissance nième d'un certain nombre rationnel positif R, lequel serait alors certainement plus grand que tous les nombres de la première catégorie et plus petit que tous les nombres de la seconde catégorie. On reconnaît immédiatement que, à dans ce cas, la décomposition de tous les nombres rationnels positifs en trois catégories dontl’une ne comprend que le seul nombre R définit pré
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cisément ce nombre. Écartons ce cas. Les nombres rationnels positifs sont alors décomposés en deux catégories : chaque nombre dela première est plus petit que chaque nombre de la seconde.
Il ne serait pas difficile de démontrer, comme on l’a fait pour V3, qu'il n'y a pas dans la première catégorie de nombre plus grand que tous Îles autres, ni dans la seconde catégorie de nombre plus petit que tous les autres, mais cela n’est pas indispensable pour prouver que le nombre B défini par la coupure que l’on vient de décrire est tel que l’on ait Br —;A; Il suffit de prouver pour cela que le produit de n nombres rationnels positifs plus petits que B est toujours plus petit que À et que le produit de n nombres rationnels plus grand que B est toujours plus grand que A. Or le premier point, par exemple, résulte de ce que tout nombre rationnel positif plus petit que B appartient certainement à la première catégorie et de ce que le produit de n nombres de cette catégorie, étant au plus égal à la puissance nième du plus grand d’entre eux, est donc inférieur à A.
Tout nombre positif rationnel ou irrationnel a donc une racine ni°re.
432. Si À est un nombre positif, et si l’on désigne par a n’importe quel
nombre positif, la valeur approchée de V À à « près sera le produit de « par un nombre entier k tel que l’on aït
Nj=— ka VA<(EH L)e.
Or, on conclut de ces inégalités
(ka)r ZA € [(k+1)a}";
ka sera donc le plus petit multiple de « dent la nième puissance soit inférieure ou égale à A; c’est ce qu'on a appelé, lorsque A est rationnel, la racine nième de À à « près, par défaut, et cette expression a donc le même
n — sens que celle-ci : la valeur approchée du nombre V A à « près, par défaut. On voit ainsi se justifier entièrement l’expression (n° 297, p. 332) valeur approchée de la racine nième d’un nombre À avec une erreur moindre que e : ce
qu’on a appelé ainsi, c’est bien une valeur approchée du nombre VA avec une erreur moindre que e. Les règles qu’on a données alors pour le calcul approché de la racine d’un nombre connu avec une certaine approximation, s'appliquent manifestement au calcul numérique des racines et des nombres irrationnels. Il serait d’ailleurs maintenant très aisé de retrouver ces règles ou d’autres équivalentes.
433. Pour nous borner par exemple à la racine carrée, on pourra se servir de l'égalité [(3), n° 51, p. 50]
VA +VB) (VA—VE) =A
où À et B sont des nombres positifs quelconques dont on suppose toutefois que À est supérieur à B. On tire de cette égalité
— = À —B A—B À — B = ———— y AU rot VALVE © 2yB
Supposons que À soit un nombre inconnu et B une valeur approchée par
défaut de ce nombre avec une erreur moindre que €; on pourra écrire A—=B<+e, en désignant par e’ un nombre plus petit que €; on aura donc, en vertu de l'inégalité précédente, | ï | Pr
2VB
par conséquent, VB pourra être regardée comme valeur approchée de WA, ® _, et si l'on calcule une valeur
2 VB <
approchée 6 de ÿ/B avec une erreur en moins inférieure à e,, le nombre b pourra être regardé comme une valeur approchée de V4 À avec une erreur
e Faÿr
par défaut, avec une erreur moindre que
moindre que €,
$ 4 — Opérations sur les radicaux.
434. Je dois avertir tout de suite le lecteur qu’il y a à prendre des pré-
cautions minutieuses dans les opérations dont je vais parler, quand on y introduit des nombres négatifs. Par exemple, légalité Va = 4, que l’on est tenté d'écrire sans y réfléchir davantage, n’est vraie que si a est positif ou nul; si a était négatif, il faudrait écrire Wa? — — a, afin que les deux membres de l'égalité fussent positifs. Pour éviter les difficultés de ce genre, je supposerai essentiellement que les nombres dont il sera question dans le présent paragraphe sont des nombres positifs ; je me dispenserai même de répéter l’épithète positif après le mot nombre.
D'après cela, pour prouver qu’un nombre est la racine nième de À, il suffit
de prouver que la puissance nième de ce nombre est égale à A. Cette remarque suffit à établir les propositions qui suivent. 435. Le produit des racines nièmes de plusieurs nombres A, B, C, D'est
égal à la racine nine du produit de ces nombres. En d’autres termes,
on & (1) VA VB. VC : ÿD —YABCD.
Pour élever à la puissance nie le produit VA . VE ° ÿ Ce VD, il suffit, en effet, d'élever à la puissance n chacun de ses facteurs, et l’on obtient ainsi le produit ABCD.
Dans le cas de deux facteurs, le théorème s'exprime par l'égalité
Un cas particulier intéressant est celui où l’un des nombres A, BR, le
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nombre À, par exemple, est la puissance nième d’un nombre rationnel : supposons À — a” ; on aura V4 aB ‘/B ab V B;
. nie ES , , . .
remplacer ainsi V/arB par aVB, c’est ce qu’on appelle faire sortir a du n ,— AT
radical, remplacer de même a VB par V a”B, c'est faire entrer a sous le radical. On a, par exemple,
Val = 35573. 34/3;
Un autre cas particulier intéressant est celui où tous les nombres A, B, C, … qui figurent dans l'égalité (1) sont égaux. On n'a écrit dans cette égalité que quatre facteurs, mais il est clair qu’on aurait pu en écrire autant qu'on aurait voulu, p par exemple. En les supposant tous égaux, l'égalité
prendrait la forme (Ya) = ya.
En d’autres termes, pour élever à la puissance p la racine nième d’un nombre A, on peut extraire la racine nième de la puissance p de ce nombre. Inversement, la racine nième de la puissance pi?" d'un nombre est la puissance pième de la racine niè"e de ce nombre. On observera que, dans le cas où p est égal à n, cette proposition est évidente.
436. La racine nièn* du quotient de deux nombres À, B est égale au quotient des racines nièmes de ces nombres ; en d'autres termes, on a
VE _VA pe VB F Cette proposition pourrait se déduire de la précédente; on peut aussi
L2 LU r Li A Li CE l'établir directement. Pour élever la fraction — à la puissance n°", on B
: L A peut élever ces deux termes à la puissance n, ce qui donne E : elle est donc
: : Ÿ A dit bien la racine nième de 5: En particulier, on a
437. Étant donnée une fraction on dans laquelle le dénominateur est la
racine nième d’un nombre rationnel b, on peut la remplacer par une fraction égale dont le dénominateur soit b ; il suffit de multiplier les deux termes de
. la fraction par 7 ÿr T° ou Vi, on a ainsi
par exemple on a 5 Love 0 ve V2 V2.V2 2? il est clair que, pour le calcul numérique, il est plus avantageux de calculer 2 avec une certaine approximation, de diviser ensuite le résultat par 2,
que de diviser 4 par la racine carrée de 2; On pourrait d’ailleurs aussi bien
1e calculer VE en V0,5.
e. . LA L4 La 4 » 5 V À L Si l’on applique la transformation précédente à la fraction =— du numéro
VB précédent, on voit qu’on peut l'écrire
VaVRor Van AS ANS ONE
B On a par exemple
VÉRNERNEEZ SV AN USE 438. Si l'indice de la racine d'un nombre A est le produit de deux nombres
entiers n, p, on peut, pour extraire cette racine, extraire la racine nième de A, puis la racine pième Qu résultat : en d’autres termes, on a
np} Dr
A VY A
Il suffit de remarquer qu'en élevant le second nombre à la puissance np OU, ce qui revient au même, d’abord à la puissance p, puis à la puissance n, on trouve À. On observera qu’on aurait pu aussi bien écrire é
np /— 2/p =
VA ne VVA.
D'après cela, on peut se borner, pour l'indice est premier. On a, par exemple :
V3 = V5, ÿ5 = Ÿys = VS.
Il est à peine utile de dire que, récipr
nine de la racine pième d'un nombr (np)iène de ce nombre.
On ne change pas la valeur
celle racine par un nombre naturel
sous le radical à une puissance dont En d’autres termes, on a
le calcul des racines, au cas où
oquement, pour extraire la racine e; On peut, si l’on veut, extraire la racine
d'une racine en multipliant l'indice de et en élevanten même temps la quantité l'exposant soit ce même nombre naturel.
VA = "Ya;
Mars le second nombre, en effet, est égal à VAE ou à Va.
Par exemple, on a re (FRS ; V7 = VE
eu
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES ET NÉGATIFS
Inversement, quand on a à extraire la racine d’un nombre élevé à une certaine puissance, si l'indice de la racine et l’exposant sont divisibles par un même facteur, on peut supprimer ce facteur et simplifier ainsi la racine.
Ce théorème ne diffère pas du précédent.
On a, par exemple :
440. Les propositions précédentes permettent, étant données plusieurs racines, avec des indices différents, de les ramener à avoir toutes le même indice.
Soient, par exemple, les racines
(DES A ee
Va, VB, VC, a, b, c désignant des nombres entiers; soit m le plus petit multiple commun de a, b, c et soient a’, b', c’ les quotients respectifs de m par a, b, c; on
multipliera les indices a, b, c respectivement par a’, b', c', et l’on élèvera en même temps À, B, G aux puissances a’, b', c'; les racines précédentes seront
remplacées par vre te ue AR LVBN SV Ge
qui leur seront respectivement égales et qui ont même indice. 441. Cette proposition permet d'utiliser les règles des n°435, 436 (p. 443) pour effectuer des produits ou des quotients de radicaux. Soient, par exemple, les quantités V3, VERS, VX;
6 est le plus petit commun multiple des indices 2, 3, 6 ; on aura, en appliquant les règles précédentes,
V3 = ÿ2, ÿ 2 sd 5 —ÿ2 x 52, V3 x 28 x Ÿ 2.5 —ÿ/27.20,57.2,52 — ÿ/29,5t— ÿ/29.12.
De même, QE ; VE 32 $ 5. — Exposants fractionnaires et négatifs.
449. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer que les dernières propositions établies ont leurs analogues dans la théorie des fractions. Cette analogie deviendra frappante si l’on adopte la notation des exposants fractionnaires. Dans tout le paragraphe, À désignera un nombre positif, d'ailleurs quelconque.
On n’a pas parlé, dans ce qui précède, de racine dont l'indice serait égal à 4; mais rien n'empêche de considérer une telle racine, pourvu que l’on
convienne de regarder sa valeur comme étant égale à celle du nombre sur lequel elle porte ; on aurait ainsi
VA — A. ù 4
Cette convention est bien conforme à la définition générale des radicaux, puisque, en élevant un nombre à la puissance 1, on reproduit ce nombre. Dés lors, puisque, dans la démonstration des théorèmes du paragraphe précédent, on s’est appuyé uniquement sur cette définition, il est clair que tous ces théorèmes subsisteront, lors même qu’on y fera fire. des racines d'indice égal à un.
443. En désignant par p, q deux nombres naturels, on représente V2 AP par le symbole P !
que l’on énonce A exposant © : est un exposant fractionnaire.
Dans le cas où p est égal à 1, comme A est la même chose que A, on aura par la définition précédente
Dans le cas où q est égal à 1, le symbole A! représente la même chose que A?. Cette convention est conforme à ce qu’on a dit dans le précédent numéro.
Cette notation ne présente aucune difficulté si l’on veut bien se reporter au n° 155 (p. 170) où l’on a dit qu’une fraction devait être regardée comme l'ensemble de deux nombres entiers qui jouent un rôle différent.
Elle est justifiée par ce fait que si les deux fractions : $ Ë sont égales,
on a P 2 KT AGE D p | Si, en effet, les deux fractions Do: sont égales, on a pq" = p'q et, par
suite, AP9' — Ar'9;
extrayons les racines qq’ des deux membres, on aura
17 ave API AATT AP'q;
or, en divisant les indices et les exposants par g' dans le premier membre, par q dans le second, on obtient
Vian
rl ©: 2
AT "AS
Il est à peine utile de faire remarquer que, par cette proposition, la simplification de la racine qière d’un nombre élevé à une certaine puissance p revient à la simplification d’une fraction, et que la réduction au même indice de plusieurs racines revient à la réduction de plusieurs fractions au même dénominateur.
Mais il y a plus : les règles établies pour le calcul des exposants entiers s'appliquent aux exposants fractionnaires.
444. Pour faire le produit de deux puissances fractionnaires d'un même nombre, il suffit d'élever ce nombre à une puissance dont l’exposant soit . une fraction égale à la somme des deux exposants primitifs.
En d’autres termes, on a en désignant par p, q, p', q!' des nombres
naturels p' pq! + p'q ai DAME A Aa On a en effet
Ê 2e ag — AT — A1 — VENTE p' p'q
[ ed AT == A99 — ‘Ÿ/Ar'I, et, par suite
dr SK fr N/A p9! pu LAVTE
mais, en appliquant le théorème du n° 435 (p. 442), on voit que le second membre est égal à la racine (qgg'è"e du produit A?2/ x A?'4, qui est luimême égal à A»9/ + »/4, puisque les nombres pq’ et p'q sont entiers. D'ailleurs on a, en vertu de la définition, NAT EP ar.
445. La proposition est donc démontrée. On écrit souvent l'égalité qui
lexprime sous la forme p pl p +E A1 x AT — A!
mais il convient de remarquer que le second membre n’a pas de sens par lui-même; il est sous-entendu qu’on doit remplacer la somme + DER
sa définition (n° 160, p. 177), c’est-à-dire par une fraction à ne ee égale à cette somme; cette notation est commode pour permettre l’extension : du théorème considéré au cas de trois, quatre, ... facteurs. Ainsi, de l’égalité précédente, on déduit
p Fe me
A1 sc AT x A1" — alé QUE au
je =
27 Line ee
ï 418 : LEÇONS D'ARITHMÉTIQUE. | RS
Lo | : | :
# Voici quel sens il faut attribuer au second membre : la somme É + ) ayant été remplacée par une fraction à termes entiers, on lui ajoute la
Ft fraction gi? et l’on obtient ainsi, sous forme d’une fraction à termes se entiers, l’exposant de la puissance à laquelle il faut élever A ; d’ailleurs, il est TRE rlair que cet exposant peut être aussi bien obtenu en al comme on à voudra la fraction à termes entiers qui est égale à la somme des trois s ! 1! k
Eu fractions Fi Le ae
446. Pour élever à la puissance ï un nombre À élevé déjà à une puissance
Lo entière ou fractionnaire Es il suffit de multiplier par #5 l’exposant de A :
‘s en d’autres termes, on a
à B\T pm
On a en effet, d'après les définitions,
mais on a de même
è + pr Ê ie
ct ‘et la racine q'iême de cette quantité est égale à \/A ou, en vertu de la : pp"
définition des exposants fractionnaires, à A% : la proposition est donc
démontrée.
441. Si, en désignant par p, q, p’, q/ des nombres entiers, on a d :
D ae on aura, ? ' x \â p _p" Hits) AN CHA D!
‘en entendant que, dans le second membre, la différence : . soit rem-
placée par une fraction à termes entiers qui lui soit égale, par exemple . ‘ Fe 2 il
par Fo Ud
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La démonstration est toujours la même; on a
Éd pg° TE RE a AT A VENT TJ A pa’ Ness pa — 4.
— es a !
ROLE EE ASE ÿ/AP9 = pa = À Li At Am VA: se
448. La notion de différence s'applique encore quand les deux nombres à retrancher sont égaux : si l’on voulait, dans le cas de deux exposants
! " égaux Le ce appliquer la même règle, on serait amené à écrire gd q
vel re
et cette égalité qui n’a, non plus que son second membre, aucun sens en acquiert un et devient vraie si l’on convient de représenter par le symbole A° le nombre 1. Cette convention est aussi utile, et il convient d'observer, puisqu'on ne change pas un nombre en le multipliant ou en le divisant par 1, que, si on l’adopte, les égalités |
AUSCALE= AND ET ns
sont vrées quel que soit le nombre positif A et quels que soient les nombres rationnels a, b, positifs ou nuls, pourvu toutefois que dans la seconde égalité a soit au moins égal à 6.
449. On peut aller encore plus loin et s’arranger pour que la précédente égalité subsiste encore lors même que a est plus petit que b; le premier
membre est alors égal à ue , où l’exposant b—a est positif; le second
Ab—
membre Aa—b où l’exposant a — b = —- (b—a) est négatif n'a, jusqu'ici, aucun sens, on convient de lui donner la même signification qu’au premier et, d’une façon générale, si a désigne un nombre rationnel, positif, de poser
Aa
le second membre étant la définition du premier.
Remarquons d’abord que cette égalité subsiste, en vertu des conventions adoptées, lors même que a est nul ou négatif : quand a est nul, les deux membres sont égaux à 1 ; si a est négatif, désignons sa valeur absolue par b; le premier membre sera Aë, le second sera l'inverse de A—b, c’est-à-dire encore Aë, en vertu de la définition de À — b, |
450. Dans ces conditions, l'égalité Aa x Ab = At subsiste quels que soient les nombres rationnels a et b. Elle est démontrée quand a et b sont positifs, elle est évidente quand l’un des nombres a, b est nul, puisque A°
est égal à 1. Désignons dans tous les cas par a et 8 les valeurs absolues a et de b.
Si a et b sont négatifs tous deux, les deux facteurs du premier membre sont, par définition, les inverses de A°, AS et le second membre est l'inverse de A*+$; puisque As+$ est égal à A4 X A3, et que l'inverse d’un produit est
égal au produit des inverses de ses facteurs, légalité à SÉMTAEE est évi-,
dente.
Supposons maintenant que les deux nombres a, b soient de signes contraires, que a, par exemple, soit positif, et que b soit négatif, l'égalité à démontrer prend alors la forme
Ac B3
AT
qui a été démontrée quand « est plus grand que Ê, qui, dans le cas con-
traire, a été notre point de départ pour la définition des exposants négatifs. 451. Le nombre AP ayant été ainsi défini pour toute valeur rationnelle du nombre B, il est naturel de chercher à le définir pour une valeur irra-
tionnelle de B. Sans développer ce sujet, qui sortirait du cadre de cet
ouvrage, je me contenterai de dire que le nombre AB se définit alors, si A est plus grand que 1, comme étant plus grand que tous les nombres Aë obtenus en élevant À à une puissance rationnelle b plus petite que B; et. plus petit que tous les nombres A?’ obtenus en élevant À à une puissance rationnelle b’ plus grande que B. C’est l’inverse quand A est plus petit que 1. Les règles du calcul des exposants entiers s'étendent encore aux exposants irrationnels. |
$ 6. — Ensembles.
452. Considérons l’ensemble des nombres distincts qui satisfont à une condition déterminée ; ils peuvent être en nombre fini ou infini. L'ensemble des diviseurs entiers d'un nombre entier donné ne comprend qu’un nombre fini de termes; l’ensemble des multiples entiers d’un nombre donné en comprend une infinité; de même l’ensemble des nombres premiers, l’en- ” semble des valeurs distinctes approchées de 2, par défaut, à 0,1, à 0,01,à 0,001, … près, l'ensemble des nombres rationnels compris entre die nombres donnés.
En général, on dira qu’un ensemble de nombres ou, plus brièvement, un ensemble est défini, lorsque l'on peut décider d’un nombre quelconque positif, nul ou négatif, s’il appartient ou non à cet ensemble. Tel est le cas des ensembles qui viennent d’être énumérés : étant donné, par exemple, un
_nombre quelconque, on a le moyen de reconnaître si ce nombre est premier
ou non : les nombres premiers forment un ensemble défini ; on a le moyer de reconnaitre si un nombre est ou n’est pas une valeur approchée de V2
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par défaut, à Tor Prés, n étant un entier quelconque : ces valeurs appro-
chées forment un ensemble défini.
Un nombre qui appartient à un ensemble sera aussi désigné comme un terme ou un élément de cet ensemble.
453. Gonsidérons un ensemble quelconque de nombres: de deux choses l’une, ou il existe un nombre supérieur à tous les éléments de l’ensemble, et je dirai dans ce cas que l’ensemble est borné en haut, ou il n’existe pas de pareil nombre, c’est-à-dire que, si on nomme un nombre quelconque A,
on peut affirmer qu'il existe des éléments de l’ensemble plus grands que A,
auquel cas je dirai que l’ensemble n’est pas borné en haut.
De même, s'il y a un nombre auquel tous les éléments de l’ensemblesoient supérieurs, je dirai que l’ensemble est borné en bas. Si, par exemple, . tous les éléments de l’ensemble sont positifs, cet ensemble est certainement: borné en bas, puisque tous les nombres qui le constituent sont plus grands
que 0. Si tous les éléments d’un ensemble sont négatifs, cet ensemble est borné en haut. Un ensemble composé d’un nombre fini de termes est borné
en haut et en bas. L’ensemble des nombres rationnels plus petits que 2 est
borné en haut et n'est pas borné en bas; l’ensemble des nombres rationnels
_ plus grands que 2 est borné en bas et n’est pas borné en haut. L’en-
NE LY
semble des nombres rationnels compris entre 2 et 3 est borné en haut et en bas.
bre M qui jouit des propriétés suivantes : 1° il est supérieur ou égal à tout nombre de l’ensemble ; 2 il n'y a pas de nombre plus petit que M qui soit supérieur ou égal à tout’nombre de l’ensemble ; en d’autres termes, si on
considère un nombre quelconque M plus petit que M, on peut affirmer qu'il :
y a un nombre de l’ensemble qui est plus grand que M’. En d’autres termes encore, quelque petit que soit le nombre e, il y a dans l'ensemble au moins un nombre dont la différence avec M est moindre que &.
* D'après sa définition, le nombre M, s’il existe, est unique : il s’appelle la
borne supérieure de l'ensemble.
L'existence de la borne supérieure est évidente dans quelques cas. S'il y a parmi les nombres de l'ensemble un nombre M qui soit plus grand que tous les autres nombres de l’ensemble, ce nombre est lui-même la borne supérieure. C’est ce qui arrive nécessairement lorsque l’ensemble ne comprend qu’un nombre fini d'éléments.
Supposons que tous les éléments de l’ensemble soient inférieurs à P et que.
parmi ces éléments il n’y en ait aucun qui soit supérieur aux autres. Rangeons les nombres rationnels en deux catégories : dans la première,
nous placerons chaque nombre rationnel m qui se trouve être inférieur ou
égal à un nombre de l’ensemble ; rangeons dans la seconde catégorie chaque
nombre rationnel "m' qui est plus grand que tout nombre appartenant à
l'ensemble : il y a des nombres dans cette catégorie; tels sont les nombres
454. Bornes. — Quand un ensemble est borné en haut, il existe un nom-
rationnels plus grands que P. Chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde.
Si À est un nombre quelconque de l’ensemble, il y a, par hypothése, dans le même ensemble, un nombre B > A; tout nombre rationnel compris entre À et B appartient à la première catégorie; ainsi il y a dans la première catégorie des nombres rationnels supérieurs à A. Il ne peut y avoir dans la première catégorie un nombre plus grand que tous les autres ; car si » est un nombre de cette catégorie, il y a été rangé comme inférieur ou égal à un nombre A de l’ensemble; or, puisqu'il y a dans l’ensemble des nombres B plus grands que À, tout nombre rationnel compris entre m et B appartient aussi à la première catégorie.
Dans la seconde catégorie, de deux choses l’une, ou il y a un nombre M plus petit que tous les autres, ou iln’y en a pas. Dans ce secondeas, la séparation des nombres rationnels en deux catégories définit un nombre irrationnel, que je désignerai encore par M. du
Dans les deux cas, M est plus grand que tout nombre de l’ensemble.
En effet, si À est un nombre de cet ensemble, il y a dans la premiere catégorie un nombre (rationnel) » plus grand que À ; ce nombre m est plus petit que M ; on a donc M > A. |
Si M’ est un nombre quelconque plus petit que M, il y a des nombres de l’ensemble compris entre M'et M; en effet, si m est un nombre rationnel quelconque compris entre M' et M, m qui est plus petit que M ne peut appartenir à la seconde catégorie, il appartient donc à la première, et il y a des nombres de l’ensemble supérieurs ou égaux à m; un tel nombre est plus petit que M, il est donc compris entre M' et M. On observera que, entre Met M, il y à une infinité de nombres de l’ensemble; si, en effet, on a démontré qu'il y en a p, soit A le plus grand de ces p nombres : A est plus petit que M ; il y a donc entre A et M quelque nombre de l’ensemble : entre M'et M il y a donc p + 1 nombres de l’ensemble, etc.
Dans le cas où il y a, parmi les éléments de l’ensemble, un nombre M qui est plus grand que tous les autres, dans le cas où, en d’autres termes, la borne supérieure de l’ensemble appartient à cet ensemble, on peut encore affirmer, quel que soit le nombre M'< M, qu’il y a dans l’ensemble un nombre plus grand que M'; tel est le nombre M lui-même: mais on ne peut plus affirmer qu’il y a des nombres de l’ensemble compris entre M' et M, et, a fortiori, qu'il y en ait une infinité.
455. Si l’on sait que tous les nombres d’un ensemble sont inférieurs ou ” |
égaux à P, il est clair que la borne supérieure M de cet ensemble ne pourra
être supérieure à P, puisqu'il ne peut pas y avoir de nombre plus petit
que M qui soit supérieur ou égal à tout nombre de l’ensemble.
Si, dans un ensemble dont la borne supérieure est M, on supprime certains nombres, M est toujours supérieur ou égal à ceux qui restent ; par suite, la borne supérieure de l’ensemble formé par les nombres que l’on n'a pas supprimés est au plus égal à M.
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456. On démontrera comme tout à l'heure que, pour tout ensemble borné en bas, il y a un nombre m jouissant des propriétés suivantes : 1° m est égal ou inférieur à tout nombre de l’ensemble ; 2 il n’y a pas de nombr{ plus grand que m qui soit égal ou inférieur à tout nombre de l’ensemble. En d’autres termes, si m'est un nombre quelconque supérieur à m, il y a ai moins un nombre de l’ensemble qui est plus petit que m'. Ce nombre m, nécessairement unique, s'appelle borne inférieure de l’ensemble. |
Pour le définir, dans le cas où il n’y aurait pas dans l’ensemble considéré de nombre plus petit que tous les autres, on séparera encore les nombres rationnels en deux catégories, la seconde catégorie comprenant chaque nombre rationnel qui se trouve être supérieur ou égal à quelque nombre de l'ensemble ; dans cette catégorie il n’y a pas de nombre plus petit que tous les autres ; si parmi les nombres rationnels qui n’y rentrent pas il y en a un plus grand que tous les autres, ce sera le nombre m cherché. Si parmi les nombres qui ne rentrent pas dans la seconde catégorie il n’y a pas de nombre qui soit plus grand que tous les autres, ces nombres rationnels, à eux tous, forment la première catégorie et la séparation de tous les nombres rationnels en deux catégories définit alors un nombre irrationnel qui est la borne inférieure de l’ensemble considéré.
Si tous les nombres de l’ensemble sont supérieurs ou égaux à un nombre p, sa borne inférieure sera aussi supérieure ou égale à p.
Si l’on, supprime quelque nombre d'un ensemble dont la borne inférieure est m, la borne inférieure de l’ensemble des nombres restants sera égale ou supérieure à 7.
457. Si l'on considère un ensemble dont les bornes supérieure et inférieure sont M et m, tout nombre de l’ensemble sera égal à l’un des nombres M, m ou compris entre ces nombres : la différence entre deux nombres quel
_conques de l’ensemble est donc égale ou inférieure à M — m.
D'ailleurs, puisqu'on peut trouver dans l’ensemble des nombres qui diffèrent de M et de m aussi peu qu'on le veut, on pourra former des différences entre deux nombres pris dans l’ensemble qui diffèrent aussi peu qu'on le voudra de M — m: donc M — m est la borne supérieure de l’ensemble
des nombres distincts que l’on peut former en retranchant un nombre de
l'ensemble d’un autre nombre de l’ensemble. C’est ce qu’on appelle lécart
de l’ensemble.
458. Considérons deux ensembles (A), (B) ; supposons qu'on sache que chaque nombre de (A) est inférieur ou égal à tous les nombres de (B). On pourra affirmer que l’ensemble (A) est borné en haut et que l’ensemble (B) est borné en bas ; désignons respectivement par A et par B les bornes supérieure et inférieure des ensembles (A) et (B).
Soit maintenant (C) l’ensemble des nombres distincts, tous positifs ou nuls, que l’on obtient en retranchant un nombre de (A) d’un nombre de (B) : le premier est égal ou inférieur à A, le second est égal ou inférieur à B, la différence est égale ou supérieure à B— A; d’autre part, il y a dans (C) des
nombres aussi voisins qu'on voudra de B— À, puisqu'il y a dans (B) et dans (A) des nombres aussi voisins respectivement de B et de A qu’on le veut : la différence B— A est donc la borne inférieure de (C). Cette différence est positive ou nulle, puisque tous les éléments de (C) sont positifs ou nuls.
Si l'on sait en outre, qu’il y a dans les ensembles (A) et (B), des nombr es
qui diffèrent aussi peu qu’on le veut, il y aura dans (CG) des termes aussi
voisins de 0 qu'on le voudra; la borne inférieure de (C) sera nulle : les.
bornes supérieure et inférieure de A et de B seront égales. Tel est le cas des deux ensembles que l’on obtient en pratiquant une coupure dans l’ensemble des nombres rationnels ; la borne inférieure de l’un est égale à la borne supérieure de l’autre; ces ous bornes sont is au nombre que définit la coupure.
459. Éléments d'accumulation. — Si l’on considère un ensemble quelconque, on dit que À est un élément d'accumulation de cet ensemble, pour dire, en gros, qu'il y a des éléments de l’ensemble, autres que A, aussi voi-
sins de A qu'on le veut et, d’une façon précise que, quelque petit que soit.
le nombre positif e, il y a un élément de l’ensemble, autre que A, compris entre À — € et À + e. Si cette dernière condition est vérifiée, on peut affirmer qu'il y a entre À — € et À + e une infinité d'éléments de l’en-
semble : car s’il y en a seulement p, choisissons le nombre positif e! moin-.
dre en valeur absolue que toutes les différences entre ces p éléments et le nombre À ; il y a, par hypothèse, un élément de l’ensemble compris entre A—e'et À +e'; cet élément est distinct des p éléments qu’on vient de considérer, il est compris entre À — € et À + e; entre ces deux derniers nombres, il y a donc p + 1 éléments de l’ensemble, etc.
D’après cela, on peut dire encore que À est un élément d’accumulation P
de l'ensemble (E) si, quelque petit que soit le nombre positif e, il y a une infinité d'éléments de l’ensemble compris entre À — e et À He.
Si au contraire, le nombre A n’est pas un élé ment d’accumulation de.
l’ensemble (E), il y a un nombre positif e tel qu'il n’y aït qu'un nombre fini d'éléments de l’ensemble entre À — & et À + e, puisque, s'il y en avait une infinité quelque petit que fût €, À serait un dément d’accumulation :
d'où il est aisé de conclure qu’on peut prendre € assez petit pour qu'il n y
ait entre À — € et À —+ € aucun élément de l’ensemble sauf le nombre A
s'il appartient à l'ensemble.
Un élément d’accumulation d’un ensemble peut faire partie, ou ne pas
faire partie, de cet ensemble.
La borne, supérieure ou inférieure, d’un ensemble est certaincment un élément d’accumulation de l’ensemble si elle n’en fait pas partie, Elle peut d'ailleurs être un élément d’accumulation d’un ensemble dont elle fait partie : 2 est un élément d'accumulation de l’ensemble des nombres 1ationnels
plus petits que 2 et de l’ensemble des nombres rationnels inférieurs ou égaux é
La notion d’élément d’accumulation donne lieu à l'important thécrème
que voici.
ge
460. Soit (E) un‘ensemble comportant une infinité d'éléments, tous compris entre les deux nombres P et Q > P. Il y a au moins un élément d'aceumulation À de l’ensemble qui satisfait aux conditions P Z A Z Q.
Rangeons en effet dans une première catégorie tout nombre rationnel a tel qu’il n’y ait pas d’élément de l’ensemble qui soit inférieur à 4, ou qu'il n’y en ait qu’un nombre fini : il y a certainement de tels nombres a, par exemple les nombres rationnels inférieurs à Q ; rangeons dans la seconde catégorie les nombres rationnels a’ tels qu’il y ait une infinité d'éléments de l’ensem-
_ ble qui soient inférieurs à a’; il y a de tels nombres a, par exemple, les
nombres rationnels supérieurs à P : la coupure aïnsi obtenue définit un nombre rationnel ou irrationnel A ; il y a des nombres a et a appartenant l'un à la première catégorie, l’autre à la seconde, comprenant entre eux le nombre À et dont la différence a' — a est moindre que tel nombre positif e que l’on veut. Il n’y a qu’un nombre fini d'éléments de (E) qui soient moindres que a, il y en a une infinité qui sont moindres que a’; il y en a donc une infinité entre a et a’ : À est un élément d’accumulation de l'ensemble.
Il est clair qu’un point d'accumulation d'un ensemble borné en bas et en haut ne peut être ni plus petit que la borne inférieure, ni plus grand que la borne supérieure ; il est égal à l’un ou à l’autre de ces bornes ou compris entre elles.
Cette proposition est due à Bolzano, géomètre du commencement du siècle dernier; elle joue un rôle essentiel dans la théorie des ensembles, théorie tue l’on doit à M. G. Cantor.
$ 7. — Limites.
464. Rappelons et complétons la définition du n° 219 (p. 248). Soit &;; >, ES Un: .…
une suite infinie donnée de nombres rationnels ou irrationnels : en disant que cette suite est infinie, nous entendons seulement que chacun de ses termes est suivi d’un autre ; en disant qu'elle est donnée, nous entendons qu'on se donne un moyen de calculer un terme quelconque connaissant son rang : si ce terme était irrationnel, cela voudrait dire qu’on se donne la loi de séparation des nombres rationnels en deux catégories qui le définit.
On dit que cette suite a le nombre À pour limite, ou mieux que ün à À pour limite quand n grandit indéfiniment (ou pour n infini) afin de dire, en gros, Que an est une valeur aussi approchée de À qu'on le veut, pourvu que n soit suffisamment grand, et, d’une façon précise, que, quelque petit que soit le nombre positif , on peut lui faire correspondre un nombre naturel p tel que tous les termes de la suite qui suivent le pième aient avec À une
différence moindre que &; tous ces termes sont alors compris entre À — € tt A He.
462. Considérons, par exemple, un nombre irrationnel A et la suite a,, 3... An... de ses valeurs approchées normales avec: LS nie chiffres décimaux.
La différence À — a, est inférieure à FE à quel que soit le nombre posi-
tif , on peut évidemment trouver un nombre entier p, tel que l’on ait
T< e, et il est clair que l’on aura À — An, < €, pourvu que l'on.
suppose n supérieur (ou égal) à p. A est donc la limite de la suite précédente.
On voit aussi bien que le nombre irrationnel A est la limite de la suite
1 1 NÉE Te BE 00 2:70) On EEE
formée par les valeurs approchées à 0,1, à 0,01, à 0,001, près, par excès.
Les remarques suivantes sont évidentes
Une suite qui a une limite ne peut avoir une autre limite, différente de
la première.
Soit une suite infinie
7 PORU DPIE CENT PACE
qui admet la limite A. Il en sera de même de la suite que l’on en déduit en supprimant tels termes que l'on veut, au commencement, par exemple les p premiers. Quand on n’a affaire qu’à la limite de la suite, les premiers termes n’importent pas; ce qui importe, c'est la façon dont les termes se comportent quand n croît indéfiniment.
L'ensemble des nombres distincts qui figure dans cette suite est borné en haut et en bas : si, en effet, tous les termes de cette suite, à partir de dp+1, SONŸ Compris entre À —e et A’ e, tous les termes sont moindres qu'un nombre quelconque plus grand que 4,, a, …, Gp, À +- e et supérieurs à un nombre quelconque plus petit QUE 4;, ds, .…., dp, À —e.
464. Quand on sait que, dans une ou plusieurs suites, certaines conditions se trouvent séparément vérifiées à partir d’un certain rang pour chacune des suites, on peut affirmer que, à partir d’un certain rang, le même pour toutes les sSuiles, ces conditions se trouvent vérifiées simultanément. Il suffit pour cela de déterminer le plus grand des rangs à partir duquel chacune des conditions se trouve simultanément vérifiée. |
Si, par exemple, les deux suites -
dy, VER .….s Ans ...s
b,, b,, *….s bn, ..
ont pour limites respectives des nombres A, B, et si on se donne un nom-
hit ire = anlx.<
bre positif «, on peut affirmer l’existence d’un entier p, tel que chacun des termes de la première suite se trouve, lorsque son rang est supérieur à p, compris entre À — x et À + x, et que, en méme temps, chacun des termes de la seconde suite se trouve compris entre B — & et B + à.
Lorsqu'on se donne une suite infinie de nombres
PAR CAPOT: Pere
admettant une limite A, chaque terme constitue en quelque sorte ura valeur approchée de A ; l'erreur que l’on commet en remplaçant la limite A par un terme de cette suite, a, par exemple, est la différence «,, entre A et an; cette erreur a elle-même pour limite zéro quand n augmente indéfiniment.
Si plusieurs nombres sont donnés ainsi par des suites infinies, si l’on a à faire, sur ces nombres, des opérations d’addition, de soustraction, de mul-
tiplication et de division, et si l’on remplace dans ces opérations les nom-
bres vrais (les limites) par des valeurs approchées (les termes des'suites),
on aura des valeurs approchées des résultats, avec des erreurs moindres
que des nombres qu’on a appris à déterminer au chapitre vi (p. 271). On reconnaît sans peine que ces erreurs peuvent être supposées aussi petites qu'on le veut en prenant des termes suffisamment éloignés dans les suites, et par conséquent assez rapprochés de leurs limites; cette remarque conduit aux théorèmes suivants :
Supposons que ax et b, aient respectivement pour limites A et B, quand n augmente indéfiniment, la somme ax + b, aura pour limite A + B; le produit anb, aura pour limite AB, la différence a, — b, aura pour limite
A — B; enfin, pourvu que B soit différent de O, la fraction aura pour
Por À limite ie : 466. Je me contenterai de démontrer la dernière proposition, qui demande
quelques précautions de plus que les autres.
Si B n’est pas nul, on finira par ne plus rencontrer dans la suite b,, b., b», … que des termes qui ne sont pas nuls; on ne considérera les
nt An Fa vérifiée.
Désignons en général par «;,, B, les erreurs que l’on commet en prenant respectivement 4, et b, pour À et B, en sorte que l’on ait À — a, + a», An
B = b, + By, l'erreur que l’on commettra en prenant 7. pour n
termes —- qu'à partir d'un rang tel que cette condition se trouve toujours
sera B
Désignons par A'et B' les valeurs absolues de À et de B. Quel que soit
le nombre positif e, on peut lui faire correspondre un nombre naturel p
tel que, sous la condition n > p, les valeurs absolues de An; Pn Soient moindres que & ; dès lors, si l’on désigne par B” un nombre positif plus petit que
B’, et si l'on choisit e< B' — B/, il est clair que le second membre de l’égalité précédente sera moindre en valeur absolue que
(A'LB')e
sous la condition n > p : le numérateur de cette fraction est en effet plus
grand que la valeur absolue de Bay, — AB, tandis que son dénominateur est
plus petit que la valeur absolue de B (B — Bn). Or, si l’on veut que la valeur de cette fraction soit moindre que le nombre positif n, arbitrairement donné, il suffit de prendre
Quel que soit le nombre positif n, on peut lui faire correspondre un.
: ; An Ace ta nombre naturel p tel que l'erreur commise en prenant = pour —- soit n À
moindre que p. C'est ce qu’il fallait démontrer.
Il est très important, étant donnée une suite infinie (c'est-à-dire comprenant un nombre infini de termes rangés dans un ordre déterminé), de
savoir reconnaître si cette suite a, ounon, une limite. On a à sa disposition, pour cela, quelques théorèmes dont je vais m'occuper.
467. Si les termes de la suite infinie Gi; gs ++. An; .. ne VOnt jamais en diminuant lorsque l’on s’avance dans la suite et s'ils sont tous inférieurs à un nombre fixe P, la suite a une limite qui ne peut dépasser P, et qui est au moins égale à n'importe quel terme de la suite.
Considérons, en effet, l’ensemble des nombres distincts qui entrent dans cette suite. Cet ensemble est borné, puisque tous les nombres qui le composent sont plus petits que P. Il a donc une borne supérieure A qui ne peut être plus grande que P, qui est supérieure ou égale à n'importe quel nombre de la suite. Si l'on se donne un nombre positif quelconque , il y a dans l'ensemble, ou dans la suite, au moins un nombre qui diffère de A d’une
quantité moindre que e. Soit 4, ce nombre, les termes de la suite qui sui-
vent a, sont supérieurs ou égaux à @,, inférieurs ou égaux à À : leur diffé-
rence avec À est donc inférieure ou égale à À — ap et certainement moindre -
que €. La suite a donc À pour limite. Observons que si le nombre A était
égal à un terme de la suite, à a, par exemple, tous les termes de la suite 4
qui suivent a, seraient nécessairement égaux à A.
468. Imaginons, par exemple, un symbole écrit comme un nombre décimal qui aurait un nombre infini de chiffres décimaux, et considérons la suite dont les termes successifs Qi; As, An, … Seraient obtenus en conser-
vant seulement 1, 2, .…., n, … chiffres décimaux ; ces nombres, à mesure qu’on s’avance dans la suite, ne vont jamais en diminuant ; chacun d'eux
est d’ailleurs inférieur à l’un quelconque des termes de la suite
1 1 À UT 0: T0 ? . An À Tor dass
ainsi qu'il résulte immédiatement de la règle pour reconnaitre quel est le
_ plus grand de deux nombres décimaux donnés.
La première suite a donc une limite A supérieure ou égale à n'importe lequel de ses termes, inférieure ou égale à n'importe quel terme de la seconde suite. À ne peut être égal à un terme a, de la première suite que si tous les termes suivants sont égaux à an, c'est-à-dire si tous les chiffres qui, dans le symbole décimal, suivent le nième sont des zéros. La seconde suite a manifestement la même limite; voyons si cette limite À peut être
_ égale à l’un des termes; lorsque, dans cette seconde suite, on s'avance vers la droite, les termes ne vont jamais en augmentant; il en résulte que si A
r x , » { Ê est égal à l’un d'eux, à an + on > Par exemple, tous les termes suivants
LA La * 1 LI sont aussi égaux à À et à a, +—— ; or, pour que l’on ait
1 1 An + 70% = An+1 + Tor?
il faut et il suffit que l’on ait
SereR 4 se CAE ÈUE En 107% Ke 107 +1 EE 10%+1?
mais la différence an+1 — an est égale au dernier chiffre de dr+1 divisé par 107+1; légalité précédente ne peut donc avoir lieu que si le dernier chiffre de a+, est un 9; le raisonnement se continue et l’on voit que À ne peut
être égal à dx + _ que si, dans le symbole décimal, tous les chiffres qui
suivent le nième chiffre décimal sont des 9. Si l'on exclut ce cas, on voit que l’on aura, quel que soit n,
An < À < An
Le 407 °
par suite, An et An + _— seront les valeurs approchées de À par défaut et
par excès à ——— près; en sorte que le symbole décimal qu'on a imaginé est
10" la représentation décimale du nombre A, qui, par suite, ne peutêtre rationnel, sauf dans le cas où cette représentation décimale est une fraction
décimale périodique.
469. Au théorème du n° 466 (p. 457), il convient d’ajouter un théorème analogue et dont la démonstration est toute pareille : Une suite infinie LP ÉRNER ARS
admet une limite si, en s’avançant dans la suite, les termes ne vont jamais en augmentant, et s'ils restent supérieurs à un nombre fixe. Cette limite est au plus égale à l’un quelconque des termes de cette suite. C’est la borne inférieure de l’ensemble formé par tous les nombres distincts de la suite.
Considérons les deux suites
NO to On bb be
et supposons qu'elles jouissent des propriétés suivantes : 4° Chaque terme de la première suite est inférieur ou égal aux différents termes de la seconde suite.
20 Lorsque n grandit indéfiniment b, — a, a pour limite 0.
Dans ces conditions, les deux suites ont une même limite...
Désignons en effet par (A) et par (B) les deux ensembles formés l’un par les nombres distincts de la première suite, l’autre par les nombres distincts de la seconde suite. D’après ce qu’on a vu au n° 458 (p. 453), l’ensemble (A) a une borne supérieure, l'ensemble (B) a une borne inférieure et ces deux bornes sont égales; désignons-en la valeur commune par A, on a a, A, b, < À, quel que soit le nombre naturel n; mais, en vertu de la seconde hypothèse, on peut, quel que soit le nombre positif e, lui faire correspondre un nombre positif p tel que, sous la condition n > p, on ait b— a <e; sous la même condition, la différence entre À et a, ou b, seront moindres que : en valeur absolue : les deux suites ont A pour limite commune.
Le théorème précédent s'applique en particulier lorsque, les conditions de l'énoncé étant d’ailleurs vérifiées, les termes de la première suite ne vont jamais en décroissant et que les termes de la seconde ne vont jamais en décroissant (1), comme, par exemple, les deux suites formées par les valeurs approchées d'un nombre À à 0,1, à 0,01, à 0,001, . près par défaut pour l’une et par excès pour l’autre. :
474. Pour qu’une suite infinie q,, @, ..…., dn, .… ait une limite, il faut et il suffit qu'à chaque nombre positif s corresponde un nombre naturel n telque la différence entre deux termes quelconques de la suite soit certainement moindre que « en valeur absolue, lorsque les rangs de ces termes ep
sent n (°).
40 La condition est nécessaire; supposons en effet que la suite ait un
1. On se borne le plus souvent à ce cas : M. Hadamard a bien voulu me faire remarquer qu'il y
avait lieu d'introduire la proposition générale dans les éléments.
Cet important théorème est dû à Cauchy
LIMITES. 461 limite A ; à partir d’un certain rang tous les termes seront compris entre A —— et À + < , leurs différences mutuelles seront moindres que €.
20 Elle est suffisante. En effet, supposons-la vérifiée; au nombre positif e correspond alors un nombre naturel n, tel que l'on ait
Ap— EE << Ag L'Ap FE
pourvu que p et qg dépassent n, on en conclut bien facilement, en raison- “& nant comme au n° 463 (p. 456), que l’ensemble des nombres distincts qui 2 figurent dans la suite est borné en bas et en haut.
Il y a maintenant deux cas à distinguer suivant que cet ensemble contient un nombre fini de termes, ou un nombre infini.
Dans le premier cas, puisque la suite est infinie, il faut bien qu’il y ait un terme de cette suite qui y soit répété un nombre infini de fois; soit a un pareil terme ; quel que soit n, après a, il doit y avoir un terme égal à a; la différence a— a, sera moindre que & en valeur absolue pourvu que p dépasse n ; ceci suffit à montrer que la suite a pour limite le nombre «a.
Dans le second cas, l’ensemble a certainement un élément d’accumulation ; désignons-le par A. Je vais montrer que A est la limite de la suite.
Quel que soit le nombre positif &’, il y a une infinité de termes de l’ensemble, ou de la suite, compris entre À — &’ et A He’ : il y a donc, entre A —-e’ et À + e’, des termes de la suite dont le rang est aussi grand qu'on veut ; quel que soit donc le nombre positif e”, on peut choisir le rang n d’un terme de la suite compris entre À — e&’ et À + e’ pour que tous les termes de la suite dont le rang est plus grand soient compris entre a, — e et a, He” et, par conséquent, entre À —e’ — e" et À He + e'”; tous ces termes seront a fortiori compris entre À —eet A He, sie’ + e" est plus petit que e. Quel que soit le nombre positif e, on peut choisir e’ et es” de façon qu'il en soit ainsi; à ce nombre € correspond un nombre naturel n te] que le terme a et ceux qui le suivent soient compris entre À — s et A Le la suite a A pour limite.
284. Si À est un nombre irrationnel, en lui ajoutant, en lui retranchant un nombre rationnel, en le multipliant par un nombre rationnel autre que zéro, en le divisant par un nombre rationnel, on obtient toujours un nombre irrationnel.
285. Si x est un nombre irrationnel et si @, b, a’, b' sont des nombres rationnels, le nombre
ax + bd
a'x + b' < 1 : ] PAST LE b . est irrationnel, à moins que l'on n'ait RE
286. En désignant par x et e des nombres irrationnels dont les représentations décimales sont
nr = 3,14159265...., e— 2,11828182,..:,
re
CREER RATS
: Ve 1 ds on demande de calculer avec trois décimales exactes les nombres Dee T, €, Vm,
EX T Ve, Xe, Herr
287. d étant un nombre irrationnel donné et a un nombre naturel donné autre que f, on peut trouver une suite indéfinie de nombres entiers
NT PEU RME 2er
tous plus petits que à, tels que si l’on considère le nombre
œ œ a, PP de on ait / RE run
En supposant 6 — 2, a = 2, calculer les nombres @%, @, . o 288. Etant donnés un nombre irrationnel b et une suite indéfinie de nombres naturels, tous plus grands que 1, ,
Gis Ans es Any es on peut trouver une suite de nombres entiers
CAT PRE PAM MOD
tels que l’on ait &, < a,, à, < a, .…, @ < An, et tels que si l'on pose
on ait
289. On appelle moyenne arithmétique de deux nombres leur demi-somme, moyenne géométrique de deux nombres la racine carrée deleur produit. Démontrer que la moyenne arithmétique de deux nombres différents est plus grande que leur moyenne géométrique. La différence entre les deux moyennes est plus petite que le carré de la différence entre les deux nombres divisé par huit fois le plus petit.
290. Si x est un nombre compris entre 0 et 1, le nombre x (1 — x) est inférieur ou égal à +: il ne peut lui être égal que pour =.
291. Si a est la racine carrée à une unité près, par défaut, du nombre A, on a
A— a? Le À — G? RE | Fi NÉS
Si l’on rapproche ce résultat des nos 291 et suivants, on pourra apprécier l’avantage que présente, dans l'extraction de la racine carrée d’un nombre entier, l'emploi de la limite inférieure que l'on a indiquée alors. ù
Voir dans le Bulletin des Sciences mathématiques (1887) un article de M. Darboux |
sur Ce sujct. ï
292. Si a, a’, b, b' sont des nombres rationnels dont les deux derniers ne sont pas des carrés parfaits, on ne peut pas avoir a + Vb— a! + V6! ou a — V6 = a! — VU sans que l'on ait a = a, b = b'; on ne peut pas avoir a + V6 = a! — Vor. Le
293. Démontrer que l’on a, quels que soient le nombre (positif) a et le nombre
- positif) b plus petit que a,
PRE PR ER HE Er N a+ ver = +.
PACE TRE SN LE a D V=- er = |/S Ve
Démontrer que le norbre
RAT MEN murs
est égal à 2 si a est compris entre 1 et 2 et à 2 Va— 1 sia est plus grand que 2. 294. On considère deux ensembles bornés : les bornes supérieure etinférieure du premier sont M et m, les bornes supérieure et inférieure du second sont M'et m’. Démontrer que si l'on considère l'ensemble des nombres différents obtenus en ajoutant un terme du premier ensemble et un terme du second, cet ensemble aura pour bornes supérieure et inférieure les nombres M + M’, m + m'. De même, fensemble des nombres différents obtenus en multipliant un terme du premier ensemble et un terme du second admet pour limites supérieure et inférieure les nombres MM', mm’.
295. Si le nombre ax a pour limite x quand » augmente indéfiniment et silon désigne par a, 6, c, d des nombres fixes dont les deux derniers ne sont nuls ni l'un ni l’autre, le nombre
l ax, + b cæ, + d a pour limite ax + b cx + d?
quand nr augmente indéfiniment.
On considère une suite indéfinie
(1) DR OUR UE ter Gr Vire
de nombres tels que chacun d’eux soit compris entre les deux qui le précèdent. Démontrer que les deux suites
(2) Din Dar Mons ire
(3) BND NAT Dares
ont chacune une limite ; si ces deux limites sont les mêmes, la suite (1) a encore une limite qui est aussi la même.
298. Etant donnés deux nombres a, b et a étant le plus petit de ces deux nombres, on ‘orme la suite
&;: 40, 3 Di cs SD EReS
s4 dans laquelle chaque terme est la moyenne arithmétique des deux précédents;
ainsi on a a
& + b AN tn 0 RE RE
dy — 2 no PE 2 UE
Démontrer que l'on a
2 1 a+ 5b— oi +)
quelle est, pour n infini, la limite commune de 4» et de 69 299. Si les termes (tous positifs) de la suite indéfinie
AA OR EE 118 TA
vont en décroissant et si l’on forme les nombres
Di BU 0, b,—a, — a, + a; ba —a+a,— a,
les suites
ont des limites. Ces limites sont égales si ax a pour limite zéro quand » augmente indéfiniment, dans ce cas la suite PER EN APR R UE AA LN
nm
à aussi une limite qui est la même que celle des suites précédentes.
300. Soient a et b deux nombres (positifs) donnés : soient > 0,, les moyennes arithmétique et géométrique de a, b ; soient a, b, les moyennes arithmétique et géométrique de a, et &,, a, et b, les moyennes arithmétique et géométrique de a, et d,, etc.; on continue ainsi indéfiniment : démontrer que An et br, quand n augmente indéfiniment, tendent vers une limite commune.
En svoposant a © b, démontrer que l'on a
a, — bd, < 8 | Se )
Calculer la limite avec 7 décimales exactes, en supposant a = 11, b = 10. 301. Soit x un nombre (positif) plus petit que 1; si l'on pose
VE = 1 y,
on en conclut
x EP DCR si l'on pose z z 1) Pa x Yn—1 TRES Toi oh Ce ART
es nombres y,, y, ..…, Yn, … tous inférieurs à y; vont en croissant avec n; démontrer que pour n infini, yr a pour limite le nombre ÿ 302. Soit x un nombre (positif) plus petit que 1; si l’on pose
VD Hz =1+ y,
LA
on en conclut
ME TA Vers 2 à si l'on pose __æ ». T Yi? æ Hire MU Et HR TE do doc HS È PRE chacun des termes de la suite y;, Ya, .…, y,, … est compris entre les deux termes
qui le précèdent. Cette suite a pour limite le nombre y, et les termes en fournissent des valeurs approchées, alternativement par défaut et par excès.
303. Si x est un nombre (positif) plus petit que 1, les nombres . L o x? + x? 43 LE re” 1 Fee re à PNA DES APE D Ms.
A 2 FE 2 8 hs 2 8 È 16
» sont des valeurs approchées de V1 + x, alternativement par défaut et par excès.
Quand x est petit, elles permettent d'avoir ÿ1 + x avec une grande approximation: Si & est très petit par rapport au nombre à, la formule
Va +au—a Vies
: : ; TN IN œ permet d'obtenir des valeurs approchées de Va? + œ: ainsi a + ses est une valeur
; à (e 4 (e 4 ; à approchée par excès, a + BUT du est une valeur approchée par défaut.
304. Si x est un nombre (positif) plus petit que 1, les nombres
sont des valeurs approchées de V1 — x par excès, les erreurs sont respectivement moindres pour les deux premières valeurs approchées, que
NT 0 —_
à 8V1—x 1501 — x Cette dernière partie résulte aisément de ce que si a est une valeur approchée de JA par excès, telle que l'on ait a? — A <e,ona a? — À € a + VA 2 VA
En supposant æ positif et plus petit que 1,on a
re
: Let î — 8
x 2 LS 97(1— x)
ue
vA
x4 V+rr<>
CET LT SARA be TER LP ER e - DES a qe NE ES RS PSE TL PU TA DE RTE ee ARE PTE RES A < REX NY £ \
1 1 Le Ft En supposant par exemple x — a A 5 PR 52 dans la première et x — 16 dans d la seconde, on déduira de là ;
98005 Fa l 4801 — 1 2277
su HR MES RS =, SEE 69300 VC 9510 1960 — V 10 5 DS
306. Soient a, deux nombres naturels dont le second n'est pas un carré parfait; on vose, en désignant par AÀ,, B, des nombres entiers, 4
(a ne Vo)" = A, + B:V6, montrer que l’on a :
An4 — A,a + B,6, B, 41 — B,a + À,;
ces formules Jointes aux égalités À, — a, B, — 1 permettent de calculer de proche en proche les nombres Ar, Bx; montrer que l'on a, en supposant a? > b,
(a — 6) = À 1,16, A2 Bt = {4 24 :
Comment ces formules doivent-elles être modifiées si l’on à @«? 6?— Par exemple, pour a = 83,b = 10, ou a À; — 4443, B; — 1405:
; = A À 10 BE — A? — LNAO Se : À V B; Ç 107
Soit a une valeur approchée de V/A ; soient ensuite
a =; («+2 m= (a+) = (4 =); no =). M LE 4: "4 Pa ER NE a 14 + os 0
les nombres a, 4, …., 4n, .… fournissent des valeurs qui approchent rapidement de VA, toutes par excès.
Démontrer que l'on a
ay — VA (a — 2 An + VA F \di + VA
vers quelle limite tend a, quand » augmente indéfiniment?
Le procédé de calcul de la racine carrée d’un nombre qui résulte de la proposition précédente était connu des Anciens. | 308. Étant donnés deux nombres (positifs) a, b, on forme une suite de nombres @1, 01, @, b3.…., &,, bh, … tels que l'on ait Rte
re
a +b a b EUR :
4 — ar b, EE V&b, da — : u 0 SE Vaæbi , ….. : ;
chaque terme de la suite a, b, &, bi. 2, 0x, .… est ainsi, à partir du troisième,
alternativement la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entre les deux
termes qui le précèdent ; en supposant a < b, les termes de la suite d, Qi, As, .… VON
‘€n'croissant, les termes de la suite b, b, Ü:, …, On, .… vont en décroissant; démontrer que l’on a :
by — du ne (8 CPR a), 1%
que a, et db, tendent vers une limite commune quand x augmente indéfiniment. Ex est-il de même quand on a a > b? |
An —
En
NOMBES IRRATIONNELS; LIMITES. 467
1 0 En supposant a = 0, b — Sr: calculer la limite avec trois décimales exactes.
309. a étant un nombre naturel autre que 1, on considère une suite indéfinie de nombres entiers, positifs ou nuls,
Xps ps Kay vo) Dyps see
tous plus petits que a, et l'on considère le nombre
démontrer que à, , lorsque n augmente indéfiniment, tend vers une limite : cette limite est un nombre irrationnel si, à partir d’un certain rang, les termes de Ja suite
os Xts Las +, My nee
ne se reproduisent pas périodiquement.
310. On considère une suite indéfinie de nombres entiers, tous plus grands que 1,
dy, A, Ag se As ve.
et une suite de nombres entiers, positifs ou nuls, correspondant aux précédents
&1; Ya, 3 .. X,, …
tel que l'on ait, quel que soit n, «, << 4,; soit, en désignant «y un nombre entier quelconque œ1 3 3 Œn
di dido Aydala : 12 3....ln
_ Démontrer que &, tend vers une limite quand # augmente indéfiniment.
On considère une suite indéfinie de nombres entiers
As Las As «es Ms ve
dont le premier est quelconque, dont les autres sont positifs ou nuls et satisfont
aux Conditions %o T2, a3..., C3 Am CN, .. ; ON pose CS O9 a 3 x An ; ER a Se PT Upon
démontrer que a, tend vers une limite quand nr augmente indéfiniment. Cette limite est un nombre irrationnel, sauf dans le cas où, à partir d’un certain rang p, tous les nombres «, sont nuls, ou dans le cas où, à partir d'un certain rang p, on a dd, —n -1.— Dans le cas où.l'on prend 4 = 1, & — 4... a, =. —1, celte limite est un nombre que l’on désigne habituellement par e.
342. a étant un nombre positif quelconque autre que 0, le nombre a a pour
limite l’unité quand n augmente indéfiniment.
Si, en désignant par à un nombre quelconque plus grand que 1 et par p un nombre naturel, on pose a = 6? — b, puis
£2 PJ _ , — V FREE x, = Va, MOUV T3 — a + Va + a
et, en général, x, — V a + Zn 1, On demande de démontrer que x, est plus petit
que à et a pour limite b quand nr augmente indéfiniment. Quelle est la limite de x, quand p et a sont égaux à 2?
On pose
di — Va, LENS V2, NE V2 + V2
et généralement
Nr Fans
montrer que, si l'on fait les calculs en conservant chaque fois p décimales, l'erreur.
(en moins) commise sur l'évaluation de a, sera moindre que 10? . Calculer ainsi la
valeur approchée de a; en prenant p —7. En partant de cette valeur, calculer le nombre 64 x V2 — a; ; avec quelle approximation est-il connu ?
Supposons que dans la seconde des deux suites
1 PRE PE 1 PEN ON Dis OT RU
les termes aillent en augmentant quand 7 augmente. Ta y
bg — by
Si Q est un entier plus grand que p, le nombre entre le plus
sera compris grand et le plus petit des nombres
dy. — dy 1 lg 1 go se A eo Ap Li Ap Es RE RS
brie LA A LR bg 9 +042 bp 44 — bp
Supposons encore que b, augmente indéfiniment quand » augmente indéfiniment,
An — On
ÿ ; — À PRE on propose de démontrer que, si tend vers une limite quand n aug-
bn TE bn — 4 . . ln A . .
mente indéfiniment, F. tend vers la même limite. n
Supposons que dans la seconde des deux suites
di, @, CET y) … a ban
les termes”soient positifs, aillent en diminuant quand n augmente et que 6, ait Q
es ; sie An — An +1 VOS pour limite pour n infini, si le nombre — tend vers une limite quand n R TT On A ;
e r . ln A . . ” augmente indéfiniment, Re tend vers la même limite. n
316. Si a, tend vers une limite quand # augmente indéfiniment, il en est de
. même du nombre A+ + 03 +... +an n
317. Soit x un nombre irrationnel positif donné et »m un nombre entier positif aussi donné: démontrer qu’il y a un système de nombres entiers positifs a, 6 dont le
PE Li d'a int 2
premier est inférieur ou égal à », et tels que la valeur absolue de la différence ax — 6 » 3 1 soit moindre que mn
Prenons en effet pour a l’un des nombres 1, 2, .…., m, faisons-lui correspondre #le nombre entier 6 qui est la partie entière de ax, et considérons la partie entière de m (ax — b), qui est évidemment inférieure à #2 : elle prendra m» valeurs positives ou nulles quand a prendra les valeurs 1, 2, ..…., m; si l’une de ces valeurs est nulle, le théorème est vérifié; si aucune n'est nulle, deux d’entre elles correspondant, par exemple, aux valeurs a’, 6’ et a”, b" de a, b seront égales, «et le nombre #» [(a/! — a/)x — (b"! — b!)] sera plus petit que un, en valeur absolue. Par exemple, pour x = % = 8,14159... et m — 10, en appliquant la règle précédente, on trouve qu'aucune valeur de la partie entière de m» (ax — b) n’est nulle; mais que ces parties entières sont égales pour a = 1, «” —8; pour a — 72, a! —9; @ = 3, a! = 10 : dans les trois cas on a @a” — a! — 7, b! — b'— 92; Tn — 22 est
en valeur absolue plus petit que TT De même pour æ = r?, m — 10, on trouve | » 69 que la partie entière de 10 (7x? — 69) est nulle ; cd est une valeur approchée de x?
) 1 avec une erreur moindre que CT
318. Soient x, y deux nombres irrationnels donnés et m, m/ deux nombres entiers positifs aussi donnés; démontrer qu'on peut trouver trois nombres entiers à, 6, c dont les deux premiers soient en valeur absolue moindres que m” et m' et tels que la
valeur absolue de ax + by — c soit moindre que nn ?
Démonstration analogue à la précédente : à chaque système de nombres entiers a, b respectivement pris parmi les nombres 1, 2, …, m et 1, 2, ..., m', on fait correspondre la partie entière e de (ax + by); on considère ensuite la partie entière de mm(az + by — c); parmi les mm/ nombres entiers ainsi obtenus, il ÿ en a un qui est nul, ou deux qui sont égaux, etc. Par exemple, pour æ =7?,y—=#,m—=m— 0, on trouve que la partie entière de 202127? + 4x — 131) est nulle, — La racine positive de l'équation 122? + 4x — 131 = 0 est x — 3,14157... .
319. Soient x, y deux nombres irrationnels positifs donnés et »# un nombre entier positif aussi donné; on peut trouver trois nombres entiers a, 6, £ dont le premier soit positif et inférieur à m? et tels que les valeurs absolues des nombres ax — b, ay €
: 1 1 soient moindres que —.
Ayant choisi le nombre entier a parmi les nombres 1, 2, 3, .…, #”°, on lui fait correspondre les nombres b, « qui sont les parties entières de ax, ay, puis on étudie les #2 systèmes de valeurs que peuvent prendre les parties entières de m(ax — b), m(ax — c).
MESURE DES GRANDEURS
$ I. — Correspondance entre les grandeurs et les nombres.
472. La définition bien connue « on appelle grandeur ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution » est sans doute très vague dans sa généralité. On va toutefois essayer d’en tirer parti pour relier la notion de grandeur et la notion de nombre. En même temps, la première notion se précisera, peu à peu, pour celles des grandeurs auxquelles la notion de nombre s'applique exactement. Sans doute, c’est la notion de grandeur, au moins dans des cas particuliers, qui a donné naissance à la notion de nombre, et dans cet ouvrage même on s’est efforcé de le montrer lorsque,
par exemple, on à introduit les fractions; mais on a vu aussi comment
cette notion de nombre pouvait être détachée de son origine concrète, se construire entièrement avec un seul élément, le nombre entier, et être amenée ainsi à un haut degré de simplicité et d’abstraction. Maintenant que la notion de nombre entier, fractionnaire ou irrationnel est élucidée, que les opérations sur ces nombres sont précisées, il vaut mieux se placer à un point de vue opposé, et, regardant le nombre abstrait comme un instrument donné et connu, chercher quel parti on peut en tirer pour l'étude des grandeurs : cet instrument, dont on a cherché à expliquer la construc-
tion en vue d’usages particuliers, se trouve en effet pouvoir servir dans!
des cas beaucoup plus étendus. À moins qu’on ne dise expressément le contraire, les nombres que l’on considérera seront des nombres absolus. Une grandeur est un objet ou une propriété susceptible d'états distincts, qui, toutefois, sous ces états distincts, se reconnaît comme étant de la même espèce. Ainsi conçue, la grandeur est quelque chose d’indéterminé. Pour simplifier le langage, j'emploierai une lettre majuscule entre parenthèses, (G) par exemple, pour désigner une grandeur d’une certaine espèce: ce symbole (G) ne représente rien de déterminé, il ne se rapporte qu'à l'espèce de la grandeur. Dans chacun de ses états ne la grandeur (G) est délerminée; on la représentera alors par une lettre majuscule, sans parenthèses. Il y a peut-être quelque inconvénient à employer le même mot « grandeur » pour désigner à la fois, par exemple, une longueur en
général et une longueur particulière; mais la notation précédente et
l'emploi de l’épithète « déterminee » permettront de supprimer toute ambiguïté.
473. Si, par exemple, (G) est une longueur rectiligne comptée à partir
d'un point O sur une droite OX limitée d’un côté à ce point et indéfinie
de l’autre, à chaque position du point M sur la droite OX correspond une longueur déterminée OM; quand le point M occupe sur la droite des positions distinctes, on a des longueurs distinctes. De même, imaginons, dans la durée, un moment déterminé, que nous appellerons origine des temps, et ne considérons que des événements postérieurs à cette origine
FF 0 PRE Ir rs Cat
—. des temps; à deux pareils événements non simultanés correspondront
…. deux temps distincts, écoulés entre l’origine des temps et chacun de ces événements.
_ Dans les exemples que je viens de citer, si l'on imagine deux états distincts de la grandeur considérée, on ne peut s'empêcher de concevoir la grandeur comme étant plus grande dans l’un que dans l’autre. Si le point M’ est, sur
4 la droite OX, plus à droite que le point M, la longueur OM est plus grande ï que la longueur OM. Si, des deux événements que l’on a imaginés, le second mu. est postérieur au premier, et si l’on désigne par T,T' les temps écoulés entre
l'origine des temps et chacun de ces événements, on dira que le temps T” —. est plus grand que le tempsT.
#: À É à Supposons d'abord que l'on s'occupe d’une grandeur (G) telle que, si on —. la considère dans deux états distincts À, A, elle soit nécessairement plus ._ grande dans un état que dans l’autre (et plus petite dans ce second état > que dans le premier); nous écrirons, par exemple, À => A’ ou A’ < A, et cette . supposition exclut la supposition contraire À < A’. Nous admettons en
Ÿ outre que la notion de plus grand implique la proposition suivante : si l'on considère trois états A, A’, A’ de la grandeur (G) et si l’on à À > A’, A! A! on a À >A/, en sorte qu'on peut écrire A > A! > A’; on dit 1 que A’ est compris entre A et A/', que A’ est intermédiaire à À, A. & 474. Ceci posé, plusieurs cas peuvent se présenter : il peut arriver que, si # l'on considère deux états À, A’ de la grandeur (G), il n'y ait qu'un nombre limité (entier) d'états intermédiaires à A, A’; il existe alors des états de la *. grandeur (G) entre lesquels il n'y a pas d'états intermédiaires : c'est le cas . des grandeurs discrètes, par exemple du nombre d'objets contenus dans une collection. J'écarterai ce cas relativement simple, auquel la notion de nombre entier s'applique particulièrement, et je supposerai que la granu deur (G) dont on s'occupe jouit de la propriété suivante, : si l’on considère 7 deux états A, A’ quelconques, mais distincts, il y a au moins un état ee médiaire A/ : il y en à alors une infinité, puisqu'il y à certainement un étal A! intermédiaire à A/, A, etc.
5 475. Considérons maintenant deux états A, A’ de la grandeur (G) et fi supposons qu’on ait À <Z A/; nous ne nous oCCupeTrons, dans ce numéro, ; que des états A, A’ et des états intermédiaires. Imaginons qu’on fasse 4 correspondre aux états A, A’ deux nombres entiers, 10 et 20 par exemple, …_ en ayant soin de faire correspondre le plus petit entier 10 à la plus petit
… des grandeurs À, A’.
Aux différents nombres compris entre 10 et 20, nous allons faire correspondre des états intermédiaires à A, A’ en observant toujours la condition suivante que j’appellerai la condition fondamentale : si aux nombres disüncts b, c, on fait correspondre les états distincts B, C, on aura B < C ou
BC, suivant que l’on a b£c ou b > c. À des nombres égaux on fera
toujours correspondre le même état de grandeur. : Aux nombres entiers compris entre 10 et 20 faisons correspondre,
d'après une loi, déterminée, mais d’ailleurs arbitraire, des états intermédiaires à A et A’, en observant toutefois la condition précédente.
On à ainsi établi une certaine échelle de graduation de A à A’. Considérons maintenant les fractions comprises entre 40 et 20 et dont le dénomi-. nateur est 2; pour celles de ces fractions qui sont égales à des nombres entiers, nous les ferons correspondre aux mêmes états qui correspondent à ces nombres entiers ; pour les autres, nous ferons correspondre chacune d'elles, qui se trouve comprise entre deux entiers consécutifs, à un état intermédiaire aux deux états qui correspondent à ces entiers consécutifs;
nous aurons ainsi rapproché les échelons de la graduation en multipliant
les états de la grandeur qui sont numérotés. Considérons de même les” fractions comprises entre 10 et 20 dont le dénominateur est 3, en laissant de côté celles de ces fractions qui se trouveraient être égales à quelque fraction de dénominateur 2, que l’on ferait correspondre aux états déjà numérolés au moyen de fractions égales, et faisons correspondre à chacune
de celles qui subsistent des états intermédiaires à ceux que l'on a déjà
numérotés, en tenant toujours compte de la condition fondamentale.
Nous faisons de même, successivement, pour les fractions comprises entre 10 et 20 dont le dénominateur est 4, >, 6, .…, en resserrant toujours les échelons de la graduation. Cette opération pourra être continuée aussi Join qu'on le voudra. Dans la pratique, si l’on n’a pas été obligé de laisser des lacunes et si, en resserrant par places le numérotage, on n’en a effectivement pas laissé, il arrivera, quand on aura poussé la graduation assez loin, que deux états numérotés consécutifs seront à peine distincts? et qu'il n’y aura pas d’erreur appréciable à substituer l’un à l’autre, non plus qu'un état intermédiaire. La grandeur (G) sera en quelque sorte numériquement connue entre A et A’, pourvu qu'on sache bien comment la correspondance entre les nombres et les états de grandeur a été établie ; quand on parlera d’un nombre compris entre 10 et 20, on saura quelle grandeur lui correspond. Suivant le degré de précision que l’on veut atteindre, la graduation peut être poussée plus ou moins loin.
Le thermomètre offre au lecteur un exemple de ce que nous venons de dire, qui lui est bien familier (1). à ;
476. Théoriquement, on peut imaginer que l'opération soit poursuivi indéfiniment; alors, on pourra dire qu'à chaque nombre rationnel compris
1. Observons toutefois que, dans la pratique, la graduation est habituellement construite au moyen de nombres en progression arithmétique.
en Ca] ‘
entre 10 et 20 correspond un état déterminé de la grandeur (G), la condition fondamentale étant toujours vérifiée. Mais il importe de donner maintenant, en restant au point de vue théorique auquel je me place, une forme précise à cette condition que j'ai énoncée sous forme vague : ilny a pas de lacunes dans le numérotage, ce numérotage pénètre partout. Gette condition consiste en ce que la graduation soit telle qu’il y ait des états numérotés, au moyen de nombres rationnels, entre deux états distincts quelconques B, G, intermédiaires à A, A'; la grandeur (G) est supposée telle que cette condition puisse être vérifiée.
S'il en est ainsi, à chaque état B de la grandeur (G) compris entre A, A’ correspond un nombre compris entre 10 et 20. En effet, ou bien l’état Ba été numéroté au moyen d'un nombre rationnel, ou bien il n’en est pas ainsi. Dans ce dernier cas, considérons un nombre rationnel quelconque compris entre 10 et 20 : à ce nombre correspond, d’après le numérotage précédemment décrit, une grandeur déterminée de l'espèce (G) qui est certainement distincte de B ; suivant que cette grandeur est plus petite ou plus grande que B, nous rangerons le nombre rationnel dans une première ou uhe seconde catégorie : tous les nombres rationnels compris entre 10 et 20 sont ainsi rangés en deux catégories: chaque nombre de la première catégorie est plus petit que chaque nombre de la seconde catégorie; si b, est un nombre (rationnel) de la première catégorie, il lui correspond un état B, de la grandeur (A) tel que l’on ait B, <B et puisque, nar hypothèse, il y a au moins un état B,, intermédiaire à B et à B,, auquel correspond un nombre rationnel b,, on voit qu’il y a dans la première catégorie un nombre b, plus grand que b,; on voit de même que dans la seconde catégorie il ne peut y avoir de nombre plus petit que tous les autres nombres de la même catégorie. On a donc défini ainsi un nombre irrationnel b que l’on fera correspondre à l’état B..
Ce nombre est plus grand que tous les nombres qui correspondent à des grandeurs de l'espèce (G) numérotées au moyen de nombres rationnels et plus petites que B ; il est plus petit que tous lesnombres qui correspondent à des grandeurs de l'espèce (G) numérotées au moyen de nombres rationnels et plus grandes que B:
Pourtoutes ces grandeurs, la condition fondamentale est vérifiée.
Enfin si B’ est une grandeur de l'espèce (G) à laquelle corresponde le nombre irrationnel b’ et si l'on a, par exemple, B < B', il y aura, par hypothèse, entre les états B et B’ un état intermédiaire B”’ numéroté au moyen d'un nombre rationnel b/’ et les suppositions B < B', B" < B; entraînent les inégalités b < b"”, b” < b' et par suite b < b'; la condition fondamentale est encore vérifiée.
477. Inversement, je supposerai qu'à chaque nombre irrationnel b compris entre 10 et 20 corresponde une grandeur B comprise entre À, À’. Pour bien nous rendre compte de la nature de cette nouvelle supposition, reportons-nous au premier exemple signalé, celui d’une longueur portée sur une droite OX, à partir du point O: soient M, M' les extrémités de
cette longueur pour les deux états À, À’ qui correspondent aux nombres
410 et 20; soit b un nombre irrationnel compris entre 10 et 20 ; désignons
par b’ un nombre rationnel quelconque compris entre 10 et b, par 6’! un nombre rationnel quelconque compris entre b et 20; soient 8’ et R/' les
extrémités des longueurs qui correspondent aux nombres b’et ass
ginons par exemple que tous les points $/ qui répondent à des nombres rationnels b’ plus petits que b soient marqués en bleu, que tous les points B'’qui répondent à des nombres rationnels b”’ plus grands que d soient marqués en rouge: sur la droite OX, tous les points bleus sont à gauche
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des points rouges; les points bleus ne se mêlent jamais aux points rouges : d’un autre côté, entre les points bleus et les points rouges, ül ne peut y avoir un espace libre, puisque, entre deux points quelconques de la droite OX, il y a, par hypothèse, des points auxquels répondent des nombres rationnels, c’est-à-dire des points bleus ou rouges; la région de la ligne OX où sont les points bleus ne peut donc être séparée de la région où sont les points rouges par aucun espace libre ;, j'admettrai que les deux régions sont séparées par un point, extrémité d'une longueur qui correspond au nombre b. |
478. Si la grandeur (G) est telle que, entre les états A et A, une graduation pareille à celle que l'on vient de décrire puisse être réalisée par la pensée, je dirai que cette grandeur est continue de’ À à A’; à chaque nombre rationnel ou irrationnel compris entre 10 et 20 correspond un état de cette grandeur intermédiaire à A et A’; réciproquement à chaque état intermédiaire à A et A’ correspond un nombre rationnel ou 1rraüonnel compris entre 40 et 20 : enfin la condition fondamentale est toujours vérifiée.
Il est à peine utile de dire que la supposition faite au début, à savoir que les nombres qui correspondaient aux états A, A’ étaient entiers, n’a riend’essentiel.
419. Ceci posé, si l’on considère une grandeur (G) qui soit continue
entre deux quelconques de ses états, diverses circonstances peuvent se
présenter. Ou bien il y a des états de cette grandeur au delà et en decà,
desquels elle ne peut pas varier, ou bien il n’en est rien. Les angles, en géométrie, fournissent un exemple bien connu du premier cas.
Supposons que la grandeur (G) soit ainsi nécessairement comprise entre deux états limites À et A’, en dehors desquels elle ne puisse être conçue, et supposons qu'on ait À < A’; il sera naturel de faire correspondre Île nombre 0 à l’état À et un nombre arbitraire à l’état À’, par exemple un nombre entier (!); on procédera ensuite au numérotage des états. intermédiaires, comme on l’a expliqué,
1. Ce serait le nombre 2, dans l’exemple cité, si l'on évaluait les angles en angles droits, le . nombre 180 si on les évaluait en degrés.
480. Supposons maintenant que la grandeur (G) soit telle qu'il existe un certain état À, de cette grandeur, au-dessous duquel elle ne puisse pas descendre, mais que si l’on considère tel autre état À que l’on veut, distinct de À,, il existe certainement un état A’ tel que l'on ait A’ >> A; on procédera comme il suit : on fera correspondre l’état A, au nombre 0, puis, choisissant des états A,, As, A3, … tels que l’on ait A, < A, < A,, .…, on les fera correspondre aux nombres entiers 1, 2, 3,...; on imaginera que celte opération de numérotage au moyen des nombres entiers soit poursuivie indéfiniment et de facon que, si l’on considère un état quelconque A de la grandeur (G), il y ait certainement un état À, correspondant à un nombre entier n et tel que l’on ait A, > A (1). Puis on graduera la grandeur entre À, et A,, entre A, et A,, entre À, et A., …, comme on l'a expliqué dans le numéro #75.
Alors à chaque état possible de la grandeur correspondra un nombre, à chaque nombre correspondra un état de la grandeur : à des nombres plus grands correspondent des grandeurs plus grandes, à deux nombres égaux correspond la même grandeur.
481. Enfin, la grandeur (G) peut n'être limitée ni dans un sens ni dans l’autre ; tel est le temps, telle serait la température si on n’admettait pas
l'existence du zéro absolu des physiciens : on choisira un état arbitraire A,
que l’on fera correspondre au nombre 0 et, pour les grandeurs plus grandes que À, on procédera comme on vient de l'expliquer; mais on ajoutera à chaque nombre qui correspond à une grandeur plus grande que A, les mots au-dessus de zéro. Pour les grandeurs (G) inférieures à A, on pourra de même faire correspondre chacune d'elles à un nombre que l'on fera suivre des mots au-dessous de zéro, mais de facon que si A’, A’ sont deux états tels que l’on ait A’ < AM < A, on ait a > a/!,et non a! <a, en désignant par a’, a” les nombres qui correspondent à A’, A’. On renverserait en quelque sorte la condition fondamentale.
Ce procédé de numérotage pour les grandeurs moindres que A, est tout à fait pareil au procédé de numérotage relatif aux grandeurs supérieures à À,; il ne semble pas utile d’y insister, non plus que sur l'avantage qu'il y a à remplacer les mots « au-dessus ou au-dessous de zéro » par les mots « positif » et « négatif ». |
482. J'ai supposé jusqu'ici que de deux états distincts de Ja grandeur considérée, l’un était nécessairement plus grand que l’autre. Bien qu'étant distincts par quelques circonstances, deux états peuvent être regardés comme les mêmes. Quand on a parlé de longueurs, on a supposé qu'il s'agissait de longueurs comptées sur une même droite à partir d'un même point. Deux longueurs rectilignes qui ne sont pas portées sur la même droite et qui, en ce sens, sont susceptibles d'être distinguées l’une de l’autre, peuvent cependant être égales: elles sont égales quand on peut faire
1. Si l’on n'imposait pas cette condition, on pourrait épuiser l’infinité des nombres entiers en s’approchant d'un état limite au delà duquel la graduation ne pénétrerait pas.
coïncider l’une avec l’autre. Les diverses sciences donnent, pour les diverses grandeurs dont elles s'occupent, des définitions de l'égalité. On enseigne, par exemple, en Physique, ce que c’est que deux corps qui sont à des températures égales, ce que c'est qu’un corps qui est à une température plus grande qu'un autre corps. La définition de l'égalité et de l'inégalité doit toujours satisfaire aux conditions suivantes, où À, B, C, ... désignent. des états déterminés quelconques de la grandeur considérée. On a A — A. La supposition A— B entraine la supposition B— A: les. Suppositions À —C, B—C entrainent la supposition À = B; les suppositions A=B, ou À > B, et BC entraînent la supposition À > C. Lorsqu'une telle définition de l'égalité (ou de l'équivalence) est possible, il est nécessaire d'admettre que la graduation de la grandeur considérée, sous les diverses formes qu’elle peut revêtir, est faite de manière qu’à des grandeurs égales correspondent toujours des nombres ‘égaux, qu'à des nombres égaux correspondent, sinon la même grandeur, au moins des grandeurs égales (ou équivalentes). Les conditions imposées à la définition de l'égalité (ou de l’équivalence) ont été choisies pour que cela soit possible.
$ 2. — Des grandeurs directement mesurables.
483. Pour certaines grandeurs, outre la notion d'égalité, on a la notion d'addition. S'il en est ainsi et si l’on peut définir un mode de graduation de la grandeur tel qu'à la somme de deux grandeurs de l'espèce considérée corresponde la somme des deux nombres qui correspondent à ces deux grandeurs, il est clair que ce mode de graduation sera particulièrement avantageux. |
On se borne souvent à l'étude des grandeurs de cette dernière espèce, parmi lesquelles il faut placer les longueurs rectilignes, les temps, les poids (ou plutôt les masses mesurées par la balance) : il convenait toutefois d'expliquer comment la notion de nombre s'applique à d’autres grandeurs. Au fond, en dehors des indications du thermomètre, on ne sait guère ce qu'est une température : l'addition de deux températures, en dehors de l'opération d’arithmétique qui consiste à ajouter des nombres de degrés, n'a pas de sens, et toutefois l'introduction du nombre que l’on fait correspondre d’une facon déterminée à la température est indispensable en Physique. L’intensité de la lumière d’une source lumineuse fournirait un exemple analogue. |
484. Quoi qu'il en soit, je vais désormais m'occuper de grandeurs dont la notion recouvre exactement, en quelque sorte, la notion de nombre, et qui, ainsi, doivent jouir nécessairement des propriétés fondamentales des nombres.
Parmi les propriétés de ces grandeurs figurent d’abord celles qui ont été | spécifiées au n° 482, et qui se rapportent à la signification des mots égal, plus grand, plus petit, puis celles qu'on va énoncer. Dans ces énoncés, le
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symbole (G) désignera l'espèce de la grandeur considérée et les lettres. A, B, G,... désigneront des grandeurs déterminées de l'espèce (G) ; toutes. ces propriétés sont impliquées par l'hypothèse que voici : la grandeur (G) ést susceptible d’une graduation dans laquelle à chaque nombre correspond une grandeur déterminée de l’espèce (G), ou des grandeurs égales; à des nombres inégaux correspondent des grandeurs inégales, le sens des inégalités étant le même ; à la somme de deux nombres a, b correspond la somme À + B des grandeurs qui correspondent à ces nombres. Réciproquement, à chaque état de la grandeur (G) correspond un nombre, etc.
I. On sait ce que c'est qu'ajouter deux grandeurs de l'espèce (G); les définitions de l’addition et de l'égalité satisfont aux conditions suivantes :
APB=B-FA; , A+(B+C)=(ATB)+C;
si l’on à B = C, on à aussi À + B— A +C.
Il en résulte que, dans une somme d'autant de termes que l'on veut, on peut interverlir l’ordre des termes et remplacer tels termes que l'on veut. par leur somme effectuée.
II. On sait ce que c’est que la grandeur nulle d'espèce (G), grandeur que l'on fait correspondre au nombre 0, et que l’on représente par le même symbole 0. Sa définition doit satisfaire à la condition À + 0 — A, à cause de la propriété correspondante des nombres ; dans cet état nul, la grandeur (G), qui ne modifie aucune grandeur de la même espèce à laquelle on l’ajoute, cesse, en quelque sorte, d'exister : telle est la longueur d’une ligne dont les deux extrémités coïncident.
IL. Si C n'est pas la grandeur nulle, on a A+C>A;il résulte de cette condition que la grandeur nulle est la seule qui, ajoutée à À, reproduise A.
IV. Si l’on a À >> B, il existe une grandeur C, non nulle, telle que l’on ait A=B+C.
V. Si A n’est pas la grandeur nulle, quelle que soit la grandeur B, il existe un nombre entier m tel que l’on ait mA > B : dans le premier membre de cette inégalité, mA représente la somme de m grandeurs égales à À: cette somme s'appelle aussi le produit de A par m. Cette supposition, que l’on appelle souvent axiome d'Archimède (1), est nécessitée par la propriété analogue relative aux nombres.
VI. Si m est un nombre naturel autre que I, quelle que soit la grandeur B, il existe une grandeur A telle que l’on ait mA =B, c'est la mième partie de B : en d’autres termes, on peut diviser B en m parties égales.
Il est à peine utile de répéter encore une fois que toutes ces suppositions, calquées sur des propriétés bien connues des nombres, sont nécessaires pour que la correspondance décrite au commencement de ce numéro entre les nombres, d’une part, et les divers états de la grandeur (G), d'autre part, soit possible.
485. Inversement, si la grandeur (G) jouit de ces propriétés et d'une autre encore dont on parlera plus tard, il sera possible de réaliser une:
serait plus juste de l'attribuer à Eudoxe
RSS SE
graduation telle que celle que l’on a décrite au commencement du numéro
précédent. É Tout d’abord, on voit que les hypothèses relatives à la signification des mots : plus grand, plus petit, à l'addition, à l'existence de la différence entre deux grandeurs impliquent de suite les conclusions suivantes. En ajoutant à deux grandeurs égales A, B des grandeurs inégales C, D, on obtient des grandeurs inégales : supposons en effet C > D, il existera une grandeur E, non nulle, telle que l’on ait C = D + E; dès lors on aura
A+C=B+C=B+#+(D+E)=(B + D)HLE:
en vertu de la supposition IT, la grandeur (B + D)-LE, ou A + C, est plus grande que. B + D; il résulte de là que la différence entre les deux grandeurs est unique, c'est-à-dire qu’il n’y a qu'une grandeur déterminée qui, ajoutée à une grandeur plus petite qu'une autre, puisse reproduire cette dernière. Dès lors les théorèmes fondamentaux établis pour les sommes et différences de nombres entiers s'étendent aux grandeurs, ainsi que les théorèmes sur l'addition, membre à membre, des inégalités. * ; Il suffit presque de signaler les égalités
RAF BEC.) AL nB LE nCS (R+p+q+...)Az= nA+pA+qA—+.….
(mn) À = m (nA),
qui sont des conséquences immédiates des Suppositions (I) relatives à l’addition ; les petites lettres m,n, p, q, … y désignent des nombres entiers. La première, par exemple, veut dire qu'on obtient la même chose.en faisant la somme de n grandeurs égales à A+B+LCL …, Où en groupant ensemble, dans cette somme, les n grandeurs égales à À, les n grandeurs égales à B, etc…, et en ajoutant ensuité les résultats. En la rapprochant de la supposition IV, elle montre que lon peut multiplier par un même nombre entier les deux membres d’une inégalité entre des grandeurs. La troisième a été obtenue en SUpposant que dans la seconde figuraient m
nombres entiers n, p, g,.… tous égaux à n; elle veut dire que la somme de
mn grandeurs égales à A est égale à la somme de m grandeurs dont chacune
est égale à n fois A. 6 486. En vertu de la supposition V, si l’on considère la suite de grandeurs
en progression arithmétique A, 2A, JA, 4A, ne :
obtenue en ajoutant à elle-même Ja grandeur déterminée non nulle A, on finit par trouver dans cette suite des termes qui dépassent telle grandeur B que l’on voudra; on peut dire encore qu'une grandeur déterminée B de l'espèce considérée tombe entre deux termes de cette suite ou coïncide avec l’un de ces termes : si deux grandeurs B, C ne comprennent entre elles aucun terme de cette suite, elles coïncident avec deux termes consé-
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cutifs ou sont comprises entre deux termes consécutifs; leur différence est au plus égale à A.
_ Ceci posé, essayons de graduer la grandeur (G) de manière à satisfaire
_ aux conditions du n° 484. Choisissons arbitrairement une grandeur A,,
autre que la grandeur nulle, et faisons-lui correspondre le nombre 1; A, sera l'unité de grandeur de l'espèce (G) : une fois cette unité choisie, toute la graduation est déterminée. Aux nombres 1, 2, 3, 4, … devront correspondre les grandeurs
AU CM KE EST AU (ELA NAN
dont les termes finissent par dépasser telle grandeur de l'espèce (G) que l'on voudra : ainsi, au delà de chaque grandeur, il y a des grandeurs numérotées au moyen de nombres entiers.
« Fr LU e 1 A 487. Considérons maintenant une fraction de la forme —, où g est un q
nombre entier; par hypothèse on peut diviser la grandeur À, en q parties égales : en d’autres termes il y a une grandeur B telle que A, soit la somme de qg grandeurs égales à B; il n'y en a qu'une, car les produits par g de deux grandeurs imégales sont des grandeurs inégales ; cette grandeur B, la gime
partie de A,, se représente par le symbole Faisons correspondre au
| x f S 1 ; + nombre cette grandeur B; à la somme de q nombres égaux à Pt c'est-à-
ee : 1 1
dire au nombre 1, correspondra bien la grandeur A, ; le nombre — est d'ailq
leurs le seul qu’on puisse faire correspondre à B pour qu'il en soit ainsi.
Si p est un nombre entier, au nombre à qui est la somme de p nombres
égaux à on devra faire correspondre la grandeur pB, ou pa c'est-à-
PA ; , À: ; * dire la somme de p grandeurs égales er cette somme se représente
souvent par le symbole FA; c'est, par définition, le produit de A par la
fraction. Si la fraction © était égale à un nombre entier n, c'est-à-dire
si l'on avait p = ng, la grandeur GA ou pB serait égale à ng fois B ou encore
à la somme de n grandeurs égales à gB; elle serait égale à nA,, elle corp
respondrait au nombre à égal FS On reconnait aussi aisément que si
les deux fractions à termes entiers te sont égales, les grandeurs qui
leur correspondent sont aussi égales. Il suffira, pour s'en convaincre, de se reporter aux raisonnements que l’on a faits au début du chapitre VI, quand
on a introduit la notion de l’égaiité de deux fractions. Ainsi à des nombres
KL
égaux correspondent des grandeurs égales et à chaque nombre rationnel & correspond une grandeur déterminée A. Cette grandeur se représente par aA,; on dit qu'elle est le produit de A, par a et l'on écrit Aa Ce nombre a est la mesure de À quand on prend À, pour unité : c’est aussi, par définition, le rapport de À à A, et l’on écrit aussi
en n'altachant pas à cette égalité d'autre sens qu'à l'égalité À = aA,. Il est maintenant facile de vérifier que pour les grandeurs ainsi numérotées, la condition essentielle du n° 484 est vérifiée, c’est-à-dire qu'à la somme de deux où plusieurs nombres rationnels quelconques correspond une gran-
deur égale à la somme des grandeurs qui correspondent à ces nombres.
Il suffit, pour cela, de supposer que tous ces nombres rationnels soient représentés par des fractions à termes entiers et de même dénominateur. Du même coup, il est prouvé qu’à deux nombres rationnels inégaux «, a! tels que l'on ait a < a’ correspondent deux grandeurs À, A' telles que l’on ait À < A’: car le nombre a!’ est la somme d’un nombre a et d’un autre
nombre rationnel autre que 0; la grandeur A’ est donc la somme ‘de à
et d’une autre grandeur autre que la grandeur nulle; elle est plus grande que A: la condition fondamentale est vérifiée.
. 488. Enfin, la graduation ainsi définie pénètre partout sans laisser de lacune : en d’autres termes, entre deux grandeurs inégales AIDANT VE toujours une grandeur numérotée au moyen de quelque nombre rationnel.
En effet, désignons par D la différence (non nulle) entre A’ et A/’. Il existe
(n° 484, V) un nombre entier q tel que l’on ait qD © À; désignons par B la qième partie de A, ; on aura certainement D => B, car la supposition D <B impliquerait (n° 485) l'inégalité 9D = qB ou gDÆ=A,;. Considérons dès lors
la suite des grandeurs ou progression arithmétique 0, B, 2B, 3 B;:.,, nümé:
“ 15258 | rotées au moyen des nombres 0, or …; les grandeurs A’, A// comprennent certainement entre elles au moins un terme de cette suite, puisque leur différence est supérieure à B; le numérotage pénètre donc entre les grandeurs A’, A//.
489. Dès lors on peut faire correspondre à chaque grandeur À de
l'espèce (G) un nombre rationnel ou irrationnel: un nombre rationnel si elle
n'a pas échappé à la graduation que l’on vient de décrire, et dans le cas contraire, un nombre irrationnel 4 plus grand que tous les nombres rationnels qui correspondent aux grandeurs numérotées et moindres que À, plus petit que tous les nombres rationnels qui correspondent aux grandeurs numérotées et plus grandes que A. Ce nombre & sera encore la mesure de À quand on prend A, pour unité, ou le rapport de A à A, et l’on écrira
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Réciproquement, j'admettrai qu’à chaque nombre irrationnel & correspond une grandeur À de l'espèce (G), supérieure à toutes les grandeurs mesurées par des nombres rationnels moindres que %, inférieure à toutes
les grandeurs mesurées par des nombres rationnels plus grands que &.
Gette grandeur, si elle existe, est certainement unique, puisque entre deux grandeurs inégales il ÿ en a une plus grande que la première, plus petite que la seconde et qui est mesurée par un nombre rationnel. Admettre l'existence de la grandeur qui correspond au nombre irrationnel œæ, C’est imposer une condition de plus à la grandeur (G), condition sur le sens de laquelle on s’est suffisamment expliqué au n° 477. On a établi, dans ce même numéro, que la condition fondamentale était toujours vérifiée, lors même quil s'agissait de grandeurs correspondant à des nombres irrationnels. La graduation est entièrement terminée.
490. Il reste enfin à prouver que si des grandeurs correspondent à des nombres quelconques, même irrationnels, leur somme correspond à la somme de ces nombres : il suffit évidemment de considérer le cas de deux grandeurs À, A'; désignons par œ, x les nombres qui les mesurent; la grandeur À —+ A’ est plus grande que la somme de deux grandeurs respectivement plus petites que A, A’,en particulier que la somme de deux grandeurs respectivement mesurées par des nombres rationnels plus petits que «, x’: le nombre qui mesure A + A’ est donc plus grand que la somme de deux nombres rationnels quelconques plus petits respectivement que œ, œ’. On voit de mème que le nombre qui mesure À + A’ est plus petit que la somme de deux nombres rationnels quelconques respectivement plus grands que &, x’; le nombre qui mesure À + A’ est donc x + æ/.
Je désignerai comme directement mesurables les grandeurs (G) qui jouissent des propriétés que l’on vient d'expliquer.
491. On a supposé que la graduation de la grandeur mesurable (G) avait été faite en faisant correspondre la grandeur A,, non nulle, au nombre 1 ;
Supposons maintenant qu'on établisse une seconde graduation en faisant
correspondre au nombre 1 une autre grandeur A;; comment passera-t-on d'une graduation à l’autre ?
Rappelons d’abord l'attention du lecteur sur ce fait essentiel: quand on à choisi l'unité avec laquelle on mesure la grandeur (G), la correspondance entre chaque nombre et chaque état de la grandeur est entièrement déterminée par les conditions suivantes : à des nombres égaux correspondent des grandeurs déterminées égales ; à la somme de deux nombres correspond la somme de deux grandeurs mesurées par ces deux nombres ; à deux nombres inégaux 4, a’, tels que l’on ait a < a’, correspondent des grandeurs déterminées inégales A, A’ telles que l’on ait À A': les deux premières conditions permettent de déterminer la grandeur qui correspond à chaque nombre rationnel ; la seconde achève cette détermination pour les nombres irrationnels.
I suit de là que si, par un procédé quelconque, on a trouvé un mode de correspondance entre chaque nombre rationnel ou irrationnel et chaque
“482 LEÇONS D’ARITHM ÉTIQUE.
- grandeur de l'espèce (G) qui satisfasse aux trois conditions et qui, en ‘outre, fasse correspondre au nombre 1 une grandeur déterminée À;, ce ‘mode de correspondance est assurément le même que celui qu’on a décrit ‘dans le numéro précédent, en partant de la grandeur A, comme unité.
Ceci posé, soit à un nombre fixe quelconque rationnel ou irrationnel, mais différent de 0.
En supposant qu'on ait pris la grandeur A; comme nitE. on obtient un premier mode de correspondance entre chaque grandeur et chaque nombre. Imaginons un second mode de correspondance qui fasse correspondre à chaque grandeur de l'espèce (G) le produit par À du nombre qui Ja mesurait dans le premier modé de graduation. En d’autres termes, dans le second mode, à chaque nombre a correspond la grandeur qui, dans le
a Eu premier mode, correspondait au nombre re Il est clair que la seconde
graduation jouit des trois propriétés qu’on vient de rappeler, puisque des nombres égaux restent égaux quand on les multiplie ou qu’on les divise par à, que pour multiplier ou diviser par à la somme de deux nombres il suffit de les multiplier ou de les diviser par à, el que, enfin, on peut multiplier ou diviser par à les deux termes d’une inégalité entre des nombres. Maintenant, dans le second mode de graduation, la grandeur qui correspond
au nombre 1 est celle qui, dans le premier, correspondait au nombre 55 la
grandeur qui correspond au nombre à est celle qui, dans le premier, correspondait au nombre 1, c’est la grandeur A,.
492. Supposons que l’on mesure la grandeur (G) en prenant pour unité la grandeur A;, et choisissons pour À l'inverse du nombre qui mesure À, quand on prend À, pour unité: le mode de graduation de la grandeur (G)
-qui résulte de ce qu’on prend A, pour unité coïncidera avec le second mode.
-de graduation que l’on vient de définir, puisque le second mode satisfait |
aux trois conditions et que, en outre, il fait correspondre au nombre 4 la grandeur À.
En résumé, on passe de la première graduation, où A, est l'unité, à la seconde, où A, est l’unité, en multipliant chaque nombre par un méme
AE x facteur à, ou en le divisant par dE est le nombre qui mesure A, quand
on prend A, pour unité, c'est le rapport a à est le nombre qui mesure | : ;
3 er 3 À À, quand on prend A, pour unité, c'est le rapport & ; en d’autres
termes :
Le nombre qui mesure À quand on prend A; pour unité, ou lé rapport 4
À È A7 St égal au produit du nombre qui mesure A quand on prend À, pour : |
unité, c'est-à-dire du rapport —; par le nombre qui mesure À, quand on .
t fc CESR > dr
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ÿ ! . 3 . A prend À, pour unité, c'est-à-dire par le rapport —: ce qui peut s’écrire AA PA CA:
A | Le rapport A7 St égal au quotient obtenu en divisant le nombre = qui 1 1
LA
mesure À quand on prend A, pour unité par le nombre - qui mesure À’
avec la même unité; en d'autres termes encore, le rapport de deux gran-
deurs mesurables déterminées est égal au rapport des deux nombres qui mesurent les deux grandeurs, avec une méme unité.
Les deux théorèmes précédents sont au fond identiques ; mais observons en passant que l'égalité
LATE
où figurent des rapports de grandeurs, peut maintenant, au moyen du
second énoncé, être regardée comme une égalité, d’ailleurs évidente, entre des nombres. |
Il est à peine utile de dire qu’on vient de compléter la démonstration des théorèmes des numéros 175, 176, 482.
$ 3. — Grandeurs proportionnelles.
493. Considérons deux espèces de grandeurs mesurables (G), (G’) liées ensemble de façon qu'à chaque état A de la première corresponde un état A! de la seconde ; inversement à l'étal A’ de la seconde correspond l’état A de la première.
Supposons la correspondance telle qu'à deux grandeurs déterminées ‘égales de l’espèce (G) correspondent toujours deux grandeurs déterminées égales de l’espèce (G/), et qu’à la somme de deux grandeurs déterminées de l’espèce (G) corresponde toujours la somme des deux grandeurs correspondantes de l'espèce (G/); je vais démontrer que le rapport de deux grandeurs déterminées quelconques de l'espèce (G) est égal au rapport des deux grandeurs correspondantes de l'espèce (G/) (n° 359).
Observons d'abord que, en vertu des hypothèses, les grandeurs nulles d'espèces (G) et (G’) se correspondent nécessairement, puisque la grandeur nulle est la seule qui, ajoutée à une autre grandeur, ne la modifie pas.
D'ailleurs, si l’on considère deux grandeurs A, B de l'espèce (G) et les deux grandeurs correspondantes A’, B’ de l'espèce (G/), on aura 4 > B’ si l'on a AB : en effet, cette dernière hypothèse implique l'existence d'une grandeur C, non nulle, telle que l’on ait À = B +C; la grandeur correspondante C/ ne sera pas nulle non plus et l’on aura A’ = B' + C, donc A’ > B.
Ceci posé, mesurons la grandeur (G) en prenant pour unité une grandeur déterminée A, de cette espèce et la grandeur (G’) en prenant pour unité la grandeur A; qui correspond à À, ; les nombres de la graduation relatifs aux divers états de (G) seront les mêmes que les nombres de la
graduation relatifs aux états correspondants de (G’); il suffit pour s'en.
convaincre de se reporter à la facon détaillée dont on a expliqué comment la graduation devait se faire. On peut remarquer aussi que si, après avoir gradué la grandeur (G), on fait correspondre dans (G/), à chaque nombre a,la grandeur A’ correspondant à la grandeur A de l'espèce (G) qui est mesurée par le nombre a, on aura réalisé un mode de graduation de (G’) qui satisfait aux trois conditions du n° 491 et qui en outre fait correspondre au nombre 4 la grandeur A;. Il semble bien inutile d'insister sur cette assertion évidente, d'où il résulte que le mode de correspondance qu'on vient d'imaginer entre les nombres et les grandeurs
(G') est bien le même que celui qu'on obtiendrait si l’on mesurait les.
grandeurs en prenant A, pour unité.
Le rapport de deux grandeurs étant égal au rapport des nombres qui Les mesurent, la proposition énoncée est démontrée.
Les grandeurs (G), (G’) qui satisfont aux conditions énoncées sont dites proportionnelles.
On a donné dans les chapitres X et XI de nombreux exemples de grandeurs proportionnelles,etla proposition précédente avaitété démontrée dans le cas où les grandeurs comparées étaient commensurables.
$S 4. — Recherche de la commune mesure.
494. Il nous reste à répondre à une question qui s’est sans doute présentée
à l’esprit du lecteur : étant données deux grandeurs A, B d’une espèce mesu-
rable (G) telles que leur rapport - soit un nombre rationnel, c’est-à-dire,
d’après ce qui a été dit plus haut, telles que B ou une certaine partie aliquote de B soit contenue exactement dans À, comment trouver cette partie? En d’autres termes encore, en reprenant les façons de parler du chapitre X, si les grandeurs A, B sont commensurables, admettent une commune mesure, comment trouver cette commune mesure ?
Désignons cette ‘commune mesure par C et supposons qu’elle soit contenue exactement a fois dans À, b fois dans B, on aura
A at, : B—60,
Le rapport à sera, d’après le n° 487, égal à. Des égalités précédentes on
tire bA = aB ;
"4 réciproquement, s’il existe deux nombres entiers a, b tels que bA
RECHERCHE DE LA COMMUNE MESURE
soit égal à aB, on reconnaît immédiatement, en admettant (n° 484, VI) que la grandeur B puisse être divisée en b parties égales, que la bième partie de B est contenue a fois dans A, en sorte qu’il y a certainement une commune mesure à À et à B. Ce résultat peut d’ailleurs s'établir sans faire intervenir la possibilité de cette division (1).
L'application du même algorithme (n° 129) qui nous a servi à trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres permet de trouver la plus grande commune mesure des deux grandeurs A, B, si elle existe.
Supposons À > B; siB est contenu exactement n fois dans À, en sorte que l’on ait
And, il est clair que toute mesure commune à A et à B sera B ou une partie aliquote de B ; B sera la pius grande commune mesure entre À et B.
1. Je dois cette observation à M. E. Lacour; elle offre assurément quelque intérêt, car elle permet de définir le rapport £ sans faire intervenir d’autres hypothèses que la supposition V du n° 484, en dehors des suppositions relatives à l'égalité, à l'inégalité et à l'addition. Si en effet on veut comparer la fraction à termes entiers 2 aux grandeurs A et B, on aura nécessairement l'une des trois égalité ou inégalités qui suivent
gADpB, gA=pB, ga € pB; on constate sans aucune peine, en se fondant seulement sur ce qu’on peut multiplier par un
nombre entier les deux membres d'une égalité ou d’une inégalité entre des grandeurs, que, si l'on se place dans l’un de ces cas, l'inégalité ou l'égalité correspondante subsiste quand on
remplace p, g par les termes (entiers) d'une fraction égale à F ; que, si l’on est dans le cas où l'on a gA > pB, cette inégalité subsiste quand on remplace p, q par les termes (entiers) d'une fraction plus petite que Fe etc. D'après cela on a un moyen de définir le rapport à comme plus grand que tous les nombres rationnels pour lesquels on a gA © pB, égal au nombre Le s’il ÿ en a un, pour lequel on a gA = pB, plus petit que les nombres rationnels :
pour lesquels on a gA << pB. La seule difficulté consiste, dans le cas où il n'existe pas de nombres rationnels pet g tels que l'on ait gA = pB, à prouver que parmi les nombres ration-
nels : pour lesquels on a gA > pB, il n’y en a pas un qui soit plus grand que les autres. S'il
/ y en avait un, désignons-le par D: on aurait g'A > p!B. Il existerait alors (n° 484, V) un
f entier m tel que l’on eût m(g/A — p/B) > B, ou mg'A > (mp' + 1)B : or, la fraction "— est plus grande que ci celle-ci ne serait donc pas la plus grande des fractions ? pour
lesquelles on a gA > pB. On prouve de même que parmi les fractions : pour lesquelles on a
gA € pB, il n’y en a pas de plus petite que toutes les autres. On définit donc bien ainsi un nombre irrationnel &. Cette définition, où n'intervient pas la possibilité de diviser B en
parties égales, permet d'établir ensuite les propositions fondamentales RPRR AA ETATS A
HAS LB
ASE AE GER BNC
qui sont le fond de toute la théorie de la mesure des grandeurs.
Si B n’est pas contenu exactement dans A, considérons la suite de
grandeurs
À tombera entre deux termes de cette suite n,B et (n, + 1)B, et l’on pourra poser A =n,B +B,,
en désignant par B, une grandeur plus petite que B; inversement, cette égalité et la condition B, <B déterminent sans ambiguité Le nombre entier n, et la grandeur B.. |
On reconnait immédiatement, sur l'égalité A= n,B + B,, que toute grandeur contenue exactement dans A et dans B est contenue exactement dans B,, que toute grandeur contenue exactement dans Bet dans B, est contenue! exactement dans A, en sorte que les communes mesures de A et de B, s'il y en a, sont certainement les mêmes que celles de B et de B..
On pourra opérer sur B et B, comme sur A et B et, si B ne contient pas exactement B,, le mettre sous la forme
B == "nB; + B:, (B2 a B;) :
puis mettre B, sous la forme B, —n,B; + B3, (B; << B2),
etc... : les communes mesures entre deux termes consécutifs de la suite A, B, B,, B:, B:,.… sont certainement les mêmes : si la suite se ter mine, si l’on arrive à une grandeur B, qui soit exactement contenue dans la précédente, en sorte qu'on ait | ue
” Bin, 11B
il est clair que B, sera la plus grande commune mesure entre B, set B, et, par suite, entre A, B; toute commune mesure à À, B sera une partie aliquote de B,..
Je vais maintenant montrer que s'il existe deux nombres entiers & et b. tels que l’on ait
bA = aB, l'opération se terminera ; on aura, en effet, alors, b(n,B + B;)=n,0B -L 6B, = aB
et cette égalité exige qu’on ait n,b < a, on peut donc l'écrire
(a — nb) B —= bB;, comme B, est plus petit que B, il faut que a — n,b soit plus petit que b; il en résulte que m, est le quotient de la division, au sens de la théorie des
OL
nombres entiers, de & par b, et que a— n,b, qui sera désormais désigné par b,, est le reste de cette division ; on aura d’ailleurs
b,B — bB,.
Cette égalité, en remplaçant B par n,B; + B;, montrera de même que
est le quotient de la division de b par b, et que b — n,b, — b, est le reste de cette division ; l'opération décrite correspond donc exactement à la
. recherche du plus grand commun diviseur de a par b et se terminera em
même temps qu'elle. Elle fournira la plus grande commune mesure entre
PA et B.
Lorsqu'il n'y a pas de commune mesure entre A et B, l'opération peut se continuer indéfiniment, elle définit alors une suite de nombres entiers
TM ND ue Me:
Le lecteur, S'il est en possession de la théorie des fractions continues, reconnaitra comment cette suite de nombres entiers permet d'avoir des
valeurs approchées du rapport :
ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES NOMBRES
$S 1. — Périodicité des restes pour certaines suites de nombres entiers.
495. Depuis l'antiquité jusqu’à nos jours, presque tous les grands mathématiciens se sont adonnés à l'étude des propriétés des nombres entiers. Il est résulté de leurs travaux toute une science, connue sous le nom de Théorie des nombres ou d’Arithmétique supérieure. Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, Gauss, Lejeune Dirichlet, Kummer, Kronecker, Hermite, pour ne citer que les noms les plus illustres, ont largement contribué à l’organisation de cette science, qui compte un très grand nombre de propositions extrêmement belles par leur simplicité, et où les démonstrations, dues aux efforts des plus grands géomètres, sont arrivées souvent à un rare degré de perfection.
La théorie des nombres se trouve d’ailleurs souvent avoir les liens les plus étroits avec les théories de l’Algèbre et de l'Analyse et son étude est indispensable à celui qui veut pénétrer un peu profondément dans ces sciences. Je crois être utile à ceux des lecteurs qui veulent poursuivre leurs.
études mathématiques en résumant, à leur usage, les résultats les plus élémentaires et les plus importants de cette théorie. Beaucoup des pages qui suivent auraient pu être rédigées sans supposer aucune connaissance en Algèbre; mais comme elles ne seront sans doute lues que par des lecteurs ayant déjà commencé l'étude de cette science, je n’ai pas craint de faire appel à quelques notions ou propositions qui appartiennent aux éléments de l’Algèbre.
496. En particulier, je suppose le lecteur familiarisé avec les règles de calcul relatives à ces nombres. Sauf avis contraire, les mots plus grand, plus petit auront le sens de l’Algèbre.
Dans ce qui suit, il sera presque uniquement question de nombres entiers positifs ou négatifs. Aussi, toutes les fois qu’il sera question d’un nombre dont on ne dira pas expressément que c’est une fraction, il s'agira d’un nombre entier.
De même, lorsqu'il s'agira de polynomes entiers par rapport à une ou
plusieurs variables, on supposera essentiellement que les coefficients de ce
polynome sont des nombres entiers. | Ces suppositions, qui doivent être toujours présentes à l'esprit du lecteur, seront d’ailleurs rappelées de temps en temps.
497. Un nombre entier b est un diviseur du nombre entier a Si la valeur
absolue de a est divisible par la valeur absolue de b; il existe alors un nombre entier positif ou négatif c, tel que l’on ait a — bc; a est un multiple de b. |
Le plus petit multiple commun, ou le plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres est le plus petit commun multiple ou le plus grand commun diviseur de leurs “valeurs absolues.
La suite des nombres entiers.
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doit maintenant être regardée comme illimitée dans les deux sens ; il en est de même de la suite des multiples successifs d'un nombre entier b,
dans laquelle chaque terme se déduit du précédent en‘lui ajoutant b; les termes de cette suite, quand on parcourt la suite de gauche à droite, vont en augmentant si b est positif, en diminuant si b est négatif.
498. Si l'on compare à cette dernière suite un nombe entier & positit ou négatif, ou bien ce nombre sera égal à quelque terme de cette suite, ou bien il tombera entre deux termes consécutifs ; dans tous les cas, désignons par bg le plus grand terme de la suite qui soit égal ou inférieur à a, en sorte que a, s'il n’est pas un multiple de b, tombera entre bg et bg + bou
entre bg et bq — b, suivant que b sera positif ou négatif; le nombre bg sera le seul terme de la suite qui soit inférieur ou égal à a, et tel que la différence 4 — bg, qui est positive ou nulle, soit moindre que la valeur absolue de b; on voit donc qu'il existe un couple (et un seul) de nombres entiers q et r, dont le second est nul ou positif et inférieur à la valeur absolue de b, tels enfin que l’on ait
a = bq +r.
Lorsque a et b sont des nombres positifs, » est le reste de la division de A par b, au sens de la théorie des nombres entiers. Il n’est guère conforme aux habitudes de conserver au mot division ce sens lorsqu'il s’agit de nombres positifs ou négatifs; le mot division s'entend alors souvent au sens de la division exacte; en outre, l'emploi du terme diviseur opposé à dividende donne lieu à des confusions, en raison même du sens spécial de ce mot qu'on vient de rappeler. Pour toutes ces raisons, il convient de changer un peu la terminologie.
Je désignerai le nombre positifr, qui vient d'être défini d'une facon précise, comme le reste de a par rapport au module b, le mot module remplacant ici le mot diviseur dans le sens opposé à dividende.
Pour abréger le langage et l’écriture, au lieu de dire le reste de a par rapport à b, on écrira simplement reste de a (mod. b).
On vient de montrer comment le reste doit être défini quels que soient les signes de a et de b; toutefois, pour ce qui est des restes, la considération des modules négatifs ‘n'offre aucun intérêt; si l’on a en effet
a—=bq <+r, on à aussi
a(rb—a)+r,
en sorte que le reste demeure le même quand on change le module de signe; aussi regardera-t-on désormais le module comme positif. Le lecteur reconnaîtra d’ailleurs sans peine que cette supposition n'est nullement impliquée dans beaucoup des théorèmes qui suivent.
Supposons que le module b soit un nombre impair; le nombre » ne sera
jamais égal à =: il sera ou plus petit ou plus grand : suivant qu on se trouve
dans un cas ou dans l’autre, le nombre positif » ou le nombre négatif r—b est ce qu'on appelle le reste minimum de a (mod. b); le reste minimum est positif ou négatif suivant que le nombre entier approché de la fraction ; à - près est approché par défaut ou par excès. On reconnait tout de suite qu'il est caractérisé par l'égalité et Les inégalités qui suivent, où on l'a désigné par 7’, b b DATE NES TER
499. Revenons au reste (positif) proprement dit. Les théorèmes d’Arithmé-
/ / À 490 LEÇONS D’ARIT HMÉTIQUE. STAR
tique qui reposent uniquement sur LÉRAE a bq +rel:sur ce, fait que,. de si l’on se donne les entiers a, b, il n’y a qu’un couple de nombres entiers. q, r qui vérifient cette égalité, subsistent évidemment, que le nombre a soit positif ou négatif. Ainsi :
La somme ou la différence de deux multiples d'un nombre est un mul
tiple de ce nombre. Pour que la différence entre deux nombres entiers 4, b soit un multiple de c, il faut et il suffit que les restes de a et de b (mod. 6) soient égaux. Pour trouver le reste (mod. a) d’une somme de nombres
entiers où d'un produit de nombres entiers, on peut remplacer chacun de
ces nombres par un autre qui n’en diffère que d’un multiple de a, en par- . ticulier, par le reste de ce nombre (mod. a).
500. Ces diverses propositions, dont le lecteur se rappelle bien que la. démonstration est immédiate, et qui résument ce qu’il y a d’essentiel dans: Ë le chapitre IT, prennent une forme particulièrement simple quand on. adopte la notation que je vais expliquer, et qui est due à Gauss.
On dit que deux nombres entiers a, b sont congrus suivant le module c: quand leurs restes relativement à ce module sont égaux, ou, ce qui revient. au même, quand la différence de ces deux nombres est un multi de. ci on écrit alors ù
a= 0 (mod. c)
et l’on énonce a congru à b, module € ou modulo c. Une pareille égalité s'appelle une congruence GE le module c. Deux nombres entiers sont … incongrus suivant le module c si leurs restes (mod. c).sont inégaux. En par-. ticulier, dire qu’un nombre a est congru à 0 suivant le module €, ou écrire la congruence a = 0 (mod. c),
c'est dire que a est divisible par c. En se reportant à cette définition et aux théorèmes que l’on à rappelés dans le numéro précédent, on aperçoit immédiatement la vérité des propositions qui suivent :
Deux nombres congrus à un troisième sont congrus entre eux.
On peut ajouter un même nombre entier aux deux membres d'une congruence; on peut aussi en retrancher un même nombre entier; on peut en multiplier les deux membres par un même nombre entier (t). On peut ajouter membre à membre deux ou plusieurs congruences relatives au même module; on peut multiplier membre à membre deux ou plusieurs
congruences suivant le même module. On peut élever au carré, au cube, . 715 les deux membres d'une congruence. 11150 Arrêtons-nous seulement sur le cas de la multiplication : dire que les
congruences s a= (mod. c), b=b! (mod. c)
- 1. Pour la division, il y a des précautions à prendre sur lesquelles je reviendrai plus tard, n° 512,
PÉRIODICITÉ DES RESTES. 491 entraînent la congruence ab = ab! (mod. c),
c’est écrire sous une forme condensée ce théorème qu’on a rappelé tout à l’heure : on ne change pas le reste (mod. c) du produit de deux nombres entiers a, b, quand on substitue à ces deux nombres deux autres nombres entiers «/, b’ qui n’en diffèrent que par des multiples de c. Remarquons encore que, d’après ce qu'on vient de dire, la congruence
a= b (mod. c)
entraine la congruence a— b=0 (mod, c),
et réciproquement, ce n’est que la répétition, sous forme condensée, de la proposition fondamentale : pour que la différence entre deux nombres entiers a, b soit divisible par c, il faut et il suffit que les restes de ces deux nombres, relativement au module €, soient égaux.
En réunissant ces diverses propositions et en les appliquant autant de fois qu’il est nécessaire, on arrive à la proposition suivante :
Si l’on considère un polynome entier par rapport aux variables æ, y, 3, … et dont les coefficients soient entiers, c’est-à-dire une somme algébrique de monomes tels que
Ax”y8zT..…,
où le coefficient À est un nombre entier et les exposants «, fi, y, des entiers positifs ; si dans ce polynome on remplace successivement les variables x, y, z, … d’une part par le système de nombres entiers æ,, y, z, …, d'autre part, par un autre système de nombres entiers %, Ya, Z2, .. l'espectivement congrus aux précédents suivant un module m, les résultats des deux substitutions seront deux nombres entiers N,, N, congrus suivant le
même module m.
501. Si l’on considère la suite des nombres entiers négatifs et positifs
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et que l’on fasse correspondre à chacun de ces nombres son reste par rapport à un module entier positif «, la facon dont ces restes se suivent est
évidente : ils sont les mêmes pour deux nombres entiers dont la différence
est a, ils se reproduisent donc périodiquement de a en a ; ces restes pour les nombres 0, 4, 2, .…,a—1 sont ces mêmes nombres rangés dans le même ordre, ils se reproduisent dans le même ordre quand on passe aux nombres a, « + 1,a+ 2, …, 2a — 1, puis aux nombres 2a, 2a + 1, 2a + 2, …, 3a — 1, etc.; c'étaient encore les mêmes nombres dans le même ordre pour les nombres négatifs —u, — a +1,...,—2,— 1 qui précèdent zéro, etc.
De même, si dans un polynome quelconque entier par rapport à la variable æ, et à coefficients entiers,
AGE + Aa + Ag + + An 10 Am
on remplace æ par deux nombres entiers dont la différence soit a, les deux résultats seront congrus suivant le module a; si donc, dans ce polynome, on remplace x par la suite des nombres entiers négatifs et positifs
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et qu’on prenne les restes par rapport au module a des résultats, ces restes se reproduiront encore périodiquement de « en a. La période des restes pourra d’ailleurs se décomposer en périodes plus courtes.
Si l'on considère, par exemple, le polynome x? + x + 1, en mettant à la place de æ successivement les nombres 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, et en calculant les restes par rapport au module 7, on trouve successivement 1, 3, 0, 6, 0, 3, 1; la substitution des nombres7,8, 6,10, 11,12, 13 donnerait des nombres respectivement congrus à ceux-là, etc.
L'étude de ces suites périodiques de restes pour des cas très simples, en particulier pour les polynomes ax, ax + a!, x?, va nous conduire à des résultats très importants.
Observons d'ailleurs que, jusqu'ici, nous n’avons invoqué que les propositions fondamentales du chapitre II, résumées au n° 499. Il est remar- … quable que l'étude que nous venons d'indiquer puisse nous conduire très simplement aux propositions fondamentales du chapitre IV, qi sont beaucoup plus cachées.
502. Supposons d’abord, quoique cela ne soit pas nécessaire, que les deux nombres entiers a et b soient positifs, et considérons la suite des multiples de a
ou, si l’on veut, la suite des valeurs que l’on obtient en remplaçant, dans «æ, æ par la suite des nombres entiers ; si l’on prend les restes des termes de cette suite par rapport au module b, ces restes se reproduiront périodiquement dé b en b; il en est ainsi en particulier du reste 0, qui correspondra certainement aux nombres ba, 2ba, …; il peut arriver que parmi les nombres
a, 24, 3a, …, (b—1)a il y en ait un qui donne, relativement au module b, le reste 0; soit, en général, À le plus petit nombre entier positif tel que Aa soit divisible par b ;
ha Sera le plus petit multiple commun de a et de b; parmi les multiples positifs de a inférieurs à ha, savoir
il n'y en à, par hypothèse, aucun qui soit divisible par b; il en résulte que deux multiples de « obtenus en multipliant « par deux nombres dont la différence est moindre que h ne peuvent donner le même reste (mod. b); car s'ils fournissaient le même reste, leur différence serait divisible par b, et cette différence s’obtiendrait en multipliant a par un nombre moindre que À.
D'un autre côté, deux multiples de a obtenus en multipliant a par deux nombres dont la différence est donnent le mème reste (mod. b).
Si donc on considère la suite indéfinie des multiples de a
— 2a, — a, 0, 2a, 34, .…, (h —1)a, ha, (h + 1)a,
et si l’on divise les termes par b, la suite des restes (mod. b) sera périodique, la période contiendra h termes exactement, et À restes consécutifs sont toujours distincts; on peut dire encore que deux termes «a, fa de cette suite sont congrus ou non (mod. b), suivant que & et $ sont congrus ou non (mod. h). En particulier, si l’on ne s'occupe que des multiples, positifs, il est clair que les seuls multiples de a qui donneront un reste nul seront les termes de la suite 0, ha, 2ha, 3ha,
Nous rencontrons donc ce théorème :
Tout multiple commun des nombres a, b est un multiple de leur plus petit commun multiple ha.
Puisque ba fournit un reste nul (mod. b), il faut, d’après ce qu'on vient de dire, que b soit un multiple de h.
Désignons par à, 4 les quotients des divisions de b par À et de ha par b, les égalités
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entraînent la suivante :
Si donc a etb sont premiers entre eux, il faut que & soit égal à 1 et que À soit égal à b. Donc, les seuls multiples communs de deux nombres premiers entre eux sont des multiples du produit de ces deux nombres. En d’autres termes encore, si un nombre divise un produit de CEUX facteurs et qu'il soit premier avec l’un d’eux, il divise l’autre.
Si b est premier à a, la période des restes contient b termes; les termes qui fournissent des restes nuls sont d’ailleurs connus : €e sont les multiples de ba. Les b multiples consécutifs de a
DR once la
fournissent b restes distincts qui ne peuvent être que les nombres 0, 1, 2, …, b — 1 dans un certain ordre : le reste 0 est fourni par le terme 0; les termes a, 2a, 3a, …, (b — 1)a fourniront comme restes, dans un certain
ordre, les nombres 1.9 2, .…, b — 1.
Cette proposition s'établit d'ailleurs très aisément quand on admet les,
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théorèmes fondamentaux sur la divisibilité, que l’on vient de démontrer à nouveau (1), par une voie qui montre bien le rôle que joue la périodicité. 903. Revenons au cas où la période des restes contient À termes. Soit
| oe do ; alors d le plus grand commun diviseur de a et de b, i et — sont premiers
d entre eux; mais si l’on considère les deux suites
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et qu'on prenne les restes (mod. b) des termes de la première suite, les.
d ainsi deux suites de restes et que chaque terme de la première suite s’obtiendra en multipliant par d le terme correspondant de la seconde ; donc
b Rue .
restes (mod — ] des termes de la seconde, il est clair que l’on formera :
la périodicité des deux suites de restes est la même. Or la période pour la
première suite contient k termes, par hypothèse; la seconde en contient
D k b ARE à a? puisque à est premier à —:; on aura donc
b ab = —, ha = — d . dl et l'on retrouve ainsi le théorème sur la composition du plus petit commun multiple de deux nombres. En outre, on voit que la période de la seconde suite de restes est fournie par les nombres
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rangés dans un certain ordre ; la période de la première suite de restes sera
donc composée des nombres
b 9 Re LL 0, d, 2d, pa G 1)d
rangés dans un ordre convenable. En particulier, les multiples de a,
fourniront, relativement au module b, les restes * b d, 24,84) G — 1)
rangés dans un ordre convenable.
1. Ce mode de démonstration est dû à Poinsot (Journal de Liouville, 1°° série, t. X).
A à à L < D PORT, Cr RS NE CR
se
Les restes (mod. b) des termes de la suite
se reproduisent périodiquement ; ilen sera de même évidemment des restes des termes de la suite
,—3a + al, —?2a+a,—a+a',a,a+ a, 2a;+ a,
obtenus en ajoutant à chaque terme de la première suite le nombre entier a';il est clair, en éffet, que si deux nombres de l’une des suites sont
congrus suivant le module b, il en est de même des termes correspondants de l’autre suite.
Si donc on désigne, comme précédemment, par k le plus petit nombre entier positif tel que son produit par a soit divisible par b, la période des restes, pour la seconde suite, se composera de À termes comme pour la première : toutefois, ici, on ne peut pas affirmer que l’un de ces restes soit
LA
nul.
En désignant par æ, y deux nombres entiers quelconques, les deux
nombres aæ + a’, ay + a! seront congrus où non (mod. b), selon que x et y seront congrus ou non (mod. h).
En particulier, si a et b sont premiers entre eux, la période des restes aura b termes, tous distincts : elle ne pourra être formée, ici encore, que des nombres 0, 1, 2, …, b — 1. Les deux nombres ax + «a, ay + a’ seront congrus ou incongrus suivant le module b, selon que les nombres æ, y seront congrus ou non suivant ce même module.
505. On appelle système complet de nombres incongrus suivant Île module b un système quelconque de b nombres dont deux quelconques sont incongrus suivant le module b ; tel est, par exemple, le système de nombres 0, 1, 2, .…, b — 1; d’ailleurs, comme un nombre quelconque est congru à l’un de ces nombres 0, 1, 2, …, b — 1, il est clair qu'il ne peut pas y avoir plus de b nombres incongrus deux à deux suivant le module b. Un système de b nombres entiers consécutifs est un système complet de nombres incongrus (mod. L).
La définition qu'on vient de donner, jointe aux remarques qui la précèdent immédiatement, conduit à la proposition que voici :
En supposant que «, a!, b soient des nombres entiers et que a, b soient premiers entre eux, les b nombres que l'on obtient en remplaçant, dans l'expression ax + a/, æ par les éléments d’un système complet de nombres incongrus (mod. b) forment eux-mêmes un système complet de nombres incongrus (mod. b). Parmi ces éléments, un seul est nul. Ainsi:
En désignant par a, b des nombres entiers premiers entre eux et par a” un nombre entier quelconque, il y a des valeurs entières qui, attribuées à æ, donnent pour ax + a' un résultat congru à zéro (mod. b). Toutes ces valeurs sont congrues entre elles (mod. b); en d’autres termes, si x, est l’une d’elles, on les obtiendra toutes en donnant à x les valeurs comprises dans la formule #, + mb, m étant un nombre entier quelconque,
$ 2 — Congruences à une inconnue.
506. Une congruence peut être l’analogue d’une équation, en ce sens qu'elle n’est vérifiée que par certaines valeurs attribuées à une ou plusieurs lettres, qu'on regarde comme des inconnues. On n'a pas donné à ces congruences de nom spécial. Bornons-nous aux congruences à une seule inconnue.
Une telle congruence sera, en général, de la forme ‘ A60" + AG TL. LA, œHLA, = 0... (mod),
ÀG; A4, +, An étant des nombres entiers donnés, ainsi que le module à. Une racine ou solution de cette congruence sera une valeur entière æ, attribuée à x telle que le nombre A,xÿ + Aix =!+...LA 4,7 A soit divisible par b. Il résulte évidemment du n°300 que si æ, est une racine de cette congruence, tous les nombres congrus à x, (mod. b) seront aussi des racines de cette même congruence ; ces racines ne sont pas regardées comme distinctes. Deux racines distinctes de la congruence doivent être incongrues (mod. b). On trouvera toutes les racines distinctes en prenant un système de nombres incongrus (mod. b), par exemple 0, 4, 2, …, b—14, et en cherchant ceux de ces nombres qui vérifient la congruencé.
907. Deux congruences sont équivalentes lorsqu'elles ont les mêmes racines. Il est clair que si, dans la congruence précédente, on remplace les coefficients A5, A4, …, À, par des nombres qui leur soient respectivement congrus (mod. b), on obtiendra une congruence équivalente, En particulier on pourra remplacer les nombres A;, A;, …, À, par leurs restes respectifs (mod. b). On pourra les ramener à être tous positifs et moindres que la valeur absolue de b; on reconnaît aussi bien qu’on peut les ramener à étre,
en valeur absolue, au plus égaux à À : en effet, si b est impair, les à nombres consécutifs Om b—1 b—1
2 His —1,0,1,2,., 1,
forment un système complet de nombres incongrus (mod. b); chacun des nombres A;, A,, …, A, se trouve donc être congru (mod. b) à l’un d’entre eux, qui n’est autre chose que son reste minimum (mod. b). Si b est pair, la suite des b nombres successifs
b b b Fe BOND 0 Ne EE
formera encore un système complet de nombres incongrus. On voit aussi qu’on peut supprimer tous les termes de la congruence.
PR
dont les coefficients sont divisibles par b. Le degré de la congruence est le
degré du terme le plus élevé dont le coefficient ne soit pas divisible par b.
On voit encore qu’on déduit d’une congruence une congruence équivalente en multipliant les deux membres par un même nombre premier au module. En d’autres termes, si l'on désigne par & un entier premier à b, la congruence
@A 02" + œ Aya" 4... La, it + aA, =0 (mod. b)
sera équivalente à la proposée. En effet, il est clair que toute racine de Ja proposée satisfera à celle qu'on vient d'écrire; réciproquement, toute racine de cette dernière vérifiera la première, car si æ, est une telle racine, le nombre &(Agte + Ati + …. + A,_,7, L A,) devra être divisible par b, et comme b est premier à &, b devra diviser le nombre Ao%6 + At" +... + A, _%0 + A, ; en d'autres termes, on aura
A6%6 + At +... + A, _ it + A, =0 (mod. b),
ce qu'il fallait démontrer. De même, si tous les coefficients A4, …, A, sont
-divisibles par un même nombre «x, premier à b, on pourra supprimer
partout le facteur «, et la nouvelle congruence ainsi obtenue sera équivalente à la précédente. Cette réciproque est, en effet, impliquée par le théorème-direct. En particulier, on pourra changer les signes de tous les termes d’une congruence.
508. Nous avons, dans ce qui précède, tout ce qui est nécessaire pour traiter des congruences du premier degré à une inconnue.
Une pareïlle congruence est de la forme
ax + a! = 0 (mod. b),
a, b, a’ étant des nombres entiers donnés. Supposons d’abord que a et b soient premiers entre eux. Nous savons qu’une pareille congruence admet une racine et une seule. On la trouvera en mettant successivement à la place de x les éléments d’un système complet de nombres incongrus suivant le module b : il y en aura certainement un et un seul qui vérifiera la congruence; on s'arrêtera dès qu'on l'aura trouvé. Ces essais se font très rapidement si le nombre b n’est pas très grand; on ramènera « à être au
plus égal à 3 et on essaiera b nombres consécutifs; après en avoir essayé
un, On ajoutera a au résultat de la substitution, ce qui reviendra à essayer
le suivant; on ramènera d'ailleurs toujours, en retranchant, s’il y a lieu,
des multiples de b, les résultats de la substitution à étre positifs et plus petits que b, où, si l’on préfère, à être au plus égaux à 2 en valeur absolue.
Soit, par exemple, à résoudre la congruence
21% + 5=0 (mod. 29); à TANNERY.
elle équivaut à la congruence
— 8x + 5 =0 (mod. 29),
ré
puisque 21 est congru à — 8 (mod. 29) ; elle équivaut encore à la congruence . 4
St — D = 0: (mod. 29).
On remplacera successivement dans le premier membre x par 0,1,2,..., M 28 : en appliquant la règle précédente, c’est-à-dire en ajoutant 8 après chaque essai et en réduisant les résultats, s’il y a lieu, on trouve successivement les nombres
7 D, 3, 11, 19,21 — 2, 6, 14,22 = —7,1,9,11,25 = —4,4,129, 20, à 28 = — 1,7, 15, 23 = — 6, 2, 10, 18, 26 = — 3, 5, 13, 21:29 0. Le dernier nombre provient de la substitution de 26 = — 3 (mod. 29).
Par conséquent —3 est une solution de la congruence proposée: toutes les racines s’obliendront en ajoutant à — 3 un multiple de 29.
509. On remarquera que la recherche d’une racine æ de la congruence proposée |
21% +5 = 0 (mod, 29) équivaut à la recherche d’un système de nombres entiers æ, y qui vérifient l'équation
à chaque racine de la congruence correspond une solution æ, y de l’équa- ’
tion ; inversement, si #5, y, est une solution de l'équation, x, est une racine de la congruence. 2 ni
Les diverses racines de la congruence sont données par La formule — 3 +29m, m étant un nombre entier quelconque; à chacune de ces racines correspond une valeur de y déterminée par l'équation
21(— 3 + 29m) +5 — 29y ou
58 21 X 29m—"297, d'où
y ZE 7 À ne 21m ; toutes les solutions de l'équation 21% — 29y + 5 — 0,
en nombres entiers, sont donc données par les formules ; 4
CONGRUENCES A UNE INCONNUE. 499 On voit tout de suite que les solutions en nombres entiers de l’équation
qui se déduit de la précédente en changeant y en — y, sont de même données par les formules
où m est un entier quelconque.
Ces résultats se généralisent immédiatement, et l’on arrive aux conciusions suivantes.
Soit ax -- by + c—=0
une équation du premier degré à deux inconnues et dans laquelle les coefficients a, b, c sont des nombres entiers : si les coefficients a, b sont premiers entre eux,.on peut satisfaire à cette équation en donnant à æ, y des valeurs entières : si &,, y, est une solution en nombres entiers, toutes les solutions seront données par les formules
2 = Lo + M, Y = Yo — MA,
où m est un entier quelconque.
En supposant toujours «a et b premiers entre eux, la résolution de
la congruence
ax = 4 (mod. b)
offre un intérêt particulier : si on en connaît une racine æ = 4, On en déduira immédiatement une racine de la congruence
ax + a = 0. (mod. b),
quel que soit le nombre entier 4’ ; en effet a, est certainement premier à b; car, si ces deux nombres avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait ad) — À, qui est un multiple de b; il.devrait donc diviser 1, il ne peut être que 1. Par conséquent (n° 507) la congruence précédente est équivalente à la congruence
aaÿx + a'a = 0 (mod. b) ou à la congruence
æ + æ&=0 (mod. b),
puisque aÿ@ est congru à 1 (mod. b); or cette dernière congruence se résout immédiatement et l’on en tire
x=—4a, (mod. b).
‘500 LEÇONS D'ARITIHMÉTIQUE.
Revenons maintenant à la congruence ax +a!=0 (mod. b
en ne supposant plus les nombres «a et b premiers entre eux; soit d leur plus grand commun diviseur.
On veut trouver un nombre entier æ tel que ax + a! soit un multiple de b: s'il en est ainsi, aæ + a’ sera un multiple de d; or d divise a et par suite ax; il devra donc diviser a'. D'où cette première conclusion: si 4! n’est pas divisible par d, le problème est impossible. Supposons donc «! divisible par d, et soient, pour abréger,
4 —"4d, b = bd, Mate VU
di, di, & étant des nombres entiers, a, et b, étant premiers entre eux. On
veut trouver un nombre entier æ tel que le produit d(ayx + a,) soit divi-.
sible par db,; il faut et il suffit, pour cela, que le nombre ax + a soit divisible par b,, c’est-à-dire que æ soit une racine de la congruence du premier degré
| ax +a—=0 (mod. b,),
dans laquelle a, et b, sont premiers entre eux; cette congruence admet des solutions: si x, estune solution, toutes les solutions de cette congruence, et par suite de la congruence proposée, seront données par la formule.
T= Lo + Mb,
où m est un nombre entier quelconque.
Si l’on donne à m la suite des valeurs entières, l'expression æ, + mb,
prendra une suite de valeurs entières, les restes, relativement au module b, se reproduiront périodiquement de den d (n° 503), les restes différents
correspondront à d valeurs attribuées à = et incongrues entre elles suivant.
le module d, par exemple, aux valeurs, 0,1,2,...,d— 1; par conséquent, si les nombres entiers a, b admettent d comme ps grand commun diviseur, la congruence
ax + a =0 (mod.b)
n’admettra pas de solution dans le cas où a’ n’est pas divisible par d; si a!
est divisible par d, elle admettra d solutions, incongrues suivant le module b, à savoir, en désignant par x, l’une de ces solutions,
b b | b To» Bo + à To + 2 FAURE Lo + (d—1)3;
On déduit de R les conclusions suivantes :
L'équation du premier degré à deux inconnues x, y et à coefficients entiers 4, b, c, ax + by + c—0,
n'admet pas de solutions si le nombre © n’est pas un multiple du plus grand commun diviseur d de a, b; sic est divisible par d, elle admet des solutions : si &, y, forment une de ces solutions, celles-ci seront toutes données par les formules 2= 2 + me, Y = Yo — mn
où m est un entier quelconque.
511. Il résulte de là que si d est le plus grand commun diviseur des deux entiers a, b, il existe deux entiers +, y, positifs ou négatifs, tels que l’on ait.
ax + by = d.
C'est là une proposition importante d’Arithmétique. Elle résulte très. facilement, comme on va le voir, de l’algorithme d'Euclide; elle aurait trouvé sa place dans le chapitre IV, si l’on n'avait pas craint, alors, d'employer des nombres négatifs.
Si l’on cherche, en effet, le plus grand commun diviseur des nombres. a, b, on est amené à une suite d’égalités telles que
a=dbgq+r, b=rm Er,
P = Tig2 + Ta
Te = Tn—1In Pre Th ,
qui expriment les résultats des divisions successives que l’on effectue. Supposons que 7} soit le plus grand commun diviseur de a et de b. On tire de la première égalité
r= à — bg; il existe donc deux nombres #5 = 1, yo = — q tels que l’on ait T = 4%) + 0Yo.
De la seconde égalité on tire ri = 0 — qi,
et en remplacant dans le second membre » par ax, + by,, on voit qu’il existe deux entiers
Bi = — lo Yi—= 1 — GiYo tels que l'on ait
ri = 421 + by.
Le raisonnement se continue évidemment, et, finalement on voit qu’il existe deux entiers æ, , y" tels que l’on ait
Th + 0Yn = Th :
VA One UE VAT Va pe PS RE ER Vi SE NE SR ENT de LES ET ER CAT AN SOIT IT RERO PAR PNA
c'est ce qu'il falaie den nn En particulier, si 4, b so premiers entre eux, on voit ainsi qu'il existe deux entiers x, y tels que l'on at
ax + by = 1,
et l'on a, dans ce qui ce un moyen régulier pour IrobRee ces deux +
nombres. | |
Afin de montrer l'utilité du théorème qu’on vient d'établir, je vais ob. su ürer une démonstration nouvelle de la proposition fondamentale du. n°142: « Si a, b sont premiers entre eux, les diviseurs communs de a et de c sont les mêmes que ceux de a et de be. »
I] suffit, comme on l’a déjà fait observer, de montrer que les diviseurs communs de a et de bc divisent c : or, ayant déterminé les nombres x et y tels que Fon ait
ax + by —= = on obtient, en multipliant les deux membres par c,
acæ + bcy = c,
“et il est clair que tout nombre qui divise a et bc, divisant les deux parties du premier membre, divise aussi le second.
512. Observons, en passant, qu’un raisonnement semblable à celui qu'on a développé dans l’avant-dernier numéro permet de compléter les Propost tions du n° 500.
Soient A, B deux nombres entiers tels que l’on ait
A =B:" (mod. à
Supposons que les deux nombres A, B admettent un diviseur commun 4, et soit d le plus grand commun diviseur de a et de b. Posons pour abréger :
At A,a, b=— B,a, (1 Ag on 4, = b — bd, Ve:
A,, B4, &, d, étant des nombres entiers dont les deux derniers sont premiers entre eux. Par hypothèse, A— B— a,d(A,—B,) est un multiple de b—b,d par conséquent a {A,;—B;) est un multiple de b, et, comme b, est pre-
mier à @4, il faut qu’il divise A; — B;; par conséquent, la congruence
A = : (mod, où
En particulier, si la division peut se faire exactement, on peut diviser par un nombre premier au module les deux termes d’une congruence.
entraine la congruence
2”. Te 1 Li fé.
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THÉORÈME DE FERMAT
$ 3. — Nouvelles conséquences de la périodicité des restes. Théorème de Fermat.
513. Développons maintenant d’autres conséquences de la périodicité des restes, relatifs au module b, de la suite des multiples
.…, EVA 34, TUE 24, Lo DEL &, 0, €, 24, 34, .
d'un nombre entier a.
Supposons a et b positifs et a < b.
Imaginons un cercle dont la circonférence soit divisée en b parties égales et supposons que, en parcourant la circonférence dans un sens déterminé, on ait placé, sur les points de division, les numéros 0, 4, 2, ..., b — 1, puis que, en marchant dans le même sens, l’on joigne ces points de division de a en a par des droites, en partant du point marqué 0; on joindra ainsi successivement les points dont les numéros sont respectivement
0, 4, 24, 34, as
tant que ces nombres sont inférieurs à b; mais dès qu’ils deviennent égaux ou supérieurs à b, les termes de cette suite doivent être remplacés par leurs restes (mod. b).
D'après les résultats qui précèdent, on voit que le premier point par lequel, en continuant de cette façon, on passera une seconde fois, sera le point 0; en d’autres termes, c'est au point 0 que la ligne brisée, décrite de cette façon, se ferme.
Si a est premier à b, les restes successifs seront, dans un certain ordre, les nombres 0, 1, 2, …, b — 1; 0 sera le premier de ces restes; avant de retrouver le reste 0, il faudra avoir trouvé les restes 1, 2, …, b — 1; on passera donc par tous les points marqués avant de fermer la ligne brisée ; quand elle se fermera, elle aura b côtés.
Au contraire, si a n’est pas premier à b, les restes successifs seront, dans
un certain ordre, les nombres 0, d, 24, …, b— d,ily en aura 2 de diffé-
rents ; le premier sera 0 et on retombera sur le reste 0 ou sur le point marqué 0, dès que l’on aura passé par tous les points 0, d, 24, ….,b—d;
la ligne brisée, quand elle se fermera, aura à côtés.
Les figures fermées que l'on forme ainsi sont étudiées, en Géométrie, sous le nom de polygones réguliers (convexes ou concaves) : on forme celles qui ont b côtés en divisant la circonférence du cercle en b parties égales et en joignant les points de division de & en 4, a étant un nombre premier à b et inférieur à b: il est clair qu’on obtient la même figure en joignant les points de division de 4 en a ou de b— a en b — a; d’ailleurs, si a est premier à b, il en est de même de b — a et inversement ; le nombre des
figures distinctes que l'on pourra former ainsi est donc la moitié du nombre de nombres premiers à b et inférieurs à 6.
514. Théorème de Fermat. — Soit p un nombre premier absolu et a un entier non divisible par p, a sera premier à p; parconséquent,les nombres a; 24, .…, (p —1)a seront, dans leur ensemble, congrus (mod. p) aux nombres 1, 2, …., p—1; donc, relativement au même module, le produit
a xX2a X 3a X .… X (p —1)a
est congru au produit 4.2.3... (p—1); la différence entre ces deux nombres, c'est-à-dire
BEN A0 SpA) 08, nn —(g 114) X1.2.3...(p—1),
est divisible par p, mais le nombre premier p est premier avec chacun des facteurs 1, 2, 3, .…., p — 1 et, devant diviser le produit de ces nombres par & —Ÿ— 1, doit diviser ce dernier facteur : donc: :
Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p, & =! — 1 est. divisible par p; en d'autres termes encore, on a .
@'—1=0 (mod.p).
Par exemple, 21? — 1 — 4095 est divisible par 13 ; le quotient est 315.
Cette proposition, qui est capitale dans la théorie des nombres, est due à Fermat.
On peut l’énoncer un peu autrement ; la congruence
@dT—1=0 (mod.p),
qui a lieu pourvu que a ne soit pas divisible par le nombre premier p, entraine la suivante :
d—a=0 {mod.»p)
Or celle-ci est vraie quand «a est divisible par p; elle est donc vraie quel que soit l’entier a.
515. Généralisation. — Euler a généralisé le théorème de Fermat; la démonstration de la proposition à laquelle il est parvenu est toute pareille à la précédente.
Supposons a et b premiers entre eux. Si « est un entier quelconque, on sait que le plus grand commun diviseur de œa et de b est le même que celui de b et du reste de «a par rapport au module b. C’est aussi le même, que le plus grand commun diviseur de & et de b: par conséquent, le reste de aa, par rapport au module b, sera premier à b si & est premier à b et réciproquement. |
Désignons pour un instant par À le nombre de ceux des termes de la Suite 1, 2, ..., b — 1 qui sont premiers à b et désignons ces termes par
Pi lances Te
THÉORÈME DE WILSON
Si on considère la suite a, 24, ..…., (b —1)a, les seuls termes de cette suite qui, relativement au module b, fournissent des termes premiers à b sont les nombres 7,4, 74, .…, 7,4; ces termes fournissent d’ailleurs comme restes des nombres distincts, inférieurs à b et premiers à b, c’est-à-dire les nombres 7, los, TX pris dans un certain ordre. Dans leur ensemble, les nombres r,4, 1,4, ..…,7,4S0ntdonc congrus (mod. b) aux nombres 7, lo, ..., Ty: il en résulte que (a* —1}r,r,… r, est divisible par b; mais ce dernier nombre étant premier à 74, Ta …, gs il faut que l'on ait
d'—1—=0 (mod.b).
C'est dans cette congruence que consiste le théorème d'Euler : il contient le théorème de Fermat, car si b est un nombre premier, # est égal à b—1.
On donnera plus loin un procédé pour calculer le nombre #, connaissant b (n° 527). Observons seulement ici que le théorème de Fermat généralisé fournit, si l’on sait calculer 4, un moyen de résoudre la congruence du premier degré
ax + a = 0 (mod. b),
en supposant a et b premiers entre eux; il suffira, en effet, de prendre
æ= — da! (mod. b).
En particulier, si b était premier, on pourrait prendre, en vertu du théorème de Fermat lui-même,
æ—=—a'a? {mod.b).
$ 4. — Nouvelle démonstration du théorème de Fermat. Théorème de Wilson. Restes quadratiques.
516. Revenons au théorème de Fermat pour en présenter la démonstration sous une autre forme, qui va nous conduire à des conséquences nouvelles et importantes.
Soit p un nombre premier plus grand que 2 et a l’un des nombres 1,2,..., p—1; soit D un nombre quelconque, non divisible par p.
La congruence
ax=D (mod.p)
admet une racine, puisque p est premier à a; cette racine, ne pouvant être 0, est congrue (mod. p) à l’un des nombres 1, 2, …, p — 1; il y a donc parmi ces nombres un nombre a’ et un-seul tel que l'on ait
aa = (mod. p).
Ce nombre a’ peut être égal au nombre a ou différent; s’il lui est égal, c’est que l’on a \ =D (mod.p)
et que, par conséquent, la congruence du second degré
x =D (mod. p) admet une solution a.
Ceci posé, deux cas peuvent se présenter.
1° Le nombre D est tel que la congruence
=D (mod. p)
ne puisse pas être vérifiée; s’il en est ainsi, les nombres a, a! pris parmi les nombres 1,2, ..…., p — 1 sont certainement différents et ces p — 1 der-
niers nombres peuvent être séparés en Ls . couples tels que le produit de.
deux nombres pris dans un même couple soit toujours congru à D (mod. p};
dans ce cas, on a p—1
p—1)= D ? : {(mod.p
comme on le voit, en imaginant que dans le premier membre on ait accouplé les facteurs de façon que le produit de deux facteurs soit congru à D.
2 Le nombre D est tel que la congruence Z° =D -(mod.p)
admette une racine; le reste de cette racine, par rapport au module p, sera lui-même une racine; il y aura donc une racine b qui sera l’un des nombres 1,2, ..4 p—1; s411 en.est ainsi, la congruence proposée équivaudra à la suivante :
Br br 15)20 (mod. p).
Pour que le produit (x — b){x + b) soit divisible par le nombre premier P, il faut et il suffit que l’un des facteurs soit divisible par p, c’est-à-dire que toutes les racines de la congruence seront congrues (mod. p) soit à b, soit à —b; parmi les nombres 1, 2, …, p—1, il n’y a que le nombre p —b
qui soit congru à —b; par conséquent, les p — 1 nombres 1, 2, ….,m—1,
: Sil’on met à part les deux nombres b, p — b, se sépareront en — couples
tels que, dans chaque couple, le produit des deux nombres associés soil 50
congru à D (mod.p):or on a | b(p—b)=—b=—D (mod.p):
On aura donc, dans ce cas,
p — 1) +1 est divisible par p
Par exemple, le nombre 1.2.3.4 + 1 — 25 est divisible par 5.
Le théorème que l’on vient d'énoncer est connu sous le nom de théorème de Wilson. Il offre ceci d'intéressant qu'il donne un moyen, plus théorique d’ailleurs que pratique, pour reconnaitre si un nombre est premier ou non. En effet, si p n’est pas premier, il admet un diviseur p’ plus petit que lui, diviseur qui est certainement l'un des nombres 2, 3,..., p — 1, qui divise donc le produit de ces nombres et qui ne peut diviser, non plus que p, la somme 4.2.3...(p — 1) + 1. Si donc le nombre p divise cette somme, c'est qu'il est premier. |
p—1)=—1 (mod. p
on voit que dans le cas 4° du numéro précédent, ‘où la congruence x? = D (mod. p) est impossible, on a
D?=-1 (mod.p)
et que, dans le cas 2°, où la congruence x? = D (mod. p)admet une racine, on à
lun des deux nombres D ? +1, D ? —:1 étant ainsi divisible par p, leur produit
est certainement divisible par p; donc, pourvu que D ne soil pas divisible parp,ona Dr-1—1=0. (mod.p).
C'est le théorème de Fermat : il est démontré à nouveau, en supposant.
p > 2; il subsiste évidemment pour p — 2.
518. Prenons D = — 1, le nombre (— 112 est égal à +1 ou à — 1, Pet |
su.vant que est pair ou impair, ou, comme l'on dit, suivant que p.
est de la forme de 4n + 4 ou de la forme de 4n + 3. Dans le premier cas, la congruence
LA = 0, | (mod.»)
est possible ; dans le second cas, elle est impossible.
En d'autres termes, si p est un nombre premier de la forme 4n FL AiLYS a un nombre entier + tel que x? + 1 soit divisible par p; Si au contraire p est de la forme 4n + 3, x? + 1 n’est jamais divisible par p quel que soit le nombre entier x. C’est là une proposition qui se rattache à un beau théorème d’Arithmétique que je me contente d’énoncer: |
La condition nécessaire. et suffisante pour qu’un nombre premier impair soit la somme de deux carrés est que ce nombre soit de la forme än + 1, ’
519. Nous avons rencontré, chemin faisant, une règle pour reconnaitre S'il était, ou non, possible de satisfaire à la congruence
æ =D ;: (mod: p); à
où p est un nombre premier impair.
Les nombres D, non divisibles par p, pour lesquels cette congruence est possible, ou, si l'on veut, les nombres D qui sont congrus (mod. p) au reste du carré d’un nombre entier, suivant le même module, s'appellent restes quadratiques de p. Les nombres D pour lesquels cette congruence est impos-. Sible s'appellent non-restes quadratiques de P, ou, plus brièvement, nonrestes.
Pour reconnaitre, lorsque l’on se donne le nombre D non divisible par k P, si la congruence est possible, on pourra, au lieu d'appliquer la règle précédente, former les carrés des nombres 1,2, ..., p—14ét chercherceux qui sont congrus à D (mod. p); il est inutile d'aller plus loin (n° 501), à cause de la périodicité des restes (mod. p) des termes de la suite que l'on obtient en remplaçant, dans %?, x par la suite des nombres entiers. Il suffira
; . : nt même de former la suite des carrés des nombres-4,9 1% 5» car les | carrés de deux nombres a et p — a étant congrus (mod. p), la suite des :
Fe «à
D LEE : 9 a + 2, .., D —1 reproduirait
les restes précédemment obtenus en ordre inverse. Quant aux carrés des
carrés des nombres suivants
nombres 1, 2 prb : : ; | GHADPSS A. 20 3» ils Sont certainement incongrus, puisque, comme … Re :
on l’a vu au n°516, les carrés de deux nombres pris dans la suite 1,2, .….,p—1
RESTES QUADRATIQUES. 51h)
ne peuvent être congrus (mod. p) que sileur somme est égale à p. Ainsi, les restes (mod. p) des nombres
NAN
restes qui sont tous distincts, seront les seuls termes de la suite 1, 2, .…, _p— 1 qui soient restes quadratiques de p; les autres seront non-restes. Il x
DE p—1 2 2
a donc, parmi ces nombres, non-restes.
restes quadratiques et
Par exemple, si p — 17, les restes quadratiques sont congrus (mod. 17) à 4, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16; les non-restes sont congrus à 3, 5, 6, 7, 10, de 12, 14.
520. Ce que l’on vient de dire des nombres 1,2, .…, p—1 s'applique manifestement à un système complet de nombres incongrus suivant le module p, d’où l’on aurait exclu le nombre divisible par p; dans un ARS He
= non-restes. Soient
x 1 tel système, il y a restes quadratiques,
US dis ot les restes quadratiques pris dans un tel système, et
b1, D,, .…, b,—1 les non-restes.
Le produit de deux restes quadratiques ou de deux non-restes est un reste quadratique ; le produit d’un reste quadratique par un non-reste est un non-reste.
Soit en effet a un nombre entier non divisible par p; la suite des nombres obtenus en remplaçant æ dans ax par les éléments d'un système de p —1 nombres incongrus entre eux et à zéro (mod. p), forme un pareil système, car (n° 505) si l’on substituait à la place de x tous les éléments d’un système complet de nombres incongrus (mod. p), y compris le nombre divisible par p, on reproduirait un pareil système et il est clair que c’est l'élément divisible par p du premier système qui engendrerait l'élément divisible par p du second système. Par conséquent, parmi les nombres
4» Az, vers Apt, AO1s Abe, +, AD 1, 2 2
p—1 Or, la première partie du théorème est évidente : si &, f sont des restes
quadratiques, il y a des nombres entiers æ, 7 tels que l’on ait
— À Le non restes,
il y a restes quadratiques et
LEA R P=$ (mod. p) :
on aura donc (zy)? = «8 (mod. p)
et «B est bien un reste quadratique.
510 LECONS D’ARITHMÉTIQUE. RNA Si donc a est un reste quadratique,
ad;, Alas … A4 p—1
Pl
sont aussi des restes quadratiques, et par suite les pes nombres restants
ab, ‘abs, ce 3 db 1
ne À
sont des non-restes : donc le produit d’un reste quadratique par un nonveste est un non-reste.
Si maintenant a est un non-reste, les nombres
AU), Aa; see lp a
sont des non-restes, on vient de le démontrer: donc les nombres
ab,, Gb, er. 5 y 4
sont des restes quadratiques; en d'autres termes, le produit d’un non-reste par un non-reste est un reste quadratique.
Ces propositions, que l’on vient d'établir directement, résulteraient sans aucune difficulté du caractère (n° 517) auquel on reconnait qu'un uombre D est reste quadratique ou non-reste.
Si, par exemple, a, b sont non-restes, on a
SDS (mod. p), :
et par suite ; ?
nb SU en (mod. p),
donc ab est un reste quadratique de p.
Je ne me suis occupé de la recherche des solutions de la congruence
@ =D | (mod. p) que dans le cas où le module est un nombre premier impair. C’est que, en effet, les autres cas se ramènent à celui-là, comme il résultera facilement de théorèmes généraux dont je renvoie l'énoncé et la démonstration au ST En En ; 00 $ 9. — Loi de réciprocité. nu.
521. Étant donné un nombre premier impair, p, il n'y a, commeon vient a de le voir, aucune difficulté à déterminer les nombres D qui sont restes quadratiques de p; le problème inverse, « étant donné un nombre D, reconnaitre quels sont les nombres premiers impairs dont D est reste quadratique, ou ceux
pour lesquels D est non-reste », est beaucoup plus difficile: sa solution repose sur un des théorèmes les plus beaux et les plus importants de l’Arithmétique, théorème connu sous le nom de loi de réciprocité; il a été découvert par Euler et par Legendre. Il n’a été entièrement démontré que par Gauss, qui n’en a pas donné moins de six démonstrations distinctes. Ge théorème: a depuis été l’objet de beaucoup d'autres travaux.
Avant d'y arriver, je donnerai d’abord une transformation du caractère qui permet de reconnaitre si D est, ou non, reste quadratique de p (n° 517): Cette transformation est due à Gauss.
522. Désignons toujours par p un nombre premier impair positif et par D P —
nombres
un nombre entier non divisible par p; considérons lés
incongrus (mod. p)
Cu Doi a
qui sont tous premiers à p; représentons l'un quelconque de ces. nombres par aD et considérons leurs restes minima (mod. p); aucun n’est nul. Désignons par y A .…, % Ceux de ces restes minima qui sont positifs, par
DB; — fs, …, — $, ceux qui sont négatifs. On aura À + & —
Puisque tous les nombres D, 2 D, …, ED sont incongrus (mod. p),
tous les nombres &, &, …, on, d'une part, fi, B, ..…., 8,, de l'autre, sont distincts. Deux nombres pris, l’un dans la première suite, l’autre dans la seconde, ne peuvent non plus être égaux; pour qu'il en fût ainsi, en effet, il
j — À * ne.
faudrait que la somme de deux des nombres D, DD £ —D fût divi-
sible par le nombre premier p; or une pareille somme s'obtient en multipliant D, qui n’est pas divisible par p, par un nombre moindre que p. Les nombres &,, œ, …, an, 81, B+, 8, pris dans leur ensemble ne sont donc autre
ner
chose que les nombres 1, 2, .…., , puisque chacun d’eux doit être égal à quelqu'un de ces nombres, qu'ils sont tous distincts et qu'ils sont au
UE net | " Ÿ nombre de À Ê Or les nombres D, 2D, …, Pp étant respective-
5) 2 ment congrus (mod. p) aux nombres %, %, .…, 94, — B,,—:6:,t.4%177 Rue pris dans un ordre convenable, on à p=—i EN NE 1.2.8..— D == (— A} Ada. MA 1 Ba. Ru (mod. p) ,
on a d’ailleurs
— À 1. 2 = 04%...01R1P0... fu
et, puisque p est premier avec l’un ou l’autre de ces produits, il résulte de …
pe
la congruence précédente que l’on a /
Der (mod. p).
Ainsi D sera reste quadratique de p, où non-reste, suivant que pu sera
pair ou impair. Telle est la transformation annoncée, dont on verra bientôt
toute l'importance. | | 523. Elle invite, en tous cas, à faire une étude approfondie de la parité des nombres tels que w. Cette étude sera facilitée par les notations suivantes. En désignant par p un nombre positif impair (qui n’est pas nécessairement premier) et par D un nombre entier quelconque premier à p, je désignerai par le symbole
l'unité affectée du signe + ou du signe — suivant que le nombre de restes minima négatifs (mod. p) fournis par les termes de la suite
D, 2D, 30,1: ee:
est pair ou impair.
Je viens de démontrer que, lorsque p est un nombre premier, le
symbole (5) est positif ou négatif suivant que D est, ou non, reste qua-
dratique de p et que, ainsi, l’on avait alors
(> = DT | (mod. p);
dans ce cas, CG est ce qu'on appelle le symbole de Legendre: dans le cas
où p n'est pas premier, () défini comme on vient de le faire, est le
Symbole de Legendre généralisé (1). Observons que le signe de ce symbole, qui seul importe, est le signe du produit de tous les restes minima (mod. p) des
termes de la suite D, 2D, 3D, …, ED. Je vais en établir quelques autres propriétés.
1°Si l’on a l= D (mod. »),
cetle proposition est évidente sur la définition.
on à
1. La généralisation du Symbole de Legendre, sous ure foime équivalente, est duo à Jacobi; la forme précédente a été indiquée par MM. Schering et Kronecker.
2 On a 2
E-cr
En effet, en supposant D — — 1, la suite des termes dont il faut prengre les restes minima (mod. p) se réduit à
DD ne de DiA:
ces nombres sont les restes minima eux-mêmes; or, ils sont tous négatifs p ——
1 a et au nombre de . Cette proposition, dans le cas où p est premier,
ne nous apprend rien de nouveau.
3° On a
CEE
Soit en effet r le reste minimum de p (mod. 8); si l’on pose p = 8n +r, r sera l’un des nombres + 1, + 3. La suite des termes dont il faut prendre les restes minima est ici
Der O near 2er ON EE
elle se compose de termes pairs, tous inférieurs à p; les termes qui fourniront des restes minima négatifs (mod. p) sont donc les termes plus
r Goge À LE
grands que Ë — 4n +=, c'est-à-dire, sir est positif, tous les termes qui
suivent 4n, et, si rest négatif, tous les termes à partir deén; puisqu'il ÿ a, en p—1 8n+r—l
tout, —— — Er MANES termes et que les termes 2, #4, 6, .., &n sont au
nombre de 2n, il y a, dans le premier cas, 2n +
mr — À
termes qui fournissent des restes minima négatifs; et dans le second cas, il y en a
NS GE AN
Le pi
: il y aura donc un nombre pair de termes négatifs si l'on à
: ir : 2 = + 1, un nombre impair si l'on ar= +3; dans le premier cas É sera — 1, dans le second cas — 1: or on a évidemment 2?
p? = 7? (mod. 16), d’où (n° E!2) Di rt
RDC (mod. 2);
: à p? — 1 RQ L k 2— 1 si r est égal à Æ 1, est donc pair; si r est égal à + 3, 8 est impair; on à donc bien, comme on l'avait annoncé
9 po C}= NN P, “
Lorsque p est un nombre premier, cetie égalité nous apprend que 2 est reste quadratique de tous les nombres premiers congrus à + 1 (mod. 8), et non-reste de tous les nombres premiers congrus à Æ 3 (mod. 8).
& Si D, D’ sont des entiers quelconques premiers au nombre impair p,
on & DD'\ = ).
&. G p Nous aurons besoin ici de cette remarque d'ailleurs évidente : les restes minima (mod. p) de deux nombres égaux et de signes contraires sont euxmêmes.égaux et de signes contraires. Ceci posé, désignons toujours par æ&,, æœ, …, — $,,—R,,. ae
les ce minima, pris dans leur ensemble, des nombres D, 2D, JD,
— | » et l’on a
ensemble, ne sont autre chose que les nombres 1, 2, 5
Be
! 4 D'ailleurs les signes des trois symboles CG) ( ) (+) sont les mêmes que ceux des trois produits P, P’, P/’ formés avec les restes minima
que fournissent respectivement les DE aD, aD', aDD' quand on y
remplace a par 1,2, . : pour évaluer le dernier produit. p' on
peut commencer par remplacer, dans aDD’, aD par son reste minimum (mod. p); P’ est donc égal au produit des restes minima des termes de la suite
œD', &D', …., D’, — B,D', — BD’, …., — B,D’,
ou, d’après la remarque du début, au produit des restes minima des termes
de la suite & D’, œD', …, æ& D’, B,D', B,D/, …, 8,D’
multiplié par (— 1)“; mais comme les nombres My, Mas es M, y, Bo, …, Bu
# Lana À ne sont autres dans leur ensemble que les nombres 4:52; Lee 5? les restes minima de la précédente suite ne sont autres que les restes minima de la suite.
— À D'opr, "2 D.
on a donc
Pr — Lex 1)P'
; ; Notre EL RE ren he 25e
et par suite, en écrivant que les deux membres de cette égalité ont le
même signe, ) = Gr) P P/ \?
En particulier, on a, à cause de 2°,
5° p, q étant des nombres positifs impairs, premiers entre eux, on a
Dr
c'est dans cette égalité, lorsque p et g sont premiers, que consiste la loi de réciprocité d'Euler et de Legendre.
La valeur du symbole (1) dépend du nombre de restes minima (mod. p) négatifs fournis par la suite
— À PARA CENTRE P 5 q.
Soit & l’un quelconque des nombres 1, 2, …, En e. Le reste minimum
(mod. p) fourni par le terme ag est négatif ou positif, suivant qu'il existe, ou non, un nombre entier $ tel que l’on ait
Te CR ne:
ce nombre entier, s’il existe, est évidemment unique. Cette double inégalité peut être remplacée par l'inégalité unique
Are Ga 8) 0 (: s)(S Las} e 0
qui est une conséquence des premières et qui les entraine (1). Cette dernière inégalité peut elle-même être remplacée par la suivante, obtenue en divisant chaque facteur par q,
e-DG+ 4-1 <e Rappelons encore une fois que, si l’on regarde a, p, g comme donnés, il
1. C'est là un résultat bien connu du lecteur, s’ilest familier avec la discussion du trinome du second degré.
ne peut y avoir qu'une seule valeur entière attribuée au nombre b qui
rende négatif le produit | nn a: b\/fa 1 2): SU É Dés ga “4
c'est la valeur entière $ approchée de . à moins de 3 Si cette valeur est # re 1 LINGE approchée par excès. On observera qu’elle est au plus égale à 1 3 en g+i
immédiatement supérieur
Jon 1 et le plus grand des nombres fractionnaires ee savoir 2,
en LE can UE p+g.
2 2p NET
effet, la différence entre le nombre entier
cette différence est plus grande que + par RS la valeur entière
approchée de avec une erreur moindre que = I k
5 ne peut atteindre
Si donc dans l'expression ( ge <) É rs 5 PE Q\D NAT A
on donne à b les valeurs 1, 2, …, 1, tous les résultats seront
positifs, sauf peut-être un; et il y en aura certainement un de négatif si
le reste minimum (mod. p) deagest négatif: le signe de ce reste mini-
mum serà donc le même que le signe du produit de tous les résultats
ES | | obtenus en remplaçant b par 1,2, …, 1 3 > remarquons que le second
facteur du produit précédent peut s’écrire
q ne me 1 NO Coorea nn 5 et observons que, quand on donne à b les valeurs 1, 2, …, +, l'expres | sion 1 u He b prend les mêmes valeurs en ordre inverse : il en résulte que l’ensemble des valeurs que prend le facteur = + : — A quand on
donne à b les valeurs 1, 2, …, 2 .
, est le même que l’ensemble des
valeurs que prend l'expression = ss : quand on donne à b les mêmes à
— À se 6e valeurs 1, 2, …, Les on peut donc dire que le signe du reste minimum ‘#1
4... VAE LT PERS nd L'OUtd 25% « f : 1 + taie Rs \N à. ” 4 *| * 4 -
(mod. p) de aq est le même que le signe du produit P, de tous les nombres
obtenus en remplaçant successivement b par les valeurs 4, 2, …, —
GG tas)
qui offre cette propriété remarquable de changer simplement de signe, sans changer de valeur absolue, quand on échange entre elles, d’uné part les lettres p, qg, de l’autre les lettres a, b : ce double échange, en effet, laisse le second facteur invariable et change le signe du premier.
dans l’expression
Le signe de(? )est le signe du produit de tous les restes minima (mod. p) des termes de la suite g, 2q, …, Bt ce sera donc le signe du produit de
tous les nombres P,, P,, .…., P,_,obtenus en prenant a égal à 1, 2, …, — ;
ce sera finalement le signe du produit de tous les facteurs obtenus en remplaçant dans l'expression
9 y le signe du produit obtenu en remplaçant dans l’expression
é P/ \P AE Fete
ie | cn P SOLDAT 2 tes 1 à
a par 1,2, AE 1 et b par‘1, 2, Rs
de même, le signe de (E) sera
A DOrI AN des . Ces derniers facteurs, en
vertu d’une observation qui vient d’être faite, sont en valeur absolue les
mêmes que les précédents, leurs signes sont opposés; comme il y a
facteurs, on voit que le second produit est égal au premier n—Tq—1
multiplié par (— 1) ; on à donc bien
Cette démonstration est due à Kronecker
Dans l'application de cette formule, on remarquera que les ES 1 p —1.q—1
2 2 et q sont congrus à — 1 (mod. 4); sauf dans ce cas, on a
pes a. ur HR Re
dans le cas où l’on aurait p = qQ —=— 1 (mod. 4), on aurait
On montrera tout à l'heure comment les cinq propriétés établies
ne sont impairs tous les deux que si les deux nombres y»
plus haut pour le symbole (°) suffisent pour résoudre la question posée
« trouver les nombres premiers impairs p pour lesquels D est, ou non, . r . an un reste quadratique ». Débarrassons-nous auparavant d’une dernière propriété de ce symbole.
6° Si p, p’ sont deux nombres impairs positifs et D un nombre entier l quelconque premier à p et à p’,ona 4 , / 4 Gr)=G)xG) D
Gr eat) ;
Supposons d'abord D impair et positif. Fe À #
On a (5°) ne ‘1
en ne SE 1 DRE 5 OR MRADEC
d’où, en appliquant la propriété (4°),
() (@) D Éoe De se LATE p/ \? D “x 00
et, en appliquant encore la Loi de réciprocité (5°),
| DEyi/pp 3 D+p—2 Di | 5
GG) GEST XESSS
: ee rue 20)
D D—1(&+10 +9 DE D
= (p)t 0. 4 RO 4
Les trois nombres D — 1, p + 1, p' + 1 étant pairs, leur produit est
divisible par 8, les exposants de — 1 sont pairs, et l'on a bien
(ar) =)
Si, D, p, p' étant impairs, D était négatif, on aurait
Gr) GG)
Or les deux membres de cette égalité sont respectivement égaux à D PPT VA À T) p+p —2 Gens, OG)en 2, PP P/ \?
(mod. 2).
et l'on a
_ car cette congruence, en faisant tout passer dans le premier membre,
devient (Rester da
(mod: 2); sous cette forme, elle est évidente. On a donc bien encore
(ap) = (5) (a)
{l reste enfin à examiner le cas où D est pair; soit, en désignant par D’ un nombre impair,
De:
on aura, en utilisant les propriétés 3° et 4°,
D-ED-E)0 0 (7 QC)
de même
et l’on voit tout de suite, puisque l’on a
que l'égalité à démontrer revient à prouver que l'on a
CENT RS SMS [AU «PP ; pe ap + ar : (mod. 2),
congruence qui équivaut à celle-ci :
gs, CENTS ; œ ne = 0 (mod. 2):
or cette dernière est évidente puisque (p? — 1)(p'? — 1) est divisible par 64.
524. Les propositions qui précèdent permettent de calculer rapidement la valeur d’un symbole () quand on se donne numériquement D et »; on
rappelle que ces nombres sont premiers entre eux, que p est impair et positif. D'abord, si l’un de ces nombres contient en facteur un carré parfait, on pourra supprimer ce facteur. Si l’on a, par exemple, en Fo parA et B des nombres entiers, D — A?B, on aura |
(5) = 5) * (5) = (Go) *G) * (5
à cause de la propriété 4°; mais le produit () () est positif; on a donc
Ge.
La même démonstration s'applique au cas où p admettrait un facteur carré
parfait : on pourra donc remplacer D par le produit des facteurs premiers qui entrent dans D avec des exposants impairs, chacun de ces facteurs étant affecté de l’exposant un. De même pour p. L'usage des propriétés 4° et 2°
permet de ramener le calcul de () au cas où D est impair et positifs
ensuite on pourra remplacer () par un produit de facteurs symboliques
analogues avec des numérateurs et des dénominateurs symboliques pre miers, positifs, impairs. En sorte qu’on pourrait se borner au cas où D
et p sont de pareils nombres. Quoi qu'il en soit, on peut aussi, et cela dans. :
tous les cas, remplacer D par son reste (mod. p). Si cé reste est pair, on pourra toujours en appliquant les propriétés 4° et 3° ramener le calcul du
symbole () au calcul d’un autre symbole () dans lequel D' est impair de
et moindre que p; en appliquant ensuite la loi de réciprocité, on ramènera
le calcul de (5) à celui de (&). On remplacera de même p par son reste.
(mod. D’), etc, on ramènera finalement le calcul à celui d’un symbole tel Li |
que (). qui est égal à 1. D'ailleurs il est clair que le calcul peut se faire
de différentes façons.
Soit, par exemple, à calculer la valeur de Car)
cz Le) a
tx) =):
mais 997 est égal à 887 + 110; on a donc
997 110 11 3 as (ous) = (ee) = (65) > (5) x (5):
le dernier facteur est égal à + 1, puisque 87 est congru à — 1 (mod. 8); d’ailleurs, puisque 5 est de la forme 4n + 1,ona
11 et 87 sont de la forme #n — 1, on a donc 11 87 — À Gear cm) finalement, on a 3988\ i SATA
525. Arrivons maintenant à la question posée au n°521 : le nombre D étant donné, trouver les nombres premiers p tels que D soit reste quadratique, ou non-reste, de p.
Cherchons, par exemple, les nombres premiers dont 3 est reste quadratique ; p étant un tel nombre on doit avoir
on a d’ailleurs, par la loi de réciprocité,
QT:
Ja valeur du second membre dépend du reste de p (mod. 3) et de la parité
On a
de P … . c'est-à-dire du reste de p (mod. 4) : elle dépendra donc finalement du reste minimum de p (mod. 12), qui peut être +1, —1, +5, —5.
= La valeur de (5) est 1 dans le premier et le dernier cas, — 1 dans les és
. deux autres: en examinant ensuite, suivant les cas, la valeur de (— 1) ? ,
on reconnait que les seuls nombres premiers dont 3 est reste quadratique sont de la forme 12n +1. 3 est non-reste des nombres premiers de la
forme 19n + 5.
522 x LECONS D'ARITHMÉTIQUE.
526. La recherche des nombres premiers p, qui ne divisent pas le nombre … . donné D et pour lesquels la congruence
Îl
0 (mod. p)
est possible, s’est présentée de la facon suivante. | ù
C'est un problème très ancien, problème qui ne pouvait manquer de se poser quand on a connu la propriété du carré de l'hypoténuse d’un triangle Ë rectangle, que de chercher à reconnaître les nombres qui pouvaient être mis sous la forme de la somme de deux carrés, ou, ce qui est la même chose, des nombres que l’on pouvait obtenir en remplaçant dans l’expres- i sion æ? + y?, æ et y par des nombres entiers, Une généralisation bien E
naturelle de cette question est de rechercher si un nombre donné peut être obtenu en remplaçant dans l'expression ax? + bxy:+ cy?, où -a, bc
sont des nombres entiers donnés, x et y par des nombres entiers, ou :1 encore, comme l'on dit, de reconnaitre les nombres qui peuvent être repré- de sentés par la forme ax? + bæy + cy?. C'est là un des problèmes les plus. intéressants de l’Arithmétique supérieure. Un autre problème analogue est simplement de reconnaitre quels sont les diviseurs d'une telle forme, c’està-dire les diviseurs des nombres obtenus en remplaçant æ,y, dans
ax? + bxy + cy?, par des nombres premiers entre eux. Un cas particulier de ce problème, auquel d’ailleurs se ramènent les autres, consiste à. rechercher les diviseurs, et en particulier les diviseurs premiers, de la forme plus simple 4? — Dy?; il n’y a lieu que de chercher les diviseurs premiers qui ne divisent pas D, puisque ceux qui diviseraient D devraient diviser x et, ainsi, sont évidents. Il est clair que, si p est un nombre premier impair dont D soit reste quadratique, p est un diviseur de la forme
x? — Dy?, pour y = 1 et pour une valeur de æ égale à une racine de la congruence :
Ale SES 5) eo ANS ON STE
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- x — D=0 (mod. p).
Réciproquement, si p est un diviseur premier impair de la forme x? — Dy?, il existe deux nombres entiers premiers entre eux a, b tels que l'on ait
a — Di = 0 (mod. p).
Il est clair que p ne divise pas b, car, autrement, b diviserait aussi a. Il existe donc un nombre entier 4’ tel que l’on ait
bb = 1 (mod. p);
en multipliant par b'? les deux termes de l'avant-dernière congruence ef en remplacant (bb'}? par 1, il vient -
(ab'}? — D = 0 (mod. p);
donc D est reste quadratique de p. Donc les diviseurs premiers impairs de la forme x? — Dy? sont les nombres premiers impairs dont D est reste
NOMBRES PREMIERS A UN NOMBRE DONNÉ
quadratique, et ceux-là seuls. En particulier, les diviseurs premiers impairs de la forme æ? + y? sont les nombres premiers de la forme 4n + 1, les diviseurs premiers impairs de la forme x? — 37? sont les nombres premiers . de la forme 12n +1.
S 6. — Sur le nombre de nombres premiers à un nombre donné et non supérieurs à lui.
527. Nous ayons vu au n° 515 comment, dans certaines questions d’Arithmétique, s’introduisait le nombre des nombres premiers à un nombre entier positif a et inférieurs à lui. Ce nombre, si « n’est pas un, se désigne par le symbole g(a). Si a est égal à un, (a) — (1) est par définition égal à 4. C'est pour embrasser le cas de a — 1 qu'on dit habituellement que œ(a) désigne le nombre de nombres premiers à & et non supérieurs à 4. (a) est une fonction numérique de «, c’est-à-dire que la valeur de (a) est déterminée quand on se donné le nombre entier positif «a.
Le calcul de la valeur de cette fonction repose sur l'important théorème que voici.
Si a, b, sont des nombres entiers, positifs, premiers entre eux, on a
p(ab) = œ(a) X pb).
Cette proposition est évidente quand l’un des nombres 14, b est égal à 1; excluons donc ce cas. Si l’on considère un nombre plus petit que ab, il pourra se mettre sous la forme ax + y, y étant le reste de ce nombre (mod. a) et æ étant un nombre entier moindre que b; réciproquement, tous les nombres plus petits que ab s’obtiennent en remplaçant dans l'expression précédente æ par 0,1,2, .…,b—1 et par 0,1,2,...,a—1. Les nombres ax + y ainsi formés qui sont premiers à ab sont ceux qui sont premiers à a et à b; ceux qui sont premiers à a sont ceux pour lesquels y est premier à a. Donnons à y une des @(a) valeurs moindres que a et premières à a, et remplaçons ensuite dans ax + y, x par les nombres 0, 1, 2, …, b — 1, on obtiendra ainsi un système complet de nombres incongrus (mod. b), puisque b est premier à a; parmi ces nombres il y en a @(b) qui sont premiers à b comme dans la suite 0,1, 2, .….,b—1,car un nombre est premier à b en même temps que son reste (mod, b). Chaque valeur de y première à a fournissant ainsi +(b) nombres premiers à ab, il est clair qu'on a
p(ab) — œ(a) X (b).
Cette proposition se généralise immédiatement : si a, b, €, d, par exemple, sont des nombres entiers, positifs, premiers deux à deux, on à
glabcd) = glabc)e(d) — glab)e(c)p(d) = ea) #(ble(c)e(d).
528. Supposons maintenant qu'on se donne un nombre À décomposé en. facteurs premiers
À = dbrors.
a, b,e,.… étant des nombres premiers distincts ; on aura
g(A) = pla”) xX e(bt) x gler) x …,
et on est ramené à calculer des quantités telles que la“), a étant premiei. Tout d'abord, on a évidemment œ@(a) — a — 1, puisque les nombres Presses à aet inférieurs à lui sont 1, 2, ..…., a — 1. Les nombres premiers à a* et moindres que a“ sont ceux des mo
qui ne sont pas divisibles par a; les multiples de a qui sont contenus dans cette suite sont M, 00, 14, 20 06 mind,
leur nombre est a*—!; le nombre des termes de la suite 1, 2, 3, …, a* qui ne sont pas divisibles par a est donc a% — a%—1 — g®—l{(a — 1); on a donc
| g(a®) = a*T {a — 1) et, par conséquent,
A) = af te ter La "1h = Di pe
= (he CD
529. Soient 1, d, d’, d'', …, À les diviseurs de À, diviseurs que l'on a appris à former au n° 144, on à
A = q(1) + g(d) + &(d') + … + (A), égalité que l’on écrit souvent sous la forme symbolique À — xe(d);
le signe x indique que le second membre est une somme de termes analogues à æ(d), et il est entendu que d doit être remplacé successivement par chacun des diviseurs de A, y compris 1 et A. 2 La vérification de ce théorème est très facile en partant de l'expression. donnée au n° 144 pour les diviseurs d’un nombre décomposé en facteurs premiers, et de l'expression précédente de la valeur de la fonction +. En voici une démonstration purement arithmétique. | Le plus grand commun diviseur d’un nombre JA et de A est un des sobres d. d, d', .…, À. Séparons les nombres 1,2, 3, …, À en groupes; dans chaque groupe mettons ceux qui ont avec À un même plus grand
DES CONGRUENCES A UNE INCONNUE. | 52% commun diviseur, d par exemple. Tous ces nombres, si on les divise par
’ A A d, donneront des quotients premiers à a et non supérieurs à —; inver-
ie ,; À A pe sement tout nombre non supérieur à nr. premier à —, si on le multiplie par d, acquiert avec A le plus grand commun diviseur d. Donc, 1l y à dans
ER NES le groupe considéré g(-— } nombres; donc on a, en employant la notation
précédemment expliquée,
étant entendu que d doit être remplacé successivement par tous les A d chose, dans leur ensemble, que les diviseurs de A; on peut donc écrire tout aussi bien
diviseurs de À ; mais les nombres — que l’on obtient ainsi ne sont autre
À = Ed).
& 7. — Des congruences à une inconnue.
530. On a déjà traité des congruences à une inconnue, dans le cas où ces. congruences étaient du premier degré, ou de la forme très spéciale
x? =D (mod. p),
p étant un nombre premier. Dans le cas général d’une congruence de la forme
fa)= Ac" + Am" ++ A; ;m+ A,=0 (mod. m),
où A, A4, ……, À,_,, À, Sont des nombres entiers, je me suis borné à
définir ce qu’il fallait entendre par racine d'une telle congruence et par racines distinctes (n° 506). Le cas où le module m est un nombre premier offre un intérêt particulier et je vais bientôt m'y m'arrêter. Mais il convient de dire quelques mots sur Ja façon dont les autres cas se ramènent àcelui-là.
Supposons d'abord que le module m soit un produit de nombres entiers. premiers deux à deux 4, b, c, …, je vais montrer que l’on saura résoudre
a congruence (1) f(x) = 0 (mod. m)
si l’on sait résoudre chacune des congruences
Il est bien évident d’abord que chaque racine de la congruence (1) est une racine des congruences (2); car si pour une valeur entière de æ, le. nombre f(x) est divisible par m, il sera divisible par à, b, c, ..….; réciproque-. ment, je vais montrer comment la connaissance de nombres &, f, y... qui vérifient respectivement les congruences (2) entraine la connaissance d'une racine de la congruence (1). Pour cela, je résoudrai le problème suivant :
531. Étant donnés les nombres entiers a, b, c, .… premiers entre eux deux A à deux, et les nombres entiers æ, B,y, …, trouver un nombre æ qui soit congru à x suivant le module a, à g suivant le module 6, à + suivant lé module ce, etc... 7500
En dia par m, comme plus haut, le prodais He D rehou . d’abord des nombres À, B, C,... respectivement divisibles par les nombres kb
entiers % . _ ne et congrus au nombre 4, suivant les modules respec- " tifs :@ bc, ...5 il suffira de résoudre par rapport à À, B, CE les ; congruences AI ET | (mod. a), : | FB=1 (mod.b), | TC=1 (mode),
m à ce qu est possible, puisque = — = bis lest premier à a, que
rs est premier
à b, etc... ; on prendra ensuite
TA, B
le nombre Lo — Âx + AE Ce M me
salisfera aux conditions imposées : en effet, B, C, … étant divisibles par a, | on a
Lo = Au = & (mod. a),
etc. Tout autre nombre x satisfaisant aux mêmes conditions s’obtiendra : ‘en ajoutant à x, un multiple de m, puisque la différence + — x, doit ÉFTENT divisible par a, b, €, et, par suite, par m. Cette méthode a cet avantage que le calcul ie nombres A, B, C,... ne dépend pas de &, B, y, … mais 2 ; seulement de a, b, c, AN:
032. Ceci posé, revenons à a première question : ie none œ, B, v. 4 ; à
EU
étant respectivement des racines des congruences (2) et le nombre æ, étant pris comme on vient de l'expliquer, on a
(mod. a), (mod. b);
Sie se 25 C'ant d'/'S 246 0" 102
le nombre f(æ,) étant ainsi divisible par a, b, c, … est divisible par m: ainsi æ, est une racine de la congruence (1). On remarquera que tout nombre æ congru respectivement à &, fi, y, … suivant les modules respectifs a, b, c, …, fournira la même racine que x,, puisque ce nombre sera congru à x) (mod. m). Inversement toute racine x, de la congruence (1) fournissant un système de solutions (toutes égales à x,) des congruences (2), on voit que le procédé précédent fournira. certainement toutes les racines de la congruence (1), pourvu qu’on l’applique à fous les systèmes de nombres æ B, y, … qui vérifient respectivement les congruences (2).
On observera que deux systèmes distincts œ, f, y, -…., œ', fi", y", … de
. solutions des congruences (2), c’est-à-dire tels qu’on n'ait pas à la fois
œ—= a (mod. a), BG = £’ (mod. b), Y=Y (mod. c),
conduisent à deux solutions distinctes &,, æ,: on a en effet, par exemple, Lo — Lo = & — x (mod. a);
si donc æ9— % était divisible par m, « — œ/ serait divisible par a, de même GB — g' serait divisible par b, etc …; or nous venons de supposer qu'il n'en était pas ainsi.
On peut donc, en décomposant en facteurs premiers le module » d'une congruence
f(x) = 0 (mod. m),
où f(x) est un polynome entier en æ à coefficients entiers, ramener sa résolution à la résolution de congruences de la forme
f(æ) = 0 (mod. p”),
p étant un nombre premier.
533. Observons que toute racine de cette dernière congruence est une racine de la congruence
f(æ) = 0 (mod. p"—").
Supposons qu’on sache résoudre cette dernière congruence; chaque racine de la première congruence devra être congrue (mod. p"—*) à quelque
racines, on devra DR
sr
= Xl SD VE y étant un nombre entier que l’on cherchera à déterminer par la congruenc f&o+p"7y)=0 (mod. p');
le lecteur un peu familier avec l'Algèbre reconnaîtra sans peine que la
résolution de cette congruence se ramène en général à la résolution ao ‘une
congruence du premier degré. | Le ARS Si donc on'sait résoudre la congruence MIRE
* av
f(x) = 0 (mod. p), on saura résoudre la congruence | fa) = 0 (mod. p°), puis la congruence f(æ) = 0 (mod. p°h ele
: Cette méthode, avec de légères oi A None dans le cas où p est égal: à - 2, s'applique aux congruences de la forme
2 D —0 (mod. p"},
en supposant que p soit un nombre premier qui ne divise pas D. Je me contenterai d'énoncer les résultats.
534. Si p est un nombre premier autre que 2, qui ne divise pas D, la condition nécessaire et suffisante pour que 18 congruence |
æ—D=0 (mod. p') soit possible, est que la congruence æ — D=0 (mod. p) “
Le soit-elle même. On reconnait d’ailleurs directement que la congruence proposée ne peut avoir que deux racines incongrues (mod. p SE La congruence < ER
x?—D=0 (mod, 2), De
où D est un nombre impair, admet pour solutions tous les nombres i impairs,. si n est égal à 1 ou 2: elle admet donc une solution dans le premier a deux dans le second.
La congruence
ax?— D — 0 (mod. 8);
où Dest un nombre impair, n'admet de solution que si D est congru à 1 (mod. 8). Si cette dernière condition est vérifiée, la congruence admet quatre racines distinctes, savoir 4, 3, 5, 7.
La congruence
æ —D=0 (mod. 2”),
où D est un nombre impair et n un nombre plus grand que 3, n’est possible que si l’on a D = 1 (mod. 8) ({).
Si cette condition est vérifiée, la congruence proposée a quatre racines distinctes.
D’après ces résultats partiels, il est aisé de reconnaitre si la congruence
æ =D (mod. m),
où D est un nombre premier à m et où m est de la forme p“g*y..., ou 9" peqéy"…, est possible ou non, et de calculer le nombre de ses solutions distinctes : p, q, r, … désignent des nombres premiers autres que 2. |
$S 8 — Des congruences à une inconnue.
Cas où le module est un nombre premier.
535. Arrivons maintenant aux congruences prises suivant un module premier p. Mais auparavant faisons quelques remarques générales sur les nombres congrus suivant un module premier p.
En général, quand on considère un module quelconque m premier ou non, les nombres congrus suivant ce module peuvent être regardés comme équivalents, en ce sens qu'ils peuvent se substituer les uns aux autres dans les opérations faites sur des nombres entiers, qui ne comportent que des additions, soustractions et multiplications, à condition, bien entendu, qu'on néglige dans les résultats les multiples de m. Cela revient à dire que les congruences, prises toujours suivant le même module m, peuvent être traitées comme des égalités. En ce sens, les multiples dem doivent être regardés comme équivalents à 0. Toutefois, lorsque m n’est pas premier, il s’introduit une différence capitale avec les théories ordinaires; c’est que, en effet, un produit de facteurs peut être divisible par m sans que l’un des facteurs soit divisible par m. En d'autres termes, un produit peut être congru à 0 (mod. m) sans que l’un de ses facteurs soit congru à 0, tandis qu'un produit de nombres entiers ne peut être nul que si l’un de ses facteurs est nul,
Au contraire, lorsque le module est un nombre premier p, cette analogie
1. C’est dans ce cas qu'il y a lieu de modifier la méthode générale; pour déduire une racine x de la congruence proposée d'une racine æ9 de la congruence æ? = D (mod. 2 —1) on posera æ = Zo + LM et l'on cherchera à déterminer y de manière à satisfaire à la proposée.
TANNERY. 1e
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de parler € au cas où le module est A d’un nombre congru à ee qu'il est nul (:) (mod. p), on peut dire : Un produit de facteurs ne peut être, nul (mod. p) sans que l'un de ses facteurs le soit. Dans le même ordre d'idées, en supposant toujours qu'il ne soit question que de congruences … prises suivant le module premier p, il serait naturel de remplacer ‘ l'expression congrus (mod. p) par l'expression égaux (mod. p). Je conser-. verai toutefois le mode de langage habituel. En ce sens il n’y aurait que. p nombres distincts, savoir 0, 1, 2, ...,p—1, tous les autres étant conan (mod. p) à ceux-là. |
536. Étant donnés deux nombres a, b dont le second nest pas nul (mod. D} il y a un nombre et un seul, si l'on néglige toujours les multiples de p, qui ’érifie la congruence |
bx = a Ho p).
Il serait naturel, ainsi que Gauss l’a proposé, de regarder ce nombre comme le quotient (mod. p) de a par b et de le représenter par le symbole ; (mod. p) Seule, la cr par le nombre 0 demeure impossible. Ces fractions sym= boliques . (mod. p), qui représentent en réalité des nombres entiers, pourraient être soumises à des règles de caleul pareilles à celles des fractions ordinaires : on pourrait multiplier leurs deux termes par * “un. même nombre non nul (mod. p), etc...
537. Dans le même ordre d'idées, il est naturel d'appeler identiquement. congru à zéro (mod. p) un polynome Avat les coefficients sont nuls (mod. p)},. c’est-à-dire tout polynome qui peut être mis sous la forme p#{x), (x) étant un polynome entier en x à coefficients entiers. Deux polynomes à coefficients entiers seront identiquement congrus (mod. p):si leur différence est un polynome identiquement congru à zéro. On reconnaît tout de suite que, sion. fait des opérations d’addition, de soustraction, de multiplication sur diver: polynomes à coefficients entiers, on peut remplacer dans ces opérations ces | polynomes par d’autres polynomes qui leur soient identiquement congru (mod. p). Les deux séries d'opérations fourniront deux polynomes identiquement congrus (mod. p). Si dans un polynome entier en æ, à coefficients : entiers, on appelle terme du plus haut degré le terme du plus haut degré dans ce polynome dont le coefficient ne soit pas pul (mod. p}, sil'on an
des termes dé plus haut dan et de hé bas degré sont ae congrus (mod. p) aux produits des coefficients des termes du plus haut degré d’une part, et des termes du plus bas degré de l'autre, en sorte que
. Je dois à M. Borel ce expression, ainsi que la forme donnée à quelques-unes des he qui sont exposées ici.
le produit ne sera certainement pas identiquement congru à zéro, Si l’un des deux facteurs n’est pas lui-même identiquement congru à zéro. Ce théorème s'étend immédiatement au produit d'autant de polynomes qu’on voudra. On voit aussi qu’en appelant degré d’un polynome le degré du terme le plus élevé défini comme plus haut, on peut dire que le degré du produit de deux polynomes entiers en æ est égal à la somme des degrés des deux facteurs. Enfin étant donnés deux polynomes entiers en æ, f(x) et$ (x), on dira que f(x) est divisible (mod, p) par Y(æ) s'il existe un polynome Q{x) entier en +, tel que le polynome f(x) soit identiquement Congru au produit des polynomes Ÿ(x), Q(x). Le lecteur qui connait. la théorie du plus grand commun diviseur algébrique reconnaitra sans. peine que cette théorie s'étend, ainsi que ses conséquences les plus impor-tantes, à la divisibilité (mod. p). Je laisserai de côté ce sujet, malgré son ‘importance, pour m'arrêter sur quelques résultats d'ordre plus élémentaire.
538. Si un polynome f(x) entier en æ devient nul (mod. p) quand on Y remplace æ par le nombre entier a, c’est-à-dire si f{a) est divisible par p, le polynome f{x) est divisible (mod. p) par æ — a.
En effet f(x) — f(a) est algébriquement divisible par (æ — a) et le quotient est un polynome à coefficients entiers ÿ(x); on a donc identiquement
ffæ) = (2 — a)Y{x) + f(a); mais, f(a) étant, par hypothèse, un nombre divisible par p, la proposition est évidente.
Réciproquement, il est clair que, si le polynome f(x) est divisible (mod. p} par æ — 4, a étant un nombre entier, le résultat de la substitution de a à æ dans f(x) est nul (mod. p).
939. Si, a, b, €, … étant des nombres entiers dont deux quelconques ne sont pas congrus (mod. p), le polynome f(x), entier en x, est divisible (mod. p) par æ — a, par & — b, par æ — c, …, il est divisible (mod. p) par le produit (x — «)(x — b)(x — c).... R
. En effet f(x) étant divisible (mod. p) par x — a, on peut écrire identiquement \ fx) = (& — a)fi(æ) + pAs, À, étant un nombre entier et f;{x) un polynome entier en æ à coefficients entiers; en remplaçant dans Le résultat x par b, on obtient, puisque f{b) est divisible par p,
(b — a)f(b) = 0 (mod. p); puisque b — a n’est pas nul (mod. p), on a donc fi(b) = 0 (mod. p):
on en conclut que fi(æ) est divisible (mod. p) par &— b, de même parx — e, etc. ; on peut donc écrire identiquement
file) = (æ — b) f(x) + p4s
- A, étant encore un nombre entier et f,(x) un polynome entier en 2800 coefficients entiers; en remplaçant dans (x — a(fi(æ) + pAs, fix) par cette valeur, on en conclut qu’on peut écrire identiquement ee
f() = (æ — a){e — b}fx) + phi(v),
ÿ(x) étant un polynome entier en æ du premier degré, à coefficients “A entiers. En remplaçant dans cette identité x par c,on en conclut, pusqies 5
f(c) est divisible par p,
Oæ=(c—a)(c—b)f(c) (mod. p);
comme aucun des nombres ç — a, © — b n'est nul (mod. p), on en conclut “4 " que fi{c) est nul (mod. p), ou, si l’on veut, que f,(x) est divisible (mod. ») 3
par æ — c. Le raisonnement se continue; on pourra, dans l'identité fl) = (e — a)(e — de) + ph) |
remplacer f(x) par un polynome de la forme (x — chf;(x) + pAs, f(x) ayant encore ses coefficients entiers et A, étant un nombre entier; on obtiendra une identité de la forme
fa) = (e — d)(e — b)(a— fe) + pH, nn N.
où (x) est un polynome entier en æ, à coefficients entiers, du second. He. degré, et cette identité montre bien que le polynome f(x) est divisible 54 (mod.p) par (x — a){x — b)(x — c). En général s’il y a r nombres à, b, €, ….,
on mettra f (æ) sous la forme.
f(æ) = (& — a)(x — bjr — c)...f,(æ} + pŸ,_(&),
f(x) étant un polynome entier en x, dont le degré est n = r18 12 ‘14 degré du polynome f{x) est n, et dans lequel le coefficient de la plus haute
puissance de æ est le même que dans f{æ), ainsi qu’il résulte de la théorie
de la division algébrique. Quand à Ÿ,._ (x), c’est un polynome entier en æ. M
de degré r — 1.
940. Il résulte de là qu’un polynome du degré n ne peut pass annuler 4 + (mod. p) pour plus de n valeurs de la rte incongrues deux à 4 +44
(mod. p).
Si, en effet, dans l'identité précédente, on suppose que les nombres 4 a, b, c, …, l, incongrus deux à deux, soient en nombre n, on peut écrire
identiquement, en désignant par K le coefficient de x" dans (x) fe) = K(æ— a)(x — b)(x — c)... (x — 0) + ps 1x)
Ÿ,_1 étant un polynome à coefficients entiers : si f(x) pouvait s'annuler
(mod. ») pour un nombre entier x, incongru (mod. p) à a, b, .…, l, on voit. en faisant æ = x, dans l'identité précédente, qu'on aurait
K(xy — à) (ty — d) (x — €) … (to —l) = 0 (mod. p),
ce qui est impossible.
Ainsi, une congruence du degré n à une inconnue
ffæ) = 0 (mod. p),
C'est-à-dire une congruence dans laquelle le premier membre f(x) est un polynome entier en x de degré égal à n, ne peut avoir plus de n racines distinctes. Si elle admet n racines distinctes et que l’on connaisse ces. n racines, on pourra mettre le premier membre sous une forme spéciale, comme on l'a vu au numéro précédent. |
541. Il est clair qu'on obtient une congruence équivalente à la proposée en remplacant'son premier membre par un polynome qui lui soit identique ment congru (mod. p). Supposons en particulier que ce premier membre soit: identiquement congru (mod. p) au produit de deux polynomes (x), 0(x) entiers en #, on aura, quel que soit le nombre entier æ’,
fx’) = (x) 0(x") (mod. p);
d'ailleurs, pour que le nombre entier f(x’) soit nul (mod. p), il faut et il suffit que l’un des nombres entiers g(x/), 6(æ') soit nul (mod. p); on en conclut que les racines de la congruence
joe f&)=0 (mod.p) sont les mêmes que les racines, prises dans leur ensemble, des congruences
2) ÿ(x) =0 (mod. p),
“3 O(xz) = 0 (mod. p).
Si, en particulier, f(x) est de degré égal à n et sila congruence (1) a. n racines distinctes, la somme des degrés des polynomes g{x), 6(x) sera égale a n; donc chacune des congruences (2) aura exactement autant de
racines distinctes qu'il y a d'unités dans son degré. Par exemple, la congruence
æ—1—=0 (mod.p)
a p — À racines distinctes, d’après le théorème de Fermat, à savoir les.
nombres 4, 2, .…, p — 1; on à d'ailleurs identiquement, en supposant, p> 2, L p—i p—1
| ami 4 (x ? —1){x ? +4); donc les congruences
(Pts æ*—1—=0 (mod. p), p—1
584 FE OA EUONE D'ARITHMÉTIQUE. un. di P ——
Er HS racines de la première sont les tas quadratiques de b, les À 5 racines
“à ji 2 ont chacune ip
À racines ditinctèss c'est ce qu’on savait déjà; les}
de la seconde sont les non-restes. | Donnons maintenant une application du LAÉRTRne du n° 530. La congruence de degré p — 1 Ra
A De —1=0, (mod. p).
admet p — 1 racines distinctes, par exemple les nombres 1,2, D — 45 il en résulte que le polynome a T1 1 est divisible (mod. p) par le radlé (x — 1)(x — 2)...(æ — p + 1), et comme le coefficient de la pue haute puissance de & est un, on peut écrire identiquement ten DTA = (m —4)(e —2)..(x — p +4) E pt)
ÿ (x) étant un polynome entier en x, à coefficients entiers: il en résulte
-que tous les coefficients du polynome ?
sont divisibles par »p; en d'autres termes, si l'on veut, ce polynome est | identiquement congru à 0 (mod. p). Le ne indépendant æ, en particulier, est — 1 — 1.2...(p — 1); on a donc
e De ap p
‘en sorte qu’on voit là un lien entre le théorème de Fermat et celui de | Wilson. On voit en outre que dans le développement du produit
(& — 1)(@ —2)...(& — p +1) tous les coefficients, sauf le premier et le dernier, sont ne parp.
$ 9. — Restes de puissances. Racines primitives. Théorie des indices. Congruences por
042. En désignant par aet m Re nombres entiers premiers entre eux, «ont le dernier est positif, considérons la suite indéfinie
(1) ti al, >d a af... | ne et les restes de ses termes (mod. m). Ces pi ne peuvent être tous
distincts, puisqu'ils sont au plus en nombre m — 1 ; aucun d'eux en efet
ne peut être nul : supposons que @” et a* th donna le même reste, : on aura
+R qn (mod. m) ot
a (at — 1) = 0 (mod. m); re a” étant premier avec m, a! — 1 est divisible par m. Il y a donc, dansla
RESTES DE PUISSANCES
suite, dés termes, autres que le premier, dont le reste (mod. m) est égal à 1. Cest ce qu’on savait déjà par le théorème de Fermat généralisé, puisque l’on a, en désignant par 4 (m) le nombre de nombres premiers et inférieurs à m.
as ®)— 1 = 0 (mod. m).
Quoi qu'il en soit, désignons par & le plus petit nombre entier positif pour lequel on a
at —1= 0 (mod. m);
il est clair que deux termes de la suite (1) seront congrus ou non (mod. m), suivant que la différence de leurs exposants sera ou non divisible par k. Les restes se reproduiront donc périodiquement de k en k; k termes consécutifs fourniront #4 restes différents, qui seront dans leur ensemble les restes fournis par les k premiers termes. En particulier, les restes égaux à 4 se reproduiront de # en #, et comme 4%” donne le reste 1, on voit que k est nécessairement un diviseur de œ(m).
Ces remarques trouveraient des applications faciles dans la théorie des fractions décimales périodiques, en supposant a = 10; en effet, quand on
réduit en fraction décimale une fraction de la forme on A et m désignent
des nombres entiers premiers entre eux et où l’on suppose (pour nous borner à ce cas) que m est premier avec 10, on est amené à chercher les restes (mod. ») des nombres.
et c’est la périodicité de ces restes qui règle la périodicité des chiffres de la fraction décimale périodique; or on aperçoit que celte périodicité est la même pour la suite qu’on vient d'écrire et la suite
On est donc bien dans le cas considéré.
543. Sans m'arrêter à ces applications, qui sont faciles, je supposera. que le module m, que je désignerai désormais par p, soit un nombre premier. Alors œ(m) = g@(p) est égal à p — 1; si d'est le plus petit nombre entier positif tel que l’on ait
ai = À (mod. p),
d est un diviseur de p — 1; on dit alors que a appartient à l’exposant d. Ilest à peine utile de faire observer que les nombres congrus (mod. p) appartiennent au même exposant. La question suivante se pose immédiatement : étant donné un nombre d diviseur de p — 1, y a-t-il des nombres
re | LEGONS D'ARITHMÉTIQUE. 0
a qui appartiennent à l’exposant d, c'est-à- -dire des nombres dont le don puistance soit congrue à 1 (mod. p), les puissances d'ordre inférieur à à n'ét&nt pas congrues à { (mod. p)? S'il y a un tel nombre à, il est. facile de voir qu'il y en a exactement + (d) qui sont imcongrus no. p).
Observons d’abord que tout nombre qui appartient à l’exposant d est une racine de la congruence
æi—1=0 (mod. p), qui ne peut avoir, d’après la théorie générale (n° 540), que a racines » distinctes. | an
Si maintenant a appartient à l’exposant d, toute puissance q" de a sera. une racine de la congruence ; on a en effet |
(aÿ= a"=1 (mod. p),
puisque nd est divisible par d. Parmi les puissances de à, il y en a d qui sont incongrues (mod. p), savoir :
QU de GE ee qe do
lg
ce seront donc là les d racines distinctes de la congruence, et les nombres. qui appartiennent à l'exposant d doivent ètre cherchés parmi ces nombres. Soit a” l’un deux, la suite des puissances de a” sera KE
elles sont congrues aux nombres D a, LAS EEE L'EUS ep
en désignant par 0, 74, Fa, la, .… les restes (mod. d) des exposants 0 o, ñn, D
3n, … ; deux termes de cette Due suite qui ont des exposants die
rents sont incongrus (mod. p, les seuls termes pour lesquels le reste » (mod. p) soit 1 sont ceux dont l’exposant est nul; or, la suite 0, r,, r,
r, … est périodique (n° 503); la période contient < termes différents, en. désignant par & le plus grand commun diviseur de n et de d:; les termes
; died nuls se reproduisent de ë en > il résulte clairement de là a a” Appt
tient à l'exposant &: Si donc on veut que a" appartienne à le posa d, ï PA
faut et il suffit que n soit premier avec d; il y aura donc autant de nombres incongrus (mod. p) qui appartiennent à l’exposant d, diviseur de. p— 1, qu'il y à de nombres premiers à d et non supérieurs à d, à condi-. tion qu'il y ait un nombre qui appartienne à l'exposant d. Si donc on.
AE
RACINES PRIMITIVES
désigne par g{d) le nombre des nombres incongrus (mod. p) qui appartiennent à l’'exposant d, on aura soit
sOIÉ
Mais chacun des p — 1 nombres incongrus (mod. p) 1, 2, 3, ...,p — 1 apparlient à quelqu'un des diviseurs 1, d, d', …, p — 1 dep — 1; il faut donc que l’on ait
g() + qd) + g(d) + … + gp—1)=p—1; on à d’ailleurs (n° 529)
En remplacant dans cette égalité l’un des termes par 0, elle ne pourrait subsister, puisque aucun de ses termes n’est nul; il faut dons que l'on ait ®(d) = w(d) quel que soit le diviseur d de p — 1. Ainsi:
A chaque diviseur d de p — 1 correspondent exactement (d) nombres 4, pris, si l’on veut, dans la suite 1, 2, ..…, p — 1, qui appartiennent à l'exposant d.
En particulier, il y à @(p — 1) nombres distincts qui appartiennent à l'exposant p — 1 ; ceux-là, on les appelle racines primitives du nombre p. Si g est une pareille racine primitive, tous les p — 1 nombres
g9 —;#, g; fs.) gi sont incongrus (mod. p); leurs restes (mod. p), dans leur ensemble, reproduisent les nombres 1, 2, .…, p— 1: ce sont tous les restes possibles, sauf 0, tous les nombres, sauf 0, qu'il y a lieu de regarder comme distincts suivant le mod. p (n%535).
Par exemple, 2 est une racine primitive de 11 ; aux puissances de 2 dont les exposants sont
DS RS AG CT ES IQ
correspondent les restes
fi G U RDA PNG Er Le ET
544. Soit en général g une racine primitive du nombre premier p, et a un nombre quelconque non divisible par p, il y a un nombre & pris dans la suite 0, 1, 2, …, p — 2, et un seul, tel que l’on ait
gŸ= a (mod. p).
Tous les nombres &« qui satisfont à cette condition sont d’ailleurs
D — cs on pourra le de de péûit que p — 1. On le représente # Ind. a. A Les indices jouent 1b même rôle dans les alé rslatifs. aux nombres entiers, où l'on convient de DÉRNENr les multiples de p, que les logarithmes ; dans Le calculs ordinaires. HS Li SN UE EN L'indice de 1 est toujours 0. : | se de L'indice du produit de deux nombres est congru (rod p — 4) à la somme des indices de ces nombres. pou PES Sion aeneffet : | one à tar
À € UE MON Me
Qt ee 4 An NÉ (mod. p}, on en déduira
md. « + ind. &
g — ab (moe;
et par suite
Re + Ind.b (mod. D Tan Er Ce théorème s'étend de suite à un bee quelconque de facteurs. Re . L'indice de la puissance nine d'un nombre est congru (mod. ue — 1) à ân fois l'indice de ce nombre. .
Quand on change de racines primitives, les indices changent; en Hi -geant les multiples de p — 1, on peut passer d'un système d'indices à à un autre en les multipliant an par un même nombre. Soient en effet g et y deux racines primitives, soit à l'indice de 9 dans | la base y, on aura À à
(mod. p).
— | Le]
Soit maintenant & l'indice de a dans la base g, on aura gg = 4 (mod. p — 1).
Si donc on élève à la puissance « les deux membres de l’avant-dernière congruence on aura “e
Y=g=a fo ie |
Par suite Àx sera l'indice de a de la base ÿ : on obtiendra donc les indices dans cette dernière base en multipliant par À tous les thoiess ne la base g.
: Toutes ces propriétés sont analogues à celles des logarithmes.
INDICES
545. Observons que les indices peuvent servir à résoudre les congruences du premier degré prises par rapport à un module premier. Soit
ag = 0 (mod, p)
unc telle congruence; on devra avoir Ind. a + Ind. x
Ind.-b (mod. p RAT d'où
Ind. æ = Ind. b — Ind. a (mod. p — 1).
Inversement un nombre dont l'indice sera congru à Ind. b — Ind. « sera
une solution de la congruence proposée.
Par exemple, pour le nombre premier 11, lès indices des nombres
ON M NOTES: Ja 0 sont respectivement, dans la base ?, PRE DC MS NES NE Lébe PRE AL Soit la congruence 1% = 8 (mod. 11).
On en tire Ind. æ = Ind. 8 — Ind. 7 = 3 — 7
[ | es Ï
(mod. 10).
Le nombre dont l'indice est 6 est 9; on a donc x = 9, et, en effet, 1 X 9 = 63 — 55 + 8 est bien congru à 8 (mod. 11).
546. Observons que, quand on à uné racine primitive d’un nombre-premier p, il est aisé d'obtenir les autres ; elles s’obtiendront en élevant cetle racine primitive à une puissance première à p — 1: par exemple, les racines primilives de 11 seront
547. Ce qui précède suffit à montrer l'utilité qu’il y a à posséder une table de racines primitives et d'indices pour les nombres premiers. La table IV est extraite des Disquisitiones arithmeticæ de Gauss (?) : dans la première colonne verticale, marquée p en liaut, sont les nombres premiers inférieurs à 100 ; en face de chacun de ces nombres, dans la colonne suivante, marquée g, est une racine primitive; les colonnes suivantes contiennent les indices des nombres premiers placés en haut de chaque colonne verticale, sur la première ligne horizontale. Il est clair, en effet, que, dès qu'on à les indices des nombres premiers, on peut former aisément les indices des nombres
. composés.
OT IN
548. Considérons une congruence de la forme z"— D = 0 (mod. p),
p étant un nombre premier et D un entier non divisible par p. nr.
En désignant par g une racine primitive de p et en prenant les indices. suivant cette base, on voit que si x est regardé comme une racine de kB. À congruence Drécédente, on doit avoir FR
nlnd. x = Ind. D (moë, p=1)s. | or
inversement, si cette dernière congruence du premier débné: par rapport
à Ind. x est vérifiée, il est clair que la proposée le sera. Pour qu’elle
admette des rie il faut et il suffit que le plus grand commun divi- si
seur à de n et de p — 1 divise Ind. D (n° 510). S'il en est ainsi, elle admettra,
en regardant Ind. æ comme l’inconnue, & solutions incongrues (mod.
p — 1), auxquelles correspondent à racines distinctes de la proposée. La
condition de possibilité à laquelle nous parvenons ainsi dépend, au moins.
en apparence, de la racine primitive g, qui a servi de base aux indices. Lu
convient de la transformer. Rd En désignant par d l'indice de D, dans la base g,onaura .
19f= D: {mod,p)
et, par suite, ee FRERES
(mod. D).
1. Ces derniers nombres sont tirés d'une table construite par M. Wertheim et qui confient
. les mêmes indications pour tous les nombres Hier HA à 3000. (Acta mathematica, t. XVII, p. 315.) pi
élevant à la puissance
CONGRUENCES BINOMES. JÈL
Mais, si le plus grand commun diviseur à de net de p—1 divise d, le
p—1 Ë nombre À ER d = (p — DE est un multiple de p — 1, par conséquent
le premier membre est congru à { (mod. p). On doit donc avoir : p—1
DS —1 (mod. p).
Inversement, si cette condition est vérifiée, & doit diviser d; en effet, en p — 1 Ô
les deux membres de la congruence
pe D (mod. p),
on oblüent alors g ÿ —K | (mod. p),
doit être divisible par p — 1,
d'où il résulte que le nombre entier Le = :
ce qui suppose que d soit divisible par à. Ainsi : La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence
x" = D (mod. p),
où p est un nombre premier et D un nombre entier non divisible par p, admette des solutions, est que l'on ait
DA 1 (mod. p),
en désignant par à le plus grand commun diviseur de n et de p — 1. Si
cètte condition est vérifiée, la congruence proposée admet à racines
distinctes.
Ce théorème contient, comme cas particulier, la proposition du n° 517,
relative au cas où n est égal à 2.
M en jou
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