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AVERTISSEMENT
Après une interruption de dix-sept longues années dont je ne redirai n1 les secrets, ni les douleurs, il m'est enfin donné de reprendre la publication de mes Leçons de Calcul différentiel et intégral, d’après les méthodes de Cauchy. Le nom de l’illustre mathématicien qui, hélas! n’est plus, avait porté bonheur à mon œuvre; elle s’était écoulée rapidement; en moins de huit années elle était devenue très-rare et très-chère. Le prix excessif de mes deux volumes n’empêéchait pas cependant qu'ils fussent très-recherchés; et de tous côtés on me pressait de terminer ces Lecons, de donner une nouvelle édition des volumes épuisés. Ces instances si nombreuses et si vives m'honoraient plus que je ne le méritais, mais elles m’attristaientaussi profondément; ne pas pouvoir y répondre.était devenu pour moi un supplice cruel. Mes liens sont enfin brisés, je reprends mon essor, etsila bonne Providence me conserve pendant quelques années encore la santé si excellente qu’elle m'a donnée jus-
qu'ici, J'aurai bientôt réparé le temps perdu.
CE PR LT SON, £ 5 # .. rt à 4 à
Le + \ FPS >? «
Yi AVERTISSEMENT.
La seconde édition de mes Lecons comprendra quatre volumes de 5oo à 600 pages chacun :
Tome I. Calcul différenuel, Calcul direct aux dif- Hérences finies, Calcul des résidus.
Tome Il. Zntégrauon des expressions différentielles, Calcul inverse aux différences finies.
Tome IT. /ntégration des équations différenuelles et aux diflérenuelles parüelles.
Tome IV. Calcul des Variations et Calcul des foncuons elliptiques
Je me suis décidé à commencer par le quatrième volume, par les Leçons de Calcul des Variations, et voicimes motifs: 1° le respect et la reconnaissance dus à mes Lecteurs me faisaient un devoir de leur offrir quelque rédaction nouvelle, de leur prouver qu’une trop longue inaction n’avait pas paralysé mes forces ; 2° 1l se présentait une occasion favorable de rédiwer le Calcul des Variations dans les conditions de succès les plus excellentes, et de doter la France d’un Traité qui lui manquait tout à fait. J’avais près de moi un jeune et savant professeur de l’Université finlandaise de Helsingfors, M. Lindelôf; pour lui le Calcul des Variations est une spécialité, ou mieux une vraie et noble passion, 1l a grandement perfectionné et simplifié les méthodes de M. Sarrus et de Cauchy. Or, non-seulement M. Lindelôf m'offrait sa collaboration, mais il me demandait instamment la mienne, 1l voulait absolument que je donnasse un corps et la vie à ses théories nouvelles. Nous nous sommes done mis à l’œuvre, nous avons travaillé avec
AVERTISSEMENT. VII une grande ardeur, et nous avons mené à bonne fin ces Leçons de Calcul des Variations. S'il arrive qu’elles nous fassent honneur, cet honneur doit revenir prineipalement à M. Lindelôf qui est, à proprement parler, l’auteur des méthodes; je demande instamment qu’on lui en reporte la meilleure part.
En même temps, pour regagner plus promptement le terrain perdu, je publie en deux volumes in-8° de 550 a 650 pages des Leçons de Mécanique analytique d’après les Méthodes de Cauchy, étendues aux travaux les plus récents des Géomètres; et en un gros volume in-8° des Leçons de Mécanique philosophique, synthétique et physique, d’après les idées d'Ampère.
PRÉFACE
L'origine du Calcul des Variations remonte à lannée 1696, époque à laquelle Jean Bernoulli proposa le fameux problème de la brachistochrone, dont la nouveauté attira vivement l'attention des Géomètres. Jusqu’alors on avait considéré uniquement Îles maxima et les minima des fonctions de forme entièrement connue; il s'agissait cette fois de déterminer la forme même de la fonction inconnue de manière à faire prendre à une certaine intégrale sa plus peute valeur possible. Les Géomètres contemporaius de Bernoulli abordèrent et résolurent ce problème et d’autres du même genre, qui échappaient au Calcul infinitésimal proprement dit, par des artilices particuliers, plus ou moins directs ou indirects.
La science doit à Euler [a première solution régulière et générale de semblables questions, solution encore peu élégante, 1l est vrai, en raison des considérations infinitésimales, en partie analytiques, en parte géométriques, sur lesquelles elle était basée. L'honneur d’avoir fait disparaître ces dernières imperfections, et d’avoir ramené ce nouveau genre de recherches à une méthode simple et purement analytique, appartient à Lagrange. On peut donc dire en toute justice que les efforts réunis d’Euler et de Lagrange
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ont fait naître le Calcul des Variations, dont le but principal est la recherche des maxima et minima des intégrales définies.
Tel qu’il sortit des mains de ses illustres inventeurs, le Calcul des Variations constituait une méthode à peu près complète, quand la solution du problème ne dépendait que d’intégrales simples; mais l’application aux intégrales doubles présentait encore de grandes difficultés. Parmi les Géomètres qui ont puissamment contribué à les vaincre, il faut nommer Gauss, qui résolut le premier problème de maximum d’une intégrale double à limites indéterminées; Poisson, qui compléta [a théorie des maxima et minima des intégrales doubles; Ostro— gradsky, qui donna pour la première fois la variation complète d’une intégrale multiple sous une forme simple et symétrique, quoique encore peu propre aux applications.
Le Calcul des Variations en était là, quand, en 1840, l’Académie des Sciences de Paris proposa pour le concours du grand Prix de Mathématiques la question suivante :
« Trouver les équations aux limites que lon doit joindre aux équations indéfinies pour déterminer complétement les maxima et minima des intégrales multiples. » |
Le prix fut décerné à M. Sarrus, auteur d’un grand travail intitulé : Recherches sur le Calcul des Variations, qui a été inséré dans les Mernotres des Savanis étrangers, tome X, 1848.
M. Sarrus avait eu l’heureuse idée d'introduire un
PRÉFACE. N signe particulier pour indiquer les substitutions à faire dans une fonction quelconque, et, par ce simple artifice, 11 avait pu surmonter les obstacles qui avaient arrêté ses devanciers. Ces obstacles, en effet, consistaient principalement dans la difficulté d’exprimer, comme il l'aurait fallu, que dans telle expression donnée on a remplacé l’une ou l’autre des variables, et souvent même plusieurs variables à la fois, par leurs valeurs limites. La forme sous laquelle M. Sarrus présente la variation d’une intégrale multiple, est moins symétrique que celle de M. Ostrogradsky, mais elle est d’une application plus facile et presque immédiate. Trois exemples donnés à la fin de son Mémoire avaient suffi pour mettre en évidence les avantages de sa méthode, en montrant qu’elle fournit dans tous les cas l’ensemble des équaons dont dépend le maximum ou le minimum d’une intégrale simple ou multiple quelconque.
L'innovation de M. Sarrus, l'introduction d’un signe de substitution, parut à M. Cauchy tellement importante, qu'il s’empressa d’en faire le point de départ d’un nouvel exposé du Calcul des Variations, publié, en 1844, dans ses Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, tome I, p. 5o. Les formules générales de M. Cauchy sont au fond les mêmes que celles de M. Sarrus, mais l'emploi plus étendu de la nouvelle notation, et l’adoption d’un signe de substitution double, pour indiquer la différence entre les résultats de deux substitutions simples faites tour à tour, les a beaucoup simplifiées. Dans ce premier Mémoire, M. Cauchy s'était borné à éta-
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blir les principes et les équations fondamentales, 1l avait réservé pour un second les applications qu'l voulait en faire; malheureusement, ce second Mémoire n’a Jamais Paru.
Malgré toute notre admiration pour M. Cauchy, nous n’avons pas pu nous résoudre à adopter sa définition nouvelle et généralisée de la vartation d’une fonction ou quantité. « Lorsque plusieurs fonctions ou quantités, dit-il, page 52, peuvent changer simultanément de valeurs et de formes, leurs varia— tions sont de nouvelles quantités ou de nouvelles fonctions dont les rapports sont égaux aux limites des rapports entre les aceroissements infiniment petits des variables et des fonctions proposées. » Sans doute que cette conception élargit le domaine du Calcul des Variations et va jusqu’à lui faire comprendre le Caleul différentiel qui n’en est plus qu'un cas particulier; mais cette généralisation, avantageuse peut-ètre au point de vue métaphysique, n’a-t-elle pas le grave inconvénient de rendre plus vague encore et plus insaisissable l’idée déjà trèsabstraite de la variation d’une fonction? Quand on ne restreint pas la notion de variation aux changements de forme de la fonction elle-même, quand on ne l’isole pas des changements de valeurs des variables dont elle dépend, on se voit plus tard dans la nécessité de distinguer plusieurs sortes de variations : variations totales, variations parüelles, variauons propres de M. Cauchy, variations tronquées de M. Sarrus, etc., etc.
Nous avons done conservé à la variation la signifi-
PRÉFACE. XII cation essentielle que lui attribuaient Euler et Lagrange; nous la faisons dériver essentiellement du changement de forme apporté à la fonction. De plus, nous écartant encore sur ce point de M. Cauchy, pour rester fidèle à Euler, nous faisons dériver le changement de forme de la fonction du changement de valeur d’un paramètre avec lequel elle est intimement liée, au moyen duquel nous pouvons l’amener à coincider avec toute fonction donnée des mêmes variables, ou à passer d’une manière continue d’une première forme à une autre forme quelconque. À ce point de vue, la variation pouvait être pour nous soit la différentielle, soit la dérivée de la fonction, relative au paramètre variable; nous avons écarté la signification différentielle, afin de ne pas tomber dans les infiniment petits; et pour nous, par conséquent, la variation est une dérivée partielle relative au paramètre variable; mais une dérivée qui n’a de sens qu’autant qu’elle se rattache à un changement de forme de la fonction, qui naît réellement de ce changement de forme et disparaît avec lui. Ajoutons, qu'entre la différentielle ou la dérivée le choix était complétement arbitraire; dans la substitution de l’une à l’autre, il n’y a, en effet, rien de changé ni dans les raisonnements, ni dans les équations finales, ni dans les conclusions. |
En étudiant attentivement les travaux de M. Sarrus et de Cauchy, nous avons découvert qu’on pouvait abréger grandement les écritures et les formules, souvent fort longues et fort compliquées, en introduisant une notation symbolique qui permit de réu-
XIV PRÉFACE
nir en un seul les termes analogues ou relatifs: aux mêmes limites des variables. Cette simplification a produit un autre avantage : elle a mis en évidence certaines analogies générales qui nous ont permis de formuler en langage ordinaire et en termes assez nets les règles principales du Caleul des Variations.
En outre des travaux que nous venons de rappeler, nous avons beaucoup consulté, surtout pour les applications, l’ouvrage très-remarquable de M. Jellett (A elementary Treatise onthe Calculus of Variations, Dublin, 1850). Nous sera-t-il permis cependant d'exprimer un regret? Le savant professeur de Trinity-College n’a pas connu les recherches de M. Sarrus, et, pour les intégrales multiples, ses formules n’ont pas toute la généralité désirable. Il suppose partout, en effet, que les limites sont continues ou peuvent être fournies par une seule formule L <o; ce n’est là évidemment qu’un cas très-particulier. En réalité, ces deux reproches se confondent ; car, si nous ne nous trompons pas, M. Sarrus s’est placé le premier au point de vue plus général des limites discontinues.
La méthode par laquelle le grand Jacobi a appris à distinguer les maxima et les minima, est un chefd'œuvre de combinaison analytique; aussi, quoique l'application en soit encore fort restreinte, nous avons fait de sérieux efforts pour la rendre accessible, en mettant à profit l'exposé qu’en ont fait M. Delaunay dans son beau Mémoire sur le Calcul des Variations, et M. Hesse dans un article inséré en 1899 dans le Journal de Crelle.
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Notre rédaction était presque complétement achevée, quand nous avons pu consulter l'ouvrage grandement utile qu'un homme très-initié à la littérature du Calcul des Variations, M. Todhunter, vient de publier sous ce titre : À History of the Progress of the Calculus of Variations, by Todhunter, London, 1860. Il existe en langue allemande un Traité fort volumineux intitulé : Theorie und Anwendung des sogenannten Variations Calculs, von D' G.-W. Strauch, dont la troisième partie, renfermant les applications aux intégrales doubles et triples, a paru en 1859, à Vienne. Ce livre, tout encombré de formules stériles, est suivi d’un Appendice dans lequel le savant auteur s'attache à prouver, par une critique sans fondement et inexorable, que ni M. Sarrus, ni M. Cauchy, ni M: Delaunay n’ont atteint le but qu'ils se sont proposé dans leurs recherches sur le Caleul des Variations. Peu conséquent avec lui-même, tantôt il reproche à M. Sarrus d’avoir séparé des termes qu’on pouvait réunir sous un même signe intégral, pour mieux faire sentir que les variations qu'ils contiennent peuvent dépendre les unes des autres; tantôt 1l reproche à M. Cauchy d’unir en une seule expression, par un double signe de substitution, des termes qu’on pouvait écrire séparément pour mieux indiquer que les variations qu'ils contiennent peuvent être indépendantes les unes des autres. Le croirait-on? M. Strauch va jusqu’à dire que les formules de M. Sarrus ne comprennent même pas la solution de ce problème très-simple : « Trouver Faire minima entre deux surfaces données. » Et pourtant, dans la vingt-
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troisième de nos applications, nous avons résolu ce problème en quelques traits de plume par la méthode de M. Sarrus!
Si nous ne nous. faisons pas illusion, ces modestes Leçonsseront favorablement accueillies, parce qu’elles résument les derniers progrès de cette branche im portante de l'Analyse, et les rendent, 1l nous semble, plus généralement assimilables. Si l’on veut bien comparer nos formules à celles de nos maîtres, M. Sarrus et Cauchy, on verra qu’elles sont devenues beaucoup plus simples, plus nettes et plus élégantes. Ramenés à la forme et aux proportions du signe d'intégration, nos signes de substitution sont devenus plus maniables et constituent une notation classique; l’aspect des équations, toutes compliquées qu'elles restent quelquefois, n’a plus rien de repoussant; nous oserions presque dire qu’elles sont attrayantes. Si ce volume enfin est devenu un chef-d'œuvre d'impression, l’honneur en revient à la supériorité incontestable de l’imprimertie de M. Mallet-Bachelier et à l’habileté sans rivale de M. Bailleul.
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4. Dans le calcul des variations il arrive constamment qu'une ou plusieurs variables qui entrent dans une fonction. doivent recevoir des valeurs spéciales, et'si ce calcul a été longtemps arrêté dans ses développements, c’est qu'il manquait d’un signe pour bien exprimer cette particularisation. On doit à M. Sarrus la première idée d’un semblable signe, idée que M. Cauchy a accueillie avec empressement, mais avec une modification heureuse des notations, que nous adopterons en les simplifiant encore. Le signe dont nous ferons usage etque nous appellerons signe de substitution, consiste en un trait incliné, placéen avant de la fonction, auquel on accole la valeur particulière
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‘qu'on doit donner à la variable. Ainsi T—X, Tr, «V, ou simplement | As
‘exprimera ce que devient la fonetion V, quand la variable x reçoit la valeur particulière x,. Le même signe | avec deux limites, l’une inférieure x,, l’autre supérieure XL»,
CR 5 + se | V, ou simplement | V,
7 Y; exprimera la différence entre les résultats des deux substitutions X = %1, X — X2 dans la fonction V, ou ce que l’on obtient quand, après avoir fait tour à tour dans cette fonction x = x;, Æ = %2, on retranche le premier résultat du second ; de sorte que
La Un signe de substitution double, tel que | , pourra donc
toujours être décomposé en deux signes de substitution
T; La simple, | a | 1
Nota. Dans l’enseignement oral il est bon qu’on puisse désigner verbalement le signe ou l’acte de la substitution. Nous proposons en conséquence de dire substitution, comme on dit somme, et substitution x;, substitution x , ou substitution X1, X:, comme on dit somme depuis +,
Jusqu'à x>, ou somme %1, Lo.
Par suite de cette même notation étendué au cas de
ZX, Ji plusieurs variables, | | V'exprimera qu'il faut d’abord
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donner la valeur y; à la variable y, et ensuite à la varia-
La 2 ble : x. la valeur x,. De mème la notation | | V signifie À be
va
À qu il faut 1° remplacer tour à tour dans V la variable y
av,
# par les valeurs y; et y:, et retrancher le premier résultat du second ; 2° donner tour à tour à x, dans la différence
ainsi Ma les valeurs x, et x+, et retrancher de nouveau les deux résultats lun de l’autre, de sorte que
De. 2 ds à PT TNT
1 #4 | On aurait de même AS EC TRON EX FLE L Z
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Pour retrouver avec leurs signes les différents termes du second membre, il sufhra de former le produit sym-
É bolique
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Ces deux exemples montrent déjà la simplification considérable qu'on peut tirer en certains cas de l'emploi des signes de substitution double.
Les substitutions simples ou doubles se mêlent souvent à des intégrations, qu'elles peuvent précéder ou
a PAT; suivre selon les circonstances. Ainsi | J Vdy indiquera qu'il faut d’abord intégrer Vdy entre les limites Y1 et y» et remplacer ensuite x par x. Au contraire
san de | V dx exige qu'on substitue d’abord y, à y es la
fonction V, et qu'on intègre ensuite le résultat Le plié par Le entre les limites x; et x. A la rigueur on
devrait écrire
Le DAT rx, Ti 1h a | V au lieu de | | | Vdx ; T; LP à
mais par la même raison que dans les intégrales multiples on ne sépare pas les signes ff... par les différentielles dx, dy, eic., nous préférons la seconde manière d'écrire, où les signes f'et | se succèdent immédiatement. Pour la jus- | tifier, s’il était nécessaire, on pourrait dire que la différentielle dx n'étant Ph fonction de y, n'est pas atteinte par les substitutions op ’on peut faire relativement à cette variable.
Pour ne laisser rien d’obscur, considérons encore la
La [Pa 17:
| J | Le T on z
notation
Elle exige que l’on fasse d’abord dans la fonction VI
substitution double relative à z: qu’on intègre ensuite.
par rapport à y le résultat obtenu multiplié par dy, et qu’on procède enfin à la substitution double relative à la variable x.
3. Une fonction à laquelle on a fait subir soit des intégrations entre certaines limites, soit des substitutions simples ou doubles, relatives aux variables dont elle
dépend, s'appelle expression définie. Elle n’est plus
SIGNE DE SUBSTITUTION. 5 fonction de ces variables, que nous nomimerons variables principales, et ne dépend que des paramètres ou constantes indéterminées qu’elle peut renfermer. Dans ce qui suit nous désignerons en général par
AN Due à S RÉ
les variables principales qui entrent dans la fonction donnée, par ESS CT ES M ae JO So M les limites inférieures de ces variables, par Lhy Vas M22800 0 Sos. La
leurs limites supérieures, par x un paramètre indéterminé ; et nous supposerons (ouJOurs, à moins que nous ne disions le contraire, que les substitutions et les intégrations ont lieu successivement par rapport aux variables principales dans l’ordre inverse des lettres x, y, z,..., s, t; de sorte que la première opération soit relative à £, la dernière relative à x. Nous admettrons aussi que les limites x, et x, de x sont indépendantes de toutes les variables principales, tandis que les limites de y pourront être fonctions de x, celles de z fonctions de x et y, et ainsi de suite jusqu'à la variable t, dont les limites seront en général fonctions de x, y, z,..., s. Quant au paramètre x, il pourra entrer non-seulement dans la fonction donnée V, mais aussi dans les valeurs limites de toutes les variables principales x, y, z,...,t, quoiqu'il doive être bien entendu que ces variables elles-mêmes sont entièrement indépendantes les unes des autres etde x.
4. Propriétés du signe |. — Le signe de substitution simple, placé devant une fonction composée quelconque, porte sur chacun des éléments qui entrent dans sa formation, de sorte qu'on a
7x { #; Er 24 | firm.) SA] 1.3 | P, | Dir >:
De ce principe général on peut tirer plusieurs conséquences parmi lesquelles il nous suflira, pour le moment, de noter les deux suivantes :
1° Lorsque la somme algébrique de plusieurs fonctions est soumise à une ou plusieurs substitutions successives, simples ou doubles, on peut effectuer séparément les substitutions indiquées dans chacune de ces fonctions et prendre la somme algébrique des résultats ainsi obtenus. On aura, par exemple,
X, Je Tin [Ya UE 2" Aix 1 (u+v—w) = Ho p — w.
Fr; ri r N4
On pourrait énoncer cette propriété en disant que la substitution. de la somme est égale à la somme des substitutions.
2° Lorsque le produit de plusieurs fonctions est soumis à une ou plusieurs substitutions simples, on peut effeetuer séparément les substitutions indiquées dans chaque facteur et former le produit des résultats obtenus. On aura a1n5]
Ty Ja x, HAS T; Be x; d'a LA | uw. p, æw.
Dans le cas de substitutions simples, la substitution du produit est égal au produit des substitutions.
Si la quantité qui se trouve engagée sous un signe de substitution simple, est constante, ou seulement indépendante dela variable à laquelle se rapporte la substitution indiquée, le signe ] est sans eflet aucun et peut ètre supprimé. On a évidemment
l; La #, 4 X, Lo Xe | a | HER | RP il #, | AU il u,
lorsque À est constant ou indépendant de x, et par suite
[Ta T; Dan | É = 0; | Murs 2. lex a À 1
1 CAE) M
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Les facteurs constants restent en dehors des substitutions ; la substitution double d'une constante est
nulle.
5. Lorsqu'une expression définie quelconque est soumise à une nouvelle substitution simple, au lieu de l’effectuer dans le résultat définitif de toutes les opérations indiquées par les signes f et |, rien n'empêche de la faire séparément dans la fonction V et dans les limites de chacune des variables auxquelles se rapportent ces opérations. On pourrait même faire la substitution seulement dans quelques-unes des quantités V, 4,1, 51, 5:,..., qui constituent expression définie proposée, maïs alors on serait obligé de la renouveler à la fin du calcul.
Supposons, pour fixer les idées, que V contienne trois variables indépendantes x, y, z, et qu’on veuille calculer
2, Ya [7 Ya [Sa | is | Vdy, ou faire x = x, dans 1 | Vdy, Ji Zi DA Z '
expression qui est évidemment fonction de la seule variable x. Puisque cette variable x entre dans la fonction V ainsi que dans les limites z,, %, 1, 2, sans être atteinte ni par la substitution relative à z, ni par l'intégration relative à y, on arrivera au même but, en faisant séparément x == x, dans chacun des éléments V, z:, 2°, V1, Ya, qui constituent, pour ainsi dire, l'expression donnée, Mais il est évident que si lon ne faisait x = x, que dans quelques-uns de ces éléments, la variable x ne serait pas complétement remplacée ; il faudrait par conséquent renouveler la substitution x = x, dans le résultat obtenu.
Ces raisonnements conduisent sans peine à la conclusion générale, que dans les expressions définies on peut faire les substitutions simples autant de fois et à telie place qu'on veut, pourvu qu'en.dernier lieu on les fasse à
Ja place ou dans l’ordre indiqué par la notation primitive. On aura par exemple identiquement
#. wa 3; F4
PAT [| Var.
Vdy
JT
Ce même principe de la répétition des substitutions
Z2 5 | vo=| z hi
a té
simples peut servir à réduire une expression définie à la forme d’une intégrale définie toutes les fois que les substitutions qu'elle renferme sont simples. Il suffit en effet pour cela d'effectuer séparément les substitutions dans la fonction V et dans les limites des intégrations. Prenons pour exemple l'expression
En Na TEL le | { | | V dt dy, A S'otn
V étant supposé fonction des quatre variables x, y, 2, t.
Si l’on effectue les substitutions indiquées dans chacune
des quantités V, £,, 1, Yi, Y», et qu'on désigne respecti-
vement par V',#,,4,,y,, y,, les résultats de ces substitu-
x, 0 JE) v=| | Va Can Ed Xi, 7 A Li =] Ji &=] | Lo; à Ji a Ja
l'expression proposée deviendra
4 A ", J. J V'dtdy, A 42
et prendra ainsi la forme d’une intécrale définie. Arou- P 8 J
üons, de sorte que
tons que, par suite des substitutions effectuées, V'est fonction de y et; {et #, sont fonctions de y, tandis que
SIGNE DE SUBSTITUTION. 9 y, et y, sont constantes; de sorte que y et t sont les seules variables qui figurent réellement dans cette intégrale. Si l’on ne tenait pas à rendre les substitutions visibles, on pourrait supprimer les signes [| et écrire simplement
Te Le : Ti Ya [Zi la 1 V dt dy, au lieu de | f | k Vat dy, Yi #, UT; in
en sous-entendant qu'on devrait faire préalablement z—=2,et x = x, dans celles des fonctions V, ti, 15, Y15Ys qui dépendent des variables z et x.
Lorsque l’expression donnée renfermera des substituüons doubles, on les décomposera d'abord en substitutions simples et l’on transformera séparément chaque terme du résultat, ce qui donnera une suite d’intégrales définies.
Üne expression définie est invariable tant que les constantes indéterminées qu’elle renferme conservent des valeurs fixes. Mais si l’une de ces constantes z, devenue paramètre variable, change de valeur, l'expression définie variera elle-même, en tant que fonction de ce paramètre, et pourra être différentiée par rapport à lui. Le calcul des variations, comme nous le verrons dans la suite, se réduit en effet à la recherche des dérivées des expressions définies ; il faut donc avant tout exposer les règles générales de la différentiation de ce genre d'expressions, qui sont de trois espèces : 1° expressions définies par substitution, ou qui résultent uniquement de substitutions ; 2° expressions définies par intégration, ou intégrales définies; 3° expressions définies mixtes, ou qui résultent à la fois de substitutions et d'intégrations se succédant dans un ordre quelconque.
7. Nous considérerons successivement ces trois espèces d'expressions définies et nous chercherons leurs dérivées relatives à un paramètre z, contenu tant dans la fonction
donnée V que dans les limites des variables x,y,2,...,14; mais avant lout, pour simplifier les formules, qui sans cela deviendraient très-complexes, et pour leur donner toute la clarté, toute la symétrie possibles, nous ferons une nouvelle convention. Comme les variables x,x,7,2,...,t sont indépendantes les unes des autres, on ne saurait attacher aucune idée aux quotients différentiels
dE NAT EN dy :wd2 d'z
—— 9 —— 3 — ge a —s (ee els 7 9 seen
dy d'a dx’ dx dy ? cependant nous ferons usage de ces symboles précédés d’un signe de substitution, et nous leur donnerons la signification déterminée par les formules
fl’ dx RES l dy dy: fe dy dy, — = — 9 RS Tom Eten Der Ce ce | En EME A)
ax dr d'# d'y dx dx "8 dx dx 72 dy dy: LE dy en dy:
Poe | Hot dr ET 1 2 | dé CR !
c'est-à-dire que la dérivée de l’une quelconque des variables indépendantes x, y, z,..., 1, laquelle en elle-même n'a aucun sens, représentera pour nous la dérivée de celle deslimites inférieure ou supérieure de cette mème variable accolée au signe de substitution. Cette convention s’étendra également aux dérivées des ordres supérieurs.
Îl n'est pas même nécessaire que Île signe de subsutution précède immédiatement la dérivée symbolique pour en déterminer le sens; il pourrait en être séparé par d’autres signes soit de substitution, soit d'intégration, ou par un facteur, sans que la significationtde la dérivée cessàt d’être déterminée. C’est une conséquence naturelle du principe de fa répétition des substitutions (n° 9).
SIGNE DE SUBSTITUTION. II
On aura par exemple
FAAISNT, dy Fa ASIE 7 172 dy ELE dx, dy:
= = u ES t— TZ PRES + dy dx d'y dx | dr dx
a ÎEs dx, dz; Ms (Ps dx; d7.
us u dy =— LEE © dy Gé dx dy F don A
L'avantage principal de cette notation symbolique est de permettre de réunir en un seul terme plusieurs expressions définies qui renferment les dérivées correspondantes des deux limites d'une ou de plusieurs variables, ce qui simplifiera beaucoup la recherche des variations des intégrales multiples.
Se
DEUXIÈME LECON
Règles de la différentiation des expressions définies, — Dérivées des expressions définies par substitution. —- Dérivées des intégrales définies. — Dérivées des expressions définies mixtes. — Intégration par parties des expressions définies mixtes. vs
8. Premier cas. — Expressions définies par substitution. — Supposons d’abord que V renferme les seules va= riables x et x, ou que l’on ait V— f(x, x); l'expression
| Ve x)
dépendra du seul paramètre #, et il s’agit de la différentier par rapport à lui. On aura évidemment
d fie df (2, æ) dffa, 2) dx.
d'a dx, dx
ARE TA) cn dV dr, æ) 1h dv
SE — MEET à) dy dx” dx, de
et, d’après la convention admise,
ês
ni
dx.
Fe A PERD NS dNV dx —— NE —— AR AE à à =] | (TR +T &)
On trouverait de même
D REUNS ENTAN EP N d'z TE ENT dde
donc
dx dx TEL = à Phi
et, en retranchant de cette équation la précédente,
ds ROME d dr mm" dx dx dx)
d CA ET a, c'est-à-dire que pour obtenir la dérivée de | V, | V, | Y, æ
par rapport à x, il suffira de diflérentier sous le signe de substitution comme si x était fonction de x.
Si V renferme les trois variables x, x, y, ou si l’on à
La [Ya V=f(:, x, y), et qu'on demande la dérivée de | V
: Li
Ya par rappori à x, on remplacera V par | V dans la dernière équation, qui deviendra
Fe OÙ mis DE af dits do NI Te — NS: Re UT va) dx dr | dr dx |
T AP T, , Yu
Lt
Cette même équation (1) donne d’ailleurs
AE 2 {dN dY dy 4 Med à Au LT ir ml br; A CA
d "7 Mae dNdy\.
def, 2), Va a ax);
en substituant ces valeurs, et considérant que le facteur
SE. dx LS dr 6 dr symbolique —;, tenant la place soit de —; soit de — 7 PTT P dr? da
ne dépend point de y, et qu'il est permis par conséquent
Ya de le faire passer sous le sine | , on arrive à l'équation }
JUL
suivante :
7 1 ON be OAV ddr DNA dy ak dr}. Ë ï | dx dx dx. dy \ dx dx dx
T, ee |
La somme affectée des signes de substitution est évidemment la dérivée totale de V prise par rapport à x, comme si chacune des variables >, x, y était fonction de celles qui la précèdent, x fonction de x, y fonetion de x et de x.
Lo [Ya 13 Considérons encore l'expression | | V, dans lak
Fa 1, M quelle V est fonction des variables x, x, y, z, et dont il faut trouver Îa dérivée par rapport à x. En remplaçant
es
dans l'équation précédente
V. par
dV #/4N ne dz ne par Ne mr, 9
dV /d4N : dN dz\ —— ar — — dy E? RAT da 4 :
À dt dy. dy et faisant passer les facteurs — , -—, -—, sous le nouveau dx dx dx
signe de substi iution / , Ce qui est permis, puisque les li- 3,
miles Li, os Vas Ve, elles-mêmes, et par suite leurs-déri-
vées, sont indépendantes de z ; on verra que l’ensemble des
termes affectés dans l'équation (2) des signes de substi
tutiont, auxquels s’est Joint le signe relauf à t, s’aécroit
du terme CAR ME @z |. dy VONT me) |
rie Me dy Vas EU
Le
EXPRESSIONS DÉFINIES. 19 et devient la dérivée totale de V prise par rapport à x», comme si chacune des variables x, x, y, z était fonction de celles qui la précèdent. Si l’on désigne cette dérivée
dN par == |» on aura donc
2 AN ALES CIN LE Aus ep av “ M AMIE X, CR £, TI DAS Z1
Le même raisonnement, apphqué successivement à un nombre de variables de plus en plus grand, conduirait évidemment à la formule générale
d Ta JA Z9 l, La Ja fZs {3 lV.
ENS TS dx x, Z; , rh Poe: 2x ki SH
dans laquelle É
| désigne wla dérivée totale de V
relative à x, prise comme si chacune des variables #4, Ÿ3 25°, t était fonction de toutes celles quila précèdent. La signification réelle de cette formule symbolique, après les explications données, n'a rien d’obscur.
* ES dN :
Quand on aura formé la dérivée totale | ; d on dé- ŒR
l, composera la substitution double | en deux substitu- A
ti EE | ANAL AN AE L'd de, 10nsS simples, On rEMPIACETA —» —+ ——9s — 95 Dar -s Fe P dx deltody". di EE
dt dt. de, née ù
— —) —..., dans tous les termes précédés du signe
drndÿ à dz F
, { TIRANT dE l | HIER
EL par — > —"s —, 2", ..., dans les termes précédés dd: dx dx dy, dz | J
du sigie | ; on fera ensuite pour les autres variables
, ne co .
SRI Vi LÉRQUE lon a fait pour {, et l’on arrivera à la valeur définiuve de la dérivée cherchée.
9. La démonstration rigoureuse de la formule générale (4) est d’ailleurs très-facile; il suflira, comme c’est la marche ordinaire en pareil cas, de prouver que si elle est vraie pour 2 — 1 variables, elle l’est encore pour n variables. Admettons, en effet, qu'elle est vraie. pour les variables x, y, z,:.., s; l’ensemble des termes affectés des substitutions relatives à ces variables sera
AN) UN. dr: dN dr! re , dV[ ds it daldano areas li oeil ax | PME ESS
» + , d 1# À dz S ds À À les dérivées totales À —=— |, | = |,..., | = | devant être dx dy d'y
prises comme si chacune des variables x, x, y, z,...,s était fonction de toutes celles qui la précèdent. Si pour introduire une nouvelle variable f, nous remplaçons V par
le | V, il faudra en même temps remplacer Û
eV: Fe At dx, PO MN as | dar)
PAU BON. dN dt Let e. DU DUR
dYV l Lee dY ) Se Par Fe Ù l,
dy dt dy
SU ee10 1e + jert plots les eo vs ENST eNeT
AN: LE UE LAN NIANEAQ | TONI MR ee ul l'ensemble des termes affectés des signes de substitution,
auxquels s’est joint le signe relatif à £, se sera accru du nouveau terme
aVNet , Waz 2 SON MP dé | ds |] dt (dr dx dr dy dx 8 ‘ds |
et deviendra précisément la dérivée totale de V par rap-
EXPRESSIONS DÉFINIES. 11 port à x, prise comme si chacune des variables x, Es 1 Z,.:., 8, t était fonction de toutes celles qui la précèdent. Donc si la formule est vraie pour #7 — 1 variables, elle le sera encore pour 7. Or elle est demontrée directement dans le cas de trois variables: donc elle subsistera quel que soit le nombre des variables affectées de substitutions.
10. Tout ce que nous venons de dire des expressions définies qui renferment un ou plusieurs signes de substitution double
s applique de même et sans aucun changement aux expressions dans lesquelles tous ces signes ou quelques-uns d’enire eux sont remplacés par des signes simples. On aura ainsi, par exemple,
d Fi Yi fZ in 22 Ji Ze f, dN CEE DS NO EN BI À
68 aN1, ; ou la dérivée symbolique + | étant formée d’après la même
loi de dépendance rétrograde entre les variables. Cette formule, à laquelle on parviendrait directement par des raisonnements analogues à ceux qui nous ont conduit à l'équation (4), est d’ailleurs assez évidente en elle-même pour qu’on puisse l'écrire immédiatement; car le seul fait des substitutions successives de t,, 51,..., 21. Vis LA établit entre les variables principales x, y, z,...,t, contenues dans la fonction V, une dépendance telle que chacune est essentiellement fonction de toutes celles qui la précèdent et de ». Évidente quand il s’agit de substitutions simples, cette formule ne le sera pas moins dans le cas de substitutions doubles, puisqu'une expression définie à substitutions doubles est, comme on l’a vu, la somme ou la AV. 2
da 2!
différence d'expressions définies à substitutions simples, et que la dérivée de la somme ou de la différence est égale à la somme ou à la différence des dérivées.
A1. Deuxième cas.— /ntégrales définies. — Pour trouver la dérivée de l'intégrale définie simple
Lo De [ V dx,
\ dans laquelle la fonction V ainsi que les limites x, et x, dépendent du paramètre x, donnons à ce paramètre un accroissement À 4, et désignons respectivement par AV, Axr,, Ax;, les accroïssements correspondants de V, Xi, x». L'accroissement de l'intégrale sera évidemment
Ts + AX Te as= f (VIH AV) AE f Var x, + AZ, «x
œe T, AE, | svar+ f (V + AV)dx cs Le
Tr, + Ar, = [ (V +AY dx.
Or, si les fonctions V et AV croissent par degrés insensibles et ne deviennent pas infinies entre les limites qe et x, + Ax;, le dernier terme est égal au produit de la différence entre les limites ou Ax; par une valeur moyenne de la fonction V + AV entre ces mêmes limites.
Désignons par | V +e, cette valeur moyenne, €, étant nécessairement une quantité qui disparaît avec A, ilen
X,-+AX, CE ‘à (V+AV)dr — Ax, “+ | Ver & 19
résulte
On aura de même, en admettant que Vet AV croissent
par degrés insensibles et ne deviennent pas infinies entre les limites x, et x, + A x,
MÉRITE La il (V+AV)dx —Axr, “+ | v).
Es
£, étant une nouvelle quantité qui s’évanouit avec Ax.On peut donc écrire
La T, T, as | AV dx +Ax,!| e, +] V | —Ax, “| Vi:
En divisant par A+ les deux membres de cette équation, et passant à la limite, on trouve
AN SAN dx; 4 dx, 12 NN el Url #7
ou simplement (5) ( a ee CRT
en faisant usage de la notation symbolique adoptée. Considérons maintenant l'intégrale double
Ta Ya “1 [ V dy dx, 5 4
TE
et cherchons sa dérivée par rapport à x, en supposant que lafoneuon V ainsi queles limites x,, x:, y:, y: dépendent de ce paramètre. Si, dans la formule (5) relative à l’in-
e tégrale simple, on remplace V par V dy, on trouve SE je d [va TE op da ie CEan ue a fie
2 TRS er le Re or Se , M 4 2 RU ed ‘@Ee SR de k 2 D 20 CALCUL DES VARIATIONS. b
Cette même formule (5) donne d’ailleurs
d 1. dy rs idy — mn — 0 —— DPI ES d LU dx
En introduisant cette valeur et faisant passer sous le signe
6 » ° \ dx “ Le ST intégral relatif à y le facteur 7.” Qui se trouve dans le ses = [4 % A cond terme, ce qui est permis puisque ce facteur symboli- % y» dx; dx, 0 a que, représentant = Où = est indépendant de la va-
riable y, on arrive à la formule
LEE dY ‘ (La [Ya dy x A dx + | V. == "dx d'y CA F4 + de L | F4 NU PTER:
AU T. F
Pour obtenir la dérivée par rapport à x de l'intégrale e
triple | S — Jaal Hire Vdzdydx, 1 Yi Z
on remplacera dans la formule (6) relative à l’intégrale
double
el
on fera passer sous le signe intégral relatif à z les facteurs
dx dy . | symboliques — et -—. indépendants de cette variable, et Ab: 4 dx dx F 1e A :
FN. AT 4 ms à LU »
on trouvera
4 dS dx (7)
12. La loi de la formation des termes successifs est déjà assez nettement indiquée pour qu'on puisse écrire la formule générale suivante :
METRE
To Ja Za 7 A‘ hs . Lo re ! ax dt. -.didydx T, DA Z; ut, e Pi re FE ère . ... dedydx
BANANE L, de é, J ëp Ce Vide dydx d'x dirt ne 14 L iris ne UE de... dzdx +h 1 Je Ke V — ar . dzdy.
+ + ÈSE,
Pour démontrer rigoureusement cette formule, il suffirait de montrer que si elle est vraie pour 7 — 1 variables
LC, Y> Z)
...,s, elle l’est encore pour »# variables x, y,
-Z,...,5, {, CE qu'on pourrait faire en suivant la même * marche que dans Île cas des expressions définies par sub-
stitution.
La [Is MZ ; RLs M2 [Ze d HUE ee AV rar eh V © dydx dx , dx X, vY Z x JF Z;
Sy Ft
sx CALCUL DES VARIATIONS.
Interprétée en langage ordinaire, cette formule fournit la règle suivante :
Pour obtenir la dérivée d’une intégrale multiple quelconque relative à un paramètre x qui entre non-seulement dans la fonction V, mais aussi dans les limites des intégrations, il faut: 1° prendre en dedans des signes d'intégration la dérivée de la fonction V par rapport à »; 2° ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de termes égal à celui des variables, et dont chacun se déduit de l'intégrale proposée en changeant tour à tour le signe d'intégration relatif à chaque variable en signe de substitution double correspondant et remplacant en méme temps la différentielle de la variable par sa dérivée relative au paramètre dont il s'agit.
15. Troisième cas.— Expressions définies mixtes. — Pour simplifier le langage, nous distinguerons les variables principales qui entrent dans une expression définie mixte, en deux catégories : nous appellerons variables de substitution celles qui sont l’objet de substitutions ou par rapport auxquelles on substitue, et variables d'intégration celles par rapport auxquelles on intègre.
On trouvera dans tous les cas la dérivée d’une expression définie mixte, en appliquant convenablement et tour à tour les formules (4) et (8). Prenons, par exemple,
pour point de départ la formule relative aux intégrales
simples Ve 4 Fr æ d'M0: ? AV Ad Var RARES MUON EE:
d'> d'y dar e/ y vx " ÿ, remplacons V par | V,et par conséquent sp
dV V3 LAN: dN dy Var Here QUE dx NE (a à dy d'y 4
FE
EXPRESSIONS DÉFINIES. 25 et faisons passer sous le signe de substitution relatif à y le dx 4 : : :
facteur —, ce qui est permis, puisque ce facteur est indx
dépendant de la variable y; il viendra
8 La 1Ya RITa [Ya La | Var = | | (S RE dx
dy a SNS Latn dy dr | JF d'y it; A
Si dans cette nouvelle équation on remplace V par
J Vdz, et par conséquent 2 |
7 Z HAE Z 2 7 2 4 dv A d\ ni y Z d dy d | ; nn: MAD dx dy ti et qu'on fasse passer les facteurs Ts Lt, sous les signes
de substitution ou d'intégration relatifs à la nouvelle variable z, qui n'entre point dans ces facteurs, on trouvera de même :
AUS PE RTS PF Rats fi aN dNdy
— TE ke ns ——— — —— | did:
NT | | Vdzdx | | (& 1x à #) dzdx x, Ye/4, CHE LE PC ER 5
MT NN D PR Ar PPT à 8 da NON à dx dy dx,
1 ul 1
Par un procédé tout à fait identique on établirait suc-
cessivement Les formules suivantes :
au Le dNV FA dx “ da TETE da, sine dN dx \ nf. ss da AO dx)
ane) JT ÉAA
EN ES PA TE EE À dx, dV dz dz dx ;, 1e i NAS PT dx dz dx ME 4 L, BA Zo du RL, Ré dy dy dx A PAR LPS ARTE LA +] | | Ù Ce +2) X; SA Zi
14. Il est aisé de voir qu'une suite d'opérations semblables, convenablement choisies et exécutées, conduirait à la dérivée d’une expression définie quelconque. Partant d’abord d’une expression qui ne renferme qu'une variable principale, on passerait successivement au cas de deux, trois variables, etc., en mettant toujours à la place de la fonction V une nouvelle expression définie. Or, si l’on applique cette marche à un nombre suffisant d'exemples, et qu'on examine attentivement les valeurs finales des dérivées obtenues, on ne tarde pas à entrevoir la loi de formation des termes dont elles se composent, et à découvrir la règle générale de dérivation, qu’on peut énoncer comme il suit :
Rècze GÉNÉRALE. — Pour obtenir la dérivée relative
à x d'une expression définie, résultant d’un nombre . . 2 ’ . « r
quelconque de substitutions ou d'intégrations à opérer
sur une fonction V, i faut : 1° prendre en dedans des
EXPRESSIONS DÉFINIES. 29 signes de substitution et d'intégration la dérivée totale de La fonction N par rapport à »; 2° ajouter au premier terme àinsi obtenu un nombre de termes égal à celui des intégrations , et dont chacun se déduit de l'expression définie donnée, en changeant tour à tour le signe d’intégration relatif à une variable en signe de substitution double correspondant, et remplacant en méme temps la différentielle de cette variable par sa dérivée totale relative à x. Quant à la dérivée totale soit de N, soit de X, Y, 3,..., que doit renfermer un terme quelconque, elle sera formée, comme si chacune des variables de substitution qui entrent dans ce terme, était fonction de toutes celles qui la précèdent, et de x.
15. Ii n'est pas difficile de prouver que si cette règle est vraie pour #2 — 1 variables, elle le sera encore pour n variables. Admetions, en eflet, qu’elle est vraie pour une expression définie renfermant les variables principales L, Yr Z,-.:, 5, et examinons d'abord ce qui arrive, si
le l’on remplace V par / V dans la dérivée de cette exprest
L, sion. Le signe | prend place dans tous les termes à la on suite des autres signes de substitution et d'intégration, et tous ces termes conservent leur forme, à l'exception du premier, lequel d’après la règle générale devait renfermer la dérivééetotale de V relative à x, formée comme si chacune des variables de substifution était fonction de toutes celles qui Ja précèdent et de », et qui, actuellement, renferme la t 3 dérivée totale de | V prise dans la même hypothèse. Mais
si l’on développe cette nouvelle dérivée totale, on retrouvera encore, sous le signe de substitution relatif à #, la
dérivée totale de V, prise cette fois, ainsi que cela doit être, sous la condition que la relation de dépendance rétrograde entre les variables de substitution s'étend à la variable £. La dérivée de la nouvelle expression définie à’ n variables, du moins lorsque la 7°"”*° variable est affectée d’un signe de substitution, rentre donc tout à fait dans la règle générale.
Il en sera de mème, si cette nouvelle variable est affeciée d'intégration. En eflet, si nous remplaçons V par
nl,
| V dt dans la dérivée de l'expression définie à 7 —1
Can
le variables, le signe | s’introduit dans chaque terme à la
suite des autres signes de substitution et d'intégration, ét tous les termes conservent leur forme, à l’exception du pre-
Le mier, dans lequel la dérivée totale de [ V dt doit remk Car
placer celle de V. Maïs, en effectuant les calculs, on reconnaîtra que ce premier terme se partage en deux autres, renfermant l’un la dérivée totale de V affectée du signe
PR La
intégral | , l’autre le produit de V par la dérivée totale
le de t, affecté du signe de substitution | ; et ce résultat d,
est parfaitement conforme à la règle générale. Il est done bien prouvé que, vraie pour 2 — 1 variables, cette règle l’est encore pour z variables; or elle est vraie évidemment dans le cas d’une seule variable; donc elle lé sera quel que soit le nombre des variables.
Nous avons supposé Jusqu'ici que l'expression à diflérentier ne contenait que des signes de substitution double ; mais On pourrait évidemment les remplacer tous, ou en
Li PO TA
partie, par des signes de substitution simple, sans avoir rien à changer à la série des raisonnements qui précèdent. La règle établie conduira donc également à la dérivée des fonctions définies renfermant des substitutions simples.
16. Il ne sera pas inutile d'indiquer en peu de mots comment on peut arriver plus directement à la règle générale que nous venons d'établir. S'il s’agit de différenter une expression définie mixte, ne renfermant que des substitutions simples, on pourra lui donner d’abord la forme d’une intégrale définie (n° 6), et appliquer ensuite la règle de la différentiation des intégrales, ou la formule (8). Supposons, pour fixer les idées, qu'il s’agisse
de différentier l'expression ÿ V dtdy.
FA
T, Ja 12:
s=} [| VA 1
D'après le n° 6, il est permis de supprimer les signes de substitution et d'écrire simplement
pourvu qu'on ait fait préalablement x = x, et z — 2: dans celles des fonctions V, ti,t2, Yi» Ya, Où entrent les variables x et z. On aura done, toujours en admettant cette même hypothèse, en vertu de la formule (8),
dS in BF v Za TA T SEE LR EE v|=— là d'y | 5e la + | da |°7 VT; £, “LR ê, 5 das lé: dy:
+ VI = |, | ; da.
: ;, FSU ds pourvu que, dans la formation des dérivées totales Pa (424
Enr dy da * TR
» On tienne compte des substitutions sous-en-
tendues. Or, puisque les variables x et z, devenues x, et Zi, entrent dans la fonction V et dans les limites /,, &, représentées toutes deux par la lettre t dans la dérivée symbo-
dt lique E a | et que la première des deux variables entre seule dans les limites y, et.y2, représentées toutes deux : px © x ® d | par la lettre y dans la dérivée symbolique TL les va- ; Te x
leurs effectivés de ces trois dérivées seront :
É 0 FRE NOR dr aN dz dx de | Jar e de dx Ÿ & nr.
É L JE de dx , {de di dx di] | jar ad T&\ar | dd) |’ : 2 Fa CCR dy ).
dx dx dr Ce 12 . A rss ds , Si l’on introduit ces valeurs dans la dérivée 7. €t qu'on Œ x
rétablisse les signes de substitution, on obtiendra définitivement
dS RAT AE la! adN dadNdx dN/dz dzdx\ ES d'u À 1 VE AL d+ dz ae dz Ha ) A
Xi Ye [3 Jte A 2 L,
EN VE Z, nt, Mrs Jy l +] | li] v(R+ DE) ar pi t dx ‘: dx dr
Comme les expressions définies qui renferment des sub. sütutions doubles, se partagent en plusieurs expressions ne renfermant que des substitutions simples, et dont chacune donne une dérivée exactement de mème forme, sauf les limites différentes accolées aux signes de substitution, la formule précédente subsisterait encore si on changeait
dx dxdx
dt . dt dx dt {dz dz dx PEN ” Dee DDR | tn 4à
TP
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les subsuitutions simples | } | , en substitutions doubles #5 v£ dE
Pour peu qu'on réfléchisse à la marche suivie dans cet exemple, on est bientôt convaincu qu'elle conduira à la dérivée d’une expression définie quelconque, renfermant avec les intégrations soit des substitutions simples, soit des substitutions doubles; qu'il suffira pour cela de prendre la dérivée de l’expression définie, comme si c'était une intégrale définie, en négligeant. les signes de substitution, pourvu que dans la formation des dérivées soit de V,; soit de #, s,..., on tienne compte des substitu-
tions sous-entendues, en ce sens qu’on traite chacune des
variables auxquelles se rapportent ces substitutions, comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et de x; dans le résultat ainsi obtenu on rétablira ensuite les signes de substitution à leur place primitive.
On reconnait sans peine que cette marche à suivre est précisément celle qui résulte de la règle générale déjà formulée.
17. Nous allons montrer par quelques exemples combien son application est facile." Veut-on, par exemple, la dérivée par rapport à > de l'expression
La Ya Ze s=| f f var Lis: Z
on prendra d’abord la dérivée totale de V, en conservani les signes | f f';"on ajoutera à ce premier terme deux autres termes.que l’on déduira degl’expression proposée en remplaçant tour à tour chaque différentielle 4z, d;"par la dérivée totale de z ou de y relative à z, et changeant en même temps l'intégration relative à ou yen substitu-
tion double fret On aura donc
PO Ta Ya Ze dz | ; gui Jar | il | ve dr à T, v T ri Z; te / +. 1. pe V “ dz.
dx TL, J, 2,
Comme dans la formation des dérivées totales, entourées des accolades |], il faut toujours regarder chacune des variables de substitution comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et de z, les valeurs de ces dérivées seront :
AN re POLE dz | dz dz dx pe KT PS 1
dy | dy dy dx DL !
T=S dV dx.
On arrive ainsi au résultat suivant, qu'on aurait pu déduire immédiatement de la règle générale :
AJ Vdzdy
di, dV dx Jus |
ï He FE N EN FE
M LV dz dz dx
SEA
EXPRESSIONS DÉFINIES. 31 remplacer les dérivées symboliques des variables x, y, z, par les dérivées réelles des limites x, x2, Yi, Va, Z1, 2, qu’elles représentent, pour arriver à la valeur définitive de la dérivée cherchée :
NN
4 dV dN dx, = pe 4 enr dzdy si : Ke dx dx / É x V3 2, f , à ?/dV [CA "4 7 — ——- dzdy | de il ee Re dx LATE 133008 - 2052 dz; dz: dx; | 7 d +] 1 | à Æ dy SL 7A 7) A Z, Afs IZz à 3 | LARGE: dede:
— — d ti
Ca
MMA Me Y ee y
dE dr, T'de dx
dz, dx, ne Re dx dx ?
À ve A2 dY2 dt DE a dx dr Zi APE : ( dyi de: d£z f dx dx dx
dz.
dx dx
) dde
Considérons encore l'expression définie
4 a de HS = | | Vdz, Y, © 5,
affectée à la fois de signes de substitution ssimple et double; sa dérivée relative à x aura pour valeur symbo-
lique
as 7e NANAY UNE AN Gr | AV ANNEES nes + —— Su Mr NUE VE = dz dx Ë dx dx dx dy \ dx" dxdx re Zo Je de dz dz dx dz {dy dy dx !
su, DL VE LC NS à «| | [ ÉÉne » (PA Le premier terme renferme la dérivée totale de V prise
en regardant chacune des trois variables x, x, y comme fonction de celles qui la précèdent, tandis que pour la dérivée totale de z, contenue dans le second terme, cette
dépendance rétrograde s'étend aux quatre variables x, Ly V5 Z:
Cette équation symbolique deviendra une équation réelle lorsque, après avoir décomposé les substitutions doubles en substitutions simples, on aura remplacé les dérivées symboliques des variables x, y, z par les dérivées réelles qu’elles représentent, ainsi que nous l’avons fait dans le premier exemple.
Ces deux exemples suffisent à éclairer l'application de la règle générale du n° 14, et à montrer combien les formules se simplifient par l'emploi des notations admises.
Intégrations par parties des expressions défi
nies. — Il arrive souvent qu une expression définie renferme en facteur sous les signes de substitution et d’intégration la dérivée w d’une fonction inconnue prise par rapport à l’une des variables d'i intégration, et qu'il faille la transformer de telle sorte que cette Même fonction ne
RTE PT APE A
EXPRESSIONS DÉFINIES. 50 soit plus différentiée que par rapport aux.variables de substitution. Afin de mieux expliquer comment on doit s'y prendre pour effectuer cette transformation, considé.rons l’expression définie mixte
renfermant la dérivée de & relative à la variable d'intégration x. Si l’on différentie par rapport à x, considérée comme paramètre variable, l'expression
[rar ne | | Ro.dz, Mn ÈS
c'est-à-dire ce qui dans l'expression donnée est affecté d’in-
À L Un: ARS do tégration relative à x, mais où w prend la place de VOS
aura, en vertu de la règle générale du n° 14,
re 23: 4 —1ŸY3 22, ] Ya [Ze ee Lo RME = | dz + pe [a dx pe Pau 5 dx PTE dx
Li 1 , + j , 3 j's ke Les dérivées totales, entourées d'accolades, devant ètre formées, la première comme si des deux variables x, y, la seconde comme si des trois variables x, y, z, chacune était fonction de celle ou de toutes celles qui la précèdent,
auront pour valeurs effectives
een dRody _Ldo . dR d.Ro dy
dx dx É dy PES pu dx dy dx” ë d34 dz dz dy rs ZE —— À —— — dx dx dy dx
Si l’on introduit ces valeurs dans l'équation précédente, et qu’on intègre ensuite les deux membres'entre les limites x, et x,, après les avoir multipliés par dr, on
IV
De ; À nl. R ser dzdx dx
obtiendra
ANNUEL 1m Rodz = MY
et en iran sposant
PP D € 3, LM A n2:
2 2 2 ! 2 a 3 ; | | [ R ar . j J. Aou dx CAN Ar AT Ta dz dz dy 1 ( PQ dy æ) da
Sn 1
Fa f9s Pé/dR d.Ro dy — — & + ———-" | drdx.
dx dy cx ux, 547 Z;
Cette nouvelle équation réalise la transformation cherchée, puisque son premier membre est précisément l’expression donnée, et que dans le terme du second membre où entre encore la dérivée de w, cette dérivée est prise par
rapport à y, qui dans ce terme est une variable de substitution.
Prenons pour second exemple l'expression
l 4 ie 1 R — dzdy.
X, y, (#4 dy
Z2 En différentiant par rapport à y l'intégrale |. Ro dz,
Zi
nous aurons
d Fa PF 1 IR . 1 — Ro dz = (Re + Fe as + ROUE ay Zi Zi ay 448 / Z; 15
Mulüpliant par dy, intégrant entre les limites Vi EL Ve,
et transposant, il vient
F An, CAN | “1e R 7 dedy = + Î R «w dz — | Re y J'our 7 D NE a
et ce sera la transformation cherchée, quand on aura introduit dans les deux membres le signe de substitu-
T, tion | ; €
19. Cetie même marche qui conduit au but dans tous les cas, se traduit dans la règle suivante :
Lorqu'une expression définie contient en facteur la dérivée d’une fonction w relative à une variable d’intégration x, pour la ramener à une forme où les dérivées de w soient toutes relatives à des variables de substitution, 1° différentiez par rapport à x l'expression entière
soumise à l'intégration relative à cette variable, après avoir remplacé ee par w; 2° intégrez le résultat par Y dx ? P
rapport à x entre les limites x, et x;. L'équation à laquelle vous parviendrez ainsi, donnera, par une simple transposition des termes, la transformation cherchée. En effet, la différentiation relative à x, premier temps de l’opération, donne une équation dans laquelle tous les termes contiennent, sous les signes f et |, w en facteur, à l’exception du premier terme du second membre, qui renferme la dérivée totale relative à x d’un
certain produit Row; or cette EEE Es développée
se composera d’un premier terme RE ee et d’une série de SE
termes ne renfermant plus que des dérivées de w relatives
aux variables de substitution. L'intégration relative à x
entre les limites x, et x,, second temps de l'opération, do, « PR
ramènera le terme en R D be l'expression définie don- (4H 4
née, en laissant dans tous les autres termes des dérivées uniquement relatives aux variables de substitution; donc une simple transposition des termes donnera définitive. ment la transformation cherchée.
20. Comme application particulière, mais très-importante de cette règle, proposons-nous de transformer l’intégrale multiple
Xe [Ya Za d o J URSS 1, dzdydr, Œ; à AT de
de telle sorte que la fonction w n’y soit plus différentiée par rapport à une variable d'intégration. La dérivée relative à x de l'expression ff...Row...dzdy, esi en vertu
de la formule (8), p. 21,
Intégrant les deux membres par rapport à x entre les limites x; et x, après les avoir multipliés par dx, et transposant, on obtient la formule de transformation gé-
nérale des intégrales multiples :
; | 2 3 è do | | -..R -.. dzdydx | dx \ | x, Ji, 2, | CNMAN EE Z; =| | (l +. Ro...dzdy X VŸ, 2, ALL TT NZ dy s'M ss Ro—::.dzdx (c \ 4 D à D EXO dx 9) \ cr Ie 5" FAI EN E dz Er Ro —...dydx (2 4 7 Z;
Ces transformalions sont ce qu'on pourrait appeler l'intégration par parties des expressions définies, en raison de l’analogie qu'elles ont avec le procédé connu sous ce nom dans la théorie des intégrales simples, procédé qui n'est au fond qu’un cas très-particulier des transformations dont il vient d’être question.
21. Nous croyons utile, en terminant cette lecon, de réunir dans un même tableau les formules de réduction, au moyen de lintégration par parties, de toutes les expressions définies qui renferment au plus trois variables principales® Pour simplifier, nous dégageons de leurs limites les’ signes d'intégration et de substitution toujours doubles ; maïs chacun les rétablira sans peine, en se rappelant que les limites qui doivent affecter un quelconque de ces.signes sont celles de la variable qui lui correspond dans l’ordre des lettres, c'est-à-dire de la première variable pour le premier signe, de la seconde variable pour le second, etc.
(a). Expression définie relative à la‘ variable x :
(b). ue définies relatives aux variables x, y:
frge=Îlr- |] +R P)e+R Par,
dy dx dy dx
free] frs [Role | fode
(c). Expressions définies relatives aux variables x,
AN
Lol x dx = 'Far dR/dz dz dy — > | —+— RE dx dz \dx dy dx re ae RCE do /dz dz dy \} Fr ee dz \dx dy dx | % © do dy SM LR Nu A FIRE SAT P'es le fre Te (+ dR dz RE) ARRET dr: PRES dz d.
d pet dzdx — Row dz — (£ 1,865 a dx dx ME dx
[FI (TE a ae do dy
w dx
dydx,
ait) (A) Fr D dar,
do dy = did _— cu é FIRE zdydx } fps [fre Laser d — | [Roger [ff w dzdydr.
(d). Expression définie relative à la variable 7 :
RÉUUTEUIR PANNE TER
(e). Expressions définies relatives aux variables y, z: LEA dR dRdz du dz R — dy — = GER AL EN LETTRE DR Î] dy sé /]ne JhE+S RJo+rgel 73 DE =] fret [frs Se D
(f). Expression définie relative à la variable z
jure an” fre [ue
dR
TROISIÈME LECON
Définition de Ja variation d’une fonction. — Variation d’une fonction composée. — Variation d’une intégrale multiple. — Transformation de la variation d’une intégrale multiple, — Formule de M. Ostrogradsky. — Variation d’une expression définie quelconque.
22. Dans le calcul des variations, on considère certaines fonctions inconnues comme variables de forme, de sorte qu'elles puissent passer successivement d’une valeur à une autre, sans que les variables x, y, z,... dont elles dépendent, changent elles-mêmes de valeur. Il faut d’ailleurs que ce passage d’une forme à une autre, qu’on pourrait appeler déformation, se fasse d’une manière continue, et qu'on puisse, eu parlant d’une fonction donnée, arriver à une autre fonction quelconque.
Pêûr réaliser d’une manière nette et précise un semblable changement de forme , le mieux est d'introduire une nouvelle variable indépendante +, que nous appelons paramètre, afin de la distinguer. des variables XL, Yr Z,-.., Qui conservent le nom de variables principales. On regarde alors la fonction proposée w qui doit changer de forme, comme une valeur particulière d’une fonction plus générale U, laquelle, en plus des variables principales X, Y» 2,..., renferme le paramètre indéterminé x, de sorte qu’elle se réduise à u pour une certaine valeur’ xs de +, et qu'elle puisse en outre représenter une infinité d’autres fonctions de x, y,z,..., suivant les différentes valeurs qu'on attribue successivement au paramètre . Considérée dans toute sa généralité, cette fonction peut donc être différentiée par rapport à x; et les valeurs que prennent, lorsqu'on y fait 2 — %0, les dérivées par-
DÉFINITION DES VARIATIONS. A
tielles - dU ŒU ŒU
3 ——9 —— d'y VER dx
servent à caractériser le changement continu de forme de la fonction u; nous les appellerons variations de u du premier, du second, du troisième ordre, etc., ou simplement première, seconde, troisième, etc., variation
de u, et nous les désignerons respectivement par OI MOIUS MO ee
Ainsi du, ou la variation du premier ordre de la fonction u, est précisément la valeur que prend pour x = x, la
JC » . dU ñ . .
dérivée partielle ES de même la variation du second ordre
TEE | G ae d'u est la valeur de la dérivée Ts Pour x = %ç, et ainsi [4 pd
des autres. Ces variations doivent être regardées comme de nouvelles fonctions , entièrement arbitraires, des variables x, y, z,..., toutes les fois que le changement de forme de la foncuon u n’est assujetti, par la nature du problème, à aucune restriction particulière. En effet, on peut toujours assigner à Ü une forme telle, que ses dérivées partielles relatives à +, jusqu’à un ordre quelconque n, prennent pour z — x, telles valeurs qu'on voudra. Il suffit pour cela de définir U par l'équation suivante :
mt) (x — x)?
EH MEET p(æ, Jo UE le pme taene (er FINI), (x — 7%)" / \ e + RE TE Er, ANSE A M PE NN ct FR
dans laquelle F(x+, x, y, z,...)est choisie de manière à s’évanouir pour x —%5, et ®, Y,.:.,0 sont des fonctions quelconques. Nous admettons toutefois que ces dernières fonctions, et par suite les variations de « des différents
ordres, restent finies et continues entre les limites des variables que l’on considère.
23. La fonction uw venant à changer de forme, ses derivées prises par rapport aux variables x, y, 3,... deviennent de nouvelles fonctions, susceptibles à leur tour de changer de formes, et qu'on peut identifier avec les valeurs particulières que prennent pour x = x, les dérivées correspondantes de la fonction plus générale U. On trouvera donc la variation d’une dérivée quelconque de u, en différentiant par rapport à x la dérivée correspondante de Ü, et faisant ensuite x — 4,. Or, comme toutes les variables x, x, y, z,... sont indépendantes entre elles, le rang dans lequel on effectue les différentiations successives reste arbitraire ; il en résulte qu'on peut intervertir à volonté l’ordre des opérations indiquées par les caractéristiques d et d, de sorte qu'on a, par exemple,
4 dou SAR ado d'u ke
dx dx ; dy dy j dxdy 1: drdy”
et, en général, dp+i+r+ se 1 de+g+i+. ny
QE —Ù 2 ———— dxP dy1dz'... dx? dy1dz...
24. Considérons maintenant une fonction composée V qui renferme, d’une manière connue, plusieurs fonctions u, V,w,..., avec leurs dérivées successives, et concevons que ces dernières fonctions contiennent toutes un même paramètre arbitraire x, de manière qu'elles changent de forme lorsque ce paramètre change de valeur. Cela posé, V contiendra implicitement ce même paramètre x, ou sera fonction de #, et l’on trouvera sa variation en prenant sa dérivée partielle par rapport à x, d'après la règle ordinaire de la différentiation des foncuüons composées et faisant ensuite x — #9, Ce qui re-
VARIATIONS DES FONCTIONS COMPOSÉES
x , SNA AE 0 (GE :
vient à remplacer les'dérivées ==", = ,.".: par les variadx dr tions du, 0v,.... Supposons, pour fixer les idées, que V
contienne seulement deux variables principales x, y, et deux fonctions w, » de ces variables avec leurs dérivées successives; désignons respectivement par L, M, N, P, Q, R;S,T;..., N°, P', 0", R’, 5", T£ les dérivées partielles de V relatives à x, y, Pis a ALT He AE *…) el
x To dY RATE dEd dy dx do d?v dv d?'e dy” Mat” dxdy” dy?
totale soit
-, de manière que sa différentielle
AN—Ldx ER
du du 2 du Na past Ge rs the A d— ANA Rd + Q TE HS pra a + D dv dv dv + N'd P’ nv a+ pee (4e PERTE Ti NE D + a° + Q R PE S Frs SRE FPE
la variation de V du premier ordre sera évidemment
0 V — d'u du d'u Ndu+ PIE QT + ROTE ae sa MERE ENS + Po + 08 + +S'è- AU ALae dx dy D dy?
ou bien, en transposant les signes d'et 0,
à V — dd u dd u dd u d'ou d'u 0] Due DR AT ÿ N du + Ut Re Se. AO ) ) nd? " 2 ) {2 j :
ES Z
dans laquelle les limites de chacune des variables x, Y, Z,... sont des fonctions des variables qui la précèdent, dans laquelle, en outre, ces limites, ainsi que les fonctions inconnues u, #, w,..., renfermées dans l’expression V, se déforment avec les valeurs du paramètre x, en donnant naïssance aux variations
OTrS dt, 0 Yi dY2: Oz, de 0H, VDO END
L'intégrale proposée étant elle-même fonction de ce paramètre, pour obtenir sa variation, ou dérivée par rapport à x, il suflira de remplacer dans la formule (8), p. 21, les dérivées relatives à x par des variations correspondantes. Pour abréger, et par une convention analogue à celle du n° 7, nous ferons usage, en les faisant précéder d’un signe de substitution, des symboles
OX, MOPPN OZ EVE DE
qui en eux-mêmes ne signifient rien, puisque les variables principales x, y, z,..., t sont indépendantes de », pour désigner les variations des limites inférieures ou supérieures des variables de même nom; en d’autres termes, 0x, dy, 0z,..., sont des fonctions quelconques, la première de x, la seconde de x, y,.la troisième de X, Y, 2, eic., assujetties à la seule condition que leurs valeurs limites coïneident avec les variations des limites des variables principales, Cette convention ou définition
re
admise, on aura
CE . La 5. Jr | DRE À | Dr TEA | De ts | D'HPSEE d'A
et aussi, par exemple,
X4 Æ La d'a Li Ta | à nr d) —| À Ram. —| J Rdx,.dy Mer: , Le Y
L “ 1 en faisant remarquer que la signification d’une variation symbolique dx, comme celle d’une dérivée symbolique
dx ; Aa ; ; 7 st suffisamment déterminée par le signe de substitu- *
tion qui précède, alors même qu’il en serait séparé par d’autres signes de substitution ou d'intégration, où par un facteur quelconque.
Cela posé, la variation d’une intégrale multiple sera donnée par la formule
| a] f. V.dt...dzdydx |
ff” JV.dt. . . dzdydx l,
A NÉS CES L, + | ñ | Vodr...dzdydx Ux, ÿ e/ 3; r, En { :
{1} \ . NE VLC PCI MONO EL UE VE AE OCR CE de ORCEE CR PEN MONCTON AT 2 D Ts Ve 132 R ta Ë | | L Voz.dt...dydx VX, V7; Z\ &
pis a Vdor.dt.”.dzdx | L, sit nt,
* dl | Le | Vox. dt. 'didy.
Cette formule se simplifie considérablement dans
certains cas que l’on rencontre très-souvent dans les ap- . e il y
plications. Supposons d’abord que les valeurs y, et y» de y
correspondantes aux valeurs limites de x deviennent
égales entre elles, de sorte qu’on ait
LA x, LA LA Jr V2 [728 PL
le dernier terme de la formule sera identiquement nul et disparaîtra, parce que, dans le sens des y, son champ est nul. En effet, si l’on fait, pour abréger,
ce terme prendra (n° 6) la forme
4 Lo Za r Le | J 40 | Vox,.dt...dzdy r 3 vt
(1 1 L <a L z, £ CN pe 4 È — f | [ ef Vo ædf, adadñe Ji Z; el
et les deux termes de cette transformée s'évanouissent évidemment, parce que dans l'hypothèse de y, = 7y,,
y = 7"; les deux limites de la dernière intégration sont les mêmes. Ce cas se présente en particulier lorsque l’intégrale est limitée dans le sens des variables x, y par une courbe fermée et continue. L’ordonnée y étant, en effet, nécessairement tangente à la courbe dans les deux points correspondants aux valeurs extrèmes de l’abscisse x, les deux limites y, et y: de y en ces points soût identiques et se confondent.
De même, si les valeurs de z, et z, deviennent égales
entre elles pour y = ÿ; ety = y,, l’avant-dernier terme
AC
de la formule (1) se réduira à zéro, parce que, en vertu
des égalités LE Mi VE Ta | 3: | Z2s FINE 29 »
son champ est nul dans le sens de z. C'est ce qui a lieu lorsque l’intégrale est limitée dans l’espace, ou suivant les trois variables x, y, z, par une surface continue. Car de même que l’ordonnée y devient tangente à la courbe limite, comprise dans le plan xy, aux points déterminés par les valeurs extrèmes de x, l’ordonnée z devient tansente à la surface aux points qui correspondent aux valeurs limites de y; et cette circonstance fait disparaître à la fois les deux derniers termes de la formule (1).
Enfin, si cette condition d'égalité ou de coïncidence des deux limites d’une variable, correspondantes aux valeurs extrêmes de la variable qui précède immédiatement, s'étend à toutes les variables principales x, y, Z,..., 5, t, C'est-à-dire si l’on a y; — y, pourr — x,'et HN 21 2/DoUl y Ji ét Y — y2, elc., et enfin ty —=ts pour s—S$, et s —5,, tous les termes, à l’exception des deux premiers, disparaîtront de la formule (x), et l’on aura simplement
La a Za lo : | j di .. | V.dt...dzdydx x, 0e Z; L
La Ja 22 la = | .. 1! OV.dt...dzdydx X, vY, Vz f L, AE Z, L, + [ 4 1! -] Vodt...dzdydz.
x, op Z; {
C'est ce qui arrive en particulier lorsque l'intégrale multiple s'étend à toutes les valeurs de x, y z,..., t qui
vérifient l'inégalité LT NO
L étant une fonction algébrique entière et de degré pair relativement à toutes les variables. Dans ce cas, en effet, les valeurs extrèmes des variables ou les limites des intésrations successives se déterminent de la manière suivante :
1° La première intégration relative à £ doit s'étendre à toutes les valeurs de cette variable qui, pour un système quelconque de valeurs de x, y, z,..., s, satisfont à l'inégalité L 0. Or comme L, fonction finie et continue de la variable #, ne peut cesser d’être plus petite que zéro, sans devenir égale à zéro, les valeurs extrêmes de t doivent évidemment vérifier l'équation L — o, qui donnera ainsi les limites 7, et £, exprimées en fonctions des variables.x, y, z,..., $, ces premières variables restant encore indéterminées, et les intégrations suivantes devant s'étendre à tous les systèmes de valeurs qu’on peut leur assigner sans que les limites de t, tirées de l’équation L —o, cessent d’être réelles. Mais comme ces deux limites, racines d'une même équation algébrique, ne peuvent évidemment passer du réel à l'imaginaire sans devenir égales entire elles, il en résulie déjà qu’on aura t, = t toutes les fois que l’une quelconque des variables précédentes x, ÿ, Z,..., s atteindra sa valeur limite. C'est au reste ce que nous allons constater directement pour la variable s.
2° La seconde intégration relative à s doit s'étendre à toutes les valeurs de s qui, pour un système quelconque de valeurs des variables précédentes x,.7, z,.4., vérifient l'équation L — 0; les valeurs limites s, et s, seroni donc la plus petite et la plus grande des valeurs que la variable s peut recevoir dans cette équation, lorsqu'on y
VARIATIONS DES INTÉGRALES MULTIPLES. 49 fait varier simultanément s et t. Pour trouver ce minimum ou ce maximum, il faut, comme on le sait, diftérentier l'équation L — o relativement aux variables s et £,
si ris 1e UE À dy, L et faire ensuite 7 — 0» Ce Qui entraînera = — 0, équation qui, jointe à la précédente L — o, déterminera les valeurs limites s, ets, en fonctions de x, RE MTRAT pourvu qu'on ait d’abord éliminé £ entre ces deux équations. Or la valeur de £ qi vérifie à la fois les deux équations
aL Li= Er GES sie
est nécessairement une racine double de la première équaion L = 0; il en résulte que cette équation, qui donne dans tous les cas les limites de t, donne dans ce cas particulier ou lorsque s atteint ses valeurs extrêmes s,, s., sous forme de racine double, deux valeurs égales #, —#,, ainsi que nous l’avions prévu.
Soit L’— 0, l'équation résultant de l'élimination de t
5 6 dL HUE,
entre les équations L — o et Tr = 0; et qui doit fournir les limites de s exprimées en fonctions des variables précédentes x, y, z,...,1, ces variables restant encore indéterminées et les intégrations suivantes devant s'étendre à tous les systèmes de valeurs qu'on peut leur assigner sans que les limites’de s, tirées de l’équation L/— o, cessent d’être réelles. Comme s;, s, ne peuvent pas passer du réel à l'imaginaire sans devenir égales entre elles, on en conclura que s, deviendra égale à s, chaque fois que l’une quelconque des variables précédentes atteindra sa valeur limite. Cette conclusion sera du reste vérifiée en tant qu'il s’agit des valeurs extrêmes de 7 par les considérations suivantes. |
3° Les limites r, et r, de 7, variable de la troisième in-
IV. ñ
pe
Lé
tégration, sont de même la plus petite et la plus grande des valeurs de cette variable qui satisfassent à l’équation L’= 0, lorsqu'on y fait varier simultanément r et s, les variables précédentes x, y, z...., restant quelconques: r, et 7, seront donc déterminées par les deux équations
ou par l’équation L/= 0, que l’on obtiendra en éliminant s. Maïs la valeur de s qui vérifie à la fois les deux équations
dL’ 10;
L'— 0 ? ds
est nécessairement une racine double de la première L’—0o; donc les valeurs de s, et s,, qui correspondent aux valeurs extrèmes de 7, sont égales entre elles.
En continuant de la même manière, on verra que les deux limites d'une variable quelconque se confondent ou deviennent égales entre elles, chaque fois que l’une quelconque des variables qui précèdent, atteint sa valeur extrème.
Dans tout ce qui précède nous avons admis implicite+ ment que chacune des équations L=— 0, L'=o,1/=0,..., n'avait qu'une couple de racines réelles t,, to, s1, 5», m1, l,.... S'il en était autrement et qu'il y eût pour s, par exemple, quatre racines réelles s,, 5, 53, $,, que nous supposerons rangées par ordre de grandeur, on ferait l’intégration relative à s en deux temps, d’abord de s, à s,, puis de s; à s,, c’est-à-dire qu’on partagerait l'intégrale en deux autres; pour chacune de ces dernières intégrales 1l n’y aurait plus que deux valeurs limites de s et l’on prouverait que ces valeurs deviennent égales, lorsque la variable précédente r atteint ses valeurs extrêmes.
Dans lé cas particulier où le champ de lintégrale ne
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doit subir aucune déformation, les limites des variables ne devront plus contenir x, leurs variations seront nécessairement nulles, ef la formule (1) se réduira à son
premier terme
4 on) ar " hs il V.dt...dzdydx h Za ls = | “# 5 ct [ 0 V.dt...dzdydx.
VX, dYPue/2, t
27. Les variations des intégrales multiples doivent subir quelquefois des transformations qu'il importe d’indiquer. Lorsque V'renferme la dérivée d’une fonction inconnue &, sa variation 9 V renferme, comme on l’a vu (n° 24), la dérivée de la variation du relative aux mêmes variables ; il pourra donc arriver que, dans le développement de la variation d’une intégrale, du soit différentiée par rapport à une ou plusieurs variables d'intégration. Nous allons montrer comment, par une suite d’intégrations par parties, on peut faire cesser cette anomalie, et arriver à des formules dont on puisse se servir immédiatement dans les applications du calcul des variations.
Soit
déntie. y — drtdy" dr...
une dérivée de u contenue dans l'expression V, cette dé-
rivée amènera dans la variation de V le terme
aN dre Qu
d 9 dx'dy" CL l
et dans la variation de l’intégrale multiple (1), p. 45,
le terme RAI d'ntites Su MA AzdYd:
PE ne 40 dx!dy" dz®. z y dx, dans dns la dérivée de d'u est prise par rapport à des 4,
variables d'intégration. Pour le transformer, posons d’abord dN d'-ientnss es 0 1
Es A) 0 dr der,
a Ya Za do iÉ jé Ji -.. R— ... dzdydx.
dx zx Y a
En appliquant le procédé d’intégration par parties,
il deviendra
exposé n° 19, on développera cette intégrale en une suite de termes dans lesquels les dérivées de w ne seront plus prises par rapport à des variables d'intégration. Lorsque dans ces termes on remettra pour w sa valeur, toutes les dérivées de du prises par rapport à x, et qui devront subir une intégration relative à cette variable, seront au plus de l’ordre Z— x, tandis que les dérivées de du relatives à y, z,..., sur lesquelles porteront des intégrations relatives à ces mêmes variables, seront au plus des ordres m,n,.... Une seconde transformation semblable abaissera à l’ordre / — 2 les dérivées de du prises et intégrées par rapport à x, sans élever les ordres m, n,..., des dérivées prises et intégrées relativement à y, z,.... En procédant ainsi pas à pas, en faisant pour les autres variables de dérivation à la fois et d'intégration ce que l’on a fait pour x, en étendant aux dérivées des autres variations dv, dw,..., les réductions que l’on a fait subir aux dérivées de du, on arrivera enfin à l’expression réduite et définitive de la variation de l'intégrale proposée.
98. 1} suffira d’un exemple pour montrer l’application de ces principes. Prenons l'intégrale triple
dou de pr Le d dxdydz EE
et proposons-nous de la transformer de manière que du
VARIATIONS DES INTÉGRALES MULTIPLES. 53 ne soit plus différentiée et intégrée par rapport à la même variable. En appliquant les formules du n° 21, et effectuant d’abord la réduction relauve à x, on trouve
lé h qe P 5 CRUE =[ Jo "À ne 7 dy ne de œ ou ne er dzdx o É [ RS Le dyda; Se tb fe re L Dire
Dans tous les termes, à l'exception du second, les dérivées de du sont encore prises et intégrées relativement à y, mais une nouvelle transformation donne
\ d'ou AE AO | FR ED) R — dz dyc dz V2 2, 2 dz ddu or d f fi dy Az J dR 7 -f dis + sd OA L
ny k: dz d°0 u j Te fees dz dd u — —— dy = Li : dx dydz J NL LS
Rene Re d?z |dûu pe rt ES cz dy dx in dxdy Pre a} METRE Re dz d'u E — —— dy, LT AYA ATEN
2, LRO dE Ya PER dd à LrAV == Re (ls PEL dx dy y'dz dx. dz Ja Frs dè u ir dy a dx dy HAN [2 l Le d?R ddu ie dxdy dz À
substituant ces valeurs et re de nouveau l’intégration par parties aux termes qui contiennent encore des dérivées de du prises et intégrées relativement à z, on trouve définitivement
RLUENT, | 1 ‘Là fi rs CRE Nb 1 fl JE du. dz
Es 2 É &
1 | deb” À 1
& :[/dkR dzdou\ .
8 R= dy Cr ETS dy de |
: XL, J'a Z: A \ de NU Le 12 d a: (Du R EEE RE ere dx dx dy * dx dz XL, Z \ u / x De ANNEE :
È è 2 d?R + 1 du.dzdy F2 =. dy dz La [da +4 FR l’R lR dy d + f | fs te us c d'R dy c =) Dore Flrire dxdz de dx dy
Pda] | JR L : 1 C'NARERES dR dz ‘dR dz dR dz dz d?z \ dou va (+ due ie dodne Le) WA 1 dz dz RER 4% dx dy dz° \ à À NÉ L72
ASTON fi MANIERE al ) € | drdyd: (Res HECRERES
Qt CG
On ne devra pas oublier que les dérivées
dy dz dz FL
dx’ dx dy” dxdy”
sont des notations purement symboliques qui représentent, soit
dy. dz, dz, ALP
Se Me NO mt, — 5 ——) dx dx dy dxdy soit dy» Hs d'z; A2 rent. ur D be-mnel. , dx dx dy dxdy
selon le signe de substitution qui les affecte.
29. La variation d’une intégrale multiple, (r)p. 45% prend une forme plus simple, lorsqu'on fait usage de certaines fonctions ‘arbitraires Dx, Dy, Dz,..., Dt, que nous définissons de la manière suivante: Dix est une fonction de x qui se réduit à dx, pour x — x, et à dx, pour x — %x:; Dy est une fonction de x, y, qui devient
dy dYi D.
d Yi + 5 D x pour y = y1, et Ya re Dx pour y= 73;
D z est de même une fonction de x, y, z, qui pour z=z,
Z1 dy
; 1 dt dz d af ) se réduit. à d z, + ee Dx + — Dy, et pour z=1,z: à # Æ qu ë
: dz. a. ï LE .
— Dx---"Dy;et ainsi de suite. À 'ces restricse ri M
tions près, les fonctions Dx, Dy, D z,..., sont entière-.
ment arbitraires (*). De la définition même deces fonc
(*) Ces mèmes fonctions se présentent à un autre point de vue comme des variations de x, y, z; c’est pourquoi nous les avons désignées par la
- lettre D.
tions 1l résulte
x, XL a vx —| D% == D x,
Introduites dans la formule {1} {n° 25), ces valeurs lui
font prendre la forme suivante
ee x: Z4 | [ di UNE MASON eyribte/ Et x, 4 3, = J. | RON Cle ii élas ZX, Ji v2z, RTaT:.nE.
+] l ‘ VDe la x z |
dy dz dz dr
7, =, —,... sont des dérivéés symbodx dx dy
liques ayant la même signification qu'auparavant. Cela posé, pour parvenir à la formule plus simple à laquelle nous avons fait allusion, il ne reste plus qu’à faire disparaître les signes de substitution ou à les remplacer par des
de laquelle
ss +
signes d'intégration, en suivant la marche que nous allons indiquer. On a d’abord généralement
el, par conséquent,
LE Æ Z2 | [ h ME Tr sdedy æÆ
1 Vi Z; Æ; d NDŸ 3 Ms Sie pe) J MD rider:
j x, i 3, Mais
ds TC rae à au lIVDx ce MED RE, dzdy — | JRNER #) .. didy dx Le A dx
{ 4 J Z, V2 Z 9 Ë d +] VD nl dz FA dx Ta fs dz + VD x — dy PS À dx
x Ÿ, z ; 2 2 2 d VD = j 1h ia are ... dedyda # pe 5 dx La Ya 3; dy LE ...V— Dx...dzdr dx LIT, 8 Fa foi IE d£ + .V— Dx...drdx ‘ dx € Æ, 1 Z,
el, par suile,
; | 2 ù SV, dre V7, £, x 1) Z.
2 T2 PE: ) (VDzx —= J 1 Ge [2 Vis d( 2) ras TAN dx ÿ Z e a:
x, [l {| Le [Je £a YA LÀ pm" a | J le MD YA EURE ex) 1Y, 3,
s, RUN 0", 6 ne foi aie Lt ha) une lolemet it re /kenr
Le signe de substitution relatif à x a disparu; pour faire disparaître de même le signe de substitution relatif à y, multiplions les deux membres de l’équation
d' PC Ai (WOW) — VD y da DUR CR EE PRE Em s Y dz pe c eZ, Z, w 2% F2 VD dz À Y dy
par dydx, et intégrons par rapport à y et x, entre les limites Y4, Yes Et Li, Lo; il viendra
LI d'a Ze É | if VD y...didx 0 Ti Zi
rites e dore te Mate le DPI) ANT el re NER ER
Cette valeur substituée dans la variation de l'intégrale lui
Fe
4 SE nn 2 à # A à | 2 L a VARIATIONS DES INTÉGRALES, MULTIPLES 29 fait prendre la forme de nd M EU à Z, d(VDzx) d(VDr) SV + AUDE HA tes = |: dedydr dx 4 2 RS 1 .dydx e
DIS IA PR soeur nan ts eo tue is M nd ei «PCR DS). 66
qui ne renferme plus de substitution relative à y. Une troisième transformation tout à fait semblable fera disparaître de même le signe de substitution relauf à z; et en procédant ainsi on obtiendra définitivement
Le Ja Za (2) ‘| | à HN Azdyar = %4 Yi Z, T; J': Z: L \ INT : : d(VDx l(VD {{VD2) an UN a 2 iNDyNn ever .. dédydx, 6 : * dx dy dz :
formule trouvée d’abord par M. Ostrogradsky (*). Quoique elle présente sous une forme très-simple et trèssymétrique la variation complète d’une intégrale mul- . LE] , L nl
tiple, cette formule a linconvénient de renfermer les dérivées de plusieurs variations prises par rapport aux variables d'intégration. Avant de l'appliquer, il faudrait donc faire cesser cet inconvénient à l’aide de lintégra-
(*) Dans les Comptes rendus de l Académie des Sciences, Paris, 1860, t. L, p.55, M. Lindelœæf a donné de cette mème formule une démonstration directe et très-simple, fondée sur un changement de variables indépendantes, mais qui par cela mème ne convient qu'au cas particulier où le champ de l’intégrale est limité d’une manière continue dans le sens de toutes les variables. h”
6o CALCUL DES VARIATIONS.
tion par parties (n° 18); or si l’on commençait par réduire les dérivées de ..., Dz, Dy, Dx, ce serait précisément suivre une marche inverse de celle qui vient de conduire à la formule (2), et revenir à l’équation (1) d’où l’on est parti. Celle-ci, par conséquent, est plus directement applicable, et c’est la seule dont nous ferons usage désormais. |
30. La variation d’une expression définie quelconque S s'obtient exactement de la même manière que celle d’une intégrale définie. Appliquant la règle du n° 14, on prendra d’abord la dérivée de S par rapport à +, en supposant ce paramètre contenu dans toutes les fonctions variables de forme, et on donnera au paramètre + la valeur particulière x,, ce qui revient à remplacer les dérivées relatives à 4 par des variations correspondantes. On aura, par exemple, en comprenant toujours les valeurs limites des variables parmi les fonctions qui changent de forme avec ,
Î Vix.dz.
VARIATIONS DES EXPRESSIONS DÉFINIES. 61 Quand on aura décomposé les signes de substitution double en signes de substitution simple, on donnera aux variations symboliques dx, dy, dz leurs significations réelles dæ,, 071, d 21, Ou dX2, dY2, 0 z:, conformément aux conventions admises. La seconde formule, par exemple, ainsi développée devient |
Vraie Po D) yied Yo. AL — FES SCT
Nous n’avons pas besoin d'ajouter que la variation d’une expression définie quelconque se prèêtera à toutes les réductions que nous avons fait subir aux variations des intégrales définies, et que ces réductions s’eflectueront dans tous les cas suivant la règle déjà formulée (n° 27).
31. On trouvera de mème les variations seconde, troisième, etc., d’une intégrale ou plus généralement d’une expression définie quelconque, en la différentiant plusieurs fois de suite par rapport au paramètre 4x, comme on l’a indiqué dans la deuxième leçon, et l’on amènera les variations obtenues à la forme qu'exige leur application immédiate, par le procédé sullisamment expliqué de l'intégration par parties.
Mais il est témps de montrer par quelques exemples, choisis parmi ceux qui se présentent le plus souvent, comment on procédera dans chaque cas particulier à l'application des principes généraux que nous avons posés et des règles que nous avons énoncées.
Prosrime 1,— Yrouver la variation de l'intégrale
définie simple X, S = | Vdx
dans laquelle Vente PSE 28 Sa Te ny CS
y élantune fonction de x à forme variable, et y',y",.…, ses dérivées successives.
En vertu de la formule {1}, p. 45, on a d’abord
;s = | Fur +| Vox.
Désignons par P, P,,P,,..,,P, les dérivées partielles de V relatives à y, y’,7",..., y), en sorte que
dV » AV dV dV EE En P, SE à sd n = —— s dy dy" dy?) ?
OS SE
et par suite, en substituant,
TL j |
À À ; % 2 dèv d'à \ 2 } ÿs — RP api ua J biVou ; dx LD")
x, À expression qu'il s’agit de transformer de telle sorte que les dérivées de d'y ne soient plus affectées d'intégration. En appliquant le procédé de l'intégration par parties
{n° 49, 27), on trouve
Par une seule réduction
Ta 19 y À La LP, 1} P, _. En Pdy ie que dax;
par deux réductions successives
RT; À La nr | - | CHE FT EE Re x de, sk: dar) ddr x, a P, do y LL dep; \ tra Fe DEN rate pre ÿ; } nA ©) du P ce "0y.dr dx’
Ib Los OA Re TOR PR
dx dx? dx teur ; IP, {2 à dt (P)=P; = DR 6 ER + (— LU Le :
da dx? dx" lp pue ce "A Le CE
dx \ dr"?
la variation de l'intégrale deviendra
+] Vox, -| Von.
El importe de remarquer que cette variation se compose de trois parties essentiellement distinctes les unes des autres, à savoir : 1° l’intégrale
J (P)0y.dx dont la valeur dépend de la forme attribuée à la variauion dy; 2° l’expression LT (P }8y (P ) CAB ‘ P 4 ddr] ROSE E Pre CAC ( nan |?
Ur
qui ne dépend pas de cette forme en général, mais seulement des valeurs que dy et ses dérivées successives jusqu’à l’ordre 7 1, inclusivement, prennent aux limites de l'intégrale, c’est-à dire pour x = x, et x — 22; 3° les
La Xi | via] Vox,
qui dépendent de la seule variation des limites.
deux termes
33. Entre les valeurs limites des variations et les variations des valeurs limites de y, 7’, y”/,....11 ya certaines relations très-simpies qui permettent d'exprimer
VARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. 6 les unes au moyen des autres. Si l’on prend, en effet, la variation des expressions définies
T, La XL, Le x, La l, l. L >. hr | y | PAR ERS
on trouve (n° 30)
{ Æ4 NE? La La Le] r=| (dy + y'dx), | Y | (dr +r'dx),
x, x, PA X 3 (2) o| r=| (dy + 7"da), | s ] (3y"+y"0æ),
%, », La La o| =] (dy” + y"9 x) : | =] (dy"+y"dx),
D'RCECOLIIONCES ONLY ECE MON DCE ET IS LORS EN ERNE €
En appelant, pour simplifier, £, n, n’, n”,... les valeurs de x, y, y, y’,... qui correspondent à l’une des limites de l’intégrale, ou à l’une des extrémités de la courbe plane dont x, y sont les coordonnées, on pourra remplacer ces deux systèmes d'équations par le système unique
dn — Jdy s® n’ dE,
On — 19» al n70Ë
On” = dy" + 9/06,
dans lequel le signe | indique la substitution simple de la limite de x que l’on considère. Il en résulte, en
: : a ; dd y transposant et ayant égard aux identités dy = —=,
LV
l Î dy — On — n'dË,
0) | = dn/— n°06,
(3) dx d5 à
e jones rie ds nés lets se es tr
Ces relations font voir que dans le cas où la valeur limite £ de x est invariable, de sorte que dË —o, les valeurs dy d'y
limites correspondantes de dy, >... coïncident
dx ? dx avec les variations des valeurs limites », »”, /,..., de Vs 9% 7/-....Donc, si ces dernières variations étaient nulles en même temps que d£, pour les deux limites de l'intégrale, c’est-à-dire si les valeurs extrêmes de TL, Va Vs V',e..7 "T9 ne devaient point varier ou chandd y da 18 y dx "7 dr
seraient également nulles, et la variation de l'intégrale (2)
ser de forme, les valeurs limites de dy,
se réduirait à son premier terme
no [ (P)ôr.dr.
34. Si Vdx était une différentielle exacte, ou, en d’autres termes, si V contenait la variable x et les fonctions y, 7’; Y’,.--, 70 de telle manière qu’on püt obtenir l'intégrale f Vdx, indépendamment de toute forme particulière assignée à la fonction y, cette intégrale serait elle-mème une fonction déterminée de x, y, y, y/,.., 7-1); prise entre leslimites x, x2,elle ne dépendrait done que de ces mêmes limites et des valeurs correspondantes
de y, 7', 3",..., 771), et elle resterait constante quand
même on ferait varier arbitrairement la forme de la fonction y, pourvu que les valeurs limites de x,y,7',y/,..., y("71) restassent invariables; sa variation serait donc d A c Û \ \
nulle, quelle que fût la variation dy.Or, dans le cas où les valeurs limites de x, y,y ,7”,..., y" ne varient point, on a vu que la variation de l'intégrale se réduit au seul
terme FA LA “à (PP . dx;
ce terme devrait donc s’évanouir quel que fut dy, ce qui évidemment est impossible, à moins qu’on n’ait identiquement (P) = 0. Réciproquement, si cette condition est remplie, la variation de l'intégrale ne dépendra que des variations des valeurs limites de x, y, y’,..., 779; l’intésrale définie sera donc elle-même une fonction déterminée de ces limites, c’est-à-dire que l'expression Vdx pourra s'intégrer immédiatement, quelle que soit la foncion y. Pour que Véx soit une différentielle exacte, il faut donc et il suffit que l'équation (P) — o, ou
PACA N ES RS OU
UE à use DS dx dx? dx"
soit identique, quelque forme qu'on assigne à la foncton y.
Le calcul des variations conduit aïnsi très-simplement à la condition d’intégrabilité connue d’une expression différentielle Vax.
35. Dans toutes les applications du calcul des variations aux intégrales simples, c'est toujours l'expression
dP, an ( es PEN M (P) dx dx"
qui joue le rôle principal; il importe donc de l’étudier de
plus près. Elle renferme, en général, les dérivées successives de y jusqu’à l’ordre 2», puisque V et ses dérivées partielles P, P;, P,,...,"P, sont des fonctions de TL, YsY59/3:e, Y0. Dans un seul cas cependant elle n'atteindra pas l'ordre 2n; c’est lorsque V, étant linéaire par rapport à y(”}, prendra la forme
V = Arr LB.
À et B étant des fonctionside:x, y, Vi , VIN); Dansiee cas, en effet, la dérivée partielle P, — À ne contenant plus MER Te A ; ; à
y, sadérivéen""—" et par suite l'expression (P) ne saurait plus contenir y”). On démontre même facilement qu'alors l'ordre des dérivées de y dans cette dernière expression n’excédera pas 2 7-— 2 ou que (P) ne renfermera pas la dérivée y". Cette dérivée ne pourrait, en effet, figurer que dans les deux derniers termes de (P) ou dans la différence
1 Loue à AAA 4 EL
A den
Or, si l’on différentie 7 — 1 fois de suite par rapport à x la quantité P,_,, fonction explicite de x, y,17/2226007000ie seul terme du résultat qui puisse contenir la dérivée 7%"), sera évidemment
dPa yO27-A) « dy) © ;
de mème, si l’on différentie z fois de suite la quantité P
HR
fonction explicite de x, y, y’,..., 7-1), le seul terme
2 d Pr CURE dy
contiendra y Ainsi le coefficient de cette dérivée
dans l’expression (P) sera, au signe près,
dbz. dP, dy) ER dy 1
différence qui disparait en vertu dé l'identité
(1 E NORE NV dP,
dyte) "TT dy dy(®) LUN dy). ë
Donc, toutes les fois que V est une fonction linéaire par rapport à y(*, l'expression (P) est au plus de l’ordre 2n— 2 relativement aux dérivées de y. Cette disparition des termes en y”? et 7-1 est d’ailleurs évidemment une des conditions qui doivent être remplies pour que (P) soit identiquement nul, c’est-à-dire pour que Vdx soit une différentielle exacte.
Progzème Il.— 7'rouver la variation de l'intégrale
DES [ Vas,
RTE te ER TAPER APE ANR 7e
dans laquel le
y et z étant des fonctions de x à formes variables, et metre tu", 2,412, leurs dérivées \sucaessives Désignons respectivement par P, P,, P,,..., P,, les dérivéés.partielles de Vairelatives-aky, ty", pre, Ein) Let par Q, Qr, Q: ,--., Q,, les dérivées partielles de V re-
lativestatz 22% A Iz, en sorleique
dNV DEC p AN ph cé dV aire 0 ES EE TONI Penn
MAN dV " dV av [6] Z —— 3 O, a Q, = y DRE + Te dz' Ÿ dif)’
e. dz : «2!
nous aurons.
do y d'0y dy PA ET PART NE ere do z d°0z d'") 2 TR ANQ: dx He PEN Hu dx" ” et par suite x 5 d"é 09 — PS Ro Om :
t d, dx" dd z d"0 + Q03 +Qi——+..:+0Q, <| du dx dx" L, + Vox.
En intégrant par parties jusqu à ce que toutes les dérivées de dy et de dz soient débarrassées du signe d’intégration, et faisant, pour abréger,
(Pa pe PEU AR Ras ES
dx dx’ dx? dx” M (P:) —=P Se aa PRET (ip Le, RE US octo de. fe 0 RSR Ar Dee Lan
RP URR RER EN LE ET
on obtient finalement
sf P)dr+(Q)9z|da [ie [ie
; dt) 2 va b)3y + (P,) Ÿ TE AA «+ (Ph) Fe PER | do x er '0z
H(@) Tr + EP XR) | je Vdx, D Vdx..
Bud Ron appelle: Engins. ee UN SITES Naleurs de x, y, y’, y'3..., 2, 2’, 2”,..,, qui correspondent à l’une des limites de l’intégrale, ou à l’une des extrémités de la courbe dans l’espace dont x, 7, z représentent les coordonnées, on trouvera, comme dans le cas précédent, en prenant les variations des expressions
bed, 0, L,1s° [7°,2.., ettränsposant, | [or on, oz = 0 ve,
d ddz | dY — On’ — n/0Ë, | —— dt’ — £"0E,
dx dx (5) d'dy 1 4 d9 2144 CET [res ar le CU
le signe | indiquant la substitution simple de la limite
de x que l’on considère. On en conclura que si les li-
mites Xi, X, ainsi que les valeurs correspondantes de
PT PT), 242527, 23, 2071 ne doivent
varier, non-seulement les variations dx,, dx,, mais de se LL One à
DE nt PUL
plus les valeurs limites de dy, - D à
ma CALCUL DES VARIATIONS. 1% dd z nee Il |
de ec sont nulles, que par suite tous les termes affectés de substitution disparaissent et que la varia-
tion de lintégrale se réduit à
>S — [ (BP) or + (Q)ôzdr.
ex, 38. Lorsque Vdx est une différentielle exacte, de sorte que l'intégration puisse s'effectuer indépendamment de toutes formes particulières attribuées aux fonctions
Xo d Ÿ: 2, l'intégrale définie 1 Vdx est elle-mème une fonc- X, tion déterminée des valeurs limites de x, y,7',...,7l#0, ml)
2, 2,..., 201); si en outre ces valeurs limites restent
invariables, l'intégrale est nécessairement constante et sa
variation nulle, quels que soient d’ailleurs les change
ments de forme de y et de z, ou les variations dy, 0z ; ce qui ne peut avoir lieu évidemment qu'autant que l’on ait identiquement
LP) 40, (Q
l'elles sont donc, dans le cas actuel, les conditions d'intégrabilité de l'expression différentielle Vdx.
39. Prosième I. — Soit z une fonction de x, y, à Jormesvariable, et p, q, r,s, t ses dérivées partielles du premier et du second ordre; soit de plus
Het LE be | | V dy dx, RE 5
les He étant censées variables,
VARIATIONS DES INTÉGRALES DOUBLES. 73 Désignons respectivement par N, P, Q, KR, S, T les
dérivées parüelles de V relatives à z, p, q,r,s, t, en sorte
que l’on aît
dV dV
dV dNV AE dV dz ra dp
re — F) HER CHA
dr ds
la variation de V sera (n° 24)
ddz doz R d?dz d?9z y d°? dz an Pre dx nt dxdy trs
et celle de U (n° 25)
OV—Noûz+P
NL; PT
[ doi: ddz JU — | | Nds+P + Q — [#4 x, €’ 7e \ dx dy 2, d?02 d?9 z d2d 3" HS RER Eee "M dx? xdy dy?
Las [F3 4 de À ne, PNR vec À 7 X; Ji
expression qu'il s’agit de transformer, en recourant à l’intégration par parties, de telle sorte que la variation dz ne soit plus différentiée par rapport aux variables d’intégration (n° 27). Cette transformation se fait immédiatement pour les deux termes qui contiennent les dérivées de dz du premier ordre, car on a
La d'a 10 La Fa as Æ d &ozZ + 3 1h 1 perde] il: psg | | P d $3.dx Ctleir dx CALE ROUE dx
3 ap A | | —— d:.dydx, LE - dx bay: FX, [} 13 dd | | 0 drde= | | Q9z.dx CA e/?} dy € x, ÿ, . CEA DR / M | | ELA DTA dy é
Chacun des trois termes qui contiennent les dérivées du second ordre de la variation 9 z, exige, au contraire, deux
séries d'opérations. Pour celui, par exemple, qui contient d?0z dx?
» on a d’abord
RM de l’0z “sa fade | 1 2 | | R dy Jr, Jr dx UP dx EAN LA FR: 4 Z ns f “A dé . dx L'EAU Pa DrV AT
puis, en appliquant de nouveau aux deux derniers termes l'intégration par parties,
ra x, Vs x LA ré oz 1) 08 | R dr — R © 92 fa. dx dx Ë d { 1
y, ax
L BE 2 Eu 5 l 2 Es | (RS PE) ddr
dx?" dx dx dy da’
Leil
4 9 Lo De *dR ddz . *dR ie -dyd& = mn. 02z.dy DU da ie >. dx ;
vs Vo (CN ER tee | | CANIN EE à:
JET dx? ï
VARIATIONS DES INTÉGRALES DOUBLES. 79 et par suite, en substituant, 7 XL. 2%: 120 1° R ÿ i € | | Re - dy dx Er. ge —— d2.dy dx x, V7, QU è A7. IR DATIAR + Fe ne : ARE rm CR dz.dx dx! dx dx dy dx?
Ÿ dy? do z ne | a l &e/ L HS 9 day x. VA : RUAGTR: 10 z -| j (E 02-—hR : ) dy c, dr, dx dx LT est LE | | RY 5z x, br. dx On trouvera de même successivement AC a Y “ 2) | : (Ts dôz | fan gs S dy dx — | z | 44 dxdy WE AP A AT AT Gad "2P:/4$ dy dd “os AP AN l # dx dx d
Substituant enfin aux divers termes de la variation dU les valeurs transformées fournies par les développements
qui mo on aura définitivement
TE (HF ARLES na d? ie | PA )o. D TT ardy dy?
Fe { n Y dR dy + Le Las [ à. san DT a : dx dx
dR dy? ds —
0z.dx
40. Arrètons-nous quelques instants à cette formule pour mieux discerner la nature et la portée de ses différents termes. Si x, y, z représentent les coordonnées rectilignes d’un point dans l’espace, l’équation y = y, déterminera une certaine courbe AC (fig. 1), située dans le plan
XY 3 Y = 9 sera l'équation d’une seconde courbe BD; de
Pas KR:
VARIATIONS DES INTÉGRALES DOUBLES. 7 mème les équations x = x et x = x, représentent deux droites AB et CD parallèles à l’axe des 7, et la surface ABDC comprise entre ces quatre lignes est précisément le champ de l’intégrale double. Cela posé, pour obtenir une expression de.la forme
La [Ja 6 | Zdzx, PNUAT
OS À
qui se décompose en
Lx IT: RIT TR:
J | Z dx — | Zur ds X,
Z, étant une fonction quelconque de x et y, il faut faire tour à tour dans cette fonction y —Y:, y = Yÿ», et intégrer Zdx, après la substitution, entre les limites x, et x, ; ce qui revient de fait à intégrer Zdx le long des deux courbes BD et AC et à prendre la différence des deux résultats.
De même pour calculer l'expression
x; Ja | 16 Z dy, 3,5 $4
LANDE Tes Pe | | Z dy | l Zdy, hi:
il faudra intégrer Zdy le long des deuxdroïtes CD, AB et prendre la différence des résultats. Enfin, toute expression de la forme
La [Ya ZX; [Ya LS VIT BIXh 173 CON EE De 7):
æe re
est la somme ou la différence des valeurs de la foncüon Z
correspondantes aux quatre sommets À, B, €, D, du contour limite.
Dés lors l’ensemble des termes de la variation OÙ se partage en trois groupes distincts :
1° Une intégrale double qui dépend de la forme attri-
buée à la fonction arbitraire dz;
2% Des termes qui ne dépendent plus de la forme générale de dz, mais uniquement des valeurs que cette varia-
doz dôoz ù ll vas 2e ARC e long
tion et ses dérivées partielles
du contour limite ABDC ;:
3° Des termes en dx, dxe, dY1, dY+, qui proviennent de la déformation des limites.
Dans les termes du second groupe on pourrait encore remplacer les valeurs limites des variations par les variations des valeurs limites, en partant des relations
simples (n° 30)
4 MA MATE dz did) de dz+ | — dr HER | | F (S+S ) Aer) dy » |
On verrait alors immédiatement que siles limites des intégrations ainsi que les valeurs de z, p, q correspon-
dantes à ces limites ne varient pas ou ne changent pas de
à TR , IEUN % dés s4d8%x forme. la variation Ôdz et ses dérivées s — seront ? dx dy
nulles le long du contour ABDC, et que par suite la variation de l'intégrale se réduira à son premier terme
%, Ja
eA El dR RAD RL UdIS, IT
| Pr ir — + = )02.dydr.
; Î 6 dx dy Ve dx? ji dxdy É À | k
1. On déduit facilement de ce qui précède la condition d’intégrabilité d’une expression différentielle Vdydx à deux variables indépendantes. En effet, s’il était possible d'intégrer eette expression une première fois sans
donner à z aucune forme particulière, ou de réduire l’intégrale définie double
2X, PT | U-=— j; jh Vdydr
à une intégrale simple prise le long du contour limite ABDC, U ne dépendrait plus de la forme générale de z, mais seulement des valeurs que z, p, 4 prennent sur ce contour. Donc, si les limites de x, y et les valeurs correspondantes de z, p, g ne devaient pas subir de déformation, l'intégrale U serait constante et sa variation nulle, quel que füt d’ailleurs d z. Mais dans ce cas la variation de l’intégrale se réduit, comme on. l’a vu, à son premier terme, et celui-ci ne peut être nul, quel que soit dz, à moins que l’on n’ait identiquement, et pour toutes les formes de z,
dP dQ dr d?sS d?T se VEN nel à AR dx dy dx? dxdy dy:
TT O
telle est donc la condition d’intégrabilité cherchée. Pour que l'équation Q — 0 ait lieu quelle que soit la
forme de z, il est d’abord nécessaire que les coeflicients des dérivées de z du quatrième ordre, dérivées qui entrent évidemment sous forme linéaire dans le seul trinôme d?R 1:5 F5 AE 1 SR EAN.
di EP Écparette ut 0) dévelo t ET PE it séparément. Or en déve an — Le isparaissent séparé a pp ei PS, À AT RE ARR x ——, et n’écrivant que les termes qui contiennent les déridy?
vées de z du quatrième ordre, on à d’'R d?V d'z d?V diz PEN T € hein a © ————— + ——— ———; dx? dre dr drds dx*dy drdt dx? dy?
d?S d?V:. diz Rein diz d'N d'z dédx 2 Vars devdp à ds desdn Ur d?T d2N diz LENS At z d?V d'2 dy° drdt dx? dy? dsdt dxdyi de dy" d'z diz
loutant et égalant à zéro les coefficients de — ; ——— À) 8 A dr dy”
— y ———9 ——9 On trouve dr? dy dedy ar!
0 d?V dV d?N De TR BE N ET À 7 (7) | ŒY : d?Y \ dal SM HET Ne
équations aux dérivées partielles qui suflisent pour déterminer V en fonction de r, s, t. En eflet, la seconde et la
k : + SAI ; quatrième exigent que la dérivée ue dépende nide r, a
ni de £, ou que des trois quantités r, s, t, elle ne renferme plus que s; par suite on peut poser
intégrant et ajoutant une fonction arbitraire de r, t,.on a donc | V=g(r 4) + (s).
La première et la dernière des équations (7) exigent en outre que _ soit indépendant de r' et e indépendant de t; o(r, t) doit donc être une fonction linéaire tant par rapport à r que par rapport à t, C'est-à-dire qu'on aura
p(r,t)=Art+Br+Dit+F.
Enfin la troisième des équations (5), devenue f'{s) +34 —o, donne par deux intégrations successives Ÿ (s) = — As +92Cs+G; d’où il résulte définitivement (8) V—A(rt—s)+Br+20s+Di4E,
A, B, C, D, E étant des fonctions de x, y, z, p, q. Telle est la forme que V doit avoir par rapport à r,s, 1, pour que l’intégrale double U puisse.se réduire immédiatement à une intégrale simple. Il faut en outre que les coeflicients À, B,C, D,E satisfassent à certaines relations qu’on trouverait facilement par la condition même que {2 doit s’évanouir quelle que soit la fonction z et ses dérivées successives ; mais nous croyons inutile de les développer ici (*). Il nous suflira pour le moment de montrer que la forme (8) fait disparaitre avec les dérivées de z du quatrième ordre, celles aussi du troisième, en sorte que Q ne contienne plus
(*) Voyez An elementary Treatise on the calculus of variations, de Jellett, p. 344, où cette matière se trouve développée avec plus de détail.
IV
que x», Y, 2, P+ q, r, 5, t. Cétte fonction, en effet, peut
se mettre sous Ja forme
4 dx \ dx 2 dy | dy \4y 2 dx Or on irouve Put A dB dC dD dE N=(r—s)= Re 250 cup ME mL TA dB d€C dD dE PET P ES) or PDT dp dp dp dp dp .\ d'A dB dE db dE Mgr ie dre de. Mer al R—=At+B, S——2As+2C, T= Ar+D, et, en différentiant, NE ce dx dx dy? dx dz dp dq & dB dB dB dB de td PT tn 1 dS d?z d'A d'A d'A d'A — — = — À — $ | — 4 — $ — t DO dxdy? (e da dp dq dG d'€C 4C;. .4C dy du 7, | 4 ,dq Si l’on fait, pour abréger, AU A d'A d€C dD PURE are d'A l'A dC dB KR = + — 9 — — — ——;3 dy dz dp dq
il viendra donc, en omettant les termes d’ordre inférieur
au second,
Hté—Ks;
.. KRr— Hs;
VARIATIONS DES INTÉGRALES DOUBLES. 83 et, par conséquent, les seuls termes de Q qui pourraient contenir des dérivées de z du troisième ordre seront
d BA Rai a Ur Hs);
mais ici ces dérivées disparaissent, parce qu’elles sont affectées de coeflicients égaux et de signes contraires. Il est donc bien prouvé que la disparition des dérivées du quatrième ordre entraîne celle des dérivées du troisième, et que, dans le cas où V prend la forme (8), l'expression Q
ne contient plus que les dérivées de z du premier et du second ordre.
49, Considérons maintenant le cas où V étant de la forme
V nr (ns DÉRETY LE q) ne renferme plus les dérivées de z du second ordre; en
conservant les notations des numéros précédents, nous aurons LE Le pe AO VE
et la variation de l'intégrale (16) deviendra
| Poe | D) [ | Vdydx e CS Æ, Ts 1 P l = | J (NT À teurs 4 à dx dy
Si les limites x,, x:, y1, 2 ne varient pas, les deux derniers termes disparaîtront; il en sera de même du second et du troisième terme, si, en outre, les valeurs limites de z restent invariables.
Le trinôme
coeflicient de 9 z dans le premier terme, est généralement du second ordre par rapport aux dérivées de z, c'est-àdire qu’il renferme x, y, 2, p, g,r,s,t. Pour qu'il cesse de renfermer les dérivées du second ordre r, s, t, il faut qu'on ait d?V d?V d?V nl Gpdn aie HE ONE
d’où l'on tire, en intégrant, V=AprBg C,
À, B, C étant des fonctions quelconques de x, y, z. On prouverait sans peine que celte forme linéaire de V fait disparaître en même temps les dérivées de z du premier ordre et que {2 devient dans ce cas
Si les coeflicients À, B, C étaient tels, qu’on eut identique-
ment
( serait nul pour toutes les formes de z; la variation de l'intégrale ne dépendrait plus que des variations des valeurs limites de x, y, z; l'intégrale double serait donc elle-même une fonction déterminée de ces valeurs limites et se réduirait à une intégrale simple.
43. Prose IV.— Soit u une fonction de x, y, z à forme variable, et p, q, r ses dérivées partielles du pre-
mier ordre; soit de plus EN ES AE TRACE Fr)
et cherchons la variation de l'intégrale définie triple
Ma Te Ze U = | 1: ch Vdzdydz, 4 SA 3:
les limites X1, X2, Yi, Vas 71, Z2 pouvant elles-mêmes subir des déformations.
Désignons respectivement par N, P, Q, R les dérivées ° T e \ partielles de V relatives à u, p, q, r, en sorte que
A" AV dV dNV
3 4 Q 3 ee —, du dp dq dr
la variation de V sera
dd u dd u _ ddu
et celle de l'intégrale (n° 25)
dUR—=
UN MAPUÉ dou 1 10 f di J (nou+r : 0 Séini *) dzdydx Dé dy: ds, dx dy dz
La Ya [Ze CES IT 332 sf LL | Vds. dy dx + | | fe Vdy.d:dx XL 314 31 VL Ji V2, 2e Ja LE +] k ji Vdx.dzdy.
; Sr Zi
Après qu'on a effectué toutes les intégrations par par-
lies nécessaires pour que 03 ne soit plus différentiée par rapport aux variables d'intégration, la variation de l’inté-
srale prend Fa forme définitive
ax. RAT à ELA Î ; ; 1P [Q IR | SU = | | J fn DITES ANNEREN ) du. dzdydx Ja bal de Re Le
1 4 1 Æ. AT; 1Z: - £ hf dz 12 E ASE + R—P———Q— }ôu.dydx x, y, be, dx dy
Le [T3 Fe + [ | ‘ (or) 30 dzdz
/ / (10) \ + F LE Pdx.dzdy As au 35 Ale Is Pas + | | | Vdz.dydx + | | Vdy.dzdx CAPNeETE Z, ACER RE ON EAN Hold) a PB:
+] | | Vdx. dzdy.
| X, eY, 2,
Cette formule donne lieu à des remarques analogues à celles que nous avons faites précédemment sur la nature et la portée des termes de la variation d’une intégrale double. Si x, y, z désignent les coordonnées rectilignes d'un point dans l’espace, le champ de lintégrale ea sera limité : 1° en bas et en haut, dans le sens des z, par deux Re courbes C, et C; déterminées par les équations z== Z,et 3 — 2,5; 2° en avant et en arrière, dans le sens des y, par deux surfaces cylindriques B, et B, per- DORE au plan xy et ayant pour équations y = y:
et y = 723 3° à gauche et à droite, dans le sens des x, par deux plans À, et A, en le a à l'axe des x et déterminées par les équations x = x, et x = x,. Cela posé, l'intégrale triple qui forme le premier terme de la variaion JU s’étendra à toutes les valeurs de x, y, z, comprises entre les six surfaces limites À,, À,, B:, Bo, Ci, Co, tandis que Îes intégrales doubles avec un signe de substi-
tution qui constituent les autres termes, ne s’étendront qu'aux valeurs de x, y, z correspondantes à ces-mêmes surfaces limites, ou seront, prises suivant les aires de ces surfaces, ff[suivant C, et C:, f[/f suivant B, et B;, [ff suivant À, et À..
On voit donc que la variation complète de lintégrale U contient trois espèces de termes de nature différente : 1° une intégrale triple qui dépend de la forme attribuée à la fonction arbitraire du; 2° différents termes qui ne dépendent pas de la forme générale de du, mais uniquement des valeurs que cette fonction prend sur les surfaces limites A,, A,, B;, B:, Ci, C:; 3° des termes qui, provenant de la déformation des limites, ne dépendent que des variations d Xi, dLos O Vis 0 Vas su CPE
4%. Ici encore les valeurs limites de la variation d« pourraient s'exprimer au moyen des variations des valeurs limites de u, et l’on verrait, dans le cas où les limites de l'intégrale ainsi que Îes valeurs correspondantes de w, ne doivent pas varier ou changer de forme, que tous les termes aux limites disparaissent de la variation de l’intégrale ; celle-ci alors est réduite à son premier terme et
[P l tR PLU Ut (RE T -} an. dzdydx.
ja Le dy dz
Si l’on avait identiquement
lon a
dP dQ d'R
l'intégrale triple U ne dépendant plus de la forme de & en général, mais seulement de ses valeurs limites, serait nécessairement réductible à une intégrale double. Mais l'équation @— o ne sera identique qu'autant que V sera
une fonction linéaire de p, q, r de la forme V—=Ap+Bqg+Cr—-D,
les fonctions A, B, C, D ne contenant que x, y, z, u,et
étant liées entre elles par la relation
LAB LdC aD MD ED
Telle est donc la forme que V doit avoir pour remplir la condition d'intégrabilité exprimée par l’équation Q = o. Ajoutons que dans l'expression @, les dérivées de w du premier ordre disparaissent toujours en même temps que celles du second ordre, et que cela a lieu toutes les fois que V prend la forme linéaire Ap + Bq + Cr D,
quels que soïent d'ailleurs les coefficients A, B, CD
CINQUIÈME LECON
Maxima et minima des intégrales et en général des expressions définies. — Maximum ou minimum absolu. — Maximum ou minimum relatif. — Diversès espèces de conditions ou de restrictions. — Équations auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues pour rendre nulle la variation de l'intégrale ou de l’expression définie,
45. Dans les questions de maxima et de minima qui dépendent du calcul des variations, on cherche à déterminer la forme d’une ou de plusieurs fonctions inconnues, contenues dans une intégrale définie soit simple, soit multiple, ou, plus généralement, dans une expression définie, de manière que cette intégrale ou cette expression définie atieigne sa plus grande ou sa plus petite valeur. Entre ces questions et les problèmes de maxima et minima qu on sait résoudre par le calcul différentiel, il y a donc une différence essentielle : dans ces derniers problèmes on cherche les valeurs des variables indépendantes qui rendent maximum où minimum une fonction dont la forme est donnée, tandis que dans le calcul des variations on cherche la forme mème de la fonction ou la relation générale qui la lie aux variables indépendantes. Cependant ce second problème se ramène facilementau premier, et voici comment :
Concevons pour un ioment qu'on ait déjà déterminé convenablement toutes les fonctions inconnues, et qu'on les fasse ensuite varier au moyen d'un paramètre arbitraire z ; soit 4, la valeur initiale de x correspondante aux
formes de ces fonctions qui donnent à l'intégrale sa plus grande ou plus petite valeur. L'intégrale ou l'expression définie sera alors elle-même une fonction de +; pour qu'elle devienne réellement un maximum ou un minimum pour 4 = %o, il faut donc que sa dérivée par rapport à x s'évanouisse pour x — z,, sans que cette valeur du paramètre z rende nulle la dérivée du second ordre, doni le signe servira à distinguer le maximum du minimum. Pour mieux fixer les idées, désignons par V une expression qui renferme explicitement non-seulement Îles variables x, y, z,..., mais une ou plusieurs fonctions inconnues u, V, w,... de ces variables, et supposons qu'il s’agisse de déterminer les fonctions u, v, w,... ainsi que les limites x,, de, V1, Ye, Z1 22, . . , de manière que
l'intégrale Le Ie hs Si Î J ki NN .drdydx PET F 3;
devienue un maximum ou un minimum. D’après ce que nous venons de dire, on peut supposer que les inconnues u, V, W,..., ainsi que les limites de l'intégrale, dépendent toutes d'un paramètre arbitraire x, et qu’il faille trouver la valeur x, de ce paramètre qui fasse acquérim à l'intégrale S sa plus grande on sa plus petite valeur. Puisque, dans cetie hypothèse, l'intégrale S est elle-même fonction de 4, la première condition du maximum ou
(A ds | Ce taf 6 dx
ou bien, en nous servant de la notation adoptée dans le
du mini mum sera
calcul des variations, ( 1) CD EE /04
Ainsi l'intégrale S ne pourra devenir un maximum ou
un minimum qu’autant que l’on donnera aux fonctions inconnues qu'il s’agit de déterminer des valeurs ou des formes telles, que la variation de l'intégrale s’évanouisse, quelques déformations que l’on fasse subir à ces mêmes fonctions, ou de quelque manière qu’on les fasse varier avec le paramètre x, à partir des valeurs ou des formes primitives dont il s’agit. Il faut en outre que la variation seconde dS, pour toutes les déformations possibles, reste constamment soit positive, soit négative, sans devenir uulle, la valeur positive correspondant au minimum et la valeur négative au maximum de l'intégrale S. Quelquefois la condition 98 — peut aussi donner une solution du problème. Dans le cas, par exemple, où l’on cherche le maximum ou le minimum de l'intégrale
1e es [f(x)F.dr,
la condition dS — o donnerait y — 0, valeur inadmissible, puisqu'elle rend l'intégrale imaginaire, tandis que la condition 9S— donne y = + f(x), valeur qui correspond évidemment à un véritable minimum de l’intégrale. Si nous ne tenons pas compte de ces solutions singulières correspondantes à une valeur infinie de la variation d5, c'est qu'elles ne se présentent pas dans les
L applications ordinaires.
Lorsque les inconnues x, 2, a 610 PR QUES AR
_ne sont assujetlies à aucune restriction particulière, c’est-
àa-dire lorsqu'on cherche le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale 8, les variations
N 1e (RE a F2 EN OMS ARION RC PT OR PROMOS
contenues dans 95, sont toutes complétemeni arbitraires, + 47 A L 4 . . ° et | équation dS — o doit subsister quelles que soient les
valeurs ou les formes qu’on leur atiribue. Seulement on se rappellera que, par leur définition même, ces variations ne sauraient Jamais contenir d’autres variables que celles qui entrent respectivement dans les fonctions
Lis À dus NY Le Noos ob CUUL NRONINEERSES
dans le cas actuel, dx,, dx, seront donc des constantes arbitraires; dy;, dy, des fonctions arbitraires de x; dz:, Oz, des fonctions arbitraires de x, y; etc., et du, dv, dw,... des fonctions arbitraires de toutes les variables principales x, y, z,..., t.
Mais le plus souvent la nature mème du problème établit certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues, de sorte queleurs variations ne sont plus entièrement arbitraires ou indépendantes les unes des autres. On ramène ce second cas au premier, soit en faisant servir les équations de condition à l'élimination du plus grand nombre possible de variations, soit en introduisant de nouvelles inconnues, constantes ou variables, dont on puisse disposer à la fin du calcul pour satisfaire aux couditions du problème. Par cette éliminaon ou cette introduction de nouvelles inconnues, les variations qui entrent dans l'équation 0S = o transformée redeviennent arbitraires et indépendantes les unes des autres.
Les conditions auxquelles on doit satisfaire dans Ja recherche des maxima et des minima relatifs sont de trois espèces : 1° des relations finies entre les diverses fonctions inconnues ou enire leurs valeurs limites; 2° des valeurs constantes imposées à certaines intégrales ou à certaines expressions définies; 3° l'obligation de vérifier certaines équations différentielles ou aux dérivées partielles, Nous allons considérer suecessivement ces trois espèces de conditions,
Toute relation finie de la forme (2) D IS SPA, à
qui doit subsister dans l'étendue entière de l’intégrale proposée, détermine l’une des inconnues u, v, 5,... en fonctions des autres, et peut servir à l’éliminer de l’intégrale S toutes les fois qu’on sait résoudre l'équation F — 0. Mais alors même que cette résolution est impossible, la relation donnée conduit toujours à une équation linéaire entre les variatiôns du, dv, 0w,... au moyen de laquelle on peut en tout cas éliminer l’une de ces variations de l'équation 98 — o. En effet, si l’on prend la variation de F — 0, on trouvera dF — 0, ou (3) du dpt dw+,. —o.
Pour qu'on puisse mettre à profit cette dernière relauon, il n’est pas même nécessaire que la fonction F soit donnée en termes finis; il sufhirait évidemment de connaître sa différentielle totale ou seulement ses dérivées partielles relatives à u, v, W,....
Si les fonctions inconnues étaient assujetties à vérifier plusieurs conditions semblables
Fi 04 Bio: Frssosa on aurait
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équations dont on pourrait disposer pour éliminer un nômbre de variations du, dv, dar, : égal à celui des conditions données.
Si la relation F —o ne devait pas avoir lieu dans l'étendue entière de l'intégrale S, mais seulement à la limite de l’une des variables, par exemple, à la limite
inférieure de z, de sorte qu’on eût
(4) | FEXSs N, 20. not, PNR
elle ne suflirait plus à l’élimination complète de l’une des foncüons u, v, w,..., ou de l’une des variations du, dv, dw,..., mais elle fournirait toujours une relation linéaire entre les valeurs de ces variations correspondantes à la limite dont il s’agit et la variation d z, de cette limite, relation dont on pourrait disposer encore pour éliminer soit dz,, soil la valeur limite de l’une des variations du, dv, 04w,.... En prenant la variation des deux membres de l'équation (4), on trouvera, en effet,
: JE | (or+ To) 0 ; dEz Î
; dE ou. en développant dF et — 4 LE dz 4
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Il est inutile de rappeler que dz, ou la variation symbolique de la variable indépendanie z, représente ici dz,, ou la variation de la limite inférieure de z, en raison du signe de substitution qui l’affecte.
S'agit-il, par exemple, de déterminer la forme d’une courbe plane; jouissant d'une certaine propriété de maximum ou dé minimum, et dont l'extrémité, correspondante à la limite inférieure de +, est assujettie à se trouver sur une ligne donnée par l'équation y — f(x), la fonction inconnue y devant satisfaire à la condition *
THÉORIE DES MAXIMA ET DES MINIMA, 9ù
on aura, en prenant la variation, et considérant que cette fois y est une fonction inconnue de x,
(7) | dr +D'—f(x)ôe 0,
y’ étant la dérivée de y relative à la courbe cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit 0x, , soit la valeur limite de dy.
De mème, s’il s’agit de déterminer dans l'espace une courbe dont l'extrémité doive se trouver sur une sur-
face donnée, ayant pour équation z = f(x, y), on devra avoir
(8) | Cfa r)=0,
et, par conséquent, puisque y et z sont des fonctions inconnues de #,
RP : Fe É ss (o) | joe or+ fs Thor le 0 dy | ha54 y’ et z' étant les dérivées de y et de z relatives à la courbe cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit dx, soit la valeur limite de l’une des variations dy, dz. Supposons encore qu'on veuille déterminer une surface courbe avec la condition que Îa partie de son contour correspondante à la limite inférieure de y, ou déterminée par l'équation y =, soit comprise dans une surface donnée, ayant pour équation z — f(x, y), on aura
(10) ere O,
et par suite, puisque z estiune fonction inconnue de x, y,
Vi rdeze lai a (11) | de+ (a T)ar=e,
p, g étant des dérivées partielles de z relatives à la sur- 2 . V2 0 . Fil
face cherchée. Dans ce cas on pourrait éliminer sôit la
variation dY;, soit la valeur limite de la variation 03.
48.. Les conditions de la seconde espèce consistent en ce que certaines expressions définies, le plus souvent certaines intégrales Si, S:,..., doivent conserver des valeurs constantes c,, C:,..., c’est-à-dire que les valeurs ou les formes des fonctions inconnues ne doivent être choisies que parmi celles qui vérifient les équations S, —c;, Ss — c2, etc. Telleest, par exemple, dans le fameux problème des isopérimètres, la condition que l’arcde la courbe dont on cherche l'équation, ait une longueur donnée. Une condition de ce genre ne suflit pas à déterminer ou à éliminer l’une des fonctions inconnues; car il est une infinité de fonctions qui, substituées à celle sur laquelle portent les signes d'intégration et de substitution dans l’expression définie S, , lui feraient prendre la même valeur constante C; c'est ce qu’on peut même affirmer en général de toute fonction renfermant une constante arbitraire à laquelle on donne une valeur convenable. c*
Dans ce cas, qui se présente très-fréquemment et qui cependant a élé traité par les auteurs d’une manière assez peu rigoureuse, on tourne la difficulté par un artifice bien simple. Concevons pour un moment que chacune des fonctions inconnues renferme plusieurs paramètres x, x, #/,..., indépendants les uns des autres, et dont le nombre soit égal à celui des expressions définies S, S;, S»,...3 On pourra considérer ces expressions comme des fonctions de », x, #7,...,
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et la question. se réduira à trouver parmi toutes les valeurs de x, #, x/,.... qui satisfont aux conditions $, = c;, S» = €»,..., celles qui rendent S maximum ou minimum. On la résout, d’après les principes connus du calcul différentiel, en cherchant le maximum ou le minimum absolu de là somme
SH Aa S; + A3So tr .
Lé e V4 e VA As Us5.., étant des constantes indéterminées dont on dispose à la fin du calcul pour satisfaire aux conditions à:
S; — Lis S; LS Co On arriverait encore au même résultat en cherchant le maximum ou le minimum absolu de la somme S +4: (S—c)+a(S: — ce) + ss 9
dans laquelle on fait varier avec le paramètre x non-seulement toutes les inconnues du premier problème, mais aussi les coeflicients a;, &,.... En effet, la variaüon totale de cette somme
JS + a dS, + a09+...+(S— c)da + (S:— c)0 a+
devant être nulle pour toutes les valeurs des variations
"Æ indépendantes qu ‘elle renferme, et parmi lesquelles se
"trouvent Jai, 0a:,..., on aura nécessairement
JS + a4,0S, + 308, +... —0, ea PEU nde Phoemt r0 S a OR
La première de ces Éuaoe donne évidemment le maximum ou le minimum de S+ a, S, + a Ss +.:., dans l'hypothèse précédemment admise, c'est-à-dire pour des valeurs quelconques mais invariables de a;, a,,..., les autres exigent que ces valeurs soient précisément celles qui vérifient les conditions primitives du problème.
Au reste, puisque la somme S + a, (S, —c;) +... ne
peut être un maximum où un minimum absolu sans que l'on n'ait Si = c4, Ses = c,..., c’est-à-dire sans que la somme se réduise à son premier terme 5, il est évident. que les valeurs des inconnues u, , W,..., Xy, Xo, Ya, Mie correspondantes à ce maximum ou minimum absolu, sont parmi toutes les valeurs qui remplissent les conditions S, — ©, S; — c,..., celles qui donnent à l'intégrale $ sa plus grande ou sa plus petite valeur. Aïnsi le dernier problème revient identiquement au premier, sauf qu'il conduit en outre à déterminer certaines quantités &i, dos. , étrangères à la quéstion primitive.
49. IL reste à considérer les conditions de la troisième espèce, Admettons que les fonctions u, #, w,..., et leurs dérivées de divers ordres soient liées entre elles par une équation
Les variations du, dv, d'w,... et leurs dérivées seront de même liées entre elles par l'équation
OU — O
cependant, toutes les fois qu'on ne pourra pas remonter de ces équations différentielles ou aux dérivées partielles aux équations en termes finis dont elles dérivent, elles ne pourront pas servir à l'élimination de l’une des fonctions inconnues ou de l’une des variations. Maïs il est toujours facile de ramener ce cas à celui que nous venons d’examiner. En effet l'équation Ü = 0, qui a lieu dans toute l'étendue de l’intégcale S, entraîne nécessairement la sui-
" ; T, ARE Pa Za L sy J J PMU UCL 0. JA) D RS w sn 2,
à étant une fonction arbitraire de x, y, 3,..., et, réci-
vante
proquement, celle-ci ne peut avoir lieu sans que l’on ait
THÉORIE DES MAXIMA ET DES MINIMA. 99 U= 0. L’équation T = o équivaut donc à la condition donnée U—= o et peut la remplacer identiquement. Cela posé, il suflira, comme dans le cas précédent, de chercher le maximum ou le minimum absolu de la somme S+ a",
ou, ce qui revient au même, de l'intégrale ?
jh he fs .(V+AU)...dzdÿdx,
dans laquelle on représente par À la fonction am U dont la forme peut varier arbitrairement avec 2. Ce problème résolu donnera non-seulement les valeurs de x;, x+, Y1, Vase ees Us Vs W,... Qui conviennent au maximum ou au minimum relatif de Pintégrale S; il déterminera en outre la fonction À, qui n’entrait pas dans la question primitive.
On arrivera au même résultat si l’on cherche le maximum ou le minimum de l'intégrale
JP PEN AU). Mdzdydr,
en regardant À comme une fonction inconnue mais 7variable, pourvu qu'on la détermine à la fin du calcul de manière à remplir la condition U—o. En effet, pour résoudre le problème dans le cas où À change de pe Lil faut égaler à zéro la variation de l'intégrale
JS. (VHOAU).. ddydr,
et l'équation qui en résulte doit être vérifiée pour toutes les valeurs de 01. Or fff.:.Ud2...dzdydx est le seul terme de cette équation qui contienne d1; on devra donc avoir, et cette conclusion sera bientôt ÉTÉ ÜU— 0. Les autres termes de l’équation dont il s’agit sont les mêmes que dans l’hypothèse où À°est invariable de forme; ainsi il sufhra de chercher le maximum ou le mini-
mum de lintégrale fff...(V + AU)...dzdydx dans
cette dernière hypothèse et de déterminer ensuite À par la condition Ü — o, ainsi que nous Pavions avancé.
Si dans la recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale S on avait à remplir plusieurs conditions sem-
blables
(es O0 li 0) 072
il sufhirait de chercher le maximum ou le minimum absolu de
Li PTs Pt f x [ (V4 AU + AU, +...)...dzdydx, eu X, DA 2;
À, A1,... étant de nouvelles fonctions à formes variables. On pourrait même regarder À, À,,... comme invariables de forme, et se réserver le droit d’en disposer à la fin du calcul de manière à vérifier les équations
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Il est facile de voir qu'on pourrait traiter de la même manière les conditions de première espèce (n° 47). Cela est évident pour le cas où l'équation
/ ls Lee À AE AR po AT MENT SOON et
doit avoir lieu dans toute l'étendue de l'intégrale S. Mais si cette équation n'avait lieu qu'à la limite d’une des variables, de sorte qu'on eût, par exemple,
Ti | FO
on la remplacerait par la condition équivalente
fr Z
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1 t u étant une fonction arbitraire de x, y. z,..., et le problème, en vertu de ce qui précède, serait ramené à la
) fi
recherche du maximum ou du minimum absolu de Îa somme
Ho (N'a (VZa | X3 [Ii Z; f | 3 Due drop dr + | J XF. /dedæ, “x, Z Z, ë CE En ;
dans laquelle on est libre de regarder la fonction À, représentant le produit de °F par une constante indéterminée, comme variable ou invariable de forme; dans le dernier cas, il resterait à déterminer la valeur de À par la condition F — 0, qui doit avoir lieu à la limite de y.
90. Il reste donc acquis que, dans tous les cas, le problème se ramène à la recherche du maximum ou du minimum absolu d’une expression définie ou d’une somme 2 de plusieurs expressions définies, et que sa solution dépend en définitive dune équation
dans laquelle les variations de toutes les inconnues sont indépendantes les unes des autres. Supposons actuellement que par les procédés indiqués on ait donné à dE une forme telle, que les dérivées des variations ne soient plus prises relativement aux variables d’intégrations ; supposons de plus qu'après avoir décomposé les signes de substitution double en signes de substitution simple, on ait réuni en un seul terme tous ceux qui renferment la même dérivée de la même variation sous les mêmes signes de substitution et d'intégration; le premier membre de l'équation 92 — o sera en général la somme de plusieurs termes ou expressions définies, dont chacun contient une seule variation ou sa dérivée, et se distingue de tous les autres soit par cette dérivée mème, soit par les substitutions et les intégrations qui lui sont propres. Donc si Von égale successivement à zéro toutes les variations à
l'exception d'une seule, on aura une série d'équations dont chacune renferme une seule variation avec ses dérivées, et doit se vérifier quelle que soit la valeur ou la forme de cette variation.
Considérons en particulier une de ces équations
W—o, ne renfermant que la variation du avec ses dérivées.
Le seul terme qui ne soit pas affecté de substitution est nécessairement de la forme
2x, Ya + 33 (A) il | if M0 u...dzdydx; a ri 3;
tous les autres renfermeront un ou plusieurs signes de sub stitution ; et nous rappellerons dès à présent que les substitutions peuvent se faire immédiatement, ou avant les intégrations, à la condition qu'on les fera une seconde fois dans les limites des intégrations (n° 5).
Cela posé, faisons avec M. Sarrus
o=(r—2)(x—2x)(r— 7) (re) (8 — à) (2%),
ei posons pour un instant
du = Mw’?,
= étant un nombre assez grand pour que toutes les dérivées de du renfermées dans W aient encore w en facteur. Puisque w s’annule chaque fois que l’on donne à l’une quelconque des variables x, y, z,... sa valeur limite inférieure ou supérieure, les termes de W affectés de signes de substitution s'évanouiront tous; il ne restera que le seul terme (A), qui devra être nul séparément et
qui donne 7 L; ; PRE ; [ | | ra ( M a" )?, AY AL ER 00
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équation impossible à moins que Mo" ne soit constamment égal à zéro. Or évidemment le facteur w ne peut pas être nul dans les limites de l'intégrale ; il faudra donc que l’on ait dans toute cette étendue
M = oo.
Cette première condition à,laquelle doivent satisfaire les inconnues du problème, fait disparaître le terme (A) quel que soit du; et l'équation W — o est remplacée par une autre
Wii 0) dont tous les termes sont affectés d'un ou de plusieurs signes de substitution, et dans laquelle d'u est encore entièrement arbitraire. |
91. Les termes de cette seconde équation W, — o qui ne renferment qu'un seul et même signe de substitution, relatif, par exemple, à la limite inférieure de y, seront tous de Ja forme
ERTE z. .
2 } 2 là (B) di | jé LENS 4. di da.
| Ë 5 dx
Admettons que celui des termes dans lequel la dérivée de du est de l’ordre le plus élevé m/, soit
ITR Z, 2 L 2 d'à (B') J l 1! NÉ de Fe : dy"
1 fi faisons, pour abréger, | a) D + Ep —(x—x)(x— x) (y—x:)(2— 2)(3 — 2)...
el posons pour un instant ; AEMAAT URE du — N'o Ar ri ,
WE. h ATT, À
n étant un nombre entier assez grand pour que chaque dérivée de d'u qui se trouve dans l'équation W, — o, contienne «, en facteur. Tous les termes de W, non compris dans la forme (B), ou affectés d'un signe de substitution
Æ autre que | , disparaitront avec le facteur w,; de plus
les termes compris sous la forme (B), mais dans lesquels la dérivée de d'u est d’un ordre imférieur à m/, disparaitront avec le facteur y—y;; il ne restera que le seul terme (B’) qui, devant être nul lui-même, pour que l'équation W, — o soit vérifiée, donne
RL; [Ti 2, € | | 1 ++ (No}oon duree) © À 3;
et cette équation évidemment ne peut avair lieu qu'autant que l’on ait #4 JET TS ER | N DU O0
dans toute l'étendue des intégration5, c’est-à-dire entre les
Ja 7 ù limites x, et x, de r| 3; a] z. de z, etc. Or le fac-
J, OU
Ji Y; (æ—x)(x— x) (ri 72) 2 dt = 23 ts
teur
ne peut pas s'évanouir entre ces limites; il faut done qu'on ait constamment
ÉA RARE | NUS 0
seconde condition à laquelle devront satisfaire les fonctions inconnues, et qui fera disparaître le terme (B’) indépendamment de toute valeur ou forme particulière assignée à du. On a donc le droit de supprimer ce terme dans W,, et comme après cette suppression l'équation W,— o devra encore être vérifiée quel que soit du, on pourra répéter le même raisonnement et prouver : 1° que chaque terme de la forme (B) renfermant un seul signe de substitution relatif à y, fournira séparément une équation de condition qui le fera disparaître; 2° qu’il en sera de même pour tous les termes de W, renfermant un seul signe de substitution relatif à une variable quelconque, et que par conséquent l’équation W, — o se réduit à une nouvelle équation 4
dont chaque terme est affecté de deux signes au moins de
substitution, et dans laquelle du reste encore entièrement arbitraire.
92. Tous les termes de l'équation W; — 6 qui ne renferment que deux signes de substitution déterminés, par
Ta Ji exemple | et | , ont nécessairement la forme
x, JT, £. d'en û Yt\ 5 : FAN P Re nr 13 , (GC) | | | | . NADIA <
Choisissons dans ce groupe les termes pour lesquels / à sa plus grande valeur //, et parmi ces derniers le terme
T 14 Z [ | 4 LE PE d'+m'( x (C') [ .. P’ ND RRET Ne dz 42 dx‘ dy"
dans lequel rm» a sa plus grande valeur #2"; faisons, pour
se
abréger,
LA] è LA er .
et posons pour un instant
MP ee cel mu
di te ES MANS STE 1.2.3 000
ñ étant un nombre entier assez grand pour que toutes les dérivées de du qui entrent dans W, , contiennent encore , en facteur. Tous les termes de W, qui ne sont pas compris dans le groupe (C) ou qui renferment d’autres signes de substitution que ceux relatifs à x,, 7, disparaitront avec w,3 dans ce groupe, en outre, chaque terme qui contient une dérivée de d'u relative à x d’ordre inférieur à l’ disparaîtra avec x — æ,, et chaque terme renfermant une dérivée de du relative à y d’ordre inférieur à m' disparaîtra avec y
15 il ne restera donc que le seul terme (C’), devenu
La [Ya Z3 a ee
et pour que l'équation W, — o soit vérifiée, il faudra que cette dernière expression soit elle-même nulle, ou que
l’on ait . 2 Yi, | | Po — 0 dans touté l'étendue des intégrations, c’est-à-dire entre
ENT ET, les limites | | LA «| | z, de z, etc.-Mais cette fois
Xe Tu à encore | w, ne devient pas nul entre ces limites ; 1}
faudra donc que l’on ait
nouvelle relation entre les inconnues du problème qui fait disparaître le terme (C') quel que soit du. Ce terme supprimé, l'équation W, = o devra encore être vérifiée pour toutes les valeurs ou formes de du. En appliquant de nou- | veau le même raisonnement, on est successivement conduit à égaler à zéro les coefhicients de d'u et de ses dérivées dans tous les termes renfermant deux signes de substitution seulement, ce qui réduira l'équation W, à une nouvelle équation
Neo
dont chaque terme renferme au moins trois signes de substitution et dans laquelle du reste encore arbitraire. En continuant ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les termes de l'équation W — 0, et étendant les mèmes raisonnements àftoutes les variations indépendantes contenues dans l’équation primitive dE — o, on arrive enfin aux conclusions suivantes :
Pour trouver toutes les relations qui doivent exister entre les inconnues du problème en vertu de l'équation d2—0: 1° on réunira en un seul terme toutes les expressions définies qui dans dE renferment la même dérivée d'une méme variation sous les mémes signes de
substitution ; 2° on égalera à zéro le coefficient de cette
dérivée dans chaque terme : on obtiendra ainsi autant d'équations qu'ily a de termes, chacune de ces équations devant étre vérifiée dans l’étendue entière du terme qui lui a donné naissance, c'est-à-dire pour toutes les valeurs des variables x, y, z,.:., déterminées par les subslitutions ou comprises entre les limites des intégrations dans Le terme dont à s'agit.
Par exemple, le terme
La [Ye 7 Pla (K) [ | ] | RO dt... .dx, VX, t
que nous supposons faire partie de d2Z et dans lequel 0 représente soit la variation d 4 de l’une des inconnues u, soit une dérivée quelconque de du relative aux variables de substitution , fera naître l’équation
F2 | | HR OS
qui doit subsister dans toute l’étendue des intégrations.
99. Jusqu'ici nous avons supposé que les inconnues et leurs variations étaient fonctions de toutes les variables Ly y Z5-..,1, et il peut arriver, au contraire, qu’elles ne dépendent que de quelques-unes de ces variables. Dans ce cas, la règle que nous venons d’énoncer à besoin d’une légère modification. Admettons, pour rester dans l’exemple choisi, que 8 soit une fonction arbitraire de x, y, mais qu’elle ne doive pas renfermer d’autres variables, et faisons, pour abréger, |
l, n'—| ef RATE
le terme (K) pourra s’écrire Ï
La J'a il | R'0dx,
le nouveau coeflicient R’ étant fonction des seules variables x, y ; on reviendra aïnsi au cas PEPCIE et il faudra encore que l’on ait
Je d'a 13 als | w=| | pe Rd 250 € l à
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites Lab LÉ:
En général, lorsqu'une inconnue ne dépend pas de quelques-unes des variables, on fera sortir sa variation et les dérivées de sa variation des signes | et f relatifs à ces variables et l’on appliquera ensuite la règle du numéro précédent.
94. Il peut arriver que dans une des expressions définies qui composent la variation 02, les deux limites d’une intégration coïncident par suite des subsututions qu on aura faites; il peut arriver encore que deux expressions définies ne différant l’une de l’autre que par les limites accolées aux signes de substitution,
La [Ji 3 La 1Y: 1Z [ | ] PAROLE a | | | PUR dt x, x,
par exemple, se détruisent par la coïncidence des valeurs substituées, ou par la relation
Dans ces deux cas, évidemment, les termes ou expressions définies dont il s’agit s’'évanouiront identiquement sans fournir aucune équation de condition entre les fonctions inconnues et les variables indépendantes.
La règle énoncée n° 52 revient à dire que, dans
l'expression de 92, ordonnée comme:elle doit l'être, on
peut regarder les variations et leurs-dérivées contenues
dans les diflérents termes comme.des quantités arbitraires
el indépendantes les unes des autres. Nous savons d'’ailleurs que les valeurs limites des variations et de leurs'dérivées sont liées aux variations des valeurs limites des
fonctions inconnues et de leurs dérivées par des relations simples et linéaires, d'où il suit qu'on pourrait encore regarder ces dernières variations comme arbitraires et indépendantes les unes des autres. Done, si l’on avait introduit, au moyen des relations dont il s’agit, les variations des valeurs limites, et qu’on eût ordonné 92 par rapport à elles, de manière que chaque terme renfermât l variation soit d’une inconnue, soit de la valeur limite d’une inconnue ou de sa dérivée prise toujours par rapport à une ou plusieurs variables de substitution, on trouverait encore les diverses conditions du maximum ou du minimum, en égalant à zéro le coefficient de la variation pour chaque terme séparément, Seulement si, par sa nature même, la variation était indépendante de certaines variables, on devrait la faire sortir des signes de substitution et d'intégration relatifs à ces variables, avant d'appliquer la règle. Cette règle pourrait d’ailleurs se déduire facilement du principe qu'on peut assujettir une fonction indéterminée u à conserver des valeurs fixes quelconques aux limites de certaines variables, tout en la faisant varier arbitrairement entre ces limites. Maïs nous croyons inule d’entrer dans les détails d’une nouvelle démonstra-. tion ; il nous suflira d’avoir donné cette indication d’une manière générale.
Pour faire disparaître ce qui semblerait peut-être un peu vague dans ces considérations abstraites, et pour établir en même temps des formules générales dont nous ferons plus tard des applications particulières, nous allons chercher successivement les conditions du maximum ou du minimum des intégrales simples, doubles et triples, en. discutant pour chacune d'elles les diverses restrictüons relatives aux limites qui peuvent se présenter.
La
SIXIÈME LECON
Maxima et minima des intégrales simples, renfermant une seule fonction inconnue. — Absence de maximum et de minimum absolu. — Diverses hypothèses ou restrictions relatives aux limites. — Cas où l’équation indéfinie s'intègre immédiatement. — Cas exceptionnel où il y a plus d'équations que d’inconnues. — Cas où les valeurs limites de æ, Y, Y',……, entrent dans la fonction à intégrer. — Maxima et minima des intégrales simples renfermant deux fonctions inconnues.
I. On cherche lé maximum ou le minimum de lin
REX; S 1) Vdx,
Ve. EPA ER 70),
tégrale dans laquelle
y étant une fonction inconnue de x, et Y',7",..., ses dérivées successives.
La variation de cette intégrale (n° 32), ordonnée comme elle doit l’êire (n° 50), comprend les termes sui-
vanis :
; (1) ne (P) dy dx
x ge ë Ô ; dd y ; d'à ; +] (P,)0) + (P;) + we l | ( n dei à Ii | | #1 à doy Ca dit dy h. AL VAN NUVÉ FAR MEE me % | ER | Li 7 Pin) ra
(Ii) +] Vda, 2 Vox,
En égalant à zéro le premier terme, on trouve d’abord l'équation indéfinie (P) — o, ou |
A Fe M ve dep,
dx He VOTRE
EL — O
qui doit subsister pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x, et x. Cette équation différentielle, qui.est en général de l’ordre 27 ou contient les dérivées
2"), donnera par lintégration la valeur de
de y jusqu’à y' y en fonction de x et de 2n constantes arbitraires. Les termes (IT), égalés à zéro, fourniront à leur tour
271 équations aux limites :
auxquelles on joïndra les deux équations
VE 07 | VAS
qui doivent leur existence aux termes (IT).
Telles sont les diverses conditions du maximum ou du minimum absolu de l'intégrale S. On satisfera aux équations (2) au moyen des 272 constantes arbitraires contenues dans la valeur générale de y, et ces constantes se trouveront ainsi déterminées ou exprimées en fonctions des limites x,, x2. Îl ne restera alors qu'à déterminer ces limites, et il semble au premier abord qu’on puisse le faire au moyen des deux dernières équations (3). Mais si lon considère plus attentivement la forme de ces équations, on verra que dans le cas actuel elles ne conduiraïent à aucun résultat utile. Eneffet, comme Îles équations (2), qui servent
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES SIMPLES. 113 à l'élimination des 2 constantes arbitraires, forment deuxséries composées la première en x,, comme la seconde l’est en x, , ces deux limites entreront de la même manière dans la valeur définitive de y, qui sera nécessairement symétrique par rapport à Xi et Xa. Il en sera de même de la fonction V, d’où l’on conelura que si l’une des équations {3) prend la forme f(x; , x2) = o, l’autre sera f(X:, X1) — 0. Résolues tour à tour par rapport à x, et X:, ces deux équations donneraient donc la même valeur, ou x, —x,, ce qui rendrait l’intégrale S nulle quelle que füt la fonction y; et dès lors, évidemment, il ne pourrait plus être question ni de maximum, ni de minimum. C’est du reste à quoi l’on devait s'attendre; car si la fonction y et les limites x;, x: peuvent se déformer en même temps, sans être assuJeities à aucune restriction, il est clair que l'intégrale proposée pourra elle-même croître ou décroître indéfiniment, et qu'il n’y aura plus lieu à chercher sa valeur maxima ou minima. L'analyse et le raisonnement s'accordent donc à montrer que le problème n’aura de solution qu’autant que les valeurs limites de quelques-unes des quantités x, y, y',7”,..., y" se-
‘ront données ou assujetties à remplir certaines conditions.
Ces conditions ou restrictions relatives aux limites peuvent être très-diverses ou formulées de plusieurs manières ; le plus souvent elles rentrent dans l'une des hypothèses suivantes.
57. 1° Les limites de l'intégration x;, x, sont données. — En vertu de cette restriction, on a dx; — 0, dx, — 0; les termes (III) sont identiquement nuls et les équations (3) n’ont plus lieu. La solution du problème dépend alors de l'équation indéfinie (r}j,qui donne la valeur de y avec 2n constantes arbitraires, et des 27 équations aux limites (2) qui servent à déterminer ces constantes.
AS te
20 On a donné les limites x,, x, et en outre tes valeurs limites de quelques-unes des fonctions y, y, Vis YU, Par la même raison que dans l’hypothèse précédente, les équations (3) n'existent plus. Il résulte d’ailleurs des équations (2), n° 33, que dans le cas où dx, — 0x, = 0, les valeurs limites des variations
ddy d?0y
, TE dx dx?
coïncident respectivement avec les variations des valeurs limites de
lesquelles seront nulles, si ces valeurs limites doivent rester fixes. Or c’est ce que nous supposons avoir lieu pour
quelques-unes d’entre elles ; donc aussi les valeurs limites dd y
dx
de quelques-unes des variations dy, >: seront
nulles, ce qui fera disparaître un certain nombre des termes (Il) et celles des équations (2) qui leur correspondent. Mais ces équations seront remplacées par les conditions mêmes qui assignent à quelques-unes des fonctions y, 7',7/,:.., (79 des valeurs limites déterminées, conditions dont le nombre est toujours égal à celui des équations disparues. Ces conditions primitives, Jointes à celles des équations (2) qui restent, sufliront donc encore à déterminer les 272 constantes arbitraires.
Supposons, par exemple, qu'on ait donné ou rendu fixes la limite x, et les valeurs limites correspondantes de y, y', de sorte qu’on ait
x, x, \ DEEE 0; | N =,9 ; | V0,
ob aura en même temps
ra TL ‘ddr | DYIE | = = 0;
par suite les deux premiers termes (II) relatifs à x, sont
identiquement nuls et les deux premières équations (2) n'ont plus lieu ; maïs elles se trouvent remplacées de fait par les conditions de fixité des valeurs limites de y et de y’.
3° Les valeurs linutes de quelques-unes des fonctions Fr Y3N 3... VV sont fixes et données, sans que les limites x, x2, soient déterminées. — Supposons qu'on ait donné les valeurs de y, y’, y”,..., 77 correspondantes à la limite inférieure x,. Les variations de-ces valeurs fixes étant nulles, les relations (2) du n° 33 deviennent
L 13 7.4 X X 1 1 L ‘ddr 1 ; D
Xi a F4 | SAC POP
Si l’on substitue ces valeurs dans les 7 termes (II) relatifs à X1, ces termes ramenés à ne plus contenir que la variation dx, se réuniront au second terme (III) dans une seule expression définie
x, 21 [V—(P,)7'— (Pr) 7"—...—(P,)7@]02,, et ne fourniront plus qu'une seule équation
(4) | EM (RARAENC PE TE SNS (Pinto,
laquelle se Joindra aux z conditions de fixité pour rem-
placer les 7 premières équations (2) et la première équation (3).
Si l’on avait fixé seulement les valeurs limites inférieures de y, y’, les deux premières équations (2) et la première équation (3) seraient remplacées par l'équation unique
| EV— (Pi) —(P:)7"1=0,
3 laquelle on ajouterait les deux conditions qui assignent à y, y’ des valeurs limites déterminées.
4° Les valeurs limites de x, y, y’, y",..., y"-Msont liées entre elles par des relations Ne ant — Soit TL; (5) | fx, Je J' Vi ss A EE
une condition à ULQUE doivent satisfaire les valeurs limites de x, ÿ, Y',.-., 771), En prenant la variation et désignant, pour abréger, par f” la dérivée totale de f relative à x, où posant
df df df
mn AP D ma ee AE
on trouve (n° 30)
TX . "fdf df dd y df d"9y 6] (Por+ RE Te. OR ri ut
+ fl dx )=e équation dont on peut se servir pour éliminer des n+1 termes (II; et (EI) relatifs à x,, soit dx, soit la valeur
ddy dy, Dès
AE €) æ
limite de l’une des variations dy, es % (4 1 5
lors ces termes ne fourniront que 7 équations qui, jointes
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Admettons, par exemple, qu'à la limite inférieure de l'intégrale, y doive coïncider avec une fonction connue f (x), de sorte que l’on ait
(7) tr te) = 0
el, par suite,
les deux termes
=) (P;) | Vox,
ne contiendront plus qu'une seule variation indépendante el s’uniront pour fournir une seule équation
(8) Liver l'(e)(P)}= 0,
laquelle, jointe à la condition (5), remplacera la première équation (2) et la première équation (3).
Quelles que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les limites x,, xa et les valeurs limites de la fonction y et de ses dérivées y’, y”,..., 7-1), on a en général autant d'équations que d'inconnues, et à moins qu’il n'arrive par des suppositions particulières que ces équations deviennent équivalentes ou incompatibles, elles sufliront toujours pour déterminer la fonction y avec ses 2 n constantes arbitraires, et les limites x,, x, de l’intégrale.
99. Au lieu d'éliminer immédiatement une ou plusieurs variations, comme nous l'avons fait dans ce qui
précède, on pourrait tenir compte d’une restriction
= 0, dans laquelle U est fonction de
quelconque |
TL, Ÿs Ÿ's Y's-.., en introduisant un facteur indéterminé (n° 48), c’est-à-dire en cherchant le maximum ou le minimum absolu de la somme
La L, [ Var + al U.
ec’ 3% 1 1
Il faudrait alors ajouter à la variation déjà calculée de l'intégrale ou du premier terme, celle du second terme
A (au dU dd y | ô. _ + ES PAU 4 U 1 br td Le “ +U El
U’ étant la dérivée totale de U relative à x,
Ro ONE d'U Firdz dr” dy?
et égaler à zéro la somme des deux variations, ce qui donnerait : 1° la même équation indéfinie (P) — o qu'auparavant, 2° les équations aux limites
Si U ne renferme les dérivées de y que jusqu’à l’ordre r» — x inclusivement, ces équations aux limites seront en nombre 27 + 2, et sufliront généralement à déterminer
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES SIMPLES. 119 les 272 constantes introduites par l'intégration, et les limiles Xi, X+. Quant à la nouvelle constante a, on en dis-
posera pour satisfaire à la condition | ÜU = o. Mais
lorsque l’ordre des dérivées de y, contenues dans U, excède 2— 1, on aura plus d'équations aux limites que de constantes à déterminer, et le problème ne serwplus possible, si ce n’est dans des cas exceptionnels et très-particuliers. Donc, en général, pour qu'uneintégraleS— f Vdx ait un maximum ou un minimum, il faut avant tout que les restrictions auxquelles on assujettit les valeurs limites de y et de ses dérivées successives, n’atteignent pas la deruière des dérivées contenues dans V, ni celles qui la
suivent.
99. Il est des cas où l’équation indéfinie (1) peut s’intégrer une ou plusieurs fois sans qu’on ait besoin de connaître ou de déterminer complétement la forme de Îa fonction V. Il suffit, en effet, de savoir qu'elle ne renferme pas la première, ou les deux premières, ou les trois premières, etc., des fonctions y, y’,y”,..., y!" pour qu'on puisse effectuer immédiatement une, deux, trois, etc., intégrations successives. Supposons, par exemple, que V ne renferme pas y, mais seulement ses dérivées y”, y”,..., 7. Puisque alors la dérivée partielle — P est nulle, équation (1) devenue
dPis4 42; d'P, ina RATS STARS
F4 dx dx?
Eat
+ 2,51 \ . » 1e s intègre immédiatement et donne
CAM
7? Core epdf
, | : d P, dr pa
P, Se DE moy dax? F Fa
porune SU ou (P.) aa 4
Si V ne contient pas non plus y’, la dérivée paruelle
dNV ) , 0 TT P, est aussi nulle ; et l’on peut intégrer une seconde er fois, ce qui donne D CS J pe s &P, te De P, — +. LT = Qu, OÙ (PE Co CL:
dr
En général, si les m premières des fonctions y, y’,
y”,.%., y n’entrent pas dans l’expression V, les m dé-
rivées partielles P, P,, P,,..., P,_, et, par conséquent, les m premiers termes de l’équation (1) seront nuls; on
pourra done intégrer m fois de suite, ce qui donnera suc-
cessivement AN % (P;) = Ci, (PB) = c— c-) \ Le OR (PB Dire ic cite à VA x? a"!
(Ph) CRE, Ch One ‘te RE TA RS © 0.
Le résultat définitif de ces intégrations, ou l'équation différenuelle Ÿ ALL
ER ET EN
{ \ 1 T (12) Pn) en Emi +. 0e
dans laquelle, d'après les notations admises, (P,,) représente
DR 5 d"-mp, dx CNT ann ?
P; AW
ne renfermera évidemment que les dérivées de y jusqu’à: y 2" inclusivement; l’ordre de l’équation primitive (1) sera done abaissé de m2 unités.
Il se présente ici une particularité que nous devons faire
connaître. Si les valeurs limites des fonctions y, y’, y”,..., y®*=®, qui ont disparu de V, ne sont assujetties à aucune restriction, le problème reste en partie indéterminé. Substituant, en effet, les valeurs (10) de (P;),(P:),...,(P,),
dans les #7 premières équations (2) pour en déduire les valeurs des constantes arbitraires c;, c,,...,c,, on trouve
CN CIE, +: —= Cm — O;,
valeurs qui rendent en mème temps identiques les m premières équations de la seconde série (2). Il ne restera donc plus que 22— 2 m équations pour déterminer les 2n — 1m constantes nouvelles amenées par l’intégration de l’équation (11) devenue (P,,) = 0 ; et par conséquent "d’entre elles demeureront arbitraires.
C’est du reste ce qu'il était facile de prévoir. En effet, puisque V ne renferme pas les fonctions y, 7',7”,..., y"1, et que ces fonctions n entrent pas non plus dans les conditions relatives aux limites, on aurait pu prendre y!” pour fonction inconnue et chercher la forme à donner à cette fonction pour rendre lintégrale S maximum ou minimum. La valeur en x de y(”) une fois trouvée, pour remonter à la fonction primitive y, il faudrait encore intégrer m2 fois de suite, ce qui introduirait nécessairement dans le résultat définitif m constantes arbitraires.
60. L’équation différentielle (P) — o peut encore être intégrée immédiatement une fois, lorsque la fonction V est linéaire par rapport à y, et que de plus le coeflicient de y ne contenant que x prend la forme g' (x). Dans cette hypothèse, en effet, on a P — (x) et l'équation (P)— o devient
d'Piutdi Pl
AT Gt) 27e dx? AUDE
ou, en intégrant,
(P;) Ces At (x) bite ( (x) + €.
Mais, dans ce cas, si les conditions (2)
existent, c'est-à-dire si l’on n’a apporté aucune restriction aux valeurs limites de la fonction y. le problème sera indéterminé ou impossible; car la valeur o(x) + c de (P,) substituée dans les deux équations dont il s'agit, donnera 4 p(x)+c—0, vof(m)+c—=o,
el ces équations sont incompatibles à moins que ® (x;) ne soit égal à o(x;). Si, accidentellement, cette condition est remplie, il est vrai qu'on pourra satisfaire aux deux dernières équations par une valeur convenable de Îa constante c. Mais elles n’établiront alors qu’une seule condition et l’on n'aura en réalité que 2 2 — 1 équations aux limites pour déterminer les 2 n constantes, dont l’une au moins restera arbitraire,
61. Enfin, l’ordre de l'équation différentielle (1) peut encore s’abaisser d’une unité, lorsque V ne contient pas explicitement la variable x, quelle que soit d’ailleurs sa forme. En effet, la dérivée totale de V étant dans cette hypothèse
dV
pra =Piyr'4e, ya P, y" + LIL AP, mire
si l'on y substitue pour P sa valeur tirée de l’équamon (1)
FE
dB, d? P, ; d® PA ET CRT mn _ dx la dx" où aura dV ra P 7 J D NI P +1 dE LUS DA SET 2) pr Lx x S
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES SIMPLES. 123 Or, le second membre de cette nouvelle équation est une dérivée exacte ou la somme de dérivées exactes, comme on le voit en groupant les termes deux à deux,
Ro), d Pr LIEN rate d?P, d A PS L/14 Hs f — // et EE + !
Pr dx dx (2 dx } diP, d / dP, ad Pl, P iv ET PUS NT Lt y ARTE dx? T d, sJ (5 és os dx? ) }»
Substituant et intégrant, on aura donc / V— c++ po dP:., on md RS TE 7 # À d P. d?P.
12 { PPT À y!
( ) A À d dr? 3 - dB, Veau P P, (HE) eva (n—1) Hi . | Et d. dx Let A LP EL ,
équation qui est tout au plus de l’ordre 27 — 1. Par exemple, si V ne renfermait que y, l’équation indéfinie (1) se réduirait à V= c, d’où y — constante. Si X
LR à
était fonction de la seule dérivée y’, on trouverait encore, en prenant y’ pour fonction inconnue, V — c; et, par conséquent, y'=— const., y — ax + b. Si les EE Es y” entraient seules dans V,on aurait, en prenant Ÿ DORE fonc-
dV . à
tion inconnue, Lx ch Brd": ; ct ainsi d s. autres: |
62. Nous avons pre à énarquer qe | Bsotibre des équations est en général ( les valeurs de celles-ci ne dévicnnent mobi bles ou indéterminées que par suile de suppositions parüculières qui
rendent les équations aux limites incompatibles, ou équiva-
lentes en ce sens que quelques-unes d’entre elles puissent se déduire les unes des autres. Il est cependant un cas où lenombre des équations est plus grand que celui des inconnues, et qui forme par là une exception à la théorie générale; c’est lorsque V est linéaire par rapport à la dérivée y” de l’ordre le plus élevé. En effet, cette forme, comme on l’a vu n°35, fait disparaitre de (P) les deux dernières dérivées y(®"-1), y, de sorte que l'équation (1) ne sera plus que de l’ordre 27 — 2, et donnera la valeur de y avec 27 — 2 constantes arbitraires, tandis que les équations aux limites (2), ou les conditions qui pourraient les remplacer, seront toujours en nombre 2 n. Il y a donc plus d’équations que d’inconnues, et le problème est impossible, à moins que des suppositions particulières ne fassent que certaines équations aux limites rentrent dans Îes autres ou se déduisent des autres.
Supposons, par exemple, qu’en outre des limites x, %2, On ait fixé les valeurs extrêmes de y. Les équations (2) en (P,) disparaissent, et les 272 — 2 équations qui restent suffisent à déterminer les 27 — 2 constantes. Dès lors la fonction y est entièrement connue et l’on peut calculer ses valeurs extrèmes que nous appellerons, pour un instant, D,, b2. Il faut donc que les valeurs fixes, qu'on avait assignées d'avance aux valeurs extrêmes de y, soient précisément b;, b;; autrement les conditions aux limites seraient incompatibles et le problème n'aurait pas de solution.
63. Jusqu'ici nous avons supposé que V était fonction des seules quantités x, y, #7”,..., y"). Si V-renfermait en outre les valeurs limites de quelques-unes de ces quantités, l'équation indéfinie (1) aurait encore la même forme, mais les équations aux limites (2) et (3) subiraïent des modifications que nous allons indiquer en peu de
mots. Admettons, pour fixer les idées, que V, avec x, y, y',..., y", contienne les valeurs limites inférieures de z, VV. JT), valeurs que nous désignerons, pour abréger, par £, n, »,,.., n°71), en sorte que
Æ, x, LS AC Frs LT 4 Ge Lt RP nn — TJ x:
Conservant à P, P,, P,,... leurs significations, posons en outre
av dV dV dd ion
ZX; À à La DUT 70; je ae el TE ÉD Eee OR P x, x, x
nous aurons
ddr Are
+ DIE + mi 0n + 5:07 +... + mn),
d3 JDN EP Ch LP dx
Aux termes de la variation de l'intégrale S que nous avons considérés précédemment, il faudra donc ajouter
l'y j (HE + on + Di0n +... + mnt) dx, ou, ce qui revient au même, puisque 0E, dr, dn,..., in dépendants de x, peuvent sortir du signe /f',
COÛË + o10n —- c20n +... .—+ oc, ont).
Or, d’après la définition même des quatités £,n,»,..., on à
l’ensemble des termes qu'on doit ajouter à Ja variation » de l'intégrale peut done s’écrire
| dd d—\d y | (rare D ++ T2)
x, +] (o+ or Ho" +... +oym)d x.
Dès lors, en égalant à zéro la variation complète de l’intégrale S, on obtiendra la même équation indéfinie (1) et les mêmes équations pour la limite supérieure x, qu'auparavant; mais les équations relatives à la limite inférieure À, deviendront
le) mé IRDEE Fe l'œ ee
x, ‘ | [V—o—oy'— 0x" —...— 06, 7]—o.
On aura donc encore le même nombre d'équations qu'auparavant, mais ce nombre deviendra plus grand si V contient les valeurs limites de y!” ou des dérivées d'ordres supérieurs ; le nombre des équations aux limites dépasserait alors le nombre des constantes indéterminées et le problème du maximum ou du minimum serait en général impossible.
IT. On cherche le maximum ou le minimum de
l'intégrale La S SR Vars,
dans laquelle
de À ! F7 ; ET TE nt VS (rs 7, 7,0 ee or ou), 2, 7 5.3 2007,
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TV sY 5...
z!,..., leurs dérivées successives. Quand on égale à zéro la variation de l’intégrale S
NT EN s
trouvée n° 36, en admettant que les limites x,, x, ainsi que les valeurs limites de y, z et de leurs dérivées ne soient assujetties à priori à aucune restriction, les termes affectés d'intégration fournissent les deux équations in-
définies (P) — 0; (Q) == O; ou x | dP, d?P, d"P, PR TES — | dx TX; La Fa I { | GE OS ANQRES | dx dx? dx"
les termes affectés de substitution et renfermant dy, 9 z ou leurs dérivées, donnent les 2 (m + n) équations aux
limites | dite 4 ICE [cm0 | he | eee A | HT où | torse, | FQ:)="0, 4e, | (Q0,)=40,
l'a, INOEUEE Po=
auxquelles s'ajoutent les deux nouvelles équations
(3) [v=e, [ve
provenant des termes en dx, et dr.
Les deux équations différentielles simultanées (1), qui doivent avoir lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites de l'intégrale, serviront à déterminer les formes générales des fonctions y et z. Or, puisque V et ses dérivées partielles P,,, Q, contiennent les dérivées de y jusqu'à y(") ei celles de z jusqu’à z(” inclusivement, la première de ces équations sera de l’ordre 2 m par rapport : à y et de l’ordre m + n par rapport à z, tandis que la seconde sera de l’ordre m + n par rapport à y et de l’ordre 27 par rapport à z, c'est-à-dire que les deux équations indéfinies prendront les formes
r rl r (2 À ri
Did Yo poors NS Ts Ses CT El RER ! LÀ ph
dr, y, rie, pt), 3,2/,...,20M = 0.
Différentiant la première 2 n fois et la seconde mn + n fois de suite, on aura m + 3 n + 2 équations renfermant les dérivées de y jusqu’à y(°”+??), et celles de z jusqu’à ("7°") inclusivement, et l’on pourra éliminer les m + 3 n +x inconnues z, z', z”,..., z("#3%), ce qui conduira à une équation différentielle ne contenant plus que y et ses dérivées jusqu’à l'ordre 2m + 2 n,
/ à 2 2 pan ARS TS MAR sue EN 4 PEN
laquelle intégrée donnera la fonction y avec 2(m+n) constantes arbitraires. En remontant aux équations qui. ont servi à l'élimination, on en déduira la seconde foncion inconnue z exprimée au moyen des mêmes constantes.
Il resterait ensuite à déterminer ces constantes arbitraires et les limites x,, x, au moyen des équations aux limites (2) et (3).Mais, bien que le nombre des équations soit égal à celui des inconnues, elles conduiraient, comme dans le cas précédent, à un résultat absurde qui avertirait que le problème, dans les termes où nous l'avons posé,
n'a point de solution. On comprend d° ailleurs à Dion et sans qu il soit besoin d'aucune discussion analytique, qu’en faisant varier arbitrairement avec les fonctions y, z les limites X1,X2, on rendrait chimérique la recherche de maximum ou minimum de l'intégrale S, puisqu'il est évident qu'elle pourrait alors croître ou décroître indéfiniment.
65. L'intégrale S n’est donc susceptible d’un maximum ou d’un minimum qu'autant que les limites x,, x, ou les valeurs limites de y, z et de leurs dérivées sont assujetties à certaines restrictions. Ce qu'il y a de plus simple, est de supposer constantes les limites x,, x,. Leurs variations dx,, d x, étant alors nulles, les deux derniers termes de DS disparaissent d'eux-mêmes et les équations (3) n’ont plus lieu. Les équations (2) serviront alors à déterminer les 2 (m+ n) constantes arbitraires amenées par l’intégration des équations indéfinies (1).
Au lieu de supposer fixes 31, x:, on pourrait faire d’autres hypothèses relatives aux valeurs limites de x, y, Dr or ee z Net on les mettrait.en jeu exactement de la même manière que dans le cas précédent. Ces hypothèses modifieraient de différentes mamères les équations aux limites (2) et (3) sans altérer en rien les équations indéfinies (1); mais lé nombre total des conditions à remplir resterait toujours le même, et sufhrait en général à déterminer les inconnues du problème. Nous disons en général, car il peui arriver pour certaines formes particulières ou certains modes de composition de la fonction V quelle nombre des constantes arbitraires soit inférieur ou supérieur à celui des équations aux limites, et que le problème soit, par conséquent, indéterminé ou impossible. Il suffira d’avoir signalé l'existence de ces anomalies, dont la discussion, d’après ce qui précède, ne souffre plus de difficulté.
SEPTIÈME LECON
Maxima et minima des intégrales multiples. — Cas d’une intégrale double qui renferme une fonction indéterminée z avec ses dérivées partielles du premier ordre. — Cas d’une intégrale double renfermant une fonction z avec ses dérivées partielles du premier et du second ordre.— Cas d’une intégrale triple renfermant une fonction u avec ses dérivées partielles du premier ordre.
66. IL On cherche le maximum ou le minimum de L intégrale double
dans laquelle YSFCET; J's Ps q )
z étant une fonction inconnue des deux variables indépendantes x, y, et p, q ses dérivées partielles du premier ordre.
Désignons, comme auparavant, par N, P, ©, les dérivées partielles de V relatives à z, p, q, la variation de l'intégrale sera (n° 42)
S = (NT D )osrrae
Ro
X, AE ya. dy ” J Vox. dy.
Ji
| 2 Quoiqu'il semble évident que si l’on n'apporte aucune restriction ni à la fonction z ni aux limites de l’intégrale, celle-ci pouvant croître ou décroitre indéfiniment ne sera susceptible ni de maximum nide minimum ; cependant, comme le problème absolu est en quelque sorte le type du problème relatif, nous admettons d’abord que les va-
F4 | Vdy,.dzx
riations 03, dYi1; 0Y23 0%, 0x, sont toutes arbitraires et
indépendantes les unes des autres, en nous réservant de faire subir aux équations de condition obtenues dans cette hypothèse, les modifications qui conviendront aux diverses restrictions. Cherchons donc, en l'absence de toute restriction, les équations dans lesquelles se partage la condition fondamentale 0S — o.
Le premier terme de 9S fournit d’abord l’équation indéfinie
NT
qui doit subsister pour toutes les valeurs de x,,y, comprises entre les limites de l’intégrale double, ou pour tous les points du plan xy situés dans l’intérieur du quadrilatère ABDC, fig. 1, p. 56.
Les quatre termes suivants, renfermant dz sous un signe de substitution, font naître les quatre équations aux limites
qui doivent subsister pour les points du contour ABDC, la première Île long de la courbe inférieure AC (y = y), la seconde le long de la courbe supérieure BD (y=7;), la troisième le long de la droite AB (x — x;), la quatrième le long de la droite CD (x = x:). On peut, du reste, réunir les deux premières conditions dans cet énoncé unique que Q dx — Pdy doit être nul le long des deux courbes AC, BD, les différentielles dx, dy étant rélatives à ces courbes. On énonce de même les deux dernières conditions à la fois en disant que P doit être nul le long des deux droites AB et CD; or, comme ces droites sonteperpendiculaires à l'axe des x, dx est nul pour chacuned'’elles, et l'équation P — o entraîne celle-ci Qdx — Pdy — 0;
donc, pour que l’ensemble des conditions (2) soit. satis-
fait, il faut et il sufht que l’on ait Q dx FT P dy == 0)
le long du contour entier auquel s'étend le champ de l’intégrale double, les différentielles dx, dy étant relatives à ce contour,
Cet énoncé comprend évidemment autant de conditions distinctes qu’il y a de côtés dans le contour limite. Le plus souvent.il y en quatre; mais rien n’empèche que leur nombre soit plus grand, et que les fonctions y, 7 ou les courbes AC, BD cessent d’être continues ou soient formées de plusieurs parties de nature diflérente. Quelquefois aussi il peut arriver que les côtés rectilignes AB, CD disparaissent et que le contour se réduise à deux courbes ou mème à une seule courbe continue et fermée de toute
part. L’équation Q dx — Pdy = o, ou l’ensemble des
équations (2), représente donc un nombre de conditions plus ou moins grand selon la nature des limites"de l'intégrale.
Enfin les quatre derniers termes de 0S contenant les
variations dx, xs, 01, 0Y2+, dont les deux premières, ou 0x,, dx, sortent du signe intégral parce qu'elles sont indépendantes de y, donnent les quatre nouvelles équations aux-limites
Yi DER | | \'AÉe=t 0 [yes
ar Ya Le Æ | | À Vdy = 0, | [ Mdr 0" À ‘4 LT
dont les deux premières exigent qu’on ait V — 0 pour tous les points des deux courbes AC, BD, et les deux autres que l'intégrale f Vdy, prise le long de la droite AB ou le long de la droite CD, soit nulle.
67. L’équation indéfinie (1) reste toujours la même, quelles que soient les restrictions apportées aux limites de Pintégrale ou aux valeurs limites de z, p, g; c’est une équation aux différences partielles du second ordre. Supposons qu’on sache l'intégrer et qu’elle conduise à une équation primitive entre x, y, z et deux fonctions arbiiraires. On disposera de ces fonctions pour satisfaire à deux équations aux limites, lesquelles seront différentes selon les restrictions admises, que nous allons discuter.
1° Les limites de l'intégrale sont données. — Les quatre derniers termes de OS disparaïssent avec les variations 0X,, OX, 0Y1, 0Y2, qui sont nulles, et les équations (3) cessent d’avoir lieu. Les équations aux limites se réduisent alors au système (2) ou à la condition
(4) » Qdx — Pdy = 0,
qui doit subsister pour tous les points du contour limite et à laquelle les deux fonctions arbitraires doivent satisfaire. Or, pour déterminer complétement ces fonctions, il
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suffit de deux équations, tandis que la condition (4) représente, comme on l’a vu, autant d'équations distinctes qu’il y a de côtés ou de courbes différentes dans le contour limite. Il en résulte que si les côtés rectilignes AB, CD ne sont pas nuls, ou mieux, que si dans la composition du contour limite il entre plus de deux courbes distinctes, le problème n'aura pas de solution, à moins toutefois qu’il n'arrive accidentellement que les formes des fonctions arbitraires qui conviennent à deux de ces courbes, conviennent en même temps à toutes les autres.
Lorsque z représente l’ordonnée d’une surface qu’il s’agit de déterminer de manière à rendre l'intégrale S maximum ou minimum, l'hypothèse ou la restriction que nous venons de considérer, signifie que la surface cherchée doit être comprise entre certaines paroïs cylindriques normales au plan xy et données par les équations
Ets Et EN NE Vie
2° Les limites de l'intégrale sont données, ainsi que les valeurs limites de la fonction z.— Tous les iermes de 08 affectés de substitution sont identiquement nuls et les équations aux limites (2) et (3) disparaïssent par conséquent. Maïs la surface cherchée est alors assu- Jettie à passer par certaines courbes dans l’espace, courbes qui sont connues, puisqu'on a donné non-seulement leurs projections sur le plan xy, ou le contour limite, mais aussi les valeurs correspondantes de l’ordonnée z. Or, quand on aura fait passer la surface par deux courbes données, les deux fonctions arbitraires seront déterminées ; si le nombre des courbes ou des côtés du contour limite était plus grand, on aurait donc plus de conditions que ne peuvent en vérifier, généralement, les fonctions arbitraires, et le problème serait impossible.
3° La valeur de z aux limites de L intégrale est
constante et donnée, ces limites étant elles-mêmes variables. — Cela veut dire que la surface cherchée est seulement assujettie à se terminer dans un plan donné parallèle au plan xy. Puisque nous supposons
x, Le 1 Ya DM I ne DL A
k étant une quantité constante et donnée, nous aurons, en prenant {n° 30) la variation des deux membres de ces équations
La
['te+ 880, «) (d3+ pda) — 0,
Ya
] (9z+gdy) —0, l'ts+aër—e.
Si, dans la variation de l'intégrale, on réunit deux à deux les termes affectés de la même substitution, on obtiendra: quatre expressions définies renfermant chacune deux variations devenues fonctions l’une de l’autre en vertu des relations qui précèdent. Donc, en éliminant une de ces variations et égalant à zéro le coefficient de l’autre, on en déduira quatre équations aux limites, qui devront remplacer les systèmes (2) et (3). Considérons, par exemple, les deux termes affectés de la substitution y = 7:, qui, réunis en un seul, deviennent
2 1 dy — Vdr: + (e- D) os de JF | dx
après avoir éliminé 0 z à l’aide de la relation dz+4907,=—o, quidoit avoir lieu, comme on l’a vu tout à l'heure, pour “la limite inférieure de y, égalons à zéro le coeflicient de dy: 1l viendra
On aura également pour la limite supérieure de y
Fe | dy:
FRE
Les deux termes de 9S, affectés de la substitution x = X,, donnent de même [a somme
x, PT < J (V9 x, + P0z) dy;
éliminant d z, en se servant de la relation dz + pdx;=0o, qui doit être vérifiée pour la limite inférieure de x, et égalant à zéro le coefficient de la variation 0 x,, qu'on aura fait sortir du signe intégral, puisqu'elle n’est au fond qu’une constante arbitraire, on trouvera
LA Æ | $ (V—Pp)dy =, É
et, de même, pour la limite supérieure de x,
aa LR TS | . (V—Pp)dy — 0.
és
En résumé, il résulte de cette discussion qu’on doit avoir [(V — Pp) dy = 0, l'intégrale étant prise le long de l’une ou de l’autre des droites AB, CD (fig. x), et
vi (Q MD 7) q = 0 pour chacune des deux courbes
LA e # d # e “ e AC, BD, la dérivée _ étant relative à ces courbes. Mais, T
puisque z est supposée constante le long des courbes dont
dé SEA il s’agit, sa différentielle totale dz = pdx + qdy sérar nulle pour chacune d'elles, et l’on aura, par const{ieun
€ pir + qgdy=0, =—=——;
TRS
donc, en définitive, les nouvelles conditions aux limites exigent qu on ait
(5) | V—Pp—Qg=o
. pour chacune des courbes y = 1, Y —=73; et
(6) SVN—Pp)d; = 0
pour chacune des droites x=%,, x = x, l'intégrale étant prise le long de ces droites entre les limites y et y:
de la variable y.
4° Les valeurs limites de x, y, z sont liées entre.elles par des relations données quelconques. — C’est.le cas où la surface cherchée est seulement assujettie à avoir son contour limite sur une ou plusieurs surfaces données que nous appellerons surfaces terminales. Soit z—f(x,y) l'équation de l’une de ces surfaces, par exemple, de celle qui correspond à la limite inférieure # LP hnat pie0n : Ne id PTE
de y, et désignons par p’, g'les dérivées partielles me de z relatives à cette surface; la restriction ainsi établie
Yi | {z— f(x, y)}—0 entrainera J'; l Ldz+(q —g)dril=0,
et permettra d'éliminer d z de la somme
+ ” F y 2 ‘| dy. ) 4 =. | Var + (Q— PÊt) 32 lun
des deux termes qui, dans la variation de l'intégrale, soni affectés de la subsutution y = y;. Ces termes alors ne
fourniront plus qu’une seule équation,
Jane (er) (77) 2
qu’on pourra écrire simplement
dy
V—(Q—P— 4 Le 0 (7) (e %) (a g'}=0; en ajoutant qu'elle doit subsister pour l'intersection de la surface cherchée et de la surface terminale, ou plutôt pour tous les points de sa projection sur le plan xy, la dérivée dy # 0 A Q . e r 7 p étant relative à cette même projection. Cette dérivée estid’ailleurs facile à déterminer. En effet, puisque les équations différentielles des deux surfaces dont il s’agit,
dz = pdx + qdy, dz = p'dx + q'dy, subsistent simultanément pour leur intersection commune, on aura pour cette même intersection
d AUS pdx + qdy = p'dx —— q'dy, ou EL = — Ê Tate ,
dx q —q valeur qui, substituée dans l'équation (3), lui fait prendre la forme plus symétrique
V— PP PE
Nous n'avons pas besoin d'ajouter qu'une équation toute semblable doit avoir lieu pour la surface terminale correspondante à la limite supérieure de y, avec la seule modification, bien entendu, que p’, g signifieront alors les dérivées partielles de l’ordonnée z de cette dernière surface. En général, quel que soit le nombre des surfaces données qui doivent limiter la surface cherchée dans le sens des y, la condition (8) aura lieu pour l'intersection de chacune d’elles avec cette dernière surface:
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES DOUBLES. 139 Considérons à présent le cas plus particulier où la surface donnée z = f(x, y), dz = p'dx + q'dy, doit servir de limite inférieure dans le sens des x,où, par conséquent, son intersection avec la surface cherchée est assujettie à se projeter sur le plan xy suivant une droite perpendiculaire à l’axe des x.
La condition ainsi établie
Pete =
entraînera [ [04 (p —p'}dal = 0,
et permettra d'éliminer d z de la somme
XL, Ya “2 de (VO x + Pdz)dy J1
des deux termes qui dans la variation de l'intégrale sont affectés de la substitution x = x,. Ces termes alors ne fourniront plus qu'une seule équation
x, x, (9) Puf (V—P(p—p')| dy = 0,
qu'on pourra écrire simplement F PRECTENIT EN
en ajoutant que l'intégrale doit être prise le long de la PEUTECUeE sur le plan xy de l’intersectionsdo: PL "agit, c'est-à-dire le long de la droite AB (fig. 1) + Uné équation semblable aurait lieu pour la limite L2, Ou pour la droite CD, s'ilexistait de ce côté une seconde surface terminale.
Pour généraliser cette dernière espèce de restric
tion, supposons que la surface cherchée doive se terminer quelque part, par exemple vers la limite inférieure de y, dans une surface donnée z=—f{x, y), ou dz=p'dx+g'dy, et qu'en outre l’intersection des deux surfaces doive se projeter sur le plan xy suivant une droite donnée de direction. Soit a la tangente de l’angle compris entre cetie direction et l’axe des x; on aura à la fois les deux conditions
F4: 7 z (= HE PAUSE | àz f(æ, 7)= 0, Rire 4
On tirera de la première
JU | 1d2+(g9—g'hèmi=0,
et de la seconde
dd EEE OÙ, 0 Yi =, dx
k étant une constante arbitraire, ce qui réduit à
Œ NT —k [ | EV—P(p—p')—Q(q—a)|dx
les deux termes de DS affectés de la substitution y = 71, lesquels alors ne donneront plus queda seule équation
(11) S'ÉV—P(p—p'}—Q(q— q')}dx —0, nn étant prise le long de la projection rectiligne dont ile agit. À la différentielle de l’abscisse x on peut
Fan
substituer “ Ile de l ordonnéà you. celle de la longueur l
but in re
a étant une quantité constante; léquation (11) prend
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES DOUBLES. 141 ainsi la forme plus symétrique (12) SIV—P(p—p')—Q(g —q')}&—0.
L'équation (10) n’est qu'un eas particulier de celle-ci ; car en supposant la projection rectiligne perpendiculaire à l’axe des x, on a dx — 0, dy — dl, et dz — qdy — q'dy, ou g — g'— 0. Le résultat définitif de cetie discussion peut donc s'énoncer dans les termes suivants :
Si la surface cherchée est seulement assujettie à se terminer. dans une surface donnée, z —=f{x, y), ou dz = p'dx + q'dy, l'équation (8)
MÉRCtP Ep he Q"a qi doit avoir lieu pour tous les points de la projection sur le plan xy de l'intersection commune des deux surfaces; mais s’il faut en outre que cette projection soit une ligne droite de direction donnée, il suffit que l’on ait (12) JIV—P(p—p)—Q(g— qd —o, l'intégrale étant prise le long de la projection dont il s’agit.
Les restrictions admises dans la troisième hypothèse ne sont évidemment que des cas particuliers de l'hypothèse plus générale que nous venons de discuter. Ajoutons que dans ces deux hypothèses le nombre des équations de condition sera plus grand que celui des fonctions à déterminer, Chaque fois que le contour limite se composera de plus de deux parties ou arcs de courbe distincts; on sera donc le plus souvent forcé d'admettre que ces arcs se réduisent à deux, c'est-à-dire que les fonctions SACRÉ deviennent égales pour à 10 extréme Ne
IV. On cherche Le Maximum c ou qe minimum de
l'intégrale double fic La PT
li | Vdy dx,
ec X 21A ,
dans laquelle V=f(x, ÿs 2 Ps 9 Ts St),
z étant une fonction inconnue de x, y,etp, q,#,5,t ses dérivées partielles du premier et du second ordre. Nous avons déjà trouvé (p. 76) la variation de cette intégrale; et pour lui donner la forme définitive qu’exige l'application de la règle du n° 52, il ne reste qu’à décomposer les Signes de substitution double en signes de substitution simple, en remplaçant en même temps les déri-
Dh d°y d e ar les dérivées réelles
ES da _ J P
soit de y1, soit de y, qu'elles représentent. Maïs cette pré-
paration tant de fois expliquée est trop simple pour qu'il
soit nécessaire de récrire ici la variation de l'intégrale
; ; d vées symboliques +
sous sa nouvelle forme, d'autant plus que la forme abrégée de la page 76 se prète tout aussi bien à la recherche des conditions de maximum ou de minimum, ei permet de les mieux embrasser d’un seul coup d'œil, quand une fois on a bien saisi l'esprit de la règle dont il s’agit, et des notations admises. Il suffira donc d’énumérer les diffé rentes équations que l’on obtient lorsqu'on égale à zéro la variation de l'intégrale, en y regardant d’abord les variations de la fonction z et des limites x,, +, Y1, V2 Comme arbitraires et indépendantes les unes des autres. Le premier terme donne l'équation indéfinie dP dQ d'R d?S d°?T
UNS
dx dy TA dxdy 5 dy° k
qui doit subsister pour butés les valeurs de x, y) comprises entre les limites de l'intégrale double. C’est une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre; et l'équation primitive, lorsqu'elle existe, ou la relation finie entre x, y, z qui y satisfait de la manière la plus
générale, renferme au plus quatre fonctions arbitraires, dont on peut disposer en général pour satisfaire à quatre équations aux limites.
dd z :
Les termes en 0z et Tr SOUS les signes /] donnent #0
La
dR dR M Pasta 2 PE or ! "us 7" LEP (2) TE 2 + (25 P)y+ de
équations qui doivent avoir lieu pour chacune des courbes limites y — y1,:7 = y2, les dérivées y’, y”, étant relatives à ces courbes.
IN
ddz > Tr SOUS les signes /f donnent de ax
Les termes en 0z et A Lé ® même les deux équations
dR dS.
pe (3) dx ETES | R=—o,
qui doivent être vérifiées le long des deux droites x = x,, TX = Lo.
Le terme en dz sous les signes [] fournit l'équation
(4) S—Ry'—o,
qui n'a besoin d’être vérifiée qu’en chacun des quatre points À, B, C, D (/ig. 1, p. 76), où les deux courbes rencontrent les deux droites, la dérivée y’ étant en chaque point relative à la courbe qui y aboutit.
Enfin les termes renfermant les variations dy, dy», dx, 0% qui sont indépendantes les deux premières de y, les deux dernières de x, y, donnent naissance aux équaiions
ga #4 | J Var 2=:0,
dont la première se rapporte aux deux courbes y — y;, Y—= Y2; etla seconde aux deu droites x —x,, x —7;, l'intégrale f Vdy devant être prise le long de l’une où de l’autre de ces droites.
Comme chacune des équations (2), (3), (5) doit avoir lieu pour deux courbes ou pour deux droites différentes, tandis que l'équation (4) doit subsister pour quatre points distincts, le nombre total des équations aux limites est seize.
70. Lorsque les limites sont fixes, les équations (5) cessent d’avoir lieu et il ne reste plus que douze équations aux limites. Ce nombre étant toujours supérieur à celui des fonctions arbitraires, il n’est pas possible en général de les vérifier toutes à la fois. Dans le cas, cependant, où les côtés rectilignes disparaissent, c’est-à-dire où le contour limite se réduit à deux courbes, les équations (3) et (4) s’en vont et il ne reste plus que le système (2), qui se résout, comme on l’a vu, en quatre conditions distinctes, nécessaires et suflisantes pour déterminer les fonctions arbitraires. Dans ce cas, on a donc lieu de penser que le problème du maximum ou du minimum admet une solution.
11. La première des équations (2) est peu symétrique à cause de la dérivée seconde y” qu’elle renferme; mais en éliminant cette dérivée on rétablira la symétrie et l’on prouvera en mème temps que les équations (2) comprennent comme cas particulier les deux équations (3). En effet, si l’on différentie la seconde équation (2)
Ry?— Sy +T—o,
en y regardant y comme une fonction de x, ainsi que cela doit être, puisque cette équation se rapporte à l’une des
courbes limites y = 7, où y =, on aura
dR /dR 7 (2R7'— S) y" + DANCE a —$). y"? |
dx dy PA as) ‘en Fons dy dx dx ]
Entre cetie CARRE et la première des équations (2) on peut éliminer y”; le résultat ne renfermera plus que y'avec ses puissances seconde et troisième, et on le rendra linéaire en y” en faisant servir de nouveau l’équation
Ry?—$Sy +T—o
à l'élimination successive de y* et y”. Quandton aura effectué ce calcul, qui ne présente d’autre difiiculté que sa longueur, et qu’on aura multiplié par une puissance convenable de dx, on verra le système (2) prendre la forme symétrique
ÎS ri 1 d TR DE s( D — Rs Brie e)]e r) CAL 3 dx
el DIR
dx dy dy AIO (6) dR ( dS dR (S: dT :
P——=— R|— +3 — — 111 dy LE \ dy Prdz x) da dy N a |
Rdy°—$ dx dy + Tdx' = 0,
Telles sont les conditions à remplir par la fonction z le long des deux courbes ÿ = ÿ1, y —y>, ou mieux le long de chacune des courbes limites, quel que soit leur nombre. On peut même, pour généraliser, les étendre aux côtés rectilignes x'= 2, x = x, lorsqu'ils existent. En effet, la valeur nulle de la différentielle dx qui caractérise ces deux côtés, réduit les équations (6), la seconde à
Ron IV. 1O
ds ne dR ] dR 3 dR | ‘e qui entraine dx + — dy = 0, ou — = 0:la pre # a ë, dx ne dy ) | dy | l mièré, par conséquent, à di dS
et les ramène ainsi aux conditions (3) déjà établies pour les côtés rectilignes dontil s’agit. On tiendra donc compte à la fois des équations (2) et (3) en étendant les conditions (6) à tous les poinis du contour limite.
Pour les quatre points d’intersection des courbesy=71, VE yaavec les droites X'='r;, 11 Six, ul faute; orne aux équations (2) et (3), ou aux équations (6), la condition (4), laquelle, à cause de R — o, se réduit simplement à
72. Nous signalerons, en passant, un cas dans lequel les équations aux limites se simplifient considérablement; c’est lorsque, en raison de {a forme parüeculière de la fonction V, l’expression
ART —S
est identiquement nulle. Dans ce cas, en effet, la seconde des équations (6) donne
(7) DRE CAE
et Fa première devient identique. I! suffit. donc alors, pour que les conditions aux limites soient satisfaites, que léquation (5) subsiste le long du contour limite entier, et qu'on ait d'ailleurs $ — o aux quatre points A, B, €, D. Nous nous bornons à indiquer ce résultat
MAXIMA ET MINIMA DES INTÉGRALES DOUBLES. 147 en laissant au lecteur le soïn de Île vérifier Jui-mème. Au lieu de supposer fixes les limites de l'intégrale, on pourrait établir différentes relations entre les valeurs limites de x, y, z, p, q; en suivant la même marche que dans Île cas précédent, il serait toujours facile de trouver les modifications subies dans chaque hypothèse par les équations aux limites. Mais pour les applications que nous avons en vue, une pareille discussion aurait peu d'utilité et nous l’omettons sans regret.
13. Nous ne pouvons, au contraire, passer sous silence un des points les plus délicats, les plus difficiles que l’on reucontre dans la recherche des maxima et minima des intégrales doubles, et qui rend cette recherche beaucoup moins satisfaisante que celle des maxima et minima des intégrales simples. La dificulté à laquelle nous faisons allusion, vient de l’ignorance où l’on est du degré de généralité que comporte la fonction qui doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles d’un ordre supérieur au premier. D'abord on ne sait pas à priori si une pareille équation admet ou non une équation primitive en termes finis qui ait la même généralité qu'elle; et alors même que lexistence de cette équation équivalente est certaine, on ne sait pas combien de fonctions arbitraires elle doit renfermer : tout ce que l’on peut affirmer en général, c’est que le nombre des fonctions arbitraires contenues dans l'équation primitive, lorsqu'elle existe, est au plus égal à celui qui marque l’ordre de l’équation proposée aux dérivées partielles. Àjoutons que, quand même on connaîtrait le nombre des fonctions arbitraires renfermées dans l’intégrale la plus générale, on ne saurait pas encore au juste par combien de conditions particulières, ou par combien d'équations aux limites elles pourraient être déterminées,
OO
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de cas particuliers nous porte à inférer, comme nous
l'avons déjà admis sans preuve, dans ce qui précède, qu’on peut en général assujettir une fonction z de deux variables x; y, donnée par une équation aux dérivées partielles de l'ordre 2, à remplir 7 conditions particulières, ou à vérifier n équations exprimant chacune explicitement ou implicitement ce que doit devenir la fonction z pour une relation particulière établie entre les variables x, y; c’est-
à-dire, géométriquement parlant, qu’on peut assujettir
une surface dont on connaît seulement l'équation aux dérivées partielles de l’ordre n,à passer par » courbes disunctes, et qu’elle sera alors entièrement déterminée.
On sait, en eflet, qu ’étant donnée une équation entre x, Y, Z et ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre n inclusivement, on peut fixer arbitrairement Îles valeurs que dévront prendre pour æ = 0, ou, en général, pour une relation déterminée f (æ, y) = 0 entre les variables x, y, la fonction z et une de ses dérivées partielles de chaque ordre
jusqu’à celles de l’ordre n — 1, les valeurs, par exemple,
desidtz d'or
ne MAR ra? CL QU de ces valeurs, Joïntes à l'équation proposée, on peut déduire les valeurs correspondantes de ioutes les autres dérivées. Par cela même tous les éléments constitutifs de Ja foncuüion z%*c’està-dire tous les coeficients dont dépendrait son développementen série, supposée convergente, sont complétement déierminés pour la relation particulière
de z,
ou le long de la courbe que cette équation représente, de telle sorte que l’on puisse construire par points, ou de proche en proche, la surface à laquelle appartient Por-
donnée z. De ce théorème connu il résulte immédiatement : 1° qu'une surface dont l'équation aux dérivées partielles est du premier ordre, est complétementixée lorsqu'on l’assujettit à passer par une courbe donnée; 2° qu'une surface dont l’équation aux dérivées partielles est du second ordre, peut être construite lorsque, en outre de la courbe qu’elle doit contenir, on donne la position du plan tangentle long de cetie courbe, ou, en d’autres termes, lorsqu'elle est assujettie à contenir deux courbes infiniment voisines l’une de l’autre ; 3° que la surface qui doit satisfaire à une équation aux dérivées. partielles du troisième ordre, est déterminée, quand, avec la courbe et le plan tangent, on donne la courbure dela section normale à la courbe, c’est-à-dire quand on l’assujettit à passer par trois courbes infiniment voisines, et ainsi de suite.
La proposition que nous avons avancée est donc vraie, lorsque les z courbes données sont infiniment voisines les unes des autres, et tout porte à croire qu’elle sera encoré"vraie, lorsque les 7 courbes seront situées d’une manière quelconque dans l’espace. ?
74, V. On cherche le maximum ou le minimum d'une
Lt 3 Z, ’ | f Vd:dydx, 2 [#4 e/ Z,
V=f{x, PLU
intégrale triple
dans laquel le
u étant une Jonctioiiconnue de trois variables indépendantes x, y, z, et p, gr ses dérivéés partielles du pretnier ordre.
Nous avons déjà donné, p. 86, la Variation de cette intégrale. Cherchons actuellement les équations indéfinies et aux limites qu'entraine la condition générale de maxi-
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Le premier terme de la variation fournit l'équation in-
définie
TR
qui doit subsister pour toutes les valeurs de x, y, z comprises entre les limites de l'intégrale, ou pour tous les points de l’espace compris entre les six surfaces À,, À, B;, B:, C;, GC (n° 43) qui limitent le champ de l’intégrale triple.
Les termes en Ju affectés de substitutions donnent le premier système d'équations aux limites
R p dz cl 3180 — P — — NO MT dy | 2) dy Ÿ Q — P ER 0; DE 107
la première aura lieu pour les deux surfaces courbes C;, C2, la seconde pour les deux cylindres B,, B,, et la troisième pour les deux plans AÀ,, A,. Les dérivées'par-
uelles Me dans la première équation sont celles de ax y
l’ordonnée z, ou z, de la surface courbe C, ou €, que î A LEE, ; à l’on considère ; la dérivée _ dans la seconde est relauve à l’un ou à l’autre des cylindres B,, B..
Un second système d'équations aux limites No.
{ 5) | Vie RAGE
PT Vdedy Es (EX
est fourni par les termes affectés des variations dz,, 02, D Y1s D Vas D Lis 9 X2, dont les deux premières sont indépendantes de z, les deux suivantes de y, z, les deux dernières de toutes les variables principales x, y, z. La première de ces nouvelles équations (3) aura lieu pour tous les points des deux faces courbes z = z,, z — z,; la seconde pour toutes les génératrices des deux faces cylindriques Y = Yi, Y = .Y2, l'intégrale f Vdz devant être prise le long d’une quelconque de ces génératrices ; la troisième équation, enfin, devra être vérifiée pour chacune des deux faces planes xx, x = x2, l'intégrale ff Vdy dx s’étendant à l'aire entière de l’une ou de l’autre de ces dernières faces. |
La solution du problème du maximum ou du minimum absolu dépendrait ainsi d’une équation indéfinie et de douze équations aux limites; mais comme ce problème, par sa nature même, est impossible, nous passons à l’examen des modifications que doivent subir les équations obtenues, en raison de certaines restrictions apportées aux limites de l'intégrale.
75. 1° Les limites Lis Las Vis Vas Z15 Z29 de l'intégrale sont fixes. — Le système (3) disparaît et les équations aux limites se réduisent au système (2). Pour les ramener à leur plus simple énoncé, considérons un point x, y, z de la surface limite C, ou C:, et désignons par x, G, y les angles compris entre la normale à la surface et les axes des coordonnées. Si, dans la première équation (2), on remplace les coefficients #, 7. — 1, par Cosæ, cosf, cos y, qui leur sont proportionnels, elle prendra la forme
symétrique (4) P cos x + Q cos B + R cosy — 0;
sous cette forme elle exprimera que la droite menée par le e
point x, y, z et faisant avec les axes des coordonnées des angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels à P, Q, R, doit être tangente à la surfacelimite. L’équation (4) ne remplace pas seulement»la premire des équations (2), elle comprend les deux autres comme Cas particuliers; en effet, si l’on suppose : 1° côs y — 0, ce qui caractérise les deux cylindres B;, B,, elle devient P cos & + Q cos 6 — 0, ou parce que
dy: A cos & dx + cos f dy —0o, Q—P _ — 0, et elle coïncide,
par conséquent, avec la seconde équation (2); 2° si l'on suppose à la fois cos 5—0o, cos y —0, ce quia lieu pour les deux plans À,, À, elle se réduit à P — o ou à la troisième équation (2). Les diverses conditions relatives aux limites sont donc exprimées à la fois par la seule équation (4) étendue aux six surfaces À,, A2, B:, B,, CG, C2 ou, plus généralement, à toutes les faces limites, quel que soit leur nombre.
Si l’on fixe, en outre des faces limites, la valeur que w doit prendre sur chacune d'elles, toutes les équations aux limites (2), (3) disparaîtront et seront remplacées par les équations qui assignent à u des valeurs déterminées.
16. 2° On donne seulementles valeurs que u doit prendre sur les surfaces limiles, ces surfaces pouvant ellesmêmes se déformer d’une manière quelconque. — Soit f(x, y, 2) la fonction donnée avec laquelle doit coïncider sur une des surfaces limites, sur celle, parexemple, A COrrespond à la limite ner de z, et désignons pal P 5:59"
À Re À MORE A à
r! les dérivées parüelles — :
1 Hr° dy” dz
#1 | lu—[(x,7,:) = 0
de eette fonction
condition
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| (9 a +(r—7) ao,
et permet d'éliminer d'u de la somme
cu ue Ms ou), lors Ji l 1 (ri as Se) Ant
AR
Re”,
des termes qui, dans la variation de l'intégrale, sont aflectés de la substitution z = z,; ces termes alors fournissent une seule équation
dz | V — (RP de
qui doit être vérifiée sur la surface limite que l’on considère, les dérivées paruelles a étant relatives à cette même surface. Ces dérivées sont d’ailleurs faciles à déterminer; car, en différentiant tour à tour par rapport à æ et à y l'équation u — f(x, y, z), qui est supposée avoir lieu pour la surface limite dont il s'agit, on obtient
my
RAR. RE a dx dz : z PDU NE + 7 api el par suite A UN pp de NE A 8 à TS A SEA A TT Per?
substituant, 1l vient (5) Na Es (2 ES p') nn QUE NS R(r—7r') =o.
Telle est donc l'équation relative à la himite z,, Une équae E- gun QE.
tion toute pareille aurait lieu pour la seconde limite z
si pour cette limite la fonction & était assujettie à une
restriction semblable. | Supposons à présent que « doive devenir égale à
F(x, y, 2), non plus sur une des surfaces courbes z = z,,
3 = Z,, Mais sur la surface cylindrique y = y1, de sorte
que l’on ait
el, par suite,
on pourra éliminer d u des termes
mL, 1% Zs l ; € SA | vs y, + ([Q—P 2 ju! dzdx va ; | ; ;: dx \
de la variation de l'intégrale qui sont affectés de la substitution y —7y;. Ces termes alors donneront une seule
équation aux limites
à ’ LU r «+ » d ; 0 . “ f .
Pour déterminer la dérivée qui est relative à l'in-
tersection du cylindre B, avec le plan xy, il sulit de comparer les différentielles totales de u et de f(x, y, z) pour cette même intersection, On trouve ainsi
dy et pdx —- qdy por —+- q'dy;, ent ES) 9 —=q valeur qui ramène Péquation aux limites à la forme
(6) | JV P (p—p')—Q(4a—g')}di=o,
## l'intégrale dans le premier membre étant prise le long
d’une génératrice quelconque du cylindre B,. La condition de coïncidence de u avec la fonction f(x, y, z) sur la se-
conde surface cylindrique y = y: conduirait à une équation toute semblable à Péquation (6).
Enfin, si cette coïncidence devait avoir lieu sur une des faces planes, sur celle par exemple qui correspond à la limite inférieure de x, de sorte qu’on eût
| la f(x, 7, 2)}=0
et, par conséquent,
| Lou+(p—p)dx) = 0,
on éliminerait du des termes
x, Le Z 3 u. LÉ À (VI x, + Pdu) dzdy Æ a
aflectés de la substitution x = x; et, après avoir fait sortir des signes / ff la variation dx, qui est indépendante de toutes les variables principales, on égalerait son coeflicient à zéro, ce qui donnerait
(7) JS IV P(p—p'}} ddr = 0,
l'intégrale double s'étendant à la face plane entière A..
La coïncidence sur la surface plane correspondante à x, fournirait une équation toute semblable.
77. La restriction que « doit coïncider, aux limites de l’intégrale, avec une fonction donnée f(x, y z), entraine, comme on vient de le voir, des équations de forme différente (5), (6), (7)pour les trois couples. de surfaces C;, Cas; Bis Br, A, APE rakon eh.est que les quatre dernières se irouvent effectivement dans des conditions plus resireintés que fes deux premières, puisque Îles
surfaces B, et B; sont assujetlies à être cylindriques et perpendiculaires au plan xy, et que Îles surfaces A,, A, doivent être planes à la fois et normales à l’axe des x. Pour généraliser ce genre de conditions particulières, admetions qu’une surface limite quelconque, celle, par exemple, qui correspond à la limite inférieure de z, doive être un cylindre dont la génératrice fasse avec les axes des coordonnées des angles déterminés ayant pour cosinus a, b, e, et que l’on exige, en outre, que w coïncide avec la fonction connue f(x, y, z) pour tous les points de ce cylindre; on aura à la fois
ge da, da, iu— f(x y,z)) oo, a — + b— —=c, ”
Lx dy et, en prenant les variations, Fi do z dd z | fou+(r—r)z) = 0, Re sË ne
Intégrée, la seconde équation aux dérivées partielles du premier ordre donne d2,— v (ay br},
o étant une forme de fonction arbitraire. On pourra donc éliminer à la fois du et 0 z, des termes affectés de la subsutution z — z,. Si l’on fait, pour abréger,
W=V—P(p—}p) —Q(qg— qg')—R(r-#), à
ces termes deviendront MP | se
tion Paie 93; mais Comme À renferme les deux variables x, y dans la combinaison particulière ay — bx,
nous somme “obligé , pour obtenir l'équation de condition définitive, de ramener 4 à ne plus porter que sur une seule variable. Dans ce but, faisons tourner le système des coordonnées autour de l’axe des z jusqu’à ce’ que l'axe des x devienne perpendiculaire à la génératrice du cylindre limite que lon considère, et appelons £, n, z les coordonnées du nouveau système, liées aux anciennes par les équations
£ ay — bx ax + by CRU er PES ee à v
Vi — c° Vic! F ® (ay — bx) devenue fonction arbitraire de la seule variable £ sortira du signe d'intégration relatif à n, et son coefficient égalé à zéro fournira lPéquation
JWén—= o. ès De Or, la générairice du cylindre si se projetant sur le plan xy suivant la nouvelle ordonnée », dn sera dans un rapport constant avec la différentielle al de la génératrice; on
pourra donc remplacer dn par db et écrire
[Wal = O1. dr
l'intégrale JS Wdl étant prise le long d' une génératrice quelconque du eylindre limite; telle « ic. |’ équation
de condition cherchée. 18 |
ls :
et se réduirait, par
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Supposons, en outre, que la restriction u = f(x, y, z) e A ]
düt subsister pour cette mème su rface, ou qu'on eût
| Lu —?(s e, Ya NEO; el, par suite,
# | du +(r=r)èai= O.
Les termes de la variation de l'intégrale aflectés de la substitution z — z, deviendraient, par l'élimination de du et
de Ÿ z,, AX, PTefZ ne. J J | Wardz
et conduiraient à l'équation FANadydr 0,
dans laquelle l'intégrale double devrait s'étendre à la projection entière du plan limite sur le plan xy. D'ailleurs, comme la différentielle ZA du plan limite est dans un rapport constant avec la différentielle dxdy de sa projection sur le plan xy, l'équation précédente peut s’écrire plus simplement JWdA RO
l'intégrale / WA devant s'étendre au plan limite entier que l’on considère.
… 78. Résumons en peu de mots les résultats auxquels nous sommes arrivés. Étant donnée, avec ses dérivées parüelles p°, g', r’, une fonction f (x, y, z) avec laquelle la fonction cherchée « doit se confondre sur une des surfaces
* limites, sans que cette surface limite soit d’ailleurs assu- _jettie à aucune restriction, on doit avoir pour chaque
point de la surface | (RME PER ON 7 TER (r— 7) = 0,
Mais si l’on demande, en outre, que la surface limite soit un cylindre engendré par une droite de direction donnée, l'équation de condition se changera en
LANGE D
l'intégrale f Wd! étant prise le long d’une génératrice quelconque /. Enfin, si la surface limite devait être nn plan parallèle à un plan donné, il suffirait qu’on eût
(10) JS WaA=o,
l'intégrale f WdA s'étendant à l’aire totale À du plan limite.
19. Quelles que soient les restrictions auxquelles on assujettise les limites de lintégrale f[f Vdzdydx ou les valeurs limites de la fonction u, l’équation indéfinie (1) reste toujours la mème. C’est une équation aux dérivées partielles du second ordre, Quoiqu’on ne sache pas-à priori si elle admet ou non une équation primitive en termes finis, ni quelle est la nature de cette équation lorsqu'elle existe, on est porté à admettre que la fonction u, qui y satisfait de la maniere la plus générale, sera complétement déterminée, lorsqu'on laura assujettie à vérifier deux conditions particulières, du genre de celles que fournissent les équations aux limites. Or, dans les deux hypothèses que nous venons d'examiner, le nombre effectif des équations aux limites est égal à celui des faces différentes du solide qui constitue le champ de l'intégrale triple; il faudra donc, ou que ces faces puissent se réduire à deux, ou que plusieurs équations aux limites deviennent identiques, sans quoi le problème de maximum ou de minimum n'aura pas de soluiion,
— ss Or ia——
HUITIÈME LECON
Méthode de Jacobi pour distinguer les maxima et Îles minima des intégrales simples. — Application de cette méthode àx quelques cas HS: ak el particuliers.
Li)
80. Lorsque les fonctions inconnues dont dépend une intégrale où une éxpression. définie S ont été déterminées de manière à rendre nulle la variation première 98, et qu'on les fait varier très-peu avec un paramètre x, e est-àdire en donuant ace paramètre un accroissement trèspetit, l'expression $ subit elle-même un changement, dont le sens dépend uniquement du signe que prend la variation seconde d?S : lorsque cette variation seconde est positive, la valeur de S augmente; lorsqu'elle est négative, la valeur de S diminue. Il en résulte que l’expression S, dans laquelle on aura déterminé les fonctions inconnues, comme nous venons de le dire, sera un maximum si la variation seconde d?S reste toujours négative, un minimum si elle reste toujours positive, quelques déformations qu’on fasse subir aux fonctions dont il s’ait. Mais si la variation seconde 0?S peut changer de signe, si elle est positive pour certaines déformations et négative pour d’autres, l'expression S pouvant tantôt diminuer, tantôt croître, ne sera ni un maximum ni un minimum.
Ainsi, pour distinguer analytiquement le maximum du minimum, on aura à discuter la variation seconde à, Mais cette discussion, facile en prinoine, est dans la pratique hérissée de grandes difficultés, qu'on n'a \pu vaincre jusqu'ici que dans les cas les plus Lara En effet, tout
cé qu on a pu obtenir dans cette voie est à peu près compris dans la méthode donnée par Jacobi pour distinguer les maxima et les minima des intégrales simples : c’est cette méthode que nous allons exposer d’une manière aussi élémentaire que le comporte le sujet, en mettant à profit les commentaires dont elle a été l’objet de la part d’autres géomètres.
Considérons l'intégrale simple
vo PE ra | Vudx, e L
dans laquelle V est une fonction donnée de x, y, y’, y',..., 77. La recherche du maximum ou du minimum de cette intégrale se partage en deux parties : dans la première on peut supposer les valeurs limites de x, y, y", 7”...., 7% fixes, mais quelconques, et chercher la relation entre y et x qui rende l'intégrale maximum ou minimum, relation qui renfermera en général 2 n constantes arbitraires ; dans la seconde on fait varier les valeurs limites dex, y,y',y”,...,7"") autant que le permettent les conditions du problème, et l’on cherche les valeurs des 2n constantes arbitraires pour lesquelles l'intégrale soit plus grande ou plus petite que pour toutes les autres valeurs, très-peu différentes de celles-là, qu’on pourrait
. donner à ces mêmes constantes. Cette seconde partie de
la question rentrant entièrement dans la recherche propre au calcul différentiel des maxima et des minima des foncs uons de plusieurs variables indépendantes, nous n’avons pas à nous en occuper ici ; il nous suffira, en conséquence, de chercher le maximum ou le minimum de l'intégrale S dans l’hypothèse où les valeurs de x, y, 7’,..., y(%-1) relatives aux deux limites restent invariables.
Dans cette hypothèse, si l’on appelle P, P,, P,,...,P,
IV. il
les dérivées partielles de V relatives à y, #’,7",...,700), et qu'on fasse, pour abréger,
(P)=—P Fr je SAONE 7 AO 4 d'Pr
dx dx? MN 620
la variation de l'intégrale du premier ordre sera
= [| PO .ce,
et celle du second ordre
Jp Lx P)07 + (P)9r| ar.
La première condition du maximum ou du minimum, 28 —0, conduit à une équation différentielle de l’ordre 27
à laquelle on satisfera de la manière la plus générale par une certaine relation
(2) EAN Œis Aus s Lo CR
entre y, x et 27 constantes arbitrairés. Puisque (P) est nul, la variation seconde se réduit à ”
(3) »s= f "2(r P)0y.dx,
et il s’agit d'examiner si elle peut, où non, changer de signe.
82. L'existence du maximum ou du minimum exigeant que la variation seconde de l'intégrale ne puisse changer de signe, et, par conséquent, qu'elle ne puisse être nulle en même temps que la variation première, on voit d’abord qu'il n’y aurait ni maximun ni minimum si, dans
be] "ous
les conditions du problè mé, dy pouvait recevoir une valeur autre que zéro, qui rendit D (P) nul identiquement, ou pour toutes les valeurs‘de x. Or pour faire varier y sans que (P)v varie, c'est-à-dire sans que l’équation (P) —o cesse d’avoir lieu, il n’est qu’un seul moyen : c’est d’altérer lés constantes di, @s,..., contenues dans l’intégrale de l’équation différentielle (P) — 0. Cela est évident ; car puisque cette intégrale est la valeur la plus générale de y qui vérifie l'équation (P) — o, aucune autre valeur de y ne pourrail,y satisfaire.que pour des valeurs particulières de x. Aïnsi la seule forme de dy qui puisse rendre d(P) constamment nul, est
df df
D pe 2h à Pr EL AE SAR À, 3 RUES PRESS ) An
? da; | EP NO das MNT ou bien
df df äf
4 APRES te MOSS EE ARE er CORNE EEE (4) Y ‘da, PURES. F7: Fi da.
en désignant par &, @:,..., a, les variations d'a,
da, . . . das, qui sont de nouvelles constantes arbitraires. Telle est donc l'intégrale ou la solution la plus générale de l'équation diflérentielle 9 (P) — o. Elle renferme 27 constantes arbitraires, ainsi que cela doit être; car il est facile de voir que le développement de d (P) renferme d'y avecses dérivées successives jusqu’à l’ordre 2 7 inclusivement.
L'existence du maximum ou du minimum exige donc avant tout que dy ne puisse pas avoir la forme (4). Or comme nous supposons fixes les valeurs limites de x, y,
#74 ,...,.7079), sans que la déformation de y soit assujetiie ‘a d M restrictions, dy pt être une fonction quelconque de x, POSE qu'elle s’évanouisse, avec ses dérivées successives jusqu’à l’ordre 7—1, aux deux limites de l’intégrale. On en conclura que, si les constantes 4,
HR
a»,... dans la formule (4) peuvent être déterminées de manière à vérifier les conditions dùoy do : a Lo y
dy 40 De Ce O, de? HO =,0;
AS à
aux deux limites de l'intégrale, la solution (2) ne donnera ni maximum ni Minimum.
83. La restriction imposée à dy, afin que la variation seconde d5S ne s’évanouisse pas, est susceptible d’une interprétation géométrique très-remarquable. Si l’on regarde x ety comme les coordonnées rectilignes d’un point, l'équation y = f(x, &,a,...,a:,) représente. une courbe plane qui se déforme d'une manière continue, quand on fait varier les constantes a,, a,...., avec un paramètre commun x. Donnons à ce paramètre un accroissement : et désignons, comme nous l'avons fait, par dy, dy,..., les dérivées successives de y relatives à x, nous aurons une nouvelle courbe du même genre que la première, mais dans laquelle à l’abscisse x correspondra l’ordonnée
CHAT = YF +107 + dy +...
M) Pour que cette courbe passe par un point donné À de la première courbe, il faut qu'en ce point on ait Ay — 0, ou, en divisant par t,
NÙ vy ” DPI EEE 0 TA 0:
Pareillement la dérivée y’ sera la même pour les deux courbes, ou les deux courbes auront un contact du premier ordre au point dont il s’agit, si l’on a en ontre en ce point
-0y! Re : Le 0
dy" — ENT
Le contact des deux courbes sera du second ordre, si la nouvelle condition
Sy" + d2y" +... —0
est remplie avec les deux précédentes, et ainsi de suite. Or, lorsque : tend vers zéro, la seconde courbe s’approche indéfiniment de la première ; pour : — 0 les deux courbes coïncident et les équations précédentes deviennent
dd y M. ? dy" — FPE —
; dy = O, d'ILETA dr — O0,..
Donc, si la variation dy et ses 7 — 1 dérivées successives s’évanouissent en même temps au point À, ce point sera la limite de l'intersection de la courbe donnée et d’une autre courbe du même genre ayant avec la première un contact de l’ordre 7 — 1, et tendant indéfiniment à se confondre avec elle.
Ces considérations permettent de formuler de la manière suivante le résultat obtenu n° 82 : Ayant trouvé une courbe AB qui satisfait à la condition dS — o, pour reconnaitre si elle correspond réellement à un maximum où minimum de l’intégrale S, on fera varier les constantes contenues dans son équation, et l’on cherchera s’il est possible de déterminer par ce moyen une courbe de même nature passant par deux points donnés de la première courbe et ayantavec elle en ces points un contact de l’ordre ñn—1; ensuite on rendra ces points mobiles sur la première courbe et on les fera approcher simultanément des points extrèmes À, B correspondants aux limites de l'intégrale ; cela posé, sil arrive qu’en même temps la seconde courbe s'approche indéfiniment de la première, de sorte que les deux courbes coïncident lorsque leurs points communs sont en À et B, la solution qu'on examine ne
dénuiefa di un maximun ni un minimum de l'intégrale proposée. Il en sera de même, évidemment, si le contact de l’ordre 7 — 1 des deux courbes infiniment voisines peut ayoir lieu en deux points C, D, situés entre A et B sur la première courbe, puisque l’intégrale, n’ayant ni maximum ni minimum entre C et D, ne saurait en avoir dans toute son étendue.
Au lieu de faire varier les deux points de contact, on peut évidemment fixer le premier point en À et faire mouvoir le second sur la courbe donnée, jusqu’à ce que la seconde courbe coïncide avec elle; on trouvera ainsi la limite jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle l'intégration ne doit pas s'étendre, pour que le maximum ou le minimum ne cesse pas d’avoir lieu.
84. D'aprés cela, la première chose à examiner est si la forme (4) de la variation on, est compatible ou non avec les conditions admises, c’est-à- dire si dans l'équaton k we :
df df df Lape
au, * da, s ds
Vi qe & | At Mé à
on peut trouver pour les constantes &;, æ,... des valeurs différentes de zéro, au moins pour quelques-unes d’entre elles, et telles que dy avec ioutes ses dérivées successives jusqu’à l’ordre 7 —1 s'évanouisse aux deux limites de l'intégrale, ou seulement pour deux valeurs distinetes de œ comprises entre ces limites, Si cela est possible, la discussion est terminée et l'on n’a pas besoin d’aller plus loin, car on sait qu’alors il n’y & ni maximum ni minimum; mais si l'on parvient à reconnaitre, au contraire. que dy ne peut pas avoir la forme ci-dessus , il faudra examiner le signe de la Variation seconde 9S pour d’autres formes adnussibles de 9y. Pour cela, on sera obligé de faire subir à la variation seconde 9°S diverses
tranformations ayant pour but d'introduire sous le signe intégral un carré parfait multiplié par un facteur connu. Ces transformations reposent sur certaines propriétés d'une classe particulière d'équations différenuelles linéaires, propriétés que nous ferons connaître dans les numéros suivants. |
85. Soit y une fonction homogène entière et du second degré de z, z/, 2"... 7 z(*), z étant une fonction quelconque de x et z', 2/,... ses dérivées successives; désignons par g'(z),w/(z'),...,0(z()) les dérivées partielles de o relatives à z, de Fr lis nous disons que l’expression
d.g/(z) d'o'(z") duwl(zr))
LA PAM ENNE) UN EUEE NE db EN AGE 1 Sa + LOT ES et dx % dx? #à Fra dx"
fonction linéaire de z, z', z/,..., 2(2), peut se mettre sous 27 5 L 9
la forme
ro d,A,z2 ANA dn, A, tn) (6) AE RS te Re dx dx? dx" À, À,, 5%, À, ne renfermant que la variable x. Remarquons d’abord que si lon fait, pour abréger, d?o
EF re dat) dz ©)?
a, = a, ne renfermant plus ni 3 ni ses dérivées, la fonction o aura nécessairement la forme
D > dy8s tr An28 Æ :Gor22 à Het à on 220) Î Fa: | A 7 ; Fr 1h) —+- ie Z + di2 Z 2 À CR UC OT à 2 in? Z\ ?
La mire H y(n) Per Ti 9e AL 0, ei do 2 2
ses dérivées partielles seront donc
1[%\ Le . ! 7 \ w"(z) Ayez + do2 + A2 +... + ain),
Ha / Sn 7 D'(z") —auwz+ai3 + 452 +... +ai,z), 4 Ce /4 APS 4 / /
p (z ) Eh: PT ee Ai + A2’ 2 4 » . + FES ACTE
! 4; ! (a g'(20) — 4503 + An 2 + 42 + + una).
Diflérentions ces équations par rapport à x, la seconde une fois, la troisième deux fois, etc., et ajoutons-les après avoir changé le signe de la seconde, de la quatrième, etc., équation, nous trouverons la fonction ® (z) exprimée par une suite de termes dont les suivants
14 2 [24 (n) d.aiz d'.asse Ve A 1 à
(7) GET dx ue Art de. Ma dx"
ont déjà la forme voulue (6). Les autres se groupent deux à deux en binômes de la forme
q) p PP Apq 21
PA 2 \P) LS ASE Es mn Au re Re AE UE
dx
dont chacun peut encore être ramené à la forme (6), En effet, soit p => q, p — q = r; désignons par h, 1, k trois nombres entiers positifs tels que A+i+k= p+g,et h2k; écrivons pour simplifier a au lieu de Aygs Et-posons df, ati) z(4)
lip ets
dxh dx"
en prenant chaque fois le signe supérieur ou inférieur suivant que À — À est pair ou impair; le binôme qu'il s’agit de transformer sera
Lg =(— 1) [p, g].
Or il est facile de s'assurer qu un binôme quelconque de la forme [ h, | se décompose en deux autres de la mème
forme, et qu'on a généralement (A, 4]= {A 1, AÏ+Ta— 1, à Ha), on aura donc aussi
LP, g]=p—1, gl +[p—1, g +).
On pourra décomposer de nouveau chaque terme du second membre en deux autres, et en continuant ainsi, on parviendra nécessairement à exprimer [p, q| par une suite de termes qui rentrent dans l’une ou dans l’autre des formes
Le, ml, [mel Nais, eu vertu des notations admises, on a
a, hi 2 Pa ; . dm+i atp+1-m— Ai) (mn) dd. atP+a—2m 1); (+) (5) Le +4, 0] = — = ——————————— —— (4 E (SE
dn..afp+1—2m) 3(m)
dx"
Ainsi les termes dont se composera définitivement [| p, q| et par suite le binôme Z,, auront tous la forme requise. On peut ajouter que l'indice du premier terme sera g, et vus 2 + D + 4 — 1 :
celui du dernier terme 277 où 2277", suivant que De 2.
p + g est pair où impair.
86. Nous pourrions nous contenter de ces indications générales, qui prouvent déja suflisamment la possibilité d'effectuer la transformation dont il s’agit; mais comme la marche que nous venons de signaler conduit très-facilement au développement définitif de [ p, g|, nous ne laisserons pas de la suivre jusqu’au bout.
On trouve d'abord successivement D Cradle dat] Et Rien (ren gi pe, 91 + [Pr 2, gr Lp — 2, g]=[p —3,q]+ [Cp —3;g+ 1],
eve is haleine: 27e. jm à © 2. © :s = + « ne 016 ete re ie ve be
Lga+2,qal=lg+i,q)+la+iq+ih
on à d’ailleurs, en vertu des relations (8),
[+ 1, g}= UE q y
Di
substituant, il raie donc
(9) Cp; 9) == [904 D+la+ng+il
+ [g+2,q+i]+...+[p—i, qg+il.
ou
Cp; q| (9 q| + |g +1,qg + 1] +R, EX ser .
si l’on fait, pour abréger, .
Ri=([g+2,g+1]+[9+3,g+i]+...+[p—r, 9+nl:
Les différents termes de cette dernière équation, développés de la même manière en série de la.forme ? (9), donnent successivement
Ty +, qg+i]=-[fqg+1, g+al],
[g#3, 9 +1] — (+2, g—+il+ig+2 92),
ie pe ce
[g+4, g+il=-[9+1, g+1]+[q+2, +2]
: ‘ 1 praigul la + +++, 9 +2] +[g+3, g+2]+... + [p—0, g+01.
DISTINCTION DES, MAXIMA ET MINIMA. 171 En ajoutant ces équations en nombre p—q—2=1# 2, on trouve
| 4 R==(r-52)[7 +1, g+ilæ(r—3g +2, HE PA + R,
OU
Ro (7 OR + 3, al x—5)[g 4 di 21 HR. 1.[p 22 |.
Chaque terme de cette nouvelle série peut se développer de la même manière, et ainsi de suite. Si l’on appelle n, le coefficient du terme qui en a p avant lui dans Île développement de la n°"* puissance du binôme, en sorte que
No Nn—= TI, RE MIERR El à = — TEE
7 (n— 1) (z—2)...(n—p+1) D DR .p
Rp Nip =
UN
si, de plus, on se rappelle la relation facile à vérifier w Ro + pme (8 +i)prs qui donne l’une après l’autre lestégalités
Ho — (na + 15% n+(a+il=(r+2), nj+(n+i)+(r+2h=(r +3),
> Br Fate el D SET nds Wrin. +. à. + 6 ele à jets € 1h! Se le sise 2" v ete dsl e
y + (nr + then +2) +... + (2 +p)r — (re + +1), ou, en d'autres termes,
Hn je (ze cts 1h Si NE (72 à 2): : t- ùr + (za NAS p 1n re (re alor P Te 1}n4 (E
on trouvera successivement
RL (r—3).[g+2, ga] + (r—4}(g+38, +3] + (r—5}[g+4, g+31+(r—6)[9+5, +3] +...+2[p—3, q +3]
(r—3)},[g +2, +2]-+(r-44) [4-88 7-28TePR,
Ro fr — 4h[a+ 3, 9 3h (r— 5) [g +4, 9 FAI
+ (r—6), [9 +559 + 41865 } Ta +6 9141 +...4+3,[p — 4, q +4]
= Sfr hla+8 9 +8]+(r—5h[a+é +41 Rs
etc. On poursuivra ces développements jusqu’à ce qu'on ait épuisé tous les termes, c’est-à-dire jusqu’à ce qu’on arrive à une expression qui n'ait plus besoin d’être transformée. Cette expression sera, dans le cas où rest un nombre impair :
r— TI r —
= 544 To M > l
Ft
ne)
dans le cas où r est un nombre pair -
r r | z' A AN 3 — — nul EUROS: rc Es" hi: 28 8. E pe .
R,. =2|9 dre PT + fo+t 441)
“à c Si l’on substitue les valeurs de R;, R:,...,1p, g | sera exprimé par une série dont les termessuccessifs renfermeront[9,qgl,[a+r,g+il, [qg+2,g+21,..., multipliés respectivement par les coefficients
Remettant pour [p, g{, [9, a], [g+:, g+xl,...
leurs valeurs, on aura donc définitivement
dP. az). _ d. az(P) d1. at”) z(4) r dti, au2) Z(9+1)
dx? + du 7 dx1 T dei r (r — 3) dit? al—)3(9#2)
n “4 ë C9 dxTr?
r(r Lie: 4)( (r ts 5) dits. atr—5) z(4+3) CHE — een lon mi TUE 1205 Var :
série qui finit d’elle-même lorsque les dérivées de & cessent d’avoir un sens, et où l’on prendra le signe supérieur ou inférieur suivant que la différence p — q = r sera paire ou impaire. Le dernier terme de ce développement sera dans le premier cas
et dans le second
LS r pr Ge une MT TEE Le le indice q —|- — —= LM > OÙ PE — 7 “AC À ce D} 2 f 2 2
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qui affecte ce dernier terme, est nécessairement inférieur à n, puisque p est. tout au plus tégalà %, et p > g. Cette observation est importante, car elle prouve que les binômes Z,, qui font, partie de D (z) et qu'on ramène à la forme (6) par les développements qui précèdent, ne peuvent contribuer en rien à Îa formation du terme 1 RS EAU)
dx"
ment au dernier des monômes (5). Il est donc démontré non-seulement qu'on peut développer ® (z) en une série de la forme (6), maïs aussi qu’on aura dans le derniér terme dece développement,
» lequel, par suite, devra son existence unique-
87. Revenons à l'expression Ÿ (z) que nous venons de mettre sous la forme LIAIZON AIDES 4. d'. Anz0 J
dx a dx"
Si nous y remplaçons z et ses dérivées z', z/,...,parume autre fonction u et ses dérivées u’, u”,...."ellerdeviendra
Cela posé, nous allons démontrer que la différence uP(z)— zb{u)
est une dérivée exacte, quelles que soient les fénctions LLCLEZY Considérons en effet deux termes correspondants quelconques dP. A ,z() dr A» u(P) |
DISTINCTION DES MAXIMA ET MINIMA. 179 de cette différence, et rappelons-nous que, d’après un théorème connu du caleul différentiel, on a
' _ el utp) — Ê du AS UT p (p — 1) d’.A, z(P) ulP—?) 1 2 dx y z _. 2 | Aqua —E RAS Pt — 1) d?, A ,u(P) z(P—?) fr | Lee dx? FT |”
si l’on retranche la seconde équation de la première, et qu'on fasse, pour abréger,
PA AE A, [utp) z(P) Len u(P)z(P)] =10,
U, = Ê A, [utr) 2-0 —— UNE zRPET, | I
IT { NE af!
| PE 1 A [utp) ZE?) __ yg(P—2) z(P)]} ja
\ U, = A, [u(P)z — uz(P)1, le couplede termes que nous considérons, deviendra
\ d?,.A,zP) dP.A} utP)} Œ\ dU, air Ü,] 2 DRE a 7 à ut. ut Li — Re LÉ PS LT a Vie MAPP ES | dx | dx ide PT |
- Si, dans cette équation, on donne successivement à P toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu’à 7.et qu’on ajoute les différents résultats ainsi obtenus, on trouvera la différence u D (3) — z D (x) exprimée par une suite de dérivées exactes: cette différence sera donc bien ellemême une dérivée exacte.
88. Examinons en particulier la forme que prénd la différence u ® (z) — z D (u), lorsqu'on y fait z = uz,;,
z, étant une nouvelle fonction quelconque de x. Si, dans les équations (11), on substitue à z et à ses dérivées les valeurs
He), f z'—uz + u'z,
(4 [4 ñ 2 = us +2uz + u”2,,
D se DAND EE | € LEA DIROANAC ) PPT)» (pt)
= Le... u@ie 1 au
Zz(P) — u2
U,, U,,..., U, deviendront des fonctions linéaires de
3, z",..., 2% et le coeficient de £ dans le développe-
ment de U, sera
A, ; Re | pp 0). (pres +) tr) ut
plpi)..(p— r+1) pp —1).(p—5+1)ur at},
expression qui reste las même lorsqu'on permute entre eux les indices r, s. Ainsi U,, U,,..., U, seront exprimées
par des équations linéaires en 7°, 2°,..., 2°; dans lesquelles les coefficients seront les mêmes sur les lignes horizontales et sur les lignes verticales de même rang; il en résulte qu’on peut les représenter par les dérivées parelles d’une fonction , homogène, entière et du second
; ) degré de z', z!,..., ZùE , de sorte que
4 4 UE a, U.
DNA RRE FE ET He | a
Dès lors, si l’on’ajoute les équations (11) après les avoir
multipliées respectivement par z,, z, z",...,2%, le
premier membre sera 24,, tandis que le second membre
À» u(P) < Mr AR) a RE z3 \
HA
— À, 2(P) up) 2; + L nc) 2 +... + us
se réduira à
dP .2z; dP.uz;} A, lufP) 2 (P) | À dx dx? |?
on aura donc 1 dl 22 dP.uz > (P) ER Dine rt (12) Ÿp A ju TS ( TU
valeur symbolique, ou abrégée, de la fonction homogène du
second degré en 2, z,:.., 24 dont lesdérivées partielles
représentent les quantités U,, U,,..., U,. On obtiendra la valeur de d,, sous la forme définitive, en remplaçant z par uz, et effectuant les différentiations indiquées.
Les différents couples de termes dont se compose la différence u D (z) — zP(u), s'expriment ainsi par les dérivées partielles de certaines quantités d,, d.,..., d,.
fonctions homogènes du second degré en z',2",..., 21".
Done, si l’on fait d— VE de +... da, [2 (n)
Ÿ sera encore une fonction homogène de z°, z°,...,2z du second degré, et l’on aura (eo) ar
d dv! (2) d'a") udiae zu) HUIT CR RRQ npr er SAR RTE y le (1 ) u (z) (x) dx ÿ"( à dx ai dx"! \ Il est essentiel de se rappeler qu'un terme quelconque d, de la somme bd—%, +4, + ...4, ne renferme les dérivées de z, que jusqu'à l’ordre p inclusivement,
car il en résulte que le carré z.
entre u niquement
IV
topo Ni
« F Te . ] k .
dans le dernier terme d,, où il a pour coeflicient —- À, n°, £ D) c’est-à-dire que l’on a F d'+
FE n)2
ro
89. Admettons maintenant que « soit une valeur connue de z qui satisfasse à l'équation différentielle (z)—=o, en sorte que P D{u) — 0
La
soit une équation identique, et faisons, pour abréger,
120 LR r ,(n) d. (100 “rc "(ai ).
Biz) —Ÿ"(3,) + dx ee dx"
l'équation (13) donnera, en intégrant, fu$(z) dr = (7).
Le procédé qui nous a conduits à transformer Ÿ(2) (n° 85), s’appliquera également à l’expression P,(z'), puisqu'elle dérive d’une fonction homogène d du second degré de la même manière que P{z) se déduit de la fonction homogène 6. Donc, ®,(z") pourra aussi se développer en une série analogue à (6), et l’équation précédente prendra la forme définitive
d.B,z" d"-\,B, 2 (14) Jfud(z)de= Br +, Eee,
dx dant
Bi, B:.,./.,B, étant dés fonctions de, x,, w 1,4 200400 faciles à calculer dans chaque cas parüculier. Notons ici seulement que la dernière de ces fonctions, en vertu dé ce qui précède, aura pour valeur
Punta AU
En résumant les résultats auxquels nous sommes
parvenus, nous pouvons maintenant énoncer les deux théorèmes suivants :
» Le Taéoreme I. — Si ® est une fonction homogène du second degré en z, z/, z/,..., z("), l'expression
_dp(s)., d'.e(77) dr. g'(z0) A1 RES ET) Rp rte LEE LS LR à?
PAt2) dx pr dx? dx"
La.
sera une fonction linéaire de z, z', z”,...,20"), qu'on
pourra mettre sous la forme
d.A,z! d?.A,z: d". A. z(1) RU Rd ou tee dx dx? dx" et l’on aura d? 4 A == ds dzta)?
Tuéorème Il. — Si u est une valeur particulière quelconque de z qui satisfait à l'équation différentielle DA ES di AS 2" d'A, 2)
Dr) Ar + HE — 0,
da dx? re
et qu'on fasse z — uz,, le produit u P{z) sera une déri-
vée exacte, quelle que soit la fonction z,; son intégrale
prendra la forme (n)
x . d.B,2 dE 2 MAD TR 2 RES Ph 2. Pi 7. ( } WE dx — dr 9 et l’on aura B, = A, u?.
91. Ces deux théorèmes nous serviront à effectuer les transformations nécessaires pour mettre en évidence le signe de la variation seconde 9S. Lorsque les valeurs limites de x, y, y',7”,...,7"7" sont fixes, cette variation
est, comme nous l'avons déjà vu,
La
»s =| S(P)or.dx,
et l’on a, d’après la signification connue de (P),
dl, d'JP, dÿP — AVE ae : + ARR % BAR ER Pair te de
Or, en faisant, pour abréger, d?V
lt PART le POP OX
on trouve
OP = ay 2 + dy 2 + 022” +: © + Gen 2), OP, — 4,242 as RE OS ae oP, = A9 Z — A; z! + HAN AE ... + TEA -
‘ (4 0P, = no Z C2 un Zn A La Œn 7 re = PSE Ann 2).
Les seconds membres de ces équations sont évidemment les dérivées partielles de la fonction homogène du second degré
D— —@022+ Anrr + AQ227 +... + Qon220) ÿ-
1! 11 ME ME Aur2 TE ant 2 +... 4aizztus
WE eV COL RDA Te AU
+ & Ann 20420, c'est-à-dire que
OP m Ur) DPI 0 (2%, Pi v (70520 JP, g" (200)
ET TT À
ds
DISTINCTION DES MAXIMA ET MINIMA. 181 on aura par conséquent Ÿ 4 4 7 de US d.v'{2\ d?.9(z d'.o!(20)) D diese) ee" | dx dx!’ dx"
expression à laquelle, en vertu du théorème I, on peut donner la forme
dd, APz" diEA SE d". À, z(n) CEUREL EE BA DRE RP EN ep er fa dx a dx? JE: dx’ ( }
et la variation seconde deviendra
(15) NE — [ 20(2)dx.
Nous savons d’ailleurs que S(P) —®(z) — o est une équation différentielle à laquelle on satisfait de la manière la plus générale en donnant à dy ou à z la forme (4), en sorte que, si l'on fait
df df af
te: Un ——)
U —%; 2 da; da; don
on aura identiquement, ou pour des valeurs quelconques de æ, P{u) =o; d’où l’on conclura, d’après le théorème IT, que u®(z) est la dérivée exacte d’une expression de la forme
Rudi B, 2 deze SPAS RE PRES LISA PA à dx dx" :
dans laquelle
AU
£omme la fonction z et ses dérivées z/, z/,..., zl"-1)
sont nulles aux deux limites de l'intégrale, en vertu de l’hypothèse admise n° 81, il en sera de même de z, et de ses dérivées jusqu’à l'ordre 7 — 1, du moins si l’on choisit
les constantes #,, 2,,..., de manière que w ne soit nul pour aucune des limites.
92. Cela posé, si nous remplaçons z par uz;, nous irouverons, en intégrant par parties,
Te à | x, 05 = [ sut(s)dr = za DZ) + | z ®(2,)dæ, X ra ex,
ou simplement
(RARE 8 — ] 2 @,(z!)d#, “ Li puisque z,, comme nous venons de le dire, est nul aux deux limites de l’intégrale.
Cette nouvelle intégrale se transformera de la même manière, dès qu’on aura trouvé une valeur quelconque de z', qui satisfasse à l'équation différentielle P,(z,)= 0. Or, comme
Al d.æ,(2%)
Ds ES mur. | à chaque valeur de z qui rendra D (2) nul, correspondra, en vertu de la relation z = uz,, une rai de z+ qui réndra D, (z,) constante, et si nous posons
Eh pu Ÿ +... + Bu VW,
Bi, G:,-.., étant un nouveau système de constantes arbitraires, l’équation Ÿ(z) — o setrouvera satisfaite quand on donnera à z la valeur », ce qui revient à remplacer z par #’,. Donc la valeur #, de z, réduira la fonction ®;(z') à une constante, ou fera qu'elle ne dépende plus dex, mais uniquement des valeurs attribuées aux constantes arbitraires æ&, 5, dont on pourra disposer de mamière à rendre celte fonction nulle, où à vérifier identiquement
DISTINCTION DES MAXIMA ET MINIMA. 183 l'équation D,{# ) — 0. Dès lors en faisant
4 (4 il z, ntfs
on conclura du théorème IL que P;(z) est la dérivée exacte d’une expression
d.C, z! de? ,C,zt) PS SN ER “AE —— ne © 2 RE " CCR. ere mer
et qu'ainsi une nouvelle intégration par parties ramènera la variation seconde à la forme
(16) d?$ = f z, Dr(z,)dx T;
À chaque valeur de z', qui rend ®,(z°) nul, correspond, en vertu de la relation z°=— v’ 2°, une valeur de z°, qui réduira ®,(2") à une constante; or si l’on pose
À ARE à 1 ns à ET TIRE ce Van 9 WW, WP W,)
dan
d EE Coran T7 on pourra ape des nouvelles constantes arbitraires
ir Li: \ PES 2, Q w!
Ji3 Vas «de manière à Hérihes I équation Di(w)—o; donc D: sera une valeur de z, qui rendra la M P, (z°) indépendante de x, et qui par une nouvelle relaon convenable entre les constantes arbitraires rendra cette fonction nulle, en sorte que l'équation P, (w°)— 0 sera identiquement vérifiée. Dès lors, si l’on fait
HUIT 2 W
la variation seconde prendra la forme
( I 7) d2 S sd Lan D, ( z" :) dæ.
Une nouvelle transformation semblable conduira à exprimer la variation seconde par une nouvelle fonction indéterminée 2, et amènera 2n nouvelles constantes
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arbitraires, liées entre elles par trois équations de condiüon. En continuant ainsi, on arrivera nécessairement à une équation
(18) MS— | 2, (2) dx,
dans laquelle ®, (29 ) aura la forme Q,z°" . Le coefficient
Q, est d’ailleurs facile à déterminer, car on a Œ&V
DE FE 2 nds r? 1e Ar = dyn?? B, = A,u?, Ce = B,e' , D, — Crw! , elc.,
et par suite,
valeur qui, substituée dans la variation seconde, lui fait prendre la forme
D EPS (19) 6 | à PME CLARA dx.
93. Avant de tirer de cette forme dernière de d?S des conclusions définitives, il est bon de rappeler les substitutions qui y ont conduit, et de passer en revue les diverses formules qui doivent servir au calcul du facteur
uv'w"...2, Soit toujours
MR JA te So ta
l'expression la plus générale de y en x qui satisfasse à l'équation différentielle de l’ordre 2n, (P) — 0, et dont on a déterminé les 272 constantes arbitraires @,, @:,... . \ 0 Q Al à LE de manière à rendre nulle la variation complète de l’intégrale S = f V dx. Pour amener la variation seconde à
DISTINCTION DES MAXIMA ET MINIMA. 189 la forme voulue, on écrira d’abord les n équations : ea Te + D ++ an D (20) o RE +R +. + Bu D CET T. Ye L +. Po 2. :
col ete ‘le iv ln ete, 07 8, AD AT ee + oien de ot nn 'e, s# «
dans lesquelles +, 6, y,... sont des constantes arbitraires en nombres: n°; ensuite on fera successivement
Vus M UW,,,. ONE UZ,,
et l’on tirera l’une après l’autre de ces équations les valeurs des quantités u,#'., w",,... exprimées au moyen des
Parler «dr fonctions 25" et des constantes « SPRL LE da,’ D, € da. , ; P
Ces constantes ne sont pas tout à fait indépendantes les
unes des autres, car elles doivent satisfaire aux FÈTE. T .
équations suivantes :
| do )—o, (ww (22) { P(æ”
| DO REtn UN .
les fonctions D,, ®,,..., étant définies par les équations Jub(z)dr = — (3), Joi®,(z,) = — d(z,),.
Ajoutons que le nombre de constantes réellement indé-
pendantes éprouve encore une réduction considérable par
le fait que le produit uv .w,... ne renferme que des
combinaisons particulières de «, 6, Ys++.9 OU Fr lement les rapports de ces combinaisons, entre lesquelles il existe en oütre un certain nombre de relations identiques. Nous ne pouvors signaler ici que d’une manière vague cette réduction, qui se présente d’ailleurs d’ellemême dans les cas Dore
“Le facteur z° , le seul qui dépende de la variation dy
ou z, est une ncHon hhéairé de 2,642 "eee comme on le prouverait sans peine en exprimant succes-
sivement Z,, 2! en z à l’aide de la dernière colonne
D JU Es
des équations (21), auxquelles on peut donner la forme
La théorie des déterminants fournit du. resie un (n
moyen très-simple d'exprimer le produit u#w,...2 en fonction de u, v,w,...,2, comine l’a prouvé M. Hesse (Journal de Crelle, t. LIV, p. 227 et suiv.) dans unexcellent Mémoire, auquel nous avons emprunté unepartie des développements qui précèdent. M. Hesse commence par énoncer le théorème suivant :
. © En désignant par a, b,c,...,n + 1 fonctions d'une seule Variable et par a', a/,..., al) les dérivées succes- ‘sivés de la première ion , par 0/,.0/, 20000
de la seconde, etc., on a
| a} (a) -aMha)e7, 44/3100 Ha (8) (YA) | 6 8..0m | Ékc) Cie)... r 00 L'10-170000S
À étant une constante ou une fonction quelconque dé ja variable indépendante. »
On établirait sans peine ce théorème en développant les dérivées qui entrent dans le premier membre, et s’appuyant de ces deux propriétés connues des déterminants:
1° qu'on peut ajouter ou retrancher à tous les éléments d’ une même colonne des quantités respectivement proporüonnelles aux élémens d’une autre, sans altérer la valeur du déterminant; 2°. que si lon multiplie chaque élément d’une colonne par un même facteur À, le déterminant entier se trouvera multiplié par À.
Cela posé, considérons le déterminant
| ARS AMP AU)
| 0 pp : p(n) D= w x’ È (2) | ;
| z a ar
remplaçons u, v,w,... z par leurs valeurs,
UE OURR, ARTE T0 uz,
Substituant à #'#sv,..., 2" leurs valeurs
tirées de la seconde ligne des équations (21), on trouvera
de même
D= 2% A) Te EG ne
et, en continuant ainsi, on arrivera enfin à l'équation
(23) D = ire. Zi
Le déterminant
qui se déduit de D en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne, se réduira de même à .
—1 Nm) FE D, = up" pl...
En divisantle premier déterminant par le second, on aura
pr
/ D En) (n) (24) = WW, . 7,05 112 )
c'est la valeur cherchée du produit en question, et la variation seconde deviendra, par conséquent,
(25) Ps = f Mae A dyt? D; Ti
La variation dy ou z, avec ses dérivées, entre uniquement dans le numérateur D, et si l’on représente par D,
la dérivée CRUE dz\P)
indépendant de z, z’,..., 21%, le rapport des deux déter-
> laquelle à son tour est un déterminant
minants contenus dans dS s’exprimera ainsi :
D __D;z + D,3. +... LD:
95. Cette discussion a été nécessairement un peu longue, mais par compensation les conclusions qu’on en tire sont très-simples. La forme (19) ou (25) à laquelle nous avons pu ramener la variation seconde de l’intégrale f Vdx, prouve, en effet, que le caractère distinctif du maximum et du minimum se trouve uniquement dans la dérivée partielle du second ordre
dytn)?
Si cette dérivée reste toujours positive ou toujours négative entre les limites de l'intégrale pour la relation entre x et y soumise à l’examen, cette relation correspondra dans le premier cas à un minimum, dans le second à un maximum de l’intégrale; mais si elle change de signe entre les limites dont il s’agit, il n'y aura ni maximum ni minimum. Dans ce cas, en effet, on pourrait évidemment disposer de la fonction arbitraire z ou dy, contenue dans le facteur D, de manière à rendre à son gré la partie positive de l'intégrale (25) plus grande ou plus petite que la partie négative, et par conséquent la variation seconde d°S serait elle-même susceptible de changer de signe.
Dans ce que nous venons de dire, nous avons supposé
: D Te le facteur — ne
implicitement que ni la dérivée
deviennent infinis pour aucune valeur de x comprise entre les limites x, x, et nos conclusions ne seraient plus légitimes s’il en était autrement, parce qu'alors la variation seconde d°S pourrait elle-même devenir infinie, ce qui rendrait incertaine Pexistence du maximum ou du minimum. La règle que nous avons énoncée ne sera donc rigou-
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reusement établie, qu'autant qu'il sera démontré qu’on peut trouver pour les constantes «,5,...,@1, B:,...,ün système de valeurs qui satisfasse à la fois aux conditions (22) et qui ne rende D, nul pour aucune valeur de x compriseentre les limites de l’intégrale. La rt de reconnaître s’il existe ou non un pareil système de valeurs, est en réalité la partie la plus délicate de la théorie de Jacobi, et elle attend encore sa solution générale.
: : LL , D x Nous n'avons plus à examiner ici le cas où TS pourrait n +
être constamment nul entre les limites de l'intégrale, car nous avons déjà fait remarquer, au commencement de. cette leçon ,que si l’on pouvait admettre une valeur de dÿ qui rendit constamment nulle la fonction sous le signe intégral dans la variation seconde, on n'aurait affaire ni à un maximum ni à un minimum de l'intégrale proposée.
96. Après avoir exposé la méthode générale par laquelle on distingue les maxima et les minima des intéorales simples, renfermant une seule fonction inconnue Y
avec ses dérivées successives jusqu'à un ordre quelconque, nous allons faire l’application de cette uthède aux cas particuliers les plus ordinaires.
Supposons d’abord que dans l'intégrale
ge Ta Sie £ V dx,
ce À
dont 1l s’agit de trouver le maximum ou le minimum, V ne renferme que x et.y; soit de plus
la valeur de y qui rend nulle la variation première de l'intégrale, la variation seconde se réduira, pour cette
LE
même valeur de y, à
d'où il résulte immédiatement que le maximum ou le
. . Q . Poe » ŒV minimum a toujours lieu, lorsque la dérivée es reste y
constamment soit négalive soit positive, sans devenir in-
finie, mais qu’il n’y a, au contraire, ni maximum ni minimum toutes les fois que cette dérivée change de signe entre les limites de l'intégrale.
97. Considérons en second lieu le cas où la foncuüion V dans Pintégrale f V dx renferme x, y, 7". Soit
Fi rar, à) la solution qui rend nulle la variation première; dési..
; ds 1. à d gnons, pour abréger, par r,, r, les dérivées partielles Le a,
d à ee Nous avons vu (n° 82) qu'en donnant à dy la valeur AE NS
Gil + ol, 1, Ga Étant des constantes arbitraires, on rendrait nulle la variation seconde dS, et qu’il n'y aurait, par conséquent, ni maximum ni minimum, si dy pouvait recevoir cette valeur dans les conditions du problème, qui exigent que dy soit nulle aux deux limites de l'intégrale. La première condition du maximum ou du minimum esi donc que l'équation Fr | 9 Lt ons 0 8 ON : RS ne 3121;
m étant arbitraire, ne puisse avoir lieu à la fois aux deux limites de l’intégrale, ni même pour deux valeurs quelconques de x comprises entre x; et X,, C'est-à-dire que le
7 . A rapport - ne passe pas deux fois par une même valeur m,
lorsque x augmente continuellement depuis x; jusqu’à x.. Si cette condition est remplie, on examine de plus près la variation seconde
CS =f* P\oydx,
laquelle, en faisant z — dy etu—= api + rs, prend la
forme Fe DNAuË— vz do =——————— (He ais dx .
dy’? u?
Comme la variation seconde ne peut non plus devenir infinie, sans que l’existence du maximum ou du minimum soit compromise, il faut en second lieu qu’on puisse assigner aux constantes arbitraires &,, «, des valeurs telles, que le dénominateur w ne s’évanouisse pas, c’està-dire que l’équation
&71 + 272 — O0, Ou (0
ne soit vérifiée pour aucune valeur de x comprise entre æ et Xe Or cela est toujours possible pourvu qu'il existe
une valeur que le rapport - ne prenne pas entre les i- T
mies de l’intégrale, puisqu'il suflit alors de donner-à m
Lo
ou à — — précisément cette valeur. La nouvelle condi-
fi tion du maximum ou du minimum est donc que le rap- Lan é . Q 2. , port — ne prenne pas, entre les limites de l'intégrale T
toutes les valeurs possibles depuis CRIS jusqu’à #00. ,
DISTINCTION DES MAXIMA ET DES MINIMA. 193 La : e ? Cp A Le rapport — jouit d'une propriété, remarquable que T2
nous allons indiquer. Comme 7, et r; aussi bien que la
fonction plus générale &, r, + &,r, sont des valeurs de dy
ou de z qui rendraient nulle l’expression d (P), à laquelle d.A,z/
on peut donner la forme À,z — 7, On aura identi- Le quement d.A,r d'A, r" A pi, Eee eh Te Aa 9 o71 4 , 072 dx ?
ou bien, en éliminant À, et intégrant,
{ 4 2 Altnr—nr/)=C, =
Cette dernière équation, dans laquelle C est une conad?
stante arbitraire, et À, — TA? montre que la dérivée de F
7 ne ch de sig a Yen ch ; 7. ne change pas de signe quan gra en change point, ce qui d’ailleurs est une des conditions essentielles du
maximum ou du minimum. Il en résulte que le rapport 7 . , . ° .
— est sans cesse croissant ou décroissant ; que s’il est crois- T2 sant, après avoir atteint la valeur + , il passera brusquement à — æ pour croître de nouveau; que s’il est décroissant après être devenu égal à — « , il deviendra subitement + « pour décroître encore; de sorte qu'il ne pourra reprendre la mème valeur sans passer successivement par toutes les valeurs possibles comprises entre - LA L2 L] L] e A 7 — © Et + D. Ainsi les deux restrictions imposées à — T2 par la condition que la variation seconde ne devienne ni nulle ni infinie, se confondent en une seule. On voit en IV. 13
même temps combien il est essentiel que.les limites de : l'intégration ne soîent pas trop étendues. En effet, si l’on fait croître la variable x à partir de la limite inférieure
61 r re . L | «3, le rapport — croîtra ou décroîtra d’une manière con- , T2 , ,
tinue et pourra, après avoir passé une fois par l'infini, reprendre, pour une certaine valeur de x, la valeur qu'il avait pour x — æ1 3 cette seconde valeur de x est la hmite supérieure Jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle l’intégration ne doit pas s'étendre, pour que le maximum ou le minimum puisse avoir lieu.
Ces conditions préliminaires étant remplies, l'inté- S ; prie d?V:
.grale S sera un maximum si la CRE reste constamment négative, un minimum si elle reste constamment positive; mais l’intégrale ne sera ni maximum ni, minimum si la dérivée dont il s’agit ALES de signe entre les limites x, et x.
98. Considérons encore li nt grale f Vdx dans laquelle V.est fonction de x, y, y’, y”; A que
M Dir tiait di, G3; &)
soit lasforme de y qui rende nulle la variation première JS; désignons, pour abréger, par z la variation dy, par :
Pie # e. df É a df df l'as Tes T'as T1 les dérivées partielles Eat —— ; —<—, et Fe ee à P da, da, da, posons U— Ar Hd: + GT + Gr, p—= Bin +bir ++, TS RE À TPE FA DEA VIL HN pri D, = 3 San) / "
ï Ce
la variation seconde prendra la forme
»s= | te x, ® Di
Entre les huit constantes &, G, il existe [(22),n°93] une certaine équation de condition ,(v)— 0, que nous n'examinerons point ici. Îl est d’ailleurs facile de voir que ces constantes n’entrent dans les déterminants D et D, que par les six combinaisons
&i Ba — &2 Bis Cu Ba — 3 Bis a B, — a B, do B3 — 23; Gex Ba — 4 @s Bi — @s Ps
liées entre elles par une relation identique; car si, au produit de la première et de la sixième combinaison, on ajoute celui de la troisième par la quatrième, on retrouve identiquement le produit de la seconde par la cinquième. À joutons que la variation seconde d?S ne contient que le rapport de ces combinaisons, de sorte que le nombre des constantes réellement arbitraires se réduit à trois.
Cela posé, pour l’existence du maximum ou du minimum, il faut:
1° Que d y n’admette pas de valeur qui rende nulle la variation seconde d°S, c’est-à-dire qu'il n'existe pas de valeurs des constantes &,, 4», &3, &«,, différentes de zéro, au moins quant à quelques-unes d’entre elles, qui puissent vérifier l'équation
Qi Fi + Go la + Ga + X Ty —= Q
aux deux limites de l'intégrale, ou, en général, pour deux valeurs distinctes de x comprises entre ces limites ;
2° Que la variation seconde ne devienne pas infinie, et, en particulier, qu'on puisse assigner aux constantes a, B des valeurs qui ne rendent nul le dénominateur
196 CALCUL DES VARIATIONS:— DISTINCTION, ETC. D, = uv — wy, pour aucune valeur de x comprise entre Li Lt Lo ;
d’V : ti 3° Que jrs ne change pas de signe entre les limites
de l le Si ces trois conditions sont remplies, il y aura maximum reste 2 : d?V ou minimum, suivant que la dérivée —; api négative ou positive.
Nous ne parlerons pas ici de la A ction desmaxima et minima des intégrales doubles; les indications qu'on a données à cet égard n'ont guère d’utilité pratique, parce qu'elles reposent sur l'intégration de certaines équations aux dérivées partielles, intégration qu’on ne sait
presque jamais effectuer.
NEUVIÈME LEÇON
Recherche de courbes planes ayant des propriétés de maximum ou minimum.— Ligne la plus courte entre deux points. — Courbe de longueur donnée renfermant l’aire maxima. — Courbe qui engendre la surface de révolution minima.— Courbe de longueur donnée qui engendre la plus grande ou la plus petite surface de révolution. — Courbe de longueur donnée qui engendre le solide de révolution du plus grand ou du plus petit volume.— Courbe génératrice de la surface de révolution qui sous une étendue superficielle donnée renferme le plus grand ou le plus petit volume.
99. Parmi les applications du Calcul des variations à la Géométrie, les plus simples sont celles où l’on cherche des courbes planes jouissant de certaines propriétés de maximum ou de minimum. L’équation de la courbe étant rapportée à un système de coordonnées rectangulaires x, y, la question revient toujours à déterminer y en fonction de x de manière à faire acquérir à une ceriaine intégrale ou à une certaine expression définie sa plus grande ou sa plus petite valeur. La marche à suivre pour résoudre toutes les questions de ce genre ayant été expliquée avec détail dans la sixième leçon, il nous suflira de passer en reyue d’un coup d'œil rapide les formules dont nous aurons besoin.
Dans les problèmes dont la résolution sera l’objet de cette leçon, l'intégrale qu'il s’agit de rendre maximum ou minimum ne renferme avec la variable x et la fonc-
tion y que la dérivée du premier ordre y’. La question à résoudre est donc celle-ci :
Étant donnée une fonction V de x, ÿ, y’, trouver la relation entre ÿ et x pour laquelle l'intégrale
Lo S = f Vdz
devienne maximum où minimum.
Si l’on appelle P, P,, les dérivées partielles de V relatives à ÿ, 1, la variation complète de l’intégrale sera
+] (Vx, + P,0 y) =} (Vôx, + Pidy).
dP, dy.d ) As
La forme cherchée de la fonction y doit rendre dS nulle et par conséquent satisfaire d’abord à l'équation différenelle du second ordre
.( | Br neo W'kes laquelle, par deux intégrations successives, donnerala relation eherchée entre à, y, avec deux constantes arbitraires.
L’équation (1) s'intègre immédiatement une première fois lorsque V ne renferme pas la variable x, mais seulement y, y, et elle conduit alors (n°61) à l'équation différentielle du premier ordre
(2) V By ec;
c étant une constante arbitraire. Lorsque V ne renferme pas y, on a P — o, et l’équa-
NE ton (1), devenue ee
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— 0 et intégrée, donne
P,=— constante.
Dans le cas plus particulier encore où V et par consé-
“quent P, est fonction de la seule dérivée y’, il en résulte
[RE a] 7 { AG à a] 3Q Y'= constante, et, par suite, en désignant par a et b des constantes arbitraires |
y = ax + b,
équation d’une droite qui est alors la ligne cherchée.
Les équations aux limites sé modifient selon les restrictions imposées aux valeurs limites de x, y, ou aux points extrèmes de la courbe cherchée. On remarque surtoui les cas suivanis : |
© La courbe doit étre menée entre deux points fixes. —- Les valeurs limites de x, y, étant données, la variation DS ne fournira aucune nouvelle condition relative aux limites. $
2° La courbe doit étre menée entre deux droites fixes parallèles à l’axe dés y.— Les valeurs limites de x étant données el celles de y restant variables, on aura (n° 57, 1°) les nouvelles conditions
X, La | Pre 0e los;
on les énonce plus simplement en disant que l’équation |
doit être vérifiée aux deux limites de la courbe. 39 La courbe doit étre menée entre deux droites
fixes parallèles à l’axe des x.— Les valeurs limites de
y étant données et celles de x restant variables, on aura
(n° 57, 3°) les équations aux limites
x, La Dome, [w-vye,
ou. plus simplement °P P ,
(4) V—Py —o
pour chacune des limites de la courbe. Dans le cas particulier où V ne renferme pas x, nous avons vu que l’équation générale de la courbe prend la forme V—P,y=c; la condition (4) exige alors qu’on ait c — 0.
4° La courbe doit étre menée entre deux lignes quelconques.—Soit ÿ —=f{f(x) l’équation de l’une ou de l’autre de ces lignes ; les coordonnées de l’extrémité correspondante de la courbe étant assujetties à vérifier cette même équation doivent en outre (n° 57, 4°) satisfaire à celle-ci
condition qui, en vertu de l’équation (2), se réduit simplement à c+P,f'(x) —o, lorsque V ne contient pas x. Les équations aux limites, jointes aux restrictions posées à priori, serviront toujours à déterminer soit les points extrêmes de la courbe, soit les constantes arbitraires contenues dans son équation. | Les formules simples que nous venons de rappeler suffisent à la résolution des problèmes suivants :
PROBLEME I
100. Trouver la ligne la plus courte entre deux points donnés.
La longueur d’une courbe, plane étant en général exprimée par l'intégrale
Lo 0 Vi+y®.dx, x,
il s agit de déterminer y en fonction de x de manière que cetté intégrale soit un minimum. En conservant les nOtations du numéro précédent, on a
V—Vi+ y”, PO}, D dr
(rer
# e e , . dP e et l'équation indéfinie P en — o devient VA dP,
a € A TEL P, — constante.
Il en résulte
et en intégrant (1) Y = ax + b,
équation d’une droite qui est la ligne cherchée. Les constantes arbitraires a et b seront déterminées par la condiion que la droite doit passer par les deux points donnés.
L'examen de la variation seconde (n° 97) montre que le minimum a réellement lieu, pourvu que les deux conditions suivantes soient remplies, à savoir : 1° que le
dy ] Ab ne prenne pas a même
valeur pour deux valeurs différentes de x, comprises entre les limites de l’intégration ; 2° que la dérivée par-
AE Ar rapport des deux dérivées = ; «a
| d?V SE tielle du second ordre Tr reste constamment posilive y 2
enire ces mêmes limites. Or, on à dans le cas actuel
dy da (AA RICE I
. 202 CALCUL DES VARIATIONS, valeurs qui satisfont évidemment aux conditions FE il s’agit. Donc la solution (1) correspond à un vrai minifoum de l'intégrale proposée.
Considérons maintenant quelques modifications du problème que nous venons de résoudre. -”
1° Si l’on ne fixe que les limites de x, en laissant indé; terminées les valeurs limites de y, ce qui revient à chercher la ligne la plus courte entre deux droites parallèles à l'axe des y, l'équation indéfinie (1) restera la même et l’on aura engputre
Pi D, OUR pEE 0,
pour les deux limites, ce qui prouve que la ligne minima est perpendiculaire aux deux droites parallèles.
2° Si l’on fixe, au contraire, les valeurs extrêmes de y, sans déterminer celles de x, c’est-à-dire si l’on cherche
la ligne la plus courte entre deux droites données parallèles à l'axe des x, l'équation
V ee P, pr” —= 0) qui alors aura lieu aux deux limites, donne
HErz
ét prouve ainsi que la ligne cherchée est encore perpen-
—QROU . JE RCS
diculaire aux deux droites données.
"3° Considérons enfin le cas plus général où les extrémités de la ligne cherchée sont seulement assujetties à se trouver sur deux courbes données. Soit Fes f(x) lé-
me: à à quation de l’une de ces courbes, par exemple de celle qui correspond à la limite inférieure, de sorte que la fonction 2 soit assu] ettie à priori à la restricüon
à Dire;
on aura pour la même limite la condition V—{y=f'(x)|P=0o;, où 1+y'f(x) —=0o,
et on en conclura que la ligne cherchée, qui est toujours une ligne droite, est normale à chacune des courbes limites données.
PROBLÈME Il.
101. Une courbe plane étant donnée, trouver une seconde courbe de longueur donnée et telle, que l’aire comprise entre les deux courbes soit un maximum.
Soit y — f (x) l'équation de la courbe donnée; l'aire
LE
qu'il faut rendre maximum, et la longueur de Parc qui doit rester constante, étant exprimées respectivement par les intégrales
1 rs æ}]de, Je pre dk;
le problème se réduira à chercher le maximum absolu de la somme
1 ir—f(x)—cyi+y" dr, ba
c étant une quantité constante, mais inconnue, dont on disposera à la fin du calcul dé manière que l’arc de courbe cherché ait la longueur requise. On aura
PR AE, a — C V=y—f(z)—cVi+y?, P=5, Die ct Vi+ y?
dP, ; ° la formule P — Tr —0 donnera successivement dP, LP 7 Pi zx—a, 5 Ce x ; JE en a LE AE
et, en intégrant,
() (a— 4) +(y—0)= ee.
équation d’un cercle qui est la ligne cherchée.
Puisque les extrémités de l'arc doivent se trouver sur la courbe donnée, les valeurs limites de x, # sont liées entre elles par les conditions cé #,
forcer tr raie
dont il faut tenir compte dans la recherche des équations aux limites. On trouve alors (n° 57, 4°) pour chacune des limites
V— [y —£/(e)}P = 0, ou (2) + y ()=0, équation qui exprime que les deux courbes sont normales l’une à l’autre aux points de leurs interseêtions.
Il en résulte, en particulier, que si la première courbe est une droite, la seconde, dont la longueur est donnée et qui circonscrit ayec la première la plus grande aire possible, sera une demi-circonférence.
Nous avons supposé, dans.ce qui précède, que les points extrèmes de l'arc cherché pouvaient se déplacer sur la courbe donnée y = f (x x). Si, au contraire, ces points étaient entièrement fixes, il n° y aurait plus d’équation aux limites, et les constantes a, b, c seraient déterminées par les condit que Parc de ele doit passer par les points fixes et avoir entre ces points une longueur donnée.
PROBLÈME Il. |
102. Entre deux points donnés, mener une courbe telle, que la surface engendrée par sa révolution autour d'un axe donné soit un minimum.
_ coURBES PLANES. 205 Si l’on prend l'axe de révolution pour axe des x, l’intégrale qu'il s’agit de rendre minimum est
La f YVi+y" dx.
zx es MS
On a donc ri ee NT ms. 12 Hat Va Y=r\i+rt, ERREUR —; Nip et la fonction y doit satisfaire à l'équation 8 6* PET P sea 1 — pre O0.
Or, comme V ne renferme pas explicitement la variable indépendante x, cette équation différentielle du second ordre s'intègre immédiatement une fois (n° 64) et donne
ou, en substituant les valeurs de V eide P,,
Y97 I ——— —= ( } , Vi + AE 2
a étant une constante arbitraire. Il en résulte
Ne RE ady Treo a NN VER
et, en intégrant de nouveau,
es
AL ,2 DDR ET,
b étant une nouvelle constante arbitraire. De cette dernière équation, on tire successivement
ee mn TT & + YHNS — a = ae x TN PrEEb
LE F y —N y: — a ='at 4 ;
et par suite
HAT, LD 7 hi.
(2) 6 He * j
équation d’une chaînette, qui est la courbe cherchée. Si l’on appelle directrice la droite par rapport à laquelle la chaînette a la propriété caractéristique d’avoir son rayon de courbure égal à la normale, on peut ajouter que la chaînette a pour directrice l'axe même de révolution Les limites de l’intégrale, ainsi que les valeurs limitess
Le
de y, étant fixes, il n’y a pas d'équations aux limites ; on disposera alors des constantes a et b, de manière à faire passer la chainette par les deux points donnés. Si ces points n'étaient pas fixes, mais seulement assujettis à se trouver sur deux courbes données, et que y = f(x) füt l'équation de l’une ou de l’autre de ces courbes, on aurait pour la limite correspondante
V— [y —f(x)]P, —o, ou 1+y'f(x) =0;
la chaînette devrait donc être normale à chacune des courbes limites,
103. Nous venons de dire que, lorsque les deux points extrèmes sont donnés, les constantes a, b doivent être déterminées par la condition même que la chaînette passe par ces points. Mais pour que cela soit possible, c’est-àdire pour-qu’on puisse Joindre les deux points donnés par une chaînette ayant pour directrice l’axe de révolution, la distance entre ces points ne doit pas excéder une cértaine limite qui dépend de leurs ordonnées ou de leurs distances à l’axe. Remarquons d’abord que si l’on prend pour origine des coordonnées le point de l’axe auquel correspond la plus petité ordonnée'y = a, on aura b—0;
Péquation de la chaînette prendra la forme plus simple
ne (er) nt à AA Q | a!
3e Ve
et l’on trouvera, en divisant par x,
éd e
L HAPCY # a
SIS
Or, ce rapport ne peut varier qu'entre certaines limites qui sont les mêmes pour toutes les chainettes comprises sous la forme (3), ou qui ne diffèrent que par le para-
4 DE 2, mètre a; en effet, pour trouver la valeur de - qui rende a
T maximum ou minimum, On pose TL
L ZX 2 E use = nes (4) si ed e & AR ee 4 = 9 (41 ?
ou - AR à a et — / ; TL a
on trouvera, par des approximations successives,
” é =æH1,19068...
T À cetie valeur de — correspond a é :
LEE JE
donne
ce qui exprime qu'aux deux points de la chaînette lesquels l'équation (4) a lieu, et dont nous venons d terminer les coordonnées, les tangentes passent par
sine et coïncident avec les deux droites limites. =
Il est done démontré que si l’on mène par l’ori coordonnées deux droites faisant chacune avec l x, de part et d’autre, un angle de 56° 28/ à très-pe toute chaînette représentée par l’équation (3) sera prise dans lPangle supérieur formé par ces droite qu'elle sera touchée par ces mêmes droites aux points | les coordonnées sont x = L1,19968a, y —1,81017a.
Il en résulte qu'il n'est pas toujours possible de déierminer les constantes & et b dans l’équation (2) de manière à faire passer la chaînette par deux points donnés À et B. Si par le point À on mêne une droite AC qui rencontre l’axe de révolution en C sous un angle de
.56°28/, et par le point C une seconde droite CD égale- “ment inclinée sur cet axe, il faudra que le point B se |. trouve au-dessus de la droite CD ; autrement la chainette M ne pourra plus être tracée, et le problème de minimum _ n'aura pas de solution.
104. Pour interroger la variation seconde, différentions tour à tour l'équation (2)
LD LA
a a Tes A M Se met D)
. par rapport à x, a, b, il viendra
FES, = be ; rr LA a a Be 6 Re Se F. < ; # x —b. ET b LCA; x —b J t Le I Æ — TE ay en A” mn. & a es BEA eur à a 1 da 2 HR" eg ; D D GES Jr 4 5 lag + eu ° px db 2 7 f DR RE MER dr Ré Na da a db
L'existence du minimum exige d’abord que le rapport
| us: di S les dérivées +=; Tr» et, par conséquent, la fonction aa
db : ux foi éme val
X— —;9 Ne prenne pas deux fois une même valeur enire J
: d L e les limites x,, x. Or, cetie fonction exprime l’abscisse du ° \ + A # Q ; point où la tangente à la chaînetie rencontre l’axe des x. Donc, en admettant que À et B (fig. 3, p. 213) soient les points extrêmes de l'arc de chaîneite que l’on considère, . e Y A A 4 si par le point À on mène à la chaînette une tangente_ IV. 14
AC qui rencontre l’axe des x en C, et par le point C une seconde tangente CD qui touche la chaïnette en D, D sera la limite que la seconde extrémité B ne peut ni atteindre ni franchir sans que l'arc AB cesse d’avoir la propriété d’engendrer une surface minima. En d’autres termes, il faut que les tangentes menées à la chaînette aux deux points extrêmes À, B se coupent au-dessus de l’axe de révolution, sans cela le minimum n'aura pas lieu.
Lorsque cette première condition est remplie, on peut affirmer que l'intégrale proposée est un véritable minimum, puisque la dérivée seconde
TNA “ LE PET 2 PNA
reste constamment positive.
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de mener entre deux points À et B (fig. 2), situés à distance égale de l'axe XX, une courbe telle, que l'aire engendrée par sa
Fig. 2.
N V4 | B 7 1/1 | ERA, ER RPM 4 LN
»/ pen LU A. n NN L m : ; n NE D ÿ ? à N PA de À V # X C x’
révolution autour de cet axe soit un minimum. Prenons
sur cet axe un point C également distant de À et de B, et menons les droites CM, CN, faisant l’une et l’autre un angle de 56° 28' avec l’axe XX: Cela posé, le problème de minimum n'aura pas de solution si les points A, B se trouvent en dehors de l’angle MON. Lorsqu'ils sont compris dans cet angle, la courbe cherchée est une chaïnette tangente aux deux droïtes CM, CN. Or, par les points A, B on peut évidemment faire passer deux chaînettes distinctes MABN, AM/N'B, tangentes l’une et l’autre à ces droites. Sur la première les points de contact M, N se trouvent au delà des points A, B; sur la seconde, au contraire, les points de contact M’, N’ sont compris entre À et B. C’est la première chaïînette qui donne seule la solution du problème.
On comprend d’ailleurs facilement pourquoi la At nette AM'N'B ne peut pas être la courbe cherchée; car, en admettant qu’elle donnät le minimum, et en prenant sur elle deux points a, b au-dessous de M’, N’et à des distances égales de l’axe XX’, ce ne serait plus l’arc ab, mais la nouvelle chaînette amnb qui donnerait le minimum, et ainsi de suite.
105. Nous ajouterons encore quelques considérations géométriques qui serviront à répandre une nouvelle lumière sur les résultats de cette discussion. La différentielle de l’aire U engendrée par la révolution de la chaînette étant
dU = 277 Vi+y" dx,
si l’on exprime dx par dy et qu’on élimine Vr +7"? au moyen de l’équation (1), on aura
27 y? dy
Er
212 GALCUL, DES VARIATIONS.
et en intégrant
U—=r\y Vr— a + a°l
Si l'aire U et les abscisses x sont comptées à partir du cercle engendré par la plus petite ordonnée y = a, cette
expression deviendra
U=r(yVy—a +ax)=ra(yy +x),
+, Y. Étant les coordonnées de l'extrémité de l'arc. Si par le point x, y ou D (/g. 3) on mène une tangente à la chaînette, la partie de cette tangente comprise entre la
: courbe et l'axe, ou la droite DC, sera
D V ER ( / à | NTM TRS
et la surface conique engendrée par cette droite
K—7#+ra (+5).
La différence des deux surfaces engendrées par l'arc PD
et la tangente CD est donc
U—K—Tra (:-2)= ra.OC., y
En désignant par UÜ,, K, les surfaces engendrées par l'arc
AP et par la tangente AC, on trouve de même EX RE K, =" ra.OC:
Ajoutant & transposant, il vient
CAAU+UI=K+K.
vi # » « co Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Si par un point C pris sur la directrice d’une chat-
J'EN TEA + const.
nette on mène deux tangentes CA, CD à la chaïnette, l'arc AD et la ligne brisée ACD décriront des surfaces
égales en tournant autour de la directrice.
dE Fig A.
PS
| Sn
L'analyse nous à démontré que l’are de chaîneite "cesse d’engendrer une surface de révolution minima, lorsqu'il s'étend depuis À jusqu’à D, et il est maintenant facile d’en trouver la raison. En diminuant très-peu et dans un même rapport le paramètre a et les distances CA, CD, CO, on détermine les trois points A, D',O", ainsique lanouvelle chaînette AD" ayant son sommet au-dessus de O’ et tangente aux droites CA, CD dans les points 4’, D’. D'après le théorème que nous venons de démontrer, Parc A'D' et la Higne brisée A’CD’ décriront aussi des surfaces de révolution égales. On pourrait done, sans altérer l'aire de Ja surface dà révolution, substituer à la chaînetie AD le polygone mixtiligne AA’ D'D; qui en différera aussi peu qu'on voudra, et en continuant ainsi on passerait par des déformations insensibles de la chaîneite AD à la ligne brisée ACD. On pourrait mème aller plus loin et substituer à ACD des courbes qui descendissent au-dessous de
n l'axe des x; l'intégrale proposée prendrait alers des élé-
ments négatifs et serait susceptible de diminuer sans limite.
Si le minimum analytique cesse d’avoir lieu pour l'arc de chainette AD, c’est parce qu’on peut la déformer d’une manière continue sans que la surface de révolution augmente, et non pas parce qu'il existe d’autres courbes d'union entre les points À et D qui donnent des surfaces plus petites. Pour l’arc de chaînette AB toutes les conditions analytiques du minimum sont remplies, quoiqu'il soit certain qu’on peut mener entre À et B une infinité de courbes qui, sous la condition de franchir l’axe des x, et quelquefois même sans cette condition, donnent pour l'intégrale proposée des valeurs plus petites. C’est qu'on ne saurait déformer l’arc AB par degrés insensibles sans que la surface de révolution augmente d’abord, sauf à diminuer-ensuite ; et tel est, à proprement parler, le caractère analytique du minimum. En général, dans le calcul.des variations, comme dans le calcul différentiel, le maximum ou le minimum analytique n’est pas toujours la plus grande ou la plus petite de toutes les valeurs possibles, et il peut y avoir quelquefois plusieurs maxima ou minima,
ProBzème IV.
106. Parmi toutes les courbes de méme longueur, trouver celle qui par sa révolution autour d’un axe donné engendre la plus grande ou la plus petite surface.
Prenons l’axe de révolution pour axe des-x. La longueur de la courbe et la surface engendrée par sa révolution étant respectivement
JVi+ y" dx “et or fyVi+ y DE le problème se ramène à chercher le maximum où mimimum absolu de l'intégrale
Xe Î (y—c) Vi+y"° dx,
dans laquelle c est une constante dont on disposera pour donner à la courbe la longueur assignée. Ici :
PAROI
V=(r—c)Vi+r", P—Vi+y?, Pire Vi+7y"
comme la variable indépendante x n entre pas explicitement dans V, l'équation indéfinie
x PRE dx —
s'intègre immédiatement une première fois et donne
TOY —C V—P,y = a, (Nm à | Vi+y" De cette équation résolue par rapport à y’ ou ER on ? À J Te
tirera d’abord la valeur de dx exprimée en dy; on intégrera et, après quelques transformations semblables à celles de l’exemple précédent, on trouvera
D TRS SET a
VC Free +e .
a et bétant des constantes arbitraires. La courbe est donc
encore une chainette, dont la directrice, parallèle à l’axe
de révolution, est située à une distance égale à la valeur
numérique de c, au-dessus ou au-dessous de cet axe,
suivant que c est positif ou négatif.
Lorsque les points extrèmes sont fixes, on détermine les constantes a, b, c par les conditions que la chainette doit passer par ces points et avoir une longueur donnée. Or, il est en général possible de satisfaire à ces conditions, de deux manières différentes, ou par deux chaînettes dont l’une tourne sa concavité et l’autre sa convexité vers l’axe de révolution. La première chaïinette
donne la plus grande, | la seconde la plus petite surface de révolution, puisque — c, et par conséquent la dé-
rivée seconde d'V Y —cC dy"? =.
(1+y re
reste, entre les limites de l'intégrale, constamment négative si la courbe est concave, et constamment positive si la courbe est convexe vers l’axe des x, pourvu toutefois que dans lesecond cas la chainette n’atieigne pas l’axe de révolution.
Admettons maintenant que les points extrêmes ne soient pas fixes, mais qu'ils puissent se déplacer sur deux courbes Los soit y — f(x) l’équation de l’une ou Vautre-de ces courbes, on aura pour l'extrémité située sur cette courbe
V—{y'—f{(x)]P;=o, ou 1+7'f(x) =o.
Une équation semblable aura lieu pour la seconde extré-
mité, et l’on en conclura que la chaïînette doit couper normalement chacune des courbes limites données.
PROBLEME V
107. Parmi toutes les courbes de méme longueur, trouver celle qui, par sa révolution autour d'un axe donné, engendre le plus grand ou le plus petit volume.
Prenons l’axe de révolution pour axe des x. L’expression de l’arc étant f ÿ1 + y” dx, et celle du volume ensendré par sa révolution tr fy* dx, le problème revient à chercher le maximum ou le minimum absolu de l’inté-
grale J (2 — aVi+y?)dx.
On a LE LPPTE PRES LEE AE AN A OT EN A | | bi
EP id
Puisque V ne renferme pas la variable indépendante x, on peut immédiatement abaisser d’une unité l’ordre de c sm NE à 2 dP Ne é l'équation indéfinie P — ——— 0, en écrivant à sa place q Fe , V—P,y—c (n° 61). Substituant alors à V et à P,
leurs valeurs, on trouve.
c’est l'équation différentielle de la courbe élastique. Son intégrale en æ et y ne peut pas être obtenue sous forme finie; mais en différentiant l'équation (1) et désignant par p le rayon de courbure, on trouve
f/ 5 [41 € 27 — De Te PTE OÙ p— —.
(Gi+y")s À La ligne qui parmi toutes les courbes de mème longueur engendre le plus grand ou le plus petit solide de révolution, est donc caractérisée par cette propriété qu’en chaque point son rayon de courbure est en raison inverse de l’ordonnée.
# Les points extrèmes dela Éoure peuvent être fixes ou ôbiles sur des lignes données. Dans l’un et l’autre cas, les constantes arbitraires seront déterminées d’une ma-
nière analogue à celle que l’on a suivie dans les exemples
précédents.
La dérivée seconde d?V ts — à HU, CANNES «A (+ y)
dont le signe dépend uniquement de celui de la constante
a, montre qu'il faut prendre a positif pour obtenir le maximum, négatif pour obtenir le minimum de volume.
PROBLÈME VI
108. Trouver une courbe telle, que la surface engendrée par sa révolution autour d’un axe donné étant constante, le volume contenu-soit maximum ou minimum.
Soient x, y les coordonnées d'un point quelconque de la courbe, l’axe de révolution étant pris pour axe des x; il s’agit de déterminer y en fonction de x, de manière que SY Vi+ y? dx ayant une valeur donnée, f y° dx devienne maximum ou minimum, ce qui revient à chercher le maximum ou le minimum absolu de l’intégrale
Te Tu pie TL ‘
On a V=y— 2ayWi+y, P=2(y—aÿi+yt), 2aYY" dNItE 24aY Die à) dv TR TO SR V4 y y _ (+y°}
et l’on voit déjà qu'il faut supposer la constante a posi-
tive pour obtenir le maximum, négative pour obtenir le e. , , .e
minimum. Dans l’un ou dans l’autre cas, la fonction y
doit satisfaire à l’équation différentielle du second ordre”
dP, ? ° z l° — 7 0, que l’on peut remplacer immédiatement, 7 4.
puisque V ne renferme pas la variable indépendante x,
par l'équation différenuelle du premier ordre
V—Py = oc, ou
(1) V} — AE sd = C, Var
Telle est donc l'équation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne permet pas d'exprimer y en x au moyen des fonctions dont on se sert dans l’analyse élémentaire, mais il est facile d’en tirer une relation finie entre l'arc s et l’ordonnée. En effet, l'équation (1) étant mise sous la forme à (2) p— 2a7 =,
ds on en lire successivement
EP mo EE ds 2aY ds 2 aY ds Re LAN Viens (RACE et, en intégrant,
223 REDOPEE (3) cos (2 +4) = ET, a 24 Va + c
k étant une nouvelle constante arbitraire.
La surface de révolution dont la génératrice est représentée par l’équation (1) jouit d’une propriété remarquable que nous allons indiquer. Si l’on différentie cette équation, en appelant N la partie de la normale comprise entre la courbe et l'axe des x, et p le rayon de courbure pris avec le signe + ou avec le signe — suivant que ce rayon fait un angle obtus ou aigu avec les y positifs, c'est-à-dire suivant que la courbe est concave ou convexe vers l'axe des x, en sorte que
LRU AE
UE a à à N=y Vi+r”,
on trouve sans peine
PA CE RE TS ME A
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Or p et N sont évidemment les deux rayons de courbure principaux de la surface de révolution ; la dernière équation exprime donc qu en chaque point de cette surface la
courbure moyenne est constante et égale à —. Nous ver- 24:
rons plus tard que cette propriété appartient en général à toutes les surfaces qui sous une étendue donnée renferment un volume maximum.
109. M. Delaunay a donné (Journal de Liouville, VI, 315) une interprétation géométrique très-élégante de Péquation (1) en montrant qu'elle appartient à une courbe décrite par l’un des foyers d’une ellipse ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe des x.
En effet, supposons qu'une ellipse dont les demi-axes sont a et b roule sur l’axe des x. Son foyer F décrit une
courbe qui, d’après une propriété générale des épicy- =
cloïdes, a pour normale la droite menée du point F au point K où l’ellipse mobile touche l’axe des x. En dési-
gnant par x, y les coordonnées du foyer F et par r le
rayon vecteur FK , on a donc
ds le second membre devant être pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que le point dé contact K se trouve à droite ou à gauche (vers les x positives ou les x négatives) de l’ordonnée y. Désignons par y, l’ordonnée du second foyer F, et par r, le rayon vecteur F, K mené de ce foyer au point de contact K ; les deux rayons vecteurs r, r\ faisant des angles égaux avec l’axe des x, tangent à l’ellipse au point K, on aura de même
dx
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Ajoutant et remplaçant 7 + r, par 24, il vient
dx pa TER AA 1 ni ds On à d’ailleurs Fri b?.
Éliminant Y1» On trouve 2 — dx 2 (4) P'F2a Tr + + b?= 0.
Telle est donc l'équation différentielle de la courbe décrite par | le foyer F.
On trouverait une équation semblable pour la courbe décrite par le second foyer F,, avec la seule différence que si l’on prend le signe supérieur pour la première courbe, on devra prendre le signe inférieur pour la seconde, et vise versd. Les courbes décrites par les deux foyers ne diffèrent, en effet, que par leur position.
Il sufhirait de changer b° en — b° et d'écrire
dd.
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pour avoir l’équation de la ph Xe décrite par l’un ou par l’autre des foyers d’une hyperbole qui roule sur l’axe des x. |
L’équation (1) pouvant être identifiée avec (4) ou (5) suivant que c est négatif ou positif, on arrive ainsi au théorème suivant :
La génératrice de la surface de révolution qui sous une étendue donnée renferme le plus grand ou le plus petit volume, est une courbe décrite par le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe de révolution.
Les trois constantes arbitraires contenues dans
CN | EE és A.
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la solution générale du problème seront déterminées de diverses manières selon les restrictions imposées aux limites. Examinons quelques cas en particulier,
1° Les points extrêmes sont fixes. — Dans ce cas la variation de l'intégrale ne fournit pas d'équations aux limites, mais les constantes se déterminent par la condition même que la courbe doit passer par les deux points donnés et que la surface engendrée par sa révolution doit avoir une aire déterminée.
2° L'une des extrémités de la courbe est fixe et l'autre variable. — Les coordonnées de l'extrémité variable doivent (n° 56) vérifier les deux équations aux limites
Pis 0, V0:
La relation générale V — P, y’ — c donne alors c — 0. ce 5 HA ; qui réduit l’équation (1) à
y 24 A Vi+ 7"
L’ordonnée y ne pouvant pas être constamment nulle,
puisque sa valeur est donnée pour la première limite, il est permis de supprimer le facteur y. Résolvant ensuite
| d par rapport a y’ ou _ on trouve
rd PART PE RARES À
et en intégrant, (x—a)P+ÿe fe,
équation d’un cercle de rayon 2a,-ayant son centré sur l’axe des x.
Si l’on remarque en outre que les équations P, = 0, V — o ne peuvent subsister en même temps pour l'extrémité variable qu'autant que son ordonnée y sera nulle,
on en conclura que la courbe est dans ce cas un arc de cercle qui aboutit d’un côté à l’axe de révolution, et dont le centre se trouve sur ce même axe.
3° La courbe doit aboutir des deux côtés à une droite parallèle à l'axe de révolution.—Les valeurs limites de Y étant données et celles de x restant variables, on a pour chacune des limites la condition
V — BP: “4 EE O qui revient à
CEE D:
On en conclura, comme dans le cas précédent, que la courbe est un arc de cercle ayant son centre sur l’axe des x.
L'’are de cercle devient une demi-circonférence lorsque la droite sur laquelle doivent se trouver les points extrêmes coïncide avec l'axe de révolution. Il en résulte que de ‘toutes les surfaces de révolution la sphère est celle qui sous une étendue superficielle donnée renferme le plus grand volume.
111. Dans le premier cas, le problème présente une circonstance singulière lorsque les points donnés A et: B entre lesquels il faut mener la courbe, sont situés sur l'axe même des x, c’est-à-dire lorsqu'il s’agit simplement de construire sur une base donnée AB une courbe telle, que l’aire de la surface engendrée par sa révolution autour de la droite AB étant donnée, le volume contenu soit un maximum. En effet, puisque alors la valeur y — o des deux ordonnées extrêmes doit vérifier l'équation générale (1), la constante c sera nulle et cette équation déviendra celle d’un cercle ayant son centre sur l’axe des x. Le solide de révolution serait donc une sphère construite sur le diamètre AB, solution impossible, puisque cette
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sphère a une surface déterminée que l’on ne peut pas faire égale à une autre aire donnée.
Ce fait analytique a paru étrange à quelques géomètres, parce que, dans leur opinion, le problème doit évidemment admettre une solution, et ils en ont proposé récemment des interprétations très-différentes. M. Jellett ensconclut simplement que le calcul des variations est en défaut; M. Airy croit lire dans les formules qui renferment la solution du problème que la courbe se compose de deux parties distinctes, à savoir d’une demi-circonférence de rayon convenable pour engendrer l'aire voulue; et d’une portion de l’axe même de révolution. De leur côté, MM. Todhunier et Challis, admettant que la ligne qui doit unir les points À et B se compose d’abord de deux droites, élevées perpendiculairement à Paxe aux points À et B, puis d’une courbe joignant les extrémités de ces droites, arrivent également à donner une courbe discontinue comme solution du problème en question.
Aucune de ces interprétations ne nous paraît complétement satisfaisante. L’impossibilité où l’on est de vérifier toutes les conditions du problème indique nécessairement qu'il n'a pas de solution, et, si l’on se place au point de vue analytique, il n’est nullement étonnant qu'il en soit ainsi. En effet, la courbe en question doit être choisie parmi toutes celles qui font prendre à l'intégrale
Sy Vi+ y" dx une valeur déterminée; or rien n ‘empêche que la courbe soit située en partie au-dessus, en partie au-dessous de l’axe des x, et, par conséquent, que les
éléments de l'intégrale fy V1 +7" dx soient les uns positifs, les autres négatifs ; l’intégrale elle-même sera’alors l'excès de la somme des éléments posiufs sur celle des éléments négatifs, ei chacune de ces sommes pourra croître sans cesse pourvu que leur différence reste constante. Donc aussi, l'intégrale f y? dx dont on cherche
[acts
COURBES PLANES. 22) le maximum et qui n’a que des éléments positifs, pourra croître indéfiniment sans que l'intégrale fy Vi + y? dx change de valeur. De plus, les points A, B étant pris sur l’axe même des x, il est toujours possible de substituer à une courbe quelconque menée entre À et B une autre courbe infiniment voisine tracée entre les mêmes points, et qui donne pour fy*dx une valeur plus grande, tout
en donnant pour fy Vi +y”?dx la même valeur que la première courbe, Il en résulte que l'intégrale fy*dx n’a pas de maximum, si l’on n’écarte pas avant tout les valeurs négatives de l’ordonnée y compatibles avec Îa condition imposée à la seconde intégrale fy Vr+ y"? dx; or cette absence du maximum devait nécessairement se manifester par une solution impossible.
Il est vrai que si l’on ne considère que des courbes situées tout entières d'un côté de l’axe, la génératrice du solide qui, sous une étendue superficielle donnée, renferme le plus grand volume, sera une ligne composée d’une portion de l'axe et d’une demi-circonférence, comme M. Aiïry l’a suggéré; mais ce résultat, facile à vérifier par d’autres considérations, n’est pas proprement une solution du problème analytique dont il a été question.
ProBrèMe VII.
112. Trouver la brachistochrone ou la courbe de plus vite descente entre deux points.
Considérons un point matériel soumis à l’action de la pesanteur et assujetti à se mouvoir Le long d’une courbe quelconque. Prenons pour axe des y la direction de la pesanteur, et soient x, y les coordonnées du point mobile, s l’arc de courbe qu'il décrit, v sa vitesse, £ le temps, g la mesure de la pesanteur ou la vitesse acquise pendant
IV
l’unité de temps dans la chute Hbre, on aura
ds dv y: NEA, RPM ET SC LE el, par conséquent, vdo — gdy.
En intégrant, et désignant par x, y. les coordonnées du point de départ, par x:, y: celles du point d'arrivée du mobile, on obtient
= 2g(ÿ rit)
k étant la hauteur de chute qui correspond à la vitesse initiale. On a d’ailleurs
ds ds 1 VE — 9 Glace is * dt v
substituant à # sa valeur, pour obtenir l’expression du temps employé par le mobile à parcourir sa trajectoire entière depuis le point x,, y, Jusqu'au point x, y», on voit que c’est l’intégrale
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qu'il s’agit de rendre minimum.
Comme cette intégrale renferme la valeur limite y, de la fonction y, on aura à suivre la marche indiquée n° 63. Appelons, comme à l'ordinaire, V la fonction multipliée par dx sous le signe intégral, et P, P, ses dérivées partielles prises par rapport à y et y’, la variation de l'intéale sera
F4 "ap *dV ef (ARE à, ar | 200
in (Vôzx + P0»r);
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On a d’ailleurs
à Ven RP OA Ent LE
4° 3 PR ee LE ARE 7 PASS
! ZA 6 (0 es FETE) DANS TN? rie ne MMS
? E TE jé idrurs 2 (7 — ni 4}
“ db, _La(r=n+#y" a ro)
x dx, | 2(Y — Yi+ 7 (+ r")Es
FUN 4 x Le . EL Ê * Cela posé, en égalant à zéro la variation de l’intégrale, on trouve d’abord l'équation indéfinie
qui, mise sous la forme
Lo K ; 1H arm) 0; k
2Y 27'dy" dy
—— = 0 " Tue, ‘ MP A ETES É S intègre tement et donne
+ | (LT OEM 20,
a étant une constante arbitraire. Résolvant par rapport à . 15 2 * *
d VAE y'ou ur il vient 7 dx
Y—Vi + À PRE FRs PER i* Y\ EX 8 Me ATP
Si l’on fait Yÿ—yi+kza(i— coso), ce qui est toujours permis, puisque la quantité y —7, + doit être comprise entre o et 2a, sans quoi le radical deviendrait imaginaire, il viendra dx = a(i — cosw )dw, et, en intégrant,
Æ—X + h—a(w — sin),
_h étant une nouvelle constante arbitraire.
Les deux équations simultanées
Z— %, + h—a(v — sine) (1) appartiennent évidemment à une cycloïde qui est par con-
séquent la courbe cherchée. Il serait facile d'éliminer la " variable auxiliaire w et d'exprimer y en x; maïs nous préférons la forme (1), parce qu'elle se prête plus facile-
ment à la discussion ultérieure.
Y—Y+À = a(i — cos)
On tire successivement des équations (1) CA
dx = a(i—cosw)dw, dy = asinodo,
} sin © o ; TE Ÿ = ECOLE OT EM cOSeC TS I — COS 2 2 NES 6) L cosec* — cot — 1 2 2 I V — RER M4) P mu — 9 V rc Pi. ZT ———— 7 L \2.a 2.4 V2 a (0) da 1 me COt — — cot — : dY. 2 2 2 2 De dx = rire SRE EUR" j TEA COTES 2 a se “1 Voasin?—
0), et w, étant les valeurs de w aux deux points extrèmes de la courbe. Par suite de ces relations, les termes aux limites de la variation 98 se simplifient considérablement et deviennent
œo G) d Lo + COL er d Ya 0x. À cot LE 0:
(2) 2 ER RE V2a
Ils disparaissent d'eux-mêmes lorsque les points extrêmes de la courbe sont donnés, puisque alors les variations dy, 0 Xe, dY1, 0 YA sont nulles; mais il reste, pour déterminer les constantes a, h, la condition que la cycloïde doit passer par ces deux points extrêmes. Quant à la con-
stante #, nous avons déjà fait remarquer qu’elle dépend
de la vitesse initiale que nous supposons donnée.
Mais si les extrémités de la trajectoire sont seulement assujetties à se trouver sur deux courbes, déterminées par les équations
n= ah = vx), on aura
dry (x)0z,, dY2— Ÿ'(2) 0%
et les termes (2) égalés à zéro fourniront les deux équa-
tions aux limites
O2 1 + vw (x,)cot Pr AL (3)
1 + d’(x,)cot — ==,0;
qui serviront à déterminer les deux constantes a ei À. En
Ve A œo . 5 éliminant cot —; on trouve la relation simple
g'(æi) Fe ÿ (æ)s
pt
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exprimant qu'aux entrémités de la trajectoire les deux courbes limites ont leurs tangentes parallèles. Comme on a d’ailleurs en général / : us =, COL J “2
la seconde équation (3) prouve, en outre, que la cycloïde est normale à la seconde courbe limite au point d’arrivée du mobile.
Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver la ligne de plus vite descente entre une courbe AC et une droite BD (fig. 4) situées dans un même plan vertical, et ad-
Fig. 4.
mettons, pour simplifier, que la vitesse initiale soit nulle On prendra pour point de départ le point À où la tangente AT à la courbe est parallèle à la droité BD, et l’on mènera par ce point-une droite horizontale AD, sur laquelle on fera rouler un cercle de rayon convenable pour que la cycloïde ainsi ‘engendrée, ayant son sommet en À, coupe la droite BD sous un angle droit. L’arc AB de cette cycloïde sera la courbe cherchée.
114. Passons maintenant à la variation seconde, et examinons si toutes les conditions de minimum se trouvent réellement remplies. La relation générale entre x et 7
qu'on obtiendrait en éliminant w entre les équations (1), renfermant deux constantes arbitraires a et À, il faut s'assurer d'abord si le rapport des dérivées partielles dy dy da” dh les limites de l'intégrale S, ou lorsque x croît de x, à x. Or, si l’on différentie les équations (1), en y regardant x comme constante et y, w, a, h comme variables, on aura
ne passe pas deux fois par une même valeur entre
dh = (eo x sin w ) da Fm (x Ke cosw)do,
dy = (1 — cosw)da + asinvo do, et, en éliminant do, (1 — cosw) dy — (2 — 2co$sw — w sinw ) da + sinw dh
ou
dE: 0 o, (4) œ sin — dy = 2 | sin — — — cos — | da + cos — dh. 2 2 ta 2 2
Faisant tour à tour dh —0, da — 0, on entire
dy (A) 6) dy 0) =D —cot—- jo — — cot —»
da 2 2 dh F;
et, par suite,
à 3 2(1—Tet?) y dy > co eo — = —— ———.…—.…. _…_ — …—.… —= L VÉRESS ee da” dh 2 ne )?
œo cot —
expression qui croit continuellement de o à + et de
AS PA] (0) A % T Te \ — ©. Jusqu à — 7, lorsque à croit de o à : et de HS
dy, dy :
Le rapport 2e: ne prendra donc pas deux fois une
même valeur pendant que ; reste compris entre © et T,
ou ® entre Oo et 27, c'est-à-dire tant que le point de départ et le point d’arrivée du mobile se trouvent sur une mème branche de cycloïde.
En outre de cette première condition remplie, la dérivée seconde
d?V | L Aie v + # dy”? Tate MAO be OT Eee DE RAT [y — 71 + #) (x + 7°) V2a
est essentiellement positive, et ne devient Jamais infinie; Ja solution (r) donne donc un véritable minimum.
DIXIÈME LECON
Suite de la recherche des courbes planes. — La courbe rapportée à des coordonnées polaires. — Cas où l’on prend l’arc pour variable indépendante. — Solide de révolution qui exerce la plus grande attraction sur un point donné et dans une direction déterminée. — Courbe qui renferme avec sa développée et ses deux rayons de courbure extrèmes Vaire minima.— Courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment d'inertie par rapport à un point donné. — Équilibre d’un fil flexible et inextensible. ;
115. Dans les problèmes résolus jusqu'ici, nous avons rapporté l'équation de la courbe cherchée à un système de coordonnées rectangulaires x, 7, en regardant y comme une fonction inconnue de x. Rien cependant n’empêche de choisir autrement les coordonnées, et il'est quelquefois plus commode de remplacer x, y par des coordonnées polaires r, 0; r désignant le rayon vecteur d’un point de la courbe ou sa distance à l’origine, et 0 l'angle que ce rayon fait avec un axe fixe. Il s’agit alors de déterminer r en fonction de 0, de manière à rendre maximum ou minimum une certaine intégrale f V d9, dans laquelle V peut contenir 6, r, LAS FRA » et pour résoudre le prod9” d9° blème sous cette nouvelle forme, il suffira de remplacer, dans les formules déjà données (n° 56), x, y, y',7”,...
l, rl, ..., étant les dérivées de r re-
Dino Ant or latives à 6.
Prenons pour exemple la question suivante, qui est un cas particulier du problème Il.
Quelle est la courbe qui sous un périmètre donné cir-
conscrit une aire Maxima ?
On peut rapporter la courbe cherchée à un système de coordonnées polaires r, 0. La longueur de la courbe et l'aire circonscrite sont alors exprimées par
are = frd6,
Ca et la question revient à chercher le maximum de l’intégrale ie :
| ose arm) ds
Si l’on appelle, comme auparavant, V Ïa fonction sous le signe intégral, *EtP; Pe ses dérivées partielles relatives à r, r!, en sorte que
V=r—oar+r,
et, puisque V ne renferme pas la variable indépendante 6, elle s'intégrera immédiatement une fois en donnant
2ar° V—P;r = 0, ou D © = CC,
Vre — 7/2?
L'origine des coordonnées étantarbitraire, on peutlJa placer en un pointmême de la courbe. On aura.alôrs pour
ce point } Etam O0, “Gb par suite C—0O, ce qui réduit à 2 A Vrè + 7/2
ea |
l'équation de la courbe en question. On en tire
dr d ai GE LM EEE Ag SÉRIE
d0 aa — 7
Mie Pr
et, en intégrant, r = 24 sin (0 + ).
Pour simplifier davantage, on peut prendre pour axe des coordonnées la tangente à la courbe. On aura alors, pour 0 = 0,
— 04 ou) tang À —= 0 04
sà
ce qui donne
k—0 ‘el. #92 sin 0,
or d’un cercle de rayon a: C’est donc au cercle qu’appartient la propriété der contenir la plus grande surface sous un périmètre donné, En vertu du choix d’origine et d’axe que nous avons fait, les valeurs extrèmes de 8 sont o ei my celles de r sont 0; ces valeurs étant
… données, il n'y a plus d’autres conditions aux limites à
rem plir.
416. Au let de x ou. de 6 on peut prendre pour variable indépendante une autre variable quelconque, par exemple l'arc s de Ja courbe, qui dans beaucoup de
cas se présente tout naturellement pour jouer ce rôle ;
mais dans chaque choix particulier 1l faudra user de certaines précautions pour que le changement de la variable indépendante n’altère pas les conditions essenüelles du problème.
Considérons, par exemple, le problème déjà résolu (Probl. AT) où l'on cherche la courbe qui, par sa révolution autour d'un axe donné, engendre la plus petite surface. Si l’on prend lare s pores variable indépendante, la surface de révolution s'exprime simplement par 27 f yds; et il semble au premier abord que la question se ramène à déterminer y en fonction de s, de manière que
l'intégrale f'yds devienne minimum; cependant, quelles
236 CANCUL DES VARIATIONS.
que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les limites de l'intégrale, ainsi formulé analytiquement le problème est impossible à résoudre, parce qu’il conduirait, pour première équation de condition, à l’équation absurde 1 —0; tandis qu'en prenant x pour yariable indépendante, nous avons obtenu une solution réelle, à savoir une chaînette ayant pour directrice l’axe des x.
Cette discordance apparente s’évanouit devant une
analyse plus approfondie. Il est vrai que dans l'équation |
d’une courbe quelconque on peut toujours regarder l’ordonnée y comme une fonction de l'arc s, mais le contraire n'a pas lieu, c’est-à-dire qu'une relation analytique donnée entre yet s ne peut pas toujours représenter une courbe. En effet, l'accroissement positif ou négatif Ay de l’ordonnée ne pouvant jamais être plus grand que l’accrois-
mes , d Le J w".
sement Às de l'arc, la dérivée _ dans l’équation d’une $
courbe quelconque, ne peut avoir une valeur positive ou négative plus grande que l’unité, ou ne peut varier qu’entre les limites + 1 et — 1. Il en résulte que l’équation
y=a<+bs, dans laquelle Br,
et une infinité d’autres relations entre y et s, sontigéométriquement impossibles. Cette remarque très-simple réduit notablement le nombre des formes que pourra prendre l’ordonnée exprimée en fonction de s. Si l’on n’en tient pas compte, si l’on admet indistinctement toutes les relations analytiques entre y et s, sans écarter"celles qui n'ont pas de signification géométrique, il pourra donc arriver qu'une intégrale n’ait plus de maximum ou de minimum, quoique la grandeur géométrique qu’elle représente doive en avoir; et c’est en effet ce qui rend chimérique la recherche du minimum de l'intégrale, f yds.
117. La conséquence de ce qui précède est que dans tous les cas où l’on cherche une relation entre l'arc s et l’une des coordonnées x, y, que l’on prenne l’arc s pour variable indépendante ou pour fonction à déterminer , il faudra, pour rétablir l’équivalence entre la question analytique et le problème géométrique dont elle est la tra-
duction, introduire la restriction nouvelle que la dérivée
dx dy + ou doit être comprise entre + 1 et — 1. On l'inds ds troduira très-simplement en regardant x, y comme des
fonctions de s assujetties à vérifier l'équation
dx? dy?
en dt lo E ds? ds? £
et il ne restera plus qua chercher les formes de ces fonctions qui conviennent à la question proposée. Dans ces conditions, le problème de la surface de révolution minima se présente sous ce uouvel énoncé analytique :
x et y étant deux fonctions de $s assujetties à vérifier l'équation | dx? dy?
A DIE. DU
déterminer les formes de ces fonctions de telle sorte
que l'intégrale f yds soit un minimum; et il se ramène, par conséquent, à chercher le minimum absolu de lin-
dx? d PE:
fee: -)]e
À étant une fonction de s inconnue mais invariable de
tégrale
forme, dont on disposera pour satisfaire à la condition
AC
4! PCA . ° 4 e # L4 Li La - __… arbitraire, on pourrait, sans diminuer la généralité des formules, faire
Résolu sous cette forme, le problème nous ramènerait à la chaînette, comme dans le cas où x était la variable indépendante.
118. Ces considérations sont tellement importantes, leur application se présente si fréquemment, qu’on nous saura gré d'exposer plus en détail la marche à suivre lorsqu’on veut déterminer une courbe plane jouissant de quelque propriété de maximum ou de minimum, en prenant l’arc s pour variable indépendante. Soient x, y les coordonnées rectangulaires d’un point de la courbe, x',x”,...7', y... les dérivées successives de x'et der prises par rapport à s, et supposons qu il s'agisse de déterminer æ ety en fonctions de s, de manière à rendre maximum ou minimum l'intégrale
Sa , | F{s, Ly 3 Cr ARE D) ds (Es CAN
Les fonctions inconnues x, y étant liées entre elles par la S 42 12 a an! RENE ON? di A1 relation x°+y—1=0, il faudra à F(s,x,x',x",y,ÿ',y") ajouter le terme À (x? + y'?— +1), À étant une fonction indéterminée de s, de sorte que le problème reviendra à. chercher le maximum ou le minimum absolu de l’inté-
Sa de ee Î Vds, Si
VTC EPA ES 7") ne (x + y).
grale
dans laquelle
(*) Comme le point à partir duquel l’arc est compté est com létement L P P q SHCOMND P
5, —=0, 5, = ss, sétant la longueur entière de la courbe ; mais nous conserverons aux limites s,, s, leur notation ordinaire, pour que les formules perdent moins de leur symétrie,
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_ Désignons respectivement par P, P,, P,, Q, Q,, Q,. les es partielles de V prises par rapport à x, x’, x’, Y,.Y', Y”3 la variation de l'intégrale sera
;: dP, d?P, DD — De rm : le !{ ds Bi ds? 9
dQ, d’Q; . +(e— Ti rar }er dx 6 ap, “ | +| vas (rt) set (a) } N s, Gr de | dox ddr | Se RC dt
pourvu qu'on comprenne sous le symbole ds, tantôt la variation de s5,, tantôt celle de s,, suivant la substitution qui l’affecte (n 025). Égalée à à zéro, cette variation. donne d’abord les deux équations indéfinies
D ä P, FAT = C0 | ds ds? ?
I Ü (1} | 2 UE Ç Far DÉC OT ol
lesquelles jointes à la condition D'AENT S
serviront à déterminer les fonctions x, y, À.
Lorsque la fonction F ne renferme pas l’are s, les équations (1) admettent toujours une intégrale première facile à obtenir. En effet, dans la dérivée totale de V dV - im dV.,
Pr + Pia ct Pat E Qy' HE QE + — |’, as d
le dernier terme disparaît, puisque À n'entre dans V que
sous forme linéaire et qu’on a
EN pr SCC d
Substituant à P,Q leurs valeurs tirées des équations (1}, on aura donc
dV ! (4 [] [/4 Sn — (P;x” + Pix ) + (P: x” — P',x') + (QI + r)+(@r"— Q5 7)
expression qui se compose de quatre dérivées exactes et qui donne par l'intégration
L° + Q:7”— AR ds
dP (2) V=k+P;x +Q,ÿy +P;:x"— 7
k étant une constante arbitraire.
119. Pour tirer plus facilement parti des termes aux limites de dS, nous y remplacerons d’abord les valeurs : dx dy :
ei "bIDEE les variations des valeurs limites de x, y, x’, y’. Désignons par E, £',n, n! les valeurs de x, x’, y, y' correspondantes à
l’une ou à l’autre des extrémités de la courbe, en sorte
limites des variations dx, dy,
que l’on ait Eee Ji, ARR Pre a], ER BE
le signe de substitution devant porter tantôt l'indice 51, tantôt l'indice 5,, nous aurons, en prenant la variation des deux membres (n° 30),
= | (+230) cv =] (SE arss),
= | (dy + y'ds), = | (SE +"):
ds
Il en résulte qu’on peut, sous le signe de substitution, dans les termes aux limites de 0S, remplacer dx, dy, dd x _
par les valeurs suivantes :
ds dd x | dx IE xs, ———=0dE— x2"0s, ds dd y R 0Y—=Èn— Yy'0s, ET e ds % | ces termes deviennent alors | >
dP, d (e —)s + (QE) an + P,9E + Q: sn |
ki ModP\,0, 4 40 Aa +] iv—( rs 27) Lil Ps —Q:7 Fe
Or, en vertu de l'équation (2), le coefficient de ds n’est autre chose que la constante #; on a de plus
> | Ads — k (Ds — ds) — AD (s:— 5), S3— 5 étant précisément la longueur entière de la courbe. Donc les termes aux limites de dS prennent la forme définitive
iot—4+f È (Re
Nous pouvons dès à présent et avant tout faire une
ee +(o— D Jrr+-P28 Qu |
remarque importante. Lorsque la longueur ss; de la courbe est déterminée, le terme ROUE 5) disparaît avec la variation d (s,—5s,) qui est nulle; mais chaque fois que la courbe est variable de longueur, ce terme égalé à zéro fournit la condition d'AÉsene IV. 10
de
qui réduit l'équation (2) à
dB, dQ; V ax ni A Pubs TES $ HAVE , MP un à Le ds | (a ds ) 1! Ps @J ;.
120. Voyons quelles sont, pour quelques restrictions particulières, les équations aux limites que la courbe doit vérifier. te
° La courbe doit étre menée entre deux points
fixes. — Les valeurs limites £, n de x, y étant don-
nées, on a 0£ — 0, dn—0o. Il est vrai que la relation générale x/° + y'? = 1 entraîne pour les valeurs limites de x’, y' une relation pareille, ou £!?+ »/?°— 1, d’où il semble résulter que les variations d£', d»' sont liées entre elles par la condition
0 Er n 00007
mais comme on a déjà tenu compte de cette dépendance générale entre x et y’ au moyen du facteur indéterminé À, on n’a plus à s’en occuper, et il est permis de regarder dès à présent dE”, 0n’ comme arbitraires et indépendants l’un de l’autre. Les termes en 9£", dn’ de la va-
riauon de l'intégrale fourniront par conséquent pour :
chacune des limites les déux conditions
(3) P:= 0; n0ite0,
2° La direction de la iangente à la courbe en chacun des deux paris extrémes est donnée, ces points restant eux- mémes indéterminés. — On à DE 0 dn'== 0, tandis que DE et Jn sont arbitraires, Les équaions à DATÉE pour: Chacune des limites seront par conséquent ,
«5 vds er À
3° La ligne cherchée doit aboutir à deux courbes fixes. — Soit f(x, y) — 0, l'équation de l’une de ces courbes limites, les coordonnées £, n de l’extrémité correspondante de la ligne cherchée seront assujetties à la restric-
tion (Es n) Gi Cha
qui établit entre leurs variations une dépendance mutuelle exprimée par
d£ df — dE + — Ô0n —= 0.
dn
Les termes aux limites en 0£ et 0n donnent d’ailleurs pour l’extrémité que l’on considère
dpP, dQ; (re. ds je+(e— ds Jar = 0,
A . . N ou, en éliminant d0£ ou 0»,
dP; dQ;:
Py— ART:
5 ds à ds () | FU ANETREPT) Si dE dis
Dans le cas particulier où la courbe limite serait une
EL LE
droite, les dérivées —; — seraient constantes; de plus, ; DÉVELT
PARIS done df , si cette droite était parallèle à l’axe des x, 7 serait nulle, et l’équation (5) deviendrait
db;
ds
panel 3
elle se réduirait, au contraire, à
d QUES Ko
si la droite était perpendiculaire à l'axe des x.
244 CALCUE DES VARJATIONS.
On aura en outre, pour la limite dont il s’agit, Pr 0, Q: — O,
chaque fois que l'on n'aura pas fixé la direction que la tangente à la courbe cherchée doit avoir au point extrème.
ProszÈème VIII.
Trouver la, forme que doit prendre un corps ho
mogène de volume donné, pour que l'attraction qu’il.
exerce sur un point matériel À, dans une direction donnée AX, soit la plus grande possible.
Nous admettons comme évident : 1° que le point maiériel À ne peut pas être séparé du corps, ou qu'il doit être pris soit à la surface du corps, soit dans son intérieur ; 2° que le corps doit être un solide de révolution dont l’axe coïncide avec la direction AX; et nous nous proposons de trouver la génératrice de ce solide.
Prenons le point À pour origine et la direction AX pour axe d’un système de coordonnées polaires. Soit dv un élément du volume, u sa distance à l’origine, 0 l’angle que cette distance fait avec l’axe, © l'angle dièdre compris entre le plan méridien de l'élément dv et.un plan méridien fixe. En supposant l'attraction proportionnelle à la puissance n°” de la distance, on pourra représenter par tu” dv la force avec laquelle le point A est attiré par dv, et par
df = pu" cos6 de
la projection de cette force sur l’axe AX. On a d’ailleurs
do == u°sin0 dudô dv, et par suite
df = put? sin 0 cos 0 dud 0 de.
En intégrant, 1° par rapport à © entre o et 27, 2° par
Fz
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rapport à w &ntre o et r, r étant le rayon vecteur d’un
point quelconque de la surface ou de la génératrice du solide, 3° par rapport à 0 entre o et tr, on trouve pour l'attraction exercée par le corps entier sur le point À,
ENT “yn+s As ne. in 9 c050 d6, VA “| Tu sin
ét pour le volume entier du corps,
T 73 = 2%) 7 Sin 040.
Cela posé, il s’agit de déterminer r en fonction de 0, de manière que, v demeurant constant, f soit un maximum, ce qui revient à chercher le maximum absolu de
T rùr3 Tr ï cos 0 — c — }sin 0 d0, MALE ES 3 F
c étant une constante dont on disposera pour donner à # la valeur voulue.
Ce problème se résout immédiatement, et l'équation de la génératrice en coordonnées polaires est
l'intégrale
FuH2 cos 0 — cr —O,
ou (1) 140050 =0c.
Pour » ——1 cette équation représente un cercle dont le centre est sur AX et dont la circonférence passe par À. ni.
Pour n = — 2, ce qui est le cas de l’attracuon uni-
verselle, l'équation (1) prend la forme
(2) FFE ICO D,
Telle est donc l'équation de la génératrice du solide cherché, lorsque l'attraction est supposée agir en raison inverse du carré de la distance. Le point attiré A est situé sur la génératrice, ou sur la surface du solide, puis-
qua —=T+ A correspond r — 0. [l résulte d’ailleurs de
la forme de l’équation (2) que 8 ne peut pas avoir une . + F . | Te
valeur positive ou négative plus grande que + 5’ et que la
courbe se trouve par conséquent tout entière: d’un côté de la droite AY menée par le point À perpendiculairement à l’axe AX.
122. Pour comparer la force avec laquelle le solide ainsi déterminé attire le point À à l’atiraction exercée par une sphère homogène de même masse sur un point placé à sa surface, il suflit de ‘calculer, par les formules déjà obtenues, le volume s et la force f pour le solide et pour la sphère. Jointes à l'équation (2), ces formules donnent pour le solide en question
PS
Ar a F 4ray ; = He 15 5 L'équation en coordonnées polaires d’une sphère de
rayon &,, rapportée à un point de la surface comme origine, étant
r = 24 COS 0, i A CR" on trouve de méme pour son volume Vo et pour l’attrac-
tion f, qu’elle exerce
MO LE
Ara, D rat Cunr, LR Pa 7
Les deux corps devant avoir le même volume, on a.
sh
COURBES PLANES. 247 W = Yo, et par suite
3 15 f—= DA V25
d'où il résulte
LR PERTE FES
L'atiraction exercée par une masse homogène sphérique sur un point de sa surface est donc à la plus grande attraction que cette même masse, convenablement moulée et orientée, pourrait exercer sur le même point, comme V25 est à 3, ou à peu près comme 38 à 39. Ce résultat a été indiqué d’abord par Gauss.
ProeëmMEe IX.
Trouver une courbe telle, que l'aire comprise
entre la courbe elle-méme, sa développée et ses deux
rayons de courbure extrémes soit un minimum.
Soient s l'arc et ple rayon de courbure; l'aire comprise entre la courbe, sa développée et deux rayons de courbure
s'exprimera par — ds. Prenons l'arc s pour variable inprimera p Lit P
dépendante, les coordonnées x, y pour des fonctions à
déterminer, et désignons par x’, x”,...,7,7",..., leurs dérivées successives relatives à s, ces fonctions seront liées entre.elles par la condition |
x’? + me — I :
et le ‘problème se réduira à chercher le minimum absolu
de l'intégrale ss [ [op + (x? + y2—1)]ds, L/ on
À étant une fonction de s, inconnue, mais iuvariable de
forme. On peut regarder p comme une fonction explicite de x”, y”, puisqu'on a
je out Va"? + 9 $4 ce qui donne dp ; de Don er pars Du Dy".
ÿ:| y e Cela posé, en conservant les notations du n° 118, on trouve
aN d P:=2) 21, P, p BEL PSE ! dp dit 0° TX , dV do 92) Lime ES AE ET Er A à RE de dy” PJ
Puisque P et Q sont nuls, les équations indéfinies deviennent |
dP, d©Q, P, — a, Q,— MER à ds .
OU / d | 2 1x + px” + 3p° Ex TA ds (1) .
e 4 (7/1 de 771 21 + PY A À db,
+ a et b étant deux constantes arbitraires. Ces équations
] ointes à
nn2 V9 Re L'H+y =,
doivent servir à déterminer x, y, À.
Rappelons-nous d'abord les relations générales faciles
COURBES PLANES. 249 à déduire ad! fs y'y" — 0,
+ y'y" EM (ai + 772) = —, 9
(271) LRENID Pi ZI = —
EE
le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que le rayon p du cercle osculateur fait un angle aigu ou obtus avec. les y positifs.
Cela posé, en éliminant À entre les équations (1), on trouve
SU ie ser
ps (yæl — 2" y Le 3 p° _. (PTE x) ar Ur,
équation qui s intègre sur-le-champ, et donne : | G(y'x" — x'y") = ay — bx + ce, ou bien
eo
2) p=ay — bx+ce,
en supposant que la courbe tourne sa concavité en bas, ou vers les y négatifs.
Les mêmes équations (1), multipliées respectivement par x”, y”, et ajoutées, donnent d’ailleurs
dp
p(e"2" + pp") + 8 ÉE (a PE a0 + by",
OU
do
D ETATS by”,
et en intégrant, (3) 20— ax — by = À.
k étant une nouvelle constante arbitraire.
124. Chacune des équations (2) et (3) peut représenier la courbe cherchéé: Pour déterminer les constantes qu’elles renferment, il faut faire intervenir les termes aux limites de la variation. de limtégrale. Si l’on LEVÉ indistinctement E) 7 Ebimlesivaleurs de x, y, x’, y! correspondantes à l’une ou l’autre des extrémités de la courbe, ces termes peuvent s’écrire
F è dP 1Q, | y —(r —_ at — (a es V'— Pix" — O7” Lis $, / |
rh Par HONTE | et + ide #) me (QT) Pier EL. Un ou, en ayant égard aux équations (1}, (3), 7 D LR
" AS AD(S — 5) +] 4 a JE + bon — pa 2 0. \.
s, Comme la longueur 5, — 5, de la courbe m'a pas été fixée à priori, la variation 0(s, — s,) reste arbitraire, et son coefficient À doit être nul, ce qui réduit l’équa® tion (3) à
(4) ee CRETE
Telle est donc l'équation générale de la courbe. Voyons ce q elle devient dans des cas particuliers.
° Lorsqu'un des points extrêmes de la courbe est enins indéierminé, que l’on ait fixé ou non la direction de la tangente en ce poini, les variations dE, On de ses coordonnées restent arbitraires, et leurs coeflicients éga-
lés à zéro dans les termes aux limites donnent ad = Leo.
L’équation (4) de la courbe se réduit, par conséquent, à p — 0, équation impossible qui avertit que dans ce cas il n’y a point de minimum.
2% Supposons que les points extrêmes À, B de la courbe soient donnés. On a d£ —0o, les variations dE! dr! restant arbitraires (n° 120,1°); leurs coeflicients égalés à zéro donnent pour les deux limites
nt — 9, RE — 0, .oil pa = 0, Fay" — HE puisque px” —7y", 97” — XMOr. x’ et y’ ne peuvent
pas être nuls en même temps, puisque la somme de leurs carrés est égale à l’unité, il faut donc que p s’évanouisse aux deux points extrêmes, ou que l’on ait
aYÿi— br, + c—=0, ay: — bx; +c—o,
Li, Vis T2 Va étant. les coordonnées des points À, B. Prenons la droite AB pour axe des x; les coordonnées Ÿ15.72 seront nulles et les équations aux has devenues BEC, DES; donneront b(x; —x;) — 0, ou b — 0, et par suite c — o. Les équations de la courbe (2) et (4) se réduisent alors à
D Are AL,
et l’on en tire successivement PS LE FR: 27 UT À a —— = — + 4er, dx? + dy° a
ds SEE Ê GR AET
Jl est. facile de reconnaître dans cette dernière équation l’équation d’une cycloïde engendrée par un cercle de
rayon à : qui roule sur V axe des x. Comme, en outre, les
ES de l’are se trouvént sur ce même axe, on serait tenté d’en conclure que la courbe cherchée est une branche de cycloïde complète, tracée entre les deux points donnés A.et B. C'est du moins le résultat auquel on s’arrête ordinairement.
On ne peut pas se dissimuler cependant que cette conclusion renferme quelque chose d’arbitraire, et qu’au fond rien ne prouve que la courbe doive se composer plutôt d’une seule que d'un nombre quelconque de cycloïdes. En supposant que l’on construise entre A et B (RE 5) 12,55 Branches de cycloïde égales et con-
FE
MU te LATE 4 CEE Ge N ñ KEL M
sécutives, on trouve pour l'aire comprise entre la courbe, sa développée et ses deux rayons de courbure extrêmes,
Zoe Fr If Q , ou pour l'intégrale — f pds, des valeurs proportionnelles
ù I I ip Me, DE PE en sorte que l'intégrale diminue indéfiniment et tend vers zéro, à mesure que, les cycloïdes se multiplient et tendent à se confondre avec la droite AB! Il parait donc que la droite AB considérée comme la liinite d'une infinité de eycloïdes, est une espèce de soluton singulière du problème, et que la cycloïde unique ACB ne donne un minimum qu’autant que l’on assujettit la courbe cherchée à ne pas avoir de point de rebroussement entire À et B.
3° Considérons encore le cas où les extrémités À, B
à di
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tions d£’, On’ étant arbitraires, on a d’abord, comme dans le cas précédent,
ay, — br, +cz=o, ay:—br;+c—=o, ou
Lo — X, ED ms A ee Ferre EE
équation qui exprime que la droite AB fait avec les axes des x et des y des angles dont les cosinus sont proporüonnels à a, b. Les iermes aux limites fournissent en outre pour chacun des points À, B la condition
a dE + bdn = 0.
Or, puisque le point £, n ne peut varier que suivant la courbe limite, dË, dn sont évidemment proportionnels aux cosinus des angles que la tangente à la courbe limite fait avec les axes des coordonnées. La dernière équation, jointe à la précédente, exprime donc que la droite AB est normale à chacune des courbes limites, ou que c’est la distance la plus courte enire ces courbes. Après avoir détérminé par cette condition les deux points limites À, B, on aura la courbe cherchée, en les unissant par une branche de cycloïde complète.
PROBLÈME X
125. Trouver la courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment d'inertie par rapport à un point donné.
Prenons le point donné pour origine des coordonnées et l'arc s pour variable indépendante, le moment d'inertie de la courbe sera exprimé par f(x° + y?)ds, les fonctions æ et y étant liées entre elles par la condition x'?+y® = 1; le problème revient donc à chercher le
maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
SE | 2 + y + (x? + 72 — 1) ds,
es,
dans laquelle À est une fonction de s de forme inconnue, mais invariable.
On a V= 2 + y +i(xt+ pi), Boire ee RSS 7. ARR E
à dR dQ et les équations de la courbe P——-—o, 142 ds ds deviennent (er Aa (1) NUL NOT 2 d l Y—\Y —À1Y —=o, auxquelles il faut joindre ‘à
x’? + y"? SN.
Si l'on retranche l’une de l’autre les équations (1), multipliées la première par y, la seconde par x, on trouve.
ou (xy— ay) +A(xy" — x y) = 0, et en intégrant, (2) (ay — 27) 0.
Les mêmes équations (1), multipliées respectivement par x’, y", donnent d’ailleurs
xx! + y! —\ = 0; d’où l’on tire, en intégrant,
AA MN MA RENE
CT
Eliminant À entre les équations (2) et (3), on trouve
(4) (a+) (ay — ay) 0e,
équation générale de la courbe cherchée. IL parait difhcile de l'intégrer sans déterminer d’abord les constantes e et À, mais elle conduit à une relation remarquable entre le rayon de courbure p et le rayon vecteur r. En effet, quand on élimine À’ entre les équations (1), il vient ty! pr =)(y'a ay )=T =;
on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, sui-# vant que le-rayon de courbure fera un angle aigu ou obtus avec les y positifs (n° 123). En reportant cette va-
leur dans l'équation (2), on trouve
= cp, formule qui montre que la constante c doit être positive ou négative, suivant que la courbe tourne sa convexité en
haut ou en bas. L’élimination de À entre cette formule et l'équation (3) donne enfin
# / pe €
Ainsi le rayon de courbure p est une fonction algébrique
du quatrième degré du rayon vecteur r.
126. Avant de discuter les conditions aux limites que la courbe doit remplir dans les divers cas particuliers, remarquons que si l’on appelle £, n les coordonnées de l’une ou de l’autre des extrémités de la-courbe, on verra les termes aux limites de la variation 0S'se réduire à
Ed (83 — +] ee)
Cela posé, admettons d'abord que la longueur de la courbe soit donnée. Le terme Ad(s, —s,) disparaîtra avec la variation d (s,— s;) sans détermination aucune de la constante #. Si l’on suppose en outre que l’une des extrémités soit fixe et l’autre mobile, les coordonnées de la seconde extrémité devront satisfaire aux conditions P, — 0, Q;— 0, ou
et comme x’, y’ ne peuvent pas être nuls à la fois, il en résulte que la fonction À doit s’évanouir à la limite dont il s'agit, ce qui détermine la constante c, car l'équation (2) exige alors qu'on ait c — o. Par suite, l’équation (4) de la courbe devient
LV MT O0) ? \ 9 » La , d’où l’on tire, en intégrant, Pia
équation d'une droite passant par l’origine. IL est d'ailleurs facile de comprendre, indépendamment de toute démonstration, que cette droite donne le minimum ou le maximum, suivant qu’elle se dirige du point fixe vers le centre des coordonnées ou en sens opposé.
127. Considérons en second lieu le cas où l’on se propose-seulement de mener entre deux points donnés une courbe telle, que son moment d'inertie soit minimum, sans déterminer d'avance la longueur de la courbe. La variation O ($»—5,) étant arbitraire, on aura k — 0, ce qui fait prendre à l’équation (5) la forme
D — mr".
La courbe jouit donc de cette propriété que son rayon de
COURBES PLANES: 257 courbure est proportionnel à la quatrième puissance du rayon vecteur.
Ajoutons que l’équation différentielle de la courbe
sera
ædy — ydx 2 2 ___ — e Te) ds FRE
ou, en coordonnées polaires,
il paraît dificile d’en tirer quelque résultat simple. LS ProgiÈmMEe XI.
128. Trouver la position d'équilibre d’un fil flexible et inextensible dont les extrémités sont attachées à deux points fixes.
On sait, par les éléments de la mécanique, que le fil ne peut être en équilibre qu'autant que son centre de gravité se trouve le plus bas possible.
Admettons d’abord que la densité du fil varie d’un point à l’autre, et désignons par x la masse d’une unité de longueur du fil; x sera une certaine fonction de l’ares. En supposant l'axe des y vertical et opposé à la direction de la pesanteur, on trouve pour la coordonnée verticale du centre de gravité du fil l'expression
J'urds J'éds” telle est la quantité qu’il s’agit de rendre minimum, tan dis que la longueur du fil et, par conséquent, sa masse entière fr.ds doivent rester constantes. Donc, si l’on prend l'arc s pour variable indépendante, les conditions du problème seront
Hard vmme L'ÉcActt ire =, IV. k7
et la question se réduira à chercher le minimum absolu
de l’intégrale
Se, "À By +e) + (a + y 1) ds, Ss
c étant une constante et À une fonction indéterminée de s.
Cela posé, on a
V= pr pe) RX (re 1), Boss moin 0 OR RIRE
LME el dP dQ, et les équations indéfinies P — =" —0 LH BORESE q ds À oi ds deviennent d.1x!
2 — 0, ds dé\y} 2 — y.
ds F
En intégrant et faisant, pour abréger, M— fe ds, où trouve 7 [| 214" a, (1) ) | 219 =M +6,
a et b étant des constantes arbitraires. Elevées au carré et ajoutées, les équations (1) donnent 21= EVaët (M +}, et, par suite, en éliminant 21, 4 ads | VeEMES) ; M b\ds | dy = + “NM EP SE Va? + (M + 0}
Lorsque la fonction y est connue, on peut intégrer ces équations, et obtenir x, y exprimées en fonctions de s. En éliminant s on aura ensuite l’équation de la courbe cherchée. |
129. Mais on peut renverser la question et demander quelle doit être la loi de densité, ou la fonction x, pour que le fil se dispose suivant une courbe déterminée. En divisant l’une par l’autre les équations (2), on trouve
dy
M - b— a —— > dx
et en différentiant par rapport as
‘ d y AUTRES dM dx De b sr 4 [44 e ds ds
L'équation de la courbe étant donnée, on peut exprimer le second membre en fonction de s, et déduire ainsi la forme de la fonction w. Si l’on demande, par exemple, que la courbe soit un are de cerele de rayon r, On aura
de peur is
AE
dy SR
eu
— tang = dx 8,
Parc s étant compté à partir du point le plus bas, et, par conséquent,
a $ L ==\> SEC? =.
Telle doit être la loi de densité du fil, pour que, dans son état d'équilibre, il affecte un are de cercle.
130. Supposons maintenant que la densité soit constante. Si l’on fait u —1, on aura M—5s; substituant cette valeur dans les équations (2) et intégrant, on
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trouve SL DE Vars 0 T— h = 4] SH Va (re) &
J —A= Vas F6},
et, en éliminant s + b,
La courbe est donc, dans ce cas, une chaînette. Les trois constantes que renferme son équation, se déterminent par la condition que la courbe passe par les deux points fixes, et qu'elle ait entre ces points une longueur donnée.
Si les extrémités du fil, au lieu d’être attachées à deux points fixes, comme nous l'avons supposé jusqu'ici, pouvaient glisser sur deux courbes données, on trouverait facilement, en examinant les termes aux limites de l'intégrale proposée, que l'équilibre n'aurait lieu qu’autant que les extrémités du fil seraient normales aux courbes limites. Ce résuliat subsiste quelle que soit la loi de densité dans le fil.
er Qi —
CR nr ne
ONZIÈME LECON
Recherche de courbes dans l’espace; cas où l’on prend l’are pour variable indépendante. — Ligne la plus courte sur une surface donnée. — Ligne la plus courte de courbure constante.
131. Lorsqu'il s’agit d'appliquer le calcul des variations à la recherche d’une courbe dans l’espace, rapportée à un système de coordonnées rectilignes et reciangulaires x, y, z, ôn peut regarder deux quelconques de ses coordonnées, par exemple y et z, comme fonctions inconnues de la troisième x. Mais il est souvent plus commode, et toujours plus élégant, de prendre Parc s pour variable indépendante, en considérant x, y, z comme trois fonctions à déterminer, et liées entre elles par l’équation différentielle
dx? + dy?+ dr! = ds?,
dont on tiendra compte au moyen d’un facteur indéterminé, fonction de s (n° 49). La marche à suivre dans la recherche des courbes planes, lorsqu'on prend l’arc s pour variable indépendante, exposée dans la leçon précédente, s'étend d'elle-même au cas de courbes dans l’espace, et il suffira de donner ici un aperçu succinct des formules relatives à ce cas plus générals,
Soient x, y, z les coordonnées rectilignes d’un point quelconque d’une courbe dans l’espace, x’, x”,..., y", y',..., 2°, 2”,... leurs dérivées successives, prises par rapport à l’arc s, et supposons qu’il s'agisse de déterminer
la forme que doit avoir la courbe pour que l'intégrale
5h r TER / 2 l'A ES PROS 77,2 2 s
devienne maximum ou minimum. Les fonctions inconnues x, y, z étant liées entre elles par la:condition
DH y Hz 1, si l’on fait V=EF+ (2 + r2+z— 1), À étant une fonction indéterminée de s, le problème reviendra à chercher le maximum ou le minimum absolu
Sir [ V ds.
de l’intégrale
Désignons respectivement par P, P,, P,, Q, Q;, ©,, R, R;,R, les dérivées partielles de V relatives à x, x’, x, Ys Vs 7" 2, 2', z”, nous aurons, pour déterminer les formes générales des fonctions x, y, z, À, les équations indéfinies
p d P, d?P; AN SN 5 Far À | dQ, d?Q; [! { — ——— == (1) +10 ds Là ds? É dr, d'R; Pro 0 TE #'Èe
auxquelles il faut joindre Lea Zi jp,
Dans tous les cas où la fonction F, dans l'intégrale proposée, ne renferme pas explicitement Farc s, mais seulement les coordonnées x, y, z avec leurs dérivées,
les équations (1) admettent une première intégrale facile à obtenir. En eflet, puisque non-seulement la dérivée partielle de F relative à s, mais aussi celle de V par rapport à À, ou x°+y'?+ 3/25, sont nulles, la dérivée totale de V se réduit à
av é 1 F
TE 4 + P,x”—+ P,x
où 0 4 A D 6 1 Alan mt 2 5 28 ue ER zh
Si l'on y substitue les valeurs de P, Q, R, ürées de l'équation (1), le second membre deviendra une dérivée exacte, et il viendra, en intégrant,
| h Hit Pix + Qir' + R,z/
d P, d ST EN RER en ap ve i MM 4 ds rt
132. La considération des termes aux limites de la variation 0S conduit très-facilement aux conditions que doivent remplir les extrémités de la courbe. En appelant indistinctement £, n, €, £', v!, €! les valeurs de x, y, z, x!, y, z!, correspondantes à l’une ou à l’autre des limites de l’intégrale, et supposant toujours que F ne renferme pas explicitement l’are s, on verra ces termes se réduire à
Sa + l (P,DË + Quon' + Rd),
et l’on en conclura tout d’abord que la constante # devra ètre nulle toutes les fois que la longueur 5, — s, de l'arc
ne sera pas déterminée à priori. Examinons maïntenant les deux hypothèses suivantes :
1° Les points extrémes de la courbe sont fixes. — On a dE—o, 0n—o, d6 — 0, tandis qu'il est permis de regarder les variations dE", dn', 06’ comme arbitraires et indépendantes les unes des autres, puisqu'on a déjà tenu compte, au moyen du facteur À, de la liaison qui existe entre x’, y’, z!, et, par suite, entre les valeurs limites £”, n', €’ de ces dérivées; on en conclura que les trois équations PIERo, “OH DV 'REE 0
doivent avoir lieu pour chacune des extrémités de la courbe.
2° Les points extrêmes sont seulement assujettis à rester sur deux surfaces données. — Soit
ENT
l'équation de l’une de ces surfaces, les variations dE, dn, 96 seront hées entre elles par la relation
SET CS Ha — 0 Ë LR MARRON ee ; dE d'h ‘TE dü 5
les termes aux limites fournissent d’ailleurs la condition
: dP; l ( Fo 5) (PT) dE + [Q— ne ) 0n + (a) 0C et \
k si ds ds
Eliminant l'une des variations DE, On, 06, et égalant à zéro les coefficients des deux autres, il vient
P d'E 21 ds
df jt df Er dt dé d'n dé
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Les directions des tangentes extrêmes, ou Îles valeurs de £, x', €", n'étant pas données, on aura en outre, comme dans le cas précédent, les trois équations
P,=o, Geo R.—0o pour chacune des limites.
133. Pour ne pas être obligé d'interrompre la discussion des problèmes qui vont suivre, nous croyons utile de rappeler ici quelques formules relatives à la théorie des courbes dans l’espace et d'expliquer le sens que nous attachons à certaines expressions. Considérons trois droites: A, B, C, prises chacune dans une direction déterminée et faisant avec les axes des x, y, z, des angles dont les cosinus sont : pour la première droite a, a’, a”, pour ‘la seconde b, b', b', pour la troisième e, c, cl; admettons. que-la troisième droite C soit perpendiculaire aux deux autres À et B, lesquelles comprennent entre elles un angle quelconque 8, on aura
ab + ab + à" b" — cos 6 ac. a" cha c==0;
rer He be bici+rb" el; 0 et, en éliminant tour à tour c, c’, c’,
| ab" ab Ab bT abt— x b :
(3) RE — : Fee En > 510 0:
Les cas où il faut prendre l’un ou l’autre des deux signes du dernier membre se disuüinguent de la manière suivante : concevons que par un point quelconque on mène trois droites A, B’ C’ parallèles à A, B, C, ces droites pourront être considérées comme Îles arètes d’un angle trièdre dans lequel deux des angles plans sont droits, et le troï-
sième égal à 0; de même on peut regarder les axes positifs des coordonnées x, y, z, comme les arêtes d’un second angle trièdre, dans lequel chacun des trois angles plans est un angle droit. Cela posé, deux cas sont possibles : les arêtes A’, B',.C’ du premier angle trièdre se suivent dans le même ordre que les,axes des x, y, z, arêtes du second angle trièdre sou elles se suivent dans l’ordre inverse; en d’autres termes,: si l’on applique C’ sur l'axe des z, B' sur l’axe des y, la droite A’ pourra se trouver du même côté du plan yz que l’axe des x ou du côté opposé, de sorte qu’en faisant l’angle 4 égal à 90°, les droites A’, B’, C’ se superposeront dans le premier cas aux axes des x, y, z, tandis que dans le second cas la superposition n’aura pas lieu. Le signe supérieur, dans le
dernier membre dela formule (3), correspond au premier
cas, le signe inférieur au second.
Nous dirons, pour faciliter le langage, que la succes
sion des droites À, B, C est directe dans le premier cas, inverse dans le second.
Si les quantités a, a/, a", b, b',b", c, c!', Cllétaient
seulement proportionnelles aux cosinus des ängles que les droites A, B, C font avec les axes des x, y, z, et
qu'en outre chacune de ces quantités eût le même signe que le cosinus qui lui correspond, on aurait encore
4404 40" a"b—«b” A0 T0 © © —@ÛQ— 2 TE _——— = ———————— c c’ c’
et chacune de ces fractions serait égale à
À (a? + al? + a'?) (PERTE b"?) LE sin 0 VÉEEA LEr «
on prendrait le signe supérieur ou le signe inférieur, sui-
vant que la succession des droites À, B, C serait directe ou inverse.
134. On déduirait très-simplement de ces formules toute la théorie des courbes à double courbure; mais nous ne rappellerons ici que quelques théorèmes fondamentaux. Soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque P de la courbe, les cosinus des angles que la tangente T à la courbe fait avec les axes des x, y, z, seront proportionnels aux différentielles
DEAN des:
de mème, quelle que soit la variable indépendante, di + d'x, dy + d'y,ù dz + «?z
seront proportionnels aux cosinus qui déterminent la direction de la tangente T’ en un point P’infiniment voisin de P. Donc, Si l’on appelle do l’angle de contingence ou l’angle aigu compris entre Les deux tangentes consécutives T, 1”, et X, Ÿ, Z les cosinus des angles que la droite O, perpendiculaire aux deux tangentes, et par conséquent au plan osculateur de la courbe, fait avec les axes des X,Y, Z, ON aura Da |
dy d'z2— d:d'y _ d:d?xdxd?z dxd?y —dyd?x do
SNS
… X ds .Æ st Col Z ds: RTS
pourvu que la droite O soit prise dans une direction telle,
$ à : 4 NOAS. do que la succession des droites T, T’, O soit directe. ee
étant évidemment réciproque au rayon de courbure p, si l’on prend l’are s pour variable indépendante, il viendra
Pour trouver la direction du rayon de courbure p, ou
les angles æ, 5, y que ce rayon fait avec les axes des coordonnées, nous ferons remarquer que p est à la fois perpendiculaire à la tangente T et à la normale O, ei que, en vertu de ce que nous avons déjà admis, la succession des droites O, T, p est nécessairement directe; on aura done Peer ZAR AT
== Le SAS COS & cos b cos
et, en éliminant X, YŸ, Z au moyen des équations (4),
(5) cosa — p'rlsde COS — py', cosy —pz”, 1." 1
(6) a CES ee DE p
135. Supposons maintenant que la courbe soit tracée sur une surface ayant pour équation différentielle
dz == pdx + qdy.
Si un plan roulait le long de la courbe de manière à être toujours tangent à la surface, ses intersections successives engendreraient une certaine surface développable Z ; nous allons chercher ce que devient cette courbe lorsque la surface Z est développée sur un plan.
Considérons deux plans tangents menés à la surface donnée, en deux points P, P’de a courbe infiniment voisins l’un de l’autre; la normale N,au premier plan fera avec les axes des x, y, z des angles dont les cosinus seront proportionnels à p, q, —1 et auront les mêmes signes que ces quantités, pourvu que la normale N soit menée en dessous du plan, de manière à faire un angle obtus avec l’axe des z; de même p + dp, q + dq,—1 seront proportionnels aux cosinus des angles que la normale N’ au second plan tangent fera avec les axes. L’intersection G de ces deux plans, génératrice de la surface dévelop-
COURBES DANS L'ESPACE. 269 pable, est perpendiculaire à la fois aux deux normales, et si l’on appelle Z, m, n les cosinus qui déterminent sa direction, on aura |
da ot dq — gdp ELU CR iQ BA Hop a ET EP Vdp? + dq° + (pdq — qdp}!,
à la condition que la droite G sera prise dans la direction nécessaire pour que la succession des droites N, N’”, G soit directe. L’angle o compris entre la génératrice G et la tangente T à la courbe sera donc déterminé par l'équation
z'dq — x'dp+ x" (pdq — qdp) Vdp® + dg®+{(pdq — gdp}
(7) cos 9 —
Si l’on donne à l'arc s un accroissement infiniment petit ds, l’angle o recevra un accroissement correspondant do, qu'il importe de déterminer. Pour simplifier le calcul, nous admettrons un moment que le plan xy coïncide avec le plan tangent au point P, et que l’axe des x soit dirigé suivant la tangente à la courbe, de sorte que l’on ait, en
ce point p, pPp—=0,; {—=O, LOL, YÉEAO Eh O à et aussi x/—0, puisqu'en général x'x"+7y'y"+2!z" = 0.
On aura alors simplement
dq COS 9 np = nee Pi) Vdp? + dq* et de même ; d SNc—= —- P Vdp® + dq°
en admettant que T;G, N, se succèdent dans l’ordre des axes des x, Y, z. ss à # 2 2 L ? & LA 0 ; Cela posé, si l’on différentie l'équation (7) et qu’on y substitue après la différentiation les valeurs p—0, 4 = 0, M6 07/0, C0), Qh\tfouvera sans: peine,
en divisant le résultat par — sin,
dd? p — dpd?q
lo —= y" ds - RP (9 TT rene
La différentielle do exprime la différence z — v des angles que deux génératrices G’, G, passant par deux points P, P' de la courbe, infiniment voisins l’un de l’autre, font avec les tangentes T, T'en ces points. Ces génératrices ne sont pas en général parallèles entre elles, et l’on trouve facilement l'angle db qu’elles comprennent, en observant que la normale N est à la fois perpendiculaire à chacune d'elles, et que les droites G, G', N font avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels à |
dq — dp, pdq— qdp, dg + d?g, —(dp+d'p), pd*'q — qd'p; P q ur En effet, appliquée à ce cas particulier, laformule (3) donnera, quand on aura fait p — 0, q —0, et qu'on supposera directe la succession des droites G, G’, N,
Dans cette mème hypothèse, la différence dd — do est évidemment égale à l’angle de contingence do, compris entre deux tangentes consécutives à la courbe aplanie. Si, au coniraire, la succession des droites G, G’, N était inverse, il faudrait écrire — 44 au lieu de db dans la dernière formule, mais en même temps l’angle de contingence dw deviendrait dÿ + do., Il en-résulie, en remplaçant do et dh par leurs valeurs, qu’on aura dans les deux cas
COURBES DANS L'ESPACE. 271 en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que la succession des droites G, G’, N est directe ou inverse, On aurait obtenu le même résultat én admettant que T, G, N se succèdent dans l’ordre inverse des axes des x, y, z. En appelant 0 l'angle aigu compris entre le rayon de courbure o et la normale N, et r le rayon de courbure de la courbe devenue plane, on en déduit la formule très-simple
I sin 0 (8) L= p
que l’on peut regarder comme l’équation de la courbe rabattue. Cette équation est d’ailleurs indépendante du choix particulier des coordonnées. Traduite en langage ordinaire, elle renférme le théorème suivant assez remarquable : |
Une surface développable étant circonscrite à une surface quelconque de manière à la toucher le long d'une courbe donnée, le rapport entre le rayon de courbure de cette courbe à double courbure et celui de la courbe plane avec laquelle elle coïncide lorsqu'on rabat la surface développable, est, dans tous les points correspondants des deux courbes, égal au sinus de l'angle que le rayon de courbure de'la courbe donnée fait avec la normale commune aux deux surfaces.
Ces principes établis, revenons aux applications du calcul des variations.
Dés eue XIE.
136. Trouver la ligne la plus courte entre deux points sur une surface donnée.
Soit u — o l'équation de la surface donnée, et prenons l’are s pour variable indépendante; les conditions du problème étant
u—=0, x?+y?+z?—=r, f ds = minimum,
la question reviendra à chercher le minimum absolu de l'intégrale
sa il DH (at + y +28 1) + pu ds, S
dans laquelle À et u représentent deux fonctions indéterminées de s.
Conformément aux notations adoptées, on a V=rHA(xt + pt 3? — 1) + pu, + rate d Re dx dy dz Pie NT NO PONT ER TETE
ce qui conduit aux équations indéfinies
du
Fax —2\ x" —2Xx"— 0; du
A Min 7 RO RE du
LÉ AN 4 NE 0e dz
auxquelles il faut joindre
HO; x? + ÿ2 + 7 — 1
A] 24 = SJ « 18 : / ! 44 Les équations (1), muluipliées respectivement par x’, y', z et ajoutées, donnent
DE OL IOUMOTE TC, ce qui les réduit à du AA: du . ? du y AP AE UE cm 9 um — — çy" — "2 CONTRE les me ; L dy } > Le a ;
d’où l’on tire, en éliminant u,
équations différentielles de la courbe cherchée, On ne saurait les intégrer sans spécialiser d’abord la fonction u, ou la nature de la surface donnée, mais elles expriment, même sous cette forme générale, une propriété remarquable de la ligne la plus courte. On sait, en effet, que Hu du : di ; Fabre pre sont proportionnelles aux cosinus des angles que la normale à la surface donnée
les dérivées partielles
fait avec les axes des x, y, z, et que x”, y”, z/ sont proportionnels aux cosinus des angles que le rayon de courbure de la ligne cherchée fait avec les mèmes axes. La formule (2) nous apprend donc que ces deux lignes ont la même direction, c’est-à-dire que le rayon de courbure de la ligne la plus courte est partout normal à la surface sur laquelle elle est tracée. On appelle en général lignes géodésiques les lignes qui jouissent de cette propriété.
L’angle compris entre le rayon vecteur et la normale étant nul, il en résulte encore, d’après le théorème du numéro précédent, que si une surface développable touche la surface donnée suivant une ligne géodésique, et qu'on rabatte la première surface, la ligne géodésique deviendra une ligne droite.
137. Pour obtenir l'équation de la courbe sous sa forme habituelle, faisons pour un moment
X — dyd?z — dzd?y, Y = dzd?x — dxd?z Z = dxd?'y — dyd?x,
sans particuliser d’abord la variable indépendante; on
aura
Ydz— Zdy ,+ Zdr=iX dr r _Xdy — Ydx 2 = ———< ; De > = —" —.
ds" ds’ ds"
Si l’on appelle p, g, r, s, t les dérivées partielles de z des IV. 18
deux premiers ordres, tirées de léquation uw — 0 de
la surface donnée, p, q, —1 seront proportionnels à du du du s 4 TR —; —) — €t la formule (2) pourra s'écrire dx dy dx Ydi— Haye Zdzxz — X dz X dYÆY dr P Fri q : KNIMENR
Multiplions respectivement par X, Y, Z les numérateurs et les dénominateurs de ces trois fractions, la somme des numérateurs deviendra nulle; celle des dénominateurs devra donc aussi s’évanouir, sans quoi chacune des fractions serait nulle, et l’on aurait constamment
Faux ANT De 5 ee XX —=90, Y =0,;, 7° —0O,
et, par suite (n° 134), b—« , ce qui n’est pas généralement possible, T'en résulte |
pX+qY—Z=—0, ou
p(dyd?z — did'y)+ q(dzd?x — dxd'z)—(dxd'y — dyd?x)=0:
Prenons maintenant x pour variable indépendante, et introduisons les valeurs
dz — pdx + qdy, “ d?z = rdx° + 2sdxdy + tdy? + qd y,
il viendra, après quelques réductions faciles à effectuer,
d'y dy dy dy?\ * MER Po QUE ee (7 a ” (r+ Mens ie ]= 0, . . , 4 à Fa * 78 4 équation différentielle du second ordre, laquelle, jointe à u == 0, déterminera la ligne géodésique.
Les lignes géodésiques tracées sur un ellipsoïde
ont des propriétés intéressantes dont nous ferons connaître quelques-unes, indiquées d’abord par M. Joachimsthal.
COURBES DANS L'ESPACE. 27 Soient a, b, c les trois demi-axes de l’ellipsoïde, son équa-
tion sera x? y? z?
a? b: ce?
et les équations (2), auxquelles doivent satisfaire les coordonnés de la ligne géodésique, deviendront
TX ; 2 ; — = » he F2 La Æ 52 A Ou tx 42 1z ( 3 x” ES 44 PE (] (4 TZ — (3) a? J b? ce?
t étant une variable auxiliaire.
En appelant P la perpendiculaire abaïssée du centre sur le plan tangent à l’ellipsoïde, et D le demi-diamètre parallèle à la tangente à la ligne géodésique, on a
{ I x? y? 22 tee b* ar (4) | I x'? y'2 2/2 LD + ‘
Cela posé, si l’on différentie deux fois de suite l’équation de l’ellipsoïde, il viendra
substituant les valeurs(3), etayant égard auxéquations (4), on en déduit
= ==\(Y ou = — , D?
pr | D:
Les équations (3) élevées au carré et ajoutées donnent d’ailleurs i : ER t? FTP
donc, en éliminant ft, on trouve
(5) Dr
ce qui fournit déjà un moyen très-simple de calculer le rayon de courbure o de la ligne géodésique. Il en résulte en outre cette proposition :
Les lignes géodésiques qui passent par un méme point de l’ellipsoïde, ont dans ce point leurs rayons de courbure proportionnels aux carrés des demi-diamètres parallèles à leurs tangentes.
Ajoutons qu'on parvient facilement à intégrer une fois l'équation différentielle du second ordre de la ligne géodésique, lorsque cette ligne est tracée sur un ellipsoïde. En effet, si l’on différentie les deux équations (4), il vient d'abord
AU c!
Multipliant la première équation par P?, la seconde par D?, et ajoutant, il vient
LPASLA PH DE:
et, en intégrant PD Æ const. —C" .
C'est l'intégrale cherchée, ou l’équation différentielle du premier ordre de la ligne géodésique. Combinée avec
l'équation (5), p — — elle donne
(6) ps?
et conduit au théorème suivant :
Le long d'une méme ligne géodésique tracée sur un ellipsoïde, la courbure varie proportionnellement au cube de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent à l’ellipsoïde.
Comme la perpendiculaire P dépend uniquement des coordonnées x, y, z du point que l’on considère, et nullement de la direction que la ligne géodésique a en ce point, l'équation (6) donne encore lieu à cet autre théorème :
Un triangle étant formé par des lignes géodésiques sur la surface d’un ellipsoïde, si l’on désigne par p;, p', Pas Pas Pss P,s dans l’ordre où ils se succèdent, les rayons de courbure de ces lignes aux sommets du triangle, les deux produits des rayons alternes ou non contigus seront égaux, c'est-à-dire, on aura
LR TANPIMUR EP Ps PIRE
On sait que deux sections normales d’une surface quelconque ont la même courbure lorsqu'elles font des angles égaux avec l’une ou l’autre des sections principales ou des sections auxquelles appartiennent la plus grande et la plus petite courbure; il résulte donc du théorème que nous venons d’énoncer, que si, dans le triangle formé sur la surface de l’ellipsoïde par troisvlignes géodésiques, deux des angles sont partagés en deux parties égales par des sections principales, il en sera de même du troisième angle.
Sur un ellipsoïde de révolution tous les méridiens sont
ÉD
évidemment des lignes géodésiques; désignant par p, le rayon de courbure d’un méridien, on aura donc, en vertu
de la formule (6)
et, par suite,
ainsi, sur les ellipsoïdes de révolution, le rapport entre la courbure de la ligne géodésique et la courbure du méridien reste le même pour tous les points d’une méme ligne géodésique.
Cette propriété avait déjà été signalée par M. Guder-
mann (Journal de Crelle, t. XVII).
139. Revenons maintenant à la question primitive de la ligne la plus courte sur une surface quelconque pour examiner les conditions auxquelles doivent satisfaire les extrémités de la courbe. Désignons par £, n, € les coordonnées de l’une ou de l’autre de ces extrémités, les termes aux limites de la variation de l'intégrale proposée deviendront a,
ÉD
Sa | | (V ee Le Te (0 Pi 24 a R, z') os + P,dE + Q dr —-— ROC
UA
= (1—c)d(s;—5s) re] (a dE + y'On + z'd6).
Ce seront en même temps les seuls termes qui restent de la variation de l'intégrale, quand on aura déterminé +, y, z en fonction de s de manière à vérifier à la fois les équations (1) et les conditions u—0, x'?+7/?+23°=r. Mais alors [a courbe sera une ligne géodésique dont la longueur s, représentée précisément par l'intégrale pro-
COURBES DANS L'ESPACE. 279 posée, sera égale à 5, —s,, en sorte que ss — 5,5. On aura donc pour la variation de la longueur d’une ligne géodésique,
Ss ds —(1—c)ds +e] ("dE + y'On + z'd#), $
et, en tran$posant,
FA (7) | (x dE + y'dn + 3 dË).
si r.
Cette expression disparaît d'elle-mème avec les variations DE, On, J6, chaque fois que les points extrêmes restent fixes. Maïs si ces points sont mobiles, si l’on cherche seulement la ligne la plus courte entre deux courbes données sur une surface, on aura pour chacune des extrémités la condition
Z'IE + y dn + 706 — 0.
Or les variations d£, d'n, dé sont évidemment proportionnelles aux cosinus des angles de la tangente à la courbe limite; cette condition exige donc que la ligne la plus courte rencontre sous un angle droit chacune des courbes limites.
140. La forme (7) sous laquelle nous venons de mettre la variation de la longueur s d’une ligne géodésique conduit à plusieurs conséquences Et, Concevons que la ligne s varie d’une manière quelconque sans changer de nature, c’est-à-dire sans cesser d’être une ligne géodésique; appelons & l'arc décrit par l’une des extréimités, nous aurons
280 CALCUL DES VARIATIONS, et l’équation (7) deviendra
M uEns ® fdx dE dy :duf, dites DNA dd deal
Or, le coefficient de d 5 est le cosinus de l’angle sous lequel se rencontrent la ligne géodésique s et la courbe limite o, chacune d'elles étant prise dans la direction suivant laquelle l’arc s ou & est compté. En désignant par 9 cet angle, on aura donc
COS
Pour simplifier davantage, désignons par o,, o, les valeurs de o et de s relatives au point initial, et réservons les notations sans indice 9, « pour la seconde extrémité de la courbe; nous aurons définitivement
(8) ds — cos 0 « — cos m0 ou.
Le second terme cos v, 00, serait nul, si le point initial était fixe, ou seulement si la ligne géodésique s était normale à la courbe 0, décrite par ce point, puisque dans le premier cas 00, — 0, dans le second cos® = 0.
Si l’on avait en outre ds = o, c’est-à-dire si la longueur de la ligne s était invariable, l'équation (8) réduite à coso — o exprimerait que la ligne s est aussi normale à la courbe © décrite par la seconde extrémité. Nous pouvons donc énoncer ces deux théorèmes dus à Gauss ( Disquisitiones generales circa superficies curvas) :
Étant tracées sur une surface courbe, à partir d'un méme point initial, une infinité de lignes géodésiques de méme longucur, la courbe joignant leurs extrémités sera normale à chacune d'elles.
LEE. dé
On a donné quelquefois à cette courbe le nom de cercle géodésique.
Une courbe quelconque étant donnée sur une surface, si l’on concoit une infinité de lignes géodésiques de méme longueur partant sous des angles droits des dif-
Jérents points de cette courbe, la ligne joignant leurs
extrémités sera normale à chacune des lignes géodésiques.
141. Pour seconde application de la formule (8), cherchons une courbe telle que le rapport des distances géodésiques 5, s’ de chacun de ses points à deux courbes données soit constant.
La distance géodésique d’un point à une courbe se mesure suivant la ligne géodésique qui passant par le point est normale à la courbe. Soit o l’arc de la courbe cherchée, et désignons par ®, +’ les angles sous lesquels les lignes géodésiques s, 5’ courbe. Puisque chacune des lignes s,s” est supposée
coupent respectivement cette
normale aux courbes données, sur lesquelles se meuvent leurs points de départ, on a cos®, — 0, cosp — 0, et les variations de s, s’ deviennent simplement
ds —cosp da, ds — cosw'0c.
Cela posé, l'hypothèse admise
$ — = "CONSL"—.6 $
donne successivement ds
SR Ce cs
S— es —0, ds —eds —0; On aura donc, en substituant les valeurs de ds, ds’,
COS CA
ce qui exprime la propriété caractéristique de la courbe cherchée.
Dans le cas particulier où la surface est un plan, où l’une des courbes données se réduit à un point et l’autre à une ligne droite, la courbe cherchée est une section conique dont l’excentricité est égale au rapport e, Ainsi dans toute section conique les cosinus des angles que fait la tangente avec les distances du point de contact à l’un des foyers et à la directrice correspondante, sont dans un rapport constant, égal à l’excentricité e ; d’où l’on déduit cette propriété connue relativement à la réfraction :
Les rayons lumineux qui arrivent, parallèlement au grand axe, sur une ellipse dont l'indice de réfraction
, 4 I , . r est égal à —, vont converger au foyer le plus éloigné, e
et les rayons lumineux qui arrivent, parallèlement à l’axe réel, sur une branche d'hyperbole dont l'indice de
r , ls e \ Ua .
réfraction est —, divergent après la réfraction, comme €
s'ils venaient du foyer de l'autre branche. , On trouve quelques autres problèmes analogues sur les lignes géodésiques dans un Mémoire de M. Gilbert
(Bulletin de l Académie royale de Belgique, 1860).
442. Dans la théorie des surfaces courbes on peut aussi tirer parti de l'équation (8), qui exprime une propriété générale des lignes géodésiques. Nous en donnerons un seul exemple, qui comporte également une application importante à l'optique.
Soient À, B deux surfaces données et cherchons une troisième surface X telle, que les normales s, s’ abaïssées d'un point quelconque P de cette surface sur À et B aient entre elles un rapport constant k.
Concevons que le point P se déplace sur la surface X
dr
suivant une courbe quelconque &, on aura toujours ds — cosy, ds — cosy do,
o et o’ désignant, comme ci-dessus, les angles que les prolongements de s et s’ forment avec l’arc 5. De l’hypothèse admise
on déduit d’ailleurs successivement
Ts s—ks —o, ds— kds — 0, mt
ds’ substituant les valeurs de ds, ds’, on aura donc
cos ©
cos v”
Ainsi les deux droites s, s’ forment avec une courbe quelconque o, menée par le point P sur la surface X, des angles ©, ®’ dont les cosinus sont entre eux dans le rapport constant #, d'où l’on conclut facilement que le plan de ces droites est normal à la surface X au point P. Supposons que l'arc o soit pris dans ce même plan, les angles o, wo’ seront les compléments des angles que les droites s, s' foni avec la normale à la surface X; donc Île rapport des sinus de ces derniers angles sera aussi constant et égal à À. Concevons maintenant que la surface X se trouve entre deux milieux de pouvoirs réfringents inégaux et tels que l'indice de réfraction entre ces deux milieux soit À; sis est un rayon incideni, s’ sera le rayon réfracté. On en conclura que si les rayons incidents sont normaux à la surface À, les rayons réfractés seront tous normaux à la surface B. Cette mème propriété apparüendra aux rayons réfléchis, pour lesquels on à £ = —1.
Réciproquement, on pourrait se donner la surface réfringente X avec l’une des surfaces directrices, par exemple celle qui coupe orthogonalement ou à angle droit tous les rayons incidents et que nous avons désignée par A: On trouverait alors la surface B, normale à tous les
Lé , e S rayons réfractés, par la condition + = k, en cherchant S
l'enveloppe de toutes les sphères qui ont leurs centres sur la surface X, et dont les rayons sont proportionnels aux distances de leurs centres à la surface A, le rapport constant entre les rayons et les distances étant celui du sinus de réfraction au sinus d'incidence. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui renferme toute la théorie des caustiques, développée successivement par MM. Dupin, Quetelet, Gergonne, et autres :
Deux milieux homogènes étant séparés l’un de l'autre par une surface de nature quelconque, et des rayons de lumière pénétrant de l’un de ces milieux dans l’autre, si les rayons incidents sont dirigés dans l’espace de manière à pouvoir étre traversés orthogonalement parune méme surface, il en sera de méme des rayons réfractés, el réciproquement : en outre, à chaque trajectoire orthogonale des rayons incidents répond toujours une surface trajectoire orthogonale des rayons réfractés, telle que les normales abaissées sur ces deux surfaces d'un point quelconque de la surface séparatrice des deux milieux seront respectivement entre elles dans le rapport con- Stant du sinus d'incidence au sinus de réfraction.
ProBiemMe XIII.
443. Parmi toutes les lignes de méine courbure constante qu'on peut mener entre deux points, quelle est la plus courte?
Prenons l’are s pour variable indépendante, les condi-
üons du problème seront domi RE + dv,
er + y Ha = = consL., | P
et la question reviendra à chercher le minimum absolu de l’intégrale
Sa il Lt (ay a 1) S
Pa p étant constant et À, x désignant deux fonctions indéterminées de s.
On a
+ufaneym ta 2)la,
! I V— : + ) (ais ae “D 2E- z'? re: 1) AE u (a+ ya — 2) , p
PMR ren LA té
Q—=0, Q—2ir, Q—2r7", NO MR NAS RTS af) et les équations générales de la courbe deviennent
dP d d'R — a; NENRErS EE — €
[| —— Le ds 3
ou 2)1z'—oux"—2ux"— a,
217 — ou'y" —2uy" = 0,
MRC
217 — 2pu2
EU e PE = C, ‘a, b, c étant des constantes arbitraires. À ces équations, il faut Joindre les conditions primitives x LL y+ ti, p —= const, L'élimination de À entre les deux dernières équations (1) donne
(UT: Pr, LR | /
bz'— cy = ap (72 — 37") +ap(y'e" =z y),
et, en intégrant, A+ bz— cy = 2u(y"z" — z'y").
On trouve de même, en éliminant À, soit entre la première et la troisième, soit entre les deux premières des équations (1),
BE or —az—oulzz #6)
C+ ay — bx—=aplx y" — 7x"),
À, B, € étant de nouvelles constantes arbitraires. Enfin, si l’on multiplie par x’, y’, z', ou seulement par dx, dy, dz, les trois dernières équations, et qu’on les ajoute, w disparaît et il vient |
(2) (A + dbz — cy)dx +([B + cx—az)dy + (C+ ay — bx)dz= 0,
équation différentielle qui, jointe à p —const., détermine la courbe cherchée.
144. Ici se présente d'elle-même [a question de savoir s’il exisie une relation primitive entre x, y, z qui satisfasse généralement à l’équation différentielle (2), ou, en d’autres termes, si cette équation peut représenter une surface. Dans ce cas, la ligne cherchée serait une ligne de courbure constante tracée sur cette surface. Or, il est facile de s'assurer que l’équation (2) est intégrable sous la seule condition qu’on ait
(3) aAÂ + bA + cC—o,
et quelle conduit alors à l’équation d’un plan. En effet, si l’on regarde d’abord z comme constante, cette équation, devenue
dx dy
B —+- cr — az ge A hs 0m
donne, par l'intégration,
B + cr — az
DÉPOT UE TRANS À + bz— cy ARE
@(z) étant une fonction arbitraire de z. Pour déterminer cette fonction, différentions de nouveau en faisant varier toutes les variables x, y, z; le résultat, comparéà (2), fournit la condition
Aa+Bb+Cc+(A + bz— cy}#/(z) — 0,
laquelle devant être identiquement vérifiée pour que l’équation (2) soit intégrable, se partage en deux autres
Aa+Bb+Cc—o, (2) —o.
Il en résulte p(2) = const. — 7», et, par conséquent, B+cx— az = m(A+ bz—cy),
équation d’un plan, comme nous l’avions annoncé, Lorsque les données:du problème seront telles que la condition (3) soit remplie, on en conclura que la ligne cherchée est une courbe plane de courbure constante, c'est-à-dire un arc de cercle: oué
145. Pour facilitér la recherche des équations aux limites, désignons par £, n, €, &!, n, €’ les valeurs de L, Vs Z, À, Y', 2! correspondantes à l’une ou à l'autre des extrémités de la courbe; les termes aux limites de la variation de l'intégrale S deviendront |
s& ÿ ? 3 / A Là 2 p S Fe aber er S : Ë 1 ,
$ a | adE + bôn + cdc ar 2u(x"0E + y" On + 2" 0!) L.
ER
Nous savons déjà {n° 132) que le coefficient de ds doit se réduire à une constante; c'est ce qui résulte d’ailleurs des équations (1), car en les multipliant respectivement par x”, y”, z/ et observant que
LB y gl ae Nc ONsti
P x" x"! Ne y" y" an 2! 2!" — o,
on irouve
St Le R — ax" + by" is cz/,
p° et, en intégrant, ax" + by + cz + = A
k étant une constante arbitraire. Le terme en ds se réduit donc à (1— k)9 (5: —5,) ou à (1 —k)9S, puisque la différence s,— 5, est égale à l’arc représenté précisément par l'intégrale S qu’il s’agit de rendre minimum. D’ailleurs, lorsqu'on aura déterminé x, y, zen fonctions de s de manière à vérifier les équations indéfinies (1), la variation 9S se composera uniquement des termes aux limites que nous venons d'écrire. On aura donc, en trans-
posant,
S; 1s=| LadE-+bôn+edt+op(x" 08 + y" one") À.
Si Lorsque les directions des deux tangentes extrêmes à la courbe ne sont pas donnéés, en sorte que les valeurs limites de x’, y’, z' sont assujetties à la seule condition x? + y?+z'?—=1, dont on a déjà tenu compte au moyen du facteur indéterminé À, il est permis de regarder les variations d£’, d»/, d6' comme arbitraires et indépendantes les unes des autres, et d’égaler à zéro le
LS
COURBES DANS L'ESPACE. 289 coeflicient de chacune d’elles, ce qui donne pour chacune des limites
, PT —= O, DA O, D ANÉEMCE
Or x”, y”, 2” me peuvent pas être nuls à la fois, parce
L LI L] Ï * qu'on aurait alors aux deux limites - — o, valeur en gép à
néral inadmissible à cause de la courbure constante imposée à priori à la courbe entière, On est donc forcé d’admettre p = o pour chacune des limites. Par conséquent, si l’on appelle x;, ÿ1, z1, Xo, Ye, Z2 les coordonnées des deux points extrêmes, qui d’ailleurs peuvent être fixes où variables, on aura
DR RE À + bz, — cy; — 0,
(4) | B + cr, — az, — 0, BE cr, — az — 0,
C+ay; —bx,—= 0, CG + ay: — br; = 0.
Multipliant respectivement par a, b, c les trois équations soit du premier, soit du second système, il vient
cÿ | NO" 0 + CC 0.
Nous avons déjà fait remarquer que c’est la condition d'intégrabilité de l'équation (2), qui conduit alors à une relation linéaire entre x, y, z. Il en résulte que la ligne cherchée est plane; cette ligne, qui a d’ailleurs une courbure constante, est donc un arc de cercle.
Les équations (4) donnent en outre
cé qui exprime que la corde, ou la droite qui Joint les extrémités de la courbe, fait avec les axes des x, y, z des angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels à a, b, c.
IV
146. Supposons maintenant que l’on cherche la ligne de courbure constante la plus courte entre deux surfaces données. Les directions des tangentes extrêmes, ou les valeurs limites de x’, y’, z! n'étant pas fixes, il résulte d’abord. de la discussion qui précède que la courbe est
un arc de cercle, Pour déterminer de plus près sa posi-
tion, considérons une des surfaces limites représentée par l'équation
FE, LE t) Fi0$
d’où l’on tire, en prenant la variation,
df df df De APT AD RP PRE
Les termes aux limites fournissent d’ailleurs la condition adë + bôn +cdË — 0.
L'une de ces équations devant avoir lieu pour toutes les valeurs de dE, d'n, d€, qui satisfont à l’autre, il faut que les coefficients soient proportionnels entre eux, ou que
af df\. [af a) _(@)_ CR)
té _——
l’on ait
Or, dans ces trois fractions les numérateurs sont propor-
cosinus des angles que fait avec les mêmes axes la droite menée entre les extrémités de la courbe. Cétte droite, ou la corde de l’arc de cercle, devra donc être normale à chacune des surfaces limites, de sorte qu’ellese confondra "avec la plus courte distance entre ces surfaces. |
tionnels aux cosinus des angles que la normale à la surface" fait avec les axes des x, y, z, et les dénominateurs aux
Ne
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Re: si de point limite (£, n, €) devait se trouver sur une MW: - courbe donnée, les variations dE, dn, dé seraient néces- _ sairement proportionnelles aux cosinus des angles que la D 77 tangente à cette courbe Fat avec > les axes s des X, Y, Z, et à __ léquation | | 50 NE" LA eee Re st NA" _ prouverait Élore que la corde doit être normale à la courbe . 100 limite. « 4 ; d % 1 ’ d ne À é d'ores À + ÿ æ a ls L2 E°" «
# * ô : à À t "ae ñ FA ” ù. +9 Ke 4 ; Nr.
ee d +
DOUZIÈME LEÇON
Suite de la recherche de courbes dans l’espace. — Courbe de longueurdonnée renfermant l’aire maxima sur une surface. — Courbe de longueur donnée circonscrivant une portion de surface telle que le volime qu’elle recouvre est un maximum.— Courbe de longueur donnée, directrice d’un cylindre à aire maxima.— La brachistochrone sur une surface. — La brachistochrone dans un milieu résistant. — Position d’équilibre d’un fil sur une surface.
Prosrème XIV.
147. Une courbe quelconque étant tracée sur une surface donnée, irouver sur la méme surface une autre L e \'à .
courbe de longueur déterminée qui renferme avec la première la plus grande aire possible.
Soit u — 0 l'équation de la surface donnée, et p, q les dérivées partielles de zqu'on en déduit; l’aire qu’il faut rendre maximum aura pour expression
JJVi+ pr + 9 dyar.
Puisque z, p, q sont des fonctions connues de x, y, on pourra intégrer une fois par rapport à y entre des limites convenables, c'est-à-dire depuis la valeur de y qui correspond à la courbe donnée jusqu’à la valeur de y relative à la courbe que l’on cherche, et l’on aura aïnsi un certain résultat
o= fi +p+ ar, &
y étant une fonction connue des coordonnées x, y de la seconde courbe. | Cela posé, l'expression de l’aire devient fvdæx. Si l'on
prend l'arc s pour variable indépendante, les coordonnées x, y, z de la courbe seront des fonctions inconnues de s, liées entre elles par les équations
f Æ'Hy?Hz=r, u—=0o;
et le problème reviendra à chercher le maximum de l’intégrale
Sa do ox HA (a+ y +221) pu) ds, Si
prise entre des limites dont la différence, s,—5,, est constante, À, x étant des fonctions indéterminées de 5. En conservant les notations de la leçon précédente, on a
V= ox + (x + y + ir) + uu—vx,
du do AU ATEN P,=2)z +», du dv , ve.
de Qi—217, d R= be He 9z
et les équations indéfinies deviennent
dy id du À, dv do nt UM Lie — — TN se .
dx : Fax ds dx dj 7 ?
dv du dy ae NY op" —O,
pi —aNs —213 0, z
Multipliées par x’,y’, z' et ajoutées, elles donnent d’abord
on a d’ailleurs
les équations de la courbe se ramènent par conséquent à
—————— - d — VRP Ep er + pe c2" — 0 P Je pe ;
2) je D A du (1) VIP a Hu De 0;
du
NOTEZ Ü F dz "
Soient /, m, n les cosinus des angles de la droite L, qui serait à la fois tangente à la surface et normale à la courbe, au point X, y, Z; On aura évidemment AGE re du FA du
EE — NE =, À
dx dy dz s et les trois équations précédentes, multipliées respectivement par /, m, n donneront
(2) . Vi +p+qg'(mx'—ly')=c{(lx" + my" + nz').
Or, la droite L, la tangente T à la courbe et la normale N à la surface étant perpendiculaires entre elles, et faisant avec les axes des x, y, z des angles dont les cosinus sont
respectivement LE at TTL ENTER x ? Ÿ 64 Z ; P q — I
LEP ALTO VUE | TT EE Pros GES 1 A" DETES y mere 9
Vi+p'+ g Vi+p? + g! Vip? + q° si l’on prend L dans une direction telle que la succession des droites L, T, N soit directe, on aura
(mx! — ly') Vi + pi+qg =.
En se rappelant d’ailleurs -que px”, p y/, p z” représentent les cosinus des angles que le rayon p du cercle oscu-
. COURBES DANS L ESPACE. 9) lateur de la courbe fait avec les axes des coordonnées, ce rayon étant complé de la courbe vers le centre, et en désignant par 0 l’angle aigu compris entre le rayon p et la
normale à la surface, on verra le second membre de l’équa - . . A C ° de CE] ° tion (2) se reduire à + -sin 0, le signe supérieur ou inà J
férieursayant lieu suivant que p fait un angle aigu ou obtus avec la droite L. L’équation dont il s’agit pourra donc s’écrire
c sin 0 sin à , OU
p P Concevons une surface développable > tangente à la
= const.
surface donnée suivant la courbe en question s; si la surface > vient à être redressée ou développée sur un plan, la courbe s se transformera en une courbe plane dont la cour-
eue sin 0 À É , bure est précisément — (n° À 39). Cette expression étant Ê
constante, la transformée de la courbe, qui sous un périmètre donné circonserit l'aire maxima, sera un arc de cercle.
148. Cherchons maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire les extrémités de la courbe. La courbe que l'on cherche devant aboutir à la courbe donnée, la fonction v s’évanouit aux deux limites. Donc si l’on appelle indistinctement £, n, € les coordonnées de l’un ou de l’autre des points extrêmes, les termes aux limites de la variation de l'intégrale seront
3, | (Pia — Qiy' —R 7) 5 + PE + Qi +R X|.
Le terme en ds, ramené à la variation 0 (s,— s,) qui est nulle, la différence 5, —s;,
CA(Ss—s,) disparait avec
ou la longueur de l'arc, étant constante; et, en substituant les valeurs de P,, Q,,R;, on verra les autres termes se
réduire à
c. | (al dE + y'On + 20%).
Cette expression est identiquement nulle lorsque les points extrèmes de la courbe sont fixes ; mais en admettant que ces points puissent se déplacer le long de la courbe donnée, on aura pour chacune des limites la condition
x' dE + y'n+z Ü—=o,
exprimant, comme il est facile de le reconnaitre, que les derniers éléments de la ligne cherchée doivent être normaux à cetie courbe.
Le
Parmi toutes les lignes de longueur donnée tracées sur
la surface d’une sphère, celle qui renferme avec une courbe donnée la plus grande aire possible, est donc un arc de cercle, normal à cette courbe à ses deux extrémités. Si la seconde courbe est elle-même un grand cercle, la ligne demandée sera une demi-circonférence.
ProBLeME XV.
149. Une courbe étant donnée sur une surface quelconque, trouver sur la méme surface une autre courbe de longueur donnée, et telle que la portion de la surface circonscrite par les deux courbes recouvre le plus grand volume possible.
Soit u —0 l’équation de la surface donnée, et considérons la portion de cette surface circonscrite par les deux courbes en question. Le volume du cylindre compris entre cette portion de surface et sa projection orthogonale sur le plan xy s'exprime par l'intégrale double SJ zdy dx, dans laquelle, en vertu de l'équation u=o, z est une fonction connue de x, y. Admettons qu'on intègre d'abord par rapport à y, en regardant x comme
COURBES DANS L'ESPÂCE, à : 297 constante, el posons v=— fzdy,
l'intégrale étant prise entre les valeurs de y correspondantes aux deux courbes, # sera une certaine fonction des coordonnées x, y de la courbe cherchée, et l’expression du volume deviendra fvdx, ou fvx'ds, en prenant l'arc s pour variable indépendante. Cela posé, le problème reviendra à chercher le maximum de l'intégrale
Sa if | vx" Lou (ay) + pu ds, on ” la différence s,— s, des limites étant constante, et À, m représentant deux fonctions indéterminées de s.
On trouve d’abord, comme dans le problème précédent, les équations indéfinies
[ do Fr du ar " ant F0 ne STE er NAME dv d (1) De TET Nr no, d p— Du 5 UE D NAS 0
Muluüpliant par x’, y',2" et observant que
dv dv ; de ; He EN — ù HSE PL
on en tire
on a d’ailleurs
les équations (1) deviennent par conséquent
| du
— 2! SR dr CR TO; (2) dv orihgr à CU tp dy ni NES
Multipliées respectivement par les cosinus /, m, n de la droite L qui serait à la fois tangente à la surface et normale à la courbe, elles donnent
z2(max— lj')—=c(lax" + my" + ns’).
En appelant p, g les dérivées partielles de z, tirées de l'équation de la surface u — 0, et 8 l'angle aigu compris entre le rayon de courbure p de la courbe cherchée et la normale à la surface, il est facile de voir, comme dans le
Problème XIV, que
mx" — ly' — AE à à lx" + my" —+- hr a sin 6 VE p° +4" p
La ligne cherchée sera done caractérisée par l’équation
Z PNR Viper P OU Pis DA PO. Po REPAS Se
sin 0 Vi + p'+ q° Lorsque les points extrêmes de cette ligne ne sont pas fixes, mais seulement assujettis à rester sur la courbe donnée, l’équation TODE + 7'dn Rx — 0,
fournie par les termes aux limites de la variation de l’in-
tégrale, nous apprend que les deux courbes doivent se couper sous un angle droit.
ProgrèmEe XVI.
150. Étant donnés deux plans parallèles et un point À dans l’un d’eux, on se propose de mener de ce point à l'autre plan une ligne de longueur donnée, telle que l'aire de la surface cylindrique ayant cette ligne pour directrice, et pour génératrices des perpendiculaires terminées aux deux plans, soit maximum.
Prenons le plan renfermant le point donné pour plan des xy, et pour axe des z la perpendiculaire élevée au point À : soit À la distance des deux plans ou l’ordonnée de l'extrémité B de la ligne cherchée AB. Puisque la hauteur À de la surface cylindrique est constante, l’aire de
cetie surface aura pour expression h/f dx? + dy? ; si l’on prend l’arc s pour variable indépendante, il s’agira donc de trouver le maximum absolu de l'intégrale
; Sa R jh | Var PER RE 28 — 1) ds, S,
À étant une fonction indéterminée de s.
Ce problème présente une particularité à laquelle il faut bien faire attention pour ne pas introduire des équations inutiles et étrangères à la question. En effet, x’ et y” n’entrent dans le problème que par la combinaison æ'°+y’?, en sorte qu'elles ne constituent effectivement qu’une seule fonction à déterminer; rien dans les données du problème ne les distinguant l’une de l’autre, elles ne doivent donc pas être non plus séparées dans le calcul. La conséquence est qu’il est inutile et même illicite de faire varier séparément x' et y": inutile parce que les conditions du problème ne le de-
mandent pas, illicite parce qu’en établissant une variabi- | lité hors de propos, on pourrait faire perdre à la vraie solution du problème son caractère de maximum.
En appelant © la projection de l'arc s sur le plan xy, on aura
de VE, où eV
et l'intégrale qu’il faut rendre maximum deviendra
sf s'+A(o?+z— :) | ds.
Au lieu de x, y, z elle ne renferme plus que deux fonctions, 6, z à déterminer, ainsi que cela doit être.
La condition de maximum fournit les équations générales G) 1+2)0 — a,
J 2% 56, a et b étant deux constantes arbitraires, et, pour la seconde limite de la courbe restée indéterminée, l'équation particulière
Sa (2) ] (1 +210) — 0.
Celle-ci donne a — o, et par suite 26 —— 1,
d’où l’on tire Me b—0o, dz+ bdo—=o,
et en intégrant z2+ bo +c—=o.
Si l’on compte Parc o à partir du point À, o devra s’éva-
nouir en même temps que Z, la constante c sera nulle, et l’on aura simplement
2 Li —0:
Telle est l’équation de la ligne cherchée. Elle exprime que si l’on développe la surface cylindrique sur laquelle la courbe est tracée, celle-ci se transformera en une droite ; la ligne cherchée est donc une hélice. Quant à sa projection sur le plan xy ou à la forme de la surface cylindrique, elle reste indéterminée, ainsi que cela doit être.
Si l'extrémité B était fixée, aussi bien que le point initial À, rien ne serait changé au calcul précédent; la ligne serait donc encore dans ce cas une hélice.
M. Vieille a fait remarquer (Cours d'Analyse et de Mécanique rationnelle, Paris, 1851) que dans le second cas, ou lorsque les points À, B sont fixes, le calcul des variations ue donne plus cette solution, quand on fait varier séparément les coordonnées x et y; etil en attribue la cause à un défaut de la règle d'Euler pour les maxima relatifs. Il nous semble cependant qu'il n’y a point là : d’anomalie, et que si le maximum n'est plus indiqué par le calcul, c’est parce qu'il cesse véritablement d’avoir lieu, du moins dans le sens analytique, aucune relation déterminée entre x et y n'ayant, plutôt qu'une autre, le vrai caractère de maximum.
Pro8zeme XVII.
191. Trouver la courbe de plus vite descente sur une surface donnée.
Considérons un point matériel assujetti à rester sur une surface donnée et sollicitée par des forces quelconques. Soit R la résultante de ces forces, X, Y, Z les composantes de R suivant les axes des coordonnées et v la vi-
tesse, on aura
‘6 ds LRPTE do dx dy dz RON OV RAR dé ds ait É0de!
et par suite v do = X dx + Y dy + Z di.
Les forces X, YŸ, Z seront en général des fonctions des coordonnées x, y, z du mobile ; admettons que par la nature de ces forces X dx + Y dy + Zdz soit une différentielle exacte, l'équation précédente pourra s'intégrer immédiatement, et conduira à un résultat de la forme
—2 f[(Xdx +Ydy + Zdz)=F (x, 75 z) Eee For z)+ c?,
Li, Vis Z1 étant les coordonnées du point de départ, pour lequel nous supposons la vitesse donnée et égale à c. Dans l'hypothèse que nous venons d'admettre sur la nature des forces qui agissent sur le point mobile, la vitesse # sera donc fonction des seules coordonnées x, y, z du point occupé actuellement par le mobile, et ne dépendra nullement du chemin qu il a pu suivre pour y arriver. |
star ANS - ds Le temps, exprimé par lintégrale f + pendant lequel
le mobile descend d’un point À à un autre point B, sera, au contraire, différent selon les différents chemins qu’on l’oblige de prendre, et il sera minimum pour un certain chemin ou trajectoire qu'il s’agit de déterminer. Cela posé, si l’on prend l'arc s pour variable indépendante, et qu'on représente par u — 0 l'équation de la surface donnée, les conditions du problème seront
ds £ ” ; ; #:
f— = min., LP VRP RUES RE 0 [4
et la question reviendra à chércher le minimum absolu de
l'intégrale
L 3 3 Si
À, w étant des fonctions indéterminées de s.
On a
2 Ha + y + ai) + pu ds, (
Me A (CORTE EE 2 n) eu 4 ie V »
1 dv du F —— — PAR Gr PET 1 de du ùT-, Q où dy FE y Q: J »
l d nt nonr
et les équations indéfinies deviennent
lo d + p—— 2\aæ — ox 201:
1 dp du , } (1) M SN — 27" =o, 1 dy du ne T vie ae Ne AO
Multipliées respectivement par x, y’, z'et ajoutées, elles donnent
S+mæ,
dont l'intégrale est
En examinant les termes aux limites, on verrait que la constante À est nécessairement nulle, en sorte qu’on a simplement
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Concevons que par le point x, y, z on mène dans le plan tangent à la surface une droïte L normale à la courbe cherchée et faisant un angle aigu o avec le rayon de courbure p de cette courbe; désignons par /, m, n les cosinus des angles que cette droite L fait avec les axes des x, Y, Z3 nous trouverons, en multipliant respectivement par /, m, n les équations (1), et ajoutant, s
1 {de dv do 2. À Melon — — COSy = 0.
Mettons pour 2 la valeur que nous venons de trouver, et rappelons-nous que
dv dv do ) — — X er ae } — — tn TE NE il viendra (2) (IX +mY HrZ)+ = cosg = 0.
Enfin, si l’on appelle d l'angle compris entre la résultante R et la droite L, cette équation s’écrira plus simplement
De —— cosy — R cosy.
Or, on sait que la force centrifuge est égale à e que sa direction est opposée à celle du rayon de courbure p. Ainsi le premier membre représente la force centrifuge estimée suivant la droite L, tandis que le second membre exprime la force R estimée suivant la même direction. Ces deux composantes étant égales, on en conélura que la pression exercée dans la direction latérale L par le mobile sur sa trajectoire, lorsque cette trajectoire est une brachistothrone, est le double de celle qui aurait lieu en
COURBES DANS L ESPACE. 305 vertu de la seule force R, si la vitesse # était nulle, c’està-dire si le point matériel était en repos; en d’autres termes : la force centrifuge vient s'ajouter aux forces réelles de manière à produire une pression latérale double. C'est la propriété la plus générale de la ligne de plus vite descente sur une surface quelcenque.
152. Dans le cas particulier où le mobile est soumis à la seule action de la pesanteur, on a, en faisant coïncider l’axe des z avec la direction de la pesanteur, et en désignant par g l’accélération dans la chute libre,
ME 0, 0, Z
DS Poe biz CS l’équation (2) devient alors
2(z— h)coso A Si l’on prolonge la droite L, qui est à la fois tañgente à la surface et normale à la courbe, jusqu'à ce qu'elle rencontre un certain plan horizontal dont l’équation est z —h, et qui passerait par le point de départ du mobile si Ja vitesse initiale était nulle, cette droite ou normale
h SA F ; ——; la dernière équation exan
aura pour expressi On
prime donc que le rayon de courbure de la brachistochrone est le double de la projection de la normale ainsi
déterminée sur le plan, osculateur de la courbe.
153. Revenons au: cas g général, où les forées X, Y, Z sont assujetties à la n condition que } X dx + Y dy + ZLdz soit une différentiellé ésaetc, et supposons que le mobile soit entièrement libre | honte que le Chémin qu'on lui fait suivre puisse être choisi parmi toutes les courbes dans l’espace menées entre 1éE mêmes points extrêmes, la condition u — 0 n'ayant plus lieu, le facteur y sera nul; on
IV
aura d’ailleurs, comme auparavant,
" 1 DNA v?
les équations (1) deviendront, par conséquent,
| dv dx ns px! —— vx” == 0; EC do (3) D + 0, do | 7 — 9/3! Log! — 0.
dz
En désignant, pour un moment, par «, 5, y les angles que la normale au plan osculateur de la courbe fait avec Jles axes des x, y, z, et multipliant respectivement par cosæ, cos B, cosy ces dernières équations, on trouve
do do dv 7e C08@ ax 2 cos B + ESS 0:
où X cos a + Ycosf +'Zcosy 03
et l’on en conclura que la résultante R est perpendicu-
e. A 0 . » e y laire à la direction déterminée par les angles «, B, y, c’est-à-dire que le plan osculateur de la courbe contient Ja résultante.
D'ailleurs, si l’on appelle w l’angle compris entre la résultante R et le rayon de courbure p, les mêmes équations (3), multipliées respectivementpar à”, y”, z!, donnent
RES
et l’on én conclut : 1° que l’angle w est ©=>90°, en sorte q | ;
que le rayon de courbure p est directement opposé à la
projection de la résultante sur le plan normal à la courbe ;
COURBES DANS L'ESPACE. 307 2° que la pression totale exercée par le mobile sur sa trajectoire est double de celle qui aurait lieu si la vitesse était nulle.
154. Considérons maintenant le cas plus particulier où le mobile est sollicité par une seule force centrale. En prenant le centre de la force pour origine des coordonnées, On a
do x en —— ='R — (Er > r ?
(l RS REY en RL dy r do Z p— = Z=R—- AE r |
r étant le rayon vecteur ou la distance du mobile au centre; et les équations (3) deviennent
Rz
2 plyl Lyx" = 0, or
RYy |
— — 97" +eyf= 0, or
Rz
— — vz! + yz" =o.
or
En éliminant R entreles deux dernières, on trouve —#' (y — 27) + v(yz" — 27) = 0; on obtiendra des résultats analogues, en éliminant KR entre la première. et la troisième ou entre les deux premières équations, et l’on aura ensuite, en intégrant, 4 | pee $
YZ' — 27 —= AL) .s
zx — xz = bv,
xy— x = ©,
a, b, c étant des constantes arbitraires. Ces trois équa-
tions multipliées respectivement par x, y, z donnent ax + by + cz2—0,
équation d’un plan passant par le centre. Il en résulte que la ligne de plus vite descente est une courbe plane; elle est d’ailleurs caractérisée par l'équation (4).
Lorsque le point mobile est sollicité uniquement par la pesanteur, on a
R=%g, v'—2g(2—h); l'équation (4), devenue p—=—2 (z Fr ) sec,
exprime alors que le rayon de courbure est le double de la normale prolongée jusqu’à la rencontre du plan z2=4, propriété bien connue de la cycloïde.
PROBLÈME XVIIT.
159. Trouver la courbe de plus vite descente dans un milieu résistant homogène.
Nous admettons Comme évident que la courbe doit être comprise dans un plan vertical, et nous désignons les coordonnées d’un point quelconque de la courbe par x, y, en faisant coïncider l'axe des y avec la direction de la pesanteur ; nous prenons d’ailleurs, comme auparavant, l’arc s pour variable indépendante. Cela posé, soit » la vitesse, g l’accélération dans la chute libre, o(v) la résistance, qui doit être une certaine fonction de la vitesse ; l'équation du mouvement sera
MAP PTS TT dé 7 de dt,
Er, !
Eur 1 T2
gr' lo)
S ds et le temps aura pour expression | —: En regardant x,
COURBES DANS L ESPACE. 309 0 Le LE LI ° , L; Y, Comme trois fonctions de s qu’il s’agit de déterminer, on aura donc entre ces fonctions les deux relations
2H y=i, w+o(r) — gr =o, et le problème reviendra à chercher le minimum absolu de l'intégrale 2 I l F'iiurene + at ot) gr} a Si dans les formules générales du n° 131 on remplace z par #, on aura
e I Vi HA (a+ pr) plu Hole) — gr] = =)
nyl 6 [4 P — _- R —— = + po + po (v} — 0; Q=0, PR OMR AO Pix, Q=21FY —pg, Rio, et la règle de minimum conduira aux équations
(x) — gu+aVy +92)y"=o,
—;— pie + CRAN À
Mulupliant les deux premières par x’, y’et substituant à gy' sa valeur + o(v), il vient
La troisième équation mulupliée par # se transforme en
310 CALCUL DES VARTATIONS.
retranchant celle-ci de la précédente, on trouve
ms R emmeme mne
et, en intégrant,
2X—py(r)—-—=é.
La considération des termes aux limites de la variation de l'intégrale proposée fera voir que la constante k est nécessairement nulle, en sorte que cette équation devient simplement |
(2) 2h — py(v)—=—0.
On trouve d’ailleurs, en intégrant les deux premières équations (1),
PAT 4, (3) | —sb+2 1Y = b ; a, b étant deux constantes arbitraires. Ajoutant les deux relations primitives
| + o(e)— gy = 0,
4 LA CET Ye mL,
nous aurons einq équations (2), (3), (4) entre lesquelles
nous pourrons éliminer les quatre inconnues À, u, x’, y’. Ce calcul effectué donne
ON (On are) à = AO ROE
COURBES DANS L'ESPACE. "31 équation qui déterminera # en fonction de s, aussitôt que la forme de la fonction ® (#) ou la loi de la résistance sera connue. Reportant la valeur de # ainsi obtenue dans l’équation
w + g(e)= 8 = 0; on en déduira ensuite une équation entre y et s qui sera l'équation de la courbe cherchée.
156. Lorsque la résistance p(#) est nulle, les deux dernières formules se réduisent à
se ! Hs) dv", , Di £Ye 0),
dont la seconde s'intègre immédiatement et donne
Substituant dans la premièré équation la valeur de v' fournie par la seconde, on trouve d’ailleurs
ap = 1i—7y"?,;
enfin, quand on élimine #° entre cette équation et la précédente, il vient
d JET SRE Via g(y—c),
d’où l’on tre successivement
résultat dans lequel il est facile de reconnaître l'équation différentielle de la cycloïde.
Cherchons maintenant quelles sont, dans le cas
général, les équations aux limites auxquelles doivent satisfaire les extrémités de la courbe. En désignant par £, n, Y les valeurs de x, y, v correspondantes à l’une ou à l'autre des extrémités, on verra les termes aux limites de la variation de l'intégrale se réduire à ge
Es Le
S, (adE + bdn + pe 90 v Jan,
La
— kO(Ss3 — 5) +]
an
La variation de l’arc-s, — s, étant arbitraire, ces termes égalés à zéro fournissent d’abord la condition À — o, déjà adnuse par anticipation.
Ayant tenu compte, au moyen du facteur u, de la relation qui existe en un point quelconque entre la vitesse s et les coordonnées x, y, nous sommes dès à présent autorisé à regarder la variation dv comme arbitraire et indépendante des variations dE, On. Donc, si l’on suppose que la vitesse soit donnée au point de départ A, mais qu'elle ne le soit pas au point d'arrivée B, on devra rendre nul le coefficient uw de dv à la seconde limite; dès lors les équations (3), donnant pour cetie même limite
montrent qu'au point B Îa tangenie à la brachistochrone fait avec les axes des coordonnées, des angles dont les . cosinus sont dans le rapport de a à b.
Lorsque les points extrêmes A, B ne sont pas fixes, mais seulement assujettis à rester sur deux courbes données, l’équation
adëé + bôn—0,
qui doit subsister aux deux limites, montre que la tangente à chacune des courbes limites aux points À, B est
18 a" # 3 13 normale à la direction déterminée par des cosinus proportionnels à a, b.
On en conclura sans peine que si l’on cherche entre deux courbes données la ligne de plus vite descente dans un milieu homogène, résistant suivant une loi quelconque, ces deux courbes doîvent avoir leurs tangentes paral-
lèles aux points de départ et d'arrivée du mobile, et que P P > Et q
le mobile doit rencontrer la seconde courbe sous'ün angle droit, quelle que soit d’ailleurs sa vitesse initiale.
Ce résultat est identique avec celuñque nous avions déjà trouvé pour la brachistochrone dans le vide (Probl. VII).
Pro8rÈmMEe XIX.
1458. Trouver la position que doit prendre un fi
flexible et inextensible sur une surface donnée, pour
que son centre de gravité soit le plus bas possible. — On sait que dans cette position le fil sera en équilibre. Supposons que l’axe des z coïncide avec la direction
de la pesanteur, l’ordonnée verticale du centre de gravité du fil sera
[ads
J'as.
C’est l'expression qu'il faut rendre maximum sous la condition que fds ou la longueur du fil reste constante, et que les coordonnées x, y, z satisfassent d’ailleurs à l'équation de la surface donnée, w=— 0, ainsi qu’à la relation x° + y? + 3° — 1. Le problème revient donc à chercher le maximum absolu de l'intégrale
Sa | Is HA (a+ y 21) un ds, ä L ; la différence s, — s, des limites, ou la longueur de la courbe, étant constante, et À, uw désignant deux fonctions indéterminées de 5.
Pi ex ES et enes du du, 5518 du
Fi a = — À == —
Fax’ DE dy? Mer sub dz .
Pi et Or 2h MS RES RNrE |
et les équations indéfinies deviennent
/ d pa a — 2 \ RS 0} d (1) pe —2Ny —2y"=0, du Su #4
LEE DER 2 AE À UNE mu, À De
Mulüpliées par x’, y’, z', elles donnent 2 19 Jh = OWNER 7 —"c.
Soient /, m, n les cosinus des angles de la droiteL qui tangente à la fois à la surface et normale à la courbe ferait un angle aigu avec le rayon de courbure p; si l’on multiplie respectivement par /, m, n les mêmes équations (1),
il vient n— 2) (lx" + my" + nz") = 6,
ou bien
Éd
PSE sin 6,
@ étant l'angle aigu compris entre le rayon de courbure p du fil et la normale à la surface. Pour interpréter cette for-
KE AC
mule, nous ferons observer que est la normale à la
courbe menée dans le plan tangent à la surface et prolongée jusqu’à un certain plan horizontal dont l'équation N \ est z — c. Donc le rayon de courbure p est égal à la projection de la normale ainsi déterminée sur le plan osculateur de la courbe, propriété analogue à celle de
la chaînette. Si l’on appelle L la longueur de la normale dont il s’agit, il viendra
Nue
PS
on a d’ailleurs, d’après le théorème de Meunier,
Ê — cos 6,
Po Po étant le rayon de courbure de la section normale passant par la tangente à la courbe. Il en résulte
formules qui serviront à calculer la grandeur et la direction du rayon de courbure p, lorsque la direction de la tangente sera donnée.
159. En appelant £;n, € les coordonnées de l’une ou de l’autre des extrémités du fil, on verra les termes aux limites de la variation de l’intégrale proposée se réduire à
css) + | (z— c)(x' DE + y'On + 3/06),
Si
La différence 5, — s,, ou la longueur de la courbe, étant constante, le terme cd {(s; — s,) est identiquement nul; quant aux autres termes, ils fournissent pour chacune. des limites la condition
x'OE+ y'on+z 06—= 0,
exprimant que si les points extrêmes du fil, au lieu d’être fixes, peuvent glisser le long de deux courbes données, le fil se placera de manière à avoir ses extrémités normales à ces courbes limites.
TREIZIÈME LEÇON
Applications à des intégrales doubles, — Maximum ou minimum de l'intégrale ff (3— px — gy)"dydx. — Maximum ou minimum de S'SVP <q dy dr. — Maximum ou minimum de f f (z —px— qr)dyrdx,
l'intégrale ff Vp°+ q° dydx étant constante. — Surface à aire minimum .: — Surface dont le centre de gravité est le plus bas possible. — Surface renfermant un volume donné et dont le centre de gravité est le plus bas possible. — Surface à aire minimum recouvrant un volume donné.
160. Dans cette nouvelle leçon nous avons à donner quelques exemples de la recherche des maxima et minima des intégrales doubles. Les règles et formules générales relatives à ce cas ayant été exposées avec détail dans la VII: leçon, nous n’avons pas à y revenir, d'autant plus que nous conserverons avec soin Îles notations adoptées.
ProBLEeME . XX.
Trouver une surface telle, que l'intégrale
La Ye à: il v" dy dx X, BE
soit maximum où minimum, v étant la portion de l'axe des z comprise entre l’origine et le plan tangent à la surface au point X, y, Z.
On a
DE DT 0 ÿe Vis (z ee DA ue
Nm, OP mn a 4 QE
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l'équation indéfinie N — —— — —< — o devient par condx dy séquent (a RS) à m —1 dx dy i AOL CC >
7e 7e. étant les dérivées partielles de v considéré comme x NE k
fonction immédiate de x, y. Cette équation est satisfaite, 1° si l’on fait v — o, valeur qui rendrait l’intégrale nulle et donnerait pour solution une surface conique ayant son centre à l’origine des coordonnées; 2° si l’on fait
nous ne nous OCCuperons que de cette seconde solution. L’équation (1) aux dérivées partielles du premier ordre par rapport à s s'intègre facilement par la méthode ordinaire et donne UE Du LIT TRMR £) EE
Ro CNRC (2) = px + 47;
ou
F étant une fonction arbitraire. C’est encore une équation aux dérivées partielles du premier ordre relativement à z; en l’intégrant, et faisant, pour abréger,
4 (2) Su SPL ) \æ nm + 2 x).
on aura
TA 4 Ur sut Tr.
Telle est l'intégrale générale de l'équation (1). Elle représente une infinité de surfaces distinctes, suivant les formes assignées aux fonctions arbitraires o et Ÿ.
161. Lorsque les limites de l’intégrale sont fixes, ainsi que les valeurs correspondantes de z, ou lorsque la surface doit être circonscrite par un contour donné, la règle de maximum ne fournit point d'équations aux limites, et les fonctions arbitraires seront déterminées par la condition même que la surface passe par ce contour. Mais si l’on donne seulement les valeurs limites de x, y, ou la projection du contour sur le plan æy, sans les valeurs correspondantes de z, la condition de maximum ou de minimum exige qu'en chaque point du contour on ait
Q dr — Pdy — 0 où
(3) oi ( y dx — xdy) = 0.
Le facteur ydx — xdy ne peut être nul que lorsque la projection du contour est une droïte passant par l’origine des coordonnées; pour toute portion du contour qui ne remplit pas cette condition, on aura donc # — o, et par
“re
ajoutons que sur cette partie du coniour le rapport =
suite
varie nécessairement d’un point à l’autre, et nous en conclurons que la fonction Ÿ est nulle en général ou pour chaque point de la surface. L'équation (2) réduite à
représente alors une surface conique ayant son sommet
à l’origine des coo rdonnées. La valeur de » qu’on en déduit étant constamment nulle, celle de l'intégrale est aussi nulle, et l’on comprend sans démonstration que c'est un vrai minimum, du moins lorsque l’exposant m est un nombre pair et positif.
162. Considérons maïntenant le cas où le contour n’est pas donné, maïs seulement assujetti à rester sur deux ou plusieurs surfaces données; soient p’, q' les dérivées partielles de z relatives à l’une de ces surfaces, on aura pour la portion du contour quelle doit renfermer
VE (pip) O9" 9)—%, ou
mn lotmz(p—pl)+my(g —q)i=o, équation qui sera satisfaite, soit par
fre" 0, soit par B— PAG M et Int
æ / ! TRES DD. Dose) LRU mm — 1
La première solution v — 0 ramène la surface conique du cas précédent; la seconde exprime que si l’on mène des plans tangents à la surface cherchée et à la surface terminale par un point quelconque de leur ligne d’intersection, les portions de l’axe des z comprises entre l’origine et ces deux plans seront entre elles dans le rapport
constant
MN — 1 163. Dans ce qui précède, nous avons admis implicitement que l’exposant m était plus grand que l'unité, Au lieu de nous arrêter à discuter le cas de m—1 oum< x, considérons le problème plus général où l’on cherche le
maximum ou le minimum de l'intégrale
sk ve > DL 1h jL F(v) .dydx, FA Ti ’
tr Pr QT
dans laquelle
Nous avons Vif), Neo), P——xf'{v), Q——Yyf'(v).
L'équation indéfinie
PE mer = A
GT (D d.f!(v por à, #70
équation aux dérivées partielles du premier ordre, lors-
qu’on y regarde f'(#) comme fonction immédiate de x, Y, s'intègre sans peine par la méthode ordinaire et donne
eflo=r(t),
F étant une fonction arbitraire.
Soit, par exemple,
F(v) Job, dis ë on aura 4 PL 1 2 Meet Er) V'== TP (2) qe :—# (2) px +qYy
En intégrant de nouveau, il vient
j à [ Ly 4
et Y étant deux foncüuons arbitraires.
NA
Trouver la surface pour laquelle l'intégrale
La 3 [ A Vp° + g°.dydx ee L 5
soit un maximum où Un Minimum, p et q étant les dérivées partielles de l’ordonnée z de la surface.
On a
V= Yp?+ 9°, 70, PERRET — q :
V2? + q° VP* + q° l'équation indéfinie est gr — 2pqs HDi 0,
d’où l’on tire, en intégrant, (1) " r=zg(z)+Y(z),
o et Y étant deux fonctions arbitraires.
Lorsque les limites de l'intégrale sont déterminées, ou quand on connait les deux paroïs cylindriques y = 71, Y=Y, et les deux plans x = x,, x — x, qui doivent circonscrire la surface cherchée, sans que $on contour dans l’espace soit donné, on doit avoir en chaque point du contour
Qdx — Pdy = 0, ou qgdx— pdy — 0,
équation qui exprime que la surface cherchée doit rencontrer sous un angle droit les deux paroïs cylindriques, ainsi que les deux plans limites. Dans le cas plus général où le contour est assujetti à rester sur des surfaces données quelconques, si l’on appelle p', q/ les dérivées partielles de z relatives à chacune de ces surfaces, on devra avoir en chaque point de la portion du contour qu’elle contient
V+P(p —p) +Q(g'—4)=—0, IV. g À
Trouver la surface pour laquelle l'intégrale
Xl, Ta d j (z— px — qy)dydx Æ, y
soit un Maximum OU un minimum, en méme lemps que
2 Ya i 1 Vp° + q°.dydx x 13,4
l'intégrale
conserve une Valeur donnée.
Ce problème se ramène à la recherche du maximum ou minimum absolu de l'intégrale
Ta [Y'a 1 il (a — px — qy+n pt +) dydr,
(Ra
dans laquelle 7 est une quantité constante, mais in-
connue.
On a V=2— px — qy + np? + 4°, .
N — 1, Pa xt OISE y due VP'+ YPIA
et l’'équati on indéfinie mt
2 vs 3 2 2 \:
gr — 2pqs + pi = (p + q!),
intégrée par la méthode de Monge, donne
ni CASE UE)
pet Y étant deux fonctions arbitraires. La surface représentée par celte équation est évidemment une surface an-
L] Fr 7è e nulaire ou tore engendré par un cercle de rayon 3 qui
se meut dans l’espace suivant une loi quelconque, en restant toujours parallèle au plan xy. Si lon nomme £,n, 6, les coordonnées variables de son centre, on aura
Er pie) ne — Y(z), É—z,
et ces équations, lorsqu'on aura déterminé les deux fonctions arbitraires, représenteront la courbe directrice que le centre décrira dans son mouvement. Les valeurs des dérivées partielles du premier ordre p et g seront d’ail-
leurs PS x +o(z) PT Lr+00)])e @) Er 40) La y + Ÿ(z) | 1 La o(2)}e (2) Er +4) G)
166. Parmi les diverses hypothèses qu'on peut faire relativement aux limites, nous n’examinerons que celle où la surface (1) doit se terminer dans deux ou plusieurs surfaces données. Soient p', q’ les dérivées de z relatives à chacune de ces surfaces terminales, la portion du contour qu’elle doit contenir sera caractérisée par l’équation
V+P(p—p)+Q(g —gq)=o, ou bien par
62) z2—px—qY + BAPE 44 ) 0 VP° + q° 21 L]
Supposons, par exemple, que l’une des surfaces limites soit un plan ayant pour équation
Zz—= ax + by, on aura ARR AE PET, b,
et l'équation (2) se réduit à ap + bq = 0.
Remplaçant p et q par les valeurs trouvées ci-dessus, il vient (3) z+ap(z) + bY(s) = 0; et, en éliminant o (2), ÿ (z) à l’aide des équations E——o(c), n——%({z), Éz,
qui donnent les coordonnées du centre du cercle générateur, É=aË +0.
Sous cette forme on voit que le centre du cercle générateur doit se trouver constamment dans le plan limite. Si la surface cherchée devait se terminer de l’autre côté sur un second plan dont l’équation füt
z=a'x+bly, on trouverait également pour l'intersection correspondante (4) 2 ap (2) + b'Y(z) = 0 et = a'E + bn ,
d’où l’on conclut que le centre du cercle générateur doit se trouver aussi dans ce second plan, en sorte qu’il se mouvyra le long de l'intersection des deux plans limites ;
la surface cherchée sera donc un cylindre oblique à base circulaire, ayant pour axe l’intersection des deux plans. Les fonctions arbitraires ® et Ÿ seront dans ce cas déterminées par les deux équations (3) et (4), qui donnent ’ U Ent VOS guet et la fonction z est alors parfaitement connue, sauf la constante 7, dont on disposera pour faire prendre à l’intégrale ff Vp° + g°. dy dx la valeur constante qu'elle doit garder. Il serait impossible d’assujettir la fonction z à aucune nouvelle condition relative aux limites de x ; si donc les autres conditions, qu’on peut se donner relativement aux limites, ne sont pas satisfaites d’elles-mêmes, le problème deviendra impossible, et il n’y aura ni maximum ni minimum.
-Progcème XXII.
167. Trouver la surface dont l'aire entre des limites données soit la plus petite possible.
La différentielle de Paire étant V1 + p° + q° dy dx, l'intégrale qu’il faut rendre minimum sera
Es) LT:
[ J V1 + p° + q°.dy dx.
e À Je
On a = Vi pi+ dé N==0; RE a 5 dira à QE : 1 te
L'équation indéfinie du problème et qui doit déterminer la forme générale de la surface cherchée, sera donc
d P pe q ED) + &Vi+p+g WVi+p+a
ou
(2) (1H g)r— 2pqs +(\+p')t= 0;
or elle exprime la propriété bien connue, qu'en chague point de la surface minimum la somme des deux courbures principales est nulle, ou, en d’autres termes, que les deux rayons de courbure principaux sont égaux et dirigés en sens contraire.
Lorsque le contour de la surface dans l’espace sera donné, les fonctions arbitraires amenées par lintégration de l’équation (:) seront déterminées par cette seule condition, et il n’y aura plus d'équations aux limites. Mais si l’on assigne seulement les valeurs limites de x et de y, sans assigner les valeurs correspondantes de z, ou si l’on ne donne du contour que sa projection sur le plan xy, on devra avoir le long de cette projection
Qdx—Pdy—o où qdrx—pdy —0o,
el cette équation exprime que la surface minimum rencontre sous un angle droit la surface ou les surfaces cylindriques qui projettent le contour sur le plan xy. Le plan qui a pour équation z — c, satisfait à la fois évidemment et à cette condition et à l’équation générale (2). Il est donc la solution la plus simple du problème dans le cas dont il s’agit; mais le difficile serait de démontrer qu’il est la seule solution possible.
Supposons maintenant que la surface minimum, au lieu d’être limitée par certaines courbes ou par certaines parois cylindriques, soit assujettie à se terminer dans deux ou plusieurs surfaces données mais quelconques ; on aura alors en chaque point du contour entier
NÉ P(p = p) + Q(g —4)=06, où 1-Fpp +.9q —0:
équation qui prouve que Îa surface minimum rencontrera sous un angle droit chacune des surfaces limites.
L'intégrale générale de l'équation (1), qui repré
sente toutes les surfaces minima, a éié obtenue, pour la première fois, par Monge, mais sous une forme toute compliquée d’imaginaires qui la rendait peu propre aux applications. Legendre, et plus tard MM. Serret et Catalan, se sont occupés à leur tour de cette même intégrale, soit pour vérifier le résultat de Monge, soit pour le simplifier. Enfin, M. Ossian Bonnet, en développant les principes sur lesquels Gauss fonda ses belles recherches relatives à la théorie des surfaces, a montré que ces mêmes principes conduisent facilement à une forme simple de l'intégrale dont il s’agit. Nous indiquerons en peu de mots la marche suivie par M. Bonnet, dans son excellent Mémoire sur l’emploi d’un nouveau système de variables (Journal de Liouville, 1. V, 1860), pour obtenir sous forme finie l'équation de la surface minima.
Soient &, Bi, y les angles de la normale à la surface avec les axes des coordonnées, £.l’angle avec le plan xz du plan mené par la normale parallèlement à l'axe des z,
ei posons n — ltang 2 en sortie que tang À ess Éétn
sont les nouvelles coordonnées ou variables indépendantes qu’il s’agit de substituer à x, y. En désignant par:
9 C2] - e e l’unité imaginaire Ÿ— 1, on aura
Sin Ne PAT L cosy —= (tangin, 3 F COS Ë COS & == SIN y COS = ——— 5 cos in À sin Ë cos B — sin sin Ë — — ) CoOStn
et l'équation aux dérivées partielles (1) prendra la forme
où
NUE dE dn An LR tURRS. LE AA 1 o à SE — | =0O.
( ) al RS OR (cose msn) O
dé dé dn dn Ha ne. 7 Re. Hd cherchons d’abord les relations générales entre £, n et æ, y. Soient x, y, z les coordonnées d’un point quelconque du plan tangent et D la distance de l’origine à ce plan, nous aurons
Pour déterminer les dérivées partielles
X COS + y COS 6 + z cosy — D,
ou, en substituant Îles valeurs des cosinus de &, 6, y, et multipliant par cos in,
(4) X COS Ë + y sin Ë + zisin in — Dcosin.
Cette équation, dans laquelle on peut considérer le second membre comme une fonction de £, n, définit tous les plans tangents à la surface. Pour en déduire les coordonnées x, y, z d'un point quelconque de cette surface, nous ferons remarquer que ce point peut être regardé comme l'intersection de trois plans tangents infiniment voisins, et nous en conclurons que x, y, z, substitués respectivement à x, y, z, doivent vérifier l'équation (4) et cette équation différentiée soit par rapport à £, soit par rapport à », en laissant x, °y, z constants. Donc, en fai-
sant, pour abréger, € — — D cosin, on'a x COSË + YSsinE +zisinin = —Ù, Poe (5) Æ SIN Ë —# COS HAOTE dé Z COSIn — °
Telles sont les équations qui déterminent les coordonnées x, y, z, lorsque £, x, £ sont connus. Si on les différentie en faisant varier à la fois x, y, z, £, n, &, etqu'on
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ER MC Bb = + SRE Je?
is E. VRP | dé ge [
ie VE a MR DER ss
on trouve, après quelques réductions faciles,
dx COS Ë + dy smËé — — à tang én (vdE + wdn), (7) dx sin Ë — dy cosË — udËé + vdn, | dz cosin —= PdË + wdn.
En faisant tour à tour dy—o, dx — 0, on déduit de dé
r e : ENS @ » e d ces équations les valeurs des dérivées partielles ass —) dx dy dn
dn QE RE À i à —, —, et ces valeurs substituées dans l’équation (3) Jui TE HR: à à
font prendre la forme très -simple | (8) R u+w—=o.
Or, si l’on regarde £, n, à leur tour, comme des variables indépendantes, la troisième des équations (7) donne
Z C2 = =— COSIN dE :
dz !
W= — COS in; dn À
on trouve d’ailleurs par les équations (6)
Re ne ne de nat) ut 17 ng in tiang in de LE
MISE Re nu tang ên d2z dz
a PA cos in asian in
on aura donc, en différentiant par rapport à n l'équation u+w=—= oO,
HS SUN ANT
de dm ©
équation bien connue, dont l'intégrale générale est (9) z = q(éHin) + (6 — in),
et Ÿ étant des fonctions réelles ou imaginaires. Toutefois il faut observer que cette intégrale est plus générale que l'équation proposée (r) ou (8), et qu’en déduisant de z la valeur de € au moyen de la relation
&=— fzcosindn,
on devra déterminer la fonction arbitraire de £, introduite par l'intégration, de manière à satisfaire à la condition u + w = 0.
Supposons, par exemple,
(En) = Ha i) (En), VE —én) = (a+ id) (Ein), a, b étant des constantes réelles et positives, nous aurons successivement
z —=aË + bn, &— fz cosindn = f(aË+ bn)cosindn — — (a Ë + bn)isin in — b cosin + X, X étant une foncüon arbitraire de £ dont X/°et X/ seront : les dérivées par rapport à £ du premier et du second ordre; u——bcosin+<X’+X, æ—= bcosin, u+w—X"+X—= o, et en intégrant,
X = Ccoséæ C'sinEé.
Faisons, pour simplifier, C =æo, C'— o, il viendra X — 0,
E— —(aËë + bn\isinin — b cosin:
etles équations (5) donneront
x = bcosin cos Ë — aïsininSMË, (ro) y = bcos in sin Ë + ai sin in COSË,
3 = aË + bn,
ou bien, en coordonnées polaires, si l’on fait x = r cos w, y =rsino®,
r COS (o — Ë) — b cosir, (rr) r Sin (w —Ë) — aisinin,
2= aË + bn.
Les équations (10) et (11), en supposant qu’on ait éliminé £, n, représentent une espèce particulière de surfaces minima. Dans le cas particulier où a — o, elles donnent
À WI < Eng as ).
équation de la surface de révolution engendrée par une chaînette.
Sib—0o,ona
T Z DURE es 2 [44 équation de lhélicoïde gauche à plan directeur.
Dans le cas général, où a et b sont quelconques, l’élimination de Ë, n donne
2 av = a arctangr a y a? + 2
équation qui représente évidemment une surface engen-
ti COL ONE AN AU TR EE) KO AE LS NES 77 NS TES ME
drée par le mouvement hélicoïdal autour de l’axe des z d’une certaine courbe plane dont on trouve l'équation en faisant dans celle qui précède w —0,r = x.
169. Il existe un moyen très-simple de réaliser une multitude de surfaces à aire minima, c’est-à-dire à courbure moyenne nulle, ou, plus généralement, à courbure moyenne constante. M. Plateau a fait voir, en effet, que cette propriété d’avoir sa courbure moyenne nulle ou constante est la condition d'équilibre d'une lame liquide très-mince, d’une bulle de savon par exemple, dont la masse est sensiblement nulle, et que l’on peut considérer pour cette raison comme soustraite à l’action de la pesanieur, comme soumise à la seule action des forces moléculaires : si celte lame est fermée de toute part de manière à emprisonner une certaine quantité d'air, la courbure moyenne est constante, et plus ou moins grande selon la différence des pressions intérieure et extérieure; si, au contraire, la lame est en contact, par ses deux faces, avec l'air libre, la courbure moyenne est nulle.
En se servant, pour faire naître ces bulles ou ca d’une solution de savon et de glycérine mélangés, M. Pla-
teau a su leur donner une persistance extraordinaire.4
On peut alors étudier tout à l’aise les formes très-diverses, très-originales, suivant lesquelles les lames liquides s’arrondissent ou s’étalent, lorsqu'on les assujettit à adhérer aux contours de charpentes rigides dessinées à l’aide de fils de fer légèrement oxydés par l'acide nitrique, et qu'on plonge un instant, pour les retirer presque surle-champ, dans le mélange glycérique. L’illustre physi-
cien à ainsi Créé un procédé facile et charmant de résou-
dre expérimentalement le problème de la moindre surface passant par un contour donné.
Veut-on, par exemple, la surface engendrée par la ré-
AN NRA ENS *, URL NR 717 0: d t Ai Va " ; ü 4
volution d’une chaînette autour de sa directrice, surface à laquelle M. Plateau a donné le nom de caténoïde, on introduit, au moyen d'un pinceau imbibé de solution glycérique, une petite quantité de liquide entre deux anneaux circulaires presque en contact ; on soulève doucement l’anneau supérieur, et l’on voit un caténoïde laminaire arrondir sa surface entre les deux anneaux. En continuant à faire monter graduellement lanneau, on voit le caténoïde se resserrer, s’étrangler en son milieu, et bientôt se rompre pour se convertir en deux lames planes s’étendant sur les deux anneaux. Cette rupture a lieu lorsque la distance * des deux anneaux est à peu près égale aux deux tiers de leur diamètre, exactement comme l’exige la théorie. I résulte, en effet, de notre discussion du problème de la moindre surface de révolution (n° 193), que la chaïnette génératrice devient impossible lorsque le rapport entre la distance et le diamètre des deux bases, supposées égales, dépasse cot {56° 28/) ou 0,6627. Nous avons vu, en outre, qu'aussi longtemps que cette limite n’est pas atteinte, il existe deux chaïînettes ayant l’axe de révolution pour
directrice, mais que c'est l’extérieure ou la moins rentrée qui seule donne le minimum. Or ce résultat, que nous croyons avoir tiré le premier du calcul des variations, est encore parfaitement d'accord avec l’expérience; car M. Plateau avait déjà observé que des deux caténoïdes possibles, qu’il a le premier signalés, c’est toujours le moins rentré qui se produit, et il en avait conclu que le caténoïde intérieur ou plus rentré est instable.
ProBLÈME XXIV.
170. Quelle forme doit avowr une surface d’étendue ou d'aire donnée pour que son centre de gravité se trouve le plus bas possible ? di
Si l’on suppose que l’axe des z coïncide avec la direc-
tion de la pesanteur, l’aire U de la surface sera
aL Ya el Î Vi+p'+g.dy dx, %, UT
et l’ordonnée verticale de son centre de gravité
Fes Z= = 3 V1 + p?+ q°.dy dx.
Te don
La question consiste à trouver parmi toutes les formes de la fonction z pour lesquelles l'intégrale U prend une certaine valeur déterminée, celle qui donne pour Z, et par suite pour UZ, la plus grande valeur possible ; ou à chercher le maximum absolu de l’intégrale
Fa Ta re il hi (z— a): + p°+ q°. dy dx, x Ji
dans laquelle a est une nouvelle quantité constante mais inconnue, qu'il faut déterminer, de manière à faire pren-«
dre à l'intégrale U la valeur donnée qu’elle doit avoir. "" On a L V= (ea) TT +; DS one 3 3% 4 Z 0 6 N= ÿr+p? +9? Pa map nt en Vi p'+ag Vi+pi+ aq?
et la forme générale de la surface cherchée sera déterminée par l'équation indéfinie
(a) 1+p+g=(z—a)}(r+gt)r—2pgs+(i +p)t |.
Cette équation exprime une relation remarquable entre les rayons de courbure principaux R, R’, de la surface. En effet, si l’on regarde chaque rayon comme
APPLICATIONS À DES INTÉGRALES DOUBLES. 335 positif, lorsqu'il est dirigé en bas, c’est-à-dire lorsqu’à partir de la surface sa direction forme un angle aigu avec le demi-axe des z positifs, et négatif lorsqu'il est dirigé en haut, on aura |
(SRG T = 2Dgs EP PME ut, 01 3 ir pp’ (1 +pt+9t) EU et l'équation (1), devenue
I I I a — 5 MAMIE (ea) VE piee
exprimera que le rayon de la courbure moyenne est Le double de la normale prolongée Jusqu'à un certain plan horizontal dont l'équation est z = 4.
171. Lorsque le contour entier de la surface est donné, la condition de maximum ne fournit aucune équation aux limites. Maïs si l’on connaît seulement la projection du contour sur le plan xy, ou les valeurs limites de y et de x sans celles de z, on devra avoir en chaque point du contour
Qdx— Pdy —0o ou qgdx — pdy = 0;
équation qui exprime que la surface est partout normale aux cylindres ou aux plans qui la limitent dans le sens des x et des y.
Plus généralement, si le contour devait se terminer sur deux ou sur plusieurs surfaces données, de forme quelconque, on aurait, en représentant par p', q’ les dérivées partielles de z relatives à l’une ou l’autre de ces surfaces terminales, la condition
L Ÿ re RE RS LE NN.
“sad * + LUE
1+ pp +gq= 0,
c’est-à-dire qu’en chaque point du contour, la surface cherchée devrait couper les surfaces limites sous un angle droit.
172. La surface dont le centre de gravité est le plus bas, a beaucoup d’analogie avec la chaînette, qui parmi les courbes jouit de la même propriété. Pour rendre cette analogie plus frappante encore, supposons que la surface représentée par l'équation (1) soit un cylindre ayant sa génératrice parallèle à l’axe des y, et cherchons quelle
doit être alors sa forme. On aura dans ce cas qg = 0; s—0,t—o, et l’un des rayons de courbure principaux
sera infini, tandis que l’autre se réduira,
R—{:—a)Vitp.
Dans cette équation, qui détermine la forme de la section normale à l’axe des y, on reconnaît sans peine l’équation de la chainette. Maïs il faut se garder d’en conclure que la surface ainsi déterminée soit parmi toutes les surfaces cylindriques celle dont le centre de gravité est le plus bas; elle ne le serait en effet que dans le cas où la longueur de la génératrice ou la différence y: — y, resterait constante.
Dès que la différence y: — y, redevient variable, la courbe
directrice du cylindre cesse d’être une chaïînette. Pour trouver, en effet, la surface cylindrique dont le centre de
gravité est le plus bas, il aurait fallu dès le départ faire
entrer en ligne de compte la condition g — 0, ce qui aurait modifié sensiblement l'équation générale (1). Au reste, cette dernière question est celle que nous avons traitée, Problème X[, en cherchant la forme d'équilibre d'un fil dont la densité ou l’épaisseur est variable.
Progiime XX.
173. Un certain volume de matière homogène est terminé en haut par un plan horizontal, en bas par une surface courbe d’étendue ou d’aire donnée, quelle doit étre la forme de cette surface pour que le centre de gravité du volume soit le plus bas possible ?
Si l’on prend le plan horizontal donné pour plan des xy et la direction de la pesanteur pour axe des z, le problème revient à chercher le maximum de l'intégrale
ei ee Re af il (a+ 207 — 2 a V1 + p°+Q?) dydx, “sf Ji
a, c étant deux constantes, qui permettront d’assigner à l’aire de la surface courbe et au volume les valeurs déterminées qu'ils doivent avoir.
On a V— + 203 — 2a V1 + p'-+ g!, PME À RDS 249
N—2{(2+0c PB ="; QE k Hene re Vies
ue ne, : L 1P d et la condition générale de maximum, N — CASE 0, dx dy devient PEER ARTE d': ÉGALE z + cc Vi+ p°+ q° Vi p'+ q° D ee RER ce a dx dy
ou, en développant, et désignant par R, R’ les deux rayons de courbure principaux,
Telle est l'équauion de la surface cherchée. Elle exprime IV. 29
qu’en chaque point de la surface la courbure moyenne est en raison inverse de la distance à un certain plan horizontal dont l’équation est z Hé 0.
La surface devant aboutir sur tout son contour au plan x, les valeurs limites de z sont nulles; si celles de x, y ne sont pas fixées, ou si le contour de la surface dans le plan xy n'est pas assigné à l'avance, les équations aux limites se réduisent (n° 67) à la condition unique
V—Pp—Qg—=o, OU Î
Te ee y NU Vi+ p'+ g°
qui doit subsister en chaque point du contour, et qui exprime que la surface courbe est normale au plan y le long de leur intersection commune.
Prorrème XX VI.
174. Parmu toutes les surfaces recouvrant le méme volume et ayant les mêmes limites, trouver celle dont l'aire est minimum.
Les conditions du problème étant
HP dy dx = const., JINTEE p° + q°. dydx — min.,
la question revient à chercher le minimum absolu de
To Æ Lee À are Men vin ik [ (aVi pi q— z)dydx, TV
l'intégrale
æ étant un facteur constant, mais indéterminé. Dans les nolations adoptées, on à Va Ep + ps,
ap
NS RS QE Ft Vi+ p+ q: Vr+p+ q°
APPLICATIONS À DES INTÉGRALES DOUBLES. 339 et la forme générale de la surface cherchée sera caractérisée par l'équation indéfinie
be
NO
(1) (1+g'}r— 2pqgs+(i+ p)t + =: (1 +p+9) = 0.
Soient toujours R et R’ les rayons de courbure prineipaux, que nous supposerons cette fois positifs lorsqu'ils seront dirigés en bas, c’est-à-dire lorsque la surface tournera sa concavité vers les z négatifs; négatifs, quand la concavité sera dirigée en haut. L'équation indéfinie devient
T E ve Ra RUE et elle exprime que la surface qui sous la moindre aire possible renferme un volume donné, jouit de cette propriété remarquable d’avoir en chaque point la même courbure moyenne.
A75. Un mot sur les équations aux limites dans les hypothèses les plus simples. Si l’on connait seulement la projection du contour de la surface sur le plan xy, ou les surfaces cylindriques perpendiculaires au plan x, entre lesquelles elle reste comprise, on devra avoir en chaque point du contour
Qdzx — Pdy —0o, ou gdr--pdy = 0,
équation qui exprime que la surface cherchée rencontre sous un angle droit toutes les faces du cylindre limite.
Plus généralement, si la surface cherchée doit se terminer sur une surface quelconque dont l'équation aux dérivées partielles soit dz = p'dx + g'dy, on devra avoir, le long du contour,
V4HP(p—p)+Q(g —q)=0, De
OL
2V1+p+g—a(i+ pp + gg) = 0; et cette équation exprime la propriété suivante :
Si par le pied de l’ordonnée z d’un point quelconque du contour on fait passer un plan parallèle au plan tangent à la surface limite, et que par le méme point du contour on mène une normale à la surface cherchée, cette normale, prolongée jusqu'à la rencontre du plan parallèle, sera constante et égale à a.
Dans le cas particulier où la surface doit se terminer dans un plan horizontal, représenté par l'équation z =, on a p'—0, qg — 0, et la formule précédente se réduit à
RE ee NT VIP Ar ane
d’où l’on conclut facilement que la surface demandée
coupe le plan Himite sous un angle constant.
Le cosinus de cet angle est —; il sera nul lorsque le «a
plan horizontal se confondra avec le plan xy. Donc la surface qui avec un plan donné renferme un certain volume sous la plus petite aire possible doit être normale au plan en chaque point de l'intersection commune. Une demi-sphère de rayon convenablement choisi remplira évidemment cette condition, en mème temps qu’elle satisfera à l'équation indéfinie (1); c’est donc une solution du problème, mais il faudrait pouvoir prouver en outre que c’est la seule.
176. Considérons encore le cas où le contour est indéterminé, ainsi que sa projection sur le plan xy, mais où l’on se donne l’aire circonscrite par cette projection. Aux
conditions premières il faudra joindre les suivantes :
PLa PI f dydx=— const., #} Yi
et chercher le maximum absolu de l’intégrale
La Ha ji J (V + c) dydx, #; Ji
V ayant la même signification qu'auparavant. On obtiendra la même équation générale ou indéfinie (1); mais les équations aux limites deviendront
V+-c=oÿ Qdr — Pdy —0, pour Y = Y1y Y = Je et
Ya [ (Me 0 PET y
JOUT = Li, X — Lo.
; |] 2 Les deux premières donnent
En V1 4e P+ 4, qdx — pdy = 0;
on a d’ailleurs dz = pdx “+ pdy ; donc
dr" AY dz ds
ii q Prd ON(pEq)t Ep ea)
el par suite ds? (z—c}
PER D RQ l Î ds? — dz a?
ou bien
et, en intégrant, «
l'arc 5 étant compté à partir du point pour lequel z = a + c. Donc si l’on développe le cylindre limite sur un plan, le contour rabattu formera une chaïnette dont le paramètre sera égal à a. L’équation |
qdyÿ — pdx —'o
prouve d’ailleurs que la surface cherchée rencontre Îles cylindres limites sous un angle droit.
Il paraît difficile de tirer rigoureusement des équations indéfinies ou aux limites d’autres conséquences que celles que nous venons d’énumérer. Maïs on voit immédiatement que, dans le cas dont il s’agit, le plan horizontal déterminé par l’équation
ZA EC
satisfait à toutes les conditions aux limites aussi bien qu'à l'équation générale (r), et l'on est ainsi conduit à conclure que la moindre surface qui puisse recouvrir un cylindre de volume et de base donnés, est un plan parallèle à la base. La forme de la base reste encore indéterminée, et elle doit l’être évidemment, puisqu'un changement quelconque apporté à son périmètre, sans altération de son étendue superficielle, ne changerait en rien ni l'aire de la base supérieure, ni le volume du cylindre.
Pour le plan en question, la courbure moyenne est nulle, et par conséquent 4a— ; maïs on peut remarquer que la somme à -- c tient place d’une nouvelle constante dont la valeur est finie et qui devra être choisie de manière à assurer au volume circonserit la valeur assignée.
QUATORZIÈME LECON
Applications à des intégrales triples. — Surface à aire donnée renfermant le
plus grand volume.—Minimum del’intégrale f f fV1+p°+q°+r°dzdydx, P, 9, r, étant les dérivées partielles d’une fonction indéterminée w.
177. Dans les deux problèmes suivants, dont le premier est au fond identique avec celui que nous venons de résoudre, nous ferons avec M. Sarrus l’application du calcul des variations à la recherche des maxima et minima des intégrales triples.
Pro8LèME XX VII.
Quelle peut étre la surface qui, sous une étendue superficielle donnée, renferme le plus grand volume ? Le volume a pour expression
La Ya 83 U = | a 1h dz dy dx.
€, Ya Z,
Il est limité par six faces que nous désignons de la manière suivante :
1° Deux faces planes À, et À,, correspondantes aux deux limites x, et x, de la variable x;
2° Deux faces cylindriques B, et B, correspondantes aux deux limites y, et y: de la variable y;
3° Deux faces courbes C, et C:, correspondantes aux deux limites z, et z, de la variable z.
Ces diverses faces ont pour expression
x, 2 f = | 1 Vi+p'+ q'.dy dx, Le A 2 [Yi Ze = [à] J Vi+y"®.d dx, x, Z, x, JA 23 a = | |. 7 dz dy, Fa CE axe Ya [73 SE FE i | Vi+p'+ q.dy dx, , C2 Yi XL: [Ta Za sit | | INT e/ X Z
L3 »'e Ze A; =| J | dzdy , Fine,
à la condition que p, g,y' indiqueront les dérivées de z, et de y1, ou celles de z, et de y, suivant le signe de substitution dont ils seront affectés, c'est-à-dire suivant qu'il s'agira des faces C,, B,, ou des faces C,, B:.
Comme l’étendue totale de la surface doit rester invariable, tandis qu'on cherche le maximum du volume, le problème revient à trouver le maximum absolu de l’expression définie
Or, on trouve, d'après les règles données précédemment,
ER Y 2 Ze “4 J@ Ze = f | (dz + pox)dy +] J f (dr + 7'0x)dz, CAT La Z;
Lo LEE Lo [de #2 Are | | | (93 + pox) dy +] f (dy + y'dx)dz, Tri 3; 6
VAL AE
M JB, | 4 4 Fe) dy.dzdy a, de \Vi+ y?
J PF: 14 we TE Vi+y" CAEN ON Mur” É dy! dr LES MER 2 Ji \ ÿ! | + QI HN 0 + © dy | de, rs z Vi 1-+ y? 4
Le [Na 73 d f = | | - (27 de ; 2 CAN
XL, J'a G : = Ba + [Pfeil ar x, &ga \ Vi+ y” |
La [Na Pa ' +} | {° Mrs Gr | de, zx, £, Vitry
UE NP ES DOS | P d q ü=— | M nes à su SUN Domena corne) à LUS de dy dx VEN Vi+p+g dVi+kpi+ag,
XL; [Ya [Z a + fre + ver ones | de Le LT, tr + p° + q°
La SEA 3, \ +| | | a a+ rep go la, dore Vi+p+ q° | | a PES 1237" P d q a à pr Fr MN JA re 0e “Ur, 2 Vip WNiFpE de (à RP Ni cr d à } da y, \ Vi FAQ pi + 4°
Ée D HUE Arr 02 + MTS L+ p? + q° or )é.
Ya LE DE dU _j*] du dz.dydx +f l sie dy .dadx Ja 2 f Ê sf 0x. dzdy ; rer Je
et la variation complète de S peut s’écrire, pour abréger, de la manière suivante :
X, M ap d dt \ AR EX L ; A Ces es Pit DL: M Cu (0z.dy dx x, y, (a, À æ Vi+pi+ +g Y Vip: Lg # \
2 f 72 DS | Me ele z *
HR
Vire w; à
“ RE M € LE. 3 af J l & Es + Cp EE J, F3 Vi—-p°+ g°
LES
Si l’on décomposait toutes les substitutions doubles en substitutions simples correspondantes, on auraït dix-
Ya \(/ y’ res eee
Vitry"
huit termes au lieu de six que contient cette équation. Quant aux signes + et == dont nous avons fait usage, afin de resserrer la formule dans le moindre espace possible, il importe peu, pour les conclusions que nous allons en tirer, que l’on prenne le signe supérieur ou le signe inférieur; il est uüle cependant d'indiquer quel
APPLICATIONS A DES INTÉGRALES TRIPLES. 347 signe il faut prendre. Dans les trois premiers termes, qui n'ont chacun qu’un seul signe de substitution, le signe + se combine avec la limite supérieure, et le signe — avec la limite inférieure de la variable à laquelle se rapporte la substitution. Dans les trois derniers termes, renfermant chacun deux signes de substitution, on prendra : 1° sous le signe intégral, le signe +, lorsque les substitutions se rapporteront toutes deux aux limites supérieures ou toutes deux aux limites inférieures des variables, c'est-à-dire aux combinaisons Y1Z4, Yo Zos XiZ13 220 La Vis L2Ÿ23 le signe —, lorsque les substitutions se rapporteront l’une à une limite supérieure, l’autre à une limite inférieure, ou aux combinaisons y: 22, VaZis LaZos Le Zi, L1Y25 La V13 2° en dehors du signe intégral, le signe — ou le signe +, suivant que la première des subsuitutions, en lisant de gauche à droite, se rapporte à la limite supérieure ou à la limite inférieure de la variable qu’elle concerne.
Cette formule est identique au fond avec celle donnée par M. Sarrus, maïs la simplification apportée aux notations nOus a permis de réunir en six termes la variation ÔS, qui se compose chez M. Sarrus de trente expressions définies. La forme abrégée a en outre l’avantage de représenter par une seule expression tous les termes de même nature, dont la discussion se ferait de la même manière et donnerait lieu à des conséquences analogues.
478. Arrivons aux diverses conclusions que l’on peut urer de l'équation 98 — o, lorsque les limites sont entièrement indéterminées ou n’ont été l’objet d'aucune restriction.
On remarque d’abord que chaque terme qui contient en facteur la variation 97, laquelle représente soit dz,, sait À z,, selon le signe de substitution qui précède, four-
uit une équation distincte qui doit avoir lieu dans toute l’étendue de ce terme, à moins que cette étendue ne soit elle-même nulle. Ainsi le premier terme fournit l’équaion indéfinie
d ap d a}
SERA
qui se partage en deux autres,
relatives, la première à la surface supérieure G;, et la seconde à la surface inférieure C;. Ces deux surfaces jouissept donc de la propriété commune d’avoir en chaque point la même courbure moyenne; elles tournent seulement leur convexité en sens contraires. | Égalé à zéro, le coefficient de dz dans le quatrième terme donne SUN ane LlaR”, LM 5 le signe + se rapportant aux arêtes B,C, et B,C, le
signe — aux arêtes B; C1, B:C>. Or le premier membre est évidemment le cosinus de l'angle sous lequel les faces
B et C se rencontrent le long de l’arête que l’on considère; donc, puisque ce cosinus est égal à l’unité, chacune des faces C;, C> se raccorde avec les faces cylindriques B,, B:, ou leur est tangente. En outre, l'équation (2) fait disparaître ou rend nul identiquement le coefficient de dy dans le quatrième terme.
Le cinquième terme fournit l'équation
SA PÉATEMRENTE ARS EL, VAS PET
qui appartient avec le signe + aux arêtes A,C:, A,0;,
APPLICATIONS À DES INTÉGRALES TRIPLES. 349 avec le signe — aux arètes A,C;, A,C,. Elle exprime que les faces CG, et C, sont normales à l’axe de x le long des arêtes d'intersection, et que, par conséquent, ces faces se raccordent également avec les faces planes A, et A:, ou leur sont tangentes. Ajoutons que l'équation (3) fait disparaître identiquement le coeflicient de dx dans le cinquième terme.
La variation dy, qui tient la place de dy, ou de dy>, suivant la substitution qui l’affecte, ne dépendant plus que de la variable x, on la fera sortir des signes f'et | relatifs aux variables y et z, et l’on réunira tous les termes multipliés par dy, en deux groupes précédés l’un du signe
Lo TL, intégral Î , l’autre du signe de substitution | ; On égax, x} lera ensuite à zéro le coefficient de dy dans chacun de ces groupes. Or puisque l'équation (2) a fait disparaître le coeflicient de d y dans le quatrième terme, cette variation ne figure plus que dans le second et le sixième termes. Egalant à zéro le coefficient de dy dans le second terme,
non aura aux deux limites de y
PZe ( d ay!
| Re (dd eZ | F Vi Fr" #4 H
et en intégrant,
équation qui se rapporte avec le signe + à la face B:, avec le signe — à la face B.
Négligeant le second facteur, qui, égalé à zéro, donnerait un cylindre au rayon a, mais laisserait la valeur limite de z entièrement indéterminée, on devra avoir
24 21 = OV Bi 2 7,
pour chacune des faces cylindriques B, et B;; ces deux faces, par conséquent, se réduisent à zéro.
Cette relation en outre rend nul Le champ du sixième terme qui disparaît ainsi sans donner lieu à aucune équation.
Reste enfin le troisième terme relauf aux faces planes À, et À, et qui donne pour chacune de ces faces
LA 28 | ie dzdy —0 y Z
d'où il résulte que les faces planes A,, À, sont également nulles. En résumé le solide maximum est enveloppé en tous sens par les deux surfaces C, et C:, qui sont en réalité les deux nappes d’une même surface courbe, caractérisée par l'équation
fa TA
ee u =;
\ d’ailleurs, les équations (2} et (3) font voir que les deux à nappes sont perpendiculaires au plan xy, le long de leur é arête commune, d’où l’on conclura que les deux nappes se raccordent et se fondent l’une dans l’autre le long du contour commun ou font réellement une seule surface fermée, donc la courbure moyenne est constante et égale
à —. La sphère au rayon 2 a remplit ceite condition, et
l’on sait par d’autres considérations que la sphère est en effet la solution vraie et unique de notre problème. Mais pour arriver par le calcul des variations à exclure toute
autre solution, il faudrait prouver que la sphère est la seule surface fermée dont la courbure moyenne reste constante; or cette démonstration est restée Jusqu'ici audessus des forces de l’analyse.
Propcime XX VIIT.
179. Quelle doit étre la loi de la densité dans un corps dont la forme, la position et la masse sont connues, pour que, u exprimant la densité au point dont les coodonnées sont x, y, z, l'intégrale
x. “fe AORE jeta) + (TE) dard
soit un minimum ? Îl est d'arlleurs sous-entendu que cette intégrale est prise dans toute l'étendue du corps cherché. La masse du corps ayant pour expression ff fudzdydx,
on doit chercher le minimum absolu de l’intégrale
rx, w Za Fe 7 y ? ; < 4 ’ ° / ÉAe du CMP po I FUN D dy HART TT Le 7 à x, e Ji Z; V à da) a Fa a ‘ si d
. ° ° , Le 4 P lé , I le multiplicateur indéterminé étant représenté par ——. a
En faisant, pour abréger,
du du du
et l’on trouve l'équation indéfinie
7) ete r' d, £ d. 7 di I 0 m m (1) SÉREN QURS" Lee eee a dx dy az
qui détermine la loi générale de la densité.
Si l’on appelle &, B, y les angles compris entre la normale à la surface du corps et les axes des coordonnées, on aura en outre {n° 75) en chaque point de la surface
P cosa + Q cos B + R cosy = 0, ou
(2) p COS & + q COS G + r cos y — 0,
et c’est la condition unique à laquelle se réduisent les équations aux limites, lorsque les limites de l'intégrale, ou les surfaces limites du corps, sont données.
Parmi les intégrales particulières de l’équation (1), on remarquera la suivante
(3) (@—1}+(r—m}+(e— nr) +(u 4 = 9e
analogue aux équations du cercle et de la sphère. Pour qu’elle représentât la solution véritable du problème, il faudrait que la densité assignée à la limite du corps ou sur toute sa surface füt précisément celle que l’on déduirait de l'équation (3) résolue par rapport à uw. C’est ce qui aurait lieu si le corps en question était une sphère dont la densité u füt constante et donnée en chaque point de la surface, et l’on en conclurait qu'en ce cas l’équation (3) représenterait la loi de densité‘pour laquelle l'intégrale proposée deviendrait minimum.
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Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/leconsdecalculdi04moig. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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