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INTRODUCTION
En livrant enfin au public le premier volume des Leçons de Calcul intégral, dont l'impression a été commencée en i84i, j'ai d abord à rendre raison d un si long retard.
Deux causes principales peuvent me servir d excuse, et me justifient, je crois, pleinement : la première sera rendue évidente par la publication même de ce volume; pour la seconde, ceux qui ne me connaissent pas voudront bien me croire sur parole.
Quand les Leçons de Calcul différentiel parurent, elles étaient l'expression vraie de l'état de la science; on a même bien voulu reconnaître que, sur quelques points importants, j entrais dans une voie nouvelle. Je voulais qu'il en fût de même des Leçons de Calcul intégral; rinais en prenant cette détermination, j'avais mal apprécié le fardeau que je m'imposais ; j'ai cru un instant qu'il serait au-dessus de mes forces, je n'ai pu arriver au terme qu'avec une excessive lenteur et de trop pénibles efforts.
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Pendant que le Calcul différentiel restait stationnaire, le Calcul intégral faisait d'immenses progrès et changeait presque de face, à tel point que j'ai conservé quelques feuilles à peine du manuscrit auquel je travaillais depuis plusieurs années, et dont l'impression aurait pu s'achever en quelques mois. Une ère nouvelle semblait s'ouvrir: des difficultés, jusque-là inabordables, trouvaient une solution facile; les limites devant lesquelles Euler, Lagrauge, Laplace, Legendre,... avaient été forcés de s'arrêter, étaient reculées bien loin. Un grand nombre de géomètres, MM. Cauchy, Liouville, Sturm, Binet, Lamé, Catalan, Blanchet, Bertrand en France; MM. Gauss, Jacoby, Lejeune-Dirichlet , Richelot en Allemagne; M. Lobatto dans les Pays-Bas; MM. Ostrogradzky et Bouniakowsky en Russie; M. Tortolini à Rome, rivalisaient d'activité et de bonheur. Les Recueils scientifiques, si multipliés aujourd'hui, m'apportaient chaque semaine plusieurs Mémoires à étudier, des théories plus générales et plus simples à exposer, des applications heureuses à développer, etc., etc. : c'était toujours me condamner à de nouvelles études, et m'imposer une rédaction nouvelle. M. Cauchy a publié, à lui seul dans cet intervalle, plus de quatre-vingts Notes ou Mémoires sur le calcul intégral , que j'ai dû analyser au moins dans ces Leçons.
Pour suivre sans trop de retards un mouvement si rapide, j aurais eu besoin de beaucoup de temps; j'aurais dû me soustraire à toute autre occupation ; faire des Mathématiques l'objet exclusif de mes tra-
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vaux; mais un prêtre ne peut pas échapper à une autre sorte de mouvement, qui trop souvent l'emporte , et doit l'emporter malgré lui.
Il est, pour ainsi dire, un homme public; il se doit à tous, car tous ont des droits au ministère si multiple qui lui a été confié. Établi de Dieu pour soutenir, relever, encourager et consoler, il ne peut rester insensible aux gémissements de l'infortune, du repentir ou de la douleur : il faut qu'il lutte contre l'égoïsme, si commun de nos jours, contre Findifférence religieuse qui, dans ces temps de peu de foi, règne trop en souveraine autour de lui: il essayerait en vain de se rendre étranger aux charitables entreprises dont le succès peut dépendre de son concours.
J ai souvent résisté â ce noble entraînement , mais plus souvent j ai été forcé de céder : je ne me repentirai jamais d une faiblesse qui fait ma gloire. La Providence a béni ma coopération à quelques grandes œuvres qui contribueront puissamment, je l espère, à la moralisation et au soulagement des classes ouvrières.
Il fallait s'arrêter cependant, car les droits évidents de l'homme honorable qui a bien voulu supporter les frais de cette lourde publication; caries justes réclamations des nombreux acheteurs de mon premier volume, de ceux surtout qui, plus bienveillants encore, avaient voulu qu'on leur livrât d'avance les premières feuilles des Leçons de Calcul intégral; car les bienveillants reproches des savants qui m'honorent de leur estime et de leur amitié, me rappe-
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laient trop vivement l'obligation de rigoureuse jus-r tice qui pesait sur moi.
Je ne pouvais me faire illusion plus longtemps.
Il fallait rompre avec cet entraînement, tout noble et tout saint qu'il fût; il fallait m'arracher même aux bras de ces milliers d ouvriers qui m'ont fait de si touchants adieux; il fallait fuir jusqu'à mes meilleurs amis , et me cacher dans une solitude profonde. Je lai fait.
Là, tout entier à Dieu et 'à moi, j'ai repris avec courage d arides, mais chères études, et me suis efforcé d arriver à remplir, dans le plus court délai , les engagements de justice et d'honneur que j avais contractés.
Voilà le secret de cette longue retraite de six mois qui a succédé tout à coup à une vie active, à une présence de tous les jours; retraite que chacun s'est efforcé d'expliquer à sa manière aux dépens de la vérité, et quelquefois même de la charité ; retraite qui a compromis mon avenir, où j'ai rencontré des chagrins que je ne maudis point, que je bénis au contraire , car le seul bonheur de l'homme ici-bas est l'accomplissement de son devoir, au prix, s'il le faut, de tous les sacrifices.
Voilà la vérité , je la devais à mes lecteurs et à moi-même. J'arrive maintenant à la partie technique de cette introduction.
J'avais annoncé que les Leçons de Calcul intégral ne dépasseraient pas un volume, mais je n'ai pas tardé à reconnaître qu'un pareil engagement entraînerait une impossibilité absolue. Pour me renfermer
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dans des limites si resserrées, j'aurais dû. me condamner à publier un ouvrage tout à fait incomplet. C eût été mal servir les intérêts de la science et méconnaître ses progrès.
Le grand Traité de Lacroix a vieilli et n'est pas encore remplacé: je n'^i pu supporter la pensée que, de longtemps peut-être, les amis si nombreux des sciences mathématiques ne pourraient qu'avec beaucoup de fatigues et de dépenses, s'initier aux travaux remarquables des géomètres modernes, étudier leurs savantes théories.
Une considération bien simple ma encore frappé : si en 1811 les Traités élémentaires de Calcul intégral, celui de Dubourguet par exemple, comprenaient un volume de cinq cents pages , n'est-il pas tout naturel qu'en 1844 » après tant de découvertes et de difficultés vaincues, cet espace soit presque doublé?
Il fallait donc deux volumes : j'aurais voulu du moins que le premier renfermât le Calcul intégral proprement dit, c'est-à-dire l'intégration des expressions différentielles, des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles; mais c'était trop encore. Le volume , tel que je l'avais conçu , avait soixante-deux feuilles, plus de mille pages; j'ai été forcé d'adopter une division différente.
Je renvoie forcément à la seconde partie de ces Leçons l'intégration des équations aux dérivées partielles, les applications analytiques et géométriques qui dépendent de l'intégration des équations différentielles, le calcul des variations, l'application du cal-
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cul des résidus au calcul intégral , le calcul inverte aux différences finies, la théorie des fonctions elliptiques, etc., etc. ; enfin, une table analytique trèsdétaillée dans laquelle j'indiquerai, avec la plus scrupuleuse exactitude, la part qui revient, dans cet ouvrage, aux géomètres dont j'ai étudié les travaux,. Fauteur véritable de cbaque théorie, de chaque application importante, les sources où j aurai puisé, etc., etc.
Si dans le texte de ces Leçons j'ai paru éviter les détails historiques , c'est que j'ai craint de nuire à la clarté et à l'ensemble des démonstrations. Je de** mande qu'on me le pardonne; bientôt je rendrai à tous pleine justice: on ne me verra jamais disputera qui que ce soit la gloire qui lui est due.
Je dois compte aussi à mes lecteurs de la méthode que j'ai adoptée. Dans la préface de l'ouvrage qui a pour titre : Traité élémentaire de la Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal, M. Gournot, inspecteur général des études, m'attaque sans me nommer. Il me reproche une prédilection trop exclusive pour la manière d'un maître; uue sobriété trop grande de considérations philosophiques.
Je n'accepte pas le premier de ces reproches; je suis heureux, au contraire, d'avoir mérilé le second.
J'ai une prédilection évidente pour la manière de M. Cauchy, j'en conviens. Cette prédilection est légitime, je l'ai justifiée, dans l'introduction aux Leçons, de Calcul différentiel, par des preuves surabondantes, et ceux qui voudront bien étudier ce nouvel ouvrage reconnaîtront nécessairement que, pour le Gai-
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cal intégral comme pour tant d'autres branches des sciences mathématiques et physiques, la gloire du progrès appartient surtout à l'illustre géomètre dont je suis Télève et l'ami. Mais cette prédilection n'est pas exclusive, bien au contraire. Je n'adopte, en la modifiant, la rédaction de M. Caochy qu autant que je ne trouve pas ailleurs des théories plus générales, des démonstrations plus simples. Toutes les fois que plusieurs méthodes également rigoureuses et élégantes conduisent à la splution d'une question importante, je les mets toujours en présence, et si M. Cournot veut bien comparer quelques-unes de ces Leçons aux chapitres correspondants de son ouvrage, les Leçons, par exemple, sur l'intégration des équations différentielles linéaires, il regrettera l'accusation qu'il a trop légèrement portée contre moi.
Quand il fut reconnu que le puissant génie de Raphaël avait presque dépassé les limites du possible, qu'à la perfection incomparable du dessin , à la finesse et à la fermeté du pinceau , au naturel et à la pureté du coloris, il joignait le sentiment le plus exquis du beau , ses chefs-d'œuvre devinrent dès lors les modèles par excellence, sa manière fut imposée au monde. Ce qui n empêche pas cjue les artistes consciencieux doivent s'efforcer d'imiter du Poussin la belle ordonnance de ses tableaux, de Rubens l'éclat du coloris, de Valentin la science profonde du clair obscur, de Murillo le mouvement et la vie , du Guide ses airs de tête si pleins d'expression, etc., etc.
C'est la règle que j ai suivie dans le domaine bien plus aride des mathématiques.
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J'ai dit que j'acceptais sans excuse le second reproche. Plus que tout autre, peut-être, je devais aimer les discussions philosophiques. Initié par mon éducation , par mes études, et par l'enseignement de la théologie, à toutes les subtilités de l'école, j avais, suivaut l'expression de M. Cournot , acquis le droit dejàire ma métaphysique; je ne lai pas voulu. J'ai repoussé bien loin ces considérations trop abstraites sur les infiniment petits qui viennent s abîmer dans la question éternellement agitée de la divisibilité de la matière à l'infini, et sur lesquelles on ne sera jamais d'accord. J'ai renoncé même à ces comparaisons entre les diverses méthodes qui peuvent faire le sujet de quelques développements oraux, mais qui doivent être bannies, je le crois, d'un Traité classique, parce qu'elles jettent sur les principes fondamentaux une obscurité à laquelle l'élève n'échappe presque jamais. J'ai même vu qu'il y avait quelque danger à dire trop tôt, comme je l'ai fait, que le grand Euler regardait comme essentiellement nulles les différentielles dont M. Cauchy fait des quantités finies, parmi lesquelles il trouve même une unité. Ces considérations métaphysiques, ces comparaisons délicates feront naturellement, il me semble, la matière d'un ouvrage à part dont j'ai rédigé plusieurs chapitres, et que je publierai s'il se présente une occasion favorable. Je montrerai aussi, dans ce petit Traité, l'immense parti qu'on peut tirer de la méthode infinitésimale géométrique. Mais dans ces Leçons d'analyse pure je n'ai dû chercher qu une chose, la simplicité et la rigueur des démonstrations.
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Me sera-t-il permis de croire qu'avec 1 aide si puissant de M. Cauchy, j'ai fait, sous ce rapport, beaucoup plus que ceux qui mont précédé ? Je n'essayerai pas de le démontrer par une comparaison, cependant facile, de mes Leçons avec des Traités estimés, celui de M. Gournot par exemple.
Je passe à des considérations plus importantes sur la marche que j ai suivie.
J ai cru, avec M. Cauchy, qu'on ne pouvait expliquer nettement la dénomination et le but du Calcul intégral , rendre raison de ses notations fondamentales, et de sa liaison avec . le Calcul différentiel , qu'en partant de l'intégrale définie, que je considère comme la limite vers laquelle converge indéfiniment la somme des valeurs infiniment petites que prend la différentielle quand on passe par degrés insensibles d'une première valeur réelle et finie ,r0, à une seconde valeur réelle et finie X. J arrive plus tard à 1 Intégrale indéfinie , dont l'existence est ainsi rigoureusement démontrée, indépendamment des considérations géométriques auxquelles on est forcé autrement de recourir.
AféJoignant ensuite de la marche suivie par M. Cauchy, et pour ne pas effrayer dès le début, je renvoie à la sixième Leçon la recherche plus aride et plus difficile des intégrales définies. Les quatre Leçons qui précèdent ont pour objet l'exposition plus facile des méthodes d'intégration indéfinie.
Lorsque la fonction sous le signe /cesse d'être finie et continue, et quelquefois aussi lorsque les limites de l'intégrale deviennent infinies, l'intégrale
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définie peut devenir infinie ou indéterminée : souvent cette indétermination n'est qu'apparente, et Tin» tégrale n a, en réalité , qu'une valeur unique et finie : souvent, au contraire, l'indétermination est réelle, et l'intégrale a une infinité de valeurs ; mais, parmi ces valeurs, il en est une plus remarquable que les autres, et que M. Caucfay a désignée sous le nom de valeur principale : enfin l'intégrale indéfinie, qui est en général très-petite lorsque les limites sont trèsrapprochées, peut, lorsque la fonction sous le signe / cesse d être continue , acquérir une valeur finie, et devenir alors ce qu'on appelle une intégrale définie singulière.
Ces particularités importantes font l'objet des sixième et septième Leçons. La théorie des intégrales singulières est très-féconde; elle fournit la valeur •d'un grand nombre d'intégrales qu'il serait difficile de calculer autrement ; elle conduit même à des formules générales propres à la détermination des intégrales définies.
Il est encore une autre remarque due à M. Gaucby, et qui l'a conduit à des résultats vraiment inattendus. Les expressions obtenues par une double intégration peuvent différer Tune de l'autre et dépendre de l'ordre des intégrations lorsque la fonction de deux variables, placée sous le double signe//, ou ses dérivées, cessent d'être finies et continues : la neuvième Leçon apprend à calculer cette différence, dans le cas même où la fonction sous le signe //est imaginaire.
J'ai peine à comprendre que cette remarque im-
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portante soit encore si peu connue , et que tous les jours des géomètres exercés se permettent d'intervertir Tordre des intégrations sans s'assurer d'avance que cette inversion est possible. Beaucoup de démonstrations deviennent par là tout à fait incomplètes.
Pour habituer les élèves au calcul , et les mieux préparer à une étude plus approfondie des intégrales multiples, j'ai appliqué les théories qui précèdent à la résolution des trois grands problèmes de la rectification des courbes planes et à double courbure, de la quadrature des surfaces planes et courbes , de lacubature des solides. J'ai consacré quatre Leçous à ces applications fondamentales, que M. Cauchy a traitées, avec une rare élégance. Une Note intéressante de M. Tortolini, publiée dans le Gionarle arcadico, m'a fourni la matière de la douzième Leçon. Le géomètre italien résout avec adresse ce problème : Étant donnée la relation qui existe entre l'arc d'une certaine courbe et l'une des coordonnées de son extrémité, trouver l'équation de cette courbe. J'ai appliqué avec lui sa théorie à quelques exemples bien choisis, et dans lesquels le calcul s'achève.
J'ai repris dans la seizième Leçon le problème de la quadrature des surfaces et de la cubature des solides sous un point de vue plus général. Cette méthode nouvelle, que j'ai rédigée sur des Notes de M. Caucby, donne non-seulement la surface ou le volume compris entre certaines limites, mais toute autre quantité assujettie à croître ou à décroître avec cette surface ou ce volume.
Le résumé complet des travaux des géomètres
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modernes sur la réduction des intégrales multiples commence à la dix-septième Leçon. Gomme le pro*cédé de réduction le plus fécond repose sur une transformation de coordonnées adroitement choisies, j'ai cru qu'il fallait, pour procéder avec ordre , donner d abord des notions suffisantes sur les systèmes de coordonnées dont les géomètres se sont servis avec le plus de bonheur. Je considère en particulier celles que M. Lamé a désignées sous le nom de coordonnées elliptiques. Dans ce système, un point quelconque de l'espace est considéré comme l'intersection de trois surfaces du second degré dépendantes chacune d'un paramètre variable. Ces surfaces homofocales jouissent de propriétés remarquables que je rappelle en peu de mots.
Ces préliminaires posés, il fallait établir la formule générale à laide de laquelle on effectue dans le Calcul intégral un changement de variables. Une grande lacune existait à cet égard dans les Traités même complets. Je me suis efforcé de la combler. Aux quelques mots que l'on trouvait dans les ouvrages connus, j'ai substitué deux méthodes rigoureuses empruntées à MM. Cauchy et Catalan : je regrette de n avoir pas pu exposer celle de M. Jacobi, mais elle aurait exigé trop de développements.
J'aborde ensuite directement le problème de la transformation ou de la réduction des intégrales multiples les plus remarquables, en apprenant à retrouver un certain nombre de formules données par MM. Cauchy, Poisson, Liouville, Lamé , Lejeune- Dirichlet, Chasles, Catalan, Torlolini.
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Les procédés suivis par MM. Dirichlet et Catalan sont surtout remarquables. Le premier de ces géomètres multiplie 1 expression qu'il s'agit d'intégrer par un facteur dont la valeur soit égaie à l'unité dans l'étendue que les intégrations doivent embrasser, et qui s'évanouisse en dehors de cette étendue. lie second s'appuie de considérations géométriques trèsfines qui lui permettent de substituer, à un élément de surface ou de volume difficile à intégrer, un antre élément équivalent, mais qui est tel qu'on puisse effectuer immédiatement une ou deux intégra* rions. Des considérations analytiques fort simples étendent cette méthode au cas d'un nombre quelconque de variables.
J'avouerai «ans peine que je me suis laissé entraîner par l'originalité de ces recherches, et qu'elles occupent une trop grande place dans ces Leçons. J'apporterai pour excuse un fait qui est pour moi une donnée de l'expérience : on ne peut apprendre sérieusement le Calcul intégral qu'en échappant aux chemins battus, à la routine des Traités ordinaires, pour suivre les maîtres de la science dans les voies nouvelles qu'ils parviennent à se frayer.
La méthode de réduction de M. Dirichlet repose sur une formule très-féconde donnée d'abord par Euler, et que Poisson démontra le premier rigoureusement, en partant de l'intégration d'un système d'équations simultanées. C'était un chemin détourné : je n'ai pu me résoudre à renvoyer à la seconde partie du Calcul intégral la recherche pénible d'une intégrale définie que j'avais employée
T. ii. ' c
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dans la première. J'ai mieux aimé analyser deux Mémoires de M. Caucby, très-remarquables et trop peu connus, qui ont pour titres : l'un , Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires; l'autre, Recherche dune formule générale qui fournit la valeur de la plupart des intégrales définies connues, et celles d'un grand nombre cf autres. On trouvera d'ailleurs, dans cette vingt-unième Leçon, et les vraies bases du passage du réel à l'imaginaire, et un procédé très-ingénieux et très-général, qui conduit à la détermination d une multitude d'intégrales définies. J'ai donné comme exemple de cette méthode la détermination, par la curieuse formule de Wallis, du rapport de la circonférence au diamètre.
J'arrive ensuite à la seconde partie du Calcul i«tégral ou à l'intégration des équations différentielles, non sans regretter de n'avoir pas consacré quelques Leçons à l'intégration des expressions différentielles à plusieurs variables. Marchant sur les traces de tous les auteurs connus, je n'ai pas assez séparé l'intégration d'une expression différentielle de l'intégration des équations différentielles. La lecture récente du grand Traité que M. Raabe, professeur à Zurich, publie sous ce titre : Die differenzial und Intégral rechnung mit functionen mehrerer variabeln, ma donné l'idée de quelques Leçons supplémentaires que l'on trouvera dans le volume suivant.
Les Leçons vingt-deuxième, vingt-troisième, vingtquatrième et vingt-cinquième n'offrent rien de bien nouveau.
INTRODUCTION . XXX
J expose dans la vingt-sixième Leçon la méthode rigoureuse à laide de laquelle M. Cauchy démontre l'existence d'une valeur propre à vérifier une équation différentielle du premier ordre, et apprend à calculer cette valeur avec un degré d'approximation donné. Cette méthode, qui fut un grand pas dans la science, a été imprimée, mais les feuilles qui la contenaient n'ont pas été livrées au public; elle est par conséquent très-peu connue.
Dans la vingt-huitième Leçon j apprends à déterminer la limite des erreurs que Ton peut commettre en calculant par le procédé dont je viens de parler les intégrales particulières d'une équation différentielle du premier ordre.
Les solutions singulières ont des caractères spéciaux à l'aide desquels on peut les déduire immédiatement, avant l'intégration, de l'équation différentielle donnée, et qn'Euler, Lagrange, Laplace, Poisson avaient tour à tour étudiés. Ces grands géomètres avaient essayé de démontrer que la propriété caractéristique des solutions singulières était de rendre infini ou indéterminé le coefficient différentiel
j-; mais cette propriété est moins générale qu'ils ne l'avaient cru, et la démonstration qu'ils en avaient donnée dépendait de développements en séries dont rien ne prouve la convergence: on verra dans la vingt-neuvième Leçon comment M. Cauchy est parvenu à définir rigoureusement le caractère propre des solutions singulières, et à les séparer des intégrales particulières.
En outre de la formule de Riccati, j'ai donné
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comme applications, dans la trente-unième Leçon, l'intégration de l'équation
(A -+- Mx -h A" y)(xdy — ydx) — (B -h B'* -f- B * y) dy
traitée récemment par M. Jacoby; et celle de l'équation
dx
\/a0x* -\-at x* -+- a*xx -\- a^x -+- aA
dy
que j'intègre par diverses méthodes.
La trente -deuxième Leçon a pour objet l'intégration des différentielles totales du premier ordre , renfermant un nombre quelconque de variables. On y trouvera une transformation élégante de l'expression Xdx -h Xdjr -+- Zcfe, transformation à l'aide de laquelle on met immédiatement en évidence le cas où ce trinôme est une différentielle exacte.
J'étends, dans la trente-troisième Leçon , à un système de n équations simultanées du premier ordre, à n -+■ i différentielles, ou k n dérivées, la méthode rigoureuse d'intégration déjà appliquée, dans la vingtseptième Leçon, à l'intégration d'une équation du premier ordre à deux variables. Cette Leçon de M. Cauchy, entièrement inédite, me semble tout à fait remarquable par son élégante simplicité.
C'est un fait digne d'attention qu'on Varrive, dans le Calcul intégral, à résoudre les grandes difficultés qu'en faisant entrer immédiatement dans le calcul
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les valeurs particulières correspondantes des inconnues primitives, et des inconnues nouvelles, ou, ce qui revient au même, en remplaçant d'avance les constantes arbitraires que doit introduire l'intégration par les valeurs particulières des variables et de leurs dérivées.
On remarquera dans la trente-quatrième Leçon , qui traite de l'intégration des équations linéaires simultanées du premier ordre , la méthode simple par laquelle on complète l'intégrale, dans le cas où l'équation que M. Cauchy appelle l'équation caractéristique, et dont les n racines conduisent aux n in* tégrales cherchées, offre des racines égales.
J'ai cru qu'en traitant de l'intégration d'une équation différentielle d'ordre quelconque , je ne pouvais me dispenser d'établir, d'une manière rigoureuse, les conditions d'intégrabilité de l'expression différentielle d'ordre ra, F(,r, jr, Dr^%. . ., D;^). Lexell, Ijagrange, Poisson semblent avoir ignoré qu'Euler avait établi non-seulement que la conditiou
D7F — DXD7,F -HDÎD^F— ...= o
était nécessaire, mais encore quelle était suffisante. Les méthodes par lesquelles Lagrange, Poisson et M. Bertrand ont essayé de démontrer la formule d'Euler, indépendamment du calcul des variations, ne sont pas pleinement rigoureuses; celle que j'ai suivie dans ces Leçons m'a été communiquée par M. Jacques Binet; elle est à l'abri de toute objection sérieuse.
Je recommande, comme pins dignes d'attention ,
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les deux Leçons suivantes, qui traitent des propriété» générales des équations linéaires de Tordre w, à coefficients variables ou constants, avec ou sans second membre. Il me semble que j'ai résumé avec clarté tout ce que Ton a écrit sijr ce sujet. J ai exposé avec soin toutes les méthodes, persuadé que c'était une occasion favorable pour initier les élèves à la manière des divers géomètres, et aux ressources si multipliées de l'analyse. M. Liouville, dans le deuxième volume de son Journal, a revendiqué pour d'Alembert la gloire du procédé d'intégration que M. LU bri s était attribué, et qui repose sur cette propriété fondamentale : Si Ion connaît m intégrales particulières de l'équation différentielle linéaire sans second membre, on pourra toujours ramener l'intégration de 1 équation avec second membre à Tinté- , gration dune nouvelle équation linéaire d'ordre n — m. Je n'ai pas été peu surpris de retrouver dans un auteur trop peu connu, Dubourguet, toute cette théorie , et jusqu'à la formule par laquelle on exprime, au moyen d une intégrale multiple, Tintégrale générale de Téquation différentielle linéaire avec second membre, en fonction des n intégrales particulières de Téquation sans second membre. Dans la trente-huitième Leçon, qui a pour titre : Intégration de quelques équations linéaires de l'ordre n> à coefficients variables, je signalerai surtout la méthode d'intégration de Téquation
ou de Téquation de Riccati, à Taide d une intégrale
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définie, méthode que M. Wantzel a communiquée récemment comme nouvelle à l'Académie des Sciences, et que j'ai trotivée dans l'excellente rédaction des Leçons de M. Cauchy que fit, en 1817, M. Bugnot, actuellement sous-inspecteur des études à l'École Polytechnique.
Le procédé par lequel M. Lobatto intègre les deux équations
Di/ — xy = o, Dî y -+- abxny = o,
est aussi fort instructif.
Enfin, pour rendre plus sensibles les théories que j'ai exposées , pour familiariser avec les artifices de calcul par lesquels on est obligé de suppléer sans cesse à l'imperfection des théories générales , pour montrer l'immense parti qu'on peut tirer de transformations habilement devinées, pour mieux faire connaître l'état actuel de la science, j'ai cru nécessaire de passer en revue rapidement les diverses classes d'équations que les géomètres sont parvenus à intégrer directement ou à l'aide de procédés plus ou moins détournés.
On remarquera, parmi ces applications, l'intégration du système suivant d'équations du second ordre
DfxzrrDxR, D,î.r = DrR> Dfz=rD,R,...,
à laquelle M. Binet est parvenu par des considérations très-ingénieuses.
On a vu, dans ce qui précède, comment on pouvait ramener l'intégration d'une équation différentielle de l'ordre n à l'intégration de n équations simultanées du premier ordre. .In montre dans la
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trente-neuvième Leçon comment , au contraire , 00 peut ramener l'intégration d un système de n équations simultanées du premier ordre à celle dune seule équation de Tordre n,
Lorsqu aucune des méthodes par lesquelles nous avons appris jusqu'ici à intégrer les équations différentielles ne réussit , on est forcé de recourir à l'intégration par série. J'expose sous toutes les formes qu'on lui a données cette nouvelle méthode , qui ne doit être employée qu'avec beaucoup de réserve.
Quelques considérations sur les solutions singulières des équations d'ordre quelconque remplissent les dernières pages de la trente-neuvième Leçon.
L'intégration par approximation des équations différentielles est illusoire tant qu'on ne fournit aucun moyen de s'assurer, comme nous l'avons fait dans la vingt-septième et la trente-troisième Leçon, que les valeurs obtenues sont convergentes , ou que les limites dont elles s'approchent indéfiniment sont des fonctions propres à vérifier les équations différentielles données. La méthode que j'ai alors exposée est rigoureuse, et ne laisse rien à désirer sous le rapport de la théorie; je l'ai d'ailleurs étendue à un système d'équations différentielles d'ordre quelconque dont on peut ramener l'intégration à celle d'équations différentielles simultanées du premier ordre. M. Cauchy a depuis fait connaître un nouveau procédé d'intégration par série qui, sous le rapport pratique, et sous d'autres points de vue, présente de nombreux avantages. Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir les intégrales en termes finis, cette belle méthode permet
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du moins de démontrer rigoureusement l'existence des intégrales générales, et de les calculer avec une approximation aussi grande que Ton veut, parce quelle fournit et les conditions sous lesquelles les séries qui représentent ces intégrales restent convergentes , et des limites supérieures aux erreurs que Ton commet en conservant seulement dans chaque série ses n premiers termes.
C'est jusqu'ici le dernier mot de la science sur l'intégration des équations différentielles; je me suis arrêté là.
Deux Notes seulement complètent ce volume : Tune, de M. Cauchy, rendra plus facile le calcul des maxima maximonwi; l'autre, de M. Liouville, a pour objet de montrer comment, en suivant une indication très-remarquable, donnée autrefois par Poisson , et développée depuis par M. Jacoby , on peut, dans un grand nombre de cas, déduire les unes des autres les intégrales d'un système d'équations différentielles données.
Voilà l'aperçu complet de ce second volume; j'aime à croire qu'on le trouvera bien rempli: il résume prés de 5oo feuilles in-4°.
Je ne dirai rien des notations que j'ai employées; j'ai voulu qu'elles ne fatigassent pas l'œil, qu'elles fussent toujours simples et significatives par ellesmêmes; je crois avoir atteint ce but.
On se persuade trop souvent que la rédaction devient plus concise et plus claire quand on donne presque à chaque équation son numéro; je suis convaincu que c'est une erreur; on ne lit pas des
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Mémoires ainsi rédigés: j'ai suivi une marche tout opposée. Je n'ai désigné par des chiffres ou par des lettres qu un très-petit nombre d équations fondamentales. J'ai pu ainsi réduire à deux feuilles in-8° des Mémoires de sept à huit feuilles in 4% qui renfermaient plus de deux cents équations numérotées. J'ai substitué le plus souvent aux numéros les lettres initiales des mots qui caractérisent les équations: ainsi, (D) représente, pour moi, les équations données, (I) l'intégrale, (C) Téquation caractéristique ou de condition, (E) l'erreur commise, [E^] cette même erreur, lorsque dans la série qui donne le développement de lune quelconque des n variables indépendantes, liées à la variable indépendante par un système de n équations du premier ordre , on prend seulement les n premiers termes, etc.
Il est dans le Calcul intégral, un principe qu'on doit appeler fondamental : il consiste en ce que l'intégrale définie est égale à la différence entre les limites multipliées par une valeur moyenne de la fonction sous le signe/. Ce principe, et un grand nombre de résultats importants, reposent sur l'emploi si fécond du théorème suivant : Si a, a', a'-, . . . sont des quantités de même signe , la somme
fia -+- « V -+- <*"*" -h . . -
sera égale au produit de la somme a-fa,+a"+... des quantités de même signe, par une quantité moyenne entre les coefficients a, af, d\ .... Ce théorème est lui-même un cas particulier de la proposa tjon plus générale que je vais démontrer.
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Si b9 V, b?,... sont des quantités de même signe , le quotient que Ton obtient en divisant la somme des
numérateurs des fractions ^, y?, v^,... par la somme
de leurs dénominateurs, est une moyenne entre ces mêmes fractions, c est-à-dire une quantité plus grande que la plus petite d entre elles, plus petite que la plus grande.
Désignons en effet par g la plus grande de ces fractions, et par p la plus petite, on aura
*>P <£_>P ^>P *><gy V<g* MO'"'-
et, par suite: si b9 l/9 6", . . sont positifs,
si b9 V, b",
>bp
n. et
>(* + *'-+- bM -+-..
I'-+-fl"-l-..
b-hi
, . . . sont négatifs,
a'<hp à
„<bp
>bg'
>bg' '
Corollaire. Si a, a', a*,... sont, ainsi que /;, //, b",... , des quantités de même signe, les dénominateurs des fractions
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seront encore des quantités de même signe; on aura donc
au -f- a'*' -+- g" m» -+-... >/,
Dès lors , si Ton pose
/* sera la plus petite et g la plus grande des quanti tés a, a', a?,.. ., et, en désignant par la notation M.(a, a', a", — ) une moyenne entre ces quantités, on aura
a» -h a'*! 4- *"*" +... = (« + «' + «"...) Af.(a, a', *",...).
Une remarque encore, et j ai fini. J'ai admis, sans le démontrer, comme une conséquence évidente de l'équation
/"(*) —/(*.) = (* — *.)/[*. -h •(* — *.)]i qui est fondamentale dans le Calcul différentiel, que toute fonction f{x), dont la dérivée j' (x) est constamment nulle, est nécessairement une constante; et, en effet, si f (.r) est toujours nulle, on aura
/' [*•-+-«(* — *0)]=Of f{*)=:f{x0)=zc.
J'ajoute que la constante c est tout à fait arbitraire , et que si Ton permet à la fonction f(pc) d'offrir des solutions de continuité correspondantes à diverses valeurs de x, il ne sera pas nécessaire qu'elle conserve la même valeur depuis x = — - oo jusqua x = -h oo. On pourra demander qu'elle demeure constante seulement entre deux termes consécutifs, de la suite
— oc, .r,, «r*,..., .r„, -h ce,
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en prenant tour à tour les valeurs coy cn ca, . . . , cm , Si Ton convient , avec M. Cauchy, de désigner toujours par la notation y[cP la racine positive, c'est-àdire +flou-fl, suivant que a est positif ou négatif, la fonction J'ioc) qui satisfera aux conditions énoncées ci-dessus sera évidemment donnée par l'équation suivante :
En effet, la fonctiony (or) ainsi déterminée sera constamment égale à cQ entre les limites x = — oo , a: = x, ; à ct entre les limites x = xi9 x = x2,...; et enfin à cm entre les limites a? = xm x = oo.
En terminant cette introduction, je conjure de nouveau les géomètres dont j'ai analysé les travaux de ne pas m en vouloir si je ne leur ai pas assez rendu justice, si je n'ai pas mis assez en relief ce qui leur appartient; j'ai cru, je le répète, ne pouvoir m acquitter dignement de celte dette d'honneur et de reconnaissance que par la Table analytique qui fera partie de mon troisième et dernier volume.
Plus de dix feuilles de ce volume sont déjà imprimées, et j'ai la certitude qu'il paraîtra longtemps avant la fin de cette année.
Paris, i5 avril I&J4
XLVUI
ERRATA
Page a5o, ligne 25, au lieu de g == r sin u tin 6, /i**e* s = r cos m tin 6. Page 354, ligne 9, au lieu de F (m)E(n), toe* F(m)F(n). Page 260, ligne 11, au lieu de ( 1 H- ax -h 6 r -+- 7* -h. ..)>
/«** (l -f- ax 4- O H- ys 4-. . .)^* 14., ligne 17 au lieu de de chacune des constantes,
lises de la tomme des constantes.
Page 268, ligne 4» m* ''*" * k'> lisc* **. Page 279, ligne 4, au lieu de k* = £ = £ ( ~*tj,
/<*., ligne i3, au lieu de S=- / f, /wr* S = a* f f .
Page 280, lignes 4 et 8, au "** * wn> to** ab- Page 292, ligne 3, au lieu de r(>), lues r (A).
Page 3oo, ligne 17, au lieu de n—,
lisez
Page 307, ligne 3, au lieu de UetV, Iwea Ux, Vx.
Page 309, ligne i5, au /«w <fe r = b, lisez r = &, si b est positif.
Page 317, ligoe 10, au lieu de dans cette hypothèse,
/ii££ dans cette hypothèse, et si F, = 0.
PREMIÈRE PARTIE
Intégration des expressions différentielles explicites. — Application a analytiques et géométriques.
Définitions. — Intégrales définies ou indéfinies.
1. Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel : on peut dire qu'il a pour objet principal de trouver la fonction qui, étant différentiée, reproduise une différentielle donnée , ou d'apprendre à revenir , des différentielles et des dérivées, aux fonctions qui leur ont donné naissance, ou aux fonctions primitives.
2. La différentielle f(x)dx d'une fonction continue F(x) étant égale quand elle est continue et infiniment
petite à l'accroissement de la fonction, on en conclut immédiatement que si l'on fait la somme des valeurs -infiniment petites que prend cette différentielle quand on passe par degrés insensibles dx d'une première valeur réelle et finie xQ à une seconde valeur réelle et finie X , la somme de ces valeurs représentera nécessairement la somme des accroissements que prend la fonction F(x) en passant de la valeur F (x0) à la valeur F(X),etsera par conséquent égale à l'accroissement total F(X) — F(x0) de cette même fonction. On aura donc, à une constante près T. ii. i
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— F(x0), la valeur de la fonction F (x) correspondante à une valeur réelle quelconque X, en faisant, à partir de x0, la somme des valeurs infiniment petites de la diilerenticlle f(x)dx. Cette proposition fondamentale, dont la vérité ressortira plus pleinement des considérations suivantes» a fait donner h la fonction primitive F(x) le nom de somme ou d'intégrale, et le nom de Calcul intégml à l'ensemble des méthodes par lesquelles on revient de la difTérentielley(j:)rir à la fonction primitive F (x) ou à certaines valeurs définies de cette fonction.
3. Théorème ier. Soit f(x) une fonction continue entre les limites x0, X \ supposons que Ton divise l'intervalle X — xQ en n intervalles xt — x0, x* — xlv . . . , xn — .r„_i ==X — xn__t, et qu'on multiplie chaque élément par la valeur de la fonction correspondante à l'origine de cet élément, savoir, xt — xQ par f(xQ),xt — xt par f{xi), . . . , X — xn_, par f(xn_\), la somme , ainsi obtenue ,
S =(xf — *i) /(*•) + (*,— *,)/(xO-4-...-r-(X— *„}/l[x„),
aura une valeur finie qui , d'après un théorème connu , sera égale au produit de la somme X — x0 des quantités de même signe xt — x0, x, — xt, . . . , X — x„_,, par une valeur de /(x) moyenne entre les coefficients /(x0), /(xt),..., /(*„_,).
Scolie ier. Ces coefficients étant des valeurs particulières de l'expression f[xQ -4- 0 (X — x0)] qui correspondent à des valeurs de 0 comprises entre o et l'unité, la moyenne sera aussi une expression de même forme, et Ton aura
Scolie ame. Si l'on supposait tous les éléments de la différence X — x0 réduits a un seul qui serait cette diflfé-
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rence elle-même, on aurait simplement
de sorte que pour passer de ce dernier cas au précédent, il suffît de remplacer f(xQ) par une expression delà forme
4. Théorème a™. La valeur de S dépend généralement du nombre et de la valeur des éléments xt — xc, art— xlr.., X — xn-1, et par conséquent du mode de division adopté ; mais si les valeurs numériques des éléments deviennent très petites, et leur nombre très considérable, le mode de division n'aura plus sur la valeur de S qu'une influence insensible.
Démonstration : Supposons d'abord que le second mode de division soit une subdivision du premier, ou résulte de la subdivision des éléments xx — xQ, xt — xi9 ... du premier. Dans ce cas, les différents termes de S
(xf — x0)f(x0), (xt _*,)/(*,), ..., (X — *«_,)/(*,.-,), seront remplacés respectivement (n° 3) par
(*,— xe)f[x,+ 0o (*,— x0)] = (xx —x0)[f{x0) -+- f0]; (xa— xt)f [x1+0x (A-a— x,)] = (x,— xT) [/(xx) -H •,]... ;
(x— *..o/[*«+^(x— *--0Mx—*»-0[/(*--«)-r-«--«]i
e0, e,,..., £„_! étant des quantités qui s'évanouissent avec les différences xx — x0 , xt — xt9 . . . , X — xHmmi ; S deviendra donc
-{-(x,— x0) i0-l-(j?i— X,) r ,-K • .-h(X— XB_1)lJI_1=S+(X— X0)f ',
t étant une moyenne entre e0, e,,. . ., en_lf et par conséquent une quantité très petite elle-même lorsque les
intervalles xt — xQ, xt — xu , sont très petits, et qui
s'évanouit avec ces intervalles. Il est donc vrai qu'on
u'allère pas sensiblement la valeur de S quand on passé à un second mode de division dans lequel chacun des éléments déjà très petits du premier se trouve subdivisé en plusieurs autres. Si le second mode de division n'était pas une subdivision du premier, on les comparerait l'un et l'autre à un troisième formé de leur réunion , ou tellement choisi que chacun de leurs éléments se trouve formé par la réunion de plusieurs éléments du troisième. C'est ce qui aura lieu si toutes les valeurs de x, xt, a:,,..., #„_!, interposées dans les deux premiers modes entre les limites x0, X, sont employées dans le troisième. Dès-lors , la valeur de S restant sensiblement la même quand on passe du premier mode ou du second au troisième, ne changera pas non plus en passant du premier au second.
5. Scolie ier. Lorsque les éléments de la différence X — x0 deviennent infiniment petits, le mode de division n'a donc plus. sur la valeur de S qu'une influence insensible, et par conséquent si l'on fait décroître les valeurs numériques de ces éléments en augmentant leur nombre , la valeur de S finira par être sensiblement constante, ou, en d'autres termes, finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement de la forme de la fonction/1 (jr) et des valeurs extrêmes x0, X attribuées à la variable x. Cette limite est, par rapport à la fonction f(x), ce qu'on appelle une intégrale définie prise entre les limites xQ, X.
6. Scolie 2ième. Chacun des termes de S ou de l'intégrale définie est une valeur particulière du produit
f(x)dx = hf(x), dont on les déduit en posant tour à tour x==4?OJ h=xx — x<£ 4?=x, , H=zxx — xl9 . . . ; .rrrx,^, , A=X — *„_! , de sorte que l'intégrale définie est réellement la limite de
la somme des valeurs que prend la différentielle entre les limites jcq, X; ce qui conduit à la désigner par la notation
t f(x) "x * on a donc
Si dans l'intégrale définie I f(x) dx , on fait va
rier les deux limites , ou seulement Tune des deux, par exemple X , l'intégrale variera elle-même, et si Ton remplace la limite X, devenue variable, par x, on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction F(x) de x, déterminée par l'équation
/■(*)= (" f(x)dx=z{x-x0)f[x0 + Q{x-x6)]y
qui, par conséquent, s'évanouira pour x = xQ, et sera continue en même temps quef(x). Nous savons d'ailleurs, par le Calcul différentiel , que, F'(x) étant la dérivée de F(x) , on a, puisque F (xQ) = o,
F[x) = (x - *0) F' [x0 + $ (x - *.)!; on aura donc aussi
F*[x0 -M (*-»- x0)]=/[x0 4- 0 (x — *0)], . d'où l'on tirera , en faisant x = x0,
et puisque x0 est quelconque ,
F'(x)=f(xy,
de sorte que l'intégrale f f (x) dx= F (x) , considérée
comme fonction de a:, a pour dérivée la fonction /(x) renfermée sous le signe f, ce qui entraîne l'équation
d r. f(x)dx =f{x)J~
8. Si Ton désigne par F (x) la valeur générale de la fonction qui aura pour différentielle/*^) *£r, ou la valeur propre à vérifier l'équation
dF(x) =f(x)dx,
F(x) sera nécessairement de la forme
F (*)-+- C= f/(x) dx+C,
C désignant une constante arbitraire indépendante dex; car la fonction F(x) a elle-même pourdifférentielle/^x),' * et Ton sait que deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent différer que par une quantité constante. L'équation
donne , quand on y fait x = xQ ,
F(x0) = F(x0) + C, d'où , puisque F (x0) = o,
P(*.) = C, F(*)=F(x)+F(xo), F(x) = (Xf{x)dx = F(x) _ F(4
fXf(x)dx=F(X)-F(x0).
L'intégrale définie def(x)dx, prise entre les limites x0, X , est donc bien réellement la différence des valeurs que prend pour x = x0, et x = X la fonction qui a pour différentielle f(x)dx.
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9. La fonction F(.r) qui, différentiée, reproduirait f(x) dx , et qui comprend , comme cas particulier , l'intégrale définie F(x) = ; f(x)dx que Ton en déduit
en faisant C = o, reçoit le nom d'intégrale indéfinie et
est représentée dans le calcul intégral par la simple notation I f(x)dx,de sorte que la valeur générale dejs propre à vérifier l'équation
dy = f(x)dx, est donnée par l'équation
y = ff(x) Jx = f*J(x) dx+C, et! on a identiquement
d Jf(x)dx = f(x)dx.
Les deux signes d et f qui indiquent l'un la différenliation, l'autre l'intégration, s'annullent donc ou se neutralisent , et Ton aura toujours
f du= u -f- C; d \du = du.
10. Intégrer simplement une différentielle donnée f(x)dX) c'est chercher l'intégrale indéfinie F ( x) ; intégrer à partir de ar0, c'est prendre l'intégrale définie F(x) = f* f (pc)dx = F(.r) — F(j:0), que l'on
obtient facilement en retranchant de l'intégrale indéfinie ce qu'elle devient pourx = xQ. Enfin, intégrer entre deux limites données x0, X, c'est prendre l'intégrale définie
/f(x)dx qui est égale à la différence des valeurs de
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l'intégrale indéfinie correspondantes à x=x0, et x =X. 11. D suffit de connaître une valeur particulière f(x) dey, propre à satisfaire à l'équation dy =f(x)dx, pour • en déduire immédiatement l'intégrale indéfinie
jf(x)dx = w(x) + Ç,
et les deux intégrales définies
£ft*)dx=w(*)-w(x.)9 f*A*)** = »(X)-»(*Jf
mais seulement dans le cas où, comme nous Pavons supposé, les fonctions f(x) et p(qg) restent continues entre
les limites de ces deux intégrales.
Exemple : On vérifie l'équation <fy = > en
prenant j- = arc tangx, et dès-lors, puisque les deux fonctions -, arc tango;, restent continues entre les li-
mites x = — », x = -f- od, on aura
/dx fx dx
i dx 7T
L'existence de l'intégrale définie
F(TL) = fXf(x)dx,
si Ton pouvait la calculer sans donner à X une valeur particulière, entraînerait immédiatement l'existence de l'intégrale indéfinie que l'on en déduirait en changeant X en x et ajoutant à F (x) une constante arbitraire C.
Or, quoiqu'on ne puisse pas toujours la calculer exactement, l'intégrale définie existe réellement; elle est la
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limite finie de la somme
s= (*,— *0)/[*o)-»-(*,— *«)/(*«)-f-..- -Hx— *— )/(*«-i),
limite dont on peut approcher indéfiniment et autant que Ton voudra en multipliant suffisamment le nombre des intervalles xt — x0, x% — xl9...,ouen les rendant assez petits. Il est donc vrai aussi que l'intégrale indéfinie existe, ou qu'il y a toujours une valeur de y propre à satisfaire à l'équation dy =zf(x) dx.
13. On peut démontrer géométriquement l'existence de l'intégrale définie et par suite de l'intégrale indéfinie. En effet, si f(x)dx est la différentielle proposée, et que Ton conçoive la courbe dont l'équation serai ty =f(x), Taire comprise entre deux ordonnées yQ, y de cette courbe, correspondantes aux abscisses x0, x, estime fonction réelle F(x) de x ; or on a démontré dans le Calcul différentiel que la dérivée de cette aire, prise par rapport à l'abscisse variable x, est la fonction f(x) qui exprime l'ordonnée de la courbe. U existe donc toujours une fonction F(x) dont la différentielle est/* (a:) dx.
14. Réciproquement, dès qu'on connaît l'intégrale indéfinie, on obtient immédiatement, et par une règle très
simple, l'intégrale définie quelconque I f(x) dx, ainsi
que nous l'avons prouvé ; et comme d'ailleurs là recherche des intégrales indéfinies est plus sûre et plus faoile , il est naturel de faire de cette recherche l'objet premier et principal du Calcul intégral.'
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Intégrales indéfini*. —Méthodes d'intégration : immédiate, par tubstitotioo, par décomposition et par parties.
15. Par cela même que le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel, et qu'une opération quelconque donne naissance à une opération inverse, chacun des théorèmes du calcul différentiel aura son correspondant dans le calcul intégral. Ainsi , en partant de la définition de l'intégrale indéfinie, on tirera des équations connues
fl.au=adu,
d (u ±p±ttà...)z=du±dç±:dtv±:...=(ur+v'+w'...)dx9 d(au ± bp ± cw ±. . .) = adu ± bdr ± cdw ±. . . , d\u -f- 9^ — i) = à + ^K — i, d(uv)z=udv-\-9du,
i°. fadu = a (du;
on peut donc intégrer sans avoir égard à la constante qui reste simplement en facteur.
a°. r(*±P±«dbetc)dfc=r fudx±: f Pdx± Kwfc?±etc.
L'intégrale de la somme ou de la différence est donc égale & la somme ou à la différence des intégrales.
&.J(au±:b9dbca>±eto.)dx==a fudx±b Jpdx±c f«**rrfcetc 4°-/(« ± ' \f=i) dx=j udx±L YS~[fçdx;
5°. up -f- C=iudi> -f- jvdu = Çw'dx -h fm'dx,
ou, plus simplement,
uv = fudv -f- f vdu,
ia constante C pouvant être censée comprise dans les intégrales du second membre.
16. Lorsque dans l'expression à intégrer f(x)dx on reconnaît la différentielle exacte d'une fonction déterminée F (x) , il suffit d'ajouter à cette fonction une constante arbitraire pour obtenir immédiatement l'intégrale indéfinie demandée.
Exemple :
\adx=zax+C\ J(a+i)x*dx=xa+l+C; Jxadx=—--+C;
J Xm (/?l--l)x"", J \/x
/— =-1jc* -+- C = \x + C; / rrarctangx+C;
J X 1 J i-hx*
dx „ w
— dx
I , = arc sinx -+- C= - — arc cos a? 4- C\
I .. = arc cosx -f- C
fe*dx = e* + C; fa*\adx = a* + C; fa*dx=z g- -+- C;
tcosxdx = iinx-\-C, /sinxdx = — cosx-l- C;
= tangx 4- C, I -r— — = — cot x -+• C.
cosa x b ' J sma x
Dans toutes les formules qui précèdent on peut, en rem-
plaçant x par une fonction quelconque de cette variable, z = <p(x), obtenir de nouvelles intégrales plus générales que les premières.
Exemples :
fi,(*)]-d.ç(*) = /«■*=[*J;,yi*' + c
fe'{x) d.p (x) =fe'd* = e*{x) + C.
Le second membre de la formule ftf*dx = H Ç.
semble devenir infini pour m = — i } mais comme on peut Fécrire sous la forme
il devient réellement indéterminé', on obtient sa véritable valeur en prenant le rapport xm+l\x — a"*+1la des dérivées du numérateur et du dénominateur, et y faisant m = — i, ce qui donne
Ç*Tldx = f— = U — U +C=1* + C,
comme on le sait à priori.
17. Concevons qu'à la variable x on substitue une autre variable z liée à la première par une équation z=<p(x), on en tirera
/M*=/fe(sJ];tfs)* = F(*)*> j>(x)dx = JF(.)A.
Or il arrive souvent qu'en choisissant convenablement la fonction f(x), on puisse trouver facilement l'intégrale
DEUXIÈME LEÇON. , l3
f (z) de F (z) dz •, dès-lors l'intégrale cherchée / f (x)dx sera elle-même complètement déterminée , car on aura
ff(x)dx=:f¥(z)dz = f(z) + C = f[^)]+C.
Exemples : En posant tour à tour
xdba=:s, - = *, x%-\-a* = z9 xaz=z9 \x = zf a
** = », sin« = *, cos j? = s, et faisant
f/(z)dz=±f(z),
on trouvera
ff(x±a)dx =zff(z)dz=f(x±ia)+-C; f/(ax)dx = i //(*) rfs = i f (ax) 4- C;
/*/(** + «»)dx = I f/(»)d* = if (x»-«-a») -+- Ci fx-'/(x')dx= l- J/(»)«fr= if(x-)-f- C; ^/(l*)=//(.)*=f(lx) + C; f*f(e*)dx= ff{t)ds = f(e') + C;
/ô»x/(«in x) «te = J/(s)<& = f (sb x) + C ;
|sin*/(cosx>fcc= — f/(s)dz = — f (çosx) -+- C;
i4 ainsi
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*+* =iJr^T»=âaretan««+Cî
J' 4?dx I /*«/« « w - * ^
lcos(flx)rfr=- jcoe «fc = - $in «x -f- C; lfim(ax)dx=- jamzdz = — cosax + <?;
/■ dx /V/* I
J(L^i=J^:=""(m---i)(Lr)--l4'C;
J COS*X J ** COSX
Jcosxdx /*<& i ^
sina x J z" sut x
Lorsque la fonction sojis le signe / peut être dé
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composée en plusieurs parties, de telle manière que chaque partie soit facilement intégrable, on peut rendre l'intégration plus simple ou plus facile à l'aide des formules
/ (du ± du ± dw ± etc . ) = fdu ±fdu± fdw ± ete . , f(adu± bdvdtcd*>±etc.) = afdw±:bfdu±cfdw.
Exemples :
h i /' *dx /' dx m y
dx = 1—7=4- I— ===== — V i— xa4-arcsinx-4-C;
— x' J V\—x% JV\—x%
dx /^sii^x-f-cos* x , r dx r ax
= I — : dx = I h I — = tangx — cotx -+
lxcos*x J sin*xcos'x J cos*x J sin*x ° ^
~bx-l-cx*...)dx=a idx+ b f xdx -h r I x*dx-h...=ax-\ h ■= — K..-
19. L'équation / udv = / m>'</o: = w — fvdu ramène la recherche de l'intégrale fudv à celle de l'intégrale fvdu qui peut, dans certains cas, être plus facilement déterminée.
Exemples :
J\(x)dx=x\x—jx^==x\(x)—fdx=zx(\x-- i) -f- C,
jxe'dx = e*x — f e'dx = <r*(x — i) -f- C,
Ixcosxdx = x sinx — I sinxdx=xsinx-|-co9x-f-C,
I xsinxdx = — x cosx -f- sinx -f- C,
f xmcosxdx = x"sinx — m \ xm"x sinxdx.
Cette dernière intégrale se ramènera à une autre où l'exposant de x sera m — 2, et ainsi de suite ; on finira donc par arriver à y*sin xdx oufcosxdx^ suivant que m sera impair ou pair.
ï6 CALCUL INTÉGRAL.
Intégration des fonctions algébriques.
90. Les fonctions algébriques sont rationnelles lorsqu'elles contiennent seulement des puissances entières de la variable, irrationnelles dans le cas contraire*, toute fraction rationnelle peut être considérée comme formée d'une partie entière par rapport à x , et d'une fraction dont le numérateur est d'un degré moindre que le dénominateur.
La partie entière s'intégrera toujours immédiatement ; la partie fractionnaire pourra, comme on l'a prouvé dans le Calcul différentiel, être décomposée en plusieurs fractions simples de la forme
Adx Adx AzpBV/^I AzpBl/^7
dXy
a, ft, A, B désignant des constantes réelles \ or, l'on intègre
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ces diverses fractions à l'aide des équations
= |(AqpBi/=^) l[(x -«)>+ 6']H-(B±Aï/^)arctangî=? + C, pBV^^)^ = A:pB|/=7 | c
-a^él/^ï)" (» — i)(x— aq^V/tZ])--'
Exemples :
C àx _ Ç-(-\ x~h2 \dx
J x* — i J 3\x — i x*-hx-t-ij
î.r (x—iY n i 2x+i
= 1 -± '- — — arctang — -=r -f- G
Quelques-unes des formules qui précèdent se présentent sous une forme imaginaire , mais elles sont effectivement réelles, parce que les racines imaginaires sont toujours conjuguées deux à deux.
21 . Lorsque la fonction algébrique f(x) est irrationnelle, il n'y a plus de règles générales au moyen desquelles on puisse évaluer l'intégrale I f(x)dx. D faut
alors ou substituer à la variable x une seconde variable z, tellement choisie, que l'expression f(x)dx, transformée enF(z)dz , devienne rationnelle-, ou simplifier l'intégrale proposée à Faide de l'intégration par partie plusieurs fois répétée.
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L opération de la substitution ne réussit que dans
un petit nombre v de cas particuliers.
Exemple : en supposant que y désigne une fonction
.rationnelle et posant tour à tour
/ . L\n {<*iX-hbx\n
a, x -*- bx -+- W/r(n,*-4-*.),H-(«o* ■+-" *•) («■*■+■ *•) _ _. z,
a0x-hb0
équations qui lient x k z par des équations du premier degré et qui conduiront par conséquent à des valeurs rationnelles de x et de dx , on rendra évidemment rationnelles et intégrables les expressions
S alx + b1 +l/(asx+bt)*+(a0x+b0X***-t-b*)l , L ' n0 or -h 6„ J *
et même l'expression
f[x, \S{ajX+b,)* + (a0x-hb0)(a%x-\-bt)\dx9 car le radical qu'elle renferme sera aussi exprimé rationnellement en x.
Considérons en particulier l'expression
on pourra d'abord la ramener à la forme
en choisissant ax et by de telle sorte que la différence
kx* -f- Bar -+- C — (a,x+ bt)* =r A'x* -f- B'.tr -f- C
étant de la forme (a0x+bj(a9x+bi)y soit décomposable
en facteurs réels du premierdegré. C'est ce qui aura lieu si
B" — 4A'C = 4A*; -h 40i; — 4Bflt *, -f- B» — 4AC > o ;
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or on peut satisfaire très simplement à cette dernière condition en prenant , i°. SiB»— 4AC>o,
btzzo, «« = 0, (v+M(fl»x+^) =À*a4-B*-r- G; 2°. Si À est positif,
b, = o, a,= l/Â; 3°. Si,C eat positif,
bl=l/c, flt = o.
De plus , comme on a
Àx* -h Bx+ C — (* l/A)* =iX(B^ H- C), Aar»-hBx-hC— (l/c)a = *(À* + B), on pourra prendre, dans le deuxième cas,
«o*-H*o=5; «0=1^, £«=o, aa*-+- *t= B*-H-Cj dans le troisième cas , a0x+ b0=zx9 «0=1, £0 = o, a.jr-f- $a = Ar-hB. Ces transformations faites , il suffira , pour rendre rationnelle l'expression f (#, V/Ax1 ■+- Bx ■+- C)e£r , de poser
ce qui revient à faire , io. Si Bf— 4AC>o,
V{a0x -+- ba) («,* + *,) = \/Ax*-hBx* + C = (*a0x + b0)i
a°. Si A >o, ï = xV^A-f-V/Ajra4-B*4-C, V^Â*tTb^TC = * -xi/A;
3°. Si C >o,
V/C -4- V/ÂjpM-Bx-|-C . >- ^ . y-.
z = - - , \SAx*-hBx + C=:zx—l/C.
II est aisé de voir, à posteriori, qu'à l'aide de ces différentes hypothèses , x , dx et l/Aar'+Ba: +C , seront exprimés rationnellement en z, et que par conséquent l'expression f(x, W^Ax'+Rr + C)^, dans laquelle f désigne d'ailleurs une fonction rationnelle, deviendra réellement iniégrsible. Exemples :
I. J/(x,i/Ax>+Bx+C)^=J
i . A positif, on pose
Bx
{/ Ax* -f- B* 4- C = « — xi/A; *où Bx-hC = **— *zx\/k, Bdx = zzdz — *xl/ldz—!u\/rkdx,
dx(B4-a*V/Â) = 2rfz(z--xV/Â)=2rf2V/Axa^Bjt-HD,
dx
Ara + B*-»- C
= -^r lf Aa- -h- ? -h l/Â V/Ax»-hBx-|-C^ -4- C.
, C positif,
V^Aa?*-hBjr-f.C=wr— i/C, A*-4-B=**x— 2*V/C,
=*»dx+azx<fe—a<kV<C, rfr(A— «»)=2<fe(zar — |/C ) = 2* V/Ax»-hB
dx Ç idz /• idz
on verra facilement que cette expression revient à celle déjà trouvée plus haut.
dx
, C positif,
on poserait
-t-Bar — x»
et Ton trouverait
dx f dz
— . a arc tang z -\- C
V/C+Bx—x'-i-V/C * a
= — 2 arc tang = arc «n — ,, +C.
arait pu écrire immédiatement
Si le trinôme or1 — Bx — C égalé à o avait deux racines réelles ce et 6 , on pourrait poser pour intégrer
C-hBa? — x* = — (x — *)(x — C) = (x — «)az
C — x = (x — * )«a > — dx = zxdx -f- 2 (x — « ) zd!z,
dx dx 2<fc
-> r = . — = -, etc.
dx
Un seul cas échappe à la méthode , celui où B1 — 4AC<o , A<o, C<o; alors le radical étant essentiellement imaginaire, on poserait
l/À*"-hB*-f-C = l/=~ï i/— A*» — B* — C,
et Ton intégrerait comme plus haut.
Si Ton avait à intégrer
jy\x>(ax + b)p, (*x+b)', (0* + *)%. ••!<**, i i i
on poserait
. _» ax -+- b
ax -\- b =z * ou — = s%
a,* 4- bz
n étant le plus petit des nombres que divisent à la fois P •> Ci rt • • • On rendrait rationnelle de la même manière
une fonction rationnelle des monômes xn, x* , x? , etc. Les expressions #
se ramènent encore aux formes précédentes, tett posant x* = z.
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Suite de l'intégration des fonctions algébriques. » Différentielle binôme.
23. On désigne sous le nom de différentielle binomê , les expressions de la forme x"1 (a + bx" y dx y dans laquelle on peut toujours supposer m et n entiers, car si ces nombres étaient fractionnaires , la transformation indiquée dans le numéro précédent ramènerait à une expression semblable où les exposants de la variable seraient entiers. L'exposant /p est fractionnaire , car s'il était entier on développerait (a -+- bx*y, et Ton aurait à intégrer un nombre fini de termes de la forme Ax™.
On peut d'abord essayer de rendre l'expression donnée rationnelle en posant
a H- bx* z=z z,
d'où
r!=(!Tf)"»*p=i(-Tf)" *»
donc, si est un nombre entier , l'expression trans-
formée n'aura d'irrationnel que le monôme z? = zr,
et on la rendra rationnelle en posant z = tr9 ce qui revient à faire d'abord a -+- bxn = zr.
Comme on a
x"(a 4- bx*)*dx = ***** (ax~* -H bydx,
et que le second membre, d'après ce que nous venons de dire, sera intégrable si — *- , et par suite
- ou ■+- p est un nombre entier , il suf-
fira, pour qu'on puisse intégrer l'expression je" (a -+- bx*)dx,
que 1 une des quantités ou h ^>. soit un
nombre entier.
Cette même expression je"1 (a -H bxnydx, quand on
change jC* en x, dx en , x"1 en xn , devient
et n'est qu'un cas particulier de l'expression plus générale f(ax + by^tiX+bi)' dX) dans laquelle [i et v sont des nombres quelconques, et que Ton rendra évidemment rationnelle dans chacune des hypothèses suivantes, c'est:, à-dire si l'une au moins des trois quantités p , v, (i •+- v est un nombre entier : en effet, dans ces hypothèses, l'expression dont il s'agit se présente sous l'une des formes
(flU-^^x+^l ndx, (€us + b)~n{a1x+hlj±zldx,
(ax + b) n (0,07-1-0,) *,
dans lesquelles /, m, n sont des nombres entiers, et que l'on rendra rationnelles et intégrables en posant, pour
la première, tftJM-ftiŒZ"*, pour la seconde, ax+b=zn;
pour la troisième , 7- = **•
r 'm + bt
Lorsque les deux expressions
/*"(fl+ b&ydx, f(ax -h by*(atx -H £,)f«ir,
ne sont pas intégrables, il reste à essayer de les ramener à des formes plus simples en réduisant autant que possible les exposants m oup, fx ou v, à l'aide de l'intégration par partie, ou de l'équation
fudv =z ui> — fçdu ,
dans laquelle on prendra toujours pour u le facteur dont on voudra diminuer l'exposant, et pour dv le facteur dont on voudra laisser intact ou augmenter l'exposant. Transformons d'abord la seconde expression qui est plus symétrique.
ier cas : On veut diminuer p. et augmenter v.
En prenant (ax +4)^ pour u, (alx+biy.dx pour di>, on a
^— { {ax + bY-\axx+by + ldx.
2œe cas : On veut diminuer fi en laissant v ce qu'il est. Dans la formule précédente on remplace (at x + ôi)fH~' par
(aI^+3I)V,x+ô1)=(axa:+ô1)'[5 (ax + *) + **' ~ *'*], et, en réunissant les intégrales semblables, on trouve
3*" cas : On veut augmenter (i sans toucher à 'v ; en résolvant la formule précédente par rapport à l'intégrale du second membre et changeant fx en /* + 1 , on trouvera
(3) J (ax+by^x + bj dx = ^ |} ^^
(p-hi)(abt—atb)J '
En changeant, dans les formules (i), (2), (3), a, £, p en at9 bu v, et réciproquement , on obtiendra trois nouvelles formules qu'on pourra employer dans les cas suivants. 4me cas : On veut augmenter ^ et diminuer v.
//v Ct .vu, , x. , {ax-^bY^"l{axx^rb^f
(Q J(ax+by(*tx+btydx = { (£+0" — "
on obtiendrait directement cette formule en prenant (atx -+- bxy pour u.
5me cas : On veut diminuer v sans changer p.
On déduira cette formule de la quatrième, en remplaçant (ax ■+- by*1 par
(ox-h^ (m -h b) = (w 4- *yt[^L(g^H->«)-4-g,*J^' ].
6"* c*w : On veut augmenter v sans toucher à pu
./ ' v (»+ \){atb — abx)
Cette formule 6 obtiendrait en résolvant la cinquième par rapport à la seconde intégrale, et changeant v en v+i . En employant une ou plusieurs fois les formules qui précèdent, on ramènera Fin tégrale proposée à une autre, dans laquelle chacun des binômes ax -\-b, axx + bt aura un exposant compris entre o et i .' Si les exposants /* et v avaient des valeurs entières, on finirait par les réduire à o et — i , et l'intégrale donnée se trouverait remplacée par une des suivantes :
fdx=x + C, f rr=— l(ax + by + C%
jaxx-\-bt iax
dx i Ç J ax-hb\__ i j/ax-l-fty
b)(atx-t-bt)~~~ abt— ajt* J \awx+bi)~~ *(abt—axb) \atx+bj
Si Ton veut simplifier immédiatement l'intégrale
fxm(a^hbx^)Pdxf
on prendra d'abord af1 pour uy et l'on aura
-hbx*ydx= Ç^L-Ll[a^bxn)Pbaft'mtdx
et l'on en déduira :
i°. Si l'on veut diminuer m et augmenter p ,
a°. Si Ton veut diminuer m sans toucher à//, en rem-
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plaçant (a+fa»)H-> par (a+bx»y (a+bx"),
{ faa + W*, = ^+'(« + **)'+' (a) H b{m + nF + i)
\ b(m + np-hi)J v '
3°. Pour augmenter m sans altérer p, on résout l'équation (a) par rapport à l'intégrale du second membre , et Ton change m enTm-|-/i*, ce qui donne
a(m-hi) J
4°. Pour diminuer p et augmenter m , on prend xmdx pour rff , et l'on a
_ npb_ rr«+./ll4.ftx.\Jp-«rfr.
m + ij x
5°. Pour diminuer p sans augmenter m , on remplacera dans (4) *m+n par aT (g + *f""a)>
d'où
_<c"+,(<i-hkrl,)f
v ' m + np-hi
anp
np
fx*(a+bx»)P-ldx.
6°. Enfin, pour augmenter p sans altérer m, il suffit de résoudre (5) par rapport à l'intégrale du second
membre et de changer p en p + i> on trouve ainsi :
Les formules qui précèdent offrent quelquefois des termes infinis et ne peuvent plus être appliquées ; mais on s'assure facilement que dans tous les cas où cela arrive, Tune des conditions d'intégrabili té est satisfaite , déporte que la différentielle proposée peut toujours être ramenée à une fonction rationnelle.
Exemples
C x*dx x"^x\/i — x* m — 1 rxm~%dx
L exposant entier m étant ainsi abaissé de deux unités, on arrivera en répétant plusieurs fois le même procédé , à Tune des deux expressions
J" xdx y — P dx
— 7= = — V 1— **+C, I— ======:arcsina?-+-C, V/i— x* JV\— &
suivant que m sera pair ou impair. On parvient ainsi aux deux formules suivantes :
Si m impair,
z£!r^.+fLzLi^3^^-0(^-3)^5^+^-i)(«-3)...ai
si m «pair,
*^=*r—+iL=±a-*...+
_ jp* m L ni — -2
—. r-, jz arc sin x
Si Ton supposait l'exposant négatif et représenté par m, on le réduirait à l'aide de l'équation
J"1 x~mdx x~m+xY\ — x* m — 2 Çx~m'**clx Xfi— x* "~ —m -M m — \J l/i — x» '
que l'on pourra toujours employer, excepté dans le cas où
m = i$ l'expression à intégrer est alors rend* rationnelle en posant
l/i — x* = i -4- zxt
dx
VT^ï
;cmla
et Ton trouve
H. I — , intégrale cpii se présente dans le
calcul des oscillations du pendule ; on a
ç x*dx __ I y"/ à /' g*~»dk
«/l/flx— x» ~~ t/ l/<wr — x» * •/ \/mx^x* '
'l/flX — x*
et en intégrant par parties,
. --— = — ^mrmx \Sax— x*-h(m — i) fx*-*dx\/ax — i
. • , N C&^iax — x%)
v V \/ox—&
1^/m: — x* '' X/ai
\/ax—x*
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Substituant dans la première équation, et réduisant, il
vient
r xmdx xm"t\/ax — x* im — i Ç xmmmxdx
J l/ax—x*~ m »» J y/ax—x*'
L exposant m étant ainsi abaissé d'une unité , si Ton applique le même procédé à l'intégrale du second membre , on parviendra enfin a l'intégrale
l/ax — xa ~" / /a~* Ta
a — ix
- = arc cos ■
27. Pour obtenir de la manière la plus directe les formules qui servent à la réduction de l'intégrale
f(ax+b)*l(alx-hbiydx,
on peut, avec M. Cauchy, substituer l'équation
fuvdAv — uv — fupd.lu
à la formule ordinaire fudv = uv — /Wm, et supposer
les fonctions u et *> respectivement proportionnelles à
ax -+- b certaines puissances de ax -f- £, axx -+- btJ — ZZJT » en
ayant égard aux équations
ax + b ___ (abt — axb)dx axx-±-bt (ax -f- 6) (a ^r -h bx)%
On retrouverait ainsi immédiatement la formule (i) du
n° 24, en supposant u proportionnel à une puissance de
ox -f- &, v à une puissance de at;r4-&iî la formule (a),
i * . i ax -f- b
en supposant u proportionnel a une puissance de j- ,
axx-\- ox
*> à une puissance de atx -f- i, $ la formule (3), en supposant u proportionnel à une puissance de axx + &t,
v à une puissance de j- \ la formule (4) > en supposant u proportionnel à une puissance de atx -+- btJ v à une puissance de ax + i ; la formule (5), en supposant
u proportionnel à une puissance de — 7^, et v à une
puissance de ax + h ; enfin la formule (6), en supposant
u proportionnel à une puissance de ax -f- £, v à une
- £*r -h £ puissance de 7-.
On pourrait traiter de la même manière l'intégrale
[x"(« -f- bx*)dx.
Exemple : Supposons qu'il s'agisse de réduire l'intégrale dx
f(rr^=ftt+x')-d*'
n désignant un nombre entier supérieur à l'unité : on supposera u et v proportionnels à des puissances de x% et
de et comme on a
on tirera de la formule f uvd.\v=.uv — fuvdA u :
a: 2/1 — 3 /* dlr
==a(ii— i)(iH-j:,)"-,","2/i— 2 J(Ï4^»p"1,
Intégration des fonctions exponentielles logarithmiques ou circulaires.
28. On nomme fonctions exponentielles ou logarithmiques celles qui contiennent des exposants variables ou des logarithmes, et fonctions trigonométriques ou circulaires celles qui contiennent des lignes trigonométriques ou des arcs de cercle. Il serait fort utile d'intégrer les formules différentielles qui renferment de semblables fonctions, mais on n'a point de méthode générale pour y parvenir. On est réduit à essayer de les rendre algébriques par une substitution de variables, ou à les ramener à des intégrales de même genre, mais plus simples.
Exemple : On rend algébriques les intégrales
/fO*)* //(*)***, ff {*)**, ff(ànx)œsxdx, ff(ca&x)suixdx, ff(suix)cosxdxf /"/(sin x> sin aar, . . . , cos x9 cos ax, . . ,)dx,
en égalant tour à tour 1 a:, e*, sin x, cosx à z. Ainsi, par exemple, en faisant sin x = -z, d'où
cosx=Ki — *S cosxdx = dz\ dx=—-—=
Ki — **
l'intégrale //(sinar, cosx)dx devient
et se présente sous une forme algébrique.
T. ii. 3
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29. Si P et z sont deux fonctions de x dont la première reste algébrique, et dont la seconde ait seulement une dé-N rivée algébrique *', et si de plus, en posant-
fVdx = q, /'Qs'drsrK, /Esrdfc=S,...,
on obtient pour Q, R, S, . . . des fonctions connues de la variable x9 on déterminera sans peine, à l'aide de plusieurs intégrations par parties, l'intégrale fPzndx9 dans laquelle n est un nombre entier. On a en effet
fQzrzr-*dx=zr-*fQzfdx— (/i — i)f[zr-*zfdx X /Qrtt*}
= R*»-" — (n — i)/ÏUV-*<kr . . . , et par suite
/PstàrszQrf' — aR*"-* -h *(« — îJSs"-" — etc. -+■ C;
on satisfera aux conditions énoncées en prenant pour z les fonctions A \[f(x)]9 A arc tang /(#), A désignant une constante, et f(x) une fonction algébrique de X.
Exemples : Supposons que, P étant égal à i, z soit déterminé tour à ttrar par les équations
2=lx, s = aicsini7, s 2= arc cos*, s =l(jr -j-V/'h-j*),
on aura
L arcsin* (arcsinar)* (arcsma:)3
rccosxJ-iùrrrrfarccosx^Lc ^ Ç-h 1-^ i-™ h
' v L arccos* (arccasx)* (arccc**)*
t(*H-i/lHhP)],,Ac
u^^'^)i,L«-1(.+l/^)-^i^l/ï^lr-ïl(jf+|/rpp)j-
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On intégrerait encore avec beaucoup de facilité les expressions/ x— * (1 x)ndx, /x—^arc sinx)ndr,. . ., qui diffèrent de celles qui précèdent par la valeur de P qui ici est x""1 , on aura , par exemple ,
[ F *l 1 a\x^a*(\xy *W J
Si dans les formules obtenues , on pose tour k toiir
1 x ■=. z9 x = c3, dx = e*d&\ arcsinj7 = 2, .r = sinz, dx = co%uh; arccosx =z, x = coszy dx = — sin zdz;
lCx-hl/i-Hr1) = z, x +1/7+4* = <?»,
(■r-t-l^i-Mr») (V^i-h^ — .g) _J ' ._
Kl-f-x* — x = e ', x=z —, *£r = A;
on trouvera
ijl _. T * *(* — 0 * *(* — i)...3.2.n
tèzrzV i 1- v ; — etc. ± -^ *
^rit,4,^^H-...] + co,,[^-^-y-a)+...]}+C> ^^=^{co>,[,-^+...]-sin^-a(,,-,](;,-^...]}+C>
i=!r f,_^ + "_&=!_) _ etc. ± "("—)• --^.il 1 + c.
On pourrait établir directement ces diverses formules à l'aide de plusieurs intégrations par parties que l'on effectuerait de manière à diminuer sans cesse l'exposant n pour le faire enfin disparaître. Ainsi, par exemple,
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l'intégrale/** é**dz se déduit des équations
«•-" é"dz=z I *■"■ ifdty etc.
L'intégration par parties peut encore servir à fixer le» valeurs des deux intégrales
on a en effet
fe** œ&bzdz9 f**sinbz4z9
&% ooêbzdz =
«■* cos6z b
- / ^ànbzdzy
/. . _ ■ «"suite 6 /• , _
e" sin 0*w = I e" cos m a»,
d'où
e** cos bzdz = n(acos6z + & sinôz)-HC,
/e** e** sin bzdz = r- (a sin bz — b œ&bs) -h C.
Scolie. La formule qui donne /"zn e**dz, repose sur ce e?%dz = — .Or cette dernière équation
subsiste encore lorsqu'on remplace a par a -\-b\S — i, et par suite f e?%dz par
/^•+*i^=ï),A = fé"{cosbz -4- l/=Tsin^)c&.
On pourra donc faire cette substitution dans la formule citée, ce qui donnera
V" (cos bz -+-l/— i sin bz)dz sV«(cc*6s-hV/^i sin 6s) p
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Cette formule se partagera en deux autres qui canneront les valeurs des intégrales
/*■«•* co&bzdz, f z*t** ù&bzdz.
30. On peut encore rendre rationnelle ou réduire au moins l'intégrale /sin^x cosvx<£r, dans laquelle (i et v sont deux quantités constantes. §i d'abord on pose
sin»a? = I, d'où
cos1* =1 — z, dz = 2sin.rc0s.rdx,
l'intégrale proposée deviendra
et sera rationnelle et intégrable si les trois quantités
se réduisent à trois nombres rationnels dont l'un au moins soit entier , ce qui arrivera nécessairement toutes les fois que f* et v auront des valeurs numériques entières.
Dans tous les cas , à l'aide de l'équation
fud» = u» — fodu, on pourra :
i°. Diminuer p, augmenter v en prenant sin^J? pour facteur u , ce qui donne
(i) I sin^o? cpsf xdx r= —
sio^'arcos'"*"1*
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a°. Diminuer p tins changer v en remplafamt àmm I» formule précédente, cosf+*JC par
cos'xXcos^xzr cosf X(i —•»•*),
et réduisant v d'où
, , f. u* , J iin*-,*ccV+,x (a) I sra'*xcosvxt6»:2z-r : —
-l-£ZL- / «in^""axcosfjrdlr.
3°. Augmenter p. sans changer v , en résolvant la formule (a) par rapport à l'intégrale du second membre, et changeant p en (i -+- a. On trouve ainsi
sîn''xcos'xdx =
^ 4- i ^"h,"f"a fsin>*+VccV*<**.
En prenant cos^j? pour facteur u, et suivant la même marche, on pourrait :
4°. Diminuer v, augmenter p ; 5° diminuer y sans changer p; 6° augmenter v sans toucher à /x, h l'aide des for» mules
/n /* • « * j sin^"+"Ijccosf"Ia? , *— i f . «+Q - -
(a) I sraA*xcosTx<£r= h I sin^^xcoa*""**!
/rx r . * . j sin'*~Mxcos?~'lx f— i /• -(5) I sm^xcpivxdx= 1 I sin^x çpsf ^rdx,
ia\ f - u t j sin^'xcos^'x /H-»-h* P . tt .j_a (6) I sm'*xcos,J?<ir = h- / sin^xcot"^*;
On pourra dès-lors transformer l'intégrale donnée, en une autre intégrale de même espèce , mais dans laquelle les exposants de sinx et cosx , seront compris entre — i
et + i • Si les exposants fi et v sont tous deux entiers , on les réduira à Tune des trois quantités +i, o, — i, et l'intégrale fsin^x cos 'xdx sera remplacée par Tune des neuf suivantes:
/ dx = x -f- c, f sinxdx = — cosx -h C,
f œsxdx = sinx -h C,
/ sinxcos.r<£r = T sin*,r -f- C,
f*™f-dx = - T 1 cos'* -+- C,
,/ COS
/ - dx = -r 1 Mn * H- C>
j sinx
cos*.r , .
-: — = ïltang\r-h C,
sinx ^
cos a:
- — = / ^—r r-=iltan« --r-c»
smar ,/ sinT;r cosyx D 2
Si Ton applique ces principes à la détermination des intégrales
jvn'xdx, Jcn'xdx, J —xdx, ,.co^ çjx_ f_dx_
11 étant un nombre entier, on trouver* :
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**• En supposant n pair,
/^.._l cotxr . *— i . , 3.5... (n — 3)(m— i). 1
/. . SDxf il— I
cos
i .3. . .(ii — 3)(* — i) 2.4. ••(" — a)it
tang"
tang *"3j
tang
/î-5 — *. , cot^'x cot-"3* cot"~5x
. ± tang* rp js -h C,
/cotHxdx = — ^ -~ -h ^1- .r _ m. *. . # -£ cet* zf. x -H C, n — 1 n — o n — 5 ^^ w
â' . mx f , *— 2 . . a!4...(/i— 4)(/i — a) T
Imc-j^=----- aec" 'x + — = fiée»-3*... h f-i ;{) »{«bc* H
•J ii— iL «—3 i.3... (ii— 5) (ii — 3) J
/cos-rf ii-a coiec'artr == 1 cosec'»"1 xh n — iL ii-3
a°. En supposant /» impair,
/•in*r »— 1 . t (n— i)(n— 3)
/* . tann^-'x tang"-1* tang"-»* .tang»*, , . -
rCosec"~3x...4
a.4...(/i-4Xii-a)
LS^ii-SKu-a)'
a.4...(it-^(»
cot"-,x cot"-»x cot*-5x
eot"xdx= 1 = =--
cot'x
qp$l§in»x-+-C,
/* , coixf . «—a .... . 3.5 ..(*— a) . . ~1
31. Pour obtenir immédiatement les six formules fondamentales du n° 30, M. Cauchy a recours encore à l'équation
f wd\v = m = ftwdÀUy
et fait tour àjtour, i° u proportionnel à une puissance de sinx, et v proportionnel à une puissance de cosx -, i°u proportionnel à une puissance de tangx, et u à une puissance de cosx ; 3° u proportionnel à une puissance de cos x et vk une puissance de tangx; 4° u proportionnel à une puissance de cosx et v à une puissance de sinx; 5° u proportionnel à une puissance de cotx et u à une puissance de sinx; 6° u proportionnel à une puissance de sin x et u à une puissance de cotx ; en ayant égard aux équations
. cosx , sinx
a. 1 sinx = - — dxy </.lcosx:= dx3
sinx cosx
rfx </.! tangx = — rf.lcotx =
sinx cosx
D'autres méthodes peuvent servir encore à la réduction ou à la détermination de l'intégrale / sin ^x cos -nxdx , metn étant deux nombres entiers. H est d'abord évident qu'on réduira l'intégrale / sin~mx cos~nxdx à d'autres plus simples , en multipliant une ou plusieurs fois la fonction sous le signe /par sin,x + cos,x= i. De plus on peut rendre rationnelle l'expression sin-"x cos=û,xd[x, i° dans le cas où n est un nombre impair , en posant sin x = z ; a° dans le cas où m est un nombre impair , en posant cosx = z. Enfin Ton obtiendra très facilement les valeurs des intégrales
/ sin"xdx, / co&mxdx, /sin"* cqs\w£f,
en remplaçant sin mx, cosmx, sin'\rcosmx, par leurs va-r leurs en sin x, sin ax, sin 3x, . . . , cosx, cos ax, cos 3x, . . .
Propriétés diverses des intégrales définies. Méthodes pour la détermination des valeurs de ces mômes intégrales.
L'intégrale définie / f(x)dx est déterminée par
l'équation
dont on se sert souvent dans la recherche des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simplicité on suppose ordinairement que les quantités
Xo9 *t>» • •% xHmmt9 X
forment une progression arithmétique. Dans ce cas , les éléments
Xi — x0i x7 — x19, . ., A. — Xa^i,
sont tous égaux entre eux et à la fraction X — x0
et Ton a
/' f(x)dx = lirai [/(x0) +/(*. + i) + f(Xo -f- ai) -f- . . . + / (X-
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On pourrait aussi supposer que les quantités x0, ;rt , . . . , X forment une progression géométrique dont la raison diffère très peu de l'unité : en adoptant cette hypothèse et
on aura
Xx = Xo(l -+••), Xa=Xs(l -+-«)... X = X*_t (l -*-«),
f(*)^ = !im.j*0/(*0)^^
33. Dans plusieurs cas , on peut déduire d& çcg formules, non-seulement des valeurs approchées de l'intégrale définie, mais aussi sa valeur exacte : on trouvera, par exemple,
«fcr=Umi[x0+*oH-«^ («o+X — *)- 1»
, X— x0/ n .. (X— x0)(x0-hX — 0 X»— x\
f a*ax=)hni[ax*+ax*-*-i-hax<>-h*.t . ^-a**^"-1)1]
= lim /<»*• [«*-*. a" ... ■+- aOr-0'] = Km ^#f *xT ' 1 = Um-r^ ^[flX """ *q — »]*
et puisque lim -^ — = -: — ,
* * a* — i la
doù
3°. f x*dx = lim4*0«+»+ *0H-«(, .+.«>+'+. . .+xo-+«(iH[-*)(")W-0 et parce que
-\\np -
i(lH-«)rH_l1=s=u,"(fl+,)(I+.)i— fl + l» Jx<
J^dx X
— = lim/t« = 1 —,
car, de l'équation
on tire
/!« = 1 ( — ) — — r, limite = l( — \ \x0)\{\+m) \x0f
34. On peut souvent ramener la détermination d'une intégrale définie à celle d'une intégrale de même espèce : ainsi, de l'équation
J*/(x>**== Hm[(*— ^)/^)+(*,-.*f)/ (*.)+... + (*—*-.)/< ou plus simplement encore de l'équation
, " rX/(*)^=F(X)~F(x0),
dans laquelle F fa) représente la fonction qui a pour différentielle f(x) pu l'intégrale indéfinie
on déduira les suivantes :
f af{x)dx = a f f(x)dxy
f(x + a)dx=\ f(x)dx,
f f(x-a)dx = / f{x)dx$
J!*xo /*X
x f{x)dx = - )xJ{*)dx,
Jo f(X-x)dx = Jx f(x)dx,
35. Toutes ces équations peuvent encore se déduire d'un théorème fondamental qu'on peut énoncer comme il suit : si F on substitue à la variable x une autre variable z déterminée par l'équation
d ou 1 on tire
* = *(*), dx=x'(z)dz, f{x)dx =/[*(*)] *»<&, #
et qu'on appelle zoi Z, les valeurs de z correspondantes à #0, X, on aura toujours
f*A*)d* = f*f[z(z))X'(z)dz = j£ f(.) A,
c'est-à-dire qu'à l'intégrale définie prise par rapport à x, on pourra substituer l'intégrale définie relative à z.
i™ Démonstration. Appelons zt, *'„ . . . , xnm_t les valeurs de z correspondantes àxt, arl9 . . . , *«_,; en supposant ces valeurs très rapprochées, l'équation
dx ==■ x1 (Z)4Z donnera sensiblement
X — x.., = tf^) (Z — s*.,),
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et par conséquent
I f(x)dx = Iim[ (*f — xQ)/(x0) + (^— *0/(*0-+--+(x— x")/(*-01 !
= lin.{(*f-«o)/[^(,o)]A/(«o)+(«l_,I)/t>:(..)]>5'(*0-
ame Démonstration. Représentons par F(x) et F\z) les deux intégrales indéfinies ff(x)dx, fî\z)dz, l'équation
entraînera nécessairement la suivante
car deux fonctions qui ont des différentielles égales ne peuvent différer que par une constante ; or de cette dernière équation , Ton tire
F(X)=F(Z)+C, P(x0) = FW+C,
et par suite
«/*0 J ta
fx0 Jt0
En partant de ce théorème , il suffira * dans les expressions
de faire touf à tour
pour en déduire les équations du numéro précédent.
36. On démontre non moins facilement qu'on peut étendre aux intégrales définies les théorème* déjà démontrés pour les intégrales indéfinies. Ainsi , par exem-
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pie, l'intégrale définie de la somme sera égale à la somme des intégrales indéfinies, c'est-a-dire que Ton
* aura
/•X , x rx rx
' + *(*) + 4M + etc-]<**=J <P{*)d*+\ %{*)dx+] ^(«Jdfc-helc.,
>±«r±...>ùp= f udx±l f vdx^lf wfe~4- etc.,
J J JT© J Xq J X9
H- oc -h cw -h...)rfr = a I uàx -\- b \ vdx -f- c I wrfr-hetc,
t/X0 t/X0 Jxo
• * l/ — i)dx= f udx -\-\S — i I o<£r.
37. Intégrer l'expression f(x)dx à partir de x = x0, c'est comme on l'a déjà dit trouver une fonction continua de x qui ait la double propriété de donner pour différentielle f(x)dx, et de s'évanouir pour x = xQ ; dèslors si l'intégrale indéfinie de f(x)dx se présente sous la forme
l'intégrale définie qui doit s évanouir pour x = xOJ sera nécessai rement
<f>(*) — ?(*.)+ f'xi*)**-
Ainsi, par exemple, l'équation
/■|nfr = uv — fvdu
entraînera nécessairement les suivantes : Ç'udr^if'uf/dxszMv—Ê^Po—l *d* =* m — «o*.— 1 w'dk,
' Xo J *0 J X0 «/ XQ
f arfp= UV — 1*0<\>— I *<*«»
U, V, Uq, v0 étant les valeurs de w, i>, correspondantes à 38. Si Ton suppose
f(x) et j((jc) étant deux fonctions nouvelles qui restent
Tune et l'autre continues entre les limites x0, X , et dont
la seconde conserve toujours le même signe entre ces lî-
•X mites, la valeur de l'intégrale définie f f(x)dxsenàanr
née par l'équation
La suite,1 entre parenthèses, est égale à la somme des quantités de même signe
(*, — xc) x (*o), (*> — *i) % (*i), etc. ,
multipliée par une certaine valeur <p(£) de la fonction 9 (x) moyenne entre les coefficients f (x0), (f(xt)j etc. On aura donc
/ f(x)dx=i>(l))àm[(x1— x0) z(*o)+(*> — *.)*(*.) -f-ete.],
OU
fXf(x)dx= f\(x)x(x)dx = 9(l)f\(x)dx,
£ désignant une valeur de x moyenne entre x0J X. Application. Si Ton prend successivement
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on obtiendra les formules
f*f{x)dx =/({) fX dx=(X- *.)/[*. + 6 (X - *.)],
39. Supposons maintenant qu'après avoir divisé la différence X — x0 en un nombre fini d'éléments représentés par Xi — xOJ Xi — xl9 X — x„_i, on partage
chacun de ces éléments en plusieurs autres dont les valeurs numériques soient infiniment petites; le produit (xj — XtdfipCo) se trouvera remplacé par une somme de produits semblables qui aura pour limite l'intégrale
1 f(pc)dx \ les produits
(xa — x.) /(*,), . . ■ , ( X — *«.,)/(*„),
seront de même remplacés par des sommes qui auront pour limites respectives les intégrales définies
J x, J xB— ,
et puisque la limite de la somme de plusieurs quantités est égale à la somme de leurs limites , on aura généralement
(X/{x)dx = f *' f{x)dx -+- / **/{x)dx...+ f f(x)dx.
On peut donc toujours décomposer une intégrale définie en plusieurs autres de même forme, mais prises entre d'autres limites. On arriverait encore au même résultat en remarquant que si F(x) -+- C est l'intégrale indéfinie T. ii. 4
JO
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Jf(x)dXy on aura fX'f(x)dx=T(xt)-F(x0)9 f'V(x)dx=¥(x,)-F(xl),
d'où l'on tire , en ajoutant,
f *' /(x) dx 4- ("' f (x)dx + . . . + f f(x)dx
= F(X)-F(Xo) = fX/(x)éx.
J Xo
Lorsque entre les limites xQ, X, on interpose une seule valeur de x représentée par £ , on a
/ f{x)dx=\ Ç/(x)dx-hf f{x)dx.
Il est facile de prouver que ces décompositions subsistent dans le cas même où quelques-unes des quantités xu xf, . . ., xn__u £, cessent d'être comprises entre jr0, X, et dans celui où les différences xt — x0, xt — xl9..., X — .Tn-ij £ — xo> X — £, ne seraient plus des quantités de même signe. Admettons, par exemple, que les différences \ — xQ, X — £, soient de signes contraires. Alors, suivant qu'on supposera la valeur xQ comprise entre £ et X, ou bien X compris entre x0 et £, on trouvera
f*/U)dx = f*9f(*)dr + /V(*)rfr , ou
(*f{x)djc = fX/(,)(ir+/'W,
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d'où Ton tirera
)xA*)dx = -J~°f(x)dx +f^f(x)dx,
fX/(x)dx = f*A*)**- f*A*) d*; mais, comme on Fa vu, n° 34,
-f(°f(*)J*=J'*/(x)<ix,
donc , dans tous les cas ,
fX f{x)dx = f*/(x)dx + i%x)dx.
J*o Jx0 J%
40. Ces principes admis , il sera plus facile de calculer exactement, ou du moins à tel degré d'approximation qu'on voudra, une intégrale définie quelconque. Pour avoir dans tous les cas une valeur approchée de l'intégrale définie / f(x)dx, il suffit de reprendre l'équation
fX/(x)dx = fXxf{x)dx+ \'X'f{x)dx+... ÏX f(x)dx,
Jx0 Jx0 Jxt t/.Tn-i
OU
f f(x)dx = (xt — x0)f[x9 4- 6o (*, ~ xo)]
Jx0
-4- (v* — *.)/ [*. -h 6t (x, — *,)]. . . 4- etc. ,
dans laquelle 3?i, xt,..., x„_, sont des valeurs quelconques de x, intermédiaires entre xQ, X et 0O, 6t , , des nombres compris, entre o et i . Pour plus de simplicité , on peut , comme nous l'avons déjà dit , supposer les inter-
v ailes Xi — x0, ,r, — xu , égaux entre eux et à#,
on a alors
f{x)dx=z i[f(x0+Qj)-+-f{x0+i+-'Jxi). . . -+-/(X— i+0H_ti)}.
Lorsque la f 6nction/*( x) est toujours croissante, ou toujours décroissante depuis x = xQ jusqu'à x = X, le premier membre de l'équation qui précède reste évidemment compris entre les deux sommes
S = i[/(x0) +/(*0 -+- 0 + f(x0+ 2/) + . . . + /(X- i)]% S' = i[/(xQ 4- i) -h/(x0 + ai) + +/(X)]f
et par. conséquent dans cette hypothèse , en prenant la demi-somme de ces deux valeurs , ou l'expression
pour valeur approchée de l'intégrale / f (x)dx, on
J Ko
commet une erreur plus petite que la demi-différence S'-S=±«[|/(X)-i/(*w)].
Exemple : Si Ton suppose
/(*) = — |— , x0 = o, X=i, i = i, on aura
En conséquence, 0,78 est la valeur approchée de l'intégrale / . L'erreur commise dans ce cas ne pourra
pas dépasser ±(\ — J)= ^; elle est effectivement audessous d'un centième.
Si la fonction f(x) n'était pas toujours .croissante ou toujours décroissante, on pourrait, à l'aide de cette
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même formule , fX/(x)da:= (Xlf(x)dx+ (*%f{x)dx+... /'* f(x)dx,
• J'o J ro "T% t/.r,,_,
la décomposer en plusieurs autres pour chacune desquelles cette condition serait toujours remplie, et Ton pourrait alors calculer, non-seulement des valeurs approchées, mais encore des limites de Terreur commise. 41. Dans tous les cas, lors même que la fonction f(x) serait tantôt croissante et tantôt décroissante, Terreur que Ton commettra en prenant Tune des sommes S et S'
pour valeur de l'intégrale I f(x)dx, est évidemment
inférieure au produit de ni = X — xQ par la plus grande valeur numérique K que puisse obtenir la différence
quand on y suppose jl: comprise entre les limites jc0, X, et Ax entre les limites o et i. En effet on a, par exemple,
/' /(*>fc-S:=i{^^
et par suite
f /(*>fc-S<iX«K = R(i-/.)i
il en résulte encore que si Ton appelle h la plus grande des valeurs numériques de f (x) entre les limites x0, X, Terreur commise sera renfermée entre les limites — *i(X — x0), + W(X — xQ).
On pourra d'ailleurs, comme nous lavons vu, calculer exactement la valeur de l'intégrale définie quand on connaîtra Tintégralc indéfinie, et, dans quelques cas particuliers, lors même queTintégrale indéfinie restera inconnue.
Exemples : En suivant les méthodes exposées et ap
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pliquant les formules des n°* 16 et 17, on trouvera ,
J» oo /• oo /> a •
t>-*<ir:=i, / e«dx=zw, f er**dx=L%
/M.r» 1 III <*r= i H h «-+-..
o or — 1 2 3 m
o ï+**"~~2' ,/_00x,-4-fl»~â,
on trouvera encore (n0* 26 et 27)
/' cex»-*dx m — i Ç oc xm"% (m — l)...3.a.i i o JT+~xf~-~n — m J o (ï-hJr)"— (n—m)...(*—$Xn—2)J
<(r 2/1 — 3 /~» dy- i.3. 5.. .(2/1 — 3)r«
/» oo </j ^3W — 3 /*» «/jr __I.3.D...(2/l 3)/»
an — a) a 1 «a. 3. . ./i
^%r^*i*=(^^ i)arctang^],
Jo%v-«co.A^»={^^r^--coS[(«+,)«rct«.g£jt
f <?""•» co* bzdz = --.
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Enfin (n° 30) en supposant n pair, ou aura
Jsinnxdx== -'- '—',-£ -=r I cos ".rdlr, o 2.4.O.../1 2 Jo
/ tang\r<ir = -1-. . .zp , ±1 qj:
et en supposant n impair,
Jo i.3.5...(/i — 2J/1 i/o
43, On peut tirer de l'équation
/'X f{x)dx = (*f{x)dx+ f*f(x)dx,
une conséquence importante et qui souvent abrège les calculs. Supposons que £ soit une moyenne arithmétique entre xQ et X, et qu'à partir de cette moyenne , en-deçà et au-delà, la fonction f(x) reprenne des valeurs égales, deux à deux et de môme signe , les deux intégrales
seront aussi égales, et Ton aura'
de sorte qu'il suffira de calculer Tune de ces intégrales et de la doubler pour obtenir l'intégrale donnée
Exemple .
cosxd!a:=:a==2 I cosxeir,
si à partir de x = \ les valeurs de la fonction f (x) étaient égales deux à deux et de signes contraires, les deux intégrales / f(x)dx, f f(x)dx seraient égales aussi, mais de signes contraires, et l'on aurait par conséquent
Exemple :
fXf(x)dx=o.
co&xdx •=. o.
Des intégrales définies dont les valeurs sont infinies ou indéterminées. — Valeurs principales des intégrales indéterminées. — Intégrales défi- ' nies singulières.
44. Dans tout ce qui précède, on a supposé que la fonction y* (a:) demeurait finie et continue entre les li-
f(x)dx a, dans ce
cas , une valeur déterminée, et Ton peut la décomposer en un certain nombre d'intégrales semblables prises entre les limites x0, jct, . . . , xn_x , X, au moyen de l'équation
fX/(x)dx= C'lf(x)dx +- [Xif(x)dx-<-... f f(x)dx.
J x* Jx0 Jx, Jxn—i
Si les valeurs interposées se réduisent à deux, l'une très peu différente de x0 et représentée par £Q, l'autre très peu diflérente de X, représentée par £, l'équation précédente devient
fX/(x)dx= f*0Ax)dx+ f*f{*)dx+ f*f(*)dx
Jx0 J*o J?o Jk
t/fo
Si, dans cette dernière formule, on fait converger £n
vers la limite xQ et £ vers la limite X , on en tirera, en passant aux limites, et toujours dans l'hypothèse où la fonction f (x) reste finie et continue ,
fXf(x)dx = lim f(/(x)dx.
Mais quand cette condition cesse d'être remplie, comme aussi quelquefois quand les limites x0, X cessent d'être des quantités finies , on ne peut plus affirmer que l'intégrale définie a une valeur déterminée , et l'on ne saurait
plus quel sens attacher à la notation / f(x)dx.
— , dans laquelle —i x
la fonction sous le signe /, savoir -, devient infinie pour
la valeur particulière x = o comprise entre les limites x== — i , x = + i ; l'équation
/ f(x)dx^l f(x)dx+\ f(x)dx
donnera
/M-i dx r° dx r i dx
et l'intégrale donnée se présentera sous une forme indéterminée.
Pour lever dans ce cas toute incertitude, et rendre à la
notation f f{x)dx une signification claire et précise , .
on convient d'étendre par analogie l'équation
f% f(x)dx= lim f îof[x) dx
au cas où elle ne peut plus être rigoureusement démontrée. Ainsi les intégrales / e*rlx^ / — , dans les-
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quelles la fonction f(x) cesse d'être finie et continue pour j = oooujC = o, seront déterminées par les équations
J_ JV<*r=lim j .V^c=lim(cf — **<>)= e oo _ «,-«>__ 0D>
I — =hm I — =hml-=-=liml — =00.
Jo x Jf0 X f0 o
Il peut arriver cependant que la valeur de l'intégrale définie soit réellement indéterminée. Pour le prouver, re-
prenons l'intégrale l — . Si l'on désigne par e un nom-
bre infiniment petit , par p et v deux constantes positives mais arbitraires, on aura
£dx Ç—p-tdx Ç* dx /•* dx
I x J — i X Jo x Ji% X
or cette valeur est complètement arbitraire ou indéterminée.
45. Si, lorsque la fonction/ (,r) devient infinie entre les limites x0, X, pour un certain nombre de valeurs particulières , xu x„ . . . , o:m, on désigne par e un nombre infiniment petit, et par (iu v,, fz„ v„ . . . ,{*„„ vm des constantes arbitraires , on aura
fX/(x)dx= f " f[x)dx -f- p f(x)dx+... fX/(x)dx
Jx0 J x0 J xx J*m
=lim[ r~',êf(x)dx+ p"""7(*)*r...+ /* A*)dx\ et si les limites x0, X se trouvent elles-mêmes rempla-
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cées par — oo et -f- oo,
f'h0>/(x)dx=Um\ f*1 "%/(x)dx+ /"' **/{x)dz...+ P /(*)* L ^u.
p et v désignant deux nouvelles constantes arbitraires.
Les valeurs des intégrales déduites de ces équations pourront d'ailleurs, suivant la nature de la fonction f(x), être ou des quantités finies et déterminées, ou des quantités infinies, ou des quantités indéterminées, qui dépen- " dront des valeurs attribuées aux constantes arbitraires. Si, dans ce dernier cas, on réduit toutes les constantes à l'unité, on aura des valeurs particulières des intégrales
f{x)dx, / f(x)dx,
que M. Cauchy a désignées sous le nom de valeurs principales, et qui sont données par les équations
f*f{x)dx=\im\ fXl~~%f{x)dx+ {X~%f(x)dx.. .+ /* f(x)dx\ •
f*"f(x)dx=}im\ f'^A'^^f'^A^^-^f^ 1/W^i
Exemple : Zéro , ou ce que devient 1 - , quand on fait \k = i, v = i, est la valeur principale de l'intégrale définie / — ; 1- est sa valeur générale.
46. Une intégrale définie relative à x, et prise entre deux limites infiniment rapprochées d'une certaine valeur particulière rt, attribuée à la variable, est sensiblement nulle lorsque, cette valeur étant une quantité finie,
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la fonction f(x) reste finie elle-même et continue, dans le voisinage de x = a. Alors en effet l'intégrale définie est égale à la différence infiniment petite des limites de l'intégrale multipliée par une valeur finie de la fonction. Mais la valeur de l'intégrale définie pourra différer .de o et acquérir même une valeur infinie, si a ouf {a) devenait infini.
Dans ce dernier cas l'intégrale est ce que M. Cauchy appelle une intégrale définie singulière, II sera ordinairement facile d'en calculer la valeur.
Supposons d'abord que a soit une quantité finie, mais prise parmi les racines de l'équation f(x) = ± oo, et désignons par f la limite vers laquelle converge le produit (x — à)f(x), tandis que x converge vers a.
L'équation (n° 38)
fX f(x)dx = ( i - «)/(f ) 1 ( J^) .
donnera
J*a — u.% na -+■ i / | \
En effet, la quantité Ç, comprise entre a — e et a — fxe, ou a + V6 et a -+- e , sera sensiblement égale à a, tandis que le produit ( £ — a) /(£) sera égal à (a — a)f{a) ouàf.
Si a devenait infini , on appellerait f la limite vers laquelle converge le produit xf(x), tandis que la variable x converge vers la limite ±: oo, et l'on aurait sensiblement,
vertu de l'équation (n° 38) f*f(x)Jx= £/(£) lQ,
/ % f{x)dx = fl/u, f /(*)*r = fl-.
en
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finie et déterminée; puisque alors la différence A — B étant nulle, A est sensiblement égal à la quantité déterminée B.
Ainsi, pour que la valeur générale de l'intégrale
f(x)dx soit finie et déterminée, il est nécessaire et
il suffit que les intégrales singulières comprises dans la différence A — B, se réduisent à o pour des valeurs infiniment petites de e, quelles que soient d'ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées aux coefficients p, v,pj, vt,. . ., fj^j vm; c'est ce qui arrivera communément lorsque les quantités f, fi, f„. . ., fm seront toutes nulles.
Ces quantités pourraient cependant être nulles sans que les intégrales singulières le fussent aussi. Par exemple,
si l'on prend f(x) = -y-, le produit xf(x) s'évanouira
pour x = o, et cependant l'intégrale définie singulière
/."as = l0 + Ê)
cessera de s'évanouir pour des valeurs infiniment petites de v.
Exemple: Soit =~r une fraction rationnelle. Pour
f(x)dx conserve une valeur finie et
déterminée, il sera nécessaire et il suffira, i° que l'équation F (x) = o n'ait pas de racines réelles $ a° que le degré du dénominateur F(x) surpasse au moins de deux unités le degré du numérateur f(x). En effet, si la première condition est remplie, les facteurs /, ft, ..., fm seront nuls, parce que l'existence de ces produits suppose l'existence de valeurs réelles de x qui rendent infinie la
fonction ~{ ou qui fassent évanouir F(x). Eh vertu de
la seconde condition, f ou lim x ^k-l s'évanouira aussi
puisque xf(x) sera d'un degré inférieur, au moins d'une unité, à F(x).
48. On trouvera facilement, à l'aide de ce qui précède, les intégrales suivantes :
xdx tu /*« xdx
/•»• xdx p ç* xdx
J ,?+â»"" 7' J ix*+a* = °9
/»• (x—a)dx ,/• Ç* (x — a)dx __
A-f-Bl/— i \ . Al/*
ut /., / a — By/^T , A-i-BV/^7 \
J _ £ \x — m— CV/^7 x — •-+-Cl/— i/
Plus généralement : =^y étant toujours une fonction
rationnelle dont le dénominateur ne puisse s'évanouir pour aucune valeur réelle de x, désignons par
*i=«, + Ctl/— i,xa=«a+Cal/^i etc.,..., xm = *m + Cml/Z~ï. ,
les racines imaginaires de l'équation F(x) = o, dans lesquelles le coefficient de k — i est positif, et par
A, — Bt 1/^-7, A, — Ba t/^7, etc.
les valeurs de la fraction -,7-r correspondantes à ces ra- T. h. . 5
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cines, l1 équation connue
A^-B^lZ-i
entraînera la suivante
A.-hB,W^— i
J?,i^|^=a(A1-hA1^-....^-AB,)1^4- airfB, h- B,
Le second membre de cette formule cessera de renfermer le facteur arbitraire 1 -, et Ton aura en consécjuence
toutes les fois que la somme A, + A, +. . . + A„ s'évanouira. Or cette condition sera remplie si le degré de F(x) surpasse au moins de deux unités le degré de f(x). En effet, on a
/(*) — aA,(g — «Q+aB.g, aA,(x— «,)-haB,g, aA^x — «,) -+■ aBJ.
P(x) - ~(x - «.)* + «f (*—,)' +•*!'" (* - «-)• -1-CL
f(xl [aA.(x-«I)+aB,ei][(x-a,)'+e'][(x-,3)'+C;]-[(j;— «-j'+C)
f» ~ [(* - -.)* + cj] [(« - .,)• +c\]..[(x- -.)• +CÏ]
et am étant le degré du dénominateur, le numérateur aérait du degré im — i si le coefficient de xtm~\ savoir, a(A, -+- A,-+-. . . + Am), n'était pas nul. Il faut donc absolument que cette somme soit nulle si le degré du dénominateur surpasse au moins de deux unités le degré, du numérateur, etc.
— oo x^~ r~ 1 dans laquelle netm<» sont deux nombres entiers : ici
-7-~ = : toutes les racines de l'équation
F(ar) = *" -+- 1 = o,
dans lesquelles le coefficient de k — i est positif, sont comprises dans la formule
* -+-C\S — i =cos WH-K — « sm- *■,
271 in
dont on les déduira, en donnant à ai •+- 1 toutes les valeurs impaires comprises entre o et 27*. La valeur générale de
F'(« -H- C l/— 1 ) 2/?(* -f- C l/IT7>— '
cos(2A:-hi)-ir-f-W/-^ï"sin(2A-f-i) - w , 1 v '/i v /?
COS(2*-+-l) W-\- K — ISUÏ(2/ -h O »tT
en posant
2JW-J-1 ., . 2IW — 2/1-1-1
= a ; a où = a — 1 ,
et se rappelant que pour diviser Tune par l'autre deux expressions imaginaires de la forme cosp + \S — 1 sinj;, cosy -f- k— ï sin^, il suffit de retrancher les arcs, on trouvera
A— BI/—I ' = — [cos(a — 1) (îHi)ir+|/- ïsin(a — 1) (a* H-i)r],
= [cos«(2*-|-i)jr-f- V— 1 siim(2X -j- 1)
d'où
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A= coê*(a*-hiW, B= — ttn«(iA-|-i)v,
ma* sin3air
iin(an— i)éwr
et puisque dans l'hypothèse admise , .le degré du dénominateur surpasse de plus de deux unités le degré du rateur, on aura
co x**dx
:air(B,-+-BaH -+-B»)
2ir
= — [siniir-t-8in3flir -h. . .-f- sin(an — i)«r]-
On peut calculer facilement la somme qui forme le second membre. En effet, les équations
co^+l/HTsin* = ^|/^7, cos 3# •+• l/^7sin 3* = r30 *//=:î etc. , donneront
>0+cos3*+cos50...H-cos(2/i — i)*]-*-»/— 7[8in0-hsin3*-f- «iSU
dans le cas que nous examinons,
9 = air = *■>
et par conséquent
on a d'ailleurs
^«lA-i^, ce)/-i^e-oi/-
/=T_l?-ew/-.
-ev/=T
'xK/ — isin0 2K— isina*
donc
4-cos3fl»,..--Hcos(a/i — \]av-\-l/ — i[sma*4rsin3as-...-4-8in(2Jt — i)<**]
cosflîr-f- cos3ajr + * . . cos(2/? — i)a*- = o, sinas- + sin3ajr + • . . sin(2/i — iW = -s *
asm — : «■
on en conclut , en posant z = xtn,
f*f~ldz foo x2mdx /"•» x*mdx w
f^f-ifa p<x x^dx /*» xkmdx = a»| = /i / = —
— isinûir
am+ 1 sin w
sin a*-'
En réduisant de même chaque intégrale indéterminée à sa valeur principale , on trouvera
-~^==-[sinaflîr-f-sin4«3r..--f-sin(2/i — a)**l * l — dr* ji
J*oo zm^ldz pco x*mdx P°° = 2« / .==«/ o I — * ,/0 1 — **" J— 00 1
/ztanga*- am -Hi
«tang r
00 x"*dx w
-x** tanga*-'
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Déterminatiou d'une intégrale définie, i° à l'aide de l'intégration par séries; a° à Paide de' la différentiation ou de l'intégration souV le •igné y. — Propriétés fondamentales de la fonction r.
50. Lorsqu'on ne peut obtenir une intégrale définie par les moyens indiqués, on a recours à deux autres procédés, dont l'un est l'intégration par séries , l'autre la différentiation ou l'intégration sous le signe f, par rapport à une constante arbitraire ou à une seconde variable distincte de la variable indépendante.
L'intégration par série repose sur ce théorème fondamental : supposons que les deux limites x0, X étant des quantités finies, la périe
dont les différents termes sont , entre les limites x0, X,* des fonctions continues de la variable x, soit convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les mêmes limites, la série
JfX /*X #»X /»X
i«orfr, / utdx, I M*,..., I umdx,
sera elle-même convergente , et si S est la somme de la première série , la seconde aura pour somme / Sdx.
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En d'autres termes, l'équation
S = m0 -f- «h 4- u% -h . . . . etc.
entraînera la suivante
$dx= J uQdx-}-f utdx-h ! utdx + etc. x„ J x© Jx0 Jx0
Démonstration. Soit S„ = n0 + ut + w, ... + w„_t la somme des n premiers termes de la première série, et rn le reste , à partir du nii,ne terme , on aura
S = Sn-hrn = u0 4- ", H- «a -h. . . Un_j '-+- rny
J Sdr= I u0dx-\- f uxdx -h... / tt„_i<£r4- / ^dlr.
» 'x0 i/Xo • '*o J xo J *q
/»X Or, l'intégrale I r,4<ir est une valeur particulière du pro-
duit r„(X — x0), correspondante à une valeur de x comprise entre les limites x0, X ; donc , puisque le reste rn décroît indéfiniment à mesure que n augmente , il en
,-X sera de même de l'intégrale f rndx, et l'on aura
/X r\ rx
f Sdx = I Uodx 4- / utdx -+-.... etc.
i'x0 Jx0 J xa
Si dans cette formule on remplace X par x, on obtiendra les suivantes
f*x /»x rx
I Sdr= j u0dx -f- J M.tfa-f-...,
V X<> «/ Xq %J Xq
j Sdr = f u0dx -f- j uxdx H- j u%dx -+-... H- C.
51. On démontrerait facilement que les équations cidessus établies subsistent encore lors même que la première série, d'abord convergente entre les limites .r0,X, deviendrait divergente pour Tune de ces limites ou pour
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toutes les deux, pourvu toutefois que les intégrales
Ju^dx, f uxdx, etc. ,
forment une série convergente.
Le mode de démonstration consiste à désigner par Ç0, £ deux quantités comprises entre x0, X, pour lesquelles on a , par conséquent ,
/ Sdx = I uQdx -+- I utdx
et que Ton fera ensuite converger, la première vers, la limite a:0, la seconde vers la limite X. Cette remarque s'étend même au cas où les quantités xQ , X deviendraient séparément ou simultanément infinies. Si Ton prend, par exemple, un = anx", an étant un coefficient réel ou imaginaire ; si de plus on désigne par pn la valeur numérique ou le module de a„ , et par A la plus grande valeur que
reçoive l'expression (p„)n quand le nombre n devient infini; la série wQ+wi+ ii| +...= a0 + «î^+^i^+etc.
sera convergente entre les limites jr = , x = -\ — ,
et par conséquent , en laissant la variable x comprise entre ces limites, et posant
S = a0 -h atx H- a*** -h etc.,
on trouvera
Jr»r Sdx = o
a0x -\-al h at — 3 -f- etc.
Cette dernière équation subsistera encore pour les valeurs x= , x=-\ — , si ces valeurs particulières ne
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cessent pas de rendre convergente la série acx -4-T*i*a +.|«3^3
52. A l'aide de ces principes, on pourra développer un grand nombre d'intégrales en séries convergentes qui fourniront des valeurs de ces intégrales aussi approchées que Ton voudra. C'est en cela que consiste l'intégration par séries. On peut même employer avec avantage cette méthode d'intégration pour développer en séries toutes sortes de quantités , et souvent ce qu'il y a de mieux à faire pour y parvenir , c'est d'exprimer les quantités données par des intégrales définies auxquelles on applique ensuite la méthode dont il s'agit.
Exemples : Pour développer en séries les fonctions l(i + x), arc tangx, arc sinx, on aura recours aux formules
1/ x /'* dx fx dx
l(.H-^=^ -j-, arctang*=^ _,
arcsin ,
et comme on trouvera entre les limites x = — i, x = + i,
= i — x-+-x* — etc., = i — x* -t-x* — ...etc..
(i — x*)-* = iH-4x*H-Hx*H-HJx6-|-ete., l'intégration par séries donnera, entre les mêmes limites,
l(i -f-x)=x h-«-— etc., arctangx=x— — 4-^-— etc.,
ix3 i 3 5x7
arcsinx=xH — H — #7.? h etc.
Si dans ces équations on pose x = i , les séries comprises
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dans les seconds membres resteront convergentes , et Ton aura
l(a) = i— ±-+-j — etc., ^=i — 1+±— etc.,
w ii i 3 i i 3 5 1
53. L'intégration par différentiation s'appuie sur un théorème important dont voici F énoncé.
Pour différentier, par rapport a y, les intégrales
fXf(xfX)dx, fX/(x,x)dx,
il suffit de différentiel* sous le signe I la fonction /(x,j).
Démonstration. En donnant ky un accroissement ùy, et désignant par la notation Ar F accroissement correspondant d'une fonction quelconque de y, par D^ sa dérivée, on trouve
J^X pX /.X
f(x9f)dx=:f /(x,r-f-Ar)dr— I f{xyy)dx x© yx0 Jx0
= f lA**r+àri—f{mty)\4x=:f LTf(x,y)dx; d'où, en divisant par Ay et passant à la limite
et par suite
D,r f(*,jr)dx=f"D,/(x,y)dx9 ou simplement
Il résulte encore de ce théorème que l'équation
ff(x,y)dx=¥(*,y) +C entraîne toujours les suivantes
f ?,/(*, y)** =i>/ F(«, jr), j d; /(*, r)dx = d; f (*, />/*.
Il arrive aussi quelquefois que Ton a besoin de différentier une intégrale définie f f(x,y)dx par rapport aux limites x0, X. Or les équations identiques
Vx(Xf{x,y)dx = /(*, y),
donnent , quand on fait dans la première x = X, et dans la seconde x = x„,
Dx fXAx,y)dx=/(X, y), D,0 fXf(x,y)dx=-/(x0, y).
54. Cela posé, si une intégrale définie ou indéfinie, que Ton sait calculer, renferme , en outre de la variable ' indépendante , une ou plusieurs autres variables ou constantes arbitraires, chaque difi'érentiation nouvelle effectuée par rapport à Tune ou à l'autre de ces variables ou constantes, donnera la valeur d'une nouvelle intégrale que Ton n'obtiendrait peut-être que fort difficilement par d'autres procédés.
Exemples : En différentiant n fois de suite , par rapport à la quantité a, chacune des intégrales
f , / ■- , (e^^dx, le'****,
on trouvera
dx =
d9 ( — — - arc tang \ \/a
\Tm)
da"
.j* , v \ kÂ / i .3.5.. .(an — i)
+* "~ â ~dan "~~ 1m*71 %*
jdx i.3.5... (a* — i) »■
o (i-hx")"+1"" a. 4. 6.. .a» â;
x*é-"dx= ±
55. Souvent aussi l'intégration sous le signe f fait connaître les valeurs de certaines intégrales définies, quoique Ton n'ait aucun moyen d'évaluer les intégrales indéfinies correspondantes. Prouvons d'abord que pour intégrer, par rapport à y et à partir de y = jrQ, les
expressions f f(x, y)dx9 I f(x,y)dx multipliées
par dyy il suffit d'intégrer sous le signe /, et à partir de y =yoy la fonction f{x^ y), multipliée par cette même différentielle, pourvu toutefois que la fonction f (x, y) soit continue par rapport aux deux variables or, y entre les limites des intégrations. Démonstration. De l'équation
D7 fXF(x9X)dx = fXDT¥(x9X)dx on tire, en posant F (x,y) = / f{x,y)dy, I>r f (rA*,y)dxdy = f*f(x,r)dx,
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puis en multipliant les deux membres de cette dernière par dy et intégrant par rapport à y, à partir de y = y0, on trouve
f* Ff{*,r)dydx= r Ç* f(xj3)dxdr,
ce qu'il fallait démontrer.
^applications. Gomme on a généralement pour des va-
x/l~'ldx = -, on en conclut, en o A*
multipliant les deux membres par dp, et en intégrant par rapport à y. à partir de fx = v,
/• t x* — x9 dx (*, o \x X 9
Si Von désigne par «, fc, c des quantités positives , une intégration sous le signe f relative à la quantité a, effectuée à partir de a = c , et appliquée aux intégrales définies
f e"tudx = -y f e-**cosbxdx = — - ^—7-, J o a J o a 4- à%
f eT— sin fcr<&r = produira les formules
cos £xdx = t 1
smbxdx = arctang ^ — arctangT,
d'où Ton tire, en posant c = o, a = 00,
f — = od, 1 cos&r — = 00, I «inox — = -.
Jo x ' Jo x Jo x %
56. Lorsque dans une intégrale relative à la variable a;* la fonction sou* le signe / renferme une autre quantité (i dont la valeur est arbitraire, on peut considérer cette *' quantité /ut comme une nouvelle variable , et l'intégrale elle-même comme une fonction de fi. Parmi les fonctions de cette espèce, il faut remarquer celle que M. Legendre a désignée par la lettre T et qui , pour des valeurs positives de u , se trouve définie par l'équation
rM=fXlïï *•
Si Ton pose
d'où
- = e*9 x = e~*, dr = — e~*«fe,
et si Ton remarque que pour x=oona «=», pour x = i , z = o, cette intégrale devient
— f°*u-le->dz= / zr-*e-*dz=r(t*).
La fonction T satisfait évidemment à cette première équation T(i)= i. De plus, comme nous avons trouvé
(n° 42), I zue—dz = i . a • 3 . . . n, on aura évidemment
En remplaçant dans la valeur déjà donnée (n° 42) dès intégrales
, , i .3.3. . .n \~, . A £l zV--cos£*fc = ■ — m— cos| (it-M)arctang- I,
f z ne"at sin bzdz = sin I (/1 -h 1 )arc tang - I ,
. w par /1 — 1 , le produit i.a.3 (n — i) par sa valeur r (n), on aura
rr (n) cos (n arc tang - J z*-**-** co& bzdz = - - ,
tf""* sin bzdz :
* (n) sin f /i arc tang - J
(«• -h ft-f et en changeant z en a* dans l'équation I z'*'l<?~*=r^),
Enfin , de la formule
Ç^a^'dx __ i.2.3...(jh— i)i.2.3...(/» — m — i)
Jo (i-h*)"~~ Tj,3..,(»-i)
on tirera
f* xm~*dx_r(m)r{n — m) Jo (i-h*)»"" ~~ r(«)
La formule
f * zr-'e-**dz =
étant vraie, quels que soient le nombre (jl et la quantité a, on pourra y faire tour à tour,
ce qui donnera , en supposant que a et & sont positifs,
./>—>* = jJ^.
et par suite
d'où Ton tire, en multipliant par dx et intégrant par rapport à x, entre les limites o et oo,
Jc*x*~ldx i z1» , r00
o{\+xf r(b)J0 Jo
.""r(*)Jo ^* *x ^"mJo *^e **
Puisque d'après la définition même de la fonction T1, et en supposant aussi & — a positif, on a
T «*^-V-*rfs = r (£ — a), on aura enfin
Jo (T+^")»"~ r(ft) " Si dans cette formule on fait b = i , a ^ , et si l'on
a égard aux équations (n° 49)
J<»*-ldt t^x^dx r* x^dx w , ,
0^Tl = awJo?^7=V^oei;^=^^^, r(,,= ,>
on trouvera
J o »/ — on
GO
on
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Do cette dernière équation on tire
= fC*e-(>+*)tdx+ f C°e-l*-*rdx=e-'* f <V«,(tf-»»+^»)d^>
et enfin
formule qui sera vraie quelle que soit la valeur réelle de z , et qui le sera encore quand on remplacera z par z \/ — i, ce qui donne
57. La légitimité de ce passage du réel à l'imaginaire, repose sur le théorème suivant, qu'ilest facile de démontrer : si pour les valeurs réelles de z comprises entre les limites — i\ + r, les fonctions f{x, z) et
F(z)=ïSf(x9z)dE
sont développables en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes de z ; si d'ailleurs les sommes de ces séries, quand z devient imaginaire, continuent d être représentées parles notations/^x, s), F(z), l'équation »
subsistera pour les valeurs imaginaires de z dont les modules sont inférieurs à r. Pour démontrer ce théorème, on partirait du principe certain que deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de z , ne peuvent donner la même somme qu'autant que les coefficients des puissances semblables de z sont égaux T. ii. 6
dans les deux séries. De cette égalité ou identité des coefficients, on conclurait immédiatement que si les deux séries demeurent convergentes et fournissent la même somme pour les valeurs réelles de z comprises entre les limites — r, + r, elles rempliront les mêmes conditions pour des valeurs imaginaires de z dont les modules seront inférieurs à r.
L'application de cette remarque au cas traité plus haut est évidente \ les deux fonctions
quelle que soit l'a valeur réelle ou imaginaire de z, sont développables , par la formule de Maclaurin, en séries convergentes $ donc, etc.
M. Legendre a désigné sous le nom d'intégrale eulériennc de seconde espèce, et M. Binet a proposé de représenter par la notation R (a, &), l'intégrale définie
I x^^Çi — x)h~~x dx. Il existe une relation remarquable
outre cette intégrale et l'intégrale eulérienncde première espèce T (a) == / xu~ld~~*ex. Si en eilet dans l'expression / :£""*(! — x)b~~xdx on pose#:= ,011 trouvera
B(a,i) = I ^o, mais quand dans l'équation (n°56)
•oo aia~xdx r(a)r(b — a) , f , .,
; rr = '/iî 011 change b en a + £>, il
vient donc
/• » .v°-'dv __ r(a) r(b)
Jo (i-f-*)"+* r(a + b)' v ' ' r(a-\- ù)
Comparaison des deux valeurs que prend, dans certains cas, une intégrale double quand on intervertit Tordre de l'intégration. — Application de ces principes à la détermination des intégrales définies. — Commenta l'aide de certaines transformations particulières on peut calculer diverses intégrales définies.
58. Il est encore une autre remarque due a M. Cauchy, et qui l'a conduit à la détermination d'un très-grand nombre d'intégrales définies. Des principes établis dans la huitième leçon, il résulte que lorsqu'on a une double intégration à faire, on peut renverser Tordre des intégrations, car on a (n° 55)
/ / f{*,y)*rd*=\ / f(*,y)dxdy. Si Ton pose
les deux fonctions <f{x,y) et y (j,j) seront deux fonctions propres à vérifier l'équation
*fo (■*•> / ) dX. (** y) dy dx '
et l'on trouvera
t/X© J Jo
Cette équation subsiste lorsque les fonctions <p(x, y), X(x> Jf) sont finies et continues entre les limites x0, Xj yQ, Y-, mais elle cesse d'être exacte lorsque ces fonctions deviennent infinies pour un ou plusieurs systèmes de valeurs compris entre les limites dont il s'agit. Alors les expressions obtenues par une double intégration peuvent différer Tune de l'autre et dépendent de l'ordre des intégrations -, mais leur différence peut être facilement calculée. Supposons d'abord que les deux fonctions (f (x,y)* xCr»y) deviennent infinies pour un seul système de valeurs x = a, y = & , et désignons par e un nombre infiniment petit, on aura, en appliquant la formule qui précède,
Ça * [$>(*, Y) — <p{x,yQ))dx + f [<p(x,Y) — <p{x,y0)]dx /Y
Y ■ATo
puis on en conclura, eu faisant converger e vers la limite o,
la valeur de A étant déterminée par la formule -Y
Dans le cas général où les fonctions deviendraient infinies pour un certain nombre de systèmes de valeurs de x et dej, A serait la somme de plusieurs termes de même ibrme.
A = lim I [x(a -4- 1, y) — *(« — «, y)]dy.
Exemple :
ou
*„ = — i, X=i, y0 — — >» Y=i, ou trouvera
a = lim / — = 2t, / = f — =— — 2ît,
ou /M-i /'H-i v* — x% /*-+-* /"-H1 r* — x%
L L w^)>dydx =L L H^ *+—"
Il est facile de voir que les fonctions ç(ar, y), x(x, y) vérifieront les conditions
dy dx
Si Ton a 9(x>jO^+X(x>^)^==/(l0^u> et P*1* su*le
59. Ce que nous venons de dire s'applique encore évidemment au cas où les fonctions /"(x, y\ <j> (#, jr), % (.r, jr) deviennent imaginaires pourvu qu'elles satisfassent toujours aux équations qui précèdent. C'est ce qui arrivera , par exemple , si l'on prend
*(*,r)=W^*'(*4-rV/C:^); on aura alors, en effet.
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on aura donc , en posant A=V^7lim/ [F{a+,+x\/=ï)—F(a — i+f\/=ï)]dr
I [F(x + Y\/=ï)-F{x+yn\/^)]dx
Posons
(x — « — 6 \/<Z7)/r(j:) = F (*), j = b -h is, on en déduira
*o = -^, Z = - , dy = tdz, F{x)=-
fl + i-
F^-hi+r1
•li
i(— i -f- zK— i)
A==V/— xlim rZrF[^4-»4-(6 4-»z)V/-i] F[n-,+-(6-J-»s)l/=T Soient maintenant
F^+t+^-ht^y/^TJ y[a— i+(6-i-i3)v/ir7J
X(e), /x(e), et par suite /'(e), f*'(0? a; ^ étant des quantités réelles. Supposons d'ailleurs tpie Y surpasse y0 , et que les fonctions F(x + y\/ — i), ¥\x + yY^ — i) restent finies et continues par rapport aux variables X
et y entre les limites ,r0, X,^0, Y; comme ou aura
A^i)H-l/^/(i)==F'[flH-i-h(A4-i«)l/=r]
_js" [a _ f 4- (b + .») V/=7],
les valeurs de À'(e) et f/(e) resteront toujours très-petites en même temps que e, et il en sera de même de a et de o.' Cela posé, on trouvera
\ = \/— ilim / [a(i)4- V^—îp{i)\dz
Or, si Fou fait
et si Ton remarque que pour e =o, z0 = — oo, Z= + oo, on trouvera
Si Ton avait y0 ■= b ou Y = A, on aurait z0 = o ou Z = o. L'intégrale relative à 2 ne devrait plus être prise qu'entre les limites z = o, z =00; ouz = — 00, z = 0, et par suite, la valeur de A se réduirait à ?rf l/ — 1.
60. Dans tout ce qui précède , a + Al/ — 1 représente une racine de l'équation F{x) = ± oo. Si cette équation admettait plusieurs racines dans lesquelles les parties réelles fussent comprises entre les limites x0, X et les. coefficients de l/—i entre les limites ytt, Y; alors, en désignant par .i,,=tf|+/>il/' — 1, Xt—at-t-bî |/ — 1, etc.
ces mêmes racines, et par f,, f,, etc., les véritables va-»' leurs que reçoivent les produits
(x — xt)F(x) = (x — at — bt \/^\)F{x)9 (*— x,) F(x) = \(x — a% — b, l/^7) F(*)f etc.,
tandis que leurs premiers facteurs convergent vers o , on trouverait
Mais chacun des termes f,, f„... devra être réduit à moitié , toutes les fois que dans la racine correspondante le coefficient de \/ — i coïncidera avec une des limites y0\ Y.
61. Lorsque la fonction f[x + y V* — i ) s'évanouit, i° pour x = ±l oo quel que soit yx a° pour y = oo quel que soit x\ alors, en prenant x0 = — oo, X = + oo, y0 = o, Y = oo, on tirera de l'équation
f [F(x-hYl/-i)- F{x+yv\S=^)]dx = \/=ïÇ [F(X+yl/^) — F(x0+yl/^ï)]dy--à,
j F (x)<ix = '\ = awff, + f, + . . .-*- tiJl/^T*
lu f»? etc., sont des nombres faciles à déterminer-, on pourra donc, dans ce cas , calculer immédiatement la
z1 oc
valeur de l'intégrale définie f F (x)dx.
Lorsque la fonction F(x) se présente sous la forme
™~Y , et que ceux des termes f,, ff ,...., fm qui ne s'éva-
liouissent pas, correspondent à des racines de l'équation
V(x) = o, on a
et par suite
Lf"(x,)^F'(x,) ^' ' *+ F'(x.) J K "
J-obF(*) LF'(*0 F'(^)J
Ou ne doit prendre pour a:,, xu . . ., xm que les racines réelles ou les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de k — i est positif, en ayant soin de réduire à moitié les termes qui correspondent à des racines réelles.
Exemple :
on aura xt = \/ — i,
J— oc I -f-*1 a". F(«r) = i <— jf», jx= — I, j:a = -f-i,
/'" -iî*Ldx = I[f(-,)-f(,)]l/^7;
f(*)=(-*i/=7y*-'; x étant un nombre compris entre o et 2, ou trouvera
o i+jf» ""asiny^r'
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4». F(*)=I— Jt»,
*'« i — x2 i sin -J fêtr 2 tangy /u*-" En posant
on retrouvera les équations
o i + 2 sin air ' Jo i — « lang «•" '
qui se trouveront ainsi démontrées pour toutes les valeurs de a comprises entre o et i.
En partant de ces principes et s' aidant du calcul des résidus, M. Cauchy est parvenu à établir un grand nombre de formules générales dont on peut déduire presque toutes les intégrales définies connues jusqu'à ce jour, et un grand nombre d'autres.
62. Quelquefois aussi des transformations particulières peuvent conduire à la détermination d'une intégrale définie. Nous en citerons quelques exemples.
xi QO
i°. f c~xtdx. Multiplions par une autre intégrale
J'.oo c^ày, il viendra
ar.QD \t pÇ& g* QC /'OC y.»
e-*tdx) = l c-'ldx\ <rr'<ir=l I r<"+^dxdn o / Jo Jo t/o •/<»
|M)sons
y "— tx 9
d'où
eiy -.--. ,K(ity
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on aura , pour y = o,
t = o; pour y = oo,
t =<x, et
a oc \* / oo /«ce
éT*V*rJ =j dt j c-W>Èx<Lc.
On a d'ailleurs
(*+'*)*lxdx = l
J/iQO
et par conséquent
/ e-*dx =±\/ï;
a°. / c~atxtcosbxdx. Appelons cette intégrale « : en differentiant par rapporta i, on trouvera
du r °° , • » ,
77 = — I £""atx\rsin0.r*u:; « à J o
mais l'intégration par parties donne
/<?--,x,j:sin&r<ir = — <r-B*x,sinkrH , /<?-*'*•«* bxdx\
d'où Ton déduit, en remarquant que la partie intégrée s'évanouit pour x = o et x = oo,
/•oo f, /»oo £
I e"^*x%x sin tarir = , / *r " fl,xl cos bxdx = — - u ,
./o 2«a Jo 2«*
et par suite
du b du bdb , - tt
—. = u , — = . // = Ce 4" •
db 7.a% u ia* *
on a donc
/* c-m*stcosbxdxs=Ce~îr%.
Pour déterminer la constante, faisons b = o, il vient
Jr*00 * z»00 i J0—
e-**%dx = - I c-*dz = — \/ï, o a Jo *a
et enfin
/ c-^'cos&xrfr = V — * 4*'
Intégrales des divers ordres pour les fonctions d'une seule variabl<\
63. Ce qui précède avait pour but principal de trouver une fonction de x qui eût pour dérivée une autre fonction de x9f(x), et pour différentielle le produit f(x)dx. On donne maintenant, non pas la dérivée première, mais la dérivée de l'ordre n , et l'on demande la valeur générale dey propre à vérifier l'équation
dnY
Solution. En multipliant les deux membres de l'équation par dx , on peut la mettre sous la forme
d'où Ton tire, en intégrant,
ou, ce qui re\ient au même,
(la~lY i'x
multipliant par dx et intégrant une seconde fois, on aurai
Le second membre se ramène facilement à une intégrale simple. En effet, l'équation
D, f* (x — zTf {z)dz = m f* (x — »)F-«/0* donne
Jx0 m Jx0
ou, en multipliant par dxy et intégrant entre les limites
/'* i"(x—%y>-'f{z)dzdx = - f*(x — zff(z) dz + C, Jx0 JxQ mjx0
et en posant m = i
dx
% f* (*J(z)dzdx = r(x-z)f{z)dz H- C9
Jx0 Jx» Jx0
on aura donc
Intégrant de nouveau et plusieurs fois de suite, par rapport à la variable x, on trouvera successivement
3;= fx^z±/{z)dz + cf (fJZfî)! + €%(x - x.) -h c3,
%J xQ 1.2 1.2
dx
,/jr0 1.2.3. ..(/? — l)*7 v ' I.2.3...(/I — l)
fi,!r.3..^rii)+-ft-(*-^
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C\, C„ Cs, . . . , 6Tn, étant les diverses constantes arbitraires en nombre /* que doit par conséquent renfermer, dans tous les cas , l'intégrale générale de l'équation
dnr
On peut mettre sous une autre forme l'intégrale définie du second membre, à l'aide de l'équation déjà démontrée (n° 33),
/•X — x0 /• X — x„ px
f /(X - x)dx = / /(* +x0)dx = f f{x)dx;
en remplaçant en cflet dans cette équation x par z , et X
(x — — zV1"™1 par x-,/(z) par _A___^__ /(z), 0n en tirera
/ o ; ./(*)*= / , / /fr0H-»)rfc
,'r0 1.2.3. ..(/î-l) W Jo I.2.3...(/l-l) v '
= / 5 — t f(x—z)dz.
Si pour plus do simplicité on fait xQ = o, cette dernière équation devient
f {xrzr ,/w*=r /7 — ./(—.)*,
J„ i.2.3. ..(/i — i)yw A i.2.3...(/i — i)yv ' '
et la valeur générale dey se réduit à
> •= r — ï— p-vw* ■+■ c- — ^î — ï
Jo 1.2. 3... (il — l) 1.2. 3... (m l)
Ot. Supposons que F(.r) soit une valeur particulière de v propre à vérifie1!' l'équation
du y
en sorte qu'on ait
FM
la fonction F (a:) et ses dérivées F*"""1^), F(n""f)(,r),..4 F' (x), devront aussi vérifier les équations
F<«>(x) = rx/(*)*-*-c,
Fl"-»)(x) = f "(x-z)/(s)dz + C. (* — x.) -+- C, ,
«/ jr0 I . 2 1.2
et si, dans le cas où la fonction F(x) et ses dérivées successives restent continues entre les limites jroï x^ on fait dans ces équations xQ = o , on trouvera
C, = F(»"0 (*0), Ca = F (■"»>(*.), . . . , Cn = F(x0),
et par suite
Cette équation subsiste quel que soit jtc, elle sera donc vraie quand on fera x = x0, ce qui donnera
F(*) = F(o)+-F'(o)-h — F"(o)+... ÇZ-_ F(--»>(o)
65. Lorsqu'on se sert d'intégrales indéfinies et que Ton se contente d'indiquer les intégrations successives, les va-
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leurs des fonctions
d*-xy d"-*y d"~*y
SâF7' ï?=^, 1HFÎ' "X*
se présentent sons la forme
ff(x)dx, f.ff(x)dxdx, f.f.ff(x)dxdxdx9... Jf-f.fA*)dx...dx.
Ces dernières expressions sont ce que nous appellerons les intégrales du premier, du second, du troisième ordre,..., de Tordre /z, enfin, relativement à la variable x. On les désigne par les notations
Jf{x)dx, fff[x)dx*,Jfff{x)dx*,..., ////.-/ f(x)dx*,
auxquelles on substitue les suivantes
px /■* px px px px
j f(x)dx, / / f{x)dx*,..., / / / f{x)daf,
*'*0 «/X, i/x0 Jx0 J x0 ./x0
quand chaque intégration est effectuée par rapport aux limites x0, x. Cela posé, on aura évidemment
r (*)«/** = / X (x — z)f(z) dz ■+- Ct (x — x0) -h C„
Jx0
En développant le second membre de cette dernière équation et remarquant que les intégrations étant prises par rapport a z, on peut regarder x comme constant, il T. h. 7
viendra
12 Jx0 J*o
■*x px px r0t/ XqJ Xq
ou, ce qui revient au même ,
On peut vérifier facilement cette formule à l'aide de plusieurs intégrations par parties.
On trouvera encore , en remplaçant l'intégrale
I -i— = — 7 r f (V) rfr par sa valeur tirée de Tune des
Jx0 I.2.3...(/î-l) V ' r
équations qui précèdent (n° 62) :
f* f f.../W^FW-F(x0)-^r(x0)
%/ x0 J xQ J xm >
et en faisant x0 = o,
f* f" f\..f(*)dx"=F(*)-T(o)--no)--£-F>'(xn)...
J o Jo J o 1 1.2
Exemple : Soit F (x) = ex, on aura
/(4r) = FW(*)=f
r* r* , .r or*
I / . . .e*ftx» = e*— i ...
Jo Jo I 1.2
i.2.3... (n — i) Jo i.2.3...(/i — i) 66. applications analytiques. Ces applications sont
de deux genres et sont comprises dans la solution de deux questions, dontl'une a déjà été résolue et consiste à chercher la fonction y qui a pour différentielle du premier ou du niima ordre l'expression f(x) dx ou f (x) dxn.
a*6 question. On demande de développer des fonctions quelconques de x ou de x -+- h , en séries ordonnées suivant les puissances entières de x ou de A, en assignant les restes de ces séries.
Solution. Reprenons les deux équations du n° 62 :
+ t*7*?~' jc-')(x,)+ r (*rT~' ïg(,°(«)*»
i.2.3...(w— i) V ' Jx0 i.2.3...(/i— i) v ' F(x)=F(o) + *F>)+^F"(o)
-h f— t . F C-0 (o) -h / -^-^7 r F M (z)dz,
ï—l) W Jx I.2.3...(/î— l
Le dernier terme du second membre pourra d'ailleurs être présenté sous diverses formes, car on déduira de ce que nous avons vu
Jx ' l.2.3...(/î— l) Jo J o
fOft calcul inertaftAL.
Applications géométriques dé la première partie du Calcul intégral. Première application à la rectification des courbes planes.
67. Les applications géométriques sont aussi de deux sortes : I. On demande de construire une courbé qui soit telle, que la touchante , en un quelconque de ses points, fasse avec Taxe des x , un angle dont la tangente trigonométrique soit exprimée par une fonction donnée f(x)* C'est, sous un énoncé géométrique, le problème déjà ré-* solu et qui consiste à chercher la valeur générale de y propre à vérifier l'une des équations
dX=f(x)Ox9 %=/{*)•
On montrera plus tard comment, dans tous les cas, on peut construire la courbe par points en la considérant comme un polygone d'une infinité de côtés infiniment petits. >
II. On demande la longueur d'un arc ou l'aire d'une surface courbe ou plane, ou le volume d'un solide ren* fermé entre des limites données.
Solution générale : U est évident, d'après ce qu'on a déjà dit , que si la différentielle ou l'accroissement infiniment petit de cet arc , de cette aire , de ce volume , correspondant à l'accroissement infiniment petit de la va*
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riable x est donné par une équation de la forme
du = F(x)dx,
et que si de plus, cet arc, cette aire ou ce volume désignés par u , sont limités dans le sens des x par deux plans fixes x = :r0, x = X , ou par un plan fixe x = x0 , et un plan variable x = #, u sera donné par les équations
u = / F (x)dx> ou u — uQ = / F(x)dx. J xQ J x0
68. Considérons d'abord une courbe plane représentée par une équation f (a:, y) = o, entre deux coordonnées rectangulaires , ou bien une courbe à double courbure représentée par deux équations
f(*>Xy *) = o> ï" te r> *) = °>
entre trois coordonnées ; et sur cette courbe un arc S renfermé entre un point fixe A et le point mobile dont l'abscisse est x$ si Ton désigne par S cet arc, et si Ton appelle r l'angle aigu que la tangente à la courbe fait avec Taxe des x, on aura
dS = ± sécrtiLr,
le signe + devant être pris dans le cas où l'arc S croît avec l'abscisse a:, et le signe — dans le cas contraire. Dès lors la portion de cet arc comprise entre les deux plans fixes x = x0 , x = X, ou entre le plan fixe x = xQ et le plan variable x = x, sera donnée par les équations
S — S0 = I sécr<£r, ou S — S0 = / sécrdx. J x0 J x0
En comptant les arcs à partir du point dont l'abscisse est x0 , on aura
S„ — o, S = ± I sécr/ir, ou S=-±l sécrdx
J x0 J xQ
on aura d'ailleurs, si la courbe est plane ,
•éc'=\/,+(£),=i/,+^;
si la courbe est à double courbure ,
secr
et Ton calculera dS = ±sécrdx en tirant de l'équa-t lion, ou des équations de la courbe , les valeurs de ^ ou
de Ht-, i- * et les substituant dans les valeurs de sécr. dx dx
Corollaire ier. Si l'inclinaison r devient constante, on aura
S=±/ sécrdr=±sécrl dx = ±(x — x0)$ècr9
et par conséquent, lorsqu'une ligne a dans tous ses points la même inclinaison par rapport à l'axe des x, une longueur portée sur cette ligne est équivalente au produit de sa projection sur Taxe des x par la sécante de l'inclinaison. C'est ce qui arrive quand la courbe se réduit à une droite ou à une hélice tracée sur un cylindre qui a pour axe Taxe desx.
Corollaire ame : En appelant N la normale à la courbe» on a
N N=±sécTX.r> sécr = ±— ,
et par suite
J XoX
Corollaire 3me : L'intégrale t sécrdx est égale,
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comme on sait, à la différence des limites X — x0 multipliée par sécT, T désignant une moyenne entre les diversesvaleurs de l'inclinaison t ; donc S = ( X — x0) sécT,
et tz = séc T, c'est-à-dire que le rapport de Tare
d'une courbe à sa projection sur un axe, est une moyenne entre les sécantes des diverses inclinaisons de Tare par rapport à ce même axe. Ce théorème suppose que Tare, entre les limites x0,X, n'est rencontré qu'en un seul point par les plans perpendiculaires à Taxe des x.
ier Exemple
Le cercle x* -f- y* = r% on a
dx r rdx
S = r arcsin arcsin — I.
2°. L'ellipse
d'où
ou, en désignant par e l'excentricité déterminée par l'équation
e = ; secr = 1/ :
on aura donc , en posant
xn = o, x = «r,
et en appelant par conséquent S la partie de l'ellipse
comprise entre le sommet du petit axfc et le sommet d» grand axe , ou le quart du périmètre ,
et, en faisant x = az,
On ne peut intégrer cette expression qu'en ayant recours aux développements en séries. Si au lieu de faire x = az on avait posé x = a cos y , on aurait eu, pour l'arc compté depuis x = xQ jusqu'à x = x,
S = — a f* df \/\ — tfacos*0, et pour le quart S' du périmètre
;'=« f dp\/i —
e*cos*^;
or on a
\/\ — e%co**f = (i — «r^cos1 ?)*
= 1 cos-
— cosa® rcos«0 .7>-cosbp — etc.,.
2 T 2 4 2 ijo
série toujours convergente, puisque la quantité e, et à fortiori là quantité e* cos 'y, sont plus petites que l'unité;
fi
donc
S = aw al cos* p*fy 7a / cos4 f dç
1 3 <r« /• i ~Ï4 6flJ„ «*><*+ etc.;
maison a trouvé, dans le Calcul intégral (n° 42),
/•a , i.3.5... (in — i ) «■ cos"f dp = ,-tj— * L - ; o 2.4 b 2/1 a
donc
^-ay-ia-w-K^-y-K^-)-*
Le périmètre entier de l'ellipse P sera donné par l'équation
'--[-(tf-i(3«i£-)"-~}
Les produits de la série du second membre renfermés entre parenthèses, sont, aux coefficients près, les carrés des termes correspondants du développement
vi i i.3 ^ î 3.5 , ï.3.5.7
Ou peut calculer autrement Tare de l'ellipse. L'équation
«- 1 e'x1 — a* secaT =r = -•
cosar donne
ax(i — cos*r) , a sinr
j»* — v x jp == — t— _ _ —
1 — c',cos,T, y/x __ ercos*T'
, a(î — e2)cosrdr
dxz=±-- v ;
(1 — e* cosV)»
donc, en appelant t0 la valeur de t correspondante à xoy et comptant toujours l'arc à partir de x = j?0, on aura , en admettant que l'arc croisse avec l'inclinaison ,
J» x /• r dr sécrdx = a(i — <?a) I 2»
■*o *'*•(! — e*COS'r)*
En désignant toujours par <p l'angle déterminé par l'équa-
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tion x =a coscp, on trouverait que, dans le cas où oo*f est positif, <p est lié à r par l'équation
sinr l/i—^cos^ d'où Ton tire
I — COS*0 — POS'r -f- C* COS*f COSH- = O,
r (tf'cosrsinr) t y (t — &\
(*»COS fCOSr) =rf \ . J = — i^l— ^COS>rrfr-f- — ^ *■
7 Lki- *"CQS*rJ (l— #*C0I
et en intégrant, à partir de t = t0,
(i — *>) P * î=prfri^i — i?>cosS-
•/ t0 (i — c* cos «r)1 •/ to
■+-«* (coS^COSr — COS^0C08t0), t
et enfin
S = û(l — €?a) f r = at?*(cOSf COSr — COSfoCOST0)
«/To (i — e'COS**-)1
-+-« f dr y/i — **©(>***■;
•/ To
en comparant cette équation qui suppose t > t0 à celte trouvée plus haut
S = a i * dç l/i — ^cos1^ */ yD
on voit que l'intégrale
a f dr l/i — £*cos*t
représente Tare renfermé entre les points de l'ellipse qui ont pour abscisse x = a cos t0, x = a cosr; donc, si Ton désigne cet arc par $ , on aura
S = ac* (cosp cosr — cosfo cost0) -f- $,
S — t = fit?* (cOSf COST — COSf oCOSTo);
xOJ x, £0, £ étant les abscisses des extrémités des arcs S et *, on aura
x0 = a cos<p0, x =a cosp, ?0 = a cosr0, { = a cosr,
et par suite
L'angle y, déterminé par l'équation cosç = -, est
précisément l'angle que fait, avec le demi-axe des x positifs , le rayon vecteur mené de l'origine au point où l'ordonnée correspondante a l'abscisse x rencontre la circonférence décrite sur le grand axe de l'ellipse comme diamètre : ? est toujours l'angle de la tangente avec l'axe des x , en ayant égard à cette remarque , on conclura de
l'équation S — r = e* — , que Ton peut évaluer
en tenues finis, la différence qui existe entre deux arcs' d'ellipse tellement choisis que les inclinaisons des tangentes menées par les deux extrémités de l'un de ces arcs soient respectivement égales aux inclinaisons des deux rayons vecteurs menés du centre de l'ellipse aux points où la circonférence de cercle décrite sur le grand axe comme diamètre , est coupée par les ordonnées qui renferment les extrémités du second arc.
Loi-sque l'on suppose ? = o, on a
*" c — e*xt
et l'on retrouve un théorème découvert par le comte de Pagnano. Dans tous les cas, en substituant dans l'équation
1 — cos*^ — cos*r -+- c1 cos^cos* r = o,
IIO
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pour cosqp, cost leurs valeurs-, -, on trouvera
a4 _ at (z* + {») + e*^* = 0.
les abscisses x et Ç devront donc toujours satisfaire à cette équation.
3°. L'hyperbole — — ïï=J *en fa"*nt e = y r~* ; — î on trouve »
et en posant
cosp Jy0V ' cos'f
d'où Ton tire , en développant et intégrant,
S = <w?(tang? — tangp0) — —(9 — p0)— - -^ f9cos *çdp le 2 ^e° J y0
lies asymptotes ont pour équation — — *^ == o,de sorte
que la longueur comptée sur l'asymptote entre l'origine et le point dont l'abscisse est .r, sera donnée par l'équation
/ = ex = ■
et si l'on observe que
cosp
tangf :
"cosp
1 — sin <p cos 4>
cosf
i-f-sinf
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on trouvera , en supposant y0 = o, cos?
/ — s = ae -
i -4-suap
Si maintenant on faila> = -, ce qui suppose x=oo , il viendra
awï i (i iV i/i3 i\« i / 1.3.5 iV !
cette équation donnera la différence entre deux longueurs très considérables portées, la première sur l'asymptote a partir de l'origine ; la seconde sur l'hyperbole à partir du sommet, de manière que leurs extrémités répondent à la même abscisse.
4°. La parabole yï-=^ ipx, d'où
En posant
on trouve
= ttL?if'_ziUc.
Si maintenant on fait, pour plus de simplicité, x„ = o,
lia
on aura
Telle est la valeur de Tare de parabole compris entre le sommet et le point correspondant à l'abscisse x. 5°. La logarithmique jr = a\x\ d'où
. a a , dr
/ =-, # = -r = a cotr, dx = — a-r-r-f x y qui**-
To cosr a
dr
sin^r *
d'ailleurs
COtr Sin'r COSrSin'r
"•cosrrfr
cos'f-t-sin*T cosr i
sin*r cosr'
donc
/COSrrfr I _,
sin*r suit
— [(É-sÊ:)-|-<r-ï)--,-<î+?)}'
6°. La chaînette/ = a ; en posant x0 = o,
c'est-à-dire en comptant Tare à partir du point le plus bas, on trouvera
/•x X _X X X * — dx-=.a = ar • o a a
Cet arc est proportionnel à la tangente trigonométrique de l'inclinaison correspondante à son extrémité. Comme
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on a
on aura aussi
l'arc, compté à partir du point le plus bas est donc le coté d'un triangle rectangle dont y est l'hypoténuse , et a l'autre côté.
7°. Enfin , la cycloïde
x = R arccos — — - — l/aRj —
Si dans la formule S = / séc xdx on remplace x par
j, il faudra remplacer en même temps t par t; on
aura donc
5=±cosécT€fy; S— S0=± / cosècrdy = ± / «(p y ■ i -f. -L f ou , en comptant l'arc à partir de x = x0, et supposant
S =r / COSéc rcÇr =r / et) 1/ I -f- -jt.
«/.ro «'ro Y r
Pour la cvcloïde , on a
aR — y
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aR
/*~aR— x9
y donc , en comptant Tare à partir de x = o ou du point / de rebroussement , il viendra
S=V/5R r^^===aW^(V^-V^R^), Jo VaR — j
4R — S = a »/aR(aR— /).
Pour avoir la demi-cycloïde , il faut faire y = aR, ce qui donne S = 4R; le double de cette valeur, ou 8R, sera la longueur d'une branche entière de cycloïde.
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Étant donnée la relation qui existe entre Tare et Tune des coordonnées de son extrémité, trouver l'équation de la courbe.
70. Nous avons vu que lorsqu'une courbe est donnée par son équation, on peut obtenir en termes finis, ou à laide d'un développement en séries, la relation qui existe entre un arc quelconque de cette courbe et les coordonnées de son extrémité, ce qui permet de calculer exactement, ou à un degré quelconque d'approximation , la longueur de Tare compris entre deux points donnés.
Mais on peut se proposer un autre problème inverse du précédent, et que Ton peut énoncer comme il suit : Étant donnée la relation qui existe entre Tare d'une certaine courbe et Tune des coordonnées de son extrémité, trouver l'équation de cette courbe. Nous avons cru que cette recherche était assez intéressante pour qu'on fût bien aise d'en trouver ici quelques exemples.
Soit s = y (x) la relation donnée entre Tare s et l'abscisse x de son extrémité, on aura
ris = tf{x)dx = \/~dx~r+ dy\ dy=dx \/[<p' (x) ]» — et par suite
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L'intégration sera plus ou moins facile, suivant la forme de la fonction <f(x). On l'achève plus facilement dans beaucoup de cas en substituant à la variable indépendante
x l'angle 0 = r, que la tangente à la courbe fait
avec Taxe des y. Cet angle est lié évidemment aux coordonnées Xj y par les équations
dy = tfLUgrdx = cotSdxy dx = dssinQ, djr = dsca&O.
On a d'ailleurs , comme nous l'avons vu ,
et par conséquent
?'(*) = -=-" 7T = coséc5, d'où Ton tire
x = \J/(coséc0), dx = — ^/(cosêcO) -.- -jidQ,
/cos*0 *'(coséc*)sl-^-hC,
et enfin, en éliminant 0 entre cette équation et celle qui donne la valeur de x, on arriverait à l'équation cherchée
L'arc s de la courbe et son rayon de courbure , seront d'ailleurs donnés par les équations
s =ç(x) = ?[£(coséc0)] = /(coséc6),
, ds __ ds , coséc»fl y/coséc'Q — i
r t — ^Jr ~~ + dè >},(coséc0)
ou
9 - — dxd$ ^ ?(s)Vi¥W} ire Application. L'arc 5 est lié à l'abscisse x par Vé
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quation
s * = px, s = \/pjr, on aura
dx i\/px psin'ô , /?sin6cos0</6
— =sinô = C-, 07=^—, /** = <- ,
as p 4 a
* = ^ sin0, rfv = - cos «ôrf*, r = - / «** 0rf0 + C
En intégrant à partir de 0 = o, y = o, et posant
/? = 8R, aG = *, on trouve définitivement
jr = R(# -|- sin#), .r = R(i — cos#).
Ces deux équations représentent une cycloïde dont le rayon générateur aurait R pour rayon , et l'on arrive de cette manière au théorème suivant : Si en partant du sommet de la cycloïde on décrit une parabole dont le paramètre soit égal au quadruple du diamètre du cercle générateur, les arcs de la cycloïde seront égaux aux ordonnées de la parabole. Cette relation entre les deux courbes ne doit pas s'étendre au-delà du foyer de la parabole , puisque les ordonnées de la cycloïde deviennent imaginaires pour des valeurs de x plus grandes que 2R. On arriverait à la même conclusion en remarquant que Tare s de la cycloïde est donné par l'équation
s = -x l/aRx, ou .v» = 8Rx,
«quation d'une parabole dont le paramètre est 8R.
2mc Application, L'équation qui lie Tare à l'abscisse est relie d'une parabole de Tordre m -f- /1,
pnx*
n8 On aura
(m + n)sm+*~lds = mfx"-1^
ds m/Px""1 ~" ms m~\p) y
cosô et, en posant
q sin n 0, 5 = 7 S1D* 0,
<£*= — sin" à cos Offt, n
dy = — sinn 0 co$*6d0 = q cos 0 d sin" 0. £ ;. On trouvera encore, pour la valeur du rayon vecteur,
o=±^sin " GcosG.
Considérons le cas particulier où , n étant égal à i , la parabole est de Tordre w + i et a pour équation
q est alors égal à p ( j , et Ton a
sz=zqànmQy ds = mq sinm~ 1 6 cos OdQj
q sin "+16, dx= mq sin "0 cos 0d09
in £■
sin
-=£# ^-[-(^GjT-
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r, +(- ±iY(î)^]*A
p = ± «9 ain^'ô costf.
L'intégration par partie donnera
r = 7 ( sin-'ôcosfl-f- fnn"+IM0 J -h r.
On a d'ailleurs (n° 30) , en posant m + i = \k : i°. Si /x est impair,
a°. Si p. est pair
.-*«* = &>**=- g* r*, — t -f-g? sin ^^+^^^^^y>1,;
2°. Si jul est
n"+»W6 = Isin^OdS
__ co»6 n^^^r^^^.u-^ ^ -^r- -Mf- — v^, fé L /"— * 2./j...(fi— 4)(^e— 2)
A l'aide de ces deux formules on arrive immédiatement aux relations qui lient les deux coordonnées .r, y avec l'angle 6, et par suite à l'équation F(x, y) = o de la courbe cherchée.
Supposons que m soit égal à 2, la parabole est du troisième ordre, et donnée par l'équation s9 = px*\ on aura
q =-p, x =-^sin30, s =q sin20, 9 3
dy = 27SII16 cos'OrfÔ, 7 = ^ cos3G 4- C;
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mais quand 0 = o, y est aussi nul, donc
c = y> / = |?(i— cos^);
on aura encore
p = ay sin 0 cos0 = 9 sin 20.
Pour obtenir sous une forme très simple l'équation de la courbe en coordonnées rectilignes, posons
nous trouverons ainsi
{ = A sin 30, 9 = Acos 30,
Telle est donc l'équation de la courbe dont les arcs sont égaux aux ordonnées d'une parabole cubique-, elle a quelque rapport de forme avec l'équation
(iW-
de la développée de l'ellipse, sans pouvoir s'en déduire cependant, puisque dans cette dernière équation on ne peut supposer A = B sans que Ton ait en même temps À = o, B==o.
Si Ton faisait
m =3, *4=/»3v 7 = (7)^. (t)aP=«, on trouverait
s = q sin 30, x = 7 7 sin 40, r/y = 3<y sin 26 cos *0d09
et en intégrant à partir de 9 = o, y = o,
7 =X4ô-sin40), on aura encore
sin 0 = %/ - , 9 = arc sin l/ - , j: = -(3 — 4c°S2Ô-f- i -+-cos4*), et en posant
*— g(3 — 4cos2Ô)={, 4$ =*•-+-«, *=/— wa, R = g,
| = R(i — cos*), v = R(* -+- sin*).
Si £ n'était pas fonction à la fois de x et de 0, ces deux équations représenteraient une cycloïde.
On trouvera encore que l'équation de la courbe dont les arcs sont représentés par la parabole du cinquième degré s9 = px* est représentée par l'équation
&<if=
dans laquelle m est une fonction de £ et de 0, ce qui empêche qu'elle ne soit un cas particulier de l'équation
'Mi)'-"
3mc Application. L'arc s est l'ordonnée de l'ellipse
on aura
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à*x b x l/a'-h^sin^
s = zç:
b*sinO
:, dx = zp
a*b*sinQcosQd$
|/a»-4-6»sin»0 ' "^ (a* -h ^sîn1*)*
a'6'cos*fcJ0
(<iM-&asin*â)*'
En intégrant cette dernière équation et éliminant 0, on arriverait à l'équation de la courbe; mais l'intégration n'est pas possible en termes finis, elle ne peut s'effectuer que par approximation : nous nous contenterons ici de quelques transformations assez élégantes.
Posons
d'où
dx
=: sin 0 5=r —
x = a cos «, s = b sin u,
dx •=. — a sin udu y ds = b cosudu,
V^b% cos *a — tf*sin*a
a sin a tcosa'
cot0 = -
asvau
et en posant c* = — - —
dy = Arfa \/\ — ca sin*a.
L'intégrale de cette dernière équation représente une fonction elliptique de seconde espèce , et sera réelle tant
* que l'angle u vérifiera la condition sin u < - .
Si a = by
dy = adu\/ \ — 2 sin 'a = adul/coauj
l'intégrale sera réelle tant que sin m < ->r, u < 45°;
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4BC Application. L'arc s est donné par l'équation
qui représente une hyperbole ; on trouvera , dans ce cas ,
dx . r a \/x* — a*
ds> b x
a* b* sta#
a»6*sin0cos6><0 t a* b* cosO* dO
** = , : — : — 7S> dy
(a*—b> sin*0)*' („»_ &»sin*0)*
L'intégrale de cette dernière expression est encore une fonction elliptique de seconde espèce que Ton ne peut obtenir qu'à l'aide d'un développement en série. Examinons en particulier le cas où, a étant égal à A, l'hyperbole est équilatère. On a alors
a , asiuOdO adô
x= — , dx =z . dr = r>
cosG cos *0 ' J cosô
et en intégrant à partir de 0 = o, y = o,
r»ïi(L±*L*>)=Vi+*!Y=«ii-f(î+^
J a \i— smOJ i \ cosô / \4 2/
En passant aux nombres , on trouve
a_ i -f- sin6
* "" cos© ; or
cosG = -, S1B0=-
jr j:
donc
et enfin
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ea—xj-=x*—a%7 yz=a\ f
On voit évidemment sous cette dernière forme que la courbe cherchée est une chaînette.
Si Ton posait
cosw' ^ '
ces deux valeurs vérifieraient l'équation de l'hyperbole donnée, et Ton trouverait
du
dy = \/b% — a* sin *a.
COSatt
L'intégrale ne peut s'obtenir qu'en série, et ne sera réelle qu'autant que l'angle u satisfera à l'équation sin u <-. 5me application : à la cycloïde
x = R (i — cos*), s = R(* -H sin*»), ou
. V/aRj:— «r» .y--
s = R arc sin - h \St.Kx — x*f
on a
ds
et en posant il vient
VaR — x r /R— jr — _ , dy^V^dx^—-,
Or cette dernière équation est l'équation différentielle d'une cycloïde dont le cercle générateur aurait pour rayon
R' ou - ; donc pour tracer la courbe dont les arcs seraient
représentés par une cycloïde donnée, il suffit de décrire une seconde cycloïde ayant pour cercle générateur un cercle d'un rayon deux fois plus petit, et de faire croître les ordonnées de cette seconde cycloïde dans le rapport de t/a à i.
On arriverait à la même conclusion de la manière suivante : les équations
x = R(i — cos*), s = R(# -f- sin*),
donnent
. A dx sin« , / x
sin0 = — = =tang!*=\/-^r *
ds i-f-cosâ» ^* V *R— ar
2R sin 70
sina0'
_4Rsin0costo/ô __ 4Rcos*0dB
~" "(TTsin»©)» ' X " (i -f-sin»0)»-
En transformant les puissances des sinus et des cosinus en sinus et cosinus d'arcs multiples, on trouvera
_aR(i — cosaS) _8R(i H-cosafl)
L'équation
sinô = tangua»
donne
\dm
cosOdO
cos * ±* ' et par suite
dy = aRflfo cos y » kcos* .
cos* = cos* 4*',
d'où
SUl?tf :
|^i — co»'iy__smjV
cos-f*d« =
_COS-JVd*'
on trouvera enfin
eir = Rl/a cos »£»'<&',
^ = V/5- (*' -H sin*'), or = -(i — cos*'),
et ces deux équations représentent évidemment une courbe dont les ordonnées sopt à celle de la cycloïde de
rayon - , dans le rapport de W2 à 1 .
On arriverait encore au même résultat en intégrant le second membre de l'équation
J J (3—coê**Y '
on a en effet
/(i -f- cos 20)*. 20 ^ sin 26 4 /' ^-2Ô
(3 —côsïëp" ~~8(3— cos20)~*~8./ 3— cos 20'
/rf.20 1 ,_un20|/3
3 — cos 20
et par conséquent
rf.20 1
= — — arc sin- ,
y/g 3— cos 20'
_ / sin 20 1 .sin 20 \/S \
y = 2R - H — arc sin 5 .
\4 — cos 20 j/fc 3 — cos*0/
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Mais l'équation
aR(i — cosa*)
3 — COS7.0
donne
2 kw (a — x) ^ %a — 3x
sin?0:= — - -, cos*0 = ;
ia — x la — x
donc
r = - V^â arc sin h \Zt. \/Rx — x», etc.
6"e application : à la logarithmique j=û1j, On a
sind, Y/ât^x*
-p- = sin0 = -, x = « sm0, <& a
dx = a co*0</0, cosO =
rfj = c-r- r «/0, r = a(ltang|0-hcos0)-+-C sino
En appelant & l'ordonnée correspondante à 0 = - , on trouvera
C = £ et r = «(ltangf0 H- cos0) -h A, d'où
r — b — a cos0 = à I — -.
H- CO
En substituant pour sinfl, cos0 leurs valeurs en x, et passant des logarithmes aux nombres , on trouvera définitivement
l/fl»-^*
Telle est l'équation de la courbe dont les arcs sont égara respectivement aux ordonnées d'une logarithmique.
En partant de l'équation s = e*, on aurait eu
• a ■ "î , « . acostdO
' sin0 ' sin0
dy = — acot*0rfô, .r = *(* + cotô) -h C.
En appelant b l'ordonnée correspondante à 8t=-, et posant
on aura
y = a(tang* _*) + £; on a d'ailleurs
fë —
tangf = cot0 = ,
et par conséquent
— y H- y e a — «* = a arc tang -I ,
y e « — û* = a tang .
71. Il est facile, dans beaucoup de cas, de trouver le» développantes des courbes que nous avons considérées dans ce qui précède. En effet, si l'on représente par Ç, >?, jo, a les coordonnées , le rayon de courbure et l'arc d'une première courbe considérée comme développée ; par ar, y, r, s les coordonnées , le rayon de courbure et Parc
de la développante, on a , d'après des formules connues de calcul différentiel ,
De plus, en appelant 0 l'angle que la touchante à la développée fait avec Taxe des/, cette touchante étant normale à la développante , on aura
dn - dx
— = COt0 =.— — ; rfÇ dyy
et si Ton prend pour origine des coordonnées l'extrémité de Tare s , on aura simplement
dr ' = r, s= -tango,
^ dr
— = cos0, -f- = — sin0.
as as
Les valeurs de—, ^-, jointes aux équations qui précèdent, conduisent immédiatement aux expressions
y = n — «-COS0, x = g — rsintf,
qui donneront^ et x en fonction de 0, dès qu'on connaîtra 5, yj et <7. Il suffira ensuite d'éliminer 0 entre les deux équations qui précèdent pour parvenir à l'équation cher- . chée de la développante.
ier Exemple: La développée est un point £ = a, r, = b. On pourra prendre a = Va* -+- £% et l'on trouvera
j — 6= — <rcosO, x — a = — «-sin 0. L'équation de la développante sera dès lors (x — a)* H- (r — A)1 = *a -h b* ;
par conséquent cette développante sera un cercle passant T. ii. g
par l'origine de» coordonnées. La développée/l'un cercle est donc un point , ce qui est évident à priori.
a™* Exemple : La développée est la courbe dont Tare a est donné par l'équation
on trouvera
qsïxi * 0f
sin n $ cos *0d6 — q sinn 0 ces© ;
dx = q sin* 0 cosBdO, dy=àh * 0</0, <&= ?sin " 0d6-,
q, comme nous l'avons vu, est égal kp ( P .
Si n = i, (7m+1=p£m, on aura
q sin*+,0,
y -=i mq \ sin"",©cos*ô«/d — ^sin"0co$0, .* = ? f sin"0</0.
Si de plus m = o, £ = p9 on trouvera
x = fsin0, tr = — ?cos0, s = q6, x* + jr» = ?,•
La développante est un cercle; 9= j; ( j prend la
forme indéterminée o°; mais, pour avoir sa véritable valeur, il suffit (Calcul différentiel, n° 25), en faisant
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de calculer la valeur de l'exprjession a '"correspondante im=o. On trouve de cette manière que la véritable valeur de q est égale à p.,
Si au contraire on avait fait à la fois n = i,w=iv a* = pi, la développée serait la cycloïde
« =^ (20 -h sin20), i =| (1 — cos20),
on aurait
«•=-sin0,
et la développante serait déterminée par les deux équations
y = £(a0 — sinafl), * = — ^ (1 — cos20),
qui représentent évidemment une cycloïde égale à la première *, la cycloïde est donc à elle-même sa développante, ce que Ton savait déjà.
Supposons encore n = 1, m = 2, a8 = p^\ la développée a pour équation
(iMi/--
et Ton aura
/ =-?(i — cos30) — 9 tin *0 00*6, * = — | q sin30,
s = 7 jAn^dô = | (20 — sin*0).
3mc Exemple: La développée est la courbe dont l'arc est lié à l'abscisse par l'équation d'une hyperbole
il •*_
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et qui est déterminée par les équations
co$*6d0
\/a% — £*sina0 ./ (**— &*sinm0F
ô»sin*ô
~~ l/«a— **«n»V on trouvera pour la développante
cos*0</0 6asin0cos0
. /* cos*0</0
J (a* —b* %in*0)*
(a2 —b* sin*0)* \Za%— ^sinV x= W — b* sin *0.
Pour connaître la forme de l'intégrale qui donne la valeur de j*, différentions la première des deux équations qui précèdent , et posons , pour abréger ,
il vient ainsi
b* sinJ
r =ra(r f — — ^ — frf0l/i — c»sin»0Jr
et en désignant, comme l'a fait Legendre , les fonctions elliptiques de première et de seconde espèce
{ , y ==-» fde[/i — c»sina0,
par les notations F (c, 4), E(c, 6), on aura définitivement
r =a[¥(cy6) _ E(c,*)]; on a d'ailleurs
x ■=. VV— £asina0.
L'ensemble de ces deux équations représentera la déve-
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loppante delà courbe dont les arcs sont égaux aux ordonnées d'une hyperbole. Si a = A, l'hyperbole devenant équilatère, la développée donnée est la chaînette
i=ïC- + . •).
SI
on aura
y/a* — x* x = a cos 0, sin 0 = ,
. i -h sin0
r + « sin 9 =a\ — ,
cos0 '
Telle est donc l'équation de la développante de la chainette. - 0
4mc Exemple : Les arcs de la développée sont les coor-
* données de la logarithmique a = e"; cette développée a, comme on Ta vu, pour équation
y c * — a* = a tang :
on trouvera pour la développante
a sin 0
et en posant 0 = 0',
et enfin
cosfl
— 7 = a sec< .
cos^=ir '
TEBIIIÈME LEÇON. l35
Applications géométriques. Deuxième application à la quadrature des surfaces planes.
72. Considérons deux courbes planes dont les gprdonnées correspondantes soient yy Y, puis un segment A compris entre ces deux courbes CM, cm , et deux lignes Mo/îio, Mm, ou x=x0, x=X, perpendiculaires à Taxe des x, l'accroissement de ce segment
a A = Miwin'M',
correspondant à l'accroissement Ax de la variable indépendante, est évidemment égal au produit de Ax par une valeur de la différence Y — - y moyenne entre la plus grande et la plus petite des valeurs que prend cette même différence dans l'intervalle Ax, moyenne qu'on pourra représenter par Y — y + e, e désignant une quantité très petite qui s'évanouira avec Ax : on aura donc
AA = A*(Y-r+i), — = Y-r, dA=(Y-y)dx.
Si Ton substitue à Y et y leurs valeurs en x , cette expression prendra la forme f(x)dx, et en intégrant entre lés limites x0, X, on aura
Si Ton avait compté les segments à partir d'une certaine droite fixe C0c0, on aurait trouvé, en* appelant A* la valeur initiale G0c0m0M0 de ce segment, ou sa valeur 'correspondante kx = x0, et À la valeur correspondante kx = je,
- a0 = /tx(Y-r)
Corollaire ier. Pour calculer le segment compris entre la courbe CM et Taxe des x, il suffit, dans l 'expression qui précède, de faire yQ = o; on trouve de cette manière
Ydx9 ou A — A0= I Ydx,
TQ J XQ
ou enfin , en comptant le segment à partir de x = x0, A0 = o, A = i Yrfcr.
Corollaire 2m€. Pour un autre segment renfermé enfre deux courbes dont les ordonnées seraient Y',jr' , on jurait
et si Ton a
c'est-à-dire si les sections linéaires, faites dans les deux segments par des lignes perpendiculaires à Taxe des x9 sont entre elles dans un rapport constant , on aura aussi
A' = m f (Y — y)dx = m A,
et par conséquent les deux aires seront entre elles dans le même rapport. C'est ce qui arrivera , par exemple , si l'équation d'une des courbes étant f(x,jr) = o, l'équa-
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tion de l'autre est
Si en effet de la première équation on tire '
Y = *(*), y = *(*), on tirera de la seconde
Y' = **(*), y = bx{x\ et par suite
on aura donc , dans ce cas ,
A' = bk.
Si Y et y, Y' et y sont respectivement les deux branches inférieures et supérieures de deux courbes fermées, A et A' seront les aires de ces courbes.
En raisonnant comme on vient de le faire, mais échangeant Tune contre l'autre les deux ordonnées x, y-, on prouverait (pie les aires des courbes fermées représentées par les équations
/(*, y) = o, /fjf y j = o,
ou par les équations
sont entre elles dans le rapport de l'unité à la constante a, et Ton en conclurait que les aires des deux courbes fermées/ (x,y) = o, f [ -, * j = o, sont entre elles dans
le rapport de l'unité au produit ab. De sorte que pour déterminer Taire d'une courbe plane fermée de toutes parts
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et représentée par une équation de la forme
il suffit de mesurer Taire de la courbe dont l'équatio) serait /(x, j) = o, et de multiplier cette dernière pa ' le produit ab.
Lorsque dans l'équation/ f -, j-j = o, on suppôt
b = a, cette équation, réduite à la forme
représente une courbe semblable à la courbe f(x,jr)=i et dont les dimensions sont à celles de cette secoue courbe comme le nombre a est à l'unité. Cela posé , il n suite de ce qui précède que les aires comprises dans dei courbes semblables sont entre elles comme les carrés d dimensions des deux courbes.
Corollaire 3me. Comme on a
A= f*(Y— r)dfc = (* — *.)D,
A'=rX(Y'-/) = (*-*0)D',
D et D' étant des valeurs moyennes des différences Y — t
Y' — y\ on en conclura —, = g;, c'est-à-dire que le ra
port de deux surfaces planes est toujours une quanti moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir rapport des sections linéaires faites dans ces deux surfin par des plans perpendiculaires à Taxe des .r, qui p< être d'ailleurs une droite quelconque menée dans le pi de la courbe.
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Enfin l1 équation
À = (x — xc)D donne
ce qui prouve que le rapport d'une surface plane à sa projection sur un axe quelconque tracé dans le plan qui la renferme, est toujours une moyenne entre les diverses longueurs qui représentent les sections faites dans cette surface par des plans perpendiculaires à Taxe dont il s^agit.
73. applications. i°. Le cercle x* + y* = r% > = k r* — x*i posons
1//*"^- a?» = txy on aura
doù
=7^ — T^arctangf-f-Cr^x |/V — x2 — ^arctang h ^
Si maintenant, pour plus de simplicité, on fait x0 = o, il viendra
= |xV/ra -,r, + y/J air tanc -. - ' — : .
OU
A = ,- xv H- j r2 arc ta n^ -.
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Il serait facile de vérifier directement cette équation ai
remarquant que le segment se compose d'un triangle et
d'un secteur. Si Ton suppose x = r et y = o, on aura,
pour Taire du cercle , Trr*.
x* r* 20. L'ellipse— + t: = i ; on aura a* b*
= h- trvrsr
et en supposant
xD=o, A = y-.rl/V — jra+i^arctang
ou
u = { xy -f- \ab arctang — ,
la surface de l'ellipse entière est itab.
3». L'hyperbole £ - £ = i, ou £ - 1 =i,
A = - / dxVxxZTLa%\ aj x0 ^
posons
on en tirera
V/x*qpa2 = rx,
fdi i/o?» q= a» = ftxdx = ±tx* — ij^dt==z\ix^qzaxj y—^
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x* y* Pour l'hyperbole — — ~ = i,on aura, en prenant ar0=o,
A = \-x \Sx% — a* — \ab 1 1 . ),
ou, ce qui revient au même ,
A=^_^,( pM=i,r-^i(f +f).
Telle est la valeur de l'aire comprise entre Taxe des abscisses, l'ordonnée y et l'arc d'hyperbole qui joint le sommet au point (pc<>y). Si l'on retranche cette aire de la surface ^ar^du triangle rectangle construit avec les ordonnées;?, r, le reste \ab\l -+*r ) ou kab\- rc-
présentera le secteur hyperbolique compris entre l'axe des x, l'arc de l'hyperbole et le rayon mené du centre au point (x, y). Si ce dernier point s'éloigne à l'infini, la surface du secteur devient elle-même infinie. En désignant par £, m les coordonnées de l'asymptote qui s'approche indéfiniment de l'hyperbole prolongée du côté des x et des y positives , on aura
b-aJ '
et en supposant m = y, "V = -, t = —, l'aire du
LK u b a a b a
secteur hyperbolique sera
Si rhyperbole était équilatère, on aurait b = a, et
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Faire du secteur serait
Si la même hyperbole était rapportée, non plus à ses axes, mais à ses asymptotes , son équation deviendrait
xy = *«■,
et Ton trouverait
Jx0X \x0J
L'aire du segment ou du secteur hyperbolique est donc exprimée à l'aide des logarithmes pris dans le système dont la base est le nombre e= 2,71828. . . et que Ton a désigné pour cela sous le nom de logarithmes hyperboliques. 4°. La parabole y1 = %px : en supposant, pour abréger, xQ = o, on trouvera
de sorte que Taire comprise entre Taxe de la parabole, un arc de cette courbe qui a le sommet pour origine et une ordonnée perpendiculaire à Taxe, est égal aux deux tiers de la surface du rectangle circonscrit.
5°. La courbe y = Axa : on trouve, en prenant x0=o,
6°. La logarithmique/ = a 1 x : a désignant une constante positive, l'on aura , en supposant xn = 1 , x> 1,
Ixdx-y
-en intégrant par parties , on trouve
Jdx \x = x\x — f dx^zxix — x-+-C,
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et par suite
On verra que Taire comprise entre le demi-axe des y négatives, la partie de la logarithmique qui a ce demi-axe pour asymptote, et Taxe des x est égale à a et n'est par conséquent pas infinie.
La chaînette y = a . On aura , pour
la surface comprise entre Taxe des #, la chainette et les deux ordonnées a et y correspondantes à x = o et x = jc,
ea — e a
A = a* = aS,
S étant Tare de la courbe, comprise entre le point le plus bas et le point (x, jr).
8°. La cycloïde , représentéepar les équations
x= R (* — sin«), y = R (i — cos«),
on aura , en désignant par o>0 la valeur de o> correspondante kx = x0, et comptant les aires à partir de x0,
A= Ç* ydx = / y*d*=:R% f * (i — cos«)»</«
J XQ J W0 J »0
J» et (l — 2 COS0-+-COS **)</«,
ou parce que
i -i-cosa* . _ /' • . , x .
COSa* = , A=Ral (y — 2 COS« + 7COS2*)</«,
2 J eto
et en faisant x0 = o, w0 = o,
A = R* ( } « — 2 sin •» -h { 8*n 2»)- Pour avoir Taire comprise dans une branche entière de
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cycloïde , il faut poser a> = arc, on trouve alors A = 3*R*.
Cette aire est donc équivalente au triple de la surface du cercle générateur.
9°. On demande Faire comprise dans la courbe fermée xtm -t-ty*m = i; reprenons l'équation
A = / (Y - Xo)dxy
il faudra prendre
Y=(i— *")*«, ro= — (i—*»")*m, *0 = — i, X=i; on aura donc
A=2ri (i— ar*")™£*r = 4 j* (i — x**)** dx;
si m = i , il vient A = rc, ce qui devait être.
io°. On demande Faire comprise dans l'intérieur de la courbe
am im
on aura
(am \ aw-t-i / am \ ait-H
considérons le cas où m = i , et faisons
x = sin*"***1^, il viendra
A=4(a/f-*-i) /acos"+a^sin1,,^=(8»-»-4) / cos*"+^(i— cosV
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puis en développant (i — cos *<}>)" et intégrant,
p. 3.5.. .(2* -M) j»i.3.5..,(gm+3) w(»-i)i.3.5...(aji4-5)
Si Ton suppose à la fois m = 1 , n = 1 , l'équation de la courbe se réduit à x* 4- y1 = 1 ? et Ton a
et en ayant égard au deuxième corollaire (n° 72) , on en conclurait que Taire de la développée de l'ellipse, représentée par l'équation
dans laquelle
a'éunt le grand axe, et b le petit axe de l'ellipse, a pour mesure
8*ab-8""_ïâ — •
T. it. 10
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Applications géométriques. — TroUième application h la quadrature < surfaces courbes.
74. Lemme. Si Ton projette sur un plan uu élément a de surface courbe dont les deux dimensions sont très petites, et si Ton prolonge, quand il sera nécessaire, les arêtes du cylindre projetant jusqu'à ce qu'elles rencontrent le plan tangent mené à l'élément a par un de ces points, le rapport de l'élément a à la petite aire a ainsi déterminée sur le plan tangent, aura pour limite l'unité -, de sorte que la projection a de l'élément a sera sensiblement égale à a cost X (i •+• i) = a (cosr -+- fc), t étant l'angle que forme le plan tangent avec le plan de projection, et i, e, des quantités très petites.
Démonstration. Par le point de contact C du plan tangent avec l'élément a, je fais passer un troisième plan , il coupera les aires a et a\ suivant deux lignes AB, A'B' qui seront deux dimensions correspondantes mais quelconques de ces aires; or, de ce que nous avons dit sur un arc de courbe, on conclura facilement que le rapport de l'arc AB à la portion de tangente A'B' a pour limite l'unité. D'ailleurs deux surfaces dont les dimensions correspondantes sont sensiblement égales, ne peuvent différer elles-mêmes que de quantités très petites; donc Faire a de la surface courbe est sensiblement égale à la portion a du plan langent, et Fon aura
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tf'==a(i-t-i), lim— = i;
ar
si maintenant on appelle a la projection commune des aires a, a\ et r l'angle du plan tangent avec le plan de projection, on aura
a" = ar cost = a costX(i -+- i) = a (cosr -f- i), lim-r = .
75. Considérons maintenant une portion d'aire curviligne située sur la surface z = F(.r, y) et terminée d'une part par deux plans AB, DC oux = x0, .r = X, et de l'autre par deux portions de cylindres AD, BC dont les équations soient
et proposons-nous de déterminer cette aire qui sera évidemment une certaine fonction de x.
Pour cela coupons Taire dont il s'agit par deux plans perpendiculaires à Taxe des x et séparés par un intervalle infiniment petit Ax ou dx. Ces plans détermineront une bande abcd qui sera l'accroissement AA de l'aire ABCD correspondant à A#, accroissement dont on pourra déduire la différentielle
dK = 4(x)dx
de Taire A, et par suite cette aire elle-même,
A = / 4(<r)dr.
Reste à évaluer la fonction ty (x) ou la différentielle ty (x) dx, au moyen des données de la question. Pour cela partageons la bande abcd = B en éléments infiniment petits dans deux dimensions, par des plans perpendiculaires à Taxe des y et séparés Tun de l'autre par un intervalle Ay = dy : Télément mnpq qui a pour projection mnpq' = ArAjest l'accroissement ArB de
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la bande B correspondant à l'accroissement ùty. On a d'ailleurs , en vertu du lemme déjà démontra, et en désignant par r l'angle du plan tangent avec le plan xjry
^ m'n'p'q' AxAr •
mnpq = aJB = — - — =r — ,
" 7 cost -h i cost -f- •
donc
Aj3_
AT
dx
Aj COSr + l ÇOST-hi
dB dx ^ ' . /«r' rfr
&UB=r— = , B = dxl
ify cost Jrl
1 y\ COST
et par conséquent
«/x0 J/ COST Jx0Jjr COST J x.J J
f ou l'angle du plan tangent avec le plan xy est en
même temps l'angle de la normale à la surface avec l'axe
, -, dz dz
des z; on aura donc , en posant —=p, — = q,
cosr =
, sécT=l/>»-h^-hi,
Si l'équation de la surface avait été donnée sous la forme
u = T(x,jr,z) = o, on aurait eu
du dz
COST
vtÈMîMî)"'
on aura donc, en substituant, rX çY
XqJï
A=/x / d*djrV/p% + q%+i9
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OU
diï\*
v'GMïHI
Au moyen de l'équation de la surface qui donnera z en fonction dex?ty, on ramènera \Zp* + 91 + 1, ou
v/ÏIRIH^
à la forme F (x, y) \ une première intégration faite par rapport à y entre les limites y = (f(x), .K = xOO» donnera
f\{xyy)dx = F(x)9
et Taire curviligne cherchée sera enfin exprimée par l'intégrale f F(x)dx.
76. On peut encore démontrer, comme il suit, et plus rigoureusement peut-être , la formule fondamentale
/ sécrdxdjr.
xqJ r
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'évaluer la portion de surface courbe comprise entre les quatre plans x = xOJ x = x,y = y0,y =y. Cette aire A sera une fonction de x et de y et l'on peut poser
A = ?(*, r); elle a de plus, pour projection sur le plan xy, le rectangle (x — x0) (y — y0), et comme elle devra s'évanouir en même temps que sa projection, c'est-à-dire pour x = x0, quel que soitj^, et pour^ =yQ quel que
l5o CALCUL INTÉGRAL.
soit x, on aura '
*(*o,.r) = °> *(*> Xo) = o.
Enfin l'élément ou l'accroissement A^AX (ffejjr) correspondant à des accroissements très petits Ar, Ap, aura pour projection sur le plan xy> le rectangle Axùgr, et Ton aura, en appelant t l'inclinaison du plan tangent en un point de l'élément,
AT Ax = (cos r -h i) Ar A. f (x, /); on en conclut
àX I
6jr cosr -|- g puis en faisant décroître indéfiniment la valeur de Ay,
*/>' Ax cost-Ki"
et en faisant aussi Ax == o,
rfyrfr cosr ' ou
dy dx
sec t.
eatre
En intégrant l'équation ~ *** (*> x) = ï
^ dy aj? cost -h i
les limites y9 Y, on aurait
pour la valeur de Taire qui a pour projection sur le plan xy le rectangle déterminé par les quatre lignes x = x,
X = X + àx, y = y, jr = -T.
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Multiplions par dy l'équation ,' ' = sécT, cl intégrons à partir de y0, il viendra
mais <f(x, yQ) = o, donc par suite
* (x> x) — * (x«> y)=\ I séc T dy**\
et enfin, puisque <f(pc<»y) = o,
I sécrdrdy.
*0Jyo
Concevons maintenant que Taire à évaluer soit comprise entre deux plans x = xw x = x, et deux surfaces cylindriques jk =<f(x), Y = x(x)y elle sera une certaine fonction de l'abscisse x et Ton pourra poser
l'accroissement de cette aire Af(x) correspondant à Ax sera une petite surface dont la projection sur le plan xy est renfermée entre deux plans x = x, x = x + Ax, et deux petites portions de lignes courbes appartenant aux courbes y = <p (x), Y = ^ (x). Cette projection est comprise entre deux rectangles , l'un inscrit , l'autre circonscrit, correspondant à la plus petite et à la plus grande des valeurs de la différence Y — y entre les limites x et x 4- Ax; la plus grande et la plus petite valeur de la différence Y — y, seront d'ailleurs deux quantités de la forme
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0 et 0' désignant deux nombres plus petits que l'unité. Les* rectangles inscrit et circonscrit seront les projections de deux nouvelles aires dont Tune est inférieure 9 l'autre supérieure à Taire &f(x). Déplus, chacune de ces nouvelles aires étant comprise entre quatre plans
sera mesurée, en vertu de ce qui précède , par une expression de la forme
Y dy __ rx[*+9à*) dy
tY dy PX{
A-r / - = àx I
Jy COSr-f-i J $>(*
»(x-h6'Ar) COST-f-f .
il en sera donc aussi de même de Taire A f(x), et Ton aura
&f(x).=zbx I -- ,
J y(T + &'Ax) COSr-f- i
*/(•*)__ f Xi*****) dy ** J *(•*•-»-'/ A* ) COSr -+- f '
et en passant à la limite
«*/(*) _ /'XM dy
dx J f{*) ' COST '
on en tirera , en intégrant à partir de x0 , et remarquant que Taire f(x) s'évanouit quand on y fait x = x0,
% J x0 J ffâ* COST ./.r0 Jy COST
ce qu'il fallait démontrer.
. 77. Corollaire ier. On a .
sécr dy =r (Y — y) séc /, r
1 désignant une quantité moyenne entre les diverses valeurs que reçoit l'angle r, tandis que y varie entre les li-
mites j , ï\ on aura donc
A= I (F— x) sèctdx = sccT f (Y— y)dx =zJ>sècT.
P désignant la projection f (1~ — y)dx de la surface
courbe À sur le plan xy\ T une moyenne, entre les diverses valeurs de *, qui correspondent aux diverses valeurs de x, et par conséquent une moyenne entre les diverses inclinaisons de la surface A par rapport au plan
xy. Comme ce plan xy est d'ailleurs quelconque, il s'ensuit que le rapport entre une surface courbe et sa projection sur un plan quelconque, est une moyenne entre les sécantes des diverses inclinaisons de la surface,
par rapport au plan dont il s'agit.
Corollaire ame. Si l'inclinaison r devient constante et
égale à T, on aura
A = sec: T I / dxdy — P scer, J r0 J y
ft l'on en conclut que lorsqu'une; surface a dans tous ses points la même inclinaison par rapport au plan xr, •ne 'aire, mesurée sur cette surface, est équivalente au produit de sa projection sur le plan xy par la sécante fo l'inclinaison.
Cette proposition permet de calculer directement Taire «certaines surfaces courbes. Supposons, par exemple, <pon veuille calculer la surface d'un tronc de cône droit , Çuapour base des cercles dont les rayons sont 11 et r, ona
P = w(R» — r"), À = *r(R -f- r) (R — r) secr. ^»« l'on désigne par/ l'apothème du tronc de ouïe
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on a
R. — r R — r = lcosr, = (R — r)sécr = I,
__ 3irR 4- airr , A — 1,
la surface d'un tronc de cône droit est donc égale au produit de son apothème par la demi-somme des circonférences des bases.
.78. Lorsque l'équation de la surface se réduit kz—f(x)t c'est-à-dire lorsque la surface devient un cylindre dont la génératrice est parallèle à Taxe des j% on a
dz dz r
A = fX Ç dxdyVx + [/'(*)]',
J x0J y K=(Xdx V/T+îfW j'Ydy
= fXdx(Y-y) V/7TT7W=fV-r)»écr«£r.
Alors si Ton veut calculer Taire comprise entre deux génératrices et deux courbes planes parallèles à la base, il faudra supposer que Y etjr sont deux quantités constantes dont la différence est la distance D des «deux plans ou l'épaisseur de la tranche cylindrique ; donc
séc rcLc.
Mais dans le même cas, r ou l'inclinaison de la surface par rapport au plan xy, est aussi l'inclinaison par rapport à l'axe des x de la courbe qui sert de base au cylindre dans le plan zx, et par conséquent l'intégrale
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Jsécrdx représente évidemment l'arc s compté sur
cette courbe entre les génératrices données ; il en résulte que Taire d'une portion de surface cylindrique comprise entre deux génératrices et deux courbes renfermées dans deux plans parallèles à la base, est égale au produit de la distance de ces deux plans par Tare compris sur Tune des courbes entre les deux génératrices, et par conséquent Taire d'une surface cylindrique droite est égale au produit de la hauteur par le périmètre de sa base.
Gomme exemple de calcul on peut déterminer la portion de surface du cylindre x* — Rx + z% = o , renfermée dans la sphère x* +y* + z% = R*, la portion de la surface cherchée est terminée sur le plan xj, par la parabole y* == R(R — x), projection sur ce plan de l'intersection du cylindre et de la sphère ; on aura par conséquent
on a de plus
Les limites xQ , X seront d'ailleurs x0 = o, X = Rj on aura donc, pour Taire mesurée du côté des z positives, en remarquant que séct ne dépend que de #,
â /x rY r* /,R «. dx
A= I / $écrdf<ix=z ! sécrdx(r—x) = J R*— — = 2R%
et pour la surface totale interceptée par la sphère
Si Ton cherchait la portion de la surface de la sphère
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comprise dans l'intérieur du cylindre du côté des y positives et du côté des z positives, on trouverait
^ = 0, X=R, 7= VR(R — x), r=l/R»—*-,
sécr =
on a d'ailleurs
f—7==L= = arcsin y ^ 4- 6, J l/R*— x*— j* I/rT—jT»
I , - ■ =- — arcsin 1/ = arccos 1/17-1
J \/W-rï v/r*— x> — y2 2 V R +x Y R+*
donc
rR /"~R~~
A = R I dx arccos 1/ .
Posons
a = arccos \/ - , x = Rtang *u9
il vient
far arccos V/~ = ludx=ux — txtiu=ux — R/[ 1 Jiflr
V R-hx J J J Vcos*a )
= (x -+• R)a — R tanga + C et par suite
En doublant cette dernière quantité , on obtiendra la portion de la surface sphérique interceptée par le cylindre du côté des j positives, et correspondante à des valeurs •
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soit positives, soit négatives de l'ordonnée z. En désignant cette portion par A, l'on aura
79. Concevons qu'après avoir tracé dans le plan xy une courbe représentée par l'équation y = f (#), on fasse tourner cette courbe autour de Taxe des xy elle engendrera une surface de révolution dont l'équation sera
ra h- * = [/(*)p,
et la portion de cette surface située du côté des z positives entre deux plans perpendiculaires à l'axe des x, sera donnée par l'équation
-X ff{x)
/ secrdydx,
*oJ-Ax\
pourvu que la fonction f(x) ne change pas de signe entre les limites x0, X. Comme on a
dz _/(*)/'fr) a_±__z on aura
or
/•/M <fr =<r.
2°. La valeur numérique du produit
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est précisément la normale N à la courbe génératrice ; on aura donc
et Taire totale de la surface de révolution sera donnée par l'équation
•X J*dx.
80. On peut arriver d'une manière directe à une formule importante qui comprend la précédente comme cas particulier. Appelons B Taire mesurée sur la surface de révolution entre deux plans fixes qui , passant par Taxe des x, comprennent entre eux un angle a et deux plans x = x0, x = x perpendiculaires à cet axe ; puis désignons par r l'inclinaison de la génératrice au point (x, y> z) ; si Ton attribue à x l'accroissement Ar, A«B sera une petite portion de surface dont l'inclinaison par rapport au plan yz restera sensiblement la même en
tous ses points et différera très-peu de - — t. Donc, en
vertu d'un théorème ci-dessus démontré, on aura, en appelant P la projection de AXB sur le planjr*,
mais P est la différence entre deux secteurs dont les rayons y et y H- ùy comprennent entre eux un angle a, on aura donc
P = ;[(/-HAr)"-r1]=-rAjr(i+^), et par suite
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et en passant à la limite
«ÎB dy , (w
mais
:secr,
-£séc(- — r ]=±tangrsec[ - — r )=-r-^ = =
et d'ailleurs le produit ± y séc t est égal, en valeur absolue, à la normale N de la génératrice ; on trouvera donc
dx J xm J x.
Si on veut Taire engendrée par la révolution complète de Tare de la génératrice compris entre les limites xOJ X, il faudra supposer a = 27T-, on aura ainsi
N/fcr,
ou, ce qui revient au même ,
A == a* / / sécTctr = a* I x l^i -hjr'*dx.
J rc J x0
Exemple : i° La courbe génératrice est une droite parallèle à Taxe des #, et située à une distance R de cet axe ; on aura
la surface latérale d'un cylindre droit à base circulaire, est le produit de la hauteur du cylindre par la circonférence de sa base.
a°. La génératrice est un cercle dont le rayon est R, et dont le centre est situé sur Taxe des x : on a
la surface de la zone sphérique est donc égale an produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle- En prenant X — x0 = aR pour avoir la surface de la sphère, on trouvera qu'elle équivaut à quatre fois la surface do grand cercle.
3°. La génératrice est une ellipse
la surface engendrée est l'ellipsoïde
^ , \/a*—b> en supposant a>oet posant e = , on a
be i'\ fa*
or si Ton pose - = a', il viendra
a' Jx
A = 7F X ^ l dx\Sa'* — x*.
Tx0
-j f dx W1 — x% est Taire correspondante aux abscisses #0, X, dans l'ellipse qui aurait pour équation
Donc si l'on fait tourner une ellipse autour de son grand axe, la surface de la zone, engendrée par la révolution d'un arc de cette ellipse, sera le produit du nombre tt par la surface comprise entre les plans qui renfermeront les deux bases de la zone dans une seconde ellipse que l'on
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déduira de la première en faisant croître le grand axe dans le rapport de i à - , e étant l'excentricité : on trouvera, par ce moyen, que l'aire totale de l'ellipsoïde de révolution est donnée par l'équation
, z*ab ae
A = ixb* H arctang -r-,
Si Ton supposait a < b, ou si l'ellipse tournait autour
, . Vb* — a* de son petit axe , on aurait , en posant e = 7 ,
. «T b*c I a4 et par suite JN = — - \/ -=— r a% \ b*e*
b*e /** / aA
-hx* = *My
A' étant (n° 73) l'aire comprise entre les plans x = xoy
y1 b*e*jc* x=X, dans l'hyperbole"^ j— = 1, et l'on aura par
conséquent, pour l'aire totale de ce second ellipsoïde de révolution ,
1 — ej
4°. La génératrice est une hyperbole
xa ra . r* x2
les surfaces engendrées auront pour équations
j:' jr" 4- *a X2 + * **
I, OU
et représenteront un hyperboloïde de révolution à deux nappes distinctes ou à une seule nappe. En posant
ae = \/a% -+~b*9 T. 11. 11
on trouvera N = * \/e*x>^a\ A = *r ^ /'Xrfr yNe=p£ = irÀ'r
A' désignant la surface comprise entre les plans j?=x0, x =X, dans les hyperboles que Ton déduit des premières,
en faisant décroître Taxe réel dans le rapport de i à-.
5°. La génératrice est une parabole/* = zpx, le pa-
raboloïde engendré a pour équation y* + zx = %px \ on
trouvera
N = l/a/wt-f-/*1, N* = 2/u?4-/>a, *= — ,
<£r=-rWN, A=—f N«rfN=ï(N* — NJ).
Si Ton fait x0 = o, et par suite N0 = p, on aura
6°. La génératrice est l'hyperbole xy = J a1, la surface engendrée a pour équation
x»(jr»-Ha») = J.«4.
De l'équation
A = V7T I jr séc TC/x Jx0
on tirera
de plus on a et par suite
== %a% I se
Jx0
2tangr
secr
, l,r = lfl— 1I2 — |lungr,
dx
dr
2 smr COSt
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i = — {ira* I -r
Jvp Sinrcos'r
= — ±**»(— - ï hltang^- ltang-Y
\C09r0 . COST b2 ^2/
II
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et en faisant xQ = o, on aura
9°. La génératrice est la cycloïde
x = R (• — sin *), j = R (i — cos*),
ou
rfa?l/T+p»== {/elx* -hdy* = Rdm\/z V\ — cos#, A = 2'xR» /(i — cos*)*<fc = 8jrR* | sin3- A»;
on a d'ailleurs
donc , en supposant w0 = o,
A=4,rR^5-3cosî+Icos^J.
L'aire de la surface de révolution, engendrée par la demicycloïde entière , s'obtiendra en faisant &> = arc , et sers
81 . Si Ton faisait tourner autour de Taxe des x, noi* plus la courbe y =f(x), mais celle qui est représentée par F équation
X = *,+ /(x), b désignant une constante positive , on aurait
N = y VT+7* = [b +/(*)] x l/n-[/'(.)]s
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en désignant par A' la portion de surface engendrée par la courbe y = f(pc) ? et par 5 Tare compris sur la courbe y = f(x) entre les points correspondants aux abscisses x x l
Si Ton remplaçait b par — />, mais en supposant/ (x)<i; A' — iTtbs représenterait, non plus Taire A, mais cette aire prise avec le signe — *, on aurait
A -h A' = 2*bs.
On conclura de ce qui précède que si Ton fait tourner successivement un arc de courbe, i° autour d'un axe choisi arbitrairement, 2° autour d'un axe parallèle séparé du premier par la distance b -, la différence entre les deux surfaces engendrées, si les deux axes sont situés du même côté par rapport à Tare générateur, ou leur somme, si les axes de révolution sont situés de différents côtés de Tare générateur, sera égale au produit de ce même arc par la circonférence que décrirait un point du second axe tournant autour du premier.
A l'aide de ce théorème , que Ton peut étendre au cas même où Tare de courbe sera rencontré en plusieurs points par des plans perpendiculaires à l'axe de rotation , on prouvera sans peine que toute courbe qui a un centre, en tournant autour d'un axe qui ne le rencontre pas , engendre une surface équivalente au produit de son périmètre par la circonférence que décrit le centre autour de cet axe.
La formule fondamentale A = / / dxdy sécr
J r0 J Jo
suppose que la projection de la surface sur le plan xy n'est coupée qu'en deux points par un plan perpendiculaire à l'axe des x\ s'il en était autrement , alors , pour déterminer Taire A, il faudrait la partager en plusieurs parties, dont chacune put être calculée à l'aide de la for-
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mule qui précède. Supposons, pour fixer les idées, que les quantités
y<» Xi* y** • -+9 y*i
rangées par ordre de grandeur , soient des fonctions de X propres à représenter, entre les limites x = x0, x = x, les ordonnées des diverses lignes qui comprennent entre elles les différentes parties de la projection de Taire A , on partagera l'aire À en autant de parties correspondantes qui seront mesurées par les intégrales doubles
// 'aécrdjrdx, I f 'tècrdjrdx, etc.;
en ajoutant toutes ces intégrales, on obtiendra la valeur de A. On aura donc
A = / f sécrdydx -f- I I ' sê.crdydx etc. . • = 1 ( f lSQCrdy-i-f * sec rdy 4- etc. .. \dx.
Dans la même hypothèse , la projection de l'aire A sera représentée par l'expression
I dy+ f dj -+- etc. )dx
= / (/« — r«+ /3 — r.-r-etc...)^-
i/Xo
Si la surface A était rencontrée en plusieurs points par des droites parallèles à Taxe des s, c'est-à-dire si à une même valeur de x correspondaient plusieurs valeurs de sécT, on ne pourrait pas la déterminer à l'aide des équations ci-dessus établies, mais il sera possible, dans tous les cas, de la décomposer en plusieurs parties dont chacune puisse être calculée par les méthodes indiquées.
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Applications géométriques. — Troisième application à la cuba turc des
solides.
83. Le problème de la cuba turc des solides consiste à déterminer le volume compris sous une enveloppe donnée. Il est d'abord facile de prouver que le volume V d'un cylindre droit à base quelconque B, est égal au produit de sa base B par la hauteur H, en sorte qu'on ait V=BH.
Démonstration. Plaçons le cylindre de manière que la génératrice étant parallèle à l'axe des x, le plan de la base coïncide avec le plan zy. Désignons par /"(s) la section linéaire , faite dans la base par un plan perpendiculaire à Taxe des z , par b et v la portion de la base B et du volume V comprise au-dessous du plan sécant ; si nous donnons à z un accroissement As, b et e prendront des accroissements Ai, Ae: de plus on aura évidemment
ab = àz [/(») + !], aV = Ha*[/(«) + i' ],
e, € désignant des quantités qui s'évanouissent avec Az, et par conséquent
«»ii intégrant depuis z = zu jusqu'à z = Z, z = ~0.
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etz = Z étant les équations des plans qui terminent le volume cylindrique V, on aura
B = f f(z)dz, V = H /' f(z)dz = B X H;
ce qu'il fallait prouver.
Si la section /*(*)' fa*te dans ^a Dase B Par un P^an P61*pendiculaire à Taxe des z, se transformait en un système de plusieurs longueurs distinctes, représentées par fx (z), f% (z)'*f*(z)'> • • • > on diviserait la base B et le volume V en parties Bt, Bs, . . . , V,, V„ correspondantes à ces longueurs; on trouverait ainsi
V, = HBX, V, = HB„ V3 = HB3,..., V =VX + V, -+- Vs. . . = H (B, -+- B, -h B3. . .) =BH.
Supposons à présent (pie Ton cherche le volume V, terminé par une enveloppe quelconque comprise entre deux plansx=x0, x=X. Soit F(.r) Faire delà section faite dans le volume V par un plan perpendiculaire à Faxe des j: et correspondant à Fabscisse x, et nommons fia portion du volume compris entre les deux plans x = x0, jr= x. Si Fon attribue à x un accroissement Aar, le volume V recevra un accroissement AF = Ax[F(x) + e], c désignant une quantité qui s'évanouit avec &x : en effet, le volume très-petit Afsera compris entre deux cylindres, Fun inscrit au volume, l'autre circonscrit, ayant tous deux pour hauteur Ax, et pour bases des aires très-peu différentes de F (x). De Féquation qui précède , on tire
^=F(*), dF= Y{x)<lx, et en intégrant entre les limites xQ et .r, ou x0 et X,
v= fXF(x)<tx, Vn /' ' V(x)dx.
Cette formule subsiste dans le cas même où Taire F (x) de la section faite dans le volume V par un plan perpendiculaire à Taxe des x, se change en une somme de plusieurs aires Ft(j:), F,(:r), F8(x), . . . terminées par divers contours. Alors le volume V est la somme de plusieurs volumes représentés par les équations
f Yt(x)dx9 f l\(x)dx, f Fi(x)dx,...,
*' X0 .'Xo J J"o
et Ton a
\(x)dx-hf F«(*Vfa+ete. =f [FI(*)+F>(*)-hetc...]dfc=f I
Jx0 Jx0 Jx0
84. Corollaire icr. Si la section F(x) est constante , et égale à B, ce qui arrivera si le volume ^rest une portion de surface cylindrique , on aura
V= B / dx — B(X — r0) = BH,
en désignant par H la distance des deux plans. On en conclut que le volume compris dans un cylindre oblique dont B représente la base , et H la hauteur , est équivalent au produit de sa base par sa hauteur.
Corollaire 2mc. Si la section F (x) est toujours semblable à elle-même, ce qui arrivera, par exemple, si le volume ^t im- portion de cône dont le sommet coïncide \",ec Forigine et dont la base soit dans un plan perpendiculaire à Taxe des x\ Taire de la section F(r) sera proportionnelle au carré de la-distance au sommet, et en appelant B la base du cône, et H sa hauteur, on aura
F{x) x- , * _ Bf_"
Le volume d'un cône à base quelconque est le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
Le volume du tronc de cône compris entre les plans x0 = A, x = H, serait donné par l'équation
B rH , » /H3 — A3\ WJh H'V 3 /*
en désignant par b la petite base du tronc de cône, par /1, sa hauteur, on aura
b h* h II . u .
B = ÎT» h = Vb' A-=h"^
et parce que
H3 — /<3 = (H — /«)(H» -h H/r -h /**), on trouvera
c'est-à-dire que le volume d'un tronc de cône est le tiers du produit qu'on obtient en multipliant sa hauteur parla somme de trois surfaces respectivement équivalentes aux deux bases du tronc de cône et à une moyenne proportionnelle entre ces deux bases.
Si l'on ne voulait pas emprunter à la géométrie ce théorème que les sections faites dans un cône par des plans parallèles sont proportionnelles aux ca,7£u<Tla di*" tance de ces plans aux sommets, on le démontrerait en procédant comme il suit. Supposons que / (rh f) = 0 soit l'intersection du cône par un plan perpendiculaire k 1 axe des x et situé à une distance 1 de l'origine. La génératrice qui passera par le point r„ f de cette courbe sera représentée par les deux équations
et si entre les trois équations qui précèdent on élimine
», £, F équation résultante/ ( -, - J = osera vérifiée pour
tous les points de toutes les génératrices et représentera , par conséquent, la surface conique en question. Cela posé , les sections faites dans cette surface par les plans x = A, x = H, auront pour équations
et leurs surfaces a, A, d'après un théorème démontré (n° 72), auront pour expression AjA*, AjH8, At étant Taire de la courbe/^, z) = o; donc
a _ //' À ~~ ÎP?
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire 3me. On a
V=/,XF(*)rfJr = (X-x.)F(Ç),
par conséquent le volume d'un corps est égal au produit de la distance entre les deux plans parallèles qui le terminent par une valeur moyenne entre les aires des sections que déterminent, dans ce volume, des plans intermédiaires et parallèles aux premiers. Il en résulte que le rapport entre un volume donné et sa projection sur un axe quelconque est une moyenne entre les aires des différentes sections faites dans le volume par des plans perpendiculaires à Taxe. On prouverait encore que le rapport entre un volume et sa projection sur un plan est une moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le rapport des longueurs interceptées par l'enveloppe de ce volume sur une sécante constamment parallèle au plan.
Corollaire 4me. Pour un second volume V, on aura
V' = / F(x)dx,
et par suite
/ Y(x)dx
Jr'IL F(x)
mais si dans l'équation connue,
f f(x)dx = f t(x)z(x)d* = t(S) f %{*)<**>
J XQ J X0 J *0
on fait
/(*) = F(x), x(x) = ft*), *(*) = j^,
ou en tirera
/ F{x)dx
On en conclut que le rapport entre les deux volumes V et V est une quantité moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le rapport des deux sections faites dans ces deux volumes par un plan constamment parallèle à un plan donné -, et parce que (n° 72) le rapport des deux sections est lui-même une moyenne entre les diverses valeurs du rapport des longueurs interceptées par ces deux sections sur une droite mobile constamment parallèle à un axe donné , il sera vrai que le rapport entre les volumes renfermés dans deux enveloppes est une moyenne entre les valeurs du rapport des longueurs in-
terceptées par ces enveloppes sur une droite constamment parallèle à un axe donné.
Corollaire 5me. Il résulte du corollaire 4m% i° que si les sections faites dans deux volumes par un système de plans parallèles les uns aux autres sont entre elles dans un rapport constant, les deux volumes seront entre eux dans le même rapport ;
i°. Que si les longueurs interceptées par deux enveloppes sur une droite constamment parallèle à un certain axe, sont entre elles dans un rapport constant, les deux volumes terminés par ces enveloppes seront entre eux dans le même rapport : c'est ce qui arrivera, par exemple, si l'un de ces volumes V étant terminé par la surface fermée qui aurait pour équation >
l'autre V ' était compris dans une des surfaces En effet, si de la première équation on tire
* = <p(r> »)> y = z(*f *)> * = +(*> y), on tirera des autres
x = a<p(x,jr,z), ou
y = **(*» y> *)> ou
ce <pu prouve que les longueurs interceptées par les deux enveloppes sur des droites parallèlesàun des axes sont dans le rapport constant «, ou A, ou c, et par suite le volume
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a^ La génératrice coïncide avec la parabole^œapr; on aura, en posant x0 = o,
= *P ! *xdx = «/Mf* = 7*/**.
Le solide, engendré par la révolution d'une portion de parabole comprise entre le sommet et un plan x = x, t pour mesure la moitié du produit du volume du cylindre circonscrit.
3°. La génératrice est. la courbe y = Ax* ; en posant x0 = o, on trouvera
/•x x**+' 1 s**dx = *À> = try*x.
o a« -H 1 ia 4- 1
Le volume du solide de révolution est au volume du cylindre circonscrit comme 1 esta ia + 1.
4°. La génératrice est la logarithmique j- = olx^ on aura, en posant x0 = o,
Si l'équation de la logarithmique était mise sous la ferme y = c*, on trouverait, en posant toujours x0 = o,
5°. La génératrice est la chaînette «
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on aura, en posant x. = o,
/ w: or\ r / ar ax\ ~\
=t/:(<t— ~>=#n('T-rT)}
#6°. Quelquefois on facilite l'évaluation du volume en remplaçant la variable x par une autre variable.
Prenons pour exemple le cas où la génératrice est la cycloïde
x = R (m -r- sin«), y = R (i — oas*),
on a
<£r = y dm, y%dx = j3^ = R3(i — cos«)\fe,
V = ,rR3 r*(i— cos*)3^
et en supposant x0 = o, w0 = o,
V = *R3 f *(» ~ cosmfdê,;
d'ailleurs
= |(io— i5ces«-f*6co52«— cos3â»), et par suite
V = -t-(io# — i5sin# 4- 3siû2# — jsin3#).
Il suffit de faire dans cette équation o> = 27T pour avoir le volume du solide engendré par la révolution de la première branche de la cycloïde qui se trouve ainsi donné par l'équation
Si Ton faisait tourner autour de Taxe des x, non
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plus une seule courbe représentée par l'équation j' =f(x), mais deux courbes^ = y, y = Y\ jr, Y étant deux fonctions de la variable x dont les valeurs sont toujours positives entre les limites x = xQ9 x = X ; le volume engendré par leur révolution aurait évidemment pour mesure la différence des intégrales
et Ton aurait
V=*J^ (F* — y*)dx=*wj^ J ydydx.
On arriverait très-simplement À cette même équation en remarquant que la section F (x) faite dans le volume V est la différence de deux cercles dont les rayons sont y et Y. De sorte que Ton a
F(x) = fP — *y* = * ( r* — y*), etc.
80. Si les ordonnées y, Y croissent toutes d'une même quantité b , ou si Taxe de révolution s'éloigne de tous les points des deux courbes d'une même quantité i, le nouveau solide engendré sera donné par l'équation
v'=,r /'* [(r+by - (r + ày]dx
= irf (P- /)•& +8f*f (7— jjdfc;
mais / (1^ — y)dx est Taire A de la surface plane
renfermée entre les deux courbes y = y, y = Y;
7T I (J"1 — y*)dx est le volume déjà calculé V; on a donc
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On en conclut que si Ton fait tourner une surface plane , i* autour d'un axe situé dans le plan de cette surface, mais qui ne la traverse pas ; 2° autour d'un axe parallèle plus éloigné de la surface dont il s'agit, et situé à la distance b du premier , les valeurs des solides engendrés par la révolution de la surface autour du second et du premier axe , donneront pour différence un volume égal au produit de cette même surface par la circonférence du cercle dont le rayon coïncide avec la distance entre les deux axes.
Si la surface plane A est divisible en deux parties symétriques par une droite menée parallèlement à Taxe des x et à la distance b de cet, axe , on devra avoir
jr = b - /(*), Y = b + /(*), et Ton aura
v=»rx{[*4-/(*)i»-[6-/w]"}^===4»*rx/(*)*5
' Xq t/ X0
mais on a aussi
donc V = 27rftA, et par conséquent lorsqu'une surface plane est divisible par un axe en deux parties symétriques , le solide engendré par la révolution de cette surface autour d'un second axe parallèle au premier et tracé dans le plan de la surface, mais de manière qu'il ne la traverse pas, est équivalent au produit de la même surface par la circonférence du cercle qui a pour rayon la distance entre les deux axes. Ainsi, par exemple , le solide
V qu'engendre la révolution de l'ellipse — +4^ = i autour de la tangente menée par l'une des extrémités de
Taxe %b est équivalent an produit de la surface de l'ellipse nab par la circonférence que décrit le centre de cette courbe ; donc V = 2it*ab*.
On peut déduire de la formule V = / F(x)dx un
théorème remarquable dont voici l'énoncé. Étant donnés deux plans parallèles à un axe ..avec un contour fermé dans l'un de ces deux plans, si l'on fait mouvoir une droite de manière qu'elle passe successivement par les différents points de ce contour, et forme toujours un angle droit avec l'axe que l'on considère , le volume V du solide compris entre la surface courbe engendrée par la droite , et les deux plans donnés, sera le produit de sa hauteur par la demi-somme des surfaces planes qui lui servent de bases.
Démonstration. Prenons Taxe donné pour axe des Xj et soit b la distance des deux plans parallèles à cet axe \ si Ton coupe le volume V par un plan perpendiculaire au même axe et correspondant à l'abscisse x, la section F(ar) qui çn résultera sera évidemment un trapèze dans lequel les côtés parallèles se réduiront aux sections linéaires faites par le plan coupant dans les deux bases du volume V. Si l'on désigne par f (x) et f (x) les deux sections linéaires dont il s'agit , on aura
F(*)= -{/{*) + f (»)], V=b ^ jJiS .
Mais en appelant A et A' les deux bases , on a aussi k=Ç"f(x)dx, A'=f'((x)dx,
J Xo J XQ
donc
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Pour montrer une application de la formule
/Xq J J
/>X /Y V=/ / zdxdy,
Jx9 J jr
cherchons le volume V renfermé entre le plan xy, une surface cylindrique dont la génératrice soit parallèle à Taxe des z, et la surface du paraboloïde hyperbolique représenté par l'équation xy = cz , d'où z = — 5
on aura
fx,r
*=&£'*+*'=£ fr1*-*')^
Si la base de la surface cylindrique se réduit au cercle représenté par l'équation
(x - ay H- (X - *)» = R% on aura
x0=za — R, X= a+R, et par conséquent
V = 2 - / l/R»— (* — fl^XA
«Va — R
ou, en posant x — a = Rt, on a d'ailleurs évidemment
t \/i-~t* dt = o,
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taudis que l'intégrale ' /•-t-i
J'-hl j
représentant la moitié de la surface du cercle qui a pour rayon l'unité, est équivalente à -\ on aura donc
V = *rR* — .
Le volume cherché est le produit de la base ttR* par une quatrième proportionnelle aux trois longueurs a, b et c. Si Ton substituait à la surface cylindrique qui a pour base le cercle, un système de quatre plans perpendiculaires aux axes des x et des j-, x = j?0, x = X, jr = jr0J y = Y, on trouverait
= (X - *.) ( Y - Xaf°yo+*oY+-X.jro + XYf
en posant
*<>Xo *oY X/„ XT
V = (X-xc)(Y-ro)8'+'' + Z3+^.
Ajoutons que pour construire le paraboloïde hyperbolique, il suffira de tracer le quadrilatère gauche dont les sommets coïncident avec les extrémités des ordonnées zl9 zt, -z8, zkJ et de faire mouvoir sur deux côtés opposés de ce quadrilatère une droite qui reste constamment comprise dans un plan parallèle aux deux autres côtés.
On arrive ainsi à la proposition suivante. Si après avoir tracé sur les quatre faces latérales d'un prisme droit à base rectangulaire un quadrilatère gauche, on fait mou-
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voir une droite sur deux cotés opposes de ce quadrilatère, de manière qu'elle reste constamment parallèle aux plans des faces qui renferment les deux autres côtés; le volume compris entre la surface engendrée par cette droite et le rectangle qui sert de base au prisme sera le produit de ce rectangle par le quart de la somme des quatre longueurs comptées sur les arêtes du prisme entre les sommets du rectangle et ceux du quadrilatère.
La formule \ = I F (x) dx prouve aussi que
pour déterminer le volume Y compris sous une enveloppe donnée , il suffit de mener un axe quelconque et de tracer dans un plan fixe passant par cet axe une courbe auxiliaire telle que la section faite dans le volume par un flan mobile perpendiculaire à Taxe soit toujours équivalente au rectangle construit sur une ligne donnée b et nr la section linéaire faite par le plan mobile dans Taire renfermée entre la courbe auxiliaire et Taxe. Si Ton suppose cette aire limitée dans le sens de Taxe par les deux droites suivant lesquelles le plan mobile , parvenu aux deux positions extrêmes qu'il peut prendre, coupe le plan fixe, et si on la multiplie par la longueur ft, le produit obtenu sera précisément la mesure du volume proposé.
En effet, si Taxe que Ton considère est pris pour axe des x, et si F (a:) est la section faite dans le volume par
on plan perpendiculaire à cet axe, -j— sera l'ordonnée
delà courbe auxiliaire ou la section linéaire faite dans lairç comprise entre la courbe et Taxe ; donc cette aire
et si Ton multiplie cette intégrale par la longueur 6, on
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obtiendra évidemment le volume
: I ¥(x)dx.
Jx9
Exemples: i°. Si le volume V se trouve renfermé dans un cône ou dans une pyramide à base quelconque, dont le sommet coïncide avec l'origine , et si Ton prend pour axe des x une droite perpendiculaire à la base , la section F(x) sera proportionnelle à #*, et par suite la courbe auxiliaire sera une parabole qui aura l'origine pour sommet et pour axe Taxe des x; et puisque Taire comprise entre une parabole , son axe et une ordonnée est le tiers du rectangle circonscrit , on en conclura que le volume compris dans un cône ou dans une pyramide à base quelconque est le tiers du volume du cylindre ayant même base et même hauteur-, donc, etc.
2°. Si la section F(jt) se réduit à un trapèze dont les côtés parallèles représentent les sections linéaires faites dans deux surfaces planes dont les plans soient parallèles à Taxe donné , et si Ton suppose que la longueur b représente la distance des deux plans, l'ordonnée de la courbe auxiliaire sera précisément la demi-somme des sections linéaires dont nous venons de parler, et Ton en conclura sans peine que Taire comprise entre Taxe desx et kucourbe auxiliaire , est la demi-somme des deux surfaces planes. On déduira immédiatement de ce qui précède le théorème n° 90.
On déterminerait avec la même facilité, à Taide du dernier théorème , le volume compris entre deux plans dans une sphère, dans une hyperboloïde , dans un ellipsoïde, etc.
Antre méthode pour arriver aux formules qui résolvent le problème de la quadrature des aires planes et de la cabature des solides.
93. Comme le problème de la quadrature des surfaces et de la cubature des solides est très-important , il ne serapas inutile de présenter sa solution sous un nouveau point de vue plus général et de résumer ainsi les leçons qui précèdent.
Si Ton considéra une surface plane ou courbe , mais entièrement fixe, la position d'un point sur cette surface se trouvera déterminée par le moyen de deux coordonnées rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, etc., que nous désignerons dans tous les cas possibles par les lettres
x et xi
et une ligne quelconque , tracée sur cette surface , pourra être représentée par une équation dont le premier membre renferme les deux variables x et y , ou au moins l'une d'entre elles. Dans le dernier cas, c'est-à-dire lorsque l'équation donnée renfermera une seule des variables x et y , nous dirons que la ligne correspondante est de première espèce. Ainsi les lignes de première espèce sont
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celles qui auront des équations de la forme
f{x) = o, ou /(y) = o,
par conséquent celles dont les équations résolues ptr rapport à Tune des variables se réduiront à
x = const., ou y = const.
Au contraire, nous appellerons lignes de deuxième espèce toutes celles dont les équations seront de la forme
ou, ce qui revient au même,
94. Ces définitions étant admises, il est clair qui chaque valeur donnée de x ou dey correspondra toujours une ligne de première espèce , et que par un point donné on pourra toujours faire passer deux de ces lignes. Nous appellerons lignes coordonnées des x et des y les deux lignes de première espèce qui ont respectivement pour équations
Il origine des coordonnées sera le point d'intersection de ces deux lignes, c'est-à-dire, en d'autres termes, le point dont les coordonnées se réduisent à zéro.
Soient maintenant M le point qui a pour coordonnées xety, N un deuxième point qui ait pour coordonnées x + Axj y + by\ Ax, Ay étant deux accroissements très-petits attribués aux variables x et y *, et désignons par a la petite aire MNPQ comprise entre les quatre lignes de première espèce qui passent par les points M et N. L'aire a dépendra en général des quatre quantités
x, y y ax, <ay,
el s'évanouira toujours en même temps que le produit àxùgr\ car il suffira, pour la rendre nulle, d'égaler à iho un des facteurs de ce produit. Mais si Ton fait décroître indéfiniment Ax et Ay, le rapport convergera vers une limite qui ne pourra plus dépendre que des variables x et y, et qui , dans plusieurs systèmes de coordonnées, se réduira simplement à une quantité constante. Ainsi , par exemple , on aura pour un système de coordonnées rectangulaires tracées sur une surface plane
c = Axùty \ et par suite = i .
Pour un système de coordonnées obliques tracées sur km surface plane et comprenant entre elles l'angle a> ,
a = AxA/sin*,
a ------ =r sin«> etc.
Donc, si Ton fait en général lim. = h, on aura h =i
dans le cas des coordonnées rectangulaires, u = sina> dans le cas des coordonnées obliques, etc. D'autres systèmes de coordonnées pourront fournir pour la quantité a, au lieu d'une valeur constante , une valeur variable , c'est-à-dire une fonction de x et de y. J'ajoute qu'après iroir trouvé la valeur de u, on en déduira sans peine Taire comprise dans un contour quelconque : c'est ce que nous allons faire voir
95. Considérons d'abord un contour formé par quatre lignes de première espèce, savoir : celles qui passent par le point fixe, dont les coordonnées sont x0,y0, et celles qui passent par le point mobile, dont les coordonnées variables sont x,j.
L'aire , dans ce contour , sera variable elle-même , et nous la représenterons en conséquence par x(x,y).
Cela posé, si Von désigne par la caractéristique A, 1'** croissement que reçoit une fonction de x dans laquelle du fait croître x de Ar, et par la caractéristique A, Taecroissement que reçoit une fonction de y dans laquelle on fait croître^ de A^, on aura a =Ar. Ax^(r, jr), et parce
que le rapport - a pour limite l'unité
e étant un nombre très-petit.
En divisant les deux membres de l'équation précédente par Ar, Ay, et passant aux limites, on conclura
-dxdy ou, en d'autres termes ,
T5n intégrant cette dernière équation par rapport à y, k partir de^=70, et ayant égard à la condition %(x,yo)=:0 qui doit être vérifiée, quel que soit x, on trouvera
D*S (*» r) = / tt4r-
Intégrant de nouveau par rapport à x, à partir de ar =x0, et ayant égard à la condition x(xwy) =0, qui doit être vérifiée, quel que soit y, on obtient la formule
%(*> y) = ; <**[ udr = / / udxdy.
H est essentiel d'observer que de l'équation
on tire
***(*> y) = a*(i h- •) ÇJ » 4r ;
par conséquent Axx(x, j), c'est-à-dire Taire comprised'une put entre les lignes de première espèce qui correspondent aux abscisses x et x + Ax , de l'autre entre les lignes de première espèce qui correspondent aux ordonnées yw y,
est représenté par un produit de la forme
AJr(i-hi)/ udjr,
s étant un nombre très-petit.
Si l'on fait/ = Y, Y désignant une quantité constante , le produit précédent deviendra
A*(i -+-•)/ udy,
et représentera Taire comprise entre les lignes de première espèce qui répondent d'une part aux abscisses x, x 4- Ax, de Tautre aux ordonnées y0 et Y.
96. Concevons maintenant que, x0 désignant toujours une quantité constante, on représente par y, Y, non plus deux valeurs constantes de y, mais deux fonctions de la variable x, et cherchons Taire comprise d'une part entre les lignes de deuxième espèce qui ont pour équation
de Tautre entre les lignes de première espèce qui correspondent aux abscisses x0 et x ; cette aire sera variable avec x, et si on la représente par <f(x), elle recevra pour accroissement A<p(x), quand on fera croître x de Ax. Soit PQRS l'accroissement dont il s'agit, renfermé d'une part entre les lignes de première espèce PR et QS correspondantes aux abscisses x, x + Ax, de l'autre entre les portions PQ , RS des lignes de deuxième espèce qui ont pour ordonnées aux points P et R, y et Y\ il est clair qu'on pourra, sans changer la valeur de Taire PQRS,
remplacer séparément on simultanémem , i° la ligne de deuxième espèce PQ, dont l'ordonnée au point P est Y, par une ligne de première espèce FQ ; 20 la ligne de deuxième espèce RS, dont l'ordonnée au point R est j, par une ligne de première espèce RS'; on aura donc encore
Axf(x) = FQ'R'S'.
De plus , la ligne R'S' coupera évidemment la ligne RS, et par suite aura une équation de la forme
î désignant un certain accroissement que reçoit y considéré comme fonction de x, lorsqu'on fait croître X d'une certaine quantité plus petite que Ax. De même la ligne P' Q' aura une équation de la forme
e" étant l'ordonnée d'un point de la ligne PQ correspondant à une abscisse comprise entre xet 1 + Ax \ cela posé, on trouvera , en vertu de ce qui précède(n° 95),
P'Q'R'S' = (1 -h •)**/ , udXy
et par conséquent aussi
A«^(j;):=r(i-hi)Ax I udy*
e' et e" étant des nombres qui décroîtront indéfiniment avec Ax. Si l'on divise par Ax les deux membres de l'équation précédente, on en conclura, en passant aux limites,
D,f (*) = j udy, puis en intégrant à partir de x = x0, et ayant égard à
a condition 9(^0) = o ,
Mais il faut se rappeler alors que la première intégration ioit être faite par rapport à /, dans les limites y et Y qui dépendent de la variable x , et la deuxième par rapport à x9 à partir de la limite x0 qui est une quantité constante.
Si , en désignant par y, JT, deux fonctions de x, et par r# , X , deux quantités constantes , on cherchait Faire comprise , d'une part entre les lignes de deuxième espèce qui ont pour équations y=y et y= JT, de l'autre entre les deux lignes de première espèce qui ont pour équations x = x© et x = X, on trouverait pour la valeur de cette rire que j'appellerai A ,
À= I / udxdy; J x0Jy
dans le cas particulier où y, Y deviennent constants , la valeur précédente de A se réduit, comme on pouvait le prévoir, à la valeur précédemment obtenue.
Scolie. Il est essentiel d'observer que la méthode cidessus exposée peut servir à déterminer non-seulement la surface comprise entre les lignes que représentent les équations ci-dessus, mais aussi toute autre quantité assujettie à croître ou à décroître avec cette même surface. Une semblable quantité se trouverait encore exprimée
nX pY par l'intégrale I f udxdy, si l'on désignait par
(u±Lt) AxAy, non plus l'élément de la surface, mais l'élément correspondant de fa quantité cherchée.
Si la surface donnée se trouvait terminée par un contour quelconque, il serait facile de la décomposer en T. h. i3*
plusieurs parties à chacune desquelles on pourrait appliquer la méthode précédente.
97. Après avoir établi les principes généraux relatifs aux quadratures des surfaces , passons au problème des . cubatures.
La position d'un point dans l'espace se trouve complètement déterminée par le moyen de trois coordonnées rectangulaires ou oblique^, rectilignes ou curvilignes, polaires, etc., que nous désignerons, dans tous les 4u, par les trois lettres x, y, z. Cette notation étant adoptée, une surface quelconque pourra être représentée par une équation dont le premier membre renfermera les trois variables x, y, z, ou deux de ces variables, ou au moins Tune d'elles. Pour distinguer ces trois cas l'un, de l'autre, nous dirons qu'une surface est de première* de deuxième, de troisième espèce, suivant que son équation renferme une , ou deux , ou trois variables. En conséquence , l'équation d'une surface de première espèce aura l'une des trois formes
/(*) = °> Aï) = °> /(») = °> ou, ce qui revient au même, l'une des suivantes
L'équation d'une surface de deuxième espèce aura Tune des trois formes
ou, si Ton veut, l'une des trois formes
Enfin l'équation d'une surface de troisième espèce sera de la forme
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à laquelle on peut substituer la suivante
Gela posé , il est clair qu'à chaque valeur donnée de x, y ou z correspondra toujours une surface de première espèce, et que par un point donné on pourra toujours faire passer trois semblables surfaces. Nous appellerons surfaces coordonnées desyz, des-zx et des ay, les trois surfaces de première espèce qui auront pour équations respectives
Ces surfaces.se couperont suivant trois lignes que nous appellerons lignes coordonnées des .r, des y et des z \ et ces lignes, en un point qui sera Y origine des coordonnées-, par suite, l'origine sera le point dont les trois coordonnées se réduisent à zéro.
Une ligne pouvant être considérée comme l'intersection de deux surfaces , sera naturellement représentée par deux équations; si ces équations sont de la forme
la ligne se trouvera située dans la surface coordonnée des xj-, et ne sera autre chose que l'intersection de cette surface coordonnée avec la surface de deuxième espèce à laquelle appartient l'équation f{x^y) = o.
En général, il est clair que toute surface de deuxième espèce, représentée par une équation entre deux variables, coupera l'une des trois surfaces coordonnées suivant une ligne de deuxième espèce à laquelle appartiendra l'équation dont il s'agit. INous dirons que cette ligne est la base de la surface.
98. Considérons maintenant F élément de volume terminé par les six surfaces de première espèce, qui passent
par les deux points dont les coordonnées sont respectivement
X -h àx, / + A/, Z -h AZ
Ce volume , équivalent dans le cas des coordonnées rectangles au produit AxAjAz, s'évanouira dans tous les cas avec ce produit , et pourra être représenté par une expression de la forme
\w ± i)ix\y\z:
w désignant la limite vers laquelle converge , pour des valeurs décroissantes de Ar, Ay, Az , le rapport du volume ci-dessus mentionné au produit en Question , et le nombre e étant assujetti à décroître indéfiniment avec ce même produit. Dans chaque système de coordonnées, la quantité w ne pourra être qu'une quantité constante, ou une fonction déterminée des variables #, jp, z. De plus, après avoir trouvé la valeur constante ou variable de cette quantité iv, on en déduira facilement l'expression du volume renfermé dans une enveloppe quelconque.
En effet, cherchons d'abord le volume v compris entre les six surfaces de première espèce qui passent pap les points dont les coordonnées sont
xt y 9 zi
x -f- Ajf , y -\- sy, z.
On pourra considérer ce volume comme l'accroissement, par rapport à x et y, d'un autre volume renfermé entre les surfaces de première espèce qui passent par les deux points dont les coordonnées sont respectivement
^o» Xot s0, Xy y, z.
Désignons par <p(x, y, z) ce dernier volume, et supposons que les caractéristiques Ax, Ar, A, indiquent les ac-
croissements que reçoiveut des fonctions de x, y, z , m quand on y fait croître x de Ax , ou y de Ay, ou z de As, le volume cherché sera
t> = \TiA[x> y , *).
et de plus on aura évidemment
En divisant par At les deux membres de l'équation précédente, puis faisant converger As vers la limite o, on obtiendra la formule suivante
puis en intégrant par rapport à z, à partir de s = z0 , et observant que Ton a, quels que soient x ety,
4,(*, jr, »o) = O»
on obtiendra
ou, ce qui revient au même,
P = ArAx4(x, jr,*) = (l -+-«) AJTAJT / «wfe,
s désignant un nombre qui aura des valeurs différentes dans les diverses formules, mais toujours des valeurs très-petites quand Ax et Ajr seront eux-mêmes trèspetits.
Si Ton voulait obtenir le volume compris d'une part entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
x, x -f- Ax; y, y -h A^,
de l'autre entre les surfaces de première espèce qui ont
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pour équations z = *0, z = Z, il suffirait de remplacer x
par Z dans le deuxième membre de la formule; on trou- .
verait ainsi , pour représenter le volume cherché , une
expression de la forme
/•Z (i H- i)bxày 1 tvdz>
t désignant toujours une quantité infiniment petite.
99. Concevons maintenant que, x, X désignant deux quantités constantes, jr, JFdeux fonctions de la variable x, z et Z deviennent des fonctions des deux variables x etr, et cherchons le volume compris d'une part entre les surfaces de première et de deuxième espèce, qui ont pour équations
de l'autre entre les surfaces de troisième espèce qui ont pour équations
Ce volume croîtra ou décroîtra en même temps que Taire comprise entre les quatre bases des surfaces de première et de deuxième espèce ; et si Ton désigne par (/<+*) Aj?4t l'élément auquel se réduit ce volume dans le cas où Ton remplace les surfaces x==X, y=Ypar les deux surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
X, x -f- A*, y, y H- Sy,
on obtiendra , pour l'expression du volume cherche , /»X nY
Il reste à trouver la valeur de u, ou, ce qui revient au même , celle du volume élémentaire
compris d'une part entre les surfaces de première espèce
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qui correspondent aux coordonnées
de l'autre entre les surfaces de troisième espèce qui ont pour équations z = <z, z = Z.
Or, sans changer ce volume élémentaire, on pourra évidemment remplacer, i° la petite portion de surface de troisième espèce qui prend son origine au point dont les coordonnées sont x, y, z, et qui se termine à celui dont les coordonnées sont
x -f- ax, y 4- AT» z -+■ *tj*i
par une portion correspondante de surface de première espèce dont l'équation serait de la forme z = z + s', «' étant une quantité infiniment petite en même temps que ûx, Ay; a° la petite portion de surface da troisième espèce qui s'étend depuis le point correspondant aux coordonnées je, y, Z, jusqu'à celui dont les coordonnées sont
x H- ix, y -f- A/, Z -+■ \\jZ,
par une partie correspondante de surface de première espèce dont l'équation soit de la forme z = Z -+- e", e" désignant encore une quantité infiniment petite. De plus, pour obtenir le volume compris , d'une part entre les surfaces de première espèce qui sont représentées par les équations
de l'autre entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
x, x -f- ax, /, y -f- *y9
il suffira évidemment de remplacer dans la formule
v = (i -+- 1 ) ^x^)■ f ivdz,
*0 par z 4- e' et'Z par Z + «". On trouvera en conséquence, pour représenter ce volume , une expression de la forme
wdzy
e" étant une quantité infiniment petite. En égalant cette expression à (u + e)AxAy, on trouvera « '
puis, en passant aux limites,
wdz.
La yaleur de u étant ainsi déterminée , la formule qui
exprime le volume compris entre les surfaces données
deviendra
rX rY rZ lit wdxdydz, J x0 Jy J s
On aura donc, en désignant par V le volume cherché et supposant les intégrations faites, i° par rapport à z entre les limites variables 3, Z; 20 par rapport à y entre les limites variables yy Y; 3° par rapport àx, entre les limites constantes x0, X,
V= /' f ( wdxdydz
J x0 J y Je
Scolie. Il est essentiel d'observer que la méthode précédente peut servir à déterminer non-seulement le volume compris entre les surfaces dont il s'agit, mais encore toute autre quantité assujettie à croître ou à décroître avec ce même volume. Une semblable quantité se trouverait encore exprimée par l'intégrale qui forme le deuxième membre de la formule ci-dessus, si Ton dési-
gnait par
(w -h i) teàjrbz,
non plus l'élément du volume V, mais F élément correspondant de la quantité cherchée.
Ajoutons que si le volume donné se trouvait terminé , non parties surfaces données, mais par un contour quelconque , il serait facile de le décomposer en plusieurs parties, de manière que chacune de ces parties , ou la partie correspondante , pût être facilement calculée par la méthode que nous venons d'exposer.
100. On peut remarquer que si Ton divise par AxAyAz les deux membres de l'équation
Ax V Vj, (x, y> *) = (w ± i) àxàjrto ,
on en conclura, en passant aux limites,
de plus , il est permis de prendre pour ^(x, y, z) le volume compris entre les six surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées o, x \ o, y\ o, z ; il suffit donc de connaître ce dernier volume pour en déduire la valeur de w.
Pour donner une première application des formules précédentes, supposons d'abord les coordonnées x, y^ z rectangulaires. Dans cette hypothèse, le volume ty(x,y, z) compris entre les six plans de première espèce qui passent par l'origine et le point dont les coordonnées sont xyy, Zj se trouve déterminé par l'équation
• tfa f> *) =*y*> de laquelle on tire
dxdydz
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On aurait pu encore arriver au même résultat, en observant que le volume renfermé entre des plans rectangulaires qui passent par les points dont les coordonnées sont
x, y, z, x -h Ax, y -h Aj, z -+■ à*,
se réduit à un parallélipipède rectangle, dont le»dimen- » sions sont respectivement égales à Ax, Ay, As , eu sorte qu'on a
et par suite
lim. «> (i ± i) = i, a> == i .
Cela posé , on aura
flL nY i* pX pY
V= / / / dxdydz= I ! (Z — z)dxdy.
Si Ton considère des coordonnées obliques mais toujours rectilignes , en désignant par a le volume du parallélipipède qui aurait pour arêtes trois droites respectivement parallèles aux axes des coordonnées, et de plus égales à l'unité de longueur , ou trouvera
et par suite tv = «,
pX pY pZ fX pY /
V = a f I I dxdydz = a J I (Z-z)dxdy. J Xo J y J * J*o Jy
Concevons maintenant que la position du point dans l'espace se trouve déterminée par le moyen des coordonnées polaires '
r désignant le rayon vecteur mené du point que Ton considère à un point fixe pris pour origine ; u l'angle que
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forme ce rayon vecteur avec un axe fixe , on plutôt avec un demi-axe passant par l'origine 5 et 0 l'angle formé par on plan fixe qui renferme ce demi-axe , avec le plan qui passe par le même demi-axe et le rayon vecteur.' Les surfaces de première espèce, c'«st-a-dire les surfaces représentées par des équations de la forme
h = c, ou 6 = c', ou r = c",
seront évidemment ou des surfaces coniques droites à bases circulaires qui auront pour axe Taxe fixe, ou des plans passant par Taxe fixe, ou des surfaces sphériques qui auront pour centre l'origine.
Les équations u = o, 9 =0, r = o appartiendront en particulier, la première au plan fixe , la deuxième à Taxe fixe, la troisième au point unique pris pour origine.
Cela posé, le volume représenté par $(u, 6, r) se trouve terminé, i°par deux plans qui renfermeront Taxe fixe , et comprendront entre eux un angle é^al à u \ 20 par une portion de surface conique dont la génératrice formera avec Taxe fixe l'angle u; 3° par uue portion de zone sphérique dont la hauteur est équivalente à
r[\ — cosm), et l'aire , au produit
2*r[r(i — cosu)] = 2arr*(i — coSit).
Le volume sera donc une partie de secteur sphérique qui a pour base cette zone et dont le volume est en conséquence
jr.2»ra(i — cosw) = |*r3(i — cosu).
Ajoutons que le volume t|*(u, 0, r) sera au secteur sphérique dans le rapport de 0 à an , d'où Ton conclura
Wu> ô> n = — -j r3(| — <**«)>
ou , ce qui revient au même ,
M", ô, r) = — (i — cos«)*; * on aura donc
et par suite
ae //* I r» sin ududQdr.
Jr
Dans ces dernières équations, r et R sont des fonction» des variables u et 0$ 0 et 6 des fonctions de la seule variable u , et u0, U des quantités constantes.
On arriverait encore à cette expression du volume V en remarquant que l'accroissement infiniment petit du volume correspondant aux accroissements simultanés du, </9, dr peut être considéré comme un parallélipipède rectangle dont les trois dimensions sont rrfu, rsiniidB, dr, et qui a pour valeur r1 sin udddr.
Réduction des intégrales multiples. Première méthode: par un changement de coordonnées.
401. La réduction des intégrales multiples a été, dans ces derniers temps, l'objet des recherches d'un grand nombre de géomètres, parmi lesquels nous nommerons seulement MM. Cauchy, Lejeune-Diriçhlet, Li ou ville, Lamé, Catalan, Tortolini. Nous avons pensé qu'on nous saurait bon gré d'exposer avec quelques développements la marche qu'ils ont suivie et les résultats importants auxquels ils sont arrivés.
La première méthode de réduction consiste à substituer aux anciennes coordonnées des coordonnées nouvelles dont l'emploi rendra l'intégration plus facile.
La position d'un point dans l'espace est ordinairement déterminée par trois coordonnées rectilignes a:, jr9 z, parallèles à trois axes fixes, ou par trois coordonnées polaires qui peuvent être, par exemple, le rayon vecteur r ou la distance du point à l'origine des coordonnées ; l'angle 0 que la projection du rayon vecteur sur le plan zy fait avec l'axe des j, -et l'angle u du rayon vecteur avec l'axe des x. Dans le cas où les axes sont rectangulaires les coordonnées polaires sont liées aux coordonnés rectilignes
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par les équations connues
x = rcosw, y = rcosucosdf s = rsinnsinô.
402. Dans ses intéressants Mémoires sur là théorie de la chaleur , M. Lamé a fait usage (Tun nouveau genre de coordonnées qu'il a appelées elliptiques. Un point quelconque de l'espace est alors considéré comme l'intersection de trois surfaces dépendantes chacune d'un paramètre variable. Ainsi, par exemple, un point quelconque de l'espace peut être défini comme l'intersection des trois surfaces
En supposant
ces trois surfaces seront , la première un ellipsoïde, k seconde un hyperboloïcLe à une nappe , la troisième un hyperboloïde à deux nappes. Les distances focales afr, ac, aV^c* — o* des sections principales sont un élément commun à toutes les surfaces que Ton peut obtenir en faisant varier les trois paramètres X, fx, v. Cette propriété a fait donner à ces surfaces le nom d'honiofocales.
En employant une méthode d'élimination convenable w,
.(*) M. Jacques Binet a donné , pour faire cette élimination, un moyen d'autant plus ingénieux et plus simple, qu'il s'applique à un nombre quelconque d'équations ; voici en quoi il consiste. Considérons * éqna-
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on arrivera aux trois équations
bcX = A/K»,
bj {/c* — b* = \z* — b* \Sp*—~iï* i/^nr;» ,
« l/V — b* = 1/a1 — ca V^C — ^ua l/V — >*, qui donnent x, j, z en fonction de A , ju, v ; et les valeurs
tions de la forme
ï r-= ?-r5 h etc. = I,
fi— * fi— * fi— y
Çt— * fi— s fi— •>
-+- eic. = i .
-H etc. = i ,
et cherchons les valeurs des n inconnues £, », {,... exprimées au moyen de V.- ît> ?■»••> *> C, },.... Pour cela, posons
La différence F (x) — /(x) sera un polynôme du degré n — i , el puisque
dans la fraction — v .., ( le degré du numérateur sera inférieur au
moins d'une unité au degré du dénominateur, on aura identiquement, en vertu des principes qui donnent la décomposition des fractions rationnelles,
^£Û)-3QL)-J etc.
F'fc) — > *
En faisant tour à tour, dans celle équation ,
et ayant égard aux équations
/«.) - o» /(f.) = o, /£.} - of...t on trouvera
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de ar% y*9 z* satisfont à une même équation du sixième degré. En effet, en ordonnant l'équation
A1 Aa— 6» Aa — C"
par rapport à A , et posant
,B = .r»(£» -h ra) 4- j'c* -f- *»£• -h *Vf
on trouve
Ae _ aa< ■+- Ba* — C = o.
Si , au lieu de partir de l'équation de l'ellipsoïde , on était
Fwe.-« rv)ft-« f (>)&-> • •- • /<*) i /(î)_i ZM_i -,
F'Wf,-« F(éjf,-6 F' (>)*,-> ■•— '■
Ces équations sont des équations identiques , vraies quels que soieui « , 6 , y, . . ., *t , {, , f , , — Or elles se réduisent aux équations proposées quand on fait
_-DEL- (6-g,)(6-gt)(6-f,)
lf(C)~"~ (6-«) (€->)... '
Donc cet dernières valeurs rendront aussi identiques les équations propotées , et sont les valeurs cherchées des inconn ues | , », £,....
Pour revenir ou cas des trois équations que nous avons d'abord considérées, il suffit évidemment de poser, dans les formules qui précèdent,
parti des équations des hyperboloïdes , on serait arrivé à la même équation du sixième degré , et par conséquent 1% (x1, v* étant à la fois racines de cette équation, Ton aura
A1 -4- (* •+- »a = A, A>a -+- A1»' 4- /«*a»a = B, A>aF* = C.
Or si entre ces trois équations jointes à l'équation du sixième degré on élimine tour à tour A, ou (x, ou v, on retombera sur les équations des surfaces homofocales.
103. Ces surfaces, qui ont entre elles huit points de commun, jouissent de propriétés relatives fort remarquables. Leurs plans tangents au point (x, y, z).ont pour équations
À" Àa — £* À* — C»
j^ _yi zÇ __
et sont perpendiculaires l'un à l'autre; car en appelant a, 6, y; a , 6', /; a", 6", y" les angles que les perpendiculaires à ces trois plans font avec les axes , on a
coS'Jt cos£ cas y
cos*'
cos«"
A1 — b% cos£'
cosy'
cosC"
cosy"
0r les équations qui donnent a:, yy X en fonction de A, p, V, conduisent aux identités
rr-l-/vl A;w . jl,» — /:, -,w , -t=cos« cos*' -î-cosoeosS' H-etc. =
t~ — rT"CVÂS — Tx + n — TTT1 — rr=cos«/cos«"-hcosC/cos*"4-ctc. =
En vertu de ces identités, les cosinus des angles que font entre eux les plans tangents étant nuls, ces plans sont perpendiculaires entre eux. Il en résulte qu'une surface homofocale coupe normalement toutes les surfaces des deux autres systèmes.
Considérons en particulier un des ellipsoïdes représenté
par l'équation
En un quelconque M de ses points passent deux hyperboloïdes, l'un à une nappe', l'autre à deux nappes, ayant les mêmes foyers que cet ellipsoïde , tels que leurs plans tangents étant toujours perpendiculaires au plan tangent de l'ellipsoïde , ils se coupent suivant une courbe à double courbure, dont le plan osculateur soit toujours normal à l'ellipsoïde proposé. Soit M' un point de cette intersection voisin de M et situé sur un second ellipsoïde qui, infiniment voisin du premier, ait pour paramètre X -+- rft ; appelbns dxs l'élément MM', et dkx, d^y, dxx ses trois projections sur les axes. Il est évident qu'en passant de M à M', p et v restent constants, et que X est la seule coordonnée elliptique qui varie. On aura donc, en
diiférentiant par rapport à X les trois équations qui donnent x, y, z en fonction de X, fx, v,
bcdyX = ffifdx,
bthrVc*— b* = ^-^—y^.T.-z. — <fr,
et par suite, toute réduction faite,
Pareillement si Ton désignait par J^s, ^T5 les éléments des courbes d'intersection de l'ellipsoïde avec l'hyperboloïde à deux nappes, ou de rhyperbolôïde à une nappe avec l'ellipsoïde, on trouverait
duS = = :- » ' .
V/a* — >al/*a — f*
V hx — »a |/c' — >*
Toutes les courbes dont d^s, d,s sont les éléments, et suivant lesquelles un même ellipsoïde est coupé par tous les hyperboloïdes homofocaux , ne sont autres que les lignes de courbure de sa surface. En efiet (Calcul différentiel, n° 198), l'équation des lignes de courbure de l'ellipsoïde dont les axes sont Xf, X* — ft1, X1 — cf, est
x (ca — b*)dydz — c^ydzdx -h b*zdzdy = o,
ou, en divisant par dxdydz^
ai?
ou
\dz dx) \dy dxj
Quand on chemine sur une des courbes dont d^s est l'élément , A et v sont constants, p- varie seul, et Ton a
(tdu
dz dfiz
pdf*
Or ces valeurs substituées dans l'équation des lignes de courbure la rendent identique, donc les courbes dont d^s est l'élément , forment un système de lignes de courbure de l'ellipsoïde ; il en est de même des courbes dfS, pour lesquelles on a
dx dfx di'' dy dfy
dz df z fd*
expressions qui rendent encore identique l'équation
r*JL
' dx dy
z dz
Il reste donc prouvé , en vertu de ce qui précède, que toutes les surfaces homofocales de deux quelconques des trois systèmes rencontrent normalement une surface courbe quelconque du troisième système et tracent sur elle toutes ses lignes de courbure.
\ 04. Quelquefois, aux trois surfaces que nous avons considérées on substitue des variétés de ces surfaces, la sphère,
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par exemple, à Fellipsoïde ; les deux cônes obliques à base elliptique aux deux hyperboloïdes. Dans ce cas, en appelant rie rayon de la sphère, ou son paramètre , b et c>i
deux constantes, p^ et v < & < c deux autres paramètres variables , on aura les trois équations
dont les deux dernières représentent les cônes asymptotiquesdes hyperboloïdes à une ou à deux nappes. Les deux cônes et la sphère formant un ensemble de surfaces orthogonales , les coordonnées x, y, z sont liées aux coordonnées r, /tz, v par les équations
bcx = rpt,
by\/c* — b2 = ri/ p* — b* [/b%— >», * cz \/c% — b% = r\/c* — /«» \/c* — »a.
Nous montrerons bientôt le parti que l'on peut tirer de la transformation des coordonnées pour la réduction de certaines intégrales multiples.
Mais auparavant rappelons en peu de mots les formules générales qui , dans le calcul intégral , servent au changement des variables indépendantes.
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Continuation de la leçon précédente. — Formule générale pour la transformation des variables dans les intégrales multiples.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une intégrale double
f/Vdxdy =ff¥ [x, y)dxdy,
et qu'aux variables indépendantes x, y on veuille substituer deux nouvelles variables t et m, dont x et y soient des fonctions déterminées. On commencera d'abord par voir ce que devient la fonction U= F (x, y), puis on calculera le produit dxdy de la manière suivante, x, y étant des fonctions déterininées de t et de «, en représen-
, t , / 1 i , • * . „ dx dx dy dy
tantparXoX^yM^lesdériveespartielles^-, ^-, gpjr»
on aura
dx = x\dt -h x'udu, dy = y\dt -+- y'udu.
On se tromperait évidemment si , pour obtenir le produit flx dy, on multipliait entre elles ces deux valeurs, car dans l'intégrale double donnée les deux variables x et y étant indépendantes, y doit rester constant quand on différence par rapport à x ; la différentielle dx suppose y constant, et pour l'obtenir il faut nécessairement faire
dy = o } on a ainsi
dx = x'tdt-hx'mdu, o = y*dt -+-y'mdu;
en éliminant da entre ces deux équations, on trouve
Si Ton substituait eette valeur dans l'intégrale double et qu'on éliminât à la fois x et u, ce qui est toujours possible, elle deviendrait fonction seulement de y et de U Dès lors ces deux variables devraient être indépendantes, l'existence de dy supposerait de nul , et l'équation
djr = y'tdt -\- y^dm 9
réduite momentanément à dy =y'udu9 donnerait la valeur de dy, et par suite de dxdy. Par cette transformation, l'intégrale double deviendrait
S S <P (*> u) fax'» — y\ x'u) dtd*.
Prenons pour exemple l'intégrale
le produit dxdy est déjà calculé en vertu de ce qui précède ; reste à déterminer — et -7- en ioitction de t et de u, 7 dx dy
z fonction de x et de y est, par rapport à t et u, une fonction de fonction ; on aura donc
dz dzdx dz dy
7t~~dx'dt'*~ïtydt9
dz , dz ,
dz dit
dz dx dz dy drdu dy du
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dz , dz ,
De ces deux équations on tire facilement les valeurs de dz dz #
-, -, qu, sont
dz __r**t—rt** dz *«'.—.**%
dx *ir.— /«*» dy *#*—?%*»
En substituant ces valeurs ainsi que celles de dxdy dans l'intégrale double, on la ramène immédiatement k h forme
jjdida \/{x y:^x:X[)^{z[x^z:x\Y^{ytz: ->;*>
Passons à l'intégrale triple
fffUdxdydz = fff¥(xfy,z)dxdydz.
Aux variables x9 y, z on veut substituer trois nouvelles variables £, m, *>, liées aux premières par des équations données. En désignant encore par xn jci, x*m9y[9yu9y^
z'n z'mJ z'¥ les dérivées partielles — , —, . . . , on aura
dx = x\dt -+- xudu -f- x¥ do, dy =y'tdt-h y'udu-\- yldv, dzm-=*Zxdt -h zldu -f- «J dlp.
Pour obtenir la valeur du produit dx dydz, dans lequel x9 y, z sont considérés comme des variables indépendantes, on calcule d'abord la valeur de dx en supposant y etz constants, c'est-à-dire en faisant dy-=o, dz=oy on détermine ainsi dx en fonction de dt au moyen des trois
équations
dx = x[dt -+- x'udu -f- x',dv,
o =: jrj'dr + jriiùi -\-y'9dv,
ortre lesquelles on élimine facilement du et du. On trônve de cette manière
9g I 9 I l\ . I à I 1 I t\ If I I 1 /%
Cette valeur ramenant le produit dxdydz aux variables t, j% *, on trouvera Jp en faisant dt = o, Jz = o, ce qui donne
dy = ji/fo -h /^; o = zu du -+* sC dv.
Mettant dans la valeur de dy celle de dv qui est ^7-,
il Tiendra
Hl II
d _ jr»*.-y**u du
Eafin les variables actuelles étant f , u et 2, pour obtenir dzf il faudra faire dt = o, du = o, et Pon aura
Maltipliant entre elles les valeurs de dx, dy, dz, on \ l'intégrale triple JJJ V dxdydz en
8 Y était égal à 1, ou si l'intégrale triple donnée était tient fff dx dy dz, elle deviendrait
jffdÊdM+[x't(xLzi-y: *:) -hr;(*>;- z, xu) -h zt(x:sr-*:su)i
107. Ces formules de transformation ont été employées d'abord par Euler, en 1769, puis par Lagrange en 1773. U démonstration que nous venons d'en donner d'après
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M. Lacroix laisse beaucoup À désirer. On n'avait d'ailleart étudié jusqu'ici ce changement de variable» que dans 1* «as d'une intégrale double ou triple, il restait encore à donner et à démontrer rigoureusement la formule générale de transformation. Cette lacune a été remplie tout récemment par M. Jacobi d'abord, puis par M. Catalan* M. Cauchy, à ma prière, s'est aussi occupé du même sujet j et, comme toujours, la méthode qu'il a suivie est remarquable par sa précision et son élégance. Pour bien comprendre ce qui va suivre, rappelons-nous quela valeur de l'une quelconque des n inconnues déterminées par les n équations du premier degré
a0x -\-Ky -+-Co» -h...-t-Aof =*<,, atx -\-bty -f-c,2 -f-.. .-f-/i,r =*„
a^ x -+- bn-ty -+- cn_x * -h h h*-i t = **-*,
celle de l'inconnue je, par exemple, est donnée par la formule symbolique
x-(*--fl)(c_<i)...(A — *)(c — b)...(h — b) (A— g)'
dans laquelle, après le développement, on doit remplacer les exposants o, i, 2,..., n par des indices. La seule inspection de cette formule prouve, i° que le dénominateur commun des valeurs des inconnues est indépendant des termes constants hoy Arl9..., &»; a° que le numérateur de chaque inconnue se déduit du dénominateur commun en remplaçant les coefficients de cette inconnue par les quantités constantes &0, &,, &s,....
Si l'on représente parla notation
*(a*bxc%.. .gn-*hn„t)
la somme qu'on obtient quand au produit aQbxct. . .£„_»#„_, pris avec le signe 4-, on ajoute tous ceux qu'on en peut déduire à l'aide des échanges opérés entre les indices o, 1, a, 3,..., n — 2, n — i , chacun des nouveaux produits étant pris avec le signe -+- ou le signe — , suivant qu'on le déduit du premier à l'aide d'un nombre pair ou d'un nombre impair d'échanges successifs , le dénominateur commun D sera égal à la somme
et l'on aura
jç — — x _ m
2 (±«o£i t'a". tfn-A-.r
Si les constantes &,,&,,..., /»„_, étaient nulles , on aurait évidemment
"" l{±aQbl ca. ...#„_, hnmml)m
Cela posé, considérons l'intégrale d'ordre n
S=fff...F(a:>Xyzy...9e)dxdjrdz..Mt=fff...Vdxdxdz...dt9
et supposons qu'il s'agisse de substituer aux variables &J y-* *»•••>' d'autres variables £, y, £,..., t liées aux premières par les n équations
Admettons que dans S on intègre en premier lieu par rapport à x, on devra alors regarder y, z, . . . , t comme constants dans les équations données qui renfermeront ainsi w-j-i variables £, >;, . . . , r, x\ et en lesdifTérentiant
on trouvera
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dx = DpxdÇ -f- D„4k/« -f- . . . -f- D^xdr,
o =: Djfrff -h D/rfu -h. . .-f- D^/rfr. et par conséquent , si Ton fait
M = S(± D.rD^z DTf),
on aura
Par suite
= — dx% th> =r L — '.
M. IN
D'ailleurs la dernière des sommes L, M, N doit évidemment être remplacée par l'unité ; car si , par exemple, on considère seulement trois variables #, y, z, après les deux systèmes d'équations qui ont donné </£, dn, on obtiendra l'équation suivante
dz = D*zdz9 dz —
NrfÇ,
de laquelle on tire
dz rfÇ
Donc, après avoir éliminé toutes les variables x,y, z,. . ., on aura définitivement
t = fff...JJLd(dndZ...dT
= ///. . .Urffr/,^. . r/rZt+Df/oD,./;. . .DT/._,).
Peur obtenir la somme du second membre , il faut permuter de toutes les manières possibles les variables
109. Scolie. Xj y, *,. . ., 5 étant n — i variables fonctions de n — i autres variables £, », £, . . . , <r, on aura, ca vertu de ce qui précède,
dWrrfK...^=2(±DfxD>^DçZ...2)crJ>/Ç^€iÇ...rf«r.
Supposons maintenant que ces mêmes variables x, j% . . . , s •oient fonctions de n autres variables £, 77, £,..., <7, r, tétant lui-même une fonction dépendante de £, >î, £,..., ? déterminée par l'équation
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t désignant une nouvelle fonction de £, 3, f , • • • 9 a> T- Dans l'expression
X ( ± D^xD,^ Df a . . . Dr*)
i dp
il faudra remplacer l'un quelconque des facteurs !)#=—
par la somme ^ -+- -j- -7 . En dîfférentiant , par rapport à X, l'équation f = o, on a
i/f dîdr _ __ <*r __ Dxf
^dr^A ~ °' ^ "" rfA - ~~ Drf'
et par suite
dp dp dr ^ ^ ^ »v ^ D* f
Mais puisque A est fonction de x,y, z, . . . . , f, on aura aussi
D*f = D,fD**-f- DyÎDKx +Rf Dx*+...-f- DrfLV;
en substituant, on trouvera que l'expression dxdtfdz..A doit être remplacée par l'expression
On arrive ainsi au théorème suivant : si les n variable* x, y, ~v«> 1") fonction de n autres variables £, u, Ç,...,t, sont liées entre elles par l'équation
on aura nécessairement
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Exemple : Si les variables £,*,£, > r étaient
liées aux variables x, y, z, , t par /i équations linéaires
Ç n= /i0a: -h bmy 4- r„s -K . . -4- A0 *,
on aurait
dxftydz. . . df .. dçdid£...dr dÇdn...dr
Si de plus
il viendra
<£r</r f&. . f/f dçdtidÇ. . .dr
110. Voici en peu de mots comment procède M. Catalan. Admettons que les variables Ç, y, f, . . . , t sont liées aux variables x,y, s, . . . , * par les n équations
fo=o9 /f = o,.-. ., /L, = of
et supposons que dans S on intègre en premier lieu par rapport à x\ on devra alors regarder j-, z, . . . , £ comme constants dans les équations données , lesquelles renfermeront ?*4- i variables £, rt, f, , t, x, et si l'on
prend £ pour variable indépendante , on aura , pour déterminer dx en fonction de d£, les n équations
22*4 CALCUL INTÉGKÀL.
qu'on peut mettre sous la forme
1 et qui donneront pour </x une valeur de la forme
dx=z— ^dt.
En substituant cette valeur dans S et employant les équations données à éliminer £,)?,£,.'.•, r, S sera exprimé au moyen de n variables jr9 zy . . . , t et £. Si Ton veut maintenant intégrer par rapport kjr, on devrç considérer toutes les autres quantités comme constantes, c'està-dire, en répétant le raisonnement ci-dessus, que <fy sera donnée en fonction des nouvelles variables et de an au moyen des n équations
(*) Vxfodx +brf0dy +D,/0A-f..,4-Dr/o^=o>
DsA-xdx -+- T>Tf*-idy 4- Dr/Li* -h ... H- Vrf^dr = O,
que Ton peut écrire comme il suit
T>sfodx +Dff0dy -+- . - . -h DT f0 d* =— D,/0*,
On déduira de ces équations
</, = --</*; continuant de la même manière , on verra que Ton sera
(*) Quoique dx s'évanouisse avec df, quand on suppose £ constut, on différentie par rapport à x, à cause des variables », f , . . . , t que x renferme implicitement.
enfin conduit à résoudre le système suivant
l>s/odx 4-By/o^r + ..-f-D,/0rff -f-DT/0rfr = o,
D,/Lt^-f- T>7fm_x<ty-\ -f-D,/..,* -h Dr./L,A- = o,
que Ton pourra écrire comme il suit
Dsfodx + DTf0dy +... + D,/0^ = — D*f0dr,
V*f^dx + T>yfm_tdy+. .. + Vtfl_tdt = — Drf*-.,dT,
et qui donnera
dt =r _ 5ï=î rfr; donc
^rfr*.. *==(--i)-_ __..._.
Mais cette expression peut être considérablement simplifiée. En effet, pour obtenir le numérateur Nt, il suffit de remplacer dans la valeur de Dt le coefficient de dy, D7f0, par le coefficient de dmr D„f0, entrant dans la même équation ; il résulte de cette observation et de ce que le dénominateur commun ne change pas quand les seconds membres des équations linéaires varient , que le numérateur N, est égal au dénominateur relatif aux équations
D,k_.«*0 -+- D.f..,*, H-...+ DtL,»^ = ,.
Or ce dénominateur est le même que celui du groupe (0, donc
T. ii. i5
On trouverait de même que
N,=D4, N3 = D„..., N^^D..,, donc
*=-£* *=-£* *=-îfe*>
et par suite
dxdydz...dt=(— \Y^-dèdndtl...dT.
111. On peut, à l'aide d'une règle empirique trèssimple, retrouver cette formule de transformation. Observons pour cela que l'on déduit N0 de D0 en remplaçant le coefficient de dx par le coefficient de à\ \ donc puisque le dénominateur commun ne dépend que des coefficients du premier membre , et nullement du second membre, non plus que de la dénomination des inconnues , on peut dire que N0 est le dénominateur commun relatif aux équations
tandis que D„_, sera celui qui correspond aux systèmes d'équations
Dsfodx 4-Dy/orfr H- hDt/0dt= i,
bxfn-idx+Vyf^dy -f- ... + Dlt/L« de = i . Différentiez donc chacune des équations
/o = o, /, = o,..., fnmmX = o, en regardant comme indépendantes toutes les variables,
égalez à zéro ou h une constante, la .partie qui dépend des anciennes différentielles ; et à zéro ou a une constante la partie relative aux nouvelles différentielles; vous aurez de la sorte deux groupes de n équations chacun. Dans le premier groupe entreront comme inconnues les différentielles des variables primitives , et dans le second les différentielles des nouvelles variables; si vous désignez par D le dénominateur pour le premier groupe et par A le dénominateur pour le second , vous aurez , pour la formule de transformation cherchée ,
Vdxdydz. . M= ± idïdndÇ. . .dr.
On emploie le double signe au lieu de ( — i)n parce que les dénominateurs D, A pouvant changer de signe sui- ? ant Tordre dans lequel les équations qui servent à les former auront été écrites, il est impossible de décider le signe d'avance. Dans chaque cas particulier l'indétermination cessera. On a d'ailleurs
D = 2(± DX/0D7/,... D
Si les anciennes variables sont données en fonction des nouvelles explicitement par des équations
on trouvera
D = i, et
dxdydz...dt = s(± Dg*D,.r . . .lV)4Çr/*. . .<&-, comme par la méthode de M. Cauchy.
aa8 calcul nrréoRAx.
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Continuation de la leçon précédente. — Rédaction de§ intégrilei mltiples à rai de <fan changement de coordonnées.
Ier Exemple : Considérons l'intégrale double
f f F(*x 4- *\r, S* + C'r)dxdy.
«/ — OC t/ — 00
Si après avoir posé
*x •+• m'y = î, Cr + C> = ,,
et résolu ces équations par rapport à x et à jr9 on substitue à dxdy sa valeur calculée d'après les règles que nous avons données pour le changement de variable indépendante, on trouvera, en désignant par k la valeur absolue
V/(a6' _ cfçy de la différence «6 ' — a'6,
ou plus simplement
Supposons maintenant que Ton remplace les variables xy y considérées comme représentant des coordonnées-
rectangulaires par les coordonnées polaires r et u à l'aide des formules connues
* = rcosu = ru, y = rsiot* = rv,
il viendra
; F[(*cosa-+-«'sina)/-, (CcosK+C'ftinit)r]/Y/r</if
I /*»*/• * = r I I F(roosa, rùnu)rdrdu,
et en faisant
ir = [(«cosu+ •' tin u)* -h (Ccosit-t-C' aina)*]»,
rot
= t l I /(cos«, sinn^'n/rt/ic . Mais
donc
/ % /*»« -/«cosM-h^sina Ccosp-hCsin u\du
= t / /(cosn, sinu)<fa.
Si Ton supposait les coefficients a, a', g, g' assujettis à vérifier les conditions
•» H- C» = i, «" -f- C'« = i, «*' -h CÇ' = o,
on aurait, par suite ,
à =: i, w = (cos'tt -f- ftin'it)* =:i,
(*) / /(«cosa-f-it'sma, bcosa-h Vinu)du *
= jio /(cowr, ànujdu, j*"f(*v + «'v, ^+f'v)rf« = ^*/(u, v)<fe.
113. ame Exemple : Considérons en second lieu l'intégrale triple
f f F(.x + «'r+«"z, Zc + Cy+S"z, y» + 7>4./*>
"PO «/ — QO </ — 00
Si après avoir posé «* + *'y ■+- ""* = Z> &+C'; + C'a = n, r* + </r +</*=
* = }/{*Z'y" - «CV -h *'C"y-V&y" -h *"£y' — «"Gy*)*,
on calcule dxdydz, on trouvera
Supposons maintenant que dans cette dernière formule on remplace les variables x, y, z considérées comme représentant des coordonnées rectangulaires par des coordonnées polaires r, u, 0, à l'aide des formules connues
x = r cosw, y = r sina cos 0, 2 = r sin it sin 6,
que Ton peut écrire comme il suit
x = vr, y = vr, z = wr ,
en posant, pour abréger,
u — coftft, v = sinw cos0, w = sinit sinô,
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>D trouvera ,
oc F [(«u 4- m'\-{- «"w)r, (Cu 4- C v-f- C"w)r, (yu + y' v-+- y" w)r]r» sin iufafi«
= 7 /' / / F(ur, vr, wr)r* sin «rfr </«<#. Si d'ailleurs dans cette formule on prend
F(*, ,,.)=* «-/(?, £, ï); alors, en ayant égard à l'équation
f r*e~Tdr=z 1, et posant, pour abréger
+ m'y 4- *"w). 4. (ft, + £'v -I- C"w)> 4- (yv 4- y'v 4- y"w)*]* on aura rl* J"*u -f-*'v4-a"w Cu -hCv-t-Cw yu 4-y'v4-y"w"| «in « dud&
o L W ' W ' W J IV3
= t / / /(u, v, w) sin afifad
Si Ton supposait les coefficients a, a, a", 6, 6", 6", 7, y', y" assujettis à vérifier les conditions
«* 4- C* -f- y> = 1, «'»+£'» +y'a = 1, et''» -f- C"M-y"J= 1 ,
««' -f- CC 4- yy' = o,
on aurait, par suite,
k = |, w = l, / /(«, + «' v + «'V, Su 4- C'v 4- Cw, y u 4- y'v 4-y"w) sin k</ik0
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Si les coefficients a, «', a", etc., satisfakaifuit aux trois dernières conditions, alors, en posa&t
P=(*» -t-É'-f-y»)*, //=(^4-C"-fy^, f*=(/»H-^+/»)l,
on trouverait
A- = tf/p", «> = (^u*- -4- pW1 4- p"*w»)i
Si la fonétton/^x, y, z) se réduisait à une fonction /(*) de la seule variable x , ,on aurait simplement
/ / f("cmu + «'sintf cos© + «'/sinasin6)siniu/ii<$
= 2*- I /[(«• -4- *'■ 4- •"a)tcos «] nnodk.
Cette formule a été donnée d'abord par M. Poisson en Si dans l'équation (A) on pose
les valeurs de r, P, Q étant
r = (*»-+- r»4-z*)t, J> ■= &r-h itjr -1- /*, Q = («xa H- */• -+- cz% -4- arfjs-l- a«ar-f- *f*ï% . pour satisfaire aux conditions
*«'+.&' -4-yy' = o,
qui expriment en réalité que les trois nouveaux axes des coordonnées sont perpendiculaires entre eux, il suffifa de prendre, pour a, 6, y, s; a, 6', y', $'} a", 6"». 7*» A trois systèmes de valeurs a, 6, y; 5, choisis de manière à
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vérifier les équations
«* -h/Z+ey f*+bC + dy _ em + dS + cy _ « C y
et correspondants aux trois racines de l'équation en j,
Alors, en effet, les trois nouveaux plans coordonnés seront parallèles aux trois plans diamétraux principaux 4e ' la surface du second degré
ax* -f- by* -+- ctx -+- *dyz -h 2*aar -f- ^fxy = *,
et par conséquent rectangulaires.
Supposons d'ailleurs que les équations
ax -*-/r 4-«=x, fx -+- ftj -+- <& = y> «» +4r-4-«=«>.
étant résolues par rapport à x9 j, z, donnent
x = ax4-fy-f-ez, y = fx -f- by -f- dz, s=ex -t-dy -t-cz.
Enfin nommons P, Q ce que deviennent P, Q quand on. y remplace x, jr, z par u, v, w, et posons
D = (abc — ad* — £<?» — cf* -f- a^)S
K = (a/i» -f- bit1 -h c/» -4-ad*/+ ae/A -f-aft*)*»,
on tirera de la formule (A)
Considérons le cas particulier où Ton aurait
P = &r, Qs^œ + ^f/1 + «*)]*» P= Aru = Arcosw, Q = (acoss« + 6sina«)}, D = fcl/â, K = Al/â= -7=,
et par suite
a* Ç* r hcosu ~]sin ududQ o»a* r»T /** /Acostfx. sin «4
» *'o Lcos*a-4-& sin*i*)*J ^3 «»3« "^Jo Jo^\\/^ Jcù^wéêV
et en effectuant l'intégration par rapport à 9 ,
/' * r Acosa *1 sin /«/m __ yq» /' « / A cosiA sinaife
o L(aoos'« + ftsiii»«)+J c0*3" ~ b Jo \\7T) oo83« '
de cette dernière équation on tire facilement
r*-r Acosu 1 sinmfo i /»* /AcosuN
<o L(acosaa + ftsin,w)ïJ(acosaa-4-ôsin,a)* b\SïJ o \ l/a )
et l'on en conclurait, en posant cosu = X,
On déduirait, de cette dernière équation, des théorèmes fort remarquables sur la transformation des fonctions elliptiques.
H4. 3mc Exemple : Considérons l'intégrale
qui donne Taire d'une certaine surface courbe
Si aux coordonnées rectangulaires x, y, z on substitue les coordonnées polaires r, m et 0, à l'aide des équations
jF = rcosfi, y = r sin a cosG, :; = rsinwsinfl, l'équation de la surface deviendra
Ffo P> 7) = °>
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et Taire curviligne sera déterminée, comme nous l'avons vu, par l'équation
S = ffdm do\/X' H- Y* + Z% dans laquelle
x = /a — y &> Y = *••■ — *ux'v z = **y « — Ve-
On a d'ailleurs
*1 = r^ cosa — r sin**, xg = /-gcostf,
^ = ri sin « cosfl -+- rcosa cosfl,
^ = rj sina cosfl — rshmsmfl,
. zl = r'u sin « sin © -H r cosa sinfl,
a^ = Tj sin a sinfl -H r sin « cosfl,
et par conséquent
X = r* sin u cos 6 -+- rru sin1 a, Y = /rj sinfl — (ri cos « — r sin**)/- sin a cosfl, Z = 77^ cosô H- (r'u cosa — r sin «) r sin m sinfl,
X*+ Y' + Z^r4 [r;1 4- (i* + ri') sin*«]. "
Donc, en faisant
R = Vr's .+.(/■»-+- r*1) sin »a, on trouvera
S = f/Rrdueiï.
Faisons l'application de cette formule très-simple à l'ellipsoïde
a b* r* \/Av> H- Bv> + Cw'
on posant
A = 6JC, B =: rtV", C = «"*% -
u = cos«, v = sinw cosO, w = sina sinfl. \
ru
a36 ; calcul intégral.
On a, dans ce cas ,
-^ g&r (Bcos ait-HC sm *« — A) du u cos I (Au1 -hBv* 4-Cw')î
—flficfC — B) sin'w sin0cosfi
rfl = 5 t
{Au1 -h Bv» -h Gw1)*
et par suite
/a_flafeV,[A>cm,u-h(BcosieH-Csigie)»n,tt]
. . (A3c"H-Bava-M>w*)ï R = abcsmu ~ : '-t.
(Au1 -f- Bv* -h Cw*)*
Si Ton veut obtenir la surface entière S de l'ellipsoïde, il faudra intégrer, par rapport à t*, entre les limites o et r, par rapport à 0 entre les limites rc et — w^ on aura donc définitivement
•/— * J o (Au* -+- Bv» -f- Cw*)t
En appelant* N la perpendiculaire abaissée du centre de l'ellipsoïde sur le plan tangent, on a
d'ailleurs
l/Au» -h Bva -4- Cw* =
donc, en substituant ,
* ('* r3 sin u du dB
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B est facile , comme nous le verrons , de réduire l'intégrale doublé du second membre à une intégrale simple ; niais, pour mieux mettre en évidence certaines propriétés remarquables de l'ellipsoïde , nous lui ferons subir, une nouvelle transformation. Appelons af 6 deux nouveaux angles ou deux nouvelles coordonnées polaires liées aux anciennes x, y, z par les trois formules
x = a cos«, j* = 6 sin«cos£, z = c sin et sinff.
Le point déterminé par ces équations appartiendra éviiemment à F ellipsoïde , car on a
a'cos'a 6*sina*cos*C c* sin*« sina«
on aura d'ailleurs
x'A = — asin«, x'ç= o,
jr'a == b cos« cosC, ^g = — b sin « sin<?,
2^ = c cos« sinC, 3^ = c sin* cos£,
et par conséquent, en posant, pour abréger,
{ = cos«, v = sin* cosC, Ç = sin« sin£, X=6c£sin«, Y = acti sin*, Z = — a6£sin«,
V/X*-hY>-{-Z> = sin* ï/A^-hB^-l-CÇS S=P /'* sin « ii«dCl/Ap -h B** + €£",
les limites des variables a, 6 sont évidemment les mêmes que celles des anciennes coordonnées u et 0.
En désignant toujours par N la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, on aura
i abc .
V/A^-f-B^-hCÇ»
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riables u ct&, on a
et par conséquent
On tire de cette équation une conséquence fort remar-. quable. Appelons a', J' les deux grands axes de l'ellipse que Ton obtient en coupant l'ellipsoïde par un plan parallèle au plan tangent dont N exprime la distance au centre; d'après les propriétés bien connues de l'ellipsoïde, on a
et par suite
abc = a^'N, N = ^, a b
S=ffa'b'smad*dC,
-m = sm etd«d£ , a b
et , en intégrant entre les limites — 7T, + 7T ; o, 7r,
Cette équation exprime que la somme des éléments superficiels d'un ellipsoïde, divisés respectivement par. les aires des sections diamétrales parallèles aux plans tangent» de ces éléments, est égale à 4* M. Chasles a donné une démonstration purement géométrique de ce théorème. 115. Si pour transformer l'intégrale triple
V z=zfffdxdydz,
on avait recours au système de coordonnées polaires déterminé par les équations
x = rcosff, y = rsinu costf, z = rsinu sinô,
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on trouverait , comme .nous l'avons déjà vu ,
V = fffr*ùnudud$dr,
et, en intégrant entre les limites o et r,
V=±ffr*smudud$;
dans le cas de l'ellipsoïde
on a
(Au»-^-Bv»^-Cw*)*, -
et par conséquent, en intégrant entre les limites — tt, -h 7r, o et 7r, on aura, pour le volume entier de l'ellipsoïde,
r-n /»* alblc* ÙTkududQ
"~ J-* Jo 3(Àua-HBvM-Cw,)*,
ce volume est d'ailleurs, comme nous l'avons vu, égal à \itabC) donc
/« f* 'ùnududQ 4"* 4"" . -« J o (Au* -hBv» -f.Cwa)î "~" ****** ~~ À*B*C*#
On retrouverait de cette manière la valeur de l'intégrale définie du premier membre. On pourrait, au contraire , partir de la valeur déjà connue de cette intégrale pour calculer le volume V = -J Tzabc. Ce volume s'obtient .encore immédiatement à l'aide des nouvelles coordonnées polaires
x = a cos«, y = b sin* cosff, % = c sin* sin£; T. n . 16
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on trouve en effet
V=r j f " J r*sinudud) = j / / abcûntdmiK =2 $wabc.
116. Considérons, pour quatrième exemple, les mêmes intégrales
V = fffdxdydz,
qui donnent Taire et le volume d'une surface courbe; maié substituons cette fois les coordonnées elliptiques r, p, v aux coordonnées rectangulaires x,jr, z. Désignons parr^j^,^, z^ r\ x'f, y\, z\ les dérivées partielles
de r, Xj y \ Zj prises par rapport à fi et à v, et posons
— r II II -wr ' ' ' ' rm ' I I
on trouvera
S = ffdpd, l/X* -h Y* 4- Z* . En différentiant les équations
r\/ff—1>*\/b% — f*
cV^c* — b*
et posant* pouf abréger,
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a aura
r> -f-^>/> , __ /p, -+- /u» rf
bc ' f~~ *c
z = ^fep^ - - ** +r{*- -"■■ • Y = ^-^'-"^ - r("" - *,)]-
Et m , après avoir réduit cet trois expressions au même dénominateur^ on fait la somme des carrés X', Y*, Z*, il viendra
•'J * mnpff
li étant toujours compris entre b et c, et v étant toujours plus petit que A, on obtiendra la huitième partie de l'ellipsoïde à l'aide de l'intégrale définie (*)
Jo J b ▼ mrma
mnpq
(*) Noos donnerons plus bas et avec plut de généralité , dam la 19™* leçon , le moyen de déterminer les limites correspondantes des variables », y y s, r, p et 1. Mous montrerons que les limites o et h pour /*, &et rpour v répondent réellement au cas où Ton veut avoir la huitième
Le cas le plus simple est celui où la surface donnée est une sphère ; le rayon r étant alors constant , on a
et en désignant par S' la surface entière de la sphère, elle sera représentée d'abord par 47rr% et ensuite par huit fois l'intégrale qui précède, intégrale qui, dans ce cas, se réduit à
(fê* — >*)dpd>
b V/V— b* \/b% —,*\/c*—p* \Zc* — »,#
En égalant ces deux valeurs d'une même surface, on trouvera
/• * ç c fcia -— i*)dpdv *
J o J b \Zp* — b*\/b* — ** V/V — p.* \/c* — *a 2
De sorte que l'intégrale définie du premier membre est la huitième partie d'une sphère d'un rayon égal à l'unité. Cette intégrale, donnée d'abord par M. Lamé, a été vérifiée par M. Poisson , et démontrée géométriquement par MM. Chasles et Terquem.
Passons à l'intégrale triple
V = fffdxdydz.
On sait par la transformation des intégrales que, si «r, fx, v sont trois nouvelles coordonnées, liées aux anciennes x, y, z, par les équations
dx =r « dr -+- C dp. -+- y dv9 dy = a! dr + •' dp -+- y' dv, dz = a"dr -+- C'dfi -f- y"r/,,
F intégrale triple devient
Dans le cas particulier qui nous occupe, en vertu des
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équations qui lient ar, y, z à r, p, v, on aura fndr-\- ndu -+- rfid*
bc
dy = (mndr-\ rpdp, — — r»rf, ]
<fc = — ■ ( pqdr — - rftdp — ^ ndf ) ,
cv* — b*xH p . ^ ;■
et en comparant ces valeurs à celles qui précèdent,
* - bc' C ~ Te' y ~ Kf
on aura , par suite ,
y>'ff_«S') =
mqc*(c* — £*)#
En faisant la somme de ces trois expressions et réduisant , on trouvera définitivement
— f f fît* — •*) **dntpd9
mnpq
Une première intégration, faite par rapport à r entre les limites o et r, donne
(p* — >*)r*dftd* mnpq
Dans le cas d'une sphère , r est constant, et, pour obtenir son volume entier, il faut effectuer les intégrations entre les limites b et c pour p, o et b pour v, et multiplier par 8 ; on trouve, de cette manière ,
h fc {(? — **) dp d*
mnpq
/'b ne (p> — f^dfidf .«•
o Jb \Zf^ — b* \/b% — >a \/c% — p* \/<? — »a *%
Ce mode de transformation s'étend avec facilité au cas où Ton conserverait les trois coordonnées elliptiques X, p, y* liées àx,/, z par les équations
fcV/r' — £a 1/a* — r*\/>— ^al/ca— »
En posant, dans ce cas,
dx = r
]/^— b* = /, l/V— p* = Âr, V/'/>a~ra = /, \/V — >a = m>
fiuix -H Ay^c -h *pd*
bc
dy
__ I / ilkd?i glpdp gjpdt \
dz =
/ kmxdx hmfulf», hk » d*
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et par suite
ch\/c' — b* ckYSc% — b* cmVcx — b
m [* W- c*{c*-b*)hiC
h t*(\* — t*)hmi
Ç(y«-*y) = cX{c%_h%)gkf
la somme de ces trois expressions, ordonnée par rapport
à À4, /x4, v*, sera
A<fc» — ,») 4- ,«<(>» — A») H- >* (a*— f»») et en remarquant que
A V — »a) -+-/U4(»a — A*) 4- >*(Aa — ,<>) = ( A* — ^) (,** — >>) (A* — >»),
on trouvera définitivement , pour le volume V,
On obtiendra le volume entier de l'ellipsoïde x* y* s»
A2 A* — b* A* — Ca
en intégrant entre les limites o, b pour v; b9 c pour p; c, 1 pour y, et multipliant par 8 j ce qui donne
v=8 f Ie p£-^,->,)(A'->,W*.
Jo Jb Je ghiklm
Ce volume d'ailleurs est égal à ^XW—b* \/U^7\ on aura donc
TJ.
Telle est la valeur que M. Lamé assigna le premier à l'intégrale triple du premier membre. M. Poisson, a vérifié depuis l'équation qui précède.
118. Nous avons pensé que Ton verrait avec plaisir la démonstration géométrique que MM. Chasles et Ter- \ quem ont donnée de l'équation
o Jb y/(p*— &»)(<:»— /«*)(&* — »*)(** — >*) ~~ 2 *""
Si, comme nous l'avons vu(n° 103), après avoir fait croître X de dlj de manière à donner naissance à un second ellipsoïde infiniment peu différent du premier, on prend à chaque point M de la surface du premier ellipsoïde, l'épaisseur dxs de la couche comprise entre cette surface et celle du second ellipsoïde, puisqu'on multiplie le rap-
port — par l'élément superficiel (fo> = d^sd^s du premier
ellipsoïde, la somme f -r-àtù de tous ces produits, étendue à la huitième partie de la surface de l'ellipsoïde, sera donnée (n° 103) par l'équation
Ix j > rbfc (ft* — >*)dudf
Or, en exprimant — en coordonnées rectangulaires, a
l'aide de cette observation bien simple que dks est l'élément infiniment petit de la normale à l'ellipsoïde , <et que
quand ^ varie seul — = — , on trouve
* V Â* "*" (v— *»)» + (a*— c>); N étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan • tangent à l'ellipsoïde; donc
J dks A J
Mais lïïdtù ejt évidemment le triple du volume de l'ellipsoïde et ce volume est égal à
ja-aVa*— b* I/a*— c,
J^^=^NflW = 4*l/(A» — ^)V/(a»— c»)
et par conséquent
119. Il est un système de coordonnées qui renferme, comme cas particulier , le système ordinaire de coordonnées polaires, ainsi que les coordonnées elliptiques de M. Lamé , et dont l'emploi conduit à quelques transformations remarquables. Désignons par r le rayon vecteur mené de l'origine au point (a:, y, z), par u et 9 deux angles variables, par m et n deux constantes positives assujetties à vérifier l'équation
//ia -H /ia = i ; on pourra poser
rsinai/i — m'sin'o, y = rcosacosfi, z = rsiu&V/i — /i1 sin *«,
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on aura
et les trois coordonnées x, y, z détermineront complètement la position du point dans l'espace. En substituant dans l'équation x* •+- y% + z* = r1 pour or, y9 z leurs valeurs, et ayant égard à la relation m1 ■+- n* = i, on trouvera
sin'a (i — iîitsin18)-4-cos,acos*9-hsînaô(i — /isansa)= i.
Pour calculer à l'aide de ces coordonnées une étendue symétrique par rapport aux plans coordonnés, et circonscrite par une surface que les plans coordonnés divisent en
huit parties égales, on donnerait o et- pour limites aux
angles u et 0. L'hypothèse de r constant ramènerait au cas ou la surface donnée est une sphère. Si cette surface devait être un ellipsoïde
et si le point (x, y, z) devait se trouver sur cette surface, on devrait poser
x =r as\nu\/i — wasinau»
Y = b cosa cos£,
z =. csmOy/t — n% sin*#t.
Si l'une des quantités rc, m s'annulle, l'autre devra être égale à l'unité $ si par exemple on fait m = o, on aura n = i, et par suite
x=rsin«, y = rcosucosO, z = r sin u sin Ô;
c'est le cas des coordonnées polaires plus communément employées.
Cette même hypothèse dem=o, n = o, donnerait, dans le cas d'un ellipsoïde ,
x = a sinu, y = b cosu cos0, % = c sinô cosu.
Nous ayons dit que ce système de coordonnées, dans le-* quel x, yy z sont exprimées au moyen de r7 u, 6j m et n, peut se ramener au système de coordonnées elliptiques. En effet, désignons par p une quantité comprise entre & et c, par v une quantité plus petite que b < c, et posons
- = cot1 ::, 9 = b sin u9 b = nc> cx — b% = ca/«a ;
comme on aura
ca — 6» 6»
met/i vérifieront la condition voulue. En substituant les
valeurs de jtx* et de vf dans les équations bcx = rfity by \/c* — b* = rl/V — &"l/&* — f», cz \/c* — 6* = rl/ca— #«al/c* — f%
©n retrouvera, après des réductions faciles, les équations x = rsinaV^i — //iasin*ô,
y =r rcOSKCOs6,
z = r sin 0 W^ i — /ia sin a*i.
S'il s agit encore d'un ellipsoïde dont les trois axes a, fÇk), f (i) soient tels que Ton ait
il sera représenté , dans le système de coordonnées r, m,. 0, m et n, par les équations
x = xmul/i — /wasinad, /=/(à)cos« cosô, z = f (a) sin 0 l/i — «* sina«;
en posant dans ces équations
et remplaçant, comme nous, venons de le faire, u et 0 par (x et v, on retrouverait les équations
bcx = *f**, bf\/c* — b* = Vx% — - *al/V — £*l/>.— »', cz l/c* — 6» = I/a» — ^VV — *H/c" — »*.
120. Cela fx>sé, employons le système de coordonnées déterminées par les formules
x = rsiniiV^i — iwasin*0> 7 = rcostf cosô, z = rsinÔ V^i — «*sin>M, à la transformation de l'intégrale
Si Ton désigne par x'u, yl, z'u, x'^ y\, z'e les dérivées
partielles des variables x,y, z prises par rapport à u et 8, et qu'on pose
= Xez u—*eT*7 Y=x0z» — xuze, Z=zxByu-^xmfB7
l'intégrale transformée, si Ton suppose r constant, deviendra
= ffaurioy/x* + Y, + Z1
on a d'ailleurs
%s . . , , rm% sinit sinô cosô
^zrrcosaK i — /w1smaa, xA = T
V\ — m'unl
j^i = — r sina cosô,
, résina cosw sinô
V/i — vi*sin*«
Xq = — r cos a sin9,
cos 6 V'i — /i2sinaa>
et par conséquent, en ayant égard à l'équation identique
i — m* ân*0 — n% sinaa == m% cosaA •+- »aco&*«, et réduisant ,
__ r*fànu(mz cos*9 -f- /ia cosaa) Vi — w»*sin*0
1/ 1 — m*sm*6 \/\ — «asin *u
r»(m* cosa ô -4- n* cos %u) cosw cos0 . Y = — v — '
l/i- /w»sin*ôl/i — /iasin*« *
rasin0(macosa0-t-«a cos'tfJV^i — n* sin*â
\/i — /nasina0l/i — »asina«
*/*/ J/i — tfiasina0l/i— -#ta sin*»
Comme nous avons supposé r constant , S représente nécessairement une portion de la surface de la sphère; on
obtiendra la huitième partie de cette surface — en prenant l'intégrale entre les limites o et -; on aura donc
Jf"> /-i /w'cos1!*-*- n* cosa« _ ^ %
I duAQ = - ;
o «/o i/^i— masinaôW/i — /iasinaa *
cette équation peut encore se mettre sous la forme
r«a /■•» f — m* sina0 — n* sin*«
I I - du di = - ,
»/o i/o \/^i — /wasina0K i — /?asinaa *
et renferme le célèbre théorème de Legendre sur les fonctions elliptiques.
En posant en effet, suivant les notations de l'illustre
a54 géomètre >
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F (m, 0) = f J d° E(iw,0) = fdO\/i—m*m%
Y (m) == f * , dQ 5=,,E(/it)= /*<ttl/i— /w*sin*e,
on aura
/sin'aatt i r„, * -./ %-,
,y = 5 [F(if, «) - E(#i, «)],
l/'i— /t'sin»/* *
r sin*ôrfi î r_. • x _,, ,,,
«/ V^i— m,sina0 m
Cela posé, l'intégrale dont il 6'agit se décomposera dans les suivantes
l/i — m*sina6V/i — /t* sin 'it
= Fi/w)E(/i),
J o J o \f i — m* sin *0K i — ** sin 2w
/ia sin 3udud6
J o ./ o ^ i — /h» sin *6 V i — /ia sin1**
et en substituant, on aura définitivement
F (m) E(/i) -h F(/ï) E(iw) — F (m) F («) = -.
Telle est précisément la formule donnée par Legendre. On aurait pu ne pas recourir à l'expression connue de la surface de la sphère ; car la surface S devant être indépendante de m et de n , on pourra faire m = o, ce qui
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lonnen = i,
= r* 1/ * — —===dudbz=r2llc(»udud09
J J V \ —mxéxL%*\/ \ — «••in1!! ;•/•/
et en intégrant entre les limites o et -,
mr*f* macosa0 -h**cos"« /'* / * *
/'»/*« macosa0-h /l'cos'n y
o^o t/i — /wasin'0l/i — ./i*sinaw~ »"
Diverses autres méthodes pour la rédaction ou la transformation des intégrales multiples.
121 . Parmi les méthodes qui peuvent être employées à la détermination des intégrales multiples, une des plus fécondes a été indiquée par M. Cauchy , et consiste à remplacer, dans l'intégrale donnée , un facteur de la fonction sous le signe f par une intégrale définie tellement choisie, qu'après ce remplacement les intégrations successives puissent être facilement effectuées ; entrons à ce sujet dans quelques détails. Considérons une intégrale multiple S de la forme
s = fjj ■■!;***
P, Q étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables x, y, z, ... ., et p. une constante positive, ou même une constante imaginaire dont la partie réelle soit positive. Désignons d'ailleurs, comme nous l'avons déjà fait, par T(^) l'intégrale eulérienne de première espèce, on aura (n° 56)
Q/* rW Jo et par suite
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s =-mfJH- • •""****+*• - •*•
Concevons maintenant que Px, Qx étaut des fonctions de la seule variable x\ P^, Q^ des fonctions de la seule variable y \ Pa, Qa des fonctions de la seule variable z, . . . ,,
on ait
alors en posant, pour abréger,
v = / P, <r-<t*dx, v = J Vje-^t'dr, w = /P, c^-'***,
on aura
/ . f r/*"~,«vw...«/f.
Donc alors si Ton peut obtenir en termes finis les valeurs de u, v, vc>..., considérées comme fonctions dé f, la détertnination de l'intégrale multiple S se trouvera réduite k la détermination de l'intégrale simple
Si, au lieu d'avoir Q = Qx + Q, + Q„ . . . , on avait Q = 1 -f- Qx -f- Q r -f- Q„ . . . , on trouverait
r(t*)Jo
ire application. Supposons
P = xlymz*. . .(Te***. . . ,
Supposons d'ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives aux variables x, y, *,..., effectuées respectivement à partir de certaines origines ou limites
fixes x == Ç, y = », * = f , Concevons enfin que la
fonction
i -f- *x -f- fy 4- y*...
T. ii. i7*
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offre toujours une partie réelle positive, ee tfm arrivera, par exempte , si les deux limites de chaque intégration étant des quantités positives, chacune des constante» a, 6, y,,., a on une valeur positive, ou une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive, on trouvera
( Vf a — mt
r (*) * * c Jo a — mi b — Ci
On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable que la fonction S de ar, jr, *, . . . , représentée par l'intégrale multiple proposée, peut être réduite à une intégrale définie simple relative à une nouvelle variable I, quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées au* premières variables x9 y, z, ... , ou à leurs origines. '
Si, en attribuant aux constantes a, i, c, . . . des valeurs dont la partie réelle fût négative, on supposait chaque intégration effectuée entre les limites o et oo, on trouverait
et, par suite,
_ r(/-f-i)r(jw-+-t)r(n+i)... / • t^^e^dt ■_
s~ r(/u) Jo (mi-Y+'iCi—by+'bt—cr-*."
Si dans cette dernière équation on remplace J, m, »,. . . par Z — i, m — i, n — i,. . ., et a, i, c, . . . par — fl* — bj — £*•••» e^e donnera
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/, GO p 00 p OC jj-t y«-i3«-t ,.-■*, .-*r,j-c» I I ... ' : — dxttydz . .
_rf/)P(jii)r(/i) r * t^c-'dt
Cette dernière formule subsistera toujours, d'après ce qu'on vient de dire , quand /, m, n étant des nombres entiers , a, &,<?,....,«, 6, 7, ... . désigneront des constantes positives, ou même des constantes imaginaires dont les parties réelles seront positives.
a"1* Application. Supposons
P r= jr/-« j*-> **-« . . !•-« e"*/ «?""*», et
Q = 1 -+- «* 4- Sx -+• yz •+- . . . ,
/, m, n, . . . désignant des constantes positives, ou même des constantes imaginaires dont les parties réelles sont positives ; et prenons d'ailleurs pour limites des intégrations relatives à chacune des variables #, y, z, . . . les deux quantités o et 00 , on trouvera
c_r(/)r(/yi)r(/i)... /" tP-^-dt
' Jola + *tY(b
C'est la même formule que précédemment, mais étendue à des valeurs réelles ou imaginaires des constantes
pourvu toutefois que ces constantes ou leurs parties réelles soient positives.
Si, dans l'équation qui précède, on réduit les variables x, y, z, . . . à une seule, et si Ton pose de plus a = i,
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dans laquelle les variables x, y, z, . . . doivent tontes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
6;+®r+Gy+... <■'■■
a, 6, c, .... ; /, m, n, . . . ^ p, q, i\. . ,y étant des constantes positives.
En effet, remplaçons d'abord f - j par #> ( j ) P*r Ji l-j par *% . . . . , et par conséqiiejit dx9 dy^ dz^ .... par
»* rfr, -y1 dy, -s </«>...,
on aura alb*c
5= ///... iT rv r ...dxdydz=z 8,.
pqr... JJJ pqr...
H reste à déterminer S,, qui est une intégrale de même forme que la proposée , mais dans laquelle x, /,*>••• doivent prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
en posant
il viendra
S, = fff...x*-\rh->z*-...dxdydz....
Quand le nombre des variables x, y, r,... se réduit à Tu-
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tégrale
/»qo/.oo^oo dxdych
o Jo Jo '"(i -h*« + 7'-*- «• + ...)*'
Si, dans l'équation qui précède, on réduisait les variables x, jr, z à une seule, et si Ton remplaçait /par a, p par &, on retrouverait la formule connue
/• °° afldx _r(a)r(b — a) o {TT*?- r(b)
en faisant b = i et remarquant que Ton a (n° 56)
/^afldx o l 4-x
s^lflîr,
on aurait
ou
r(l) sinav'
sinasr !
et cette équation, en vertu de ce qui précède, s'étend au cas même où a est imaginaire, pourvu que sa partie réelle soit positive.
Si Ton y fait en particulier a = b\/— - 1 , a désignant une quantité réelle , elle donnera
[flc~' °°^a] x) *** J+ [/</"* *™{ahc) ^ï" é"^-** '
122. Par un procédé analogue à celui que nous venons d'employer, on arrive facilement à la détermination de l'intégrale
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dans laquelle les variables x, y9 s, . . . doivent prendre tontes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
GMîMtf
a, 4, c, . . . . ; /, m, n, . . . ; j>, ^, #•, . . . , étant des constantes positives.
En effet, remplaçons d'abordf-J par;?, (jj parjs f - J par *% . . « . , et par conseillent dfo àf^ dis, . ... par
on aura
= fil— * r * ...dxdydz= i
pqr... JJJ ' pqr...
H reste à déterminer S19 qui est une intégrale de même forme que la proposée , mais dans laquelle x, y, z, . . . doivent prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
en posant
il viendra
S» = fff...x*-\rh-lz'-,...dx(fydz....
Quand le nombre des variables x, y, r,... se réduit à Tu-
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site, on a
Si = jy.,^ = a = _r>) a.(.;;
si le nombre des variables se réduit à deux, il vient
S, = r'*»-V£r f '~ "xh-'tfy = r f '.«•"' (1 — *Pdx : nuis (n° 57)
Jo V ' r(i+a + b)'
donc
1 br(i-4-a-+-b) r(i-ha-hb)'
Supposons maintenant que S, soit une intégrale triple ; on pourra l'écrire ainsi
(*) Cette dernière transformation repose sur le théorème bien connu n plis généralement
r(,u -4-n) = (u(/x -f- i)...(^-t-„- i)r(u), qw Ton déduit immédiatement de l'équation fn° 56 )
lOC
•a h dUrtrentiant « fois de suite par rapport à la quantité a. On trou?e • etst de cette manière
/>V-4-ii~lj:..,d!r_r(/x-H*')^^(/x-M) (p + n-l)T
(/*)clc.
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et en ayant égard h Y équation
r(/)r(i— 0=-tV.
et remplaçant m par sa valeur i — /,
Soit/? un paramètre plus petit que p, et faisons k =p— /?; supposons de plus que la fonction F étant une fonction de la somme de deux variables, on ait
l'équation qui précède deviendra
En posant dans cette équation p = oo , et supposant • que la fonction <p (p) s'évanouit pour p = oo , on trouvera
M. Lcjcune-Dirichlet a donné le premier l'intégrale
ru 1 h-
et il y parvint à l'aide d'une méthode très-remarquable. Elle consiste simplement à multiplier l'expression qu'il s'agit d'intégrer par un facteur dont la valeur soit égalé à l'unité dans l'étendue que les intégrations doivent embrasser , et qui s'évanouisse en dehors de cette étendue. Essayons de donner une idée suffisante de cette méthode.
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Supposons qu'il s'agisse de déterminer l'intégrale triple
•~rb/jf/2?.
«tendue à toutes les valeurs positives dex,j, z qui vérifient l'inégalité
GK
r est d'ailleurs déterminée par l'équation
/* =r (* — •)> 4-(r— q» -H (z — y)». Cette intégrale sert au calcul de l'attraction de l'ellipsoïde — + ^ + — = i sur un point extérieur ou intérieur.
Comme l'intégrale
i r00 sint* ^
(*)Ona;n°tfH)
sin &x — = - ; o
«Tailleurs, a désignant ainsi que b une constante positi?e, on aura
/*» dx i Z'00 <ir
I sin&rcosor — =- I [ sin (fr + a) x + sin (ft — a) a-] —
Or, !• si & > a, a + ft et 6 — a seront deux constantes positiYcs, cl chacune des intégrales du second membre sera égale a - : on aura donc
/•» dx nr
sinfrxcosax — = -; o x a?
a°. Si fc <. a , b — a sera négatif, mais a — 6 sera positif; la première
ÏJO
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est égaie k l'unité on à %érù, suivant qte là sitîve k est inférieure ou supérieure a l'unité, il suite que l'intégrale S peut être considérée partie réelle d'une nouvelle intégrale
[n—i)Jo u J-a»,/-* J-
ié-
dans laquelle les intégrations par rapport aux
blés x,y, z peuvent maintenant s'étendre depuis — «o
jusqu'à + «0 . Peur obtenir l'intégrale triple relative i
ces vtfrkbks, on exprimera la fraction -^aa ■■ n_t par
intégrale sera toujours égale à -, tandis que la seconde, qu'on peut mettre
sous la forme
iy7. *(„-»)£,
sera égale à ; donc
sinArcos<Mr-i- = o.
L'intégrale / sin bx cosox — est donc égale à - ou à o, suivant quel •*
plus grand on plus petit que a.
Si Ton (ait b = i, a = *, la condition b — a > o devient *< i * Pon en conclut immédiatement que le produit
sinxeos&r
dx
est réellement égal à l'unité ou à o, suivant que la constante positif* i081 ktférteure on supérieure k l'unité.
une intégrale définie au moyen de la formule connue «nier (*)
* * t*—**lt - — L_£
Dès lors, en faisant
!■• y» a ,.oo
a « 4 /•" «in « /°° — '
— iN, Jo « A
V est le produit de trois intégrales simples dont celle relative à x en vertu d'une formule connue, qui dérive de la formule d'Euler, est donnée par l'équation
lA
E& substituant cette valeur et celles des deux autres intégrales de forme analogue, remplaçant ensuite la variable
iptrune autre 9, telle que t = -, observant que
(*) Nom donnerons dans une Leçon supplémentaire une démonstration > de cette formule.
et posant
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a»-f- Q b% -+• fl c» -+- 8*
on trouvera, après avoifr diffihrentfëpàr rapport à a, pour avoir la composante A de l'attraction de l^feJUpsoïde parallèle à Taxe des x7
^■v^iJ
Cette expression devant être réduite à sa partie rëeÛe, tout revient à avoir celle de
> — sfaït _
Or cette intégrale, en y remplaçant aïiiii p*¥ dès exponentielles imaginaires, sera immédiatement donnée par la formule d'Euler, en ayant soin d'observer que le second membre de cette formule doit* étate Hemplfccé par
lorsque q a une valeur négative. On trouve ainsi qiiè là partie réelle qu'il s'agit d'obtenir est zéro ou
?[ i ]sin —
suivant que £ > 1 ou J < i«
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Si le point (a , 6, y) est intérieur à l'ellipsoïde
on ion
"7 ■+" Âl -*- ^ < « >
I çt par conséquent aussi 5 < i ; on aura donc simplement
/»oo i i-
. vK)(-*J)Kr
Si le point est extérieur, on déterminera la racine positive unique X de l'équation
et Ton aura évidemment â > i ou £ < i , suivant que
0<1 ou 0> A. L'expression de A sera donc
Si dans cette dernière équation on écrit A + 0 au lieu M, et qu'on fasse
, an
fl'+Ara", *' = — , a
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elle prendra la même tourne que lorsqu'il s'àgïâiail dW point.intérie
H est inutile d'ajouter que le procédé que noua venons d'indiquer s'applique a toute intégrale de même forme que l'intégrale proposée S, quel que soit d'ailleurs le nombre des variables qu'elle renferme.
125. M. Catalan a été conduit, par des considérations géométriques très-simples * à une méthode nouvelle oe réduction qui s'applique à un grand nombre d'intégrales, et notamment à celle qui donne l'expression analytique delà surface de l'ellipsoïde* Reprenons là formule
-/JW-dHf)*- .
A'1 r * ; * et supposons qu'il s agisse de V ellipsoïde — + j- + — = i ,
on aura
^Li
tte C* JE <& C* f
dx^ a1 z ' dy ~ b* i *
Si Ton veut calculer la huitième partie de la surface d^^^ l'ellipsoïde, il faudra étendre les intégrations i foutéa to^^^ valeurs positives de x et de y qui vérifieront la condition^*
Cela posé, admettons que les trois axes a, A, c sont —
gës par ordre de grandeur, de telle sorte que l'on ai^~ '
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€ê > b > c, et disons
il viendra
S = abffÇdtdn:
les limites de la nouvelle intégrale seront fournies par la condition
Cette intégrale // ÇdÇdv représente un solide dont 1 elément infiniment petit a pour base le rectangle d\dr\ et pour hauteur f ; elle peut être considérée comme exprimant le volume de la portion du cylindre Ç1 + m* — i , comprise entre les parties positives des plans coordonnés et la surface
Or si, après avoir mis cette équation sous la forme
nous y regardons £ comme un paramètre variable, nous conclurons que tout plan perpendiculaire à Taxe du cylindre, et situé à une distance plus grande que l'unité de l'origine, coupe la surface suivant une ellipse dont l'équation est
Pour f = i cette projection est l'origine des coordon-
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nées \ et si , à partir de cette limite inférieure, on fait croître £ indéfiniment) on obtient une série d'ellipses concentriques dont la limite répondant à £ = 00, est le cercle Ç1 + w1 = 1 . D'après cela nous prendrons pour élément du volume dont il s'agit le cylindre ayant pour hauteur £, et pour base le quart de la couronne comprise entre les deux ellipses que l'on obtient en attribuant au paramètre £ deux valeurs consécutives £ et £ + dÇ. Cette couronne est aussi l'accroissement, ou mieux la différentielle du quart de l'aire de l'ellipse
comme les axes principaux de cette ellipse sont
le quart de son aire sera
la différentielle de celte aire aura pour valeur^ r/.AB, et
l'on aura
*=Tjy ab =irf[iABc-/rAiwc]
4 Li/(p-w»)(ç»-„.) Ji l/R--«»xç» — ie)J
Les limites dte Ç sont bien Ç = 1 , f = 00, car on a réelle* ment, pour f = 1, | =x o, 7} = o, Ç1 + 17* = o ; pour £ = «S V 4- uf = 1, comme cela doit être; l'intégrale devant s'étendre à toutes les valeurs de £ et de n propres
à vérifier la condition |f + y?' _ 1 .
L'intégrale double S est donc ramenée à une intégrale simple qu'il s'agit d'évaluer. Pour cela posons
d'où
„ mcosu t
— (Ca— »K_' f *' -A du
/l///** — n* sin *i£ i — /i* N
"~~ \ «°a« V//ïf**-/iasma*/
Par ce changement de variable , l'intégrale fonction de f se trouve décomposée en deux autres
/ilu\/m* — *asin2it , x /' rfi*
chacune de celles-ci devant être prise depuis sin m = m jusqu'à sinw = o , ou, en posant m = sin ja, depuis u=fi jusqu'à u = o 5 en renversant ces limites et posant, pour
simplifier, - = À, la différence des deux intégrales devient
/* du\/ 1 — k* sin '/«
i — ri* rt* du fi
et en intégrant par parties,
1 f' _gl .. +//icoUt/»-X'sin^ + ^ f* C°S,f<^ */o V i— /ashr« ^ o i/, — fi^ni,
cot«Ki — Xasina«-f - I -^—
mjo l/i — X-' sin '«
ou
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v\/\ — ifsin*!!-!- m f'y/i— k* sin*udu-{-- — f
Jo m J q
ou, en faisant usage des notations reçues,
Vi-^m
m cot «l/i — X* sin*« -h mE(A, ^) -4-
i— wta
Il reste à calculer entre les limites relatives A chacune des variables £ et a la somme des quantités
C'-OC
, mcolu\/ï — Xa sin ***.
En exprimant la première en fonction de u, il s'agira de chercher, entre les limites u = o, sinu = /n, la différence
tV ,. . , m* — sin'« (i — m1 — ii*cos**)sifl
smacos«V//wa — *aain*w cosiik ma — j^sk*!
Cette valeur devenant nulle à la première limite, il faudra seulement y substituer sin u = m , ce qui la changera en
De tout ce qui précède on conclut enfin que la surface . totale de l'ellipsoïde est donnée par l'équation
S = airai |Vr=^V/7^T-|- mE{k, p) + ^F(Ml
OU
;[("' - «') »(*.*•) + **(k9 HJ.
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Cette valeur diffère, par les Doutions seulement , de celle qui a été donnée d'abord pat Legendre (t. Ier des Exercices de Calcul intégral 3 p. 109); pour l'appliquer U faut se rappeler que
\Za* — c* c
sinp = m = » cos/* — y
196. Si Ton avait voulu ramener simplement l'intégrale S à une intégrale simple sans descendre jusqu'aux fonctions elliptiques, comme nous venons de le faire avec M. Lobatto, on aurait pu procéder un peu différemment. Revenons à l'équation
s = "jfad*
qui nous montre que S est un solide dont l'élément est un parallélipipède ayant le rectangle d\dr\ pour base , et £ pour hauteur. Appelons À une surface qui ait d\dr\ pour élément ou qui soit déterminée par l'équation
on pourra écrire
S = /ÇrfA.
Comme £, m sont assujettis à vérifier constamment l'équation
(Ç* — ***)? H- (Ca - *")»' = S1 - i, et à satisfaire à la condition
les limites correspondantes de £ seront i et oo; et de plus
— m*dU
i~n*taj i — p*dU dm n dn p dp
128. Les résultats que nous venons d'obtenir ont été déduits de considérations géométriques qui ne peuvent pas s'étendre au cas d'un nombre de variables supérieur à 3, Mais il devait être évident à priori, que toutes ces considérations détournées sont l'expression d'un seul et même fait analytique; c'est ce dont il est facile de s'assurer. Considérons en effet l'intégrale multiple d'ordre n
s = ///...^rfrrf»-V<-^-7.-:^ . ....•
dans laquelle zw, n, p, . . . , sont des constantes positives moindres que l'unité, et jc, y, z, . . . des variables positives liées entre elles par la condition
Posons
i — m aj?a — n* r* — n%z% — ...
i — x% — ra — z1 — . '
et calculons l'intégrale mvlûiplefffdxdydz dan»
laquelle a:, /, z, . . . prennent toutes les valeurs propre» a satisfaire à la condition
-xa
qui n'est pas contradictoire avec la première
i i f1 — /n* attendu que les rapports —%
sont toi
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dOQ
t* — m1 F — - ri
et appelons V un volume qui, ayant pour élément dxdydz, est déterminé par l'équation
V = SJSdxdjdz,
S pourra se mettre sous la forme ftdV ; et comme les limites de t sont
1 correspondant à
x* -f- jf* -f- *a = o, x = o, 7 = o, « = o ;
» correspondant à
on aura
dV est une fonction de t facile à évaluer ; en effet, puisque *<» variables positives a:, j, z sont assujetties à vérifier constamment l'équation d'un ellipsoïde dont les axes sont
v ne peut être que le quart ^ ABC du volume de cet ellip- ^ïde, et l'on trouvera en conséquence 2 ^_ tdtj/r — 1 / 1 — m* t ~ n% 1 — p*\
^ )/(? — j*>)(f — /!»)(*» —p*) \P — »" + ««-JI«+C- />■/
^t, en posant
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les limites étant déterminées par l'équation
on aura
les limites de l'intégrale multiple étant données par la condition
Comme on a
fM.F(t) = tV(t)-fF(t)dt9
on peut mettre l'intégrale définie proposée sous une forme plus simple, où il n'y a plus même de diflerentiations à effectuer. Pour déterminer la fonction F Çt) restée jusqu'ici inconnue , il suffit de recourir à la formule remarquable de M. Dirïchlet
JJJ..**-ly*-%z*-l...dxdjr<h... =
pqr.,
mi)-
dans laquelle , comme nous l'avons vu , toutes les constantes étant positives, les variables x, y9 z,...., aussi positives, doivent satisfaire à la condition
(:Mï)'-GK-<-
Pour appliquer cette formule au calcul de la fonction
F(f), a suffit de faire
V t* T-//I* Vf*—*»'' '
on obtient ainsi immédiatement, à cause de et en appelant v le nombre des variables,
et par conséquent
sJ^i fW'— •-—••••'
en effectuant la différentiation indiquée, on aura
Le cas où les quantités ni, m, />,.•• sont égales entre elles doit être remarqué ; on a alors
JJJ J Vi-(j;î4-(r,+z,+...)
iî^j /•"*■(*•- i)*""'*
■NI4--1 /.. ....ir-^"
IV1 f
2 y (*» — /lt>>
En posant
r» ~ i = (*» — m*)m*u9 il vient successivement
* „ t — m*sm*u t — m*
0OS*« CÛt**
, ,sin*« , # , un tutu
v ' ces *ir * ' cos*a
. . • . sinudu\/rV—
rf/t = (i —m*) r
m» sm*«c
COS*JI
; (7ï=^.- ferrer) =7^?— ,-*/'
Si v est impair, l'intégrale sera réductible aux transcendantes elliptiques de première et de seconde espèce -, et si * est pair, elle pourra s'exprimer par des logaritlimes.il ne sera pas inutile de montrer comment s'opère cette réduction. On a identiquement, en posant \/i — m,sin*ïî= A,
. sin*- IiwtoA=rsin,"~3tfrf«n sm,~~*acos« x — 7m*nnua**M
d'où
n*ùn,~ludu* = f smr~\du&— -?— / A3 [(> — 4)sinf"5acos »«&— *
= / sinv~*«w/aA— ^— ^ / sinY— 5a</«A-f-^Ç^ / «■* ,/ o o/wa ,/ o 3 t/ 0
ir w
.HZ- / sin'-^wrfaA — ^- / sinv~~liulKA.
$m*Jo o Jo
vtfttotikfe LÉçèil. iS>7
!ette équation donné, en posant, pour abréger,.
i°. Si v est impair, on a
en partant de ces valeurs, on calculera facilement A4, a°. S v est pair, les termes initiaux de la éérie seront
A, = / shiM/«V^i — w*sin,«>
^3 = 1 sin'tu&Vi — m% rin* u !
Pour déterminer ces deux intégrales, posons
C0SB = f.
La première se change immédiatement en
en faisant "~ = n*. Or, on a m*
28S donc
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La seconde intégrale se transforme successivement en
1=1 sin«(i — cos*«)^a\/i — /»*sîn*w=Ax — m I JÇ*djc\/â^-
Jo " «/o
mais l'intégration par parties donne
et enfin
" 8ro* "+" "^ cW
Les deux premiers termes de la série étant connus , on» calculera facilement les suivants.
Dans le cas particulier où m = o, on aura
et par suite
J.U" v/i— *>— r*— 5*-. w /f+ix1
rl~J
Dans cette intégrale les variables sont positives et satisfont à la condition
129. La méthode de réduction qui précède peut être présentée sous la forme générale suivante. Supposons, i° que l'intégrale proposée soit
S = ///. . . dxdy dz. . F(x9y, z,...)F[/(-r, r, *,...)];
2? que les v variables «r, j , z, . . . , positives, pour plus de «implicite, doivent toujours satisfaire à la condition
3° que la fonction f(x, yy z>. . .) soit de telle nature qu'elle prenne dos valeurs déterminées et connues f0, T, quand on fera
4° que de plus l'intégrale
///... dxdydz...F(x,jr, ;...), prise entre les limites
soit connue et égale à f (/) :
T. ii. iy ,
- ago calcul i*TÉG*àL.
5° qu'enfin la seconde condition
n'étant pas contradictoire avec la première
en faisant varier / depuis t0 jusqu'à T, on reproduise tous les systèmes de valeurs x, y, z, . . . , satisfaisant à la première , on aura
Jt0 K' dt
Ce théorème deviendra évident si on répète, sur ce cas général , les raisonnements déjà développés sur un exemple particulier.
Pour premier exemple , considérons l'intégrale
S = ///. • dxdydz . . *p-«j</-
dans laquelle les quantités />, ^, r,..., a, 6, 7,... sont des constantes positives quelconques ; a, &, c, . . . des constantes moindres que l'unité; m une constante positive plus grande que 1 ; et x, y, . . . des variables qui peuvent recevoir toutes les valeurs positives compatibles avec la condition
Sx+y£ + z> +.,
Si Ton fait
î — ax — ùjr^ — cz> — ...
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les limitas étant déterminées par la condition
-ou
vviS/ \\/Sj
on aura
puis, par le théorème de M. Dirichlet,
0 — ^rr. r(.+W+..J .
,=tï;
<fr(?)-
./>[(sf(s)!,-4
Si les «onstantwa, ft, c.., sont égaies entre elles, on trouvera, en posant, pour abréger, tm=0, -4-=H — . . . = A,
dxdydi'. . . xP~')l~' s1-'
j'i-«(r'-r-yt-Hs>^....)1"' ,
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Si dans cette dernière a est nul, le second réduit à
-Cy...r(v)
en posant
l'intégrale se transforme en
donc
/»r /* dxdyd*...arm%y*-xirt = y m) \*/\c) La condition aux limites est toujours
Cette dernière équation se déduit immédiatement dit théorème plus général (n° 123) démontré d'abord par* M. Liouville.
Pour donner un exemple numérique , prenons l'intégrale
dans laquelle les v variables sont positives et assujetties m
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vérifier la condition * *
On peut évidemment la mettre sous la forme
S—fiY fff dxdydz... /\-{x+y+z+..) ""U; JJJ "v l/^i" V ^(x+jr+i-K..)'
x, j% 2, . . devant satisfaire à la condition En employant la formule générale on obtient
Or en posant
t = 0\ et ayant égard à la relation
K-o-v-'-Wr
on trouve
fi — t j_ r» t*dt çtp dt_
V i -+- / "" J0 \/T^? Jo v/i— ^
.KHHi)vKiHL) ■■
donc
KO l_ '(H '(H)J
De cette équation , jointe à la relation connue
p<»rw=i.;ï'
on tirera successivement
130. Pour mieux faire connaître les ressources nouvelle» que ces procédés ingénieux ont créées à l'analyse, reprenons encore, avec M. Catalan, l'intégrale d'ordre w,
S = ///... dxdydz...,
et supposons que les limites des intégrations soient déterminées par la condition
x1 ra z2 <
en supposant, i° que les variables ne reçoivent que des valeurs positives -, i° que de plus les constantes ft, a, i, c,.«.
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sont inégales et telles que Ton ait
Pour effectuer l'intégration, substituons aux variables x, yf z9 . . . , n nouvelles variables X, a, v, . . . , liées aux premières par les équations
Lorsque n = 3, ces équations sont celles qui servent à passer d'un système d'axes rectangulaires à un système de coordonnées elliptiques.
Pour déterminer les limites de ces nouvelles variables, il faudra assigner aux anciennes des valeurs arbitraires satisfaisant à la condition
x» ra z* <
puis, en désignant par A1 la valeur positive et plus petite que l'unité que prend alors le premier membre, résoudre Féquation
Les n racines de cette équation seront les valeurs de X*, jx1, v1, . . . , correspondantes aux valeurs choisies pour x1, j*-1, z1, . . . . Si , par exemple , n = 3 , et si x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d'un point compris
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dans l'ellipsoïde représente par 1 étfiiatkm
les trois racines de l'équation en t seront les: carrés de» coordonnées elliptiques de ce point, ou les carrés des paramètres des trois surfaces orthogonales qui s'y croisent.
On prouve facilement que l'équation en t a ses racine* réelles (*) et inégales ; et Ton démontre ainsi la possibilité
(* En effet, si, comme on Ta suppoêé, les constantes «, &, c,. . . satisfont la condition m > * > c,. . ., il su Ait de poser successivement dans» ré*|oation
i=— oo, *=<!• -f-t, i = A* h- i, /=:ci+t,..., * =oo;
« désignant une quantité positive et infiniment petite; puis d'observer les signes que prend le premier membre de cette équation pour affirmer <}uo les limites des racines a*, yu*, ?",... de cette équation sont a* et e% 6* et c1. .... oo. Si a la place de h* on avait rais -h &', les limites des racine*, eussent été — oc et «*,/»* et o', .. . ft* et **.... Pour démontrer la réalitédes racines de cette équation, M. Plana a suivi une autre marche qui consiste à poser
par cette subslilutioiu^èqualion proposée se décompose da us les deux suivantes
— 6*yS-t- *S
-c»)'-f-bJ
Or la seconde exige évidemment que l'on ait 6 = o, c'est-à-dire que la racine i soit réelle. La première de ces méthodes, comme l'a fuit observer M Liouvillc, parait se prêter difficilement aux équations transcendantes , ou, ce qui revient au même, au cas où le premier membre, devenu une série convergente, renferme un nombre infini de termes ; on a en effet besoin, pour remployer, de savoir, à priori, que l'équation dont on s'occupe n'a jamais plus de n racines. II faudra donc recourir à Parti* fice ingénieux de M. Plana si le nombre h est infini ; l'équation peut alors 50 mettre sous la (orme
Vingtième lecok. 297
du système de transformations de coordonnées employé ici. On sait de plus que les racines X* , f*f , v% . . . de cette même équation satisfont à la condition
£0 faisant
(«_fl_ei/-i)=A%
«Ton Pon déduit
Or la seconde de ces équations est absurde, à moins que Ton n'ait 6=0, e'est-à-dire à moins que la racine 1 soit réelle. Donc l'équation proposée sa pas déracines imaginaires. Pour prouver qu'elle n'a pas non plus de fseiaet égales , il sufliru d'ailleurs d'observer que l'existence d'une racine réelle multiple entraînerait celle de l'équation absurde
Ls démonstration précédente sYlend d'elle-même au cas où l'équation donnée deviendrait
/(1) étant non plus uue simple constante, mais une fonction telle que la quotité _
» ràhUse à la forme
Ait fi désignant des quantités réelles: cette équation n'aurait alors ni teiaes imaginaires ni racines égales
fa peut conclure de ce que nous venons de dire que si F (1) est une battis* algébrique ou transcendante décomposabte en facteurs simples *■» la forme
o« *, «, by c,... désignent des constantes réelles quelconques, et ni, n, /'..••
on aura
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de variables indépendantes
dxdydz. . . = **«».. .ehdpdt. . . \^\ A Af,
S=/ f ! . ..dxdpd*. . .^.•.y/a^A^A,
D'un autre côté, si Ton applique à l'intégrale S, prise sous la première forme, la formule de M. Dirichlet, on trouve
O-i/sY .
S=— Li/ïïrZ7a*)U*— b*)(A'— C).
donc
/Vf-
.XdA.ftdp.td,... \AX^A,,.
Cette formule est susceptible de simplification : en effet 9 toutes les différences telles que A* — jx1 se trouvent évï~ demment élevées au carré sous le radical du premier r membre ; on aura dès-lors , sans ambiguïté de signes ^* sans imaginaires ,
r*f'r...*fe^..*...££^l,
J aj aj b y/D^D,
P indiquant un produit de facteurs de même forme qi*-*5 celui qui suit cette caractéristique , tandis que , en dés* -~ gnant par m la constante qui dans la suite a, 6, c, . . occupe le même rang que a dans la suite i, f*, *,. . - *
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D«- représente le produit
h^(»._^)(l--H)...(l--#»)(#»-mO(t*-ii»)(^-p%.(^--rJ.
Si la dernière constante t* était nulle', alors le facteur o* — t* de Dr, se réduisant à a*, détruit le facteur a qui se trouve hors du radical sous le signe d'intégration , et Von a
JkJmJl
. • .dXdudf. . . — _
- / .-*v/(*,-«')(*,-*')-(*'-*'), r(,Hr)
ty étant égal*
En prenant dans cette formule n = 3 et calculant r(£)au moyen de l'équation bien connue
qui donne successivement
r(n-i) = r(i) = ir(i) = ii/1T,
on retombe sur l'intégrale triple donnée d'abord par ML. Lamé.
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Leçon supplémentaire sur le passage da réel à l'imaginaire dans la recherche des intégrales définies.— Détermination de quelques intégrales particulières.
131 . En exposant le procédé si ingénieux appliqué par M.Lejeune-Dirichlet à la réduction de certaines intégrales multiples, nous avons été forcés de recourir à une formule très-remarquable donnée d'abord par Euler, et démontrée depuis rigoureusement par Poisson. La démonstration de Poisson, longue et difficile, s'appuie sur l'intégration d'un système d'équations simultanées , ce qui est réellement un chemin détourné. Pour remédier à cet inconvénient et ne pas renvoyer à la seconde partie du Calcul intégral la recherche d'une intégrale définie, nous avons été amenés à exposer avec quelques détails , dans une leçon supplémentaire, deux des Mémoires de M* C&uchy; ce sont peut-être les plus remarquables et les moins connus. L'un, ayant pour titre .Mémoire sur les intégrales définies, fait partie des volumes de l'Académie des Sciences ; l'autre sous le titre : Recherche d'une formule générale qui fournit la valeur de la plupart des intégrales définies connues et celle d'un grand nombre d'autres, a été inséré dans les Annales de M. Gergonne. tomes XVI et* XVII. On trouvera d'ailleurs dans cette
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ton, et les vraies bases du passage du réel à l'imaginaire , %^Jiin procédé très-ingénieux et très-général pour la déjrmination d'une multitude d'intégrales définies.
Soit F(z) une fonction quelconque de la variable z, et
«pposons que z soit lui-même une fonction de deux au-
jes variables x et y, les dérivées de l'intégrale fF(z)dz
frises tour à tour par rapport à x et à y seront respect!-
^yement
La dérivée du second ordre de cette même intégrale, prise ~ par rapport aux deux variables xety, sera ou
D,.F(s)D,s, ou
D,.F(*)Dr*,
et Ton aura par conséquent
D7.F(*)Dxz = Dx.F(z)Dfz.
On veut vérifier directement cette équation en effectuant les différentiations indiquées : elle est identique ou subsiste quelle que soit la fonction de x et de y que Ton prenne pour z ; elle subsistera si Ton suppose cette fonction en partie réelle et en partie imaginaire. Ainsi , par exemple , si u et f désignent deux fonctions réelles quelconques de x et dey, on pourra faire
"alors , si Ton suppose
F (a 4- pV^^x) =U -h Vt/^7,
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du dv du dp dx dx dy dy
'd» du dv du dx ilx ' dy dy
L'équation
D7.F(*)D,« = D,. ¥(z)Drz
deviendra
dy dy dx dx
et se partagera nécessairement en deux autres
sdy ~ dxy
rfR
' dx'
On peut encore vérifier immédiatement ces deux équations en différentiant ; elles renferment toute la théorie du passage du réel à l'imaginaire. Il ne reste plus qu'à indiquer la manière de s'en servir. Multiplions les deux membres par dxdy, elles deviendront
ilxdjï = dydtQ , dx dfK = dydxS.
Si maintenant on intègre par rapport à a: et ky, entre les limites r0, X, jr0, Y, Tune des intégrations s'effectuera toujours ; et si Ton désigne par P^, PY, Rra, RYl Q*o Qx> Sx0, Sx les valeurs des fonctions P, Q, R, S correspondantes à jr0, X ouj<0, Y, on aura
/'x rx /Y /Y
/ Pidx- P,odx=j QKdy-j ^dy,
rx ;»x /«y r\
/ RY^-/ KXodx= S^dy-f SXody,
en supposant toutefois qu'entre les limites des intégre»" tions les fonctions P, Q, R, S conservent toujours om^ valeur déterminée.
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Si l'on fait
cl si Ton représente par p et r, q et s les valeurs que prennent les fonctions P et R pour y = o, Q et S pour x = o , il viendra
Jo i/o t/O i/o
i32. irc Application. u = xy v=zyï on aura
</tt du . dv dv
Si Ton fait de plus
on aura
p = tv, q=—Vy r=o, s=Uy
et par suite
Jo t/O t/O
Ces deux équations peuvent être remplacées par la seule formule
f F (x + r V— i ) à-fF (*)/& »/o i/o
^,/^[irF("^rv/=rT)rf-r-jrF(-ri/:=rr)'(r]-
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Exemple: Faisons
on aura
U = e**e~* cosaxjr, V= — */1«r-*i sinaxr,
«* = *-*•, U=e?9 r=o, et par suite
^r1 I *-**cos 23y£ir — er** I e/*siii2xr<Jr =s I tr~*dxy
eJ* f er9* sin 2*^** -+- r^ f e? co$2xydy = \ei*éy. J o Jo ' i/o
Si Ton suppose infinie la seconde des limites a?, les deux, quantités
e^ / eï% sinzxydy, e—x f- eJ*CQSZxjdjr, s'évanouiront , et Ton aura simplement , en faisant y = a,
/ tr*% oo&zaxdx^e-** f ir*x dx = ±w*er—\ J o. ./ o
I e~*% sin laxdx = ^-flt / ***d!r.
2me Application. u = ax, v = xy^ a étant une quantité constante, on aura
u -+- v v/r=ri = f («+ *r y/^i),
du
dP
dx = °> di^y
du
dv
> Ty=°> ç=*'
Si Ton fait de plus
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on aura
p = au>, y = o, r=o, x=o, £ = o, à moins que k ne soit infini. Cela pose, on aura
Jo t/O Jo Jo
y f'vdx+a f'ydx^x l'iJdy.
Jo Jo Jo
Ces deux équations peuvent être remplacées par l'équation unique
ia-hyV/^i) f * ?(ax+xy\/^ï)dx —a \X]?(ax)dx
v ./ o Jo
= x\/~\j Y(ax-hxy)/^ï)dy;
on pourra encore donner à ces deux équations la forme
fto = — ï— - \y f'udy - a f'wdy ] + -- -£_- / * ««fcr, Jo «"-h/M-t/o Jo J a* + y\lo
Si la valeur extrême de x est telle que les deux quantités xU, xS s'évanouissent quel que soit y, on aura
x Fvdy = a: /^Vrfr = °> Jo Jo
et par suite
/•x a fx
atvdx.
-y9Jo
En faisant y=b, ces deux équations pourront être rem-
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placées par l'équation unique
(a+b\/^ï) £Y[{a + b\/^)x]dx= f*aY{mx)d*.
Dans un grand nombre de cas, U et V s'évanouiront ptr la supposition x = oo ; on aura alors
[a + b l^)^ [{a + b\/^)x]dx = (°F(*)«fc.
Si dans ces équations on suppose
n étant un nombre réel quelconque, on aura
F [(a -+- b\/^\)x] = (a + bl/^Ty-*x^'f(ax-h bx\/^\\ et en posant
a=rcos«, b = rsinb, « -+- &V' — i = r (cos « -f- V/ — i sinC),
(tf -h b\/~\ y-* = /•■-' [cos (ii — i) « -f- l/-^7sin(/i — i)*]f et par conséquent
/ ^"'/[KcosrtH-l/^sinC)*]^
cos a* — V^ — i sro/iae . _ „,
On a (Tailleurs a* + 6* = /^, a = arctang -, cette nol
tion désignant toujours le plus petit des arcs qui a pour tangente $ et si Ton fait
/[r(cos* -+- W— i sino).r]=U-f- Vl/^7,
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rette dernière équation équivaut aux deux suivantes
(a* -h b*)* i'r Exemple : Posons /(jc)= e~x, il viendra
I j*-« tf-« (oo^^x _+. l/^T tinàr) dx
Si Ton observe que l'intégrale
/ a"-% eT'dx
est précisément celle que nous avons désignée par la notation r(n), la première de ces équations deviendra
en faisant a = o on aurait
« = arc tang oo = - , r=bf et remplaçant alors n par a, on aura
jV.^ = ^rWî c'est précisément la formule d'Euler: elle équivaut aux
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deux équations
1 sin hxdt =:
En posant dans la formule d'Euler jc = (y + G)*, n = J, et ayant égard aux équations
""^^^pf r(')=,/;'
on trouvera
C'est la seconde formule employée par M. Dirichlci (n° 124).
2me Exemple: SI l'on faisak/(x)==e-fj+*'\ on aurait
V = — ****'- C« +r)« sin a^ (OT+ e},
/^.«AV-c-. + ^Miaè,^ + f)rfr=J?*!:;;j,V.^/,,*J
(a* H- &')â (~ *-*<P*-<-+*)*m*bx (ax + c)dx = *"""* ./Vw'jT^
1 33 . Nous ne pousserons pas plus loin l'application de c^** principes. Passons à la recherche de la formule génér^*^ qui fournit la valeur d'un très-grand nombre dHntégwi^^6* définies.
Supposons que la fonction
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s'évanouisse, i° pour x = ±l oo, quelquesoit y\ a°pour y = oo, quel que soit x, et conserve une valeur unique et déterminée pour toutes les valeurs de x et de y renfermées entre les limites
x=— oc, j7 = -f-oc, y = o, jr=<X'9
si après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires
de l'équation -— r- = o , on désigne par xu xt, xu . . . .
celles de ces racines dans lesquelles le coefficient de k—-i est positif, et par Ft, F„ F», les valeurs que reçoivent les produits
• F(*,-+-i;, iF(j,+ i), iF(r34-i),..., % lorsque e se réduit à o ; alors, comme nous l'avons vu, en
posant
a =z 2* (F, h- F, -4- F3 +...)l"/:r>"> on trouvera •
Comme cette formule fournit les valeurs d'une multitude d'intégrales déGnies , il ne sera pas inutile d'en donner une démonstration directe. Elle se déduit très-facilement d'un théorème que nous allons établir en peu de mots. Si l'on désigne par F(x) une fonction telle que l'expression F(x -\-y \S — i ) s'évanouisse , i° pour x = ± oo quel que soit y\ 2° pour y = oo quel que soit x, et demeure toujours finie et continue entre les limites
x = — oo, 4? = oo; j=o, / = oo ;
et si de plus on nomme F la limite vers laquelle converge le produit x F(x), tandis que la valeur numérique
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de x devient infiniment grande, on aura
J -OD
Démonstration. Pour établir ce théorème, nom cher» > cherons d'abord la valeur de l'intégrale
On a généralement
D7F(x 4- r V/=r0 = V^^ DJF (x -h y |/=7) :
et si Ton intègre les deux membres de l'équation précédente, par rapport à X et à j, entre les limites,
ar=— X, x = 4-X; /=o, / = oo,
on en tirera
— X «/ O i'Oj-A
puis, en ayant égard à la condition F(ar+ ooV^ — i )=o,
+ F(*)<£r =-1/=^" / [FlX-hrl/^-FC-X-h/V^
Si maintenant on attribue à la quantité X une valeur très-grande , on aura successivement
-rl/^)F(x+/v/^)=(-X4-rV/^^)F(~x-hrV/::
et par suite
F(x-i-jri/r7) =
F(-X-hr»/Z7)=:
F -X+rV/^Z'
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d'où
i/o XH ra
Cette dernière équation deviendra rigoureuse si Fou pose X = oo, et Ton aura
/°° V(x)dx = — »F V/— i.
-oo
Observons, toutefois, que si l'intégrale définie / F(x)rfr
est du nombre de celles dont la valeur générale est indéterminée, la formule qui précède fournira seulement celle des valeurs particulières de l'intégrale que nous avons désignée sous le nom de valeur principale.
Corollaire Ier. Lorsque la quantité désignée par F s'évanouit, l'intégrale proposée n'admet qu'une seule valeur qui se réduit à zéro, en sorte qu'on a
! Y(x)dx=o.
J —CD
Ainsi, par exemple, si l'on prend
on trouvera
/,flD cosajr-f-V/ — i smax , /'a dx
| dx — c'" f = o,
et par suite
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cosax
— oo l-f-x1
dx
dx
sinor ,
rix= o.
Corollaire 2mc. Si Ton désigne par F(x), ^P(x) deux fonctions qui , considérées isolément , ne vérifient pas le* conditions énoncées dans le théorème , mais dont la différence F(x) — F(x) satisfasse aux conditions dont il s'agit -, alors, en représentant par F et F les limites vers lesquelles convergent les produits x F (x), xF{x)^ tandis que la valeur numérique de la variable x croit de plus en plus , on aura évidemment
f [F(x)~ F(x]\dx = *{F — Y)\/ ~7,
et par suite
l<*l{x)dx = |'%(x)ir + f(f-F)l/-i.
Les intégrales comprises dans cette dernière formule, doivent encore être réduites à leurs valeurs principales. Si la quantité F s'évanouit , on aura simplement
, OC / » ^C y
/ Y(x)dx=f F\x)dx + xFV — \.
Corollaire 3mc. Supposons que l'expression
s'évanouisse toujours, i° pour x= ±i oo, quel que soit/j a° pour y = oo, quel que soit x, mais devienne infinie pour un ou plusieurs systèmes de valeurs positives ou
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négatives de x et de valeurs nulles ou positives de y. Alors, pour déterminer l'intégrale / Y(x)dx, à l'aide
de la formule donnée , il suffira de trouver une fraction rationnelle de x telle que la différence F (x) —F(x) remplisse les conditions énoncées dans le théorèmeT Considérons d'abord le cas où l'expression F (x -+- y V — i ) devient infinie pour x = a, y = b , h représentant une quantité positive ou nulle. Faisons, pour abréger,
et désignons par F, la limite vers laquelle converge le produit (x — x,)F(.r), tandis que le facteur x = xx converge vers zéro : la différence
F (x) - Fi - = (*-*-)*>; - F*
x — xx x — .r,
obtiendra en général une valeur finie pour x = X\ \ et si
entre les racines de l'équation — — - = o, la racine xt est
la seule dans laquelle le coefficient de V" — i soit positif, cette différence remplira les conditions énoncées dans le théorème. On pourra donc prendre
Cela posé, on trouve, i° F = F, \ 2°. Si b est nul ,
/' %(*>& =F, lim pX *!*L = Fi ,im ;. , ( '|zify =
et si ft est positif,
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on aura donc, si b est nul ,
si b es^positif ,
f ^ F{x)dx = %F\/^l\
f F(x)dx = i*Ft\/— ~i
Si b devenait négatif, on devrait prendre F(x) = o, et Ton aurait, en conséquence,
J F(x)dx = o.
134. Pour établir les formules qui précèdent, nous avons supposé que le produit (a: — xt) F (x) convergeait vers une limite finie F, , tandis que le facteur a: — xt s'approchait indéfiniment de o. Supposons maintenant que ce produit ait une limite infinie, et que dans la suite
(* — *,) F (*), (* — xJ-Ff*),..., (x — x^F(x)f
le terme (x — jCi)wF(x) soit le premier qui ait une limite finie ; alors , si Ton pose
(x-xiy*F(x)=f(x)=f(xl) + J^^r (*,)+--.
la fonction <p(x) conservera , en général, une valeur finie pour x = xt et remplira la condition énoncée dans le théorème. Comme on aura d'ailleurs
c (x — xt)m~l 1.2 (x — x,)""1
i ,2.3. . .(m — i)x — xx*
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il est clair qu'on pourra prendre
'W— i (x — x,)"-' i.a (*— xO"
En adoptant cette valeur de F(x) , on trouvera
_ /(-'(x,) ,-i.a.3...(flt- i)'
et par conséquent l'équation
f J(x)dx = f_^F(x)dx + w(F, — F,)\/^, continuera de subsister pourvu que Ton suppose
Ft = ^")(x,) v = lim =-L : D^>-*,)-F(*).
On trouvera encore dans cette hypothèse , i° lorsque b
étant nul, les expressions
se réduiront toutes à zéro,
/ F(x)dx=zo', J — oc
a° lorsque, b étant nul, quelques-unes des mêmes expressions obtiendront des valeurs différentes de zéro,
I ¥{x)dx = ± oc ; «/ — -oo '
3° lorsque A sera positif,
/ f(jr) <£r = îir *\ l/— 7.
*/ — oo
Par suite , les formules f ¥(x)dx = nF.l/— 7 ou
J — oc
;. oo F(x)<*r= wF,V<=7
subsisteront si la racine de l'équation =7-7- = o est une racine imaginaire dans laquelle le coefficient de V — 1 soit positif, ou une racine réelle pour laquelle les expressions /('»-*> (X), / <— 4> (jr), /<— •> (x)9... s'évanouissent.
Si dans la racine xu le coefficient de V- — 1 était négatif, on retrouverait la formule
r oc
I Y(x)dx = o.
Si l'équation — - — = o admettait plusieurs racines .r,,
jrt, x9, . • . , alors, pour obtenir la valeur de F(x) propre à remplir les conditions prescrites, il suffirait d'ajouter ensemble les valeurs de F(x) correspondantes à ces diverses racines.
135. Les formules qui précèdent réduisent la détermination des intégrales qu'elles renferment à la recherche
des racines de l'équation — — = o.
La formule
/ F(x)dx = A
peut d'ailleurs, si Ton veut, être remplacée par la suivante
f'00 F(x)-hF(-*)^ -a 2
!dx :
Supposons , pour fixer Jes idées , qu'on ait
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9 00 » X (y) » ^ (1V)> désignant des fonctions rationnelles des variables it, p, tv, . • • , et m, p, w, . . . , /Tx) représentant des fonctions de x qui restent complètement déterminées dans le cas même où , après avoir remplacé x par x -r-J" l/ — i , on attribue à x une valeur réelle quelconque, et à y une valeur réelle positive. Concevons d'ailleurs que la fonction /"(x) ne devienne jamais infinie pour aucune valeur finie , réelle ou imaginaire , de la variable x \ pour obtenir les racines de l'équation =y? = o , il faudra d'abord chercher celles des équations
dans lesquelles les fonctions <p (a), x(p), ^ (iv), . • . sont, par hypothèse , rationnelles. Supposons ces mêmes équations résolues, et soit h + k V — i une de leurs racines, on n'aura plus à résoudre que des équations de la forme
chacune d'elles fournira une seule racine , dont il sera facile de fixer la valeur, si Ton a pris pour u, p, u>,... quelques-unes des fonctions
____, l(,_xl/-,), i^ + .i^z-.j,
1 [r sind -+- (r cosO — x) \/— i] ,
r et 5 étant des quantités positives et 0 un arc compris entre les limites o et tt. En effet , en posant , pour abréger,
f = (A» + **)■, * = arctang7,
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on trouvera pour
i-f-XK — I 1 — x\f — I
pour
-ii x
2f> cos# 4-(i — f)\S--î.
pour
1 (r_x y/=ï) = â + * V^— i, * = — <y*sin*-h(e*cos* — r) \/ — i; %
** sin* — (d* cos* — i) V — i
et ainsi du reste.
Si Ton prenait pour u , *>, w, . . . quelques-unes des fonctions
sinkr, cos**, e*9 e^^^1, *(• + * V^)*, lO+^'V^I), l(i-«**/=:ï),...,
a , & désignant des quantités quelconques , et r un nombre inférieur à l'unité, chacune des équations
ëW = °' PW==0,•'•
aurait une infinité de racines. Ainsi , par exemple , en représentant par n un nombre entier quelconque, on trouverait, pour sin bx = o ,
x = 0, x=ZÎ2-j-,.. ., -* = :£-£-;
pour cos ix = o ,
, y _j_3jt .. (2/1 -f- 1
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pour ebr = h + k l/^i ,
pour e(« -+- *> l/^T)* = h H- A l/^Tï,
Alors la somme désignée par A se composerait, en général, d'une infinité de termes, et par conséquent l'intégrale / — — dx se trouverait représentée
par la somme d'une série infinie.
136. En ayant égard aux diverses remarques que Ton vient de faire, on déduira des équations fondamentales une multitude de formules générales propres à la détermination des intégrales définies : nous nous contenterons d'en citer quelques-unes. En désignant par r une quantité positive, et par m un nombre entier, on établira sans difficulté les formules générales
J o * xa-hr»a \ '
,ÎDFfj)-F[-j:) xdx
a*-+-rJ
: = =F(rl/=7),
T. ii.
ai
— oo r_ x\/—
dx =. o,
dx = a»F \j\/ — i ),
— dx = o,
-cd(m-*i/^i)" V r(«)
rfr""4
Soit maintenant <p(x) une fonction rationnelle de la variable #, et concevons qu'après avoir calculé les diverses
racines de l'équation — pr = o, on représente par
Tune quelconque de celles dans lesquelles le coefficient de \/ — î est positif. Soient de plus n le nombre des racines égales à h -+- k V — i, c une quantité infiniment petite, et H„, Kn deux quantités réelles déterminées par la formule
H. 4- K, \/=[ = x 2 J nT>] [.»*(* + k v/=7 + ^
qui deviendra simplement
si une seule racine est égale à h -f- k \/ — i . Soit enfin f (x) une fonction telle que l'équation
n'admette point de racines dans lesquelles le coefficient de v— ï soit positif, ou du moins qui ne produise dans
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la valeur de A que des termes dont la somme se réduise à o;on tirera de l'équation
^(x)f(xVic=(K»_I-H._,)f (A-l-/l/=7) + (K._1- H,_,)f^/<+*t/ED...
OC I
les expressions K — HV^ — i, K, — Hjl/ — i...., devant être réduites à moitié quand la quantité k devient nulle. Ainsi, par exemple, a, £, r désignant toujours des quantités positives, h -f- k V — i une des racines inégales de l'équation
w el p ce que nous avons déjà vu, on aura
(-, i^T)->(*)& = - a»[(K-H^) (*- A l/ZT)-1 +...], ^^^(x)rfx--!iir[(K— H l/^)*-^(cosM-hV/^sinM) + . . .)],
Chacune de ces formules se décomposera en deux équations réelles, lorsqu'on égalera séparément à o et les parties réelles des deux membres , et les parties multipliées par \/ — i . En opérant ainsi, et prenant pour y (a) une fonction réelle, on obtiendra une multitude de formules parmi lesquelles nous citerons les suivantes :
ai . .
1 cosùxç(x)dx = — ^[(KcosM-f- IlsinM)*-" -h . . . . ], I sin^jr^(x)i£r = — ** [(Ksinb/t — H cosM)*-** 4- ].
Si maintenant on attribue aux fonctions F(x), f(jr), ç(x), ou bien aux constantes a, 6, r, . . . . des valeurs particulières, on déduira des formules générales la plupart des intégrales définies connues , et une infinité d'autres nouvelles. En voici seulement quelques-unes :
* x«~xdx
= a-cot/ï»,
aw
/Tr£? <">■*=
*/wséc 1 dan
f , rd* x , /' °° . f xtlx x L
I cos bx = - c~,,r, J sm bx = - r~*\
xtlx
xtlx
i'w rdx x . / . t •*«■* «r
I cos&.r = sin £>/•, I sin for = -
a sin bx r*dx x ,
= Tri— r-^'
137. Nous avons vu que lorsque la fonction F(x-f^> l/ — 1) s'évanouit pour x = ± 00, quel que soit ^, et pour
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Y = ± oo, quel que soit jr, on a A = o* Jflors si l'équa-
lion-. N = o a une infinité de racines, la formule
À = o renferme un nombre infini de termes , et peut être appliquée à la sommation des séries. Ainsi , par exemple , si Ton prend successivement
v ' x ' %m*x v ' ■ 'suive
r désignant un nombre entier inférieur à*ir, etf (x) une fraction rationnelle dans laquelle le numérateur soit d'un degré plus petit que le dénominateur, on déterminera immédiatement , k l'aide de l'équation A== o, les sommes des séries
7*(°) — - 'cosr-*- — - 'cosar — etc.,
i_i £ smr + -*-*■ - sin 2r — etc.
Si Ton fait d'ailleurs
m étant un nombre entier quelconque, Tare s restera entièrement arbitraire, et ces séries deviendront
7f (o) -h v ' v ; cosj H- V ; l 'cosa*4-et«.t
^-^ — 2-i ' sinx -h ^-i — ^ ' ainaz-hetc.
Enfin si Ton pose s = o, la première de ces séries sera réduite à
^(o),4.»(^(-') + 'W + »(-a)4.ete.i
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en attribuant a <f(x) la valeur particulière
a» — - 4P* on obtiendra la formule connue
XXI i i v
- -z-h-z h— 7 -h— h... = — cot«.
a aa aa — i «* — 4 a — 9 2*
Si après avoir multiplié les deux membres de cette dernière équation par audbt, on l'intègre par rapport à u, et à partir de u = q9 on trouvera
ou 9 ce qui revient an même ,
et par suite
sin9r<* = s-i*(i — **)( 1 — -jj (1 — — J
Si Ton pose maintenant u = \> , on obtiendra la formule de Wallis
On peut démontrer cette dernière formule comme il suit : nous avons trouvé (n° 4$)
mn^xdxsz
JW— l)y
Jr'a • ,-4., , 2.4.6.. .21» sud 1"l+Ijcd!r = .
• I.3.5. ..afm-t-i.)
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et en posant am = », ii„ = j sinVdfc, on aura
Ont d'ailleurs, pour toutes les valeurs de x comprises entre o et-,
sin"x>sin1,+1x, j sin "*<£*;> I sin"+,jw£r ou «.>«»+„
et par conséquent
On a, par la même raison,
et par suite
donc si Ton pose, pour abréger,
-se trouvera compris entre A et A =A[ i h ],
c'est-à-dire entre deux quantités sensiblement égales entre elles quand» est très-grand; on aura donc, en passant à la limite,
Il est enfin une autre formule très-généraledémon
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trée Aussi par M. Cauchy, et qu'il importe de rappeler en finissant. Désignons par * une variable imaginaire dontr soit le module et * l'argument; par F(z) une fonction qui reste finie et continue ainsi que sa dérivée F' (s) pour toute valeur du module r inférieure k une certaine limite donnée R. Supposons de plus que r, restant constant, la fonction F (z) soit une fonction périodique qui reprenne pour t = a -f- arc la valeur qu'elle avait pour t = a.. On aura
z =r(cos*-h \/ — i sinf), DrF(z)=zF,(z)Drz=:F,(z)e^\^^, • D,F(s) =F'(z) D,« =F' (z)re< l/^l
et par suite
DrF(z) = — -—J>tr(*).
Les deux membres de cette dernière équation ayant chacun une valeur finie et déterminée pour toute valeur der plus petite que R, si on les multiplie par drdt et qu'on intègre entre les limites o et r, a et a -f- arc, on trouvera
Or
dt / dr¥(z) = / _^= / rf,F(«)
fordrF(z) = *•(,) - F(o),
et, en vertu de l'hypothèse admise,
Ï* ~***dtF(z)=zF{re(* + aïOl/^ï) _ p^v^^T) = d.
donc
j'^2ndt[F(z) - F(o)] = o,
F(o) / de = teF(o) = J^ F(s)rfr;
et enfin
F(o) = — / F(z)dtz=— I Yint/^dt.
v ' te./», v ' zwj«
Si Ton fait a = o, on trouvera
(a) F(o) = — r*F(re'\/=ï)df,
2* Jo
si a = — 27T, il viendra
F(o) = — /° F(,*v'=ïW=_-L Pf^-'ï/";^
v ' te ./-a.. ' tejo v
te Jo La formule (a) subsiste donc quand on y change * en — t. Si dans cette même formule on pose F (z) =f(x -f- z) , x étant une nouvelle variahle indépendante de z , on aura F(o) = f(x)j et par suite
Il résulte de cette dernière formule que toute fonction qui reste continue . ainsi que sa dérivée , entre certaines limites, peut être représentée entre ces limites par une intégrale définie , renfermant , sous le signe J la même fonction.
Exemple: i°. F (s) = ; pour toute valeur du module r plus petite que l'unité , on aura
teJo i-n?«V/— î tejo i-rcosr-rsin/K--i
__ î j**dt(i — rcosf -f-rsin/\/ — i) 2sr t/o i — arcosf -f- z*1 '
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
Principe» généraux. — Équations différentielle* du premier ordre. — Intégration immédiate.
139. On nomme équations différentielles celles qui établissent des relations entre une variable indépendante x , des fonctions y et z de cette variable , et les différentielles de ces fonctions ou leurs dérivées des divers ordres. L'ordre de la plus haute dérivée qui se trouve comprise dans une équation différentielle , sert à fixer ce qu'on appelle Tordre de cette même équation. Une équation différentielle du premier ordre, entre la variable x et les fonctions y, -3,..., renferme seulement avec x. y y c, . . . , les dérivées du premier ordre
> - </.r' Z - dx""
Cek posé, intégrer des équations différentielles, c'est trouver les fonctions qu'elles déterminent, ou du moins
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des équations nouvelles qui ne renferment que la variable et les fonctions dont il s'agit. Ces équations i se nomment intégrales.
Sous la dénomination d'équation différentielle da premier ordre à deux variables, on comprend généralement toute équation de la forme
Résolue par rapport à la fonction dérivée^', ou -~ , cette équation fournit pour cette dérivée une ou plusieurs valeurs delà forme -j£= f(jc, y): si l'on suppose d'ailleurs
f(*> y) = — in-*
M et N désignant deux fonctions nouvelles de x et de /, l'équation -£ = f (x, y), multipliée par N, deviendra
N^=r — M, on Mdx+ltdy=zo.
dx
140. D importe d'abord de se faire une idée exacte delà signification d'une équation différentielle donnée, de k relation qu'une semblable équation établit entre les variables.
Analytiquement, cette équation a pour effet d'exprimer le coefficient différentiel ou les dérivées en Ibnctian des deux variables , de fournir la valeur de la dentée correspondant à des valeurs données de x et de jr9 et le problème de l'intégration consiste à chercher une fonction dey et de x qui , différentiée et résolue par rapport
à —;, reproduise l'expression donnée î(x,'y). Considérée
métriquemeiit , F équation différentielle donne la tante trigonométrique de l'angle que fait avec Taxe des x langente menée à un point quelconque d'une courbe onnue. Intégrer c'est construire la courbe ou la déterîer au moins par son équation. Nous prouverons plus 1 ànalytiquement et rigoureusement que l'intégrale* ne équation quelconque du premier ordre à deux vables existe , et qu'on peut en obtenir des valeurs aussi irochées que Ton voudra ; quelques considérations métriques mettent aussi cette existence hors de doute, snons l'équation différentielle sous la forme
regardons x et y comme deux ordonnées rectangu- ^a, en donnant à x et y deux valeurs arbitraires, a b , c'est-à-dire en prenant arbitrairement un premier nt M dont les coordonnées seront
OP = x = a, MP = y = by aura
dy
dx
\s on mènera la ligne MT qui fasse avec Taxe des x angle dont la tangente soit égale à f(a, b) ; cette >ite MT sera une première tangente à la courbe cher- 5e. Comme une courbe et la tangente coïncident sensi- :ment dans les environs du point de contact, on pourra garder le point M', situé à une très-petite distance de M ? la ligne MT, comme appartenant à la courbe, de te que Ton aura les coordonnées
x = OP' = *', y = M'P' = b,
m autre de ses points ; k l'aide de ces deux coordonnées
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et de l'équation ^5= f(^,j), cm déterminer* une ie-
coude tangente , puis un troisième point, etc. On arrivera donc de cette manière i un polygone qui, i mesure qu'on multipliera ses côtés, différera d'autant mon» d'une courbe déterminée dont l'équation sera l'intégrale de l'équation différentielle proposée. Mais cette construction prouve aussi qu'une équation différentielle du premier ordre appartient à une infinité de courbes, puisqu'on peut prendre le premier point où l'on voudra. En effet , suivant la position arbitraire que Ton attribuera à ce premier point, les courbes construites seront modifiées non-seulement dans leur position , mais même en général dans leur forme, néanmoins elles auront toutes un caractère commun dont la nature est exprimée par 1 equation différentielle proposée. Ainsi cette équation différentielle exprime une propriété commune & une infinité de courbes que Ton peut concevoir tracées sur un plan ; cette propriété détermine l'inclinaison de la tangente dans un point quelconque en fonction des coordonnées de ce point, et donne le moyen de construire la courbe lorsque Ton connaît un de ses points. On peut remarquer d'ailleurs que le choix de Tune quelconque de ces lignes dépend d'une seule quantité arbitraire ; il suffira, par exemple , de fixer la valeur dey correspondant
141. On peut, en vertu de ce qui précède, concevoir ce que doit être l'équation primitive ou l'intégrale de l'équation différentielle proposée. Cette intégrale, si l'on veut qu'elle ait la même généralité que l'équation différentielle, doit convenir à l'une quelconque des courbes . que l'on peut construire à l'aide de cette équation. Dès lors il faut, i° qu'elle contienne une constante arbitraire différente des constantes qui peuvent se trouver dans l'é-
quation différentielle proposée, ou dans l'expression analytique de la propriété commune à toutes les courbes. L'indétermination de la constante donnera à l'intégrale la généralité nécessaire en permettant de la faire coïncider avec Tune quelconque des courbes en question , et de représenter par conséquent le système entier de ces courbes. a0 II faut que cette équation primitive satisfasse à réquation différentielle proposée , c'est-à-dire que les va-
leurs de y et de — , tirées de l'équation primitive et de
sa différentielle, substituées dans l'équation donnée, la rendent identique; ou, ce qui revient au même, il faut qu'en éliminant la constante arbitraire entre l'équation primitive et sa différentielle, on retrouve l'équation proposée.
De cette possibilité évidente d'éliminer une constante quelconque C entre une équation F (a;, j, C) = o, et sa différentielle
-d*-h-dJr = o,
de manière à arriver à une équation
entièrement indépendante de cette constante, on aurait pu conclure , à priori j et sans recourir à aucune considération géométrique, qu'une équation différentielle convient à une infinité d'équations primitives qui ne diffèrent les unes des autres que par les valeurs assignées à une certaine constante, et que par conséquent l'intégrale de l'équation primitive d'une équation différentielle donnée doit, pour avoir toute sa généralité, renfermer une constante arbitraire dont on puisse disposer à volonté. T. II. 22
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Cela posé , l'équation primitive qui contient tante arbitraire à laquelle on n'a pas donné de ▼«km particulières, s'appelle l'intégrale générale de l'équatioa différentielle proposée. A chaque valeur de la constante répond une intégrale nouvelle que nous nommerons intégrale particulière. Mais quelquefois il arrive qu'une équation primitive vérifie l'équation différentielle donnée, sans qu'on puisse la déduire de l'intégrale générale en attribuant à la constante une valeur numérique particulière, et qu'elle soit telle qu'on ne puisse la rattachera l'intégrale générale qu'en détournant la constante de sa signification numérique naturelle, pour lui donner une valeur variable ou pour la, remplacer par une fonction de x et dey ; oes équations primitives reçoivent alors k nom d'intégrales ou de solutions singulières. Nous nous occuperons d'abord de la recherche de l'intégrale générale en faisant connaître les principales méthodes à l'aide desquelles on y parvient dans certains cas. 142. Reprenons l'équation
Mcfcr -+- Wdy = o.
Il peut arriver que l'on reconnaisse immédiatement dans le premier membre la différentielle exacte d'une certaine fonction u = F (.r, y), de telle sorte que l'équation proposée puisse se mettre sous la forme
du = df(x, y) = o; dans ce cas il est évident que l'intégrale générale sera
Exemples :
i°. Mrfr -+- Nrfr = *ày h- x<t* =■ (i(xf) = <>> l'intégrale générale est
xy = C;
*•. M<*rH-N<(r = dy—/(x)dx = dïy — f*/(x)dxl =o, l'intégrale sera
ï-f*f(x)dx = C, ou y = ff{x)dx;
l'intégrale est
f*<p(x)dx+ Fz(y)dy=C.
Dans l'équation
<p(x)dx H- * (/)<//
les variables sont séparées , et l'on voit que, dans ce cas, l'intégration s'effectue immédiatement.
143. Mais l'expression Mdx + "Ndy peut être la différentielle exacte d'une fonction u = F (x, y) sans qu'on reconnaisse immédiatement quelle est cette fonction. L'intégration, dans ce cas, est cependant sûre et facile, parce que l'on peut toujours déterminer la fonction u; en effet, on ne peut avoir identiquement
du du
}ldx-hTidy = ç(x, y)dx + %(x, y)dy=du = — dx -f- jdy,
sans que Ton ait
du du
et par suite
dU _ rfp(x, jr) ==«fN == dx(x,jr) dy dy dx dx
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Or, dès que la condition
M_d}* ou dfrfrr, y) = dz(x, y) dy dxy " dy dx
sera remplie, on calculera facilement la fonction u en procédant comme il suit. Puisque u a pour dérivée, ptr rapport à x , M ou <p (x, y), on devra avoir
«= /%(*, y)dx H- Y,
Y désignant une fonction arbitraire de la variable y. On tire de cette dernière équation
du d t* , VJ dY r'^krlj dï
En substituant pour — y - sa valeur ^ ^ » et pour — sa valeur x(x, y)> on aura
dx
dx
ou en effectuant l'intégration indiquée
dY
dy'
dY
, = *(*•» y), Y = f '*(*<,, y)+ C: oy Jjto
et par conséquent la valeur générale de u étant
*= /%(*> r)d*+ /'*(*<>, r)+cf
l'intégrale générale de l'équation
MJj?+% = ^(x, /)^ + ^(*, y)dy=o
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sera
fx<p(x, y)dx + frz(*o> y) = c,
ou
en désignant par la notation NXo ce que devient N quand on y fait x = x0. SU'on avait fait d'abord
on aurait trouvé pour l'intégrale générale
et Ton prouvera facilement que ces deux valeurs différen- x tiées reproduisent l'équation différentielle proposée. On prouve aussi, à l'aide du simple raisonnement, que dans le cas où le binôme Mdx + Nrfp est une différentielle exacte , l'intégrale générale de l'équation
Mdx -h Tidjr = o est
/Mdx -+- / V/> = T, ou fXdjr -h fMxdx = C, t
en désignant par N, les termes de N qui ne renferment pas a:, et par Mx les termes de M qui ne renferment pas y. En effet, tous les termes de u qui contenaient x ont donné, par la différen tiati on, des termes qui sont venus faire partie de M//x; on les retrouvera donc en intégrant /Mdx, et, pour compléter m, c'est-à-dire pour avoir les termes de u qui ne renfermaient que^, il suffira d'intégrer la partie de îidy qui ne renferme pas x , ou
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ce que nous ayons désigné par la notation N, dy. ht même raisonnement s'appliquerait a l'expression
fltdy + fM,dx.
Pour avoir dans tous les cas N,, il faut évidemment, de N qui est la dérivée totale de la fonction u prise par
rapport à jr9 retrancher — / Mdx, ou la partie de cette
dérivée qui provient des termes fUldx qui renfermaient x\ on arrive ainsi à la formule connue
Exemples :
ydx xdy
x*+jr* x»-hj
on a
dy "~ dx ""(J^>-hr*)»,
/» x /* * yrir x x„
Nxo^r = - I -j^ = — arctang^ + arctang-,
u=r arctang (arctang — H arctang— ) -f- arctang —r
ou , parce que
arctang h arctang — = -,
X xQ i
u = arctang- -h C\
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l'intégrale cherchée sera par conséquent
arc tang - = C.
En employant la formule
fUdx + f Ny/j = C, on trouvera simplement pour Tintégrale cherchée
( Udx = arc tang - == C.
Toutes les fois que l'équation différentielle proposée se réduit à Tune des formules
?(*, y)dx -h x(y)dy = o, ç(x)dx -h %(*> y)dy = o,
et plus généralement toutes les fois qu'elle ne renfermera - pas de termes en x seul, ou en y seul, son intégrale se réduira A
fMdx=z fp(*9 y)dx = C, ou
fKdy = /*(*, y)dx = C;
ao# dx ! ^><afaf /«fr , (y**— xdy)Vx*+y* , ^ = Q
OU
on a
«// ~ dx ~~ P" ^v^^TT*
xV^+y**
en intégrant par parties, on trouve
/Viqr^-^P + I f.
mais en posant
\/x* -h x* = *, et en substituant x à z, on trouvera facilement que l'expression / — .^ est égale
le a
d'ailleurs
J *>y a L'intégrale générale de l'équation proposée sera donc
2Xa 2JT* 2 \ X y 2
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Intégration par fubttitution, — Intégration par le moyen d'un facteur.
444. L'intégration par substitution consiste à remplacer la variable y on x par une nouvelle variable z tellement choisie , que Ton obtienne, entre x et z ou y et z , une équation dont le premier membre soit une différentielle immédiate, ou qu'on puisse facilement intégrer par une autre méthode.
Exemples :
i*. dy -f- /(Ç)** = °>
posons
d'où
y =. xz% dy = xdz -\- zdx, et en substituant pour ^ et dy leurs valeurs,
cette équation se décompose en deux autres,
dz dx r /• vi
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et par conséquent oh la vérifie, soit en posant
/' dz ^
soit en attribuant à z Tune des valeurs
Z=Z Ziy Z =ZZ„ Z = 3,. . ,
zi9 ztJ z8,... désignant les diverses racines de l'équation
Si l'on remet- au lieu de z, on trouvera, pour les intégrales de l'équation proposée ,
La première de ces équations est l'intégrale générale de l'équation donnée. Quant aux valeurs de y ddnnées par les autres équations , elles seront, ou des intégrales particulières , ou des intégrales singulières.
ou
et posant on trouve
xydy -+- y%dx __ d/(y) a.» y* 4- fl4 — „> '
xy = as,
</(x/) =: adz, x = - ,
et par suite
«y* =rf/(r) f«*/(.r) «* 1
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équation que Toû vérifie, soit en posant/ = o> soit en
a*dx
3*. bydx = aydfy
ou
a*dx .,. v aldx
y(bdx — ady) z= — -, yd{b* — «r)= — j
en posant
ôx — «/ = «*,
l'équation qui précède devient
a3c6c &rtfe — azdz = ;
faisons encore
a*ds
zdz r= 9
il viendra
, , , fds dx\ % d.xs
\ s X J xs
ou enfin , en posant
v bdz , dv
sx = •>, -r = -, a* — =r o.
Puisque s est exprimée en fonction de z par l'équation- , «a ds
les variables z et v peuvent être censées séparées dans; cette dernière équation qui est par conséquent intégrable* 0 est du reste impossible de donner des règles générales relatives à cette substitution. Quelquefois on laisse
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indéterminées quelques-unes des nouvelles variables introduites , se réservant, dans le cours des opérations, de leur donner des valeurs particulières qui facilitent la séparation des variables ou qui simplifient les équations en faisant évanouir un ou plusieurs termes'. Exemple :
dy + y F(x)dx = f{x)dx\
posons y = zt, en substituant on aura
zdt -h tdz •+■ ztF(x)dx = f{x)dxi
nous pouvons disposer de z et de Jt de telle sorte que Ton ait
tdz -h ztf(x)dx = o, ou — 4- F{x)dx = o.
L'équation qui précède se réduit alors à
zdt De l'équation
zdt = f(x)dx, ou dt = {& dx.
— -+- F{x)dx = o, on tire
z = r/FW^i en substituant on aura
de = efïto** f(x)dxf t = C -4- fefF&dxf(x)dx, et l'intégrale cherchée sera
145. Lorsque, pour convertir le premier membre d^ l'équation Mdtr + Nflfr = o en une différentielle exacte^ il suffit de le multiplier par un facteur connu f, ou,
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d'autres termes, lorsqu'on a identiquement «
p(M*£r -+- Kdy) = du, l'équation proposée peut se mettre sous 1* forme
-rf« = o,
et l'on y satisfait, soit en prenant du = o, u = C, soit en prenant - =o. L'équation u = C est l'intégrale générale , et les valeurs dey en x, tirées de l'équation - = o,
seront des intégrales particulières ou singulières. Exempte :
i°. xdy — ydx = o,
on a
(dy dx\ xdy — ydxz=. xy f — J = xyd[ \y — \x ) = xydu.
Il suffit de multiplier l'équation proposée par — pour
rendre son premier membre une différentielle exacte; on y satisfera donc en posant, i° u = 1 y — \x == C, ,
ou, ce qui revient au même, - = C, y = Cr, et cette
dernière équation sera l'intégrale générale cherchée; a° en faisant y = o : mais cette dernière valeur ne sera qu'une intégrale particulière , car elle se déduit de l'intégrale générale lorsqu'on y fait C = o.
a*, dy V/ï — dx }/y = o,
on a
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L'intégrale générale sera
u = a(r*-^) = C, ou ^(C+yî)1.; la valeur y = o, que Ton obtient en épiant lofe fitetenr - =s Vxl/jr, sera une intégrale singulière parce qu'elle ne peut pas se déduire de l'intégrale générale. 3°. dy — ylydx = o.
Le" facteur propre a rendre intégrable est — r — , et l'équation se décompose en deux autres.
dy , fil y _ .
— f dx = -=-^ dx = o, et jr 1 jr == o.
rir 17
L'intégrale générale est
\\y = x -+- C, ou lj- = O»,
les valeurs ^ =o, y -= i , déduites de l'équation j<* 1^=0, sont des intégrales particulières.
4°. Enfin, *(x)x{y)dx + pt(x)zt(f)dy = o;
le facteur — 7-x — 7— r sépare les variables et rend intégrable. L'intégrale générale est
les valeurs j =jrt9jr% =y» etc., ^t, jr„ yt,..M élut kt diverses racines de l'équation j£ (y) = oo, seront des intégrales particulières ou singulières.
146. Quand on aura trouvé un premier facteur pqtri rend intégrable le premier membre de l'équation différentielle Mdx + Nrfp = o, de sorte qu'on ait identi-
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quement
v(Mdx -+- N<(r) sa du,
on en pourra déduire une infinité d'autres qui seront tous de la forme v<f(u), <f désignant une fonction arbitraire quelconque. En effet, pour qu'un second facteur V jouisse delà même propriété que y, il est nécessaire et il suffit que le produit
V(M<ir -+- Nr(r) = -du
soit encore une différentielle exacte dH\ or, i* cette condition sera remplie si Ton pose
- = *(«), V = pç(u),
puisque alors on vérifiera l'équation
V(Mdx -h Nrfr) = — <*» = *(«>*« = dU9
en prenant
V = ft(u)du.
2°. Réciproquement si le nouveau facteur V rend le binôme Mdx + Ndy intégrable, il sera de la forme ^('0» car si Ton a
V(Mdx ■+■ Nrfr) = -du = rfO,
on aura, en remarquant que U, qui est une fonction de x et de y, devra être considéré comme une fonction de x et de u, que l'on peut substituer ky,
V . dV ^ dV
— du = -7- dx -+- -r- du.
v dx du
Or cette dernière équation se partage en deux autres,
l'autre
et Ton tire de cette dernière
Il est ordinairement très-difficile de découvrir lei teur propre à rendre intégrante l'expression MJx+i toutefois, pour établir l'existence d'un semblable fac il suffit d'admettre qu'il existe pour l'équation
Mdx -+- ïïdy = o,
une intégrale générale de la forme
Admettons en effet cette intégrale , on en tirera C = u, \ u désignant une fonction des seules quantités x, y, puis, 1 en différentiant, on trouvera
d u du .
--dx -f- — dy = o.
dx dy
U en résulte que la valeur de -f- est donnée à la fois par
les deux équations du premier degré
dy du dudy
dx ' dx dy dx '
et si Ton élimine -~- entre ces deux équations , on eu
tirera
du du
Or cette dernière équation ne pourra être qu'une équation identique et non pas une équation qui détermine y en fonction de x et d'où l'on puisse tirer y = f (x) 5 en effet elle doit être vérifiée , ainsi que les deux équations
du du
dx dy
MdLc-4- N<// = o, — dx -\-~rdy = o,
pour y = / (x, C)7 et l'on devrait avoir, quelque soit C,
du
dx ce qui est absurde. Donc si Ton pose — = f, on aura
identiquement
du
dy __ du du
du du
v ( M<£r -f- Ndfy) =: — dx -f- --dy = du,
et par conséquent il existe un facteur e qui , multiplié par l'expression Mdx -\- Ndy = o, transforme cette expression en une différentielle exacte.
M. Paul Binet démontre rigoureusement cette proposition en procédant comme il suit.
Puisque la valeur y = f (x, C) vérifie l'équation
<p{xy y)dx -f- %(xf y)dy = o,
on aura identiquement
?(x,f)dx -+- x(x,f)df= o, T. 11. 23
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en représentant, pour abréger, la fonction f(x^C) par/.
Si dans cette fonction on remplace la constante C par * une valeur variable ou fonction de x et àey9 l'équation qui précède ne sera plus vérifiée, mais on aura identiquement
l(x9f)dx+x{*9f)df=f(*9f)dx+x(x9f)£4* H- *(*,/)#
D'ailleurs la première partie
p(x,f)'dx + *(*, /)^Ar
du second membre de cette dernière équation est nulle parce que c'est le résultat de la substitution de la valeur y = f (x, C) dans l'équation
p(x9 y)dx -+- z(x, y)dy = o;
quand ou y considère C comme constant, on aura donc identiquement , et quel que soit C,
• f(x, f)dx -h *(■*, f)4f= *(*,/) %*C.
Donnons à C, dans cette équation, sa valeur m=F(x, y), déduite de l'équation y = /(x, C), et remarquons que l'expression /(X, u) est identiquement égale à y, puisque si , après avoir tiré de l'équation y = f (x, C) la valeur u de 6\ on l'y substitue ensuite, l'équation résultante y = f (x, m) doit être identique, de telle sorte que le second membre , comme le premier, se réduise à y ; on trouvera ainsi
p{s, y)dx + X(x, y)dy = X(x, y) & du = x(x, y: *J&
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ite
du
du
[?(*, jr)dx -h %(x, y)dy] = du, [p(*9y)dx -f- z(*fjr)4r) = 4>(*)du = </U.
facteur v = — - ou plus générale-
facteur V = ^(w), jouit de la propriété de trans- Pexpression différentielle Mdx + TUtty en une ielle exacte.
lie facteur e , en vertu même de sa définition , i tel que l'expression v(Mdx + Nrfp) devienne erentielle exacte, et vérifie par conséquent Fé-
d Mc_rf.No dy ~~~ dx y
\ tire , en développant ,
ernière équation , qui renferme les deux dérivées ;sdu facteur e, est presque toujours plus difficile à .* que l'équation proposée elle-même, de sorte ne peut conduire à la connaissance de ce facteur is quelques cas particuliers. Supposons , par exeme dans cette équation mise sous la forme
ï\dx"~~Û dy)~~Û \dy ~dx~)y
tid membre soit une fonction X de x seul , il en
devra être ainsi du premier. Or c'est ce qui aura lieu si, après avoir supposé le facteur p fonction de x seul, on pose
= Xor, p = eJ ;
tel est donc , dans ce cas , le facteur qui rendra l'expression Mdx -+- Ndy une différentielle exacte \ on trouverait de même pour v la valeur eJ , si l'expression
' M \dx dy )
était une fonction Y de y seul.
Quelquefois aussi l'on parwent à déterminer le facteur v en partageant l'expression Mdx + Ndy en deux autres (Mtdv + N,rfy) + (Mj*/x + N*r(f), tellement choisies, que l'on puisse connaître immédiatement deux facteurs *>j et t', propres à les rendre des différentielles exactes en vérifiant les équations
p,(M,i£r -h N,«<r) = ete, , ?, (Madr + N,rfr) = rf«, ;
alors en effet les facteurs
Vt = Ct?, («,), Va = Pafa(ifa)
rendront encore ces expressions intégrables , et il suffira évidemment de choisir les fonctions <pt (i/,), .<f% (u%) àt telle sorte que l'on ait
pour obtenir le facteur p propre à rendre l'express» * proposée Mdx+lStfy une différentielle exacte.
Exemple :
aydx -4- bxdy +■ je"y {kydx -f- hxdy) = o ;
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faisons
M,=«r, N, = bx, M, = hx*y+', N, = kx*+'y% Mtdx -+- N,<(r = <*ydx -f- bxdy ,
on pourra prendre
xy% x "" «-+«/-+-' on trouve en effet alors
— (aydx -f- bxdy) = a \- b — =i d\. x*y*$
ut = 1.x- /*,
tt2 = 1 x* r*, et les expressions
deviendront égales si, après avoir posé
on a
a* — i = Qh — m — i , b& — i = Ck — // — i ,
d'où
nh — mk an — mb
* — ak — bh% âà~bh*
ml
nh — kut
448. Appliquons les principes précédents à Vé linéaire et à l'équation homogène du premier ordre.
L'équation différentielle linéaire du premier on dre est celle dans laquelle la variable dépendante /, et sa dérivée^' ne sont ni multipliées Tune par l'autre, ni élevées à des puissances supérieures & la première; on celle qui a pour premier membre une fonction linéaire
des quantités y et y = ^. La forme la plus générale
de cette équation est
jr'Q{*) -H X X (*) 4- *{*) = o, ou
p{x)djr -4- OsM + +(*)!<** = o.
Si Ton pose
elle deviendra
dy -h y¥(x)dx = f(x)dx.
Nous Pavons déjà intégrée sous cette forme, en posaui y = zt. On y parvient plus simplement peut-être en supposant d'abord que l'on ait f (x) = o ; l'équation réduilc alors à dy -\-yF(x)dx = o, se décompose en deux autres
et a pour intégrale générale
lr + f¥(x)dx==C,
y = o est une intégrale particulière que l'on obtient en posant C = o.
Faisons 6^ = i et désignons par yt l'expression
<•"" J vTJ ? l'intégrale générale sera alors y = Cyx.
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Pour revenir au cas où f{x) n'est pas nul, remplaçons la constante C par une nouvelle variable x que Ton choisira de telle sorte que la valeur
, = *,, =**-/*(*>* vérifie l'équation donnée
<T + yT(x)dx = f{x)dx.
Or si dans cette équation on substitue pour y la valeur zyu et si Ton remarque que
dfx 4- r, T(x)dx = o, puisque yt est une intégrale particulière de l'équation •
dy 4- yF(x)dx = o, on trouvera
ytdz =z f(x)dx,
d'où
et par suite
l'intégrale générale de l'équation linéaire est donc
y=e~f n*)**[c+fef *(*)** f(x)dx':, comme nous l'avions déjà vu, ou simplement
Exemples : Les équations différentielles
dy — ydx = c*dx, dy 4- ydx = e*dx, ont respectivement pour intégrales générales
On pourra intégrer cette même équation linéaire en déterminant le facteur qui rende les deux membres des différentielles exactes. Si Ton considère d'abord l'équation
dy -h yF(x)dx = o,
comme on la rend intégrable a l'aide du facteur v = - ,
qui renferme la seule variable jr, on trouve alors
u = \y +fF(x)dx = \[yéf *(***]- '
En conséquence, les divers facteurs propres à rendre le premier membre de l'équation dy + y F(x)dx = a une différentielle exacte, seront de la forme
<*?(«) = %[\y -+- f¥(x)dx].
Il est essentiel d'observer que parmi ces facteurs, il e& existe un qui renferme la seule variable ;r; savoir, celui que Ton obtient en posant
ç(u) = e»=yefFMd*,
et qui se réduit à c.J ^ .Ce facteur, indépendant de/, rend aussi intégrable l'équation linéaire complète
dy + yF(x)dx=f(xd.v.
En effet, si l'on multiplie ses deux membres pare*/ F(x)dr^ on trouvera
, efFWrdr + yF{x)ef* ^dx = cfTWd*f{x)dx,
ou
4,yr/f(*] = cSV^f[x)dx,
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Exemples :
II. (i — x*)dy -\- xydx-=.adx\ y = ax -+- C\/ i — x
L'équation
♦ -I- /F(jr)rfr = f(x)y«+*dx
se ramène immédiatement à une équation linéaire, il suffit pour cela de poser
on obtient en effet de celle manière
— ndr , dy dz
y*-x y nz
nz K J z
dz — tiT(x)zd.v = — nfx)d.ry s = — = — t J K J Je J K ' f[x)dx.
149. 1/équation différentielle du premier ordre M</.r -|- Xdy = o
st homogène lorsque les fonctions d(# variables x, j , représentées pav M et N, sont homogènes et du même
nh
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•degré, ai sorte qu'on Ail
■dans cette hypothèse, l'équation devient
•et il suffit de la diviser par le produit 3?% ( - } pour k mener à la formule
que nous avons intégrée à l'aide de la substitution j=jk, On peut , au reste, appliquer directement cette substitution à r équation
qui se décompose alors en deux autres , savoir ,
de ces deux dernières, Tune s'intègre immédiatement, et fournit l'intégrale générale
i,+ /\*g* c; ou i*+f_2!g_ = Ci
de l'autre on déduit des intégrales particulières ou 4» intégrales singulières de la forme z • = m ou/ = m£j en étant une racine de l'équation
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Exemple : Supposons que M et N se réduisent à des fonctions homogènes du premier degré, en sorte qu'on - ' ait
M = Ax 4- Br, N = Cx 4- Dj.
L'équation différentielle sera
(A* 4- By)dx 4- (Car 4- Dr) = °-
Si Ton fait y = xz9 elle deviendra
x» j [A 4- (B 4- C)z -+- Dz*] ^ 4- (C 4- Bt») A j = o;
et se partagera eu deux autres,
dx (C 4- toz)dz __
x~ "*" A4-(B 4- Cjz 4- Ds» ~~ °'
Soient maintenant
ii=^[—B — G4- l/(B4-C)*— 4AD],
les deux racines de l'équation
et concevons que la traction C\s 4- Ds»? elant
décomposée en fractions simples , on trouve C4-D2 m n
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les quantités m et n seront déterminées par les formules
m -h n = i, m6-t-mi = — — ,
dont la seconde peut être remplacée par Tune des suivantes :
C — B i/(B + C)»- 4ad' BC— ÀD
L'équation
dx
sera réduite à
B+C)1- 4 AD
(C -fr- Dz)dz __ x ' À-+-(B+C)z-f-D«1 "~C>
<£r jinfe
ndz
et aura pour intégrale générale
lx-h m\(z — a) + n\(z— b)= C,
x(z — df*(z — by = C;
en remettant pour £ sa valeur - , puis ayant égard à l'équation m+»=i, on obtiendra l'intégrale générale sous la forme très-simple
( y — axf (jr — bx)n = C.
De plus, on tirera de l'équation
x» [AH- (B -f- C) z -h Dz* ] = o
z == a, z = &, ou, ce qui revient au même, y = ax* y = for. Ces deux valeurs seront évidemment des întéîgrales particulières, à moins que Tune des constantes «
m, j» s'évanouisse. Dans ce dernier cas, la formule
B + C)»- 4AB
donnerait BC — AD = o, et Ton en conclurait
k désignant une nouvelle constante. Par suite, l'équation proposée deviendrait
(C* -h J)y)(dy + *<fe) = o,
•et se décomposerait en deux autres , savoir ,
dy -h kdx = o, Cr -h Dr = o.
Qn-trouverait alors pour l'intégrale générale
y -h kx r= C,
et la valeur^ = — - # serait une intégrale singulière ,
à moins que Ton n'eût identiquement
150. Si Ton prenait pour M et N deux fonctions linéaires quelconques des variables je, y% telles que
kx -h By 4- E, «t
Car H- Dr -h F,
l'équation différentielle serait
(Ajt + B/ + E)rfj: + (Cr + D/ + ¥)dy = o, qui sera ramenée à la forme
(AÇ -h B,)rf{ + (Ci + D«)4 = o,
si Ton pose
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£, » design ut deux nouvelles variables, et a, 6 deux constantes déterminées par les équations
A« -h BC + E = o, Cm H- D* -h F = o.
Or il est toujours possible de satisfaire à ces deux dernière*
équations par des valeurs finies des constantes a, 6, à moin*
que les quantités A , B, G , D ne remplissent la condition
- = - = h. Dans ce cas particulier, l'équation proposée
se réduirait à
(Car -f- Dy)(dx -+- kdy) -h Edxt + Fdy = o,
et il suffirait de substituer z à Cx -+- Dp pour obtenir la transformée
[(D— kC)z -f-DE — CF]dx + (kz -+- F)dz = o,
dans laquelle on peut séparer les variables , en divisant le premier membre par le polynôme
(D — AC)z -+- DE — CF.
La même substitution permet d'opérer la séparation des variables dans toute équation de la forme
dy=f(Cx + Dy)dx.
Exemples :
II. x<£r -+- ydy = xi/y — ydx
l \/xx -*ryx = C H- arc tang -.
m. jcrtf/ — r<** = dx\/x* + y*, x* = c» -+- aÇr.
Intégration par différentiation, ou par la substitution de la dérivée /a la fonction inconnue y.
151 . Lorsqu'une équation différentielledu premier ordre est résolue par rapport à y, et se présente sous la forme
alors, pour intégrer en substituant à la fonction inconnue y sa dérivée y\ il suffit de différentier cette même équation. En opérant ainsi Ton trouvera
y'dx = Bx¥(xy y') dx -h D7, F (x9 y') dy\ ou
[D,F(*, y' )- y' ] dx +DrlF (x, y ')dy' =20.
Cela posé , si par une méthode quelconque on parvient à découvrir l'intégrale générale et les intégrales singulières de cette dernière équation , il ne restera plus qu'à éliminer^' entre ces intégrales et l'équation donnée
pour obtenir l'intégrale générale de celle-ci et ses intégrales singulières.
1 52. Parmi les diiî'é rentes formes que l'on peut attribuer à la fonction F (x, j')7 il importe de distinguer celles qui
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-endent l'équation
\D.T(x, y')- ^l^r-f-D^F^, y')dy' =o
linéaire et homogène. Or, pour que cette équation devienne linéaire relativement à l'inconnue^' et à sa différentielle dy\ il sera d'abord nécessaire que le coefficient de dy\ savoir, D^/F(x, j'), se réduise à une fonction f(x) de la seule variable x; en d'autres termes, il faudra que Ton ait
Dr F (x, /')=/(*)> ou 'F(y'W=/(*)4r'.
Si Ton intègre par rapport à y' les deux membres de cette équation, en effectuant l'intégration à partir de y' = o, et désignant par F(x) la valeur de F (jc, y') correspondante à une valeur nulle dey', on trouvera
et par suite
Lorsqu'on adopte cette valeur générale de F(x, /'), la formule
[DxV(x, y')- y')dx + »,,¥(*, y')dy' = o
se réduit effectivement à une équation différentielle linéaire ; mais on doit observer que, dans cette hypothèse, l'équation proposée, se trouvant ramenée à la suivante
y = F(x) -+- y'f{x)9 ou
ydx = F(x)dx -*- f(x)dy9
devient elle-même linéaire, et que par conséquent la substitution de la dérivée y' à la variable y est inutile. Si l'on voulait que l'équation
[DxF(x, y')-y')dx+Dr,F(x, y')dy = o, T. 11 . 24
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au lieu d'être linéaire par rapport à y' et dy , ftt Htténre par rapport k x et <£r, il faudrait d'abord supposer DxF(x, y') réduite à une fonction f(y') de la seule variable^' : on obtiendrait ainsi l'équation
dxf(*, r')=/(r')>
puis, intégrant ses deux membres par rapport k x, k partir de x = o, et désignant par F(/') la valeur de. F(x, jr') qui correspond à une valeur nulle de or, on trouverait
Lorsqu'on adopte cette valeur de F(x, y'), l'équation
[D,F(x, 7') — y]dx + »rF(x, y') = o
devient effectivement linéaire par rapport à x et ix. Cette même équation, qui peut alors s'écrire comme il suit,
[/(/') - r'\d* + *f'{y'W + F'(r')rf/ = o,
a pour intégrale générale
x=e Jxy)-s\c-fr{y)eJ sw~y dyl
Dans la même hypothèse, l'équation proposée deviendra
et pour obtenir son intégrale générale il suffira d'éliminer y entre les deux dernières équations.
Dans le cas particulier où l'on prend f (y') = J \ l'équation donnée et l'équation transformée obtenue par la substitution de y' à y se réduisent à
y = xy' 4- V(y')9 o = [x + F'(jr')]*'-
Pour obtenir la seconde, il suffit toujours de différentier la première par rapport à x. Cette seconde se décompose
de plus en deux autres
qui donnent son intégrale générale y' = C et ses intégrales singulières. La valeur y = C, substituée dans l'équation donnée , donne , pour l'intégrale générale cherchée,
y = Cx -h T(C).
Si Ton élimine^' entre les formules
X = xy' + F(jr'), * -H F'(j'}= o,
on obtiendra les intégrales singulières de l'équation donnée.
Exemple : L'équation y = xy' — y'* a pour intégrale générale y = Cx -f- C , et pour intégrale singulière x*
Revenons encore à l'équation
[dxf(x, r')-r#]* + iV*(*. r'Mr' = o.
Four qu'elle soit homogène , il est nécessaire et il suffit que les deux fonctions Dx F(x, y') — y\ Dy F(x, y'), soient homogènes et de même degré. Si Ton désigne ce degré par a . on aura
D/F(x, x') =*mf(~ï
Si Ton intègre par rapport ky' les deux membres de cette dernière équation , et si Ton désigne toujours par F (X) la valeur de F(jr, y') correspondante à une valeur nulle dey', on trouvera
puis on en conclura, en différent! an t par rapport à a:,
Méthode par laquelle on peut déduire certaines intégrales ainf lieras es l'intégrale générale. — Détermination de la constante que l'intégrale générale.
154. Soit F (x, y, C) une fonction des variables x7j et de la constante C Si Ton veut obtenir une équation différentielle qui ait pour intégrale générale l'équation finie
il faudra éliminer la constante C entre cette équation et sa dérivée »
dF dF dy_
dx dy dx
II s'agit de savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui ne soient pas renfermées dans l'intégrale générale. Or toute équation entre x et y peut se mettre sous la forme
? (x> y) désignant une certaine fonction de x et de /, et F désignant la même fonction que ci -dessus, mais dans laquelle on a remplacé la constante C par la fonction <p(,r, y). On peut donc admettre que les solutions singulières, s'il en existe, sont toutes comprises dans la formule
et il reste à déterminer ce que doit être pour cela la fonc-
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lion f . En différentiant cette dernière équation , on trouve dF dF dy dF dp __ dx dy dx dp dx
Pour que la valeur de ~-, tirée de cette équation, soit
identique à celle que donnerait l'équation
dF <W<ty_ dx dy dx '
c'est-à-dire pour que l'équation
soit elle-même une intégrale singulière ou particulière de l'équation
dF <W<ty_
dx dy dx '
il suffit évidemment que l'on ait dF dp dp dx
-Tir = 0'
ce qui peut avoir lieu de plusieurs manières :
i°. Si — = o, mais alors © est une constante , et l'équation
n'étant qu'un cas particulier de l'équation
est tout simplement une intégrale particulière ; dF
a°. Si — = o, équation à laquelle on satisfait en po-
dy
dF dF
sanl ou -— = o, ou •"-- = oo. On pourra donc obtenir dp dy r
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des intégrales singulières en éliminant la fonction y entre les équations
dV
ou
F[*,r,*(*>.r)] = Ot ^=0D»
ce qui revient à éliminer C entre les équations
F(X, jr, C) = 0, ^==0,
ou
Toutefois, pour qu'une équation résultant de cette élimination soit réellement une intégrale singulière, il faudra, i° que la valeur trouvée pour <f annule l'expression
dF
— = o , c'est-à-dire satisfasse à l'équation différentielle
proposée ; 20 que cette équation ne puisse pas se déduire de l'intégrale générale F(x, y, C) •=? o, en donnant à la constante C une valeur particulière.
155.L'intégrale singulière a une liaison géométrique trèsremarquable avec l'intégrale générale. En comparant, en eflet, la méthode qui donne les intégrales singulières avec celle qui conduit aux lignes enveloppes (t. I, n°220). on verra immédiatement que l'intégrale singulière représente la courbe enveloppe des intégrales particulières.
Exemples : i° Considérons l'équation
dy = ± a^W,
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son intégrale générale estjr =^ (x -+- C)\ on aura
— =x H- C; dC x^^>
«t en éliminant C entre les deux équations
on trouvera jr = o, et cette dernière équation sera l'intégrale singulière de l'équation donnée. On ne peut pas
cette fois égaler — à l'infini , parce que — = i .
a°. Inéquation y = C (x+ C )* satisfait à l'équation
et est son intégrale générale ; or on a
d'où l'on tire
La première de ces deux valeurs., substituée dans l'équation y = C(x -+- C)*, fournit l'intégrale particulière * y = o, qui correspond aussi à une valeur nulle de la constante. La seconde conduit à l'intégrale singulière
3°. Considérons enfin l'équation différentielle
qui, comme nous l'avons vu , a pour intégrale générale
y=zte+ f(C),
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on a
L'élimination de C entre ces deux équations fournira évidemment des intégrales singulières. En effet, la dérivée y' de Tune quelconque de ces valeurs, étant déterminée par le système des équations
y = Cx + /(£), x -hf(C) = O,
ou , ce qui revient au même, par l'équation unique
sera nécessairement une quantité variable ou fonction de je, tandis que la dérivée de chaque intégrale particulière sera , en vertu de l'équation y' = C, une quantité constante.
156. Pour déduire de la méthode précédente les intégrales singulières, il faut connaître l'intégrale générale; cependant ces solutions ont des caractères qui les font dériver immédiatement de l'équation différentielle sans aucune intégration. Euler, Laplace , Lagrange , Poisson se sont tour A tour occupés de cette question. Us avaient essayé de prouver en particulier que le caractère propre des solutions singulières était de rendre infini ou indéterminé le coefficient différentiel -f- .
y Cette propriété est moins générale que ne Pavaient
cru ces illustres géomètres ; d'ailleurs les démonstrations qu'on en a publiées jusqu'ici dépendent de développements en séries dont rien ne prouve la convergence, et sont loin par conséquent de la rigueur dont nous nous sommes fait une loi dans cet ouvrage.
On verra, dans une des leçons suivantes, comment
M. Cauchy est parvenu à définir rigoureusement le caractère des solutions singulières et* à les séparer des intégrales particulières.
157. La valeur que l'intégrale générale F (a:, y,C) = o fournit pour y, tenfermant avec la variable x une constante arbitraire C, il en résulte que l'inconnue y ne peut pas être complètement déterminée en fonction de a: par la seule condition de vérifier l'équation proposée
VLdx -h N<fy- = o.
La constante C, de laquelle on peut disposer à volonté, donne le moyen d'assujettir l'inconnue y à une seconde condition , par exemple , à prendre une certaine valeur particulière y0 pour une valeur donnée xQ de la variable x. En effet, cette seconde condition sera remplie si Ton détermine la constante C par l'équation
F(*o, fo, C) 3= O.
Si maintenant on élimine C entre les deux équations
F(x, y, C) =r o, F(*0, y0, C) = o, l'équation résultante ne renfermera plus que les variables x9 y avec leurs valeurs particulières #0, yQ, et donnera pour y une fonction de x propre à remplir à la fois les deux conditions ci-dessus énoncées.
Lorsque l'intégrale générale se présente sous la forme u = C , u étant une fonction des variables x, y, la seconde équation devient uQ = C , uQ désignant la valeur particulière que prend la fonction u quand on y suppose
x tzz xc, y z=z y0 j
et l'élimination de.. la constante C produit la formule
u = tf0,
qui satisfait effectivement aux conditions requises. Poui
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obtenir directement cette formule, il suffit d'observer que si l'intégrale générale u = C appartient. à l'équation
Mdx -+- ïïdjr = o,
cette équation multipliée par un facteur convenable deviendrait du = o. En considérant dans cette dernière y comme une fonction dex, puis intégrant les deux membres à partir de x = x0, jr =y0» c'est-4rdire de manière qu'ils s'évanouissent pour la valeur x0 de xy et pourli valeury0de jron trouvera
If — Mo = o,
et par suite
a = aD.
Exemple : i°. L'équation
1>(x)dx -+- »(y)ày = o a pour intégrale
F<p{x)dx.+ Ç* %{y)dy = o.
2°. En opérant sur les deux membres de l'équation
*y +;F(x)rfr = f(x)dxy
F (x) dx, on en tirera
f*f(x)dx /'* Ç* V(x)dx
ye J *o —^0=1 eJ*o f(x)dx9
et par suite
- fXF(x)dx\ rx fXF(x)dx 1
;=« J'o Ko4" / cJt° /(*)<**]•
Si /(x) = o, on trouverait simplement
- rxF(*)*r
Considérons encore l'équation différentielle
r = *r'+/Cr');
son intégrale générale se déduira, comme on l'a vu, de la formule dy' = o ; or, si l'on désigne par y'Q la valeur de y' qui répond à la valeur xQ de x, on tirera de l'équation dy' == o, en intégrant les deux membres à partir de x = x0, y' — y'0 = o, ou , ce qui revient au même , dy = y'0 dx. En opérant de la même manière sur cette dernière équation , on trouvera
d?où
et , en substituant pour y sa valeur dans l'équation J = *y'-+ /(/')>
X — X0 \X— XoJ'
Pour transformer les diverses intégrales que nous venons d'obtenir en intégrales générales , il suffit de concevoir que l'une des quantités x0, yQ, étant réduite à un nombre fixe, à zéro, par exemple, ou à l'unité, l'autre se change en une constante arbitraire. On simplifie ordinairement ces intégrales en supposant xQ = o. Ainsi, en adoptant cette hypothèse, on réduira l'intégrale de
l'équation y = xy' +f(y') à y0 = / (^^-'}
Tout ce qui a été dit ci-dessus relativement aux intégrales générales des équations différentielles ne saurait s'appliquer à leurs intégrales singulières, attendu <pie celles-ci ne renferment point de constantes arbitraires dont on puisse disposer de manière à remplir des conditions nouvelles.
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Si Ton fait * = — / (x, j), l'équation
Udx -*- N^r = o devient
Soit d'ailleurs j' = F(x) une valeur de l'inconnue/ qui remplisse la double condition de vérifier l'équation
d de se réduire à yQ pour x = x0, on aura
De plus, F(x) étant une fonction déterminée de la Ta* riable x , si Ton attribue à cette variable une nouvelle valeur particulière X , la valeur correspondante de / sera une quantité déterminée. En désignant cette quantité par Y, et par 0 un nombre inférieur à l'unité, on trouvera Y =F(X),
De même, si Ton désigne par xt , a:,,. . . , a£_t, n valeurs de x qui forment une suite croissante entre les*limitesx = x0, x = X, et par j, , y, , . . . , ^n_, , lesvtleurs correspondantes de y, on aura
r»— r« =(** — *.)/{*. +*,(*,— xty f^h-*,^— *«)]}•
90) 0i »• • • , 0n-i étant encore des nombres inférieurs i l'unité. Dans les seconds membres de ces dernières équations, les divers éléments de la différence X — x0 , savoir,
X\ Xot Xt — .27,, ... , A. — Xn—iy
se trouvent multipliés par des coefficients qui di fièrent très-peu des quantités
f[xQ, F(xQ)l /[*„ %)],..., /[*w,f(*w)],
ou , ce qui revient au même , des suivantes
lorsque ces éléments ont des valeurs très-petites , et que la fonction</'[.r, F (x)] demeure finie et continue entre les limites xQ , X 5 on aura donc à très-peu près, si ces conditions sont remplies ,
Xx — Xo = (*. — *o)/(*o, Jo)»
r> — r. = (*. — *i )/(•*•> rO»
Dans cette hypothèse , la véritable valeur de Y différera très-peu de celle qu'on déduit de ces équations approchées quand on élimine entre ces mêmes équations
les quantités yly yt , , J'n-i- Cette proposition peut
être rigoureusement établie à l'aide des principes que nous exposerons dans la prochaine leçon. Quant à présent, nous nous bornerons à en vérifier l'exactitude dans le cas où l'équation différentielle se réduit à
dy = y¥(x)dx.
Dans ce cas particulier, en effectuant l'intégration de manière qu'à la valeur xQ de la variable x corresponde la valeur yQ de la variable y, on trouvera
= y9eJ *<
¥(x)dx
on aura par suite
= Yo e J *o
et
r. = r«[> -h (x, — xs)F(*,)],
et en éliminant j, , jt, . . . , jB_, ,
r=jr.[H-(*. -X0)F(*0)][l-h(*a -XOF^)]..-!! + (X — *«)Ffr.
=ir04-i[n-(*»— *o)F(*o)]4-i[n-(*,— «OFf*,)]— +U,-+-(x-*-»W
D'ailleurs, si Ton représente par a une quantité finie, para, e deux quantités infiniment petites , et par 0on nombre inférieur à Puni té , on aura
1 (i H- aa) = — ?~ = m(a± i), I[i + (*.— *JF(*.)l+l[i + (*,--*I)F(*I)]...H-l[i-f-(X — x^,)F(jt
*i-*.)[FW+i.]+(*.-*«i[FW + t.]...+ (x- «u.)W^
e0, 6i , e„ . . . . , en-1 désignant des nombres très-petits. Comme le second membre de cette dernière formule dif-
fère très-peu de l'intégrale définie / ¥(x)dx , il en résuite que la valeur de 1 Y se réduit sensiblement à
an te de Y, à
et la valeur correspondante de Y, à
Exposition «Tune méthode rigoureuse à l'aide de laquelle on peut démontrer l'existence d'une râleur de y propre à vérifier une équation différentielle du premier ordre, et calculer cette valeur avec un degré d'approximation donné.
Toutes les fois que l'équation différentielle
est intégrable par Tune des méthodes exposées dans les leçons précédentes, on en conclut aisément, comme on Ta fait voir, pour l'inconnue^, une fonction de x propre à vérifier cette équation différentielle , et de plus à prendre une valeur particulière, mais arbitraire, jrOJ dans le cas où Ton attribue à la variable x une valeur donnée x0. Réciproquement il sera certain que l'équation .
*y = /(*> y)dx sera intégrable et qu'elle admet une intégrale générale comprenant une constante arbitraire si Ton démontre qu'il existe une valeur générale de y propre à remplir les deux conditions énoncées ; or on parvient a ce but, dans un grand nombre de cas, à l'aide des principes que nous allons établir.
Concevons que, X étant une nouvelle valeur particulière de x, on désigne par x,, xt, . . . , xn_x des quantités intermédiaires entre les limites x0, X, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis la première limite jusqu'à la seconde. Supposons de plus qu'on calcule T. n. a5
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n valeurs correspondantes de y, j, , . • . , j^i , Y, à l'aide des équations
X* — Jo = (xx — X0)/(*0, /o),
Y — -Tn-i = (X — *«_,)/(*)*..„ /«.»),
en éliminant ju /„.„, ^««o on obtiendra une valeur tk
Y de la forme
qui jouira de propriétés fort remarquables. Et d'abord, en ajoutant toutes ces équations , on trouvera
Y — jr0 = (x, — x0)f(xo, Xo) 4- (x, — *,)/(*„ yt) 4-.. • .
Or la somme du second membre est égale au produit de la somme des différences xt — #0, xt — xi9 . . . , X — jc^, ou X — jc0 , par une moyenne entre les coefficients
et si Ton désigne par A la valeur absolue du plus grand de ces coefficients , cette moyenne sera nécessairement exprimée par une expression de' la forme ± ©A, 0 désignant un nombre inférieur à l'unité ; on aura donc
Y - Xo = ± 0À(X - *.),
Y = Xo ± ©A(X - x0),
d'où l'on conclut que la valeur de Y se trouvera nécessairement comprise entre les limites y Q ± A (X — xd). En raisonnant de la même manière , on ferait voir que les quantités ju ./*>•••> JV-i sont respectivement comprises entre les limites
Xo ±A(x, — x0), jr0±A(xa— xt),..., j-oiAfxn.,— xj9
donc toutes ces quantités se réduisent aussi bien que X & des expressions de la forme
On doit en conclure que les coe^pients
/(*<>, y oh /(*«> /«),...,/(*»-., r«-0 sont des valeurs particulières de l'expression
qui correspondent à des valeurs de 0 et 0 comprises entre les limites o et i . Or concevons que le plus grand et le plus petit des coefficients dont il s'agit correspondent respectivement aux systèmes de valeurs
toute quantité comprise entre ces coefficients, ou, ce qui revient au même , entre les quantités
/[** -+■ 0o (X — *.), Xo + 0pA( X — x,,)] , /[*. -h ( 6. -h i)(X - *o), /. + (e. H- •') À(X — **)],
sera évidemment une valeur particulière de l'expression
/[*. + («•+ iC)(X-*.)f /oH-iVo-hi'0A(X-x0J],
correspondante à une valeur de f comprise entre les limites o et 1 , et par conséquent à une valeur particulière de l'expression
f[xQ -h *(X — *.), 70±©AVX — *0)],
correspondante à des valeurs de 0 et de @ comprises entre les* mêmes limites. Donc, puisque la différence Y — yQ est équivalente au produit de X — xQ par une moyenne dé cette espèce , on pourra poser
Y — fo = ( X — *•)/[*. -M( X — *„), ro±©A (X — *0)lî
et par conséquent
Y =7. -h (X -*.)/[*. + «^X-*.\ jroieApC-Xo)],
0 et 0 désignant deux nombres inférieurs à l'unité.
Corollaire ier. Si l'on|pupposait tous les élémens delà différence X — x0, c'est-à-dire les binômes xt — x0, x% — x,, . . . , X — xn__x réduits à un seul qui serait cette différence elle-même , on aurait simplement
Y — jo = (X — x0)/ (x0 , j0).
En comparant cette équation à celle qui précède, on reconnaît que la division de X — xQ en éléments, a pour effet de modifier le second facteur du produit qui représente la valeur de Y — yQ en y faisant croître les quantités x0, y0 de manière que les valeurs numériques de leurs accroissements soient inférieures d'une part à la valeur numérique du premier facteur, de l'autre à cette valeur numérique multipliée par la constante Â.
Corollaire 2mc. Soit m un nombre entier inférieur à w, et faisons x,n = £, ym = y?, on obtiendra
1 60. Après avoir reconnu la forme de Y, déterminons de quelle manière cette quantité varie avec yoy ou calculons r accroissement ê„ Je Y , correspondant à un accroissement o0de y0. Désignons par H = :±(X — x0) la valeur numérique de la différence X — x0. Supposons d'ailleurs que pour toutes les valeurs de x renfermées dans les limites
df(x y) 'jm*
u:0, X, la fonction dérivée — v ' reste continue par rapport aux variables x9 y, et demeure comprise entre les limites ±l C, C représentant une quantité positive. Cela
posé, soit
ç(xy y)thr -f- %(x9 y)dy
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la différentielle totale de la fonction f{x, y), en sorte qu'on ait identiquement
soient de plus 6f , 6, , . . . , £n les accroissements respectifs que prennent j^, jrlv.., Y lorsqu'on attribue à jr0 l'accroissement 607 et représentons par 0, 0O, ©i,...,©„-i des nombres inférieurs à l'unité.
L'équation yx —y0 = (xx — x0)f(x0, yQ) devant subsister encore quand on y fera croître yQ de 60, etJri de 6j, on en conclura
J'i ■+-•« — (r« H- ^o) = (jp« — ^o)/(*o, /o -+- Co),
et par suite
fft — ^o = (j?i — x0) [/(xot /o -+■ c.) —/(*<>, ro) ] ;
on aura d'ailleurs, en vertu d'une fonnule connue et de l'hypothèse admise,
/(^o, 7o -4- C0) -/(j?0,/o) = ±0oCoC, et par conséquent
Cx = C0 [i ± e^Cf-r, — x0)l on trouvera de même
C% = C,[i ± e.Cfc,. — *,)],
C»=^,[i± 0_.C(X - *_,)]> Cw=C0[i±fc>0C(xl-.x0)][i±e1C(j:1-xI)]...fl±ell_tC(X-a:Ji.1)].
Or, si la différence X — x0 est positive , la valeur numérique du binôme i ±: 0oC(x! — jr„) sera inférieure a h.
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somme i + C(x, — jt0) et par suite à Te
Par la même raison , les valeurs numériques des binâmes
î ± 0,0(0?, — *,)* • • • y i ± e.-.CfX —*._»), seront respectivement inférieures aux exponentielles
donc le produit de tous les binômes qui entrent dans la valeur de Sn aura une valeur numérique inférieure tu produit de toutes les exponentielles, c'est-à-dire i e ( — *0^ et gg induit par conséquent à une expression de la forme
0 représentant toujours un nombre compris entre les limites o et i. Il faudrait évidemment remplacer cette expression par la suivante ,
± e>eC ('o - x>,
si la différence X — x0 devenait négative. Cela posé, on aura
' C =±eC0f±c(x^) =±:0£o*CH.
Voilà donc l'accroissement 6n de Y, correspondant à l'accroissement 60 dejv Si l'on fait, pour abréger, K=e » K sera une constante positive et finie , et l'on aura simplement
Ç, = ± ©Kffo.
Corollaire ier. Lorsque les éléments jct— -ce0, jrt— arfv.., de la différence X — xQ, obtiennent tous des valeurs nu-
mériques inférieures à -, les facteurs
i ±: jB0C(*i — jt0), i ± 0, C (-ra — x,), . . . , sont .tous positifs, et Ton a nécessairement C. = 0KCo.
Corollaire ame. La valeur de 6n = ±. 0K6O devient in&niment petite en même temps que 6Q-, donc, à un accroissement infiniment petit de la quantité yQ, correspond toujours un accroissement infiniment petit de la quantité Y , et par conséquent la seconde de qes deux quantités est une fonction continue de la première.
Corollaire 3me. Si Ton considère seulement les équations
elles suffiront pour déterminer Y en fonction des quantités xm, xm+u. . ., #„_,, X, ym, et Ton prouvera encore que si Ton attribue à^mun certain accroissement 6m, l'accroissement correspondant de Y sera de la forme
Donc ce dernier accroissement aura une valeur numérique inférieure à celle du produit
et, à plus forte raison, à celle du produit
1H1. La quantité Y dépend évidemment, i° des valeurs
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extrêmes dex représentées par xoy X \ a° (le la quantité j0; 3° du nombre n et des valeurs mêmes des éléments dans lesquels on a divisé la différence X — x0, on, en d'autre» termes , du mode de division adopté. Mais il est facile de montrer que, si Ton fait décroître à l'infini les valeurs numériques des éléments de la différence X — xOJ la valeur de T dépendra uniquement des trois quantités xoy X et y0. Pour le prouver, il suffit de faire voir que si le nombre n devient très-considérable, le mode de division n'aura plus sur la valeur de T qu'une influence insensible ; or c'est ce que Ton peut démontrer comme il suit Lorsque les éléments de la différence X -^-x0 se réduisent à un seul qui coïncide avec cette différence ellemême , la valeur de Y est simplement déterminée par l'équation
y — Xo =(x — *o)f(x0, ro).
Lorsqu'au contraire la différence X — x0 est partagée en n éléments x^ — x0, xt — xu . . . , X — .rn_„ on a
Y—jr.zsfX — j^)/[x0+6,(X — *.), 7o±0A(X-jpJ].
Pour passer à un second mode de division, il suffit de subdiviser chacun des éléments du premier en nouveaux éléments. Or on peut calculer d'une manière approchée le degré d'influence que chaque subdivision aufa sur la valeur de Y. En effet, lorsqu'on partagera , par exemple, l'élément xt — x0 en plusieurs autres, l'équation
/. ~ fo = (*x — Xo) /(*o, y*)
se trouvera remplacée par plusieurs équations de la même forme ; mais, en procédant comme nous l'avons déjà fait, on trouvera
y%— Xo = (•*! — *o)J\*o *+- *« (.*-,—*„), ro±e«A(^, — jr0)]i
0j, 0t désignant deux nombres inférieurs à l'unité. En
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/[x0 -f- *, (*t — x0), y 0 ±0, A (xT — x0) ] =/(x0, j o) ± f o> on aura
JTx — .To = (*t — X0)/(x0, Jo) ± lo(^f — *o).
Ayant la subdivision de F élément j?t — jr0, on avait
r« — Xo = (*. — *o)/(-r0, ro).
Cette subdivision fait donc croître^, du produit
± f0 (Xx — XQ).
Si d'ailleurs les autres éléments de la différence X — x0, conservent leurs valeurs primitives, tandis que la quan^ titë jrft reçoit l'accroissement ± e0 (xt — x0), Y, en vertu de ce que nous avons dit, prendra un autre accroissement de' la forme
± ©Ki0(*, — x0).
Donc l'accroissement de Y produit par la seule subdivision de l'élément xt — xQ aura une valeur numérique inférieure à celle de la quantité
On prouverait de la même manière que l'accroissement de Y, produit par la subdivision de l'élément ;rm+, — xm, aurait une valeur numérique inférieure à celle de la quantité
le nombre em étant déterminé par une équation de la forme
± i«=/[u:ai-h8(ar-l+1— xm), ym ± ©A(x-I+I— xm)]— /(*„, /*).
Donc, si Ton subdivise Fun après Fautrc tous les éléments , Y prendra une suite d'accroissements dont la
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somme est inférieure à
Kio^-xo) H-Kif(xa -,rI)-4-...-hKill.s(X-*^1)=Kj(X-jJl
e désignant une moyenne entre les nombres e0, etl «g,. . , Si les différences xt — x0, xt — xu etc. , obtiennent des valeurs infiniment petites, on pourra en dire autant des quantités s0, el9 ei9 . . . 9 e„_i, ainsi que de refrènes
Kt(X — x0);
et par conséquent on n'altère pas sensiblement la valeur de Y, correspondante à un mode de division dans lequel les éléments de la différence X — x0 ont des valeurs numériques très-petites , si Ton passe à un second modfe dans lequel chacun de ces éléments se trouve subdivisé en plusieurs autres.
Concevons à présent que Ton considère à la fois deux modes de division , tels que les éléments du second ne soient plus des subdivisions des éléments du premier. On pourra comparer ces deux modes à un troisième tellement choisi, que chaque élément, soit du premier, soit du second , se trouve formé par la réunion de plusieurs déments du troisième. Pour que cette condition soit remplie , il suffira que toutes les valeurs de x , interposées dans les deux premiers modes , soient employées dans le troisième ; et on prouvera que Ton altère très-peu la valeur de Y en passant du premier ou du second mode au troisième, et par conséquent en passant du premier auseopnd. Donc, lorsque les éléments de la différence X — x0 deviennent infiniment petits , le mode de subdivision n't plus, sur la valeur de Y, qu'une influence insensible, et si Ton fait décroître indéfiniment les valeurs numériques de ces éléments en augmentant leur nombre, la valeur de Y convergera vers une certaine limite qui dépendra uniquement de la forme de la fonction f{x, y)> des valeurs
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extrêmes x0, X, attribuées à la variable x , et de la quanité jr0.
Corollaire Ier. Comme la limite vers laquelle converge y, tandis que les éléments de la différence X — x0 leviennent infiniment petits , dépend uniquement des :rois quantités x0, X,jp0, nous désignerons cette limite par la notation F (x0, X, y0), que nous réduirons même i Tune des suivantes F (X, yQ), F(X), quand nous nous proposerons de faire varier les deux seules quantités X, yQ, >u la seule quantité X.
162. Ilestfacile de démontrer main tenant qu'il existe touours une fonction de x propre à vérifier l'équation différentielle dy = f(X) y)dx, et de plus à prendre une valeur particulière , mais arbitraire yQ, dans le cas où Ton ittribue à la variable x une valeur donnée xQ. En effet , iésignons par F(x) ce que devient F(X) quand on y remplace X par x\ puisque F(X) est ce que devient Y ipiand les éléments de la différence X — xQ deviennent infiniment petits, de l'équation
Y— f=(X — *)/[* + 8(X— f), ,±0À(X-f)] on tirera
et en faisant
x et x -+- h étant renfermés entre les limites x0, X , on aura à la fois
¥{x) = yQ-ir(x—x0)f[x0-\-Q(x—x0)i /o±0A(.r — jr0)],. F(.r-M)— Y(x) = hf[x-h$h9 F(x)±&Ah].
Or il est facile de voir, i° que pour x = x0, F(x) se réduit à y0 ; 2° que si l'accroissement h devient infi-
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niment petit, l'accroissement correspondant de U fane* tion F(x), savoir , F (x -h A) — F(x), sera lui-méat une quantité infiniment petite ; 3° que' de cette équation, divisée par A, on tirera
ce qui exprime que la fonction F(x) vérifie l'équation différentielle dy = f(x9 y)dx:
Donc enfin, lorsque la fonction /*(•£, jr) et la dérivée
~f\ **' restent finies et continues entre les limites jr* X,
dy
il existe une fonction de x propre à vérifier l'équation différentielle dy = /(x, y)dxy et de plus i prendre une valeur particulière, mais arbitraire jrQ, dans lecai ou Ton attribue à la variable x une valeur donnée x0.
Corollaire. Si Ton désignait la limite de T par la notation F(x, yQ), la fonction y se présenterait sons h forme y = F(x, yQ) et serait l'intégrale générale de l'équation proposée , puisque y0 est une constante arbitraire. Ajoutons que cette intégrale est, comme Y, une fonction continue de yQ.
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Application de la méthode exposée dans la Leçon précédente à l'intégr'a lion d'une équation différentielle quelconque du premier ordre entre deux rariables x, y.
163. Nous avons supposé jusqu'ici que les deux fonctions f(x, y) et x(x> y) = j demeuraient fi-
nies et continues, quelle que fût y pour toutes les valeurs renfermées entre les quantités x0, X \ mais il est facile de démontrer que les propriétés énoncées dans la leçon précédente subsisteront encore toutes les fois que ces fonctions seront finies et continues par rapport aux variables x, y dans le voisinage du système de valeurs particulières x = x0, y =yu, pourvu que l'on choisisse convenablement la quantité X. En effet , concevons que les expressions /(x0, y0), x(x0, y0) étant des quantités finies , on désigne par A, C deux nombres supérieurs à leurs valeurs numériques , et par a une quantité positive ou négative choisie de telle manière que pour des valeurs de x renfermées entre les limites x0, xQ -+- a , et pour des valeurs de y renfermées entre les limites y0 — Aa, y0 -+- Aa, les deux fonctions /(x, y), xfaj) restent continues par rapport aux variables x. y, et demeurent comprises, la première entre les limites — A, -f- A, la seconde entre les limites — C, -f- C; les propriétés mises en évidence dans la leçon précédente sub-
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sisteront encore si Ton a pris pour X une moyenne entre les deux quantités x0 et xQ -h a. Pour le démontrer, 3 suffit de faire voir que, dans l'hypothèse admise les quantités yu jtv-> J>-n Y, déterminées par les équations
r« — Xo =(*i— ^o)/(*o, ro)>
* ——.T'it— 1 — (a. — Xn^ijj (*ji^ij x*—*)t
étant toutes comprises entre les limites ^0 — Aa, j0 + A*, les fonctions /(x, j), ^(r, y) resteront finies et eontinues pour toutes les valeurs yiy ytJ. . . ., T correspondantes à des valeurs de x comprises entre x9 et x0 + a. Or , si Ton ajoute entre elles celles de ces équations qui renferment les quantités yoy yty. . ., ym, on obtiendra la formule
X* — ro = (*» — •*•<>) /(*<>, xo) •+- (*, — *,)/(*„ rO—
dont le second membre est équivalent au produit de la • différence xm — xQ par une moyenne entre les coefficients
De {dus, la différence xm — x0 ayant une valeur nmmérique inférieure à celle de X — xoy et par conséquent inférieure à a, il est clair que la valeur numérique de ym sera comprise entre les limites y0 — Aa, y0 -f- Aa. Si chacune des expressions
a une valeur numérique inférieure à A, ce qui arrivera
nécessairement si les quantités y0, yu , jr^, se
trouvent elles-mêmes renfermées entre les limite! y0 — Aa, y0 + Aa. Donc, puisque cette condition se vérifie à l'égard de y0> elle sera pareillement satisfaite
à l'ëgard de yx : étant vérifiée pour yQ et jXj elle sera encore satisfaite à l'égard de yt. . . . , et ainsi de suite. Enfin elle se vérifiera pour ym, m désignant un nombre entier égal ou inférieur à w, et par conséquent pour tons lefc ternies de la suite j0, jri9 j2, . . . , yn__i, Y.
. Corollaire Ier. Soient 0 et 0 deux nombres qui varient entre les limites o et i -, et indiquons par la caractéristique M une moyenne entre plusieurs quantités données. Comme le nombre désigné par C peut être pris arbitrairement pourvu qu'il surpasse la valeur numérique dé X(xo* yà) * il est clair que la quantité a deviendra propre à vérifier les conditions du théorème précédent, si Ton a choisi a et C de telle manière que les deux fonctions
/{xo -f- 0a9 jrQ ± ©A«), % [x0 -f- On, rQ± toka)>
restent continues entre les limites
et que Ton ait toujours entre ces limites
f(x0 + fci, Xo ± eAfl) = M (— À, -f- A).
Corollaire 2me. Supposons que parmi les valeurs de la quantité a, pour lesquelles les conditions énoncées dans le corollaire Ier peuvent être remplies, on choisisse celle qui est la plus grande, abstraction faite du signe : dans cette hypothèse , l'équation de la leçon précédente
y = F(«), ou y =z F (*, xo),
fournira une intégrale particulière de l'équation
ày = /(*, y)dx,
pourvu qu'on assujettisse la variable x à demeurer comprise entre les limites xQ et x0 -+- a.
Corollaire S"e. La quantité a étant déterminée comme
on vient de le dire, si, dans l'équation y = F(x, j0) on remplace yQ par une constante arbitraire C, la formule y = F(a:, C) représentera l'intégrale générale de l'équation dy = f(x, y)dx, du moins pour certaines valeurs de x comprises entre certaines limites qui dépendront elles-mêmes de la valeur attribuée à la constante arbitraire. Concevons en effet que Ton désigne par a une quantité aflectée du même signe que a , nuis douée d'une valeur numérique moindre; soit de pluse un nombre inférieur à l'unité , et supposons
C = ^0±iA« = M(t7-0 — A*, yQ +A4
Comme on aura évidemment
y0 — Aa = C — A(«±i«), yQ -+- Aa = C -h A(« =£■*)>
on en conclura que les deux quantités^ — Ka 9y0+ka comprennent entre elles les deux suivantes, C — A(a — a), C -+- A (a — a), et l'on prouvera, en raisonnant comme ci«dessus , que la valeur y = F (x* C) est une fonction continue de x et vérifié l'équation dy = f (x^ y)dx, tant que la constante C demeure comprise entre les limites^ — Àa, yQ -f- Aa, et la variable .rentre les limites xQ et xQ + (a — a).
On démontrerait de la même manière la proposition suivante. Supposons que les expressions
J (**<» J'*n X[xo> X0J7
ayant des valeurs finies , on choisisse le nombre A et la quantité a , de telle sorte que :
i°. Si %(xo> Jo) est positif ou nul , les deux fonctions
f(x0 -+- Ba, jr0 +- BAa), z (*o -*- 6*t Xo -4- eAfl), restant continues entre les limites
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on ait toujours entre ces limites
a°. Si x(xo» ^o) est négatif ou nul , les deux fonctions
f(x0 -+- Oa, Xo — ©Afl), %(x0 -+- 0a, Xo — ©Aa),
restant continues entre les limites
6 = o, 0=1 , e = o, © = if .
on ait toujours, entre ces limites,
/(xo-h0a, xo — ©Afl) = M (o, —A),
les théorèmes de la leçon précédente subsisteront entre les limites xOJ x0 -f- a.
164. Parmi les valeurs de a qui remplissent les conditions énoncées, il est avantageux de choisir celle qui est la plus grande , abstraction faite du signe. Pour montrer par un exemple comment on peut déterminer cette valeur, supposons que l'équation différentielle donnée soit
dx = tang(x -h X)dx9
et que les quantités x0, j0 s'évanouissent. Pour que l'équation
f(x0 4- 0a, Xo -h fc>Aa = tangua -f- ©A*) = M(o, A)
soit toujours vraie pour des valeurs positives de a , tandis que 0 et 0 varient entre les limites o et i , il est nécessaire que l'arc a + Art reste compris entre les limites
o, -, et que Ton ait tang(a -f- Au) = M (o, A). Pour dé-
duire de cette dernière équation la plus grande valeur possible de Tare a , Tare a -f- ka demeurant inférieur à
- , il suffit, i° de remplacer le second membre M(o, A)
T„ ii. 26
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par A ; a° de joindre à la formule tang (a -+• ▲*) s? A,
ou a = "^^"^ , celle qui fournit le maximum de s
considéré comme fonction de A, savoir, da arc tang A i
or on satisfait aux deux équations ainsi obtenues en prenant %
Ainsi, dans l'hypothèse admise, la quantité positive a = 1,229. • • est la plus grande des valeurs de a propres à vérifier la formule
f(x0 + Qa, x0-h GAa) = M (o, A).
On prouverait de même que la quantité négative
est la plus grande, abstraction faite du signe, de celles qui sont propres à vérifier la formule
f(x0 H- Oa, Xo — eAfl) = M (o, — A).
On en conclurait que la méthode d'intégration exposée dans la leçon précédente fournira la valeur générale de y qui satisfait à l'équation
dx = taiig(* -+- x)***
et s'évanouit avec la variable x, du moins tant que cette Variable restera comprise entre les limites
Pour l'équation <ty = tang(j?f -\-y*)dxy en supposait toujours j:0 = o, jQ = o, on trouverait que la phv grande valeur de à1 serait déterminée par le système d«
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deux équations
arc taim A A 1
«» = - — , arc tang A = — - ,
i+A» ' b sA'
desquelles on conclurait
A =0,7654.-, fl* = 0,9653, a =±0,9824. . .,
et la méthode exposée fournirait la valeur de y qui vérifie l'équation
dy = tang(j:* -h y*)dx9
et s'évanouit avec x, tant que la variable x resterait comprise entre les limites
Considérons encore l'équation différentielle
et supposons xQ = 1 , y0 = o, on aura
/(*. + Oa, y„ + @Aa) = |+6a'+eAfl = M(o, A),
et cette équation sera toujours vraie entre les limites 0 = o, 0=i, 0 = o, 0 = 1, si l'on prend A = 1, et si l'on attribue à la quantité a une valeur positive quelconque. Par suite, la plus grande des valeurs positives de a sera a = 00 , et si l'on désigne par y = V. (x) celle des intégrales particulières de F équation
qui s'évanouit pour x = 1, la méthode exposée déterminera la valeur de h\x) tant que la variable x sera eom-
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prise entre les limites x = i, x = oo. L'équation*
i -+- Ga 4- WÀ/i
sera encore satisfaite si , A étant un nombre supérieur k l'unité, on attribue à a une valeur négative comprise
entre o et — - y-- — -. \ or, parmi les valeurs négatives de
a que fournit l'équation a = — — r, celle qui est
la plus grande, abstraction faîte du signe, se trouve déterminée par la formule -
da
— - =o, ou A1 — 2A=i,
de laquelle on tire , A devant être supérieur à l'unité,
A = r -\r\Ziy a = — (3 — al/â) = — 0,1715.
La méthode d'intégration suffira donc encore pour fixer la valeur de F (x) tandis qu'on fera varier x entre les limites o et — o , i y 1 5 .
165. Il est essentiel d'observer que les quantités y 0,ji« y,,..., yn-i) Y, déterminées comme nous l'avons dit, resteront comprises entre les limitesj-0 -f- A«, r0 — &a, et formeront, ou une série croissante, ou une série décroissante , toutes les fois que X sera renfermé entre x0 et x0 -+- a , les quantités a et A étant choisies de manière à vérifier les conditions énoncées ci-dessus. Il est aisé d'en conclure que , dans le cas dont il s'agit , la fonction y = F (x) croitra ou décroîtra toujours depuis x = x0 jusqu'à x = X , sans pouvoir dépasser la limite y0 +Aa, ou jrit — An. Concevons maintenant que, a satisfaisant toujours aux mêmes conditions , la quantité X varie entre les limites x0, x0+a, et s'approche indéfiniment de cette
dernière H mi te. La valeur dey =F(X) s'approchera elle-même indéfiniment d'une certaine limite qu'on pourra désigner par F(xQ -+- a), et qui sera comprise entre les deux quantités^ — Aa, jQ -+- Aa. On prouvera dès lors , par des raisonnements analogues à ceux dont nous avons déjà fait usage, que les théorèmes de la leçon précédente subsisteront non-seulement lorsque la quantité X variera entre les limites x0, xQ -+- a, mais encore tandis que cette quantité s'approchera indéfiniment d'une nouvelle limite jc0+û,. Par suite , on pourra calculer, avec tel degré d'approximation qu'on voudra, les valeurs de F(X) correspondantes à des valeurs de X comprises entre xQ et xQ + at. Si d'ailleurs les fonctions f (x, jr), x(p°-> y) restent continues dans le voisinage du système des valeurs particulières
x = xQ -+- a„ y ~ F(x0 -+- «,),
on déterminera encore une valeur de x située au delà de la limite x0+a,, et vers laquelle on pourra faire converger la quantité X dans la fonction F (X). Désignons par xQ + at cette nouvelle limite , et continuons de même; les quantités
*o -f- <*> J?o H" a\i xo "+" a*y - >
formeront une série croissante ou décroissante, et leurs valeurs numériques finiront par surpasser tout nombre donné, ou par s'approcher indéfiniment d'une certaine limite. Dans le premier cas, la quantité X pourra croître et décroître indéfiniment , de manière à devenir supé rieûrc ou inférieure à toute quantité donnée. Dans le second cas, la quantité X pourra s'approcher indéfiniment de la limite vers laquelle convergeront les dilTérents termes x0 -+- at, x0 + a„. . . Soit X cette même limite et F(Ar) la valeur correspondante de F(X), pour
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qu'on ne puisse plus faire passer la quantité & a» delà de la limite X dans la fonction F(X), il sera nécessaire, ou que la quantité F(X) soit infinie, ou que Tune do fonctions f[xy F(x)], xtx> ^W] devienne infinie pour la valeur particulière x = X9 ou enfin que Tune de ces fonctions devienne discontinue dans le voisinage de la valeur particulière dont il s'agit.
166. Afin de montrer l'application de ces principesgénéraux & un exemple, concevons que F(x) représente celle
des intégrales particulières de l'équation dy = — — — qui
s'évanouit pour x = 1 5 et cherchons les valeurs qu'en devra, dans ce cas, attribuer aux constantes a, au a*,...* en les supposant négatives , et les plus grandes possibles (abstraction faite du signe). Ces valeurs seront propres a vérifier des équations de la forme
c'est-à-dire
F (*D) H- (M-eAja - M(û» A
xQ-\-a +F(j?0 + a) + (6-+- ©AxX*,— a)
= M(o, A,), ete.,
Xo -H Q\ -+-F (*0 -+-««) 4- (0 -+- eA3)(aa — a,)
tandis que les nombres 0 et 0 resteront compris entre le* limites o et 1 . Or on satisfait à ces conditions en prenant
a —a— A-[-to-t-a + F(x<'+<î)]— ' '' A.(A.-Hi)
et plus généralement
__ AM[jF0-HiJ^1+F(xo-4-aM_I)]— i ' ~ «" ~ A.(A.+ i) "
Ajoutons que la valeur de «m deviendra la plus grande possible , abstraction faite du signe, si Ton choisit Am de manière k vérifier l'équation
et si Ton prend en conséquence
*o -h tf*_«-*-F(ar0 + <*.,_,)
«« = — «— «o— F(dP0-+-««-i)4-al/r i-i-JCo-+-ii^I-*-F(xo-»-««_l), comme on a d'ailleurs, par hypothèse, x0=i, F(xQ) = o, on aura successivement
«..=— 3— F(i-+-«— O-f-aV/T-t- «,_, + F(i -h ««_»)> et Ton en tirera simplement
a=— 3-hal/â, <*,= — 3-+-F(i -ha) -+-2V/a-4-tf-f-F(i 4-«), etc.
Si, à l'aide de ces dernières équations et de la méthode exposée dans la leçon précédente , on détermine Tune après
l'autre les quantités i + «, i -f- a,, i + a„ , qui
remplacent x0 + a, ;r0 + ai9 x0 + «,,..., on obtiendra une série de termes qui décroîtront sans cesse, et qui convergeront vers une certaine limite. Désignons par X cette limite; on aura sensiblement, pour de trèsgrandes valeurs de m ,
et par suite
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donc la valeur particulière x = X rendra infinie la fonction
ce qui s'accorde avec la remarque générale que nous avons faite ci-dessus.
On ne doit pas s'étonner de voir que' dans certains cas la méthode d'intégration ne fournisse le moyen de calculer des quantités réelles propres à représenter les valeurs successives d'une intégrale particulière d'une équation différentielle donnée, qu'autant qu'on suppose les valeurs correspondantes de la variable indépendante x renfermées entre certaines limites. En effet, parmi les équations différentielles qui peuvent s'intégrer par des méthodes rigoureuses , il en existe beaucoup dont les intégrales particulières ne sauraient être étendues à des valeurs quelconques de la variable x, en demeurant toujours réelles. Telle est, par exemple, l'équation
dx dr = — =~.
Si, après l'avoir présentée sous la forme
on intègre ses deux membres en assujettissant y à s'évanouir pour x = i, on trouvera
et par suite
X = 1CÏ — y — i .
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Or il est aisé de voir que le second membre nie cette dernière équation admet une valeur minimum déterminée par la formule ae7 = i de laquelle on tire
r= —12=^—0,6931..., ' et par suite
x = la = 0,693 1 . . .
Donc si Ton désigne par y = F (je) l'intégrale particulière que fournit l'équation
cette intégrale ne pourra pas & étendre, sans cesser d'être réelle, a des valeurs de x plus petites que la limite x = la, à laquelle correspondent une valeur nulle de
et une valeur infinie de
Ces considérations directes nous ramènent donc aux conclusions précédemment établies.
Limite des erreurs que Ton peut commettre en se serrant de la méthode exposée dans les leçons précédentes pour le calcul numériqat des Intégrales particulières d'une équation différentielle du premier ordre.
167. La fonction y étant assujettie à vérifier l'équation différentielle dy=f(x,y)dx, et à prendre pourx= x0 la valeur particulière yQ, si Ton demande , non pas l'intégrale générale, mais une nouvelle valeur particulière de y y par exemple celle qui correspond à x = X \ cette valeur différera très-peu de la quantité Y, déterminée par les équations
r« ~ r<> = (*« — *o)/(*o, fo), y* — Xi = (*» — *i)/(*i» r0>
pourvu que Ton attribue aux éléments de la différence X — xt), c'est-à-dire aux quantités xt — xoy xt — xlv.., X — ;*:„_!, de très-petites valeurs numériques, et si l'on t d'ailleurs
la quantité a étant choisie de manière à remplir les conditions énoncées dans la leçon précédente. De plus, comme pour passer de la quantité Y à la valeur cherchée
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de y^ il suffira de subdiviser les différences xt — #0, x, — Xj,. . . en éléments infiniment petits, il est clair que si Ton remplace cette valeur par Y, Terreur commise en plus ou en moins sera représentée (n° 161) par une expression de la forme
± eKi (X — x0):
cette erreur sera donc inférieure à KHc , H désignant la valeur numérique de X — xoy K l'exponentielle e , et e une moyenne entre les nombres c0, cft, . . . , fn_i, déterminée par des équations de la forme
±i.=/[x*+ *(*.,+,— xm), r.rheAf*.*,— *«)]— /(*«, ym).
Cela posé, concevons que chacun des éléments de la différence X — x0 soit renfermé entre les limites db h , h étant une quantité positive: Les nombres e0, et,...., f„_t ne surpasseront jamais la plus grande valeur numérique que puisse recevoir la quantité
tandis que Ton fait varier x et x ±l Oh entre les limites Xo, X; y et y ±1 0AA entre les limites yQ,y0 ± 0Àa; enfin 0 et 0 entre les limites o et i. Donc, si Ton nomme D cette plus grande valeur, t restera toujours inférieur à D et Terreur commise au produit KHD.
Ajoutons , i° que le produit ôh devra être affecté du signe ■+- ou du signe — , suivant que la différence X — x0 sera positive ou négative ; a° que le double signe placé devant le produit 0AA devra être réduit au signe + ou au signe — , suivant que la quantité a vérifiera la première ou la seconde des équations
f(x0 -M*, fo -h ©A*) = M(o, A), / (*o H- *«, Xo — 0A*) = M(o — A),
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168. 0 est très-facile d'obtenir un nombre pluâgnusi que D quand, pour toutes les valeurs des variables x, j comprises entre les limites x0, x^-J-a, ^0 — Aa, j^o-MUj
la fonction y(x, y) = * . reste finie et continue
aussi bien que les fonctions,/* (x, y) et % (x, y). Admettons en effet cette supposition et désignons par B, C deux . nombres égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs numériques que puissent obtenir les fonctions ç(x, y), X(x, y)y tandis que x et j varient entre les limites doat il s'agit. La dérivée de la fonction
f(x±M, y±&AA)-/(x, y)
par rapport à A, savoir,
± 0?(* ± BA, y ± eAA) ± 0À;c(* ± M, .T ± ®A4),
aura évidemment une valeur numérique inférieure a la somme B + AC , et Ton doit en dire autant de toute expression dans laquelle se changerait cette dérivée si Ton y multipliait le nombre h par un coefficient plus petit que l'unité. Or, en vertu de Féquation
FW-/(o)=FW h
le rapport — — — - — t v J ' est égal a une
expression de cette nature -, donc la plus grande valeur
numérique de ce rapport. ou la fraction -r sera inférieure
elle-même à la somme B-f- AC , et le nombre D ne pourra pas surpasser le produit (B -f- AC)A. On trouvera dès lors, pour limite de Terreur commise, (B+ AG)KHA 00 (B + AC)H<?^H/i. En supposant toujours que la quan-
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lité a vérifie Tune des deux équations
f(x0 ■+- Oa, Xo -h ©A») = M(o, A), f\x0 -t- Ôa, y0 — ©A) = M(o — A),
on pourra prendre pour B et C les plus grandes valeurs numériques que reçoiventles fonctions <f(x9 y) et xC^.jO» tandis qu'on y fait varier x entre les limites x0> x0 + a, et y entre les limites y09 yQ 4- Aa, ou y0 et y0 — A«.
Si la fonction <p (x, y) devenait infinie pour x = xQ , la quantité B étant alors infinie, on ne pourrait plus, à l'aide de l'expression qui précède , évaluer Terreur commise, quelque petite que fût d'ailleurs la différence X — xQ •, mais, dans ce cas même , il sera ordinairement facile de déterminer un nombre supérieur à D, par la méthode que nous allons indiquer.
Si, après avoir remplacé h par t dans l'expression
± fy (x ± ôh, y ± 0AA) ± 0A*(* ±04, y± 0A/«),
et multiplié cette expression par rit , on intègre le produit entre les limites t =z o, t = A, l'intégrale qui en résultera,
h [±0?(x±0f, y±eAt)±QA%(x±:6t, y ±0Af] dt,
sera précisément équivalente à
f(x±Qk, r±0AA)-/(x, y),
B et 0 étant pris avec le signe -f- ou avec le signe — , sui-* vant que l'une ou l'autre des conditions dont nous avons déjà parlé sera satisfaite. Soient maintenant f (t) la fonction comprise sous le signe / dans l'intégrale , et T une autre fonction de t qui reste constamment positive et supérieure à la valeur numérique de f (i) entre les limites t = o, t= h. Comme entre ces limites les deux binômes
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T — f(f), T +f(t) conserveront toujours des valeur» positives, on pourra en dire autant des deux intégrales
f*[T + f (')]*= f*Trfr+ r*f(r)*,
et par conséquent l'expression / f (t) dt aura une valeur
numérique inférieure à la quantité positive l TA; il sera donc permis de substituer au nombre D l'intégrale f Tat, et la recherche de ce nombre se trouvera réduite à celle de la fonction T.
169. Lorsque, pour des valeurs des variables x, y renfermées entre les limites x0, x +a, yQ — A/i, jp0 + Afl,. les deux fonctions af (x, j), ^(x, y) conservent toujours des valeurs finies et inférieures aux nombres B et C , la valeur numérique de f(f) ne surpasse pas la somme B+AC, et en substituant cette somme à la fonction T, on réduit
l'intégrale / Tdt à l'expression (B + AC)/t.
Lorsque y(x, y) devient infinie pour x = x0, la fonction T ne peut plus être remplacée par la somme B-I-AC, ni même par une quantité constante. Supposons, par exemple ,
/(*, y) = /, (*, y) -h (x - XofAix, y),
ul représentant un nombre inférieur a l'unité , et/i (x, y)^ f*(x,y) deux fonctions nouvelles qui conservent, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, des valeurs finies pour x = x0. Soient en outre yt (x, y)^ y»(x, y)} X*(xi y)* X*(x' y) 'es dérivées des fonctions J\ (x, y),
f* (x* j) Par apport aux deux variables x^y\ et Aj, A, -, ' Bt, Bt \ Ci, Ct des nombres' égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs numériques que ces fonctions ou leurs dérivées puissent acquérir entre les limites x = x0, x = xQ + a\y = yQ — ka, y=yQ + ha; on aura
f(*)=±^l(*±(r, r±0A/)±0A^,(x±^, r±9Af)
+(x— xodbfc)^^*^/, 7±eA/)zteA^,(x±er,7±eA/)]
U reste à trouver une fonction T qui demeure constamment positive et supérieure à la valeur numérique de f(f), tandis que Ton fera varier t entre les limites o, h ;. 0 et 6 entre les limites o et i , x et x ±l Qt entre les limites xoy X; enfin y et y dt 6A* entre les limites jrQ — Ka j yQ + Ka \ en plaçant devant le nombre 0 le signe qui appartient à la différence X — x0 , et considérant par conséquent x — x0 et dt 0f comme deux quantités de même signe. Or il est facile de voir qu'on obtiendra une fonction de t propre à remplir toutes ces conditions si Ton remplace dans la valeur de f(t) les polynômes
dt:Bpt(x±:0t9 y ±eAt)±eAzt(x±Ot, .r±eA/), . =fc **>,(* ±6/, x ± SAf) ± eA*a (x ±ût, x ± «AI),
par les deux sommes B, + AtC, B, + AfC; la fonction /, (xdt0*, y±.&Kt) par A, \ la puissance (x ■<— xo±:0*)/* par la valeur numérique de (X — x0)u9 c'est-à-dire par
H'*; enfin le rapport ± \_ par l'expression
4ié
-r^— = j***"1., à laquelle on peut anhritMr la m-
doit [i.t+~l. En conséquence, on pourra prendre.
T = B« 4- AC, 4- (B, 4- AC,)H* ^-^aA^-1, et Ton en conclura
JoT^=[Bf
H- AC.4- (B,4- AC,)H*]A -f- A.A*.
Si Ton avait supposé
on aurait trouvé
* (*> r ) = Ki (*» r ) -+■ (* — *o) 1 (*— *o) #> (*i r)>
et en raisonnant comme ci-dessus, on serait parvenu, pour de très-petites valeurs du nombre h , aux équations
T = B, -f- AC, 4- (B, 4- AC,)H* + A,(i+I A),
/ Tdi=z [BI4-AC1-H(B,4-AC,)H'1]A 4- AJklk.
Supposons enlin
/i (*> j0> /« (*> j0> /s (x, j), . . . étant des fonctions nouvelles qui conservent, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, des valeurs finies pour j' = x0, et u , y, w, . . . . , désignant des fonctions de la seule variable £. Si Ton représente par u, v, w les plus grandes valeurs numériques que puissent acquérir u, e, w, entre les limites x = x0, x = X; par ft (t), fj(*)» £(0» *
que deviennent u,"e, iv, . . . quand on y remplace x par
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x dt 6t , et par T,, T,, Tf , des fonctions positives de t qui , entre les limites t = o, t = A, surpassent constamment les valeurs numériques de f»(l), ft(*)> f$(*)j . . , , on trouvera, en conservant d'ailleurs des notations semblables à celles dont nous avons déjà fait usage ,
T=(B1-hACI)U + (B,-4-AC,)V-h...-4-AIT1-f-AaTa4-..., et par suite
j\dt = [(B, -h AC,)tJ + (Ba + ACa. . .)Y]h
rh /•*
-+-A, I T^-f-A.I Ta<fc + ...
Si Ton fait en particulier
X, /x, v étant des nombres inférieurs à l'unité, on aura
f *T<fr = [(Bx -t-ACt)Hx +(B,+ACa)H/*...>H- ÀaAx-HW^ +...
170» Concevons maintenant qu'on se propose de calculer la valeur de y correspondante à x = X avec un degré donné d'approximation, par exemple, de manière que l'erreur commise soit inférieure à une unité décimale de
l'ordre m , c'est-à-dire à f — J • Pour y parvenir, il suffira d'attribuer au nombre h une valeur telle que l'expression KHD ne surpasse pas ( — j , et par conséquent telle que Ton ait
puis de prendre pour cléments de la différence X— -x0 des quantités qui soient inférieures, abstraction faite du signe , T. u. *7
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à ce même nombre*Dans le cas où il sera permis de substituer an nombre D l'expression (B*4-AC)A, on vérifiera
— CH Inégalité qui précède, en supposant h <— ^——g .
171; Pour faire mieux comprendre lesprmfcipes que no» venons d'établir, appliquons-les à quelques exemples; et d'abord supposons que la variable y doive vérifier l'équation différentielle
dy = cos^t^^- Comme on aura
/(*> ?) = cos^-y^, f(x9 y)=X(x, r) = — isih^tZ, il est clair que les trois fonctions
resteront finies et continues pour des valeurs quelconques des variables xy y. De plus , les valeurs numériques de la fonction f{x^ y) et de ses dérivées étant toujours égales ou inférieures aux deux nombres i et \ , on pourra prendre A = i , B= C = £ , quelles que soient d'ailleurs les quantités représentées par x0, X et y0. Cela
posé, on conclura que, pour réduire au-dessous de -, — ^
l'erreur commise dans le calcul d'une, valeur particulière de y y il suffira de choisir h de manière que Ton ait
Concevons, pour fixer les idées, qu'on assujettisse lt variablej* à s'évanouir avec #, et que l'on* veuille obtenir , à un dixième près, la valeur de y correspondante à
oc = i , on aura dans ce cas
m = i, jr0 = o, Xo = o> X = i, X — x„ = H = i, A< 1(2,71828. . .p* = 0,2046...,
et Ton pourra affirmer que Terreur commise sera inférieure à -n si chacun des éléments de la différence X — xc est inférieure à 0,2046. . . . Cette condition sera remplie si Ton partage X — x0 = 1 en cinq éléments dont chacun soit égal à 0,2. Faisons, en conséquence,
*i = 0,2, x% = 0,4, 4?3 = 0,6, *4 = o, 8, . . . ; les formules établies ci -dessus nous donneront
>,2 H-o,2cos(5°,o9) =0,399..., ^-j-î=o,i5g8=(o,ioi7...)^,
3,399... -+- o,2cos(io°, 17)= 0,596..., X* ** =0,2393.. = (o,i5a3~.)- ,
0,596 ..+o,2cos(i5°,23) = 0,791..., fi±Zl=0,3i8i... = (o,2oa5...)-,
Donc la valeur cherchée de y différera très-peu du nombre 0,980. . . . , et si on la suppose égale à ce nombre, Terreur commise sera au-dessous d'un dixième. Il est facile de vérifier cette conclusion. En effet, on tire deTé-
quation dy = cos — -g^-dx
x+y , dx 10
dy -+-<£»= 2 cos* - r/x, -=■ = :
COS
puis, en intégrant les deux membres de manière que y
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s'évanouisse avec x,
y==tang , x=z — x-4- ioarct*ngg.
Si maintenant on pose x = i, on trouvera
y = ioarctang£ — i =0,97395»....
Par conséquent, Terreur que Ton commettrait en prenant 0,980. . . pour valeur approchée de y serait inférieure à — et même à .
Si l'on considère l'équation
dx
on aura
xr
Or les valeurs maxima des rapporte t + x>t /g+Jijt
3|/3 étant représentées par les deux nombres 1 et — g—, il est
clair que ces deux nombres seront toujours supérieurs, le premier à la valeur numérique de la fonction f(x, y)% le second aux valeurs numériques des deux fonctions dérivées <f(x, y), x(x, y)\ on pourra donc prendre
A=i, B = C = ^p, B+AC=-^— ,
quelles que soient d'ailleurs les quantités #0, X etj^; on
en conclura que, pour réduire au-dessous de -. — rj l'erreur
commise dans le calcul d'une valeur particulière de y, il suffira de choisir h de manière à vérifier la formule
9(IO)"H On doit remarquer que l'équation dy = -— — — ■ — ; est
du nombre de celles que Ton ne sait pas intégrer par des méthodes rigoureuses.
Considérons encore l'équation différentielle
djr == tangfx* -f- y%)dx,
et supposons que la fonction j doive s'évanouir avec x : on pourra , par la méthode qui précède , calculer les valeurs particulières de y qui correspondent à des valeurs de x renfermées entre les limites
Xo = o,. Y = ± 0,7519.
Par suite, les valeurs numériques des deux fonctions
0(x, y) = 2*[i ■+- tang*(x* -+- j')], et
*(*> y) = ar[i H- tongV1 + y7)] ne surpasseront pas les nombres
B = 3,n57,..., et C = 2,3847...
Cela posé , on conclura que Terreur commise dans le calcul d'une valeur particulière de y sera inférieure à
( — 1 si Ton prend
-fio^H *
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Considérons enfin l'équation différentielle
et supposons que, la fonction j* devant se réduire à Punilé pour a: = o, on veuille calculer les valeurs de y correspondantes à des valeurs positives de x. Dans cette hypothèse, la formule
f(xn -f- Ba, x0 + eAfl) = M(o, A)
donnera
0a* -f-'(i -f- ©Au)* = M(o, A),
et Ton y satisfera quel que soit A, pourvu que l'on détermine la quantité positive 4 par le moyen de l'équation
«*-h(i+Aa)* = A.
Cette condition étant remplie, il est clair que si l'on prend X == a ou X<« , la valeur dey correspondante à x = X se trouvera comprise entre les limites 1, 1+ A<i
et la valeur de la fonction ^(x, y) = — -^r entre les
limites o et j. Cela posé, les quantités désignées par Btt Ci, Bt , Ct dans la formule
[Bf + AC, -f- (B, -h AC.) H/4]/* -f- Ah* <
(ioj"H se réduiront à
ct Ton tirera de cette formule
ou , ce qui revient au même ,
^ + •)• < jï£Ï + ».
et par suite
^ r a*-*H ni
A'+I<L(7^Â1+,J' /'<*+(ï^-2L(7^ÂH-h,_T
Si, pour fixer les idées, on suppose a = X = H, l'équation
a* -f- (i -h Aa)ï = A deviendra
ou
H* + (i -f- AH)*= A, [(i -f- AH)? — ±h]* = i + Hî - |H»,
et Ton en conclura, en extrayant les racines positives des deux membres ,
(i -h AH)* — *H = [ i H- H* - iH»fc
à l'aide de cette valeur de A , on obtiendra la condition à laquelle il suffit d'assujettir le nombre h pour que Terreur commise sur la valeur de y correspondante à x = X = H ne dépasse pas (70) m-
1 72. La méthode que nous venons d'exposer a l'avantage de démontrer qneyn converge vers une limite fixe lorsque x croit indéfiniment, et qu'il y a une fonction y qui satisfait à l'équation différentielle. Si l'on admettait à
priori que la fonction y existe, rerreur commise peut être réduite à moitié. En effet , la valeur de y correspon- • dant à xn+i peut être mise sous la forme
or la valeur approchée de y, d'après la méthode, est donnée par l'équation
/«+, = X» + /(*., Xm)h.
Ainsi la seule sous-division à l'infini de la différence x^x — xn fait varier yH de la quantité
H- M. X ± *AA
qui est inférieure à (B -f- AC) — : c'est la moitié de ce
qu'on avait adopté par la marche précédente ; on peut donc poser en général , en désignant Terreur par e ,
. < l^£ [ iL±^:^±y
173. On peut, à l'aide d'autres méthodes, effectuer, par approximation, l'intégration des équations différentielles du premier ordre. Ces nouvelles méthodes méritent même la préférence, parce qu'elles resserrent les limites entre lesquelles les valeurs des inconnues se trouvent comprises. Concevons toujours que, la fonction y étant assujettie, i° à vérifier l'équation différentielle
djr = f(xt x)dx\
2° à prendre la valeur particulière yQ pour x = jc0, on demande une autre valeur particulière de y, savoir, celle qui correspond àx = X. Supposons d'ailleurs, que
X soit renfermé entre les limites xQ , xQ + a } enfin désignons par y = F(x) la fonction inconnue de x propre à remplir les deux conditions ci-dessus énoncées. Cette fonction, ainsi qu'on Fa déjà remarqué, croîtra ou décroîtra toujours depuis x = xQ jusqu'à x = X sans pouvoir dépasser la limite j0 + A«, ou yQ — Aa. De plus, comme on aura
d¥(x) =f[x,T(x)]dx,
on en conclura , en intégrant,
F(X)-F(*0) = rX/[*, Y(x)]dx.
L'intégrale du second membre est équivalente à la .différence X — x0 multipliée par une moyenne entre les diverses valeurs que reçoit la fonction f[x, F(x)] , tandis que Ton fait varier x entre les limites #0, X, ou, ce qui revient au même, par une moyenne entre les diverses valeurs que reçoit la fonction f (x, y), tandis que l'on fait varier a: entre les limites a:0, X, et y entre les limites F(x0), F(X)-, comme cette moyenne peut être représentée par une expression de la forme
/Ot + *(X-*.), F(*.)+e[F(X)-F(*.)]f
0 et 0 désignant deux nombres inférieurs à l'imité , on aura , en écrivant yQ au lieu de F(jr0),
F(X)-7o=(X-a:0)/{x0-h©(X-x0), ro-h0[F(X)-F(xo) } .
Cette équation , sans donner la valeur exacte de la quantité inconnue F(X), fournit le moyen de substituer aux limites y0, yQ ± Aa , d'autres limites souvent très-rapprochées entre lesquelles cette quantité se trouve comprise. Admettons, par exemple, que la fonction F (x)
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étant assujettie , i° à vérifier l'équation différentielle
2° à s'évanouir avec x\ on demande la valeur de F (x) correspondante à x = i : on aura
Les nombres 0 et 0 devant rester compris entre les limites o et i , on reconnaîtra facilement que la valeur de F(i) est positive, qu'elle diminué tandis que Ton fait croître les nombres 0 et 0 , enfin qu'elle est comprûe entre les valeurs de Y fournies par les équations
/' + Y\ Y = coso, Y = cosf — = — J.
La première de ces équations donne immédiatement
quant à la seconde, on la résoudra facilement, et Ton trouvera
La demi-somme de ces quantités , savoir 0,963 . . . , est donc , à moins d'un dixième , la valeur cherchée de Tinconnue F (1).
Si dans le calcul de F(X) on veut augmenter le degré de l'approximation , il suffira de substituer à l'équation
F(X)-j0=(X-*0J/{*.+* (X—r0), ro-he[F(X)-F(xJ]}
un système d'équations de même forme. Entrons a ce .sujet dans quelques détails.
Si l'on désigne par xtJ xÈ,. . ., ar„_i, n — 1 valeurs différentes comprises entre les limites x0J X, on tirera
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successivement de l'équation dF(x) = f[x, F(x)]dxy r. = {xx — x0)f { x0 -+- 9Q(xt — *•), .To H- ©o [ F (*,) — /„] } ,
?(*.)=(*. — *.)/{■*. + «,(*.— *«), F(*f)4-es [?(*,) — ?(*.)]}»
En raisonnant sur la première de ces équations comme on la fait sur l'équation
)-ro = (X-*0)/{*0-M(X-.r0), J.-f-e[F(X)-F(*.)]},
on obtiendra facilement deux limites entre lesquelles sera renfermée la quantité F(xt)\ ces limites obtenues, on tirera de la seconde des équations, de nouvelles limites qui comprendront entre elles la quantité F(#t), et, continuant de la même manière , on finira par déduire de la dernière équation deux limites de la quantité cbercliée F(X).
Si l'on applique cette méthode générale à l'exemple déjà cité, et que Ton partage la différence X — x0 = i en cinq éléments dont chacun soit égal à 0,2, on aura
2) = o,2.cos L -' ^ J'
4j — F(0,2) = 0,'2.COSf rg * *
5)-F(o,4) = o,,.cos j ^+FM)+o,^fl#,6HM)l | % Î)-F(.,6)= cxo. j ?fi+*(o#+«.*> +@3[F(o>8)-F(o,6)]^
I Vtn m- n , „J 0.8 + F(o,8)+Q,».84+e4[F (l) -F(o,8)] >
Comme les nombres 9,, ô„ . . . , 6,, 0„ . . . , sont tous inférieurs à l'unité , on s'assurera facilement que les valeurs <les quantités F(o.a). F(o,4). F(o,6). F(o,8), F(i).
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fournies par les équations qui précèdent sont renfermai entre les valeurs àeyu yt, y%, ykr Y, données par la deux systèmes d'équations
yx = o,a.cos(o,a), yt ss o,a.cosl — g— =-lf
y> — 7« = o,*.cos^ — g-^-J , r.— r« =o,a.cos f s h
J3— r» = o,2.cos(-^g J, .rs— r, = o,i.co*r 5 11
74— 73=o,2.oos( — g-^-J* 74— ri=o,«.co»(-^-jpi2Jl Y — r4=o,a,cosr^-^î\ Y— yA= o,a.cos(i-± — j.
On tirera successivement du premier système
7« = °,s, 7> = 0,39936, yi = 0,59681, 74 = °*19l 10> Y = 0,98106;
du second
Si Ton prend la demi-somme des nombres 0,98106 et 0,96598, savoir 0,9735 pour valeur de l'inconnue F(i), Terreur commise sera inférieure à la demi-différence
Reprenons encore l'équation
dy = /(*> y)***
et supposons que la fonction f(x, y) croisse ou décroisse constamment , tandis qu'en attribuant à x une faleur fixe comprise entre les limites xoy X, on fait varier y depuis^ = y0 jusqu'à y = y0 + Aa.
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Désignons d'ailleurs par F{x, y) + C la valeur de l'intégrale indéfinie f /(x, y) dx , dans laquelle la variable y est considérée comme constante : observons enfin que , dans le cas où trois fonctions de x représentées par u9 f, w , vérifieront les conditions u > u et v < w pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x = x0, x = X ; la seconde des trois intégrales fudx, Jvdx, Jwdx obtient une valeur moyenne entre celles de h première et de la troisième. Comme entré les limites dont il s'agit, la fonction f[x, F(x)] reste constamment inférieure à Tune des expressions
et constamment supérieure à l'autre , l'intégrale aura une valeur moyenne entre celles des expressions
ïXf[x, F(X)]dr = F[X, F(X)] - F[x09 F(X)], */[*, F(x0)]^r = F[X, F(x0)] - F[x0, F(xc)],
d'où il résulte qu'elle pourra être représentée par une antre expression de la forme
,X/{x,F(*0)-H«>[F(X)-F(*„)]} dx
'{X, F(x0) + 6[F(X)-F(x.)]} - F{*0,F(x0)+e[F(X)-F(x0)]}. Donc, l'équation
i)-.r0 = (X- *.)/{*„ -M(x-*„), ro + e[F(x)-r0]}
pourra être remplacée par la suivante
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i P(X)-FW =F{*> F(^)+elF(X)^F<*i)]f W « -F{x.,F(*.)+e[F(X)-FM]}î
on trouverait de même
/F(x,)-F(x„)=i!-{*I> F(*0)+e,[F(*.)-F(x0fl} l -F{x0,F(x„)4-e,[F(x1)-F(x^]},
lF(X)-F(x„_,)=/;,{X,F(x^1)+efc.,[F(X)— F(*_,)]l
\ —r{xm_„T(xm_j+e^[V(X)— F(x_,j]}.
à l'aide de ces équations on déterminera des limites socvent très-rapprochées entre lesquelles la valeur de F(X) se trouvera comprise. Concevons , pour fixer les idées, que l'on considère de nouveau l'équation
dy = cos^-y-£j<fc; un aura, dans ce cas ,
f{x,y) = cos(* * y y |cos(?L+l)rfj: = 5sin(^tZ) + C; on pourra prendre en conséquence
F(x, y) = Sûa(^-+J^y et l'on aura, en vertu de l'équation (a),
F(i) = 5sm x — ^ — 5sin — ^-* t
ou 7 ce qui revient au même ,
l*(i) = îosm^cos *-*.
Or , le uombre 0 devant toujours rester inférieur à l'unité , on reconnaîtra facilement que la valeur de F (i) , déterminée par l'équation qui précède , diminue à mesure que ce nombre augmente et demeure comprise entre les valeurs de Y fournies par les équations
Y = îosinf;, Y = sm-^cosf 1,
c'est-à-dire entre les quantités 0,9984, . . . , et o,g564v Si l'on prend la demi-somme de ces deux quantités , savoir 0,977 pour valeur de l'inconnue F(i), Terreur commise sera inférieure à la demi-différence
Si, au lieu de calculer directement F(X) ou F (1) par une seule équation , on voulait passer par les valeurs intermédiaires F (0,2), F(o,4)> > on aurait tiré des
équations (&)
_, x . , , fO,2-f-20oF(o^)-]
F(o,?.)= iosm(o,o2jcos I I,
. n _, x . , v io,64-aF(o,g)4-aeI[F(o,4)--F(o,a)]i ©,4)— -F(o,2)=iosin(o,o2)cos^ — p
0,6)— F(o,4)= iosin(o,o2)cos j - ~ J ,
.«„,*, . , x ( ' > i -+- aF(°>6) + 203[F(o,8) -F (o,4)] j 0,8)— F(o,6)= iosin(o,o2)cos 1 — * — — '■ j ,
, . _, fiN . , , j ■ ,8+aF(o,8)-r-a04[F(i)--F(o,8)]t t 1 ) — F(o,8)= iosin(o,o2)cos j * — £ •
On s'assurera facilement que les valeurs de
F(o,2), F(o,4), F(o,6), F (0,8), F(i), déterminées par ces équations , croissent tandis que les
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nombres 0O, 0t, ©,, 0j, 0*, diminuent et se trouvent, par suite, compris entre les valeurs de yx , y*> y*, y» Y, fournies par les deux systèmes d'équations
7,= losin (0,02) cos 0,02), 7, = iosin(o,02)cos(o,02-H
— 7x=iosin(o,o2)cos(o,o6-{-o,?7I), 7, — 7l = iosin(o,oa)cos(o,o6+4 — ^ = iosin(o,oa)cos(o,io-f-o,2ja), 73—7,= iosin(o,o?)cos(o,io+< — 73 = losin (0,02) cos(o, 14 + 0,273), 74—73= losin (0,02) cos (0,14+1 — 74= losin (o, 02) cos(o, 18-4-0,274), Y — 74= iosin(o,o2)cos(o,i8+<
Le premier système donne
r, = 0,19994,..., 7, = 0,39892,. ., 73= 0,59568...., r4 = °>78899» ••» Y= «Mm65»-- 5
le second
yt = 0,19962,..., 7a = °>39766,..., 73 = 0,59289,..., 74 = 0,78413,..., Y = 0,97029,...,
et en prenant la demi-somme des valeurs de Y , on obtiendra, pour valeur approchée de F(i), le nombre 0,9739,..., avec la certitude que Terreur ne surpassera pas la demi-différence
£î97765_-^.>97^? = ooo36
L'emploi des nouvelles formules a notablement diminué les limites des erreurs commises. En effet , cette limite, qui était d'abord j-0 , a été successivement réduite à 0,008, o,oo36. . .
Pour montrer une nouvelle application des dernières formules, considérons l'équation différentielle
dy = (.r* -h 7«Vx,
et supposons que, l'inconnue y = F(x) étant assujettie à s'évanouir avec x, on demande la valeur de y corres-
pondante k x = î . Comme la fonction dérivée
sera positive tant qu'elle conservera une valeur réelle, on peut assurer que la fonction F(x) sera toujours croissante avec x. De plus , il est clair que si Ton fait croître y sans faire varier x, la fonction x* -+- y* croîtra ellemême. Cela posé, l'équation (à) donnera
F(0 = i + [eF(i)]*,
ou, ce qui revient au même,
{[eF(i)]*-ie}» = ie-i-te",
puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et observant que la quantité 1/ — + ^ 0, supérieure à î©, ne peut devenir égale à ~ 0 — [0F (i)]*, on trouvera
Wtf - !• = Vf^l;- "<'> = % + î + v/f^f
Or, le nombre 0 devant être compris entre les limites oet î, la valeur de F(i) déduite de l'équation qui précède , restera elle-même comprise entre les limites correspondantes
-3 = 0,666 et -+g+v'- + -î=£+v/_==a,ia40...
Pour resserrer les limites de F(i), il suffira de substituer les équations (b) à l'équation (a). Si , pour fixer les idées, on partage la différence X — xQ = î en io éléments dont ebacun soit égal à o,i , on tirera des équations (b) les valeurs des quantités
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et Ton reconnaîtra facilement qu'elles sont comprise] entre les valeurs de jri9 jrtJ . . . , y99 Y, fournies par ki , deux systèmes
yx = o,oo5-+-}[(o,i)*] -+-o,iVo,oo20 H- 7(0,1)»
X>— rI = o,oog-f-j[(o,a)»— (0,1)*]
-ho, i \/o,oo25 -h,r« H- } [(0,2)* — (o, 1 )*],
Y — r9 = o,oo5-H|[i — (0,9)*]
o,iV/c-,oo25-t-,r3 4-}[i
ou , ce qui revient au même, entre les valeurs
yx = 0,02108, yx = 0,07413, yi = 0,16127, yk = 0,1 fa;*
ys = 0,36624, J* = o>5oo89, /7 = 0,65226, ,?v = o,8oc^it
et
j, = o,o4i43, yx = 0,17368, yi = 0,20935, yk = o,3a55i,
ys = 0,46041, y6 = 0,61275, y, = 0,78176, y% = o,gp6fy
Si l'on prend pour valeur approchée de F(i) la demisomme entre les valeurs précédentes de jr, savoir, 1 , 28 ... , Terreur commise sera inférieure à la demidifférence 0,09. Ainsi l'emploi des équations (4) avec la division de la différence X — x0 en dix éléments • suffi pour déterminer, à moins d'un dixième près, Tune des intégrales particulières de l'équation
dy = (ar* -+- /*)<*r,
dont l'intégrale générale en termes finis ne] peut * déduire d'aucune des méthodes connues. -
ue de toutes les intégrales particulières ou singulières qui peuvent ppar tenir à une équation différentielle du premier ordre. — Proriétés de quoi ques-u nés de ces intégrales.
176. Toutes les fois que les deux fonctions f(x, y) et xy y) = Dr f (x, y) restent finies et continues dans
voisinage des valeurs particulières x = xoy y =yQ, ; méthodes exposées dans les précédentes leçons fourrent une valeur de y en x , savoir, y = F(jc),la- .elle étant fonction continue de x, au moins entre cernes limites , Tune inférieure , l'autre supérieure à xQ , lisfait à la double condition de vérifier l'équation dif- "entielle dy = f(x, y)dX) et de se réduire kyQ pour = xQ. Cette valeur de y est une intégrale particulière
l'équation proposée et elle est de plus, dans l'hypo-* kae admise , la seule fonction continue de x qui puisse nplir à la fois les deux conditions énoncées. Effective- ;nt, si une autre fonction F(x) + y(x) jouissait des ;mes propriétés, on aurait non-seulement
F'(*) =/[*, F(*)], F(x0)=ro,
lis encore F(x0) + <p(*o) =yQ, <f(xQ) = o,
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0 désignant un nombre inférieur à l'unité, et par suite
D'ailleurs, si après avoir posé x = xQ + * on attribue à la quantitéi une valeur infiniment petite, ou, ce trai revient au même, si Ton fait converger x vers la limite *„
la fraction -~\ = ,, * , .[ finira par obtenir , comme
son numérateur, des valeurs sensiblement nulles, tandis que la fonction ^[a:, F (x) + 6<f (x)] convergera vers la limite %{x0 , j0); on aurait donc
î = oXx(*MJi).
ou
ce qui ne saurait s'accorder avec l'hypothèse admise.
177. On peut cependant, même dans cette hypothèse, concevoir diverses fonctions de x qui, étant également propres à remplir les conditions énoncées, coïncident dans le voisinage de la valeur particulière x = x0, et divergent pour certaines valeurs de x sensiblement différentes de xa. Il peut même arriver que plusieurs de ces fonctions restent continues pour toutes les valeurs de x* Ainsi , par exemple, si l'on assujettit la variablej', i* à vérifier l'équation différentielle (x+i)dy — (ty+i)dbc=Oi a° à s'évanouir avec x , les deux fonctions continues
satisferont l'une et l'autre aux conditions prescrites. Comme le radical \^{x + if est censé représenter, dans tous les cas , une quantité positive , il est clair que la seconde valeur dey coïncide avec la première tant que Ton
ippose x + i positif, et se réduit à y = — i dans le s où a: -h i devient négatif.
Lorsqu'on permet à la variable y , considérée comme action de x, de varier d'une manière brusque pour cei> ines valeurs de x, il devient facile de la faire coïncider ccessivement avec plusieurs intégrales particulières. )ient en effet
r = F.(*), r=FI(*)f..., jr = Fm(x)9
usieurs intégrales de cette espèce. Si l'on veut quej: ïncide avec la première de ces intégrales, depuis = — oo jusqu'à x = xt ; avec la seconde depuis x = xt squ'à x = xt y • . . ; enfin avec la dernière , depuis = xm jusqu'à x = -+- oo , il suffira de supposer
= F, (g) -h ¥m(x) | F, (x) — Ffrp) a: — g,
F«fo — F«_t (g) g — x,
n pourrait admettre que les fonctions F0(x), Ft(x),... présentent, les unes des intégrales particulières, les itres des intégrales singulières de l'équation
4r =/(■*> r)dxy
iquel cas la valeur précédente de j- coïnciderait succès-, cernent avec des intégrales de ces deux espèces. Ainsi , ir exemple , étant proposée l'équation différentielle
i reconnaîtra sans peine que la fonction
ïncide, pour toutes les valeurs positives de x, avi»
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l'intégrale particulière y = x> et pour toutes ks 1 négatives de x avec l'intégrale singulière y = o.
Dans le cas où les fonctions ï*0 (x) * Fi(jr),.«* représentent des intégrales particulières , la fonction
doit être censée comprise dans l'intégrale générale de laquelle on la déduit, en attribuant à la constante arbitraire une valeur plus étendue. Soient ai effet
l'intégrale générale de l'équation djr = ffa y)dx, et C0, Ci, Ct, . . . , Cm les Valeurs particulières de la constante arbitraire C qui font coïncider cette intégrale générale avec les formules y = F0(jr), y = Ft (x),
Pour réduire l'équation jr = F (or, C) à la formule
y_ F, (x) +F« (x) ?«(*)- Fp(*) *-*, ,
il suffira de prendre
^ Cp-4- Cm , O — £q x — xi Cm — Cm^t X — Xm
* Vit-**)* " * \Z(x-x*Y
478. Soit maintenant j = F(x) unç. fonction quelconque dex propre à vérifier réquation<fy-==/"(,r, y)dx* Si chacune des fonctions f[x7 F(x)], xtx> F(x)l reste finie et continue pour toutes les valeurs possibles de x, ou du moins pour toutes les valeurs comprises entre certaines limites, on pourra prendre à volonté l'une de ces valeurs pour celle que nous avons représentée par xoy et, en conséquence, y=F(x) coïncidera, au moins pour des valeurs de x comprises entre certain»
limites, avec Tune des intégrales particulières que nous avons déjà considérées. Donc y = F (x) ne pourrait être une intégrale singulière ou une intégrale particulière toujours distincte de celles dont nous venons de parler que dans le cas où Tune des deux fonctions
cesserait d'être finie ou continue pour toutes les valeurs possibles de la variable x. Or cette condition ne peut être remplie que dans le cas où ces fonctions deviennent constamment infinies ou indéterminées-, et comme la fonction F'(x) = f[x, F(x)] ne saurait être constamment infinie sans qu'il en fût de même de F(x), nous devons conclure que si l'intégrale y = F (x) est toujours distincte de celles que Ton a considérées dans les dernières leçons, et si Ton n'a pas F(x) = zt oo, quel que soitx, la fonction F(x) vérifiera, pour toutes les valeurs de x, Tune des conditions
en d'autres termes, l'intégrale^ =F(,r) vérifiera l'une des équations
Si l'intégrale F (a:) ne devait demeurer entièrement distincte de toutes celles que nous avons considérées dans les dernières leçons qu'autant que la valeur de x resterait comprise entre certaines limites, on pourrait encore affirmer que cette intégrale vérifie l'une de ces trois équations, mais seulement pour des valeurs de xQ renfermées entre les limites dont il s'agit.
Si l'on applique ces principes généraux aux deux
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équations différentielles
dy = (£fdjr> àX =y\yd*, on trouvera successivement
/(*, r) =ri.r, *(*» r) = i+ir-
Les quatre fonctions qui précèdent ne deviennent indéterminées pour aucune valeur de la variable y considérée comme une fonction de x , mais la seconde et la quatrième deviennent infinies, et par conséquent l'équation
— - = o se trouve vérifiée quand on attribue à cette
variable la valeur y = o, laquelle est une intégrale singulière de F équation dy = ( - jdx, et une intégrale particulière de l'équation <£r = y\ydx. Supposons encore
y*dx
dy
sin-
dans cette hypothèse, les équations de condition deviendront
sm-
ny sm -
cos-
sm* -
sin" -
vysm — h cos-
Les deux premières ne peuvent être vérifiées qu'autant que Ton aura - ; = ±: oo, y = o. D'ailleurs, si Ton pose
n désignant un nombre entier quelconque et c une constante indéterminée , on aura , à très-peu près , pour des valeurs considérables de w,
sin- /iV" sm — : — y «* ira
donc la valeur de y correspondante à n = oo, savoir, y = o, produira effectivement une valeur indéterminée
- du rapport — — . Il serait également facile, de prouver sin —
que cette valeur y = o vérifie la formule
arsin — h cos-
sma-
Ajoutons qu'elle satisfait, comme intégrale particulière, à
l'équation dy = — , qui a pour intégrale générale
sin-
x -f- C= cos-, ou y =
y ' 2/iît ± arc cos(x — Cj *
n désignant un nombre entier quelconque.
sina-
Quant à la formule = o, on en tirera
2rsin--Hcos~
sin- = o, - = ± nie, y = ± — . y y nw
Les valeurs de y fournies par cette dernière équation
y* dx siéront des intégrales singulières de l'équation dy = .
sin-
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On doit feulement excepter la valeur y = o, qai pondàn=OD.
Si Ton avait considéré l'équation <$' = - ,
r*sin coi-
la formule f(x, y) = £ serait devenue
r*sui coa-
On y satisfait encore par la valeur y = d considérée comme limite d'une valeur de la forme
mais, dans le cas présent, la valeur j- = o est une intégrale singulière de l'équation diiTérentiellc proposée, qui
a pour intégrale générale j" sin- = x -+» C.
179. Quoique bien différente des intégrales particulières que nous avons considérées dans les précédentes leçons, la formule y = o peut se déduire de la méthode fondée sur l'emploi des équations
yx — jo = (*i — *o)/(*oi /o).-. etc.
En effet, si l'on suppose généralement que f(jxy y) s'évanouisse quel que soit x pour une valeur nulle de j, on tirera de ces équations, en prenant yQ = o,
yx = yo = o, y% = yx = o, Y = jrM — o,
puis, en écrivant j" au lieu de Y, on obtiendra l'intégrale cherchée y = o. Ajoutons que cette intégrale se trouve comprise dans la formule y = £, à laquelle on parvient en opérant toujours de la même manière dans
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lé cas où une valeur nulle de y rend indéterminée la fonction f(x, y).
Il est essentiel d'observer que la fonction représentée par x(xf y) est précisément ce que devient le coefficient
dy' différentiel -—- quand on y considère^' comme une fonction de x et de y déterminée par la formule
De cette observation, jointe à ce qui précède, on conclut le fait énoncé par d'autres géomètres, que l'un des caractères des fonctions singulières était de rendre infini
dy' ou indéterminé le coefficient différentiel -f-.
dy
Remarquons enfin que, dans le cas où l'équation
dy =/(*, y)dx
a pour intégrale singulière la formule y = o, et pour intégrale particulière une autre valeur de y qui s'évanouit avec x — x0, sans être constamment nulle, on peut déduire ces deux valeurs de y des équations
yx — y0 = {*t — *o)/(*o, y0), ( r* — Xi = (** — *i)/(*i > r«).
etc.,
savoir, la première valeur en prenant pour y0 une quantité rigoureusement nulle, et la seconde valeur en prenant pour y0 une quantité infiniment petite.
Si l'on proposait d'intégrer, non plus l'équation
dy =/(*, y)dx,
mais
lis la suivante / f .r, j, -^ j= o, il suffirait, pour obtenir la fonction ^ {x , y) , de tirer la valeur de y' en x de l'équation f(x, j, y) = o. D'ailleurs, si l'on désigne
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par •
*(*>.T. r')i *(*. y, y'.), *(x, r, jr.')
les trois dérivées partielles de f(x9 y9 y) par rapport aux trois variables x, yt y\ les valeurs de y9 et de*
j-i tirées de F équation f(x, y, y') = o, vérifieraient
évidemment l'équation
rfr X(x r y')
ou~ = — ■/ ,;. Par conséquent, si Ton ïxw
de l'équation dp z=af(x9 y)dxk l'équation
les formules
devront être remplacées par les suivantes
dans lesqueUes il faudra considérer y' comme une fonction des variables x et y déterminée par l'équation
Concevons, pour fixer les idées, que cette dernière équation se réduise ky = xy' +f(y'), on aura^
dy' .
dy^~
la condition -7- = 00 deviendra
et F élimination dey' entre cette équation et l'équation
donnera les intégrales singulières de l'équation proposée. 181. D'après ce que nous venons de dire , pour- obtenir les intégrales singulières de l'équation différentielle
il suffit de chercher les valeurs de y en x qui auront la propriété de rendre l'une des fonctions y (x, y) , fj^pç, y)
indéterminée ou de vérifier la formule —. r = o, et
qui satisferont en même temps à l'équation
De plus , comme les valeurs de y en x qui remplirent cette double condition pourront être, ou des intégrales singulières, ou des intégrales particulières, il faudra trouver un moyen de distinguer ces deux espèces d'intégrales. Cette distinction ne présente aucune difficulté dans le cas où l'intégrale générale est connue ; dans le cas contraire on peut l'effectuer à l'aide des propositions suivantes :
icr Théorème. Pour décider si une valeur r = F {x) est une intégrale particulière ou singulière de l'équation
dy =/(*, y)dx,
il suffit d'examiner si z = o est une intégrale particulière ou singulière de l'équation
dz = {/[*, F(x) + z] -/[*, F(x)]}dx.
En effet , y = F(x) devant , par hypothèse , vérifier l'équation dy z=f(x> y)dx, on aura
d.F(x) =z f[x, F(x)]dx.
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Soit d'ailleurs F (a.-, j) = C l'intégrale générale defc quation donnée ; si Ton pose dans cette équation
y = F(x) + g, et si l'on a égard a la formule
</F(x) = /[*, F(*)]dx,
on obtiendra l'équation
dz = {/[*, F(x) -h 3] -/[*, fï*)]}^»
à laquelle on satisfait en prenant z = o, et qui aura pour intégrale générale
Or il est clair que y = jF(x) vérifiera l'équation lorsque z = o vérifiera l'équation
c'cat-41-dire lorsque la fonction F [x, F(x) -+• z] se réduira d'elle-même à une quantité constante. En d'antres termes, y = F(x) sera une intégrale particulière de l'équation (i) lorsque z = o sera une intégrale particulière de l'équation
dz = {/[x, F(x) -f- *] -/[x, /Y*)]}^
et réciproquement. Donc, etc.
Corollaire. Comme il est indifférent de représenter la fonction inconnue de x propre à vérifier cette dernière équation par la lettre z ou par la lettre jr, il résulte évidemment du théorème qui précède , que, pour déterminer la nature de l'intégrale y = F(x) appartenant à une équation du premier ordre entre les variables x et y , il suffit de déterminer la nature de l'intégrale jy = o appar»
tenant à une autre équation différentielle du premier ordre entre les mêmes variables. Ainsi , la question peut toujours être ramenée au cas où Ton aurait identiquement Ip(x) = o ; ajoutons que, dans ce dernier cas, elle se résout immédiatement à l'aide des théorèmes que nous allons énoncer.
2me Théorème. Soient a et 6 deux quantités infiniment petites dont la seconde est tellement choisie que la fonction f(x , y) conserve constamment le même signe entre les limites y = a , y = g , si la valeur y = o vérifie comme intégrale singulière l'équation
l'intégrale définie I -7.7— — \> prise par rapport à la seule
variable y entre les limites dont il s'agit aura ellemême une valeur infiniment petite.
Démonstration. Représentons toujours par
l'intégrale générale de l'équation dy = f (.r, y)dx, et soient d'ailleurs 4> (a:, y), X(x, y) les deux dérivées partielles de la fonction F(x, y) par rapport aux deux
du du
variables x et y. De l'équation connue—- = -~ ,eny remplaçant u par F(#, y), N par l'unité, et M par — f{x^y)^ on tirera
Cette dernière formule étant identique , si l'on intègre . ses deux membres par rapport à la variable y entre les limites y = a, y = 6, on trouvera
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si d'ailleurs on représente par 0 un nombre îp£érieori l'unité , on aura
et par suite
»6 dy _F(.r, «) - F(«, g)
De plus, jr = o étant, par hypothèse , une intégrale fin» gulière de l'équation dy = y(x, y)dxy ne pourra vérifier l'équation F(jc, y) = C\ en d'autres termes, l'expression F (je, o) ne pourra obtenir une valeur finie et constante, ou bien une valeur constamment infinie. Donc F(x, o) devra être nécessairement une fonction finie de la variable #, et sa dérivée
se réduira elle-même à une fonction finie dex ou, tout au plus, si la fonction F(x, o) est linéaire, à une constante finie
différente de zéro. Par suite, le rapport -~ - — ' Tj}' ' *;,
s'évanouira pour 6 = a = o ; d'où l'on conclut, en admettant la continuité des fonctions F(x, j), 4>(j:, y) dans le voisinage de y = o, que le rapport dont il s'agit
et l'intégrale / j~- — - équivalent à ce rapport, obtiendront, en même temps que les quantités a, S, des valeurs infiniment petites.
3me Théorème. Si, la formule y = o étant propre à vérifier l'équation dy =r /(#, y)dx, l'intégrale
J jr, r obtient une valeur infiniment petite , y = o
sera uue intégrale singulière de l'équation différentielle proposée.
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Démonstration. Supposons en effet que cette intégrale ait une valeur infiniment petite, l'intégrale définie
/ f( * ., que Ton déduit de la première en substituant y à 6, ne pourra être qu'une fonction finie et déterminée des variables x et y, et Ton devra en dire autant de l'intégrale / f( ., que Ton obtient en remplaçant la quantité infiniment petite a par sa limite , c'est-à-dire par zéro. Cela posé , soit
./Irr '<*>"•
Désignons d'ailleurs par £ une valeur particulière de x, et par y = F (x, C) l'intégrale générale de l'équation dy = f(x, y)dx, on aura identiquement
rfF(x. C) = /[*, F(x, C)]dx; dy
puis, à cause de / , . = f(x, y), ' dy
Kfh)-^^ rff(^')=?(fc)'
rfrri vi* ri- rfF(x> c) rff[«, f(x, C)_/[|jP(jt> c)],
et par suite rfftf, F(x, C)] = ffi^ *<*' gjfe. On ri-
rera de cette dernière , en désignant par h un accroissement arbitraire de x , et par 9 un nombre inférieur à l'unité.
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puis» en posant £ = x •+- 0h9 on trouvera, quelles que soient les quantités x, h et G ,
H est maintenant facile de prouver que, dans l'hypothèse admise, y = o est une intégrale singulière; car, sj Ton pouvait déduire cette intégrale de la formule y = F(x, C)9 en attribuant à la constante C une valeur particulière c, il suffirait de prendre C = cpoor réduire la dernière des équations qui précèdent à la suivante
A = f(x -h 0A, o) — f(x -+- ÔA, o) = o;
et cette dernière ne pourrait évidemment subsister, la valeur de h devant rester arbitraire, qu'autant que son second membre, au lieu de se réduire à zéro, comme il arrive toujours quand f (x, y) désigne une fonction finie , se réduit à £ , ce qui arrivera nécessairement si
la fonction f (x, y) = / f * devenait indétermi-
née ou infinie. A la vérité , y = o ne vérifie l'équation <ty = f(x> y)dx que dans le cas où la fonction /(x, o) obtient une valeur nulle ou indéterminée ; et' comme alors le second membre de l'équation
f[f, F(* 4- A, C)] - ffe, F(xf C)]
se réduit à 2 , il semble, au premier abord; qu'on ne devrait pas étendre l'équation
f[x-f-6A, F(*-f-ôA, C)] — t[x + $k, F(x, C)] = k
à une* intégrale particulière de la forme
nuis, pour s'assurer que cette extension est légitime, il suffit d'observer que cette équation subsistant pour toutes les valeurs de C différentes de c ne cessera pas d'être vraie tandis que C convergeant vers la limite c, la différence C — c deviendra infiniment petite; d'oà il est permis de conclure que cette équation subsistera encore quand la différence C — c deviendra rigoureusement nulle.
182. Il suit des théorèmes ame et 3œe , que, pour décider si la valeur y = o vérifie comme intégrale singulière ou comme intégrale particulière l'équation
dr = /(*. ?)<**> il suffit d'examiner si la valeur de l'intégrale définie sinf/ x, x étant considérée comme une con-
stante , est ou n'est pas une quantité infiniment petite ; a et 6 sont d'ailleurs, comme on l'a déjà dit, deux valeurs de y infiniment petites telles que dans l'intervalle 6 — a , la fonction /(#, y) ne change pas de signe.
Si l'on considère, par exemple, les équations différentielles dy = (-)dxf dy = ylydx, déjà traitées dans la précédente leçon , on trouvera que l'intégrale
f.J .se réduit, pour la première, *à la quantité
infiniment petite
fi(jf+-*V-J),
pour la seconde , à l'expression indéterminée
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donc y =s= o est une intégrale singulière de la première de ces équations et une intégrale particulière de la seconde. C'est, au reste , ce que nous avons déjà reconnu à l'inspection des intégrales générales de ces équations différentielles.
Considérons maintenant une équation différentielle dont l'intégrale générale ne puisse être obtenue sous forme finie, par exemple
dy = (y ■+• sin/)(x -h ly)dxt
on aura
f< dy _ /'« <ty /•* i ^
j«A*,y)~~J*{*+ir)(y'-+-à*y)'~~ j f | *V, | "^V1/
Pour que la fonction comprise sous le signe f ne change pas de signe entre les limites y = «, y = G supposées infiniment petites, il est nécessaire et il suffit que ces limites soient deux quantités de même signe : supposons cette condition admise ; on aura , en vertu d'une formule connue ,
y désignant une valeur de y comprise entre les limites a et S, et par conséquent très-rapprochée de zéro. Or on a sensiblement
, x x siny
ly lo ' y •
Donc l'intégrale définie se réduit, à très-peu près, à
£l— -, cette dernière expression étant indéterminée pour
des valeurs infiniment petites de a et de S, y = o sera une intégrale particulière de l'équation différentielle proposée -
En ayant égard au premier théorème et raisonnant sur l'équation dz = {f[x, F(x)+z]—f[x, F(x)]\dx, comme nous venons de le faire sur l'équation
'(r = /(•*, x)dx> ou établira immédiatement la proposition suivante.
4me Théorème. Pour décider si la formule y = F[x) vérifie comme intégrale singulière ou particulière l'équation efy = f (a:, y)dx, il suffit d'examiner si la valeur de l'intégrale définie singulière
/*« dz
Ja /[*, F(x) -f-s] -/[*, F(x)]
est ou n'est pas une quantité infiniment petite, x étant considéré comme une constante -, a et 6 désignant deux limites infiniment petites de z entre lesquelles la fonction comprise sous le signe f ne change pas de signe.
Corollaire icr. 11 est clair que, dans ce théorème, on peut, sans inconvénient, substituer à l'intégrale ci-dessus
fF(x)-hC dy
l'intégrale équivalente / r-. r ^ «7-7--, •
& M Jf(x) + St f{x% y) — /[r, F(x)]
Corollaire 2int. Le rapport 7-= . > — r — — — — -,
pouvant être considéré comme le produit des deux facteurs
/l-r, /■'(*) + z] -/[*, F(x)Y z' et l'intégrale singulière / — étant équivalente à 1 -,
l'intégrale ci-dessus peut être remplacée par l'expression
f désignant une valeur infiniment petite de s comprise
entre les limites a et 6. Or, la quantité 1- étant indéterminée pour des valeurs infiniment petites de ce et de 6 , cette expression ne pourra devenir infiniment petite
qu'autam que le rapport/[x< ^ + ^ _ f^ ^
deviendra lui-même , ou nul, ou indéterminé pour Ç =o: d'ailleurs, comme ses deux termes s'évanouissent avec f, sa véritable valeur correspondante à{=o sera équivalente à celle de la fraction — = rrr-r =* , c'est-Jhfire.à -
la quantité -= WTr Donc, en ver*u du 4me théorème
y = F(x) ne pourra satisfaire comme intégrale singulière à l'équation dy = f(x, y)dx, que dans le cas où
l'expression — = ■, x1 sera nulle ou indéterminée, et
par conséquent dans le cas où l'expression y = F{x) vérifiera Tune des conditions
Donc ces deux équations seront les seules qui puissent fournir des intégrales singulières de l'équation différentielle proposée , et dans la recherche de ces intégrales , il sera inutile d'avoir égard aux valeurs de j qui pourraient rendre indéterminée la seule fonction f(x, y).
Intégration des équations différentielles do premier ordre dam lesquelles la dérivée est élevée à des puissances entières ou fractionnaires, positives ou négatives. — Application à la recherche de l'équation d'une courbe lorsqu'on connaît la relation qui lie Parc s aux coordonnées X,jr.
483. Il arrive souvent que dans l'équation différentielle du premier ordre , les différentielles dx, dy ou la dérivée
y —-ir soient élevées à des puissances entières ou fractionnaires: dans le cas où tous les exposants sont entiers, la forme générale de l'équation est
(er+'.(£r+'-(£r+-"«-i+'— •;
Fl9 F„ . . . , Fn__t, Fn désignant des fonctions de a? et de y. On parvient à l'intégrer dans quelques cas particuliers : supposons d'abord que cette équation puisse être
résolue par rapport à -^-, et désignons par ft, /i ,... , fn
ses n racines, on pourra lui substituer les n équations différentielles du premier ordre
df — f.dx = o, d> — /arfar = o,..., dy—fndxz=.oy
que Ton intégrera à l'aide des méthodes connues. L'équation différentielle proposée étant équivalente au
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produit
(£-*)(£-*)••■ (Ï-a-XÎ-4
sera vérifiée par chacune des intégrales des n équations • différentielles du premier degré. Cela posé , soient
ces n intégrales , la formule
*.(*, r, Ct)9*(x> yy £)...?„(*, y, G.) = o,
renfermera toutes les solutions de l'équation donnée. On ne restreindra pas la généralité de cette intégrale en désignant toutes les constantes arbitraires par la même lettre C, ou en lui substituant la formule suivante
9i(*> y y C)p2(x, y, C)...<pn(x, y, C) = o,
puisqu'on égalant tour à tour chacun de ces derniers fac • teurs à o, et donnant à C toutes les valeurs numériques possibles , on retrouvera nécessairement toutes les intégrales particulières que chaque facteur de l'intégrale générale est susceptible de fournir.
Ier Exemple : -— — «* = o, f% =«» f* = — a> <Pi{*y y > Ct) = y — ax -+- C,,
?■(*» y* c*) = y + ax -h c,.
L'intégrale générale sera
(y — «a- 4. C,)(.r h- « + Ca) = o, OU (y -f- C)a — flaX* = O.
dy* 2me Exemple : -~ — ax = o,
fx z= V^x, /, = — V'âx,
L'intégrale générale sera
{y - {*£î-4- c.) (r + j«i** + ft) = o, ou
(r + cy — im1 = o.
3™ Exemple :'¥ + *-? = i. ' aar x air
En résolvant cette équation , on arrivera aux deux équations homogènes
£ + * + v/ÇT. = o,
qu'il est facile d'intégrer par les procédés connus.
Lorsque l'équation proposée ne peut pas être réso
lue par rapport à ~- et qu'elle peut l'être par rapport à
/oui, on retombe sur l'une des formes
Dans l'un et l'autre cas , la diûerentiation conduira à une équation différentielle du premier ordre par rapport aux variables x9 y', oujs jr'; en admettant qu'elle tombe dans la catégorie de celles qu'on sait intégrer, il suffira d'éliminer y entre l'intégrale obtenue et la proposée pour avoir l'intégrale cherchée.
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tion différentielle proposée. On pourrait auni i simplement qu'en faisant dans l'équation homogène y = tx9 y et x disparaîtraient; l'équation résultante
donnerait la valeur de -£ = y ' en t. Comme on a d'ailleurs dy = tdx -+- xdt = j/dx^ on aura aussi dx __ dt
équation dans laquelle les variables sont séparées, puisque y' s'exprime en fonction de t seul ; on en tirera
On emploiera l'une ou l'autre des deux intégrales
/_dt Ç dy'
s -s J yzn>
suivant qu'il sera plus facile d'obtenir la valeur dey' en t
ou la valeur de t en y'. Si l'expression / — est inté-
grable à l'aide de logarithmes , ou si l'on a
sa-.-"*
on aura \x=\C + lu, x=Cu. y=Ctu\ y'strz exprimé algébriquement en x.
Exemples: i°. ydx— x\Zdy* + dx% = o,
ou y — x \Si -h y* = o \ et en posant y = tx ,
t =Vy
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= — 1(* — rO — / V' (r ' + Vi +/1 )>
D'ailleurs y = t x = x\/\ +y*.
a°. ^d[r — x^K = nx \/dx% + dy%, on trouvera
si * = i, /■-h**=aC*; si/i= i, s" = o, xM-/M-aC* = o.
486. À l'aide des considérations qui précèdent, on peut résoudre divers problèmes intéressants. Nous en donnerons quelques exemples :
I. Trouver l'équation d'une courbe telle que Tare s soit exprimé en fonction de x et de y par la relation
5* = axjry d'où Vdx* + dy%= y jr-L ,et en posant
r' — * = — (» — r') (i — y' •+• Wi + ymh
donc
Mais en posant ty' = , on a
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et par suite
on a d'ailleurs
(l-fu)(i — a« — g»)_(i+ii){> — (i-f-»)*]
j-~l— ZZ — — >
lu
aa
<£r «fc
x ~~ f — t' et par conséquent
d/ dx dy' dl __d{y' — t)
dx __ dy d(y-t)
donc, en substituant, on trouvera
Ka K a— i—»
et en ayant égard aux équations
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telle est donc l'équation cherchée. On y arriverait plus facilement en procédant comme il suit : on a
r + / = l/a/(i +/'*), *> -+- *ty' -+- /'» = 2/ -+- **/*> d'où
posons * = p% il Tiendra
/</* __ i Ç id» _i_ 1 4-^
et par suite
et & cause de t = -,
x = & (^* - v^y1 etc
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Ce même procédé d'intégration réussira toute les fois que Tare s sera une fonction homogène des variables x et/. Posons en effet y = tx, s = uoe; en substituant ces valeurs dans l'équation homogène 9 (x, yy s) = o, x sen éliminé , et il restera une équation entre fétu qui permettra d'exprimer u en t. On a d'ailleurs
djr= jr'dx, jr'dx=z tdx + xdi,
ds = dx\/
donc
dx
dt
: udx H- xdu ,
<fo
puisque u est exprimé en t, faisons du = vdt, il viendra
h j'a = (u — \>t)x-\-ivy (u — pt) -h^r
, __ v(a — vt) -h Vf» — «*)» — i-f-<*
vu — t ~\- lS(u -C^-l+P1
dt{\ — y») '
— t -h v\/(ïi~~^'~vt)% — 1 H- 71
Or, puisque uetp sont exprimés en t , le second membre de l'équation qui précède est ramené à la forme F(t)d^ et Ton en déduira la valeur de x en ^ puis , en ayant égard à lé^ relation vdt = du, on trouvera
*dt \/(u — pty — i h- *'
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En substituant, dans cette dernière équation, pour u, sa
valeur -, on obtiendra l'équation de la courbe cherchée.
Cette équation sera algébrique toutes les fois que l'intégrale du second membre pourra s'exprimer par des logarithmes.
Si l'on avait ds = Sdx = f{y\ U u) dx, le même procédé réussirait encore. Dans ce cas, de l'équation
dx dt du du
«" ~~ /' — t ~ \/i h- r'*-TL"~s — u
on pourrait tirer la valeur de y en fonction de t et de u , ou simplement en fonction de f, puisque u lui-même est exprimé au moyen de t , et l'intégrale du second membre de
l'équation 1 x = f , _ • serait une simple quadrature.
xep Exemple, s = ax+ by, en posant
y = tXy S = UXy
on aura
, du ,
u = a H- bt9 p = — = b9 v — pi = af
1jc = 1C— 1V/i-m>— (a+bty— f*
dt\/a%-{- £»— i .
or,
a*-2aôt-
b* — i __ £ (fr1 — ijittKfl'+P» — i
Cela posé, en substituant à t sa valeur -, on obtiendra l'intégrale cherchée
C1 (^» — 1)7 -habx-4-xi/a*-hb*—i
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mais, en posant
(b* — \)x + abx — x \/ax -4- b* — i = M, (b* — i)y 4- a£x -f- x V«a H- ** — i = N,
il Tient MN = (i1 — i)[(*r+ fy)% — ^ — j^]; donc, en représentant par C une nouvelle constante , on aura
MN _ M
et par conséquent, ou M = o, ou N = C\ l'intégrale générale est donc
(b* — i) y -H ûfor± x |/fl» -u £»— i = C,
et représente une ligne droite.
a™* Exemple : s* = x1 + y* \ comme on aura
il faudra recourir aux formules non transformées } ôr, i i
u — Pt =
donc
,'-*=•, ou £-i = o,
et, par suite, j' = Cr.
3mc Exemple ■: s* = y* + mj! :
I -h f — H* = I — /W, U Vt=Z
\ZF
ca — I = .
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» — «•/ l/> -f- m \rm — i
Quand on aura = n*. ou m = -- , et par
^ m — i ' ri* — i r
suite s% = y* -f- - :r% l'équation de la courbe sera
algébrique , et de la forme
. / ■ / ri*x* Y («* — i)*" — /i»c
Si n était égal à -, on aurait à la fois
Exemple: Si y = — ^rp, * = yr* ^ y '
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Intégration de quelques équations particulières et plus remarquables. — Équation deRieeati , etc.
L'équation différentielle du premier ordre
dy = (ajr* -h bx") dx,
connue sous le nom d'équation de Riccatij a été l'objet des recherches d'un grand nombre de géomètres qui ont trouvé un nombre indéfini de cas dans lesquels l'intégration devient possible, en ce sens que l'intégrale générale peut être exprimée a l'aide des seuls signes algébriques , exponentiels et logarithmiques , et du signe f de l'intégration indéfinie, ou, plus simplement, en ce sens qu'elle peut être ramenée à une équation dans laquelle les variables sont séparées.
Le plus simple de ces cas est celui oùm = o; alors, en effet , on a immédiatement
dy l rV^â
dx = -, -, x = — — = arc tang - — -= -+- C.
* + V \/Ta b l/î
Posons y = -s", on aura dy = nzn^idz9 et , en substituant dans l'équation de Riccati , nzP~*dz = az*"dx -h bxmdx\
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cette équation, transformée sera homogène, et «par conséquent intégrable , si Ton a
n — i = an = m, ou n =2 — i, m = — a,
et deviendra x%dz 4- ba*dx 4- ax*dx = o.
Après avoir considéré ces deux cas particuliers, passons à la recherche générale des cas d'intégrabilité. Pour arriver plus vite au but, posons^ = — f 1 — - J , d'où
*"""«• **~*""P~' ^-ÔW + o*.34"**'
Substituant ces valeurs dans l'équation N
dy — (ay% 4- bx")dx =0, il viendra %. toutes réductions faites,,
x*dz = — baf^^dx — azjdx^
ou , en faisant x = - , d* = (az% 4- burm-k)>dn.
Cela posé , si l'équation de Riccati est intégrable dans le sens que nous avons dit pour une certaine valeur p. de m, elle le sera encore lorsqu'on fera m = — jm — 4 ? car> en substituant pour m cette valeur dans l'équation transformée
dz = (<w? 4- *«r*"*) «/«,
elle devient
efe = (ûz* -h io«a) du,
qui , par hypothèse , est séparable. Or nous avons vu que l'équation de Riccati est séparable -lorsque m = o ; elle le sera donc aussi lorsque m = — 4* Reprenons l'équation
dy = (qy* 4 *«") <*r,
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et faisons/ = — ^ d'où ây = -, 3 tiendra
<& = bz%JtPdx -h <*<**, et en posant xm+1 = a, xrdx = ,
«fc = rtH a «te;
m-f- i ft-M
donc, si r équation de Riccati est intégrable pour une valeur m = /x, elle le sera encore pour m = -— $car,
en substituaut cette valeur dans l'exposant , il se
réduit à fx. Or nous avons démontré qu'elle était sépa~ rable et intégrable pour m = — 4 > elle le sera donc encore pour m = , = — {. Puisqu'elle sera intégrable pour m = — | , elle le sera encore pour
et par conséquent aussi pour m = a = — {.En
continuant ce calcul, qui repose sur ce théorème que, si r équation est intégrable lorsque m = jx, elle l'est encore
lorsque m = — fx — 4, et th = — ^^— , on en conclura que
l'équation de Riccati est intégrable lorsque l'exposant de la variable x est égal à l'un des termes de la suite infinie
(a) o, -19, -4, -1, -{, -j, -V, -if, -V,.«,
dont le terme général, à partir du troisième terme, est — — — . fci Ion lait tour a tour n = o et n = oo, ce
2« ip I 7
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terme général donnera les deux premiers termes de la série o et — a.
188. Considérons comme cas particulier l'équation dy = y%dx -f- xr — *dx;
l'exposant de x étant — |, qui est le cinquième terme de la série , nous sommes surs que l'équation donnée est se* parable, et parce que l'exposant — f occupe une place impaire dans cette série 9 nous comparerons la proposée avec l'équation/fe = (az% -+- burm~*)du, ce qui nous donne
substituant dans l'équation dy = (a jr* + bxm) dx , il vient
dyt = y\dxx -+- ajf,"~ **&?,.
Comparant cette dernière équation avec la transformée
rfi =r a'aa H « du ,
ou trouvera
/w-f-i ' m 4- i '/it-4-i 3*
d'où a = — 6, 4 = — 3, m = — 4 5 substituantde nouveau dans la formule dy = (ay* + bxm)dxJ on aura
dy% = — 6y\dx> — *7<dr„ équation qu'il faudra comparer de nouveau à
dz = b (az* -+- a"*"4) du, ce qui donnera a = — 6, b = — 3, m =o. Substituant dans l'équation dy = (a>'f -f- bxm)dx, on aura
rfr3= — 3<k?3 — 6/î<£rjf ou i ./?„*=— d***
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équation dont l'intégrale est
arc \wa%yi\/% -+- C.
Mais en remontant des valeurs de xt et de y% à celles de x et de y y on trouve
**=Zï» *» = - — » x«==;^
Jl — £ j
d'où
substituant ces valeurs de x9 et de jrt , on aura définitivement pour l'intégrale demandée
-5 — =-5— arc tang - — "*~ ^
l/i ]/2 3l/i(i -h xy) )/x
Cet exemple indiquera suffisamment la marche qu'il faudra suivre dans chaque cas particulier. Si l'exposant de X% dans l'équation proposée, est égal à l'un des nombre» occupant une place impaire de la série (a), il faudra la comparer d'abord avec l'équation
dz = b(az% -f- urm~*)du,
pour déterminer les valeurs des constantes a, 6, valeur» que l'on substituera dans l'équation
dy = {ay% -+- b*F)dx.
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On aura ainsi une nouvelle équation qu'il faudra comparer à la formule
dz = z**fa H u du ;
les nouvelles valeurs des constantes substituées dans
dy = (tfj* -+- baf*)dx,
conduiront A une nouvelle transformée qu'on comparera à
dz sss 4(a«» -f- uTr-^du,
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à une équation dans laquelle l'exposant de x , qui a diminué de valeur à chaque opération, se trouve enfin 05 alors on n'a
dv
plus qu'à intégrer l'équation séparée dx = , . .
Si l'exposant de x dans la proposée était un des termes occupant une place impaire dans la série (a) , on commencerait par la comparer avec l'équation
dz = «»<*« -h a da,
et Ton continuerait à opérer comme précédemment.
189. Les cas d'intégrabilité , ou les cas dans lesquels les variables de l'équation de Riceati, peuvent être séparées, sont donc très-limités; on les a obtenus par des artifices particuliers , et la méthode qui les a fait connaître ne prouve pas qu'ils soient les seuls possibles. M. Liouville a démontré le premier, par une analyse exacte, qu'ils sont en effet les seuls admissibles quand , pour exprimer y en x, on se borne à introduire dans le calcul les signes algébriques, exponentielles et logarithmiques,
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et le signe/ d'intégration indéfinie relatif à la variable x: il nous est impossible de donner même une idée dé la marche qu'il a suivie. Dans ses savants Mémoires sur la classification des fonctions , cette même méthode Tarait conduit à la solution d'un grand nombre de questions jusque-là vraiment inabordables.
Toute équation différentielle de la forme
dy = by*x*dx -f- axPdx,
dans laquelle n représente un nombre quelconque différent de l'unité, pourra être ramenée à l'équation de Riccati. En effet, posons ofdx = dz, d'où
=rz, * = [(*-4-l)*f'
3 » H- idz "+L_
en substituant ces valeurs, on arrivera immédiatement i la transformée
n —m n— m dy=za [n -H \)n + lz n + ldz + by'dz.
On peut encore essayer de réduire à l'équation de Riccati l'équation a quatre termes
ay = ay%dx -f- byxmdx -f- cx*dx.
Pour cela , posons j* = z -f- aocT, a et r étant deux quantités constantes et indéterminées; on en tirera
dy = dz -+■ ruaf'dx, dz = — mxr~ldx 4- ai*dx -f- iaz*xrdx -f- a**x*rtlx
-4- bzxndx -f- bMX*+rdx -h cx"<£x.
Pn pourra rendre homogènes les premier , quatrième et
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sixième termes, en posant
r — i = ar = r -+- a, ou r = — i, ji = — i; on a alors l'équation
Les deux premiers termes s'évanouiront et la transformée coïncidera avec l'équation de Riccati , si Ton a
*«* -4- b* -+- « = of aa« -H & = o, d'où
a aa 2
et il en résulte que les équations à quatre termes, de la forme
dy = ay*d# £-£ -f- c&*dxf
peuvent se transformer en l'équation de Riccati. En faisant, dans l'équation
dy = aytxmdx -f- by&dx -4- acPdx,
jPdx = dz9 d'où x^1 = (m -4- i)*, ii — m n — m
«•«&=(«+ if+>,» + ,AI
on la ramène à la forme
P" m p-rm n —m H—m
dy = ay*dz -f- <?(iw -f- i J*"*-1* m"+-I<fe -f-6(*i-f- \)m+lyz m'hld3x que l'on pourra réduire à l'équation de Riccati si l'on ^
ou
et par conséquent si l'équation proposée est
dy = ay%x a dx -f- byx~ldx -+- cxFd*.
Cette dernière , en effet , se ramène a l'équation de Riccati , en posant
dx , i
P •+■ a 7 ' os
Enfin , si dans l'équation de Riccati on pose
1 A fc A
r=--x» ab = — A>
<« rfr'
elle devient -7-7- = Aza^î cette dernière équation de-
dx vient à son tour
l*z in dz _ rf*« w(/i — 1) _
B*, et -^ *— '- u = Bit
it% t dt ' dt* t* ^
quand on fait
d* dt*
^ B=7I Tt» « = *■*■
Nous montrerons plus tard comment on peut exprimer, à l'aide d'une simple quadrature, une intégrale particulière , et quelquefois l'intégrale générale de IV-
d%z quation linéaire du second ordre -=-— = Àzx", et, de
F équation de Riccati que Ton en déduit en posant z =cf'*'.
Dans le dernier cahier du Journal de Crelle
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M. Jacobi a donné l'intégrale, générale de l'équation
(A -h A'* 4- k'y){xdy — ydx) — (B4- B'j+B^rf/
-4- (C -4- Cx -f-C* /) dx = o,
qui renferme, comme cas particulier , l'équation
ydx{c+nx) — dy ( y 4- a 4- 6 j? 4- «**) = o, ou nx(xdy — j<£r) — (a 4- bx -hy)dy 4- r^dk =o,
traitée très-élégamment par Euler dans le premier volume de ses Institutions de calcul intégral , page 345. Nous croyons devoir reproduire ici la méthode suivie par l'illustre géomètre de Kœnigsberg , parce que ,nous n'en doutons pas, elle sera aussi féconde qu'elle est ingénieuse. Posons
«* + *'* + c*r a' + Vx + fy
If — — o — — » *
a -+- bx 4- cy ' a -hbx-\- cy '
et faisons , pour abréger, z == a -f- bx + cy,
«=*V — ftV, *!=zb"c—bc", «"z=bc'—b'cy C=«V—«Vf Ç=d'a—ca\ i«=ca' — c'a, y=za'b*—a"b', */=a'fb—ab'\ y" = ab'—a'b9 *s«(ftV — *V)+ b (cta" — c"a') + c(a'b"—a"b')9
on trouvera
M + c/ = o, a*" 4- *C 4- cy" = o, «V 4- *«' 4- «V = /,
W + ^/ss o, «V 4- b'V +cW = o, flY+W H- cV= o;
rtf« =4- *"{xdy — /rfr) — Crfj + /«**, *»<*» = — a' (x<(r — /<**) 4- b'dy — y'<£r.
Si dans l'équation proposée on substituait, pour ar, y, dx9 djr, leurs valeurs en u, p, #/i/, dv, elle deviendrait
M*fo 4- Tldv = 0,
ou, en mettant pour du, dv leurs valeurs,
t — •nX){xdy - jrfrj - (CM - CR)4r 4. (r"M - y'N)<£r = o.
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Comparons cette dernière équation , multipliée par m , avec l'équation proposée, et disposons d'une indéterminées', de telle sorte que Ton ait
j(*"M — «'N) -4- S' ss A -f- A'x -f. A">, z(S"M — C'N) -h S'* = B + F* -f- B".r,
*(y"M — ^N) + S';=C + P*+ CTy.
En ayant égard aux équations qui lient entre eux les coefficients a, a , a", . . . , a, a', a", .... , etc. , on tirera de ces dernières
S' (« + ** 4- cj) = À* H- B* +Cc + {k'a + Wb + Cc)x-t-(Kmm+Vb+i
+ (AV + B'»'+( — *«4.SV,+*,,*4-^) = A«w4-B^H-(^4-(AV4-B/^+C'0x
-+-(AV+BV + C
Or , on satisfera à ces trois équations si Ton a
— JN = (S" — S') u, ÏM = (S" — S>, (A— S')* -+-B6 +Cc =o,A'a -h(B'— S'}4 +C'c =o,A!'a +B"* -HC-ff] (A— S")^ +B6' +Q/=ofAV +(B'— S")6' +CV =o,AV H-B^'-H^-*] (A— S>"+B4''+C^=o,AV-f-(B'-- S>''+CV'=o,A/'<i"+B''r4^C*--S']
et, pour que ces dernières équations soient satisfaites, il suffit évidemment qu'après avoir pris pour Sr, S*, S* les trois racines de l'équation
(A — S)(B' — S) [C — S) — B"C'( A — S) — CÀ"(B' — S) — A^C-Si
-f- A'B'C + A'BCrr
on en tire les valeurs des rapports-, -, -7, — ,, etc., ce
qui est toujours très-facile.
Cela posé, l'équation Mdu + Nrff = o, identique avec la proposée, devient
(S* — S') vdu — (S" — S')udv = o,
cl a pour intégrale générale
ou
bx 4- cyf - S >' + Vx 4- dyf " V + h"* + C»S' " S" = C. On arrive, de cette manière, à la proposition suivante : Etant donnée l'équation différentielle
(A + A'i + A'» (xdy - jrdlr) — (B 4- B'x 4- B'» rfr
X [D — ES"4-SW»4- (D'4- A'S>4-(D',4-A''S>]S'-S'' = C
Scolîe. Comme les équations de condition donnent seulement les valeurs des rapports
trois des neuf quanti tés a, i, c,... resteront arbitraires, et la transformation pourra s'effectuer d'une infinité de manières. La méthode suivie par M. Jacobi diffère, du tout au tout, de celle d'Euler, qui, pour séparer les variables dans l'équation
ydx (c 4- nx) — dy(y +<i+^ + nxx) = o,
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posait* = — , l , .-— - — —, et arrivait ainsi a la transformée
d* dx
z[na -+- c1— bc -f- (b — 2c)z -f- «*] "" (c-f- **)(* -4- &r -4-jw»)'
que Ton devait intégrer par les méthodes connues. Euler concluait de son analyse que le facteur
ay*-\- (ina — bc) ja-f- n (b — ic) xp*-+- (na 4- c* — bc)(a -+- bx +*z)f
rend le premier membre de son équation une différentielle exacte.
Comme dernier exemple, nous considérerons l'équation
dx djr
dans laquelle les variables sont séparées et dont l'intégrale générale est une fonction algébrique, tandis que les intégrales des deux membres pris séparément n'ont jamais pu être déterminées exactement à l'aide des fonctions connues, algébriques, logarithmiques, circulaires, etc.
Posons
\Za„x^ -f- axx* -f- OjX* -f- ayx -f- *i4 = \/u9 V^aoX4 -h axy* -f- a#* -f- aiy -f- a4 = 1/7, dx = dz V/â, djr = r/«l/7,
et considérons z comme variable indépendante; il viendra
du = (4«o*3 -f- 3«,jr* -f- 2a*x -4- <*i)dxy
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dx2 dy% , idxd%x , adrd*y
dz%$ dz*' dz* ' dz% '
c *xd*Y
-=4fla»3-+-3«1X»-f-2£I,*-f-a3, "^r= ^or3"*- 3^,^-4- 2UI,r4-«3f
- = « — o = fl0 (*« — jrf) H- a, (*3 — .yî) + a,(x* — .r») ■+• «j (x — y),
- = «feT — a«.(^+rî)+ -j-' (*■+/*)+ «»(* ■+-/) 4-aj.
Posons encore a: — jr = 5 , x -\-y = £, et par conséquent
dx — dy = ds, dx -f- djr = dt:
les deux dernières équations deviennent alors
%dt en les retranchant et multipliant la différence par — ,
on aura
I (%dtd%t *dsdt*\ i /if*
et, par suite, en intégrant,
— — ^aS + aJ+C, — = *i/W 4- axt -f- C.
dz* s* * T ' ^ dz
H ne reste plus qu'à substituer dans cette équation, à la dt
place de 5, £, j- , leurs valeurs
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pour obtenir l'intégrale générale cherchée
\Za„x* H- atx* -+- a%x* -f- ayx-{-aA
-4- \Za0y* -4- a,/3 -h ««J* -+- a3y + *4
Si Ton donnait les équations
dk djr
VA,?*-*- Ax**-h A^-h À3 "~ i/Ao^H-A^-f- A^-4-Aj ' dx = dy
*l/A<^"4-AIx"-+-A1 rl/A^H-A.jr-.f-A/ on ferait, pour la première,
*> = {, >» = „, d'où ^ = -^=, 4r = -^;
pour la seconde ,
*" = f, .?•« = *, d'où rfr = I i n dt, rf;=-, » dn>
et on les ramènerait ainsi immédiatement, ou à la formule déjà intégrée, ou à ce que devient cette formule quand on y fait a4 = o. On trouvera, de cette manière, que l'intégrale de la seconde des équations données est
*n/A0x»"-t-AI*»4-A1 -h fi/Aoy**-*- A^-h A~
= (*" — JT) V/Ao(x» -+-.T*)1 -f- A, (*■ -f-^-) -hC. -
La méthode qui nous a conduit à l'intégrale de l'équation (A) ne s'étend pas à l'équation plus générale
dx dy
car lorsque ra> 4> l'équation auxiliaire correspondante à
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contient , dans son second membre , des termes affectés de la variable j, et ne peut être intégrée généralement qu'autant qu'on égale à o les coefficients des variables X et y, élevées à des puissances plus grandes que 4»
M. Richelot a donné, dans le Journal de Crelle, une méthode un peu différente de celle que nous avons suivie. H pose
l'équation proposée devient alors — = — j* , et
Ton peut supposer que x et y sont deux fonctions d'une nouvelle variable z, déterminée par les équations
Posons de plus on en conclura
Mais 9 en faisant
«/'(*) + /*(/)](* - /) - l/W -/ Wl = FW>
on en tirera
et, puisque la fonction F(x) s'évanouit ainsi que ses dé-
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rivées première et seconde pour x=jr$ elle sera divisible par (x — jr)*9 et , parce qu'elle est d'ailleurs du quatrième degré au plus, on aura
F(x) = (* — yf{mx -4- Cy + y).
En comparant cette nouvelle expression de F(x) à la première, on trouvera
« = C = *0, y = £«,, et, par suite,
F(x) = (^-#0(x+;)+{flJ = ^(M + }al), <&a dzdz'
dU dsde ,,
ou 2 — - d— = zaatdt + atdt. L'intégration immédiate donne dès lors
et enfin
ri^fâ+v7U)7
c'est l'intégrale déjà trouvée.
Si, dans l'équation différentielle . = — / ,nn
i il,
remplace x par -, y par -, et qu on pose
a4x4 H- /13*3 -h <*%x* -f- /ïx.r'4- «o = f(*) »
elle deviendra
dx dy
et aura pour intégrale
p4E±£EJ_ „(. + rf- .,<, h- ,>-«
comme d'ailleurs , par une nouvelle transformation de x en -, de y en -, cette dernière équation devient
On obtient, sous une seconde forme , l'intégrale de l'équation différentielle ^ = / . Ces deux formes
\ vTW) V7W)
doivent être au fond identiques, puisqu'une équation différentielle ne peut avoir qu'une seule intégrale complète; et, en effet, si après les avoir retranchées l'une de l'autre , on substitue pour f (x),, /(y) leurs valeurs , on arrive à une équation identique 0 = 0.
492. Dans ses leçons à l'Ecole polytechnique, M. Cauchy est arrivé , d'une manière toute différente , à l'intégrale de l'équation — , = / . Il considère d'à-
bord le cas particulier
dx __ <fr
\Saj* -+- a%x* -f- 1 \Sa0y 4-f- a*yx -H 1 '
et il cherche si une équation du quatrième degré , déjà symétrique par rapport à x et ky ,
Alx*y* 4- Aa(jr» -f- 71) + zA&jr — 1 = u = o,
ne pourrait pas vérifier l'équation proposée. Pour cela, remarquons que u peut se mettre sous les deux formes
«=(A1 x'4-À,),rM- 2A3* y -+■ (À,*»— 1) =Xy M- *X,y -t-X , , u nr^'H- A,)*» +nk*yx -f- (Aa/»— 1 ) = Y*» -f- aYtx ■+- Y , ,
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d'où l'on déduit
g=a(Y* + Y.), ! = a(XJ+X.),ï5$T:=^;
d'ailleurs , de l'équation
k = Yx* -+- *Ytx H- Y, = o,
on tire
Y*** -f- aYY,* 4- Y? = Y? - YY„
ou Yx 4- Y, = l/YÎ -YY,;
on trouvera de même
x.r 4- x, = Vx; -h xx,;
rëquation u = o entraine donc la suivante dx dy
i/x; — xxa i/yj — yy/
que Ton identifie avec la proposée, en posant
AJ — k\ 4- A, = azA%9 Ax =r — «„.
De ces deux équations, on tirera les valeurs de deux des coefficients A8, A,, At ; le troisième restera indéterminé et sera la constante de l'intégrale générale cherchée. Si l'équation proposée était
dx djr
!«** 4- n,*3 4- <liX% 4- «3* 4- «4 V^flfqT4 4- «i/3 4- «a.T* 4- «3/ + on ferait
l=o = (tfx»4-2Î4: 4-y)r14- 2(«'*» -f- *G'x 4- y') j 4- *"*» 4- a?* H = («T* 4- 2«'r + «/>1 4- 2(îj» 4- a?>4- C")* 4-*r* 4-ay> H
en supposant 6 = a , / = 6", y = a", afin que, u étant symétrique par rapport à x et à y, le nombre des con-
dUntes soit réduit à 6. On aurait, dès lors ,
u = Xj» + aXltr -h X, = Yx* -+■ aY,* H- Y„ et, par suite,
— = a(Yx + YJ, ^ = 2(X7 -h X,), X*ja 4- aX^j 4- Xî = Xï - XX»,
xj + Xl = i/x;— xx„ y* + y,=i/y; - yy;,
dx djr
l/xj — xxî ~~ i/y; — YY,'
et il ne restera plus qu'à identifier le polynôme du quatrième degré XJ — XXt avec
pour que m = o satisfasse à l'équation proposée. Une des six constantes restera indéterminée, et u = o sera l'intégrale générale cherchée.
L'intégration des expressions de la forme
dx
\/a<j& -+■ alxl -+- a^x* -h a*x -+■ *4
a été, dans ces dernières années surtout, l'objet des recherches des plus illustres géomètres. Nous sommes forcé de renvoyer à un appendice l'analyse de ces travaux et la théorie complète des fonctions elliptiques.
intégration des équations différentielles totales du premier ordre, i ferment un nombre quelconque de variables.
193. La forme la plus générale de ces équations , quand lés différentielles sont du premier ordre , est
Udx -+- Nrfr «+■ P<& + Qdr -f- etc. = o.
Considérons d'abord le cas où l'équation, nç renfermant que trois variables, se réduit à
Udx -f- N</j -4- Vdz = o.
H peut arriver que Ton reconnaisse immédiatement dans le premier membre la différentielle exacte d'une certaine fonction u = F(,r, y, z), de telle sorte que l'équation proposée puisse se mettre sous la forme
du = df{x, y, *) == o;
dans ce cas, il est évident que son intégrale générale sert
Mais l'expression Mdx + Nrfp -f- Vdz peut être la différentielle exacte d'une fonction u = F(x, jr, z), sans qu'on reconnaisse immédiatement quelle est cette fonction. L'intégration, dans ce cas, est cependant sûre et facile , parce qu'on peut toujours déterminer la fonc-
tion u. En effet , on ne peut avoir identiquement
Mdx H-Nrfr-*-Pi&= f (x, y, *)dx+x(x,jr, z)dy-t-4(x, jr, z)dz
du . du , du .
sans que Ton ait
et, par suite, -=-, -=-, £- = _.Or, dès
que ces conditions seront remplies, on calculera facilement la fonction u en procédant comme il suit. Puisque u a pour dérivée, par rapport à x > Mou^x, j, *), on devra avoir
u=z f ç(x, y, z)dx -+■ v,
v désignant une fonction des seules variables j- et z \ de là on tire
*j= ç'M*:r>*)dx+±.= r **(*** ■>* + *
dy Jx0 dy dy J Xo dx dy
dç
= z(*fjr, »)— x(*o, y, *)+^- Mais — doit être égal à ^(j:, j, z) , on devra donc avoir
^r— z{*o, y, z) =0, 9 =j z(x0, y, z)dy -+■ w\ w étant une fonction de x seul , on a donc ^
u =f ^/)2)^+l *(*<>, y y # + WJ
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en drfférentiant par rapport à *, on trouve da J x. dz Jtq 4* ' dz
or
dpjx, y y z)__d4,(x,jr,z) dx(x0, y, z)_d+(x0fy, s) cfe £ir ' dk "" dy %
on aura donc
du_ f* dl(x, y, z) J_ , p^HxoOS») . , d»
dz
Jr0
dx
-dx-h
f'dj,{x0,y,z) dw
h dy * + *•
et , en effectuant l'intégration et réduisant,
du du*
mais -7- est égal à <J/ (or, j-, s), donc
— == ij,(x0, yof *), w= Jg 4(*o, /o, *)<& -h C,
et, par suite,
/*= /%(*, r, *)<** 4- / %(*o, y, *)dy
o, .Te *)dz 4- c
Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée
VLdx 4- Xdy 4- Vdz = o.
Exemples :
J. (7 + z)rfr 4- (j? 4- s)'// + (jc -h «r)<&;
l'intégrale est zydx 4- zxdy + x> dz = (7.
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H. (ij» 4- 4n*»x>) xdx 4- ( 4- 3r 4- **)jrdjr
-f- f 4«* 4- on*1 4- v ' ) «&;
^ = ( 4z» -+- 2<mt* H )g;
^ _ /^«^ ?fc _ __ r» _ ^ ^ — q*r — ^ & — (yi+rf — rfr'
-=4^s = -; les conditions sont donc remplies, et parce que
*, y , s) «te = a?*/» 4- n*4** — *x'tf* — a***»,
*o,r» *)^r=r34-V<r*+*a -f- *;.r* — rî — V<rî + *■ — *lrl>
l'intégrale générale cherchée sera
» = *» y% 4- axV 4- y* 4- s4 H- VV* 4- ** -f- C.
Lorsque pour convertir le premier membre 4e l'équation
Mdx 4- R<fy 4- Vdz = o
en une différentielle exacte, il suffit de la multiplier par un facteur connu e, ou, en d'autres termes, lorsqu'on ^ identiquement
v (Mdx 4- Xdy 4- Pflfe) = rf«, l'équation proposée peut se mettre sous la forme- du = oK
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et Ton y satisfait soit en prenant du = o, u = C, toit en prenant - = o. L'équation u = C est l'intégrale générale, et les valeurs de z en x, jr, tirées de l'équation I = o, seront des intégrales particulières ou singulières
Mais v ÇMdx +Nrfp -+- Vdz) ne peut pas être une différentielle exacte sans que Ton ait
D7.pM = DX.»>N, D,.pN = D7.«>P Dx.pP = D,.*M,
ou , en développant 9
•>(D7M — D,N) = ND.p — MD7c, p(DaN — D7P) = PD7f — ND.p, p(DxP — D,M) = MD,p — PD,*.
Si Ton multiplie la première de ces équations par P, la seconde par M , la troisième par N , et qu'on les ajoute , f disparaîtra et l'on arrivera à l'équation de condition
(a) P( DXN — D7M) H- N(D,M — DXP) -h M(D,P — DJ0=o,
qui devra nécessairement être vérifiée pour que le facteur qui rend le premier membre intégrable existe réellement.
195. Réciproquement, si cette condition est vérifiée, l'équation proposée sera réellement intégrable , en ce sens que son intégration sera ramenée à l'intégration d'une équation à deux variables. En eflet, mettons l'équation Mdx + Ndy + Vdz = o sous la forme
dz = — -dy — -dx,
et remarquons que si l'on connaissait la valeur de z en Xj y et qu'on la substituât dans les fonctions M, N, P ,
IVf N
— ~<7x, — •■p^K? seraient identiquement les dérivées
partielles de z , par rapport à x et à y. Donc , si l'on cherche d'abord la fonction la plus générale de z, qui satisfasse i la condition que sa dérivée par rapport à y
soit — -rf^, or étant considérée comme une constante,
la valeur cherchée de z sera renfermée dans celle que Ton aura ainsi déterminée , et il ne restera plus qu'à assu-
jettir cette dernière à l'autre condition d'avoir — —
pour dérivée partielle , par rapport à x, ou de vérifier l'équation proposée. Il faut donc chercher d'abord l'intégrale de l'équation
dz = — - djr, ou dz -+■ -dy = o.
Cette intégrale existe dans le cas où , comme nous le supposons, les fonctions M, N, P sont continues. Cela posé,
appelons y le facteur qui rendrait dz -+- - dy une différentielle exacte, iv la fonction qui a pour différentielle l dz -+- - dy)y> et JC une fonction de x. L'intégrale cher-
N chée de l'équation dz -f- - dy = o, sera w = %; et il
faudra déterminer ^ de telle sorte , que l'équation
dw dw dw _ d% _
— dx+—djr+ — dz — -f^dx = o,
dx dy * dz dx
ou , ce qui revient au même ,
/, N , \ dw _ dz ,
soit identique avec l'équation proposée, multipliée, si Ton veut, par un certain facteur, par exemple, par 5.
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Or, la comparaison des deux équations
(dz + -dy+-dxjt = o,
donne
dz _dw M
Cette dernière équation sera évidemment intégrable, et il en sera par conséquent de même de la proposée si, en y substituant pour z sa valeur tirée de l'équation w = £, y disparaît; alors, en effet, cette équation ne renfermera plus que deux variables x et x« Donc la condition d'intégrabilité de la proposée se réduit à ce que la différentielle , par rapport àj, de l'expression -j- — ç— -, dans
laquelle on considère y comme une fonction de z , déterminée par l'équation if = j£, soit identiquement nulle,
de sorte que Ton ait D^f — — y— } = o. Or, en développant cette équation de condition , on trouve
dxdy ' dxdzdy ^V'P"1" 'P'<(r/
p W + a 5rJ""o;
mais en vertu des équations
( dz + p4rjf = o, «» = *,
dont la première est une différentielle exacte, et la seconde l'intégrale de la première , on a
dw N
dw
rfs __ N
dy P
ifr — ""P"
ffy" '/*
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, d*w ^ N N dp N
d0UC ^=D«P=p%+'D*P>
d*w ffc____N dp dç^Ttdp N
dxdz'dy" Pdx' dy — pdï+(f>'pm
En substituant ces valeurs, l'équation de condition deviendra
^ N ^ M N M M- N D*P"~D'P+PDfP~PD'P = °' ou P(DJS — D7M) -4- N(D,M — D,P) +M(D;P — DJV).
Or, c'est l'équation de condition déjà trouvée (a). Donc, en effet, lorsqu'elle est satisfaite, l'équation
VLdx -h TUdjr -+- Pcfc = o
est intégrable. Son intégration se ramène à l'intégration successive de deux équations à deux variables.
196. En remarquant que les trois variables x,jr, z, étant liées entre elles par une équation unique , deux seulement, x%jr, doivent être considérées comme indépendantes, l'équation de condition (a) pourra prendre tour à tour les formes suivantes :
dT M dt N
dy P dxP*
MrfN
MrfP — PdhL P<*N — MP
dz
dy dx
Pdz
1 Kdy ' Mrfr ~0'
dM
rfN
dP dU dH dP
Pdz Kdy Mdx
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et en posant
ï 4j> k dp m di d* dâ d*
l /y dy d* dx dz dx dy
AM -h BN + CP = o.
Appliquons cette méthode à quelques exemples. Exemples. i°. jrfr — xdy — — é& = o, M= 7, N = -*, P = - £;
la condition (a) est satisfaite. Supposant x constant , dx = o, on aura
*•' </y dz x — xdy — — dz=z o, — .r — =0, U = v:
différentiant et comparant à la proposée divisée par j, on trouvera
y*dx = 0, x = C-f
l'intégrale de la proposée est donc
2°. (y*-+-yz)dx+(xz-+-z*)dy-{-(y* — xy)dz=zo, M=y* -Hjz, N = »4-*% P = ra — *T>
l'équation de condition est satisfaite. Regardant z comme constant, on a à intégrer
(y* -h yi)d* ■+■ (*» 4- **)<*> = °>
ou
ou
dx
dy
dx
<iy
dy _
z(x + z) zy z{y ■+■ z)
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quation proposée exprime alors une propriété commune à une infinité de courbes à double courbure représentées par ces deux équations.
Exemples :
i ". [z(z — a) 4- y [jr — b))dx — (x -- c){ytfy -h «/») = o; M =•(*.— a)+ 7(7— *), x\= — 7(«— c),
L'équation de condition (a) n'est pas satisfaite ; en faisant y = z y on trouvera
r équation proposée sera donc vérifiée par l'ensemble des deux équations
2°. 7«te -4- (z — x)djr H- (a: — z)dz = o ;
la condition (a) n'est pas satisfaite, on a <p = i, w = s — v; la proposée sera vérifiée par le système
3°. 1/équation
zdx -h jc^7 -+- 7*& = o
est vérifiée par les deux équations réunies
3°. dx(ay — bz) -4- dy (cz — ax) -\-dz(bx — cy) = o ;
M = ay — bzy N = cz — ax% P = bx — cy% A = 2c, B = 2&, C=2*r, AM-f-BNH-CP = o;
regardant z comme constante , il viendra dx
cz — ax ay — bz en différentiant
dy 1 ay — bz
a cz — ax
dx(ay — bz) -\-dy(cz — ax) -+- dz (bx — cy)
\cz-è*Y "" **'
et comparant avec la proposée
dx = o, x, = C,
l'intégrale cherchée est donc
ajr~~ = Cy ou ay -h Cax — (b -H Ce) z = o; cz — ax v '
si on la mettait sous la forme mx + ny + pz = o , on
devrait avoir me + nb + P& = o. Le facteur 7 r-
rend le premier membre une différentielle exacte d% -,il
en serait de même des facteurs 7 f— r-, 7; r, etc.
(ay — bxf (bx — cy)*
4°. dx(y*+yz+z*) -t-dy(z*-hzx+x*)+dz(x*+xy+y*)z=o; M=yi-hyz-hz19 N = z' +-zx-hx>, P = xa -hxv-4-/1, A =2*-|-;r — .r — 27=2(3 — y), B= (2x4-/ — y — 2z)=2(x — s),
AM-f-BN4-CP=2(z5— ^J + af*3 — «'j+af^- x3) = o.
Regardant z comme constant, il viendra
dx dy
r' -h zx -h *' r* 4- *>" + «'
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tandis que le côté opposé à l'angle M est précisément l'accroissement Ar de la longueur r, et Ton aura évidemment
'' Ar , X Ax , Y Ar , Z te cosM = — = ±ît — ±=-— ±« -, as R A.f R is R aj
et en passant à la limite ,
Xdx -f- Xdy 4- Z<fe = ± Rrfr.
Telle est la forme très-simple qu'on peut donner au trinôme du premier membre ; on en conclura immédiatement que ce trinôme sera une différentielle exacte s'il existe un système de surfaces qui coupent à angles droits les directions déterminées par l'équation
cos« cosC cosy
et si en chaque point la quantité
est une fonction de la distance r.
M. J. Bertrand, qui ignorait sans doute ce que M. Cauchy avait écrit à ce sujet et ce qu'il avait enseigné dans ses Leçons, a repris cette transformation dans le Journal de T École Polytechnique : il démontre que le trinôme Xdx + Ydy + ZdLz ne sera une différentielle exacte qu'autant que la quantité V^X* + Y* -f- Zf sera en raison inverse de la distance de deux surfaces orthogonales consécutives. Dans quelques circonstances particulières, cet énoncé sera peut-être d'un emploi plus facile.
498. Lorsque dans l'équation différentielle à trois variables, les différentielles rfr, dy, dz seront élevées à des puissances supérieures , on devra la regarder comme impossible toutes les fois qu'elle ne sera pas décomposahlc
L'intégrale cherchée sera donc
xy-hzx-hyz C
mi
*/ + «+/«= C(JT -+-/-+-«).
On voit immédiatement qu'en di flférenti an t l'équation
jy + « + ^ = f
on retrouve la proposée, dont le premier membre devient, par conséquent, une différentielle exacte quand on le multiplie par un des deux facteurs
(x -h y -\- «)•' (xy -f- zx -h yz)*
Cet exemple montre qu'il est quelquefois assez difficile de calculer la fonction ](;on y serait arrivé plus tôt en procédant comme il suit: de l'équation
xy -f- zx -f- yz izx -+- zx -\-yz — xy on tire
i 2za -f- zx -hyz — xy
xy -f- zx -f- yz
xy -{-zx -\- yz
*"""•<?' -+■ *-r-f- js"
et. en diflTérentiant , pour comparer avec la «proposée.
, __ xjr -f- gJ? -H *r __ c
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xds,
5". ^(«•—jrM-*1)— z*dy+zdz(y— *)~\ (y%— *a)=o;
C = — yy, AM -I- BN 4- CP = o.
En posant </z == o, on aura
dx (x% — 7* -+- a') — *a4r =o;
on satisfait à cette équation en faisant y = x. Cherchons
s* si l'intégrale générale pourrait être r = x H — ; en dif?
férentiant et comparant , on trouvera
du - — = dx;
*■ multipliant par e ?", intégrant et substituant pour u sa valeur
il viendra
Il reste à différentier cette dernière équation pour l'identifier avec la proposée ; on aura , de cette manière ,
. _ idz r — t*
dx -h — T I e z x*dx
— ITT **& z%dy+>z%dx 2x*dz — 7xzdx~] t _
A l'aide de l'intégration par partie , on réduira l'intégrale définie du premier membre, dans laquelle on considère z.
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comme constant *, on a , en effet,
I e x*dx = — \e xz*
En substituant, on aura définitivement à comparer à l'équation proposée la suivante
— ir/ , dz zdz \ v«&
e • <ix — x-H )+ —
ou
ou, enfin,
^[&(r--jF»-.») + ^^-«&(r-.Jr)-.^(r.-*-)]
«fe — ^
Il résultera de cette comparaison que Ton devra avoir
**Z — zd* = o, et par conséquent
z = Cz.
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L'intégrale cherchée sera donc
Euler remarque avec raison que tant que l'intégration n'est pas effectuée , cette intégrale générale reste ambiguë et indéterminée, parce que la constante résultant de l'in-
tégrale indéfinie Je * dx, dans laquelle z est considéré comme constant, doit être une fonction de z. On peut heureusement faire disparaître cette ambiguïté en divisant les deux membres de Tin tégrale trouvée par z et
posant - = u ; elle devient alors
'Va + C = e"
L'intégration qu'il reste à effectuer est relative à une seule variable et n'amènera qu'une simple constante arbitraire qui s'ajoutera à C. Pour éviter l'ambiguïté dont nous venons de parler , arrivés à l'équation
nous aurions pu l'écrire immédiatement sous la forme
et puisque l'intégrale reste la même, que z soit constant ou variable, ou aurait pu différentier immédiatement, par rapport à tontes les variables ar, j, *, pour comparer
donc
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jr H u
ou
Xd* — *d%
xdz — x*da = zd%,
xM
l'intégrale de l'équation proposée sera donc
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De l'intégration d'un système de n équations simultanéet du premier ordre, à n -f- 1 différentielles, ou à n dériTéee.
901. Nous avons fait voir comment on pouvait, dans tous les cas , intégrer, soit exactement, soit par approximation, l'équation différentielle du premier ordre et du premier degré
dy = /(*, x)dx.
Supposons maintenant qu'on donne n équations différentielles du premier ordre entre n + i variables tf x, y, z9 . . . , v9 et leurs n -f- i différentielles dt, dx,
dy, dz,..., dvy ou les n dérivées — , —-, -tv-m T-^*
forme générale de ces équations serait
htdt -f- Mtdx -f- N,rfr + Pt* -H. • . •+■ Ri^ = o,
mais on peut, dans tous les cas, les ramener, par une simple élimination, à la forme
<£r = F,(/,x, /,*,..., v)dt, <fc = F,(/, x,jr, *,..., p)dt,...9
dp s F„(f, *, jr , *, . . . , i>)dtt
et il s'agit de prouver qu'il existe réellement un système de valeurs x = f , (*), z = ft (*)* • • • ? ^ = t (0 » T" T. n. 33
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jouissent de la double propriété de vérifier les équations proposées, et de prendre pour t = 1 0 des valeurs déterminées x0, yoy z0J . . . , f0. Or il est facile de démontrer l'existence de ces valeurs dans le cas où les fonctions Ft , Ft, Ft, . . . , FB restent finies et continues ainsi que leurs dérivées par rapport à x, y, z, . • ., v9 D^Fj, D^Ft,..M DJF,, DxF,, . . . , DJFt , etc. Pour y parvenir, il suffit de • procéder comme dans la vingt-sixième leçon et de calculer n quantités X, Y, Z, . . . , V, à l'aide des équations
art — jr0=(/, — f0)Ft(f0, x0,..., vQ), xt — xt =(la — f,)F,(fl9 x„...,*i),.
X — *„_,=(T — ^.JF.f^.,, *■_„..., "._,), Ti— J« = (*i — A»)Fa(f0,x0,...,P0), ?-, — .r, =(*,—*,) Fa(rf, *„...,*,),
Y — r--, = (T — f^jF,^,, *—,,..., *._,),
car les quantités X, Y, Z, . . . , V, tirées des équations qui précèdent, jouissent des trois propriétés suivantes : I. Elles sont des fonctions continues des constantes xQ , foi • • • > *\» en ce sens que , pour des valeurs déterminées de ces constantes, elles prennent une valeur unique et déterminée , et que les variations qu'elles subissent quand on fait croître ou décroître les constantes d'une quantité très-petite , sont elles-mêmes très-petites. H. Les quantités X, Y, Z, . . . , V, convergent à mesure que les éléments de la différence T — tQ diminuent indéfiniment vers des limites finies
/i(* j 'o » -Jo > • • • • ' oj> Jt V * » ^» > xo > • • • » Vo)f /«( *> *o> •*€>» • • • > •y, •
in. Les valeurs x, rv •? ^ des quantités X, Y,..., V, correspondantes à T = t , c'est-à-dire les quantités
vérifient les équations différentielles proposées, et se réduisent ,pour t = (0, aux constantes ou valeurs initiales
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des variables, xQ, jov.,, *>0. Mettons tour à tour en évidence ces propriétés remarquables.
902. Ire Propriété. Les quantités X,ï, Z,..., V, sont des fonctions continues des constantes x0, yw z0, . . . Donnons à ces constantes des accroissements très-petits ao9 6o> 7ov) que nous pourrons mettre sous la forme
tf0=p0COSA0, £„ = poCOS^o, y0 = PoCOSr0,...,
en assujettissant le module pQ et les angles ou paramètres A0, fx0, vov.. à vérifier les équations de condition
Les accroissements des quantités xm, ym, zm9..., X, Y, Z,..., pourront être représentés par des expressions de même forme
PmCOSA,,, PmCOS/C», PnCOSvM,...,
f>„COSA„, pncos^, p.cosr.,
Comme on a, d'ailleurs,
en cbangeant x0, j0, *<„•••> *n ^o + *o> J^o + 6«>* *o 4- 7o> on aura
*«+i "h Pm+i COSA^, — *« — pm COSA„
= ('«+« — '«) F. ('«> *« + ft» <***« -K . . ), et, en faisant
*>*£« = F, (tm JP.-f- P..COSA., /„ -4-^cos/i. -f- . . • )
P«+, COSA.+, = p. [COSA,, -f- f. (f.+ 1 — tm)].
En posant
ft^«=F,(r-f *«+p.iCOSA.,...)— F, (*«,,*«,...), p.£p=Fj(. .),
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on trouvera de même
f>«+« COSF.T+, = p«[cosvm -+- £*('■+, — A»)], et en carrant , ajoutant, et ayant égard à l'équation
COS'Am -h CO$*^-lH-C08*Fm-f-... = I,
-h ('«+, — t.) (5i -h *i -h . . .)]• Or, la valeur maximum (*) de la somme
fffCOSA* 4- 9*COSft, -H...
(*) En effet , si Ton a à la fois
cos *x -+-cosV -H eos **-*-... = i, u= a cos x -I- b cos/" -+- c cos* -4-... ,
on aura évidemment
a1 -+-&1 -+-c*-K..= (a cosx -h & cos^-f-ccoBr-h...)" -+-(aco8^ — fc C09x)'-+-(« cos* — c cosx)' -+-... -f-(£ cos* — ccosr)'-f- ..> «■ssa1-»- &' +c'+...- (acosr — & cosx;* — (a cos s — c cosx)* — ...
Donc la plus graiulc valeur numérique de a* sera a% ■+- P-hc*,... ; et la plus grande valeur du u, l/V -+- b* -t- c* -h . u d'ailleurs atteindra son maximum quand on aura
acosr — -àcosx = o, «cos* — ccosx = o, bcotc — ccosj-:= o,...,
ou
cosx _ cos.r _ cos s _ a b c "
Or, de ces dernières équations on tire
a cosx -H 6cos.r -hccosz-h.. . u
n* -4- b* -*- c* '•+-. . . ~~ rf-i-b* +c' Hh
k^cos *«t H- cos ' 6 -h cos *> -t- ". "" l/fl1 -*-&■ -h r ■-♦-... ~~ 17
et, par suite,
CTeat bien la valeur maximum trouvée directement.
tftBMTE-TIlOISlEME LEÇON. Si 7
est V^i-*- *£+••• i donc
pif, <P™[i-H a ('*+i-t*)V*l. + *m ~+ (^.-^(^H-^H-..-)], p«+, <A» [» H- (*.+, — tm)V^Vm H- *i + . . .].
Désignons par yt, Xt> +iv> ?t> X«> ^t»— le* dérivées des fonctions Ft, F„ Ftl..., prises par rapporta x9 jr9 z ,...5 on aura, en vertu d'une formule connue de calcul différentiel,
Pm t m =F,(ra, xw-f-pw cos A«,r«-I- p.cos^*,. ..) — F,(fcv *«,/«, .-) = P«cosa,i^, (fm,xw +0p«cosA», ^«-hOp«cos/h,,...) -+-p,cosp»;&I(...)-l-p«cosFw 4, (...)...
Le second membre de cette équation est évidemment une valeur moyenne de la somme
p^cosx,,^, x,/ +...)+ p»«»"«;ei('> **r»»f—)
-+-p«COSr^,(l, X, 7, *,...), qui est toujours plus petite que
donc , si entre certaines limites *0 et tQ + t , les dérivées ?i9 Xi' ^i» - * * restent continues et finies et ne dépassent pas une limite fixe 1 , on aura , en désignant par N le nombre de ces fonctions, Çi<Nl,$ on trouverait de même, en désignant par m, n,... les limites finies supérieures des fonctions dérivées,
?» #»,^a, .., *3,*3,43>--.> *i<Nm% Çi<Nn»; donc
*i + n2,. + {i + . <N(I» + m» + n« + . . .), et , par conséquent ,
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ou, en posant
en faisant tour à tour dans cette équation, m = o, m = i, m = a,..., m = », on trouvera
P«<Po[ i 4- K(f, —*.)], f, < p,[i -H K(f, — *,)],..., P»<p».,[i -+-K(T— *_,)]>
et , en multipliant ,
fr<fc[H-K(rI-«.)][i4-K(/1-ri)]...[iH-K(T— *._,)]• On prouverait facilement que le produit du second membre est inférieur à l'exponentielle e ' '*', quantité finie, que nous pouvons représenterparL : donc p„<Lp0; donc le rapport de pn à pQ est réellement une quantité finie 5 donc X, Y, Z,..., qui d'ailleurs pour chaque valeur attribuée aux constantes x0, y0, zQ>.. . prennent une valeur unique et déterminée , croissent ou décroissent de quantités trèspetites pn cos X„, pncosfxn,..., quand on fait croître ou décroître o:0, j0, s0,..., de quantités très-petites p0 cosi0, PoCOSfj^,..., et sont, par conséquent, des fonctions continues de ces mêmes constantes.
203. IIe Propriété. A mesure que les éléments de la différence T — tQ diminuent indéfiniment, X, Y, Z,... convergent vers des limites finies
J 1 ( * > toi xoy foi *o> • • • J y f\ ( T , t0 , XQ y jroi Zuy . . . J.
En effet, quand on suppose ces éléments réduits à un seul qui est cette différence elle-même , on a simplement
Y =j-0-f-(T — f0)Fa(f0» JToj/o»- ..)»•••• Lorsqu'au contraire la différence T — t0 est partagée eq
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n éléments tt — tQ1 t% — fi,..., T — f„_i , on a
X — *0=(',— °;)FI(f0,x0,^0,...)-h(/,— fjF,^, *„r„...)+-i
et parce que le second membre est évidemment compris entre les limites — (T — fQ)A , + (T — f0)A, À étant la plus grande des valeurs de Ft(f, or, y, *,.••) entre les limites *0, T, il s'ensuivra que X sera compris entre les limites x0 — A(T — f0), x0 + A (T — /0); on prouvera de la même manière que Y, Z,... sont comprises entre les limites yQ zp B(T — f0), zQ zp C (T — f0),..., B, C désignant les valeurs maximum des fonctions
Il en résulte immédiatement que toutes les valeurs que prennent, entre les limites t0 etT, les fonctions F^F,,..., sont des valeurs particulières des expressions
F.f/.-MfT — fD), xo±0tA(T — io)9 ro±6aB(T— /0)...], F,[f.-M(T — f0), *.±M(T— *.), /0±fcB(T-r,)...],
dans lesquelles 0, 0t, 0t, ...représentent des nombres compris entre o et i . On a d'ailleurs évidemment
F.fc-MCT— to), xo±0tA(T—to), ro±û2B(T— r0)...]
~~ " Ft(/0» «^oj J'oj *OV J == '» »
£t désignant une quantité qui s'évanouit avec la différence T — f0;et, puisque les différences X — x0, Y— j-ov.. sont égales au produit de T — 10 par une valeur moyenne des fonctions Ft, Ffv.., on aura
X = x0 -+- (T— f0)F, (t0, x0, y0, . . .)+ (T — /0)iIf
Y =^0-h(T— f0)Fa(f0, x0,^0,.. .)+(T — /0)it-K..,
et l'on en conclura que l'effet de la division de l'intervalle T — t0 en n éléments tt — *0, tt — ft,..., a pour effet d'ajouter aux valeurs de X, Y, Z,..., des termes
(T — Oi«, (T — f.)ta,...,
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dans lesquels les coefficients s t, e„... s'évanouissent euxmêmes avec la différence T — tQ. Supposons maintenant qu'on divise à leur tour les intervalles tt — tOJ tt — tt9... en de nouveaux éléments, et ne considérons d'abord que l'élément tt — 10 -, les quantités xl9 yu zu . . '. , x„ jru *i, . . . , subiront des variations analogues à celles qu'éprouvaient Y, Z, . . . dans la division de l'intervalle T — t0» et deviendront
En posant
chacun des nombres e', e#, . • • pourra être représenté par une expression de la forme p cosX',.** On en conclura que la somme des accroissements de xuyu 3t,... sera inférieure au produit p (ft — /0), p étant un nombre qui, ainsi que e', e"v.., s'évanouit avec *t — *0, et Ton prouverait, eu raisonnant comme nous l'avons déjà fait , que la subdivision de l'élément tx — t0 ferait varier X d'une quantité inférieure à l'expression Upê (/t — *<>)>••• La subdivision des éléments t% — *t, *s — /f5... fera de même croître ou décroître X de quantités inférieures aux expressions U p" (tt — 1 1), L"p" (tt — *, ), . . . , dans lesquelles les coefficients p*, p", . . . s'évanouissent avec les différences U — 'i, t% — ?,,... Dès lors, la variation totale que la subdivision de tous les éléments tx — ?0, tt — fi9... fait subir à X , et par conséquent aussi à Y, Z,..., sera une expression de la forme
p étant une moyenne entre les coefficients p, p\ jOr,..., et s'évanouissant avec les éléments de la subdivision. Donc on n'altère pas sensiblement les valeurs de X, Y,
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Z,... correspondantes à un mode de division dans lequel les éléments de la différence T — l0 ont des valeurs numériques très-petites, si Ton passe à un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve subdivisé en plusieurs autres. On étendra facilement cette conclusion au cas où les éléments du second mode de division ne seraient plus des subdivisions du premier, et il restera démontré par là que, lorsque les éléments de la différence T — t0 sont très-petits , le mode de division n'a qu'une influence insensible ; et que, par conséquent , si Ton fait décroître indéfiniment les valeurs numériques de ces éléments en augmentant leur nombre, les quantités X, Y, Z,. . . convergerontversdes limites fixes/i (T, f0, xwy0% *<>'•••)> f% (T, /0, x0, jov.,)v.., dépendantes uniquement de la forme des fonctions Ft, F,,..., et des constantes T, f0,
204. IIIe Propriété. Si dans les valeurs de X, Y, Z,... on remplace T par t, on obtiendra des fonctions x, j-, z,..., de/,
* =/i('j 'o, *<>, roi— )> y =/.(', 'o, *o> jo, ..)• • • > qui, pour t = £0, se réduiront à xQ9 y0J *<,,... et vérifieront les équations différentielles, proposées. En effet, nous avons trouvé
X — x0 = (T — t0)Ft(e0, x0, jo,...) -h (T — fo)«i, Y — /„ = (T — OF,(/0, *o, 7o,...) -h (T — /0)i»,
et l'on en conclura, en changeant T en t} et faisant
De plus, le raisonnement qui nous a conduit aux valeurs précédentes des différences
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nous aurait donné l'équation suivante :
X — *» = (T— tm)Ft(U,xm> ym,...)+(T— tm)S9 T — r»=(T — rm)F,(/«1x»,r«,...) + (T — <Ji#,
dans laquelle tm désigne une valeur de t comprise entre *o €t *o + f. Or, si dans ces équations on (ait
/„ = /, T=*-M, x = îx(t), 7=^(1),...,
on aura
*. = f,(')> X=ff(/H-A),
et il viendra
fi(r-HA)-f1W = *FI[r,ffi(i),fa(Of...l+«#*.
f,(* H- A)- f,(*) = AF,[f, f, (0, f,(f),. . .]+■**.
et si , après avoir divisé par h , on passe à la limite , on trouvera
t\{t)di = dït(t)=djr = F,(r, x, r , s, ...),. . -,
et ces dernières équations expriment évidemment que les fonctions
x= fI(r) = /1(f, *„/„...),;=: fiW=/i(^*ottro>-)»
vérifient les équations différentielles proposées.
205. Lors donc qu'entre les limites t0 et tQ -f- r, les fonctions Ft, Ft, . . . , ainsi que leurs dérivées par rapport à x, jr9 z,. . ., restent finies et continues, il existe des fonctions x, yy z,... de t et des constantes f0, x0< yoy ^ovî SF* vérifient les équations différentielles proposées et prennent pour t = t0 les valeurs initiales données x0, y0, *0v- Mais il peut arriver qu'entre les limites t0 et tQ + t, les fonctions F, , F,,..., et leurs dérivées, ne soient finies et continues que pour des valeurs
de x, y, z , . . . , comprises entre des limites déterminées
xQ et 4P0 dbfl, jo et Xo ± £, *o et z0±c^ ... :
or les propriétés que nous venonsd'énoncer pourront continuer de subsister, même dans ce cas, pourvu qu'en appelant A , B, C,... les limites des valeurs absolues des fonctions F,, F,,..., Fn, on choisisse T de manière à satisfaire aux inégalités
T-*oO, A(T-r0)0, B(T-f0)<*,....
Alors, en effet, la valeur dexiy déterminée par l'équation
•Ti = *o-t-('i— ^F^Xo./o, Zoy. ..),
comprise entre les limites x0 ± A(tt — f0), sera comprise , à plus forte raison , entre les limites x0 zh a , et il en sera de même de a:,, jr8,..., xn_i, X. Les quantités^, /ivj-i) Y-, zi9 s,,..., zn_u Z,... seront aussi respectivement comprises entre les limites y0±b9 z0±c,.... Déplus, si, en désignant par a0, 60, y0,... les accroissements des valeurs initiales ar0, y0J z0,..., on assujettit T à vérifier les inégalités
les nouveUes valeurs de xiy j^,...* xn9jrnJ...9 déterminées par les équations
*i = *o -+- *0 -+- (f, — r0)Fs(/0,«o + ao>. •)••••» *,=..., r, =/0-f-^o 4-(f, — f„)Fa(f0, x0-f-«0,.. ), r. =...,
seront elles-mêmes comprises entre les limites x0±a, jr0 ± t.... Donc puisque toutes les valeurs de x, y, z9... que Ton considère dans les théorèmes dont il s'agit sont renfermées entre les limites x0 ± a, j'G ± £,..., les fono tionsFl9Fs,..., ainsi que leurs dérivées, resteront finieset continues pour toute valeur de t plus petite que t0+r. Or c'est la condition nécessaire et suffisante pour que les
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propriétés énoncées continuent de subsister. Donc alon encore on pourra calculer exactement» ou par approximation, les quantités /i(T9 *0, xov..), /i(T, 1^, «o,...), et, par suite, les valeurs /i (*, r0, ar0,. . .),... de x9 y% x, propres à vérifier les équations différentielles proposées.
906. Supposons que les valeurs x = o, y = o,..., vérifient les équations proposées , on aura nécessairement, dans cette hypothèse,
c'est-à-dire que les fonctions Ft, F,,... s'évanouiront pour x = o, y = o, z = o,..., quel que soit t. Alors aussi, en faisant x0 = o, j^0 = o, zQ = o, . . . dans les équations qui donnent les valeurs de X, Y, Z,..., on trouvera
et par conséquent
x = lim. X = o, y = lira. Y = o,.,., si les fonctions Fl9 F,,... sont continues et finies, ainsi que leurs dérivées par rapport kx, jr, z9.... Nous avons vu en effet que , dans ce cas, les quantités X, Y, Z étaient elles-mêmes des fonctions continues des constantes x0, Jo» z<y> •• • • Donc , sous la seule condition que les fonctions Ft, F„... sont continues et toujours finies, on déduira les valeurs x = o, y = o,... des intégrales générales en donnant aux constantes arbitraires x0, yoy *0,... les valeurs particulières xQ = o , y0 = o, . . . , ce qui démontre que x = o, y = o,... sont des intégrales particulières du système d'équations différentielles proposé. 207. Reprenons les équations
ou simplement
dont l'ensemble satisfait aux équations différentielles - proposées , et forme ce que nous pouvons appeler un système d'intégrales générales de ces mêmes équations. Il sera impossible d'éliminer entre ces intégrales les constantes x0, j0,... et d'arriver à une relation de la forme ?(*» xt y-i *>•••) indépendante de ces constantes; car, en faisant t := f0, on aurait
x = *OJ y = yoy..., et, par suite,
ce qui est absurde, puisque les constantes f0, x0,... sont entièrement arbitraires. Si l'on faisait
x0 = Cj , y0 = ct , . • . 9 le système d'intégrales générales deviendrait
X =: f\\fî CIf G,,..., Cn) = O,
Jf = J*(ti Wi £aj»»«» Ci) = °>«'»t
et il sera toujours possible de le ramener à la forme Ct=zuS9 C, = «,,..., Cnt=um,
uu ii|,..., an étant des fonctions des seules variables £, x, y,... En effet, supposons que de l'une des équations
x=/i(f, C,,C, ,...), y =zji(ty Ct, Ca,... ),...,
on tille la valeur de Ct , pour la substituer dans toutes les autres : on arrivera nécessairement de cette manière à n — i équations renfermant n — i constantes, car, sfil y avait moins àen — i constantes, on pourrait les éliminer et arriver à une relation de la forme
ce que nous avons démontré impossible.
De même, si, entre les n — i équations restantes , on
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élimine C%, il restera nécessairement n — a équation avec n — a constantes. En continuant ainsi, on arrivera à une dernière équation renfermant une seule constante Cn, et qui donnera C„ =5 U», un étant une fonction des seules variables t, a:, j%..., et, en remontant de proche en proche , on aura
donc le système d'intégrales générales des équations différentielles proposées peut réellement être mis sous la forme
«1 = C., «, = C2, «3 = C3,..., u* = di
Cl5 C,,... désignant des constantes arbitraires.
Réciproquement , si Ton tire de ces dernières équations les valeurs de x, y, £>•'•? eUes vérifieront les équations différentielles proposées , et de plus , ces valeurs de x. j, s,.,, ne pourront satisfaire à aucune équation de condition indépendante des constantes arbitraires Ci9 Ct,...., car si en effet elles pouvaient satisfaire à une équation de la forme
il s'ensuivrait que cette dernière ne serait qu'une combinaison des équations
Ux ^= L>x , ua :=^ C2 9 . . . y
et pourrait être substituée à l'une d'entre elles. On arriverait donc aux mêmes valeurs de a:, y, z,..., soit qu'on les déduise du système ut = Cu ut = Ct,... de n équations renfermant n constantes distinctes , soit qu'on les détermine à l'aide de n — 1 équations renfermant n — 1 constantes auxquelles on joindrait l'équation
*(*> •r» /»•••) = °- Or cette conclusion est évidemment absurde, car les
premières valeurs de x, y, z,... renfermeront n constantes , tandis que les secondes n'en renfermeront que n — i . Il est donc vrai que l'ensemble des équations
forme un système d'intégrales générales des équations proposées, parce qu'il jouit delà double propriété de renfermer n constantes arbitraires, et de fournir des valeurs de #, y, z,... qui vérifient les équations données , sans satisfaire à aucune équation indépendante des constantes. Pour montrer combien cette dernière restriction est essentielle, considérons le système suivant d'équations différentielles
(* — t)dx = (x — y)dt, (z — t)dy = (x — y) de, dz = (x — y -f- i)dt:
on. y satisfait immédiatement en faisant x =y, z = t , ou, ce qui revient au même , en posant
* = *Mt y = *Wt * = '»
quelle que soit d'ailleurs la fonction y, qui demeure entièrement indéterminée et peut renfermer antant de constantes arbitraires que l'on voudra-, mais l'ensemble de ces trois équations ne forme pas un système d'intégrales ' générales des équations différentielles proposées , précisément parce qu'il établit entre les variables des relations indépendantes des constantes arbitraires. Cherchons les intégrales générales ; en retranchant la seconde équation de la première , on trouve
dx — dy = o, d'où x = y -+- Cx. Cette valeur, substituée dans la troisième, donne dz = (Ct + i)dr, z = (CE + i)r -f- C„
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d'où
z — t = Ctt -+- C,,
et par conséquent , en substituant dans la seconde équation, pour z — f , x — y , leurs valeurs,
(Ctt -h C>)df = Cxdty dy = Caf^ftt.
r = /(C,r 4- C,) 4- Cj, et , par suite ,
x = 1(C,* •+• Ca) -h C, -f- Ci :
or l'ensemble des trois équations
x = \{Ctt + Ca) -+- C, •+• Ci, y = I(C«f 4- co + g,
ou , ce qui revient au même , en résolvant par rapport à Cm Ct<i Cs,... , des trois équations
Cl = x — jrf Ct=z — (x — r + i)x, C3=r — \(z — f),
forme un système d'intégrales générales, précisément parce qu'il renferme trois constantes arbitraires, et qu'on n'en peut tirer aucune équation indépendante de ces constantes.
208. Revenons au cas général, et cherchons si un même ensemble d'équations différentielles données peut admettre plusieurs systèmes d'intégrales générales. Supposons que, par une méthode quelconque, nous soyons arrivés au système suivant
h, = C,, u% = C%f «3 = Cs,..., um = Ci; on en tirera
dut = o = Ltdt -f- M,rfr -h N,<fy -»-•••,
dut = o = L2dt -+- M,rfr -4- IMj -+-...,.
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^. dx ^ dr t,+ M* + ■*+... =o,
et, en substituant pour -z-f j2-,..., leurs valeurs tiréesdes
équations différentielles proposées, il viendra
Lt -h MfF,(f, *,.r, *,...)-*- N,Fa(>, x9jr, *,...)-*-... = o,, L, -H M^F^f, x,y, ...) -h... = o.
Ces équations sont nécessairement identiques, ou se réduisent à o = o, car, sans cela, elles établiraient entre les variables des relations indépendantes des constantes, ce qui ne peut être, puisque, par hypothèse, l'ensemble des équations ux = Cu ut = Ct,..., forme un système d'intégrales générales des équations données. Cela posé , toutes les valeurs de x, j, z,..., qui vérifieront les équations différentielles proposées, devront évidemment rendre identiques les équations
MM[dx— Fi(t,x,x, *,...)]-+-N,|>(r— F.frx,^ *,...)]+ etc. =0f MJ>fe— ¥x{t,x,y , *,...)] -HNJrfr— ¥t(t9xfXi »,...)]-+- etc. =o,
à moins qu'elles ne rendent infinis un ou plusieurs des coefficients M19 Nl9..., Mt, Nt,..., ces dernières équations se réduisent d'ailleurs à
LÈdi -h Mtdx -f- N.dT/ -K..= dug = o, L%dt -h VL%dx -+- Nt<(r -+-...= du% = o,.
en vertu des équations identiques
L.-t-M.F,^,*,^, «,...) -+-N, F, (r,*,.r,«,..4)-^ etc. ==o...;
donc, à moins qu'elles ne rendent infinies ou indéterminées, et par conséquent discontinues, quelques-unes des
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quantités
L, - — , M, - —, Nt - — ,..., du* du* du*
toutes les valeurs de x* y* z,..., qui satisferont aux équations différentielles données, vérifieront aussi les relations
dut = o, du2 = o,..., ou h, = Ctl m, = C„....
Donc, puisque l'ensemble de ces équations détermine complètement les valeurs de x* y. «,..., en fonction de * et des n constantes , il est le seul système d'intégrales générales des équations proposées.
209. Les systèmes de valeurs de x* y. &,-••, que l'on obtient en rendant infinies ou indéterminées les quantités L, M, N, . . . , ou quelques-unes d'entre elles , et qui vérifient les équations proposées sans qu'on puisse les déduire des équations
ut = C, m, = C2,. ..,
sont ce qu'on appelle des intégrales singulières. Il est évident qu'elles ne seront jamais renfermées , comme cas particuliers, dans les intégrales obtenues par la méthode générale que nous avons exposée , puisque cette méthode suppose essentiellement que les fonctions Ft, Flv... ainsi que leurs dérivées par rapport à x* y, z, etc., sont finies et continues, ce qui n'aurait pas lieu si les quantités L, M, N,..., ou quelques-unes d'entre elles, étaient infinies ou indéterminées.
bclaircissons ce qui précède par un exemple. Le système d'équations différentielles
% — t)dx = (a: — y)dt , (z — t)dy =r (x — y)dt, dz -- (x — y ■+- \)dt,
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a , comme nous l'avons vu, pour intégrales générales Cf =jr— yy C, = z — (* — 7 -h i)/, Cs=r — 1 (*— t): on a, par conséquent, dans ce cas,
L, = o, M, = i, N, = — i, P, = o, L, = y — x — ■ • M, = — ■ f , Na = f , P, = i ,
L* = -, M3 = o, N3 = i > Ps = -;
deux de ces quantités seulement, L„ P8, peuvent devenir infinies, et le seront réellement si Ton a z = t : comme d'ailleurs l'hypothèse z = t donne ar = jr, et que l'ensemble de ce* deux équations vérifie les équations proposées sans que la première puisse se déduire des intégrales générales, en donnant aux constantes Ct^C%yC%1 des valeurs particulières, cet ensemble ne peut être qu'une solution singulière.
Nous avons vu que les valeurs particulières x = o, y =o,..., formaient un système d'intégrales particulières toutes les fois que les fonctions Ft, F,,..., étant finies et continues, ainsi que leurs dérivées , on avait, quel que soit f,
elles ne pourront donc être des solutions singulières qu'autant que les conditions
M, = cd, M, = £,...,• W, = oo, N, = £,...,
ou du moins quelques-unes d'entre elles, seront vérifiées. 240. Supposons que les valeurs
x = * (r), y = *(r), * = 4(*),.-. forment un système d'intégrales singulières des équations
dœ = F,(/f *,/,...), dy = F,(f, or, y9. ..),...,
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et posons
les équations £ = o, yj = o seront des intégrales singulières des nouvelles équations obtenues par cette substitution et qui sont :
p'Qdg -f- dt = F^/^W -h f,*(f) -*- ,...],
X'{t)dt+ dn = F,[f,*(r) -h ?,*(*) -h f...]
En retranchant de ces équations ce qu'elles deviennent quand on y fait £ = o, on trouvera
Or | = o, t? = o,..., ne seront des solutions singulières de ces dernières équations qu'autant que les coefficients de A, ou du moins quelques-uns d'entre eux, deviendront infinis ou indéterminés pour \ = o, n = o,..., ce qui n'aura lieu qu'autant que les fonctions
et leurs dérivées, deviendront elles-mêmes infinies et indéterminées ; donc, enfin, les valeurs
ne pourront former un système d'intégrales singulières des équations différentielles données, qu'autant qu'elles rendront infinies ou indéterminées, quelques-unes au moins des fonctions F1? F,,... et de leurs dérivées. Cette discontinuité est une condition indispensable, mais elle n'est pas suffisante , en ce sens que certaines valeurs qui rendront discontinues les fonctions Ft, Ft,..., et leurs dérivées , pourront n'être que des intégrales particulières , comme on l'a vu dans le cas d'une seule équation différentielle. Nous n'essayerons pas de préciser les carac-
F, = F, = 7-377* Fj = jt — jr -+. 1.
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fcères distinctifs des intégrales singulières, ce problème est trop complexe et trop peu pratique dans le cas de plusieurs variables. Il sera plus facile, dans chaque cas particulier, de chercher si les intégrales dont la nature est encore inconnue, peuvent se déduire ou non de valeurs particulières attribuées aux constantes.
Exemples ; i°. Reprenons les équations différentielles
dx = X ~~ ^ dt% dr = * ~ * dt% dz = (x — y + ■)*»
En posant
F, = 00, ou F, = £,
on trouvera
ces équations satisfont aux équations proposées , et sont réellement des intégrales singulières, parce que, pour les déduire des intégrales générales, il faudrait nécessairement faire
Cx =0, C, = y, G = X,
ce qui est impossible.
2°. dx=yidty dy = Afc, F, =j*, Fa = xi;
ces fonctions ne peuvent devenir ni infinies, ni indéterminées, leurs dérivées sont \y ' î, £ # , et deviendront infinies pour x = o, y = o ; ces deux valeurs satisfont d'ailleurs aux équations différentielles données.
Cherchons les intégrales générales : on a d'abord, en éliminante,
x*dx = yîdy, d'où y*=x*+C9 >-*:=:(**— C$\
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eur , substituée dans la première équation , donne * = £,
(je* 4- C()î ' •' ** (** -h€tY>
i tirera des deux équations
«/ *o(xï-|-Ct)ï
s valeurs de Ct, C§ en fonction des variables ; elles sont onc les intégrales générales des équations données. Cela osé, il est facile de voir quelles valeurs x = o, y = o, ont des intégrales singulières ; en effet, pour les déduire
les intégrales générales, il faudrait faire d'abord d = o,
ze qui donnerait
f* dx j
* = C,+ / — — Cz = 2*«,
et pour x = o, C% = £ , ce qui répugne à la nature de la constante arbitraire.
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Intégration des équations linéaires simultanées du premier ordre, et de quelques autres équations.
341. On appelle équations linéaires simultanées celles qui ne renferment les variables dépendantes x, jr, £,..., et leurs dérivées, qu'au premier degré seulement. La forme générale de ces équations est
dx
- -r-P1x-r-QI^H-Rl2+...=:T1,
^ + pa* + Q'.T -f-H,*-f-. .. = Ta,...,
*u *tv5 *»»•••» V*»***' V»>,,,> *i ,.#., !„,..., étant des fonctions de la seule variable indépendante t. On ne sait pas les intégrer en général, on n'y parvient que dans quelques cas particuliers.
Considérons, sous une forme un peu différente, Ifs deux équations
M.rfr -h N,4r + (P.* ■+■ Q.jM' = Ttdr, Mzdx -h N,4r + (P«* -f- Q,.r)<<r = T,**.-
Multiplions la seconde par 0, ajoutons-la à la première, et posons
M, -f- M,Ô = /w, N, -+- Na0 = *, P, -+- P,* = pf Qt 4- Q,0 = 7, T, + T,0 = T,
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mdï -4* ndy -t~ px «h qy = T/fr,
r, si en posant
1 avait
dx -h — */p = <&, m
''.équation précédente se trouverait ramenée à ne plus être u'une équation linéaire à deux variables
mdu -+- pu = Tdr,
que nous avons déjà intégrée. L'équation de condition
sera satisfaite si Ton a
En substituant dans ces deux dernières équations, pour m, /*, p, 9, leurs valeurs, et éliminant entre elles 9, on aura la condition à laquelle les coefficients de l'équation proposée doivent satisfaire , pour qu'elle puisse être ramenée à une équation linéaire à deux variables. Si ces coefficients sont constants , la seconde équation sera immédiatement vérifiée , la première deviendra
M, j- Ma0 __ P, -f- P,0 N, -+-IW ■"Q.-f-Q.l'
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et donnera pour 0 deux valeurs 0,, 0a , qui conduiront à deux équations linéaires
du -h £LU = 2i^, dk + ^« = — <&, mt /ii! m% in 2
que Ton intégrera immédiatement. En substituant dans, ces deux intégrales, a u, sa valeur x + - j, on obtiendra deux équations entre x, j^, et deux constantes arbitraires C,, Ci qui seront les intégrales générales cherchées. Ce que nous venons de dire suppose que les deux valeurs de 0 sont réelles et distinctes, nous examinerons plus tard le cas où ces valeurs seraient imaginaires ou égales.
212. Considérons maintenant le cas où Ton aurait à intégrer n équations linéaires à coefficients constants. On' peut toujours supposer que chacune de ces équations ne renferme qu'une seule dérivée , ou qu'elles sont de la forme
dx 4- (axx -h bxy 4- ctz + ...)dt =s Ttdt,
dy 4- (a^x 4- b%y 4- cxz -\-...)dt = Ttdt,
Multiplions la seconde par 0,, la troisième par (lv.M
ajoutons -les, et faisons
«« -l- «A ■+- *303 -+-...= 6, Ti -h 3»T, 4- 03T3 •+-.. .= T, il viendra
dx 4- Otdy 4- M* -+- . . .0* il':* 4-[(^i4-Ma^M3^...)/4-(cI4-c,ô,4-ciÔ34-...)z-|-...]^=Tdîr.
Or, cette dernière équation deviendra une équation linéaire à deux variables
du 4- Gudt =z Tdi,
et aura pour intégrale
Si Ton choisit 0,, 0„ 0|V.., de manière à satisfaire au équations
*« -4- M» -h Ms-h ... = 00,,
*i -+- C%0> -f- Csô3 + ... = ««3, . . . ,
qu'on peut écrire comme il suit
(*. - 0)0. ■+■ Ms -H ... =- *.,
Cj> ■+■ (*3 — 0)03 ■+■ ... =— <?«, • • • ,
la formule x = — -j- — -ï----\ que nous avons rappelée 2 ± a0b0c0... l rr
n° 407, montre immédiatement que le dénominateur
commun de 0„ 9t,... comprendra le terme irréductible
qui est du degré n — i , par rapport à 0 ; et, par conséquent , en substituant pour ces coefficients indéterminés 0f, 0*,... leurs valeurs dans la relation
«x -f- a%02 -h tf303 +...= 0,
on obtiendra une équation dans laquelle entrera le produit
(«. ~ *)(*. - 0)(c3 - 0)(dÂ - 0),...,
qui sera du degré w, et donnera pour 0,n valeurs. À chacune des valeurs de 0 correspondra un système unique de valeurs de 0„ 03, 0*,.... Ces n systèmes substitués avec 0 dans l'intégrale obtenue, fourniront n intégrales avec n constantes arbitraires. On mettra facilement ces intégrales sous la forme ux = 6\ ut = (',..., et elles
formeront, par leur ensemble, les intégrales générales des équations différentielles proposées.
Si Ton veut que pour t = o, x, jr, z,... prennent les valeurs particulières x0, jrOJ £0>"*> on aura» pour déterminer les constantes Cu Ct,..., n équations que l'on déduira de l'intégrale générale en faisant t = r0, et donnant tour à tour à 0 ses n valeurs. Ces équations seront toutes de la forme
et la valeur générale de C sera
C = *e'°(x0 -h 62jr0 + 03*o -H. . .);
en mettant dans l'intégrale générale pour C sa valeur, elle deviendra
/('* *> r > • • . > 'o, *o, ro, • . . , *) = o,
et en appelant #, 0",..., 0("; les n valeurs de 0, le système des n intégrales générales des équations différentielles proposées sera
A'* *> .r>--> 'o, ^o, ro,.-., ô") = o, —
243. Mais ces n équations ne seront distinctes et ne formeront réellement un système d'intégrales générales qu'autant que les n valeurs de 0 seront réelles et inégales; voyons ce qui arriverait si elles étaient imaginaires ou égales. Supposons d'abord que deux seulement de ces valeurs 0' et 0" soient imaginaires, comme elles sont racines d'une même équation, elles seront conjuguées, et si l'on a
0' == OL -+- ci/^7, on aura
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Dès lors , si la première des intégrales
f 1 1(*> x> Xf • • • > 'o, *o, X; • • • , *) = o
devient v + iv V — i = o , la seconde deviendra
et elles se réduiront ensemble aux deux équations f = o, iv = o ; en se confondant, elles se dédoublent , de sorte que leur ensemble formera encore deux équations. S'il y avait 4> 6, 8, . . . racines imaginaires, 2, 3, 4>- • • intégrales se dédoubleraient , et leur ensemble formerait toujours un système de n équations renfermant n valeurs ' initiales ou n constantes arbitraires.
Voyons maintenant ce qui arrivera si deux racines de l'équation qui donne 0, étaient égales entre elles. Comme le premier membre de l'intégrale générale
peut être représenté, pour abréger, par 9(6), on aura, en désignant par ff et 0" = ff + h deux des valeurs de 0,
et par conséquent (f(ff) = o, dans le cas où 0" devenant égal à ff , on aura h = o. Ainsi , lorsque deux racines sont égales entre elles, deux des intégrales se confondent
mais on voit alors apparaître une équation nouvelle
et l'on a toujours n équations. L'ensemble de ces n équations formera le système d'intégrales générales des équations différentielles proposées. Considérons une troisième racine 0* d'abord égale à ff -+- h : dans le cas où ff = ff\
ou aura à la fois
et par conséquent
*"(•' -+- th) = o.
Donc si 6" devient aussi égal à ffy c'est-à-dire si A = o, '4 on aura nécessairement <p" (9") = o. Trois des intégrales se confondent , mais on a deux équations nouvelles
On prouvera évidemment, en poursuivant ce raisonnement, que si m racines ff, 0",..., 6{m) sont égales, on aura m — i équations nouvelles
elles remplaceront les m — i intégrales qui se confondent avec la première , de sorte que Ton aura toujours n équations renfermant n valeurs initiales ou. n constantes arbitraires. Si dans l'intégrale
on ne mettait pas pour C sa valeur en fonction des données initiales et de 0, q/(d), ?"(6)9. • • seraient remplacés par
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les quantités C, C, . . . , déterminées par les équati 0115
peuvent être regardées comme des constantes nouvelles dont le nombre sera précisément celui des racines qui deviendront égales à la première et qui conserveront au système d'intégrales sa généralité.
214. Un raisonnement bien simple montrera que la méthode que nous venons de développer embrasse le cas des racines égales. En effet, elle donne, dans toute hypothèse, au moins une des intégrales générales; de cette intégrale , on tirera la valeur d'une des variables Xj y, £,-.., pour, la substituer dans les équations différentielles données, que Ton réduira de la sorte à un système de n — i équations, ne renfermant plus que n — i variables. Si , pour ce système de n — i équations, les n — i valeurs de 0 sont inégales ou imaginaires, la méthode fournira les n — i intégrales qui restaient encore à trouver. Dans tous les cas, elle donnera au moins une seconde intégrale qui conduira à un système de n — a équations différentielles, etc. En continuant de la sorte, on obtiendrait évidemment, malgré l'égal i té des racines, un ensemble de n intégrales renfermant n constantes arbitraires.
215. On peut intégrer par une autre méthode les équations simultanées proposées
dx -h [axx -+- bxy -f- ctz -h. . ,)di = Tt<//,
djr -+- (aÀz -h b*x 4- c2z -*-. . .)eit = Ta<//,
Considérons d'abord le cas où, les seconds membres manquant, ces équations deviennent
rlr -f- (a,x -f- btr -h rtz -K -
. ,Wf = o,
r/> 4- (fi,* -f b7y •+- fi* -H . ,
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On remarque alors immédiatement que si plusieurs systèmes de valeurs de x, y, *,... satisfont séparément à ces équations, la somme de ces systèmes ou de plusieurs d'entre eux y satisfera aussi, et que , par conséquent, il suffira de trouver n systèmes renfermant chacun une constante arbitraire pour obtenir par leur addition les intégrales générales cherchées* Pour y parvenir, faisons
y = Cx, z = yx, . . . ,
les équations sans seconds membres deviendront
dx -f- x(ag -h bxC -4- cxy -+-. . .)di = o, Qdx -f- x(a% -h bJS -f- c%y -f-.,.)dif = O,...,
et ne pourront subsister qu'autant qu'en posant
at +- btC -h c,y -h ... = — «, on aura
** 4- b%C-h c%y -+- . /=— aC, a3 -h 63C -+- c& -+-...=— *y....
De ces n — i dernières équations, on tirera les valeurs de 6, y,..., qui, substituées dans la formule
at -4- btC -f- cty -+-...= — «,
donneront une équation en a du degré n. À chacune des racines au a, , . . . , otH de cette équation , correspondra un système de valeurs de 6, y,.».; x, d'ailleurs, sera donné par l'équation dx — axdt = o, d'où
— = itdt, \x — \C = «f,
et par suite
x = Ce**, y = C&?*', « = Cyi*',....
En substituant tour à tour dans Céfe équations pour *, ses n valeurs, on aura n systèmes d'équations satisfaisant tous aux équations différentielles proposées, et renfer-
mant chacun une constante; l'ensemble
formé de l'addition de ces n systèmes, sera le système des intégrales générales cherchées. Pour passer de ce cas plus simple à celui où les fonctions T,, Tt,... ne seront plus nulles, il suffit de substituer dans ces équations, aux constantes Ct, Ct,..., des fonctions de x tellement choisies qu'elles continuent de vérifier les équations avec leurs seconds membres. Or, si Ton différentie les valeurs de x9 y, *,... pour les substituer avec leurs différentielles
—,—-,— dans les équations données, et qu'on exprime qu'elles sont satisfaites, on trouvera
et ces n dernières équations donneront, en fonction de t , les valeurs de -j-^, -^, . . • , que Ton intégrera par de simples quadratures, etc.
Appliquons ces principes à quelques exemples
i°. dx+ (axx + btjr)dt =Tf^, dy+ (<*,*-+- b%y)dt z=Tadr, multiplions la seconde équation par 0, , ajoutons et posons
at -h a A = *, *. -+- M. = 89, f il viendra
dx -h M/ -h H* -h *.r>* = (T, -h *.T.)dr, d'où l'on tirera, en intégrant,
0 est d'ailleurs donné par l'équation dé second degré (at — 6) (A, — 0) = atbt9 qui fournira les deux valeurs 0', 0", et par suite deux intégrales
Si les deux racines ff, 0" étaient égalée, on n'aurait qu'une seule intégrale , mais on lui joindrait l'équation
que l'on obtient en différentiant l'intégrale unique par rapport à 0*, et C considéré comme fonction de 0'.
On pourrait aussi , en mettant l'intégrale unique sous la forme
x + Cy = ç(t),
en tirer la valeur de x, x = <p(t) — Gy , pour la substituer dans la première des équations données
dx -f- (atx -f- bty)dt = 1xdt, qui deviendra
dy - b-ï^£ydt = g[T, + «*« + •(')]*-
Or, cette dernière équation est linéaire et s'intégrera immédiatement,
Exemples : Les deux équations
%dx -+- gdy + (44-r -f- foy)dt = tdt, Zdx + 7^ H- (34^ -+- 38j)A = *Wf,
ont pour intégrales
les deux racines ff= 6, 0" = i sopt inégales. Les deux équations
t^dx -h Qdf -+- (il* -h 3l/)i& =. Jdt, 3dx -+- idy -h ( &: -h a4r)A = «•'#*,
donnent , au contraire , ff = 0" = 4 ? et ont pour intégrales
x-a5tf 36C
Pour les deux équations
4</x -4- grfjr + (îx+ 3ijr)dlr = <?*<&, 3rf» -h 7<r -4- ( * -4- !»4r)<* = 3</f,
0'=s4+^ — i, 0" = 4 — ^— î sont imaginaires; les intégrales générales seront données par l'équation
(i-*-V/;T)rH-tr
[(cosr-ï/^ïsinr)(4-h7V/HÎ)r fc'cosftfr-tV-i fi5' s -3(5-f9l/^ï/ fe*'costdt+\/^i Ù'sm $dt\hC^ C
on a d'ailleurs
sinfcfc =
/**, *j. ^'(Scosf -4- sint) /• *■•"•■* = - — ïe — • r
e"(58inf — cos
g4>(4«in^ — co»
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Intégration d'une équation différentielle, d'ordre quelconque, à déni Yariables. — Principes généraux. — Conditions d'intégrabilité d'une semblable équation.
247. On appelle équation différentielle de Tordre n, k deux variables , l'équation qui , avec les variables , renferme leurs dérivées jusqu'à celles de Tordre n inclusivement. La forme générale de ces équations est, en supposant qu'il n'y ait qu'une seule variable dépendante ,
ou, en résolvant par rapport à -j—,
dx*
En joignant à cette équation les n — i relations connues
df=/dx, d/^fdx, d/'=ydx9...9 dy(»->)=x<»-*)dx,
on aura un système de n équations différentielles simultanées du premier ordre
dyz=y'dx, d/ = S'dx,..., <//«-») = jr(""°*,
En intégrant ce système d'équations par les méthodes que nous avons indiquées , on obtiendra les valeurs des y, y,..., y"-f> en fonction de n constantes arbitraires}
la valeur ainsi obtenue pour y,
jr = * (*, C,, C„ C3,..., Q,
sera l'intégrale générale de l'équation différentielle proposée; on en tirera
j' =*'(*, CIf C„...), /" = *"(*, c., C,,..), ..,
318. Il est facile de prouver que l'intégrale générale renfermera , en réalité , n constantes , c'est-à-dire toutes les constantes que renfermaient les intégrales des équations simultanées. En effet, si l'une de ces constantes, Ct par exemple , manquait dans la valeur de/, elle manquerait aussi dans les valeurs dey, y,ty(n""1) , et , par conséquent, elle ne ferait pas partie des intégrales générales des équations simultanées, ce qui est contre l'hypothèse. En supposant qu'on donne les valeurs yOJ jr'oJ /0,..., y(g~ g\ de y et de ses n — i premières dérivées, correspondantes à x0, on pourrait déterminer exactement , ou par approximation, en fonction de ces valeurs initiales, les intégrales des équations simultanées, et, par suite, l'intégrale générale de l'équation différentielle de l'ordre n; on en conclura que, dans cette dernière intégrale, on peut regarder les constantes arbitraires comme étant les valeurs initiales de la fonction cherchée y et de ses dérivées. De plus, comme les équations simultanées n'admettent qu'un seul système d'intégrales générales, il en sera de même de l'équation différentielle de l'ordre /i. D résulte de ce qui précède, i° que l'intégrale générale d'une équation différentielle de l'ordre n renferme nécessairement n constantes arbitraires; a° que toute équation entre x et y qui satisfait à une équation différentielle de l'ordre n, en est l'intégrale générale quand elle renferme n constantes arbitraires.
Les divers systèmes d'intégrales singulières de ces
mêmes équations simultanées fourniront les intégrales singulières de l'équation de Tordre n. Comme pour ces équations simultanées, les fonctions Ft, F„... (n° 201), sont précisément la fonction y et ses dérivées j'', y*,.**» Jr(n~~1)> que nous supposons finies et continues, elles ne pourront devenir infinies ou indéterminées, et par conséquent les intégrales singulières , si elles existent , ne pourront être que les valeurs de y qui rendront infinie ou indéterminée la fonction f [xr y, ,/',•••, Jr(n~1,L ou ses dérivées par rapport hy9 j'',....
Nous avons vu que, dans certains cas, les solutions singulières des équations simultanées étaient plus étendues que les intégrales générales, qu'elles pouvaient renfermer un plus grand nombre de constantes , et même des fonctions arbitraires^ il n'en sera pas ainsi d'une équation différentielle de Tordre n. En effet, d'après ce que nous venons de dire , les intégrales singulières de ces équations devront toutes satisfaire à une équation de la forme
<*>!>> r, r',--., x^iy\
ou
c'est-à-dire qu'elles seront une solution particulière ou singulière d'une équation différentielle de Tordre n — i, et ne pourront, par conséquent, renfermer plus de constantes que n'en comporte l'intégrale d'une équation différentielle de Tordre n — i .
En poursuivant ce raisonnement, on descendra, de degré en degré, jusqu'à l'équation différentielle du premier ordre dont l'intégrale renferme au plus une constante, et il sera démontré que les solutions singulières de Téqua-
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don différentielle de Tordre n, ou ne renferment pas de constantes arbitraires, ou en renferment moins de ».
320. Il résulte de ce qui précède, que dans le cas où la fonction f reste finie et continue, ainsi que ses dérivées par rapport à y, y\ /V'-r il existe une fonction y de x qui vérifie l'équation différentielle de Tordre n,
et, de plus, prenne, ainsi que ses dérivées, pour x=x0, des valeurs déterminées yQ7 y'o9 j^,... Mais on peut se proposer un autre problème : on peut rechercher les caractères auxquels on reconnaîtra que la fonction
est la dérivée exacte d'une certaine fonction primitive, ou, ce qui revient au même, quelles sont les conditions d'intégrabilité de cette fonction. Euler a le premier résolu ce problème^ le premier il a démontré, par des considérations tirées du calcul des variations, ce théorème remarquable : pour que la fonction
soit une différentielle exacte, il est nécessaire et il suffit qu'en posant M = DXF, N = DrF, P = Dt,F,..., ou
d¥ = Mdx -f- Nrfr -f- Vdy' -+. Qdy" -f- Rd/* -h...,
on ait N — DXP + DXQ — DXR + . . . = o, ou D,F — DxDyF 4- D;D rfi — . . . = o.
Lcxell, Lagrange et Poisson semblent avoir ignoré qu'Etaler avait établi non-seulement que cette condition était nécessaire , mais encore qu'elle était suffisante , et ils ont essayé d'y suppléer. La démonstration de Lagrange suppose Temploi de séries très-compliquées et dont rien ne
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prouve la convergence. La formule de Poisson souflre des exceptions nombreuses qur enlèvent, à la méthode, la généralité qu'il lui attribuait. M. Bertrand, aspirant ingénieur des Mines, vient de publier, sur les conditions d'intégrabilité, un Mémoire remarquable qui fait partie du XXVmme cahier du Journal de r École Polytechnique. Après avoir relevé Terreur historique dp Lagrange et de Poisson, et modifié, de manière à la mettre à l'abri de toute objection, la démonstration qu'Euler avait déduite du calcul des variations, M. Bertrand établit, par un procédé simple et ingénieux, la formule de Poisson.
M. Bine t, qui avait remarqué les inconvénients de cette formule, est parvenu à les éviter en établissant, à l'aide d'une méthode qui repose, en partie, sur le procédé employé par M. Bertrand, une formulo nouvelle qui renferme celle de Poisson, quand cette denyère n'est pas en défaut.
Dans la fonction F ou F£r, y, y\ 7",..., y(n)], faisons y = u + aj>, u et v étant des fonctions indéterminées de x9 dont nous pourrons disposer plus tard, et a une nouvelle variable indépendante de x, nous aurons y = u' -h *p' , y" = u" -+- «f" , . . . , x(n) = n{H) -+• «»f*\
F = /\«) = F [x, h -+- *>> a' -h «/,..., *C«) -+- «PC»)]. En différentiant par rapporta ce, et désignant, pour abréger, par F(a*>), F(af'),:.. les dérivées de F, prises par rapport àu + aj', w'-f-aV,..., on aura
df(a) = rf«[*F'H -h</F'(«|/) +...]■
011 intégrera cette équation depuis a = o, et l'on aura
Si, dans cette dernière équation, après avoir fait «= i> on remarque que
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on trouvera
+ J,rf«^F'H + »'F'(«f,)+...+ p(-)F(«fW)].
L'exactitude de cette formule suppose seulement que les fonctions
F (*,«,«',...), F'(«*)f F'K)f...fF(«pi-)..-restent finies et continues, par rapport k a, entre les limites o et i : or, on pourra toujours satisfaire à ces conditions en choisissant convenablement la fonction u. Si maintenant on multiplie par /far, et qu'on intégre, on trouvera
= fdx F (*f */, «',. ..) +f**f l{i" l>FV) + »' FV'i ■+■•■•] = |rf*F(x, //, a7,...) -hjldmjdjF[vV H -h i»'F'(«r') +...], D'ailleurs, l'intégration par parties donne /^'F' (*•>') = f<*>F' («p') = pF'(«p '; — / «te D, F' (op'), /<tep"F' (-«»•) = v T(ctu ") — u Dx F(«p ") -h f "te DJ F'(«r "}, ïdxi>"F'{«t> "')= p" F' (*p '") — * ' D, F' («p ")
-h p Di F* («* ") — /«te DiF' («**;,
En substituant, on trouvera
j'dxF(x,u + i>, u'-hi/,...)=J<Lc¥(x, u, «',...)
+^A[P'(^)-D/(i/)+D;FK!M.]
-+-*>' /'fr/« [F (««/')— Dx F (op* )-+-...]+"" / Xr/«[F'(«^)— ...]
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La fonction sous le signe fvdx, savoir,
fFrH-DJcr(^)-HDiF,(«//)-..]ï n'est antre que la fonction '
?'(/) - D,P(j') + DIP(jr'j -. . .±DÎr ( jO),
dans laquelle on aurait substitué u + a%> à la place dey. Si donc la fonction proposée est telle que Ton ait identiquement, quel que aoit y y
il en résultera que la partie sous le signe Jvdx sera nulle : l'équation précédente ne renfermera plus d'intégration à effectuer relativement i x, et l'intégrale fdxF(x, u + v> u ■+■ *V..)t ou, ce qui revient au même, en mettant pour m sa valeur y — w, l'intégrale y«&rF[x,^,j/,...,j{n)],se trouvera exprimée par de simples quadratures, c est-à-dire au moyen d'intégrales définies prises depuis a = o, jusqu'à a = i .
Réciproquement, si l'expression
F[x, r, rV -, r(m)h est intégrable , on devra avoir identiquement F'(r) - D^F'Cr') 4- DiF'O'")- . . . ±D>( j«) = o. Dans ce cas, en effet, l'intégrale /F (x,yyy\...>yin>)dx pourra être obtenue, et sera une certaine fonction y de x, y, y,...,)''""1), de sorte que Ton aura identiquement
D.*[*. r, r'.-, /— >] = F[x, r, ,v,. . , yt;>].
Substituons, avecLagrange, dans cette équation identique, y-{-6v à la place de yy 6 étant une variable indépendante de x, et m une fonction quelconque de x$ on aura
»**[*/ / ■+■ «•», y -+-^',..., jC— 0 -h C^<"-0]
si Ton différentie par rapport à 6, en remarquant que il viendra, en employant encore la notation abrégée,
I>x[^'(J^^)4-«/^(/4-:iO+•••^(•",)♦,(/•",)-^fr("",,)]
^F" (y-h C^)-h c/F'^'-hCO -h ...-4-^F (><■>+- C«*»>). Cette équation devant avoir lieu quel que soit 6, on pourra faire 6 =^ o, et Ton aura, quels que soient y et r?
Il résulte de cette dernière équation que l'expression
"F'Cr) -h ïF(/) -h. ..-hpOF'trO)
devra être une dérivée exacte quand F en sera une. Or si dans les équations qui donnaient f dx\>'¥'{asf), fdxvrF'(ai>'')y on substitue )',/,/,.,. à H-+*ay, u' + aiJ, iZ-f-a**", ...; puis
qu'on différentie par rapport à x , on trouvera
"' F' ( v' ) = D,[pF'(r')]- oDxF'(r'),
,'/F(rw) = Dx[/F'(r")~.D^F'(r-')]+PDiF(r^,
et l'équation (C) pourra se mettre sous la forme
<{F'tr) - D,F'(r') -t- D,F'(r") - . .± d;f(vc->)] = D*N'(r) +...]- DxU i= D,V.
U et V étant des fonctions déterminées* Le premier membre de cette dernière équation doit être, ainsi que le second , une différentielle exacte \ mais il ne peut Têtre, puisqu'il contient v sans renfermer sa dérivée, il faut donc que les deux membres de cette équation identique soient nuls à la fois, et Ton aura nécessairement
F'(r)-D,F(r')H-DiF(r")-... = o;
ou mieux Dr F — DrDr,F -+- DXD7.F =o.
La seule condition nécessaire et suffisante pour que lYxprcssion F(.r , y, y\ y\...)dx soit une différentiel)* •
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exacte et immédiatement intégrable , est donc que l'on ait identiquement
*'Cr) - DxF'(jr') -+- niT'(y") -...= o.
De pins, quand cette condition est satisfaite, on a t fdx¥(x, y, y,...)=fdx¥(x, u, «',...)
I +v' /"<**[F'(«(>")-DXF'(«.'") +...]+...,
et l'intégration de l'expression F(x, y, y\ jr"9 . . .)dx est ramenée à de simples quadratures.
Si dans l'équation (À) on fait u = o, et par suite u = o, a" = o, . . . , il viendra
JW*, X, ï',r"*---)** = fr(*f Ot 0,0,... )Ar
+jr'j^[V'(y*)-*>.*l'(xm)+'--]*>
C'est la formule de Poisson, mais elle manque de généralité; elle devient inexacte quand F(x, o, o,...) devient infinie ou indéterminée, ce qui arrivera, par exemple, si Ton prend
et dans une infinité d'autres cas. Comme la formule de Poisson n'est au fond que la série par laquelle Lagrange
représente l'intégrale IFrfx, cette série sera elle-même
défectueuse si F(x,o,o,o) est infinie ou indéterminée. L'emploi de la fonction u fait éviter cet écueil en faisant disparaître la discontinuité des fonctions.
Exemples : i°. Si F est fonction des seules variables Xj y, on aura
dF = VLdx -+- PW/i
la condition d'intégrabilité se réduira à N = o. Vdx ne sera une différentielle exacte qu'autant que F ne renfermera point ^ , ce qui est évident à priori.
2°. Si F = M + Tfy' =^(Mrfx + Ndy), on aura
et Ton en conclura que Mdx + THdy sera une différentielle exacte quand on aura
OU
,dX
dîi dx
du
dy
dît _
ce que nous savions déjà.
3°. Pour mettre mieux en évidence la simplicité et la vérité du théorème d'Euler, procédons à posteriori. Supposons que Ton ait
JFdx=z — , on en tirera F = - ^- H ^- ,
et Ton aura bien ce qui devait être.
dP d'Q
. D'après ce que nous avons vu, lorsque la condition d'intégrabilité est remplie, l'équation qui donne la valeur
de l'expression I ' Fdx se réduit à
J'fdx = <p(xt , y,, y\ , ï\ ,-.,*o,/o, /o>— )•
Concevons actuellement que, sans changer la fonction de x que représente j- ? on différçntie les deux membres de cette dernière équation par rapport à xx qui est arbitraire : il viendra
et par conséquent, en supprimant les indices, on .voit qu'indépendamment de toute relation particulière entre y et x, F est la dérivée, par rapport à x, de la fonction <p, dans laquelle on considérerait les quantités relatives à la limite x0 comme des constantes, et où Ton supprimerait les indices de celles qui se rapportent à la limite x%\ on en conclura immédiatement que, pour effectuer l'intégration dans le cas où la condition d'intégrabilité sera remplie , il suffira de donner à la fonction y une forme particulière telle que Ton puisse, à l'aide d'un nombre convenable de paramètres ou de constantes arbitraires, disposer des valeurs extrêmes de cette fonction et de ses n — i premières dérivées relatives à une des limites de l'intégration. L'intégrale ne se trouvera dépendre que de ces valeurs extrêmes et de celles qui se rapportent à l'autre limite , lesquelles devront être considérées comme des constantes^ et, en remplaçant les premières par x, jr7 y y . . . , jrC»-1) 9 on aura l'intégrale cherchée*
Exemples :
F = ix -+- jr* H- ixy y' -4- xy" •+- x%y" — y' \
posons
y = a -h bx -+- ex*, d'où
F==axH-(a4-^4-rxaf4-2^-h^-f-cx»)(6-H2€x)--^
il faudra intégrer cette expression entre les limites x0, x%\ or
f*l2xdx = *J — *J,
J'(a -h bx -h cr1)*^ = xx(a+bxt 4- c^)*— Xo(fl 4- àxo+cxl)*
— I xix (b -+- 2cr) (a -f- bx -h cx*)dx ; J x0
en ajoutant et remarquant que l'intégrale
/l2x(b -+- t.cx) (a -+- bx -+- cx%)dx
disparaît, il vient, après quelques réductions,
x)— x\ — b(xx — XoJ+x^û -h 6*, -h cx\)*— x0(a-hbx0+cxl)*.
Il reste à introduire dans cette expression les valeurs extrêmes de y et de ses dérivées y\ y"\ or, on a
a -f- bxx -+- ex] = y\ , 6 = /, — a/Jx,;
en substituant , regardant comme constantes les valeurs initiales x0,y0, /0,/0, et changeant xuyu y\ ,y\ , enx, y^y^y") on aura définiti vementpour l'intégralecherchée,
x* H- *ra — *r' + **/" ■+■ C.
Au lieu de or1 + bx + c, on aurait pu employer toute autre fonction telle que le nombre de ses constantes permît de disposer arbitrairement dey et de ses deux premières dérivées. L'habitude du calcul indiquera , dans
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chaque cas particulier, la fonction que Ton doit choisir pour rendre les intégrations plus faciles.
223. On déduit facilement de ce qui précède les conditions que la fonction F doit remplir pour être intégrable un certain nombre de fois, indépendamment de toute forme particulière attribuée à y. En effet, comme on a
JdxfFdx = x ffdx — fxFdx,
et que, par hypothèse, JYdx .est une différentielle exacte, la fonction F sera deux fois intégrable si Ton a
D7.xF — DxD^.xF -h DjD^.xF -h..== o.
En développant le premier membre, et ayant égard à la première équation de condition
D;F-D,D^F + DiD7.F +...=: o,
on trouvera , pour la seconde condition cherchée ,
D^F — aD.D^F -f- 3DîD^F 4-...= o.
En partant de l'équation
\dx fdx fedx = — JFdx — x fxFdx -+- - Tf*1***,
on trouverait de même que F sera trois fois intégrable si, en outre des deux équations déjà obtenues , on a identiquement
D,.F '— D,D,«F + — Dî IX,t F+... = o.
En général, la fonction F sera m fois intégrable si Ton a
^ « fm-f-i)iit...a^ ^ _ ^F-,.a.3...mD-D^°F
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Cette formule a été donnée d'abord par Lexell ; on en déduit toutes les conditions précédentes en donnant à m toutes les valeurs depuis o jusqu'à m et remarquant que jr<°) = y. On en conclut que les conditions qui expriment que la fonction F est n fois mtégrable, ou que F<£r" est une différentielle exacte de Tordre n9 sont au nombre de w. Il est de plus évident , d'après la manière dont nous y sommes parvenus , qu'elles ne sont pas seulement nécessaires, mais de plus suffisantes.
224. On étend sans difficulté ces raisonnements à une fonction différentielle d'un ordre quelconque, et d'un nombre quelconque de variables y, zf. . . ,
Remplaçons en effet, dans cette fonction,^ par ut +aMt, z par i/t + a^,,..., et désignons par/* (a) le résultat de cette substitution, en sorte que Ton ait
En différentiant d'abord par rapport à a , puis intégrant entre les limites a = o et a = 1 , on formera , comme cidessus, l'équation
+j*dm[t>tr (***)+ p\ F'KJ-h...] -+■ J'ldm[»%F' (*»,) + v'z *'(*»',) H- etc.. ].
En multipliant par <£r, intégrant par rapport a .r , entre les limites x0, x,, et réduisant à l'aide de l'intégration par parties , on décomposera le second membre en deux portions : l'une, ramenée à de simples quadratures, et qui dépendra uniquementdes valeurs extrêmes de jr,jp, j^',...,
*,*',...* mais nullement de Ja forme des fonctions f^ m,,...^ l'autre, formée d'intégrales doubles, dépens ; dantes de la forme des fonctions *>,, fSv> V3^ ser9L *
+J^d*ft>xdx[Y'{*s>%)- D,F'(«c/,) + DiF'K)-..]t
et qui devra nécessairement s'évanouir pour que / F(x)<ir soit une différentielle exacte ou soit immédiatement intégrable. Comme d'ailleurs les fonctions pt, *>t,... sont entièrement indépendantes les unes des autres, on devra avoir ■*•
F '(«*') - DxF'K) -4- DJF'(«p*) -...= o, F'(«,,) - DXF'K) 4- DiF'(«/t) -...= o,
ou , ce qui revient au même ,
F'OO - D,F'(r') 4- DiF'(r") -...= o, F'(i) - D,F'(»') -h D»F'(s") -...= O,
ou mieux encore
D7F — D,D,,F -+- DÎD/WF — ...= o, D,F — D,D„F -h DiD^F — ...= o.
225. Terminons par quelques remarques dues à Euler. En multipliant par dx le premier membre de l'équation de condition
D7F — D,D7,F -+- DJD^F — ... = o, que Ton peut écrire comme il suit
N — DXP -h DJQ — DJR -+- ... =o, et intégrant , il vient
Kd.r - P + DXQ - DiR -h Dî S — ttc = C,;
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Von en conclut que Ndx est une différentielle exacte même temps que F//x. Multipliant de nouveau par àx ntégrant t on aura
jdJflldx — ?) "+- Q — D.R-+-DÎS— ...=Cx+C,;
donc, dx( flidx — P] est encore une différentielle exacte. Il en sera de même de
<**[/( /ïW* — *)«** + Q], e
dx j /<**[( f N<** - i\â* 4- Q] — Rj , . . .;
donc, si F désignant une fonction de x, yy y' \ y ",..., y{n)> l'expression Fdx est immédiatement intégrable, en
F = Mrfr H- Nrfj -h P<*r' -h QdTj" -h R<fym -+-...,
V — j)ldx=P, Q-|m = Ç, R — Ççdx=R,...,
les expressions N*£r, P<4r, Qdb:, Rdxf. . ., seront ellesmêmes immédiatement intégrables , ou seront des différentielles exactes indépendamment de la forme de y . La manière dont nous sommes arrivés à cette conclusion prouve , de plus , que réciproquement , si ces diverses expressions sont des différentielles exactes, il en sera de même de \?dx\ et comme on a d'ailleurs
on en conclura facilement que si Y dx est une différentielle exacte, il en sera de même de
<ZrDrF, cUT)*F, r/xDjF,
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Le nombre des fonctions P, Q, R,... étant égal au nombre qui indique l'ordre de l'équation différentielle, les fonctions P, Q, R qui en dérivent, devront, après un certain nombre de dérivations, s'évanouir ou devenir des fonctions de la seule variable x.
*^*../M,-rt£+4±,
d'où
^ xy" x*y" x xy"*
—(i+y'*f 3/l/i + /' y"(i+y")î ™ x"y" + * xy""
(^+4■r/•)^^'-^■r,, Zyy'S/i+y7' 3y\Si+y'* 3yy'fV'ï+~:
te *f *>r" ^xyTTyr xy-*
on trouvera
fi*.-iagt /f-.=az^2, /^--'(yf
il = R — f Ç<ir = o
priétés générales et intégration des équations linéaires de Tordre * i coefficients variables ou constants > avec ou sans second membre.
226. L'équation différentielle linéaire de Tordre n est celle dans laquelle la variable indépendante y etsesdéri-
entrent au premier degré, et ne sont pas multipliées l'une par l'autre. La forme générale de cette équation est
(i) D^-f-À.D, r-hA,Dx r.H-An_tD,/4-AJl^=:X...y
Ai, A2v.., A„, X étant des fonctions de la seule variable x. On ne sait pas intégrer généralement celte équation , mais on a pu mettre en évidence plusieurs propriétés remarquables qui rendent plus accessible le problème de son intégration.
Première propriété. L'intégration de l'équation différentielle de l'ordre n avec second membre X, peut toujours être ramenée à l'intégration de cette même équation sans second membre
D^j + À.D, jr+A2D, rH-...4-A._lDxr-t-A(,<r=:o. Démonstration. Faisons y = ux j % vxdx, ut et p, étant
deux fonctions indéterminées de x ; comme on a , en vertu d'une formule connue,
I. . u» = vDs u -+- — Dx «D,i>H s *DX uDx v -H . . ..4- i*D,p,
on aura généralement
t= I>, «« Pi^r +wD, m^, ^ s - Dx ii, Dx «», -K . .4- w, D, •»,
et, en substituant dans l'équation (i), pour y et ses dérivées leurs valeurs , on trouvera
[D.tf.+À.D" '«,4-A.D, J «,+...+ A^D,*. +A,«,J
-h£/f| Dx Ipi4-B,D^ \-*-...4-Bji_1D,pi4-Bmi>sJ=ï=X,
fit , B„..., B,,.! étant des fonctions déterminées de x et de ut. Cela posé, si Ton sait intégrer l'équation linéaire sans second membre , on pourra choisir ut de manière à satisfaire à l'équation
D^if.-t- A,DX u.+A^D, K.-K..-+- A„_1DJta1-f-AllaI=:o,
ce qui fera disparaître le coefficient de f vtdx et ramènera immédiatement l'intégration de l'équation d'ordre n avec second membre à l'intégration d'une équation de même forme , mais de l'ordre n — i . Dans cette nouvelle équation, on fera vt = utfvtdx^ et l'on n'aura plus à intégrer qu'une équation de l'ordre n — i sans second membre , avec une équation de l'ordre n — a. avec second membre. Par une série de substitutions semblables, on abaissera de plus en plus l'ordre de l'équation différentielle proposée jusqu'à ce qu'on l'ait réduit à l'unité. Donc, lorsqu'on sait intégrer l'équation linéaire d'ordre n sans second membre , Pijitégratioh de l'équation avec
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second membre se trouve elle-même ramenée à l'intégration toujours possible d'une équation différentielle linéaire du premier ordre, et peut par conséquent être réalisée.
227. Deuxième propriété. L'intégrale générale de l'équation différentielle linéaire de Tordre n, avec second membre, se déduit, au moyen d'une intégrale multiple, des intégrales de n équations différentielles linéaires sans second membre.
Pour fixer les idées et rendre la démonstration plus sensible, considérons en particulier une équation du troisième ordre
Di r + A,D;/+ A,DX y -h A3 y = X; faisons y = ut f Vt rfr , nous en tirerons
D, y = Dx ut j e,<*r -h utvlt
Dir ^DJrUt f vxdx 4-2DT«l«'I + «,Dxc,)
Di y = Di ux Çvtdx ■+- 3 Di a.f. -h 3DX «, D.v. -+- u, Di •»,.
Substituant ces valeurs et celle de y dans l'équation proposée , et posant , pour abréger,
3Dia, •+ 2A, D,ii, + A2tf, = Ba«, , 3 Dxm, -+- A,ifT = Ba, on aura , (Di a, -h A, Di*, -f- A^D,!*, -♦- Ai) f *,dx
-htti(D>, + B1D,»l-f-B,<',) = X,
et si l'on choisit pour w, une des intégrales particulières de l'équation
Di ut -h A,Di*/f -4- AaDx«,-h As«t = o,
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il viendra
Faisons de nouveau Vi = i/f f v%dx , ut et v% étant deux nouvelles fonctions de x; en substituant, et posant
on aura
(Dia.+B, D^ii, 4- B.w,) K <ix-+- wa (Dx *>a -f- C, p,) = - »
«/ Mi
et si Ton choisit pour ut une des intégrales particulières de l'équation Blut + Bj D,m, + B, u, = o , il viendra
Dxf>a 4- C,?, =
Faisons enfin *>, = u%fv*dx\ en substituant, il viendra
( D, 1/3 4- C, ttj) / <'3<** 4- «3 «'3 = »
J ux ux
et en prenant pour u3 l'intégrale de l'équation linéaire du premier ordre Dxu% •+- Ci ut = o, on aura
En remontant de proche, on déterminera tour a tour vt , *>t , et par suite jry qui sera donné par l'équation
y = m, I u2dx I uidx I
17 J J J utu2
Xdx — > «3
dans laquelle ul9 ut, m8 sont les intégrales d'équations sans seconds membres.
En généralisant ce que nous venons de dire, et appelant toujours m,, m„ !#*,•-•' "n les intégralesdes n équations sans seconds membres que l'on obtient par les sub-
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uons successives, od aurait pour l'intégrale générale ■f [ualïon différentielle linéaire de Tordre n ,
r = at \ uxdx t u i dx , . » / u^dx t — ■
Î28. Troisième propriété . L'intégrale générale de !*équa- >n différentielle linéaire avec second membre se déduit 1 moyen d'une intégrale multiple des n intégrales par* ulières Ut, Uf , . . . , Un de l'équation sans second membre.
Pour le prouver, il suffit de montrer qu'on peut, tous les cas, substituer aux n intégrales particulières 19 uS)Us,...,ttn, qui appartiennent à /»• équations difféentes, les n intégrales Ut , = i#t, U, , U8,..., Un de la seule équation
D^-hA.D" lu-\-A2T>x ," + ". + Afl_ID,«-hA»« = o,
qui est F équation proposée sans second membre.
Raisonnons encore, pour plus de simplicité, sup-Péquation différentielle linéaire du troisième ordre. Multiplions l'équation Dx m, + AtDlui -f- A,Dxm1 + À,u1 = o par f utdx, et ajoutons à ce produit l'équation
après y avoir substitué pour B,, B, leurs valeurs, ou aura
Di w, / ntcLc H- 3 Dxtt, i/a -+- 3DX ux Dx u2 -+- w, Di ut
H- À, f Di u, j u^dx -fîDxtt, u2 -4- u, Dx wa J -f AJDxM, / u^dx-\-ulu1 J-hA5Wi //*,<£r = o.
Or, il est aisé de voir que les polynômes qui composent le*
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différents termes du premier membre sont, abstraction faîte des coefficients A, , A», At ,1e produit ut/utdx^ et ses dérivées première , seconde, troisième, de sorte que l'équation qui précède peut se mettre sous la forme très-simple
I>J •«, Ju%dx -+- A.Di.a, futdx -+- AaD,.u, f u2dx -h A&, L%dx = o ,
et l'on en conclut que si l'une des intégrales de l'équation sans second membre
est Uj = U„ Uj f ut dx sera une seconde intégrale de cette même équation ; et, en appelant cette seconde intégrale U, , on aura '
U, = U, / Utdx, et par suite ut = Dx ^r :
uM d'ailleurs est une intégrale de l'équation
Diw.-hB.D^tta -hB.m, = o.
Si l'on désigne par u\ une seconde intégrale de cette même équation, on prouverait, en raisonnant comme nous venons de le faire, que U5 = U, f u,dx serait une troisième intégrale de l'équation sans second membre , et Ton aurait
donc, si Ut, Ut, U» sont les trois intégrales de l'équation sans second membre
Diw -f- AxD7xu -*- A,Dxi* -f- AiU = o,
les intégrales de l'équation
DJ ut 4- B, Dx «, H- B, u2 = o
seront O, — , Dx— •
Remarquons enfin que l'équation D* m, + Ct u% sa û
t, à Tégard de l'équation Dxut + B, D^ ut + Bt ut =o,
> que cette dernière équation était par rapport à
te -+- A , Dî u H- Às D, u + A, « = o. On aura donc
Aussi
*, par conséquent ,
j68 intégrales ul9 ut sont donc exprimées au moyen des intégrales Ut, Ut, Us de la seule équation
Djftt -h A,Dli* -H AaDxa -h A3K = o.
En substituant à uft, uf, ms leurs valeurs dans F équation qui donne la valeur de y ou l'intégrale de l'équation différentielle proposée , on trouve
D*tf,
Il est évident que ces raisonnements s'étendent d'euxmêmes à une équation d'ordre quelconque. En appelant U19 Ut? Us?* • •• Un les /) intégrales de l'équation sans second membre
d'u-hA,^ 'k+A,d" *«-H...-hAB_1D,ii-hAlla=o,
les intégrales w„ w5, i/4,. . . , un des équations qu'on en déduira par les substitutions successives y = uxJ e,d!r,
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m, = ut J v^dx, seront
D*u;' "-tût- Dxû;
et la valeur générale de cette intégrale sera
Appliquons cette formule à l'équatiou D'xy — y = x : l'équation Dxu — u = o a les deux intégrales particulières Ut = er, U, = e~" } donc
el
, en posant = Ct,
Cxe~* 4- C,e» — x
Telle est l'intégrale générale cherchée.
L'expression générale dey, sous la forme qui s'est présentée d'abord , renferme n intégrations successives qu'il est facile , dans tous les cas , de réduire à des intégral^* simples. Posons , en effet ,
«»fr =«"«> «« — rr =<*•«-> • • • r? — =««■»
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on aura
y = U, jduH fdu^ {du*-.*. . jdui Jdu> ldut , et, par suite , en intégrant par parties, y = U, jdum idu^t. . . JdiiJutUt — |m«« J
= Uf fcfo„ Jdu^... fduA uJ «*«!— Ju*duA— fuidf uzut — Jtfa<foi
et ainsi de suite.
229. Quatrième propriété. Si l'on connaît m intégrales particulières de l'équation différentielle linéaire sans second membre, on pourra toujours ramener l'intégration de l'équation avec second membre à l'intégration d'une nouvelle équation linéaire de l'ordre n — m.
Démonstration. Soient Ul5 U„ ..., Um les m intégrales particulières données : en posant y = Utfvdx et substituant dans l'équation différentielle avec second membre, le coefficient de J vdx s'évanouira, et cette équation avec second membre sera remplacée par la suivante d'ordre n — 1 ,
(3) d""1" 4- B.D" "% -+-...■+■ B„_,Dxp •+- »._,••= X,
et ? comme nous l'avons prouvé , des m intégrales particulières U,, Uj,. . ., Um, on déduira m — 1 intégrales
particulières V, = Dx Hj , V, = D, g, . . . , V„_, = D, -^
de l'équation (3) sans second membre
D* V-f-B^r*'' -K.H- B^Ap -4- Bn_xv = o. En faisant d'ailleurs dans l'équation (3) v = \\f wdx.
on la ramènera à une nouvelle équation d'ordre »r-a, (4) lC%w + C, d7" «* +— + Q.-.3 D,w + C—%w = X,
et Ton connaîtra m — 2 intégrales W, ==Dx=p, ,
▼ 1 y Wm_t = D, -~^ , de l'équation sans second membre
D, w+CD, «'4-... + C^D,«> + CIM«' = o...,
que l'on ramènera à l'ordre n — 3 à l'aide de Wt ou de U, qui sert à calculer Wt.
En continuant de la sorte , on verra que chacune des intégrales particulières données UH Ut, . . . , Uw sert à réduire d'une unité l'ordre de l'équation différentielle proposée, et que, par conséquent, cette équation peut être ramenée à une équation de l'ordre n — m.
230. Cinquième propriété. Si Y1? Y„. . ., Yn sont n intégrales particulières de l'équation sans second membre, et yt une intégrale particulière de l'équation avec second membre, les intégrales générales des équations avec ou sans second membre seront respectivement
y = ClYl + C,Ya H- C3Y3 -h... H- CY» + /„ Y = C.Y, + C.Y, + C3Y3 4-...+ C.Y„.
Démonstration. En effet, i°il est évident, dans l'hypothèse admise , que les valeurs y, Y vérifieront respectivement les équations avec ou sans second membre; a° ces valeurs renferment n constantes arbitraires ; donc ce sont les intégrales générales cherchées.
Remarquons, toutefois, quej^, Y ne seront les intégrales générales qu'autant que les n constantes étant réellement distinctes, on pourra en disposer de manière à faire prendre , pour x = x07 à la fonction y et à ses n—i
574 CALCUL WTÉOR1X.
premières dérivées, des valeurs arbitraires données jw yo, . . . , y£~~l)* Si l'une des intégrales particulières était liée avec une ou plusieurs des autres par une équation complètement déterminée , si Ton avait , par exemple,
Y3 = aY, -h *Y„
la somme Y deviendra
Y = (C, -4- aCi)yx 4- (C. 4- b&)y% -h. ..H- Cr^
ou
Y = CYt -4- C'Y, 4- C4Y4 -+-. . .4- C.Y.,
et ne renfermera plus que n — 1 constantes arbitraire:.
234. M. Libri a poursuivi, avec quelque bonbeur, l'analogie remarquable qui existe entre les équations différentielles linéaires et les équations algébriques ordinaires, analogie que le théorème de Lagrange mettait déjà en évidence, en démontrant qu'on peut abaisser Tordre d'une équation linéaire d'un nombre d'unités marqué par le nombre des intégrales particulières données , comme on peut diminuer le degré d'une équation algébrique d'autant d'unités que l'on connaît de racines. Les propositions suivantes feront mieux ressortir cette analogie.
Sixième propriété. Une équation différentielle, linéaire au moins dans ses deux premiers termes, peut se réduire à une autre équation de même ordre sans second terme.
Démonstration. En faisant dans l'équation
D" y 4- A.d]-1 y 4- AaD* \y 4- ... -h A^, D, y + A./=X
y = i*f\ on aura une nouvelle équation d'ordre n dans laquelle le coefficient de D7"'a sera nDxv -f- A,p; et comme on peut toujours satisfaire à l'équation différentielle du premier ordre nDxt> 4- Ai v = o, on pourra ,
dans tous les cas, choisir e de manière à faire disparaître ce second terme.
Plus généralement : étant donnée une équation différentielle dont les m + i premiers termes sont linéaires , on pourra toujours faire disparaître le m+ iièm* terme à l'aide d'une équation linéaire de Tordre m.
232. Septième propriété. Lorsque deux des intégrales particulières de l'équation linéaire sans second membre ont entre elles une relation connue , on peut abaisser le degré de l'équation.
Démonstration. Supposons que les deux intégrales particulières yu yt soient liées entre elles par la relation jri = <f(jyOî on pourra, dans l'équation donnée, substituer <f(y) à y, et l'équation résultant de cette substitution servira à l'élimination de la dérivée de l'ordre w, de manière à n'avoir pour résultat qu'une équation linéaire différentielle de l'ordre n — i. Ainsi, par exemple, si l'on sait d'une manière quelconque que dans l'équation Dl y — y = o, les deux intégrales particulières^ etyf sont liées entre elles par l'équation
yt = — , on remplacera, dans l'équation Dly — y =o, Y*
y par -, ce qui donnera
Diy — - Vxy> -h y = o,
et en éliminant Dly entre ces deux équations, on trouvera
D,j* = v>, Dxr = ± y, y = Te**;
les deux intégrales particulières seront
yx = Cte>, y2 = Ct-'y
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__.e générale sera
h Huitième propriété. Lorsqu'on connaît les inté-
aies particulière;! d'une équation linéaire sans second
membre, on peut toujours former les coefficients de cette
équation par des opérations analogues à celles qui servent
former les coefficients des équations algébriques en
onction symétrique des racines.
Démonstration, Appelons yu yu. . ., ym les « intégrales particulières de l'équation linéaire
V*tX + Àj£~V ■+■ A,D"~V -H . . .+ A^t D.j -f- Am = o, et y son intégrale générale, on aura
et si Ton pose y = yxfzdx , il viendra
j.d" ,z-h(/iDJt>r1-+-AI^I)Dx"VH---- %
-+(Dxyt H- Axd"~Vi -K..H- A^/^irrro;
ou bien , en remarquant que le coefficient de Jzdx est nul, et divisant par yu
d" Wb.d] ^+...4- Bn_, z = o, et
«Dxj, -h \1yl = Btjrlt A, = Dx/X -f- Bf.
De plus , l1 équation en z a pour intégrales particulières
les n — i quantités Dx"^, Dx — , Dx — , et si l'on répète
Xi X* Xt sur cette équation l'opération que nous avons faite sur
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l'équation donnée, on trouvera
on calculerait Ci, D,,. . ., comme on a calculé A,, B,, et comme, après n transformations, on parviendra nécessairement à une équation dans laquelle le coefficient du second terme sera égal à o , puisque le degré de l'équation différentielle diminue d'une unité à chaque opération, la série des termes An Bfl, Ci, . . . s'arrêtera, et Ton aura, en substituant,
(*-i)Dî£ D,£ At = Dx/t —
Pour appliquer cette formule à un exemple, supposons que Ton donne l'équation Dîy — m* y = o : les deux intégrales particulières sont^i = Cie*"*, y% = C%e"^* ; on a d'ailleurs n = 2; en substituant ces valeurs dans la formule qui précède , et nous arrêtant aux deux premiers termes , il viendra
= im — a/w = o.
At est donc nul, comme cela devait être, puisque l'équation donnée n'a pas de second terme.
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On, pourrait obtenir, par une analyse semblable, tous les coefficients A,, At, . • . , A* en fonction des intégrales particulières y^ y%, . . . ,^R.
En général, étant données n fonctions de x, Ft(x), F« (x),. . .. Fn(x), on pourra déterminer les coefficients de l'équation différentielle linéaire de Tordre n qui aura pour intégrales particulières ces n fonctions; et il n'existera qu'une seule équation différentielle linéaire de Tordre n, qui satisfasse à cette condition , comme il n'y a qu'une équation algébrique d'un degré déterminé qui ait n racines données.
On peut déterminer plus facilement les valeurs de A,, A8, . . . , A„ de la manière suivante. Si Ton élimine successivement ces n — 1 quantités entre les n équations
Vxyl -h A,DX /, 4-... -h K?i = o, Vxy* -4- A.D" Vi -K..-+" ABj, = o,
DMym -h A^, yn -4-... 4- A,/* = o,
en considérant les différentielles D^jr,, D;~"' j^,. . . comme des coefficients connus y on aura la valeur de At telle que nous Pavons déjà donnée. Pour en déduire la valeur de A, , il est clair qu'il suffit, dans l'expression de At, de changer Dr^i en Dnx-yx,J)^yt en DT^t,-» et réciproquement, sans changer aucun des termes qui contiennent d'autres différentielles , on obtiendrait , par des permutations analogues, les valeurs de At, A,,. . . . M. Libri fait observer que les quantités^,, jrÈJ. . ., y» forment une espèce particulière de fonctions symétriques; que non-seulement on peut permuter ces quantités entre elles , d'une manière quelconque , comme les racines des équations algébriques, dans la formation des coefficients At, At, . . . , mais qu'on peut encore écrire, au lieu
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de l'une quelconque yt de ces quantités, la somme du la différence d'un nombre quelconque d'entre elles, sans que la valeur des coefficients en soit altérée. Si , par exemple, pour l'équation Diy =zm*y, au lieu de faire j't = Cte"", y* = Cje-"", on posait yl = Ciemx—emx, y% = C,e"-mx, on trouverait encore At = o. Ce nouveau genre de fono tions paraît mériter l'attention des géomètres.
234. M. Libri avait encore énoncé, relativement aux équations linéaires, le théorème suivant : «Une équation linéaire à deux variables de l'ordre n étant donnée, si l'on connaît les coefficients d'une autre équation différentielle de l'ordre m, également linéaire, entre les mêmes variables , et qui doit exister en même temps que la première, on pourra toujours, à l'aide des coefficients de ces deux équations, et sans effectuer aucune intégration , former une troisième équation linéaire de l'ordre n — m, de telle manière que l'équation de l'ordre n sera décomposée en deux autres qui seront respectivement de l'ordre m et de l'ordre n — m, et à l'aide desquelles on pourra intégrer l'équation proposée. » On voit qu'il n'est plus nécessaire , comme dans le théorème de Lagrange , de connaître une ou plusieurs intégrales de l'équation proposée pour opérer une réduction : il suffit d'avoir deux équations simultanées pour que l'équation de Tordre le plus élevé puisse être réduite à deux autres équations plus simples. Cette réduction répond h la possibilité de partager une équation en deux autres lorsqu'on sait qu'elle a pour facteur un polynôme de forme donnée.
M. Liouville a publié le premier la démonstration de ce théorème fondamental. La voici telle qu'il l'a donnée dans les Comptes rendus des séances de F Académie des Sciences. Soit
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une équation différentielle linéaire de l'ordre m -+- ny et D,*-+-B,D, z -f- B,DX î+...= o
une autre équation différentielle linéaire de Tordre m, dont toutes les intégrales appartiennent en même temps à l'équation de Tordre m -+- w. La valeur générale de z renferme m constantes arbitraires, et celle de y doit en contenir m + n; cette dernière sera donc de la forme
y = * H- C + Cr, -h... 4- G,/,.
Cu Cti. . ., C„ étant des constantes arbitraires. Faisons maintenant
u = D*j ■+- B.D^V+BaD^ 'jr -+-
Si Ton met pour y sa valeur dans le second membre de cette équation, z disparaîtra de lui-même en vertu de T équation
D^+B.D, z-H-BaD, *+...= o:
le résultat de la substitution scia donc une fonction linéaire des constantes (?,, C,,. . ., Cn j par suite , m satisfera à une certaine équation différentielle linéaire du rihne ordre dans laquelle les constantes n'entreront plus. Représentons par
Dx u ■ -\- cx DT u -f- at Dx u -+-...= o
l'équation de Tordre n dont il s'agit. Je dis que Ton peut aisément déterminer les coefficients ai9 at, . . . .
Pour cela, j'observe qu'en différentiant la valeur de u plusieurs fois de suite, on obtient successivement les va-
leurs de DxW, D£ii,..., D^"V/, Djja, lesquelles sont de la forme
Dx<* = D, / + /,Dt x ■+"• Portant toutes ces valeurs dans l'équation
elle deviendra
i>rv + /.
-f- ax
De sorte qu'en comparant cette dernière équation à l'équation donnée #
m-+-n m-Hi— i
D, j-4-A.D, r-K..=o, on aura
/, -+- fli = A„ /, 4- AtA, -h *, = A,... .
On a donc ainsi m + n équations dont les n premières fournissent successivement et sans intégration les valeurs de a,, a,,. . ., a„. Le3 suivantes conduisent aux équations, de condition qui doivent être remplies pour que l'équation en y de Tordre m -f- n soit vérifiée quand on fait y = z , ou pour que les intégrales de l'équation d'ordre n soient communes à l'équation d'ordre m + n. En supposant ces équations de condition satisfaites , l'intégration de l'équation d'ordre m + n se trouve dépendre des deu^
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• , Dx M -h «i
qui sont respectivement de Tordre m et de Tordre n. De plus, d'après la manière dont les valeurs des quantités at, a„ . . ., an sont formées, il est évident qu'elles ne dépendent que des n premiers coefficients des deux équations données, ce qui complète la démonstration du théorème de M. Libri. Il résulte de là une simplification remarquable : En effet , si dans les deux équations simultanées ces n premiers coefficients sont constants , l'équation Dji* -+-...= o aura aussi tous ses coefficients constants et pourra, comme nous le verrons plus tard, être immédiatement intégrée , ce qui réduira T équation de Tordre n +wà une équation de Tordre m.
235. Pour donner encore un exemple de T abaissement des équations linéaires, supposons qu'on nous donne les deux équations simultanées
Dix + A,D,r -f- Aa r = A3z, Dis -h A,Dxs -h Aaz = A3^;
il est clair qu'en éliminant z entre ces deux équations, on aura une équation différentielle linéaire du quatrième ordre, qui sera de la forme
Dix ■+- atD\x -+- a%Vlx -+- «iDx/ + *4 = 0;
si Ton éliminait j'entre ces mêmes équations, on aurait précisément la même équation en z
D*xz -\- atDlz -h a*Dlz -4- *3D,s -f- aA = o;
d'où il résulte que les quatre intégrales particulières dont la somme forme la valeur complète dey, sont les mêmes que celles dont se compose la valeur de z. Mais si Ton fait z = y dans les deux équations données , on aura les
deux équations
Dir -f- A.D^j -+- (A, — A3)/= o, Di* -h A,D,« -4- (A, — A3> = o,
qui serviront à connaître deux des quatre intégrales particulières que nous cherchons. Quand nous aurons trouvé les deux intégrales particulières de la première de ces équations, nous nous en servirons pour réduire au second ordre l'équation du quatrième ordre en y, et Ton voit que les deux intégrales particulières de cette équation réduite au second ordre auront entre elles un rapport exprimé par l'équation
Djx -h A,D,z -f- A,z = Aizy
et ce rapport servira pour trouver directement ces deux intégrales à l'aide d'une équation linéaire du premier ordre.
IntégraUon*de l'équation linéaire de Tordre n à coefficients contient*, avec ou sans dernier ternie variable.
Supposons que dans l'équation
les coefficients A,, As, A8,. . . , A„ soient des nombres, X restant une fonction quelconque de la variable indépendante or, et cherchons son intégrale générale. On peut y parvenir par diverses méthodes que nous allons exposer successivement.
ire Méthode. Réduction de l'équation différentielle de Tordre n à un système de n équations linéaires du premier ordre. Si Ton fait
Dxr = y, Y>sy' = r",.. ,
l'équation proposée deviendra
Dxr(»-0 -+- AtD,/("-») -f- AaDxj'n-3) 4-...
-f- K-xX' •+• K.r = X,
et Ton aura à intégrer n équations simultanées du premier ordre; or, si Ton multiplie respectivement les/i — i premières équations par des coefficients indéterniinés0(n~i\ 6(B~,,,..#, 0", ff et qu'on les ajoute à la dernière, il viendra
D^yt"-') -h b'y\*-*) -+- G"j("-3) -+-. . ,-f. Q(*-*)y 4- $(*-»)/] -H (A, — '/)j(-0 -h (A, — V')y- "H-. . .
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ou, en posant
/= r(^')4.fi';M + 0V(^,+---+*(M)r'+*(l,~1).r> A, — 0' = *, Aa — 1T=W, A3 — 6" = W",..., ' A^, — 0("-O =06(»-»), A,= M»—), Dxf H- 6/ = X, rff -4- Qtdx = Xdx.
.De celle dernière équation , on tire , en intégrant ,
t = *-**(C-h fXe**dx), OU
=re?-C*(C+/X***<ir).
D'ailleurs, en posant 0 = — r, les équations qui déterminent ff9 0", 0",. • .-, 0("-,>, eîn-1} donnent, par des substitutions successives,
P_t = An_, -h An_3r-+- A_4 r» -K..-+- A,rM 4- r— *,
o SÀ.+ W+ AM/*-H.. . + Alr"-IH-rl».
Cette dernière équation , que Ton déduit de l'équation différentielle propesée , en remplaçant respectivement les dérivées D;js D^J,. • -, D]j, Dxj, par r", r"-1,. . ., r*9 r; jr = D°xj par r° = i • X par zéro, donnera pour r, n valeurs , et, par suite , pour fl', 0", . . . , fif"-1) , n systèmes de valeurs. De ces n systèmes de valeurs résulteront n intégrales de l'équation
dt -h Btdx == Xdx.
En représentant par r,, r„ r,, . . . , /•„ les n valeurs de r,
%K"',) les m systèmes de valeurs correspondantes des cœffi-
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cients ?, 9", . . • , 6(n_1), les n intégrales seront
= ^»*(C' -f- fTLe~r**dx),
La valeur de ^, tirée de ces n équations du premier degré, renfermera n constantes arbitraires, et sera l'intégrale générale de l'équation proposée.
La formule x = — r — , — - ; — > quenous avons
Z ±a0bxc%. . .g^hn^ 7X
déjà rappelée plusieurs fois, et qui donne la valeur de Tune quelconque des inconnues déterminées par un système de n équations du premier degré, montre immédiatement que la valeur de y , ou l'intégrale cherchée , sera composée de n termes proportionnels aux seconds membres des équations, et sera par conséquent de la forme
X = ^'(C'+f Xe-r*xdx) -f- Aa er>x(C -4-/X«r~"' '*rdx) + ...
X,, At, . . . , Xn désignant n constantes, fonctions des coefficients 6',, 6*, . . . , e*;-1),
Comme les équations qui donnent y, /',•••? %X(n~l> sont du premier degré , les valeurs dey, y, . . . , J{n~l) doivent être absolument de même forme que celle de y : cette seule considération fournit un moyen facile de calculer les coefficients lf, X,,..., i„.
Remarquons, pour plus de simplicité, que la valeur de y peut s'écrire comme il suit :
y = za*~(C -+- f\e-"dx),
le signe S indiquant qu'on doit faire la somme des n termes correspondants aux n racines de F équation en r. Cela posé, en différentiant, on trouvera
y = X>j*r*(C H- fXe~"dx) -+- 2AX;
et puisque y' doit être de même forme que y, on aura nécessairement
y' = ZA/*"(C H- jT^erndx), ZAX = o, et, par suite, ïa = o;
en différentiant une seconde fois , on aura
y" = 2ArV*(C -f- fXtTr*dx) -+- SArX = o,
y" =. sat-^*(C -h JHe-ndx)y .
2ArX = O, 2 A/" = O.
En continuant ainsi , on trouverait successivement
ym = 2ArV' (C 4- fX*-r*dx), 2Ar* = o,
j(»-0 =r 2Ar— ^'{C 4- fXerr*dx:)y ZAr"-* = o, jO = ZArV (C -h fTLe-+*dx) 4- 2Ar»-"X.
Si maintenant on substitue dans l'équation proposée , à la place de y et de ses dérivées, leurs valeurs , il viendra
2A^*(C-h/X<r-r*dx)(Aa 4- A,.1r+A„.1r,+...+ A.r— '+/•■)
-f-2Ar--"X=X.
Le premier terme du premier membre est identiquement nul, puisque la somme S s'étend aux seules racines de l'équation
A„ -h An-Xr 4- A^r* 4-... 4- A»r"-« 4- r» = o.
i a donc, pour déterminer les coefficient* X,, X,,..., A», s n équations du premier degré
5A = o, 2Ar = o,..., SAr"~a = o, SAr*-1 = i,
u bien
A,r, H- A,/-, -+- A3rs -+-... -h A*/-,, = o,
A,r«;-*-f- A,r^2-+- A3r"-a-4-...-f- Xnr?r* = o, A.r^'-f- A.rp'-f- A3 r^-1 -4- . . . + A.^— = i.
La formule symbolique
qui donne la valeur générale de Tune des inconnues déterminées par n équations du premier degré , se réduit, dans le cas particulier où Ton a kQ = o, kt = o,...,
donne , par conséquent ,
, et
{n — r2)(rt — n)...(rt — r„)
(r. ~ r,)(ra — ^)...(r, — /•„)
Si Ton représente par f(r) le premier membre de l'équation
/■ -h Atr«-' -h Aar«-> + ,..-+- AM r -h AB = o,
on aura
f(n = (r—riïr-r%)...(r—mrm),
(/•-r,) (r-r3)...(r-rn) /(r)
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et, par suite, en faisant r=r1,'et remarquant que la vraie valeur de la fraction f{ > ' qui , pour r= rt, devient ~,
est le rapport des dérivées 777-7* on trouvera
on trouverait de même
"fW -f'(rm)>
la valeur générale de y est donc , en comprenant -ttjs dans la constante C,
Si X = o, c'est-à-dire si l'équation différentielle donnée n'a pas de second membre , son intégrale générale est simplement
y = Cxcr>* -h Cter** + C3^»x-h...-t- Cg/** = *Cer*.
D est facile de voir que cette valeur de y, contenant n constantes arbitraires, vérifie réellement l'équation
d"j +A.D, j -HA.D^V-*-- ..+ A„-xD,;4-A.r=o.
L'expression y = 2 Cerx donne , en effet ,
D, y = iCreT*, Vly = ZCrV», . . . , V^y = 2Cr"<?" ;
et Ton a , en substituant ,
SCe" (r» -f- A, r«-' -+- A.r— » -h . . . -t-A^r 4- A*) = o,
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[nation est identiquement satisfaite, puisque du premier membre s'étend aux seules racines i equaiion auxiliaire
/(r) = /■» -H A.i-" « + A,r»~* -+---4- ïï*-*r +A, = o.
237. 2m" Méthode. Par rabaissement progressif de ordre de 1 équation proposée.
Dans l'équation
0^4-AtD" V-+-AaD""V"+---*-AMD,^4-AJI<r=Xj
sons y = éx%xfuxdX) at représentant une constante indéterminée, et ut une fonction indéterminée de x. On trouvera , en différentiant n fois , ou , en recourant & une
rmule connue ,
Dxj = <?*'*(*,/«,*&-+- «,},
Dix = ^K/^ + î-^+Ditf,,
D}j> = e*ix(a]fuxdx -h 3«;«, -h 3**0,11,-1- Dl««)*
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée et divisant par e*,x, on trouvera
■W. + Awaî -hA^-î -+-...H- A,*?-' -h «n%)Juxdx
-(AM_t H-2A„-_a«f - I A„_a -h 3A„_3«, ■+-...- /î(/i
Or, puisque a, est une quantité constante indéterminée ,
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on pourra la choisir de manière à rendre nul le coefficient de f uxdx\ il suffit, pour cela, que «t soit racine de l'équation
f(r) = r" H- Axr*~* -+- A,rM -h . . .4- A*_,r -+- A, = o.
Alors, pour déterminer iit, on aura l'équation linéaire de l'ordre (n — i)
D" '«, -h BJ)] \i, + . . -h B^.D^a, 4- B,^, = X*-*,*, dans laquelle
B, = À,-, -f- *ÀM«f -h 3A„_3«Î -+•- . .-h /i^T"1, B,_, = A„_a + 3A^3«, -f- . • . -h ^""l^.— ,
Si Ton fait maintenant ut = e*»*y utdx, et qu'on opère de la même manière , on trouvera que si Ton prend pour a, une des racines de l'équation
r*-« -h Bar—» -h .+ BM r -+• B* = o,
la détermination de ut dépendra de l'équation linéaire de l'ordre n — a,
dans laquelle on fait, pour abréger,
C, = B,-,, -+- aB^,*, -4- 3B^3«a, -+-... H- (* — i)«?-% (*_, = B,,_a H- 3B»_3 *t -H ... ;
on fera encore
et,£en continuant ainsi, on parviendra à faire disparaître, un à un, les termes de l'équation proposée , en abaissant son degré d'une unité a chaque opération, de telle sorte
qu'en faisant Un^t = e**xfundx, on arrivera à l'équation
Avant de remonter à la valeur de y% remarquons que les racines a*, as,. . ., <xn sont égales, respectivement , aui différences r, — r,, rt — r», r4 — rt, . . . , rK — rn_„ des n racines de l'équation auxiliaire
En effet, multiplions l'expression
«T1 4- B>mn~' -4- ... 4- B^x a, -+- B.
par at, ajoutons-la à l'équation
«;'-+. Af«7— + A1«^+...+ AB_1«1 -f-An = o,
et substituons aux coefficients Bj, B8,. . ., Bn_,, BR leurs valeurs, il viendra
-h ncL"-lA2 -+-
-~^nr< + ...*;]+...
An_a(*; -h 2*,*a H- •?) 4- A,-, (*, +«,) + An =o
ou
-h Afl_a (*> -h *,)a 4- K-i("* 4- *,) 4- A„ = o.
Cette dernière équation prouve que ai-\-at est, en même temps que a,, racine de l'équation f(r) = o; donc, si l'on désigne par r, une seconde racine de cette dernière équation , on aura
*t 4- a, = rx -+- «, = ra, aa = ra
Généralement, si l'on nomme rt, r5, . . . , r„ les » racines de l'équation /(r) = o, et «2, a',,..., a*"-1) les « — i
racines de l'.équation
*!p -+- Ba«»-* H -h B_,*, + B„ = o,
on aura
* t = r, — r„ *7 = rj — r„
On prouverait de la même manière, que les n — a valeurs de a8 seront données par les équations
ou, en substituant pour a*, a',, a" , . . . leurs valeurs trouvées précédemment,
(«-3) «3=rj— r„ «s = r4 — /•„. .., *3 = /•„—/•,.
En continuant ainsi , on trouvera successivement les valeurs de a4, a\ , . . . , a», a,, . . . , a„, qui seront données par les équations
«4 = r4 — rj, «4 = r5 — r3|. . . ,
«5 ='"5— ^4» *'% =r6— '"s,..., «■ =/«— rM.
H est donc démontré que «*, «,, «4, . . . , an sont bien les différences r, — r,, r, — rf , . . . , rn — r„_, des racines de l'équation / (r = o) ; on aura , dès lors,
puis, en éliminant ul9 wt,..., **„, et ajoutant une constante arbitraire à chaque intégrale , on trouvera
l) ] + C'fer*-r>dxfAr*-r>dx..J(fr*-r*-*>dT
représentant par Çu CÈf , . M C„ les combinaisons des
onstantes C\ CM, . . « , 0n\ dans l'état primitif où se trou-
ît ces constantes avant le développement des intégrales
multiples qu'elles affectent , avec les racines rlf rfl. . ., r„
de l'équation auxiliaire, après ces développements , on
trouvera, dans le cas où toutes les racines seront inégales,
+ Cx<?* -f- Caer<* -h CtS** -h. ..4- CS**.
La substitution des intégrales multiples aux intégrales simples ne souffre aucune difficulté , il suffira , pour cela ,
d'observer, i° que l'équation évidente
r/sT — fXe~r"dxl = <£r--r'—x)tùcfXe-r~xdx
L rm — rm— i J
donne, quand on intègre les deux membres, a0 que Ton a
-/X*-'— *dx;
Àry-'*>
En employant plusieurs fois ces équations, et posant
on retrouverait la valeur connue de y, ,
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238. 3me Méthode. Par le passage de l'équation sans second membre, à l'équation avec second membre. Considérons les deux équations
DmMX + A, Va"xr -K..+ A^.D,/ -+- k*jr =X,
D> 4-A,!);-^ +... -f-A^D^z H- A,* =ro,
et supposons qu'on satisfasse à la seconde équation par les n valeurs ,
z = z19 z=zz%y « = Z3,..., z=zH; on y satisfera encore par
Ci, Cf,. . ., Cn étant des constantes arbitraires, et par la somme
z = Cz, -h Cte, 4- C3*î -*-...-+- G.**,
qui sera son intégrale générale.
Cela posé, je dis qu'il sera toujours possible de déterminer n fonctions ui9 iit, . . . , u„ de x, de telle manière que la somme
y = a.z, -h a,*, H- «3^3 -*-. . .-+- "«*» = Xo2
satisfasse à l'équation avec second membre. En effet, nous avons, en différentiant une première fois,
DgX = 2sD,a -f- ZuDsz, ou, simplement ,
si Ton pose
ZzDxk = o.
En différentiant une seconde fois , on aura
Djjr = SaDi «4-2J D,sD,k,
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simplement, Ton fait
in faisant ainsi successivement
S DÎ«D,u = o, S DMV* = o, . . . , xOÇ-tzDsU = o,
dérivées de jry jusqu'à Tordre n — i inclusivement T iiiëes par les équations
. jr = 2uD,z = ux D,ï, -h w, D, *, -h ... H- "«D,*», ,y =XuDls = a.Diz, H-HaDis, -4-. ..-+-«■ Djx,,
I, J-=2S«D, *=«fD, «r-hKaD, ^-h...-1-Kj), *.,
auront conservé la même forme que dans le cas où n, , i/f , . . . , w„ étaient des constantes. En différentiant une dernière fois , nous aurons
d]j = ZuDxz -f- 2D,«D* V
Si maintenant on substitue toutes ces valeurs dans l'équation avec second membre, il viendra
(D*s-f- À.D^'z-l- AtDx z4-...4-Al^lDxz4-An)-HSDxttD" * =
Or, le premier terme s'évanouit , car la somme désignée par 2 s'étend aux seules valeurs £t, 2f1.. ., sn, qui, toutes par hypothèse, vérifient l'équation sans second membre. Donc , la somme
y =z uxzt 4- a»*, -h. • .-h «rZ* vérifiera l'équation avec second membre , si , en outre des équations
XzDgu = o, 2D,sD,« = o,
XDizD,ii= o,..., XDJ-'zD** = o,
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ZD, *3D^*= X.
En faisant, pour plus de commodité ,
D,«, = ?,X , D,«, = ?,X , . . . , J)suH = p.X,
les équations qui précèdent pourront se mettre sous la forme
Si^i -h *» »% -f-...4-a«^ =0, z\ o, -+- z\ v% -+-. . .-f- *>. = o,
zi ?iH-*B *• + . • H- *„ ^ = 0,
et donneront les valeurs cherchées de *>t, i>», . . . , eA, qui, substituées dans les équations
DsuMz=vtX9 Dxi(, = e,X, . . • ,
fourniront, par une intégration facile, les valeurs suivantes de Ui, wt,. . .,
«i = C, -\-fvtXdx, aa = C, -f- fvJLdx,,. . . , w» = d-hyV«X<ir;
l'intégrale générale de l'équation avec second membre sera donc
y = z, (Ct -f- fvtXdx) -f-. . .-H «.(G, -h /^Xrfr)
= Xz(C+fvlUx).
Ce que nous venons de dire s'applique même au cas où les coefficients A0, AH. . ., An seraient des fonctions de or, puisque jusqu'ici nous n'avons fait aucune restriction. Revenons' au cas où ces coefficients sont constants. Il est évident qu'alors on satisfait à l'équation sans second
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membre par les valeurs suivantes,
rt, r„ . . . , /•„ étant les n racines de l'équation auxiliaire r- 4- À.r*-» -h A,r«-» -+-. . . -4- A^.r-f- A, == o,
et la valeur générale de jz, ou l'intégrale générale de Ter quation sans second membre , sera
z = Cx zx H- C,zt -f-. . . -h Cs*.
Dans la même' hypothèse, si Ton fait
les équations que donnent ^, r,, . . . , i/n, deviendront
a, -4- A, 4-...-+- a* =0, A, r, 4- A, ra 4- . . . -h K rm =0,
A, r^-'-f- aa r'~l-l -f- Aw r'J-^ O,
et l'intégrale générale de l'équation avec second membre sera
y = ^.'(C, -h *lfXtr*i*dx) + er*Ct + *%fXe-+*dx) -*- ....
C'est précisément la \aleur de y trouvée par les méthodes précédentes.
239. Si Ton connaissait seulement n — 1 intégrales particulières zu z„. . ., zn__x de l'équation différentielle privée de second membre, l'expression
ne serait pas l'intégrale complète de cette équation ; cependant on peut encore concevoir que l'intégrale générale de l'équation avec second membre soit représentée par cette même expression , à la condition que les m — 1 quantités Ci, C„... seront non plus des constantes, mais des fonctions uu i/f,. . ., h„_i dex convenablement choisies. Supposons, pour fixer les idées, que l'équation
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donnée soit seulement du quatrième ordre,
Dir -h A.Djfj + A,Djj -+- A3D,j -h A4j =X,
il faudra prouver que l'expression y = uizi+uizt+u%z% peut devenir son intégrale générale ; comme la condition que cette fonction satisfasse à la proposée n'établit qu'une seule équation entre les trois quantités uiy ut, u% , on peut les assujettir à deux autres conditions arbitraires ; on peut en disposer , par exemple , de telle sorte que les dérivées» première et seconde D,jr, Dljr conservent la forme qu'elles ont quand uu uÈ9 u8 sont constants: on arrive, de cette manière , à trois équations qu'on peut écrire, pour abréger, comme il suit,
2zDxa = o, 2toszDx* = o, X(*Di« -h A,DX2)D*« = o,
le signe S s'étendant aux trois valeurs particulières ztJ zl9 s8, et aux trois quantités ul9 iis, m8.
Des deux premières équations on pourra tirer, par exemple, les valeurs de Dxw„ Dx«8 en fonction de Dxw,, pour les substituer dans la troisième ; on arrivera de cette manière , en posant Dxz/t = t , à une équation différentielle linéaire du premier ordre Dxt + pt = qy p et q étant des fonctions de x \ en l'intégrant , on aura la valeur de t et , par suite , celle de ux donnée par l'équation ut = G + Jtdx qui , comme on voit , contiendra deux constantes arbitraires. La valeur de ux , substituée dans les deux équations
conduira à celles de ut et de i/8, qui seront données par de simples quadratures avec deux nouvelles constantes; on aura donc l'intégrale de l'équation proposée avec quatre constantes arbitraires.
On voit aisément que le même raisonnement s'étend à une équation ^différentielle de l'ordre n , qu'on arri-
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vera, dans tous les cas, à une équation linéaire du premier ordre qui donnera la valeur de la première fonction ux avec deux constantes arbitraires, et qu'on calculera ensuite , par de simples quadratures , les autres fonctions
Si Ton avait connu seulement n — a intégrales particulières de l'équation sans second membre, l'intégration de l'équation avec second membre aurait été ramenée à celle d'une équation du second ordre. Considérons toujours, pour plus de simplicité , l'équation de quatrième ordre
DiX -+- AsD»/ + A,Dij +A3D1; + AAy = X,
et supposons que l'expression y = C|Z, -+- Csz, vérifie l'équation sans second membre.
Il s'agit de montrer qu'en considérant Ct, Ct comme des fonctions uu u% de a:, cette même expression peut vérifier l'équation avec second membre. En outre, de l'équation qui exprimera que la valeur y = uxzx -\- utzt vérifie l'équation proposée , on ne pourra établir entre les quantités uXi u% qu'une relation nouvelle ; si nous admettons que la dérivée première Dxy conserve toujours la forme qu'elle avait quand ux et ut étaient deux constantes arbitraires , les fonctions uXy ut seront déterminées par les deux équations
A,D,iit-+- À.DX-+- A3DX-+- A', D,«a-h A'aD>,-+- A',D»if,:= X.
Si l'on substitue dans la seconde équation la valeur de Dxnl9 tirée de la première, et qu'on pose T>xux =. /, il est évident que t. se trouvera déterminé par une équation différentielle du second ordre
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p, q, r étant des fonctions de x, on intégrera cette
équation, et, en remontant de la valeur de t à celle de t*l9
on trouvera
ut = C + ftdx;
cette valeur de utJ renfermant évidemment trois constantes arbitraires , servira, avec l'équation
«iDjtf, -h s,Dxm, = o,
à calculer la valeur de u% qui contiendra une quatrième constante , et Ton aura par conséquent , avec quatre constantes, l'intégrale générale de l'équation proposée.
En généralisant ce que nous venons de dire , on prouvera facilement que, si Ton connaît m intégrales particulières de l'équation sans second membre , la recherche de l'intégrale de l'équation avec second membre sera ramenée à l'intégration d'une équation de Tordre/» — m, et Ton retrouvera , de cette manière , un théorème que nous avons déjà démontré.
240. Remarquons, i° que dans la valeur obtenue, les n constantes Cu £„. . ., Cn entrent seulement dans la partie de cette valeur qui compose l'intégrale générale de l'équation sans second membre ; 2° qu'on peut , dans tous les cas , déterminer les n constantes par la condition que pour x = xQ , xQ étant une valeur quelconque dejr, la fonction y et ses n — i premières dérivées prennent des valeurs données^, /îv^n-i* Il suffit en effet, pour cela, de prendre les intégrales f Xe~VVir, fTLe~r*xdx,..,9 à partir de x=x0, cl d'assujettir la valeur suivante dey,
à vérifier les conditions énoncées. Cette valeur peut d'abord se mettre sous la forme
y = CtCiO*— *o) + Ca*«(*-*o)-K . .4- &*"■(*— x«),
car cette transformation consiste simplement à mettre en
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mt dans chaque constante, un facteur cousmui
n^é^^i'o, . . , ; et si maintenant, après avoir cliûe-
sentie n — i fois, on exprime que y et se* dérivées
ennent les valeurs données jr9i yi,* « ♦, jr_ti 011 9lir*
s i» équations suivantes :
-hCa -f,
tV, -h
* * ~f*^Mrm ^^"i »
ftrt
+ C,rl + .
.. + CrJ =yt,
Or, les valeurs déduites de ces n équations du premier degré, et que Ton calculera h l'aide de la formule souvent rappelée, étant, en général, déterminées et finies > il en résulte que Ton poura toujours satisfaire â la condition proposée. On verra facilement que Tune quelconque des constantes Cm est donnée par l'équation
Cm~ TV.) ■ '
dans laquelle f(r) représentent toujours le polynôme
rn+Alr*-l + Air ■-» + . . . -h A^r -+- A„ . . , tandis que k„_«, fcn-8* ^1? &o? désignent les coefficients de r""1, /•""*,..., r, r0 dans le développement de * —
241. 4me Méthode. Par changement de variable indépendante. Reprenons encore les équations
Dlr + A, D"~l r 4- A, D'"V+...4-Ail-.ID,r-+-A^=X=F(x)>
d"« -h A, d"~'z -+- A, D* \ -h...4-AJI-.tD^4- A,,* =o,
et supposons que nous ayons trouvé une valeur de z, ^ = (f(x, a), qui, vérifiant la seconde de ces équations ,
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satisfasse pour a == ar, aux conditions suivantes,
*=o, Djzrrro, Di z = o,..., DJ -Bs = o, T)^' ' Z = Y (m) 9 et faisons
z = f (jr, a) étant une fonction de la variable x et de l'indéterminée a. En différentiant par rapport à x qui est l'une des limites de l'intégrale, et qui entre dans z, on aura (n° 83),
D,.r= i \>szd* + <p{x,x);
or, y(x, x), qui est ce que devient z quand on y fait a = x*, est nul par hypothèse ; on a donc simplement
Vjzd*.
En différentiant une seconde, une troisième fois, etc., et remarquant que les dérivées successives Dxz9 D'z, . . . , D^z, s'évanouissent aussi par hypothèse pour a = x, tandis que la dérivée (n — !)«*«• devient alors F(x), on aura
i>> = ("d;^ Dr> = f xd;-'*/*,
D;;=rD>+F(i);
en substituant ces valeurs dans l'équation avec second membre, on trouvera
f"( D> -hA.D;-'» -h . . . + A*-, DxZ-f-A^y* = o,
ouo = o, puisque 2, par hypothèse, vérifie l'équation
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second membre* La valeur
Zéfa
atisfait donc à l'équation avec second membre, ou devient une intégrale particulière de cette équation. Pour en déduire l'intégrale générale , il suffit éridemment de
aire
y=l zd* + p=z u •+- p,
e étant l'intégrale générale de l'équation sans second membre-, car le résultat de la substitution de cette valeur [ans l'équation avec second membre se composera de deux parties, Tune identiquement nulle, puisque v vérifie l'équation sans second membre , l'autre identiquement
égale à F(x), puisque u = f zda satisfait à l'équation
avec second membre ; d'où il résulte que la valeur y = u+ v, qui d'ailleurs renferme n constantes arbitraires, satisfera à cette même équation avec second membre et sera son intégrale générale.
Dans le cas particulier où les coefficients A19 At,. . ., An sont constants, on peut prendre, comme nous l'avons vu,
v = tV'-i(*— *) -+- C2e't(x-u) -y . . . 4- (?n6.rB'x-a).
Il faut, de plus, déterminer une valeur de z qui, pour a = x satisfasse aux conditions
z=o, Dxa = o, D's = o,..., D"_1z = o, DJ_,z = F(«).
Pour y parvenir, il faudra assujettir les constantes Cu Ct, . . . , Cn aux conditions Ct +C2
Ctrt
Ctr]
Cxr^rl -4- C>r»-* 4.
-+- C =o, + Cnrn = o, -h C„ri = o,
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qui donneront, comme nous l'avons déjà vu,
f(r) désignant toujours le polynôme
On en déduit
Jo /'(n) Jo f(rm)
ou
la somme du second membre s'étendant à toutes les racines de l'équation
/(r) = /••-+- Atr «-* -4- A,r*-* ■+-...-+- A_,r -f- A„ = o.
242. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé, implicitement au moins, que les n racines de l'équation f{f) = o étaient inégales et réelles-, en effet , si deux de ces racines étaient égales, si Ton avait, par exemple, rt = r„ les deux intégrales particulières C^i*, de**!*, en s'ajoutant, donneraient
les deux constantes seraient remplacées par une seule qui est leur somme. L'intégrale générale ne renfermerait, en réalité , que n — i constantes distinctes , mais il est toujours facile de lui rendre sa généralité. On a eu recours , pour y parvenir, à divers artifices que nous allons exposer brièvement.
CALCUL 1NTÉGIAL,
narquons d'abord qu'il suffirait d opérer sur Tinté* raie de l'équation sans second membre, car c'est A qui apporte les n constantes arbitraire» a V intégra le de l'équation avec second membre* Cela pose :
ior Procédé, Chacune des intégrales particulière* ? = &**, jr = er1-rt. # , s ouj— cv*= o, J— €?",*= O,..., peut se mettre sous la forme <j>(rj)=o, ^{^^o, . . . , ei Fou montrerait, comme nous l'avons fait dans le cas des équations simultanées, que si, une seconde racine rt devenant égale à ru deux intégrales se confondent, on verra araltre une équation nouvelle
q' (r,) == o, ou y = xfi*;
.de sorte que l'équation sans second membre est vérifiée par les deux valeurs y = eri*, y = are»"»*, et par la somme y = C'Ci* + C"xerix^ qui renferme deux constantes distinctes. Si une troisième racine r8 devenait encore égale à ru on aurait non-seulement
?(/-,) = o, ^(r|)=o, mais
l'équation serait également vérifiée par les trois valeurs e^*, jrer»x, araerix, et par la somme
qui contient trois constantes distinctes. En général, si m — i racines rt, r3, . . . , rm sont égales à rî5 la somme
qui équivaut à un seul terme Ceri*, sera remplacée par cette autre
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qui renferme m constantes et rend à l'intégrale sa généralité.
ame Procédé. Faisons rf = rt -+- e. Pour que rt devienne égale à rft, il faudra faire e = 05 on aura
• C^er** = C^i* -f- C1^Cr»-Ht)= Cxeri* H- C,c*i* [ 1 -h — -+- - — -f- . . .
ou , en posant
Cx H-C, = C, Caf=:C",
et faisant ensuite e = o,
C^i* -f- Ca*\* = CV11 -H C"xert* -h
Si trois racines devenaient égales , on aurait, en faisant r% = rt + e,
= ert* (a+C"x+ C3-+-C3iar-f-C3— -t-C3 — =+..■
ou, en faisant C'+C8 = C, C" + C,e=C, C8ef=C*, Cx fi* -+- CiCt* -f- Cier*T = CV,*-h (^x^,* -+- Cmx*erx*.
3-e Procédé. Il est facile de voir que si, dans l'équation sans second membre , on fait y = lie", en ayant égard à l'équation connue
£(«*) = pD>+ /iD^D^-'iiH- — ~~- D^D^'m 4-. . .+ «D;^ le résultat de la substitution sera
(r)+Dt«/'(r)+D>/"M + .. .4- DrW(M,W + D> = o,
f(r) étant toujours égal à
r » -+- A, rM -+- A, r—* -f- . . . -hA^-.r H- A„.
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'équation J (r) = o n'a pas de racines égahn ; I * -
au on qui précède sera vérifiée si l'on fait r = rt% r,
U une racine quelconque de l'équation f (r) = o ei
Dxu as o> on Isi^, et, par conséquent, la valeur
y = C%&ix sera une intégrale particulière* Si l'équation
y*(r) = o a deux racines égales à rn celte racine double
vérifiera aussi l'équation f(f) = o, et Ton satisfera à
'équation en u si Ton pose
D£ u = o, « = C -H Cjt.
Dans ce cas donc, la valeur jr =z C er%x -f- CxeTi* vérifiera l'équation proposée. En poursuivant le même raisonnement, on prouvera que si l'équation f(r) = o a m racines égales à r,, l'expression
y = CVi* -f- C'xcr^ -+-...-+- C<">*— ' erx*t
qui renferme m constantes arbitraires distinctes, vérifiera l'équation proposée.
243. 4me Procédé. Cherchons directement ce que devient , dans le cas des racines égales, l'expression
y = 2<?"(C -h xfJLe-"dx) = <*\* (C, H- Al4/X*-'.*<£r)
-+- *.x (C, H- A1/X^-^*rfr)H-...j
on a , comme nous l'avons vu,
Af =
/'(r,) (r,-r,)(rI-r3)...(rI-r,l)
*" ~77W~ (r, - rt)(r.-n).. .(r, - r.) '
pour Tj = r,, Ai, X, deviennent infinis, et l'on ne voit pas, à priori j ce que deviennent les deux premiers termes de l'intégrale générale : pour le découvrir, posons
L- e" \\<r"dx = p, (r
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rt = r, -H 1 ; on en conclura
Quand on fait r, = rx oui =o, cette somme, qui est , aux constantes Ct et Cs près , la somme des deux premiers termes de l'intégrale générale, se réduit à (f\(rt)] on a donc
y =(f>\(rt) -h liC* fXc-rtxdj; 4.
Si une troisième racine rs devient encore égale à rt , à, à son tour sera infini. Pour savoir ce que devient l'intégrale, posons
— -,^/*-* = Mr).
et
rj = rx -f- 1,
il viendra
/fo) ./ (rj— r,)(o— r.) (n— *\)* •*
onc, quaj deviendra ,
id on fera ra = rtî c = o, l'intégrale générale , aux constantes près Ct, Ct, C*,
Si Ton supposait 4 racines égales, on trouverait, en faisant
et raisonnant comme précédemment,
X = — l—£<f>" ('«) -f- **<?>* (Xe-r%x dx +
En général, si m racines sont égales à r,, on fera
*_, (r) = , r^— : . e" fx<r~" dx*
et Ton aura
Pour que cette dernière formule (a) soit rigoureusement démontrée , il suffit évidemment de prouver que , si elle est vraie dans le cas de m racines égales , elle le sera encore dans le cas de m + i racines égales. Or, c'est ce que l'on fera facilement de la manière suivante : posons
f Xe~r'dx, rm+x = r, -+- i ,
fcW =
(r— r^,). ..(r— rn) J
on aura
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d'ailleurs , en considérant
<Pm[r) I
-?-m±l— = x <pm \r)
r— rm^rl r— rm+t
comme un produit w, on aura
et Ton en tirera
(/H— i)<p-e- « * ,;~~ •*■ il—» i.2 .— >••■ i.2.3... (w-ii) ; '
(r,-*-f) (pm(r,) !?>,) i ?'(/-,) __ i gfr-0 (ra)
l" l" II"""1 1.2 i—» ï".2X.(«-l) g
Enfin, si Ton fait rm+1 = r, ou e =o, on trouvera
>■= 5—7 7- *i";(r.)-+-*«H-i*r"+- fke-rm+trdx+
et c'est précisément la formule (a), étendue au cas où m + 1 racines sont égales à rt ; donc, si cette formule est vraie pour m racines égales, elle le sera encore pour m + 1 racines égales -, or, elle est vraie quand deux, trois, quatre racines sont égales à rt -, donc elle sera vraie toujours.
Il reste à déterminer la valeur de <ifc,)(/'1), pour montrer que l'intégrale contient encore n constantes distinctes. Or
= / Ur \ \ lr r\ *" / X '~r*'/* = /r— ) M X f(r),
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en posant
f(r) = e«/Xr»&; donc
Lorsque dans cette équation on remplacera r par rt , la fonction fm_x (r) , et toutes ses dérivées , seront des nombres; il reste donc à trouver ce que deviennent les dérivées successives de f (r) = erx f Xe~"r* dx : on a
{xfTLtr"d* — / lLx(r"dx) = **f/Xe—djP9 J" (x*/ Xer"dx — 7.x f Hxe^'dx -+-/ Xx%err*dx) = \.*.e rxJJJ"k
enfin •»(,) = i .2 .3. . .(m - i) e"////. . .fXc-"dx~.
En substituant ces diverses valeurs dans l'équation qui donne çlT-i,)(',i)> après avoir fait r = r, , on trouvera
C",-I,OI
,3...(ni-ir— • l ,;
Si Ton remarque qu'en vertu des formules établies dans la dixième leçon , une intégrale multiple d'ordre m
est égale à une fonction de x , augmentée de la somme C, 4- C,* -h C3x» -f-. . .-hC**—',
il sera prouvé que la valeur de çit^ri), et par suite l'intégrale cherchée, renferme m constantes distinctes. Pour la réduire en intégrales simples 9 on aurait recours
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k la formule
/.../F(x)rfr»
[*^F(*)d^(ji— i^
-f- a -+- Car 4- CV-f- . . . -f- CW*"-1, .
que Ton déduit facilement des diverses formules établies n° 65 , et que Ton vérifie immédiatement à l'aide de plusieurs intégrations par parties.
244. Le procédé que nous venons de suivre a beaucoup d'analogie avec une des méthodes qui nous ont conduit à l'intégration de l'équation linéaire. L'équation
+Cyer*-'»H*r/. . . mfir-*mr-Jsdr. . .+&»"*) feï*- ''^dx+C* J ' convenablement développée, ou sa transformée (B), p. 5p4, donneront, dans tous les cas, la valeur de l'intégrale générale avec n constantes arbitraires distinctes.
Si toutes les racines r,, r„. . ., rn de l'équation auxiliaire f{f) = o étaient égales, c'est-à-dire si l'on avait à intégrer l'équation
+" T^ rT'Kx^rr'Dijr q= r« = o, dont l'équation auxiliaire est
alors tous les coefficients A,, ).l9 As,. . ., A„ se présentent sous la forme infinie ; mais en ayant égard à la formule qui précède , on trouvera
r<txfdxf<lx...f\<r"dx+ C'fff. . .fdi* +C"fJ'f...fdjr-'+.. .+C<*-*>/,&4-CW].
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second membre est évidemment le développement de fff' • -f%&*&F\ on aura donc
en développant , ^
3Ï)L ■+■ Cx""1 -+- C".r— * -K . .-h Om)« 4- C>
L Considérons enfin le cas où quelques-unes des ra-
es de l'équation auxiliaire sont imaginaires. Comme
%acines imaginaires vont toujours par couple , il suf-
ie chercher ce que deviennent les deux termes de la
Mulç correspondant à deux racines imaginaires conju-
>. Supposons donc que Ton ait
et représentons par R la somme des termes correspondant aux racines réelles. Les deux coefficients Xt, A, pourront être imaginaires, et Ton aura, en général,
: A 4- Bl/^7, a, = A — Bl/^T;
les autres coefficients seront toujours réels, car ils renfermeront à la fois les deux facteurs
(r„— r,) = (rm— « — £ l/— i ), r,,— ra = (/•„,— «+• l/— i ),
dont le produit est (;m — « )2 -f- ê*. Cela posé, on aura
"~ A + BJ/^T
ou, en réduisant au même dénominateur, remarquant que
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ccfc«*V/3ï _. cos çx -f- ^ — , sin 6 ar , et représentant par aC, aC" les constantes indéterminées Cf + Ct et
_ ,T (A cosCe -f- B 8inCx)(C -+- fHe~** co»C*dg) „ ( A sin Cr — B cos îx) (C -f- rTLe~**àn Cxdx)
+2^ urtw^ -HR-
Il sera facile , dans chaque cas particulier, d'effectuer les intégrations du second membre; on a, en effet, n° 29,
J" . a* a* sin bxdx = -=- — (la sin bx — b cos bx) ,
la* cos bxdx = — — (\a cos bx — b sin bx) ;
or
d.\fa*sin bxdx=z dTLJ° a* sin bxdx -f- Xa* sin bxdx; donc
J ILa* si n £ x<ir = X^/' a* sin £x<£r — /V Xfa* sin &r<£r , et , en substituant pour fax sin bxdx sa valeur, il vient
Ja* Xfl* sin 6,rd!x = -; ; — (la smbx — b cos bx) X b2 -f- l«a
— •; . — / DxX.flxsin bxdx-\- T ; — lDs\.ax cos bxdx :
b1 H- la" »/ 0* -h ltf V
on trouverait de même llUa* cos &r c/j: = -. -.-- (\a cos bx H- b sin &r)
— - ; — / DxX.a* cos bxdx — -j : — / DxX.flx sinfar<£r.
Substituant tour à tour dans ces formules DXX ct DiX, DiX et DiX, D; X et DiX,... ; à la pince de X et D,X,
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les COI ) sta 1 1 les arbitra ires , puisque X =o, on aura
or
Ctfe-»dxfdx = - ^ <r**(* -+- i),
donc
3°. Di x — 8Di^ + 26DIr ~ 48 D,/ -4- ftx = o: l'équation auxiliaire est
H — 8r3 -f- a6r' — 48r + 45 = o, et elle a pour racines
r, = 3, r, = 3, r3 = i -f- 2 V— I, r4 = i — al/^ï- La même formule (A) donnera
L +C,fdxfe--,('-^Z:')'dx-hCs/tùc+Cty en développant, on trouvera
r = e* [C, cosax -f- C, sin ax -+- <?" (C3x -+- C4) ]. g?
réquation auxiliaire
r" — /iA/"-1 — ^-^-^A1r,,-a...lE:/îA,,-,±:A"=(r— A)" = o 1.2 ^ '
a toutes ses racines égales; et l'intégrale générale sera
X =r'".*(C1*'l~1 -hCtX—t-h-Cït»-3 4- • . . -4-Ç— ,*-f- C»).
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247. II, Équation avec second membre constant: KJ + **K~\r -h AaD^\r+- --+-A._,D^ + ABJ=A.
Dans la formule (B), on pourra faire sortir la constante X = A du signe d'intégration qui l'affecte , puis successivement eu dehors Ae tous les signes d'intégration qui précèdent, et Ton aura
mais
fe-r'*dx = — é-r'x,
J rn
en continuant ces intégrations successives, remontant ' jusqu'au premier signe J , effectuant la multiplication de l'intégrale définitive par efi*9 et remarquant que le produit de toutes les racines rf, r„. . ., r„_n rn de l'équation auxiliaire est égal au dernier terme An de cette équation , on aura , pour l'intégrale complète de l'équation donnée ,
Si deux des racines de l'équation auxiliaire étaient imaginaires et égales à a ± 61/ — i, on aurait
y = — -4- e3tX(CIcosCr-f-C,sinC*)H-C3tfr'x-f-. . .-hC«/"x>
si toutes les racines de l'équation auxiliaire étaient égales; alors , en passant toujours la constante X == A en dehors de tous les signes d'intégration, l'équation (B)
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donnera i
Mais Kfdxfdx. , .fv—r**dx = ± — e — r* *, et d'ailleurs r? = ± A„ j on aura donc
y = ^- 4- «r»x(C1*,M -+- C,*-* 4- . . . C-,* -4- Q,). • 248. HI. Équation avec second membre variable:
i °. Dir — 7«1Dî.r h- 6fl3r = *■ : °^#
F équation auxiliaire est
r3 — ^aV -|- 6fl3 = o,
et ses trois racines sont rt = — 3a, r, = 2a, r8 = a; en employant encore la formule (B), on trouvera
y =e-^Je^dxJ(T^dxjxltraxdx-\-Çtle-la* -\- Caff^+C**";
or
rx*e-*xdxz=2-^ ( x* -f- — H ) ;
donc
En substituant , on trouvera
' =87 (*' + ¥a + ife") + C*C~3" + C* C"" + CîC"; c'est l'intégrale générale de l'équation proposée. a°. D>^ +aD9y — 6fl3 v = 6*:
mais
l'étniatioti auxiliaire est
ses deux racines sont r% = a«, rs — — 3a 5 la formule (B) donnera
et, en substituant, on trouvera, pour l'intégrale cherchée,
3°. Dir — 3Dir 4- 7D,r — Sx = *3 :
F équation auxiliaire est
ses trois racines sont r1=i+ 2 l/ — 1, r, = i — aV — i* r8= 1; on aura
- = (r, — ra)(r, — rj) = — 8,
— = (/"a — rt)(r, — r3) ==— 8,
-=(*-*- r«)(r3 — ra) = 4, *3
et la formule (B) donnera
7" t008 s* (c« "+" fx**~*cos2xdx) 4- sin2x (Ca 4- fj?e~* sin a»
Pour avoir en termes finis l'intégrale générale cherchée,
CALCUL ISTÊGRAL.
il suffira de substituer tes valeurs des deux îiitégrata Jx%e~xCte nxdxi fx%û-*s\n*xdx7 déduites des formula que nous avons rappelées ci-dessus,
l'équation auxiliaire est
r1 -+- \tr-h A, = o.
Supposons que les deux racines soient imaginaires et que l'on ait
r* = a H- S V*— T, rt =2 «1 — € Y— \ f on aura
-—[sinCr (C, H-/Xr-"cosS*<te) H- cosCr (C. — / X€-*Jsin tabi] Exemple :
Dix -+- 2D*r H- 2j = j:,
At = 2, Aa = 2, X =Xy et, = — I, • = 1,
CT sinx H- Ca cos x , ,
5°. Dlf + Aar = X :
c'est l'équation du fameux problème des trois cor^s, l'équation auxiliaire est r* + A = o ;
on aura
l/i= 8in(*l/Â)[c, -h/Xcos(^V/Â)^-+- cos(*V/Â)[C— /Xsin(xV
6°. Dir — 8Di7-f-23DJj — 28DTj -f- \*y = x : r équation auxiliaire est
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' «ta pour racines
rt = 2, r, = 2 , r3 = ! , r4 = 3 ; Féquation (À) donnera (fdxfe-'dxfe** dxjxe^'dx 4- Ct fdxfer*dxfé"dx ' \
et, en développant,
X =— -4-^; 4- C**" -f- Ca<?"4- C3^ 4- CAe**.
V>lX — nrjr-'jr 4- "*"~ ''- ^D^V 4-. .— "rf—D,/ 4- r? /
L'équation auxiliaire est (r — /'j)" = o, et a toutes ses racines égales; on trouvera dans ce cas, en se servant toujours de la formule (A) ,
f%x r*"~ 'fXe-r*xdx-(n- 1 )x»-*fXxe-r>'dx-h...±:fXx+-*e-
i— i)L 4-C.*—1 4- C^-* 4-.. .4- G.-tx
l'équation auxiliaire est rn + a" = o. Si » est impair, l'un des facteurs du premier degré sera r+ a, bu Tune des racines sera r= — a. Tous les autres facteurs sont donnés par l'expression r * — nar cos0 + a*, dans laquelle
0 = i_, La partie de l'intégrale correspondante à la
racine réelle sera — —e~ax fX^eaxdx. Chaque couple de
racines imaginaires donnera naissance à une intégrale particulière
af^rCcosp 4- flarsinfl)/Xg-fl3rcosflcos(^sin6)€£rn /ifl"- L 4-C, sin(8 4- ax sin 9)/X^-fljr cos ° sin (<mt sin é)<£r J '
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et, pour obtenir l'intégrale cherchée , il suffira de faire h somme de tous les termes que Ton obtiendra , en don* nant tour à tour a B pour valeurs tous les multiples impairs de -, inférieurs à tt. Quand n est impair, l'un de
ces multiples est — ou ir9 auquel correspond , d'une part,
la racine r = — a \ de l'autre, le terme a tfTLe?*dxi
qu'il faudra réduire à moitié, parce que ce n'est pas a* + zar + r1, mais bien a + r qui est facteur de l'équation af1 + an = o.
Si X = o, chaque terme correspondant à un facteur du second degré devient
- [C, cos (ô -f- ax sin6) -+- Csintë 4- axsinô)],
que Ton peut mettre sous la forme
CcarC0S>°cos(c-haxsmQ), c étant un angle constant quelconque.
9°. DJr — «"r = X:
l'équation auxiliaire est r" — a" = o $ l'un des facteurs est r — a, ou l'une des racines est r = a \ le ternie correspondant de l'intégrale est —^enxfXe~**dx. Si n est impair, a + r sera aussi facteur, — a sera racine et donnera naissance au terme — ^ e~axfXeaxdx. Chaque couple de racines imaginaires sera donné par le facteur du second degré r* — 2arcos0 + a% dans lequel 0 = ,
et produira la portion d'intégrale
^TC, cos(d +axsm*)fXc-axcos* cos(**sinô) dx 1 "' [ -+-Casin (0 H-ûxsin b)JyjTax "» fl sin (axsinb) dx J '
et, pour arriver à l'intégrale cherchée, il suffira de faire la somme de tous les termes que Ton obtiendra en donnant tour à tour à 9 pour valeurs tous les multiples pairs
de- inférieurs à tt. Ouanu n est pair, o et- — = 7r sont n ^ r n
deux de ces multiples auxquels correspondent les racines
r = a, r = — a, et les termes de
-^- «" f Xe-**dx , — — e—* f Xc"dx,
qu'il faudra réduire encore à moitié pour la raison que nous avons dit.
io°. D; y -hDn-1 x -h ... -h Wï -+- I>ï r -f- D,r +/ = X:
l'équation auxiliaire est
OU
Si n 4- i est pair, r = — i sera l'une des racines à laquelle correspond le terme e~* J"X.cxdx. Chaque
couple de racines imaginaires sera donné par le facteur du second degré r' — ir cos 6 + 1 , dans lequel 0 = — la partie correspondante de l'intégrale sera
_,« >»** [— c,c^3îrh2^sinô)/Xc-xcosasin(xsin«)r/x T. n. 4°
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X7 pour arriver à l'intégrale cherchée, il suffira de faire la somme de tous les termes que Fou obtiendra eu donnant successivement à 0 pour valeurs les multiples pairs
de-=—
Si X était égal à o, la partie de F intégrale correspondante k une couple de racines imaginaires deviendrait
e*™*® [C, sin^(35 -ha*sm5) 4- C,cos^(^ -h a*$mS)lt ou plus simplement
c étant un angle arbitraire quelconque et C une constante arbitraire.
1 1°. D> 4- A.Dr1/ 4- AtDnx~\r -+- AsDJ'V 4-. • • 4-A/l_1Dxj-h A„7~ é7j^-f- «Ixfl,-I-f-rt,xm-a-h...4-û«_lx-f "*.
Essayons de satisfaire à l'équation proposée, par une valeur de la forme
yx = £.r"-f- b^-1 -f- b2xm-2 +...4- 6«-i* -h £„;
en substituant pour j- cette valeur, on trouvera
-hAn^mbl
et, pour déterminer les /w-M coefficients i, 6t,..., h„n on aura les n + i équations du premier degré
Anb=/if Knb1 -f- A„-tmb = 0,,.. . .
Connaissant y„ on complétera l'intégrale générale en ajoutant à cette valeur yx l'intégrale z de l'équation sans second membre
D^z -f- A.D^z-f-. 4- An-tDjZ-J- Knz = o.
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=: A cm mx H- B sin wj: f
A, B, m étant des constantes données.
Essayons de satisfaire à cette équation en prenant
y t = a cosmx -h a sin otx ;
en substituant, on arrivera à une équation de la forme
a (G cos mx -4- H sin mx) -+- b (R cos mx H- L sin /wx)
= A cosmx -H Bsinmx,
G, H, K, L étant des constantes dépendant de m. Or, cette dernière équation sera vérifiée si Ton a
GL — HR' ~GL — HR
Ces valeurs de a et de b seront admissibles tant que le dénominateur GL — HK ne sera pas égal à zéro : nous verrons tout à l'heure comment il faudrait procéder si ce dénominateur était nul.
On obtiendrait avec autant de facilité l'intégrale particulière jrt dans le cas où le second membre X, composé d'une suite de deux ou de plusieurs termes de la même forme, serait
X = A cos mx -f- B sin mx -+- A' cos m'a: -f- B' cosm'x 4- . . . ,
et faisant y = u + f, u et v étant deux nouvelles variables, et substituant dans l'équation donnée , on pourra la partager en deux ou plusieurs équations nouvelles
D; u -\- A , D" ~*u -f- . . . -+- Anii = Acos mx -f- B sin /«.r,
L^ + A.D;;-'!» -+-...-+- A„p =n A' cosm'x -f-B' sin m'x.
En procédant comme nous l'avons déjà indiqué, on dé-
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terminera deux intégrales particulières
ux = a cosiwx + & sin/nar, c, 55 a' cosm'x -f- &' sinm'j,
de ces équations , et la somme y = u, «f- t>, de ces deux intégrales vérifiera évidemment l'équation proposée, dont on complétera l'intégrale générale par la valeur de z déterminée comme nous l'avons indiqué plus haut.
ia°
Bïj + J = cos*:
en appliquant la méthode précédente , on trouverait que le dénominateur des valeurs de a et de b est nul. Pour arriver, dans ce cas, & la vraie valeur de l'intégrale , partons de l'équation D%xy -+- y = cosnx. Si Ton cherchait une valeur particulière de cette équation , on trouverait
i cos nx a=- — , b = o, yl== r»
et, en désignant par z l'intégrale de l'équation sans second membre Dlz + z = o, intégrale qui est évidemment égale à C'cosjc + C" sinx , G et G étant deux constantes arbitraires, on aurait pour l'intégrale générale de l'équation B7xy +y = cosnx
y = H- C coso? -4-C sinx,
ou, en posant C = C —
cosnx — cos*
-C'cos.rH-C"sin.r.
cosnx — cosx
Or, pour n = i , 1 expression — prend la forme
x sinx
indéterminée |, et a pour vraie valeur ;donc Tinté-
grale générale de l'équation Dly +J* = cosar est
xsinx „f _,„ .
r = h C'cosx 4- C'srox.
On arriverait au même résultat en employant l'artifice de d'Alembert. En effet, si Ton pose n = i + e, l'intégrale générale de l'équation Dly-{-y=co& nx deviendra
cosfx -4- ix) „, „„ .
X= — —, r + C'cosx4-C"sinx;
or
cos (x -f- tx) cosxcosix — sinxsimx
et Ton trouvera , en développant cosear, sine or, et posant
y ■=. cosx(C 4- Ai) 4- sinx(C"4 — , -H Bi Jf
A et B étant deux coefficients qui ne deviendront pas in* finis quand on fera e = o, n = 1 ; on aura donc définiti vement
xsinx _. -„ .
r= h C cosx4-C sinx,
comme nous l'avons déjà vu.
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Intégration de quelques équations linéaires, de Tordre *, à coefficient* variables.
Considérons d'abord l'équation
*J^a-hb.v * X^(a+bxy x ?+'•-
(a -4- for)" Si Ton fait
il vient
/• (r — i ) (r — ?.)... (r — // -f- i ) + Arr(r- »)■••('* — " •+■ 2)-f-...+ A„_1/-+ As=f(r)= o;
et Ton en conclut que l'expression y = (a -f- &r)r vérifiera l'équation proposée , si l'on donne pour valeur à r Tune quelconque des n racines r,, r„ . . . , r„ de l'équation auxiliaire f (r) = o. Les n quantités
(a -h bxf*> [a -4- bx)r*, . / . , («H- ^)'%
seront donc autant d'intégrales particulières de Téquation donnée, et l'intégrale générale sera
v =r <\ (n -{- /vf' -f- Ta (/ï H- ^)' < 4- . . . -h 0, (/i -f- />x)r".
Par une méthode tout à fait semblable à celle que nous
avons suivie dans la trente-sixième Leçon, on passera facilement de cette intégrale à celle de 1" équation
U'J * 4- bx "' J + (a-f- h*)* °* * ' ~+ (a 4- fe)P ~ ■
Si quelques-unes des racines rn r,, . . . , rn étaient égales entre elles, ou imaginaires, on aurait recours à des méthodes de transformation absolument identiques avec celles que nous avons employées dans le cas de l'équa tion linéaire à coefficients constants.
Prenons pour exemple l'équation différentielle
l'équation auxiliaire est
en appelant rx et r, ses deux racines supposées inégales, l'intégrale cherchée sera
y = Ct(a + bx)'* 4- C, (ci -+- bx)'*.
Pour reconnaître ce qui arrive dans le cas des racines égales , mettons l'intégrale trouvée sous la forme
y = Ctp[rg) 4-Ca<p(r,),
et faisons
t\ = rt 4- 1 ; on aura
<p(r>)=:ç{rï + i)=<p(rt) 4- Kpf(rt 4- 0t), / = (C, + Otfr,) + C.t^r, +0.) = Cf(rf)-f- CV(r. -f- *•) ;,
en passant à la limite et remarquant que
ç'(r) = Dr(rtt -f b.r)r — (a 4- bx)r\ {a 4- bx),
on verra que quand les racines sont égales, l'intégrale
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devient
on verrait de même que si trois racines r,, r%, r% sont égales, l'intégrale générale est
x = (a + ^)ri [C -h C"l(« -h Ar) -h CT\(a -h *x)« J
-f- C4 (a 4- focy"4 H- • . .
Comme seconde application, considérons F équation
Di/ -f- x.d,/ -+- x,r = x.
Nous ayons vu qu'il suffira de connaître une intégrale particulière de l'équation sans second membre
Djz -f- X,D, z -f- Xaz = o
pour ramener au premier ordre l'équation avec second membre. Soit z, cette intégrale , et posons y = uzx ; en différentiant il viendra
Dxj = uDxzt -f- *(Dcu»
Dix = uDîzt -+- 7.Dxztiyxu -f- ziïlu.
Substituant dans l'équation proposée et réduisant, on trouvera
(*Vxzt 4- X,s,) Dxu -f- ztDlu = X ;
et en faisant Dxii = *>,
2XDX p 4- (aDxZj -+- X^) c = X.
On tirera de cette dernière équation la valeur de e, et l'on en conclura
u = C -h fvdx, x = *i (C "h Jvdx)*
Exemple :
Dx7+Xir = X;
l'équation en z sera
Djz-f- X,* =o,
THENTE-RllTÏEME LEÇON*
F équation en v deviendra
î.Djt' -f- ?.i*Jyszl ~ X, ou zkih H- 2w/*j = X*£r; multipliant par zu et intégrant , on aura
vz] = Cf-f- (*Xzxdx,
L'intégrale générale de l'équation en z sera
z = Câ«x -f £,*, / — •
Comme nous l'avons vu encore pour abaisser le degré de l'équation sans second membre , il n'est pas nécessaire de connaître une valeur particulière de z \ mais la nouvelle équation différentielle du premier ordre ne sera plus linéaire comme la précédente : il suffit pour cela de
faire z = eJxJ , d'où
f* idx DxZ = te** x9 = tz,
Diz = tj}sz -+- zDxt = (Dxt -f- t*)z
Substituant ces valeurs dans l'équation différentielle proposée, z sera facteur commun, et il restera une équation différentielle en t du premier ordre, mais qui ne sera pas» linéaire, puisqu'elle renfermera des puissances de t.
Exemple :
DJ z -h X, z = o;
l'équation en t sera
D,f -f-f1 H-Xa = o.
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Puisque U,z = z ' = t z, on aura
et il semble que la valeur de t renfermera deux constantes ainsi que la valeur de z, ce qui ne peut être, puisque l'équation en t est du premier ordre ; mais les deux constantes de la valeur de t se réduiront en réalité à une seule. En effet , la valeur de z est donnée par l'équation
Jr* dx — >
OU
C* dx
pn faisant z,^= zt I -y-, et Ton aura, par conséquent ,
251. Faisons Xj = — aoc"\ a étant un coefficient constant, et cherchons l'intégrale de l'équation
Diz — axmz = o.
L'équation en t deviendra
Dxt -h t* = ax™, ou dt -h f a*£r = axmdx.
C'est l'équation de Riccati , que Ton saura intégrer, par conséquent, si l'on sait intégrer l'équation
Dlz — axm z — o.
Pour y parvenir, posons
TRfJlTfi-Ht'ITlLME LËÇOU.
voyons m DOW pourrons déterminer le nombre et et h fonction fc(ii), de manière a satisfaire à l'équation en z\ on a
D'xz = a' x^-2 / u*<p (u)ç-x udu J o
en substituant dans l'équation D^z — aa^z = o , et exprimant qu'elle est satisfaite, on trouvera d'abord que a — 2 doit être égal à m, ou a = w + 2, et que 9(14) sera déterminé par l'équation
/ \*%xàU* — a. (« — 1 ) u — tf] 0 («) * ""* Va == o.
Or, on peut choisir ^{u) de manière que l'intégrale qui précède, prise entre des limites quelconques, soit
égale à ty(u)e~~x*u\ car, e# différend an t les deux membres de l'équation
on trouve î;.;
et cette dernière équation sera satisfaite, quel que soit «, si Ton a
et — I a
on a donc
J[*»xaa> — *(* — t)u—a]Q{*)é-K*utiu=C* * * '"*'%
et l'intégrale définie prise entre les deux limites o eloo s'évanouira nécessairement, puisque le second membre s'évanouit aux deux limites. D'ailleurs, des équations
4,(u) = Cu*e A, + («) = -«■»»*(«),
on tire
et, en substituant pour <f(ju) sa valeur, on trouvera dé6nitivement que l'expression
/.oo - I X*tt f .■ •' "
'dt
vérifie , lorsque a = m + 2, l'équation proposée
Si, après avoir fait, pour abréger, — = &*, on change u*
en m, on trouvera que la valeur de z prend la forme plus simple
■ = CaÇ c «*
da.
Enfin, si dans cette dernière expression on change u en - , ce qui ne change pas encore les limites , on aura
z^:- c «* du
252. H est facile de prouver , à priori , que cette valeur de z vérifie réellement l'équation proposée. Supposons en effet qu'on fasse d'abord
ou bien , en changeant u en ux,
f{x)=l-fu* c udu,
et mettons en évidence quelques propriétés de la fonction f(x). En différentiant, par rapport à a:, les deux membres de l'équation précédente, on trouve v
et, en multipliant par x,
Intégrons maintenant par parties , en remarquant, i° que si l'on fait
on aura
* " = q\ a° qu'en posant de plus
on aura
,.CC ..00 oo
VW = - I pdq=—pq+ J qdpz=: f qdp,
car pq = u'c u s évanouit pour a = o cl u = x. On a d'ailleurs
dp = - u* erudu — a* <rmdu9 Et
qdp = - if"
du — «« e
'du,
et, par suite,
fldp = xf'{x)=f{x)- f\*e U ~^du.
En différentiant de nouveau par rapport à x, on aura
xf"(.v) = u.v*-1 f u* J o
y(x) satisfait donc à l'équation
v udu= rt^-'/(x);
"^- «îr^-2
.ro*:
qui ressemble déjà beaucoup à l'équation différentielle proposée , mais qui est moins générale parce qu'elle suppose que Ton a a = a* = (m + 2)*. Pour lui donner toute la généralité qu'elle doit avoir, faisons
d'où
D7xz= À-'fff(Ax), z*(*x)*~*z, Vlz=A*«.*x*-*z,
et, en posan' Aa = — >
D's — ax*~~l z = ««***.
H est donc bien certain que la valeur
ot k* x* « a x*
e u* </#< = C J c *%a* du
vérifie l'équation différentielle D£z = aa:*— az.
Exemple. Soit a = 2 , l'équation différentielle se réduit à Diz= az, et Ton a
= Cj e 4* l du;
or
r.CO — u* —
et par conséquent
donc la valeur z, = C, V/V e— * V* est une intégrale particulière de l'équation D^z = az. Mais nous avons vu que son intégrale générale était
donc enfin, l'intégrale générale de l'équation D7zz=az sera définitivement
z — C é-*^* -h C cx[/a .
Considérons maintenant l'équation différentielle
une intégrale particulière de cette nouvelle équation sera
évidemment
En changeant u en x y — u, ce qui ne change rien aux limites, et réduisant, on trouvera
afiy
,eo _B*__W.
Donc si <p (x) est l'intégrale particulière de l'équation
différentielle D*z = aaf~* z, z =x<f ( - j sera l'intégrale
particulière de l'équation que l'on déduit de la précédente en changeant a en — a. 11 en sera de même de l'intégrale générale , car si <j> (x) représente l'intégrale générale de l'équation
D7xz = ax
on aura
et par suite
V»(x)=ax*-*p(x),
or, si l'on différence deux fois l'expression z = x<p f - l, on trouvera
et en substituant pour 9* ( - ) » ? ( ~ ) leurs valeurs
donc réellement si <p (x) vérifie l'équation DjJ z = ax*~2z , X(f ( i J vérifiera l'équation D 1 « = ax~*"a que Ton déduit
de la première en changeant a en — a.
Exemple. Nous avons vu que lorsque a était popitif et égal k 2, l'équation différentielle se réduisait à Di z = oc , et avait pour intégrale générale
s = Ce"**'* + C "/^ = <p(x).
Donc si l'on change a en — a , c'est-à-dire si l'on fait a= — 2, l'équation différentielle, qui devient Dlz=ax'*z , aura pour intégrale générale
3 = xq> (lA = x\C e-1T +C"e~r) .
Dans tous les cas , quand on connaîtra l'intégrale générale correspondante à une certaine valeur positive de a, on en déduira immédiatement l'intégrale correspondante à cette même valeur prise négativement.
254. On peut, dans un certain cas particulier, obtenir en termes finis l'intégrale générale de l'équation
Di z = ax*~~* z, c'est lorsque i = ji + ! , <*= — — — ,
/* étant un nombre entier; alors, en effet, l'intégrale trouvée " "
tX* s- J ■
=ci.
deviendra, si l'on y change successivement, i° u en u * ,
X* nA
a° a en m/; et si l'on fait -7 = j, ,C-i- =* C, »
a et
Jr.| 1 *— flif ' L>
Supposons un instant que ce soit égal à 2, l'équation différentielle devient alors Dl z = az , et a pour intc_ T. u. .fi
grale, comme nous avons vu .
ou, en faisant x* = 4J?
comme la valeur précédente de z n'est qu'une transformation de celle-ci , on aura nécessairement, en remplaçant
a et Cpap leurs valeur $, 2, ,
rvt rflB~» du = *$ e-av^v/;f
et en différentiant » fois par rapport ka, on trouvera
j"*^'*'"""" du = (- ,)- V^TraLr*e-'V^\
or, on calculera sans peine dans tous les cas, la valeur de cette dérivée de Tordre n que l'on peut mettre sous la forme f (a:, \/a) et qui à une constante Cv près, sera une intégrale particulière z± de l'équation Dlz =ajc*~~* z
dans le cas où -=/i + J. H est facile de voir que cette même équation sera satisfaite encore par l'expression z% = f(x, — Va), car la valeur de l'intégrale
— au
e "du
reste évidemment la même quand on change l/a en — l/a? l'intégrale générale de l'équation D£ z = ax*'"*, dans le
cas où - = n + h sera donc a
s = C,f(x, \Ai) + C,/(x, -V"a), et s'exprime par conséquent en termes 6nis.
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Proposons-nous d'intégrer l'équation
et pour y parvenir, considérons d'abord l'équation plus
générale D£ y — xy = Ct, dans laquelle Ct désigne une
constante arbitraire : faisons y = Je?* Z dz, Z étant une fonction arbitraire de la nouvelle variable indépendante z, et l'intégrale devant être prise entre des limites qu'il s'agit de déterminer. On aura
Vxy=fe«Z*tUf
et en substituant dans l'équation Dnxy — xy = Ct ,
fe-* Zz« dz — fe** xZ dzz=Ct.
En intégrant par parties, on a
fe** xZ dz = r" Z -/r« dZ ,
et par conséquent
fe" (Z** dz -+- dZ) — «" Z = C,.
La fonction Z et les limites de l'intégrale étant complètement arbitraires , nous pouvons en disposer de telle sorte que la partie affectée du signe intégral s'évanouissant, la différence entre les deux valeurs aux limites de la partie intégrée etxZ soit égale à — Ct . La première condition four-
nit immédiatement l'équation différentielle -y-= — *" dz, d'où Ton tire
Z = C* "-*-', e**Zz^Ce"n^1 e**;
ct la seconde sera satisfaite si , en prenant pour limites
z = o, z = oo ; on fait C = Ct , on aura donc
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Cette valeur de^ne sera cependant quune intégrale particulière ^j de l'équation proposée. Pour en obtenir une seconde , il suffit de remarquer que puisque la quantité Z ne change pas quand on y remplace z par aâ z , at étant une des racines de l'équation «"+1 — i = o, et qu'il en est de même des deux limites de l'intégration, on aura une seconde intégrale particulière en prenant ponr
e "-*-* e'*8* dz. D'ailleurs la différence de ces deux intégrales particulières fournit nécessairement une intégrale particulière yx de l'équation
D"y — xy = o; on aura donc
>(e»-*te*>'x)dz,
d désignant une constante quelconque.
Les n — i autres intégrales particulières s'obtiendront évidemment en employant les n — i autres racines at, «s» • • • ^ an de F équation a"+1 — i = o ; et par conséquent l'intégrale générale de l'équation proposée sera, en faisant Ct + C, 4-C8 +. . . + C„ = c,
(-•! — — cl9 Ct» — — c», . . . 9 Cjt — — - cm9
En différentiant n fois de suite, par rapport à x, cette valeur de y, on verra sans peine que dans l'hypothèse de 2 = o, le coefficient différentiel Dxjr se réduira à la somme c -f- ^i + ct + . . .+ c„, et l'on en conclura que l'intégrale complèlc de l'équation D£j — xy = Ct, s'exprimera par la même valeur de y, pourvu que les n -f- i constantes soient assujetties à la condition
c -+- r, -h rÀ -h . -f- rh r= C».
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236, Considérons en second lieu l'intégrale D£r + abxmy = o, que Ton peut mettre sous la forme
Vif *J
5Lr =
en posant ai = c\ Prenons pour variable indépendante la variable z , déterminée par l'équation
on aura
<& = xadx ,
en faisant
Z = X = - Xmy
et, par suite,
Dir = (m — i)x«-aD,/ -+- x'C-Od; j,
si Ton substitue ces valeurs dans la proposée, elle deviendra
Pour intégrer cette dernière équation , faisons
y=fe—Tdt, on aura successivement
zy = fer«Tzdt = — «r-'*T -t- f*-tgdT, \>My = — f<r"Ttdt, zDly z=fer»Tt*zdt=i — <r-"TÏ* +f*-*d.Tt*i
substituant ces valeurs dans l'équation
vu — i i ^
ise suas la forme
*{ Uij — ç*y)+t—± D,/ = Of
il viendra
(r-**T{ç* — t ») -hfir-tg(d.Tt* — c»</T — - ' Tf«frj — o.
~în égalant à zéro la partie soumise au signe intégral , on mra, pour déterminer T, l'équation différentielle
(/* — c*)dT -h - -Tftfc = o,
d'où Ton tire
dT
m -f- 1 tdt
et, en intégrant ,
Il reste à déterminer les limites par la condition que la différence entre les deux valeurs extrêmes de l'expression
é-*9T(c* — t*) = e-u(cf — t*) ™* soit égale à zéro;
or, tant que l'exposant sera positif, cette condition
sera satisfaite, si l'on prend, pour valeur extrême de t , t = o, t = oo, et, par conséquent , une des intégrales particulières de l'équation donnée sera
= C< f 6'-'s(c* — *») am rf/
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Mais la condition aux limites serait encore satisfaite ai I on prenait pour valeurs extrêmes t = — c, £ = +C; on arrive ainsi, en changeant tour à tour f en cf, f en— cf, à deux nouvelles valeurs de^ ;
d'où Ton déduirait facilement
r = C / V" -+- *-**)( i — r») ^ <fr.
Pour obtenir une seconde valeur particulière, faisons y = zyx , l'équation proposée deviendra
xï>lyx -f- iBxyl = c**+*xn ou
Wr. -+- -77— ri>«r. =^r«.
si Ton prend pour variable indépendante dz = jrar/x . En comparant la dernière équation à celle que nous avons obtenue plus haut
OU
D.'j 4-^;DJir =r»r,
on arrivera à cette conclusion importante , que, si l'équation proposée est Vérifiée par une certaine valeur ^ = J'i, elle le sera encore par le produit xjru pourvu que dans la valeur de yx on change m en — m ; la somme des deux intégrales particulières, obtenues comme nous venons de le dire, sera l'intégrale générale cherchée.
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M* Lubeiio, ji qui nous avons emprunté ce» transformations , ajoyw, eu fcrmina.nl ta Noie, que le» valeurs de y précëJemmetil ironisa peur les intégral c?i complètes des deux équations
conduisent immédiatement aux intégrales complètes des équatâou» aux dérivées partielles DJr = xD^'r, D«r = «- D»r-
257. Pour rendre plus sensibles encore les théories que nous avons exposées , pour familiariser avec les artifices de calcul par lesquels on est forcé de suppléer sans cesso à l'imperfection des théories générales, pour mieux faire connaître l'état actuel de la science , nous avons cru nécessaire de passer eu revue rapidement les diverses classée d'équations que les géomètres sont parvenus à intégrer directement ou à l'aide de procédés plus ou moins détournés. Les équations
Dxjr — ay=o, Dxjr — a**» = o,
si élégamment intégrées par M. Lobatto , sont déjà deux exemples remarquables de ee qu'on peut obtenir à l'aide de transformations habilement devinées.
I. Équations dans lesquelles une dérivée d'ordre quelconque est exprimée en fonction de la dérivée qui la précède d'un ou de deux rangs.
Posons
dy = pdx, dp = qdx , dq = rdx , . . . ,
puis désignons respectivement par Y, P, Q, R,.a. des fonctions de y» P> 9> '",..., dételle sorte que l'on ait
Y =/(,), P = fl», Q = •(«),....
et proposons-nous d'intégrer les éqnations
P=Y=/(.r), * = P = fr», r = Q=: ,,{*),.... Comme on a p = — , la première de ces équations devient
dx — y »
et donne immédiatement
dp
A cause de n = -J-, la seconde donne
dx
Jr-(lP AY-PdP *-fdP y - r ^
La troisième équation » =Q, quand on y substitue pour r sa valeur
r=£'donnc
<Toà
On trouvera de raômo que les équations * = R, t = S, donneront R' ' = J TïJ rJTT'
/rfi 1*1/5 fds Cas Csds
s> ' = J sj sj sj-s*
Corollaire. Si dans las équations
Z-J7' r-JT
on suppose x = P, on aura
*=<*P, jrzzfpgP^Pp-ffy,
ce qui devait être. Si , au contraire, on (ait x = Q, on aura
dx = d Q, <?dx = dp = 7<3Q, /> =/**?, J- =fàQfldQ = Qf ,*) -flQdQ.
ou 9 en transformant,
Si Ton faisait x = R, x = S, on trouverait de même
Gr = RV — 3R»/R^ -h 3R/R»«ir _/R«*. . . etc. , a4r = S4i - 4 S«/S<k -h 6S*fS*ds - 4S/Si<fc +/S'ds. . . .
En conservant les mêmes notations que ci-dessus, cherchons les intégrales dos équations
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pour la première équation q Y , comme on a
pdp=Y4y, F*=*fYdy, ^l/i/»=J,
Pour la féconde r = P, à cause de r = 2-î, on aura
d'où
J i/ïfWdp J l/ay P^
Pour la troisième, la quatrième, etc., procédant de la même manière, on trouvera
V'^TQdq
l/ïfQdqJ l/z/Qdq'
Rdr
la loi est évidente.
Les équations qui précèdent sont toutes comprises dans les deux formules
F(C"V,D>)=<>> F(»rV,D^)=o, qu'on peut intégrer comme il suit : en posant tour à tour
ces deux équations deviendront
et Ton en tirera
dx =/(«)<*•, x = // (i)si + C = j»(«),
TRENTE* Ht ITILME LEÇOK- Si Ton peut résoudre, par rapport a *, l'équation * ->;■ on conhIta !>_,. .r, et, par une suite de qusd raturas, on arriver A à la valeur jp. Si Pou M peut paa la résoudre, on obtiendra y de la nuaière suivante + l'équation D, f es a donne
intégrant toujours par rapport à x, et remplaçant dx par /(s) dedans le second membre , on parviendra, par une suite de quadratures, à une valeur de la former = f (a), et il suffira d'éliminer a entre les deux équations x = y (s), 7" = f (s), pour trouver l'intégrale générale de l'équation donnée, avec n constantes arbitraires.
De même , si Ton peut résoudre, par rapport à a, l'équation x = x (*)>
on connaîtra Djr-1 j, et, par suite, y à l'aide de n — a quadratures qui
introduiront n — a nouvelles constantes arbitraires. Sinon, on obtiendra
y en fonction de a, en intégrant n — a fois l'équation Dx-ir = a, après
avoir multiplié à chaque fois le premier membre par dx, et le second par /(s)rfs qui est égal à dx.
Plus généralement encore, si Ton a
F(x,D>,Dr>,.., D>) = o,
on abaissera de m unités Tordre de cette équation, en posant D,r = *, et, si l'on peut intégrer l'équation
F(x, a, D,a,..., Dr'"*) = o,
puis résoudre par rapport à x ou à a, on obtiendra l'équation en x et en y par les mêmes moyens que dans les cas précédents. Si l'équation était
on pourrait , par le changement de variable i ndépendante , la ramener à la forme
F(y, D,x, D^x, . . ., D*x) = o, et l'abaisser en posant
DjX =3 /».
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Exemple* t -/toi fis parmi les équations que Von rencontre tepfct souvent dans les applications du calcul intégrai.
d*r dT P
*dP=d*> ou ♦"*«« dp
dt — a — , * = G, -4- alp :
3°. -adxd*j = {dx* +&*}*, x=*C, *
Vi -+- p*
â*4ï as
cl * = V//5ârr^4rî est prit pour variable indépendante. On a
pdxdp
d*i = o=i£,xl/i -H />»-+-
dou
l/TTT1*
et | en substituant dans la proposée ,
ad/; __ ap
Par suite, en faisant/? = - ,
<fr =
ïdu
adu
adu
(■*-+- i)t |/«»-hl («t-hl)ï
\zmr%
-4-«l(ii-t-l/l-Hu« ),
-♦Vi-h/»'
ds4r dy
5°- 7^ = «ûrctang^,
dt étant encore la variable indépendante : on aura dx(\ -H/>*)«
= <i arc tang/> ;
dx =
— rarctangf». dy — ^-^ arc lang^;
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> comme la différentielle de are tang/» est — ^JL-, on aura
x = arc tang f> -ha I — P " ,
r= — r=arc Ung /> — a I • — -2- — r,
x = Ct-— £— - — ==arc tangj»,
r=Ct -»- ' _arctang/>.
6°- •Së=0-f-ê» ou «^**/ï+v>
l'élimination de 7 entre ces deux équations donnera l'intégrale cherchée.
1 adp-dp' adï-r>
x= a\r-hC„ y = a,r-\-a — ! lr*-+- aC,\r ■+- C,. 4. 5. a* a* a
/> = a 1 x -H C, , .y = ax\x h- Car-+-Cr
10°. . . = - cos r :
dx* a b
ds = \/dx% -+ djr% est constant j par conséquent,
dsd's = drd<x -h dyd V ^ 0, <*'* s. - ZÎ^L;
aura
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M d'y d**d\r dx h . x _
^ = (l+Vï_::__ =T«*V ^ = *,u^C,f
. = — ~ COI - ^h C, Jf H- C,,
rf'x
«ri(r
on suppose que y est variable indépendante : on aura 12°.
* <lr4 "" <ir*'
dx* ~q' dx* ~~ a" dx* "~ <r* '
^=/«7<*r = « l/«*-t- C, 4-C„ .r = «^ -+- <iC, 1 («/ -h l/?* -+- C, ) -r C, , rx x r
SUS8. II. Équations du second ordre dans lesquelles une des variables x ou y manque; on de la forme F (x, p9 q) = o, F (y, />, 7) =0. Si y manque,
on substituera à q sa valeur—, et Ton n'aura plus à intégrer qu'une
équation du premier ordre, dont on tirera la râleur de p en x, ou de x en p. Si cela est impossible, on tâchera d'exprimer x et p en fonction d'une nouvelle variables ; on aura donc ou /* = X, x = P; ou x = Z„ /» =Z, ; et l'intégrale cherchée sera dès lors donnée par une des trots équations
r = f\dx, ,=fPM, r = JZtdZ,.
Dans le second cas, c'est-à-dire si x manque, des équations dp 4r
a = -7-, dr=z —,
puis l'on substituera celte valeur dans l'équation donnée qui sera du
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premier ordre, et ne renfermera plot que y et p, On on tirera, onp = Y, oo/ = P; ou p — Zlt r = 2,; x item donnée par «ne des équations «OtTAfltei :
■-/*■ -f'i'Wï- <*ft
applications numériques.
o (dx*-*-4r*)i _x_at dp _dx_ *xdx
1 * dxd*y -A-ax» (.^.^"X"" a« '
(<&r'-+-4r,)î _ x' Ctx — t
dxd'y
|/*»-(C,jr. -.«)«'
,= T (C,«-«)dr
ki yx -+-i _ c, _c;
3°. dr(Jx» -+- 4r») -4- x4rrfV = «<*f.r l/dx*n-^«,
. ^dx xxdx
1/V-+- x« a*l/a« + J équation linéaire du premier ordre, qui donne
-+- 2a' — orl/V-hx*
-+-CllAi«-H*»-C,r,
aV = - {*' - | a«x -h | (a* -*-x*)î - * Çx8
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5°. (a*4r* * z*dr*} d1} = «xdx"^ (i*Vl +* **)4f> = nprdxt
{a1/»1 -+- x1} ^ = npxdr,
équation homogène do quatrième degré, par rapport à * et à p. Faisons x =/w, il viendra
— nc;yv<tt« [«• -Ki — ■>» ] ' - " •
Si n = i, on trouvera
ou ou
ap9dx:4-+- x*dp — npx V^dx* h- «'^pS
<?p" h- fx« = nj>x l/i -+- aV , équation homogène par rapport à p et à x. En posant p = ex, on aura
dp _ __ *** h- n* V/^i — nWTâV S""9 n'aV — i '
dx ds dt
*~~q — *~~ * t + as—n* a*s* -h n l/T^n*^s*« -f, <iV
_ <fc I -H os — nW -nj/t- w'ii's* -h a*g
~~ s n*— i — a** •+- (n* — i)<iV '
on obtiendra/* et q à l'aide des équations
p -=. tX) y =zfpdx =/sxdx.
Supposons qu'on ail n* = a, n = l/â, on trouvera
dr_ rf.-(t-j/â) «dk(3 — aj/â)
x "~ « i — ne '
7». dxVr — xAW = «dxrfi |/<iV -f- ds/ « ;
*dj = y/dx* -+- dj * est considéré comme constant : on aura
j. j. /*/dx' ^dr'
1 différentlant, on m
— xdq r= adqy d*OÙ dq = O,
c (* . x-+-a (* x'-h'iax „
8°. dx*dj — xds* dxy = ^
5 est encore pris pour variable indépendante : on arrivera a l'équation
p—qx='
difterentianl, on trouvera
bdq
— xdq = ■
d'où
? = 7rH . > y = \ pdx =: —-- ■
La valeur x= : — r donnerait
-hCt. t
1/TTT7*
_ 6'7(i4-aa'^) &V ; 3&»y 36»
-y-- a(l+lv)« 8(i-r-<iV)"+'i6(i-h«vr^ar lnca7"f* ;
en éliminant 9 entre les deux équations, on arrivera à une intégrale nouvelle qui ne sera qu'une intégrale particulière.
90. abd'y = dx frjj*-i-W , nbq = s/^T^p% = ^^ , équation homogène par rapport h y et p. Voioniy — pz , on aura
^ abz — r* V7*»* ■*- **
« . . /-i ; . . • ** A têt ' '■
et, en faisant yV -h s» = «s, *• = — - ^, -_=-__, .
(*ty* -fr- **} ^ = ttpj-d-r,
équation homogène du quatr-iéntt* dejjré, par rapport h x et à p> Faî»n?:? x =/w, il Wl
,, = (;,[«• -f-(i — »)«,]a(I — ■), *=Cf»[a*-+-(i — n)««]«0 — ■•*,
— nC\fu%du [««-+- (i -.*)*»] »-"
Si r = i, on trouvera
ou ou
#<i«fr» 4- jflWV = »x4r l'aV-t-a af«r% 0/>*<2x;-t- x*dp =. npx \fdx% -+- a'^pS
tff>' H- fx* = npx i/l -Ha'f* 9 équation homogène par rapport à /? et à x. En posant/? = sx, on aura
dp __ _ «** 4- n* l/i — «VT^-aV
dx <fa rfx
~~ T n* — 1 — 2az ■+- (n* — i)<iV '
on obtiendra/» et 7 à l'aide des équations
p = «x, /■ =fpdx =z/txdx.
Supposons qu'on ail n1 = a, » =. V^â, on trouvera
dx«<(r - xAW = «dxrf* 1/dV +rf,/,i
*dj = L/rfx' h- J/* est considéré comme constant : on aura rf'i = o, d:x
ou , en faisant arc cos = y ,
y=za(i — cos y), % ar = { — f — cot |y. • . ..• ""~ **•
Posons p*-hjr* = ** i d'où
/*o> -h fd> =■ qdjr -f- ydjr = *<& et
r« = C>* , etenfaWWI'r'ssry *** =
atl/4«*f — (Ct-i-f)v
Posons encore '
i = aa* — C» -+- aa cos y l/V — C, , il Tiendra
— g (a -H cos y ^a* — C\ ) df
aa1 — C, -h sa cos p [/râi~^Cl
idx = — ûœ — £-
a' — C, -h aa cos y y/a1 — C, en intégrant , et pesant
m = — !-- ~— l d'où C, = . .■ ' . ,~, y a* — C, = y
on aura
m-f-coso aa'(t -t-mcoso)
ax = f — <p — arc cos — -^ £, r" = — - — '*■
Cette équation donne
y*(i + |/i - m») — aa»
cos y =^
orna* • :•»*•
m -+- cos y __ r* (r H- j/l — m') — aa*(i — m*) i -+- m cos <p ~" wîr*(i-4-ï/x — "»*)
et, on faisant ,rt> *
^ = <,(,-!/, -m») f , . = *• + 6« + aa* cos f / ?; '
ïah . a9 — b*
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a* — ( — s- — are co» — r ^ j-i- — JT
* . (-■ — *«) fin ? — f _?— arcsin ^ 1.
13°. d xj (ydjr -+- adx) =. <{r (dx* -t- 4>* * ) ,
</^(Aîr-Hû) = 4r(i-+-fi), <(r-
intégrant.
et
Si Ton faisait Câ = o, on obtiendrait l'intégrale particulière
jr = ap, et x = a\p-+-C, y = C'ea. Si Ton faisait, au contraire. G, = at à cause de /» -+- l/i -r- f * = - et # = . il viendrait
x=«l^ --f-C ou ^*=/i«-f-C'efl.
i3°. dy*—yd*jr = n]/dx*dy% -*- ûVV, >• — qx = n l/p*+ «V ; faisons
il viendra
:/»5 ou p—=pg,
//! — />#' = n// l/ 1 -h a'*8 , ^ — rj = n t/ 1 -t- 11*5 "■ ; differentiant et remarquant que <fy> — «<*.;', on trouvera
d'où
dz — o ou r = -
La première équation donne
1/i-t-aV
'"=C„ ^ = C^H-Ct, rfx = c^cv CxrslfC^H-C,);
TRENTE-HUITIÈME LEÇON, la féconde équation donnerait
/> = $r -H n l/i -*- aV =
Wn-
, dx «V/s _
rfr = ~ = - |h-<kV. * = — a arc tang «s -+-C, ,
et parce que
21S9. III. Équations homogènes.
Une équation différentielle est homogène lorsque, en considérant les variables xtjry et leurs différentielles dx, dyy d*y9 comme des facteur» du premier degré, tous les termes de l'équation sont du même degré. Ainsi , par exemple, l'équation x*d*y -+- xdx*-hy4r% = o est homogène, parce que tous les termes sont du troisième degré. Mais si dxt dry d*jr sont considérés comme des facteurs du premier degré, p, qui est égal à dy dxy
— , sera du degré o, y = -j—j sera du degré — i, etc.; donc, si l'on
ramène l'équation à ne plus contenir quex,.r, />,?»•••> pour qu'elle soit homogène, il faudra qu'en accordant respectivement a ces quantités les degrés i, o, — i,...» tous les termes de l'équation soient encore du
même degré. On en conclura que si Ton fait y = sx:q = , . . . , tous les
termes contiendront r à la même puissance. Cette variable disparaîtra donc , et sa disparition est précisément le caractère distinctif des équations homogènes. L'intégration de semblables équations du second ordre se ramène toujours ù l'intégration d'une équation du premier ordre. En
effet, puisqu'en posante = «", q = -, x disparaît, l'équation résultante renfermera les trois seules quantités a, t et p, et pur conséquent une de ces trois quantités pourra toujours s'exprimer au moyen des deux autres. Mais , des deux équations dy — pdx , zdx -h xdz = dy> on tire
dr dz
on a aussi
d'où
zdx -+- xdz = pdx .
dp = y dx = -tirj
dx dp
dx En égalant ces deux valeurs de — ,
= — ou idz =c pdp — td
» \t*\ i ibTfaiur.
!*•» «IV (.* <•* H- «*x> =. <y ^«r- -*- n» • ; ,
(«titrant,
Si 1>m fcitttl C> t= *>> o* obtwfxiroit ttftltfnlt particslim
S* IV* t*t%*tt» *<* c\v*ir»«y» C* = #, à cawe «I* p -r- 1 t — .-
jr _ *: -— 1- ~r- T ** .• * = «* — C **.
* = Ù,. r=:Cj---<;. £r=:
cs-c>
TREKTE-HUITIEME LEÇOBÏ, Exemples :
l°, jr'rfV = xdxtfy -h %ydx*7 ou x*q = xp -h 5f î
Étoni
d'où
dr __ <fy? __ dp __ du T — T """ /i -+- 3s ~" p — z'
{p + $f)ds=.pdp — *dp9 p = z + l/"4** -+- C|t
ix=j t-h ^ =¥i ,
, _ i + y/aTï* _ / + 1/CV+/' r . c
l/mxMr,-+-«r,<**S
les mêmes substitutions donneront
dz X/mp* h- ns' =z(p — z)dpt
et, en faisant p = zs, '
5 l/mi* -f- n — s* -+- s
3°. nx1 d ly = {ydx — xdjy ;
les mêmes transformations donneront
ndp = (p — z)dz,
et, en faisant p — s = m, on trouvera
, ndtt u — n
dz = 0, *=-7; ,
tt — » CtU *
. u — n . nC,x
7 = nx 1 — - — = nx I •
4«. (dx1 -4- 4r')« = ndxd *jr \/x%-*-y*\
on trouvera
(i +p*jids = n(p— z)dp V/TTT'.
Pour intégrer cette équation , posons
//=tang«, * = tan(j6,
CALCUL IATÉG&AL.
t nation du premier ordre que Ton intégrera d'après les procédé* «nias, au moins par approximation. Cette équation sera réellement imtëible à l'aide de simples quadratures, i° si refit une fonction hoenode de fret de r t car alors l'équation fera homogène et du premier degré; . si f est une fonction quelconque âapt parce qu'alors l'équation est du premier ordre, et du premier degré, par rapport à s : mise sous la forme
elle a pour intégrale
Çdp Çdp
J <M=Z reJ 'pp.
dz =
!° si i est fonction quelconque de la différence p — g ; car, en misant — g = u, t deviendra fonction de w, et, à cause de /> = j -+- u, Péquaion tdg f= pâp — gâp deviendra
tdg = udu -4- udt, d-Z.
d'où
udu r udu
l'intégration est ramenée à une simple quadrature; 4° «», en posant toujours f — z = u, et désignant parP, Q, R des fonctions quelconques . . Vu
de u, on avait t = « -+- car alors l'équation devient
ys -H ris*
P«fc = Qsdu -h Rs »du,
et on sait l'intégrer; 5° si. en désignant par M, N des fonctions quelconques de s, on a
/ = u -+- Mu* -h Nuw;
car l'équation devient alors
Muds -h Nu* - « dz = du.
En général , comme l'équation
tdz = pdp — zdp
peut se mettre sous la forme
udu =. (t — u)dc, on aura
t =z u -+- Su,
si, en désignant par S une fonction des deux variables u et z, l'équation du = SJz est intégrablc.
an posant •on aura
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Faisons * =s.r*, il viendra
«(r H- (i -+- 1) *4r = r*<& -+■ **<fr,
4r __ «fr
* 6 s Je */f
Jr~" «-*-£ 6 — S '
ou
.r(« + ,)«-+-6 (6 -*)*-*-6 =C,i on a d'ailleurs
dx _ djr __ <fc
*" "~ J* ~~ (*-t- *) ^ — *)' ou
<Lr \ dz ' \ d&
ex*-+-6-*Cï-f6
■substituant et posant — ~ = C,
a°. x*rfV = x'dxtfy -f- ixydxdy — fy'ih'',
ou
x4? = x»^ -h ax^p — 4r • :
ici n = a ; posons
^ = x««, j>=xl, ?=«=?, il viendra
l'équation différentielle en « et t sera
a*<fc (< — a*) = dt (t — a*), d'où
I =M, ou i= a'-f-C,.
CÀIXliL ISTÉGKÀL.
sï?> = « — 6, et
dx_ <fr _ d$ cos « _ (cos 6 cos y — gin 6 sin>) <fô
x "~ j>— s "" cos Csin y ~~ cos 6 sin y ~*~" ~~
• __ cos y dS sin €<*6 neosycfê sin 6<f€
% "" siny cos 6 "" i — m si a y cos 6 '
puisque
i — n siu y ' donc
^ _ C, cos 6 y_ C^inC ç= f m*>
i— nainy' i— nsiny' J i — m sin y*
JJ60. IV. Equation différentielle qui deTient homogène quand on y considérer comme ayant n dimensions, et, par conséquent, p et ? comme des quantités de degrés n — i, »-*- a. On peut ramener une semblable équation au premier ordre ; en effet , si Ton pose alors
y = x*zy p = x*-*t, q = *■-»«,
à cause de dy = ^<Lc, 4/* = qdx, on aura
x<fc -+- nzdx = /*£r, x</r -f- (n — i) /«Lr = udx ,
x t — nz u — (n — i) t1 L ^ / J v / »
mais, par hypothèse, si dans Péquation proposée on substitue à y , p, q leurs valeurs en z, t, u, x disparaît de Péquation résultante, qui ne contiendra, par conséquent, que 5, t, u : de cette équation on tirera la valeur de u, pour la substituer dans Péquation du premier ordre entre z et f . L'intégration s'achèvera alors par les procédés connus. On remontera d'ailleurs facilement de la valeur de t en « à celles de x et de y. Exemples :
i°. x*d*y — aydx* -h hxdxdyy ou qx* = ay -+- hpx :
ici n = o ; faisons
il viendra
u =z ay -^-ht\
l'équation différentielle
dz [u — (n — 1)1 ] = (x — n*)<fl deviendra
tr<(r -h (i -h \)tdy = frf*.
el >era intégniblâ, 1* si V-^, X dëiiçnanl une fonction de « et TJ une
l'onction de u ■ a° ai V est une fonction faomoQÈno do degré nul de x et de n ; 3° si Ton ûV = X, hh-X, m", Xtt Xt étant de* fond ion i de xt ; 4°»i
U, , U. ëtont des fonctions de u , on a
Utx-H U,a*
Exemple. *jrd'x -+- 6<fr« = f***^ , «^ -h 6^ = — Jg ;
en faisant p = «tr, ? = *'.r, il vient
Sa»
<ï«+itMj=-
udx
CuMx
ou , en posant u = - ,
multipliant par (x-f- l/a* -h x4)* et intégrant, on trouve
Faisons encore d\>ù
ai*
= ^*-la«r-«, dx=ïdt(t*~l + a*t~X-S)t
.f!)jSfrt„-i.,..^ç^,
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. fr . et ^.€
mais — = udc = — , oi 1 on a
donc
(« -f--j lr=li-+-^l(x-hW/a« +Jt,)=l.ir+C„ .^C'CiO*-»"5,
et, en posant C, = — — C\
\ u -f-l 1 — se /
et, parce que i = (x-+-l/V -t- j»)x,
On intégrerait plus facilement cette équation ramenée à la firme
tiJ*j -H S^' —
dx
en la multipliant par — : en effet, à cause de qdx—dpy pdr=dj, on frou-
yp
.dp Zdj __
dx
d'où, en intégrant,
p V = C* (x -h l/V -+- "a ■'-), j "dy = CVx (x -+- l/V -t- x1 j ' j
une seconde intégration ramènera à Inéquation déjà trouvée.
La forme générale des équations qu'on peut intégrer de cette manière est
Ydp h- Y4r -f- X<£x — o ou P^ + Y/>-hX-o,
P, Y, X étant respectivement des fonctions de/» seul, de y seul , de x seul.
bxdj*
Exemple : xy d *y = ydx àj -+- xdy* -+- - = , ou
[fa1 — x*
*yq =yp -+-*p% -+■
hxt
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i fait.™ l^-v, ? =. ly, on a
« , t/a . , Au'dx xdu—uifr hx dx
du -t- w1 dr 1=1 u H ii' d* -f-
„ x . . , -. - x tir xdr
et, posant \/*r — x4 m f * dtoà xd> == — lie f
lr=-j + | I (C, -+-///) -4- 1C,
et, en faisant C^C'A*,
.jr \/u>-x* C'b+\Sm'-x* 1^ = H- Cl
262. VI. 11 ne sera pas inutile de donner au moins un exemple d'intégration a l'aide d'un facteur indéterminé. Considérons avec Eu 1er l'équation
essayons de rendre ld premier membre intenable en multipliant par
aXjrfr-h-aX.^dx, X,, Xt étant des fonctions de x, et représentons par Xl4rt+*£%rdx4r+'Qdx*=iCdx\ V étant une fonction de.r et de x, l'intégrale du produit J4 .x- > ^- j n 3Ardx,(X.<(r-t-X1.r<k*)
** * ex ,*+ x^)+ T^a___. _J ;
on devra dès lors avoir
Cette équation ne pourra donner par l'intégration la valeur de U qu'au* tant que Ton aura
dXjH-aXjdxsso, é on aura alors
dTT_ ar (*X,d>-r<*Xt) ,rA.<*X« .
au -(b/'-t-c-Hadx-he*1)8 ^^ dx '
, le second membre est la différentielle par rapport hx de l'expression
b^'-hc-hadxH-ex1) dx f
rj~ ~~ **■ ,1 12Llt
b(tp1~+-c-f-adr*t-e**) de
pourvu que )a difleremîelk* du second membre, prise en eonaii comme constante, soit nulle ou que Ton ait
— a<fXt(br»-+-c-+- adx-^-ex')-+-aaXldx(d-hex) (t'X,
b(br,-f-c-Had*-+-e*»)1 r dx
V«<fX,
(br * -+-- c ■+- ad* -+- ex*)' ' or ou satisfera à cette équation en posant
— ^=0, ~dX, (cH-ad*-+-ex,)-+-aXId*(d-+-e*)==o.
Il reste à savoir si ces deux conditions sont compatibles avec celle que nous avons déjà trouvée, dX,~haX,dx = o; or la seconde donne
X, = c-+-adx-*-cx* d'où
X,= -i-=— d— ex, et -— !=o.
* vtdx ' dx*
Les deux conditions s'accordent, et lo facteur cherché e*t donc
atfr (c -h adx -*- ex») — %ydx (d -+- ex),
et conduit à l'intégrale
ày* . j »x toi* n a (c -h ad*-*- ex1)
^l(«+»fe-«-«,)-Va(d-He.)-b(^+e+aJg^)-H<r' = C„
ou , en ajoutant r aux deux membres ,
^(c-hadx-He*')-27^(d-f-cx)-+- gL i-t-cr» = C
d*tV d* br,-^-c-^-adx-f-ex,
Si Ton faisait
c -h 2dx -+- ex* = bc% d'où
, bzdz
d -hej==-5T»
l'équation qui précède deviendrait
bz%dy% ïbjrgdjds , ay1 _ C
"~^ ÔÛ1 MV 4"b(/î+ct)"b'
tt , en posant r = «*>
bs4<fa« _ htfï-dz' , . an1 _ C
d^ dx* "t"euX*"*"b(i-+-u,)~bi
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mais
g%ds* _ (d-+-ex)'
atr» "" b« ' donc
bJdu* ce — d» , _ C-h(C-a)u»
<*x« "*" b " — b (i + u1) ' ou
b**4du* __ C+(C — a -*-d* — ce)»' -^ (d' — ce)ii4 dx' ~~ 1-+-»» '
et, an substituant pour s sa valeur,
dx duV/i -f- w*
c-*-adx-*-ex« V/^+(C--a-+-d'--ce)u*-+-(d'--ce)i/ les variables sont séparées, « est exprimé en x; on a d'ailleurs
. /c-+-adx-t-ex*
Si dans l'équation proposée on fait
c -h adr -4- ex* = b*',
elle défient
et , en posant jr = us,
d* *jdx% __
attdx*
SdlU -H idedu -+- Ud%* -h 77-^ -r = 0.
bV(i -+- «')'
Le facteur qui la rend intégrable est ab {z%djr — jrsdz) ou ih t* du, ou simplement £*du : or , comme on a
.__<**(d-+-ex) b* on aura
_ *dx» dr&rd-l-«r) = edx» dr*(d 4-ftcV (ce - d *)dx* bs b*» b« b**' "~ bV T
L'équation , multipliée par «Via, devient dès lors
ce ™— d * aududx*
t*dud*u -f- ar'rfr^iu» -+- —5— "*■* * •+- b»(H-it«)« = 0Î
elle a évidemment pour intégrale immédiate
11 + ab' ab'(n-«') * ' •* '
.,„ en tire
Vfil^^y^V— ^
Vll-i-»*^
et parce que la valeur do i étant donnée en -r, I« variables ionl îm»p-
dtalement séparantes , la seconde intégration est facile. Bcrr.àrquoaiqw
ce — il ' la valeur de* satisfait h la condition £*d*s = — dr* = *^4-f, qaîdoil
s'accorder avec IVquatbu
Et en effet, de In condition s*d9s — »<£** en tire
2Arf»r = ^^— d*< = tdr*-*— ** = ** ,
Exemple: l'équation
aVdr"
devient intégrable si on la multiplie par le facteur ixldy — ijxdx ; son intégrale est
dx* dx yx -+- x-
En posant y= uxy on arriverait à la transformée dr du \/ 1 -+- u*
265. VIT. Empruntons à M. Liouville deux exemples remarquables d'intégrations obtenues , Tune par un procédé qui pourra souvent être employé, l'autre par une voie complètement détournée.
i°. Considérons l'équation
D> -»-/(*) nxr H-F(r) D.r* = o,
et supposons un instant que le troisième terme n'existant pas , l'équation à intégrer soit
on en tirerait
Revenons maintenant & l'équation proposée, et voyons si, en changeant la constante C en une fonction de yy on ne pourrait pas, dans le cas où F(r) n'est pas nul, conserver à Ja dérivée première la môme forme
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D»r = Ce"-^ W *f . En différentiant , on trouvera
D;y =c e-&W** [DrCD,r - C/(*)] , on , on mettant pour c~ •*'**' r, ta râleur tirés de l'équation
Djr = _/(*)D,.r-r- £o,C Dtaj •.
En substituant cette valeur de D'r dans l'équation proposée, on a
iDrC+F(r) = oi et, en intégrant,
On a y par suite,
D#,=c,-/F(.r).Cre-//M<l»(
équation où 1«* rariablei se «éparent d'ellea-miae» et qui coudait k l'iou*nW «fcMfteo,
On sertit arrivé à la même intégrale si , en supposant on instant /(x) = o , on «fait pris pour équation aajnliaire
Dir-HF(r)D»r*=o.
En notant D* r = r ', et observant que D^jr =y ' D7jr ', on aurait eu
Dr.r'-Kr'F(x)=o, et, en intégrant,
pais, en regardant C comme une fonction de x,
Di/=-F(/)D,/» + |,D,CD,/:
de sorte qu'en substituant dans l'équation donnée, il viendrait ID.C +/(*) = 0, C = C'JA*)**.
D^Cv'/'W*///»*)* etc.
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2°. Supposons qu'on connaisse l'intégrale y=zy{x, «t» «■>•••»**;; d'une équation différentiel te quelconque deJPordre n
/(x, r,D*r, Dj/v .. ,D;r) =/0, jv>', rw, .. ^c-)]= o.
L'intégrale y et tes n dérivées r', y">* • •> .T<">, dépendent non-seulement de x, mais des n constantes cM c„,.., c„. La variable x, an contraire , est complètement indépendante de ces constantes , de sorte qu'es différentiant la fonction/ par rapport à l'une de ces quantité*, c, par nple, on aura
D,/D r+D//D / '-4- D/VD y.*-h...+ Drin)Sl) rC-> = oT
ci ci wi *i
or, si Ton pose Dc y = s, % étant une nouvelle variable, on aura DCt y' = D,,, DCi y" = DJ*,. ., DC| jrOO = D>i
en effet,
t>c, J# = DCi .D*r=D«.Dc .r = D.s, Dr§ y * = Df .Dx^ ' = D*.DC .r ' = Djs,
et ainsi de suite. En substituant pour Dc y, De y ■',. . ., leurs valeurs, on trouvera
* D,/ -h Dx* Dy /-H D^s D//-h ... + D"« D/')y = o,
équation dans laquelle y, y', .T V . ., /W, étant des fonctions de x déterminées par l'équation
y =y(x, cxi c„...,c„),
Dr/, D/y;..., D/")/, doivent être considérées comme des fonctions connues de*, el9 ct,...,c„. Or, cette équation est une équation linéaire et homogène entre z et «es n dérivées ; et Ton sait qu'elle doit être satisfaite par la valeur s=Dc y y puisque Ton eut parvenu à cette équation en faisant précisément Dc y = *; de plus, ce que Ton a dit de ex on aurait pu le dire de c„ eit. . ., e«; donc l'équation
* Dr/-h Dxs D/ /-+- D^ s D/ /-h. . .-+- D"fD/0/ = o est vérifiée par les n valeurs particulières
z = Dcy, *=Dc><r,..., - = DCity, et a par conséquent pour intégrale générale
'264. VIII. Intégration de quelques équations simultanées. i°. M.Binet est parvenu, à Paide des transformations les plus ingénieuses , à intégrer le système suivant d'équations du second ordre
/ est la variable indépendante, x, y, z, , . . sont les variables dépendantes, R est une fonction déterminée de la quantité r-^X/x1 -+- yx -t-r*A4-..., en sorte que
D,R = fDrR, D,R = -DrR,etc:
les équations proposées deviennent dès lors
D' x = -DrR, D«^=^DrR, D* s=-DrR,.... En les combinant deux à deux pour éliminer Dr R, on trouvera
*D\y-J Djx = o, «Dji-jD|«=o, rD;«-«D;x=or., d'où Ton tire les intégrales premières en nombre ■ * ~~- — ' t *D».r— 7Dix = Cn *D,x — xDtx = Cti yï)t£— * D,« = C„... La s>mme des carrés de ces équations donnera
(xDty —^D, xy -+- {SDtx — xDt*y -h (rD,« - *d,x)' -+-. . .
^xM-j'-t- 5,-4-...) (D,*N-D,.r l^-D,s* +-..)-(xD,x-hrD,r-+-*D,«-h...)ï
En multipliant respectivement par <£r, dyy dst... les équations proposées , ajoutant et intégrant, on trouvera
D,x« -+- D.S-hD.s* +... = î(R + B), et par suite, en substituant,
(xD,x +y\)ty -+- sD,z -h. . .)•* = 2r" (R -b- B) - Armais
jrD,x-j-^D,r+- «D, *-*-... = rD,r,
rdr
«Dir1 rrar'JR-hB) — A', «*r=-
l/ai» (R-t-B)-A» *
D,r«=aR-l-aB- ~, D*r = DrR^-^.
On peut, a l'aide de cette formule, éliminer Dr R de la première des
équmtions données DJ x = - Dr R, an troure ainsi
rB]x - *DV =D, >D,x- xD,r) = D,.r»D,? = - ~ - , et, en multipliant par -^ 9
A A r r cette dernière équation prend une forme plat simple quand on fait
A — -A,- Kdr
elle devient , en effet ,
Dl.- •+" =0;
on aura, de la même manière,
ces équations s'intègrent séparément, et, en désignant par mi9 *\, «,, bti... , «., bm des constantes arbitraires en nombre an, on aura
-=ateo«^ -\rbi siny, - = atcosy+&asiny, - =aBcoty-f- fc, sin^p....;
l'équation
di =
rdr
donne d'aillé urs
et comme R dépend uniquement de r, on aura r on fonction de t -+-* : f , à son tour, sera donné en fonction de r, et, par suite, en fonction de 1 «+■ « , an moyen 4e l'équation
c r Adr
Jrl/'ar>(R-+-B)-A4
En remontant ensuite aux formules qui donnent les valeurs de - . -, . .,
les n variables seront exprimées elles-mèmos au moyen de f+«, de A, B, et des an constantes at, b0 atJ &,,. . ., c'est-à-diro que dans ces expressions il entrerait, en apparence , on -h 4 arbitraires, qui devront être liées entre elles par plusieurs équations, car le problème n'admet que an
constat tes arbitraires. Et, en effet, si Ton substitue pour- t "-, - , . . . leurs
valeurs dam l'équation
on trouve, en employant pour abréger une notation connue, cos* <p2a\ -+- sin'aOSA* •+- a sin y cos y 1axb% = 1 ,
et cette équation, qui doit avoir lieu pour toute valeur de y, entraîne les trois suivantes
2a? = i, Zb\ = I, 2*1^ = 0;
la constante 6, d'ailleurs, se confond avec a,, biy qu'elle modifie seulement, car
ax cos (f -4- 6) -h &, sin (y -4- € ) = a* cos y -4- b' sin y ;
donc les an -+- 4 constantes apparentes , réduites d'abord à an h- 3, qui sont B, A, a, a„ &„..., sont liées entre elles par trois équations , et ne Tonnent en réalité que in constantes arbitraires. Les deux intégrales
/' rdr r dr 1/V»(R-hB)-A» ' Jrl/âT^R^BpTF'
qui semblent étrangères Tune à l'autre , et indépendantes , peuvent cependant être ramenées à une origine commune. En effet, supposons que R soit une fonction de r, déterminée par l'équation
Jt= r^Var*(R-+-B)-À»,
il est évident qu'on aura
t -f-* = DBH, y -4- € = — DAH;
les deux intégrales sont donc, au signe près, les deux dérivées partielles de la fonction A, de laquelle seule dépendent les variables *, r, s,. . .. Il résulte de ce que nous venons d'établir, que réqnation
D'xrrDrR.-,
transformée successivement en
et
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a pour intégrale générale
x = r{at cosy -+- bt tin f). *+ ax , bx sont les deux constantes arbitraires. Afin de donner un exemple, supposons R = -; l'équation à Intégrer sera DJx-f-— =o, r étant donné en fonction de t par l'équation
/.. rdr :
y/,*fr.B)-u
ou , en pount B=
r, A'=m«(._e'), rdr
faisons encore
'« — r = <M>cos4» o« r = a(l— ecos4)> 4 étant une nouvelle quantité auxiliaire , on aura ^
<-+-« = Jj-^(i-ecos4)tJ4, 4-esin + =(n-«)y^,
rfa,_ A ^=V^ma(i-ga)^(t~gcés4)<i4_V/'riPi4 ^ r* '"" a'|/m(i-ecos4)' ~~i-*coa4'
tangt=i--==.tnngi, cos« = ~ r = -* ~ -,
a \/i__c °a T î — ecos4 r
a8ïn4V/i— «* , . x . . tty ;
sin^= , x=aa((cos4 — e)-habt &in ^>V^ i — «• •
On n'aura plus qu'à remplacer 4 par 8a valeur en f pour obtenir Pintégrale cherchée , mais il faudrait pour cela résoudre l'équation transcendante
ta 4 = (!■♦-«) y'j
On peut obtenir plus facilement la valeur de lenx: posons
aat = ccosy, abl \/ \— c% = etin y, c et y étant deux nouvelles arbitraires , on aura
cos(i| — y)=zecoBy-\-- , 4=>~*~arcco,( — h^cosyl , (*-+-*) y ~i ^>-harccos(--Hffcos> j — esiuyl — h<?cos> 1
— ccosyy i — { — hrcos> J .
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fiefile de faire disparaître de celle, Rentière équation'J'areeoa es t dans un seul membre .<et prenait les cosinus des taux membres, résultat sera l'intégrale générale de l'équation du second-ordre
et une fonction de t donnée par les deu3Lformulesr -T
= a(i— ecos4), 4-«in{=(Ha)yî.
• Remarque. Si A* devenait négatif, y serait imaginaire), dans ce cas , néanmoins, l'équation différentielle s'intègre encore. On a alors
r rdr
J l/V(R-r-È) rdr
t/V«R-t- A1' en comprenant la constante B dans R, on en conclue successivement
et, en posant
, Kdt \dr
^ r' 'Var'B-H A»'
D'.--- = o, f^^ef-f-V-f.
On serait arrivé au même résolut en passant du réel à l'imaginaire, et
remplaçant r par r V/^T, R par R l/— i, y par y V/— i, laa quantités
ain(y W^— i)j cos(y V^—î) perdes exponentielles iinagiaajft».
Seolie. Lorsque leur nombre ne surpasse pas trois , les équations que nous avons intégrées se rapportent au mouvement d'un point attiré vers un centre fixe, par une force dont l'expression est DrR. L'intégration de
l'équation DJ x -f- — r = o renferme toute la théorie de mouvement elliptique.
Considérons les équations
M, VT1T -H Bf , rf% -i- M, D^V -H.*. . * ï\,
Nt D>-f N,D"\r -h N, D> -H.. .«T„
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que Ton peut mettre tous la forme très-simple
XMD^T,, 2ND|V = Tt,
et dans laquelle T, et T, sont des fonctions quelconques de la variable indépendante i , et de une ou de plusieurs autres variables ainsi que de leurs dérivées. Si les coefficients Mt, M, , M,,. . . , Nlf N„ N„ . . . , sont constants , il suffira, pour éliminer r et ses dérivées, d'écrire, à la place der, T, dans le premier membre delà première équation , T, dana le premier membre de la seconde, et d'égaler les résultat!, en sorte que l'équation finale sera
2MDPT, = 2ND?T,.
En effet, si ron différontie tour à tour la première équation mt fois, s, fois, n, fois, etc., on aura
2MD,m"+"%=Df»Tl,....
Multiplions respectivement ces équations par N„ Nt, Na,...,et ajoutons, Téquation résultante pourra évidemment se mettre sous la forme
2MD''YN,D%-+-N,D>-i-N,D>-f-... \ = N.D^T.-hN.D^ T,-....
ou, en vertu de la seconde des équations données,
2MD7Tt = ïNDl"Tl,
ce qu'il fallait démontrer.
Si les deux équations proposées sont linéaires en x et en j , et ne contiennent que les deux variables, et la variable indépendante f , on pourra former à volonté, par le moyen précédent , l'équation finale en r ou eu x, et, chose remarquable, ces deux équations finales différeront seulement par le terme fonction de t qui ne contiendra que cette variable. Il en résultera que les valeurs de x et de r seront de la forme
x = CtrM -h CtcV h- C,eV-+-..., y = C'cM -+- CeV -+- CeV,
C„ C„. . . étant des fonctions de i, que l'on saura déterminer par les méthodes connues , dans chaque cas particulier ; et les quantités x,, x„ x,,... étant données par une équation commune.
Si Ton avait m équations entre m ■+- i variables à coefficients constants pour toutes ces variables , moins une, qui sera la variable indépendante, il suffira, pour éliminer trois d'entre elles, d'ordonner le premier membre de chaque équation , par rapport à ses dérivées, après avoir fait pas-
1er toutes les autres dans le second membre ; on comparera ensuite Pane quelconque de ces équations avec les m — i autres. On formera ainsi m — i couples d'équations entre lesquelles on éliminera la variable en question, comme il a été dit ci-dessus, et Ton n'aura plus que m— 1 équations entre m variables. En eontinuant de la môme manière, on arrivera à une équation entre deux variables seulement; on conçoit qu'il sera dès lors facile de remplacer les m équations proposées par m autres équations dans chacune desquelles entreront seulement la variable indépendante et Tune des autres variables qu'il s'agit de déterminer.
On peut conclure, « priori, l'ordre de l'équation finale, si, par exemple , on a m équations du premier ordre ; le procédé Indiqué conduira à m — i équations dn second ordre , à m — a équations du troisième ordre, à m — (m — i), ou à une équation du m"** ordre : et, en général, si m, n , /»,. . . sont les plus forts indices de difTérentiation pour chaque variable , m-t-n-hp sera le nombre indiquant l'ordre de chaque équation finale. Cette méthode d'élimination a été donnée, pour la première fois , par M. Favre-Rollin.
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Réduction d'iio système de m équations simultanées du premier ordre à une seule équation de l'ordre n.— -Intégration par séries. — >ïote sur les intégrales singulières des équations différentielles d'un ordre quelconque.
266. 3\ous avons vu comment on pouvait ramener l'intégration d'une équation différentielle de Tordre // àliutégration de n équations simultanées du premier ordre : réciproquement, on peut aussi se proposer de ramener l'intégration d'un système de n équations simultanées Ju premier ordre à celle d'une seule équation de Tordre «.
Supposons, en effet, qu'on donne n équations de la forme
Il s'agit d'éliminer entre ces n équations les // — i variables y, z, . . . , et d'arriver à une équation qui ne renferme plus que la variable indépendante / , et Tune des variables dépendantes, x par exemple. Pour y parvenir, on différentiera n fois la première équation, en ayant soin de substituer à D, y, Dfs, . . . , leurs valeurs tirées des // — i autres équations : on obtiendra de cette manière // — i équations nouvelles
l),\rr= ,?,(/, .r, r,s,...), D?.r = çu
i>/.r — ••<, . ., n;.i. — jH,
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qui, jointes à la première équation donnée Dtx=f%(t, x, /,...)*
fourniront les moyens d'éliminer les n — i variables dépendantes j-, z,..., et conduiront à l'équation différentielle cherchée de Tordre n, entre t et x. Après avoir intégré cette équation , on en tirera la valeur de x et de (es dérivées successives, avec n constantes arbitraires, pour les substituer dans les équations
Dix=/ly D?.r:=<p„ D}x = Çi,..., T>?x=:fni
qui donneront les valeurs des n — i autres variables, ou les « — i autres intégrales cherchées.
Exemple : Considérons les deux équations simultanées
Dtx=y, D, >=•*;
on tirera de la première
D'x = D, y , ou Dfx = $7 = x.
Comme y se trouve immédiatement éliminé , cette dernière équation , D/ x = x , est précisément l'équation finale ; intégrée, elle donne
et Ton en tire
et, par suite,
c'est la seconde intégrale cherchée.
267. Nous avons dit qu'en général , l'équation finale sera du n"""' ordre , et que son intégrale renfermera n constantes arbitraires. Il peut cependant arriver, dans certains cas particuliers , qu'elle ne soit que d'un ordre inférieur an, et que son intégrale renferme moins de n
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constantes $ mais on verra qu'alors, pour arriver à la valeur des autres variables dépendantes, il faudra effectuer certaines intégrations qui compléteront le nombre indispensable de constants. Supposons, par exemple, qu'on
donne à intégrer les trois équations
ôh tirera de Jâ première
D}x = Vtjr -+• Di»?= y ■+• *,
et Ton sera dispensé de différentier une seconde fois, parce
que Ton élimine immédiatement j et i entre les deux
équations >
Vtx=y + *, b,rar= ;,+ *,
qui donnent pour équation finale
D<ax = D,x, qui est du second ordre seulement, et qui a pour intégrale
x = Cx -+- C^é.
Cette intégrale ne renferme que deux constantes \ mais aussi, pour déterminer les deux autres variables, on n'aura qu'une seule équation, CÈel =y + z , qui ne suffira pas : on en tirera
et, en substituant pour x et z leurs valeurs dans l'équation Dty = x + z, on aura
Dty =Cl-h *Cte' — y.
Pour intégrer cette équation linéaire , il suffit de multiplier par e\ On trouve, de cette manière,
y = C + Ce'-hCs*-',
et Ton voit apparaître la troisième constante. Les trois
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intégrales
x = Cx + (V, y = Ct -h C*e< 4- C*-<,
ont toute la généralité voulue.
Supposons maintenant que les n équations données renferment avec la variable indépendante t, x et ses ni premières dérivées , y et ses m" premières dérivées , z et ses m* premières dérivées, etc., et que Ton ait
m' -h m" -hm* +. . .= /w,
on pourra les ramener au premier ordre à l'aide des équations connues
D, x = *', DfX' =*",..., D,*(",-*> = *<*-">,
et l'on aura à intégrer un système dem+n équations simultanées du premier ordre que Ton ramènera à l'intégration d'une seule équation de Tordre m + n.
268. Lorsque aucune des méthodes par lesquelles nous avons appris jusqu'ici à intégrer les équations différentielles ne réussit, on essaye l'intégration par série. Exposons en peu de mots cette nouvelle méthode, qui ne doit être employée qu'avec beaucoup de réserve.
Considérons d'abord l'équation différentielle du premier ordre dy =ft (x, y)dx, et supposons qu'il s'agisse d'exprimer, au moyen d'une série, l'intégrale générale de cette équation , ou une valeur de y qui satisfasse à l'équation proposée, en prenant pour x = x0 une valeur quelconque donnée yQ. L'énoncé même de la question suppose que l'intégrale cherchée est développable en série convergente-, et, par conséquent , intégrer par série c'est résoudre tout simplement le problème suivant :
En supposant que la valeur la plus générale de /, qui vérifie l'équation proposée et se réduit à y0, pour x = x^
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puisse être exprimée au moyen d'une série convergente, déterminer cette série.
Or, la solution de ce problème est. très-facile ; car, i° si la série convergente qui doute la valeur de jr-qpiste réellement, elle devra cçïncïder avec celle que donnerait la formule de Taylor ; 20 de l'équation
rfr~/t(*,r)<**, ou r' =/G (fc/>), on déduira, par de simples différentiations , les valeurs des dérivées successives de jr9
/=/.(*>/). /" =/*(*,/), rtr=A{*> r),...,
et en faisant , ' dans les équations obtenues , x = x0, J =Joj on aura
yo =/t(*o, y**), 7 "- =/*(*>» x«)y y b =/s (*o, ro)i . • . , et par suite , en vertu de la formule de Taylor,
Y = Vo H j /« (jTot ro) H — /■ (*•* /o)
Voilà donc la valeur cherchée de j- \ elle sera admissible si la série du second membre est convergente. Dans ce cas, comme elle satisfait évidemment à l'équation proposée, se réduit h yQ pour x=xQ, et contient une constante arbitraire /0, ce sera nécessairement l'intégrale générale cherchée. Si l'on peut exprimer en termes finis la somme de la série convergente, on aura, en termes finis, l'intégrale générale de l'équation proposée.
Prenons pour premier exemple l'équation très-simple dy = ay cl*, y' — «r, on aura y "= a/ = *\r, f= «'/ = <**y, y" = «y = a*y, . . . ,
/• = «r# > /. = «'/• » Sl= a*Xo i riT = *%>
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La série du second membre est toujours convergente et a
pour somme^e I"* ; on aura doncy =fo e* ^x""x°' ou simplement y=Ceax, comme nous le savions déjà.
269. Ce que nous venons de dire s'étend, sans difficulté aucune , à une équation d'ordre quelconque n
D> = /,(*, r,LVr, Dir,-.., d"- y).
En effet, chercher l'intégrale générale d'une semblable équation , c'est, comme nous l'avons vu , chercher une valeur y qui satisfasse à cette équation , et qui soit telle , de plus, que, pour x = x0 , elle et ses n — i dérivées premières y \y \y* ",. . -,Jr("~1) prennent des valeurs données J*-> y\-> Jr"o5*«-5 3fi>~%)* Cela posé* s* ^a série qui exprimera cette valeur cherchée dey est convergente , elle coïncidera nécessairement avec la série que l'on déduirait de la formule deTaylor. D'ailleurs, de l'équation^'0 =/„ on déduira jr<^«>=/;+1[x,^
et en faisant dans ces équations x = x0 et par conséquent 7 =/o, y =yê, y"=y\> • • • » y{m~l) =y{rl), on aura les valeurs J^, J^""1 l)t • " » °-es dérivées de l'ordre n et des ordres suivants , correspondantes àx=x0; on aura dès lors, en vertu de la formule de Taylor,
r=J«-r-i — r* + , a Ja -h...
Ce sera l'intégrale cherchée , car cette valeur est admissible, puisque, par hypothèse, la série du second membre est convergente ; elle satisfait évidemment a l'équation proposée ; elle prend pour x=x0> avec ses n — i premières dérivées, y., y\ j("~"IJ, les valeurs données y*, y#v»^,#u" 'H ou, ce qui revient au même, elle contient n constantes arbitraires.
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Exempte : Considérons l'équation on aura
r7="/. > f! = a%Xo, y\ = «%y\ , fx = «Vo, • • • > T. 1.9 1.9.3.4 J
Les deux séries dont *& compose le second membre sont convergentes; elles ont pour somme
eat(x—x0) + e—a\ (x— x0) y tf«i(x— x0) __ tf— «T(*_ *0)
'• 5 rf ;
En ajoutant ces deux expressions, on aura la valeur de/, qui peut se mettre sous la forme très-simple
y = C,Xtx 4- Cte-^'.
Cette même méthode , appliquée à l'équation
*DJ ^ -+- ïD*y 4- n%xy = o, donnera , pour son intégrale générale 9 Ct sin 9tx -h C% cosnx
270. A la formule de Taylor on peut substituer la formule de Maclaurin , en donnant à xQ la valeur particulière o ; mais alors il faut bien prendre garde à la valeur correspondante que Ton assigne by\ car cette valeur peut être telle , que quelques-unes des dérivées de y deviennent
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infinies ; et alors W développement sera devenu impossible. Ainsi, dans le dernier exemple que nous venons de citer, si Ton fait x0 = o , et que Ton donne à y, y' les valeurs arbitraires y0,y\, l'équation
xDlx -h 2D, y + n%xf = o,
qui se réduit d'abord à ocy" + zy\ = o, ne pourrait être vérifiée qu'autant que l'on supposerait j-" infinie ; mais dès lors on ne pourrait plus recourir à la formule de Maclaurin : il faudrait nécessairement , dans ce cas, admettre que y\ est aussi nul. Dans cette hypothèse, de l'équation
xDlx ■+■ »D* y ■+■ "a*T = o, .
et de ses dérivées successives
xDlx -*" 3Dir + *axD,/ -*-** x = o ,
on tirera
« — n%y* .*' _ „ it _ w4Jo
x: = o, jr^ = -î5if...,
"r,Vl""i.a.3 + i.a.3.4.5 "7' îr en ; donc
Or, le facteur entre parenthèses n'est autre chose que stn/zx
sin nx _, sin /*x
= Xo = Ci
Cette valeur de y n'est évidemment qu'une intégrale particulière, car elle ne renferme qu'une constante T. 11. 44
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jj^Straire. Mais il est facile de remonter à l'in&||4|e générale à l'aide d'une méthode que nous avons Afy souvent empk*j^| £t qui consiste à regarder Cu non plus comme une constante , mais comme une fonction indéterminée fax. Différentions, en effet, la valeur
yx = c% , eflfrremplaçant C% par une variable «*, et
exprimdjîp que cette valeur satisfait- encore à l'équation proposée f nous trouverons ainpi* fonte réduction faite*
Dju, 4- ^nDMutcoln0 s= o.
En posant Dxu, = i>, cette équation, r*|Qf née au premier
ordre, deviendra
Dse 4- ajipcot» = o»
et donnera
sm'/ur et, par suite,
„, „„ Csm*£-h C eeénx ux =.C -4- C"cot/i#, / = •
telle est l'intégrale générale cherchée. Si l'on considère
à part la seconde intégrale particulière y% = , on
voit que réellement sa dérivée seconde devient infinie pour x = o, et qu'elle ne pouvait, par conséquent, être développée au moyen de la formule de Maclaurin.
271. Souvent, aux séries de Taylor et de Maclaurin. on substitue les développements obtenus par la méthode des coefficients indéterminés. Cette marche est même quelquefois préférable ; elle est seule admissible lorsque la série qui représente l'intégrale cherchée doit renfermer des puissances négatives de la variable indépendante : on fera, dans ce cas ,
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ou, en faisant x — x0 =s z, dx = *fe,
jr = x0 -h * ,** -I- a,z*~*~l 4- a^z*** 4- . . . , ^
puis ou déterminera les coefficients indéterminés *t, a*,' , *r8,..., et l'exposant a, parla condition que la valeur de y satisfera à l'équation proposée et prendra, pour x = x0, ainsi que ses dérivées jusqu'à Tordre n — î inclusivement, l^s valeurs données yoy y\ ,. . . . Supposons, pour fixer les idées, qu'on demande une valeur de y qui satisfasse à l'équation
dy — ydx — bx*dx = o ,
et se réduise à o pour x = o. En posant, comme font a l'heure,
y = «I«•-+-"flU•■*", + «I*""*"3 4-. . . , ■'- ■
on trouvera
Cette équation devra être vérifiée quel que soit s, et comme b n'est pas nul par hypothèse , il faudra d'abord faire a — î = m, a = m -f- i ; l'équation devient alors
[*-«,(w+i )]*■ -f- [a, — aa(/* 4- a)]*"*4-1
a, — asfaH-S)]*""-1 4-.. . = o
et entraîne les équations suivantes
b — as (/»4-i)=o, a, — a2 (m -f- a) = o,
a, — rt3(rtt-h3) = o,. .. , ï
d'où
(w-Hij(mH-a)'
I)<m-^-s)(!lt4-3),-",
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La série du secjMJ^ membre jqpt toujours convergente,
puisque le rapport de deux tarîtes consécutifs converge
▼ers la limite o, donc la valeur précédente dey jsa| ad-
, tnissible et remplit toutes les conditions énoncées:^ -
Dans le cas particulier oùm = o, l'équation prq§aféi
U t.c se réduit i djr — jrdx = o, et l'intégrale devient
J L i.a i.aS i.a.3.4 J fc
comme cela devait être.
. Prenons pour second exemple l'équation déjà traitée
et faisons plus généralement
y = ax* -+• bx* -+- c*> -+- . . . ;
il s'agit de déterminer les coefficients a, by c, </,..., et les exposants a, S, y, ... ; on a
D, r = a»**"1 4- * Ôx6-1 -+- cy x>*"' -h . . . , et , en substituant dans l'équation proposée , il vient
En supposant que les nombres a, 6, y,... soient rangés par ordre de grandeur, a — 2 sera le plus petit des exposants de x dans la dernière équation; et comme d'ailleurs cette équation ne pourra subsister, quel que soit x , sans qu'on égale à o les coefficients des diverses puissances de x, on devra avoir^avant tout,
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et comme a ne peut être nul, il faut que l'on ait
a = o, ou m = * — i .
Prenons d'abord a = — 1 . Les deux plus petits expo-. sanU qui viennent ensuite sont a et 6 — 1\ ils peuvent être égaux ou inégaux : s'ils sont égaux, le terme AS (6 + i)x6~ a, ne pouvant se réduire avec aucun autre» devra être nul de lui-même , ce qui ne pourra être qu'autant que 6 sera égal à o ou à — i : on ne peut faire 6 = — i , car ê doit être plus grand que a = — i j *k)nc ê = o. On arrivera ainsi aux exposants a et y — a, qu'il faudra égaler, car le terme ri* x* ne pouvant s'évanouir séparément, doit se réduire avec un autre : il en résulte
y = i, n*a -+- cy(y -f- î) = o ;
en continuant de la même manière , on trouvera
J = 2, n%b -f- d8(ï -f- i) = o, i = 3, n*c -h et(t -h i) = o,
Les deux premiers coefficients restent, indéterminés, comme cela devait être, et serviront de constantes arbitraires; les autres seront donnés par les équations
/i4« nïb
et Ton aura pour l'intégrale cherchée
, / rt*** /*4jH \
6g* fHfi+pvrtowAi.
ou
$i*|jbKeu de faire *=— i ,» on avait faita=o , on aurait qhtttou, au lien de l'intégrale générale, Intégrale parti*
culière y =a . Et, en effet, égaler à o le plus petit
exposant a , c'est admettre que le développement ne contiendra aucune puissance négative de la variable, et que ja dérivée seconde ne peut pas devenir Infinie pour x=o ; c'eéfepar conséquent exclure formellement la seconde inté- ;£rale particulière. *
fjmfA'. Considérons l'équation
• D'r '£*$= k*Xi
faisons
y = ax* -f- «.x*1 -h *,**• -f- as** -K . . y
en substituant pofer ^ et D* y leurs valeurs, on trouvera
*«(* — i)«*^a -hfl, ««(«»— i)^'""* -4- a, *,(«,— i)*""»-*-K..
et cette dernière équation ne pourra devenir identique qu'autant que l'on aura , en désignant par am et am un exposant et un coefficient quelconques de la série,
ces trois équations déterminent complètement tous les exposants et les coefficients de la série. On satisfait à la première en faisant a = ooua = i. Aces deux valeurs correspondent deux séries distinctes, renfermant chacune un coefficient arbitraire, et qui toutes deux vérifient l'éqnadon donnée , dont elles sont des intégrales particu-
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fièi*es *, la somme de ces4eux séries sera dès lors l'intégrale cherchée, et en désignant par CtJ C% deux valeurs du premier coefficient a, resté indéterminé, on aura
* L1 "*" (/i-hi) (0+2) "**" (*+i)(/iH-a)(2/* + 3)(2«+4)~K' J
"* L1 + (* + a) (*+3) + (*-h2)(* + 3)(2/i -h4)(î/t + 5) + ' * ' J Si /i=— 2, c'est-à-dire si l'équation donnée était
tous les dénominateurs de la série s'évanouiraient; mais en remontant à l'équation «m= a -+-m (ji -+- a), qui détermine un exposant quelconque, on trouvera
«* = *, et par suite
/ = (a + a, + fli + «}+...)/ = Aj^;
cette valeur, substituée dans l'équation
donnerait
/ v il i±Vi — 4*.
« (« — l) -f- * = O, et =r !- 2- >
en appelant a , a" ces deux valeurs, et désignant par C, C deux valeurs arbitraires- attribuées à la quantité A restée indéterminée , on trouverait définitivement
/ = Cx*' + (T/.
L'équation du second ordre que nous venons d'in
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tégrer peut facilement être ramenée au premier ordre; il . suffit pour cela, comme nous l'avons vu, depoierjr=^**r ; on trouve en effet ainsi que l'équation transformée est
c'est précisément l'éqaation de Riccati. Sîï'on savait l'intégrer etqn'on put, par conséquent, en déduire la valeur de s, on déterminerait^ i l'aide de l'équation jr=e'a** au de la série ' *
Réciproquement, comme l'équation de Riccati
devient
D*« = abzx*
quand on fait
on pourra l'intégrer au moyen de la série trouvée , qui donnera z, et par suite y, qui se déduit des par une simple différentiation. L'équation
_« js.m _ ,
Dxr -+- — D.r = h,
que l'on déduit immédiatement de l'équation
en changeant x* en a: et faisant.
itn = ■ , b = — — .
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est donc censée avoir été aussi intégrée par séries. Il en est encore de même de l'équation
laquelle , en faisant y =.jTz^ devient
D»*-h— T)xZ = bz.
273. Si nous avions cherché à intégrer directement par séries l'équation transformée o
nous aurions eu à rendre identique l'équation
a[*(a— 1 )— m(m— 1 )]j^— a-+-«a[«e1(«i1 — i)— /w(/w— i)]ar*»"""a-f-. . .
= bax* -hbatxXi -h ta,**»-*-. .., ce qui aurait entraîné les conditions
a (et — 1) — m (m — i) = o, a m = « -+- im , *«[«*(«»— 1)— m (m — i)]= bamm,l .
La première équation fournit pour a deux valeurs
La troisième formule , quand on y met pour am sa valeur tirée de la seconde, devient
am [«(* — i)4-ajw(»-+-a« — 1)— i»(m — î)^***»,,
ou plus simplement, puisque a(a — i)— m(ra — i) = o,
im(im 4- 2« — 1 ) 0»= 6 Hm^x ;
on trouve dès lors pour l'intégrale complète exprimée en séries
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w»-t-i) 4-4(mi4-i)(î 6*» ft*x«
Les séries qu'on vient d'abtqnir ont cela de quable , qu'elles peuvent être sommées et remplacées par des intégrales définira» En effet f quand Aans la formule (5), page 38,
P. „ f _ .sin^i <*•'-'*
on fait
il vient fsin^-'Ocos***^ =
aiw -h a* — 1
aw""1 fsin^-'ôcos^-^
Si Ton prend o et « pour limites des intégrales, la partie intégrée s'évanouit toutes les fois que a est une quantité positive , ou une quantité imaginaire à partie réelle positive , en sorte qu'on a
En vertu de cette dernière rektio», l'équation
2m (sur -h 3* — t)am^zkam^x sera satisfaite si l'on prend
i.a.3 . .(2/w — \)im Jo
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et par suite, en attribuant successivement à a les deux valeurs m , i — m , on peut mettre l'intégrale obtenue sous la forme
/*/ bx* b*x* \
or
bx* A b*x* à b*x6 6o
m y _ yy . I xV/ïcosfl 1 — xl/acOSÔ
= cos»k — ixK 0COS0 =-e -f--£
donc
„Ue +5* >in'~
Cette expression peut se simplifier encore, c*r on a , à cause du choix des ltinites, et de la nature des fonctions sind, cosô,
J»ar — /tops A - P* /*0O§6
e sin 0«# =r I * sui <$;
donc
X=CtxmJ e m*m-t$€Ê+Cwatt-m I e atï-^dB.
Ces transformations supposent , comme note l'avons dit , que a est une quantité positive , et par conséquent que m et 1 — m sont des nombres positifs, ou que m tombe entre les limites o et i : si cette condition est satis-
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faite, l'intégrale générale de lVnpiatWJW
sera, exprimée parles intégrales définies. QaaûnA m c*i égal à o cm à i ; l'équation se réduit à Dly = *f , et Vos sait que, dan» ce cas, elle a pour intégrale ooiàpiète
y=:Cte* -h C, c Qànd on fait m 5= -, on a
Les deux constantes se confondent en une seule ; l'intégrale n'a plus la généralité qu'elle doit avoir. IVrar obtenir l'intégrale complète, il faudra recourir à un artifice de calcul déjà employé : on fera dans le ternie qui multiplie Cl9 m = -, et dans celui qui multiplie C,,
m = — f-e, puis on développera (:rsin*0) par la formule toujours convergente qui donne le développement de a— •: de cette manière, en posant Ct + Ct = C, C,e = C", et faisant ensuite c = 0, on trouvera
y=C\SÏ ! e d9+C\/ïj c \.xÙn*0dQ.
Si m était plus grand que 1 , on ne pourrait plus admettre la série qui multiplie 6', : ce. serait au contraire la première série qu'on omettrait si m avait une valeur négative. Dans tous les cas , ou obtient immédiatement , sous forme finie, une intégrale particulière yt de l'équation
_. . Afin — 1) .
Kx -^ — \r = kr-
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©n traiterait la seconde intégrale à l'aide du procédé que nous avons déjà plusieurs fois employé, c'est-à-dire en faisant y = uyu et exprimant que cette valeur, dans laquelle la constante est remplacée par une fonction de x , satisfait à l'équation proposée. On verrait, de cette manière, que l'intégrale générale est
Si, dans l'équation . \'
y=Cl*"f'e*/'icotesiR>~6dO
-H C,x"J'^ é^i> «•• sin ,-,mm> on pose cos 6 = t , elle deviendra
l'équation
Dïr ^ — x = h
aura pour intégrale particulière
ou
x, = c,*>-f^extV\,- t*y**,
suivant que m >> i,aum< i .
La première de ces intégrations s'effectue quand m est un nombre entier positif; ce sera au contraire la seconde quand m sera un nombre entier négatif. Donc, toutes les fois que m désigne un nombre entier positif ou négatif,
yoa
on*, sona (m ^<V** inUfcNk* j^culMW**!*
quaticn propoafo, et , dyâprèt h ft rtftiftiUi
la détermination de Intégrale générale 4e cette méae équation se trouve ramenée aux qnafetfliVes. L'équation de Riccati Dxjc +"<&* = &e" 9; lui 11 forme d'à-
* "•■■.' 1 bord en l&jr = tyx*y quand on change y «a. — D«jr,et
qu'on fait dkm k ; et qu'eue devient successivement
id on qu'on fait
quand on y change x* en x, puis y en x'^myJ et
èf?
d'ailleurs, si m = ± n, on aura
„ = -4» , anzp 1 '
donc l'intégration de l'équation de Riccati se ramène aux quadratures toutes les fois que n est de la forme
~"^ . Nous retrouvons ainsi un résultat auquel nous anqp 1 ^
«ommes déjà parvenus par deux méthodes essentiellement
différentes.
274. Il est enfin une troisième méthode d'intégration par séries que nous exposerons en l'appliquant, pour plus de simplicité , à l'équation linéaire du second ordre sans second rnembro y
Dîr^X1Dxr-+-X,^=ro,
%^ Xt étant des fonctions quelconques de x. On peut rfabord ramener cette équation à la forme plus simple
Diz=Xz;
il suffit en effet pour cela, comme nous Pavons vu, de faire y =mz , et de déterminer u à l'aide de l'équation du premier ordre
tVzU h-X,u = o, ,
ou de faire
Reste maintenant à développer la valeur de z en série convergente. Admettons que pour une valeur donnée x^dfe x, z et Dxz = z9 doivent prendre les valeurs *é> z'êï zo et z\ pourront, dans l'intégrale cherchée, «ervir de constantes arbitraires. Cela posé, de l'équation
dx*
on tire
dz d — zzzXzdz,
dx ~
et, en intégrant à partir de #0,
dz C* dz , f*
z\ = I Xzdx, ou — = *É -+- I Xzdx.
dx J xo dx J x0
En intégrant une seconde fois, onanra
a = z0-+-z'ê(.r — x0) -f- J dri Xair, Jxa Jx0
ou, en posant pour abréger, zc H- s'0 (x — x0) = r,
Si, dans cette équation, on remplace sous le signe/, z
^04 - CALCOL IKTÉG14X. «
par sa valeur, et qu'on remplace J par u en se j*p|*»
lant que toutes lès intégrales sont prises k partir de x09 on trouvera
zz=t+f4xfX[t+fdxjX*d*)dx
= t +fdxftsdx +fdxfXdxJdxf**ix\ remplaçant encore z par sa râleur, on trouvera
s == t+JdxjUdx -h/dxfXdxfUtdx
-hfdxflLdxfdxf TLàxfdmfXzdx +. . .
En^Dntinuant cette même substitution, On oMpndrah vilSiir de * exprimée par une snie indéfinie dm taflp cpu sent tel» que chacun se déduit du précédent, enlfnltipliant par XJx1, et intégrant deux fois de suite, i partir de x = x0. Le dernier terme seul contient z ou la fonction inconnue qu'il s agit de déterminer ; mais nous allons démontrer, i° que ce dernier terme décroit indéfiniment à mesure que le nombre des termes augmente: 2° que la série tout entière approche indéfiniment d'une certaine quantité finie qu'elle ne peut pas dépasser, et dont elle peut différer autant que Ton voudra.
Supposons en effet que x croisse d'une manière continue dans l'intervalle de x0 à je, et appelons £, £ et r les plus grandes valeurs absolues de X, z et t dans cet intervalle, ou des valeurs plus grandes, de sorte que l'on ait tonjours X < Ç, z < Ç, *<t.Si Ton trouve pour £ une valeur finie , il sera démontré par là même que z ne peut devenir infini pour des valeurs de x comprises entre les limites xn, x. Or, puisque entre ces limites on a
JXtdx <firtix = (r(x — x0),
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ou simplement
/XA*r<|r(x--*0).
Si Ton multiplie les deux membres de cette inégalité par dx et qu'on intègre entre les limites jc0, X : pour multi- * plier de nouveau par Xdx et intégrer , pour multiplier encore par dx et intégrer une troisième fois , et ainsi r de suite, on trouvera
fdx/XdxfdxfXtdx < ÏT (^|^,
SdxfXdxfrlx/Xcùcfdxf TUdx < Vr _^f^_,
et ainsi de suite pour toutes les valeurs de x comprises entre x0 et x. On a aussi, pour ces mêmes valeurs de x,
x* < çç,
et , par suite ,
/X*d*< fKdx = ?Ç (x - *,),
JdxfKdxfdxfXzdx < B» (*~ff .
et, en général,
/*/X*. . ./<&/ X*ir < «--fe^ït-.
En substituant , pour chacune des intégrales dont se compose la valeur de *, sa limite supérieure, on arrivera néceâtai rement à l'inégalité •.
jx — xQy ,(* — x0)*
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Cette inégalité sera vraie , i plus forte raison , si l'on prolonge indéfiniment la série qui forme la première partie du second membre , mais cette série ainsi prolongée a pour somme
et cette somme conserve évidemment . une valeur finie pour toutes les valeurs de x comprises entre x0 et X) on peut dès lors assigner une limite L qui lui soit constamment supérieure. D'ailleurs, l'expression
qu'on peut mettre sous la forme
décroit indéfiniment à mesure que n augmente, et peut devenir plus petite que toute quantité donnée c , quelque petite qu'elle soit; on aura donc, en prenant n suffisamment grand,
et comme cette inégalité est vraie pour toutes les valeurs de £ comprises entre x0, x, on pourra , à la place de t , mettre sa valeur maximum £; on aura donc
ou, parce que e peut devenir aussi petit que Ton voudra,
Donc, d'une part, le dernier terme de la série, qui est plus petit que £e, décroît indéfiniment à mesure que le nombre de ses termes augmente, et, de l'autre, z reste toujours inférieur à une limite fixe et finie L. Donc la série qui
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forme le second membre de F équation
z = t +fdxfXtdx -hfdxf HdxJdxjTJdx
+fdxf Xdx JdxfUdxfdxf Xtdx + . . . ,
prolongée à l'infini, est convergente et a précisément pour somme l'intégrale cherchée z.
275. On peut aussi développer en série l'intégrale générale de l'équation DJ z = Xz de la manière suivante : on pose
"o? "19 "*>•••> un étant n + i fonctions de x qu'il s'agit de déterminer , et qui sont liées entre elles par l'équation
D] «o + Di«, -h D>a -K . . -h DÎ«(-)
= Xii0 + Xtt,+X«1 + ... + Xa., ou
SDiu = 2Xa. .
Admettons encore que pour x=x0, z et z doivent prendre des valeurs arbitraires zoy z\ , et que les inconnues u0, fit, . . . vérifient d'abord les équations
Di«0 = o, Dja, = X«0, DJk, = Xa„..., Dia» = XaJ_I.
Puis intégrons ces équations à partir de x0, en admettant que uQ et i/0 prennent les mêmes valeurs que zelz\ et que , par conséquent , les équations
tto-4-Wi -4- «1 +...-*-«» = z, «*. -4-a', -+■ «', -h. ..-+■«/„ = «'
se réduisent, pour x = xQ , à i#0 = z0, a 0 = z'0 ,
ux -4- "a -4- . . . -t- tt„ = o, a'# -+- a't -f- . • • ■+- uH = o,
supposons enfin que l'on ait, pour x = x0,
«,=0, «,=rO,...f //„ =r O, «', =0, //t=0,..., u'„ = o9
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il viendra
ifoZzHoH-»^* — x0)af, uxz=zfdxfXtdxt
u% =fdx/Xd*fdxfXtds9
Ui=fdxfTLdxfdxfXxlxfdxfXidx9...9 mA =..., *, =...,
les intégrales étant toutes prises à partir de x0.
La valeur ainsi obtenue pour % ne satisfait pas proprement à l'équation proposée
Di* = Xs, ou
DÏM0 + D]ttl-|-...-f.Dîa. = Xii0-4-X»I -4-.. +X».;
elle vérifie seulement celle-ci
Dî «o -H D>, H + DX =X«o+X»i -h. • .-h ï«^,;
mais on fait voir, à l'aide de raisonnements tout à fait semblables à ceux que nous avons employés ci-dessus, i° que la somme uQ + ux + «t +• • •+ «» tend toujours vers une limite iinie à mesure que n augmente ; 2° que si Ton prend un nombre suffisant de fonctions u0, iit, ut, . . . , u„j . . . , déduites successivement Tune de l'autre, comme nous l'avons indiqué , le terme Xun pourra devenir aussi petit que l'on voudra, et que, par conséquent, la valeur z = uQ «+• u\ -+- ut +. . .•+■ um vérifiera alors l'équation Dis = X*.
270. Pour suppléer à quelques omissions, reprenons encore l'équation du second ordre sans second membre VÎT 4-X,D,.r-hXïr=:o;
en faisant y = &* , on la ramène à l'équation du premier ordre
Dr« -+- ** 4" »XT •+- X, = O,
que l'on intégrera par les moyens connus; y, dès lors,
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sera donné par la série
Nous avons vu que lorsqu'on connaît une intégrale particulière y% de cette équation, on peut aisément déterminer la seconde intégrale particulière, et, par suite, l'intégrale générale. Il suffit, pour cela, de poser y = uyx\ on trouve , de cette manière ,
Si, par exemple, on connaît l'intégrale particulière y = Ci a: de l'équation
D'^ —m nD*r
la seconde intégrale sera donnée par l'expression
/J <i*-i) ^1(1»-.) /> dx = x I dx = x I x* J xa J
dx
= -— =_lx,
et l'intégrale générale sera,
y = Cxx -h 6, 1 x.
Cette méthode s'applique , ainsi que nous lavons dit, à une équation linéaire quelconque. Il existe un moyen plus facile de passer de la première intégrale particulière à la seconde , et qui n'appartient qu'à l'équation du second ordre.
Considérons les deux équations
multiplions la première par yiy la seconde par y, puis
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retranchons-les l'une de l'autre, il viendra ainsi
yxT>lï — jKx , -+- X, (jr ,D, j — rD^,) =0-. Comme en faisant
on aura
rëquation qui précède prend la forme très-aimple
D& -+- Xx« = o, d'où
« = G*-/*»*, .r.iVr — xv*x* == c^-f****.
On saurait intégrer cette dernière équation, qui est du premier ordre et linéaire, par la méthode ordinaire ; mais on arrive plus rapidement au résultat en remarquant que,
le premier membre étant égal à y\ D, — , on a
et, par conséquent,
-/X.rfr
ScoUe. L'équation
met en évidence plusieurs propriétés de l'équation linéaire du second ordre sans second membre. On voit d'abord que , pour une certaine valeur de x, y et sa dérivée Dxjr ne peuvent être nuls en même temps. En effet, s'il en était ainsi, la constante arbitraire C, devrait être nulle, ce qui ne peut avoir lieu dans le cas général.
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On voit ensuite que, entre deux valeurs successives de x9 x0 et xx , qui rendent yx nul , il se trouve une valeur de x qui fait évanouir y. En efifet, si Ton suppose la constante Cx positive, on conclut de l'équation
ytDay—yD.yt= O"-/*»^,
que, pour a: = x0, x = xx^y\)xyi < o, et, par suite, que y et T)xyt sont de signes contraires } mais très-peu après xQ et très-peu avants,, Dxyl a des signes contraires; donc il en est de même de y, et, par suite , y doit s'évanouir au moins une fois dans l'intervalle. Réciproquement, entre deux valeurs successives de x qui annulent j-, se trouve au moins une valeur de x qui fait évanouir yx . On en conclut que si Ton fait croître x d'une manière continue, depuis — oo jusqu'à + oo, les deux fonctions y e\yx deviendront nulles toujours alternativement. Par exemple, l'équation
Dl v + ;=o
a pour intégrale générale
y = C, sin .r -+- Ca cos x,
et l'on vérifie aisément que les courbes y =sinjc et y = cos.r rencontrent alternativement la ligne des abscisses.
277. Terminons cette analyse complète de tous les travaux qui ont eu pour objet l'intégration des équations différentielles, par quelques considérations sur les solutions singulières.
Supposons que l'équation différentielle
f(x , y, Dxyy D;.t,...,d; y) =/[*, y, y', /',..., /(■>!= o
ait pour intégrale générale
F(x, y y rf, e%9 ci9. . , cn) = o.
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SI, entre les équations
> F = o, D,F = o, DÎF= o, ..., D;F=o,
on élimine les n constantes ct9 ct9 ct t . . . . 9 cH9 on retrouvera nécessairement l'équation proposée. Ainsi, par exemple, l'équation
a pour intégrale générale
F = ay — i -Hx».xl/â— (c, sic.* \/a -+- c,eos.*l/a)V/a==:o,
et Ton en tire
"DgFzriàDgjr — l/àsin.j?V^fl — (<?i cosjcV/a — c^n.x\/a)a = o ,
D*xF=aDly-a cos.*l/«-4-(cIsinjFl/a-Hcacos jrl/a )a|/*=o;
or, de cette dernière équation , jointe à la première, on déduit immédiatement l'équation proposée
Cela posé., concevons que l'on différentie, par rapport aux constantes ct , c, , . . . , cn , les /» équations
F = o, DxF = o, DiF = o, .... D;-,F = o,
et représentons, pour abréger, par
XdeV, ?.dc DXF,..., ïrfDr'P.
les différentielles obtenues, on arrivera toujours à l'équation proposée : si , pour éliminer les constantes , on emploie , au Heu des équations
F = o, DxF = o,..., D;F=o,
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les équations nouvelles
F = o, DxF-+.2tfeF=o, DiF-h2rfcD,F=o,. .,
DÎFh- ZrfcD;-'F = o, pourvu que Ton ait
2rfeF=o, S</eD,F = o,..., S^D;-1 F=o;
et il résultera de ce qui précède que si , après avoir éliminé entre les n équations
Z<*eF = o, S<*eD,F =o, ..., XrfcD" F=o,
les n — i rapports
de, dcz <fc*_i
de manière à arriver à une équation différentielle de l'ordre n — i ,
on élimine de nouveau les n constantes cu c„. . ., cn entre les n équations
pour arriver à une équation différentielle de Tordre n — i indépendante des constantes
cette dernière équation sera en général une solution singulière de l'équation proposée.
Supposons , pour fixer les idées , que Ton ait
_ ct
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en éliminant les constantes c, , c, entre les trois équations
F = o> D*F = o, DÎF = o, on trouvera pour l'équation différentielle
+ - »ly — J>i jr* — (D.jr— ^0^=0;
on a d'ailleurs
-i- Xdc DxF=-*^-i,
de et en éliminant le rapport -y1 entre les deux équations
de,
\<fct
dct
( \- lCt\ -r-^ X 2C, = O, X — ~- 1 = Of
1 J dc% dey
on aura
/ x7 \ 1 = ( h 1 ct ) x — a c, = o ;
enfin , si Ton élimine les constantes c, , ct , entre les trois équations
on arrivera à l'équation
* =r (*■ + 0 + 7g — D,.r> ~(*+7jD«r = <>>
qui sera une solution singulière de l'équation
x—xDsï+^ Dly — D>* — (Dxr — *D' xY = »• Il est facile de voir que non-seulement l'équation
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sera une intégrale singulière de l'équation différentielle
/(*» r> D.r, Dly,..., Dnxx) =* o, mais que les intégrales successives
de cette même équation X = °> seront encore des solutions singulières de l'équation /*= o. Il en résulte que la solution singulière la plus générale contient au plus n — i constantes arbitraires , ce que nous savions déjà.
D arrive quelquefois que l'équation f = o ne renferme aucune des constantes arbitraires cx , c, , . . . , cn; alors la solution singulière ^ = o se confond avec f = o. Supposons, par exemple, que l'équation différentielle donnée soit
/=r*"i>i^ — ^D,ra-H6*rDxj— 6^=0,
son intégrale générale sera
F = xy -f- c.x3 4- ct y = o, et l'on aura
1 *Zc» 1 de, dy
ac, c dcx J det c dc% dx
on trouvera
f=ïD"-£=OÎ
l'intégrale singulière sera
1 dr dx
en l'intégrant on trouvera une seconde solution singulière
y = cx%.
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Si l'équation f qs o ne renfermait que n—m constant» arbitraires ct , c,, . . • , c*.*, pour arriver à la solution singulière il suffirait des équations
f=o, D7"*Fç=of lf-'F = o,..., P7"F = o.
Supposons maintenant que l'équation différentielle
/>>r,iVr D;r) = o
soit vérifiée non-seulement par l'expression
y = F, (*, c, <?,,•.., c») = o, mais encore par une seconde valeur de la forme .
y-*-êt=Yx(x,ct,ctf...9cm) + t9(xfct,e%,...9c^7
m étant inférieur ou tout au plus égal à n , et e désignant une quantité très-petite. L'équation
sera vérifiée non-seulement par les valeurs
y, y, y" yw,
mais encore par
et Ton aura par conséquent
e, désignant une nouvelle quantité infiniment petite qui s'évanouira avec e. Mais J = o ; donc , en divisant par 6 , puis faisant c = o, on trouvera
df ., <V s ''/ . <*/
Cela posé, ou le coefficient -j-^ a une valeur finie, ou il
est nul. Dans le premier cas , l'équation qui précède sera de Tordre n et donnera par suite pour <p une valeur renfermant n constantes arbitraires -, m sera alors égal à n , et la valeur y = F| ne sera pas une intégrale particulière , mais l'intégrale complète de l'équation proposée. Dans le second cas , l'équation qui donne <p sera d'un ordre inférieur à /* , m sera plus petit que n , F, sera une intégrale .particulière ou singulière. On en conclut que dans le cas où l'équation /[x , y, y'\ . . . ,y{n)] = o admet des solutions singulières , on a
df
±- = Py%m}f =
dy et comme
df=z Vsfdx + Dff.y' dx + Dy/./' dx +. . .
+ Dr(«-o/./(") dx -f-Dr-/./(,H-,)<ir,
on aura aussi , dans l'hypothèse d'une solution singulière ,
DJt/-+-Dr/j,-+-Dr/r,H- .H-Dr(-.;/./(")4-Dj(-.)/./"=o, et par conséquent
Les deux équations
D,(.,/=o, 1CV=^
fourniront, dans certains cas , des solutions singulières, alors même que l'on ne connaîtra pas l'intégrale générale. Exemples :
i°. DJj -f-2x — al/j?*-HDxr = o, ou
r" + 5X _ oy/x*~^y = o ;
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on peut mettre /= o sous la forme rf
/^j* 1/5^+2-+ a* v^ïv+y - *(** -h^ ) = o,
de sorte que
en égalant cette valeur à o, on trouvera
df=—X>dx, y = Ct — çl*
cette valeur de y satisfait à l'équation proposée et en est une solution singulière.
a°. f=yy,-*ytV& -hj»— a» -f.* = o,
d'où X* — a* = o \ mais si l'on mettait l'équation donnée sous la forme
/= y/ Vâï+y^* — /(** -f-r* —*•)+* i/*M-.r*— «S
on aurait
Dr'/= ( jr — Vx» -+-r*— a* ) V*%+y*— a* = o9
et l'on tirerait de cette équation non-seulement
x* — a* = o, mais encore
3°. */'* — a.rV' -f- x = o ; on en tire
en exprimant que cette dérivée prend la forme -, on aura
y"* —1=0, xy" — y1 = o,
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d'où L'on tire, en éliminant^ ,
y* — x* = o, dy = xdx, y = Ct H .
4°. Enfin
y = xy' - a Y/T+y* ;
d'où
r'« = _ fl y' — ± *
et en éliminant y entre cette équation et la proposée , on obtiendra les deux solutions singulières
y1 («> — x1) — (x* -+- a*)* = 0, y* -f- xx — a* = o.
Dans tous les cas , pour savoir si les intégrales trouvées par la méthode que nous venons de développer sont réellement des intégrales singulières , cequ'ily aura de mieux, comme nous l'avons déjà dit, ce sera de chercher si on peut les déduire des intégrales générales en donnant aux constantes des valeurs particulières.
Nous avons emprunté cette méthode au Traité élémentaire de Calcul intégral duR. P. Caraffa, professeur de Mathématiques transcendantes au collège romain. Voici comment le géomètre italien procède dans le cas des équations différentielles du premier ordre. Soit
l'équation différentielle donnée que nous mettrons sous la forme
jao calcul intemiL.
'et soit
son intégrale générale; en différentiant cette dernière équation , on trouvera
D,F -4-BrF.r'=o,
et, en résolvant par rapport à la constante c,
cette valeur de c, substituée dans F(x, jr, c) = o, donnera
ou , en mettant pour y sa valeur — f (x, ^),
F[*>.r,z(*> rt — *)] = <>;
cette dernière équation doit être évidemment une équation identique 0 = 0, et, par conséquent , Ton aura , en différentiant tour à tour, par rapport à je et à y,
D,F -+- (D,* — D?*D,?)D*F = et?
DrF-f-(D7A:-- T>fX.DT<p)bxF=zo9
d'où Ton tire
D.F + D^FD^ D M
Mais toute solution singulière entraine l'équation
Dc F = o, et, par suite,
donc elle entraînera aussi les deux équations
D,p=oo, 0,? = oc, et ces deux équations, ainsi établies à priori, serviront à
déterminer les solutions singulières d'une équation différentielle dont on ne connaîtrait pas l'intégrale générale.
Exemples :
xdx -h ydjr = djr \/x* -+- ra — •*%
— x + W + yx— a*
on a
(*» -h r* — «■)* (— x + V^^-f- ra — «»)'
W + ;*- «"(— / -+■ Vxx ■+■ r* — «0
ces deux valeurs deviendront infinies, si Ton a
La première de ces équations donne
xdx -4- ydx = o ; la seconde
xdx = o :
toutes deux sont des solutions singulières de l'équation proposée.
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Exposition d'une méthode nouvelle et rigoureuse d'intégration d'un système quelconque d'équations différentielles simultanées du premier ordre.
278. L'intégration par série des équations différentielles est illusoire, tant qu'on ne fournit aucun moyen de s'assurer que les séries obtenues sont convergentes, et que leurs sommes sont des fonctions propres à vérifier les équations proposées , en sorte qu'il fallait nécessairement , ou trouver un semblable moyen , ou chercher une autre méthode à l'aide de laquelle on pût établir généralement l'existence de fonctions propres à vérifier les équations différend elles. C'est ce que nous avons fait dans la vingt-sixième et dans la trente-troisième Leçon. La méthode exposée est rigoureuse et ne laisse rien à désirer sous le rapport de la théorie •, nous l'avons d'ailleurs étendue à un système d'équations différentielles d'ordre quelconque dont on peut ramener l'intégration à celle d'équations différentielles simultanées du premier ordre.
279. Sous le rapport pratique, et sous d'autres points de vue , la méthode nouvelle que nous allons exposer, et qui est due encore à M. Cauchy , présente de nombreux avantages.
Soient x, y, z, . . . des variables dépendantes , ou des fonctions inconnues de la variable indépendante /, de-
terminées parles équations différentielles du premier ordre dx = Ftdt, dy = Fxdt9 dz = F3<fc, . OU j Dtx = F„ Dty = F„ D,* = F3, . . . ,
dx
dz
dt
Dr/
dans lesquelles Fl5 F„ F8,. . . désignent des fonctions
connues des variables x, y, z, . . . , t. Il est évident qu'on
n'ajouterait rien à la généralité de ces équations en écri-
dt .. , dt vant =- au heu de — .
Supposer que ces équations sont intégrables , c'est admettre que x, y, z, . . . , t peuvent varier simultanément de manière à les vérifier, ou, ce qui revient au même, c'est admettre qu'en désignant par r une valeur arbitraire de r, et par £,»,{,.•. les valeurs correspondantes attribuées arbitrairement à x, y, z, . . . , les variables dépendantes sont liées i t par des équations de la forme
Ces équations seront vraies encore quand on fera t = t,
et puisque £, r;, £, — sont les valeurs de x, y, z,
correspondantes à la valeur t de /, on aura identiquement
on aura de même évidemment, et pour les mêmes raisons
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Le premier et le dernier de ces quatre systèmes d'équati on s sont également propres à représenter les intégrales générales des équations données , et admettre l'existence de l'un de ces deux systèmes , c'est admettre que l'intégration des équations proposées est possible et réalisée*
Admettons, pour fixer les idées, que le système d'intégrales cherchées est représenté par les équations
que nous écrirons sous la forme plus simple Désignons par
une fonction déterminée des seules variables x, y, £>.•** et par
.=/(*,*,?,...), U=/(fIff„f,f...),
ce que devient la fonction u quand on y remplace les variables x, y, z,. . . , i° par les valeurs arbitraires £, >j, f , . . . -, a° par les fonctions ft, f„ fs, . . . ; U, ainsi que fi, fs, f8, dépendra uniquement des quantités ar, jry z,. .., ty r, et se réduira identiquement, pour t = r, à la nouvelle constante arbitraire désignée par v. De plus, en vertu des équations (*t) ,_ on aura nécessairement
/(*, ¥,Ç,...)=/(f«. *.,&,.■-). OU U = U.
Cela posé, il est facile d'établir les trois propositions suivantes, qui servent de base a la nouvelle méthode d'intégration.
280. ier Théorème. L'expression U= C, C étant une constante arbitraire, etU une fonction des seules variables a:, y, z, . . . , t et r, ne pourra être une intégrale des
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équations données (D) , qu'autant que la valeur s = U sera une intégrale particulière de l'équation aux dérivées partielles
(C) VtS-t-FtDiS+YtDjS -f-F3D,j-H.,.= o.
En effet, U = C ne pourra être une intégrale des équations données , qu'autant que les valeurs de x, y, zf . . . , tirées des équations
ou
réduiront U, non à une fonction de *, mais à une constante arbitraire; et U, d'ailleurs, ne pourra être réduite à une constante arbitraire qu'autant que sa différentielle totale, par rapport à l, étant nulle, on aura
D,U4- DjUD,x 4-D/UD,/ + D,UD/ï+...= o;
ou, en substituant à D,x, Dty* D«z,. . ., leurs valeurs tirées des équations (D) ,
D,U + F«D«U 4- F^DjU -+- F3D,U 4-. . .= o.
Cette dernière équation doit d'ailleurs être une équation identique 0 = 0, car, sans cela, elle établirait entre les seules quantités x9y> z, . . . , t et r une certaine relation , et cette relation serait une conséquence nécessaire des t'qua lions
Or, cela ne peut être , car, par hypothèse, ces dernières équations sont vérifiées par des valeurs entièrement arbitraires de x, j, z,..., f, t, et par les valeurs de £,»),£,... déduites à l'aide des mêmes équations des valeurs attribuées à .r, y, z, . . . , t et t. De sorte qu'il est absurde de supposer que l'on puisse- éliminer, entre ces équations,
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les variables £, «9, (*• • « pour arriver à une relation entre les seules quantités x, y, z9 . . . , t et t. L'équation
(A) D,U +F1D,U+FID7U+F3DIUH = o
ne peut donc être en réalité qu'une équation identique exprimant que s = U satisfait à l'équation (C) ; donc réellement, pour que U = C puisse être une intégrale des équations proposées , il faut absolument que s = L1 satisfasse à l'équation aux dérivées partielles (C).
Scolie. Si Ton nomme v la valeur particulière que prend la fonction f quand on y pose
celle des intégrales générales des équations proposées qui seront de la forme U = C se réduiront nécessairement, d'après ce que nous avons dit, à U = u, et alors aussi la valeur s = U — v sera , en même temps que la valeur s — U, une intégrale particulière de l'équation aux dérivées partielles. Donc, i° pour savoir si les équations proposées peuvent admettre une intégrale générale de la forme U = C, il suffit d'examiner si la valeur s = U ou s = U — v fournit ou non une intégrale particulière de l'équation (C)$ 2° u désignant une constante arbitraire et U une fonction des variables x, y, z,. . . , t qui ait la propriété de se réduire pour une valeur particulière t de la variable t à une fonction donnée de x, j, z. ..., savoir, à u =f(x, y, z9 . . .). Pour obtenir celles des expressions U = v qui pourraient satisfaire aux équations proposées , il faudra égaler à o la valeur de s qui a la double propriété de vérifier l'équation (C), et de se réduire à u — v pour t = t, ou bien encore il suffira d'égaler à v celle des intégrales de l'équation (C) qui a la propriété de se réduire à u pour t = t.
a"' Théorème. Pour obtenir celles des valeurs de
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la forme
qui peuvent former un système d'intégrales générales des équations proposées , il suffira de chercher les diverses intégrales particulières de l'équation (C), qui ont la propriété de se réduire, pour t = r, à Tune des variables X9 y, z . ; . .
Ce théorème est un corollaire du précédent; on l'en déduit immédiatement en remplaçant tour à tour la fonction f(x9 y, <&>•••) para:, y, zy. . . . Dès lors, si l'on désigne par s = ft, s = f„ s = f3, . . . les diverses intégrales de l'équation (C) qui , pour t = r , se réduiront à l'une des variables or, y, z,.... On vérifiera encore cette même équation (C), en attribuant à s l'une des valeurs j = ft — £, s = i 1 — yj, s = f8 — £,... et, en égalant à zéro ces dernières valeurs de s, on obtiendra, sous la forme cherchée, les intégrales des équations proposées (D).
282. 3me Théorème. Réciproquement, l'intégration générale de l'équation (C) entraîne l'intégration générale des équations (D), et pour obtenir les intégrales générales de ces dernières équations , îl suffit d'égaler à des constantes arbitraires £, >?,£,... les valeurs ft , ft, f» , . . • de* qui ont la double propriété de vérifier l'équation (C) et de se réduire à x9 y, z , . . . pour t = r.
Démonstration. En effet, on obtiendra de cette manière les équations
*=U=9g(x,X9*9...,t9T), u=fa=$a( ), Ç=f3=<p3( ),..., en vertu desquelles x, y, z, . . . , seront des fonctions de t qui pour t = t se réduiront respectivement à £, >î, £,.••• Cela posé, puisque ft est une intégrale particulière de l'équation (C), on aura
D/fI-f.FlD,fI-+-FaD/fI-hF3DJf1 4-. . = o.
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D'ailleurs , en faisant varier x, j\ z^. . , avec /, on tirera de l'équation f 1 = |
D,f, -f- Djf.D,* 4- D^D,/ 4- D,f,D|S + ...= •.
En éliminant D*fi entre ces deux équations et opérant de même par rapport à ft , fa , . . . , on trouvera
D,ff(D,x— Ft) + Vrît(Dtx— F.J-f-D.f^D,* — F3)-f-. . .=0, D,f,(D,a?— FI)4-D/f1(Dlj—F,)-+-D,f1(Dfs— F3)-+-.-.=o,
D,f3(D#ar— F1)-hD/f3(D,j— F,)-+-D,f3(Dr*— F5)-+-. . .=0,
Si Ton combine entre elles par voie d'addition ces dernières équations après les avoir multipliées par des facteurs choisis , de manière que toutes les différences
se trouvent éliminées, à l'exception d'une seule, et si Ton fait
K= Dx fr D7 fa D, f3. . — Djf, Dx faD, f3. ..-+-. . . ,
il viendra
K(E>,« — Ff) = o, K(D,7-F,) = o, K(D,s— F3)=o;
or la fonction de x, ^, *,•••» *> représentée parK, ne saurait être généralement nulle , car elle se réduit à l'unité ainsi que Dxft , D^f, , D,fs , pour t = r, puisqu'alors
îs = x, fa = J, f3 = *,...;
on devra donc avoir nécessairement
D/.r — F.zzro, D^-Fj-o, D,z — F3 =0, . . .,
ou enfin,
Dtx = Ft, D,j = F,, D,z = F3,.. ;
les équations £ = fi9 m = ff, f = f8, . . . vérifieront par conséquent les équations proposées , et seront
leurs intégrales générales. Ces intégrales d'ailleurs sont telles , qu'étant donné un système de valeurs des variable» x, y9 £,...? t, elles fournissent immédiatement les nouvelles valeurs £, y?, £,... que prennent les variables dépendantes pour une nouvelle valeur r de la variable indépendante.
Scolie. Les intégrales générales des équations (D) étant obtenues comme on vient de le dire, et représentées par les formules (it ) , la formule U = u, dans laquelle U=y(fi, ft, fj, . . .) désigne une fonction quelconque de f t , f i , f 8 , . . . , représentera une nouvelle intégrale générale des équations (D) : et, pour obtenir cette nouvelle intégrale , il suffira, comme nous l'avons vu , d'é- * galer à une constante arbitraire u celle des intégrales particulières de l'équation (C) qui a la propriété de se réduire à u = f(x, y y z, . . .) pour t = r.
Exemple : Supposons que les équations données soient
dx = xdt, djr = jrdt , dz = air, . . . , on aura
Fx = x, F,= j, F3 = *,..:;
l'équation (C) deviendra
|D,*-h xDxs + jrDx s -h*D,* -h ... = o.
Les valeurs s = xeT~ , s =jer^ , s = zeT~"~ , . . . , jouissent évidemment de la double propriété de vérifier l'équation aux dérivées partielles , et de se réduire pour t = t, à x, jr, z, ... ; les intégrales générales des équations proposées seront dès lors
OU
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Dans ces dernières forniules, Ç, rt r Çf , . . pemoLftl i iut£ considérés comme représentant les constantes i introduites par l'intégration.
Plus généralement : comme en désignant pw fonction homogène quelconque de a*, y r «r*,M mier degré , on a
iD,m+ J*D7 u -h zDsu — a ,
le produit ue*(*— 0 aura la double propriété dr i*fl l'équation (C), et de se réduire à
pour £ = r } donc l'expression
• ssm^fr-O ou ie=r***&^)
représentera encore une intégrale générale des eqiiau données.
283. Posons, pour abréger, FlD,j+F.D/*+FàDs#+. . .=:DxjD,tf 4-D7*D<j*-r- . . -=Fo) et servons-nous du signe caractéristique Sti s pour î ndiquer l'intégrale définie — / Fds d\ !, de sorte que l'on ait
Ji ,.'«r
s étant d'ailleurs une fonction quelconque de j?, y, z,. . .,f. On tirera dès lors de l'équation
DrU-f-F^U-t-F.DjU -h F3DZU +... =o,
[*] Au lieu des notai ions Fd*, Si)5, qui indiquent tout naturellement, il me semble, une fonction de dérivées partielles, et la somme ou inté- {jrale d'une expression composée de denrées partielles, M. Cauchy a choisi les notations \Js, \/s. Il m'a été impossible de les admettre, à cause de leur étrangeté, et surtout parce qu'en même temps qu'elles ne disent rien à l'esprit, on peut à peine les énoncer.
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par rapport à t et à partir de *= r,
U— a — SDU= o, U=a4-SDTJ.
^ Si dans le second membre de cette dernière équation 1 m substitue une ou plusieurs fois de suite à la fonction U
Eleur tirée de cette même équation, alors, en écrivant, abréger, SdU, SDU,..., au lieu de SdSdU, jSdU, etc., on trouvera
U = a+SDK + SJU = a4-SDtf4-SDK4-SSa = ...,
et généralement „
U = u 4- SD« 4- Shu 4- SJkH- Sfcn 4-. . .Sg-a 4- S» a,
» étant un nombre entier quelconque. Si dans cette dernière équation le terme SD u décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n , la série du second membre sera convergente , on aura simplement
U=a-+-SDa-+-S*a-+-S*a-J- SDn -+-...;
par suite , la formule U = u , propre à représenter une intégrale quelconque des équations proposées , deviendra
«-hSo»-+-Sia-H &t>u 4- . . . =»;
et comme , dans le cas où SD désignerait non plus un système d'opérations à effectuer sur une fonction donnée , mais une quantité véritable, on aurait
i -+-SD 4- S& 4- Se -h ... = — ^-,
l'intégrale générale pourra être représentée sous la forme symbolique
i — Su "~ "'
D'ailleurs, comme de l'équation qui donne en série convergente la valeur de U, on tire
SDU = Sd(« + SDu H-S&wh- SJtt-h .. .} = SD« 4- S&tt + Sfitt -h . .. = U — i*,
il est clair que la valeur de U, fournie par cette équation, vériûera la formule U — u. — SDU = ot et par suite la formule (CJ , tant que la série sera convergente. On peut donc énoncer le théorème suivant 4mv Théorème. Tant que la série
a, Sdk, Sd«, Sôa,. .
sera convergente 9 la formule
(I,) a^-Soa-l-Sèw-hSèa-^ ...=i« =- = •
est propre à représenter Tune quelconque des intégrales générales des équations (D).
284. Lorsque F,, F,, F8, ..., et, par suite, FD* , ne renferment pas explicitement la variable indépendante t, mais seulement les variables dépendantes x, y, z, ...,
alors, ensubstituanta5,dansréquationSD*= — / FD jA,
la fonction u qui ne renferme pas non plus la variable t , on tire successivement de cette équation
SD" = — / FDudt= — FDu I <& = (r — f)FD*,
et généralement
En vertu de cette dernière équation, l'intégrale quelconque (I,) des équations (D) devient
u -H^-FD« + ~" Fn«-h ...=»;
et comme dans le cas où FD u représenterait, non plus un système d'opérations à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véritable , on aurait
l'intégrale pourra être présentée sous la forme symbolique
(I.) e(*-|>FbB = ,.
On arrive de cette manière au théorème suivant.
5me Théorème. Lorsque les fonctions Ft, F„F8, ... ne renferment pas explicitement la variable indépendante f, l'équation
(I.) «+I=fFo. + t^)-Fi« + ... = «.,
OU
est propre à représenter une quelconque des intégrales générales des équations (D), tant que la série
«,__FD«, _-Lf>,...
est convergente.
Scolie. Si des formules
on veut déduire les intégrales générales des équations (D),
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présentées sous la forme £=ft» ïî = ft> f = (3* ■ * ■ , f, fyj étant ce que deviennent xs j% £, . . . considérées comme fonctions de la variable indépendante f, quand cette variable indépendante reçoit une nouvelle valeur r, il suffira de poser successivement dans ces formules
« = *i » = lt « = /*—* *»♦» «=*, »=£,.♦,;
les intégrales générales des équations proposées seront donc représentées , dans tous les cas,- par les formules
1 — Sd 1 — Sd i — -So
et 9 dans le cas où Fl9 F„ Fl9 ... ne renfermeraient pas explicitement la variable t, par les formules
Prenons encore pour premier exemple les équations
dx •=. xdty dy = jri/f , A = zdty on aura
FtD,» -h F,D7« -|- FjD,k -h. . .= xDxU -+- jrDfu -h zDzu = Fd«.
Si d'ailleurs on prend pour u une fonction homogène du premier degré en x,y, z , . . . , on aura identiquement
xDxu-h /D," -H *I>s" -f-. . .= «, FDa = a,
et Ton pourra poser simplement Fd = 1 , et comme d'ailleurs Fl9 F„ F8, . . . ne renferment pas explicitement f, les intégrales générales cherchées seront
Lorsque dans l'équation
F, D,s 4- F,D7j + F3 Ds* -H . . = FD *,
on remplace 5 par it, il vient
F1DlB+F1D;tt + F3DxB+...= Fn«,
et si Fl5 Ft, F8, . . . ne renferment pas explicitement £, en désignant par k une quantité constante , et choisissant la fonction u de manière à vérifier l'équation
F,Dxk +FaD7a-f- F3D,w-+- . .= Au,
on aura identiquement
YDu = X-m, . et la formule
réduite à
B = Me*(î-i), ou m = »<r* (' — *),
sera propre à représenter une intégrale générale des équations proposées.
Pour donner une application de ces formules, considérons les équations
dx = (axx -h bxy -+- cxz -+-... )dt, dy = (a2x -h b>y -h raz + ...)dir, dz = {aix -+- biy 4- c3z -4- . . )r/f,
«î? ^i> ci5» • •» flt? ^t> c„. . . étant des quantités constantes, on devra avoir
fl \du , . .du
et Ton vérifiera cette équation en posant
u = xx +py -h »*-+-..., pourvu que X, p, v, . . . désignent des facteurs constants
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M nprts k remplir les cou di lions
AtA + Asi« -h £jt -h, c,A -h r,!* -+- cj» H-.
(af — k) A H- fl.^i -h ai* -h.,4= oT
*>■* + (6, — £)£ -f- èjf 4-..*= o,
desquelles on déduit , par Félimiuation de X, pf v,...# l'équation
{at — *)(£, — k) (<* — *)..• — «a6s (c* —-£)...-+-...= o,
qui renferme la seule inconnue k% et dont le degré est égal au nombre n des variables x, y, z, . . . • Les n racines de cette équation fourniront n systèmes de valeurs pour les coefficients X, jul, v, . . . , et les intégrales générales des équations données se trouveront toutes comprises dans la formule
ou
Si aux équations que nous venons d'intégrer on substitue les suivantes
fir = [flIx-fè1/-fcI«+... -hft (t)] dt, dy = \a%x -h b% y -+- c%z -f- . . . 4- /,(*)] dt% dz = [aix -h b*y -+- ci* -h . . . -h/3 (f)] *,
/i(0 5 ./» (0» y» (0* • • * ^tanl des fonctions quelconques de la variable t \ alors, en supposant toujours la fonction u
déterminée par la formule a = A x + fxy-t- vz + . . . , choisissant les quantités A , jx , v , . . . de manière à vérifier les mêmes conditions que ci-dessus ; et faisant pour abréger
on trouvera
¥Du= ku+f(t), Sr>* =— f l¥Dudt=z *(*— f)i<— T/W <#>
et l'équation u
ra
= aH-SDttH-Si)tf4-Si^+...s=t
" -/|[.+.<r-., + £fe=i!:H-...]/(**.
ou, ce qui revient au même,
ou
„«.-*< _*,-** = r «- *' /(,) et,
ou enfin
738 CALCUL IMTÉGBAL.
Les diverses équations que comprend cette derniipe formule , eu égard aux n valeurs qu'on-, peut attribuer i la constante k , et par suite à À> p9 v,. • ., présentent le système des intégrales générales des équations proposées. Si deux, trois, . . . racines de réqu&$90 en k deviennent égales entre elles , les deux , trois , . . . équations correspondantes à ces racines coïncideront et devront être remplacées, comme il est facile de le prouver par l'une d'entre elles, jointe à l'équation dérivée du premier ordre, on aux deux équations dérivées du premier et da second ordre qu'on obtiendra en différent! an t une ou plusieurs fois de suite les deux membres de F équation conservée par rapport à la seule quantité k.
Pour montrer une dernière application de la formule
= v , supposons les équations (D) réduites à une
seule qui soit du premier degré par rapport à x et de la forme
dx = \f{t) + xF(t)]dt,
f(t)9 F(i) étant deux fonctions quelconques de t : on aura dans ce cas
F, =/(/) + xF(t) , FDu = [f{t) +*F(t)] £,
*°* = -£[A*) + *'(*)]£** et, par suite, en faisant u = x9
g =x["i — T F{t)dt ■+- /" F(t) j" F(t)dt.dt—. . .1
-fl /M ['-/! F(t)dt+j^F(t)jtF(t)dt.dt-„]dt. D'autre part, F(f) étant la dérivée de J F(t) dt , on
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aura ^ j . .. * ■
et , par suite ,
donc l'intégrale générale sert donnée par l'équation ..
-Ç'Fifidï pt -f'F(<)dt
%z=zxc J:* — I :/(t)e J* dt. 4
Dans Ws' ai vers exemples qu&aioiis venons de passer en retire , la formule (I<) (ourdit péàrr les é^watk^toéifférenti elles proposées les intégrales connues, cellés^'éuxquelles aYait été oonduft par les diverses méthodes» précédemment On dévelopipfêaft»
Il est facile <fe prouver; que la formule e u = v
. con tinuera de représenter une î n tégrale générale des équations (D^si *i devenant une fomàion expîicitede toutes les variâmes .r, y, z,... ,- 1, on détenjânfe Fpw, non plus à laide de l'équation
FDu = F,iyr-f- FaD7/* + F3D,« -F...,
mais à l'aide de la suivante
Fo« = Dfa +F,D,« -+- F»D, u -+- F3 D, u -+- .. ,
pounflfr toutefois que la série
h, t^FD«, (rt r)2 Fètf,,.,
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reste convergente , et que Ton déqgM^par v la valeur de « corifespondanle aux valeurs £, m, £,..., t des variables xy y y zy . . . , t. Bn^effct , si , dans cette dergjère hypothèse , on pose ^ .
II = // H Pi>w -h v f- F&ii -4- . #. ,■
comme on aura généralement
on en conclura FoU = o, ou, ce qui rev«Kit au même,
Donc, dans l'hypothèse admise, 5 = U sera une intégrale particulière de l'équation (C), et la formule
T — ' w. [r — ';* ^, V = v} ou «H Fd«4-- FJii -#-. . . = »,
ou
^-«)Fd„
sera une intégrale générale des équations (D).
Au reste, on peut, dans la même hypothèse , déduire directement des équations (t)) la formule <fi* ~~ ^ Fl)« = », à Faidc de la formule de Taylor. En effet , u étant une fonction quelconque de la variable indépendante f, et des variables dépendantes jr, y, z, .. ., liées à t parles écpiations (D), on aura, en vertu de ceséquations, jointes à la formule qui définit la fonction FDu,
du = FDu.dt% d.FDu = Ffri.dt, rf.F&// = Ffiw.dr, et, par suite,
du — FDa.r/r, rfa« —Fïut.flt\ \/ht =FJf/.rZr3,
D'ailleurs si Ton nomme v une nouvelle valeur de w, cor-
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respo»danté4F uuè no^jffelle valertr r de la variable indépendante {, la formule de Taylor donnera pour les valeurs de la différence r — #, qui permettront de développer u en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de cette différence,
= u -4- v Wu 4- v '7- <i»jt 4- ^ — -£-
rf3W-
et , en substituant pqu^i/u, « *m, ... les valeurs qui précèdent, .„/
Pour vérifier cette .formule fft^n exemple très-simple,
concevons ^pe les équations (D) saxédui$nt à
dx=z-dty drz=2~dt, dz = *dtï .. . , on aura
■y* FD« = - (tDtu -h J?D,i* «if- yVy u + zD,w),
et , "par consçquén t , .-. *
FDw
lorsque u devient! r^runé fonction homogène 4* premier degfé en x, js s, . . . , /. Mais alors FDfc étant une fonction homogène d un degré nul , on aura
Fi>a = o, Fbu = o, Ffra=o,
et l'intégrale sera donnée dès lors par l'équation trèssimple
^ • r — t u r ut
9 =;% H : =-u, ou - = -. '
Si dans cette dernière formule on réduit successivement
la fonction u au* variables x\> y, z, . . . , il faudra es
même temps attribuer à la constante arbitraire u Tune
de» valeurs £, vj, £,..<, .et l'on obtiendra ainsi les inté-
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grales générales des équations proposé*, sdftl la Gagne
on arriverait directement à ces mêmes valeurs en intégrant les deux membres de chacune des équations dx^dt df* dt dz _Jtitt %
* * 287. On pourrait encore généraliser la formule
(h) .= u + -^FDu+*—^Fj>u+...,
en y remplaçant la va ri an» indépendant *■> et la quantité r, par une fonction donnée r des vambles jr, j, *,..., t, et par la valeur particulière p de r, correspondante à t = r. Effectivement, r et w étant deux fonctions quelconques de x, y, z,..., f, les équations différentielles (D) obligent x, y, z,..., t, et par conséquent aussi les fonctions r et«, à varier simultanément ; et si Ton nomme p et v deux valeurs correspondantes de ces fonctions, v sera ce que devient la fonction u qurod la variable r reçoit l'accroissement p — r-,^>r, en admettant que v soit développable , par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de cet accroissement, on aura, en représentant par
du dr
dr' dr '■ '
les rapports entre les différentielles totales des fonctions r,
du "' d7>->
p — r du (p — r)* " dr t dr i.a dr
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on a d'ailleurs identiquement
dr =■■ D^/vi^-h D, rd$ -f- X)yrdy -f- D%rdz -f- . . , , du = D,udt -f- Dx udx 4- D7 wfy" +- Dtudz -+-...,
et , en vertu des expiations (D),
dx dr dz k dr
F, F? Fj" D/r+flDxr+F2D;r4-F3D,r+...
du *
~/>,«+FID,a + F1D7a-t-F3D,i + ... '
'/a — P/" -+- F,Dxtf,4- FaD7« ■ •+- F3D,fr 4-. . ■ ^~" Dtr 4- FtD,r 4- F, D^ 4- F3D,r -h. . . '
donc, si l'on fait, pour abréger,
D,if^Fa&xu4- F,D7tt 4- F3D,« -i- . ■ .
Pi/-H-F,Dfr 4- F, D,r 4-Ç3D,r 4-
on aura simplement
du „
on en conclura
^ d— — _ — -Foi*...,
et, par suite,
t»=rll -+P ~" ^Fotf 4- ■ P ~" ^ F5«i -h..., * i '*
OU
Ajoutons que ces dernières formules représenteront une intégrale générale des équations proposées, tant que la série
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sera convergente *, en effet, si Ton fait, pour abréger,
comme, en vertu de F équation qui définît Fdu au moyett de ret de m, on a For = i, et, par suite,
*u- 5- *n" — 5 *D « Z zt / ^*D»t
I.2.3.../I i«%.3...ji i.2.3...(/i
on trouvera FDU =*= o, et, par conséquepC,
D,U H- F.D^U -h F,DrU H- F3D.U -K . . = o;
donc s = U sera une'^ intégrale particulière de l'équation (C), et la formule
P — r f p — ri*
*=zii -f- v- YDu 4-V — 4r;F4«-K • -,
sera une intégrale générale des équations (D).
288. Si , en supposant a fonction des seules variables x, j', £,.••> on nomme F'dk, Fdw, F^m,... ce que devient FDu lorsque dans les quantités F,, F,, Fs,..., considérées comme fonctions de x, y, s,..., *, on remplace la seule variable t par de nouvelles variables t\ f ", *",..., on aura évidemment
SD«=r— / FD«^=— / F^'r^— / K>udt",
S h « = £ rojy"T,udt"dt' = yj f^Fldf'dï , Sè« = - /" F'D /* F'D f^Yludfdt'df
= - r r' r'*F'DF;F;«rf/-rf<"A',
et par suite l'intégrale générale des équations (D) de-
viendra . ^
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Lorsque les fonctions F, , F,, F,, . ... ne rfpferment MgFefpljcitementla vaéàeble t, on,»-.'
J%à = n«Jy$« = • • • i ^&> = f*«,. . . , '
et de plus , ^^\\\W, "" - }*>*
La formule (F) «bUpifc, comme cela de<àft^fre, la formule (I, ). '
(i est bon^'observer^fe^ans le cas OÙ Ton considère seulement deux variables a: et t , et où l'équation 7 D^-hF.D,* -h F» Dr* -hFâD,*-l- .%. ==o ^se réduit, quand on y fart 5 =^U, à
DfU + F.D^Utrro, la différentielle totale fft la fonction U , </U = D^U^ + DxU^,;
$' réduit , quand on . y substitue pour DrU sa valeur — Pt 9^0, Tu* produit de la formé V (dx — ; F, A) , la valeur de V étant V = ï)*Uî donc la fonction U étant déterminée par une des équatipns &
u == k + Sdk -*-sè**-f-sè«-h ...,
U=5a^tJ=fFDtf4-^=^Fèi*-^ ...,
le facteur V = DXU qgra propre à rendre intégrable le jpremier membre cftihe équation différentielle entre x
et t, présentée sous la forme dx — F, dt = o; effectivement , l'équation DfU -f- F, D* U= o, diffirentiée par rapport à x, donne
D,V==*D,(-FtV),
équation qui exprime bien l'intégrabilité du produit V(dx — Ft A), et qu'on peut regarder comme une légation aux dérivées partielles propre à déterminer le "tuteur V en fonction des variables :£ijtt^; * ■
Si, à la place des équation* d^È^re*(D), qui sont du premier ordre, on considérait ujÉ^feffiyieuEi équations différentielles d'ordre supériejfr j'frtfljf Éjjnjre celles-ci* n'être plus que des équations c|flj||ÉmtMl6s dupremier^Tdre, il suffirait de leur adjoindré^^j^qo^e-unes des formules
D,x = ^, T)*ry = xv,..., Vty±£'f', D,rf = r#»---. c'est-à-dire de nouvelles équations différentielles qui seraient elles-mêmes du premier ordre dans le cas où Ton prendrait pour inconnues non-seulement x9 y 9 *,..., mais encore quelques-unes des fonctions dérivées x\ jc*, ...,
A l'aide de cet artifice , on déduira sans peine de la formule
** H- PX H- "z +■ • •
k(t—t) kt pi —kt
=(AÇ+A^+»Ç-r-> + « J ' [*/#H-«£(')+-"l
l'intégrale générale sous forme finie d'une équation linéaire à coefficients constants avec un second membre > ariablc , c'est-à-dire d'une équation de la forme
D;\r + Af Vn~ljc + AJD^F-h...-hÀJl.-lDf.r-f-À.x = T.
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Détermination des limites entre lesquelles les séries qui représentent les intégrales générales d'an système d'équations différentielles jrestent t convergentes, et des erreurs que Ton comme|«H ccnAerrant seulement, dans chaque série, les n premiers termes.
289. II nous reste à faire voir comment on pguts'assu- Ter généralement que les séries de /la leça^t précédente sont^ponvergentes , du moi as pour des valeurs delà di^Hérence f— r, ou t — ê suffisamment rapprochées de zéro, et comment on peut alors fi*er des limites supérieures aux erreurs que Ton commet en conservant seulement , • dans chaque série, les n premiers termes. Nous y parviendrons facilement à l'aide de quelques procédés nouveaux dont l'ensemble a paru assez important à M. Cauchy pour qu'il ait essayé d'en faire un calcul nouveau, qu'il a appetircd/cu/ des limites.
.. Soient r une quantité positive, 0 un arc réel, et f(x) une fonctiori quelconque de la variable réelle ou imaginaire Jcvon aura évidemment
Drf (x -H re* l/^T) = ' Drf(x -f- n» i/^ï ).
Or, si l'on intégre les deux membres de celle équation , i° par rapport à r, et à partir de r = o \ i° par rapport à 0 entre les limites 0 = — tt, 0 = ■+- tt, et si Ton suppose
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que la fonction de x^r èt<^ représentée par f {x+re^/-^)y reste finie et continue, quel que soit ô, pour Ja valeur attribuée à r, et? JÈJ^jur une valeur plus petite, on trouvera
■ #' / Drf(* ■+- «* Vr^)drdb = o, •
ou, ce qui revient au même, * -,
et Ton en conclura
Si l'on différentie cette équation n fois de suite , par rapport à xy on en tirera
fO(*) = — f ^fWfx + rrfl/^)**;
puis, en intégrant par parties le second membre de cette . dernière n fois de suite , on aura
fC)(x)=' *^"n Çy^e-i^rZi f (, + rrf|/=7).
L'expression ree^^~» peut être considérée comme un accroissement imaginaire attribué à la variable .t : désignonsle par //,, en sorte que l'on ait re° ^—l = hh et représentons par L t(x -+- hi) ou Zf la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction imaginaire f(a:-f-/j4), lorsque dans la valeur de /*, = re***--1 on fait varier l'angle 0 sans changer le module r. Le module de l'expression
r-nc-n()\/~i(x -f- rcQl/Z^ï)
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sera inférieiity ou tout au plus ^1 au produit t^n Zf , et
la valeur 'numérique -de l'intégrale
irf*
ne dépassera pas Texpressiom arc r~~nLf, dé-aorte qu'en représentant par l'initiale ikTle module ou la'valeur numérique d'une expression quelconque imaginaire ou réelle, on aura $
*** M. fC> (*) < 1 .a. 3. . . nr— L(9
k comme on a d'ailleurs généralement
nr~» = (— 1 )» rD; ï r '-' ; on aura aussi
Jlf.f(-)(^<(-i)FrD;.r-£l.
Cette équation subsistera eacore pour n = o et l'on aura M.((x)<^L(9 comme on aurait pu le conclure directement de l'équation
f(*)=— f9 r(* + *,jrfe.
lie J -~1t
Les équations qui précèdent supposent, comme nous l'avons déjà exprimé, que la fonction
" . î{*+ hi) = î{œ+reVr=~[)
reste finie et continue (M que sjrf^gpour 1* valeur attribuée à r. v* ■ ».
290. Cela posé , régnons à rinfKgrâtfaàri des équations différentielles, et supposons d'abord qu'il s'agisse d'eaprinuçr en série l'intégrale générale d'une seule équation dx=1?tdti dans laquelle Ft*B*]}L = <f(x) est fonction de la seule Variable x. SuJ'on désigne par u =f(x) une nouvelle fonction de x seule f l'intégrale cherchée sera,
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comme nous l'avons vu^jiiâpbée par i'équatipp
a.) /(?)= «=^ï*)* ('-')FD/(*)-f-(-^-,.i»/w
dans laquelle on aura t
. • ' FD/(*)=F,D,/(*)=p(i)D,/£r),
ôû; ce qui revient au même , m> ■:
FD/(*)i= *(*)/'(*); ^
on aura donc
FD/>)=*(x)4'W,
Fô /(x) = [* (x)Y f" W 4- *(x) *' (*)/» (^
f?,/(x)=[^(x)]vww + 3^(x)h'wrw,
De ces équations , jointes aux considérations précédentes, on déduira
M.Y»f{x)<*Lt.rLf .rLp
Mnf{x)<^{rLffy.rL/,
Jf.F4/(*)<E,(ryiiZ/,
Rt , Rt, Rj . . . . étant des fonctions de r déterminées par les équations
— Rf = r— Drr-1,
Ra =(/-')■ D'r r-«+ r-'(Drr-)Drr-',
— R3 = (r-1)3 Dr* r-1 4- 3(/-«)» D, r-' Dr2 r—
-h (r"')» D; r— -f- r— (Dr r—)*D, /-* ,
et la valeur de r devant être telle que chacune des fonctions/(jr + A,), <f(x + hé) demeure finie et continue
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pour cette mèmjfc.valeur de r et pour une valeur plus petite. D'ailleurs, les vtSeurs de — R, , R,, — Rs, . . . sont évidemment ce que deviennent les valeurs de FDf(x)r . F&/(j:), Fï)f(x), . . . , «fufnd, après avoir fait
on remplace la variable & par le àrodule r, et il ne pouvait en êtra autrement, puisque dans le second membre lie ta formule
:t M.fC)(x) < (— i Y Vnr i-1 . rLt,
le coefficient du produit rZf est , abstraction faite du signe y » ce que devint { fi-Lx) quand , ajtrës avoir posé f (x)=x"i , ou|iy^itu6^UÈ%n aura généralement» •
$ï.wt>A*)<M'**yrLS''
" \'* (— i)n R„ étant ce que devient la- valeur de Ffc f (x), correspondante aux valeurs de f*t#) >./(#)> données par l'é- ■■■ qaaûon <p (x) =f(x) = x""rv quand on y remplace x par r. Or on tire de l'équation
jointe à la copdition^f (x) = y {x) =ar1,
FÔ/(x) = x-lVx3jr-> = — 3.5jt-7, û ;
Fj/(x) = (— i)" i.3.5...(a/i-i-i)*-(»*+o;
on aura donc
R„ =r i.3.5... (a« — i) /—<"+'), et par conséquent
M.Fîf(*) < i.3.5... (2*-i)>-" (LyYLf.
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Enfin , comme on a évidemment
hi
on aura aussi
JfJ-D/(*)< ..S.5...M*§J [z^t^]"^
Cela posé , le ténue général de la série qui dfrnne l'intégrale cherchée, savoir, *'
offrira une valeur numérique infériei
du produit
L.3.5. (an-Or
par conséquent à celle du produit
puisque Ton a évidemment
Donc les différents termes de la série en -question offriront des valeurs numériques inférieures à celles des termes correspondants de la progression géométrique qui aurait pour terme général l'expression
or cette progression sera convergente si Ton a
OU
et alors, si l'on remplace la somme de la série par la somme de ses n premiers termes, le reste de la série ou Terreur commise sera inférieure, abstraction faite du signe, à
Supposons en particulier f (x) = x , l'intégrale cherchée deviendra
et le reste de la série comprise dans le second membre de cette équation sera inférieur, abstraction faite du signera
On peut donc énoncer la proposition suivante.
291. Théorème ior. Supposons que la variable t et la fonction x étant liées entre elles par l'équation différentielle <Ix=<f(x)dt, Ton nomme £ une nouvelle valeur delà fonction x correspondante à une nouvelle valeur t de la variable f •, £ sera développable par la formule
en une série convergente ordonnée suivant les puissances T. n. 48
ascendantes de la différence r — t, si Ton a
[EH JT.(r-0<+
la valeur du module r de hê = reB^~* étant assujettie à la seule condition que la fonction <p (x + A,-) reste unie et continue, quel que soit l'angle 0, pour cette valeur et une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à scs/i premiers termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit [E(*J].
Alors aussi une fonction quelconque de £, f(£) sera elle-même développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de t — £, et le reste de cette dernière série sera inférieur, abstraction faite du signe , au produit (Ei), si la valeur du module r est assujettie à la double condition que les deux fonctions f(x -+■ A,-), <f(x -f- hê) demeurent finies et continues quel que soit l'angle 0 pour cette valeur de r et pour une valeur plus petite. Il est avantageux de choisir le module /•de hi de telle sorte que la limite assignée pour le module de t — t devienne la plus grande possible. On y parviendra
en réduisant la quantité L -^-7 — -à la plus petite valeur
qu'elle puisse acquérir.
Pour montrer sur un exemple très-simple une application des formules qui précèdent, concevons que l'équation dx = (f (x) dt se réduit à dx = x* dt, a désignant une constante positive. Si l'on suppose x positif , afin que <p (x) = xa soit toujours réel , l'expression
f{x + hi) = {x + rc^^Y
ne restera continue pour des valeurs fractionnaires ou irrationnelles de l'exposant a qu'autant (pie Ton aura
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r<J?: on aura alors
La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu égard à la condition r<x, sera , i° ai Ton suppose a < 2, la valeur qui correspond à r=x, savoir, r" x*"1 ; 20 si Ton suppose a > 2, la valeur qui correspond à la formule
Dr- - = o, ou
savoir,
donc, en vertu du théorème premier, Ç et t désignant deux valeurs correspondantes des variables x et t assujetties à vérifier l'équation dx = x*ck9% sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence r — f , tant que la valeur numérique de cette différence restera inférieure à la moitié
du rapport a a_l , si Ton a a O } et à la moitié du rap-
2 JC
port — si Ton a a > 2. Or, en eflet, on tire de
l'équation dx = x* dty intégrée directement,
et la puissance [1 — (a — 1)0^"* (t — *)] ' ~~ * sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence r — I, si la valeur numérique de cette différence est inférieure a celle du
rapport -. r ;. D'ailleurs, il est clair que ce dernier
rapport surpassera toujours, abstraction faite du signe, le rapport — — — , et à plus forte raison sa moitié, si Ton
suppose a < 2 ; le rapport — — ~p, et à plus forte raison sa moitié, si Ton suppose a>i. En effet, on aura dans la première hypothèse. M. > 1 > ~ $ et dans la seconde, a" > (1 — aV, — - — > LLZI^lZ-. Donclethéo-
rème premier se vérifie à l'égard de l'équation dx=3?dti et même il résulte de ce qu'on vient de dire que, pour une équation différentielle de cette forme, on obtiendra encore une limite supérieure k la valeur numérique que la différence r — t peut acquérir si à la formule
Af.(T-f) = ±-
on substitue
L<fi(x-h K) '
hi
Cette remarque s'applique pareillement aux équations différentielles
ir=r* dt, dx = c- dt, dx = e~*x dt9 ...,
dont il est facile de calculer directement les intégrales.
292. Concevons à présent que dans le second membre de l'équation dx = Ft A, Ft soijt à la fois fonction de x et de t , en sorte qu'on ait Fj=f (x, t). Alors l'intégrale
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sera fournie par la formule
(Ij) \ rt Pe rt"
dans laquelle on aiua
rD/(x) = f(x, »'^ (*), F*D f[x) = f(* , *")/' (»), F£/(.r) = f(x, «")/'(*),..., et, par suite,
www=f(*. of(*. of(*. o/ww
-H f(*f *')[*(*, '") Dîf(*, r-)4-D,f(*, f")D,f(*f r )]/'(*),
D'autre part, comme dans les intégrales définies les variables t\ t'\ *",... devront rester comprises, la première entre les limites r et f , la seconde entre les limites t et t\ la troisième entre les limites t et *",..., il est clair que ces variables resteront toutes comprises entre les limites t et t $ d'où il suit que chacune d'elles pourra être représentée par une expression de la forme t -f- s (t — f), e désignant un nombre renfermé entre les limites o, i. Cela posé , si l'on représente encore par L( la plus grande va-* leur que puisse acquérir le module de la fonction imaginaire f [x + A,, t -f- e (r — *)], lorsque dans //, on fait varier l'angle 0 sans changer la valeur de r, ni celle de vy si d'ailleurs on nomme em celle des valeurs de e pour laquelle le module Lç devient le plus grand possible , et n un nombre entier quelconque , on tirera successivement
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de la formule M.W (x) < (— i)* D; (/-')r L< ,
jvj)-f(x( «o < (- wir*)'***
Jf.D;f(x, t") < (- if D- (r-)r£,,
puis de ces dernières formules ou conclura , en désignant par L\m le module maximum maximorum, et par Rj, R,, Ri,... les mêmes fonctions de r que ci-dessus,
A/.FD/(*)< Kr.rL\-.rLf, M.¥*DriS(x) <R,.rZf-.rZ/,
II fallait nécessairement que les coefficients R4, Rt, Riv conservassent les mêmes valeurs que précédemment*, car lorsqu'on réduit la fonction f (x, t) à f(x), les dernières formules doivent coïncider avec celles que nous avons déjà obtenues, et cela arrive effectivement, mais sous la . condition que les valeurs de R,, Rs, R8,. . . restent les mènes dans les deux systèmes de formules. La valeur générale de R„ restant la même , on aura, pour une valeur quelconque de 77,
M.*jyi...*$fW < . .3.5. . .(M -i)r-(z- LJfy,
ou, ce qui revient au même,
WS- • -K /M < « .3.5. . . (» - ,) \l îfe+Vt+sfe^l
Donc le terme général de la série qui donne l'intégrale cherchée offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit
..3-5...(«i.-t)( fjx + A,-, «+,,(r-/)}»«
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et, à plus forte raison, à celle du produit
donc enfin la série en question sera convergente si Ton a (d) Af.|a(r-0£ftJ + ^^'^T-^}<,,
et alors, le reste de la série réduite à ses n premiers termes offrira une valeur numérique inférieure au produit
('' -jt.|,(.-^f"^«-,+-('-'a} ''
Il est important d'observer que le module r de A, doit être tel que chacune des fonctions
f [*+-//,, f + «(r-r)j, /(x-t-hi),
demeure finie et continue quel que soit l'angle 0, pour la valeur attribuée à ce module , et pour une valeur plus petite. Il sera d'ailleurs avantageux de choisir ce même module de telle sorte que la limite assignée par la formule (Ct ) à la valeur numérique de r — t soit la plus grande possible. Si l'on pose en particulier f(x) = x, T intégrale deviendra
et le reste de la série comprise dans le second membre de cette formule sera inférieur, abstraction faite du
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signe, à
On peut donc énoncer la proposition suivante.
293. ame Théorème. Supposons que la variable t et la fonction x de cette variable étant liées entre elles par l'équation différentielle
dx = f(x, t)dt,
on nomme £ une nouvelle valeur de la fonction x, correspondante h une nouvelle valeur t de la variable f, ( sera développable par la formule [^ O] en série convergente. Si l'équation (Ct) est vérifiée, c'est-à-dire si la valeur numérique do la différence r — t est inférieure à celle que détermine l'équation
la valeur du module r de A, étant assujettie à la seule condition que la fonction f [x + hi9 t + e(r — /)] demeure finie et continue, quel que soit l'an gle 0, pour cette valeur de r et pour une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n premiers termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit [E, ]. Alors aussi une fonction quelconque de £, désignée par f(£ ), sera elle-même développable, par la formule (1',), en une série convergente , et le reste de cette série sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (E', ), si le module r est assujetti à la double condition que les deux fonctions / {x -4- //, ), f [x -f- //,, t + e (t — *)], demeurent finies, et continues, quel que soit l'angle 0, pour la valeur
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attribuée à ce module, et pour une valeur plus petite. Pour montrer une application des formules qu'on vient d'établir, concevons que l'équation
dx = f(j:, t)dt se réduise à
dx = [x -+- tydt,
a désignant une quantité positive quelconque. Si Ton suppose x + t positif, afin que î(x + t) soit réelle, et t < t9 la fonction
f|>-+-A„ t+ i(t — t)] = [x + hi + t +t(r — r)]« ne restera continue pour e = o, qu'autant que Ton aura
alors on trouvera
L[x + kt+ (+i(r-r)]'=:[x + r+ï + i(f- f)]a,
et, en nommant tm la valeur de e pour laquelle cette dernière expression devient la plus grande possible, on aura enK= i,
r [*-+- hj -f- t -h tm(r — t)Y _ (x 4-t -4- r)«
ht r
La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu égard à la condition r < x+ *> sera ce^e <&& correspond àr=jc+^, savoir,
ou celle qui correspond à r = — — - — , savoir ,
* -h * suivant que x -f- 1 sera inférieur ou supérieur à ,
c'est-à-dire , en d'autres termes , suivant que le nombre a sera inférieur ou supérieur à l'expression
Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre a inférieur à 2, il sera inférieur, à plus forte raison, à l'expression
2 H , et, en remplaçant dans la formule
le coefficient de t — t par le produit * , on
réduira cette formule à
Cette équation est évidemment vérifiée par une valeur positive de t, comprise entre les limites t = f , t = oo, qui, substituées dans le premier membre, le rendent successivement nul et infini. Il y a plus : comme on a généralement
(ix -h t -f- t)*-*-' — (ix H- 2f)a•4-, a -h 1
= f {2X -f- 1 -h t)" <f T < (r — f) (ix -+- * ■+■ t)- ; il est clair que la valeur de t , propre à vérifier la formule
sera inférieure à celle qui vérifie la condition
c'est-à-dire à la limite
donc elie sera comprise entre t et cette dernière limite , ce qui permettra de la calculer facilement pour chaque système de valeurs attribuées aux variables x et t. Or , pour la valeur de r ainsi déterminée, la série qui donne la valeur de £ ou l'intégrale cherchée deviendra convergente et offrira un reste inférieur, abstraction faite du signe , à l'expression [E'ix)], ou, ce qui revient au même, à
Donc cette série fournira l'intégrale générale de l'équation dx = (x + t)adt, et l'on pourra dire combien de termes on doit conserver dans le second membre de cette formule, pour obtenir la valeur de £ avec un degré donné d'approximation. Ces conclusions subsistent quel que soit le nombre désigné par a. Toutefois, dans le catf où ce nombre devient considérable, il est avantageux de rem- ' placer le coefficient de r — t dans l'expression
(a j? -h t -h tY . , , .
non par -, mais par le produit
En opérant ainsi , on obtient l'équation
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qui fournit une valeur de r inférieure à celle qui vérifie la condition
par conséquent une valeur de r Inférieure à la limite
La valeur de r en question surpassera notablement, si a devient considérable, celle qui vérifierait l'équation
et une valeur plus petite , mais supérieure à ty rendra convergente la série qui donne la valeur de £. Ajoutons que le reste de la même série sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit
[*7 --C-7 (r — 0 (x "+• r)a~1l / (— '>" _ LJ(x+î±i\
291. Cette détermination des conditions de convergence et des limites de la série qui donne l'intégrale cherchée, peut être facilement étendue à un système quelconque d'équations différentielles entre une variable indépendante t et des fonctions x, y, z,... de ces mêmes variables. En effet, soit f(x, y, s, . . .) une fonction quelconque des variables réelles ou imaginaires or, jr, z, . . . . Soient d'ailleurs X,, jrf-, zh... des variables imaginaires dont les modules soient respectivement r, r\ r",..^ en sorte qu'on ait
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ff, 0", (P,... étant des arcs réels ; et supposons les modules r\ r", r",... choisis de manière que la fonction
reste finie et continue quels que soient les arcs 0\ 0", &",..., pour les valeurs attribuées à ces modules, ou pour des valeurs plus petites ; on tirera successivement de la formule
et, par conséquent,
En désignant par m', m", m",... des nombres entiers quelconques, on tirera pareillement de la formule
i.a...iw' i.a...iw" 1.2... m" „ en posant — py-. r,„ . r,w = K,
puis, en indiquant par la notation Lt la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction imaginaire f, lorsque dans Xi, yh **,... on fait varier les
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angles 6', 0", fi-",..., sans changer les modules r', r#, i^v» on aura
Af.D^I. T T *(*,r> *,*•)< -77^- 77^» fMmF • -fr,
ou, ce qui' revient au même ,
M.T>7ji":'+^+' "f{*9 y, *,..*)
<(.l)^^+.«rvv^..D?^!^(rVr...)-«Zf.
Cette dernière formule subsiste lors même que les nombres m', m", m",..., ou quelques-uns d'entre eux, se réduisent à zéro. Il est d'ailleurs une remarque iingprtante , à faire , c'est que , pour obtenir, au signe près, le second membre de la dernière inégalité, il suffit de prendre
f(jp, y, »,...)= — R ,
puis d'effectuer les différent! a tions hidiquées par la notation D';;t;;:B-«-mW+- f(^,J, *,•••)> c'est-à-dire de diflerentier f(#, y, £>•••)' ni fois par rapport à x, m fois par rapport hy, m" fois par rapport à s,..., comme si R désignait une constante ou une quantité indépendante de ces variables, sauf à poser après les différentiations effectuées R = L[ , et hors de la fonction R, x = r , jr=zr', z =rm,
295. Considérons maintenant un système d'équations différentielles de la forme
r£r=F1rff, dy=F2clt, dz=?zdty
Si F1} Ft, Fs,..., sont des fonctions des seules variables x, y, z, . . . , en sorte que Ton ait
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et qu'on désigne par «=/(ar, j, *v) une nouvelle fonction de ces mûmes variables, une intégrale des équations proposées sera fournie par l'équation
/(g, ,, £,...)=/(*, J, *,...) -f- (r — l)FD/(*f n «,.-)
-^"^Fè/^r,^...)-*-...,
dans laquelle on aura
Fd/(*,.T. ^.-0=^.I>r/4-^D7/H-(p3D,/4-....
Cela posé , il est clair que dans le polynôme représente par F^ f(xf y, z, . • . ), un terme quelconque sera le produit de plusieurs, facteurs égaux ou inégaux, dont chacun coïncidera, soit avec l'une des fonctions f9 fu qpt, (f „ . . . , soit avec Tune de leurs dérivées des divers ordres, prises par rapport à une ou à plusieurs des variables a:, jr, s,...*, et pour obtenir une limite supérieure au module de F£ f(pc,y, **•••)» il suffira évidemment de remplacer chacun des facteurs en question par une limite supérieure à son module, limite que nous avons appris à déterminer. En opérant ainsi, on obtiendra pour limite supérieure au module du polynôme représenté par ^Sffa y> *>•••)» u*1 second polynôme que nous désignerons par A, et qui , en vertu de la remarque précédemment faite, se déduira facilement du premier. En effet, pour avoir, au signe près, la valeur de A, il suffira de chercher ce que devient Ftff (x, y9 *,...) quand on y pose, avant les différentialions relatives à x, y, £>•••»'
f = A, <px= Alf
jcyz... T xy%...
r'r"rm... k r'r"rm...
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puis, après les différenciations,
x = r', y =r", *=/•",..., A = Z/, Al = Zyl, Aa = Zyt, A3 = Lyt.
D'autre part, comme on trouvera le polynôme
composé de termes tous positifs, ou tous négatifs, suivant que n sera pair ou impair, il est clair qu'il suffira de multiplier par ( — i)n la valeur trouvée de Fj>f (ar, y9 *»-••)> pour en déduire celle de A. Si, pour abréger, on pose
xyz.
Fn/(^,r, 2,-.)=f (A,Dr/+ AaDjr/H- A3D,/H-. . .),
par suite, 011 aura
A= *mLfi
pourvu que Ton désigne par P„ ce que devient l'expression ( — i)nF'ô p quand on a égard aux remarques que nous avons faites. 11 reste à déterminer r„. Or, si l'on représente par m, y, i*v.. aes fonctions quelconques de x, y, £,...,011 aura évidemment, en vertu des équations qui définissent la fonction Fd/(x, jr, z,..,), et de l'équation
Fd/(«, r,*,...)=P(AiD*/-r-A>D//-r-A3D-/ + ...),
FD (« -f- *' 4- w -H . . . ) = FD m H- FD f -h FD «' H- . . . , Fp .uv = uFqv -+- pFdh,
fAn+l AÏ+1
=~"Pi3,^r^
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et, par conséquent,
c7a, a, a3 V ./Ai a, a3 \/a; a; à; >
pois on en conclura, en posant hors des fonctions A,,
Af, A,,..., x = r', y = r", s = r",..., et par suite ' p= 1, <A, A. A3 \
, /AJ AJ Aï \
+ a(^5 + pr3-+-p*-+-"J.
les valeurs de A,, Ât, A89... étant déterminées comme nous l'avons dit. D'autre part, comme on aura évidemment
A" Aï A" , ( A, Aa A3 V
on en déduira
J". = -, -f- p + p? -+--. K < 3 (^p + -» + ps +-J ,
'»<i«(p+pî + pi +...),
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et, généralement ,
?*<*[p + 7» + ;> -+-... J » N désignant le nlim* dernier terme de la suite
c'est-à-dire la somme des coefficients numériques compris dans le second membre de l'équation qui donnerait F£p. Or, ces coefficients conservant les mêmes valeurs, quel que soit le nombre des variables j?, y, £,•••> îl suffira, pour obtenir le nombre N, de considérer le cas trissimple où Ton aurait
p = -, FD/(«) = AfpD,/(jr);
on trouverait alors
et, comme on tire directement des équations
P = j, FD/(jp) = A,pD,/(*)f (- i)-F-p= i.3.5...(an-i)r-«^Jf
on aura
N = r .3.5. . . (2/1 — i), et, par suite,
Ainsi A, qui représente une limite supérieure au ino-
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dule de Fd f(x, y, s,...), ne pourra surpasser le second membre de l'inégalité précédente } il en résulte que le
fT An
terme général 3 nFi>f(x, yy z,...)de la série qui
donne l'intégrale cherchée, offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit
par conséquent à celle du produit
donc les différents termes de la série en question offriront des valeurs numériques inférieures à celles des termes correspondants de la progression géométrique qui aurait ce dernier produit pour terme général: or, cette progression sera convergente si Ton a
ou, ce qui revient au même, en substituant pour A,, A*, A3,... leurs valeurs,
0 Jf.(r-f)<
L (ptjx-hxj, y+yiy... ) £(P,(.-.) ^_ L Qi{...) '
et alors si Ton remplace la somme de la série par la somme de ses //. premiers termes, le reste de la série, ou Terreur commise, sera inférieur, abstraction faite du signe, au reste de la progression géométrique, c'est-à-
77a dire à
,|jt[,(T->)(^ + ^ + ^+.
Si Ton suppose en particulier f (x, y, s,...) = x, la série qui donne l'intégrale devient
Pif)] {=ar+(I^FDx-h tz^I Fèx + (-^l^Fix+.. :
le reste, quand on s'arrêtera au nlèm' terme, offrira un module inférieur a
[e«] Li ^ — îl-i — ^ x (x + kx
On peut donc énoncer la proposition suivante.
296. 3œc Théorème. Supposons que la variable f, et des fonctions x, j, z,... de cette variable, étant liées entre elles par les équations différentielles
dz= <p3 (*, jr, z,. . .)*,
on nomme £, y?, f , . . . de nouvelles valeurs de x, y, z,.... correspondantes à une nouvelle valeur t de t; £, >j, £,... seront développables par la formule [I^] en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence r — f, si la valeur numérique de cette différence est inférieure à celle que détermine l'équation
les modules r', r", r",... des expressions imaginaires
étant choisis de manière que les fonctions
demeurent finies et continues , quels que soient les angles ff, 0", Ô", . . . , pour les valeurs attribuées à ces modules, et pour des valeurs plus petites. Alors le reste de chaque série réduite à ses // premiers termes, sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit [E£T,J ou à celui qu'on en déduirait en remplaçant L (x 4- #,) par Tune des quantités L(y-\-y^ L(z + 3, ),.... Alors aussi une fonction quelconque de £, y?, f,..., désignée par y*(£, rj, £, . . .), sera elle-même développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen*dan tes de r — f, et le reste de cette série sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (E„), si , pour les valeurs attribuées aux modules r', r", r *,..., ou pour des valeurs plus petites, la fonction
demeure linie et continue aussi bien que les /onctions
fi* ?29 ?8'*«-9 quels que soient d'ailleurs les angles 6\ ft",
297. Si, dans les équations proposées (D), Fi, Ff, F3,... renferment explicitement la variable f, des raisonnements pareils à ceux par lesquels nous avons établi le *me théorème fourniraient, au lieu du 3me théorème, celui que nous allons énoncer.
4me Théorème. Supposons que la variable «, et des fonctions x, jf, z?... de cette variable, étant liées par
les équations différentielles
r/r = ?,(*, j, *,..., f)dr, dy = <p%dt, dz = ftrfi, on nomme Ç, y?, £,... de nouvelles valeurs dex,^, £,..., correspondantes à une nouvelle valeur t de t . Concevons d'ailleurs que m = f (x, jr, z, . . .) étant une fonction quelconque de a:, ^, z, . . . , on pose , pour abréger,
et que Ton désigne par F'Du, F^w, F£w,... ce que devient ¥du quand à la variable t on substitue d'autres
variabl©6 t\ t1 \ tmy Soient encore e', e", £*,... des
nombres inférieurs à l'unité, et supposons les modules r', r", r",... des expressions imaginaires
■*i — r e f ji — r e , zt — r e ?•••»
choisis de manière que chacune des fonctions >,[*-+-*,-, r+r,-, z-hs,,..., /-f-i'(r-f)], *«(..-)> *3(— )i demeure finie et continue, quels que soient les angles 0*, 9", 8*,..., pour les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites. Enfin, posons
L indiquant le plus grand module que puisse acquérir chaque fonction quand on fait varier les angles ô\ 0", 6*. sanschanger r', r", r",..., ete'w, e'^, e*,... représentant les valeurs qu'il faut attribuer à e', e", e", pour que chaque module devienne le plus grand possible. £, y;, £,... seront développables en séries convergentes par la formule
? = .r — / ' F^dt' -f- f' f ' F'l)FDxdc"dt'
-/"/" /"F'„I'v;F7,,v/rV/V/'...-h....
cl autres semblables, si la Taleur numérique de r — t est inférieure à celle que détermine l'équation
Alors le reste de chaque série réduite à ses n premiers termes sera inférieur , abstraction faite du signe , au produit [En], ou à celui qu'on obtiendrait en remplaçant L(x+xt) par Tune des quantités L(y +ji)<i L(z + s,),..., les valeurs de An A„ As,... étant toujours déterminées par les mêmes équations. Alors aussi la fonction f (f, rh £,...) sera elle-même développable par la formule
f% -, ç,-)=/(*. y y •v-O-^Fd/I', y, *>...)&.
et le reste de cette série sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (En), si, pour les valeurs attribuées aux modules r', r", r**,..., ou pour des valeurs plus petites, la fonction f (x -f- xh y +y^ * + s,,...) demeure finie et continue aussi bien que les fonctions fl9 yt, (f8,..., quêta que soient d'ailleurs les angles 0 ', 0", 6'*, ....
Dans l'application des 3me et 4"*c théorèmes, il est avantageux de choisir les modules r , r", r*,..., de telle sorte que la limite assignée au module de t — / soit la plus grande possible.
298. Note. On a vu, par ce qui précède, que pour déterminer le reste deê séries qui expriment les intégrales des équations proposées , il fallait chercher la valeur tOT de e, propre à donner la plus grande valeur possible à une expression dépendante do 0, cl que Ton supposait déjà par-
venue à son maximum, par rapport à 0. Cette plus grande valeur , qui conduit à l'expression du reste, est du genre de celles qu'on a appelées maxima maximorum et que M. Cauchy apprend à déterminer dans une petite Note récemment publiée, que Ton sera bien aise de retrouver ici.
Soit x une variable réelle et u =f(x) une fonction réelle de x, qui demeure continue avec sa dérivée seconde f'Xx), du moins entre certaines limites. Les valeurs de x qui, étant comprises entre ces limites, correspondront aux valeurs maxima et minima de la fonction ur seront , comme on sait, celles qui vérifieront l'équation
ou, ce qui revient au même, l'équation
Dx« = o.
On sait encore qu'une racine simple de cette dernière équation fournit un maximum ou un minimum de uy suivant que la valeur correspondante de Dlu est une quantité négative ou positive.
Dans certaines questions il importe de déterminer, non pas tous les maxima ou minima d'une fonction donnée, mais seulement le plus grand de tous les maxima, ou le plus petit de tous les minima, c'est-à-dire, en d'autres termes, le maximum maximorum ou le minimum minimorum; on peut y parvenir dans un grand nombre de cas à l'aide des considérations suivantes :
Concevons que la fonction u renferme , avec la variable jc, un certain paramètre a : il arrivera souvent que pour une valeur particulière de ce paramètre , il sera fa-r cile de reconnaître quelle est celle des racines de Téqua-f tion Dxu = o qui fournit le maximum maximorutn de u. Soient X cette racine, et U la valeur correspondante
de u ou le maximum maximorum; on aura
X étant racine de l'équation
Concevons maintenant que le paramètre a vienne à varier par degrés insensibles : la racine X, qui correspond au maximum maximorum de la fonction m, variera ellemême en général par degrés insensibles , jusqu'à l'instant où l'on aura u = uiy ux désignant un autre maximum correspondant à une autre racine X, de l'équation
par conséquent jusqu'à l'instant où l'équation en u, produite par l'élimination de x entre les formules
ie = o, D,at=ot
acquerra des racines égales. SoitZ7=o cette équation en u ; parmi les valeurs de u qui représenteront des racines égales , se trouveront comprises celles qui correspondront à des racines égales de l'équation
c'est-à-dire à des valeurs de x pour lesquelles se vérifieront simultanément l'équation
Dx« = o, et la suivante
Dia =r o.
Des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage, nous auraient conduit aux mêmes équations
U =z o, Dl« = o,
s'il eût été question de fixer, non plus le maximum
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maximorum, mais le minimum minimorum de la fonction u. On peut donc énoncer la proposition suivante :
icr Théorème. Soient x une variable réelle et n = f(x) une fonction de x qui demeure continue, du moins pour des valeurs de x, renfermées entre certaines limites; soit, de plus, X une racine de l'équation
Dxu = o,
qui, étant comprise entre ces limites, fournisse le maximum maximorum ou le minimum minimorum de la fonction u. Si ce paramètre vient à varier , la racine X continuera de correspondre au maximum maximorum ou au minimum minimorum de la fonction 1/, jusqu'au moment où le paramètre a deviendra tel que l'équation U = Oj produite par l'élimination de x entre les formules
u = /(ar), D,w = o,
acquière des racines égales, par conséquent des racines pour lesquelles se vérilic la condition DUU = o. D'ailleurs cette condition sera remplie pour les valeurs de u. correspondantes à des valeurs de x, qui vérifieront nonseulement l' équation
Dx« =r o,
mais encore la suivante
Ditt = o.
En raisonnant de la même manière , on établira généralement la proposition suivante :
2mv Théorème. Soient x,y, s,... des variables réelles, et u = f (.r, y% z,...) une fonction réelle de x, ys 2,... qui demeure continue, du moins pour des valeurs de .r, y, 2,..., renfermées entre certaines limites. Soit de plus x, y, z,... un système de valeurs de x, y, z,... qui, étant comprises entre ces limites, vérifient les équations
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et qui fournissent le maximum maximorum, ou le minimum minimorum de u, pour certaines valeurs particulières d'un ou de plusieurs paramètres a, S, 7,..., conte» nus dans la fonction u. Si ces paramètres viennent à varier, le système des valeurs or = x, y = y, z = z,..., continuera de correspondre au maximum maximorum ou au minimum minimorum de la fonction m, jusqu'au moment où les paramètres deviendront tels que l'équation Z7= o, produite par l'élimination de x,y, £,..., entre la formule
et les suivantes
D, u = o , Dr w = o , Dtu = o , . . . ,
acquière des racines égales, par conséquent des racines pour lesquelles se vérifie la condition DB£/=o. D'ailleurs cette condition sera remplie par les valeurs de 1/, correspondantes à des valeurs de a:, y, s,..., qui vérifieront non-seulement les formules
mais encore la suivante, *> = o, v désignant la fonction alternée que l'on forme avec les termes renfermés dans le tableau m
En sorte que l'on ait, par exemple, quand les variables x, y, z, ... se réduisent à deux,
Note additionnelle.
M. Jacobi a appelé , dans ces derniers temps , l'attention des géomètres sur un théorème très-remarquable de Poisson , lequel , pour certains systèmes d'équations différentielles , permet de déduire les intégrales les unes des autres d'une manière directe , et sans employer des quadratures; de sorte que, dans certains cas, il suffît de connaître deux intégrales pour arriver à toutes les autres. Il nous serait impossible d'exposer ici complètement cette belle théorie de Poisson , rendue plus générale par M. Jacobi ; mais nous pouvons, en terminant ce que nous avons à dire de Y intégration des équations différentielles ordinaires, profiter d'une Note de M. Liouville, pour donner au moins une idée de ce genre de recherches.
Supposons qu'on nous donne à intégrer les quatre équations
Fx = <pDuF, D,u = F, = — pDxF, <pD,F, D,e = F4 = — ?D7F,
dans lesquelles <p désigue une fonction donnée des cinq variables a:, m, y, v> f , et F une fonction des seules variables dépendantes xy u, yy v.
L'expression F=C, C étant une constante, sera évidemment une des intégrales des équations données, car cette équation vérifie évidemment l'équation aux dérivées partielles
DfF+F.DxF +FïDttF-f-F3D;F + F4D,F =0.
Supposons que f = c, f étant une fonction des seules variables x, m, y, ^, soit une seconde intégrale de ces mêmes équations, ou que l'on ait identiquement
(C) DMFDX/— DXFDU/+ D,FD;/- D7FD,/po;
el proposons-nous de trouver les deux autres intégrales
qu'il faut joindre aux précédentes F := C, f = c, pour déterminer complètement x, w, y% v en fonction de la variable indépendante t.
Pour cela , observons d'abord que des deux équations F = C, f = c, on peut tirer les valeurs de deux des inconnues u et v par exemple , en fonction des deux autres, et des constantes arbitraires C, c. En portant ces valeurs dans les équations
D,x = *D„F, Vtjr = <pD,F,
on arrivera à deux équations à deux variables , et pour que f = c soit une de leurs intégrales, il suffira que l'on ait
D, f -h <p (DUF Dxf -h D,F D7f) = o,
ou même plus simplement
Da F D, f -+- D, F D7 f = o ,
si f ne renferme pas la variable indépendante t .
Admettons maintenant, ce que nous démontrerons tout à l'heure , que le binôme udx + vdy soit la différentielle d'une certaine fonction j£ des seules variables xy y : on aura
f(udx+wfy)=:z, u = DxXj » = T>rx.
I\Jais en différent! ant, par rapport à cp dont u et v dépendent, F équation F = C, on trouve
D„FDfM +DrFDfc = o, ou
DaF D,.DC x -+- D,F D7.De^ = o ;
donc l'équation
DBFD,f+D,FD;f=o
sera vérifiée, et f = c sera l'intégrale cherchée, si l'on fait f=Dc^9 et, par conséquent, l'équation D«x = c sera une troisième intégrale des équations (D).
Si (f est une fonction de t seulement, on trouvera aisément «ne quatrième intégrale. DifTérention* en eflet, par rapport àC, l'équation F=C, puis multiplions par y, il Tiendra
— 9 + p(T>uFJ>cu +D,FDC *>) = o ou
— 9 -f- ;(D.FD,.DCX 4- D,FI^.Dcx) = 0;
d'où il suit que l'équation
Drf4- ^(DBFDxf 4- D.FDyf) =0
sera satisfaite par f = Dc ^ — ffdty et que , par conséquent, c étant une constante arbitraire, la dernière intégrale cherchée des équations (D) sera
Mais lorsque <p ne se réduit pas à une simple fonction dc *, on doit se borner à tirer des trois intégrales connues les valeurs de trois des variables dépendantes, uy y, v , par exemple, pour les reporter dans la première des équations données, qui ne sera plus qu'à deux variables, et dont il restera à trouver l'intégrale complète.
Il reste à démontrer que udx -+- vdy est une diflerentielle exacte , ou que Dru = Dxvt Or, des deux équations F = C, f = c, diftérentiées tour à tour par rapport à x et y, en y regardant *i, ^ comme fonctions des deux premières variables, on tire
DxF-+-DI1FDrfH-DtIFDxi'=o, Dx/-hDu/D,«-i-Dr/ Dr< »=o, DrF-|-DuFD/«-hD,FDrP=:o, D//-+-Du/D/u-hDr/DrP=o, _Dy/DltF--DM/DrF ^a/^F-jyDrF
*" DU/D,F— D^/D^F' rU DU/D,F— D./D.F*
et ces deux valeurs sont évidemment égales, en vertu de l'équation (C) :
D„FDX/ — DXFD„/+ 0,FD, /— l),FDr/= o.
On prouverait aussi de la même manière que le binôme xdu -\-ydv est une différen tille exacte dty> et la fonction <j; servirait, comme la fonction £, à déterminer les deux dernières intégrales des équations données.
M. Jacobi remarque que cette méthode d'intégration s'applique d'elle-même aux deux équations du second ordre
D?x = — DXR — D,/È, Dix = — PrR — D/ R> qu'on peut remplacer par les quatre suivantes
D,ar=a, Dtu= — D,(R-f-/l), D^=p, D,p= — D7(R4-Jl),
et qui déterminent le mouvement d'un mobile qui se meut dans un plan soumis à des actions DrR, DrjR, fonctions des distances r, r de ce point à deux centres fixes situé»* dans ce plan. Pour faire coïncider ces équations avec les équations (D), il suffit de poser
<p = 1 , F=j(uï + ^,) + R+/l.
FIN DU DEUXIEME \OLlME.
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