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AVERTISSEMENT
Après une inteiTuptiou de dix-sept longues années dont je ne redirai ni les secrets, ni les douleurs, il m'est enfin donné de reprendre la publication de mes Leçons de Calcul différentiel et intégral, d'aj)rès les méthodes de Cauchy. Le nom de l'illustre niatliématicien qui, hélas! n'est plus, avait porté bonheur à mon œuvre; die s'était écoulée rapidement; en moins de huit années elle était devenue très-rare et très-chère. Le prix excessif de mes deux volumes n'empêchait pas cependant qu'ils fussent très-i*echercliés; et de tous côtés on me pressait de terminer ces Leçons, de donner une nouvelle édition des volumes épuisés. Ces instances si nond)reuseset si vives m'honoraient plus que je ne le méritais, mais elles m'attristaientaussi profondément; ne pas pouvoir y répondre était devenu pour moi un supplice cruel. Mes liens sont enfin brisés, je reprends mon essor, et si la bonne Providence me conserve pendant quelques années encore la santé si excellente (}u'elle m'a donnée jusqu'ici, j'aurai l)ientôt réparé le temps perdu.
lÊi
M AVERTISSEMENT
La seconde édition de mes Leçons coniprençlra quatre volumes de 5oo à 600 pages chacun : ^"
Tome L Calcul différentiel, Calcul direct aux différences finies, Calcul des résidus.
Tome IL Intégration des expressions différentielles , Calcul inverse aux différences finies.
Tome lïL Intégration des équations différentielles et aux différentielles partielles.
Tome ÏV. Calcul des Variations et Calcul des fonctions elliptiques
Je me suis décidé à commencer par le quatrième volume, par les Leçons de Calcul des Variations, et voici mes motifs : 1° le respect et la reconnaissance dus à mes Lecteurs me faisa'ient un devoir de leur offrir quelque rédaction nouvelle, de leur prouver qu'une trop longue inaction n'avait pas paralysé mes forces ; 2® il se présentait une occasion favorable de rédiger le Calcul des Variations dans les conditions de succès les plus excellentes, et de doter la France d'un Traité qui lui manquait tout à fait. J'avais près de moi un jeune et savant professeur de l'Université finlandaise de Helsingfors, M. Lindelôf; pour lui le (Calcul des Variations est une spécialité, ou mieux une vraie et noble passion, il a grandement perfectionné et simplifié les méthodes de M, Sarrus et de Cauchy. Or, non-seulement M. Lindelôf m'offrait sa collaboration, mais il me demandait instamment la mienne, il voulait absolument que je donnasse un corps et la vie à ses théories nouvelles. Nous nous sommes donc mis à l'œuvre, nous avons travaillé avec
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une grande ardeur, et nous avons mené a bonne fin ces Leçons de Calculdes Variations. S'il arrive qu'elles nous fassent honneur, cet honneur doit revenir principalement à M. Lindelof qui est, à proprement parler, l'auteur des méthodes; je demande instamment qu'on lui en reporte la meilleure part.
En même temps, pour regagner plus promptement le terrain perdu, je publie en de^x volumes in-8'' de 55o a 65o pages des Leçons de Mécanique analytique d'après les IMéthodes de Cauchy, étendues aux travaux les plus récents des Géomètres; et en un gros volume in-8^ des Leçons de M écaruque philosophique, synthétique et physique, d'après les idées d'Ampère.
l'Abbé F. MOIGNO,
2, rue d'Iirfurlli.
Paris, ce 4 oclobiv i8()i.
PRÉFACE
^* L'origine du Calcul desA'arialions remonte à l'an- ^ née 1696, époque a laquelle Jean Bernoulli proposa le fameux problème de la brachistochrone, dont la nouveauté attira vivement l'attention des Géoi^iètres. Jusqu'alors on avait considéré uniquement les ' maxima et les minima des fonctions de forme entièrement connue; il s'agissait cette fois de déterminer la forme môme de la fonction inconnue de manière à faire prendre à une certaine intégrale sa plus petite valeur possible. Les Géomètres contemporains de Bernoulli abordèrent et résolurent ce problème et d'autres du môme genre, qui écbappaieni au Calcul infinitésimal proprement dit, i)ar des artifices particuliers, plus ou moins directs ou indirects. La science doit à Euler la première solution régulière et générale de semblables (jueslions, solution encore peu élégante, il est vrai, en raison des consi-^ dérations infinitésimales, en partie analytiques, en* partie géométriques, sur lesquelles elle était basée. l L'honneur d'avoir fait disparaître ces dernières imt perfections, et d'avoir ramené ce nouveau genre de rej; cherches à une méthode simple et purement analytij que, appartient à Lagiange.On peut donc dire en toute f justice que les efforts réunis d'Euler et de Lagrange
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ont fait naître le Calcul des Vcuialions, dont le but principal est la recherche des maxima et minima des intégrales définies.
Tel qu*il sortit des mains de ses illustres inventeurs, le Calcul des Variations constituait une méthode à peu près complète, quand la solution du problème ne dépendait que d'intégrales simples; mais l'application aux intégrales doubles présentait,^ encore de grandes difficultés. Parmi les Géomètres* qui ont puissamment contribué à les vaincre, il faut nommer Gauss, qui résolut le premier problème de maximum d'une intégrale double à limites indéterminées; Poisson, qui compléta la théorie des maxima et minima des intégrales doubles; Ostrogradsky, qui donna pour la première fois la variation complète d'une intégrale multiple sous une forme simple et symétrique, quoique encore peu [)ropre aux applications.
Le Calcul des Variations en était là, quand, en i84o, l'Académie des Sciences de Paris propos<à pour le concours du grand Prix de Mathématiques la question suivante :
« Trouver les équations aux limites que l'on doit joindre aux équations indéfinies pour déterminer *^^p,complétement les maxima et minima des intégrales multiples. »
Le prix fut décerné à M. Sarrus, au leur d'un grand travail intitulé : Recherches sur le Calcul des Varialions, q\i\ a été inséré dans \q^> Mémoires des Savants e/ rangers, tome \, 1848.
M. Sarrus avail eu riuureiise idée d'introduire un
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signe particulier pour indiquer les substitutions à f faire dans une fonction quelconque, et, par ce sim~ \ pie artifice, il avait pu surmonter les obstacles qui î avaient arrêté ses devanciers. Ces obstacles, en effet, \ consistaient principalement dans la difficulté d'exprimer, comme il l'aurait fallu, que dans telle expression donnée on a remplacé l'une ou l'autre [des variables, et souvent même plusieurs variables à la fois, par leurs valeurs limites. La forme sous laquelle M. Sarrus présente la variation d'une intégrale multiple, est moins symétrique que celle de M. Ostrogradsky, mais elle est d'une application plus facile et presque immédiate. Trois exemples donnés > à la fin de son Mémoire avaient suffi pour mettre en évidence les avantages de sa métbode, en montrant qu'elle fournit dans tous les cas l'ensemble des équations dont dépend le maximum ou le minimum d'une intégrale simple ou multiple quelconque.
L'innovation de M. Sarrus, l'introduction d'un signe de substitution, parut à M. Cauchy tellement importante, qu'il s'empressa d'en faire le point de départ d'un nouvel exposé du Calcul des Variations, publié, en i844» dans ses Exercices d'Analyse et de Physique matJiématiquej tome 111, p. 5o. Les formules générales de M. Caucliy sont au fond les mêmes que celles de IM. Sarrus, mais l'emploi plus étendu de la nouvelle notation, et l'adoption d'un signe de substitution double, poui' indiquer la différence entre les résultais d(; deux substitutions simples faites tour à tour, les a beaucoup simj)liiiées. Dans ce premier Mémoire, M. Caucliy s'élail borné à éta-
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blir les principes et les équations fondamentales, il avait réservé pour un second les applications qu'il voulait en faire; malheureusement, ce second Mémoire n'a jamais paru.
Malgré toute notre admiration pour M. Cauchy, nous n'avons pas pu nous résoudre à adopter sa définition nouvelle et généralisée de la variation d'une fonction ou quantité. « Lorsque plusieurs fonctions^ou quantités, dit-il, page 02, peuvent changer simultanément de valeurs et de formes, leurs variations sont de nouvelles quantités ou de nouvelles fonctions dont les rapports sont égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment petits des variables et des fonctions proposées. > Sans doute que cette conception élargit le domaine du Calcul des Variations et va jusqu'à lui faire comprendre le Calcul différentiel qui n'en est plus qu'un cas particulier; mais cette généralisation, avantageuse peut-être au point de vue métaphysique, n'a-t-elle pas le grave inconvénient de rendre plus vague encore et plus insaisissable l'idée déjà trèsabstraite de la variation d'une fonction? Quand on ne restreint pas la notion de variation aux changements de forme de la fonction elle-même, quand on ne l'isole pas des changements de valeurs des variables dont elle dépend, on se voit plus tard dans la nécessité de distinguer plusieurs sortes de variations : variations totales, variations partielles, variations propres de M. Cauchy, imriations tronquées de M, Sarrus, elc, etc.
Nous avons donc conservé à la variaiion la sianifi-
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cation e^ssentielle que lui attribuaient Euler et Lagrange; nous la faisons dériver essentiellement du I changement de forme apporté à la fonction. De plus, I nous écartant encore sur ce point de M. Cauchy, pour i rester fidèle à Euler, nous faisons dériver le chan- I gement de forme de la fonction du changement de I valeur d'un paramètre avec lequel elle est intime- I ment liée, au moyen duquel nous pouvons l'amener à coïncider avec toute fonction donnée des mêmes variables, ou à passer d'une manière continue d'une première forme à une autre forme quelconque. A ce point de vue, la variation pouvait être pour nous soit la différentielle, soit la dérivée de la fonction, relative au paramètre -variable; nous avons écarté la signification différentielle, afin de ne pas tomber ' dans les infiniment petits ; et pour nous, par conséquent, la variation est une dérivée partielle relative au paramètre variable; mais une dérivée qui n'a de sens qu'autant qu'elle se rattache à un changement de forme de la fonction, qui naît réellement de ce changement de forme et disparaît avec lui. Ajoutons, qu'entre la différentielle ou la dérivée le choix était complètement arbitraire; dans la substitution de l'une à l'autre, il n'y a, en effet, rien de changé ni dans les raisonnements, ni dans les équations finales, ni dans les conclusions.
En étudiant attentivement les travaux de M. Sarrus et de Cauchy, nous avons découvert qu'on pouvait abréger grandement les écritures et les formules, souvent fort longues et fort compliquées, en introduisant une notation symbolique qui permît de réu-
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nir en un seul les termes analogues ou relatifs aux mêmes limites des variables. Cette simplification a produit un autre avantage : elle a mis en évidence certaines analogies générales qui nous ont permis de formuler en langage ordinaire et en termes assez nets les règles principales du Calcul des Variations.
En outre des travaux que nous venons de rappeler, nous avons beaucoup consulté, surtout pour les applications , l'ouvrage très-remarquable de M. Jellett (A elementary T réalise onthe Calculus of Variations, Dublin, i85o). Nous sera-t-il permis cependant d'exprimer un regret? Le savant professeur de Trinity-College n'a pas connu les reclierclies de M. Sarrus, et, pour les intégrales multiples, ses formules n'ont pas toute la généralité désirable. Il suppose partout, en effet, que les limites sont continues ou peuvent être fournies par une seule formule L < o; ce n'est là évidemment qu'un cas très-particulier. En réalité, ces deux reproches se confondent; car, si nous ne nous trompons pas, M. Sarrus s'est placé le premier au point de vue plus général des limites discontinues.
La méthode |)ar laquelle le grand Jacobi a appris à distinguer les maxiina et les minima, est un chefd'œuvre (le combinaison analytique; aussi, quoique l'application en soit encore fort restreinte, nous avons fait de sérieux efforts pour la rendre accessible, en mettant à profit l'exposé qu'en ont fait M. Delaunay dans son beau Mémoire sur le Calcul des Variations , et M. Hesse dans un article inséré en 1859 dans le Journal de Crelle.
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; Notre védaction était presque complètement achel vée, quand nous avons pu consulter l'ouvrage grandement utile qu'un homme très-initié à la littérature du Calcul des Variations, M. Todhunter, vient de pu- ' blier sous ce titre : A History of the Progress of the ; Calculas of Variations, by Todhunter, London, 1860. I* Il existe en langue allemande un Traité fort volumineux intitulé : Théorie und Anwendung des sogenannten Variations Calculs, von D"^ G.-W. Strauch, dont la troisième partie, renfermant les applications aux intégrales doubles et triples, a paru en i85g, à Vienne. Ce livre, tout encombré de formules stériles, est suivi d'un Appendice dans lequel le savant auteur s'attache à prouver, par une critique sans fondement et inexorable, que ni M.-Sarrus, ni M. Cauchy, ni M. Delaunay n'ont atteint le but qu'ils se sont proposé dans leurs recherches sur le Calcul des Variations. Peu conséquent avec lui-même, tantôt il reproche à M. Sarrus d'avoir séparé des termes qu'on pouvait réunir sous un même signe intégral, pour mieux faire sentir que les variations qu'ils contiennent/^eaç^e/i^ dépendre les unes des autres; tantôt il reproche à ]\I . Cauchy d'unir en une seule expression, par un double signe de substitution, des termes qu'on pouvait écrire séparément pour mieux indiquer que les variations qu'ils (^imÛQwnawipcm^enl être indépendantes les unes desaulres. J.e croirait-on? M. Strauch va jusqu'à dire que les formules de M. Sarrus ne comprennent môme pas la solution de ce problème très -simple : « Trouver l'aire minima entre deux surfaces données. » Et pourtant, dans la vingt-
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troisième de nos applications, nous avons résolu ce problème en quelques traits de plume par la méthode de M. Sarrus! ^
Si nous ne nous faisons pas illusion, ces modestes Lepo/w seront favorablement accueillies, parce qu'elles résument les derniers progrès de cette branche importante de l'Analyse, et les rendent, il nous semble, plus généralement assimilables. Si Ton veut bien comparer nos formules à celles de nos maîtres, M. Sarrus et Cauchy, on verra qu'elles sont devenues beaucoup plus simples, plus nettes et plus élégantes. Ramenés à la forme et aux proportions du signe d'intégration, nos signes de substitution sont devenus plus maniables et constituent une notation classique; l'aspect des équations, toutes compliquées qu'elles restent quelquefois, n'a plus rien de repoussant; nous oserions presque dire qu'elles sont attrayantes. Si ce volume enfin est devenu un chef-d'œuvre d'impression, l'honneur en revient a la supériorité incontestable de l'imprimerie de M. Mallel-Bachelier et à l'habileté sans rivale de M. Bailleul. -
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f 1 . Dans le calcul des variations il arrivi; conslaninjcnt
i qu'une ou plusieurs variables qui entrent dans une fonc^ j . lion, doivent recevoir des valeurs spéciales, el si ce ( alciil a été longtemps arrêté dans ses développements, c'est qu'il manquait d'un signe pour bien exprimer cette pailicularisalion. On doit à M. Sarrus la première idée d'un semblable signe, idée que M. Caucliy a accueillie avec empressement, mais avec une modificalionbeureuse des nota- ; lions, que nous adopterons en les simplifiant encore. Le signe dont nous ferons usage etque nous appellerons 5/i,v7e desuhstihition, consiste en un trait incliné, placéen avant de la fonction, auqu(îl on accole la valeur parliculièrc IV. ,
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qu'on doil donner à la variable. Ainsi
/ V, ou simplement / V,
exprimera ce que devient la fonction V, quand la variable X reçoit la valeur particulière Xj. Le même signe \ avec deux limites, l'une inférieure Xi , l'autre supérieure JTg,
/ V, ou simplement / V,
exprimera la dilférencc entre les résultats des deux sub- * stilulions x = Xj, .r = .r., dans la fonction \ , ou ce que l'on obtient quand, après avoir fait tour à tour dans cette fonction a: = x, , x=^ Xç, on rclrancbe le premioi- résultat du second-, de sorte que
Un signe de substitution donhlc, tel que / , pourra donc
toujours être décomposé en deux sigiuîs de substitution
simple, I (^^ I •
Nota. Dans renseignement oral il est bon (ju'on puiss<' désigner verbalement le signe ou l'acte de la substitution. Nous proposons en conséquence de: dire substitution,^ comme on àilsoniiuc, et suhstilution .r,, substitution j;, , ou substitution Xi, a\, comme on dit somme depuis .7, jus(|u'à .ï's, ou somme x,, x^.
Par suite de cette même notation étendue au cas de
plusieurs Nailables, / / V exprimera qu'il faut d'abord
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donner la valeur j-, à la variable/, et ensuite à la variablex la valeur a'i. De même la notation / / V signifie
qu'il faut i° remplacer tour à tour dans V la variable r par les valeurs j, et j,, et retrancher le premier résultat du second; 2*^ donner lour à tour à x, dans la différence ainsi obtenue, les valeurs a,', et a:,, et retrancher de nouveau les deux résultats l'un de l'autre, de sorte que
CMXM'
On aurait de même
: w'Hrp-iTMTp l w^HîP-mHi'p-
f Pour retrouver avec leurs signes les différents termes
k du second membre, il suffira de formel- le produit sym-
f bolique
[Mtr-mr-f
Ces deux exemphîs montrenl déjà la simpliljcalion considérable (ju'on peut tirer en certains cas de l'emploi des signes de substitution double.
2. Les substitutions simples ou doubles se mêlent souvent à des intégrations, quelles peuvent précéder ou
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suivre selon les circonstances. Ainsi / j ^cly indiquera qu'il faut d'abord intégrer ^dy entre les limites Ti et ^5 et remplacer ensuite x par Xi. Au contraire
1 / \ dx exige qu'on substitue d'abord j^, àj^ dans la
fonction V, et qu'on intègre ensuite le résultat multiplié par dx^ entre les limites .r, et x^. A la rigueur on devrait écrire
/ (b\ V au lieu de / / ydx;
mais par la même raison que dans les intégrales multiples on ne sépare pas les signes fj. . . par les différentielles dx^ dy^ etc., nous préférons la seconde manière d'écrire, où' les signes y et \ se succèdent immédiatement. Pour la justifier, s'il était nécessaire, on pourrait dire que la différentielle ^.r n'étant pas fonction i\^y^ n'est pas atteinte par les substilutions qu'on peut faire relativement à cette variable.
Pour ne laisser rien d'obscur, considérons encore la notation
Elle exige que l'on fasse d'abord dans la fonction V la substitution double relative à z\ qu'on intègre ensuite par rapport à y le résultat obtenu multiplié par dy^ et qu'on procède enfin à la substitution double relative à la variable x.
3. Une fonction à la(|uclle on a fait subir soit des intégrations entre certaines limites, soit des substitutions simples ou doubles, relatives aux variables dont elle dépend, s'appelle expression définie. Elle n'est plus
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fonction de ces variables, que nous nommerons variables principales, el ne dépend que des paramètres ou constantes indéterminées qu'elle peut renfermer. Dans ce qui suit nous désignerons en général j)ar
les variables principales qui entrent dans la fonction donnée, par
les limilesL inférieures de ces variables, par
leurs limites supérieures, par y. un paramètre indéterminé^ et nous supposerons toujours, à moins que nous ne disions le contraire, que les substitutions et les intégrations ont lieu successivement par rapport aux variables » principales dans l'ordre inverse des letties x^y^ -s,. . . , ■y, t\ de sorte que la première opération soit nîlalive à t^ la dernière relative K x. Nous admettrons aussi que les limites x^ et x^ de x sont indépendantes de toutes les variables principales, tandis que les limites de j' pourront être fonctions de x^ (-elles de z fonctions de x et/, et ainsi de suite jusqu'à la variable /, dont les limites seiont en général fonctions de x, i , 2,..., s. Quant au païaniètre z, il pourra entrer non-seulement dans la fonction donnée V, mais aussi dans les valeurs limites de toutes les variables principales a:, y, ^,. . ., f, quoiqu'il doive être bien entendu ([ue ces variables elles-mêmes sont entièrement indépendantes l(;s unes des autres etde x.
•i. Vrop viciés (lu s/gFiej. — Le signe de substitution simple, ])lacé devant une fonction composée quelconqu(\ porte sur cbacun des élémcnits (pii entrent dans sa formation, i\c sorte qu'on a
De ce principe général on peut tirer plusieurs conséquences parmi lesquelles il nous suffira, pour le moment, de noter les deux suivantes :
I** Lorsque la somme algébrique de plusieurs fonctions est soumise à une ou plusieurs substitutions successives, simples ou doubles, on peut efiectuer séparément les substitutions indiquées dans chacune de ces fonctions et prendre la somme al«;ébrique des résultats ainsi obtenus. On aura, par exemple,
On pourrait énoncer cetle propriété en d\saini {jne la subslitiUion de la somme est égale à la somme des substitutions.
2" Lorsque le produit de plusieurs fonctions est soumis à une ou plusieurs substitutions simples, on peut effectuer séparément les substitutions indiquées dans chaque facteur et former le produit des résultats obtenus. On aura ainsi
Dans le cas de substitutions simples, la substitution du produit est égal au produit des substitutions.
Si la quantité qui se trouve engagée sous un signe de substitution simple, est constante, ou seulement indépendante de la variable à laquelle se rapporte la subslitulion indiquée, le signe / est sans ellet aucun et peut êlrc supprimé. On a évidemment
/ k — k, j k=:k, I kuz^k //, / ka = k u,
lorsque A est constant ou indépendant de x, et par suite
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Les fadeurs constants restent en dehors des substitutions^ la substitution double d'une constante est nulle.
5. Lorsqu'une expression définie quelconque est soumise à une nouvelle substitution simple, au lieu de reffcctuerdans le résultat définitif de toutes les opérations indiquées par les signes f et /, rien n'empêclie de la faire séparément dans la fonction V et dans les limites de chacune des variables auxquelles se rapportent ces opérations. On pourrait même faire la substitution seulement dans quelques-unes des quantités V, ^i , /g ? -^i , ^2 j • • • , qui constituent l'expression définie proposée, mais alors on serait obligé de la renouveler à la fin du calcul.
Supposons, pour fixer les idées, que V contienne trois variables indépendantes x,y, z^ et qu'on veuille calculer
I I I ^^^O'i ^^^* ^^"'^' X = X, dans j / \dyy
expression qui est évidemment fonction de la seule variable X. Puisque cette variable x enlre dans la fonction \ ainsi que dans les limites 2,, z^^ Tn J^«i sans être atteinte ni parla substitution relative à 2, ni par lintégration relative à y, on arrivera au même but, en faisant séparément .i:zi=zXi dans. chacun des éléments \, ;:, , 2j,j^, ,^3, qui constituent, poui- aiiisi dire, l'expression doiniée. Mais il est évident (pie si Ton ne faisait .r = .Tj que dans cpiel- ({ues-nns de ces éléments, la variable r ne sciait pas ! complètement remplacée ; il fiudrail par conséquent
renonvel(M' la subslllulion .r = x, dans h? résultat obtenu. Ces raisonnements conduisent sans peine à la conclusion générale, que dans les expressions définies ou peut faire les substitutions simples autant de fois et à teli<* place qu'on veut, jxmrvn (pTen dernier lien on les fasse a
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la place ou dans l'ordre indiqué par la no la lion primitive. On aura par exemple identiquement
G. Ce même principe de la répéthioii des substitutions simples peut servir à réduire une expression définie à la forme d'une intégrale délinie toutes les fois que les substitutions qu'elle renferme sont simples. Il suffit en elfelpour cela d'efîecluer séparément les substitutions dans la fonction V et dans les limites des intégrations. Prenons pour exemple l'expression
frci'"'""''
V étant supposé fonction (les (juatre variables x,y, z^t. Si l'on elïectue les substitutions indiquées dans chacune des quantités V, Zj, /,, ) i,ya, et qu'on désigne respectivement par V, t', , /', , y\ , j',, les résultats de ces substitutions, de sorte que
r,— / / ^, /, =r/ / r, J.= / J'> ^'~\ •'''' l'expression proposée d(î^ iendra
et prendra ainsi la forme d'une intégrale définie. Ajoutons que, par suite des substitutions effectuées, V est fonction de Y et /^ /', et t\ sont fonctions de j, tandis que
siGKE de' substitution. g
Y\ ety\ sont constantes; de sorte que y et t sont les seules variables qui figurent réellement dans celte intégrale.
Si l'on ne tenait pas à rendre les substitutions visibles, on pourrait supprimer les signes jj et écrire simplement
I / .Yiitdx, au lieu de j j j j ^cfr^J»
en sous-entendant qu'on devrait faire préalablement z = Zi et X =:zXx dans celles des fonctions V, î,, f^îjKiîJTai qui dépendent des variables z et x.
Lorsque: l'expression donnée renfermera des substitutions doubles, on les décomposera d'abord en substitutions simples et l'on transformera séparément chaque terme du résultat, ce qui donnera une suite d'intégrales définies.
Une expression définie est invariable tant que les constantes indéterminées qu'elle renferme conservent des valeurs fixes. Mais si Tune de ces constantes /., devenue paramètre variable, change de valeur, l'expression définie variera elle-même, en tant que fonction de ce paramètre, et pourra être diiîérentiéc par rapport à lui. Le calcul des variations, comme nous le verrons dans la suite, se réduit en clfel à la recherche des dérivées des cxpiossions définies- il faut donc avant tout exposer les rèi^lcs générales de la difiérentiation de ce génie d'expressions, qui sont de (rois espèces : i*' (expressions définies par suhstitulioii^ ou qui lésultcnt uniquement de substitutions- 2" expressions définies par infêgralio/i^ on intégrales définies; 3" ex])ressions définies m/x^e.ç, ou qui résultent à la fois de substitutions et d'intégrations se succéd.int dans un <)rdi(î (pielconque.
7. Nous considérerons successivement ces trois espèces d'expressions définies et nous clLL^rcherons leurs dérivées relatives à un paramètre x, contenu tant dans la fonction
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donnée V que dans les limites des variables x^y^z^. , .^ t\ mais avant tout, pour simplifier les formules, qui sans cela deviendraient très-complexes, et pour leur donner toute la clarté, toute la symétrie possibles, nous ferons une nouvelle convention. Comme les variables x, j:, ;^', z,..., t sont indépendantes les unes des autres, on ne saurait attacher aucune idée aux quotients différentiels
dx
dy
dz
dy
dz
dz
Ty.-
dv."
Tr:'-
■' Ta:'
Tx'--
cependant nous ferons usage de ces symboles précédés d'un signe de substitution, et nous leur donnerons la significalion déterminée par les formules
T' c^x _ clx, r ' liy __ cIy, / ' ' dy _ dy ,
j d-A dy.^ j dy. d /. j d.r dx
r-- dx _ dx^ V' dj__cir^ Y' '!z _. ^
/ dy~ dy.'' j dy dy j <lx dx
c\îst-n-dire que la dérivée de Tune quelconque des variables indépendantes a:, r, 2,..., ^ laquelle en elle-niénie n'a aucun sens, représentera j)our nous la dérivée de celle des limites inférieuic ou supérieure de celte même variable accolée au signe de substitution. Cette convention s'élen- <h'a également aux dérivées dos ordres supéricnirs.
11 n'est pas même nécessaire que le signe de substitution pré(;ède immédiatement la dérivée symbolique pour' <'n déterminer le sens; il pourrait en être sépaié jiai (rautres signes soit de substiluiion, soit d'intégration, on par un facteur, sans (jue la signilication de la dérivée cessât dètre déterminée.' C'est uih' conséquence naturelle du principe (\c la r('pétition des substitn(i(
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On aura par exemple /"•/-^' dxdy rr* l^^dxl'^dy /^'K' d.r:,dx.
de même
dz
dy'"'-
/ i, / ''' ''y ' I j,, / ''- <iy ^
L'avantage principal de celle notalion symbolique est de permettre de réunir en un seul terme plusieurs expressions définies qui renferment les dérivées correspondantes des deux limites d'une ou de plusieurs variables, ce qui simplifiera beaucoup la recheiche des vaiiations des intégrales multiples.
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DEUXIÈME LEÇON
Règles de la difierentiation des expressions définies. — Dérivées des expressions définies par substitution. — Dérivées des intégrales définies,— Dérivées des expressions définies mixtes. — Intégration par parties des expressions définies mixtes.
8. Premier cas. — Expressions définies par substitution. — Supposons d^aboid que V renferme les seules variables X cl x, ou que l'on ait V =zfi^x.^ xj-, rexpressioii
dépendra du seul paranièlre x, el il s'agit de. la dilï'érenlier par rapport à lui. On aura évideinmeul
Or
el, d'après la <'onvenlion admise.
dyj ~~ f \<iy ~^7/r <ly. ]'
On hoiiverail de ménie
d [\V'(d^ ^/V dx\
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el, en retranchant de celte équation la précédente,
j c'est-à-dire que pour obtenir la. dérivée de / v, / v / \
\ par rapport à >c, il suffira de difïérentier sous le sii^ne de substitution comme si x était fonction de x.
Si y renferme les trois variables x. x^ y, ou si Ton a
^^ =/{''''") -'^^y)^ ^^ qu'on demande la dérivée de / / '\ •
par rapport à x, on remplacera V par/ V dans la dernière écfuation. qui deviendra
Celte nu'îme équalioîi (i) donne d'ailleurs
'^''h\ (v, v/-" ~^ dy dy.l'
en substituant ces valeurs, el considérant que le fadeur symbolique ~, tenant la place soit de —, soit de —, ne dépend point de /, et (|uil est permis par conséquent de le faire passer sous le siG;ne / , on arrive à Téquation
suivante :
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La soiïirne aQ'ectéc des signes de substitution est évidemment la dérivée totale de V prise par rapport à x, comme si chacune des variables x, x, y était fonction de celles qui la précèdent, x fonction de x,y fonction de x et de x.
Considérons encore l'expression
dans la-
quelle V est fonction des variables x, x, j, ^, et dont il faut trouver la dérivée par rapport à x. En remplaçant dans Téqualion précédente
V \yAY
_- par
/V ./z HT
d\ ~dx
par
\'' ld\ d\ dz\ I \ r//; <^/z dx J
j \~dV '^ 'd^d})
Cl faisant passeï les lacteurs — » '-/j ':^5 sous le nouveau 1 ti 'f dx. dx
dx
siiine de subslitnlion
ce qui est permis, puis(|ueles li
mites jt',, Js, Vi, )'?, elles-mêmes, et par suite leurs dérivées, sont indépendanles de z -, on veira (|ue rensemble des termes alfectés dans féquation ['}.) des signes de substitution, auxquels s'est joint le signe lelatif à /, s'accroît du terme
d\\dz dz dx dz I d^ ^^^IfY\
dz T ~^ (h: d^. ' Ty \dy. dx dv.} \
la
et devient la dérivée totale de V prise par rapport à x comme si eliacune des variables x, x, y, z était fonction de celles qui la précèdent. Si l'on désigne cette dérivée par — — , on aura donc
I Le même raisonnement, appliqué successivement à un
I nombre de vniiables de plus en plus grand, conduirait \ évidemment à la fornuile générale
u:i::i:iH:i:i:-i:m
I dans laquelle -— (]csi2;ne la dérivée totale de ^
■ relaliv(; a x, prise coiuiue si eliacune des \ariablcs
I >'o -^i/, -s, . ... , ^ était fonction de toutes celles qui la |)i<''-
r cèdent. La signification réelle de celle formule svudio-
j lique, après les explications données, n'a rien d'obscur.
^ Quand on aura formé la dérivée totale [—1, on de-l composera la substitution double / 'en deux substitutions simples, on remplacera —, -- , i^-, iL' , . . . , ,,ar ^'
(/y. .h: (ly dz ' ' «-/-^ '
dt, dt, de, 'dv' Tl^' 7h'"'' '""'•' '**^'' '*'' i<''"»(^s précédés du sign<-
/dt^ (It., (il., (It.
' ^'""'d^: dr' 7i' .71' ■ • ■ ' ''•■'"' ^^'^ ^^'■'"^'-'^ précédés
du .signe / • on fera ensuite pour les autres variables
s,. . ., z, y^ .r, ce que Pou a fait pour /, ei Ton airivera à la valeur définitive de la dérivée chercliée
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9. La déinonstralion rigoureuse de la formule générale (4) esl d'ailleurs irès-facile-, il suffira, cx)mnie c'est la marche ordinaire en pareil cas, de prouver que si elle est vraie pour u — i variables, elle l'est encore pour n variables. Admettons, en effet, qu'elle est vraie pour les variables :r, y, z,, . ., 5-, Tensemble des termes atreclés des substitutions relatives à ces variables sera
~d^. ~^ ~7lx' ci V. dy \d7.\~^ dz Vdy.\ "' ds L'^^J'
les dérivées totales ^77 M ^^ ' ' ' * ' KT^ devant êlre
prises comme si chacune des variables k, x, j% z^. . ., s était fonction de toutes celles qui la précèdent. Si pour introduire une nouvelle \ ariable r, nous remplaçons V par
il faudra ei]
i même temps
rem pi.
ïcer
dy, j
dV
par
dV
\'- jdV dV dt\
[ \dV '^ ~dt7h)
!''■ [dV r/V r/A / \T/7 "^ ~^ds)'
Tenscmble des- termes allc'clés des signes de substitution, auxquels s'est joint le signe relatif à f, se sera accru du nouveau terme
d\ \ (It dt dx dt I dy 1 dt V ds
(U (dv. d.T d y. dy\d/. \ ' '' ds\(ly.
cl dcîviendra ]>iéciséMi('nl la déiivéc lolale de V ]»ar rap-
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port à iCj prise comme si chacune des variables x, •'^',yi z,..., s, t était fonction de toutes celles qui la précèdent. Donc si la formule est vraie pour n — i variables, elle le sera encore pour n. Or elle est démontrée directement dans le cas de trois variables^ donc elle subsistera quel que soit le nombre des variables affectées de substitutions.
10. Tout ce que nous venons de dire des expressions définies qui renferment un ou plusieurs signes de substitution double •
s'applique de mcnic et sans aucun cliangement aux expressions dans lesquelles tous ces signes ou quelques-vms d'entre eux sont remplacés par des signes simples. On
\ aura ainsi, par exemple.
rrr-P^rrr-tm
rès la mémo
la dérivée symbolique -— étant forméed'aprè
loi de dépendance rétrograde entre les variables. Celte formule, à laquelle ou parviendrait directement par des raisonneiucnls analogues à ceux qui nous ont conduit à l'équation (4), est d'ailleurs assez évidente en elle-même pour qu'on puisse l'écrire immédiatement; car le seul fait des substitutions successives de A, , 5, , . . . , ^r^ , .yi ^Xi établit entre les variables principales x^y, z,. . ., f^ contenues dans la fonction \, une dépendance telle que chacune est, essenliellenient fonction de toutes celles qui la précèdent et de y.. Evidente quand il s'agit de substitutions simples, cette formule ne le sera pas moins dans le cas de substitutions doubles, puisqu'une expression définie à substitutions doubles est, comme on l'a vu, la somme ou la IV. 2
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différence d'expressions définies à substitutions simples, et que la dérivée de la somme ou de la différence est égale à la somme ou à la différence des dérivées.
1 1 . Deuxième cas. — Intégrales définies. — Pour trouver la dérivée de l'intégrale définie simple
dans laquelle la fonction V ainsi que les limites x^ et J a dépendent du paramètre it, donnons à ce paramètre un accroissement A/, et désignons respectivement par AV, Aj^j , A j's 1 îes accroissements correspondants de V, .r, , .r, . [.'accroissement de l'intégrale sera évidemment
c/x, -H A J-, Jx^
— I AVr/x-h / (V-hAV)r/j
r, -H A Jr,
Or si les fonctions V cl AV croissent par degrés insensibles et ne deviennent pas infinies entre les limites x^ ^,| j>^ _l_ Axi , le dernier terme est égal au produit de la différence entre les limites ou Ax, par une valeur moyenne de la fonction V H- AV entre ces mêmes limites.
Désignons par / V -h £, celte valeur moyenne, e^ étant
nécessairement une quantité qui disparaît avec Ax, il en résulte
I '(V-+-AV)r/.r=: Ax, ( e, -f- / V y
On aura de même, en admettant que V et AV croissent
-■'■"■'•■ ' ^ '■, ' ■ ■ ■■ '. Il •
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par degrés insensibles et ne deviennent pas infinies entre les limites a:^ et j:, -h A x,,
( (V-hAV)^.rr=Ax,f £,H- / V|, •
£5 étant une nouvellt; quantité qui s'évanouit avec Ah. On peut donc écriic
AS
I A Vrix H- A.T, ( £. f- / V j — A.r, ( e. -+- / V
En divisant par Ax les deux membres de cette équation e( passant à la limite, on trouve
7; = l lu ''■'■ + lu l v-;^/ V, ;
OU siinjdemenl
eu faisant usage de la iiolatlon symbolique adoptée. Considérons maiutonaul l'intégrale double
dy d.i
et chcrclions sa dérivée par rapport à x, en supposant que la fonction V ainsi quelcs limites .r,, .Tj, 7^1, Js dépendent de ce paramètre. Si, dans la formule (5) iclative à Tin-
tégrale simple, on renqdacc \ j>ar j \ dy, on (rouve
ds> n d r-- l'-dx r^- 7û=j '-^d;. ^^^'^/ d;J ^'y
Cette même formule (5) donne d'ailleurs
çy. çy.dM , F^ dy
Eu introduisant cette valeur et faisant passer sous le signe intégral relatif à j le facteur — -, qui se trouve dans le second terme, ce qui est permis puisque ce facteur symbolique, représentant -— ^ ou — -^^ est indépendant de la variable y^ on arrive à la formule
i /^' r'- dr
ijy-
Pour obtenir la dérivée par rapport à x de l'intégrale triple
I 1 / \dzdydx,
on remplacera dans la formule (6) relative à l'inlégrale double
V pai el
— par I — dz -h I V — ; dx Jdy. I dv.
on fera passer sous le signe intégral relatif à \z les facteurs symboliques ~r ^^ ~r - indépendants de cette variable, et
on trouvera
1 c/x, c/r, c/^j c/x, t/r, ir,
12. La loi de la formation des termes successifs est déjà assez nettement indiquée pour qu'on puisse écrire la formule générale suivante :
l^our démontrer rigoureusenienl celle formule, il suffiraildc montrer que si elle est vraie pour n — i variables .r, y, 2, . . . , 5, elle l'est encore pour n variables x, 7, z^. . .. s, t, ce qu'on pourrait faire en suivanl la même man-.he (|ucdans le cas des expressions délinies par substitution.
dydx
dzdr
Interprétée en langage ordinaire, cette formule fournit la règle suivante :
Pour obtenir la dérivée d'une intégrale multiple quelconque relative à un paramètre x qui entre non-seulement dans la fonction V, mais aussi dans les limites des intégrations, il faut: j^ prendre en dedans des signes d'intégration la dérivée de la fonction V par rapport à y.\ 1^ ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de termes égal à celui des variables, et dont chacun se déduit de l'intégrale proposée en changeant tour à tour le signe d'intégration relatif ci chaque variable en signe de substitution double correspondant et remplaçant en même temps la différentielle de la variable par sa dérivée relative au paramètre dont il s'agit.
43. Troisième cas. — Expressions définies mixtes. — Pour simplifier le langage, nous distinguerons les variables principales (pii entrent dans une expression définie mixte, en deux catégories: nous appellerons variables de substitution relies qui sont Tobjet de substitutions ou par rapport auxquelles on substitue, qi variables d'intégration celles pai- rapport auxquelles on intègre.
On trouveia dans tous les ras la dérivée d^ine expression définie mixle, en appliquant convenablement et tour à tour les formules (4) et (8). J^'enons, par exemple, pour point de (lé[)art la foiinule lelative aux intégrales simples
lemplaç^^s^ ])'ii" / ^ . e* i^'*' '"^"^*^*P"^'"*^
r/V f- /(i\ dW rir\
EXPRESSIONS défîmes. ^3
et faisons passer sous le signe de substitution relatif à vie facteur —-5 ce qui est pcrnns, puisque ce facteur est indépendant de la variable/^ il viendra
/^•- \^'- dx
Si dans c<3lle nouvelle équation on remplace V par 1 Vv/z, et par ronséquenl
-par / -d.^^ V_, et ou ou lasse i)asscr les lacteurs -— et -4- sous les sienes
^ ^ dy. dy. ^
de substitution ou d'inlégralion relatifs à la nouvelle variable z^ qui n'entre point dans ces facteurs, on trouvera de môme :
Par U1Î procédé loul à fait identique on établirait suc-
d\ <lx\
dY dx dx dy.
cessivemeiit les formules suivantes :
r^ {^^'l'-idY dv dx d\ /
dz dz dx\
14. Il est aisé de voir qu'une suite d'opérations semblables, convenablement choisies et exécutées, conduirait à la dérivée d'une expression définie quelconque. Partant d'abord d'une expression qui ne renferme qu'une variable principale, on passerait successivement au cas de deux, trois variables, elc, en mettant toujours à la place de la fonction V une nouvelle expression définie. Or, si Ion applique cette marche à un nombre suiTisant d'exemples, et qu'on examine attentivement les valeurs finales des dérivées obtenues, on ue tarde pas à entrevoir la loi de formation des termes dont elles se composent, et à découvrir la lègle générale de dérivation, qu'on peut énoncer comme il suit :
Règle générale. — Pour obtenir la dérivée relative a y. (Viuie expression définie^ résultant dlun nombre quelconque de substitutions ou d'intégrations à opérer sur une Jonction V, il faut : V'' prendre en dedans des
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signes de substitution et d'intégration la dérivée totale dé la fonction V par rapport àx\ i^ ajouter au premier terme ainsi obtenu un nombre de termes égal à celui des intégrations , et dont chacun se déduit de V expression définie donnée^ en changeant tour à tour le signe d'intégration relatif à une variable en signe de substitution double correspondant, et remplaçant en même temps la différentielle de cette variable par sa dérivée totale relative à y,. Quant à la dérivée totale soit de V^ soit de .r, j, ^,..., que doit renfermer un terme quelconque ^ \ elle sera formée, comme si chacune des variables de
substitution qui entrent dans ce terme, était fonction de toutes celles qui la précèdent , et de y..
15. Il n'est pas dilîîcile de prouver que si cette règle est vraie pour n — i variables, elle le sera encore pour n vari^bk s. Admettons, en eiïet, qu'elle est vraie pour une expression définie renfermant les variables principales
r, j-, z,..., 5, et examinons d'abord ce qui arrive, si
Ton remplace V par / V dans la dérivée de cette expres-
SlOIl.
Le signe / prend place dans tous les termes à la
suite des autres signes de substitution et d'intégration, et tous ces termes conservent leur forme, à l'exception du premier, lecjuel d'après la règle générale devait renfermer la dérivée totale de V relative à k, formée comme si chacune des variables de substitution était fonction de toutes celles qui la précèdent et de y., et qui, actuellement, renferme la
dérivée totale de / V prise dans la même hypothèse. Mais
si Ton dévelo[)pe celte nouvelle dérivée totale, on retrouvera encore, sous le signe de substitution relatif à /, la
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dérivée totale de V, prise celte fois, ainsi que cela doit être, sous la condition que la relation de dépendance rétrograde entre les variables de substitution s'étend à la variable t. La dérivée de la nouvelle expression définie à n variables, du moins lorsque la /i'^""" variable est affectée d'un signe de substitution, rentre donc tout à fait dans la règle générale.
Il en sera de même, si cette nouvelle variable est affectée d'intégration. Eu efïet, si nous remplaçons V par
\ rit dans la dérivée de l'expression définie à // — 1
variables, le signe l s'introduit dans cbaque terme à la
suite des autres signes de substitution et d'intégration, et tous les termes conservent leur forme, à Tcxception du pre-
mier, dans lequel la dérivée totale de | Y rit doitreni-
placer celle de V. Mais, en cll'ectuant les calculs, on reconnaîtra que ce premier terme se partage en deux autres, renfermant l'un la dérivée totale de V alTeclée du signe
intégral / , l'autre le ])roduit de \ par la dérivée totale
(le t, alfeclé du siirne de siil)stitution / ; et ce résultat
est parfaitement conforme à la règle générale. 11 est donc bien prouvé que, vraie pour// — i variabbîs, cette règle l'est encore pour // variables: or elle est vraie évidemment dans le cas d'une seule variable^ donc elle le sera quel que soit le nombre des variables.
Nous avons supposé jusqu'i<i que l'expression à diflérentier ne contenait que des signes de substitution double ; maison pourrait évidemment les r(;nqilacei- tous, ou en
partie, par des signes de substitution simple^ sans avoir rien à changer à la série des raisonnements qui précèdent. La règle établie conduira donc également à la dérivée des fonctions définies renfermant des substitutions simples. 16. Il ne sera pas inutile d'indiquer en peu de mois comment on peut arriver plus directement à la règle générale que nous venons d'établir. S'il s'agit de diflerentier une expression définie mixte, ne renfermant que des substitutions simples, on pourra lui donner d'abord la forme d'une intégrale définie (n° 6), et appliquer ensuite la règle de la diflerentiation des intégrales, ou la formule (8). Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de diiïérentier l'expression
■irrir
dtdy
D'après le n" 6, il est permis de supprimer les signes de substitution et d'écrire simplemc^jt
8=1 I \'dtdy,
pourvu qu'on ait fait préalablement .r r= x, et r: = c, dans celles des fondions V, /,, ^2, /i 1 J) 2 , où enlrcni les variables x et z. On aura donc, toujours eji adnu'iiaiit «•elle même liypotbèse, en vertu de la formule (8),
Id\
dt'\ p/j I . , , . .
— r — h on Uenne <ompU'<l(;s sunsdlulions sous-cn
dy. I L'^/>^ I
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tendues. Or, puisque les variables x etz, devenues oTi et 2 , , entrent dans la fonction V et dans les limites ^1, fj, représentées toutes deux par la lettre t dans la dérivée symbolique 7— ' et que la première des deux variables entre seule dans les limites y, et j^,, représentées toutes deux par la lettre j dans la dérivée symbolique 1 7- n les valeurs eiFectives de ces trois dérivées seront :
cfz clx dx d-A
r^n/ 'T'i^v d\ dx dy idz
r^/ 1 /-"' /^' \ dt dt dx dt idz dz dx\ i
L^J~/ / \d~y.^ 'dx'Ty.'^ Tz\^x'^ Tx'dy,)\
[dy 1 / *^' fdy dy dx \ ^J / \ch.'^'dTd^.j
Si Ton introduit ces valeurs dans la dérivée -7- ei qu'on
dv. ^
rétablisse les signes de substitution, on obtiendra définitivement
js z-^' r-^w^' r'\d\ dwdx d\(dz dzd.T\\^ ^
/'. /'-n /'■/', it 'dtdx dtldz dzdx\[^
Comme les expressions définies qui renferment des sub slitutions doubles, se partagent en plusieurs expressions ne renfermant que des substitutions simples, et dont chacune donne une dérivée exactement de même forme, sauf les limites différentes accolées aux signes de substitution, la fornmle précédente subsisterait encore si Ton changeait
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les substitutions simples / , / , en substitutions doubles
Pour peu qu'on réfléchisse à la marche suivie dans cet exemple, on est bientôt convaincu quelle conduira à la dérivée d'une expression définie quelconque, renfermant avec les intégrations soit des substitutions simples, soit des substitutions doubles j qu'il suffira pour cela de prendre la dérivée de l'expression définie, comme si c'était une intégrale définie, en négligeant les signes de substitution, pourvu que dans la formation des dérivées soit de \, soit de t, 5, . . . , on tienne compte des substitutions sous-entendues, en ce sens qu'on traite chacune des variables auxquelles se rappoitent ces substitutions, comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et dcx^ dans le résultat ainsi obtenu on rétablira ensuite les signes de substitution à leur place primitive.
On reconnaît sans peine (jue cette marche à suivre est précisément celle qui résulte de la règle générale déjà formulée.
17. ISous allons montrer par quelques exemples combien son application est facile. Veut-on, par exemple, la dérivée ])ar rapport à y. de l'expression
on prendra d'abord la dérivée totale de V, en conservant les signes \ f f\ on ajoutera à ce premier terme deux autres termes que Ton déduiia de Texpression proposée en remplaçant tour à tour chaque difiérentielle dz^ dy par la dérivée totale de z ou de y relative h x, et changeant en même temps lintégration r(;lative à r: ou y en substitu-
3o CALCUL DES VARIATIONS.
tion double correspondante. Ou aura donc
Comme dans la formation des dérivées totales, entourées des accolades [ ], il faut toujours regarder chacune des variables de substitution comme une fonction de toutes celles qui la précèdent et de x, les valeurs de ces dérivées seront :
dy\ __dV dV d.T
d y. 1 d-/. dx dv.
dz I dz dz dx
dv. j dy. dx dy
dy dy dx dy
On arrive ainsi au résultat suivant, qu'on aurait pu déduire immédiatement de la règle générale:
dzdy
dzdy
UIV'
A la vérité ce n'est là cpi une formule abrégée et S3^mboli(juej mais il suflit de décomposer les substitutions doubles en subslitutions simples (orrespondantes, et de
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remplacer les dérivées symboliques des variables Jp y z par les dérivées réelles des limites x^, Ts, j,, jg, ^^.^ ^^ qu'elles représentent, pour arriver à la valeur définitive de la dérivée cherchée :
/■■■ r- ("■■'d\ dvdx.\
/ / J, Uî'- "^ ^/x r/x j
dy
dz
iz
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•Con3idéroiis encore rexpression définie
rr r
Vrfz,
affectée à la fois de signes de substitution simple et double; sa dérivée relative à y, aura pour valeur symbolique
<ly l /,. J^ \dy, drtly.^ dx\dy.^ dxdrj]'
(h d.T. dz ( dy dy dxX | dx dy. dy \dy. dx d\
Le premier terme renferme la dérivée totale de V prise en regardant chacune des trois variables x, x^ y comme fonction de celles qui la précèdent, tandis que pour la dérivée totale de 2. contenue dans le second terme, cette dépendance rétrograde s'étend aux quatre variables x,x,j, ^.
Cette équation symbolique deviendra une équation réelle lorsque, après avoir décomposé les substitutions doubles en substitutions simples, on aura remplacé les dérivées symboliques des variables x, 7', z par les dérivées réelles qu'elles représentent, ainsi que nous l'avons fait dans le premier exemple.
Ces deux exemples sulfiseut à éclairer Tapplicalion de la règle générale du n" 14, et à montrer combien les formules se simplifient par l'emploi des notations admises.
18. hitcs^r allons par parties des expressions définies. — Il arrive souvent qu'une expression définie ren ferme en facteur sous les signes de substitution et d'intégration la dérivée w d'une fonction inconnue prise par rapport à Tune des variables d'intégration, et qu'il faille la transformer de telle sorte que cette même fonction ne
soit plus dilîéreiitiée que par rapport aux variables de substitution. Afin de mieux expliquer comment on doit s'y prendre pour cflectuer cette transformation, considé rons l'expression définie mixte
rr f»
dx
dzdx.
renfermant la dérivée de o) relative à la vaiiable d intégration X. Si Ton difîérentie par rapporta .r, considérée comme paramètre variable, l'expression
Rro.r/r.,
c est-à-dire ce qui dans lexpression donnée es! aiîécté dijitégration relative à x, mais où o) ])rend la place de ~, on
aura, en \ertn delà recèle i;énérale du n" 11,
H:.C'-'H:ivm^'-[:iH
Les dérivées totales, entourées d'accolades, devant être formées, la première conmie si des deux variables .r , v, la seconde comme si d(îs trois variables x, y, z, chacune était fonction de celle ou de toutes celles qui la précèdent, auront ])our valeurs e/îectives
'd.Ror
dx 'dz~ Jhr.
dx
d.Rudy d (,\
d) dx {1.1
Ir
dx dy ,i.l
dz dz di dx dy dx
Si Ton introduit ces valeurs dans dente, et qu'on intègre ensuite les deux membres entr<' les limites x^ et .1%,, après les avoir nniUipliés par dx^ on IV. ' ^
equaljon ])récé-
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obtiendra
dzd.T
(Ix '
dzdj
! I f \ ax t
ol en transposant
Cette nouvelle équation réalise la transformation cherchée, puisque son premier membre est précisément l'expression donnée, et que dans le terme du second membrv. où (mtre encore la dérivée de o), celle dérivée est prise par rapport à ^', qui dans ce terme est une variable de snbstitution.
Prenons pour second exemple l'expression
]\n diirér<nuianl par rapport à y l'intégrale / 1^
w riz
nous aui'ons
Multipliant par (h\ intégrant entre l(\s limites y, et /) ?.
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et transposant, il vient
et ce sera la transformation chercliée, quand on aura introduit dans les deux membres le signe de substitu-
! lion / .
■■ 19. Cette même marcbe qui conduit au but dans tons
i les cas, se traduit dans la règle suivante :
I Lorquune expression définie contient, en facteur la
) dérivée d'une fonction iù relative à une 'variable .d^in-
X té^ration x, pour la ramener à une for/ne oit les dérivées
^ de 0) soient foutes relatives à des variables de substitu-
\ tion^ i^ différcntiez par rapport à x l expression entière soumise à V intégration relative à cette 'variable, après
{■ Y avoir remplace -— par^,)-^ '?." uitegrez le résultat par
J^ rapport à x entre les limites .r, et x^_. L'équation à j laquelle vous parviendrez ainsi, don nera^ par une simple transposition des ternjcs^ la transformation chercliée.
En eHet, la diiïérenlialion relative à x, premier temps de rojiéiation, donne une équation dans laquelle tous les teiines contiennent, sous l(^s signes f et /, w en facteur, à rexceplion du premier terme du second membre, qui renferme la dérivée totale relative <à .r d'un certain pro<liiii Ro)- or cette dérivée totale développée
se composera d'un premier terme? R — — et d'une série de
termes uv renlénnanl plus que des dérivées de w relatives aux variables de substitution. L int<'irrali()n relative à x
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entre les liiniles r, et Xj,* second temps de l^opération,
ramènera le terme en R -— à l'expression définie don-
née, en laissant dans tous les autres termes des dérivées uniquement relatives aux variables de substitution; donc une simple transposition des termes donnera définitivement la tiansformation cherchée.
20. Connue application particulière, mais très-importante de cette règle, pioposons-nous de transformer l'intégrale multiple
. R — - . . .(izdrth'
de telle sorte que la fonction o) n'y soit pins difi'érentiée par rapport à une variable (rinlégralion. La dérivée relative à X de Ti^xpression JJ . . .R w. . .clzdy^ est en vertu delà formule (8), p. 21,
• I\ oj . . . dzdr
r/r.> dK \
ij i
[■'■ C" i 'If'' <'^ \
dzdr
Intégrant les deux membres par rapport à x entre les limites Xi et X2, après les avoir multipliés par dx, cl transposant, on obtient la formule de transformation gé-
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néralcdoîs inlégrales multiples :
(hdjdi
Ces iraiistonnallojis sont ce <ju on pouirail appeler r intégration paf parties fies expressions définies, en raisou de l'analogie (juclles onl avec le procédé connu sons ce noju dans la théorie des intégrales simples, procédé (jui n'est au ibnd (pi'nn cas très-particulier des trajisiormations dont il vient (rèli-e (picslion.
î2l. iSous cioyons utile, en leriuinant celJ(; leçon, de liMinir dans un même tableau les formules de réduction. \\\ moyen di; l'inlégration par parties, d<' toulos les expressions délinies rpii renferment au plus trois variables j)rin( ipales. Pour simjdilier, nous dégageons àc. leurs limites les signes d'inlégration et de substitution toujours doubles^ mais chacun li;s l'établira sans peine, en se rai)pelant que les limites qui doivenl alléclei- un quelconque de ces signes sont ceîh's de la variable <pii lui correspond dans Tordre des lettres, ccsi-à-dire d<; la pi'cmiére variable j)Our 1<' premier sign<'. de la secon<le variabh; ])our le secoiul, etc.
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(a). Expression définie relative à la 'variable x : (bj. Expressions définies relaUWs aux variables x.j-
jj ■>ê^'"«/jH-*-//«4'"-/jï-«*.
:). Expressions défitiies relatii^es aux variables x,
r// Ir/wr/r cU/dz dzdrV]
J'fhP'HJhHlh-tflH'Hlf^--'--jllHi-m--
dz
drd.T
I dzdyd.i
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(d). Expression définie relative à la variable y : (e) . Expressions définies relatives aux 'variablesj^ z:
//«$<.=//«--//l(f^Sî)— Sîh
(f). Expression définie relative à la variable z :
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TROISIEME LEÇON
Définition de la variation dune fonctidn. — Variation d'une fonction composée. — Variation dune intégrale multiple. — Transformation de la variation d'une intégrale multiple. — Formule de M. Ostro[;radsky. — Variation d'une expression délinie <}uelconque.
^H. DaiJb le calcul des varialioiis, on considère certaines fondions inconnues comme variables de forme, de sorte qu'elles puissent passer successivement d'une valeur à une autre, sans que les variables x, /, z,. . . dont elles dépendent, cbangcnt ellesr-mèmes de valeur. Il faut d'ailleurs (jue ce passage d'une forme à une autre, qu'on pourrait appeler flêfonnalioii , se fasse d'une manière continue, et (ju'on puisse, en partant d'une fouction donnée, arriver à une aulie fonction (juelconque.
Pour réaliser d'une manière nclle et précise un semblable changcmeni de forme, le mieux est d introduire une nouvelle variable indépendante x , que nous a])pclons parainclrc, afin de la distinguer des variables X, 7,1:,.., (jtii conservent le Jiom de variabîcs principales. On regarde alors la fon<;lion ])roposée //. qui doit changer de forme, comme une valeur particulière d'une fonction plus générale U, lacjuelle, en plus des variables principales je, }, z^...^ renferme le paramètre indéterminé z, de soite (pi'elb' s(^ réduise à // pour une certaine valeur Xq de x. , et qu'elle puisse en outre rejuésenter une infinité d\iun<s fonctions <le.r,), .z:, . . , , suivant les diifér<^nles vab-nrs qu'on ntfiibue successivement au paramètres X. Considérce dans l(»ut<* sa généi'alité, cette fonction peut don<t être djiîérentiée ])ar rapport à x^ et les valeurs que pieinient. lorsqu'on y fail v. ~= /^ , les dérivées pai-
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lielles , .
; dv (PU (Jfv '
I dr, dy} ' dy? '
\ servent à caractériser le changement continu de forme de ! la fonction i/j nous les appellerons "variations de u du \ premier, du second, du troisième ordre ^ etc., ou sim- I plement première, seconde, troisième,, etc., ^variation ■ de u^ei nous les désignerons respectivement par
\ Su, o^u, S^u , . . . .
Ainsi du., ou la variation du premier ordre de la fonction u, est précisément la valeur que prend pour x = y.Q la
dérivée partielle-—: de mêrne la variation du second ordre
*■ dy.
d-J^' â~u est la valeur de la dérivée — — pour x = Xo, et ainsi
dy/ ^
, des autres. Ces variations doivent cire regardées comme de nouvelles fondions, entièrement arbitraires, des variables X, y, z-)' ' ", toutes les fois que le cliangement de forme de la fonction «n'est assujetti, par la nature du problème, à aucune restriction ])articulicre. En effet, on peut toujours assigner à U une forme l("lle, (jue ses dérivées partielles relatives à x. jus(|u'à un ordre quelconque «, prennent pour x =: x^, telles vahuirs qu'on voudra.
- Il ^ilîit pour cela de définir U par Téquation suivante :
z i-'vr
I tlans laquelle J''(x, .i, j', ^ , • • •) est choisie de manière
i à s'évanouir pour x = Xo, et o, )^, .. .,i|; sunt des fonctions
} (pielcon(}ues. PSous admettons toutefois (jue ces diuiiièics
1 iunctions_, et par suite les >arlations <lc // des différents
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ordres, resteul finies et continues entre les limites des variables que l'on considère.
23. La fonction u venant h changer de forme, ses dérivées prises par rapport aux variables :x:^ y, z ,, . . deviennent de nouvelles fonctions, susceptibles à leur tour de changer de formes, et qu'on peut identifier avec les valeurs parliculières que prennent pour y. = Xo les dérivées correspondantes de la fonction plus générale U. On trouvera donc la variation d'une dérivée quelconque de w, en différentiant par rapport à x la dérivée correspondante de U, et faisant ensuite y. = Xo- Or, comme toutes les variables x, x, ^% z,... sont indépendantes entre elles, le rang dans lequel on effectue les différentiations successives reste arbitraire :; il en résulte qu'on peut inlervcîrtir à volonté l'ordre des opérations indiquées par les caractéristiques d et 3, de sorte qu'on a, par exemple ,
^du dSu ^ du d§u ^ <-/'// d'^^u
dx dx dy dy d.rdy d.vdr
<'l, en général ,
^^^ di'^l-^'^ '•• u df-^1^'^ "S" u
drPdyfdz'^. . . dxl' dyl dz' . . .
24. Considérons maintenant une fonction composée V qui reniérme, d'une manière connue, plusieurs fondions //, i^, ^v,..,, avec leurs dérivées successives, et concevons que ces dernières fonctions contiennejit toutes un nième paramètie ar])itraire x, de manière qu'elles changent de forme lorsque ce paramètre change de valeur. Cela posé, V contiendra implicitement ce même paramètre X, ou sera Ibnction de x, et Ton trouvera sa varialion en prenant sa dérivée partielle par rapport à x , d'après la règle (udinaiie de la difiérenliation des ioiulioiis < oinposées et faisant ensuite / = Xq, ce (}ui re-
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vient à remplacer les dérivées -— i -—■>••' par les varia-
lions Jiz, àv, Supposons, pour fixer les idées, que V
contienne seulement deux variables principales j:,j^, et deux fonctions «, t^ de ces variables avec leurs dérivées successives; désignons respectivement par L, M, N, P, Q, R, S, T,. . ., N', F, Q', R', S', r, les dérivées partielles
-, ^7 , . , du du d- u d- u d^ u di>
de V relatives a x, y, ^-^-r' ZT^ T^' T"^r' -7-7'- ••? -j-^ dx dy dx^ dxdy dy^ dx
dv d'^v d'v d'^v ., J-/V. • 11
~r"> ~7~;' -, — r~' ~; — ' • • • • ue manière que sa aillerentieile dy dx^ dxdy dy"^ ^
totale soit
d\=ihdx-^Udy
^, . ,du du jP u d-u cP a
-h]NV/«-hPr/ — +Qr/— -hRJ- ^_ S J— -r- -h Tr/-— -h ...
dx dy dx' dxciy dy
, di> . dv , d^v , d^x' d'^v
-H ^'dv H- V'd — H- Q'rf— -h RV/-r;-H SV/— — -h T'r/— -h . . . dx dy dx^ dxdy dy^
la variation de V du premier ordre sera évidemment
■ ^ ^du ^ du „ (P u „ <-/' // ^ d- u
rylo%^-hP(j— -f-Qo-7--Mlo-— -hSrI-— --I-T.Î-— -1-- ...
dx dy dx' dxdy dy
/^/o; c/j- dx^ dxdy dy
OU bien , vu transposant les signes a/ cl 0,
oV —
^ ^ Jott dou d-ou ^, <-/-<?« i-Z-'d//
]No^/^P— -4-Q -—^ R +S— — -+-T-— --f-..
/-/.r r/r ^/o:^ (udy dy
(iov doi' d'oi> . d-§v 4p6i'
^. ^'S, -i- l>' 4- (V -i- IV -t- S' — — --r T' -7-7-1-...
, d.i- (h d:r dxdy dy
44 CALCUL DES VAniATlOS.
En preiiaiu les dérivées successives, ou irouveiail sans difficulté les variations des ordres supérieurs ^ il est donc inutile de s'y arrêter.
î25. Considérons encore l'intégrale définie
dans laquelle les limites de chacune des variables .r,j'", Zy. .. sont des fonctions des variables qui la précèdent, dans laquelle, en outre, ces limites, ainsi que les fonctions inconnues z/, t^, iv,..., renfermées dans l'expression V, se déforment avec les valeurs du paramètre x, en donnant naissance aux variations
d.r, , 0X2, <5'j,, ^^i, 0 3,, ôzj,..., 6u, Sv, a<v,....
L'intégrale proposée étant elle-même fonction de ce paramètre, pour obtenir sa variation, ou dérivée par rapport à X, il suflira de remplacer dans la formule (8), p. 21, les dérivées relatives à x par des variations correspondantes. Pour abréger, et par une <onvention analogue à celle du n" 7, nous ferons usage, en les faisant précéder d'un signe de substitution, des symboles
rT-.
(jui en enx-mcnies ne siunilient vwa)^ puLscjue les variables principales x, y, ::,..., / sont indépendantes de x, pour designer les variations des limites inférienr<*s on supérieures des variables de même nom; en d autres termes, 6x^ ôy. âz y . . . . sont des fonctions (|uelconques, la première de x, la secondes de .r, r, la troisième de .T, r, -, etc., assujetties à la seule condition (pie Icnrs valeurs liniiles c<jïncid(Mit aNcc \os variations des limites des variables piin( ipnb's. ('>cll<' <<>nvcnn<»n ou délinili
;ion
admise, ou aura
et aussi, par exemple,
en faisant remarquer que la signification d'une variation symbolique Sx, comme celle d'une dérivée symbolique — , est suffisamment déterminée par le signe de substitution qui précède, alors même qu'il en serait séparé par d'autres signes de substitution ou d'intégration, ou par un facteur quelconque.
Cela posé, la variation d'une intégrale multiple sera donnée par la formule
\ J-r^ «'.>•, .,'-, Ji^
= / I \ • j o\ .dt. ..dzdrd.r
,(hdyfh
'<'iz.(U...drch
.(It. . . dzdx
?.r. dt , . . dzdy.
2(». Oite formule se siniplifie consid<''ral>lemenl d.nis
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certains cas que Fou rencontre très-souvent dans les applications. Supposons d'abord que les valeurs j^j et y^ de r correspondantes aux valeurs limites de x deviennent égales entre elles, de sorte qu'on ait
/V.=/V.. fV.=/\;
le dernier terme de la formule sera identiquement nul et disparaîtra, parce que, dans le sens dcsj^, son champ est nul. En efict. si Ion fait, pour abréger,
<e terme prendra (n"()) la (orme
Cl les deux termes de celte transformée s'évanouissent évidemment, parce que dans l'hypolbèse de y\ = y'., , y'\ = r'j , les deux limites de la dernière intégration sont les mêmes. Ce cas se présente en particulier lorsque l'intégrale estlimilce dans \c sens des variables x,y par um^ <;ourbe fermée et continue. L'ordonnée j^ étant, en effet, nécessairement tangent(î à la courbe dans les deux points correspondants aux valeurs extrêmes de l'abscisse x, les deux limites} 1 et r\_ ^^^J ^''^ <-es points sont identiques et se confondent.
De même, si les valenrs de s, et z^ deviennent égales entre elles poiir -)':=:= y, cl y = }% . ravant-dcrnier terme
de la formule ( i ) s^' réduira à zéro, parce que, en vertu des égalités
sou champ est nul dans le sens de z. C'est ce qui a lieu lorsque l'intégrale est limitée dans l'espace, ou suivant i les trois variables x, j^ z^ par une surface continue. Car de même que l'ordonnée y devient tangente à la courbe I limite, comprise dans le planxj^, aux points déterminés • par les valeurs exlrèmcs de x^ Tordonnéc z devient tangente à la surface aux points qui correspondent aux valeurs limites de y, <-t cette circonstance fait disparaître à la fois les deux derniers termes de la formule ( i ).
Enfin, si cette condition d'égalité ou de coïncidences des deux limites d'une variable, correspondantes aux valeurs extrêmes de la variable qui précède immédiatement, s'étend à toutes les variables principales .r, y^ 5, . . . , s^ f , c'est-à-dire si l'on a j-, = fa ponr x = x, et X = .7-3 ; Zi=z z^^ pour y = 7', et j = i\ , t^c, et enfin t^ = /s pour s =:Si Cl s = s^ , tous les termes, à l'excep tion des deux premiers, disparaîtront de la formnle et l'on aura simplcînent
(it. . .tlzdvdv
-h I I i •-•/ \Ùt...clzdrdx.
C'est ce qui arrive en particnlier lorsque l'intégrale multiple s'él(\nd à tontes 1<\< va](Mirs de .r, y z^. . ., 1 i\\u
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vérifient riiiégalité
L étant une fonction algébrique entière et de degré pair relativement à toutes les variables. Dans ce cas, en effet, les valeurs extrêmes des variables ou les limites des intégrations successives se déterminent de la manière suivante :
1° La première intégration relative à î doit s'étendre à toutes les valeurs de cette variable qui, pour un système quelconque de. valeurs de x, y^ z,..., 5, satisfont à l'inégalité L <^ o. Or comme L, fonction finie et continue de la variable ?, ne peut cesser d'être plus petite que zéro, sans devenir égale à zéro, les valeurs extrêmes de t doivent évidemment vérifier l'équation L = o, qui donnera ainsi les limites i ^ ei /, exprimées en fonctions des variables X. Y, z,..., 5, c(;s premiènîs variables restant encore indéterminées, et les intégrations suivantes devant s'étendre à tous les systèmes de valeurs qu'on peut leur assigner sans que le^ limites de ^, tirées de l'équation L = o, cessent d'être réelles. Mais comme ces deux limites, racines d'une même équation algébrique, ne peuvent évidemment passer du réel à l'imaginaire sans devenir égales enlre elles, il en résulte déjà qu'on aiua t^ = ti toutes les fois que l'une quelconque des variables précédentes x, y^ z,..., s atteindra sa valeur limite. C'est au reste ce que nous allons constater directemeni ])Our la variable s.
2^ La seconde intégration relative à s doit s'étendre a toutes les valeurs de s qui, pour un système quelconque de valeurs des variables précédentes .r, j^ z^..,. vérifient l'équation L = o ^ les valeurs limites 5, et s., seronl donc la plus petite et la plus grande des valeurs que la variable .s peut recevoir daus ceth» équalioîi. loi\s(}u'ou \
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fait varier simultanément s et t. Pour trouver ce rnininium ou ce maximum, il faut, comme on le sait, dift'érentier Téquation L = o relativement aux variables s et r,
,, . . ds . . dL
et faire ensuite — = o, ce qui entraînera —- = o, équation qui, jointe à la précédente L = o, déterminera les valeurs limites 5, et 5, en fonctions de a:, j^, 2, . . , , r, pourvu qu'on ait d'abord éliminé t entre ces deux équations. Or la valeur de t qui vérifie à la fois les deux équations
dL
est nécessairement une racine double de la première équation L = o-, il en résulte que cette équation, qui donne dans tous les cas les limites de /, donne dans ce cas particulier ou lorsque s atteint ses valeurs extrêmes ^i, 5^, sous forme de racine double, deux valeurs égales /, = ^5, ainsi que nous l'avions prévu.
Soit U=:o, l'équation résultant de réliminalion de f
entre les équations L r= o et — - = o, et qui doit fournir
les limites de s exprimées en fonctions des variables pré- , cédentes x,y, z,. . . ^ r, ces variables restant encore indéterminées et les intégrations suivantes devant s'étendre à ions les systèmes de valeurs qu'on peut leur assiii;ner sans que les limites de 5, tirées de l'équation L'=: o, cessent d'être réelles. Comme Si^ s^ ne peuveiU pas passer du réel à l'imaginaire sans devenir égales entre elles, on en conclura que Si deviendra égale à ^2 clia<|ue fois (jue l'une quelconque des variables précédentes atteindra sa valeur limite. Cette conclusion sera du reste vérifiée en tant qu'il s'agit des valeurs extrêmes de r par les considérations suivantes.
.^^ Les limites r^ et i\ de r, variable de la troisième iu-
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tégratioji, sont de même la pins petite et la plus grande des valeurs de celte variable qui satisfassent à l'équation L'=o, lorsqu'on y fait varier simultanément r et 5, les variables précédentes x, y, ^-i- • •■, restant quelconques; r, et /a seront donc déterminées par les deux équations
fis
ou par l'équation L"=o. que l'on obtiendra en éliminant s. Mais la valeur de s qui vérifie à In fois les deux équations
(Ls
est nécessairement une racine double de la première \Jz=o\ donc les valeurs de 5, et s^^ qui correspondenl aux valeurs extrêmes de /', sont égales entre elles.
En continuant de la même nianièri;, on verra que les deux limites d'une variable quelconque se confondent ou deviennent égales entre elles, cliacjue fois que l'une quelconque des variables qui précèdent, atteint sa valeur exirême.
Dans tout c(; qui pré< ède nous avons admis implicitenientque chacunedes é'»juali()ns !.=:(), M =zo^ \J' = o,.. ., n'avait (ju'une couple d<; racines réelles /,, /s, -^i? Vj, r^, /■,,. . . , S'il en était autrement et qu'il y eût pour s. par exemple, quatre racines réelles .v,, .^3, J3, .?;, que nous su])poserons rangées j)ar ordre de giandenr, on ferait l'intégration relative à s en deux temps, d'abord de s^ à .Vji ptiîs de .^3 à 5^i, c'est-à-dire (ju'oii partagerait l'intégrale en deux autres-, pour diacune de ces dernières intégrales il nV aurait plus que deux valeurs limites de s et l'on prouverait que ces valeurs deviennent égales, loiscjue la variable précédente /allcinJ ses valeurs extrêmes. *
Daus le cas ]iarlicnli<'r on le cliauip de Tinfégrale ne
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doit subir aucune déioruiation, les limites des variables lie devront plus contenir x, leurs variations seront nécessairement nulles, et la formule (i) se réduira à son premier terme
0 / / 1 ' j ^ ^t.dzdyùx
— / I I • • • I ^n^ r// . . dzdydx. -
Ji; Jj\ Jz^ Jt^
27, Les variations des intégrales multiples doivent subir quelquefois des transformations qu'il importe d'indiquer. Lorsque V renferme la dérivée d'une fonction inconnue w, sa variation dV renferme, comme on Ta vu (n**24), la dérivée de la variation ou relative aux mêmes I variables^ il pourra donc arriver que, dans le développe-
I ment de la variation d'une intégrale, au soit dilFérentiée
I par rapport à une ou plusieurs variables d'intégration.
i Nous allons montrer comment, par une suite d'intégra-
f tions par parties, on peut faire cesser celle anomalie, et
j arriver à des formub-s dont on puisse se servir immédia-
I temcnt dans les a])plications du calcul des variations.
Soi l
une déri\éede u contenue dans 1 expression V, cette dérivée amènera dans la variation de \ le terme
TTg' d.vQr'"(/z".~ .'
el dan§ la variation de rinléi^ialc multiple (i), p. 45, le terme;.
dans leijuel la (JériNei'de du vsl j)risc par rapport à des
variables d'intégration. Pour le transformer, posons d'abord
il deviendra
rri:
R V^ . • . dzdydx.
dx
En appliquant le procédé d'intégration par parties, exposé w^ 19, on développera celle intégrale en une suiUî de ternies dans lesquels les dérivées de w ne seront plus prises par rapport à des variables d'intégration. Lorsque dans ces termes on remettra pour « sa valeur, toutes les dérivées de àii prises par rapport à x, et qui devront subir une intégration relative à celte variable, seront au plus de l'ordre / — i , tandis que les dérivées de au relatives à y, 2, ... , suâ- lesquelles porteront des intégrations relatives à ces mêmes variables, seront au plus des ordres /n, «, . . . . Une seconde transformation semblable abaissera à l'ordre / — 2 les dérivées de ou prises et intégrées par rapport à a:, sans élever les ordres m, /?,..., des dérivées prises et intégrées relativement à y, ^,. . . . En procédant ainsi pas à pas, en faisant pour les autres variables de dérivation à la fois et d'intégration ce que Ton a fait pour a', en étendant aux dérivées des autres varialions ^v^ ^iv, . . ., les réductions que l'on a fait subir aux dérivées de J«, on arrivera enfin à l'expression réduite et définitive de la variation de l'intégrale proposée.
28. Il suffira d'un exemple pour montrer l'application de ces principes. Prenons l'Intégrale triple
et proposons-nous (le la transformer tie manière tjue ùa
ne soitplus différentiée et intégrée par rapport à la même variable. En appliquant les formules du n" 21 , et effectuant d'abord la réduction relative à x, on trouve
r-- ri''- dzrPSu
Dans tous les termes, à l'oxceplion du second, les dérivées de au sont encore prises et intégrées relativemetit à r, mais mie nouvelle transformation donne
r'' r- .Pou K-- r- ,/cu
} i dxdvdz • / / d.r t(z
substituant ces valeurs et appliquant de nouveau Tinté gration par parties aux termes qui contiennent encor<; des dérivées de 3u prises et intégrées relativement à z^ on trouve délinitivement
j I I \ d.T dx dv dx <iz. ■
A/Rr/; r/ll^/z dWdzdz d'z\dflu
\ dx d) dv dx dz di d-\ lixih ] dz
dz dz d ■ rj i( I (ix dy dz^ \
jl^i'\i2?: '"■''"'"'■
dz, d^'
dz,
dx'
dxdy
dz,
dz.
d^z , d.Tdr '
On ne devra pas oublier que les dérivées
dy dz dz d'^z
dx dx dy dxdy
sonl des nota lion s purement symboliques qui leprésentent, soit
soit
selon le signe do substitution qui les alïecle.
^ 29. La variation d'une intégrale multiple, (i) p. 4:>,
prend nne forme plus simple, lorsqu'on fait usage de nvitaines fonctions arbitraires Dx, Dr, Di^,..., D/, que nous déHnissons de la manière snivantc : Dx est une fonction de x qui se léduit à c^x, pour x == .r,, et à ox^ pour x = x,; Dr est nne fonction de x, j, (pii devient
*ày^ -f- -~ Dx pour r 1= 7 ,, et ày^_-\- ~- Dx pour j'= ) ^^
Dr: est de même une fonction de x, ) , 2, qui pour z =-=;:,
, -, . , ^ dz^ dzy -, se rcdnil a d 2, H Dx H — Dr, et pour z ■=. z. w
d.r dy ^ ^
Sz<, H — — DxH- — -' Dr- et ainsi de suite. A ces lesJricdx <{y
tions près, les Jonctions D.r, D ) , I) r., . . . , sont entièri;-
mcnt arbitraires (*). De la définition même de ces fonc-
( * ) Ces MU'nK'N (V>iicli<iiis s<^ |>iés(Mit('nl ."i nii .uilre point (Je vue coninio dos ;'<i/;rtf/<7»ç (Ir '•. .1 , .- , <\'si (Minr<|ii(ti nous U>s isvoiis (Irsiîjnces par la
lions il resuhc
Introduiics dans Ja formule (i) ( n" 25), ces valeurs lui font prendre la forme suivante
V . . . (h(/yfi.r
dzdx
/ / / . . .rJX. . .chfhc/.T
J^\ J,y\ Jr,
/ / / . ..\Dx...dzdr
dans laquelle -^, î-1, 11, . . . sont des dérivées svmbodx dr dy
Jiques ayant la même siguilication qu'auparavant. Cela
posé, pour parvenir à la formule plus simple à Lupiellc
n(uis avons fait allnsi^m. il rj(^ rest<^ plus qu'A faire dispa-
i-ailre les sipties de sid»>tiuuion ou à les rempl.n cr par des
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signes J'iiitégralioii, ensuivant la marche que nous allons indiquer. On a d'abord généralement
i>fy-
■t, par conséquent,
Mais ' '■ "'' "''
. . ^trh
1)11 aura donc, en substituant,
el, par suite,
dyrlx
V Dj . . dzcLv
"X"xr-"('^"S"-'')-'^'"
J.e signe de siibslilution lelalii'à xa disparu^ pour faire <lisparaître de même le signe de substitution relatif à y, multiplions les deux membres de l'équation
IZ
...VDr^.
[Vdidyflx, et intégrons par rapport à 7 et r, entre les limites ji,j'2, et .r,, .r,; il viendra
rci:
VI) r. . .dzdx
d(VDr)
■:hd> d.
dy
(letle valeur substituée dans la variation de rintéi;rale In»
fait prendre la forme
0 I i ' r ...V.. .dzdydjc
\ d.c dy !
r rj
rf=^'\..vo....^.
qui De renferme plus de subsÛLuliou relative à y. Une troisième transformation tout à fait semblable fera disparaître de même le sis;ne de substitution relatif à ^- et en procédant ainsi on obtiendra définitivement
Jjr^ Jy\ t/z, ,
formule trouvée d'abord par M. O.^trogradsky (*). Quoique elle présente sous une forme très-simple et trèssymétrique la variation complète d'une intégrale multiple, cette formule a rinconvénient d(î renfermer les dérivées de plusieurs variations ])rises par rapport aux variables d'intéi^ralion. Avant de l'appliquer, il faudrait donc faire cesser cet inconvénient à Taide de l'intégra-
(*) Dans les Cow/.'/''.« rendus de i Àcadi-mit' di's Sclmcis, Paris, i8(>o, t. L, I». <S.), M. Liiul(*lœr.i(l(MincdccetU'môm<'f()nnulc micdoinonstraUdiKlirectc «'l irès-.siinplo, Ibiuk'o sur un <h:în;;on>onl de varia 1)1 es in(l<;|)cn(lantcs, mais (jni par cola nirinc ne convient (|n';\n <as p.irlienlier on le elianip .le. l'inléprale est linti{<- d'une nianiôre roulinn.- dans !«> sens d" toutes les va ri a 1)1 os.
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lion par parties (n° 18); or si Ton commençait par réduire les dérivées de . . . , D-z, Dj, Do:, ce serait précisément suivre une marche inverse de celle qui vient de conduire à la formule (a), et revenir à l'équation (i) d'où Ton est parti. Celle-ci, par conséquent, est plus directement applicable, et c'est la seule dont nous ferons usage désormais.
30. La variation d'une expression définie quelconque S s obtient exactement de la même manière que celle d'une inlégiale définie. Appliquant la règle du n° 14, on prendra d'abord la dérivée de S par rapport à -/. , en supposant ce paramètre contenu dans toutes les fonctions variables de forme, et on donnera au paramètre y. la valeur particulière x^, ce (|ui revient à remplacer les dérivées relatives à x par des variations correspondantes. On aura, par exemple, en comprenant toujours les valeurs limites des variables parmi les fonctions qui changent de forme avec /.,
t'.r, ly, i/u, h.
-4- —- ^r ] (it-
' dz \- '-^ 'Ir ]^i-'-
VARIATIONS DES EXPRESSIONS DÉFINIES
Quand on aura décomposé les signes de substitution double en signes de substitution simple , on donnera aux variations symboliques Jx, dj^ dz leurs significations réelles JiFi, Sji, d z^^ ou JjTs, dj^^ cJ^j, conformément aux conventions admises. La seconde formule, par exemple, ainsi développée devient
-Sy..<Ix
oy\.d.t:
Nous n'avons pas besoin d'ajouter (jue la variation d'une expression définie quelconque se prêtera à toutes les réductions que nous avons fait subir aux variations des intégrales définies, et que ces réductions s'elîectueront dans tous les cas suivant la règle déjà formulée (n^ 27).
31. On trouvera de même les variations seconde, troisième, etc., d'une intégrale ou plus généralement d'une expression définie quelconque, en la diiîérentiant plusieurs fois de suite par rapport au paramètre x, comme on Ta indiqué dans la deuxième leçon, et l'on amèneia les variations obtenues à la forme qu'exige leur application immédiate, par le procédé sullisamment expliqué de l'intégration par parties.
Mais il est temps de montrer par quelques exemples, choisis parmi ceux qui se présentent le plus souvent, comment on procédera dans chaque cas particulier à Tapplicalion des principes généraux que nous avons posés et des règles (\\u\ nous avons énoncées.
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\ a ri.» lion d'uno intégrale simple, double, triple. — Conditions d'intéj;r:il>ililé des expressions dilTérenlicllcs à une, deux, trois variables indépendantes.
32. Problème I. — Trouver la vanutlon deVinic^ralc définie simple
S r:^ / "Vr/.r
dans laquelle
y étant une Jonction de x à forme 'variable, et y,j '',.., ses dérii^ées successives .
En vcitu (Je la fonnule (i), p. /p, on a (raborci
ris
J.i. il.
Désii^iions pai P, P, ., P , , . . . , P„ les dérivées, partielles (le \ relatives «< J'-, J'',j", ■■ ■ ■ , y^"', ^" sorte (|ue
..-^■, p-''A, ,. -l'y ,. .-.ifl:.
nous aurons (n" 21 )
d\=:Pdr H- P. — ~ --{- P, --f -h ... H J\, —---
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<*t par suite, en substituant, -, - '% . .
<ÎS
expression qu'il s'agit de transformer de telle sorte que les dérivées de 6j ne soient plus affeetécs d'intégration. En appliquant le procédé de l'intégration par Darties (n- 19, 27), on trouve:
Par une seule réduction
})ardeux réductions successives
<Mc; et enfin par /i réductions successiv.es
lU' d.r"~~^ ^~V.r"-' '^■'
ii: I -- — oY.d.T.
Si l'on suhstituecesv.deursclque l'on fass<^ pourabréi;er
, dl\ ./=!>, dU\ ^ ^ ^ ,/"!>,,
L-'— . iV
'U- dx- (Ur- ■ ■ ■ ' V ' ^1
IV, , dn\ ,/«-.,>
<^/-t* dx' ^
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la varialioii do l' intégrale deviendra
^S= / '(P)oV.r/x . - • .
-4-/ Vox-i — / Vfjx,.
11 iraporle de remarquer que ( elle variation se compose de trois parties essentiellement distinctes les unes d<'s autres, à savoir : 1" l'intégrale
dont la valeur dépend de la forme attribuées à la variation âyi 2" Texprcssioii
/;j(P,)oVH-,:..,i^-.,....(Py^j,-
qui ne dépend pas de cette forme en général^ mais seulcîmcnldes valeurs que ôj et ses dérivé(*s successives jusqu'cà Tordre // — i, inclusivement, pr<înnent aux limites de Tintégrale, c'esl-à dire pour .r =:.- .r, et .x =^x^-^ IV les deux termes
/ v^ir-j V(J.r,,
qui dépendent de la seule variation des limiles.
33. Entre les valeurs limites des variations et les variations d(\s valeurs limitcîs de j, j\ y" ^ . . ., il y a certaines relations Irès-simples (jui permettent (rex])riniei-
lés unes au moyen des autres. Si l'on prend, éli èffel^ îa
variation des expressions définies * • ' - v -.^
on trouve {n° 30) ' -i*^
En appelant, pour simplifier, |, yj, r/, ry'', ... les valeurs de .r,y, y', 7^', . . . qui correspondent à Tune des limites de Tintégrale, ou à Tune des extrémités de la <'Ourbe plane dont.r, y sont les coordonnées, on pourra remplacer c<^s deux systèmes d'équations par le syslcrat; unicpie
or, zzz l§r -f- rt' fJH, <h" = loy-^-r/"dç,
dans lequel le signe / indique la substitution simj)!!' de la limite de .r que Ton considère. II en résulte, en
iransposaul et ayant ee^nrd aux i(lenlM<*s or ■=. — ^,
lit* ^^r (i-^r
limites correspondantes de oy^ — — , — — , . . • . coïncident
avec les variations des valeurs limites ry, y! ^ r/'^. ... de r, y, y ^. . . . Donc, si ces dernières variations étaient nulles en même temps que Jj, pour les deux limites de Tintégrale, c'est-à-dire si les valeurs extrêmes de x^y^y\r'\. . . , J^"~*' i^ti devaient point varier ou changer de forme, les valeurs limites de Jr, — -^î-'-j ^
•^ dx e/a:"-'
seraient également nulles, et la variation de Tintégrale ( 2 ) sf réduirait à son premier terme
{V)Sy.d.r.
34-. Si Sdx était une différentielle exacte, ou, v\\ d'autres termes, si V contenait la variable x et les fonctions 9', ) ', y"^. . ., r"^ de telle manière qu'on pût obtenir Tintégrale J Nv/x, indépendamment de toute forme particulière assignée à la fonction) , cette intégrale serait elle-même une fonction déterminée de .r, j, j', j", ..., ^("-O. pi-ise entre les limites a',,.r2, elle ne dépendrait donc que de ces mêmes limites et des valeurs correspondantes de r, y' 1 y"-, ■ ■ - ')'^ ""''• et ell<^ resterait constante quand
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même on ferait varier arbitrairement la forme de la fonctions^, pourvu que les valeurs limites de ^')y^y,y\ . . . jn'"-i) restassent invariables; sa variation serait donc nulle, quelle que fût la variation cîj.Or, dans le cas où les valeurs limites de x, /O^y ? • • • ' J^""*^ ^^ varient poinf, on a vu que la variation de l'intégrale se réduit au seul terme
ce terme devrait donc s'évanouir quel que fût 3y, ce qui évidemment est impossible, à moins qu'on n'ait identiquement (P) = o. Réciproquement, si cette condition est remplie, la variation de l'intégrale ne dépendra que des variations des valeurs limites de a:, J^j\ . • . , JK^"~*^ 5 l'intégrale définie sera donc elle-momc une fonction déterminée de ces limites, c'est-à-dire que l'expression V/^x pourra s'intégrer immédiatement, quelle que soit la fonction j. Pour que \dx soit une différentielle exacte, il faut donc et il suffit (jue l'équation (P) = o, ou
fl.V dx? ~ dx"
soit identique, quelque foinio qu on assigne à la fonction y.
Le calcul des variaûons conduit ainsi très-simplement à la condition d'intégrabillté connue d'une expression différentielle \dx.
3f). Dans toutes les applications du calcul des variations aux intégrales simples, c est toujours lexpression
P :=:P-—^ -h... ± --■-;'- ' (Ix dx"
qui joue le rôle principal • il importe donc de l'étudier de
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plus près. Elle renferme, en général, les dérivées successives de j jusqu'à l'ordre 2n, puisque V et ses dérivées partielles P, P,, Ps, . . . , P„ sont des fonctions de
^-ifiy^j"-)' ' ■ > J^"^' ^^^^ "11 seul cas cependant elle n'atteindra pas Tordre 2725 c'est lorsque V, étant linéaire par rapport à y^"'^, prendra la forme
V=:AjC)-+-B,
A et B étant des fonctions de a:, f^ j' ',-•'■> J^"~^^' Dans ce cas, en effet, la dérivée partielle P„ = A ne contenant plus
j'^"\ sa.àériyéen"'""' -—^', et par suite l'expression (P) ne
saurait plus conteniry^-"^On démontre même facilemenl qu'alors Tordre des dérivées day dans cette dernière expression n'excédera pas 2 « — 2 ou que (P) ne renfermera pas la dérivée y^'"~*^ Celle dérivée ne pourrait, eu effet, figurer que dans les deux derniers termes de (P) ou dans la différence
Or, si Ton différentie n — i fols de suite par rapport à x la quantité P„_,, fonction explicite de x,r, jV-»/"\ ^<seul terme du résultat qr.i puisse contenir la dérivée ^,(8/;-!)^ sera évidemment
dr^") ■
de mémo, si Ton différentie n fois de suite la quantité P„, fonction explicite do .r, y, y\. . . , r^"~*^ le seul terme
contiendra y^"~^ ■ Ainsi lo coeflicienl do celle dérivée
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dans l'expression (P) sera, au signe près.
dPn-^ dPr,
différence qui disparaît en vertu de Tidentitë
dy<"'> dy\"-') dyi") ~ r/^t"-')*
Donc, toutes les fois que V est une fonction linéaire par rapport à 7^^"^, l'expression (P) est au plus de l'ordre in — ► 2 relativement aux dérivées de y. Cette disparition des termes en j^*"^ et j(=»-*) est d'ailleurs évidemment une des conditions qui doivent être remplies pour que (P) soit identiquement nul, c'est-à-dire pour que ^dx soit une différentielle exacte.
3(3. Pr.oBLi-MK II. — TrouK>cv la variation de V intégrale
S=: \dx,
datis laquelle
r et. z étant des fonctions de x à formes variables^ et J •> ,ï"-i • • • ' -^'7 ^" -)' ' ' ■, laurs dérivées successii^es ,
Désignons respectivement par P, P,, P, , . . . , P,„, les dérivées partielles de V relatives à y^j^, y'\. . . , y^"'\ et par Q, Q, , Q2, • • • , Q,x, les dérivées partielles de V relatives à z, z' , z\. . . , s^"), en sorte (jue
rh -"- dz' ' - "d-J" • ^" — ./sCO
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nous aurons -
dx dx^ daf'
^ doz ^ d'Sz ^ d'^^z
^.Qa. + Q,_ + Q,_+... + Q„_,
et par suite
<ÎS
^ri'''""''^^--^''
dm§y
daf"
^ ^ ^ d^z ^ d"Sz
Vox.
] dx
En intégrant par parties jusqu'à ce que toutes les dérivées de ây et de Jz soient débarrassées du signe d'intégration, et faisant, pour abréger,
dV, , , d"'-^V„,
^^^ ^ dx dx- dx^ dx"
dq. d'Q, . . ,^"-'Q«
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on obtient finalement
SS
P)^j-|-(Q)5z Ur
dS'.
Sz
+ / VJx,— / VJx,.
37. Si Ton appelle J, rî, rj', r/, . . . • Ç, C'' T^ ' ' ' : ^""^ valeurs de .r, j, / , j'S • • • , ^, -z^ -^''^ . . . , qui correspondent à Tune des limites de l'inlëgiale, ou à Tune des extrémités de la courbe dans l'espace dont a:, j, z représentent les coordonnées, on trouvera, comme dans le cas précédent, en prenant les variations des expressions /j» /y. //'v - h^ h'' /^''* • •' ^^ transposant,
I dx I d.v
I dx' I dx^
le signe / indiquant la substitution simple de la limite de X que Ton considère. On en conclura que si les limites .OTi, OTs, ainsi que les valeurs correspondantes de
y^y\ yV • oy^'"~^^ z^z!^z\. . ., z^"~^^ ne doivent point varier, non-seulement les variations Jx, , âXi, mais de
plus les valeurs limites de J/, -^
dz
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sont nulles, que par suite tous les ter-
(i.T dx"'
mes affectés de substitution disparaissent et que la variation de l'intégrale se réduit à
0^s= jf '{(p)^r-h(Q)^zi./x.
38. Lorsque \dx est une différentielle exacte, de sorte que l'intégration puisse s'effectuer indépendamment de toutes formes particulières attribuées aux fonctions
y^ 2, l'intégrale définie 1 Vdxçsl elle-même une fonc-
tîon déterminée des valeurs limites de a:, y-^y' •> • • • 5 J^^"'""*\ 2, 2', . . . , 2^"~*^- si en outre ces valeurs limites restent invariables, l'intégrale est nécessairement constante et sa variation nulle, quels que soient d'ailleurs les changements de forme de y et de z, ou les variations ôy^ Jz ; ce qui ne peut avoir lieu évidemment qu'autant que l'on ait identiquement
Telles sont donc, dans le cas actuel, les conditions d'intçgrabilité de l'expression différentielle V^x. <
39. Problème 111. — SoiL z unxi fonction dex^ y^ à forma variable, et /7, </, /*, a, t ses dérivées partielles du premier et du second ordre; soit de plus
et cherchons la ^uiriation de F intégrale double
\:= j I \dyflx,
/c.v limites étant censées vurialdcs.
VARIATIONS DES INTÉGRALES DOUBLES, f^ n'^
Désignons respectivement par N, P, Q, R, S, T les dérivées partielles de V relatives à z, p^ q^ r, 5, f, en sorte que l'on ait
/fV ^ rfV rfV dy dv dV'
«s «/? «7 dr ds de
la variation de V sera (n*^ 24)
«o- <r/r «-/.r^ dxdr dy'
et celle de U (n«25)
d.v^ dxdy dy^ J '
-\- j / Vâj.dx-h j 'v6.T.df,
expression qu'il s'agit de transformer, en recourantà l'intégration par parties, de telle sorte que la variation dz ne soit plus difFérentiéc par rapport aux variables d'intégration (n"27). Cette transformation se fait immédiatement pour les deux termes qui contiennent les dérivées de Jz du premier ordre, car on a
Sz.dx
0 z .df dr ,
z.dydj
Chacun des trois termes qui conlienneiU les dérivées du second ordre de la variation ôz, exige, au contraire, deux séries d'opérations. Pour celui, par exemple, qui contient
dx^
5 on a d'abord
r"''F'-dydSz , — / R-f- dx
puis, en appliquant de nouveau aux deux derniers termes l'intégration ])ar parties,
J,. /,. dx' dj
.', .', 'i^ ''•»■ LJ,, ''^
±Sz.dx dx
dx
et par suite, en substituant, ~ -_ • , ...
C^'l^'i 'l'y tlK dr dRtt,'\^
On trouvera de même successivement
S—— dyd.T= -^§.,dxdx
Sul)slituaiil enfin aux jlivers termes (1(; la variation (?U les valeurs Iraiisfoiméc s rournlrs par les (léveloppcmonls
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qui précèdent, on aura définitivement
SV
H — r^-h — H — r-\^z,dY(ix
dy dx"^ dxdy ' dy
dRdY^' dS dy dx' d.r
dT
dy
'z . dx
(li) (
/ / ySy.dx-hj I VSx.dy
iO. Arrêtons-nous (juelqucs instants à cette ibrniule pour mieux discerner la nature et la portée de ses diilérenls termes. Si x, j', z représentent les coordonnées rectiligiies d'un point dans respacc, l'équation y = J^ déterminera une certaine courbe AC (y^^. i), si tuée dans le plan
) :, sera ré(pialion d'une se<nnde courbe IjI);
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même les étjxiations x = x^ et x z= x^ représentent deux droites AB et CD parallèles à Taxe des y, et la surface ABDC comprise entre ces quatre lignes est précisément le champ de l'intégrale double. Cela posé, pour obtenir une expression de la forme
Tjdx
qui se décompose en
Zd-i
i Z étant une fonction quelconque de x etj, il faut faire j tour à tour dans cette fonction j =ji, y = yi^ et inté- I grer Zr/x, après la substitution, entre les limites x, et x, ; f ce qui revient de fait à intégrer Xrlx le long des deux 1 courbes BD et AC et à prendre la di(îerence des deux résultats.
De même pour calculer l'expression
viialo à
il faudra intégrer 7jdy le long des deux droites CD, AB et prendre la dinérence des résidtals. Enfin, toute expression de la fornu'
est la sommé ou la dlirércnce des valeurs de la funclion Z
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correspondanles aux quatre sommets A, B, C, D, du contour limite.
Dès lors Fensemblc des termes de la variation JU se partage en trois groupes distincts ;
i" Une intégrale double qui dépend de la forme attribuée à la fonction arbitraire c?2;
2" Des termes qui ne dépendent plus de la forme générale de dz, mais uniquement des valeurs que cette varia-
, , . , .1, fl5z doz , ,
tion et ses dérivées pariielles -> — -— prennent le lonc;
du contour limite ABDC ;
3° Des termes en (Jx,, 0X2, Ofi^ ây^^ qui proviennent de la déformation des limites.
Dans les termes du second groupe on pourrait encore remplacer les valeurs limites des variations par les variations des valeurs limites, eu parlant des relations simples (n" 30)
/■'■',/: i'' /,lSz </•-, \
eto
On verrait alors immédiatement {|u<' si les limites des inlégralions ainsi (fue les valeurs de z. p. ij eorrespon-
dantes à ces limites ne varient pas ou ne changent pas de
forme, la variation oz et ses dérivées ——i ——seront ' d.r dy
nulles le long du contour ABDC, et que par suite la variation de l'intégrale se réduira à son premier terme
\ 4-1. On déduit facilement de ce qui précède la condition d'inlégrabililé d'une expression diiréreiiliclle Yrfyrix { à deux variables indépendantes. En elVct, s'il était pos- ; siblc d'intégrer celte expression une première fois sans [ donner à z aucune forme particulière, ou de réduire \ l'intégrale définie double
<Jx, Jy,
\drd.T
\ à une intégrale simple prise le long du contour limite \ ABDC, U ne dépendrait plus de la forme générale de r, î mais seulement des valeurs que z, /;, (j ])rennent sur ce 1 contour. Donc, si les limites de x, y cl les valeurs corres- \ pondantes de s, /?, q ne devaient pas subir de déformation, ' l'intégrale U serait constante et sa variation nulle, quel j que fut d'ailleurs d z. Mais dans ce cas la variation de Tin- I légraîe se réduit, comme on l'a vu, à son ])remier terme, vi f celui-ci ne ])eut être nul, quel que soit à z^ à moins que i Ton n'ait identiquenieiil, et pour toutes les formes de r:,
ii=r N
dQ d'R d'S d^T
dx
dy dx' dxdy dy'
telle est donc la condition d'inlégrabilité cherchée.
Vonv que réx(ualioii li = o ail lieu (juelle que soit la
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forme de z, il est d'abord nécessaire que les coefficients des dérivées de z du quatrième ordre, dérivées qui entrent évidemment sous forme linéaire dans le seul trinôme
r/'R rf^S d'T
dx"^ dxdy dy^
disparaissent séparément. Ur en développant -r-7-' 1
> et n'écrivant que les termes qui contiennent les déri-
vées de z du quatrième ordre, on a
d'z d'z d.rdy^ dy^
on trouve
dx^dy
d'V drds^""^
d'Y r/'V ds'-^\lrdt=''^
d'V dsdt^""^
é(juations aux dérivées partielles qui sufliscnt pour déteiminer V en fonction de r, .?, 1. En effet, la seconde ef la
quatrième exigent que la dérivée —- ne dépende ni de r,
ni de f , ou que des trois (juantités r, 5, Z, elle ne renferme plus que 5; par suite on peut poser
d'Vd*z d'V d*z d'Y d'z
dx-"
dr- dx* ' drds dx^dy drdt dx'^dy-'
dxdy
drdsdx'dy ' ds' dx^dy' ' dsdt dxdr'
d'T dy-
d'Y d^z d'Y d^z d'Yd*z ' drdtdx'dy' ' dsdt dxdy' ' dt' dy"
r\ti 1 011 t /ikl
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intégrant et ajoutant une fonction arbitraire de r, f, on a donc ; .
V=a>(r, 04-iW.
La première cl la dernière des équations [y) exigent en
outre que — soit indépendant de /• et — - indépendant
de t-^ o(/', t) doit donc être une fonction linéaire tant par rapport à r que par rapport à t, c'est-à-dire qu'on aura
Enfin la troisième des équations {7), devenue
•r(.v)-^2A=rO,
donne par deux intégrations successives
V ^(s] — ~As--hiCs-hQ;
f d'où il résulte définitivement
\ (8) V — A(/-/ — .ç^) + Br-f-2C.v^-D/-hK,
l A, B, C, D, E étant des fonctions de x, y, z^ /?, q. Telle I est la forme que V doit avoir par rapport à r, .ç, /, pour { que l'intégrale double U puisse se réduire inimédiatement f à une intégrale simple. 11 faut en outre que les coefTicienls 1 A, B, C, D, E satisfassent à certaines relations qu'on trouf verait facilement par la condition même que €l doit s'éva- I nouir quelle que soit la fonction z et ses dérivées succes- I sives^ mais nous cioyons inutile de les développer ici (*). Il nous suflira pour le moment de montrer que la forme (8) fait disparaître avec les dérivées de z du ([uatrième ordre, celles aussi du troisième, en sorte que il ne contienne plus
I (") Voyez An rlcmcnUnj Trralisc on ihc cnlculus qf 7'ariatious, <le
} JcUelt, }). 3/|/(, oi\ cotte matière se trouve développée avec plus de détail.
IV. G
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que Jt', y, z, p^ (/, /', 5, t. Cette fonction, en effet, peut , se mettre sous la forme
Si l'on fait, pour abrégcM-,
dk dk dC d\)
d.c dz dq dp
dk dk dC dB
dy dz dp dq
il viendra donc, en oiucUant les termes d'ordre inférieui* au second,
i P — . . Hr — K.v;
dar 0. dy
on trouverait de mèni
dT 1 dS ^^ ^. ,.
dy 2 dy
dx
/r/R , I [dx "^ ?.
d dT dy \ dy
Or
011 trouve
{rt-
, dk dB dC
dB
dC
dB dp
dE
:(rt-
, dk
dC
dq
zkt-hB, S =
et,
en différentiant,
dx '
dH
Ik dk d-J'^ dp
r/A \ dq J
Tx'^ ~dl.
dB
dB
dq
1 riS
2 dy
d'z ^ dxdy'
(dk
dk
dk \ i
dC dC
dC
dC
dq
et, par coDséquent, les seuls termes de Cl qui pourraient contenir des dérivées de z du troisième ordre sei'ont
mais ici ces dérivées disparaissent, parce qu'elles sont affeclées de coelîicients égaux et de signes contraires. Il est donc bien prouvé que la disparition des dérivées du quatrième ordre entraîne celle des dérivées du troisième, et que, dans le cas où V prend la forme (8), l'expression Q,
'f ne contient plus que les dérivées de z du premier et du
' second ordre.
Considérons maintenant le cas où V étant de la forme
ne renferme plus les dérivées de z du second ordre; en conservant les notations des numéros précédents, nous aurons
R=r(), S = O, T=.Oy
et la variation de l'intégrale (i6) deviendra
- I / YSy.dx-h 1 NSxMj, ''
S4 CALCUL DES VARIATIOfIS.
Si les limites Xj , x«, j t , j^ ne varient pas, les deux derniers termes disparaîtront^ il en sera de même du se* cond et du troisième terme, si, en outre, les valeurs limi les de z restent invariables.
Le trinôme
ax dy
coefïiciejit de èz dans le premier terme, est généralement du second ordre par rapport aux dérivées de 2, c'est-àdire qu'il renferme x, y, z, /;, q^ r, 5, t. Pour qu'il cesse de renfermer les dérivées du second ordre r, 5, f, il faut qu'on ait
d'où l'on tire, en intégrant,
A, B, C étant des fonctions quelconques de x^j^ z. Ou prouverait sans peine que cette forme linéaire de V fait disparaître en même temps les dérivées de z du premier ordre et que 11 devient dans ce cas
dk r/B JC
dx dy dz
Si les coeificients A, B, C étaient tels, qu'on eût identiquement
£ï serait nul pour toutes les formes de 2:5 la variation de l'intégrale ne dépondrait plus que des variations des valeurs limites de x, y^ z-^ l'intégrale double serait donc elle-même une fonction déterminée de ces valeurs limites et se réduirait à une intégrale simple.
4-3. Problème IV. — Soit u ujie fonction de x, y^ zà ijorme variable^ et p^ q, r ses dérivées partielles du pre- ] mier ordre j soit de plus
et clierchons la variation de V intégrale définie triple
V=l I j \dzdydx.
les limites Xj , Xj, y^, y^, z, , z^ pouvant elles-mêmes subir des déj'orniatiotis.
Désignons respectivement par N, P, Q, R les dérivées partielles de V relatives à u, /7, </, r, en sorte que
^^" dp ^ ^y f/r '
la variation de V sera
d.r dy dz
<'t celle de rintcgrale (n" :2o)
YSx.dzdf.
Après qu'on a effectué toutes les intégrations par parlies nécessaires pour que dz ne soit plus différentiée par rapport aux variables d'inlégralion, la variation de Tinté-
grale prend la forme définitive
dP dQ dR\ ^ , ^ ,
XX
Xox.dzdy.
Cette formule donne lieu à des remarques analogues à celles que nous avons faites précédemment sur la nature et la portée des termes de la variation d'une intégrale double. Si J^,J", z désignent les coordonnées rectilignes d'un point dans respac<', le champ de IHutégrale triple sera limilé : i" en bas et en haut, dans le sens des z, par deux surfaces couibes C, et Cj déterminées par les équations z :r=z z^ gX, z =z z^-^ 1^ cu avaut et en arrière, dans le sens des y^ par deux surfaces cylindriques H, et \\ perpendiculaires au plan j^'ct ayant pour équations^ ^=/i et y =: ^2^ 3*^ à gauche et à thoitc, dans le sens des x, par deux plans Aj et Aj pt^pendiculaires à Taxe des x et déterminées par les écjuations x = Xi (;t x = x^. Cela posé, rintégrale triple qui forme le premier terme de la variation JU s'étendra à toutes les valeurs de .r, j)\ z, comprises entre les six suifaces limites A,, A,, Bi, lî-^i Cj, C?, tandis que 1rs intégrales doul>les ave< un sigiu* de subsli-
tulion qui constituent les autres termes, ne s'étendront qu'aux valeurs de a:, y, z correspondantes à ces mêmes surfaces limites, ou seront prises suivant les aires de ces surfaces, ///suivant Cl et Cs, ///suivant Bi etBa, ///"suivant Aj et Aj.
On voit donc que la variation complète de l'intégrale U contient trois espèces de termes de nature difTérenle : i^ une intégrale triple qui dépend de la forme attribuée à la fonction arbitraire ô u\ 2® différents termes qui ne dépendent pas de la forme générale de èu^ mais uniquement des valeurs que celte fonction prend sur les surfaces limites Ai, As, lîj, Bj, C,, €55 3° des termes qui, provenant de la déformation des limites, ne dépendent que des variations Jxi, cJoTs, (?j"i, o}'2, Jzj, Jz,.
44. Ici encore les valeurs limites de la variation du pourraient s'exprimer au moyen des variations des valeurs limites de w, et l'on verrait, dans le cas où les limites de l'intégrale ainsi que les valeurs correspondantes de w, ne doiv(;nl pas varier ou changer de forme, que tous les termes aux limites disparaissent de la variation de l'intégrale; celle-ci alors est réduite à son premier terme et l'on a
™=./:xx"(^-s-s-s)'—
Si l'on avait identiquement
r/{> dq dix
'' = ''--dI~-d}---d7 = ''^
l'intégrale triple U ne dépendant plus de la forme de u en général, mais seulement de ses valeurs limites, serait nécessairement réductible à une intégrale double. Mais l'équation 11^=:= o ne sera idonticjuc qu'aulanl que V sera
nue fonction linéaire de p, ^, r de la forme '^ ^
Vr=rA/?H-Br/-hCr— D,
les fonctions A, B, C, D ne contenant que x, y^ z, w, et étant liées entre elles par la relation
dk r/B rfC rfD dx dy dz du
Telle est donc la forme que V doit avoir pour remplir la condition d'inlégiabilité exprimée par Téquation H = o. Ajoutons que dans l'expression il, les dérivées de u du premier ordre disparaissent toujours en même temps (juc (•elles du second ordre, et que cela a lieu toutes les fois que V prend la forme linéaire Ap 4- B<7 -f- C/' — D, (juels que soient d'ailleurs les coefficienls A, B, C, D.
CINQUIÈME LEÇON
Maxima et minima des intégrales et en général des expressions définies.
— Maximum ou miuimum absolu. — Maximum ou minimum relatif.
— Diverses espèces de conditions ou de restrictions. — Équations auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues pour rendre nulle la variation de 1 intégrale ou de l'expression définie.
45, Dans les questions de maxima et de minima qui dépendent du calcul des variations, on clieiclie à déterminer la forme dune ou de plusieurs fonctions inconnues, contenues dans une intégrale définie soit simple, soit multiple, ou, plus généralement, dans une expression définie, de manière que celte intégrale ou celte expression définie atteigne sa plus grande ou sa plus petite valeur. Entre ces questions et les problèmes de maxima et minima qu'on sait résoudre par le calcul dliVérentiel , il y a donc une différence essentielle : dans ces derniers problèmes on clierche les valeurs des variables indépendantes ({ui rendciit maximum ou minimum une fonction dont la iorme est donnée, landis que dans le calcul des variations on cherche la forme même de la fonction ou la relation générale qui la lie aux variables indépendantes. Cependant ce second problème se ramène facilemenl au preuiier, et voici cojunient :
Concevonf^ pour un momenl (ju'on ail déjà déterminé convenablement toutes les fonctions inconnutîs, et cju'on les fasse ensuite varier au moyen d'un paramètre arbitraire y, • soit x.o la valeur initiale de y. correspondante aux
formes de ces fonctions qui donnent à l'intégrale sa plus grande ou plus petite valeur. L'intégrale ou Texpression définie sera alors elle-même une fonction de x. -, pour qu'elle devienne réellement un maximum ou un minimum pour z =r xq, il faut donc que sa dérivée par rapport à y. s'évanouisse pour x = Xo, sans que cette valeur du paramètre z rende nulle la dérivée du second ordre, dont le signe servira à distinguer le maximum du minimum.
Pour mieux fixer les idées, désignons par V une expression qui renferme explicitement non-seulement les variables x, y, z,. . .^ mais une ou plusieurs fonctions inconnues //, p», iv,. . . de ces variables, et supposons qu'il s'agisse de déterminer les fonctions u, p», ^v, . . . ainsi que les limites j:,, Xs, j'i, y^, z^, z^, . . j de manière que l'intégrale
devienne un maximum ou un minimum. D'après ce que nous venons de dire, on peut supposer que les inconnues M, p», ii^, . . ,, ainsi que les limites de l'intégrale, dépendent toutes d'un paramètre arbitraire z, et qu'il faille trouver la valeur Xo de ce paramètre qui fasse acquérir à l'intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. Puisque, dans cette hypothèse, l'intégrale S est elle-même fonction de x, la première condition du maximum ou du minimum sera
ou bien, en nous servant de la notation adoptée dans le
calcul des variations,
Ainsi Tinlégrale S uc pourra devenir un maximum ou
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un minimum qu'autant que Ton donnera aux fonctions inconnues qu'il s'agit de déterminer des valeurs ou des formes telles, que la variation de l'intégrale s'évanouisse, quelques déformations que Ton fasse subir à ces mêmes fonctions, ou de quelque manière qu'on les fasse varier avec le paramètre z, à partir des valeurs ou des formes primitives dont il s'agit. Il faut en outre que la variation seconde â^S, pour toutes les déformations possibles, reste constamment soit positive, soit négative, sans devenir nulle, la valeur positive correspondant au minimum et la valeur négative au maximum de l'intégrale S.
Quelquefois la condition dS =: oo peut aussi donner une solution du problème. Dans le cas, par exemple, où l'on cliercbc le maximum ou le minimum de l'intégrale
la condition JS = o donnerait }' = o, valeur inadmissible, puisqu'elle rend l'intégrale imaginaire, tandis que la condition (îS=oo donne j = dz f [x) , valeur qui correspond évidemment à un véritable minimum de l'intégrale. Si nous ne tenons pas compte de ces solutions singulières correspondantes à une valeur infinie de la variation JS, c'est qu'elles ne se présentent pas dans les applications ordinaires.
46. Lorsque les inconnues Xj, .rs, }',,j) ,,,.., ?/, t^, iv,... ne sont assujetties à aucune restriction particulière, c'està-dire lorsqu'on clierche le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale S, les variations
(îx,, dx-,, ^Vi, o/j,-., ô/^, rh>, eut',...,
contenues dans (JS, sont toutes complètement arbitraires, et l'équation âS = o doil subsisicr quelles que soient les
valeurs ou les formes qu'on leur attribue. Seulement on se rappellera que, par leur définition même, ces varialions ne sauraient jamais contenir d'autres variables que celles qui entrent respectivement dans les fonctions
^i, •^•.'» jr., j.,.-, ", V, «',.. ;
dans le cas actuel, âx^. ox^ seront donc des constantes arbitraires; ôj^^ ây^ des fonctions arbitraires de a:; cJzj , âz^ des fonctions arbitraires de x, y^ etc., et âu^ c^p», Ju^, ... des fonctions arbitraires de toutes les variables principales x.y, z, . . . , t.
Mais le plus souvent la nature même du problème établit certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues, de sorte que leurs variations ne sont j)lus entièrement arbitraires ou indépendantes les unes des autres. On ramène ce second cas au premier, soit en faisant servir les équations de condition à réliminalion <lu plus grand nombre possible de variations, soit en introduisant de nouvelles inconnues, constantes ou variables, dont on puisse disposer à la fin du calcul pour satisfaire aux conditions du problème. Par cette élimination ou cette introduction de nouvelles inconnues, les variations qui entrent dans l'équation cJS = o transformée redeviennent arbitraires et indépendantes les unes des autres.
Les conditions aux([nellcs on doit satisfaire dans la recherclie des maxima et des minima relatifs sont de trois espèces : i" des relations finies entie les diverses fonctions inconnues ou entre leuis valeurs limites; li" des valeurs constantes imposées à certaines intéi^rales ou à certaines expressions définies; 3*^ Toblii^atlon de vérifier certaines équations dillerenlielles ou aux dérivées j)artielles. ?fous allons consldérci successivement ces trois espèces d(^ conditions.
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Al. Toute relation finie de la forme ...
qui doit subsister dans l'étendue entière de Finlégraic
f proposée, détermine l'une des inconnues //, ^^, ii^, . . . en
[ fonctions des autres, et peut servir à l'éliminer de Tinté-
\ grale S toutes les fois qu'on sait résoudre l'équation F = 0.
; Mais alors même que cette résolution est impossible,, la
" relation donnée conduit toujours à une équation linéaire
entre les variations c?//, Jp», d^v^. . . au moyen de laquelle
on peut en tout cas éliminer Tune de ces variations de
l'équation dS =0. En eifet, si l'on prend la variation de
F = o, on trouvera JF = o, ou
Pour (ju'on puisse mettre à profit cette dernière relation, il n'est pas même nécessaire que la fonction F soit donnée en termes finis ^ il suffirait évidemment de coiniaitrc sa diflércntielle totale ou seulement ses dérivées partielles relatives à «, i^, ^v, ....
Si les fonctions inconnues étaient assujetties à vérifier plusieurs conditions semblables
^ZF
dF
fh>
en
du
di'
on aurait
r?F = o, (ÎF, z= o, fTF, — o,
équations dont on pourrait disposer pour éliminer un nombre de variations Jw, op». âu\. . . égal à celui des conditions données.
Si la relation F = o ne devait pas avoii- lieu dans l'étendue entière de l'intégrale S, mais seulement à la limite de Tune des variables, par exemple, à la limite
inférieure de z, de sorte qu'on eût
elle ne suffirait plus à l'élimination complète de l'une des fonctions u, p», iv, . . , , ou de l'une des variations au, â^^ â^v,..., mais elle fournirait toujours une relation linéaire entre les valeurs de ces variations correspondantes à la liuiite dont il s'agit et la variation dzi de cette limite, relation dont on pourrait disposer encore pour éliminer soit ôzi , soit la valeur limite de l'une des variations Ji/, du^ âw^, ... En prenant la variation des deux membres de l'équation (4)i <^ii trouvera, en effet,
ou, en développant dF et—,
/^ fdF , dF, /rlF r/F du dV dv \ ^ ^
Il est inutile de rappeler (jue âz, ou la variation symbolique de la variable indépendante 2, représente ici dz^ , ou la variation de la limite inférieure de z, en raison du signe de substitution qui l'aflcf te.
S'agit-il, par exemple, de déterminer la forme d'une courbe plane, jouissant d'une certaine propriété de maximum ou de minimum, et dont l'extrémité, correspohdante à la limite inférieure de x\ est assujettie à se trouver sur une ligne donnée par l'équation j z=zf{^x)^ la ibnction inconnue j^ devant satisfaire à la condition
THÉORIE DES MÀXIMÀ ET DES MIKIMA. p5
on aura, eu prenant la variation, et considérant que celte fois y est une fonction inconnue de or,
^' étant la dérivée dey relative à la courbe cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit âxi, soit la valeur limite de ây.
De même, s'il s'agit de déterminer dans l'espace une courbe dont l'extrémité doive se trouver sur une surface donnée, ayant pour équation z =:J'{^x, y), on devra avoir
et, par conséquent, puisque y et z sont des fonctions inconnues de X, ^
y' et z' étant les dérivées dey et de z relatives à la courbe cherchée. Dans ce cas on pourrait donc éliminer soit dx^ , soit la valeur limite de Tune des variations 3y, âz.
Supposons encore qn on veuille déterminer une surface courbe avec la condition que la partie de son contour correspondante à la limite inférieure de y, ou déterminée ^par l'équation y =y, , soit comprise dans une surface donnée, ayant pour équation z =:J(x^ y), on aura
et par suite, puisque z est une fonction inconnue de .r, y\
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p^ jetant des dérivées partielles de z relatives à la surface clierchée. Dans ce cas ou pourrait éliminer soit la variation cJr, , soit la valeur limite de la variation àz.
48. Les conditions de la seconde espèce consistent en ce que certaines expressions définies, le plus souvent certaines intégrales Si, Sj,. . ., doivent conserver des valeurs constantes Cj , Cj , . - - , c'est-à-dire que les valeurs ou les formes des fonctions inconnues ne doivent être choisies que parmi celles qui vérifient les équations S, =c, , S, =:^ Cs 5 etc. Telle est, par exemple, dans le fameux problème des isopérimèlres, la condition que l'arc de la courbe dont on cherche l'équation, ait une longueur donnée. Une condition de ce genre ne suffit pas.à déterminer ou à éliminer l'une des fonctions inconnues*, car il est une infinitédc fonctions qui, substituées à celle sur laquelle portent les signes d'intégration et de substitution dans l'expression déGnie Sj, lui feraient prendre'Ia même valeur constante c, ; c'est ce qu'on peut même affirmer en général de toute fonction renfermant une constante arbitraire à laquelle on donne une valeur convenable.
Dans ce cas, qui se présente très-fréquemment et qui cependant a été traité par les auteurs d'une manière assez peu rigoureuse, on tourne la difficulté par un artifice bien simple. Concevons pour un moment que chacune des fonctions inconnues renferme plusieurs paramètres X, x,', y/', . . . , indépendants les uns des autres, et dont le nombre soit égal à celui des expressions définies S, S,, S» , . . . •, on pourra considérer ces expressions comme dés fonctions de x, /.', yJ' , - . . ,
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et la question se réduira à trouver parmi toutes les valeurs de X, /, y/,. . .. qui satisfont aux conditions S, = c, , 85 = 04,. .., celles qui rendent S maximum ou minimum. On la résout, d'après les principes connus du calcul difiérentiel, en clierchaut le maximtim ou le minimum absolu de la somme
S-r-rt,S,4- «,82-1- . . . .,
rtj, dis,.., étant des constantes indéterminées dont on dispose à la fin du calcul pour satisfaire aux conditions
S, =<:, , Sj = c,.
On arriverait encore au même résultat en cherchant le maximum ou le minimum absolu delà somme
S+«. (S, — r.) -h «-3(82 — Ci) -h . . . ,
dans laquelle on fait varier avec le paramèlnî z non-seulement toutes les inconnues du premier problème, mais aussi les coefficients <7,, «j,.... En elFet, la variation totale de cette somme
devant être nulle pour toutes les valeui-s des variations indépendantes qu'elle renferme, et parmi lesquelles se trouvent J«i, da^^ . . .., on aura nécessairement
o S -+- ^/, d S, -h ^3 0 Si -f- . . . = o , S, = c, , S;=r r,,
La première de ces équations donne évidemment le maximum ou le mininmm de S -h a, Si H- «5 Sj +• • • •> dans riiy.potlièse précédemment admise, c'est-à-dire pour des valeurs quelconques mais invariables àa a ^^ «25- • • > les autres exigent que ces valeurs soient précisément celles qui vérifient les conditions primitives du problème.
Au reste,' pnis(ju(^ la somme S -h «'z, (S, — c,) -h . . . ne IV. • 7
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peut être un uiaximum outuii minimum absolu sans que l'on n'ait Si = c,, Sj = Cg, . . . , c'est-à-dire sans que la somme se réduise à son premier terme S, il est évident que les valeurs des inconnues z/, t^, iv, . ,. , x^, x^^ ji, js,..., correspondantes à ce maximum ou minimum absolu, sont parmi toutes les valeurs qui remplissent les conditions S, = c,, S2 = c,,. . . , celles qui donnent à l'intégrale S sa plus grande ou sa plus petite valeur. Ainsi le dernier problème revient identiquement au premier*, sauf qu'il conduit en outre à déterminer certaines quantités a,, «2,. . . , étrangères à la question primitive.
49. Il reste à considérer les conditions de la troisième espèce .'Admettoîis que les fonctions u, p, tv,. . . , et leurs dérivées de divers ordres soient liées entre elles par une équation
Les variations du, di^^ Jiv,. . . et leurs dérivées seront de même liées entre elles par l'équation
ce])endant, toutes les fois qu'on ne pourra pas remonter de ces équations diflerentielles ou aux dérivées partielles aux équations en termes finis dont elles dérivejit, elles ne pourront pas servir à léiimination.de 1 une des fonctions inconnues ou de l'une des variations. Mais il est toujours facile de ranicn<M* ce cas à celni (jue nous venons d'examiner. En eflét Téquation lJ=:Oj qui a lieu dans toute l'étendue; de lintégrnlc S, entraîne; nécessairement la snivanfe
T — I I I . . .u'V.^. . . dzdjdx rr: O
a étant une fonction ,irbitrair<' de r, )^, 2:, . . . , et, récipi'oqnomenl, cellc-ti ne {u'ul avoir lieu sans qut; l'on ail
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U = 0. L^équatioîi T = o équivaut donc à la condition donuée U=: o et peut ia remplacer identiquement. Cela posé, il suffira, comme dans le cas précédent, de cliercher le maximum ou le minimum absolu de la somme S-f-^iT, ou, ce qui revient au même, de Tinlégrale
(V-}->U). . .dzdydx.
j dans laquelle on représente par ). la fonction rtp.*U dont I la forme peut varier arbitrairement avec z. Ce problème { résolu donnera non-seulement les valeurs de .Tj, ,r,, y,, I y,,. . ., //, ^^, ^v, . . . qui conviennent au maximum ou [ au minimum relatif de l'intégrale S; il déterminera en I outre la fonction À, qui n'entrait pas dans la question I primitive.
On arrivera au même résultat si Ton cherche le maximum ou le minimum de Tintéffrale
en regardant 1 comme une fonction inconnue mais invariable^ pourvu qu'on la détermine à la fin du calcul de manière à remplir la condition U =o. En eQet, pour résoudre le pioblème dans le cas où / change de forme* . il faut égaler à zéro 1.» variation de l'intégrale ^^^
fff. . .( V -h A IJ) . . .dzdrd:r.
et l'équation qui en résulte doit (\\.\\\ vérifiée pour toutes les valeurs de JÀ. Ov fff. . .UcJÀ. . .dzdrfix est le seul teime de cette équation qui contienne J/ ; on devra donc avoir, et cette conclusion sera l)ientôt justifiée, U= o. Los autres termes de l'équation dont il s'agit sont les menues que dans l'h^^pothèsc où / est invariable de form<; ^ ainsi il suffira de chercher le maximum ou le minimum de l'intégrale J'Jj\ . .(A -h AU). . .dzdyâx dans
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cette dernière hypothèse et de dcterminei ensuite / par la condition U = o, ainsi que nous l'avions avancé.
Si dans la recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale S on avait à remplir plusieurs conditions semblables
il suffirait de chercher le maximum ou le minimum absolu de
Jx^ Jy^ Jz,
X, X, , . . . étant de nouvelles fonctions à formes variables. On pourrait même regarder /, )>i,. • . comme invariables déforme, et se réserver le droit d'en disposer à la (in du calcul de manière à vérifier les équations
11 est facile de voir qu'on pourrait traiter de la même manière les conditions de première espèce (11"^ 47). Cela est évident pour le cas où l'équation
doit avoir lieu dans toute l'étendue de l'intégrale S. Mais si cette équation n'avait liciu qu'à la limite d'un • des variables, de sorte qu'on eût, par exemple,
on la remplacerait par la condition équivalente
.^^F-. . .chdx 1— o,
a étant une fonction arbitraire de x ., y. z,..., et !<.' problème, en verln de eequi ])récède, serait ramené à hi
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recheicho du maximum ou du minimum absolu de la i somme
! /»^i /V: /»-'. /»-^sPi f*^t
\ f j j . • y. -dzdydx -h j j j . ..IF... (hdx,
• dans laquelle on est libre de regarder la fonction X, représentant le produit de ti^ F par une constante indéterminée, comme variable ou invariable de forme ^ dans le dernier cas, il resterait à déterminer la valeur de ). par la condition F = o, qui doit avoir lieu à la limite àcy.
50. Il reste donc acquis que, dans tous les (*as, le problème se ramène à la recherche du maximum ou du minimum absolu d'une expression définie ou d'une somme 2 de plusieurs expressions définies, et que sa solution dépend en définitive d'une équation
dans laquelle les variations de toutes les inconnues sont indépendantes les unes des autres. Supposons actuellement que par les procédés indiqués on ait donné à ô'Z une forme telle, que les dérivées des variations ne soient plus prises relativement aux variables d'intégrations ; supposons de plus qu'après avoir décomposé les signes de substitution dou])]e en signes de substitution simple, on ait réuni en un seul terme tous ceux (pii renferment la même dérivée de la même variation sous les mêmes signes de substitution et d'intégration^ le premier jnembre de l'équation J2 ==: o sera en général la somme de plusieurs termes ou expressions déiinics, dont chacun contient ime seule variatioii ou sa dérivée, et se distingue de tous les autres soit par cette dérivée môme, soit par les substitutions et les intégrations qui lui sont propres. Donc si l'on égale successivement à /-('mo toutes les variations à
102 CALCUL DES VAKlATIOKS.
l'exception d'uue seule, ou aura une série d'équatioiis dont chacune renferme une seule variation avec ses dérivées, et doit se vérifier quelle que soit la valeur ou la forme de cette variation.
Considérons en particulier une de ces équations
W=rO, '
ne renfermant que la variation au avec ses dérivées. Le seul terme qui ne soit pas alFeclé de substitution est nécessairement de la forme
tous les autres renfermeront un ou plusieurs signesde substitution^ et nous rappellerons dès à présent que les substitutions peuvent se faire immédiatement, ou avant les intégrations; à la condition qu'on les fera une seconde; fois dans les limites des intégrations (n'^ 5). Cela posé, faisons avec M. Sarrus
,o=z{x — jc,) [x — j:,) {x — r<) ( J — Ji) (z — 3.) (z — --')• • • y
et posons poui un instant
ou — Mw-",
n étant an nond:)re assez grand pour que toutes les déri- \ées de du renfermées dans W aient encore w en facteur. Puisque m s'annule chacjue fois que l'on donne à Tune (juelconque des variables x, y, z,... sa valeur limite inférieure ou supérieure, les termes de W alfectés de signes de substitution s'évanouiront lous^ il ne restera que le seul terme (A), (pii devra être nul séparément et <|ui donne
r...,/z,ijci..
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équation impossible à moins que Mo)" ne soit constamment égal à zéro. Or évidemment le facteur w ne peut pas être nul dans les limites de l'intégrale ^ il faudra donc que l'on ait dans toute cette étendue
Cette première condition à laquelle doivent satisfaire les inconnues du j)robIèrac, fait disparaître le terme (A) quel que soit du\ et l'équation W =z o est remplacée par une autre . .
dont tous les termes sont allectés d'un ou de plusieurs signes de substitution, et dans laquelle au est encore entièrement arbitraire.
51 . Les termes de celte seconde équation Wj = o qui no renfermenl qu'un seul et même signe de substitution, relatif, par exemple, à la limite inférieure de y^ seront tous de la forme
nj>'^—-
Admettons que celui des termes dans lequel la dérivée d<! du est de Tordre le plus élevé 772/, soit
laisons, pour abréger,
''*' — ■ __ — (x— x,){.r — xj) (/ — r 2) (z — z,)(z — ?,)..., et posons pour un instant
n étant un nombre entier assez grand pour que chaque dérivée de du qui se trouve dans l'équation W, = o, contienne Wj en facteur. Tous les termes de Wj non compris dans la forme (B), ou affectés d'un signe de substitution
autre que / , disparaîtront avec le facteur o)i • de plus
les termes compris sous la forme (B). mais dans lesquels la dérivée de du est d'un ordre inférieur à ni'^ disparaîtront avec le facteur y — j^ ; il ne restera que le seul terme (B') qui, devant être nul lui-même, pour que Féquation W, = o soit vérifiée, donne
iT£--^^'<'
. (Iz d.T. zr= o
Cl cette équation évidemmeni ne peut avoir lieu qu'autant que l'on ait
dans toute l'étendue des intégrations, c'estrà-dire entre les limites X", et x, de .r, / Zy et / z, de z, etc. Or le fac-
teur
..„(.-/'v)(^-fA.,..
ne peut pas s'évanouir entre ces limites; il faut donc qu'on ait constamment
fs' ~
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seconde condition à laquelle devront satisfaire les fonctions inconnues, et qui fera disparaître le terme (B') indépendamment de toute valeur ou forme particulière assignée k ou. On a donc le droit de supprimer ce terme dans W, , et comme après cette suppression l'équation Wj = o devra encore être vérifiée quel que soit dw, on pourra répéter le même raisonnement et prouver : i*' que chaque terme de la forme (B) renfermant un seul signe de substitution relatif à y, fournira séparément une équation de condition qui le fera disparaître; 2" qu'il en sera de même pour tous les termes de W, renfermant un seul signe de substitution relatif à une vaii.ible quelconque, et que par conséquent l'équation W^ = o se réduit à une nouvelle équation
dont chaque terme est aHecté de deux signes au moins de substitution, et dans laquelle du reste encore entièrement arbitraire.
52. Tous les termes de Téquation Wj = o qui ne renferment que deux signes de substilulioiî déterminés, par
exemple./ et / , ont nécessairement la forme
Choisissons dans ce groupe les termes pour les([uels / a sa plus grande valeur /', et parmi ces derniers le tennt!
dans lequel m a sa plus grande ^aleur tn' \ faisons, pouj'
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abréger, -- ' :
(.r — .r.)(r — jO(- — -.){=— -»)••♦,
et posons pour un inslaiît
n étant un nombre entier assez grand pour que toutes les dérivées de du qui entrent dans W, , <ionliennenl eucore (O2 en facteur. Tous les termes deW, qui ne sont pas compris dans le groupe (C) ou qui renferment d'autres signes de substitution que ceux relatifs à j:, , }^i , disparaîtront avec 0)2 ; dans ce groupe, en outre, cbaquc terme (|ui contient une dérivée de du relative à x d'ordre inférieur à /' disparaîtra avec.r — x^^ et chacjue terme renfermant une dérivée de Su relative à r d'ordre inférieur à m' disparaîtra avec y — ri ", il ne restera donc que le seul terme (C), devenu
/Y'J:..(PV).....,
et pour que l'équation Wg = o soit vérilîée, il faudra que cette dernièie expression soit elle-même nulle, ou que l'on ait
/ '/ pv;==o
dans toute Tétendue des intégrations, c'est- à-diie entre les limites / / r:, et 1 / z^_ de z, etc. Mais cette fois
encore/ / ^)2 ne devient pas nul entre ces limites^ il
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(audra donc que l'on ait " v'^- - ,^^:^Vr--\^-^' - ^i;^.: .
nouvelle relation entre les inconnues du problème qui fait disparaître le terme (C) quel que soit du. Ce terme supprimé, l'équation Wj = o devra encore être vérifiée pour toutes les valeurs ou formes de du. En appliquant de nouveau le même raisonnement, on est successivement conduit à égaler à zéro les coefficients de au et de ses dérivées dans tous les termes renfermant deux signes de substitution seulement, ce qui réduira Téquation AV, à une nouvelle équation
dont cliaque terme renferme au moins trois signes de substitution et dans laquelle Su reste encore arbitraire. En continuant ainsi jusqu'à oc qu'on ait épuisé tous les termes de Téquation AV=:o, et étendant les mômes raisonnements à toutes les variations indépendantes contenues dans l'équation primitive oS = o, on anive enfin aux conclusions suivantes :
Pour trouver toutes les relations gui doii^ent exister entre les inconnues du problème en vertu de V équation <J2 = o : \^ on réunira en un seul terme toutes les expressions définies qui dans JS renferment la même d.criuée d'une même ^variation sous les mêmes signes de substitution ,• i'^^ on égalera à zéro le coefficient de cette dérivée dans chaque terme : oîi obtiendra ainsi autant d^ équations quily a de termes, chacune de ces équations dei^ant être vérifiée dans l'étendue entière du terme qui lui a donné naissancc^cest-à-dire pour toutes les valeurs des "variables x, y, 2> . • • , déterminées par les substitutions ou comprises entre les limites des intégrations dans le ferme dont il s'agit.
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Par exemple, le terme -
(jue nous supposons faire partie de (Î2 et dans lequel Q représente soit la variation du de l'une des inconnues zi, soit une dérivée quelconque de du relative aux variables de substitution , fera naître Féquation
qui doit subsister dans toute l'étendue des intégrations.
o3. Jusqu'ici nous avons supposé que les inconnues et leurs variations étaient fonctions de toutes les variables X, j^, 3,. . . ,^, et il peut arriver, au contraire, qu'elles ne dépendent que do quelques-unes de ces variables. Dans ce cas, la règle que nous venons d'énoncer a besoin d'une légèrcî modification. Admettons, pour rester dans l'exemple choisi, que Q soit une fonction arbitraire de x^j^ mais <|u'elle ne doive pas renfermer d'autres variables, et faisons, pour abréger,
R'^/"...j%..,.; le ternie (K) pourra s'écrire
Or/x,
le nouveau coeflicienl II' étant fonction des seules variables XjY'^ on reviendra ainsi au <as précédent, et il faudia encore que Ton ait
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pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites Xi et Xi.
En général, lorsqu'une inconnue ne dépend pas de quelques-unes des variables, on fera sortir sa variation et les dérivées de sa variation des signes j et J relatifs à ces variables et Ton appliquera ensuite la règle du numéro précédent.
54. Il peut arriver que dans une des expressions définies qui composent la varialion dS, les deux limites d'une intégration coïncident par suile des substitutions qu'on aura faites^ il peut arriver encore que deux expicssions définies ne diiîei^nt Tune de l'autre que par les limites accolées aux signes de substitution,
0f...Ke... ._£/'/■■. ..KO...,/.,
par exemple, se détruisent par la coïncidence des valeurs substiluées, ou par la relation
Dans ces deux cas, évidemment, les termes ou expressions définies dont il s'agit s'évanouiront identiquement sans fournir aucune équation de condilion enlie les fonctions inconr)ues et les variables indépendantes.
Oi). La lègle énoncée iî" 52 revient à dire\pie, dans Texpression de cîS, ordonnée comme elle doit l'être, on peut regarder k-s variations et leurs dérivées contenues dans les diflerents termes comme des quantités arbitraires et indépendantes les unes des autres. Nous savons d'ailleurs que les valeurs limites (]c<, variations et de leurs^dérivées sont liées aux variations tics valeurs limites des
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fonctions inconnues et de leurs dérivées par des relations simples et linéaires, d'où il suit qu'on pourrait encore regarder ces dernières variations comme arbitraires et indépendantes les unes des autres. Donc, si Ton avait introduit, au moyen des relations dont il s'agit, les variations des valeurs limites, et qu'on eût ordonné JS par rapport à elles, de manière que chaque terme renfermât la variation soit d'une inconnue, soit de la valeur limite d'une inconnue ou de sa dérivée prise toujour. par rapport à une ou plusieurs variables de substitution, on trouverait encore les diverses conditions du maximum ou du minimum, en égalant à zéro le coefficient de la variation pour chaque terme séparément. Seulement si, par sa nature même, la variation était indépendante de certaines variables, on devrait la faire sortir des signes de substitution et d'intégration relatifs à ces variables, avant d'appliquer la règle. Cette règle pourrait d'ailleurs se déduire facilement du princij)e qu'on peut assujettir une fonction indéterminée Il à conserver des valeurs fixes quelconques aux limites de certaines variables, tout en la faisant varier arbitrairement entre ces limites. Mais nous croyons inutile d'entrer dans les détails d'une nouvelle démonstration ; il nous suffira d'avoir donné celte indication d'une manière générale.
Pour faire disparaître ce qui semblerait peut-être »
un peu vague dans ces considérations abstraites, et pour établir en même temps des fornuiles générales dont nouSf ferons plus tard des applications particulières, nous allons chercher successivement les conditions du maximum ou du minimum des intégrales simples, doubles et triples, en discutant pour chacune d'elles les diverses restrictions relatives aux limites qui peuvent se présenter.
MÀXIMA ET MIKIMA DES INTÉGRALES SIMPLES. 1 l l
SIXIEME LEÇON
Maxima et minima des intégrales simples, renfermant une seule fonction inconnue, — Absence de maximum et de minimum absolu. — Diverses hypothèses ou restrictions relatives aux limites. — Cas où l'équation indéfinie s'intègre immédiatement". — Cas exceptionnel où il y a plus d'équations que d'inconnues. — Cas où les valeurs limites de ^t ït y' ■>•••■> entrent dans la fonction à intégrer. — Maxima et minima des intégrales simples renfermant deux fonctions inconnues.
I. On cherche le niaximuni ou le niininiuni de Vin
lêgrale
S dans laquelle
y étant une Jonction inconnue de .r, c( j'^y"^. . ., ses dèris^èes successi\^es .
La varijihon do celle ink'gralc (ii" 32), ordonnée <:onnne elledoll l'être (ii" oO), eoniprend les lernics snivanls :
{I) / \v)Syd.r
{JII) ' h/ Vo.r, -/ VrT.r,.
En égalant à zéro le premier terme, on trouve d'abortl Téqualion indéfinie (P) = o, ou
qui doit subsister pour toutes les valeurs dex comprises entre les limites .2:, et x^. Celte équation différentielle, i|ui est en général de l'ordre in ou contient les dérivées de ^jusqu'à j'('"\ donnera par Tintégration la valeur de y en fonction de x et de m constantes arbitraires.
Les termes (II), égalés à zéro, fourniront à leur tour in équations aux limites :
Il '(P.)=-o, I \\\)^o,..., j '(\\) = o,
auxquelles on joindra les deux équations
(jui^doivent leur existence aux termes (111).
Telles sont les diverses co.ditions du maximum ou du minimum absolu de i intégrale S. On satisfera aux équations (2) au moyen des m constantes arbitraires contenues dans la valeur générale de r , et ces constantes se trouveront ainsi déterminées ou exprimées en fonctioils des limites x^ , x,. Il ne restera alors qu'à déterminer ces limites, et il semble au premier abord qu'on puisse le faire au moyen des deux dernières équations (3). Mais si l'on considère plus atlentivenient la forme de ces équations, on verra que dans le cas actuel elles ne conduiraient à aucun résultat ulilc. En eiVet, commeb^s éqnations (2), qui servent
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à l'élimination des zn constantes arbitraires, forment deux séries composées la première en jc, , comme la seconde l'est en x^ , ces deux limites entreront de la même manière dans la valeur définitive de ^, qui sera nécessairement symétrique par rapport à x, et x^ . Il en sera de même de la fonction V, d'où l'on conclura que si l'une des équations (3) prend la forme /"(xt , Xf) = o, l'autre ser3if[Xi , x^) = o. Résolues tour à tour par rapport à Xi et j:,, ces deux équations donneraient donc la même valeur, ou Xi=Xi, ce qui rendrait l'intégrale S nulle quelle que fut la fonction r ^ ^^ dès lors, évidemment, il ne pourrait plus être question ni de maximum, ni de minimum. C'est du reste à quoi l'on devait s'attendre-, car si la fonction y et les limites x^ , x^ peuvent se déformer en même temps, sans être assujetties à aucune restriction, il est clair que l'intégrale proposée pourra elle-même croître ou décroître indéfiniment, et qu'il n'y aura plus lieu à chercher sa valeur maxima ou minima. L'analysi* et le raisonnement s'accordent donc à montrer que le problème n'aura de solution qu'autant que les valeurs limites de quelques-unes des quantités .r, J', J^^J>'^^ - • • ? .f^"~*^ serontdonnécs ou assujetties à remplir certaines conditioîjs. Ces conditions ou restrictions relatives aux limites peuvent être très-diverses ou formulées de plusieuis manières; le plus souvent elles rentrent dans lune des Iwpothèses suivantes.
r)7. i^ Les liinùcs de I ' in té î^ rat ion .r,, x^ sont données.— En vertu de cette restriction, on a (Jxi=o, Jxî = o-, les termes (111) sont identiquement nuls et les é([uations (3) n'ontplus lieu. La solution du problème dépend alors de l'équation indéfinie (i),qui donne la valeur de }^ avec o.n constautos arbiliaires, et des in équations aux limites (2) (jui servent à déterminer ces constantes, IV. 8
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2" Oji a donné les limites a', , x^ et en outre les valeurs limites de quelques-unes des fonctions y, y\ y"^...^j^"~^K — Par la même raison que dans l'hypothèse précédente, les équations (3) n'existent plus. 11 résulte d'ailleurs des équations (2), n° 33, que dans le cas on aXi = ^Xi = o, les valeurs limites des variations
coïncident respect ivemiMît avec les variations des valeurs liinites de
dy (P y (i.r iix '
lesquelles seront nulles, si ces vahmrs limites doivent rester fixes. Or c'est ce <|ue nous supposons avoir lieu poui" quelques-unes d'entre elles ; donc aussi les valeurs lin)ites
de quelques-unes des variations Jy, -—-?•••<? seront
nulles, ce qui fera disparaître un certain nombre des termes (11) et celles des équations (2) qui leur correspondent. Mais ces équations seront remplacées par les conditions mêmes qui assii:;nent à <juelques-unes des fonctions r, y':,y"-) ' ' •' } '^"~'' des valeurs limites tiéterminécs, conditions dont \v nombre est toujours égal à celui des équations disparuc^s. Ces conditions piimitives, jointes à celles des é({uations (2) (|ui restcjit, sulliront donc encore à déterminei' les o.n constanles arbitraires.
Supposons, pai" exenq)le, qu'on ait donné ou rendn tjxes la limite .r, et les vahnirs limites correspondantes de >-, r', de sorte fjn'on ait
f^r, --=0, <H )—.<), 01 j'rr-o;
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on aura en même temps . .. . > r - ^ ' - l^: -%
par suite les deux premiers termes (II) relatifs à jr, sont ideutiquenieni nuls et les deux premières équations (2) n'ont plus lieu ^ mais elles se trouvent remplacées de fait par les conditions de fixité des valeurs limites dey et d^y.
3** Les valeurs limites rie quelques-unes des fonctions
y-i y,y -i' • -, .7'^""^^ sont fixes et données, sans que les limites a:,, x,, soient déterminées. — Supposons qu'on ait donné les valeurs dey, r', ;) 'S • ■ . , J'^"~^^ correspondantes à la limite inférieure x^. Les variations de ces valeurs fixes étant nulles, les relations (2) du n*' 33 deviennent
Si Ton substitue ces valeurs dans les n termes (II) relatifs à oTi, ces termes ramenés à ne plus contenir que la variation Jo:, se réuniront au second terme (III) dans une seule expression définie
et ne fourniiont plus (ju une seule équation
(4) / 'lv-MP,;.>' — ^«^}.-'"- •••-(?") r^"^]=o,
laquelle se joindra aux n conditions de fixité pour reni-
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placer les n premières équations (2) et la première équation (3).
Si l'on avait fixé seulement les valeurs limiles inférieures de J-^y, les deux premières équations (2) et la première équation (3) seraient remplacées parTéquation unique
h laquelle on ajouterait les deux conditions qui assignent à Yf j^'des valeurs limites déterminées.
4° Les valeurs limites de x, y^j', j"^ . . . , J'^"~'^ soîit liées entre elles par des relations données. — Soit
une condition à laquelle doivent satisfaire les valeurs limites de j:, js 7', . . . ,y^"~^^ En prenant la variation et désignant, pour abréger, par V la dérivée totale de f relative à .r, ou posant
^f di , d{ „ d{
dx df dr dj(" '>
on trouve ( n" 30 )
équation dont on peut se servir pour éliminer des n-{-i termes (II) el (III) n^lalifs à a:,, soit Jxi, soit la valeur
limite cie l une dos variations ûy. — — ? - • •? -— -• JJes
dx dx"~*
lors ces termes ne fourniront que // écjnalions qui, jointes
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à la condition primitive (5), remplaceront les n premières équations (2) et la première équation (3).
Admettons, par exemple, qu'a la limite inférieure de l'intégrale, y doive coïncider avec une fonction connue f (j:), de sorte que l'on ait
il) I '[r -!■(*)] = <',
Cl, par suite, les deux termes
lie contiendront j)lus qu'une seule variation indépendante <;t s'uniront pour fournir une seule équation *'
laquelle, jointe à la condition (7), remplacera la première équation (2) et la première équation (3 ).
Quelles que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les limites Xj, ^3 cl les valeurs limites de la fonction y et de ses dérivées^', j", . . . , j^"~*\ on a en général autant d'équations que d'inconnues, et à moins qu'il n'arrive par des suppositions particulières que ces équations deviennent équivalentes ou incompatibles, elles sufIJront toujours pour délerminer la fonclion y avec ses 211 constantes arbitraires, et les limites j',, x^ de l'intégrale.
58. Au lieu d'éliminer immédiatement une ou plusieurs variations, comme nous l'avons fait dans ce ([ui
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précède, on pourrait tenir compte d'une restriction quelconque / 0^= o, dans laquelle U est fonction de
X, y, j\ y\. . ., en introduisant un facteur indéterminé (n° 48), c'est-à-dire en cherchant le maximum ou le minimum absolu de la somme
U faudrait alors ajouter à la variation déjà calculée de l'intégrale ou du premier terme, celle du second terme
Xy élaiît la dérivée totale de U relative à x,
^^, dV dU , d[] „
''=-d^^-d7''^dy' -^'■-
et égaler à zéro la somme des deux variations, ce qui donnerait : i*^ la même équation indéfinie (P) = o qu'auparavant, 1^ les équations aux limites
j/ (V+flU')r=0, / (V-f-^U')=o.
Si u ne renferme les dérivées de j que jusqu'à l'ordre ;/ — I inclusivcmenl, ces équations aux limites seront en nombre '?.n i- i, et .•^ullimnl i;cnéraleincnt à flélnminei
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les 2/1 constantes introduites par rinlégralion, et les limites oTi, Xj. Quant à la nouvelle constante ^z, on en dis-
posera pour satisfaire à la condition / U = o. Mais
lorsque l'ordre des dérivées de y, contenues dans U, excède n — i, on aura plus d'équations aux limites que de constantes à déterminer, et le problème ne sera plus possible, si ce n'est dans des cas exceptionnels et très-particuliers. Donc, en général, pour qu'une intégrale S=yV^j: ait un maximum ou un minimum, il faut avant tout que les restrictions auxquelles on assujettit les valeurs limites de y et de ses dérivées successives, n'atteignent pas la dernière des dérivées contenues dans V, ni celles qui la suivent.
59. Il est des cas où l'équation indéfinie (i) peut s'intégrer une ou plusieurs fois sans qu'on ait besoin de connaître ou de déterminer complètement la forme de la fonction V. Il suffit, en effet, de savoir qu'elle ne renferme pas la première, ou les deux premières , ou les trois premières, etc., des fonctions j', y' tj" -, • . • , J'^"^ pour qu'on puisse effectuer immédiatement une, deux, trois, etc., intégrations successives. Supposons, par exemple, que V ne renferme pas y^ mais seulement ses dérivées^', y'\ . . . ,
(IN y^"\ Puisque alors la dérivée partielle -— =rr P est nulle,
l'équation (i) devenue
s'intègre immédiatement vX donne
Si \ ne contient pas non plus)', la dérivé*; partielle
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— = P, est aussi nulle •, et Ton peut intégrer une seconde fois , ce qui donne
P.— ^4-...=t-^-^3^r=:r, — c-.x, OU {V,)=c,— c,x.
En général, si les m premières des fonctions y, y\ r"^ . . . , r^"^ n'entrent pas dans Texpression V, les m dérivées partielles P, P,, P2, . . . , P,„_i et, par conséquent, les m premiers termes de Téquation (1) seront nuls 5 on pourra donc intégrer m fois de suite, ce qui donnera successivement
Le résultat définitif de ers intégrations, ou Féquation dinércnlielle
<lans la(juello, d'apiès les nol.illons admises, (P,„) repr<'>s<'nte
(h (tx"-'"
ne lenterniera évidemment cjuc les dérivées de 7'^ jusqu à yi^"-'") iiicliisivemenl-, Tordre de l'équation primitive (i) scia don<- abaissé de m unités.
Il s<' préscnle ici une particularité (pic nous devons faire
/ ^,fiil -■>':
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connaître. Si les valeurs limites des fonctions j^jj/, y",..., jr('«-t}^ qui ont disparu de V, ne sont assujetties à aucune restriction, le problème reste en partie indéterminé. Substituant, en effet;, les valeurs (lo) de (P,), (Pa), . • • , (Pm)î dans les m premières équations (2) pour en déduire les valeurs des constantes arbitraires c,, c,, . . . , c„„ on trouve
valeurs qui rendent en même temps identiques les m premières équations de la seconde série (2), Il ne restera donc plus que a.n — 2 m équations pour déterminer les 2 « — m constantes nouvelles amenées par l'intégration de l'équation (11) devenue (P,„) = o ; et par conséquent m d'entre elles demeureront arbitraires.
C'est du reste ce qu'il était facile de prévoir. En eilel, puisque V ne renferme pas les fonctions } SJ)'^,^": • • • ? y"'~\ et que ces fonctions nentrentpas non plus dans les conditions relatives aux limites, on aurait pu prendre y ^'"^ pour fonction inconnue et chercher la forme à donner à celte fonction pour rendre Tintégrale S maximum ou minimum. La valeur en x de y^'"^ une fois trouvée, pour remonter h la fonction primitive j)', il faudrait encore intégrer m fois de suite, ce ([ui introduirait nécessairement dans le résultat définitif m constantes arbitraires.
60. L'équation différentielle (P) = o peut encore être intégrée immédiatement une fois, lorsque la fonction V est linéaire ])ar rapport hj. et que de plus le coefficient dej ne contenant que x prend la forme o' (x). Dans celte hypothèse, en ellet, on a P = o' (x) et l'éipiation (P) = o d(wient
(Ix (Ix- ' '
on. en intégrant,
[y .)=./>' [x] (ix — «^ ( .f ) --h (• . ■
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Mais, dans ce cas, si les conditious (2)
existent, c'est-à-dire si l'on n'a apporté aucune restriction aux valeurs limites de la fonction j^. le problème sera indéterminé ou impossible; car la valeur c^ [x) -h c de (P, ) substituée dans les deux équations dont il s'agit, donnera
Cl ces équations sont incompatibles à moins que cp (j:,) ne soit égala (^(Xi). Si, accidentellement, celte condition est remplie, il est vrai qu'on pourra satisfaire aux deux dernières équations par une valeur convenable de la constante c. INIais elles n'établiront alors qu'une seule condition et l'on n aura en réalité que 2 « — i équations aux limites pour déterminer les 2 n constantes, dont l'une au moins restera arbitraire.
61. Enfin, l'ordre de l'équation différentielle (i) peut encore s'abaisser d'une unité, lorsque V ne contient pas cxplicitcnicfil la variable x, quelle que soit d'ailleurs sa forme. En ciî'et, la dérivée totale de V étant dans cette liypotbèse
1^ =: P y -f- p. y" ^ p,^- 4- . . . 4- P„ jC- - , si Ton y subsliluc pour P sa valeur tirée de l'équation (i)
dx"
ni aura
fl.v " d.r- "
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Or, le second membre de cette nouvelle équatiou est une dérivée exacte ou la somme de dérivées exactes, comme on le voit en groupant les termes deux à deux.
Substituant et intégrant, on aura donc
1 d.T (Ix^
\ • dx- d.r"-' '^ '
équation qui est lout au plus de l'ordre 'in — i .
Par exemple, si V ne rcnfcrniait quey, Toquation indéfinie (i) se réduirait à V= c, d'où y =z constante. Si \' était fonction de la seule dérivée j^, on trouverait encore, en prenant^' pour fonction inconnue, V = c,et^ par conséquent, y'= const., j= ax -h h. Si les dérivées j', y" entraient seulesdnns V,on aurait, en prenant;)'' pour fonc-
tion inconnue, \ = <^ -H -7-77 } ^ ^'^^ ainsi des autres.
dy •'
C2. INous avons déjà fait remarquer que le nombre des équations est en général ég.il à celui des inconnues et que les valeurs de celles-ci ne deviennent impossibles ou indé terminées que par suite de suppositions parliculières qui icndcnt l(\s é(|uatinnsaux l!nii((\< in(oinj)aliblcs.(>u é(|uiva-
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lentes en ce seus que quelques-unes d'entre elles puissent se déduire les unes des autres. Il est cependant un cas où le nombre des équations est plus grand que celui des inconnues, et qui forme par là une exception à la théorie générale^ c'est lorsque V est linéaire par rapport à la dérivée y^"^ de l'ordre le plus élevé. En eli'et, cette forme, comme on Ta vu n^ 3o, fait disparaître de (P) les deux dernières dérivées /^'""^^ J^^"'-) ^^ sorte que l'équation (i) ne sera plus que de l'ordre 2n — 2, et donnera la valeur de y avec 2/z — 2 constantes arbitraires, tandis que les é;]uations aux limites (2), ou les conditions qui pourraient les remplacer, seront toujours en nombre 2n. Il y a donc plus d'équations ({ue dinconnues, et le problème est impossible, à moins que des suppositions particulières ne fassent que certaines équations aux limites rentrent dans les autres ou se déduisent des autres.
Supposons, par exemple, qu'en outre des limites x,, a*2, on ait fixé les valeurs extrêmes dey. Les équations (2) en (Pi) disparaissent, et les 2/1 — 2 équations qui restent suffisent à déterminer les 2/i — 2 constantes. Dès lors la fonction j est entièrement connue et l'on peut calculer ses valeurs extrêmes que nous appellerons, pour un instant, Z>,, h^. Il faut donc que les valeurs lixes , qu'on avait assignées d'avance aux valeurs extrêmes de ^', soient précisément Z>i, />, ; autrement les conditions aux limites seraient inrompalibles et le problème n'aurait pas de solution.
03. Jusqu'ici nous avons supposé que V était fonction des seules quantités x, r, y'-ty"-)' • -> T^"^- Si V renfermait en outje les valeurs limites de quelques-unes de ces quantités, l'équation indéfinie (i) aurait encore la même forme, mais les é(|ualions aux limites (2) et (3) subiraient dos modifications (jiie nous allons indiquer en peu de
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mots. Admettons, pour fixer les idées, que V, avec x,jr^ r\ . . . , y^"^ contienne les valeurs limites inférieures de j?, y, j'j . . . , J^"~^\ valeurs que nous désignerons, pour abréger, par J, y?, >;',,.., y}^"~*^, en sorte que
; Conservant à P, Pj, Ps,... leurs significations, posons
rfx rr ç.
i en outre
\ dV
dW
dn
dn'.
nx. ^^ ^x,
I vsdx rrr (7, 1 T:r^dx =r c", , I ct-,
nous aurons
-f- CT(ÎÇ-|- rT,0/3 H- CT^Oïî' -f- . . . -f- CT,/y-/i(""~0,
Aux termes de la variation de rintégralc S que nous
avons considérés précédemment, il faudra donc ajoutei
ou, ce qui revient au même, puisque J|, Jt:, cJ>-/, . . . , ii dépendants de a:, peuvent sortir du signe /,
Or, d'après la définilion même des qualités J. y;, y;',. . on a
reiisemblc dos lerinos qu'on doit ajouter à la variation de l'intégrale peut donc s'écrire
Dès lors, en égalant à zéro la variation complète de l'intégrale S, on obtiendra la même équation indéfinie (i) et les mêmes équations pour la limite supérieure jTs <l«'a^paravant; mais les équations relatives à la limite inférieure Xi deviendront
On aura donc encore le même nombre d'équations qu'auparavant, mais ce nombre deviendra plus grand si V contient les valeurs limites de y^"^ ou des dérivées d'ordres supérieurs; le nombre des équations aux limites dépasserait alors le nombre des constantes indéterminées et le problème du maximum ou du minimum serait en général impossible.
Oi. II. On cJierche le maximum ou le m.inimuni rie r intégrale
dans laquelle
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y et z étant deux fonctions inconnues de la variable x, et^\ y"^. . . , z\ z^' ^ . . . , leurs dérivées successives.
Quand on égale à zéro la variation de l'intégrale S trouvée n^ 36, en admettant que les limites x^^x^^ ainsi que les valeurs limites de j^, z et de leurs dérivées ne soient assujetties à priori à aucune restriction, les termes affectés d'intégration fournissent les deux équations indéfinies
{P) = o, (Q) = o, ou
' dx <lx.
d.c <lx, <lxf'^
\ ^ dx dx' dx"
les termes alFectés de subslilulion et renfermant dj^ J :: <»u leurs dérivées, donnent les 2(;7/-f-/?) équations aux limites
^ '(Q.)-o, ^ (Q..) = o, , I (Q.)-o, i\qn('ll<'s s'ajouloiU les deux nouvelles é(jUMt!ons
|nov<Mianl iK'S l(>rines en dx^ el cJ.î\,,
Les deux équations differenlielles simultanées (i), qui doivent avoir lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites de l'intégrale, serviront à déterminer les formes générales des fonctions y et r. Or, puisque V et ses dérivées partielles P„, Q„ contiennent les dérivées àcy jusqu'à y^"'^ et celles de z jusqu'à ^^"^ inclusivement, la première de ces équations sera de l'ordre 2 m par rapport à y et de l'ordre m -h n par rapport à z, tandis que la seconde sera de Tordre tu -f- n par rapport h y et de l'ordre 1 n par rapport à z, c'est-à-dire que les deux équations indéfinies prendront les formes
Diflcrentiant la première 2 ?i fois et la seconde m -h // fois de suite, on aura m H- 3 /i -f- 2 équations renfermai! : les dérivées dey jusqu'à j)^^^"'+'"\ et celles de c jusqu'à z^'"'^^"^ inclusivement, et Ton pourra éliminer les //f -f- 3 « -f- 1 inconnues z, V, z"^. . ,, ^('"+3»)^ ^^ ^^^1 conduira à une équation diiTércntielle ne contenant plus que 7^ et ses dérivées jusqu'à l'ordre 2 m -H 2 //,
laquelle intégrée donnera la fonction y avec 2(m-|-«) constantes arbitraires. En remontant aux équations qui ont servi à l'élimination, on en déduira la seconde fonction inconnue z exprimée au moyen des mêmes constantes. '
Il resterait ensuite à déterminer ces constantes arbitraires et les limites .Ti, X9 au moyen des équations aux limites (2) et (3). Mais, bien que le nombre des équations soit égal à celui des inconnues, elles conduiraient, comme dans le cas précédent, à un résultat absurde qui avertirait que le problème, dans les termes où nous l'avons posé,
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n'a point de solution. On comprend d'ailleurs à priori et sansqu'il soit besoin d'aucune discussion analytique, qu'en faisant varier arbitrairement avec les fonctions j^, z les limites Xj, jTsî on rendrait chimérique la recherclie de maximum ou minimum de l'intégrale S, puisqu'il est évident qu'elle pourrait alors croître ou décroître indéfiniment.
60. L'intégrale S n'est donc susceptible d'un maximum ou d'un minimum qu'autant que les limites Xi, Xj ou les valeurs limites dey, z et de leurs dérivées sont assujetties à certaines restrictions. Ce qu'il y a de plus simple, est de supposer constantes les limites Xj, Xj. Leurs variations (îxi, èx^ étant alors nulles, les deux derniers termes de (JS disparaissent d'eux-mêmes et les équations (3) n'ont plus lieu. Les équations (2) serviront alors à déterminer les 2 (/72-f-/?) constantes arbitraires amenées par l'intégration des équations indéfinies (i).
Au lieu de supposer fixes x,, x,, on pourrait faire d'autres hypothèses relatives aux valeurs limites de x, y^ y,...j j('"-')^ z^ z\..., z^"~^\ et on les mettrait en jeu exactement de la même manière que dans le cas précédent. Ces hypothèses modifieraient de différentes manières les équations aux limites (2) et (3) sans altérer en rien les équations indéfinies (i) ^ mais le nombre total des conditions à remplir resterait toujours le même, et sufïirait en général à déterminer les inconnues du problème. JNous disons en gênerai, car il j)eut arriver pour certaines formes particulières ou certains modes de composition de la fonction V que le nombre des constantes aibitiaiies soit inférieur ou supérieur à celui des équations aux limites, et que le problème soit, par conséquent, indéterminé ou impossible.' Il sufîira d'avoir signalé Texistence de ces anomalies, dont la discussion, d'après ee cpii précède, ne souffre plus de difficulté.
SEPTIEME LEÇON
Maxima et tninima des intégrales multiples. — Cas d'une intégrale double qui renferme une fonction indéterminée z avec ses dérivées partielles du premier ordre. — Cas d'une intégrale double renfermant une fonction z avec ses dérivées partielles du premier et du second ordre. — Cas d'une intégrale triple renfermant une fonction u avec ses dérivées partielles du premier ordre.
ni. On cherche le maxùnuui ou le minimum
de r intégrale double
dans laquelle
z étant une jonction inconnue des deux variables uidépendanles x, ->', et /?, q ses dérivées partielles du premier ordre.
Désignons, comme auparavant, par N, P, Q, les dérivées partielles de V relatives à ^, /?, </, la variation de rintégrale sera (n** \^1)
-.ori^-ï'-?)'-"-'^- '
I v^zf/r—j j V5z.,/f
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-h/ 1 ySx,.dr— j V3.ri.df. -
Quoiqu'il semble évident que si l'on n'apporte aucune restriction ni à la fonction z ni aux limites de rinlégrale, celle-ci pouvant croître ou décroître indéfiniment ne sera susceptible ni de maximum ni de minimum ^ cependant, comme le problème absolu est en quelque sorte le type du problème relatif, nous admettons d'abord que les variations êz, Sji, Jj'2, ^J^i-, c^J^s sont toutes arbitraires et indépendantes les unes des autres, en nous réservant de faire subir aux équations de condition obtenues dans cette bypotbèsc, les modifications qui conviendront aux diverses restrictions. Cherchons donc, en l'absence de toute restriction, les équations dans lesquelles se partage la condition fondamentale oS= o. "^
Le premier terme de JS fournit d'abord Téqualion indéfinie
de dr
qui doit subsister pour toutes les valeurs de jr^j^, comprises entre les limites de l'intégrale double, ou pour tous les points du plan jcy situés dans l'intérieur du quadrilatère ABDC,/^. I, p. 76,
Les quatre ternies suivants, renfermant ^z sous un signe de substitution, font naitrc les quatre équations aux limites
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qui doivent subsister pour les points du contour ABDC, la première le long de la courbe inférieure AC (y = y,), la seconde le long de la courbe supérieure BD (y^rj-j), la troisième le long de la droite AB (x=nXi), la quatrième le long de la droite CD [x = x^). On peut, du reste, réunir les deux premières conditions dans cet énoncé unique que Qdx — P^' doit être nul le long des deux courbes AC, BD, les diflerenlielles dx^ dy étant relatives à ces courbes. On énonce de même les deux dernières conditions à la fois en disant que P doit être nul le long des deux droites AB et CD; or, comme ces droites sont perpendiculaires à l'axedes x^ dx est nul pour cbacuned'elles, et l'équation P = o entraîne celle-ci (^dx — Vrly = o ; donc, pour que Tensemble des (onditions (2) soit satisfait, il faut et il suffit que Ion ait
QfIj: — Vdf=o
le long du contour entier auquel s'étend le cliamp de l'intégrale double, les différentielles dx, dy étant relatives à ce contour.
Cet énoncé comprend évidemment autant de conditions distinctes qu'il y a de côtés dans le contour limite. Le plus souvent il y eu quatre; mais rien n'empèclie que leur nombre soit })lus grand, et que les fonctions j^,, y^ ou les courbes AC, BD cessent d'ètie continues ou soient formées de plusieurs paities de nature dilîérente. Quelquefois aussi il peut arriver (jue les côtés rectilignes AB, CD disparaissent et (jue le contour se réduise à deux courbe? ou même à une seule courbe continue et fermée de toute part. L'équation Qdx — Pdf=o. ou l'ensemble des équations (2), représente donc un nombre de conditions plus ou moins grand selon la nature des limites de 1 intégrale.
Enfin les ({uatre derniers t(;rnies de dS contenant les
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variations êxi, ôx^f ôfn Jjj, dont les deux premières, ou âXi, âxi sortent du signe intégral parce qu elles sont indépendantes de y, donnent les quatre nouvelles équations aux limites
dont les deux premières exigent qu'on ait V = o pour tous les points des deux courbes AC, BD, et les deux autres que l'intégrale /V^^, prise le long de la droite AH ou le long de la droite CD, soit nulle.
07. 1^'équation indéfinie (i) reste toujours la même, quelles que soient les restrictions apportées aux limites de l'intégrale ou aux valeurs limites de z, p, g-^ c'est une équation aux différences partielles du second ordre. Supposons qu'on sache l'intégrer et qu'elle conduise à une équation primitive entre x, j^, z et deux fonctions arbitraires. On disposera de ces fonctions pour satisfaire à doux équations aux limites, lesquelles seront différentes selon les restrictions admises, que nous allons discuter.
i" Les limites de l'intégrale sont données. — Les quatre derniers ternies de oS disparaissent avec les variations dxxy à Xi, J/i , ojsj qui sont nulles, elles équations (3) cessent d'avoir lieu. Les équations aux limites se réduisent alors au système (2) ou à la condition
(4) - Q^-Pr/j = o,
(jui doit subsister pour tous les points du contour limite et. à laquelle les deux fonctions arbitraires doivent satisfais». Or, pour (lot<M'miner complètement ces fonctions, il
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suffit de deux équations, tandis que la condition (4) représente, comme on l'a vu, autant d'équations distinctes qu'il y a de côtés ou de courbes différentes dans le contour limite. Il en résulte que si les côtés rectilignes AB, CD ne sont pas nuls, ou mieux, que si dans la composition du contour limite il entre plus de deux courbes distinctes, le problème n'aura pas de solution, à moins toutefois qu'il n'arrive accidentellement que les formes des fonctions arbitraires qui conviennent à deux de ces courbes, conviennent en même temps à toutes les autres.
Lorsque z représente l'ordonnée d'une surface qu'il s'agit de déterminer de manière à rendre l'intégrale S maximum ou minimum, l'hj'jiotlièse ou la restriction que nous venons de considérer, signifie que la surface cherchée doit être comprise entre certaines parois cylindriques normales au plan xy et données par les équations
1^ Les limitas rie Vinlégrafe sont données, ainsi que las valeurs limites rie la fonction z. — Tous les termes de âS affectés de substitution sont identiquement nuls et les équations aux limites ('i) et (3) disparaissent par conséquent. Mais la suriace cherchée est alors assujettie à passer par certaines courbes dans l'espace, courbes qui sont connues, puisqn'on a (îonné non-seulement leurs projections sur le plan .ry, ou le contour limite, mais aussi les valeurs conespondanles de Tonlonnée z. Or, quand on aura fait passer la suiface par deux courbes données, les deux fonctions aibilraires seront déterminées 5 si le nombre des courbes ou des côtés du contour limite était plus grand, on aurait donc plus de conditions que ne peuvent en vérifier, généralement, les fonctions arbitraires, et le problème serait inj possible.
3*^ La valeur de z aux limites de Vinléi^rale est
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constante et donnée, ces limites étant elles-mêmes variables. — Cela veut dire que la surface clierchée est seulement assujettie à se terminer dans un plan donné parallèle au plan xj. Puisque nous supposons
k étant une quantité constante et donnée, nous aurons, en prenant (n^ 30) la variation des deux membres de ces équations
Si, dans la variation de l'intégrale, on réunit deux à deux les termes affectés de la même substitution, on obtiendra quatre expressions déCnies renfermant chacune deux variations devenues fonctions l'une de Fautre en vertu des relations qui précèdent. Donc, en éliminant une de ces variations et égalant à zéro le cocfîicient de l'autre, on en déduira quatre équations aux limites, qui devront remplacer les systèmes (2) et (3). Considérons, par exemple, les deux termes affectés de la substitution j^ =^1, qui,
réunis en un seul, deviennent
après avoir éliminé âz à Taide de la relation âz-{-q^yi=:o^ qui doit avoir lieu, comme on Ta vu tout à riicure, j)oni la limite inférieure de y^ égalons à zéro le cocflicient de ây^-^ il viendra
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On aura également pour la limite supérieure dey ,
Les deux termes de oS, affeclés de la substitution X =^ Xi, donnent de même la somme
V^x, + V§z)dx;
éliminant Jz, en se servant de la relation dz -{- pdxi=o, qui doit être vérifiée pour la limite inférieure de x, et égalant à zéro le coefficient de la variation âXi, qu'on aura fait sortir du signe intégral, puisqu'elle n'est au fond qu'une constante arbitraire, on trouvera
{y—l^p)dy=o,
et, de même, pour la limite supérieure de j:,
/ / (Y—Pp)dj=:o.
En résumé, il résulte de cette discussion qu'on doit avoir /( V — l?p) dy = o, l'intégrale étant prise le long de l'une ou de Tau ire des droites AB, CD [fig- i), et
V — (Q — V -—\ q = o pour chacune des deux courbes
AC, BD, la dérivée ~ étant relative à ces courbes. Mais,-
dx
puisque z est supposée constante le long des courbes dont il s'agit, sa diiîcieuliellc totale dz=:pdx-\-qdy sera nulle pour chacune d'elles, et l'on aura, par conséquent,
dy p
pd.r ^- <idy --. o , — — ;
dx (j
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donc, en définitive, l«s nouvelles conditions aux limites exigent qu'on ait ^
(5) \ — Vp — qq=o
pouf chacune des courbes r :=:jr.,i,j =y^-, et
(6) f{\-Pp)dr::=0 : y.
pour chacune des droites x = Xi, a: =3:3, l'intégrale étant prise le long de ces droites entre les limites j^i et^a de la variable y.
4° Les "valeurs limites de x,y, z sont liées entre elles par des relations données quelconques. — C'est le cas où la surface cherchée est seulement assujettie à avoir son contour limite sur une ou plusieurs surfaces données que nous appellerons surfaces terminales. Soit i; = f(x, j^) l'équation de l'une de ces surfaces, par exemple, de celle qui correspond à la limite inférieure
dej^, et désignons par p' ^ <7'les dérivées partielles —5 — ?
de z relatives à cette surface; la restriction ; ainsi établie
fi
entraînera
et permettra d'éliminer dz de la somme
dx
ril
V^j.+ (q-P^) ^z\dj
des deux termes qui, dans la variation de l'intégrale, sont affectés de la substitution y = 7^1. Ces termes alors ne
fourniront plus qu'une seule équation,
qu'on pourra écrire simplement
en ajoutant qu'elle doit subsister pour l'intersection de la surface cherchée et de la surface terminale, ou plutôt pour tous les points de sa projection sur le plan xy, la dérivée
^ étant relative a cette même projection. Cette dérivée
est d'ailleurs facile à déterminer. En effet, puisque les équations différentielles des deux surfaces dont il s'agit,
clz= pdx + qdy^ dz -= p'dx -f- q'dj,
, subsistent simultanément pour leur intersection commune, on aura pour cette même intersection
pdx-\-cidy=zp'd.x^q'dy, ou ^-f- =, — ^ ~ ^ ,
dx q — q'
valeur qui, substituée dans l'équation (7), lui fait prendre la forme plus symétrique
Nous n'avons pas besoin d'ajouter qu'une équation toute semblable doit avoir lieu pour la surface terminale correspondante à la limite supérieure dey, avec la seule modification, bien entendu, que//, q' signifieront alors les dérivées partielles de l'ordonnée z de cette dernière surface. En général, quel que soit le nombre des surfaces données qui doivent limiter la surface cherchée dans le sens des y, la condition (8) aura lieu pour l'intersection de chacune d'elles avec cette dernière surface.
Considérons à présent le cas plus particulier où la surface donnée z = f (x, j), dz z=p'dx -f- q'dj, doit servir de limite inférieure dans le sens des a, où, par conséquent, son intersection avec là surface cherchée est assujettie à se projeter sur le plan xj suivant une droite perpendiculaire à l'axe des x.
La condition ainsi établie
entraînera
J \bz-\-[p-p')§x]=:o,
et permetlra d'éliminer ^ z de la somme
des deux termes qui dans la variation de l'intégrale sont affectés de la substitution x = Xi. Ces termes alors ne fourniront plus qu'une seule équation
j'J ]\.-¥(p-y)\dr = 0:
qu'on pourra écrire simplement ' '
(,o) J^Y-V{p-p')}dx=o,
en ajoutant que l'intégrale doit être prise le long de la projection sur le plan xj de rinterseciion dont il s'agit, c'est-à-dire le long de la droite AB (j^^. i). Une équation semblable aurait lieu pour la limite x^, ou pour la droite CD, s'il existait de ce côté une seconde surface terminale.
Pour généraliser cette dernière espèce de restric
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lion, supposons que la surface cherchée doive se terminer quelque pari, par exemple vers la limite inférieure dej, dans une surface donnée z= f (x, j)^ ou dz=p' dx-{-q' dr ^ et qu'en outre Fintersection des deux surfaces doive se projeter sur le plan xy suivant une droite donnée de direction. Soit a la tangente de l'angle compris entre cette direction et l'axe des X'^ on aura à la fois les deux conditions
fV-f(-r)!=o, |i
On tirera de la première
et de la seconde
' dx
h étant une constante arbitraire, ce qui réduit à
les deux termes de^S affectés de la substitution y =ij^^ lesquels alors ne donneront plus que la seule équation
(") /|V-Pb-y)-Q(î-9')j<ix = o,
l'intégrale étant prise le long de la projection rectiligpe dont il s'agit. A la différentielle de l'abscisse x on peut substituer celle de l'ordonnée y ou celle de la longueur / delà projection, puisqu'on a
dx dy . y/c^2 -f- dy"" dl
a étant une quantité constante-, l'équation (ii) prend
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ainsi la forme plus symétrique '
(12) f[y-iHp-p')-Q{q-g')\di = or :■ ■
L'équation (10) n'est qu'un cas particulier de celle-ci; car en supposant la projection roctiligne perpendiculaire à l'axe des x, on a dx = o, dj = dl, et dz = qdy = (fdy^ on q — q'z=zo. Le résultat définitif de cette discussion peut donc s'énoncer dans les termes suivants :
Si la surface cherchée est seulement assujettie à se terminer dans une surface donnée, ^ = f(a:, j), ou ^z = z?'^ -i- <7W/^, l'équation (8)
doit avoir lieu pour tous les points de la projection sur le plan xy de Finlerscction commune des deux surfaces; mais s'il faut en outre que cette projection soit une ligne droite de direction donnée, il sullit que l'on ait (12)
l'intégrale étant prise le long de la projection dont il s'agit. Les restrictions admises dans la troisième hypothèse ne sont évidemment que des cas particuliers de l'hypothèse plus générale que nous venons de discuter. Ajoutons que dans ces deux hypothèses le nombre des équations de condition sera plus grand ({ue celui des fonctions à déterminer, chaque fois que le contour limite se composera de plus de deux parties ou arcs de courbe distincts; on seia donc le plus souvent forcé d'admettre que ces arcs se réduisent à deux, c'est-à-dire que les fonctions j^, et j\ deviennent égales pour les valeurs extrêmes de x.
09. 1V„ On cherche le niaxiinuin ou le nuiiiimun de V intégrale double
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dans laquelle
z étant une fonction inconnue de x, y^ et p, rj, r, 5, t ses dériuées partielles du premier et du second ordre.
Nous avons déjà trouvé (p. 76) la variation de celte intégrale^ et pour lui donner la forme définitive qu'exige l'application de la règle du n^ 52, il ne reste qu'à décomposer les signes de subslitulion double en signes de substitution simple, en remplaçant en même temps les dérivées symboliques —1 -7-77 dej^ par les dérivées réelles
soitdej^i, soit dcj 2 q^i'cH^s représentent. Mais cette préparation tant de fois expliquée est trop simple pour qu'il soit nécessaire de récrire ici la variation de l intégrale sous .^a nouvelle forme, d'autant plus que la forme abrégée de la page y6 se prête tout aussi bien à la rcclierclie des conditions de maxinmm ou de minimum, et permet de les mieux embrasser d'un seul coup d'oeil, quand une fois on a bien saisi l'esprit de la règle dont il s'agit, et des notations admises. Il suflira donc d'énumérer les diflerentes équations que l'on obtient lorsqu'on égale à zéro la variation de l'intégrale, en y regardant d'abord les varialions de la fonction z et des limites x,, .T'a, J'iî.^'s comme aibitraires et indépendantes les unes des autres, [.e premier terme donne l'écjuation indéfinie
./P ./Q ti'K rPS r/'T
qui doit subsister pour toutes les valeurs de x^ y comprises entre les limites de l'intégrale double. C'est une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre; et l'équation primitive, lorsqu'elle existe, ou la relation linie entre .r, j, z qui y satisfait de la manière la plus
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générale, renferme au plus quatre fonctions arbitraires, dont on peut disposer en général pour satisfaire à quatre équations aux limites. .
Les termes en dz et — r— sous les signes f^ donnent
( Ry^_S/-hT = o,
équations qui doivent avoir lieu pour chacune des courbes limites y =}"i, y =j^2, les dérivées j)^,!^', étant lelalives à ces courbes.
/ ? - Les termes en oz et — -^ sous les signes // donnent de
même les deux équations
(3) ' <l-^ dy
qui doivent être vérifiées le long des deux droites .r =:t:,,
Le terme en àz sous les signes // fournit l'équation
qui n'a besoin d'être vérifiée qu'en chacun des (jualre points A, B, C, D (//^. i, p. 76), où les deux courbes rencontrent les deux droites, la dérivée 7^ étant en chaque point relative à la courbe qui y aboutit.
Enfin les termes renfermant les variations cJj) ,, ojg, (J,r,, àx^ qui sont indépendantes les deux premières dey, les deux dernières de x^ y^ donnent naissance aux équations
l44 CALCUL DES VARIAIIOKS.
dont la première se rapporte aux deux courbesy = y,, y= ji, et la seconde aux deux droites x =Xi^ x = Xt^ l'intégrale f^dj devant être prise le long de l'une ou de l'autre de ces droites.
Comme chacune des équations (2), (3), (5) doit avoir lieu pour deux courbes ou pour deux droites différentes, tandis que l'équation (4 ) doit subsister pour quatre points distincts, le nombre total des équations aux limites est seize,
70. Lorsque les limites sont fixes, les équations (5) cessent d'avoir lieu et il ne reste plus que douze équations aux limites. Ce nombre étant toujours supérieur à celui des fonctions arbitraires, il n'est pas possible en général de les vérifier toutes à la fois. Dans le cas, cependant, où les côtés rectiligncs disparaissent, c'est-à-dire où le contour limite se réduit à deux courbes, les équations (3) et (4) s'en vont et il ne reste plus que le système (2), qui se résout, comme on l'a vu, eu quatre conditions distinctes, nécessaires et suffisantes pour déterminer les fonctions arbitraires. Dans ce cas, on a donc lieu de penser que le problème du maximum ou du minimum admet une solution.
71. La première des équations (2) est peu symétrique à cause de la dérivée seconde j" qu'elle renferme-, mais en éliminant celte dérivée on rétablira la symétrie et l'on prouvera en même temps que les équations (2) comprennent comme cas particnliei" les deux é(jnalions (3). En effet, si l'on différentie la seconde éqnalion (2)
R/'— Sy H-T=:o,
en y regardant y comme'une fonction de x, ainsi que cela doit être, puisque ccHc équation se rapporte à l'une des
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courbes limites j)=j'i on }' =^5, oji aura
Entre celte équation et la première des éqilalions (a) on peut éliminer j^''; le résultat ne renfermera plus que y avec ses puissances seconde et troisième, cl on le rendra linéaire en j^ en faisant servir de nouveau l'équation
l\/' — Sj' -h ï = G
à l'élimination successive de j'^^ ^^j''- Quand on aura effectué ce calcul, qui ne présente d'autre difficulté que sp longueur, et qu'on aura multiplié par une puissance convenable de dx^ on verra le système (2) prendre la forme symétrique
\ R dy — S da: dy -h T dx'' =^ o .
Telles sont les conditions à remplir par la fonction z le long des deux courbes j^ ==^J'i5 J ^^J's) ou mieux le long de chacune des courbes limites, quel que soit leur nombre. On peut même, pour généraliser, les étendre aux côtés recliligncs x = x^.^ .r == x,, lorsqu'ils existent. En effet, la valeur nulle de la différentielle dx (|ui caractérise ces deux cotés, réduit les équations (6), la seconde; à
IV
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, (IK ' (IK , dl\ -,
ce qui entraîne -— dx -h — - ay = o, ou -— == o : la pro-
^ f/.z (iy ^ dy *
niière, par conséquent, à
^ d\\ dS ai- dy
et les ramène ainsi aux conditions (3) déjà établies pour les côtés rccliligiies dont il s'agit. On tiendra donc compte a la fois des équations (2) et (3) en étendant les conditions (6) à tous les points du contour limite.
Pour les quatre points d^intcrsection des courl)esj=')^,, Y =z jr^ ai\ ce les droites x = x-i^ x = x^^ il faut joindre aux équations (2) et (3), on aux équations (6), la condilion (4), Inquelle, à cause de R = 0. se réduit simplement à
7^. Nous signalerons, en passant, un cas dans lequ<d les équations aux limilcs se sinq)li(icnt considérablement^ rV'st lorsque, en raison de la forme particulièrede la fonction V, l 'expression
i'M IdentiqMemeiil nulle. Dans ce cas, en ciVet, la seconde de^ équations (6) <lonn<'
K^-TT
et la pr(Mnière dcvienl ld<M»ti(pie. il snflit <lonc alors, pour <[ue les condilions aux limites soient satisfaites, que Técpiation (7) subsiste' 1(^ long du contour limite entier, et fpi'on ail d'ailleurs S ^=-^ o aux cjualie points /A, B. C, I). jNous jious bornons à indiquer ce résultat
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v.\i laissant au lecteur le soin de le vérifier lui-même. Au lieu de supposer fixes les limites de l'intégrale, on pourrait établir difîerentes relations entre les valeurs limites de X, y, z, p^ q\ en suivant la même marche que dans le cas précédent, il serait toujours facile de trouver les modifications subies dans chaque hypothèse par les équations aux limrles. Mais pour les applications que nous avons en vue, une pareille discussion aurait peu d'utilité et nous l'omettons sans regret.
73. Nous ne pouvons, au contraire, passer sous silence un des points les plus délicats, les plus difficiles que l'on rencontre dans la recherche des maxima et minima des intégrales doubles, et qui rend cette recherche beaucoup moins satisfaisante que celle des maxima et minima des intégrales simples. La difficulté à laquelle nous faisons allusion, vient de l'ignorance où l'on est du degré de généralité que comporte la fonction qui doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles d'un ordre supérieur au premier. D'abord on ne sait pas à priori si une pareille équation admet ou non une équation primitive en termes finis qui ait la même généralité qu'elle; et alors même que l'existence de cette équation équivalente est certaine, on ne sait pas combien de fonctions arbitraires elle doit renfermer : tout ce que l'on peut affirmer en général, c'est que le nombre des fonctions arbitraires contenues dans l'équation primitive, lorsqueîle existe^ est au plus égal à celui qui marque l'ordre dé l'équation proposée aux dérivées partielles. Ajoutons que, quand même on connaîtrait le nombre des fonctions arbitraires renfermées dans l'intégrale la plus générale, on ne saurait pas encore au juste par combien de conditions particulières, ou par combien d'équations aux limites elles pourraient être déterminées.
l48 CALCUL DES VARIATIONS.
Malgré celte imperfeclioii de ïa théorie actuelle des équations aux dérivées partielles, l'analogie et l'examen de cas particuliers nous porte à inférer, comme nous l'avons déjà admis sans preuve, dans ce qui précède, qu'on peut en général assujettir une fonction z de deux variables x^ y, donnée par une équation aux dérivées partielles de Tordre n^ à remplir n conditions par^culièrés, ou à vérifier n équations exprimant chacune explicitement ou implicitement ce que doit devenir la fonction z pour une relation particulière établie entre les variables x^y\ c'està-dire, géométriquement parlant, qu'on peut assujettir une surface dont on connaît seulement Téquation aux dérivées partielles de l'ordre «, à passer par n courbes distinctes, et qu'elle sera alors entièrement déterminée.
On sait, en effet, qu^étant donnée une équation entre X, y^ z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre n inclusivement, on peut fixer arbitrairement les valeurs que devront prendre pour x = o, ou, en général, pour une relation déterminée f [x^ y) = o entre les variables x, y, la fonction z et une de ses dérivées partielles de chaque ordre jusqu'à celles de l'ordre n — i, les valeurs, par exemple,
dz d^z d'^-'z , 1 . .
de z, -— î -7-^5 " •) , „_.,? et que de ces valeurs, jointes a
Téquation proposée, on peut déduire les valeurs correspondantes de toutes les autres dérivées. Par cela même tous les éléments constitutifs de la fonction^, c'està-dire tous les coefficients dont dépendrait son développement en série, supposée convergente, sont complète-' ment déterminés pour la relation particulière
ou le long de la courbe que cette équation représenle, de telle sorte que l'on puisse construire par points, ou de proche en proche, la surface à laquelle appartient l'or-
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donnée z. De ce tliéorème connu il résulte immédiate- ' ment : i** qu'une surface dont Téqualion aux dérivées partielles est du premier ordre, est complètement fixée lorsqu'on l'assujettit à passer par une courbe donnée^ 1^ qu'une surface dont l'équation aux dérivées partielles est du second ordre, peut être construite lorsque, en outre de la courbe qu*elle doit contenir, on donne la position du plan tangent le long de cette courbe, ou, en d'autres termes, lorsqu'elle est assujettie à contenir deux courbes infiniment voisines l'une de l'autre; 3° que la surface qui doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles du troisième ordre, est déterminée, quand, avec la courbe et le plan tangent, on donne la courbure de la sectioji normale à la courbe, c'est-à-dire quand on l'assujettit à passer par trois courbes infiniment voisines, et ainsi de suite.
La proposition que nous avons avancée est donc vraie, lorsque les n courbes données sont infiniment voisines les unes des autres, et tout porte à croire (ju'elle sera encore vraie, lorsque les n courbes seront situées d'une manière quelconque dans l'espace.
7-4. V. On cherclicle niaximuui ou le minimum rF une intégrale triple
j j I VJrr/v.7x,
dans laquelle
a étant une Jonction inconnue de trois variables indépendantes x^ y, r, et /y, z^, /' ses dénï'ées partielles du premier ordre.
]N'ous avons déjà donné, p. 86, la variation de cclto in- Icgralo. Cherchons actuellement les é(|ualions indéiiiii<'s et aux limiles qu'enlraîiie la condition i^énéralo de Jiiaxi-
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mum ou de minimum, la variation égalée à zéro, lorsque les limites ne sont assujetties à aucune restriction. Le premier terme de la variation fournit l'équation indéfinie
^. clP dQ r/R
qui doit subsister pour toutes les valeurs de x,j, z comprises entre les limites de l'intégrale, ou pour tous les points de l'espace compris entre les six surfaces A,, A,, B,, Bs, Cl, C? (n*' 43) qui limitent le champ de l'intégrale triple.
Les termes cil ou aft'ectés de substitulions donnent le |)reniler svslèmc d'écjualions aux limites
I ,h dz
dx dy
I dx
la jjremière aura lieu pour les deux surfaces courbes Ci,
Cs , la seconde pour les deux cylindres Bi , Ba , et la
tioisième pour les deux plans A,, Aj. Les dérivées par-
, .. dz dz , , -, , . 11 1
liclles — 1 — dans la première équation sont celles de
dx dy ^ *
l'ordonnée z^ ou z^_ de la surface courbe Ci ou Cj <{ue
dy Ton cotisidère; l;i dérivée — dans la seconde est relative à
dx
\ \\\\ ou à raulie àv^^ cylindres Bj, Bo.
Un second syslènic (Féquations aux limiles
fydz
fVdzdy
■fef-
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est fourni par les termes aÛ'eclés des variations ^^j, oz^^ Jy,, ^^2, ^x,, ^Xs, dont les deux premières sont indépendantes de z, les deux suivantes de y, z, les deux dernières de toutes les variables principales j:,j^, z. La pre-^ mière de ces nouvelles équations (3) aura lieu pour tiôlùs les points des deux faces courbes z =^i, z z= z^\ la seconde pour toutes les génératrices des deux faces cylindriques y ^=J\-> y '-^ y-ii l'intégrale y V<is devant être prise le long d'une quelconque de ces génératrices j la troisième équation, enfin, devra être vérifiée pour cliacune des deux faces planes j: = x, , j: = j:j, l'intégrale yy Vu?)' Jx s'étendant à l'aire entière de l'une ou de l'autre de ces dernières faces.
La solution du problème du maximum ou du minimum absolu dépendrait ainsi d'une équation indéfinie et de douze équations aux limites^ mais comme ce problème, par sa nature mcnic, est impossible, nous passons à l'examen des modifications que doivent subir les équations obtenues, en raison de certaines restrictions apportées aux limites de l'intégrale.
75. I** Les limites .r,, x,, j,, js, Zj, z,, de F intégrale sont fixes. — Le système (3) disparaît et les équations aux limites se réduisent au système (2). Pour les ramener à leur plus simple énoncé, considérons un point oc, y^ z de la surface limile Ci ou C,, et désignons par a, |3, y les angles compris entre la normale à la surface et les axes des coordonnées. Si, dans la jiremièrc équation (2), on
remplace les cocllicienls — -, —, — i, par cosa, cosj3,
cosy, qui leur sont pioportionnels, elle prendra la forme symétrique
(4 ) P cos a 4- Q cos p -i- R cos 7 — o ;
sous cette forme elle exprimera que la droite menée pai le
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point X, y^ z et faisant avec les axes des coordonnées des angles dont les cosinus sont respectivement proportionnels à P, Q, R, doit être tangente à la surface limite. L'équation (4) ne remplace pas seulement la première des équations (i), elle comprend les deux autres comme cas particuliers^ en effet, si Ton suppose : i" cosy = o, ce qui caractérise les deux cylindres B,, B?, elle devient Pcos a -h Q cos |5 = o , ou parce que
ces a dx -h cos ^dy = o^Q — P — = 0, et elle coïncide,
par conséquent, avec la seconde équation (2)^ 2" si Ton suppose à la fois cos (^ = o, cos 7 = 0, ce qui a 1 icu pour les deux plans Aj , As, elle se réduit à P = o ou à la troisième équation (2). Les diverses conditions r(îlalives aux limites sont donc exprimées à la fois par la seule équation (4) étendue aux six surface^ Ai, A,, B,, Bj, C,, Cs ou, plus généralement, à toutes les faces limites, quel que soit leur nombre.
Si l'on fixe, en outre des faces limites, la valeur que u doit prendre sur chacune d'elles, toutes les équations aux limites (2), (3) disparaîtront et seront remplacées par les équations qui assignent à u des valeurs déterminées.
76. 2° On dofuic seulement les valeurs que u doit prendre sur les surfaces limites, ces surfaces pouvant ellesmêmes se déformer d'une manière quelconque. — Soit ï(x^y^ z) la fonction donnée avec laquelle u doit coïncideisur une des surfaces limites, sur celle, par exemple, qui correspond à la limite inférieure de 2:, et désignons par /V, </',
/•'les dérivées ])ai lielles — , —, — de cette lonction, la ^ (Ix dy az
condition
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eiiliaînc , .; .^r' * ^ : ; .^ j .;/ > ' ; ■'\ '
ciperinetd^éliminer cÎm de la somme
-XTn"-(''-4:-'<!|)'"!*
(les termes qui, dans la variation de Tinté^rale, sont all'eetés de la substitution z = Zi-^ ces termes alors fournissent une seule équation
qui doit être vérilîée sur la surface limite que Ton considère, les dérivées partielles —-, -^ étant relatives à cette
dx dj
même surface. Ces dérivées sont d'ailleurs faciles à déterminer; car^ en diflerentiant lour à tour par rapport à x et à r l'équation u = f (x,y, 2), qui est supposée avoir lieu pour la surface limite dont il s'agit, on obtient
dz , , dz
dz , ,dz
el, par suite,
flz
_ /; — // dz _ q ~ (/' r — /•' dy f — /•'
substituant, il vient
Telle est dont: 1 équation relative à la limite ^.,. Vue équation loulc pareille aurait lieu pom la seconde limite r^^-
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si pour cette limite la fonction u était assujettie à une restriction semblable.
Supposons à présent que u doive devenir égale à r{.r, y, z), non plus sur une des surfaces courbes z = Zi^ z = Zg, mais sur la surface cylindrique j'^=z: y,, de sorte (jue Ton ait .
/ S«— ffo--, r,c.)j — o,
cl, par suite,
u -r- i<j — ^y')^v,| = o; on pourra éliminer ou des ternies
(lz(i:>
de la variation de l'inlégralequi sont alïeclés de la substitution y =:)^,. Ces termes alors donneront une scul( équation aux limites
rx>--('-'£)"-
q')\ rlz = o.
Pour déterminer la déiivée -f-5 qui est relative à Tin-
terseclion du cylindre 15, avec le plan xy, il suUit de comparer les dilTérentielles totales de // et de f (x, y, z ) pour cette même intersection. On trouve ainsi
(Iy p — p'
pd.T. -f- (idr ■=■ p'dx -I- n'dr, - — = -, ->
^ ' ' ' ^ ' (ix (j — q'
valeur ([ui ramène l'écjuation aux limites à la forme (6) / j V - P [p - // ^ - Q ( V - v' ) î '^-^ --- o,
Tinlégialc dans Vi prcml<M mej)d)rc étant j)ris<' 1(^ loni;
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d'une génératrice quelconque du cylindre B, . La condition de coïncidence de u avec la fonction f (a:,j^, z) sur la seconde surface cylindrique y =j^î conduirait à une équation toute semblaLle à l'équation (6).
Enfin, si cette coïncidence devait avoir lieu sur une des faces planes, sur celle par exemple qui correspond à la limite inférieure de a:, de sorte qu'on eût
et, p.ar conséquent.
on éliminerait gz^ des termes
afl'ectés de la substitution x = Xj ^ et, après avoii- fait sortir des signes ///la variation c;,r,, qui est indépendante de toutes les variables principabîs, on égalerait son coeflicient à zéro, ce qui donnerait
(7) SJ\N~V(p-p')\dzdy = o,
l'intégrale double s'étendant à la face plane entière A,. La coïncidence sur la suiface plane correspondante à Xc, fournirait une équation toute semblable.
77, La restriction (juc u doit coïncider, aux limites de l'intégrale, avec une fonction donnée f (x, y^ -z), entraîne, connue on vient de le voir, des équations de forme didérente (5), (6*), (^) pour les trois couples de surfaces C,, Ci, Bj, B^, A,, A^. La raison en est que les quatre^ dernières se Irouvenl eflrclivenKiil dans des condi lions plus leslreinles que îcs deux premières, jniis(pie les
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surfaces Bj et Bj sont assujetties à être cylindriques et perpendiculaires au plan xj, et que les surfaces A,, A» doivent être planes à la fois et normales à l'axe des x. Pour généraliser ce genre de conditions particulières, admettons qu'une surface limite quelconque, celle, par exemple, qui correspond à la limite inférieure de z, doive être un cylindre dont la génératrice fasse avec les axes des coordonnées des angles déterminés ayant pour cosinus «, Z>, c, et que l'on exige, en outre, que u coïncide avec la fonction connue ((x. y, z) pour tous les points de ce cylindre; on aura à la fois
u — f .r, r , s; î — o, a—--^b-—=c, ^ > (ix dy
et, en prenant les variations,
6ii-\-(r — rMàz,>=:o, a — ; \- h — ; — =: o.
' dx dy
Intégrée, la seconde équation aux dérivé<;s partielles du premier ordre donne
(]p étant une forme de fonction arbitraire. On ])ourra donc élimine!' à la fois On et os, des termes alTectés de la substitution :; = s,. Si l'on < lii, pour abréger,
Wr=V-P(/>-//)-Q(7-7')-R (/•-/•'),
ces ternies deviendront r'
— I I / W(p(rtr — hx^.dydx.
lOMC-
(Ictte expression doit s'évanouir quelle que soit la ic lion arbitraire cp- mais comme © renferme les Aqxw variables .r. } dans la (Y)nil)inaison particulière (ly — /'.<",
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iioas somines obligé, pour oblenir l'équalion de condition définitive, de ramener c^ à ne plus porter que sur une seule variable. Dans ce but, faisons tourner le système des coordonnées autour de l'axe des z jusqu'à ce que Taxe des x devienne perpendiculaire à la génératrice du cylindre limite que l'on considère, et appelons J, y/, z les coordonnées du nouveau système, liées aux anciennes par les équations
or — h.r ' nx -h hy
(p {^ay — hx^ devenue fonction ar])itraire de la seule variable \ sortira du signe d'inlégralion relatif à r>, et son coefficient égalé à 'zéro fournira l'équation
/Wr/>5=:0.
Or, la génératrice du cylindre se projetant sur le plan x\ suivant la nouvelle ordonnée 75, dri sera dans un rappoil constant avec la dinérentielle dl de la génératrice j on pourra donc remplacer dn par ///et écrire
l'intégrale fW'dl étant prise le long d'une génératrice quelconque du cylindre limite^ telle est donc l'équation de condition cliercliée.
Si la surface limite 2 = 2, devait être un plan dont on
connût la direction ou lt!s dérivées partielles ~-y — '--, la
f/x dy
variation de z, serait assujellie aux (1<mix coiidi lions
<lx ' dy '
et se réduirait, par conséquent, à une constante arl)ilrait<'
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Supposons, en outre, que la reslriclion u = ( (x^ j\ z (lût subsister pour cette même surface, ou qu'on eût
et, p
ar suite
(r— r')(îr.,| - o.
Les termes de la variation de l'intégrale affectés de la substitution z = z^ deviendraient, par 1 élimination dc^/^ et
de uz,^
et conduiraient à l'équation
/■/''\Vr/)Y/.tr=0,
dans laquelle l'iniégrale double devrait s'élcndieà la projection eulière du plan limite sur le plau xj . D'ailleurs, comme la différentielle /5? A du plan limite est dans un rapport constant avec la différentielle dxdy de sa projection sur le plan .rj, l'équation précédente peut s'écrire plus simplement
l'intégrale JV^dK devant s'étendre au plan limite entier que l'on considère.
78. Résumons en peu de mots les résultats auxquels nous sommes arrivés. Klant donnée, avec sesdéiivées partielles/?', 7'. /'', une fonction ^ (x^ y^ z) avec laquelle la fonction cherchée // doit se confondre sur une des surfaces limites, sans (pie cette surface limite soit d'ailleurs assujettie à aucune rcsîriclion. on doit avoir pour chaque point de la surface
(8) W z= V - P (/; - />' ; - Q (r/ - 7' ) — Il (/■ — /•') = u.
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M;ns si l'on demande, en outre, que la surface limite soit Il II cylindre engendré par une droite de direction donnée, l'équation de condition se changera en
(9) fWdl=.o,
Tintégrale fWdl étant prise le long d'une génératrice quelconque /.Enfin, si la surface limite devait être un plan parallèle à un plan. donné, il suffirait qu'on eût
(10) fWdA — o,
l'intégrale fWdA s'étendanl à l'aire totale A du plan limite.
79. Quelles que soient les restrictions auxquelles on assujettise les limites de l'intégrale^yy V^^/:;^Jjf: ou les valeurs limites de la fonction «, l'équation indéfinie (i) reste toujours la même. C'est une équation aux dérivées partielles du second ordre. Quoiqu'on ne sache pas à priori si elle admet ou non une équation primitive en termes finis, ni quelle est la nature de cette équation lorsqu'elle existe, on est porté à admettre que la fonction il, qui y satisfait de la manière la plus générale, sera complètement déterminée, lorsqu'on l'aura assujettie à vérifier deux conditions particulières, du genre de celles que fournissent les équations aux limites. Or, dans les deux hypothèses que nous venons d'examiner, le nombre elfectif des équations aux limites est égal à celui des faces différentes du solide qui constitue le champ de l'intégrale triple; il faudra donc, ou que ces faces puissent se réduire à deux, ou que plusieurs équations aux limites de^'iennent identiques, sans' quoi le problème. de maximum ou de minimum n'aura pas de solution.
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HUITIÈME LEÇON
Méthode de Jacobi pour distinguer les maxima et les minima des intégrales simples. — Application de cette méthode à quelques cas particuliers.
80. Lorsque les fonctions inconnues dont dépend une intégrale ou une expression définie S ont été déterminées de manière à rendre nulle la variation première ^S, et qu'on les fait varier très-peu avec un paramètre z, c'est-àdire en donnant à ce paramètre un accroissement trèspetit, l'expression S subit elle-même un changement, dont le sens dépend uniquement du signe que prend la variation. seconde è^S : lorsque cette variation seconde est positive, la valeur de S augmente^ lorsqu'elle est négative, la valeur de S diminue. Il en résulte que l'expression S, dans laquelle on aura déterminé les fonctions inconnues, comme nous venons de le dire, sera un maximum si la variation seconde ^^S reste toujours négative, un minimum si elle reste toujours positive, quelques déformations qu'on fasse subir aux fonctions dont il s'agit. Mais si la variation seconde (^^S peut changer de signe, si elle est positive pour certaines déformations et négative pour d'autres, l'expression S pouvant tantôt diminuer, tantôt croître, ne sera ni un maximum ni un minimuiïi.
Ainsi, pour distinguer anàlytiquement le maximum du minimum, on aura à discuter la variation seconde (5'^ S. Mais cette discussion, facile en principe, est dans la pratique hérissée de grandes difficultés, qu'on n'a pu vaincre jusqu'ici que dans les cas les plus simples. En effet, tout
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ce qu'on a pu obtenir dans cette voie est à peu près compris dans la méthode donnée par Jacobi pour distinguer les maxima et les minima des intégrales simples : c'est cette méthode que nous allons exposer d'une manière aussi élémentaire que le comporte le sujet, en mettant à profit les commentaires dont elle a été l'objet de la part d'autres géomètres.
Considérons l'intégrale simple
dans laquelle V est une l'onction donnée de x, y, y\ j"^ . . . , y^"'. La recherche du maximum ou du minimum de celte intégrale se partage en deux parties : dans la première on peut supposer les valeurs limites de x, 7 , j ', j" ^...^ y^"~^^ fixes, mais quelconques, et chercher la relation entre j' et x qui rende l'intégrale maximum ou minimum, relation qui renfermera en général Q.n constantes arbitraires; dans la seconde on fait varier les valeurs limites de X, j, y',j^'^, . . ., |'"~*' autant que le permettent les conditions du problème, et l'on cherche les valeurs des 2/1 constantes arbitraires pour lesquelles l'intégrale soit plus grande ou plus peliie que pour toutes les autres valeurs, très-peu difierenles de celles-là, qu'on pourrait donner à ces mêmes constantes. Cette seconde partie de la question rentrant entièrement dans la recherche propre au calcul difiércntiel des maxima et des minima des fonctions de plusieurs variables indépendantes, nous n'avons pas à nous en occuper ici -, il nous suffira, en conséquence, de chercher le maximum ou le minimum de l'intégrale S dans l'hypollièse où les valeurs de a:, y, j'^. . ., y("~^ relatives aux deux limites restent invariables.
Dans celle hypolhèso, si l'on appelle P, Pj, P25 • • , P„ IV. I 1
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les dérivées partielles de V relatives hy, y' •>j" -, ■ • • yy-"\ et qu'on fasse, pour abréger,
la variation de l'intégrale du premier ordre sera et celle du second ordre
La première condition du maximum ou du minimum, JS=:o, conduit à une équation diflerentielle de Tordre q//
à laquelle on satisfera de la manière la plus générale par une certaine relation
entre y, a: et 2/1 constantes arbitraires. Puisque (P) est ^lul, la variation seconde se réduit à
(3) ^^Sr=. / ^[V)^y.dx,
et il s'agit d'examiner si elle peut, ou non, changer de signe.
82. L'existence du maximum ou du minimum exigeant que la variation seconde de l'intégrale ne puisse changer de signe, et, par conséquent, qu'elle ne puisse être nulle en même temps que la variation première, on voit d'abord qu'il n'y aurail ni maximum ni minimum si, dans
DlàTiKCTION DES MAXIMA ET MINIMA. i63
les conditions du problème, oy pouvait recevoir une valeur autre que zéro, qui rendît ^(P) nul identiquement, ou pour toutes les valeurs de x. Or pour faire varier v sans que (P) varie, c'est-à-dire sans que l'équation (P) =o cesse d'avoir lieu, il n'est qu'un seul moyen : c'est d'altérer les constantes ûi, a^, . . . , contenues dans l'intégrale de l'équation différentielle (P) =o. Cela est évident 5 car puisque cette intégrale est la valeur la plus générale dejqui vériGe l'équation (P) = 0, aucune autre valeur de j ne pourrait y satisfaire que pour des valeurs particulières de X, Ainsi la seule forme de ^y qui puisse rendre c^(P) constamment nul, est
^J/ = T- ^ '^i + T- ^"■'- -J- • • • H- -7— Oa.,„. da^ an 2 dn-i,,
ou l)ien
fin, (ia, fla^„
en désignant par orj , aj , . . . . «,„ les variations Oû,, J^sj • • • , ^«2,0 ^iiî sont de nouvelles constantes arbitraires. Telle est donc l'intégrale ou la solution la plus générale de l'équation dilïérentiellc 0 (P) =0. Elle renferme '2n constanles arbitraires, ainsi que cela doit être 5 car il est facile de voir que le développement de c^(P) renferme ^j avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre 'iti inclusivement.
L'existence du maximum ou du minimum exige donc avant tout que ^y ne puisse pas avoir la forme (4). Or comme nous supposons fixes les valeurs limites de x, v, j'-fj"-, ' ' • , j^"~*-, sans (pie la déformation de j soit assujettie à d'autres restrictions, oy peut ê(re une fonction quelconque de x, pourvu qu'elle s'évanouisse, avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre ii — i , aux deux limites de l'intégrale., On en conclura que, si les constantes a, .
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«2, . . . dans la formule (4) peuvent être déterminées de manière à vérifier les conditions
aux deux limites de l'intégrale, la solution (2) ne donnera ni maximum ni minimum.
83. La restriction imposée à oy, afin que la variation seconde è^S ne s'évanouisse pas, est susceptible d'une interprétation géométrique très-remarquable. Si l'on regarde X elj comme les coordonnées reclilignesd'un point, l'équation y z=z f [x, a^^ n^_. . . . , a^„) représente une courbe plane qui se déforme d'une manière continue, quand on fait varier les constantes rz, , a,, . . . , avec un paramètre commun y,. Donnons à ce paramètre un accroissement { et désignons, comme nous l'avons fait, par oy, ^'7.- • •- les dérivées successives dey relatives à x, nous aurons une nouvelle courbe du même genre que la première, mais dans laquelle à l'abscisse x correspondra l'ordonnée
T -4- ;i > in T -i- i.(jV -\ O-'r -h . . . .
Pour que cette courbe })asse par un point donné A de la première courbe, il faut (|u'en ce point on ait Ay = o,
ou, en divisant par t,
oy H (î'r -^ . . . =r <-).
Pareillement la dérivée j' sera la même poui- les deiix courbes, ou les deux courbes auront un contact du premier ordre au point dont il s'agit, si Ton a en outre en ce point
oy i n'y -i- . . .rrz o.
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Le contact des deux courbes sera du second ordre, si la nouvelle condition
est remplie avec les deux précédentes, et ainsi de suite. Or, lorsque i tend vers zéro, la seconde courbe s'approclie indéfiniment de la première ^ pour t =1: o les deux courbes coïncident et les équations précédentes deviennent
OJ^O, 0,= — ^o, ^y =.-^r^0,....
Donc, si la variation oj et ses // — i dérivées successives s'évanouissent en même temps au point A, ce point sera la limite de Tinterseciion de la courbe donnée et d'une autre courbe du même genre ayant avec la première un contact de l'ordre /i — i, et tendant indéfiniment à se confondre avec elle.
Ces considérations permettent de formuler de la manière suivante le résultat obtenu n" 82 : Ayant trouvé une courbe AB qui satisfait à la condition ^S = o, pour reconnaître si elle correspond réellement à un maximum ou minimum de l'intégrale S, on fera varier les constantes contenues dans son équation^ et l'on cherchera s'il est possible de déterminer par ce moyen une courbe de même nature passant par deux points donnés de la première courbe et ayant avec elle en ces points un contact de l'ordre n — i^ ensuite on rendra ces points mobiles sur la première courbe et on les fera approcher simultanément des points extrêmes A', B correspondants aux limites de l'intégrale -, cela posé, s'il arrive qu'en même temps la seconde courbe s'a]>proche indéfiniment de la première, de sorte que les deux courbes coïncident lorsque leurs points <onimuns sont en A et B, la solution qu'on <'\amine n<*
donnera ni un maximum ni un minimum de l'intégrale proposée. Il en sera de même, évidemment, si le contact de Tordre n — i des deux courbes infiniment voisines peut avoir lieu en deux points C, D, situés entre A et B sur la premièie courbe, puisque l'intégrale, n'ayant ni maximum ni minimum entre C et D, ne saurait en avoir dans toute son étendue.
Au lieu de faire varier les deux points de contact, on peut évidemment fixer le premier point en A et faire mouvoir le second sur la courbe donnée, jusqu'à ce que la seconde courbe coïncide avec elle-, on trouvera ainsi la limite jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle l'intégration ne <loit pas s'étendre, pour (|ue le maximum ou le minimum ne cesse pas d'avoir lieu.
D'après cela, la [)remièie chose à examiner est si
la forme (4) de la variation ^y est compatible ou non
avec les conditions admises, c'est-à-dire si dans Téqua-
lion
, <if _^ <if ^ _^ ^\f
(Ui^ da^ ddi,,
on peut trouver pour les constantes «j, «j , . . . des valeurs didérentes de zéro, au moins pour quelques-unes d'entre elles, et telles que 0/ avec toutes ses dérivées successives jusqu'à l'ordre // — i s'évanouisse aux deux limites de l'intégrale, ou seulement pour deux valeurs distinctes de X comprises entre ces limites. Si cela est possible, la dis^ cussion est lerminécî et l'on n'a pas besoin d'aller plus loin, car on sait (ju'alors il n'y a "i maximum ni minimum; mais si l'on parvient à reconnaître, au contraire, (lue ^y ne peut pas avoir la forme ci-dessus , il faudra examiner le signe de la variation seconde ^)^S pour dautres formes admissibles de ^y. Pour cela, on sera obliii<^ de faiic subir à la vaiialion seconde '5' S di\ erses
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lianformations ayant. pour but d'introduire sous le signe intégral un carré parfait multiplié par un facteur connu. Ces transformations reposent sur certaines propriétés d'une classe particulière d'équations différentielles linéaires, propriétés que nous ferons connaître dans les numéros suivants.
. 85. Soit c^ une fonction homogène entière et du second degré de 2, ^', z'\. . ., ^("^, z étant une fÉnction quelconque de \r et z\ z"^. . . ses dérivées successives 5 désignons par (j)' ( z) , y (2'), . . . , ^' (2^") ) les dérivées partielles de 9 relatives à z, 2', • - • 5 ^^"^ "^^s disons que l'expression
(5) ^i^^^^^^-iiis^ ^til^-.:.^^:!^,
fonction linéaire de z^ z\ z" ^ . . . , z^*"^, peut se mettre sous
la forme
.^. , d.k.z' _ ; dKk.z" ,d<.h,z:-)
^^^ ^'-^^^-^-dJ^-'-'^-^ï^^
A, Al, Ag, . . . , A„ ne renfermant que la variable x. Remarquons d'abord que si l'on fait, pour abréger,
_ dW ' , '
a,,,T-a,r né renfermant plus ni z ni ses dérivées, la fonction cp aura nécessairement la forme
-a^^i'zz -f- . a^iZZ H- ao-^zz'^ 4-. . .-|- «o/i^z^"-
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ses dérivées partielles seront donc
,^'(z") =o,oz-h «3,z'4-âr„z"H- . .-h Aj^zC),
^^(zC)) ~ «„oZ +/?«.z' -+- /7„2 3" 4- . . . H- ^„„zf").
DifTérenlions ces équations par rapport à :r, la seconde une fois, la troisième deux fois, etc., et ajoutons-les après avoir changé le signe de la seconde, de la quatrième, etc., équation, nous trouverons la fonction ^(z) exprimée par une suite de termes dont les suivants
ont déjà la forrne voulue (6). Les autres se groupent deux à deux en binômes de la forme
dont chacun peut encore être ramené à la forme (6). En effet, soit p^ q^ p — q =z v^ désignons par A, /, k trois nombres entiers positifs tels que h-\-i-{-k=p-i-q^ et h^k] écrivons pour simplifier a au lieu de«p^, et posons
en prenant chaque fois le signe supérieur ou inférieur' suivant que /i — k est pair ou impair^ le binôme qu'il s'agit de transformer sera
Or il est facile de s'assurer qu'un binôme quelconque de la forme [/z. A] se décompose en deux autres de ]a même
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forme, et qu'on a généralement
[h, ^]z=[h~-i, k]-h[h-i, A- -\- i]; on aura donc aussi
On pourra décomposer de nouveau chaque terme du second membre en deux autres, et en continuimt ainsi, on parviendra nécessairement à exprimer [p, q] par une suite de termes qui rentrent dans l'une ou dans l'autre des formes
Mais, en vertu des notations admises, on a
dx'"
■ \. djf
Ainsi les termes dont se composera définitivement [p, </] et par suite le binôme Zp^ auront tous la forme requise. On peut ajouter que l'indice du premier terme sera ^, et
celui du dernier ternie ou j suivant que
^ 4- ^ est pair ou impair.
86. Nous pourrions nous contenter de ces indications générales, qui .prouvent déjà suflSsamment la possibilité d'effectuer la transformation dont il s'agit^ mais comme la marche que nous venons de signaler conduit très-facilement au développement définitif de [/?, q~\^ nous ne laisserons pas de la suivre jusqu'au bout.
On trouve d'abord successivement
[/^ — 2, 9r]=[/?-3,ç]-h[/?— 3, 94-1], [^■4-2, y] = [ç-h I,gr] + [ç-^_I, ^4- l];
011 a d'ailleurs, en vertu des relations (8) , substituant, il viendra donc
-+- [^4-2, Çr H_i]4_...4_[^_i,^4_l],
ou
[pyq]=-{q,q]^[q + ^^q-^^] + ^K, .'
si l'on fait j pour abréger,
R.=:[^4-2, (7-+- i]-h[<7 4-3, 7-hi] + . . . + [^—1, ^ + 1].
Les différents termes de cette dernière équation, développés de la même manière en série de la forme (9), donnent successivement
[y—i, 7+0— -[7+ïj 7+i] + [7 + 2, 7 + 2]
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Eu ajoutant ces équations en nombre p — </ — 2 = r — 2, on trouve
OÙ
Chaque terme de cette nouvelle série peut se développer de la même manière, et ainsi de suite. Si l'on appelle Hp le coeflicient du ternie qui en a p avant lui dans le développement de la /z'""'" puissance du binôme, en sorte que
fio = n,^ = I , /z, = «„_, = // , ïi. = «„_•. = ")'"•>
n [h — \\ [n — 1] . . An — 0 -f- 1 ) ^ ^ 1 . 2 . 3 . . . p
si, de j)lus, on se rappelle la relation facile à vérifier
np-\-np^,— [n->t-i)p^,,
fjui donne Tune après l'autre les égalités
«,. -h (//-+-■ i), -h(// H- 2), -h. . . +(«-f-p)p= [n 4-r>-|- i)^, ! ou, en d'autres ternies,
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on trouvera successivement
-Hl/-— 5), [^-4-4, 7-h3j -!-(/•- 6). [7-4-5, 7-f-3] -h. . .-h2,[/^ — 3, 7 -h 3]
= ^('--3),[7-+-2,7 + 2]H-{^-4)47^-3,7-+-3]4-R3, R -i(^_4)3[^ + 3, ry + 3]-+-(r-5)3[7 + 4, v + 4]
de. On poursuivra ces développements jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les termes, c'est-à-dire jus(|u'«à ce qu'on arrive à une expression qui n'ait plus besoin d'être transformée. Celte expression sera, dans le cas où r est un nombre impair :
dans le cas où r est un nombre pair :
Si l'on substitue les valeurs de Rj, Rj, . . . , | /^, 7 ] scmm exprimé par une série dont les termes successifsrenfernioront [<7, </], [<7+ I, <7-f- i], [7-4-2, 74-2],. . ., multipliés respectivement par l(!s coefficients
DISTINCTION DES MAXIMA ET MIIVIMA
OU par
1 ir ir(r~3) I r(r— 4)(/' — 5)
puisqu'on a en général
_ I rir—p— i) (r — p — 2). . .(
Remettant pour [p, g], [g, ^], [<7 -i- i, ^ -h i],- • leurs valeurs, on aura donc définitivement
dp .az'^1^ , dl.az^P^ dl . ai"'^ z'^^^ r </?+', «i'— 2) z^î+')
dxP dxl dxl 1 ctz:?+'
"^ '■ I .2.3 dxl^'
série qui finit d'elle-même lorsque les dérivées de a cessent d'avoir un sens, et où l'on prendra le signe supérieur ou in^iérieur suivant que la différence p — q z=.r sera paire ou impaire. Le dernier terme de ce développement sera dans le premier cas
dx et dans le second
L'indice q H- - =: — -, ou (] -f-
dx
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qui affecte ce dernier terme, est nécessairement inférieur à fi, puisque p est tout au plus égal à /i, el p^q. Celte observation est importante, car elle prouve que les binômes Zp^ qui font partie de 4> (z) et qu'on ramène à la forme (6) par les développements qui précèdent, ne peuvent contribuer en rien à la formation du terme
— '—^^ — 5 lequel, par suite, devra son existence uniquement au dernier des monômes (7). Il est dbnc^ démontré non-seulement qu'on peut développera (z) en une série de la forme (6), mais aussi qu'on aura dans le dernier terme de ce développement,
rfe(«)2
87. Revenons à l'expression 4> (z):que nous venons de mettre sous la forme
, d.k.z' dKkiz" : ■d'^.knz'^'')
^ ' dx d.T^ dx"
Si nous y remplaçons z et ses dérivées z\.z" ^ . . . , par une autre fonction u et ses dérivées u' ^ u'\ . . . , elle deviendra
Cela posé, nous allons démontrer que la différence
est une dérivée exacte, quelles que soient les fonctions uQiz.
Considérons en effet deux termes coirespondants quelconques '
, ( dP.kpzU') dP.kpuiP)] ^ ' ] dxP dxP
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(le celle différence, et rappelons-nous que, d'après un théorème connu du calcul différentiel, on a
p(p— i) d\Apz(P^u(P-')
dx
si l'on retranche la seconde équation de la première, et qu'on fasse, pour abréger,
Vo = Ap[u(P^z(P) — u(P)z(P^] = o,
V,=:^Ap[u(l>'>z(P~n — U(P-')Z'P^],
^V,= ^^^~^' Ap[u(PH(P-') — uiP-')z(P)l .
Vp = Ap[u(pyz—uz(P)], :''■■„'
le couple de termes que nous considérons, deviendra
- • i rf^.A.zC/-)- dP.ApuiP)l_d i _^ , _^^1%|
^ ' \ dxP dxP )~~dxi' dx ~^ " ' -^ dxP-^- \
Si, dans cette équation, on donne successivement à /? toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à n et qu'on ajoute les différents résultais ainsi obtenus, on trouvera la différence u^ [z] — z 4> («) exprimée par une suite de dérivées exactes: cette différence sera donc bien ellemême une dérivée exacte.
88. Examinons en particulier la forme que prend la différence w ^ (z) — 2 <î> («), lorsqu'on y fait ^ = //z,,
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Zx étant une nouvelle fonction quelconque de x. Si, dans les équations (ii), on substitue à z et à ses dérivées les valeurs
Z = UZi,
z' r= uz\ -
ziP) = uz'^' + ^ a'z[^"'^ _^.PiP-^) ,,.,(.-)
Ui , Us , . . . , Up deviendront des fonctions linéaires de z\^ ^", , . . . , z\^^ et le coefficient de z['^ dans le développement de U,. sera
—p{p — i)..\{p-r-i-j)p{p—i)..:(p — s-{-i))iiP--)u(P-')\,
expression qui reste la même lorsqu'on permute entre eux les indices r,s. Ainsi IJ,,U2,.--î Up seront exprimées
par des équations linéaires en z\, z'[, . . . , ^rj^'^dans lesquelles les coefficients seront les mêmes sur les lignes horizontales et sur les lignes verticales de même rang; il en résulte qu'on peut les représenter par les dérivées partielles d'une fonction '^^ homogène, entière et du second
degré de s', , s", , . . . , 2/' , de sorte que
dz.
dz\
Dès lors, si l'on ajoute les équations (11) après les avoir multipliées respectivement par ^i, 2',, ^'',. . ., z[^^ \^ le
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premier membre sera 2t}^p, tandis que le second membre
^ ..(D\ . . P .,f/.-n ' , . ..Jp)
A^ z'^P) • wC/') z, -h '- «(/'-') s, 4- . . -t- wz
se réduira à
on aura donc
i , dP .zz, , dP .uz,
^ i dxP dxP
^ ^ ''^ 'JL ' l d.TP dxP j
valeur symbolique, ou abrégée, de la fonction liomogène du
second degré en -3,, z\^..., 2|, dont les dérivées partielles
représentent les quantités L'i, U^,. . ., U^. On obtiendra la valeur de <|>p, sous la forme défini tive^ en remplaçant z par nz^ et elîectuant les diilérentiations indiquées.
Les diiîérenls couples de termes dont se compose la diiîérence zi 4^ (2 ) — z 4> ( u) , s'expriment ainsi par les dérivées partielles de certaines quantités (j/j, il^s,..-, ^„,
fonctions homogènes du second degré en z', , z\ , . .
Donc, si Ton fait
^ sera encore une fonction honiogènt; de z'^ , z", , du second degré, et Ton aura
Il est essentiel de se rappeler qu'un terme quelconque ^^ de la somme (|; = il^i -}- ^l^j 4- . . . (^„ ne renferme les dérivées de z^ que jusqu'à l'ordre ]) inclusivement,
car il en résulte (jue le <'airé z "'' enti<î uniquemcîJit
JV. 12
dans le dernier lermed;„,où il a pourcocfficienl A,,//',
c'esl-à-dire que l'on a
rh
89. Adnicitons maintenant que // soit une valeur connue de z qui satisfasse à l'équation diirérentielle ^ [z)=o^ en sorte que
soit une équation identique, et faisons, pour abréger,
Téquation (i!^) doinicra, en intégrant,
//.<I>{r.)./.r = ~.I.,(zV..
J^e procédé qui nous a conduits h transformer ^{2) (n" 80), s'appliquera également «à l'expression <I>,(r/ ), puisqu'elle dérive d'une fonction homogène tp du second degré de la même manière que ^(z) se déduit de la fonction homogène o. Donc, ^,(z'J pourra aussi se développer en une série analogue à (6), et l'équation précédente prendia la forme définitiv»
r/.IÎ,.'; _^./"-.B„.l"^
15,, 15g,. . ., lî„ étant des fonctions de .r, //, //,. . ., u^'*^ faciles à calcnlei* dans chaque cas particvdier. INotons ici seulement que la dernièriî de ces fondions, en vertu de ce qui précède, aura pour valeur
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90. Eu résumant les résultais auxquels nous sommes parvenus, nous pouvons maintenant énoncer les deux théorèmes suivants :
Théorème I. — Si 9 est une fonction homogène du second degré en z^ z'^ 2.", . . . , z^"^, l'expression
(U • (ix^ dx"
sera une fonction linéaire de 2, z\ z'', . . . ,5^'"^, qu'on pourra mcltro sous la forme
l Ton aura
(ix ' d.T- dx"
dzi'-y'
Théorèmk U- — Si u est une valeur particulière quel conque de z qui satisfait à l'équation dilïérentielle
dx dx- dx"
<ît qu'on fasse z = 7iz,, le produit u^[z) sera une dérivée exacte, quelle v-juc soit la fonction z^ : son intégrale prendra la forme
/ //, <î) Cl c/j: — — H, r. , H ; — . . . zt , ,
dx dx"
c\ Ton aura
î)1 .- (a's deux ihéorènics nous serviront à enfectuer les transformations nécessaires pour metlr(* en évidence le signe de la variation s<!conde o'S. Lorsque les valeurs limites de .r, } , r, j", . . . ,7""^ sont fixes, cetle variation
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est, comme nous F avons déjà vu,
S'S=: j S(V)§f,dx, el l'on a, d'après la signification connue de (P),
Or, en faisant, pour abréger,
on trouve
^P = â'ju Z -i- <7i,, Z' -4- <7oj s" -h . . . 4- /2o««^"^
^P, — /7„z -4- û,,^' -f- ^ivz"-+-. . -H- «i«Z^"^ §V: = a,,Z -h «... ^' 4- û,:Z"-f- . . . +• fl-..„2("',
^P„ — «„oZ -i- ^7„, z' -4- fl„.::"-l- . • ••+• «««z^"^-
Les seconds membres de ces équations sont évidemment les dérivées partielles de la fonction homogène du second degré
-h -^..z'z'-h ûnz's" 4-. • .-l-«l«^'z^"^
-h - fl.., zV-+- . . .-^a.„z"zi"),
c est-a-dire que
o-p = f(c), ^P.=rrç.'(z';, <ÎP,rr:<p'(z"),.. , ,ÎP„ z:.r <f' (z("));
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on aura par conséquent
expression à laquelle, en vertu du théorème I, on peut donner la forme
dx dx' dj:" ^ '
et la variation seconde deviendra
{i5) o"'S=r 1 z<^(s)rfx.
Nous savons d'ailleurs que ^(P) z=z^[z) =o est une équation différentielle à laquelle on satisfait de la manière la plus générale en donnant à ^y o\x à ^ la forme (4), en sorte que, si Ton fait
df df df
on aura identiquement, ou pour des valeurs quelconques de a-, ^[u) =o- d'où l'on conclura, d'après le théorème II, que zf0(z) est la dérivée exacte d'une expression de la forme
(Ix dx" ' ^ ''
dans lacjuelle
Comme la fonction z et ses dérivées z\ z"^. . ., ^^("-i) sont nulles aux deux limites de l'intégrale, en vertu de riiypolhèse admise n" 81, il en sera de même de z^ et de ses dérivées jusqu'à Tordre // — i . An moins si l'on choisit
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les constantes a.-^^ o-g , . . . , de manière que u ne soit nul pour aucune des limites.
92, Cela posé, si nous remplaçons z par uz^ , nous trouverons, en intégrant par parties,
ou simplement
puisque Z, , comme nous venons de le dire, est nul aux deux limites de rintégrale.
Cette nouvelle intégrale se transformera de la menu; manière, dès qu'on aura trouvé une valeur quelconque de z\ qui satisfasse à Téqualion dilierenticUe ^^(z\) = o. Or, comme
dx
à chaque valeur de z qui rendra ^(2) nul, correspondra, en vertu de la relation z =z uz^ , une valeur de z^ qui rendra ^1(2',) constanU*. <ît si nous posons
df dj df
dfiy da , da-2n
|3, , |Sj, . , . , étant un nouveau système de constantes arbitraires, l'équation ^^{^) = o se trouvera satisfaite (|uand on donnera à z la valeur v^ ce qui revient à remplacer z^ par v\ . Donc la valeur v\ de z\ réduira la fonction <î>,(z',) à une constante, ou fera qu'elle ne dépende plus de x, mais uniquement des valeurs attribuées aux constantes arbitraires a, jS, dont on pouria disposer de; manière à rendre cett(; fonction nulle, ou à Vi'riliei identicjiu^moiil
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« réquatioii ^t(^\) = o. Dès lors eu faisant
on conclura du lliéorèmc II que ^^', ^1(2, ) est la dérivée exacte d'une expression
cl qu'ainsi une nouvelle intégration par parties ramènera la variation seconde à la forme
(16) ^^Sr=: I z",<l>,(z",]dx.
A chaque valeur de ::', qui rend ^i{z\) nul, correspond, en vertu de la relation z\ ^^ u\ z\ une valeur de z'[ qui réduira ^2(2'^) à une constante-, or si l'on pose
df df df , , ,
on pourra disposer des nouvelles constantes arbitraires 7i , 7, , . . . , de manière à vérifier l'équation ^i(^^',) = o • donc iv'j seia une valeur de z^ qui rendra la fonction ^^{^z\) indépendante de j", et qui par une nouvelle relation convenable entre les constantes arbitraires rendra cette fonction nulle, en sorte que l'éijuation^., (w") = 0 sera idenli(piement vériii<'e. Dès lors, si l'on fait
la variation seconde prendra la forme
Une nouvelle Iransformalion semblable conduira à exprimer la variation seconde [)ar une nouvelle fonction indélei'inlnée ;î7, <'' amènera un nouvelles constantes
arbitraires, liées entre elles par trois équations de condi- . lion. En continuant ainsi, on arrivera nécessairement aune équation
-î^s^jf >U„(4''W,^
dans laquelle ^„(^;''^) aura la forme Q^^,^''^ Le coefficient Q,. est d'ailleurs facile à déterminer, car on a
et par suite
valeur <|ui, substituée dans la variation seconde, lui fail ])rendrc la forme
1)3. Avant (le tirer de cette forme dernière de c^^S des conclusions définitives, il est bon de rappeler les substitutions (jui y ont conduit, et de passer en revue les diverses formules qui doivent servir au calcul du facteur
uu\\\'\ . . . z^^" . Soit toujours
y—fix, a,, fl,. . ,«,„)
l'expression la plus i^énérale de y en x qui satisfasse à Féquation dillérentielle de Tordre 2 «, (P) = o, et dont on a déterminé les 2// constantes arbitraires /i, , a^^. . . de manière à rendre nulle la variation complète de Tinlégrale S == f\ rlx. Pour nmenei' la variation seconde à
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la forme voulue , on écrira d'abord les n équations
- ; df df df
« = a, h «2 h ... -h (f-ln ~ •»
da^ da^, da^^
n "if . df df
p-o) / ' da^ ^ da, da.„
1 df df df
f ' day da-, da.,,
dans lesquelles a, (3, y, . . . sont des constantes arbitraires en nombre 2/i*^ ensuite on fera successivement
et l'on tirera lune après l'autre de ces équations les valeurs des quantités //, p», , tv" , . . . exprimées au moyen des
c ■ ' df df df , ,
tonctions -— » -7— ? • • • ? -^—5 et des constantes a, p, 7, . . . . r/rt, dn, da^„ ' '
Ces constantes ne sont pas tout à fait indépendantes les
1 ni- • r • ''('^ — ^)
unes des autres, car elles doivent satisiaire aux — ^
équations suivantes :
\ "^^ (^ ) = 0 5 <î», {«/, ) zzr O , . . . , (22) 1 ■ «l',(«';)r=0,...,
les fonctions <4^,, ^s^ • • •, étant définies par les é(juations
fa<l>(z)d.r= - cl..(c',), /./. <I).{z',) =: - <î>.(3';), ....
Ajoutons que le nombre d(î constantes réellement indépendantes éprouve encore une réduction considéiable par
le fait (jue le produit nv\\>\. . . c " ne renferme <jue des
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combinaisons particulières de a, (3, y, . . . , ou plutôt seulement les rapports de ces combinaisons, entre lesquelles il existe en outre un certain nombre de relations identiques. Nous ne pouvons signaler ici que d'une manière vague cette réduction, qui se présente d'ailleurs d'ellemême dans les cas particuliers.
Le facteur z''' , le seul qui dépende de la variation ^j
ou z^ est une fonction linéaire de z, z\ z" , . . . , z^"\ comme on le prouverait sans peine en exprimant succes- .sivement z, , -j, . . . en z à Faide de la dernière colonne des équations (21). auxquelles on peut donner la forme
La théorie des déterminants fournit du reste un
moyen très-simple d'exprimer le produit u^'^w"^. . .^y
en fonction de «, v^, ^v, . . . , z, comme Ta prouvé M. Hesse [Journal de Crelle. t. LIV, p. 227 et suiv.) dans un excellent Mémoire, auquel nous avons emp un té une partie des développements qui précèdent. M. Hesse commence j)ar énoncer le théorème suivant :
« En désii;nant par <7, Z', <:,..., //-h 1 fonctions d'une
sives de la première fonction , par //, //, de la seconde. <'tc., on a
/>(") cell
es
. .rf")
X étant nne <onsl«nne mi niK; fonction (jUclcon(]n(' de la
lab!
e indcjUMidanlc. u
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On établirait sans peine ce théorème en développant les dérivées qui entrent dans le premier membre, et s'appuyant de ces deux propriétés connues des déterminants: 1** qu'on peut ajouter ou retrancher à tous les éléments d'une même colonne des quantités respectivement proportionnelles aux élémens d'une autre, sans altérer la valeur du déterminant: 2° que si l'on multiplie chaque élément d'une colonne par un même facteur /, le déterminant entier se trouvera multiplié par /,
Cela posé, considérons le déterminant
a u . . . Il-
D = I rv w'
remplaçons ^/, i^, "^v, . . . z par leurs valeuis,
lii-ées de la première ligne des équations ('ij), il vicndiM
Substituant 'à v , ^\'\ , . . . , r' leuis valeurs
tirées de la seconde Wi^wc d<'s écju.uions (21) , on trouvera
de même
iV^ . . . w
ot, en coiîliiiuant ainsi, on arrivera enfin à l'équaliou
( 23 ) D = w"+' pj" (vf ~' . , . zl"' .
Le délerminant
qui s«3 déduil de D en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne, se réduira de même à
D„ — ii"i>'
En divisant le premier déterminant par le second, on aur
c'est la valeui" cheichée du produit en aueslion, et la variation second(! deviendra, ])ar conséquent,
25) '?S== / — — - — Jx.
La variation dy ou r, avec ses dérivées, entre uniquement dans le numérateur D, et si l'on représente par D,,
la aerivce — —- laquelle a son tour est un delerminanl
indépcntlanl de z. z' r, " , le raj)p(Mt des deux déler-
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tninants contenus dans J'S s'exprimera ainsi :
* D _ D,z-uD.z^-4-. . . H-D.s<"^
95. Cette discussion a été nécessairement un peu longue, mais par compensation les conclusions qu'on en tire sont très-simples. La forme (19) ou (25) à laquelle nous avons pu ramener la variation seconde de l'intégrale JVdx^ prouve, en effet, que le caractère distinctif du maximum et du minimum se trouve uniquement dans la dérivée partielle du second ordre
Si cetle dérivée reste toujours positive ou toujours négative entre les limites de l'intégrale pour la relation entre X ety soumise à l'examen, cette relation correspondra dans le premier cas î\ vm minimum, dans le second à un maximum de l'intégrale ^ mais si elle change désigne entre les limites dont il s'agit, il n'y auja ni maximum ni minimum. Dans ce cas, en effet, on pourrait évidemment disposer de la fonction arbitraire z ou c3y, contenue dans le facteur D, de manière à rendre à son gré la partie positive de l'intégrale (sS) plus grande ou plus petite que la partie négative, et par conséquent la variation seconde J"^S serait elle-même susceptible de clianger de signe.
Dans ce que nous venons de dire, nous avons supposé
implicitement que m la dérivée — — --•, ni le lacteur — ne
djv'y D„
deviennent infinis pour aucune valeur de x comprise entre les limites JT-i, x?, et nos conclusions ne seraient plus légitimes s'il en était autrement, parce cju'alors la variation seconde o"S pourrait elle-même devenir infinie, <;e qui rendrait incerlaisie l'existence du maximum ou du minimum. La règle que nous avons énoncée ne sera donc rigou-
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reusement établie, qu'autant qu'il sera démontré qu'on peut trouver pour les constantes a, (5, . . . , a^, |3,, . . . , un système de valeurs qui satisfasse à la fois aux conditions (22) et qui ne rende D„ nul pour aucune valeur de x comprise entre les limites de Tintégrale. La question de reconnaître s'il existe ou non un pareil système de valeurs, est en réalité la partie la plus délicate de la tliéorie de Jacobi, et elle attend encore sa solution générale.
JNous n avons plus k examiner ici le cas où — pourrait
être constamment nul entre les limites de l'intégrale, car nous avons déjà fait remarquer, au commencement de cette leçon, que si Ton pouvait admettre une valeur de ^y (jui rendît constamment nulle la fonction sous le sign<' intégral dans la variation seconde, on n'aurait alTaire ni à un maximum ni à un minimum de l'intégrale proposée.
96. 'Après avoir exposé la méthode générale par laquelle on distingue les maxima et les minima des intégrales simples, renfermant une seule fonction inconnue/ avec ses dérivées successives juscju'à un ordre quelconque, nous allons faire l'application de cette méthode aux <!as particuliers les plus ordinaires.
Supposons d'abord que dans l'intégrale
dont il s agit de trouver le maximum ou le minimum, T ne renferme que x et y; soit de plus
la valeur de } (jul rend nulle la variation ])reniière de l'intégrale, la variation seconde se réduira, pour cette
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même valeur de ^', à
d'où il résulte immédiatement que le maximum ou le
minimum a toujours lieu, lorsque la dérivée -—reste
constamment soit négative soit positive, sans devenir infinie, mais qu'il n'y a, au contraire, ni maximum ni minimum toutes les fois que cette dérivée change de signe enire les limites de l'intégrale.
97. Considérons en second lieu le cas où la fonction V dans rinlégrale f\(Ix renferme x, j , y' . Soit
j — /(.r, rt,, a,]
la solution (pii rend nulle la variation piemière; désignons, pour abréger, par r,, j\ les dérivées partielles —-^
If — • Nous avons vu (n*' 82) qu'en donnant à or la valeur
oi^i\ -\- aii\^ oL^j a.^ étant dos constantes aihilraires, on rendrait nulle la variation seconde O^S, et qu'il n'y aurait, par conséquent, ni maximum ni minimum, si ^y pouvait recevoir cette valeur dans les conditions du problème, (jui exigent ([ue or soit nulle aux deux limites de rinlégrale. La j)remière condilioïi du niaxiniuni ou du minimum est donc que l'équation
'jL^i\ -h y.^r-.zzzz G, ou - = =.111^
///. étant arbitraire, ne puisse avoir lieu à la fois aux deux limites de l'intégrale, ni même pour deux valeurs quelcon(jues de x compiises entre .t;, et .rj, c est-à-dire que le
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rapport - ne passe pas deux fois par une même valeur m,
lorsque x augmente continuellement depuis x^ jusqu'à x, . Si cette condition est remplie , on examine de plus près la variation seconde
laquelle, en faisant z = oy et u =z «, i\ -f- a,/', , prend la forn^e
Cooinie la variation seconde ne peut non plus devenir infinie, sans que l'existence du maximum ou du minimum soit compromise, il faut en second lieu qu'on puisse assigner aux constantes arbitraires «i, a^ des valeurs telles, que le dénominateur u ne s'évanouisse pas, c'està-dire que l'équation
ne soit vérifiée pour aucune valeur de x comprise entre .Tj ei Xs- Or cela est toujours possible pourvu (ju'il existe
une valeur que le rapport - ne prenne pas entre les limites de l'intégrale, puisqu'il suHit alors de donner à (n
ou à précisément celte valeur. La nouvelle condi-
tion du maximum ou du minimum est donc que le rapport - ne prenne pas, entre les limites de l'intégrale fi
toutes les valeurs possibles depuis — 00 jusqu'à -f- 00 .
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Le rapport- jouit d'une propriété remarquable que
nous allons indiquer. Comme r, et r, aussi bien que la fonction plus générale «j r^ + «j /'j sont des valeurs de ây ou de z qui rendraient nulle l'expression ^ (P), à laquelle
d,A z' on peut donner la forme Ao^ T~~' ^*^ ^"'^^ identiquement
Aor, — — r=o, AflTj =0,
dx d.r
ou bien, en éliminaiU Aq et intégrant,
' d.T A,r\\ Cette dernière équation, dans laquelle C est une con-
stante arbitraire, et Ai = -—'> montre que la dérivée de
-ne cliangc pas de signe quand -—n'en cbange point,
ce (jui d'ailleurs est une des conditions essentielles du maximum ou du minimum. Il en résullc que le rapport
- est sans cesse croissant ou accroissant j que s il est croissant, après avoir aUeiiil la valeur -f- oo , il passera brusquement à — co pour croître de nouveau* c[ue s'il est décroissant après ctie devenu égal à — co , il deviendra subitement -}- co })()ur décruîhe encore^ de sorte; qu'il n<; pourra reprendre la même valeur sans passer successivement ])ar .toutes les valeurs possibles comprises enlre
— co et -+- co . Ainsi les deux rcsiriclions imposées cà -'
par la condilion (pie la variation seconde ne devienne ni
nulle ni infinie , se confondent en une seule. On voit en
IV. i
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même temps combien il est essentiel que les limites de l'intégration ne soient pas trop étendues. En effet, si Ton fait croître la variable x à partir de la limite inférieure
Xi, le rapport - croîtra ou décroîtra d'une manière con-
linue et pourra, après avoir passé une fois par Tinfini, reprendre, pour une certaine valeur de x, la valeur qu'il avait pour x = Xii cette seconde valeur de x est la limite supérieure jusqu'à laquelle ou au delà de laquelle l'intégration ne doit pas s'étendre, pour que le maximum ou le minimum puisse avoir lieu.
Ces conditions préliminaires étant remplies, l'inté-
erale S sera un maximum si la dérivée -—7- reste cou-
stamment négative, un minimum si elle reste constamment positive; mais l'intégrale ne sera ni maximum ^û minimum si la dérivée dont il s'agit change de signe entre les limites Xi et x?.
98. Considérons encore l'intégrale J\dx dans laquelle V est fonction de x^ y, y', y"-^ admettons que
soit la forme de y (jui rende nulle la variation première cîS; désignons, pour abréger, par z la variation or, par
7, , /'ç, /'a, Ti les dérivées partielles -f-î —'> -f- 9 -f- ^ cl
ci a y da-> il Ut, dn^
posons
u ■=. a, A, -h ai Tî -f- a-, r, -f- a^ r^ , V =z ft, /•, 4- §, /-, -h fis i\ -h p4 r, ,
Il II u
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la variation seconde prendra la formé
Entre les huit constantes a, j3, il existe [(22), n°93] une certaine équation de condition t|/i(p''J = o, que nous n'examinerons point ici. Il est d'ailleurs facile de voir que ces constantes n'entrent dans les déterminants D et Dj que par les six combinaisons
a, B,— ai fi,, a.p, — ajf.,, a, p, -- a< f , , a, p, — xj 6, , a, ^, — a^ p. , «3 j5^ — a, p^ ,
liées entre elles par une relation identique^ car si, au produit de la première et de la sixième combinaison, ou ajoute celui de la troisième par la quatrième, on retrouve identiquement le produit de la seconde par la cinquième. Ajoutons que la variation seconde o^S no contient que le rapport de ces combinaisons, de sorte que le nombre des constantes réellement arbitraires se réduit à trois.
Cela posé, pour l'existence du maximum ou du minimum, il faut :
i^ Que oy n'admette pas de valeur qui rende nulle la variation seconde ^^ S, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de valeurs des constantes «j, «2, or^, a^, diliérentes do zéro, au moinsquant à quebpies-unes d'entre elles, qui ])uissent vériiier l'équation
a. '"i -+- «2 1\ -h aj r^ -f a< r< =: o
aux deux 'limites de l'intégrale, ou, en général, ]K)ur deux valeurs distinctes de x comprises entic ces limites^ 2^ Que la variation seconde ne devienne pas infinie, et, en particulier, qu'on puisse assigner aux constantes a, |3 des valeurs qui ne rendent nul le dénominateur
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Di-=ui^ — ^^V, pour aucune valeur de x comprise èiilrc
jc j^ eL jc^ i
3"^ Que -7-77^ ne change pas de signe entre les limites
de Fintégrale.
Si ces trois conditions sont remplies, il y aura maximum
ou minimum, suivant que la dérivée -7-77^ sera négative ou
positive.
Nous ne parlerons pas ici de la distinction dos maxima et minima des intégrales doid)les; les indications qu'on a données à cet égard n ont guère d'utilité pratique, parce qu'elles reposent sur Pintégrationde certaines équations aux dérivées partielles, intégration qu'on ne sait presque jamais eirectuer.
^J^ \>?. i.K v\\VM\\:\KV. l'Ar.nv,.
NEUVIEME LEÇON
Ucitliei-cliu do courbes planes ayant des propriétés de niaxinuun ou minininni. — Li{;nc la plus courte entre deux })oints. — C-ourhc de longueur donnée renrcrmanl l'aire niaxima. — Ciuirlic qui engendre la s\ir(a(e de rcvolulion niiiiiina. — Courl»e de longueur donnée qui en{;cndre la itlus rraiule ou la plus pelile surl'ace de révolution. — Courbe de lon- ;;ueur donnée »jui enjjcndre le solide de révolution du plus grand ou du plus petit volume. — Courbe génératrice de la surface de révolution q«û sous une étendue superficielle donnée rejiferjne le plus grand ou le plus petit volume.
99. Parmi les applications du Calcul des "variations à la Gcomclric, les plus simples sont celles où l'eu clierclie lies courbes planes jouissant de certaines propriétés tic maximum ou de mininuim. L'équation de la courbe etanl rapportée à un système de coordonnées rectangnlaircîs .r, y, la question rcîvient toujours à déterminer j^ en fonction de x àa manière à faire acquérir à une ceriaine intégrale ou à une certaine expressiou définie sa plus grande ou sa j>lus petite valeur. La marche à suivre pour résoudre toutes les (jueslions de ce genre ayant été expli(]iiée avec détail dans la sixième leçon, il nous suffira i.\c. passer en revue d'uPi coup d'oeil rapide les formules dont nous aurons besoin.
Dans les problèmes dont la résolution sera l'objet de cette leçon, 1 inlégiale qu il s'agit de rendre maximum ou minimum ne riinferme avec la vaiiable x et la fonc-
lion j^ que la dérivée du premier ordre y' . La question à résoudre est donc celle-ci :
Etant donnée une fonction V de x^ y^ y'\ trouver la relation entre y et x pour laquelle tinté grale
Vdx
devienne maximum ou minimum.
Si l'on appelle P, Pj , les dérivées partielles de V relatives ày, j^i , la variation complète de l'intégrale sera
La forme cliercliée de la fonction y doit rendre oS nulle et par conséquent satisfaire d'abord à Téqualion différentielle du second ordre
laquelle, par deux iiité^ralions successives, donnera la relation cherchée entre x,y^ avec deux constantes arbitraires.
L'é(jualion (1) s'intègre iinraédiatement une première fois lors(pie ^ ne renfcime pas la variable x, mais seulement y-i y't et elle conduit alors (n"01) à l'équation' diiïéientielle du premier ordic
c étant une constante arbitraire.
Lorsque V ne rcnfeime pasy, on a P = o. et l'équa-
lion (i), devenue --— ^ =r o et intégrée, donne
P, = constante.
Dans le cas plus particulier encore où V et par conséquent Pi est fonction de la seule dérivée y, il en résulte y' = constante, et, par suite, en désignant par a alb des constantes arbitraires ^
é(|nalion d'une droite qui est alors la ligne cherchée.
Les équations aux limites se modifient selon les. restrictions imposées aux valeurs limites de x, y, ou aux points extrêmes de la courbe cherchée. On remarque surtout les cas suivants :
1" La courbe doit être menée entre deux points fixes. — i^es valeurs limites de ;r, y., étant données, la variation 'ÎS ne fournira aucune nouvelle condition relative aux limites.
2" La courbe doit être menée entre deux droites fixes parallèles à V axe des y. — Les valeurs limites de x étant données et celles dey restant variables, on aur; (n*^57, i^) les nouvelles conditions
on les énonce plus simplement en disant que l'équation
doit être vérifiée aux' deux limites de la couibe.
3" Lja courbe doit être menée entre deux droites fixes parallèles à l'axe des x. — Les valeurs limites de r étant données et celles de x restant variables, on aura
(n** 57, 3°) les équations aux limites
ou , plus simplement ,
pour chacune des limites de la courbe. Dans le cas particulier où V ne renferme pas x, nous avons vu que l'équation générale de la courbe prend la forme V — P ^ i '= c-, la condition (4) exige alors qu'on ait c = o.
4" La courbe doit être menée entre deux lignes quelconques. — Soit y = f ( j:^) l'équation de Tune ou de l'autre de ces lignes- les coordonnées de l'extrémité correspondante de la courbe étant assujetties à vérifier cette même équation doivent en outre (n^ 57, 4^^) satisfaire à celle-ci
condition qui, en vertu de Téqualion (2), se réduit simplement à c -l-Pif'(x) = 0, lorsque V ne contient pas x.
Les équations aux limites, jointes aux restrictions posées à priori, serviront toujours à déterminer soit les points extrêmes de la courbe, soit les constantes arbitraires contenues dans son équation.
Les formules simples que nous venons de rappeler suffisent à la résolution des problèmes suivants :
PnoiîLiùME 1 .
iOO. Trouver la ligne la plus courte entre deuX points donnés.
La longueur d une couibe plane étant en général exprimée par l'intégrale
il s'agit de déterminer^ en fonction de x de manière que cette intégrale soit un minimum. En conservant les notalions du numéro précédent, on a
et l'équation indéfinie P ^ = o devient
Il en résulte
= o, ou P, = constante.
et en intégrant
y^ax-^ h.
équation d'une droite qui est la ligne cherchée. Les constantes arbitraires a et h seront déterminées parla condition que la droite doit passer par les deux points donnés.
L'examen de la variation seconde (n" 97) montre que le minimum a réellement lieu, pourvu que les deux conditions suivantes soient remplies, à savoir : i" que le
rapport des deux dérivées — -> -— ne prenne pas la même
^ da du ^ ^
valeur pour deux valeurs diQércntes de .r, comprises entre les limites de l'intégration ; 2" que la dérivée par-
lielle du second ordre -—- reste constamment positive
dy '
entre ces mêmes limites. Or, on a dans le cas actuel
da d'\ 1
± ' ' dj db
valeurs qui satisfont évidemment aux conditions dont il s'agit. Donc la solution (i) correspond à un vrai minimum de l'intégrale proposée.
Considérons maintenant quelques modifications du problème que nous venons de résoudre.
i^ Si Ton ne fixe que les limites de x, en laissant indéterminées les valeurs limites dey, ce qui revient à clierclier la ligne la plus courte entre deux droites parallèles à Taxe dasj, Téquation indéfinie (i) restera la même et l'on aura en outre
P, = o, ou jr'=o,
pour les deux limites, ce qui prouve (jue la ligne minima est perpendiculaire aux deux droites parallèles.
2*^ Si Ton fixe, au contraire, les valeurs extrêmes de }, sans déterminer celles de x, c'est-à-dire si l'on cherche la ligne la plus courte entre deux droites données parallèles à l'axe des j", l'équation
qui alors aura lieu aux deux limites, donne
(;t piouve ainsi que la ligne cherchée est encore perpendiculaire aux deux droites doiniées.
3" Considérons enfin le cas plus généial où les exirémités de la ligne cherchée sont seulement assujetties à se trouver sur deux courbes données. Soit y = f (x) l'pquation de l'une de ces courbes, par exemple de celle qui correspond à la limite inlerieure, de sorte que la foiictiony soit assujettie à priori à la restriction
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on aura pour la même limite la condition > >'.
V— [j'-r(x)]P.=:0, ou H-/f'(^)=:0,
et on en conclura que la ligne cherchée, qui est toujours une ligne droite , est normale à chacune des courbes limites données.
Problème IL
lOi. Une courbe plane étant donnée, trouver une seconde courbe de longueur donnée et telle ^ que Vaire comprise entre les deux courbes soit un maximum.
Soitj^ = f (x) Téquation de la courbe donnée; l'aire qu'il faut rendre maximum, et la longueur de lare qui doit rester constante, étant exprimées respectivement par les intégrales
ie problème se réduira à chercher le maximum absolu de la somme
\y-{(a:)-csji-^y'^\da:.
c étant une quantité constante, mais inconnue, dont on disposera à la fin du calcul de manière que l'arc de courbe cherché ait la longueur requise. On aura
■.y—{(^a:) — cs,li-^y'\ P=i, P,
la fôrnuile P r- = o donnera successivement
dx
dP, dx
dz(x — a)dx
Slc^-[x~af
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et, en iiitëgiant, .
équation d'un cercle qui est la ligne cherchée.
Puisque les extrémités de l'art; doivent se trouver nui ia courbe donnée, les valeurs limites dex,y sont liées eiUre elles par les conditions
dont il faut tenir (■om])te dans la reclierchc des é(|ualions aux limites. On trouve alors (n^^ 57, 4'M pour chacune lies limites
ou
(2) i-hr'r(x) — o,
équation qui exprime que les deux courbes sont normales l'une à l'autre aux points de leurs intersections.
Il en résulte, en particulier, que si la première courbe t'st une droite, la seconde, dont la longueur est donnée et qui cij'conscrit avec la première la plus grande aire possible, scia une deiui-circonféi'ence.
INous avons supposé, dans ce qui ])iécède, <pie les points extrêmes de Varc. cberehé pouvaient se déplacer sur la courbe donnée j=: f (x). Si, au contraire, ces points étaient entièrement fixes, il n'y auiait plus d'équation aux limites, et les constantes r/, /;, c seraient déterminées par les conditions c|ue l'arc de ceicle doit passer par les points iixcs et avoir entre ces points une longueur donjiée.
Probliîme 111.
102. Entre deux points donnés^ mener une courhe telle, que la surface eJigendrce par sa ré\'olution aal ont (l'un axe donné soii un niiniinuni.
COURBES PLANES. 2o5
Si Ton prend l'axe de révolution pour axe des x, F intégrale qu'il s'agit de rendre minimum est
On a donc
v=rv !-+-/% p = vT+7^, p, =
yy
ii-\-y"'
et la fonciion j doit satisfaire à l'équation
dx
Or, comme V ne renferme pas explicitement la variable indépendante x, cette équation différentielle du second ordre s'intègre immédiatement une fois (n° 61 ) et donne
V - P./ = o, ou, en substituant les valeurs de V et de P
a étant une constante arbitraire. Il on résiilie
j = ±: , dx = ,
et, en intégrant de nouveau,
x-l^ + aP-^'^^"-''-
h étant une nouvelle constante arbitraire. De cette dcriiière équation, on tire successivement
rt:
y -f- y r' — «' - = ne
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et par suite
équation d'une chaînette, qui est la courbe cherchée. Si l'on appelle directrice la droite par rapport à laquelle la chaînette a la propriété caractéristique d'avoir son rayon de courbure égal à la normale, on peut ajouter que la chaînette a pour directrice l'axe même de révolution.
Les limites de l'intégrale, ainsi que les valeurs limites dej^, étant (îxes, il nV a pas d'équations aux limites; on disposera alors des constantes a et Z>, de manière à faire passer la chaînette par les deux points donnés. Si ces points n'étaient pas fixes, mais seulement assujettis à se trouver sur deux courbes données, et que y =r: f (x) fût l'équation de Tune ou de 1 autre de ces courbes, ou aurait pour la limite correspondante
V — [y — r(x)]p, =ro, ou I -h/r(x) = o;
la chaînette devrait donc être normale à chacune des courbes limites.
i03. Nous venons de dire que, lorsque les deux points extrêmes sont donnés, les (onstantcs «, h doivent être déterminécîs par la condition même (ju(î la chaînette passe par ces points. Mais pour que cela soit possible, c'est-àdire pour (pi'on puiss<; joindre les deux points donnés par une chaînette ayant pour directrice l'axe de révolution, la distance entre ces points ne doit pas excéder une (certaine limite ([ui dépend de leurs ordonnées ou de leurs distances à l'axe. Remarquons d'abord que si l'on prend pour origine des coordonnées le point de l'axe au(|uel correspond la plus petite ordonnée y = «, on aura h = oi
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l'équation de la chaînette prendra la forme plus simple
(3) y = ^ye'+e~
ei l'on trouvera, en divisant par a:,
XI X
Or, ce rapport ne peut varier qu'entre certaines limites <|ui sont les mêmes pour toutes les chaînettes comprises sous la forme (3), ou qui ne diflerent que par le paramètre a\ en effet, pour trouver la valeur de -qui rende
- maximum ou minimum, on pose
on trouvera, par des apj)roxinialions successives,
A cette valeur de - correspond
Si Ton fait
I ,5o888 =: tan
le rapport - ne peut avoir de valeur positive ou négative
inférieure à ± A"; la chaînette se trouvera donc tout entière au-dessus des. deux droites passant par Torigine et représentées par les équations
r = />x, y = — /ex.
Ces deux droites sont évidemment tangentes à la cliaînetUî. En effet, on a généralement
et Téquation (4). qu'on peut écrire comme il suit,
xy' — j =r (>, donne
ce qui exprime qu'aux deux points de la chaînette pour lesquels l'équation (4) a lieu, et dont nous venons de déterminer les coordonnées, les tangentes passent par l'origine et coïncident avec^ l(,\s deux droites limites.
Il est donc démontré que si Ton mène par l'origine des coordonnées deux droites faisant chacune avec l'axe des x^ de part et d'antre, un angle de DÔ'' 28' à très-peu près, toute chaînette représentée par l'équation (3) sera comprise dans l'angle supérieur formé par ces droites, et qu'elle sera touchée par ces mêmes droites anx ])oinls dont les coordonnées sont x = zhi,i9968«, ;^ =1,810 17 rt.
Il <'n résulte qu'il n est pas toujours possihlc d(; déterminer hîs constantes a et h dans l'équation (2) de manière à faire ])asser la chaînette par deux ]K)ints donnés A et 15. Si par le point A on mène une droile A(^ (pii rcncontte 1 nxc de révolntion eu C sous un angle de
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56° 28V et par le point C une seconde droite CD également inclinée sur cet axe, il faudra que le point B se trouve au-dessus de la droite CD ^ autrement la chaînette ne pourra plus être tracée, et le problème de minimum n'aura pas de solution.
104, Pour interroger la variation seconde, dillérentions tour à tour l'équation (2)
par rapport à x, <2, h^ il viendra
dh 2 \
ou
^IL — •>^~~ ^•'•'•~ ^'^y' !^ _ _ /
da a ^ db .
L'existence du minimum exige d'abord que le rapport
^ -, , . , dy dy
des dérivées —, -^î et, par conséquent, la fonction
X -•) ne prenne pas deux fois une même valeur entre
les limites .r,, x^. Or, cette fonction exprime l'abscisse du point où la tangente à la chaînette rencontre l'axe des x. Donc, en admettant que A et B {fi§. 3, p. 2i3) soient les points extrêmes de l'arc de chaînette que l'on considère, si par le point A on mène à la chaînette une tangente IV. ,4
AC qui rencontre l'axe des j: en C, et par le point C une seconde tangente CD qui louclie la chaînette en D, D sera la limite que la seconde extréuiité B ne peut ni atteindre ni franchir sans que Tare AB cesse d'avoir la propriété d'engendrer une surface minima. En d'autres termes, il faut que les tangentes menées à la chaînette aux deux points extrêmes A, B se coupent au-dessus de Taxe de révolution, sans cela le minimum n'aura pas lieu.
Lorsque cette première condition est remplie, on peut affirmer que l'intégrale proposée est un véritable minimum, puisque la dérivée seconde
rCvSle constamment positive.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de mener entre deux points A et B [fig. 2), situés à dislance égale de Taxe XX', une courbe telle, que l'aire eugcndiée par sa
Fir
hy
révolution autour de cet axe soit un minimum. Prenons
sur cet axe un point C également distant de A et de B, et menons les droites CM, CN, faisant Tune et l'autre un angle de 56*^ 28' avec Taxe XX'. Cela posé, le problème de minimum n'aura pas de solution si les points A, B se trouvent en dehors de l'angle MCN. Lorsqu'ils sont compris dans cet angle, la courbe cherchée est une chaînette tangente aux deux droites CM, CN- Or, par les points A, B on peut évidemment faire passer deux chaînettes distinctes MABjN, AM'jN'B, tangentes l'une ei l'autre à ces droites. Sur la première les points de contact M, N se trouvent au delà des points A, B ^ sur la seconde, au contraire, les points dv. contact M', N' son; compris entre A et B. C'est la première chaînette qui donne seule la solution du problème.
On comprend d'ailleurs facilement pourquoi la chaînette AM'ivM^ ne peut pas être la courljc cherchée; car, en admettant qu'elle donnât le minimum, et en prenant sur elle deux points «, A au-dessous de M', IN' et à âas distances égales de l'axe XX', ce ne serait plus l'arc «Z>, mais la nouvelle chaînette aninh qui donnerait le minimum, et ainsi de suite.
iOo. Nous ajouterons encore quelques C07isidéra lions géométriques qui serviront à répandre une nouvelle lumière sur les résultats de cette discussion. La difîérenlielle de l'aire U engendrée }iar la révolution de la chaînette étant
<-/U := 2.7ry \/i -hr'^<:/x,
si l'on exprime dx par dj et qu'on élimine sj i -f-y'' au moyen de l'équation (i), on aura
dx}=. '"•'•'''-''
si y' — n'
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et eu iutégraut
const.
Si Taire U et les abscisses x sont comptées à partir du cercle engendré par la plus petite ordonnée j = a, cette expression deviendra
Ur=7r( JV^^2— û=-+-fl^) — 7rfl(jj'+a:),
x^Y étant les coordonnées de l'extrémité de Tare. Si par le point X, j ou D (Jig. 3) on mène une tangente à la chaînette, la partie de cette tangente comprise entre la courbe et l'axe, ou la droite DC, sera
et la surface conicjue engendrée par cette droite
La diflérence cks deux surfaces engendrées par Tare PD et la tangente CD est donc
En désignant par U^ , Kj les surfaces engendrées par Tare AP et par la tangente AC, on trouve de même
U, — K, = — TTfl.OC.
Ajoutant et transposant, il vient
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Si par nii point C pris sur la direciricc d^unc chat-
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nette on mène deux tangentes CA, .CD à la chaînette, l'arc AD et la ligne brisée ACD décriront des surfaces égales en tournant autour de la directrice.
L'analyse nous a démontré que l'arc de cliaînelte cosse d'engendrer une surface de révolulion mininia, lorsqu'il s'étend depuis A jusqu'à D, et il est maintenant facile d'en trouver la raison. En diminuant très-peu et dans un même rapport le paramètres et les distances CA, CD, CO, on détermine les troispoints A', D', O', ainsique la nouvelle chaînette A' D' ayant son sommet au-dessus de O' et tangente aux droites CA, CD dans les points A', D'. D'après le théorème que nous venons de démontrer, l'arc A'D' et la ligne brisée A' CD' décriront aussi des surfaces de révolution égales. On pourrait donc, sans altérer Taire de la surface de révolution, substituer à la chaînette AD le polygone mixtiligne A A' D'D, qui en différera aussi peu qu'oji voudra, et en continuant ainsi on passerait par des déformations insensibles de la chaînette AD à la ligne brisée ACD. On pourrait même aller plus loin et substituer à ACD des courbes qui descendissent au-dessous de Taxe des x ; l'intégrale proposée prendrait alors des élé-
2l4 CALCUL DES VA.RIATIOJNS.
œents négatifs et serait susceptible de diminuer sans limite.
Si le minimum analytique cesse d'avoir lieu pour Tare de cliainette AD, c'est parce qu'on peut la déformer d'une manière continue sans que la surface de révolution augmente, et non pas parce qu'il existe d'autres courbes d'union entre les points A et D qui donnent des surfaces plus petites. Pour l'arc de chaînette AB toutes les conditions analytiques du minimum sont remplies, quoiqu'il soit certain qu'on peut mener entre A et B une infinité de courbes qui, sous la condition de franchir l'axe des x^ et quelquefois même sans cette condition, donnent pour l'intégrale proposée des valeurs plus petites. C'est qu'on ne saurait déformer l'arc AB par degrés insensibles sans que la surface de révolution augmente d'abord, sauf à diminuer ensuite^ et t<'l est, à proprement j)arler, le caractère analytique du minimum. En général , dans le calcul des variations, comme dans le calcul dillérenticl, le maximum ou le minimum analytique n'est pas toujours la plus grande ou la plus petite de toutes les valeurs possibles, et il peut y avoir quelquefois plusieurs maxima on mini m a,
PllOBLKME IV.
101). Parmi toutes les conrhes de mente longueur^ trouver ceUc qui par sa réi^olution autour d*un axe n'otiiic eîi gendre la plus gratifie ou la plus petite surface.
Pienons l'axe de révolution pour axe des x. La longueur de la courbe et la surface engendrée par sa révo-f lu lion étant respectivement
/ v/ 1 -h .r ■ ' fix et 2 77 /r s/ 1 -h y (ijo , le problème se ramèiu; à chercher le maximum ou mini-
mum absolu de l'intégrale
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dans laquelle c est une consianle dont on disposera pour donner à la courbe la longueur assignée. Ici :
comme la variable indépendante x n'entre pas explicitement dans V, Téquation indéfinie
dx
s'intègre immédiatement une première fois et donne
Y — C V P, j' -=r «, OU —p=z==z=: a,
V ' -hj' De cette équation résolue par rapport ky' ou -f-? on
tirera d'abord la valeur de dx exprimée en dy^ on intégrera et, après quelques transformations semblables à celles de l'exemple précédent, on trouvera
a et h élantdes constantes arbitraires. La courbe est donc encore une chaînette, dont la directrice, parallèle à l'axe de révolution, est située à une distance égale à la valeur numérique de c, au-dessus ou au-dessous de cet axe, suivant que c est positif ou négatif.
Lorsque les points exlrètncs sont fixes, on détermine les constantes /2, Z>, c par les conditions (jue la chainetlc doit passer parées points et avoir une longueur donnée. Or, il est en général possible de satisfaire à ces conditions, de deux manières dlficrentes, ou par deux cliaînettes dont l'une tourne sa concavité et l'autre sa convexilé vers l'axe de révolution. La première chaînette
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donne la plus grande, la seconde la plus petite surface de révolution, puisque j — c, et par conséquent la dérivée seconde
reste, entre les limites de l'intégrale, constamment négative si la courbe est concave, et constammeïit positive si la courbe est convexe vers Taxe des .r, pourvu toutefois que dans le second cas la chainetle n'atteigne pas l'axe de révolution.
Admettons maintenant cjue les points extrêmes ne soient pas fixes, mais qu'ils puissent se déplacer sur deux . courbes données*, soit r=z{(^x) Féqualion de Tune ou l'autre de ces courbes, on aura pour l'extrémité située sur cette courbe
V— [/ — r{x)]p, =0, ou i-i-yf^.r) = o.
Une équation semblable aura lieu pour la seconde extrémité, et l'on en conclura que la chainette doit couper normalement chacune des courbes limites données.
ROBLEME
107. Parmi toutes les courbes de même longueur, trouver celle qui^ par sa révolution autour dun axe donné, engendre le plus grand ou le plus petit volume.
Prenons l'axe de révolution pour axe des.r. L'expression de l'arc étant f \l i -r-y'^ dx^ et celle du volume engendré par sa révolution zfj^dx^ le problème revient à, chercher le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
J 0 ' — «>/» -i-j")^^'^- Ou a
Y ^z^y — fi\.' i -^ y'' ^ V=^ij, P
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Puisque V ne renferme pas la variable indépendante x^ on peut immédiatement abaisser d'une unité l'ordre de
l'équation indéfinie P -r-^ = o, en écrivant à sa place
V — P,y=c (n° 61 ). Substituant alors à V et à P^ leurs valeurs, on trouve
c'est l'équation différentielle de la courbe élastique. Son intégrale en x et j ne peut pas être obtenue sous forme finiej mais en diflérentianl l'équation (i) et désignant par p le rayon de courbure, on trouve
ay" a a
La ligne qui parmi toutes les courbes de même longueur engendre le plus grand ou le plus petit solide de révolution., est donc caractérisée par cette propriété qu'en cbaque point son rayon de courbure est en raison inverse de l'ordonnée.
Les points extrêmes de la courbe peuvent être fixes ou mobiles sur des lignes données. Dans l'un et l'autre cas, les constantes arbitraires seront déterminées d'une manière analogue à celle que l'on a suivie dans les exemples précédents.
La dérivée seconde
donJ le signe dépeiu! uni((ucmcnl de celui de la constante
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û, montre qu'il faut prendre a positif pour obtenir le maximum, négatif pour obtenir le minimum de volume.
Problème VI.
108. Trouver une courbe telle ^ que la surface engendrée par sa révolution autour d\in axe donné étant constante, le volume contenu soit maximum, ou minimum.
Soient X, y los coordonnées d'un point quelconque de la courbe, l'axe de révolution étant pris pour axe des jc; il s'ai^il de déterminer j^ en fonction de a:, do manière que jy V I -^y^ilx avant une valeur donnée, Jy^ dx devienne maximum ou minimum, ce qui revient à cherclier le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
On a
V =y^ — lay ^/T+P^, P = 2 ( j — « sj \ -\- ^ 'J^ayy' d^V lay
y/,_|-y-' df
et Ton \oit déjà cpi'il faut supposer la constante a positive pour obtenir le maximum, négative pour obtenir le minimum. Dans l'un )U dans l'autre cas, la fonction j
doit satisfaire .. l'équation différentielle du second ordre
^/p P ~ = o, ([ue l'on peut remplacer immédiatement,
puis(pie V ne ronfenne pas la variable indépendantes, par l'équation dilïercntielle du premier ordre
V — p,y = c, ou
lay
Telle est donc Féquation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne permet pas d'exprimer j en a: au moyen des fonctions dont on se sert dans l'analyse élémentaire, mais il est facile d'en tirer une relation finie entre l'arc s et l'ordonnée. En effet, l'équation (i) étant mise sous la forme
as on en lire successivement
ds 2 fljK ^^-y ' 2 UJ
ds =zz±: — ,
\'i^iy^~{j'~-cy
et, en intégrant,
(3) cos --h/- == . 1 ?
^ I la v/fl'-l- c
A étant une nouvelle constante a ibi traire.
La surface de révolution dont la génératrice est représentée par l'équation (i) jouit d'une propriété remarquable que nous allons indiquer. Si l'on différentie cette équation , en appelant N la partie de la normale comprise entre la courbe cl Taxe des x, et p le rayon de courbure pris avec le signe -h ou avec le signe — suivant que ce rayon fait un angle obtus ou aigu avec les y positifs, c'est-à-dire suivant que la courbe est concave ou convexe vers Taxe des x, en sorte que
on trouve saijs peine
Or p et N sont évidemment les deux rayons de courbure principaux de la surface de révolution-, la dernière équation exprime donc qu'en chaque point de cette surface la
courbure moyenne est constante et égale à Nous verrons plus tard que celte propriété appartient en général à toutes les surfaces qui sous une étendue donnée renferment un volume maximum.
109. M. Delaunay a donné (Journal fie Lwuuille, VI, 3i5) une interprétation géométrique très-élégante de i'équation (i) en montrant qu'elle a])particnt à une courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser sur l'axe des x.
En eiïet, supposons qu'une ellipse dont les demi-axes sont ael b roule sur l'axe des x. Son foyer F décrit une courbe qui, d'après une propriété générale des épicycloïdes, a pour liOrmale la droite menée du point F au point K où l'ellipse mobile touche l'axe des x. En désignant par x^ y les coordonnées du foyer F et par r le rayon vecteur FK , on a donc
_ , dx
le second membre devant être pris avec' le signe -h ou avec le signe — , suivant que le point de contact K se trouve à droite ou à gauche (vers les x positives ou les x négatives) de l'ordonnée j^. Désignons parj^j l'ordonnée du second foyer F, et par r^ le rayon vecteur F, K mené de ce foyer au point de contact K- les deux rayons vecteurs r, i\ faisant des angles égaux aveo l'axe des x, tangent à l'ellipse an point K, on aura de même
Ajoutant et remplaçant r -+- r, par 2a, il vieiit
On a d'ailleurs
Eliminant j)^i, on trouve
dx
Telle est donc l'équation diflerenticUe de la courbe décrite par le foyer F.
On trouverait une équation semblable pour la courbe décrite par le second fo3^er Fi, avec la seule différence que si Ton prend le signe supérieur pour la première courbe, on devra prendre le signe inférieur pour la seconde, et "vice versa. Les courbes décrites par les deux foyers ne diffèrent, en effet, que par leur position.
11 suffirait de changer b^ en — l)~ et d'écrire
, ^ . dx
(5) j^z^2.aj- ù^=zo
pour avoir l'équation de la courbe décrite par l'un ou par l'autre des foyers d'une hyperbole qui roule sur l'axe des a:.
L'équation (1) pouvant être idenlifîéc avec (4) ou (5) suivant que c est négatif ou positif, on arrive ainsi au théorème suivant :
La génératrice de la surface de résolution qui sous une étendue donnée renferme le plus grand ou le plus petit 'volume, est une courbe décrite par le foyer (ïune ellipse ou d'une hyperbole gui roule sans glisser sur l'axe de réi^olution.
Les trois coiislantes arbitraires conlenues dans
la solution générale du problème seront déterminées de diverses manières selon les restrictions imposées aux limites. Examinons quelques cas en particulier.
1° Les points extrêmes sont fixes. — Dans ce cas la variation de l'intégrale ne fournit pas d'équations aux limites, mais les constantes se déterminent par la condition même que la courbe doit passer par les deux points donnés et que la surface engendrée par sa révolution doit avoir une aire déterminée.
2° Ijune des extrémitcs de la courbe est fixe et Vautre variable. — Les coordonnées de l'extrémité variable doivent (n^ 56) vérifier les deux équations aux limites
La relation générale V — PiJ' ' = c donne alors c = o, ce qui réduit Téquation (i) à
la \
L'ordonnée y ne pouvant pas être constamment nulle, puisque sa valeur csi domu'e pour la piemière limile, il est permis de supprimer le facteur^'. Résolvant ensuite
par rapport a y ou -7- 5 on Ijouve
d.T =r rt — -,
et en intégrant,
équation dun cor("le de rayon 2a, ayant son centre sur l'axe des x.
Si l'on remarque en outre que les équations P, = o, V = o ne peuvent subsister en même temps pour Textrémité vnriabl(! (|u'anlant que son ordonnée j sera nulle,
on en conclura que la courbe est dans ce cas un arc de cercle qui aboutit d'un côté à l'axe de révolution, et dont le centre se trouve sur ce même axe.
3° La courbe doit aboutir des deux côtés à une droite parallèle à F axe de révolution. — Les valeurs limites de y étant données et celles de x restant variables, on a pour chacune des limites la condition
V - P, / = G qui revient à
On en conclura, comme dans le cas précédent, que la courbe est un arc de cercle ayant son centre sur Taxe des X.
L'arc de cercle devient une demi-circonférence lorsque la droite sur laquelle doivent se trouver les points extrêmes coïncide avec l'axe de révolution. Il en résulte que de toutes les surfaces de ré\^olution la sphère est celle qui sous une étendue superficielle donnée renferme le plus grand volume.
111. Dans le premier cas, le problème présente une circonstance singulière lorsque les points donnés A el B entre lesquels il faut mener la courbe, sont situés sur l'axe même des x, c'est-à-dire lorsqu'il s'agit simplement de construire sur une base donnée AB une courbe lelle, que l'aire de la surface engendrée par sa révolution autour de la droite AB étant donnée, le volume contenu soit un maximum. En effet, puisque alors la valeur j^= o des deux ordonnées extrêmes doit vérifier Téqualion générale (i), la constante c sera nulle et cette équation deviendra celle d'un cercle ayant son centre sur l'axe des x. Le solide de révolution serait donc une sphère construile sur le diamètre AB, solution impossible, puisque cette
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sphère a une surface déterminée que Pou ne peut pas faire égale à une autre aire donnée.
Ce fait analytique a paru étrange à quelques géomètres, parce que, dans leur opinion, le problème doit évidemment admettre une solution, et ils en ont proposé récemment des interprétations très-différentes. M. Jellett en conclut simplement que le calcul des variations est en défaut j M. Air}^ croit lire dans les formules qui renferment la solution du problème que la courbe se compose de deux parties distinctes, à savoir d'une demi-circonférence de rayon convenable pour engendrer l'aire voulue, et d'une portion de l'axe môme de révolution. De leur côté, MM. Todliuntcr et Cliallis, admettant que la ligne qui doit unir les points A et 13 se compose d'abord de deux droites, élevées perpendiculairement /à l'axe aux points A et B, puis d'une courbe joignant les extrémités de ces droites, arrivent également à donner une courbe discontinue comme solution du problème en question.
Aucune de ces interprétations ne nous paraît complètement satisfaisante. L'impossibilité où Ton est de vériiier toutes les conditions du problème indique nécessairement qu'il n'a pas de solution, et, si Ton se place au point (le vue analytique, il n'est nullement étonnant qu'il en soit ainsi. En effet, la courbe en question doit être choisie parmi toutes celles qui font prendre à l'intégrale fyS^i 4-j^'r/j: une valeur déterminée; or rien n'empêche que la courbe soit située en partie au-dessus, en partie au-dessous de l'axe des x, et, par conséquent, que les éléments de l'intégrale^j^ sï^-y^ dx soient les uns positifs, les autres négatifs; l'intégrale elle-même sera alors l'excès de la somme des éléments positifs sur celle des éléments négatifs , et chacune de ces sommes pourra croître sans cesse pourvu que leur différence reste constante. Donc aussi, l'intégrale fj^dx dont on cherche
le maximum et qui n'a que des éléments positifs, pourra croître indéGniment sans que Tintégrale^y sfi^-y^dx change de valeur. De plus, les points A, B étant pris sur l'axe même des a:, il est toujours possible de substituer à une courbe quelconque menée entre A et B une autre courbe infiniment voisine tracée entre les mêmes points, et qui donne pour fj'dx une valeur plus grande, tout en donnant i^our f y sj i -\- y'^ dx la même valeur que la première courbe. Il en résulte que l'intégrale fy^dx n'a pas de maximum , si l'on n'écarle pas avant tout les valeurs négatives de l'ordonnée r compatibles avec la condition imposée à la seconde intégrale Jy \l i -{- j'"^ dx \ or cette absence du maximum devait nécessairement se manifester par une solution impossible.
11 est vrai que si l'on ne considère que des courbes situées tout entières d'un côté de l'axe, la génératrice du solide qui, sous une étendue superficielle donnée, renferme le plus grand volume, sera une ligne composée d'une portion de l'axe et d'une demi-circonférence, comme M. Airy l'a suggéré; mais ce résultat, facile à vérifier par d'autres considérations, n'est pas proprement une solution du problème analytique dont il a été question.
Problème VII.
112. Trou\>er la hracliistocîirone ou la courbe de plus vite descente entre deux points.
(Considérons un point matériel soumis à l'action de la pesanteur et. assujetti à se mouvoir le long d'une courbe quelconque. Prenons pour axe des y la direction de la pesanteur, et soient x, j^ les coordonnées du point mobile, s l'arc de courbe qu'il décrit, v sa vitesse, t le temps, g la mesure de la pesanteur on la vitesse acquise pendant IV. i5
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l'unité de temps dans la chute libre, on aura
ds di> dy g dy
"~~dt' dt~^dl~v'dt'
et, par conséquent,
l'dc = gdy.
En intégrant, et désignant par .r,, yi les coordonnées du point de départ, par x^, j^ celles du point d'arrivée du mobile, on obtient
k étant la hauteur de chute qui correspond à U vitesse initiale. On a d'ailleurs
ds
dt
_ Çds ~J ^'
substituant à p* sa valeur, pour obtenir l'expression du temps employé par le mobile à parcourir sa trajectoire entière depuis le point a:,, ji jusqu'au poiut Xa, y,, on voit que c'est l'intégrale
qu'il s'agit de rendie minimum.
Comme celte intégrale renferme la valeur limite y, de la fonction y^ on auia à suivre la marche indiquée n° 63. Appelons, comme à l'ordinaire, V la fonction multipliée par ^x sous le signe intégral, et P, P^ ses déi'ivées partielles prises par rapport à jr et j^', la va-
riation de l'intégrale sera
(V-î.7--f-P,(îj
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OU, si Ton se rappelle que (n* 30) • >^. : ^i; .' ^ -j î(V-P./)^x.-hP,^j..j.
On
a d'ailleurs
Cela posé, en égalant à zéro la variation de l'intégrale, on trouve d'abord Téquation indéfinie
qui, mise sous la forme
y' (ly fly
s'intègre immédiatement et donne
<2 élant une constante arbitraire. Résolvant par rapport à
y o\i ■j--> il vient
dx
dx=r.dyk/ —
Si Ton fait
X — Ji + ^" = <ï(' — cosw),
ce qui est toujours permis, puisque la quantité^ — ^i 4-^' doit être comprise entre o et 2a, sans quoi le radical deviendrait imaginaire, il viendra
dx = a[i — cosw )dbi, et, en intégrant,
X — x^ ■+■ h = a[(,) — sinw),
h étant une nouvelle constante arbitraire. Les deux équations simultanées
X — Xy -[- h =a{(0 — sinw)
* jr — j'\ -\- ^ = «(i — cosw)
appartiennent évidemment à une cycloïde qui est par conséquent la courbe cherchée. Il serait facile d'éliminer la" variable auxiliaire w et d'exprimer y en .r-, mais nous préférons la forme (i), parce qu'elle so prête plus facilement à la discussion ultérieure.
113. On lire successivement des équations (i) dx=:a(i — cosw)r/w, <// j= « sinwf/w,
sinw w , w
v' z=z = col —-, I -I- v" = coseo' -•»
I — cosw 2 ' 2
COS<T- — COt -
d~ COt — — COt — ^
Sl7.a
ot), et w, étant les valeurs de &> ^ux deux points extrêmes de la courbe. Par suite de ces relations, les termes aux limites de la variation 3S se simplifient considérablement et deviennent
S.T,~h COt — §J:i S Xi -h cot — êy (2) _ ~
2 a sjia
Ils disparaissent d'eux-mêmes lorsque les points extrêmes de la courbe sont donnés, puisque alors les variations (Jj:,, oj?2, cJ/i, ^j^ sont nulles^ mais il reste, pour détermincîr les constantes «, //, la condition que la cycloïde doit passer par ces doux points extrêmes. Quant à la constante A, nous avons déjà fait remarquer qu'elle dépend de la vitesse initiale que nous supposons donnée.
Mais si les extrémités de la trajectoire sont seulement assujetties à se trouver sur deux courbes, déterminées par les équations
on aura
et les termes (2) égalés à zéro fourniront les deux équations aux limites
il -+- <ï)'(jr,)cot -i r= o,
I 1 -h 4/'(x,)cOt — = G,
qui serviront à déterminer les deux constantes a et h. En éliminant cot —^ on trouve la relation simple
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exprimant qu'aux entremîtes de la trajectoire les deux courbes limites ont leurs tangentes parallèles. Comme on a d'ailleurs en général
COt-)
la seconde équation (3) prouve, en outre, que la cycloïdc est normale à la seconde courbe limite au point d'arrivée du mobile.
Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver la ligne de plus vite descente entre une courbe AC et une droite BD {fig- 4) situées dans un même plan vertical, et ad-
FiC- 4-
mettons, j)our simplllier, que la vitesse initiale soit nulle. On prendra pour point de départ le point A où la tangente AT à la courbe est parallèle à la droite BD, et l'on mènera par ce point une droite horizontale AD, sur laquelle on fera rouler un cercle de rayon convenable pour que la cycloide ainsi engendrée, ayant son sommet en A, coupe la droite BD sous un angle droit. L'arc AB de cette cycloide sera la courbe cherchée.
114. Passons maintenant cà la variation seconde, et examinons si toutes les conditions de minimum se trouvent réellement remplies. La relation générale entre a: et j
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qu'on obtiendrait en éliminant « entre les équations (i), renfermant -deux constantes arbitraires a et A, il faut s'assurer d'abord si le rapport des dérivées partielles
— , — ne passe pas deux fois par une même valeur entre
les limites de l'intégrale S, ou lorsque x croît de x^ à x,. Or, si Ton diflérentie les équations (i), en y regardante comme constante et j^, o), a, h comme variables, on aura
dh = (w — sinw)^/rt -i- a (i — cosw)r/w, djr = (^i — COSw)c^« -f-flsinwf/w,
et, en éliminant do),
(i — cosoi) djr = [2. — 2C0SW — wsinw)r/â! -4- sinwd/i ou
sin - dv = Il s\n ces ~ ] da -\- ces - dh,
Faisant tour à tour dh = o^ da =z o, on en tire
dy ( w w\ dy w
^ :^ 0/ , cot -, -£-:,= cot -,
rffl V -y. 1 ) dit X
et, par suite,
2 { I cot
da ' dh O)
cot-
expression qui ( roît conllnuellement de o à -j- 00 et de
— Qo jus([u a — 71, lorsque - croit de o a - et de - a n.
dy dy Le rapport — :— ne prendra donc pas deux fois une
même valeur pendant que- rcsle compris entre o et tt,
OU 0). entre o et a::, c'est-à-dire tant que le point de départ et le point d'arrivée du mobile se trouvent sur une même branche de cycloïde.
En outre de cette première condition remplie, la dérivée seconde
sin^ —
df^
est essentiellement positive, et ne devient jamais infinie^ la solution (i) donne donc un véritable minimum.
DIXIÈME LEÇON
Suite de la recherche des courbes planes. — La courbe i*apportée à des coordonnées polaires. — Cas où l'on prend l'arc pour variable indépendante,— Solide de révolution qui exerce la plus grande attraction sur un point donné et dans une direction déterminée. — Courbe qui renferme avec sa développée et ses deux rayons <ie courbure extrêmes l'aire minima. — Courbe qui a le plus grand ou le plus petit moment d'inertie par rapport à un point donné. — Équilibre d'un fil flexible et inextensible. --.
115. Dans les problèmes résolus jusqu'ici, nous avons rapporté l'équation de la courbe cherchée à un système de coordonnées rectangulaires x^y^ enregardantj^ comme une fonction inconnue de x. Rien cependant n'empêche de choisir autrement les coordonnées, et il est quelquefois plus commode de remplacer^r, )^ par des coordonnées polaires r, 0 -, r désignant le rayon vecteur d'un point de la courbe ou sa distance à l'origine, et 0 l'angle que ce rayon fait avec un axe fixe. Il s'agit alors de déterminer r en fonction de 0, de manière à rendre maximum ou minimum une certaine intégrale JYdQ^ dans laquelle V
peut contenir t^, r, —, -jr^t'" ' et pour résoudre le problème sous cette nouvelle forme, il suffira de remplacer, dans les formules déjà données (n° 56), Xy y, y,j"^. . . par 6, r, /, r'\ ... -, /, r^', , . . , étant les dérivées de r relatives à 6.
Prenons pour exemple la question suivante , qui est un cas particulier du problème II.
Quelle est la courbe qui sous un périmètre donné circonscrit une aire maxima ?
On peut rapporter la courbe cherchée à un système de coordonnées polaires r, 6. La longueur de la courbe et l'aire circonscrite sont alors exprimées par
et la question revient à chercher le maximum de Tintégrale
Si Ton appelle, comme auparavant, V la fonction sous le signe intégral, et P, Pj ses dérivées partielles relatives à r, r'y en sorte que
. V = r^'— 2 a v^ Tm-t^ î Téquation générale de la courbe sera
et, puisque V ne renferme pas la variable indépendante 6, elle s'intégrera immédiatement une fois en donnant
ar^ V — P.r' — c, ou r
L'origine des coordonnées étant arbitraire, on peut la placer en un point même de la courbe. On aura alors pour ce point r=o, et par suite c = o , ce qui réduit à
l'équation de la courbe en question. On en tire
dB '^ ^4^' — r"
et, en intégrant, : ^"^
r= 2osin(0 -f- /). ■ '"^ ^1'
Pour simplifier davantage, on peut prendre pour axe des coordonnées la tangente à la courbe. On aura alors, pour 0=0,
— = G ou tan" /- == o ,
<■ ce qui donne
/=o et r=:2asinG,
équation d'un cercle de rayon a. C'est donc au cercle qu'appartient la propriété de cont(;nir la plus grande surface sous un périmètre donné. En vertu du choix d'origine et d'axe que nous avons fait, les valeurs extrêmes de B sont o et tt, celles de r sont o j ces valeurs étant données, il n'y a plus d'autres conditions aux limites à remplir.
446. Au lieu de .r ou de 0 on peut prendre pour variable indépendante une autre variable quelconque, par exemple l'arc s de la courbe, qui dans beaucoup de cas se présente tout naturellement pour jouer ce rôle; mais dans chaque choix particulier il faudra user de certaines précautions pour que le changement de la variable indépendante n'altère pas les conditions essentielles du problème.
Considérons, par exemple,* le problème déjà résolu (Probl. III) où l'on cherche la courbe qui, par sa révolution aulour d'un axe donné, engendre la plus petite surface. Si Ton prend l'arc s pour variable indépendante, la surface de révolution s'exprime simplement par Q.'K fycls-^ et il semble au premier abord que la question se ramène à déterminerj)^ en fonction de 5, de manière que l'intégrale J yds devienne minimum 5 cependant, quelles
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que soient les restrictions auxquelles on assujettisse les limites de l'intégrale, ainsi formulé analytiquement le problème est impossible à résoudre, parce qu'il conduirait, pour première équation de condition, à Téquation absurde i = o ; tandis qu'en prenant x pour variable indépendante, nous avons obtenu une solution réelle, à savoir une chaînette ayant pour directrice Taxe des x.
Cette discordance apparente s'évanouit devant une analyse plus approfondie. 11 est vrai que dans l'équation d'une courbe quelconque on peut toujours regarder l'ordonnéey comme une fonction de Tare 5 , mais le contraire n'a pas lieu, c'est-à-dire (ju une relation analytique donnée entre y et s ne peut pas toujours représenter une courbe. En eiiet, l'accroissement positif ou négatif Aj' de l'ordonnée ne pouvant jamais être plus grand que l'accroissement A5 do l'arc, la dérivée -|-i dans l'étiuation d'une
as
courbe quelconque, ne peut avoir une valeur positive ou négative plus grande que Tunité, ou ne peut varier qu'entre les limites -|- i et — i . Il en résulte que l'équation
V =: fl -4- bs , dans laquelle /> ^ i ,
(ît une infinité d'aulrcs relations cnlie j et s^ sont géométriquement impossibles. Cette rcmarcjne très-simple réduit notablemeni le nombre des formes que pourra prendre l'ordonnée exprimée en fonction de s. Si l'on n'en tient pas compte, si Ton admet indistinctement toutes les' relations analytiques entre y et 5, sans écarter celles qui n'ont pas de signification géométrique, il pourra donc; arriver qu'une intégrale n'ait plus de maximum ou de minimum, quoique la grandeur géométrique qu'elle représcnite doive en avoir : et c'est en effet ce qui reiid cliimérlque la reclierclie du minimum de l'intégrale y^^f^^.^.
ou — doit être comprise entre -h i et — i. On Tiii-
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447. La conséquence de ce qui précède est que dans tous les cas où l'on clierclie une relation entre l'arc s et Tune des coordonnées x, y, que l'on prenne Tare s pour variable indépendante ou pour fonction à déterminer, il faudra, pour rétablir l'équivalence entre la question analytique et le problème géométrique dont elle est la traduction, introduire la restriction nouvelle que la dérivée
dx dy __ ou — as ds
troduira très-simplement en regardant x, y comme des
fonctions de s assujetties à vérifier Téquatiou
dx^ dx^ _ 'dJ^'^'d? — ''
et il ne restera plus qu'à chercher les formes de ces fonctions qui conviennent à la question proposée. Dans ces conditions, le problème de la surface de révolution minima se présente sous ce nouvel énoncé analytique :
X et y étant deux fonctions de s assujetties à vérifier V équation
dx- dy^
Âî + rfT' -■ = <>'
déterminer les formes de ces fonctions de telle sorte que Vùitégrale fjds soit un mininiuni • et il se ramène, par conséquent, à chercher le minimum absolu de l'intégrale
ds .
X étant une fonction de s inconnue mais invariable de forme, dont on disposera pour satisfaire à la condition
d.x' dy ds^ ds''
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Résolu SOUS celte forme, le problème nous ramènerait à la chaînette, comme dans le cas où x était la variable indépendante.
118. Ces considérations sont tellement importantes, leur application se présente si fréquemment, qu'on nous saura gré d'exposer plus en détail la marche à suivre lorsqu'on veut déterminer une courbe plane jouissant de quelque propriété de maximum ou de minimum, en prenant Tare s pour variable indépendante. Soient x, y les coordonnées rectangulaires d'un point de la courbe, x\ x" ^ . . . y' ^ y" ' ' ' 1^'^ dérivées successives de x et de j^ prises par rapport «î 5, et supposons qu'il s'agisse de déterminer X ety en fonctions de j, de manière à rendre maximum ou minimum l'intégrale
Les fonctions inconnues j:,j^ étant liées entre elles par la relation .ï/*-f-j)^* — i =0, il faudra à F (5, x, x', ^^yo '1 J"^0 ajouter le terme X(x'*-|-y'^ — i), 1 étant une fonction indéterminée de 5, de sorte (juc le problème reviendra à chercher le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
dans laquelle
( * ) Comme le point à partir duquel l'arc est compté est complètement arbitraire, on pourrait, sans diminuer la gcncralitc des formules, faire s^ =0, s^=. s, s étant la longueur entière de la courbe ; mais nous conserverons aux limites 5,, s. leur notation ordinaire, pour que les formules perdent moins de leur symétrie.
Désignons respectivement par P, P,, P^, Q, Q,, Qg les
dérivées partielles de V prises par rapport à a:, x' ^ x" ^ y-^y' tï" \ ^* variation de l'intégrale sera
pourvu qu'on comprenne sous le symbole às^ tantôt la variation de s^^ tantôt celle de ^s? suivant la substitution qui Faffecte (n° 25). Égalée à zéro, cette variation donne d'abord les deux équations indéfinies
jointes
à la
ds dQ
ds'
lesquelles
ds .' ds' condition
serviront à déterminer les fonctions x, j^, A.
Lorsque la fonction F ne renferme pas l'arc 5, les équations (i) admettent toujours une intégrale première facile à obtenir. En effet, dans la dérivée totale de V
le dernier terme disparaît, puisque 1 n'entre dans V que
SOUS forme linéaire et qu'on a
dl
=:ar"-f- j'?— 1 = o.
Substituant à P, Q leurs valeurs tirées des équations (i), on aura donc
ds
expression qui se compose de quatre dérivées exactes. et qui donne par l'intégration
• ds ds
A étant une constante arbitraire.
119. Pour tirer plus facilement parti des termes aux limites de^S, nous y remplacerons d'abord les valeurs
limites des variations dx^ Jr, —7-^5 — —<, par les varia- ^ ^ ds ds ^
lions des valeurs limites de x^ j, x\ y'. Désignons par
Ç, £', yj, W les valeurs de x, x! ^ j, y' correspondantes à
l'une ou à l'autre des extrémités de la courbe, en sorte
que l'on ait
le signe de substitution devant porter tantôt l'indice s^. tantôt l'indice ^2 , nous aurons, en prenant la variation des deux membres (n° 30),
6^, = j (Sa:-\-j:'§s), ^Ç' = / (^ + ^''^^V
11 en résulte qu'on peut, sous le signe de substitution, dans les termes aux limites de (ÎS, remplacer âx, ôy, (IS.T dSy .
"dT'' ~7~ P^*' *^^ valeurs suivantes :
-v *,. , ^ dS X „ ,
ôj: = S^ — a:'Ss, — — z=z S^—x'^Ss,
d> :^Sn~ ySs, '^ = Sr/--y'Ss-
ds
Hz ~ds
ces termes deviennent alors
Or, en vertu de Téqualion (2), le coefficient de ds n'est autre chose que la constante Z; on a de plus
/ -^.V =z X- [S s, — rî .V, )~k§ [s, — S,
•S — ^1 étant précisément la longueur entière de la courbe. Donc les termes aux limites de d^ prennent la forme définitive
msr
Nous pouvons dès à présent et avant tout faire une remarque imporlanle. Lorsque la longueur s^ — s^ de la courbe est déterminée, le terme kô[Si — .?•, ) disparaît avec la variation 0 [s^ — s^) qui est nulle*, mais chaque fois que la courbe est variable de longueur, ce terme égalé à zéro luurnil la condition
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qui réduit l'équation (2)3
120. Voyons quelles sont, pour quelques restrictions particulières, les équations aux limites que la courbe doit vérifier.
1° La courbe doit être menée entre deux points fixes. — Les valeurs limites |, yj de a:, j'" étant données, on a c?^ = o, dri=:o. Il est vrai que la relation générale xf^ -\- j'* =^i entraîne pour les valeurs limites dex', y' une relation pareille, ou J''-l- >/'' = i, d'où il semble résulter que les variations J^', dr/ sont liées entre elles par la condition
mais comme on a déjà tenu compte de celK.' dépendance générale entre 3cf ci y' au mojen du facteur indéterminé)., on n'a plus à s'en occuper, et il est permis de regarder dès à présent o\'^ ^W comme arbitraires et indépendants l'un de l'autre. Les termes en ^'i\ ^r/dela variation de rinlégrale fourniront par conséquent pour (bacuiuî (les limites les deux conditions
(3) l>.r:_-:o, Q,=rO.
2" La direction de la tangente à la courbe en chacun des deux points extrêmes est donnée, ces points restant eux-mêmes indéterminés. — On a dl' = o, or/ =: o, tandis (jue ol et dr] sont arbitraires. Les équations à vérifier pour cliacune des limites seront par consé<juenl
(iV. i/Q,
3° La ligne cherchée doit aboutir à deux courbes fixes , — Soit f (j:, y) = o, l'équation de \\\\\e de ces courbes limites, les coordonnées |, r, de rextrémité correspondante de la ligne cherchée seront assujetties à la restriction
qui établit entre leurs variations une dépendance mutuelle exprimée par
fit dr,
Les termes aux limites en oÇ et ^Ti donnent d'ailleurs pour l'extrémité que l'on considère
ou, en éliminant o^ ou c^/},
ds ^ ds
d^ dn
Dans le cas particulier où la courbe limite serait une
^ ..,,.. dï d{ . .
droite, les dérivées -—5 — - seraient constantes: de i)lus,
d^ drt
si cette droite était parallèle à Taxe desx, — - serait nulle, et l'équation (5) deviendrait
ds
elle se réduirait, au contiaiic, à
dO, as
si la droite, était perpendiculaiie à l'axe des x.
iG.
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On aura en outre, pour la limite dont il s'agit,
chaque fois que Ton n'aura pas fixé la direction que la tangente à la courbe cherchée doit avoir an point extrême.
Problème VIII.
121 . Trouver la forme que doit, prendre un corps liomogène de volume donné, pour que V attraction qu'il exerce sur un point matériel A, dans une direction donnée AX, soit la plus grande possible.
Nous admettons comme évident : i^ que le point matériel A ne peut pas être séparé du corps, ou qu'il doit être pris soit à la surface du corps, soit dans son intérieur ; oiP que le corps doit être un solide de révolution dont Taxe coïncide avec la direction AX*, et nous nous proposons de trouver la génératrice de ce solide.
Prenons le point A pour origine et la direction AX pour axe d'un système de coordonnées polaires. Soit du nn élément du volume, // sa distance à l'origine, 6 l'angle (jue cette distance fait avec Taxe, ^ l'angle dièdre compris entre le plan méridien de l'élément dv et un plan méridien fixe. En supposant l'attraction proportionnelle à la puissance /i"""" de la distance, on pourra représenter par iJ.u"di' la force avec laquelle le point A est attiré par d^', et par
fffz- p. //"COS &<-/«'
la projcclion de celle foire sur Taxe AX. On a d'ailleurs
r/v rr // sin 0 r/iff/9f/f^^ et par suite
f/f ^~ -j.u"-^"- sin 0 €i^^^Ulud(^d'j.
En inlégranl, i" pai- japporl à ç) <MUre (i (M >.-. oP par
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rapport à u entr^ o et r, r étant le rayon vecteur d'un point quelconque de la surface ou de la génératrice du solide, 3*^ par rapport à B entre o et ::, on trouve pour Fattraction exercée par le corps entier sur le point A,
/=:2 7r/x / — -sinGcoSÔfi^e,
«/o et pour Je volume entier du corps,
V =. iTz l — sin
Qdd.
Cela posé, il- s'agit de déterminer v en foncllon de ^, de manière que, i^ demeurant constant, y soit un maximum, ce qui revient à chercher le maximum absolu de
intégrale
c étant une constante dont on disposera pour donner à i' la valeur voulue.
Ce problème se résout immédiatement, et Téquation de la génératrice en coordonnées polaires est
(i) • r" cosO = c.
Pour fi =z — i cette équation représente un cercle <loiit 1(^ centre est sur AX et dont la circonférence passe par A .
Pour /i = — 2, ce qui est le cas de rattraclion univciscllc, I équation (i) prend la forme
('->,} ' r- = a' cos 0.
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Telle est donc l'équation de la génératrice du solide cherché, lorsque rattt-action est supposée agir eu raison inverse du carré de la distance. Le point attiré A est situé sur la génératrice, ou sur la surface du solide, puis-
qu'à 6 =zt - correspond r= o. 11 résulte d'ailleurs de
la forme de l'équation (2) que 6 ne peut pas avoir une
valeur positive ou négative plus grande que zh--) et que la
courbe se trouve par conséquent tout entière d'un côté de la droite AY menée par le point A perpendiculairement à l'axe AX.
122. Pour comparer la force avec laquelle le solide ainsi déterminé attire le point A à l'attraction exercée par nue sphère homogène de même niasse s"r un point placé à sa surface, il suftit de calculer, par les formules déjà obtenues, le volume u et la force /'pour le solide et pour la sphère. Jointes à l'équation (2), ces fornmles «lonnent pour le solide en question
L'équation v.w coordonnées polaires d'une splièic du l'ayon ^o, rapportée à un point de la surlace comme origine, étant
/• zrr o a^ ces 0 ,
on trouve de même pour son volume t^o ^^ pour l'altrattion /o qu'elle exerce
Les deux (oi j>s devant .Winv le même volume, on a
COURBES PLAKKS. 247
r = Uq^ et par suite
v/25 d'où il résulte ''^
L'attraction exercée par une masse homogène sphérique sur un point de sa surface'est donc à la plus grande attraction que cette même masse, convenablement moulée et orientée, pourrait exercer sur le même point, comme V25 est à 3, ou à peu près comme 38 à 39. Ce résultat a été indiqué d'abord par Gauss.
Problh:me IX.
123. Troui^er une courbe telle, que V aire comprise entre la courbe elle-même, sa déi^eloppée et ses deux rayons {le courbure extrêmes soit un mininnun.
Soient 5 l'arc et p le rayon de courbure; Taire comprise entre la courbe, sa développée et deux layons de courbure
s'exprimera par - J pds. Prenons l'arc s pour variable indépendante, les coordonnées x, y pour des fonctions à déterminer, et désignons par jc', x" . . . . ,y^/^^ • • • , leurs dérivées successives relatives à .v, ces fonctions seront liées entre elles par la condition
et le problème se léduira à chercher le minimum absolu
de l'intégrale
X étant une fonction de s. inconnue, mais invariable de
forme. On peut regarder p comme une fonction explicite de x", y"^ puisqu'on a
ce qui donne
Cela posé, en conservant les notations dd n^> 118 on trouve '
^'-»)^/>, P=ro, Q=ro,
. / /) Cl x ,
Puisque P et Q sont nuls, les équations iiidélinics deviennent
ou
I 2Ax' 4-p^x" -f-3/-/
a et h étant deux constantes arbitraires. Ces équations jointes à
doivent servir à déterminer x, ) . /.
Rappelons-nous d'abord les iclalioirs générales faciles
COURBES PLACES. I^g
à déduire
reuiarquotis aussi que les équations
donnent
le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que le rayon p du cercle osculateur fait un angle aigu ou obtus avec les r ])ositifs.
Cela posé, en éliminant X entre les équations (i), ou trouve
o^y'x'" -..r'y")-\- '^p'j^iy'-^" — -^'r") — ^j' — ^-^''^
équation qui s'intègre sur-le-champ, et donne
ç'^[y' x" — -^^'x") = ^J — ^-i' -f- ^> ou bien
(2) p* ^=: o^ — hx -j- c,
en supposant que la courbe tourne sa concavité en bas, ou vers les y négatils.
Les mêmes équations (1), multipliées respectivement par x" ^y" ^ et ajoutées, donnent d'ailleurs
(lu
f[x"x' ^ y" y") H- 3p- — - (x"--^ >■'''•-) =r nx' n- ^>y" ,
ou
".>. — =: ax -f- oy , (is
(3) :to — ax'^by'=zf,.
k étant une nouvelle couslanle arbitraire.
124. Chacune des équations (2) et (3) peut représenter la courbe cherchée. Pour déterminer les constantes qu'elles renferment, il faut faire intervenir les termes aux limites de la variation de l'intégrale. Si Ton appelle indistinctement J, Ti. '£\ r/ les valeurs de x, j", .7/, y' correspondantes à Tune ou 1 autre des extrémités de la courbe, ces termes peuvent s'écrire
ou, enayantégard aux équations (i), (3),
Comme la longueur .v, — .v, de la courbe n"a pas été fixée à priori, la variation à{s^ — ^1) reste arbitraire, et son coefllcienl A' doit être nul, ce <;ui réduit ré([ualion (3) à
(4) -yr^^ax' -\-hr'.
Telle est donc Féqualion générale de la courbe. Voyons ce qu'elle devient dans des cas particuliers.
i" Lorsqu'un des points extrêmes de la courbe est entièrement indéterminé, que l'on ait fixé ou non la direction de la lang(M)lc en ce point, les vaiiations 0^, 07/ de ses coordonnées reslciU aibitraircs. et leurs cocllicients égn-
lés à zéro dans les termes aux limites donnent
a =z o, b z=zo.
L'équation (4) de la courte se réduit, par conséquent, à p := o^ équation impossible qui avertit que dans ce cas il n'y a point de minimum.
2° Supposons que les points extrêmes A, B de la courbe soient donnés. On a 0^=0, les variations o|', Or/ restant arbitraires (n^ 150, i°): leurs coeflicients égalés à zéro donnent pour les deux limites
P^jc" z= O, p^y" =: G, OH p^x' = O, [■- f' = O,
puisque px" =y, pj" — — oc'. Or x' et j' ne peuvent pas être nuls en même temps, puisque la somme de leurs carrés est égale à l'unité, il faut donc que p s'évanouisse aux deux points extrêmes, ou que Ton ait
afi — Z>.r, H- c =3 o, aj2 — ^-^'i -f- c = o,
Xi , fi^ Xg, j'i étant les coordonnées des points A, i'. Prenons la droite AB pour axe des Xj les coordonnées Ji^fz seront nulles et les équations aux limites, devenues bxi =1 c, bx^ = c, donneront b (xg — Xj ) =^ o, ou Z? = o, et par suite c = o. Les équations de la courbe {2) et (4) se réduisent alors à
p- = ay, 2p z= û.r', et Ton en tire successivement
a'^x'- -=■ 4 (ly
dx- .\ y
Ix- -H dy- <i
dx^s,-±ldY\ '^- '
Il est facile de reconnaître clans cette dernièie équation ré(juati()n d'une cycloïde engendrée par un (cercle de
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rayon ^ qui roule sur l'axe des x. Comme, en outre, les
extrémités de l'arc se trouvent sur ce même axe, on serait tenté d'en conclure que la courbe cherchée est une branche de cycloïde complète, tracée entre les deux points donnés A et B. Cest du moins le résultat auquel on s'arrète ordinairement.
On ne peut pas se dissimuler cependant que cette conclusion renferme quelque chose d'arbitraire, et qu'au Tond rien ne prouve que la courbe doive se composer plutôt d'une seule que d'un nombre quelconque de cyt:loïdes. En supposant que Ton construise entre A et H [fi^- 5) i , 2, 3. . . . , /? branches de cycloïde ét^ales et con-
Fi{T. f..
sécutives, on trouve pour l'aire comprise entre la courbe, sa développée et ses deux rayons de cou i bure extrêmes,
ou pour l'intégrale - f pds^ des valeurs proportionnelles
Il I 1,- . 1 I- • • j '
a I , -> -7 •••,-: en sorte (lue 1 intciiiale diminue inde-
iîniment et tend vcis zéro, à mesure que les cycloïdes se multiplient et tendent à se confondre avec la droite AB. Il parait donc que la d toi te AB considérée connue la limite d'une infini té de cycloïdes, est une espèce de solution singulière du problème, et que la cycloïde unique ACB ne donne un minimum qu'autant cjuc l'on assujettit la courbe cherchée à ne pas avoir de point de rebroussenient entre A el 1).
y' ConsidiM'ons encore le ca> <m les exlrciiulés A, I)
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doivent se trouver sur deux courbes données. Les variations J|', Ôyi' étant arbitraires, on a d^abord, comme dans le cas précédent ,
rtj, — Z'X, -f- c' r:r o ,' ay-i — hx-i -k- €•= O y
ou
•2'2 — ^. fi—yx
équation qui exprime que la droite AB fait avec les axes des a: et des j^ des angles dont les cosinus sont proporlionnels à û, h. Les termes aux limites fournissent en outre pour chacmi des points A, B la condition
Or, puisque le point l^ Tj ne peut varier (|ue suivant la courbe limite, cî|, art sont évidemment proportionnels aux cosinus des angles que la tangente à la courbe limite fait avec les axes des coordonnées. La dernière équation, jointe à la précédente, exprime donc que la droite AB est normale à chacune des courbes limites, ou que c'est la dislance la plus courte entre ces courbes. Après avoir déterminé par cette condition les deux points limites A, B, on aura la courbe cherchée, en les unissant par une branche d<! cycloïde complète.
<-nc
PnonLÈMF. X.
125. Trouver la courbe qui a le plus grand ou le plus petit inonieut d inertie par rapport à un point donné.
Prenons le point donné pour origine des coordonnées et Tare s pour variable indépendante, le momenl d incrti(' de la courbe sera exprimé par /(x" -+- y^)ds^ les fonctions X e\ y étant liées entre elles par la condition x'^ -^ y'~ :r=z 1 ; le problème revient donc à chercher \c.
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maximum ou le miuimum absolu de Tinlégrale
/ ' îa.-'4-j^-4-/(x''-Hj'=-
dans laquelle X esl une fonction de s de forme inconnue, mais invariable.
On a
V=x--f-j-'-f-/(x"-hj"-~ i),
et les é(iuationsdc la courbe P -! = o. O — — ^ = 0
^ rfx ^ ds
deviennent
auxquelles il faut joindre
Si Ton retranche Tune de l'autre les équations (i), multipliées la première par j, la seconde pnr.r, on trouve
/' [xy' — X y) -4- / ixy" — -c'y) =:r: o , ,
et en intégrant,
(1) \{xY' — x'y)=c.
Les mêmes équations (i), multipliées respectivement par J^^/^ donnent d'ailleurs
.T.x' ^yy' — V = 0, d où l'on tire, en intéi;raiu,
Eliminant X entre les équations (2) et (3), on trouve
(4) {x^-^y- — k)(xy — x'y)=:tc,
équation générale de la courbe cherchée. Il paraît difficile de l'intégrer sans déterminer d'abord les constantes c et A, mais elle conduit à une relation remarquable entre le rayon de courbure p et le rayon vecteur /•. En effet, quand on élimine )/ entre les équations (i), il vient
,ry' -j:c' = l if x" _ x' j" ) r= zp - :
on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que le rayon de courbure fera un angle aigu ou obtus avec lesj^'^ positifs (n" 123). En reportant cette valeur dans l'équation (2), on trouve
A^=qzcp,
formule qui montre que la conslante c* doit élre positive ou négative, suivant que la courbe tourne sa convexité en haut ou en bas. L'élimination de A entre cette formule et l'équation (3) donne enfin
Ainsi le rayon d<^ courbure p est une fonction algébrique du (juatrième degré du rayon vecteur r.
\%\. Avant de discuter les conditions aux iimitcîs que la courbe doit remplir dans les divers cas particuliers, remarquons que si l'on appelle ^,75 les coordonnées de l'une ou de l'autre des extrémités de la courbe, on verra les termes aux liTuiles de la variation JS se réduire à
Cela posé, admettons d'abord que la longueur de la courbe soit donnée. Le terme Jiô [s^ — 5,) disparaîtra avec la variation o (s^ — 5,) sans détermination aucune de la constante k. Si Ton suppose en outre que Tune des extrémités soit fixe et l'autre mobile, les coordonnées de la seconde extrémité devront satisfaire aux conditions P^ = o, Qi = o, ou
•/..r'=z:o, Xy' = o,
et comme x\ y ne peuvent pas être nuls à la fois, il en résulte que la fonction / doit s'évanouir à la limite dont il s'agit, ce qui détermine la constante c, car l'équation (2) exige alors qu'on ait c = o. Par suite, l'équation (4) de la courbe devient
xy' — .r'j- = 0, d'où Ton tire, en intégrant,
droite passant par l'origine. Il est d'ailleurs facile de com})rcndre, indépendamment de toute démonstiation, que cette droite donne le minimum ou le maximum, suivant qu'elle se dirige du point fixe vers le centre d(;s coordonnées ou en sens opposé.
127. Considérons en second lieu le cas où Ton se propose seulement de mener entre deux points donnés une courbe telle, que son moment d'inertie soit minimum, sans déterminer d'avance la longueur de la <ourbe. La variation 0 [s^ — .v, ) étant arbitraire, on auia A= o, ce qui fait prendre à l'équation (5) la forme
La courbe joui ( donc de celle propiiété que son rayon de
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courbure est proportionnel à la quatrième puissance du layon vecteur.
Ajoutons que l'équation différentielle de la courbe sera
, xdr — rdx
ou, en coordonnées polaires,
icdr
il paraît difficile d'en tirer quelque résultat simple. Problème XL
128. Trouver Ja position d'équilibre d'un fil flexible et inextensible dont les extrémités sont attachées à deuâc points fixes .
On sait, par les éléments de la mécanique, que le fil ne peut être en équilibre qu'autant que son centre de gravité se trouve le plus bas possible.
Admettons d'abord que la densité du fil varie d'un point à l'autre, et désignons par ^ la masse d'une unité de longueur du fil 5 [j. sera une certaine fonction de l'arc s. En supposant Taxe des y vertical et opposé à la direction de la pesanteur, on trouve pour la coordonnée verticale du centre de gravité du fil l'expression
J^ds '
telle est la quantité qu'il s'agit de rendre minimum, tandis que la longueur du fil et, par conséquent, sa masse entière Ji^-ds doivent rester constantes. Donc, si l'on prend l'arc s pour variable indépendante, les conditions du problème seront
J'y.yds=r. min., f^ds .— const., x'^-f- y'^=z 1, IV, 17
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et la question se réduira à clierclier le minimum absolu de l'intégrale
i^{f + c)-^i(x'^~hy'-i)\ds,
c étant une constante et X une fonction indéterminée de s.
Cela posé, on a
et les équations indetinies P — ;- = o, U — = o
^ as ^ ds
deviennent
d.lx'
2 — — - = O , ds
d.yy '■-dT-^^'
Kn intégrant <»t faisant, pour alw^éger,
. M::=fi.ds,
on trouve
^ ( 2.iy = m-hb,
a et b étant des constantes arbitraires. Elevées au carré et ajoutées, les équations (i) donnent
^t, par suite, en élirainaTjt il,
ads ,
<ix — =t 5
dj = -t , . - ■ ■
\ja^-i- (M H- bf
Lorsque la fonction |u. est connue, on peut intégrer ces équations, et obtenir x, y exprimées en fonctions de s. En éliminant s on aura ensuite l'équation de la courbe cherchée. ^
129. Mais on peut renverser la question et demander quelle doit être la loi de densité, ou la fonction /ui, pour que le fil se dispose suivant une courbe déterminée. En divisant Tune par l'autre les équations (2), on trouve
ax X
l't en dilïercntianlpar rapport à s
\dx)
L'équation de la courbe étant donnée, on peut exprimer Je second membre en fonction de 5, et déduire ainsi la forme de la fonction ^. Si l'on demande, par exemple, que la courbe soit un arc de cercle de rayon r, on aura
dy s
-7- = lang-
l'arc s étant compté à partir du point le plus bas, et, par conséquent,
- sec- -'
Telle doit être la loi àv. densité du fil, pour que, dans son état d'é<]uîlil)rc, il nlfecte un arc de coih le.
130. Supposons maintenant que la densité soit constante. Si l'on lait ^. = 1. on auta M = 5*, substituant cette vaicur dans les é({ualions (2) et intégrant, on
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trouve
et, en éliminant 5 -f- ^,
La courbe est donc, dans ce cas, Une chaînette. Les irois constantes que renferme son équation, se déterminent par la condition que la courbe passe par les deux points lixes, et qu'elle ait entre ces points une longueur donnée. .
Si les extrémités du fil, au lieu d'être attachées à deux points fixes, comme nous l'avons supposé jusqu'ici, pouvaient glisser sur deux courbes données, on trouverait facilement, en examinant les termes aux limites de l'intégrale proposée, que l'équilibre n'aurait lieu qu'autant que les extrémités du (11 seraient normales aux courbes limites. Ce résultat subsiste quelle que soit la loi de densité dans le fil.
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ONZIÈME LEÇON
Recherche de courbes dans l'espace; cas où l'on prend l'arc pour variable indépendante. — Ligne la plus courte sur une surface donnée. — î.igne la j)lus courte de courl)ure constante.
131. Lorsqu'il s'agit d'appliquer le calcul des variations à la recherche d'une courbe dans l'espace, rapportée à un système de coordonnées reclilignes et rectangulaires .r, y, z, on peut regarder deux quelconques de ses coordonnées, par exemple^ et z, comme fonctions inconnues de la troisièmes. Mais il est souvent plus commode, et toujours plus élégant, de prendre l'arc s pour variable indépendante, en considérant x, y, z comme trois fonctions à déterminer, et liées entre elles par l'équation différentielle
dx^ -4- r/j' -h dz' z= ds\
dont on tiendra compte au moyen d'un facteur indéterminé, fonction de s (n^ 49). La marche à suivre dans la recherche des courbes planes, lorsqu'on prend l'arc s pour variable indépendante, exposée dans la leçon précédente, s étend d'elle-même au cas de courbes dans l'espace, et il sufflra de donner ici un aperçu succinct des formules relatives à ce cas plus général.
Soient X, j^ z les coordonnées reclilignes d'un point quelconque d'une courbe dans l'espace, a/, x" ^ . . . , r', y",. . ., r.', z"^. . . leurs dérivées successives, prises par rapporta l'arc s, el supposons qu'il s'agisse de déterminer
la forme que doit avoir la courbe pour que l'intégrale
F {s, j:, x', x'\ j, /, y", z, z\ z")ds
devienne maximum ou minimum. Les fonctions inconnues X, /, z étant liées entre elles par la condition
x"+ r'^~\- z''— I, si l'on fait
V — F -^ A ( jc" -H r '- -h z'^ — i),
À étant une fonction indéterminée de 5, le problème reviendra à chercher le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale
Désignons respectivement par P, Pj, P,, Q, Q,, Q.^, R, Ri, Us les dérivées partielles de V relatives à .r, x\ x'\
r, y ^ y"-, z, z\ z'\ nous aurons, pour déterminer les formes générales des fonctions x, y^ z^ À, les équations indéfinies
anxqjielles il iaul joindre
Dans tous les cas où la fonction F, dans Tintégrale proposée, ne renferme pas explicileincjit lare.?, mais seulement 1rs rooidonnécs x. 1 , z avec leurs dérivées.
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les équations (i) admettent une première intégrale facile à obtenir. En effet, puisque non-seulement la dérivée partielle de F relative à 5, mais aussi celle de V par rapport à A, ou x'^-i-y'^-\- z'^ — i,sont nulles, la dérivée totale de V se réduit à H
— - =n P^' 4- P, ^" -h P, x'" as
-hRz'-hR, z"-f-R,z'".
Si l'on y substitue les valeurs de P, Q, R, tirées de l'équation (i), le second membre deviendra une dérivée exacte, et il viendra, en intégrant.
l v=X-4-P.x'+Q.j'-hR,
132. La considération des ternies aux limites de la variation ^S conduit très-facilement aux conditions que doivent remplir les extrémités de la courbe. En appelant indistinctement ^, y?, Ç, ^', r/, ^' les valeurs de x, y, ^, x' ^y\ z' ^ correspondantes à Tune ou à l'autre des limites de l'intégrale, et supposant toujours que F ne renferme j)as explicitement l'arc 5, on verra ces termes se réduire à
ko [s-, — .V,)
et l'on en conclura tout d'abord que la constante A devra être nulle toutes les fois que la longueur .^2 — .^1 de l'arc
fi/ - •
ne sera pas déterminée à priori. Examinons maintenant les deux hypothèses suivantes :
1° Les points extrêmes de la courbe sont fixes. — On a ^^ = 0, ^Ti = o^ ^Ç = o, tandis qu'il est permis de regarder les variations <î^', $t.\ ^^' comme arbitraires et indépendantes les unes des autres, puisqu'on a déjà tenu compte, au moyen du facteur X, de la liaison qui existe entre x\ y\ z', et, par suite, entre les valeurs limites |', >?', tj de ces dérivées^ on en conclura que les trois équations
doivent avoir lieu pour chacune des extrémités de la courbe.
1^ Les points (extrêmes sont seulement assujettis à rester sur deux surfaces données. — Soit
l'équation de Tune de ces surfaces, les variations ^t^ dr,, â^ seront liées entre elles par la relation
^/r . ^/r , rie
— 0 ç -4- — or; -r- -- r; Ç — o ; (le. ftr, fi Ç
les termes aux limites foiirnisscnl d'ailleurs la condition
Éliminant l'une des variations c^J, 0/;, of, vA égalant à zéro les coefficients des deux autres, il vient
P,_^ c^,-'!^ n.-ih
ds fis fis
7fi 7^r, 7rc ■
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Telles sont les équations que doivent vérifier les coordonnées de l'extrémité que l'on considère. . • *
Les directions des tangentes extrêmes, ou les valeurs de I', «', ^'i n'étant pas données, on aura en outre, comme dans le cas précédent, les trois équations >
pour chacune des limites.
133. Pour ne pas être obligé d'interrompre la discussion des problèmes qui vont suivre, nous croyons utile de rappeler ici quelques formules relatives à la lliéorie des courbes dans l'espace et d'expliquer le sens que nous attachons à certaines expressions. Considérons trois droites A, B, C, prises chacune clans une direction déterminée et faisant avec les axes desx,y, 2, des angles dont les cosinus sont : pour la première droite a, a\ a!\ pour la seconde h ^ h\ h", pour la troisième r;, c', c" -^ admettons que la troisième droite C soit perpiindiculaire aux deux autres A et 13, lesquelles comprennent entre elles un angle quclconqutî 0, on aura
ûb -\- (i h' -4- il" h" zzz cos 0 , <ic -h a' c -{- a" c" = G , bc-^ b'c' -\- b" c" =ro,
et, en éliminant tour à tour c, c', c",
lin "Il II 1 I " Il II
(tu — ni) nu — ni) a h — no .
Les cas où il faut prendre l un ou Tautre des deux signes du dernier picmbre se distinguent de la manière suivante : concevons que par un point quelconque on mène trois droites A', IV C parallèles à A, B, (i, ces droites pour- «onl être ci>nsi<l('récs romuie les arèlcs d'un angle irlèdn^ «lans lc<jiH'l (knix des ,)!il;I(vs plans sont dioils, et le troi-
sième égal à 6; de même on peut regarder les axes positifs des coordonnées x, y, z, comme les arêtes d'un second angle trièdre, dans lequel chacun des trois angles plans est un angle droit. Cela posé, deux cas sont possibles : les arêtes A^, B', C du premier angle trièdre se suivent dans le même ordre que les axes desa:,y, z, arêtes du second angle trièdre, ou elles se suivent dans Tordre inverse; en d'iiutres termes, si l'on applique C sur 1 axe des z, jy sur Taxe des j^, la droite A' pourra se trouver du même côté du plan yz que l'axe des x ou du côté opposé, de sorte qu'en faisant l'angle d égal à 90^*, les droites A', IV, C se super])Oseront dans le premier cas aux axes des x,j, z, landis que dans le second cas la superposition n'aura pas lieu. Le signe supérieur, dans le dernier mend^rcdela formule (3), correspond au premier cas, le signe inférieur au second.
Nous dirons, pour faciliter le langage, que la succession des droites A, B, C est directe dans le premier cas, inverse dans le second.
Si les quantités «, a', a\ h^ h\ h" ^ c, c', c" étaient seulement proportioinielles aux cosinus des angles que les droites A, B, C font avec les axes des x, /, z, et qu'en outre; chacune de ces quantités eût le même signe que le cosinus qui lui correspond, on aurait encore
a"h—ab" _ab' —a'b
't chacune de ces fractions serait égah
± sin 6 4/'^ -- — —; V^— ^7
on prendrait le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que la succession des droites A, B, C serait directe ou inverse.
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434. Oq déduirait très-simplement de ces formules toute la théorie des courbes à double courbure^ mais nous ne rappellerons ici cpie quelques théorèmes fondamentaux. Soient x,Y, z les coordonnées d'un point quelconque P de la courbe, les cosinus des angles que la tangente T à la courbe fait avec les axes des x, j, z^ seront proportionnels aux différentielles
dx, dy , dz\ .
de même, quelle que soit la variable indépendante,
dx. -f- d^ X , dy -H d'' y , dz -^ d- z
seront proportionnels aux cosinus qui déterminent la direction de la tangente T' en un point P' infiniment voisin de P. Donc, si Ton appelle d(S) l'angle de contingence ou Tangle aigu compris entre les deux tangentes consécutives T, T', et X, Y, Z les cosinus des angles que la droite O, perpendiculaire aux deux tangentes, et par conséquent au plan osculateur de la courbe, fait avec les axes des .Tyj', ^, on aura
dy d- z — dzd'^y dzd^ x - dxd- z dxd'^y — dyd^ x r/w
x7/^^ ~ Yd? r ~ y^' ~~ '^'
pourvu que la droite O soit prise dans une direction telle,
(lue la succession des droites T. T', O soit directe. Or-—
' ' ds
étant évidemment réciprocjue au rayon de couiburc p . si Ton prend Tare s pour variable indépendante, il viendra
Pour trouver la direction du ravon (!<' «ouibuic p, ou
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les angles a, ^3, y que ce rayon fait avec les axes des coordonnées, nous feions remarquer que p est à la fois perpendiculaire à la tangente T et à la normale O, et que, en vertu de ce que nous avons déjà admis, la succession des droites O, T, p est nécessairement directe; on aura donc
cos a cos^ roS7
et, en éliminant X , Y, Z au moyen des équations (4) -,
( 5 ) cos a = p x\ cos 8 r= oy" , COS7 r=r p z'\
{(il l^^:^'^^.y'^^^'^Y'
i3o. Supposons maintenant que la courbe soit tracée sur une surface ayant pour é(}uation différ-^ntielle
dz —7 pdjo -4- qdy . '
Si un plan roulait le long de la courbe de manière à être toujours tangent à la surface, ses intersections successives engendreraient une certaine surface développable S -, nous allons cbercbcr ce que devient cette courbe lorsque la surface 2 est développée sur un plan.
Considérons deux plans tangents menés à la surface donnée, en deux points P, P' de la courbe inliniment voisins l'un de Taulre: la normale N au premier plan fera avec les axes des x. y? z des angles dont les cosinus seront proportionnels à /', 7, — i et auront les mémcé signes que ces quantités, pourvu que la normale JN soit menée en dessous du plan, de manière à faire un angle obtus avec l'axe des z ; de même p -\- fJp ^ q -{- dq , — i seront proportionnels aux cosinus des angles que la normale N' au second plan tangent fera avec les axes. L'iiilerscclion (t (le CCS d(Mix plans, général rire de la surface dévelop-
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pable, est perpendiculaire à la fois aux deux normales, et si l'on appelle /, m, n les cosinus qui déterminent sa direction, on aura
à la condition que la droite G sera prise dans la direction nécessaire pour que la succession des droites JN, N', G soit directe. L'angle qj compris entre la génératrice G et la tangente T à la courbe sera donc déterminé par l'équation
^dp ' -h dq '' -\- [pdq — q dp ) '
Si l'on donne à l'arc s un accroissement infiniment petit (is^ l'angle (jp recevra un accroissement correspondant /^^, qu'il importe de déterminer. Pour simplifier le calcul, nous admettrons un moment que le plan xy coïncide avec le plan tangent au point P, et que l'axe des x soit dirigé suivant la tangente à la courbe, de sorte que Ton ait, en ce point P, yy =: o , <7 = o , x' =: i ^ y' ==. o ^ ^' = o, et aussi .r'' = o, puisqu'en général x' x"-^yy"-[-z'z" =^o. On aura alors simplement
cl de mèm
\ dp' -j- dej- \ldp' -f- dq-
en admettant qne T, G, A, se snc< èdeul dans Tordre i\v<, axes des J^,y, -•
Cela posé, si l'on dilïérenlle 1 équation (j) et qu'on y substitne après la dilférenlialion les valeurs p = o^ q =z o,
en divisant le résultat par — sin©,
La différentielle d(f exprime la différence a' — ^ des angles que deux génératrices G', G, passant par deux points P, P' de la courbe, inliniment voisins Tun de l'autre, t'ont avec les tangentes T, T' en ces points. Ces génératrices ne sont pas en général parallèles entre elles, et l'on trouve facilement l'angle ^i}» qu'elles comprennent, en observant que la normale Nest à la fois perpendiculaire à chacune d elles, et que les droites G, G', N font avec les axes coordonnés des angles dont les <osinus sont respectivement proportionnels à
dq , — dfj , pdq qdp ,
dq -r- d'q , — [dp -h d^p), P^^^i — V^V^ '•>
En effet, appliquée à ce cas particulier, la formule (3) donnera, quand on aura fait/? = o , ^ = 0, et qu'on supposera directe la surcession des droites G, G', IN .
dqd-'p— dpd'q
fhl — --.. ., •
dp' -4- ftq-
Dans celte niêm(; liyjK)tlièse, la différence d^ — do^ est évidemmenl égale à Tangle de contingence dw, compris entre deux tangentes consécutives à la courbe aplanie. Si, au contraire, la succession des droiles G, G', N étj^il inverse, il faudrait écrire — d^ au lieu de d^ dans la dernière formule, mais en même temps l'angle de contingence d 0) deviendiail d^-{-d(^. Il en résulte, en remplaçant d(^ et dûj par leurs valeurs, (ju'on aura dans les deux cas
en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que la succession des droites G, G', N est directe ou inverse. On aurait obtenu le même résultat en admettant que T, G, N se succèdent dans Tordre inverse des axes des^, j)^^ z. En appelant 0 l'angle aigu compris entre le rayon de courbure p et la normale N, et r le rayon de courbure de la courbe devenue plane, on en déduit la formule très-simple
que Ton peut regarder comme l'équation de la courbe rabattue. Cette équation est d'ailleurs indépendante du choix particulier des coordonnées. Traduite en langage ordinaire, elle renferme le lliéorème suivant assez remarquable :
TJne surface déi'eloppahle étant circonscrile à une surface quelconque de manière à la toucher le long d^une courbe donnée, le rapport entre le rayon de courbure de cette courbe à double courbure et celui de la courbe plafic avec laquelle elle coïncide lorsqu'on rabat la surface dév^eloppable, est, dans tous les points correspondants des deux courbes, égal au sinus de f angle que l<'. rayon de courbure de la courbe donnée fait avec la nornuile commune aux deux surfaces. •
Ces principes établis, revenons aux applications du calcul des varialioiKs.
PPvOCLÎiMi: XII.
1 30. Trouver la ligne la plus courte entre deux points sur une surface donnée.
Soit w'= o l'équalloii de la surface donnée, et prenons l'arc s pour^ç variable indépendanle: les conditions du problème étanl
Il := o, :r''' -I- >'- i- z'---=z\, f (Is rrt miiiinmiii,
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la question rcvieiulra à chercher le minimum absolu de l'intégrale ^
i -h a(x'- 4- j'- -4-2'^ — i) -h pa j f/i',
dans laquelle A et /ui représentent deux fonctions indéterminées de s.
Conformément aux notations adoptées, on a
^ (lu ^ du _ du
P--.p_, Q-^u--, R=:nfx— , ^ro: <^/)- r/z
P, =r 9//r', Q. — ?.>.r', R, = 2>z', ce qui conduit aux équations indéfinies
dx
f \ , du . , , . \,
du , , . ,,
u — 2 A Z — 2 A Z -JZZ O,
auxquelles il faul joindre
u 1ZZ o, x- -j- .) '• -h z' ' ^:= I .
Les équations (i), multipliées respectivement par x! ^ y\ z' et ajoutées, doiin<nu
2 /.' zzz o, on }\ = <", ce qui les réduit à
du ,, du ,, du ^^
r/.r ^/r dz
d'où l'on tire, en éliminant p.,
du \ , du \ I du
équations différentielles de la courbe cherchée. On iie saurait les intégrer sans spécialiser d'abord la fonction w, ou la nature de la surface donnée, mais elles expriment, même sous cette forme générale, une propriété remarquable de la ligne la plus courte. On sait, en effet, que
, j , . , . ,, du du du . , ,
les dérivées partielles -;-? -r-? -7- sont proportionnelles
^ dx dj dz ir r
aux cosinus des angles que la normale à la surface donnée fait avec les axes des .r, y^ z^ et que x"^y"^ z" sont proportionnels aux cosinus des angles que le rayon de courbure de la ligne cherchée fait avec les mêmes axes. La formule (2) nous apprend donc que ces deux lignes ont la même direction, c'est-à-dire que le rayon de courbure de la ligne la plus courte est partout normal à la surface sur laquelle elle est tracée. On appelle en général lignes géodcsigues les lignes qui jouissent de cette propriété.
L'angle compris entre le rayon vecteur et la normale étant nul, il en résulte encore, d'après le théorème du numéro précédent, que si une surface développable touche la sur j ace donnée suivant une ligne géodésique, et quon rabatte la première surface, la ligne géodésique deviendra une ligne droite.
137. Pour obtenir l'équation de la courbe sous sa forme habituelle, faisons pour un moment
X = dyd-z — dzd-'y, Y = dzd^" x — d.T(r-z Z ■= dxd"^ y — dyd'^Xj
sans partiruliser d'abord la variable indépendaiilc-, on aura
,^ Ydz — Zdy ,, 7.dx — Xdz „ _ Xdj - Ydx
ds' ds' ds^
Si l'on appelle /;, q, r, s, 1 les dérivées parliolles de z des IV. iS
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deux premiers ordres, tirées de l'équation m = o de
la surface donnée, p^ q^ — i seront proportionnels à
du du du ^ „ 1 / N w .
-—', -—5 -r- et Ja iormule (2) pourra s écrire dx dy dz \ I i-
Ydz-Zdr _ Zdx~^dz _Xdy — Ydx
Multiplions respectivement par X, Y, Z les numéraleurs et les dénominateurs de ces trois fractions, la somme des numérateurs deviendra nulle; celle dos dénominateurs devra donc aussi s'évanouir, sans quoi cliacuncdes fractions serait nulle, cl l'on aurait constamment
.r" -- o, y" ~- (), z" =zz o,
et, par suite (n" 134), c = 00 , <eqni n'est pas généralenienl possible. Il en résulte
pX 4 7Y— Z=r::0,
p [dyd ^ z — dzd ''y)-t- q [dzd ■ x — dxd ■ z) — {dxd-y — dyd Kv) =-- o .
Prenons mai menant r ])our variable indépendante, <^t introduisons les valeurs
dz = pd.T -|- «/r/r, d'z := rdx' -f- ct.sdxdy -h td}"^ -i- qd"^ y -,
il vicndia, après quelques réductions faciles à effectuer,
tr-y ( dy\ I dy dr'\
équation diiïérentielle du second ordre, laquelle, jointe à H = o, déterminera la ligne géodésique.
138. Les lignes géodésiques tracées sur un ellipsoïd(î ont des propriétés intéressantes dont nous ferons connaître quelques-unes, indiquées d'nbord pai- M. .loacbimstlial.
Soient a, Z>, c les trois demi-axes de l'ellipsoïde, son équa-
tion sera
et les équations (2), auxquelles doivent satisfaire les coor donnés de la ligne géodésique, deviendront
ou
t étant une variable auxiliaire.
En appelant P la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent à rellipsoïde, et D le demi-diamètre parallèle à la tangente à la ligne géodésique, on a
Cela posé, si l'on dilïérentie deux fois de suite Féquation do Fellipsoïde, il viendra
u.jc' y y" zz" .r'' y''^ z'^
substituant les valeurs(3), et ayantégardauxéquations(4), on en déduit
ou
Les équations (3) élevées au carré et ajoutées donnent d'ailleurs
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donc, en éliminant ?, on trouve
ce qui fournit déjà un moyen très-simple de calculer le rayon de courbure p de la ligne géodésique. Il en résulte en outre cette proposition :
Les lignes géodésiques qui passent par un même point de Vellipsoïde, ont daîis ce point leurs rayons de courhure pj^oportionnel s aux carrés des demi^ diamètres parallèles à leurs tangentes.
Ajoutons qu'on parvient facilement à intégrer une fois l'équation dillerenticlle du second ordre de la ligne géodésique, lorsque cette ligne est tracée sur un ellipsoïde. En effet, si l'on différeniie les deux équations (4), il vient d'abord
I r/P_ xx' y y'
zz'
TT
{)' fis ~ o' ' ir
__ V (xx
yy' zr.
Multipliant la première équation par P-, la seconde par D-, et ajontanl, il vient
p-^ir^^'
et, en intégrant
PI) — const. = C.
C est l'intégrale cliercliéc, ou l'équation différentielle du premier ordre de la ligne; géodésique. Combinée avec
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l'équation (5), p= — î elle donne - - " .
et conduit au théorème suivant :
Le long d'une même ligne géodésique tracée sur un ellipsoïde , la courbure "varie proportionnellement au cube de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent à l'ellipsoïde.
Comme la perpendiculaire P dépend uniquement des coordonnées x, y, z du point que l'on considère, et nullement de la direction que la ligne géodésique a en ce point, l'équation (6) donne encore lieu à cet autre théorème :
Un triangle étant formé par des lignes géodésiques sur la surface d'un ellipsoïde^ si Von désigne par p^ , p\ , pif Pi 5 ^31 p'sî ^^^^^ r ordre ou ils se succèdent, les rayons de courbure de ces lignes aux sommets du triangle, les deux produits des rayons alternes ou non contigus seront égaux, cest-h-dire, on aura
On sait que deux sections normales d'une surface quelconque ont la même courbure lorsqu'elles font des angles égaux avec l'une ou l'autre des sections principales ou des sections auxquelles appartiennent la plus grande et la plus petite courbure; il résulte donc du théorème que nous venons d'énoncer, que si, dans le triangle formé sur la surface de l'ellipsoïde par trois lignes géodésiques, deux des angles sont partagés en deux parties égales par des sections principales, il en sera de même du troisième angle.
Sur un ellipsoïde de révolution tous les méridiens sont
évidemment des lignes géodésiques -, désignant par po le rayon de courbure d'un méridien, on aura donc, en vertu de la formule (6),
et, par suite ,•
— = -^ =: const. ;
ainsi, sur les ellipsoïdes de révolution^ le rapport entre la courbure de la ligne géodésique et la courbure du méridien reste le même pour tous les points d'une même ligne géodes ique.
Celte propriété avait déjà été signalée par M. Guderniann ( Journalde Crelle, t. XVII).
139. Revenons maintenant à la question primitive de la ligne la plus courte sur une surface quelconque pour examiner les conditions auxquelles doivent satisfaire les extrémités de la courbe. Désignons par J, /:, Ç les coordonnées de l'une ou de l'autre de ces extrémités, les termes aux limites de la variation de l'intégrale proposée deviendront
V - \\r- Q, r'-- R,3')o^v-h P.<ÎH -hQ,§r> -+- R.^Ç
_(, ^c)§(s,— '!,) -f-c / (x'^^-h r'flr.-i-z'S-C).
Ce seront en même temps les seuls ternies (|ui restent de la variation de linlégrale, quand on aura déterminé a;, ^ , z en fonction de 5 de manières à vérifier à ] \ fois les équations (i) et les conditions z/ = o, jc'--\-r'~-{-z'*=^ï. iNîais alors la combe scia une ligne géodésicjue dont la îonguenr s^ rcpréscuiéc précisément par rinlégialc pro-
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posée, sera égale à 55 — 5j, en sorte que 55 — Si=s, On aura donc pour la variation de la longueur d'une ligne géodésique,
ds =[\ — c)3s -\- c j (j-'^t -h y' S 7i -h z' 8 ^^) , et, en transposant,
(7) 'U~ (x'd^^-hy'Sri-hz'ôK).
Cette expression disparaît d'elle-même avec les variations (îç, (Jy/, ^^, chaque fois que les points extrêmes restent fixes. Mais si ces points sont mobiles, si l'on clierche seulement la ligne la plus courte entre deux courbes données sur une surface, on aura pour chacune des extrémités la condition
x'S'E,-{-y§-/j -h z'Sl= o.
Or les variations cJj, âri, JÇ sont évidemment proportionnelles aux cosinus des angles de la tangente à la courbe limite; cette condition exige donc que \d ligne la plus courte r limites.
courte rencontre sous un angle droit chacune des courbes
140. La forme (7) sous laquelle nous venons de mettre la variation de la longueur s d'une ligne géodésique conduit à plusieurs conséquences remarquables. Concevons que la ligne s varie d'une manière quelconque sans changer de nature, c'est-à-dire sans cesser d'être une ligne géodésique-, appelons c l'arc décrit par l'une des extrémités, nous aurons
OÏ. zz=: —— OC, Or} =z -— 0 (7 , o'C =r. —— o C ,
{le ' (l Q de
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et l'équation (7) deviendra :.•--*•■;>•
1^ \ds de ds dr; ds de J
Or, le coefficient de Ja est le cosinus de l'angle sous lequel se rencontrent la ligne géodésique s et la courbe limite c, chacune d'elles étant prise dans la direction suivant laquelle l'arc ^ ou a est compté. En désignant par çp cet angle, on aura donc
COS -y 0 <7.
Pour simplifier davantage, désignons par cpo, c7o les valeurs de cp et de c relatives au point initial, et réservons les notations sans indice a?, a pour la seconde extrémité de la courbe; nous aurons définitivement
Le second terme cosçpo^<7o serait nul, si le point initial était fixe, ou seulement si la ligne géodésique s était normale à la courbe a^ décrite par ce point, puisque dans le premier cas octo = o, dans le second cosOo = o.
Si l'on avait en outre 05=0, c-'est-à-dire si la longueur de la ligne s était invariable, l'équation (8) réduite à coso = o exprimerait que la ligne s est aussi normale à la courbe a décrite par la seconde extrémité. Nous pouvons donc énoncer ces deux théorèmes dus à Gauss ( Disquisitiones générales circa superficies ciuvas) :
Étant tracées sur une surface courbe, à partir d'un même point initial, une infinité de lignes géodésiques de même longueur, la courbe joignant leurs extrémités sera normale ii chacune d elles.
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h^ On a donné quelquefois à cette courbe le nom de '■.:> cercle géodésique.
Une courbe quelconque étant donnée sur une surface^ si Von conçoit une infinité de lignes géodésiques de même longueur partant sous des angles droits des différents points de cette courbe, là ligne joignant leurs extrémités sera normale à chacune des lignes géodésiques.
{41. Pour seconde application de la formule (8), cherchons une courbe telle que le rapport des dislances géodésiques s ^ s' de chacun de ses points à deux courbes données soit constant.
La distance géodésique d'un point à une courbe se mesure suivant la ligne géodésique qui passant par le point est normale à la courbe. Soit c l'arc de la courbe cherchée, et désignons par ©,9' les angles sous lesquels les lignes géodésiques 5, s' coupent respectivement cette courbe. Puisque chacune des lignes s^ s' est supposée normale aux courbes données, sur lesquelles se meuvent leurs points de départ, on a cos ^0 = o? cosqp'o = o? ^^ les variations de 5, s' deviennent simplement
Jj' m: COScp ^(7, Oi' = COS cp'^a.
Cela posé, l'h^qwthèse admise
-- = const- = c
donne successivement
S — es = 0 , os — c 0 .V =r G , — — ^ = c. On aura donc, en substituant les valeurs de as. S s\
ce qui exprime la propriété caractéristique de la courbe cherchée.
Dans le cas particulier où la surface est un plan, où Tune des courbes données se réduit à un point et l'autre à une ligne droite, la courbe cherchée est une section conique dont l'excentricité est égale au rapport e. Ainsi dans toute section conique les cosinus des angles que fait la tangente avec les distances du point de contact à l'un des foyers et à la directrice correspondante, sont dans un rapport constant, égal à l'excentricité e; d'où Ton déduit celte propriété connue relativement à la réfraction :
Les rayoîis lumineux qui arrwent, parallhlerneiit au grand axe^ sur une ellipse dont Vindice de réfraction
est égal à -? vont converger au foyer le plus éloigné,
et les rayons lumineux qui arrivent^ parallèlement à Vaxe réel, sur une branche d'hyperbole dont Vindice de
réfraction est - •) divergent après la réfraction, comme
s'ils venaient du foyer de Vautre branche.
On trouve quelques autres problèmes analogues sur les lignes géodésiques dans un Mémoire de M. Gilbert [Bulletin de F Académie royale de Belgique^ 1860).
1-42. Dans la théorie des surfaces combes on peut aussi tirer parli de l'équation (8), qui exprime une propriété générale des lignes géodésiques. Nous en donnerons un seul exemple, qui comporte également une application' importante à T optique.
Soient A, lî deux surfaces données et cherchons une troisième surface X lelle. que les normales 5, s' abaissées d'un point quelconque P de celte surface sur A et B aient entre elles un rappoil constant h.
Concevons (lue 1(^ point P se dépl.icc sur la suilace X
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suivant une courbe quelconque c7, on aura toujours
Ss =: cOSifoc, 0/ =cOS(5)'^cr,
çp et (p' désignant, comme ci-dessus, les angles que les prolongements de s et s' forment avec Tare g.. De l'hypothèse admise
on déduit d'ailleurs successivement
.V — / .V — o , os — /.os = O , -.— ; =: A ;
OS
substituant les valeurs de 0 5, ds'. on aura donc
COStt
COS o'
Ainsi les deux droites 5, s' forment avec une courbe quelconque (7, menée par le point P sur la surface X, des angles o, o' dont les cosinus sont entre eux dans le rapport constant /, d'où l'on conclut facilement que le plan de ces droites est normal à la surface X au point P. Supposons que l'arc g soit pris dans ce même plan, les angles cp, o' seront les compléments des angles que les droites s , s' font avec la normale à la surface X ; donc le rapport des sinus de ces derniers angles sera aussi constant et égal à k. Concevons maintenant que la surface X se trouve entre deux milieux de pouvoirs réfringents inégaux et tels que Tindicede réfraction entre ces deux milieux soit,Â'; si 5 est un rayon incident, s' sera le rayon réfracté. On en conclura que si les rayons incidents sont normaux à la surface A;, les rayons réfractés seront tous normaux à la surface B, Celle même propriété appaitiendra aux rayons rélléclns, pour lesquels on a A =:: — i .
Réciproquement, on pourrait se donner la surface réfringente X avec l'une des surfaces directrices, par exemple celle qui coupe orthogonalement ou à angle droit tous les rayons incidents et que nous avons désignée par A. On trouverait alors la surface B, normale à tous les
rayons réfractés, par la condition - = A, en cherchant
Tenveloppe de toutes les sphères qui ont leurs centres sur la surface X, et dont les rayons sont proportionnels aux distances de leurs centres à la surface A, le rapport constant entre les rayons et les distances étant celui du sinus de réfraction au sinus d'incidence. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui renferme toute la théorie des caustiques, développée successivement par MM. Dupin, Quetelet, Gergonne, et autres :
Deux milieux homogènes étant séparés Vun de Vautre par une surface de nature quelconque, et des rayons de lumière pénétrant de tun de ces milieux dans Vautre^ si les rayons incidents sont dirigés dans V espace de manière à pouvoir être traversés orthogonalement par une même surface, il en sera de même des rayons réfractés, et réciproquement : en outre, à chaque trajectoire orthogonale des rayons i/icidents répond toujours une surface trajectoire orthogonale des rayons réfractés, telle que les normales abaissées sur ces deux surfaces d'un point quelconque de la surface séparatrice des deux milieux seront respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus d incidence au sinus de réf action. '
Problème XIII.
143. Parmi toutes les lignes de même courbure constante quon peut mener entre deux points, quelle est la plus courte?
Prenons Tare s |)our variable iiuléneiidanlc, les condi-
■^mf&^
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lions du problème seront .
y^.vrrrmin., x'* -h j" -h z'' =: I ,
.r"î 4- j"' -h z"' == — = consl.,
et la question reviendra à chercher le minimum absolu de l'intégrale
I H-;(.r'^-hj'-^-f-V^-i;
!"'-¥- z"'--] \<ls,
p étant constant et À, /u. désignant deux fonctions indéterminées de 5.
On a
P = O, p, := 2 A.r', Pî — 2px", Qr=o, Q, =r2>j', Q,=i2p.j", R=0, R,r=2Az', Rj— 2az",
et les équations générales de la courbe deviennent
a.v fis <ts
OU
/' 2 / x' — 1 uf x" — 2 a .r'" = <7,
( 2X z' — 2 fx'z" — 2 u.c"' =r f,
a, /;, c étant des conslanlcs arbitraires. A ces équations, il faut joindre les conditions primitives
x'- 4- r'- -f- r/' = 1 , 0 rrr const.
L'élimination de / entre les deux dernières équations (i) donne
bz' - cy' =^ 2 fx' (^r' z" - z'y") -f- 2 p {y' z'" — z y'").
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el, en intégiant,
C -\- (lY — bx -- ?. fjL [x y
A, n, c étant de nouvelles conslanles arbitraires. Enfin, si l'on multiplie par x\ y\ z' ^ ou seulement par dx^ dy^ dz^ les trois dernières équations, et qu'on les ajoute, u disparaît vx il vient
(2) (A -4- hz — cy) (Ir -4- ; B -h r.r — az) dy H- (C -f- ny — hx) ciz=zo,
équation diiïérenlielle qui, jointe à |2=:const., détermine la courbe cherrhée.
\A4-. Ici se présente d elle-même la question de savoir s'il existe une relation primitive entre x, y, z qui satisfasse généralement à Téquatioii dilîércntielle {2), ou, en d'autres termes, si cette équation peut représenter une surface. Dans ce cas, la ligne cliercliée serait une ligne de courbure constante tracée sur celle surface. Or, il est facile de s'assurer que léquation (2) est inlégrable sous la seule condition (ju on ail
(3) a A -:- /;A -h rC — o,
et qu'elle conduit alors à Téqualion d'un plan. En ellét, si Ton regarde d'abord :: comme constante, celte (^nation, devenue
f/x (ly
ïi -h ex — az t\ -^ bz — <y
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donne, par Fintégration, i B -]- ex — û
bz —
cy
(^iz) étant une fonction arbitraire de z. Pour déterminer cette fonction, diflérentions de nouveau en faisant varier toutes les variables x, y, 2^ lerésultat, comparéà(2), fournit la condition
Aa-hBb -+-Cc-f-(A -4- bz — ryy^'(z) — o,
laquelle devant être identiquement vérifiée pour que Téquatioji {2) soit intégrable, se partage en deux autres
JI eu résulte
0(3) z=z const. =z m, <'t, par conséquent,
B -f- ex — az-:=i m ( A -i- bz — cy \ ,
équaliou d'un plan, comme nous l'avions ainioncé. Lois- <[ue les données du problème seront telles que la condition (3) soit remplie, on en conclura que la ligne clicrcliée est une courbe plane de courbure constante, c'est-à-dire un arc de cerclt;.
145. Pour faciliter la reclierclie des équations aux limites, désignons par ^, r;, Ç, ^', ri. Ç' les valeurs <le .r, r, ^, a/, y', z' correspondantes à l'une ou à l'aulre <les extiémités de la eourbe^ les termes aux limites de la variation de l'inlégrabî Sdeviendronl
' / ' ?. a '^ I — ax' — hr' — cz! ^ Wj.v
/ j rtfîH -+- h tir, -r- cJi
-+- / ^ n^l -+- h tir, -r- cnC ■\- -y.u.l r" ut 4- r" ^r! -h z'^l!) \
Nous savons déjà [n^ 132) que le coefficient de ^^doit se réduire à une constante-, c'est ce qui résulte d'ailleurs des équations (i), car en les multipliant respectivement
par x"^y", z" el observant que
x"^ + y + ^"' ~ —= const.,
on trouve
et, en intégrant,
ax 'Y by -h c?. -i r= A ,
A- étant une constante arbitraire. Le terme en c^^ se réduit donc à (i — A) 0(5, — 5i) ou à (i — A)^S, puisque la différence ^2 — ^i est égale à Tare représenté précisément par Tinlégrale S qu'il s'agit de rendre minimum. D'ailleurs, lorsqu'on aura déterminé x, y, z en fonctions de s de manière r» vérifier les équations indéfinies (i), la variation ^S se composera uniquement des termes aux limites que nous venons d'écrire. On aura donc, en transposant,
/■rîS— / ; anl-\-hor. + cî^t-\-'?.Y.{x"^l!-\-f^n'-^z!'^-c:) \
Lorsque les directions des deux tangentes extrêmes à la <-ourbe ne sont pas données, en sorte que les valeurs limites de .r', y' . 2! sont assujetties à la seule condition ^/2 -f- ;^"-h 2'- = I, dont on a dt^à tenu compte au moyen du facteur indéterminé )i, il est permis de regarder les variations oT'. 0//', 0^' comme arbitraires et indépendantes les unes des autres, et d'égaler à zéro b;
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coellicient de chacune d'elles, ce qui donne pour chacune des limites
ii.r" = G , p j " = o , ^z" =z O.
Or x"^ y", z" ne peuvent pas être nuls à la fois, parce
qu'on aurait alors aux deux limites — = o, valeur en eré-
néral inadmissible à cause de la courbure constante imposée à priori à la courbe entière. Ou est donc forcé d'admettre p = o pour chacune des limites. Par conséquent, si Ton appelle x,, j'j, z^^ x^, j'j, z^ les coordonnées des deux points extrêmes, qui d'ailleurs peuvent être fixes ou variables, on aura
^ A -h hz, — n\ = o , A -h bz^ — r > j = o,
( 4 ) < H H- cj:, — oc, r= o , B 4- cx^ ■— az, = o ,
( C -f- //}', — hx^ = o , C -f ny^ — bx-i = o .
iMultipliant respectivemenl par <'/, /?, c les trois équations soit du premier, soit du second système, il vient
A^ 4- B/^ -h Cc=3 0.
Nous avons déjà fait remarquer que c'est la condition d'intégrabllilé de l'équation (2), qui conduit alors à une relation linéaire entre x, y, z. 11 en résulte (pie la ligue cherchée est plane*, celte lij^ne, qui a d'ailleurs une conrbnre constante, est donc un are de cercle. Ia's é(piali(>ns (4) donnent en outre
ce qui exprime que la corde, ou la droite qui joint les extrémités de la courbe, fait avec les axes des x, j^ z des angles dont les cooinus sont rcspcctiveiuent proportionncîls à <2, 1)^ c.
IV. IQ
-;;.1j46. Supposons maiiilenant que l'on cherche la ligne de courbure constante la plus courte entre deux surfaces données. Les directions des tangentes extrêmes, on les valeurs limites de x' ^ y' ^ z! n'étant pas fixes, il résulte d'abord de la discussion qui précède que la courbe est un arc de cercle. Pour déterminer de plus près sa position, considérons une des surfaces limites représentée par l'équation
ïiX, „, 0 = 0, ■
d'où l'on tire, en prenant la variation,
d t itYt (le
Les termes aux limites fonruisseiU d'ailleurs la condition
no^_ -{- b OTt -\- co C :=^ O.
L'une de ces équations devant avoir lieu pour toutes les valeurs de J^, or/, oÇ, qui satisfont à raulie, il faut que les coeflicients soient pioporiionnels entre eux, ou que l'on ait
Or, dans ces trois fractions les numérateurs sont proportionnels aux cosinus des angles que la normale à la surface fait avec les axes des .r, j^ z, et les dénominateurs aux cosinus des angles que fiiit avec les mêmes axes la droite menée entre les extrémités de la combe. Cette droite, ou la corde de l'arc de cercle, devra donc être normale à chacune des surfaces limites, de sorte qu'elle se confondra avec la plus courte distance entre ces surfaces.
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Si le point limite ('£, "n, ^) devait se trouver sur une courbe donnée, les variations ^J, om, d^ seraient nécessairement proportionnelles aux cosinus des angles que la tangente à cette courbe fait avec les axes des x, j-, z^ et l'équation
prouverait alors que la corde doit être normale à la courbe limite.
DOUZIÈME LEÇON
Suite delà recherche de courbes dans l'espace. — Courbe de longueur donnée renfermant l'aire maxima sur une surface. — Courbe de longueur donnée circonscrivant une portion de surface telle que le volume qu'elle recouvre est un maximum. — Courbe de longueur donnée, directrice •l'un cylindre à aire maxima. — La brachistochrone sur une surface. — La brachistochrone dans un milieu résistant. — Position d'équilibre d'un fil sur une surface.
'UOBLEME
14-7. Une courbe quelconque étant tracée sur une surface donncc, trou\.>er sur la même surface une autre courbe de longueur clélerini'née qui renferme a^ec la première la plus grande aire possible.
Soil u =z o réquatioii de la surface donnée, et /?, q les déiivécs partielles de z qu'on en déduit ; Taire qu'il faut rendre inaxininni aura pour expression
Pnisqiie r:, p. q sont des fonctions co»inues de x, }', on ])oiirra inté^jrer une fois par rapport \\ y entre des limites convenables, c est-à-dire depuis la valeur de )^ qui correspond à la courbe donnée jnsqu'«à la valeur dey relative à la courbe (jue Ton <lierclie, et Ton aura aijisi un certain résultat
V — /v'i ~\-j>-\- (fdy,
u étant inie fonction connue des coordonnées J', y de la seconde couibc.
Cela posé, l'expression de Taire devient fvdx. Si Ton
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prend Tare s pour variable indépendante, les coordonnées x^y. z de la courbe seront des fonctions inconnues de 5, liées entre elles par les équations
et le problème reviendra à chercher le maximum de l'intégrale
I vx
' + \ (x"4-j'' 4- 2'2— I ) -+- fx«| ds.
prise entre des limites dont la différence, s^ — 5j , est constante, )i, il étant des fonctions indéterminées de s. En conservant les notations de la leçon précédente, on a
V = vx' -f- À (x'- -i-y'- -f- s'^ — I ) -j- p w := c.?/,
_ du dv ,
P — a-— -^-—.r', P, =r 2Àr' H-r,
' dx dx
{lu di> ,
^^^^dj-^dj^^'^ Q.-^-V',
du R— p— , R, =:2AZ. ,
et les é(juations indéfinies deviennent
di> ,
—- X 4- p. 2A o: — 2 A.?: = — rzr
/-/.r r/x ds
dy ' dy
Multipliées par x'.y, z' et ajoutées, elles donnent d abord
2// =0^ 2 ). rr r;
OU a d'ailleurs
dv
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les équations de la courbe se ramènent par conséquent à
I du
Soient /, m, n les cosinus des angles de la droite L, qui serait à la fois tangente à la surface et normale à la courbe, au point x,y, z\ on aura évidemment
du du du
dx dy dz
et les trois équations précédenles, multipliées rcspeclivement par /, m, n donneront
(2) >/TT7^' ('"^' - ^y ) ^- ^- ('•'-" + '"^'" -^ ''"')•
Or, la droite L, la tangente T à la courbe et la normale TS à l'a surface étant perpendiculaires entre elles, et faisant avec les axes des x^Y: - ^^^^ ^"S^^s dont les cosinus sont respectivement
si l'on prend L dans une dircclion lelîe que la succession des droites L, T, N soit directe, on aura
(mx' — //) V i -^p' -^ r = ^■
En se rappelant d'ailleurs que ex", pj", 0 z" représenlontles cosinus (]<'S ani;les qu<' le rayon p du r(Mc!c oscu-
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laleurde la courbe fait avec les axes des coordonnées, ce rayon étant compté de la courbe vers le centre, et en désignant par 9 l'angle aigu compris entre le rayon p et la normale à la surface, on verra le second membre de l'équa -
lion (2) se réduire à dz - sin0, le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que p fait un angle aigu ou obtus avec la droite L. L'équation dont il s'agit pourra donc s'écrire
csinG sin 0
i=:zi: f ou r= const.
P P Concevons une surface dévcloppable - langeiite à la surface donnée suivant la courbe en question S'^ si la surface ï vient à être redressée ou développée sur un plan, la courbe 5 se transformera en une courbe plane dont la courbure est précisément (n" 135). Cette expression étant
constante, la transformé<î de la courbe, qui sous un périmètre donné circonscrit Faire niaxima, sera un arc de <'ercle.
118. Clierchons maintenant les condi lions auxquelles doivent satisfaire les extrémités de la courbe. La courbe que l'on cherche devant aboutira la couibc donnée, la fonction v s'évanouit aux deux liniiles. Donc si l'on appelle indistinctement J, 7;, f les coordoniées de l'un ou de l'autre d(\s poinis (îxlrèmes, les termes aux limi(es de la variation de 1 intégrale seront
/ ' ! (- P.x' — Q,/ -R, z')Ss -h P. dç 4- Q. d\ -+- 11. rTç\.
Le terme en ds, ramené à — cô{s^ — .ç^), disparaît avec la variation J (.v, — 5, ) qui est nulle, la différence s^ — .?,, ou la longueur de l'arc, étarU conslanle; et, en substituant h's valeurs i]o P, , O, . I», , on vena les nulres ((Mines se
réduire à . .
ji^'ol
ySn-hz' dç).
Cette expression est identiquement nulle lorsque les points extrêmes de la courbe sont Cxes 5 maïs en admettant que ces points puissent se déplacer le long de la courbe donnée, on aura pour chacune des limites la condition
exprimant, comme il est facile de le reconnaître, que les derniers éléments de la ligne chercliée doivent être normaux à cette courbe.
Parmi toutes les lignes de longueur donnée tracées sur la surface d'une sphère, celle qui renferme avec une courbe donnée la plus grande aire possible, est donc un arc de cercle, normal à cette courbe h ses deux extréjnités. Si la seconde courbe est elle-même un grand cercle^ la ligiie demandée sera une demi-circonférence.
ROBLKME
1 19. Une courbe étant donnée sur une surface quelconque^ trouver sur la même surface une autre courbe de longueur donnée^ et telle que la portion de la surfcLce circonscrite par les deux courbes recouvre le plus grand 'volume possible.
SoitM = o l'équalion de la surface donnée, et considérons la portion de cette surface circonscrite parles deux courbes en question. Le volume du cylindre compris entre cette portion de surface et sa projection orthogonale sur le plan xj s'exprime par l'intégrale double ffzdydx, dans laquelle, en vertu de l'équation u = o, z est une fonction (onnuc de x, y. Admettons qu'on intègre d'aboid par lappori à y, en regardante: comme
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constante, et posons > • - .
Tintégrale étant prise entre les valeurs àaj correspondantes aux deux courbes, t^sera une certaine fonction des coordonnées x, j de la courbe cherchée, et l'expression du volume- deviendra fv^dx, on fi^x'cls, en prenant Tare s pour variable indépendante. Cela posé, le problème reviendra à chercher le maximum de Tintésrale
* } vx' -h / (.r''-f-/" -i-z''— I ) -4- p- « j ds,
la diiTéreiice #2 — s^ des limites étant constante, et /, y. représentant deux fonctions indéterminées de s.
On trouve d'abord, comme dans le problème précédent, les équations indétlnies
dv
du
-^^TFx
• iV
— tL\x"
dv
dv
du
du
iy
Multipliant para:', r^ z' et observant que
dv dv ^ dv ^
on en tire
O.'t! = 0, 'il z= c;
on a (j'ailleu)
rs
dv
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les équations (i) deviennent par conséquent
du
l^ — ex' = o ,
dx
du
Multipliées respectivement par les cosinus /, m, /z de la droite L qui serait à la fois tangente à la surface et normale à la courbe, elles donnent
z ( mx' — ly) — c [Ix" -f- /;//" -\- nz").
En appelant />, 17 les dérivées parlielles de z^ tirées de 1 équation de la surface /i = o, et B l'angle aigu compris enlre le rayon de couibure p de la couibe cherdiée et la normale à la surface, il est facile de voir, coninïe dans le Problème XIV, (jue
mx' — ly ^ - , ix" 4- m y" -f- nz" =z ± •
La ligne cliercbée sera donc caractérisée par l'équation z . sinO
— ' — — r= const.
sin 0
l.orsque h'o points exircmes de cetle ligtie ne sont })as fixes, mais seuliMuent assujettis à rester sur la courbe doîiuée, ré(}ualion
x oç -\- J'' Sr, -f- "' «îîl = O . fouinir parles icrmes aii\ limlles de la variation de 1 iii-
légraîe, nous apprend que les deux courbes doivent se couper sous un angle droit.
Problème XM.
150. Étant donnés deux plans parallèles et un point A dans Vun d'eux^ on se propose de mener de ce point à Vautre plan une ligne de longueur donnée^ telle que Vaire de la surface cylindrique ayant cette ligne pour directrice^ et pour génératrices des perpendiculaires terminées aux deux plans ^ soit maximum.
Prenons le plan renfermant le point donné pour plan des .ry, et pour axe des z la perpendiculaire élevée au point A : soit Ma dislance des deux plans ou Tordonnée de Textrémilé B de la ligne cherchée AB. Puisque la hauteur h de la surface cylindrique est constante, Taire de cette surface aura pour expression hf sjdx^ -h dj"^ ^ si l'on prend l'arc s pour variable indépendante, il s'agira donc de trouver le maximum absolu de Tinlégrale
A étant une fonction indéterminée de 5.
Ce problème ])réscntc une particularité à laquelle il faut bien faire attention pour ne pas introduire des équations inutiles et étrangères à la ([uestion. En e/]ét , x' et y' n'entrent dans le problème que par la combinaison .r'"-f-y'*. en sorte qu'elles ne conslituent elî'eclivement qu'une seule fonction à déterminer^ lien dans les données du problème ne les distinguant Fune de l'autre, elles ne doivent donc pas être non plus séparées dans le calcul. La conséquence est qu'il est inutile et même illicite d(^ faire varier séparément x' vX y ■ inutile parce <|ue les («tnditions du ])roblème n<' !<' d("-
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mandent pas, illicite parce qu'en établissant une variabilité hors de propos, on pourrait faire perdre à la vraie solution du problème son caractère de maximum.
En appelant g la projection de Taie s sur le plan xj^ on aura
de— sjdx^ -h dy^ , ou c' =z sjx"-\-y\ et l'intcgrale qu'il faut rendre maximum deviendra
c' -h / ( c'^ -h z'- — I ) I ds.
Au lieu de x,/, z elle ne renferme plus que deux fonctions, CT, ^ à déterminer, ainsi que cela doit être.
La condition de maximum fournit les équations générales
a et b étant deux constantes arbitraires, et, pour la seconde limite de la courbe restée indéterminée, l'équation particulière
Celle-ci doinie a = o, et ]>ar suite
d'où Ton lire
— ^ -j- ^ = o, r/z -f- bda zz: o,
et en intégrant
z -\- ha ~\- c =• o.
Si Ton conipt<^ l'air o à partir du point A, g dc\ ra s'éva-
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nouir en même temps que z, la constante c sera nulle, et Ton aura simplement
Telle est l'équation de la ligue chercliée. Elle exprime que si Fou développe la surface cyliudrique sur laquelle la courbe est tracée, celle-ci se transformera en une droite \ la ligne chercliée est donc une hélice. Quant à sa projection sur le plan xy ou à la forme de la surface cylindrique, elle reste indéterminée, ainsi que cela doit être.
Si l'extrémilé B était fixée, aussi bien que le point initial A, rien ne serait changé au calcul précédent *, la ligne serait donc encore dans ce cas une hélice.
M. Vieille a fait remaïquer (Cours cVuénalyse et.de Mécajiiqiie rationnelle^ Paris, i85i) que dans le second cas, ou lors(jue les points A, H sont fixes, le calcul des variations ne donne plus cette solution, quand on fait varier séparément les coordonnées x et j- ; et il en attribue la cause à un défaut de la règle d'Euler pour les niaxima relatifs. Il nous semble cependant qu'il n'y a point là d'anomalie, et que si le maximum n'est plus indicpié par le calcul, c'est parce qu'il cesse véritablement d'avoir lieu, du moins dans le sens analytique, aucune relation déterminée entre x et y n'ayant, plutôt (ju'une autre, le vrai caractère de maxijuum.
PnonLi^Mt: XVIL
151. Troui^er la courbe de plus vite descente sur une surface donnée.
Considérons un point matériel assujetti à rester sui* une surface doiniée et sollicitée par des forces quelconques. SoitR la résultante de ces forces, X, Y, Z les composantes de R suivant les axes des coordonnées et v la vi-
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lessc, OU aura
dt ih> (h: </}' (Iz
(It (îs ds ds
et par suite
i> dv = lidx-\-Xdx-\-Z dz.
Les forces X, Y, Z seiont eu général des fonctions des coordonnées ^, j-, z du uiobîhî : admettons que par la nature de ces forces Xr/.r -f- X dy ->r-'Ldz soit une différeulielle exacte, iY'([uation précédente pourra s'intégrer iinmédiateiuent, et conduiia à un résultat de la forme
v' =: 1 f[ X d.r -r Yr/j>- + Z dz ) — F ( x, j , z- ) — F ( .r , , j»', , z, ) -+- c',
a-j, j 1, Zi étant les coordonjîées du point de dé[>arl, jxmii lequel nous supposons la vitesse donnée et égale à c.
Dans riiypolhèse qu(' nous venons d'admettre sur la nature des foiccs qui agissent siu' le point mobile, la vitesse ^ sera donc fonction des seules coordonnées x, y, z du point occupé actuellement par le mobile, et ne dépendra nullement du chemin qu il a pu suivre pour y arriver.
Le tenqis, exprimé par l'intégrale /— » pendaiit lequel
le mobile descend d'un point A à un autre point B, sera, au contraire, diiférent selon les dilîéren.ts chemins qu'on Toblige de prendre, et il sera minimum poni' un certain chemin ou trajectoire qu'il s'agit de déterminer. Cela posé, si Ton })rend lare s pour variable indépendante, et (lu'on représente par // = o l'équation de la surfat-e donnée, les conditions du problème seront
J'— = min. , x'- + y-' 4- -'' ~ « , if =n, et la(}ues!ion icviendia à chercher le minimum absolu(h =
l'intéffraîe
- -h /(X'2 -^ y'^ 4- z'2 _ i) + ^a f Js,
/, p. étant des fonctions indéterminées de 5. On a
'^ dy (h-
Rz=-
<'- rt^S
Lîl les équations indéfinies dcvienucnt
du
v^ dx ' <^/.-r
I dv du.
:i\'y — ?.lr" ~o.
I dv du
Multipliées respectivement par x'.y. r' et .'jjoutéesj elle; donnent
dont rinléiirale est
— -h 2/. nr o.
En examinant les termes aux limites, ou verrait qiie la constante A est nécessairement nulle, en sorte qu'on a simplement
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Concevons que par le point x^ y^ z on mène dans le plan tangent à la surface une droite L normale à la courbe cherchée et faisant un angle aiguç; avec le rayon de courbure p de celle courbe: désignons par /, m, n les cosinus des angles que cette droite L fait avec les axes des x,y, z-, nous trouverons, en multipliant respectivement par /, /?/, n les équations (i), el ajoutant,
I / dv dv di'\ 7.\
COS'i*
Menons pour 2/ la valeur que nous venons Av. trouver, et rappelons-nous que
r/c do dv
dx dy dz
il viendra
{-?.) — (/X-f-///y -i-//Z)-|- - COS(p=: O.
EnGn, si 1 ou appelle ^ l'angle compris entre la résultante R el la droite L, celle équaiion s'écrira plus simplement
Or, on sait que la fon e <<M)lrifuge est égale à - cl que sa
fj
direction est opposée à celle du rayon de eouihuie p. Ainsi le pionnier membre lepréscnle la force centrifuge estimée suivant la droite L, tandis (jue le second mcmbn* exprime la force R estimée suivant la même direction. Ces deux conq^osantes étant égales, on en conclura que la pression exercée dans la direction latérale \j par le mobile sur sa uajceloiie, lorscpie ((;tle tiajeeloire est une bi"aclvisîo< broiie, est \yi double de <ell(^ (jni aurait lieu (mi
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vertu de la seule force R, si la vitesse t' était nulle, c'està-dire si le point matériel était en repos 5 en d'autres termes : la force centrifuge 'vient s^ ajouter aux forces réelles de manière à produire une pression latérale double. C'est la propriété la plus générale de la ligne de plus vite descente sur une surface quelconque.
452. Dans le cas particulier où le mobile est soumis à la seule action de la pesanteur, on a, en faisant coïncider l'axe des z avec la direction de la pesanteur, et en désignant par g l'accélération dans la chute libre,
l'équation (2) devient alors
i[z — h) coso
Si l'on prolonge la droite L, qui est à la fois tangcnlc à la surface et normale à la courbe, jusqu'à ce qu'elle rencontre un certain plan horizontal dont l'équation est z = h^ et qui passerait par le point de départ du mobile si la vitesse initiale était nulle, cette droite ou normale
. z — h . , . , aura pour expression ; la dernière équation exprime donc que le rayon de courbai e de la brachisloclirone est le double de la projection de la normale ainsi déterminée sur le plan oscuiateur de la courbe.
153. Revenons au cas généial, où les forc(îs X, Y, Z sont assujetties à la seale<'ondi lion que ^Ldx-i-Y dy-i-Z,dz soit une diflérentielle exacte, et supposons (jue le mobile soit entièrement librc^ en sorte que le clieniin (pi'on lui fait suivre puissi; être choisi parmi toutes les courbes dans l'espace menées entre les mêmes points extrêmes, la condition u=z() n'ayant plus lieu, le facteur usera nul; on IV. 9.0
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aura d'ailleurs, comme auparavant,
-xk
les équations (i) deviendront, par conséquent,
/ dv
c'x' -hv.v" = G,
V z -f- vz = o .
(Iz
En désignant, pour un moment, par a, (3, y les angles que la normale au plan osculateur de la courbe fait avec les axes des x, y^ z. et multipliant respectivement par cosa, cos|3, cosy ces dernières équations, on trouve
dv dv dv
-— CCS a H — CCS S H — - cos 7=0,
dx dy * dz
Xcosa -4- Ycosp -4- ZCOS7 =<^>
et l'on en conclura que la résultantes R est perpendiculaire à la direction déterminée par les angles a, |3, y, c'est-à-dire que le plan osculateur de la courbe contient la résultante.
D'ailleurs, si 1 on appelle w l'angle compris entre la résultante R et le rayou de courbure p, les mêmes équations (3), multipliées respectivement par x" , y" , z'\ donnent
(^) =:R COSW,
et l'on en conclut : 1^ que l'angle w est >9o'', en sorte que le rayon de courbure p est directement opposé à la projection de la résultante sur le plan normal à la courbe^
ÏS*t''".
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2° que la pression totale exercée par le mobile sur sa trajectoire est double de celle qui aurait lieu si la vitesse était nulle.
154. Considérons maintenant le cas plus particulier où le mobile est sollicité par une seule force centrale. En prenant le centre de la force pour origine des coordonnées, on a
Xz=
du
dz
r étant le rayon vecteur ou la distance du mobile au centre 5 et les équations (3) deviennent
vr
Rr
vr
Rz vr
- v' z' H- vz" = G
En éliminant R entre les deux dernières, on trouve
on obtiendra des résultais analogues, en éliminant V\ entie la première et la tioisièrne ou entre les deux premières équations, et Ton aura onsnile, en intégrant,
rz' ~zj' =^ m>,
ZX XZ =1 ^c,
■■rj' —yx ^=.cv, o^ h^ c élant des constantes aibilraires. Ces li'ois éqna-
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lions multipliées respectivement par x,^, z donnent
ax -\- by -\- cz-=.o^
équation d'un plan passant par le centre. Il en résulte que la ligne de plus vite descente est une courbe plane 5 elle est d'ailleurs caractérisée par l'équation (4).
Lorsque le point mobile est sollicité uniquement par la pesanteur, on a
ré({uation (4), devenue
û = — 2 (£ — // ) sec w ,
exprime alors que le rayon de courbure est le double de la normale prolongée jusqu'à la rencontre du plan z = /^, propriété bien connue de la cycloïdc.
Problème XVIII.
155. Trouver la courbe de plus vite descente dans un milieu résistant homogène.
Nous admettons comme évident que la courbe doit être comprise dans un plan vertical, et nous désignons les <:oordonnées d'un point quelconque de la courbe par x,y, en faisant coïncider l'axe des y avec la direction de la pesanteur-, nous prenons d'ailleurs, comme auparavant, l'arc s pour variable indépendante. Cela posé, soit u la vitesse, g l'accélération dans la chute libre, <f (t^) la résistance, qui doit être une certaine fonction de la vitesse^ l'équation du mouvement sera
tlv dv (Is I
et le temps aura pour expression / — En regardant x,
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y^ V comme trois fonctions de s qu'il s'agit de déterminer, on aura donc entre ces fonctions les deux relations
J^"-hj"=i, ('/-htp(p) — gj'=io,
et le problème reviendra à chercher le minimum absolu de l'intégrale
Si dans les formules générales du n'' 131 on remplace z par P*, on aura
P=irO, Q=0, • R — — - -h f>t<^'-hfX(p'{('),
et la règle de minimum conduira aux équations
2 ;' Jt' 4- 2 A x" =0,
^ p.' + 2 X' j' -J- 2 ly = O ,
Multipliant les deux premières par x', j' (il substituant gy' sa valeur uu -{- 9(1^), il vient
La troisième équation multipliée par ^^ se transforme e
•j. ce' -f- u. ^ ' =: O
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retranchant celle-ci de la précédente, on trouve
(il d.^<^(v) ^
ds ds ds
ds ds
el, en intégrant-
2À — pa'(t') — - = /.
La considération des termes aux limites de la variation de rintégralc proposée fera voir que la constante k est nécessairement nulle, en sorte que celte équation devient simplement
(2) 'AA — fx?{«0 — -==0-
On trouve d'ailleurs, en intégrant les deux premières équations (i),
rt, h étant deux constantes arbitraires. Ajoutant les deux relations primitives
nous aurons cinq équations (2), (3), (4) entre lesquelles nous pourrons éliminer les quatre inconnues X, p, .^5 J '• Ce calcul cflectué donne
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équation qui déterminera u en fonction de 5, aussitôt que la forme de la fonction cp (t^) ou la loi de la résistance sera connue. Reportant la valeur de p» ainsi obtenue dans 1 equalion
on en déduira ensuite une équation entre y et s qui sera l'équation de la courbe chercliée.
156. Lorsque la résistance <p(i^) est nulle, les deux dernières formules se réduisent à
dont la seconde s'intègre immédiatement et donne
ir-='2g{f— c).
Substituant dans la première équation la valeur de i^u' fournie par la seconde, on trouve d'ailleurs
enfin, quand ou élimine i^^ entre celte équation et Ja précédente, il vient
d'où Ton lire successivement
dx _. I
ils
da:=±dyKLl^lllZZLlL.,
résullat-dans lequel il est facile de reconnaître l'équation différentielle de la cyc loïde.
Cherchons niaijitcnant quelles sonl, dans le cas
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général, Jes équations aux limites auxquelles idoivent satisfaire les extrémités de la courbe. En désignant par J, yj, V les valeurs de x, y, t' correspondantes à Tune ou à Tautre des extrémités, on verra les termes aux limites de la variation de l'intégrale se réduire à
IjSl variation de l'arc s^ — 5^ étant arbitraire, ces termes égalés à zéro fournissent d'abord la condition A = o, déjà admise par anticipation.
Ayant tenu compte, au moyen du facteur j^x, de la relation qui existe en un point quelconque entre la vitesse r et les coordonnées x, y^ nous sommes dès à présent autorisé à regarder la variation o v comme arbitraire et indépendante des variations 0 J, ^ïj. Donc, si l'on suppose que la vitesse soit donnée au point de départ A, mais qu'elle ne le soit pas au point d'arrivée B, on devra rendre nul le cocflicient \x de ^v à la seconde limite, dès lors les équations (!^), donnant pour cette même limite
montrent qu'au point \\ la tangente à la brachistocbrone fait avec les axes des coordonnées Avî> angles dont les cosinus sont dans le rapport de a à h.
Lors(jue les points extrêmes A, \\ ne sont pas fixes, mais seulement assujettis à lesler sur deux courbes données, l'équation
(pii doit subsister aux deux limites, moiitie que la tangfMiK' à (liacun*' des rourlx's liniilcs aux points A, 1) <st
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normale à la îdireclioii détermiuée par des cosinus proportionnels à a, b, . .' .; ' • : X Vi ^ ' *
On en conclura sans peiiie que si Ton cherclie entre deux courbes données la ligne de plus vile descente dans un milieu homogène, résistant suivant une loi quelconque, ces deux courbes doivent avoir leurs tangentes parallèles aux points de» départ et d'arrivée du mobile, et que le mobile doit rencontrer la seconde courbe sous un angle droit, quelle que soit d'ailleurs sa vitesse initiale.
Ce résultat est identique avec celui que nous avions déjà trouvé pour la brachistochrone dans le vide {Probl.Vll).
Problème XIX,
158. Trouuer la position que doit prendre un fil Jlexible et inextensible sur une surface donnée, pour que son centre de grawité soit le plus bas possible. — On sait que dans cette position le fil sera en équilibre.
Supposons que l'axe des z coïncide avec la direction de la pesanteur, l'ordonnée verticale du ceiilrc de gravité du (il sera
C'est l'expression qu'il faut rendre maximum sous la condition que fds ou la longueur du fil reste constante, et que les coordonnées x, y, z satisfassent d'ailleuis à 1 é(juation de la surface donnée, // z=r o, ainsi qu'à la relation x'"^ -h j'~ -{- z'' = i. Le problème revient donc à chercher le maximum absolu de l'intégrale
\{x''-^ X''-hz'' — i)-i-lxu\ds,
la différence s^ — 5, des limites, ou la longueur de la courbe, étant constante, et 1, p. désignant deux fonctions indéterminées de s.
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On a '^
j. du du du
et les équations indéfinies deviennent
' du
fi) ( p.- 2a'j' — 2Xr''=o,
l -{- Il 2/2 — 2 / S =r O .
Multipliées pai .x', j ', ^', elles donnent
Soient /, in. n les cosinus d(;s angles de la droite L qui tangente à la fois à la surface et normale à la courbe ferait un angle aigu avec le rayon de courbure p^ si Ton multiplie respectivement par /, ///, n les mêmes équations (i), il vient
// — 2 A ' l.r" -4- ///} " -h tiz" ) :=! ii^
ou bien
P = sm G,
B étant l'angle aigu compris enirc le rayon de courbure p du fil et la normale à la suifact;. Pour interpréter cette for-
mule, nous ferons observer que (,'st la normale h la
courbe menée dans le plan tangent à la surface et prolongée jusqu'à un certain plan liorizontal dont Téquation est z = c. Donc le rayon de courbure p est égal à la projection de la nonnale ainsi dclenninée sur le plan osculalcur de lu courbe, uvo\n'\v\v analogU(^ à celle de
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la cliaîaettc. Si Ton appelle L la longueur de la normale dont il s'agit, il viendra '-
^c=sine;
on a d'ailleurs, d'après le ikéorème de Meunier,
-'- == ces 6,
jOo étant le rayon de courbure de la section normale passant par la tangente à la courbe. Il en résulte
tang G = — 5
JL
(ormules qui serviront à calculer la grandeur et la direction du rayon de courbure p, lorsque la direction de la tangente sera donnée.
159. En appelant ^, rj, ^ les coordonnées de l'une ou de l'autre des exlréniilés du fil, on verra les termes aux limites de la variation de l'intégrale proposée se réduire à
c^{s^ — s,) -h {c — r) ( .r'oH -f- y' or, -+- c'rK).
La diilérence 5j — jj, ou la longueur de la courbe, étant «constante, le terme cd^s^ — Si) est identiquement nul • quant aux autres termes, ils fournissent pour chacune des limites la condition
x' oc -\- y' or, -^ z' o'I =::z O ^
exprimant que si les points extrêmes du fil, au lieu d'être fixes, peuvent glisser le long de deux courbes données, K; fil se placera de manièie à avoir ses extrémités normales à ces courbes limites.
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TREIZIÈME LEÇON
Applications k des intégrales doubles. — Maximum ou minimum de l'intégrale f f {^ — P^ — qyy^dydx. — Maximum ou minimum de f J sj p' -\- <:(^ dy àx . — Maximum ou minimum da ff{z — px — qy)dydx, l'intégrale ff \Jp'-^<j'' dydx étant constante. — Surface à aire minimum . — Surface dont le centre de gravité est le plus bas possible. — Surface renfermant un volume donné et dont le centre de gravité est le plus bas jiossible. — Surface à aire minimum recouvrant un volume donné.
160. Dans cette nouvelle Icçou nous avons à donner quelques exemples de la i cclierche des maxima et minima des intégrales doubles. Les règles et formules générales relatives à ce cas ayant été exposées avec détail dans la VIP leçon, nous n'avons pas à y revenir, d'autant plus ({ue nous conserverons avec soin les notations adoptées.
Problème XX.
Trouver une. surface telle, que Vintêi^rale
j ' i 'i>^dfdv
soit maxiniuin ou niîtiiniuni, u étant la portion de Vaxc des z comprise entre l'origine et le plan tangent à la surface au point x^y, z.
On a
V —z — px — qr, V zz= c"' — (r — px — qy)'% N — ///<-'" ', P — — ///('"' -'.r, Q z= — /;/( "'--' r ;
séquent
réquation indéfinie N -^ = o devient par con
/ 3 du <Ii^\
\m — i dx dy j
'- — , — éiant les dérivées partielles de v considéré comme Sx dy
fonction immédiate de x^y. Cette équation est satisfaite,
1° si Ton fait p» = o, valeur qui rendrait l'intégrale nulle
et donnerait pour solution une surface conique ayant son
centre à l'origine des coordonnées-, 2^ si l'on fait
3 dv dv
^ ' m — I dx. dy
nous ne nous occuperons que de cette seconde solution.
L'équation (1) aux dérivées partielles du premier ordre par rapport à v s'intègre facilement par la méthode ordinaire et donne
ou
F étant une fonction arbitraire. C'est encore une équation aux dérivées partielles du premier ordre relativement à z\ en l'intégrant, et faisant, pour abréger.
on aura
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Telle est 1 intégrale générale de réqualion (i). Elle représente une infinité de surfaces distinctes, suivant les formes assignées aux fonctions arbitraires o et t|;.
161. Lorsque les limites de l'intégrale sont fixes, ainsi que les valeurs correspondantes de z, ou lorsque la surface doit être circonscrite par un contour donné, la règle de maximum ne fournit point d'équations aux limites, et les fonctions arbitraires seront déterminées par la condition même qne la surface passe par ce contour. Mais si l'on donne seulement les valeurs limites d(î x, y, ou la projection du contour sur le plan jy, sans les valeurs correspondantes de z, la condition de maximum ou de minimum exige qu'en diaque point du contour on ait
OU
(3) «'"""' ( yf^f — ^^h) ^^^ ^^•
Le facteur yrïx — Xffy ne peut être nul que lorsque la projection du contour est une droite passant par l'origine des coordonnées^ pour toute portion du contour qui ne remplit pas cette condllion, on aura donc i^ = o, et par suite
-•©=■•• ^iS)
ajoutons que sur cette partie du contour le rapport -
varie nécessairement d'un point à l'autre, et nous en conclurons que la fonction ^ est nulle en général ou pour chaque point de la surface. L'équation (2) réduite à
représente* alors une suiface conicjue ayant son sommet
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à Forigine des coo rdonnées. La valeur de u qu'on en déduit étant constamment nulle, celle de l'intégrale est aussi nulle, et l'on comprend sans démonstration que 0 c'est un vrai minimum, du moins lorsque l'exposant m ^ est un nombre pair et positif. ^
462. Considérons maintenant le cas où le conlour n'est pas donné, mais seulement assujetti à rester sur deux ou plusieurs surfaces données*, soient /?', (j' les dérivées partielles de z relatives à l'une de ces surfaces, on aura pour la portion du contour quelle doit renfermer
V-+-P(;/_;;)-hQ(r/'— .y)==o
f,m-x ) ç _|_ ,„j. (^p ^ pf] -^ niy {(j _ fj' \ J = O ,
équation qui sera satisfaite, soit par
<' = o, soit par
z — p.T — qy m
La première solution v =^ o ramène la surface conique du cas précédent-, la seconde exprime que si Ton mène des plans tangents à la surface cherchée et à la surface teiininale par un point quelconque de leur ligne d'intersection, les portions de Taxe des z compiises entre l'oiigine et ces deux plans seront entre elles dans le rapport
m constant
163, Pans ce qui précède, nous avons admis implicitement que l'exposant m était plus giand que l'unité. Au lieu de nous arrêter à discuter le cas de m = i ou /;/<^ i , considérons le ])roblème plus général où l'on cherche le
Diaximum ou le minimum de l'intégrale
ff/K
■^ dans laquelle
^^ j^ ■ I \ \ f{<']dyd.r,
Nous avons
V=:/(,.), N=:/'(<.), P=:-x/'(.), (^=.-yf'(v).
L'équation indéfinie
d.f'iv) d.fU')
équation aux dérivées partielles du premier ordre, lorsqu'on y regarde /'(<') ^'oninie fonction immédiate de jr, r, s'intègre sans peine par la méthode ordinaire et donne
F étant une fonction arbitraire.
Soit, par exemple,
on aura
et
px-\-(iy.
En inlégranl de nouveau, il viejit
^^ (îl '^ étant deux fondions aibitraires
Problème XXI.
Trouver la surface pour laquelle V intégrale
/-, ry. i ,J^'
; sp' -\-q-.dydx "T ^
soit un maximum ou un minimum ^ p et q étant les dérivées partielles de V ordonnée z de la surface.
On a
\I/J- -h q^ sjp' -f- q^
réquation indéfinie est
r/2 /• — 2 pqs -\-fPf=o,
cFoii l'on lire, en inlégrant.
ç et ^ étant deux fonctions arbitraires.
Lorsque les limites de l'intégrale sont déterminées, ou quand on connaît les deux parois cylindriques }"= }, , r=r='^%? c^ ^^^ deux plans x=.rt, jc = x^ qui doivent circonscrire la surface clierchée, sans que son contour dans l'espace soit donné, on doit avoir en chaque point du contour
Q dx — Vdy ~- (), (XI qdx — pdj z=z o,
é(jualion qui exprime (juc la surface cherchée doit rencontrer sous un angle droit les deux parois cylindriques, ainsi que les deux plans limites. Dans le cas plus général où le contour est assujetti à rester sur des surfaces données (pielconqnes, si Ton appelh; //, q^ les dérivées partielles de z relatives à chacune de ces surfaces, on devra avoir en chaque point de la portion du contour ({u'clle contient
V4-P(//-/>) -hq(q'-~q)^.0, IV. '21
Trouver la surface pour laquelle Vintégrale
px — qy)dydx
soit un UKtxiniuin ou un luinîmuni^ en même temps que
Vintégrale
\ j sjp' + (f-.drdx
consente une l'aleur donnée.
Ce problème se ramène à la recherche du inaximun ou minimum absolu de l'intégrale
1 / {z — pX'- qx-\- n \!p^ -f- ry-) dfd.r,
dans la([uelle n est une quantité constante, mais inconnue.
On a
N z=z— p.r ~ qj -^ n \JjP -h 7' ,
\V -h </' ■ sIp^-^ q-
et Téquatioi) indéfinie
intégrée par la méthode de Monge, donne
<f et t}/ étant deux fonctions arbitraires. La surface représentée par cette équation est évidemment une surface annulaire ou tore engendré par un cercle de rayon •- qui
se meut dans l'espace suivant une loi quelconque, en restant toujours parallèle au plan xj. Si Ton nomme J, >7, Ç, les coordonnées variables de son centre, on aura
et ces équations, lorsqu'on aura déterminé les deux fonctions arbitraires, représenteront la courbe directrice que le centre décrira dans son mouvement. I^es valeurs des dérivées partielles du premier ordre /; et f/ s<^*ront d'ailleurs
'' ~ ~ [x + T(^)]/(:^)-4-[jH-4'(^)]f(^)'
166. Parmi les diverses hypothèses qu'on peut faire relativement aux limites, nous n'examinerons que celle où la surface (i) doit se terminer dans deux ou plusieurs surfaces données. Soient //, fj' les dérivées de z relatives à chacune de ces surfaces terminales, la portion du contour qu'elle doit contenir sera caractérisée par l'équation
VH-p(/;
-/^)-HQ(7'
ou bien
par
■^<iq'
Supposons, par exemple, que l'une des surfaces limiles soil un plan ayant pour équation
z = ax -\- hy., on aura
et l'équation (2) se réduit à
Remplaçant p el q par les valeurs trouvées ci-dessus, il vient
(3) z 4- flo(i) 4- />"M~' = o;
et, en éliminant o{z)^ ^ [z) à l'aide des équations
qui donnenl les coordonnées du centre du cercle générateur,
Sous cette forme on voit que le centre du cercle générateur doii se trouver ronstamuient dans le plan limite. Si la surface cherchée devait se termine)- de l'autre côté sur un second plan dont l'équation fui
on ti'ouverait également pour rinterseclion correspondante.
(zj) z + n'',[z)-\-b'-^j{z)-0
et
l —a'l-\-b'ri,
d'où l'on conclut que le centre du cercle générateur doit se trouver aussi dans vo second plan, en soile qu'il se mouvra 1c lon£< de l'intersection des d<'u\ plans limites;
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la surface cherchée sera donc un cylindre oblique à base circulaire, ayant pour axe l'intersection des deux plans. Les fonctions arbitraires o et ij/ seront dans ce cas déterminées par les deux équations (3) et (4) , qui donnent
ab'—a'b' •^"^— ab'—a'b'
et la fonction z est alors parfaitement connue, sauf la constante /ï, dont on disposera pour faire prendre à l'intégrale//^/;* -h ^*.^^^ia: la valeur constante qu'elle doit garder. Il serait impossible d'assujettir la fonction z à aucune nouvelle condition relative aux limites de .r^ si donc les autres conditions, qu'on peut se donner relativement aux limites, ne sont pas satisfaites d'elles-mêmes, le problème deviendra impossible, et il n'y aura ni maxinmiu ni minimum.
Problème XXIII.
167. Trouver la surface dont Faire entre des limiles données soit la plus petite possible.
La diflerentielle de l'aire étant \/ i -\- p^ -h q^ d)dx, l'intégrale qu'il faut rendre minimum sera
\fl -{- p- -{-q'.dydr.
On a
L'équation indéfinie du problème et qui doit clélermi ner la forme générale de la surface cherchée^, sera donc
ou
!^) ' ( I -h q-) f — 2pq^ -r- . I -i- p') t ~ O
or elle exprime la propriété bien connue, qu'en chaque point de la surface minimum la somme des deux courbures principales est nulle, ou, en d'autres termes, que les deux rayons de courbure principaux sont égaux et dirigés en sens contraire.
Lorsque le contour de la surface dans l'espace sera donné, les fonctions arbitraires amenées par l'intégration de l'équation (i) seront déterminées par cette seule condition, et il n'y aura plus d'équations aux limites. Mais si Ton assigne seulement les valeurs limites de X et dey, sans assigner les valeurs correspondantes de z, ou si l'on ne donne du contour que sa projection sur le plan .7^, on devra avoir le long de cette projection
Q dx — P <ly irr o ou q (l.T — p (ly z=z o ,
et celte équation exprime que la surface minimum rencontre sous un angle droit la suiface ou les surfaces cylindriques qui projettent le contour sur le plan xy. Le plan qui a pour équation z =: c, satisfait à la fois évidenmient et à cette condition et à l'équation génélalc (2). Il est donc la solution la plus simple du problème dans le cas dont il s'agit ; mais le difficile serait de dcinonlrer (ju'il est la seule solution possible.
Supposons maintenant (jue la surface minimum, au lieu d'elle limitée par certaines courbes ou par certaines parois cylindri(}ues, soil assujettie à se terminer dans deux ou plusieurs surfaces données mais quelcon- (jU(.'s^on aura alors en diacjue point du contour entier
V -h P(// — />) -h Q(7'— y) =r 0, ou I -t- />// -h <7</' — o ,
équation qui prouve que la surface minimum rencontrera sous un angle droit chacune des surfaces limites.
L'intégrale générale de l'équation (i), qui repré
sente toutes les surfaces minima, a été obtenue, pour la première fois, par Monge, mais sous une forme toute compliquée d'imaginaires qui la rendait peu propre aux applications. Legendre, et plus tard MM. Serrct et Catalan, se sont occupés à leur tour de celte même intégrale, soit pour vérifier le résultat de Monge, soit pour le simplifier. Enfin, M. Ossian Bonnet, en développant les principes sur lesquels Gauss fonda ses belles reclierclics relatives à la théorie des surfaces, a montré que ces mêmes principes conduisent facilement à une forme simple de l'intégiale dont il s'agit. iSous indiquerons en peu de mots la marche suivie par M. Bonnet, dans son excellent Mémoire sur remploi d'un riouucaii système de variahdes [Journal de Liouvdle, t. V, i85o), pour obtenir sous forme finie l'équation de la surface minima.
Soient a, (3, y les angles de la normale à la surface avec les axes des coordonnées, J l'angle avec le plan xz du plan mené par la normale parallèlement à l'axe des z^
et posons 73 = / lang -7 en sorte que tang - = c^ : \ et yj
sont les nouvelles coordonnées ou variables indépendantes qu'il s'agit de substituer à x^ y. En désignant par i l'unité imaginaire \j — 1 , on aura
Sin7=: , COS7 rr: / tanC/rj,
COS /yj
cos Ç COS a == sin 7 cos H = ?
COS lYi
(, ■ -. sinÇ COS p =r: sin 7 sin t = >
OU
(3) — smÇ^H-cosÇ^4-/tangi„fcosç4^ + sin2— \=:o.
Pour déterminer les dérivées partielles —, ^, ^, ^,
dx dy dx dy
cherchons d'abord les relations générales entre J, n et X, y. Soient x, y, z les coordonnées d'un point quelconque du plan tangent et D la distance de l'origine à ce plan, nous aurons
X cos a + y 00s f H- z ces 7 =r D ,
ou, en substituant les valeurs des cosinus de a, (S, 7, et multipliant par cos />:,
(4) X cos ç -h y sin ç -f- z / sin />3 = D cos ir,.
Cotte équation , dans laquelle on peut considérer le second membre coïnmo nnc fonction de J, yj, définit tous les plans tangents à la suiface. Pour en déduire les coordonnées x^y^ z d'un point quelconque de cette surface, nous ferons remarquer que ce point peut être regardé comme riiiterse("ti(m de trois plans tangents infiniment voisins, et nous en conclurons que.r, y, 2, substitués respectivement à X, y, /., doivent vérifier l'é^juation (4) et cette équation diflérentiée soit par rapport à Ç, soit par rapport à >9, en laissant \, y, z conslanls. Donc, en faisant, pour abréger, Ç= — Dcos/r;, on a
X cos ç -f- j sin H -f- z / sin / x; =; — Ç ,
(5) { dE
de.
Telles sont les équations qui déterminent les coordonnées X, y, z, lorsque ^, y;, Ç sont connus. Si on les différentle eu faisant varier à la fois x, y^ z. ^, y?, (^, et qu'on
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^ fasse, pour abréger,
I .'■/■.* rfç f/î
dcdr'
. dt d-^'Q w = i tang ir. — — I — - —
dr, dr,"^
on trouve, après quelques réductions faciles,
dx CCS Ç 4- dr sin H = — / tang ir, [vd'i + «y/ y, ) , (^) 7 rfx sin ^ — dy cosl = udE -i- pdr], dz cas ir. =: vdt -\- wdr,.
En faisant tour à lonv dj=o^ Jx=o, on déduit do
1 1 1 1 f ' , . ., dï. d^
CCS équations Jes valeurs aes denvccs pariiclles — > —-•>
— 5—7 et ces valeurs substituées dans l'équation (3) lui font prendre la forme très -simple
(8) U -{- Wz=zO.
Or^ si Ton regarde J, yj, à leur tour, comme des variables ijidépendantes , la troisième des équations (7) donne
dz <' = -7- cos/V, , dt
dz iv = -— cos ir. :
dr.
on trouve d'ailleurs par les équations (6)
du ( de, d'%\ d't
-— = i lumi ir. i Uu)ii ir. 1 H '—
dn =^ \ ^ dr, dr,-"] dl-'dn
dv =z — -\- wi tang/ y;
d^z dz .
= -j— COS fr. -h-r ' ^'" ' ^ i dt,^ dr,
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on aura donc, en différentianl par rapport à tj Téqualion u -{- \v= o,
équation bien connue, dont l'intégrale générale est
9 et <|^ étant des fonctions réelles ou imaginaires. Toutefois il faut observer que cette intégrale est plus générale que l'équation proposée (i) ou (8), et qu'en déduisant de z la valeur de t au moven de la relation
Ç z=z fz COS ir, dr, ,
on devra déterminer la fonction arbitraire de ^, introduite par Tintégration, de manière à satisfaire à la condition // -h^i' = o.
Supposons, par exemple,
ç,(^ + /r,)rr=^(<2-/^)(H + /r,), ^{^ - i r^) = '-(a-^ ib) {^~ ir^),
a, h étant des constantes réelles et positives, nous aurons successivement
z =zaç ■+■ l)y. y
^=z fz COS / r, dr. z=. f {a't-{- h r, ) COS Ir, d r, = — (n'ç ^ br.)isu\ fr. — 0 COS / /, -f- X ,
X ('tant une fonclion arbitraire de '£ dont X' et X'' seront les dérivées par rappoit à '£ du j.iejnier et du second ordre-,
a = — /; ces / /-. -h X" -f- X , w z=z b cos ir, ,
Cl en intégrant,
X =: C ros ç 4- C sin Ç.
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Faisons, pour simplifier, C = o, C'= o, il viendra , X = o,
t = — {al -h br,)i sin ir, — ■' b cos ir, ; et les équations ( 5 ) donneront
ix = b cos ir, cos Ç — ai sin ir, sin Ç , y = b cos ir, sin ^ ■+- ai sin /rj cos H , z =z aB -h br,y
ou bien, en coordonnées polaires, si l'on fait x =^ r cos w, y zrz r sin 0),
/ r cos (w — Ç) =: Z; cos /r, ,
(i ï) \ /•sin(w — H) = flfsin/r, ,
Les équations (lo) et (i i), en supposant qu'on ail éliniijic J;, y], représentent une espèce particulière de surfaces juiiiima. Dans le cas particulier où a= o, elles donnent
r=zb cos — ^=z - \e -\- e -,
équation de la surface de révolution engendrée par une
chaînette.
Si ^ =: o, on a
équation de riiéliçoïde gauche à plan directeur.
Dans le cas général, où « et Z? sont quelconques, Téllmination de ^, y; donne
z — aui zzz a arc tang- i / \- bl
a /r^~- b' i//^ -f. <v' 4- \fF—J'
équation qui représente évidemment une surface engcn-
drée par le mouvemem hélicoïdal autour de Taxe des z, d'une certaine courbe plane dont on trouve l'équation en faisant dans celle qui précède o) = o, /= j:.
169. Il existe un moyen très-simple de réaliser une multitude de surfaces à aire miiiima, c'est-à-dire à courbure moyenne nulle, ou, plus généralement, à courbure moyenne constante. M. Plateau a fait voir, en effet, que cette propriété d'avoir sa courbure moyenne nulle ou constante est la condition d'équilibre d'une lame liquide très-mince, d'une bulle de savon par exemple, dont la masse est sensiblement nulle, et que l'on peut considérer pour cette raison comme soustraite à l'action de la pesanteur, comme soutnise à la seule action des forces moléculaires : si celle lame est fermée de toute part de manière h emprisonner une certaine quantité d'air, la courbure moyenne est constante, et plus ou moins grande selon la différence des pressions intérieure et extérieure 5 si, au contraire, la lame est en contact, par ses deux faces, avec l'air libre, la courbure moyenne est nulle.
En se servant, pour faire naître ces bulles ou laaies, d'une solution de savon etdeglycéiine mélangés, M. Plateau a su leur donnei- une persistance extraordinaire. On peut alors étudier tout à l'aise les formes très-diverses, très-originales, suivant lesquelles les lames liquides s'arrondissent ou s'étalent, lorsqu'on les assujeltlt à adhérer aux contours de charpentes rigides dessinées à l'aide de fils de fer légèrement oxydés par l'acide nitrique, et qu'on plonge un instant, pour les retirer presque surle-champ, dans le mélange glycérique. L'illustre physicien a ainsi créé un procédé facile et charmant de résoudre expérimentalement le problème de la moindre surface passant par un contour donné.
Veut-on, ])ar exenqde, la surface eng('ndré(î pai' la ré-
volution d'une chaînetle autour de sa directrice, surface à laquelle M. Plateau a donné le nom de caténoïdcy on introduit, au moyen d'un pinceau imbibé de solution glycérique, une petite quantilé de liquide entre deux anneaux circulaires presque en contact -, on soulève doucement Panneau supérieur, et Pon voit un caténoïde laminaire arrondir sa surface entre les deux anneaux. En continuant à faire monter graduellement Tanneau, on voit le caténoïde se resserrer, s'étrangler en son milieu, et bientôt se rompre pour se convertir en deux lames planes s'élendant sur les deux anneaux. Cette rupture a lieu lorsque la distance des deux anneaux est à peu près égale aux deux tiers de leur diamètre, exactement comme l'exige la théorie. Il résulte, en effet, de notre discussion du problème de la moindre surface de révolution (n" 103), que la chaînetle génératrice devient impossible lorsque le rapport entre la distance et le diamètre des deux bases, supposées égales, dépasse cot(56"28') ou 0,6627. Nous avons vu, en outre, qu'aussi longtemps que cette limite n'est pas atteinte, il existe deux chaînettes ayant Taxe de révolution pour directrice, mais que c'est l'extérieure ou la moins rentrée qui seule donne le minimum. Or ce résultat, que nous croyons avoir tiré le premier du calcul des variations, est encore parfaitement d'aecord avec l'expérience^ cai- M. Plateau avait déjà observé que des deux caténoïdes j>ossibles, cpi'il a le ])remier signales, c'est toujours le moins rentré qui se produit, et il en avait conclu que le caténoïde intérieur ou plus lenlré est instable.
Problè:me XXIV.
(70^ Ç)u3lle Jonne doit avoir une surface d'étendue ou d^aire donnée pour que son centre de grav^îié se trompe te plus bas possible ?
Si Pon suppose que l'axe des z coïncide av(v. la direc-
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lion de la pesanteur, Taire U de Ja surface sera
sjx H-/?^ -\- q^ .dy dx ^
el l'ordonnée verticale de son centre de gravité
l zs/l -hp'-i-q\djdx.
La question consiste à trouver parmi toutes les forraes de la fonction z pour lesquelles l'intégrale U prend une certaine valeur déterminée, celle qui donne pour Z, et par suite pour UZ, la plus grande valeur possible-, ou à chercher le maximum absolu de l'intégrale
z — " ) V I -\- p^ -^ q"^ . dy dx ,
dans laquelle a est une nouvelle quantité constante mais inconnue, qu'il faut déterminer, de manière à faire prendre à l'intégrale U la valeur donnée qu'elle doit avoir. On a
et la forme générale de la surface cherchée sera déterminée par l'équation indéfinie
(l) X+p'-^q''=z[z-a)\(i^q')r~ipqs-\-{l+p^)t\.
Cette équation expiirue une relation remarquable entre les rayons de courbure principaux R, R', de la surface. En eiïet, si l'on regarde chaque rayon comme
positif, lorsqu'il est dirigé en bas, c'est-à-dire lorsqu'à partir de la surface sa direction forme un angle aigu avec le demi-axe des z positifs, et négatif lorsqu'il est dirigé en haut, on aura
(l -\-p'-^t et l'équation (i), devenue
R R' (2_«)y/n_yy^4_^2
exprimera que le rayon de la courhiire moyenne est le double de la normale prolongée jusqu'à un certain plan horizontal dont l'équation est z z=l a.
171 . Lorsque le contour entier de la surface est donné, la condition de maximum ne fournit aucune équation aux limites. Mais si l'on connaît seulement la projection du contour sur le plan xy^ ou les valeurs limites de y et de X sans celles de z, on devra avoir en chaque point du contour
Q d.T — P dy rr: o OU qdx — pdj = o ;
équation qui exprime que la surface est partout normale aux cylindres ou aux plans qui la limitent dans le sens des X et des y.
Plus généralement, si le contour devait se terminer sur deux ou sur plusieurs surfaces données, de forme quelconque, on aurail, en représentant par/?', q' les dérivées partielles de z relatives à Tune ou l'autre de ces surfaces terniinnlcs, la condition
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l-hpp' -{-qq' ~0,
c'est-à-dire qu'en chaque point du contour, la surface cherchée devrait couper les surfaces limites sous un angle droit.
172. La surface dont le centre de gravité est le plus bas, a beaucoup d'analogie avec la chaînette, qui parmi les courbes jouit de la môme propriété. Pour rendre cette analogie plus frappante encore, supposons que la surface représentée par l'équation (i) soit un cylindre aj^ant sa ii^énératricc parallèle à l'axe des y^ et cherchons quelle doit être alors sa forme. On aura dans ce cas q = o^ 5 = o, ^ = o, et l'un des rayons de courbure principaux sera infini, tandis que i autre se réduira ,
R =z [z — a)sji-^p\
Dans cette équation, qui détermine la forme de la section normale à Taxe des y, on reconnaît sans peine l'équation de la chaînette. INIais il faut se garder d'en conclure que la surface ainsi déterminée soit parmi toules les surfaces cylindriques celle dont le centre de gravité est le plus bas; elle ne le serait en eifet que dans le cas où la longueur de la génératrice ou la diiïércncej^j — y^i resterait constante. Dès que la didérencej ^ — /j red(îvient variable, la courbe dinîctrice <lu cylindre cesse d'être une chaînette. Pour trouver, en effet, la surface cylindrique dont le centre de giavité est le plus bas, il aurait fallu dès le départ faire entrer en ligne de compte la condition (j = o, ce qui aui-ait modifié sensiblement Fécpiation générale (i). An reste, celie dernière question est celle que nous avons traitée, Problème XI, en cherchant la forme <ré(]uilibre d'un fil dont la densité ou l'épaisseur est \\iriable.
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Problème XXV.
173. Un certain volume de matière homogène est terminé en haut par un plan horizontal^ en bas par une surface courbe d'étendue ou d'aire donnée^ quelle doit être la forme de cette surface pour que le centre de granité du volume soit le plus bas possible P
Si l'on prend le plan horizontal donné pour pian des xj et la direction de la pesanteur pour axe des z, le problème revient à chercher le maximum de l'intégrale
/ / [z^ -{- 1 cz — 1 a \^ i -{- p' -j- q-') df(h: ,
rt, c étant deux constantes, qui permettront d'assigner à Taire de la surface courbe et au volume les val<Mirs déterminées qu'ils doivent avoir.
On a
\ =^Z'-\- rf.cz — la \j\ -^ j,^ ->r *7%
V I -f- ir -\- q' s/ 1 H- p- ^- fr '
, ... ''11 • ^fiV do
cl Ja condition sjeneiale de maximum, £> ^ = o.
(levieiil
--ht V • + /''' H- y' V 1 + /^' + q"' _
a dx dy '
OU, en développant, et désignant par l\, R' les deux ravons de courbure principaux.
R "^ R' ~~ a " 'relie csl i'équalion de la surface clicn liée. Elle exprime
ÏV. ?.2
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qnen chaque point de la surface la courbure moyenne est en raison inuerse de la distance à un certain plan horizontal dont V équation e5f z -|- c = o.
La surface devant aboutir sur tout son contour au plan ocy^ les valeurs limites de z sont nulles^ si celles de x, y ne sont pas fixées, ou si le contour de la surface dans le plan xy n'est pas assigné à Favance, les équations aux limites se réduisent (n^ 67) à la condition unique
V-P/.-Q7 = o, ou
(jui doit subsister en <'haqu(; point.du conlour, et qui exprime que la surfaces courbe est noriuab; an ])lan :\y le long de leur intcrseclion commune.
PHOBLi:MK XXVI.
17-4. Parmi toutes les surjaccs recouvrant le lucme rolume et ayant les mêmes limites^ trouver celle dont Vaire est minimimi.
Les conditions du pioblènie étant
fjz dy (Ir -- const . , JJ '^^ -^ P^ -h T- <'^r<'/.r = min . .
la question revient à clierclier le mininnnn absobi de Lintégrab*
rr-''
-4- />>'-!- 7^ — ")f(rdr
a. étant un facteur constant, mais inilétcuniiné. Dans les notations adoptées, on a
Al*PLlCATlOWS A DES IIVÏÉGIIALES DOUBLES.. 339
et la forme générale de la surface cherchée sera caractérisée par l'équation indéfinie
Soient toujours R etR' les rayons de courbure principaux, que nous supposerons cette fois positifs lorsqu'ils seront dirigés en bas, c'est-à-dire lorsque la surface tournera sa concavité vers les z négatifs j négatifs, quand la concavité sera diiigée en haut. L'équation indéfinie devient
et eUe exprime que la surfac<^ qui sons la moindre aire possible renferme un volume donné, jouit de cette propriété remarquable d'avoir en chaque point la même cour bine moyenne.
MV). Un mol sur les é(}i!ations aux limites dans les hypothèses les plus simples. Si l'on conviait seulement 1^ projection du ('onlour de la surface sur le plan xy\ ou les surfaces cvlindriqncs ])crpendiculaires au plan xy., entre lescpielles elle reste comprise, on devra avoir en chaque point du confoni*
Qr/.r — V clv =. o, Oil (jclr — jul-) rrz Q,
écpiation (pii exprime (jue la surface cheichée rencontre sous un angle droit tout<\s les fac es du cylindre limite.
Plus généralement, si la surface cherchée doit se terminer sur une surface quelconque df^nl l'équation aux dérivées partielles soit dz = p' dx-\-q' d).^ on devra avoir, le loni; du (contour,
V H P (// — lA !• Q ( <i' — <i ) — o ,
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et celle équation exprime la propriété suivante :
Si par le pied de V ordonnée z d'un point quelconque du contour on fait passer un plan parallèle au plan tangent à la surface limite, et que par le même point du coîitour on mène une normale à la surface cherchée, cette normale j prolongée jusqu'à la rencontre du plan parallèle, sera constante et égale à a.
Dans le cas particulier où la surface doit se terminer dans nn plan horizontal, représenlé parTéquation z = h, on a // = o, q' =: o. et la formule précédente se réduit à
^'l-h/r-hq'
d'où Ton conclul facilement que la surface demandée coupe le plan limite sous un angle constant.
r.e <osinns de cet aniile est -: il sera nul lorsque le
plan liori/.onlal se coidondia avec le plan .ry. Donc la surface qui avec un plan donné renferme un certain volun>e sons la plus petitx" aire possible doit être normale au plan en cli.upie point de rinterseclion commune. Une d<,Mnl-spl»ère de ravon convenablement choisi remplira évidemment ( ettc < ondition, en même temps qu'elle satisfera à ] équation indéfinie (i)^ c'est donc une solution du problème, mais il faudrait pouvoir prouver en outre qu<' <• <'sl la seule.
i7(), Coiisid<''i'ons encore le cas où le contour est indétermin<''. ainsi (juc sa projection sur le plan .T) , mais où Ton se donne Taire circonscrite par cette ]>roieclion. Aux
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couditions premières il faudra joindre les suivantes :
I j djdx=: const..
Cl chercher le maximum absolu de l'intégrale
V ayant la même signification qu'auparavant. Ou obtiendra la même équation générale ou indéfinie (i)-, mais les équations aux limites deviendront
Vh-c = o, qdx ~ Vdj- = o,
pour > =r r,, j rzzjg, et
,.//:=(., Vz=zo,
pour X" r:= Xj, X =:z Xi.
Les deux premières don?ienl
— — — y/ 1 -i- /;^ -h <jr% r^df -~ jjdy
on a d'ailleurs
dz = f)dx -)- pdv'^ donc
d.r dy dz
c;l ])ai' suite ^
ds-
tu bioi
ds' — dz- a-
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et, en intégrant,
s' z=: {z— cy — a\ ■
l'arc s étant compté à partir du point pour lequel z z=: a -^ c. Donc si Ton développe le cylindre limite sur un plan, le contour rabattu formera une cliaînelte dont le paramètre sera égal à a. L'équation . '
prouve d'ailleurs que la surface cherchée rencontre les cylindres limites sous un angle droit.
Il parait dilîicilc de tirer rigoureusement des équations indéfinies ou aux limites d'autres cons'jquenccs que celles (|ue nous venons d'énumérer. Mais on voit immédiatement que, dans le cas dont il s'agil, le plan horizontal déterminé j^ar l'équation
satisfait à toutes les conditions aux limites aussi bien qu'à l'équation générale (i), et l'on est ainsi conduit à conclure que la moindre surface qui puisse recouvrir un cylindre de volume et de base donnés, est un plan parallèle à la base. La forme de la base reste encore indéterminée, et elle doit l'être évidemment, puisqu'un changement quelconque apporté à son périmètre, sans altération de son étendue superiicielle, ne changerait en rien ni l'aire de la base supérieure, ni le volume <\\\ cylindre.
Pour le plan en ([ucstion, la couibure moyenne est jiulle, et par conséquent ^ r=co ; mais on peut remarquer que la somme a -^ c tient place d'une nouvelle constante dont la valeur est finie et qui devi a être choisie de manière à assurer au volume circonscrit la v;deur assignée.
QUATORZIÈME LEÇON
Applications à des intégrales triples. — Surface ù aire donnée renfermant le plus grand vol urne. — !\Iinimumderintégraleyy"y\/i-h/;*-f-^*-t-/-^2d[7v/u, Pf <j, r, étant les dérivées partielles d'une fonction indéterminée u.
477. Dans les dctix problèmes suivants, doni le premier est au fond identique avec celui que nous venons de résoudre, nous ferons avec M. Sarrus Tapplication du calcul des variations à la reclierclie des maxima et mfnima des intégrales triples. ^
Problème XXV]I.
Quelle peut être la surface qui y sous une étendue superficielle donnée^ renferme le plus grand volume ? Le volume a pour expression
J-^, -Jy, ^-,
dzdydx.
Il est limité par six faces que nous désignons de la manière suivante :
i** Deux faces planes A, el Aj, correspondantes aux deux limites x^ et Xj do la variable x\
1^ Deux faces cylindiiques Bi et l^o , correspondantes aux deux limites yj et ;)'2 delà variabley;
3^ Deux faces courbes Cl elCo, conespondantcs aux deux limites z^ et z.^, de la variable :::.
Ces diverses faces ont pour expression
dx.
rn
dzdy,
à la condition que/;, <7,r' Indiqueiont les dérivées de s, et deyi , ou celles de z,, et de y, suivant le signe de substitution dont ils seront adectcs, c'est-à-dire suivant qu'il s'agira des faces C, . Bi , ou des faces C2 , Bj .
Comme l'étendue totale de la surface doit rester invariable, tandis qu'on cbcrcbe le maximum du volume, le problème revient à trouver le maximum absolu de l'expression définie
Or-, on trouve, d après les règles données précédemment,
CA,= I {6z-hpSx)dy-h / / (rîr-f-y<î.r)^r..
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-4-/**' r ^ /• ' i - ^^' cTz -+- v/TT"/^M^^ (^.r j dy ,
^z.d)dx
ji
X . dzdy
et la varialion complète de S peut s'écrire, pour abréger, de la manière suivante :
s :v . dz dy
in
i^y^-) rj.r idz.
Si l'on décomposait toutes les substitutions doubles en substitutions simples correspondantes, on aurait dixhuit termes au lieu de six (jue contient cette équation. Quant aux sii^ncs =h et zp dont nous avons fait usage, afin de res.-errer la formul<î dans le moindre espace possible, il importe peu, pour les conclusions cpie nous allons en tirer, que l'on prenne le signe supéiieurou le signe inféiienr-, il est ulilc cependant d'ijulicpu'i" quel
APPLICATIOAS A DES IIS'TÉGRALES TRIPLES. 34^
sigue il faut prendre. Dans les trois premiers termes , qui n*oiit chacun qu'un seul signe de substitution, le signe -H se combine avec la limite supérieure, et le signe — avec la limite inférieure de la variable à laquelle se rapporte la substitution. Dans les trois derniers termes, renfermant chacun deux signes de substitution , on prendra : i^ sous le signe întcgral , le signe -f-, lorsque les substitutions se rapporteront toutes deux aux limites supérieures ou toutes deux aux limites inférieures des variables, c'esl-à-dire aux combinaisons )',\z,, js Zg, x, Zi^ x^z^, .r,yi , 0^2/2 '-) 1<^ signe — , lorsque les substitutions se rapporteront l'une à une limite supérieure, l'autre à une limite inférieure, ou aux combinaisons^! r:,, 75^15 ^i^g, x^z^, ^iji-i ^îji '•) 2*^ cjL dehors du signe intégral, le signe — ou le signe -f-, suivant que la première des substitutions, en lisant de gauche h droite, se rapporte à la limite supérieure ou à la limite inférieure de la variable qu'elle concerne.
Cette formule est identique au fond avec celle donnée par M. Sarrus^ mais la simplilication appoitée aux notations nous a permis de réunir en six termes la variation ^S, qui se compose chez M. Sarrus de trente expressions défuiies. La forme abrégée a en outre l'avantage de représenter par une seule expression tous les termes de môme nature, dont la discussion s(* ferait de la même manière et donnerait lieu à des (onséquejices analogues.
178. Arrivons aux diverses conclusions que Vo]\ peut tirer de l'équation oS ==: o, lorsque les limites sont entièrement indéterminées ou n'ont été l'objcît d'aucune restriction.
On remarque d'abord (jue cliacpie terme (jul contient en facteur la variation oz^ laquelle représente soit oz^ , sait 0^2, selon le sii^nr de subslilutlou qui précède, four-
nit une équation distincte qui doit avoir lieu dans toute l'étendue de ce terme, à moins que cette étendue ne soit elle-même nulle. Ainsi le premier terme fournit l'équation indéfinie
lue
ap
sji-Jrp'-ï-q
^ "^ dj sj'
lui
se
parla
ige en deux .
Eiulres, 1 I
relatives, la première à la surface supérieure Cj, et la seconde à la surface inférieure Cj. Ces deux surfaces jouissent donc de la propriété commune d'avoir en chaque jKjint la même courbure moyenne ; elles tournent seulement leur convexité en sens contraires.
Egalé à zéio, le coefficient de ^z dans le quatrième terme donne
V'i -l-A'-l-7'.Vi ■+- y""
le signe -4- se rapportant aux arêtes BjCa et B2C,, le signe — aux arèles Bi Ci, B2C2. Or le premier membre est évidemment le cosinus de l'angle sous lequel les faces B et C se rencontrent le long de l'arête que Ton considère \ donc, puisque ce cosinus est égal à l'unité, chacune des faces Cl, C, se raccorde avec les faces cjdindriques Bi, Bj, ou leur est tangente. Eu outre, réquation(2) fait disparaître ou rend iml identiquement le coefficient de ^j dans le quatrième terme.
Le cinquième terme fournit Téqualion
(jui aj>pailieta avec le signe f- aux arêtes Ait-», As^mj
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*;* avec le signe — aux arêtes AjCj, A2C5. Elle exprime que les faces Ci et C? sont normales à l'axe de x le long des arêtes d'intersection, et que, par conséquent, ces faces se raccordent également avec les faces planes A, et Ag, ou leur sont tangentes. Ajoutons que l'équation (3) fait disparaître identiquement le coefficient de dx dans le cinquième terme.
La variation oj^ qui tient la place de dji ou de âj^-) suivant la substitution qui l'affecte, ne dépendant plus que de la variable a:, on la fera sortir des signes /et / relatifs aux variables } et 2 , et Ton réunira tous les termes multipliés par df, en deux groupes précédés l'un du signe
intégral I , l'autre du signe de substitution / 5 on éga-
lera ensuite à zéro le coefficient de dy dans cliacun Je ces groupes. Or puisque l'équation {2) a fait disparaître le coefficient de âj dans le qualriènie terme, celte variation ne figure plus que dans le second cl le sixième teinies. Egalant à zéro le coefficient de ây dans le second terme, on au in aux deux limites de y
cl ny'
<Ia: ^l, ^y
et en intégrant
équation qui se rapporlc avec le signe -j- à la face IL, avec le signe — à la face Hj.
Négligeant le second facteur, qui, éi^alé à zéio, donnerait un cylindre au ravon a. mais laisserait la valeur limite do z eiuièremenl indcterniinée. ou devra avoir
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pour chacune des faces cylindriques B, et Bs ; ces deux ^ faces, par conséquent, se réduisent à zéro.
Cette relation en outre rend nul le champ du sixième terme qui disparaît ainsi sans donner lieu à aucune équation.
Reste enfin le troisième terme relatif aux faces planes Aj et As et qui donne pour chacune de ces faces
ci:
IZ(I
d'où il résulte ([uc les faces pianos Ai, Aj. sont également nulles. En résumé le solide maximum est enveloppé en tous sens pai' les deux surfaces Ci et C5, qui sont en réalité les deux nappes d'une même surface couibe, caractérisée pai* l'équation
d'ailleurs, les équations {■1) v\ (3) font voii- que les deux nappes sont perpendiculaires au plan xj. le long de leur arête commune, d'où l'on conclura ([ue les deux nappes se raccordent et se fondent rune dans lautre le long du contour commun ou font réellement une seule surface fermée, donc la courbure moyenne esl constaute et égale
La sphèi'c au ravou ia remplit cette condition, et
l'on sait par d'autres considérations que la splicie est en elfet la solution vraie et unique de notJC problème. Mais pour arriver par \v. calcul des variations à exclure toute autre solution, il faudrait prouver qucî la sphère est la seule surface fermée dont la courbure moyenne reste constante^ or cette démonstration est restée juscpi'ici aud<'ssus des forces de l'anaUse.
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'«f Problême XXVIII.
179. Quelle doit être la loi de la densité dans un ^ corps dont la forme, la position et la masse sont connues, pour que, u exprimant la densité au point dont les coodonnées sont x^ y, zr, l'intégrale
soit un minimum? llc.st d'ailleurs sous-entendu que cette intégrale est prise dans toute V étendue du corps cherché. i.a masse du corps ayaiil pour cxi^esslon /Jfudzdydx, on doit chercher le minimum absolu de rinié^rale
le multiplicateur indélerminé étant représenté par -•
En faisant, pour abiéger,
'""";i^r' '^~ijy ''=Yz' .•=:v/'-+-/--4-7^4-/S et conservant d'ailleurs les notations du n" 7>i , on a N = _l, p^P, ^^1^ ,,^^.
et l'on trouve l'équation indéfinie
(Iz
<)nl (Iricrmiiic la Kii i;('-iiôr:ili- de la dcnsilô
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Si l'on appelle x, /3, y les angles compris entre la iior- ^ maie à la surface du corps et les axes des coordonnées, on aura en outre (n° 75) en chaque point de la surface . -
P cos a. -\- Q cos p -h R cos 7 = 0, ou
( 2 ) p cos c/. -r- q cos p -f- r cos 7 = 0,
et c'est la condition unique à laquelle se réduisent les équations aux limites, lorsque les limites de l'intégrale, ou les suifaces limites du corps, sont données.
Parmi les intéi^ralcs particulières de l'équation (1), on remarquera la suivante
(3) (x — ly 4- (r — my 4- (z - n)' -h (a — /)' =r 9/3'
annlogue aux équations du cercle et de la sphère. Pour qu'elle représentât la solution véritable du problème, il faudrait que la densité assignée à la limite du corps ou sur toute sa surface fût précisément celle que l'on déduirait de l'équation (3) résolue par rapport à ii. C'est ce qui aurait lieu si le corps en question était une sphère dont la densité u fût constante et donnée en chaque point de la surface, et l'on en conclurait qu'en ce cas l'équation (3) représenterait la loi de densité pour laquelh* l'inlégrale proposée deviendrait minimum.
\M l L l»r;s VAIUATIONS.
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