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VI INTRODUCTION
quelques cas choisis; souvent aussi elle constihie une méthode d'exposition et de synthèse très propre à mettre en relief, après coup, les rapports cachés des choses. Mais ce succès n'est pas assuré. On nous parle des problèmes où elle a réussi; on ne nous dit rien de ceux où elle échoue. En géométrie infinitésimale surtout, où le problème se traduit par une équation différentielle, il fout avoir sous la main une méthode plus sûre, qui, tout en suivant pas à pas les indications de la géométrie, puisse la suppléer à l'instant où elle se dérobe; une méthode où la qiiestion des signes des éléments, si essentielle à la précision, ne fasse jamais un doute. On ne saurait croire combien ees questions de signes deviennent délicates dans la géométrie livrée à elle-même.
Il fallait donc introduire dans ces questions une mélhode ayant la précision et la rigueuç de l'analyse, donnant au temps voulu les équations différentielles qui concentrent sur elles et précisent toutes les difficultés du problème et manifestent si souvent des parentés entre des problèmes d'origines très éloignées. Et cependant, celte métho<le devait à chaque pas s'inspirer des faits géométriques pour écarter les inconvénients inhérents à l'emploi des coordonnées ordinaires.
L'usage d'un trièdre de référence mobile, choisi de la manière la plus appropriée, offre tous ces avantages. Entre les mains d'Albert Ribaucour et de M. Darboux il est devenu un instrument de découvertes. Il était donc naturel d'introduire cette môme idée dans l'exposition de la cinématique et de familiariser ainsi de bonne heure les étudiants avec la méthode la plus sûre et la plus puissante qui soit en géométrie infinitésimale.
Nous n'ignorons pas que la synthèse géométrique se
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prête avec une rare élégance à l'exposition des faits les plus essentiels de la cinématique; mais nous estimons qu'un professeur qui se borne à démontrer et à exposer, sans fournir en même temps à ses élèves des moyens pratiques d'investigation, n'a rempli qu'une faible partie de sa tâche. Un enseignement qui se confine dans un cadre fermé et qui se contente de moyens qui n'en sortent pas, ne saurait être un enseignement vraiment scientifique. Or, l'emploi du trièdre mobile constitue une méthode de recherches pouvant atteindre à tout avec autant d'élégance que de sûreté.
On verra que j'ai commencé par développer la théorie abstraite et purement géométrique des segments. Il le fallait bien puisque cette théorie n'a pas encore pénétré dans l'enseignement élémentaire. Quant à la mêler à l'exposition même des faits cinématiques, il y a là le même inconvénient qu'à noyer la cinématique dans la dynamique, ainsi que cela s'est longtemps pratiqué. La tâche du géomètre est, non seulement de découvrir des faits nouveaux, mais encore de classer les vérités acquises et de grouper ensemble les idées d'un même ordre. La théorie des segments appartient à la géométrie ; elle trouve en statique et en cinématique deux applications importantes, elle peut en avoir d'autres.
La cinématique tout entière repose sur le théorème de la composition des vitesses et sur l'expression de la vitesse d'entraînement d'un point d'un corps solide en mouvement. J'ai déduit ces faits par l'analyse qui offre, pour les établir, la plus simple et la plus naturelle des méthodes. L'interprétation des formules, faite avec le soin nécessaire, conduit au résultat classique du mouvement hélicoïdal tangent. Plus d'un trouvera cette méthode un peu indirecte, et cependant
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n'est-elle pas la plus conforme à la réalité des faits? Ne met-elle pas mieux en lumière ce qu'il y a d'artificiel et de voulu dans cette décomposition du mouvement infiniment petit en rotations autour d'axes conjugués? Ces rotations n'existent pas en réalité, et ce n'est qu'au point de vue des vitesses que tout se passe comme si elles existaient. J'ai tenu cependant à exposer aussi les principes de la méthode géométrique directe.
L'emploi du trièdre mobile conduit en quelques lignes aux formules de Bour et au théorème de Coriolis. J'en ai déduit les applications classiques aux courbures dans le mouvement autour d'un point fixe. J'ai, à propos du mouvement d'une figure plane, indiqué les principes d'une méthode propre à faire connaître la forme d'une trajectoire dans le voisinage d'un de ses points.
Dans le mouvement général d'une figure, j'ai insisté plus qu'on ne le fait habituellement sur la question intéressante du roulement des courbes gauches dans l'espace.
Enfin, les déplacements à plusieurs paramètres ont acquis dans ces derniers temps une telle importance que j'ai cru devoir leur consacrer tout un chapitre.
Dans les deux derniers chapitres, j'ai traité avec quelque développement, d'une part, la théorie relativement jfîune des Systèmes articulés et, d'autre part, la question plus abstraite des rapports qui existent entre les déplacements et l'homographie. J'ai eu ainsi l'occasion d'indiquer, en passant, les liens importants qui rattachent la question des déplacements à la théorie des variables complexes.
Quelques notes terminales sont consacrées à des questions qui ne pouvaient trouver place dans le corps même de l'ouvrage.
Il serait injuste d'oublier ce que l'enseignement de la
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cinématique doit à mes vénérés maîtres et prédécesseurs Bouquet, Darboux, Tannery. Ils ont apporté dans l'étude des questions cinématiques cette rigueur et cette précision inséparables de toute véritable science. M. Tànnery notamment, par un enseignement de plusieurs années à la Faculté des sciences, a exercé la plus salutaire influence. Il a montré le vrai parti que l'on peut tirer de l'étude des accélérations dans la théorie des courbures, et bien mis en relief ce fait, qu'on paraît trop disposé à perdre de vue, que le temps en cinématique n'est qu'une variable auxiliaire quelconque, en sorte que la cinématique n'est, à proprement parler, que la géométrie du déplacement.
Je me fais un plaisir, en terminant cette introduction, d'adresser mes alfectueux remerciements à deux de mes élèves de l'École normale, MM. Cotton et Marijon, qui ont bien voulu m'aider dans la rédaction des premiers chapitres. Mes remerciements aussi à mon excellent ami M. Hermann, qui a apporté à la publication de ce livre un empressement et un soin tout particuliers (*).
Depuis que ces lignes sont écrites, au cour-s même de l'impression, je me suis décidé à réserver pour un autre volume les applications de la cinématique. L'étendue même de ces applications, comme aussi celle qu'ont prise les développements purement théoriques qui composent ce volume, m'ont imposé cette détermination.
Je profite de cette circonstance pour adresser mes plus
(') Les lignes précédentes reproduisent, à peu de choses près, la préface placée eu tête du premier fascicule, paru eu 1894 et qui comprejiait les dix premiers chapitres.
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vifs remerciements à M. Darboux, qui m'a fait riionneur de rae donner trois Notes, dont l'une particulièrement importante et entièrement inédite sur les mouvements algébriques.
MM. Eugène et François Cosserat, qui viennent de publier dans les Annales de la Faculté des sciences de Toulouse un travail très étudié sur la mécanique des milieux continus, ont eu l'amabilité de m'en donner un extrait, que l'on trouvera vers la lin de ce volume; je les en remercie bien cordialement.
Kérity, 24 octobre 1806,
CHAPITRE PREMIER
Préliminaires géométriques. — Théorie des segments.
i. On sait quel est le principe de la représentation analytique d'un segment sur une droite.
Axe. Une droite peut être parcourue par un point dans deux sens
opposés; une droite sur laquelle un sens de parcours a été choisi s'appelle un axe.
Nombre Soit un segment AB, de longueur l, dont A est l'origine et B l'ex-
iii mesuie un trémité, et supposons que ce segment soit porté sur un axe A; on seginen . ^^.^ Correspondre à ce segment un nombre algébrique X, qui est égal à + i si le segment a le sens de l'axe et à — Z si le segment a le sens opposé.
Dans ses leçons de Mécanique élémentaire publiées en 1858 chez Mallet-Bachelier, M. Ossian-Bonnet appelle la quantité algébrique X, le nombre qui mesure le segment. Cette locution a été reprise par M. Tannery dans ses Leçons de cinématique.
Pendant longtemps on a voulu voir des difficultés dans la démons
tration du théorème des projections. Ces difficultés, cependant,
n'existent pas si l'on sait faire usage de la notion si simple introduite
par M. Bonnet.
Somme Comme la théorie des sommes géométriques fait partie de l'ensei-
féométrique. goement élémentaire, j'en rappellerai seulement les principes.
Soient A, Bj, A,B,, ..., A„B„n segments de droites; par un point 0 Cinématique. 1
on mène le segment OP, égal et parallèle (on dit aussi équipollent) au segment A^B,, puis on mène PjPg équipollent à A,B, ... et ainsi de suite, jusqu'au segment P„_iP„ qui sera équipollent au segment A„B„. Le segment 0P„ est la so7nme géométrique^ ou résultante des n segments proposés.
A l'égard de cette somme géométrique on démontre sans peine les propositions suivantes que je me contente d'énoncer :
i° La somyne ne change pas si l'on intervertit Vordre des segments dans la construction du polygone OP, P, ... P,.
2'' La somme ne ciiange pas si l'on remplace plusieurs segments par leur somme géométrique effectuée.
Remarquons enfin que les définitions et les théorèmes précédents ne supposent en aucune manière que les segments forment un véritable polygone dans l'espace, et que tout subsiste si les segments se trouvant parallèles, les points 0,, Pj, P,, ..., P„ sont en ligne droite. Systèmes Lorsque le point P, coïncide avec le point de départ 0, on dit
fermés. ^^g jgg segments OP, , P,P,, ..., P«_i P„ forment un système fermé.
Si ces segments forment un polygone, ce polygone est fermé; mais les segments peu.^jit ôlre disposés aussi sur une même ligne droile.
On a, sur les systèmes fermés, la proposition suivante :
Dans tout système fermé, un segment quelconque est opposé à la résultante de tous les autres.
Dans cet énoncé, on entend par segment opposé à un segment AB, le segment BA obtenu en échangeant l'origine et l'exl rémité.
Projections.
2. L'idée de projection e^^t toute géométrique. Soit un plan x el une direction de droites A; projeter un segment AB sur le plan z parallèlement à la droite A, c'est construire le segment A'B', dont l'origine A' et l'extrémité B' sont respectivement les traces sur K; plan T. des parallèles à A menées par l'origine A et l'extrémité B du segment AB.
On peut aussi projeter sur une droite A parallèlement à un plan r. Dans ce cas, projeter un segment AB sur la droite A, c'est construire
Énoncé géométrique du théorème
dfis projections.
le sefTinent A'B' obtenu en prenant les traces sur A des deux plans parallèles au plan r. menés par les points A et B.
Dans les deux cas, les projections sont dites orthogonales si le plan Tz est normal à la droite A.
Ceci posé, on a les deux théorèmes suivants, presque évidents :
La projection sur un plan d'un système fermé est un système fermé.
La projection sur une droite d'un système fermé est un système fermé.
Ces deux théorèmes conduisent immédiatement aux propositions suivantes :
Les projections sur un plan de plusieurs segments de Va^pacc ont pour somme géométrique la projection sur ce plan de la somme géométrique des segments de Vespacc.
Les projections sur une droite de plusieurs segmrtyls de Va^pare ont pour somme géométrique la projection sur la droite de la somme géométrique des segments de l'espace.
Celle dernièrt» proposition constitue ce que nous appellerons l'énoncé géométrique du théorème des projections. Jusqu'ici, en eflet, nous n'avons eu à effectuer que des constructions géométiiques; en introduisant les quantités algébriques, nous parviendrons à un énoncé algébrique du théorème des projections, qui est la forme sous laquelle ce théorème est le plus connu.
Formule rtiidamentale.
^rhéorème dit • projections.
3. Nous allons utiliser la notion du nombre qui mesure un segment donné, porté par un axe déterminé.
Considérons un axe X et plusieurs segments A,Bj, AjBj, ..., A„B„ portés par cet axe; soit S le .segment (également porté par cet axe) qui est leur somme géométrique; désignons enfin par Xp ).,, ..., >.„ et par A les nombres qui mesurent ces segments. On a la formule algébrique fondamentale que voici :
A =Xj -+- X, + ... + X,.
On commence par établir sans difficulté celte formule pour le cas de deux segments seulement; on s'élève ensuite au cas général.
Cette formule une fois démontrée, le théorème de projections, sous sa forme algébrique, en résulte sans peine.
Soient, en effet, A^B^, A,Bj, ..,, A„B„ n segments dans l'espace, S leur somme géométrique; soient AJBJ, AjBj, ..., AâB,'., S' les projections de ces segments sur un axe A. D'après l'énoncé géométrique du théorème des projections, on voit que S' est la somme géométrique des segments A,'B[, A^Bj, ..., A,',B^,. Si donc on désigne par X[, >.j, ..., a^ les nombres qui mesurent ces derniers segments sur l'axe-A, et par A' le nombre qui mesure S', on aura, d'après la formule précédente,
et en cela consiste l'énoncé algébrique du théorème des projections, c'est-à-dire ce que l'on appelle communément le théorème des projections.
4. Je ne m'arrêterai pas à montrer comment, étant donnés un axe A et un segment AjBj porté par un axe A,, on arrive à trouver le nombre qui mesure la projection de AjBj sur l'axe A. Je rappellerai seulement la proposition suivante :
Paramètre Appelons paramètre de projection de l'axe Aj par rapport à
de projection, j'^xe A le nombre qui mesure sur A le segment a'b', projection (sur A) du segment unitaire {*) ab porté par \^ et qui a le sens de A,.
Le nombre qui mesure sur A la projection (sur cet axe) d'un segment \B porté par A,, est égal au produit du paramètre de projection de A, par rapport à A, par le nombre qui mesure sur A| le segment AB.
Dans le cas des projections orthogonales, le paramètre de projection de A, par rapport à A est un élément symétrique par rapport aux deux axes ; c'est-à-dire que c'est aussi le paramètre de projection de A par rapport à Aj ; c'est ce que l'on appelle le cosinus de l'angle des deux axes. Le cosinus de l'angle de deux axes se trouve en effet avoir une valeur parfaitement déterminée, bien que l'angle de deux axes ait une infinité de déterminations.
J'ai cru devoir rappeler aussi rapidement que possible ces éléments de la théorie des projections; je montrerai encore comment les pro-
(^) Un segment unitaire est un segment dont la longueur est égale à l'unité.
jections peuvent intervenir dans la représentation des segments dans
l'espace.
Usage des Prenons trois axes rectangulaires Ox, Qy, Oz, et considéions un
projections segment AB de l'espace; désignons par X, Y, Z les nombres qui
-^présentation niesurent ses projections sur les axes Ox, Oy, Oz. Ces nombres sont
des segments ce que l'on appelle par un abus de langage les projections du segment
dans l'espace, g^j. j^g ^^^^ gj y^^ gg j^^jj^g seulement X, Y, Z, le segment ÂB
n'est pas déterminé dans l'espace, car les mêmes éléments conviennent à tous les segments équipollents au segment AB.
Donc, se donner X, Y, Z revient à se donner une famille de segments équipollents dont fait partie le segment AB.
On voit par là que les projections seules ne suffiraient pas pour déterminer la position d'un segment dans l'espace.
Pour y parvenir, il faut introduire à côté des projections un clément nouveau, le moment.
Moments.
Définition du 5. Soient deux segments AB, CD; imaginons un observateur
moment de traversé des pieds à la tête par le segment A B et tourné vers le ieuxsesrment?.
point G; si les deux segments ne sont pas dans un même plan,
l'obseiTateur verra le point D soit à sa droite, soit à sa gauche.
Dans le premier cas nous dirons que AB et CD sont dans la position dextrorsum, dans le second cas nous dirons que AB et CD sont dans la position sinistrorsum (*).
Considérons le tétraèdre ABC D; soit v son volume, nous appellerons tétraèdre construit sur les deux segments le nombre algébrique ± V, où le signe sera + si A B et CD sont dextrorsum et — s'ils sont sinistrorsum. Ce nombre est nul si les segments sont dans un même plan.
Au lieu du tétraèdre on peut considérer le parallélipipède construit sur les deux segments : son volume est six fois celui du tétraèdre ; on lui donne le même signe qu'au tétraèdre. Le parallélipipède (ou six fois le tétraèdre) construit sur deux segments porte aussi le nom de momeyit des deux segments.
(•) On constate sans peine que la disposition de CD par rapport à X1Î est ta même que celle de STB par rapport à Cl).
Tétraèdres La considération des tétraèdres s'est présentée aux premiers audcChasIes. (gQ^s (Charles, Sylvester, Môbius) qui ont écrit sur la théorie des segmenfs.
On a reconnu ensuite que l'emploi du parallélipipède permettait de rattacher cette considération à celle des moments pris par rapport à des axes, dont l'usage est beaucoup plus ancien en mécanique. Les parallélipipèdes ou moments de deux segments permettent donc de réunir dans une même idée générale l'ancienne théorie des moments pris par rapport à des axes, et les propriétés des tétraèdres introduits par Chasies.
Le moment de deux segments donne lieu à quelques propositions élémentaires que nous allons démontrer.
îiidiflci-eiice THÉORÈME L — Le moment de deux segments reste invanable an glisscmeul. gj i'q,^ ^^jj glisser l'un d'eux sur lui-même.
En effet, soient AB, CD les deux segments, il suffit de prouver, par exemple, que le glissement de CD sur lui-même laisse inaltéré le volume du tétraèdre ABCD ainsi que son signe. Pour le signe, il est bien clair que le glissement de CD sur luimême ne change pas la nature (dextrorsum ou sinistrorsum) de la disposition des deux segments, et pour ce qui est de la valeur absolue du volume, on voit aussi que celte valeur ne change pas. Il suffit de regarder ABCD comme une pyramide de sommet A et de base BGD. Le glissement de CD laisse la hauteur inaltérée, et le triangle de base BCD resle évidemment équivalent à lui-même, puisqu'il conserve sa base et sa hauteur.
D Fig.
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Corollaire. — Le moment de deux segments ne change pas si Ton fait glisser arbitrairement chacun d'eux sur lui-même.
Théorème IL — Soient AB, CD deux segments, CX une perpendiculaire au plan ABC, et CD* la projection de CD sur cclic droite; on a
moment (aB, CD) = moment (aB, CD').
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En effet, observons que CD et CD' sont d'un même côté du plan ABC mené par AB et G, car D' peut s'obtenir en menant par D un plan parallèle au plan ABC et prenant sa trace sur CX; donc la disposition (dextrorsum ou sinistroraum) de AB et CD' est la même que celle de A B et CD. Le signe des deux moments est donc le même. Leur valeur absolue est aussi la même, car les tétraèdres (A BCD) (ABC D'), considérés comme des pyramides de base commune ABC et de sommets D et D' , ont même base et même hau- Fig.2. teurCD'.
On peut déduire de là une expression analytique utile du moment de deux segments.
Observons d'abord que la notion de disposition dextrorsum ou sinistroraum. que nous avons déûnie pour deux segments s'étend au cas d'un segment et d'un axe et au cas de deux axes.
Cela posé, considérons la droite CX construite précédemment; un sens de parcours de cette droite est dextrorsum par rapport à AB, et l'autre est sinistrorsum. Choisissons l'axe dextrorsum et soit, pour ne pas compliquer les notations, CX cet axe. Le segment CD' est mesuré sur l'axe CX par un nombre a' ; je dis que l'on a
moment (ÂB, GD) = moment (ÂB, CF)
où S désigne l'aire du triangle ABC.
Il suffit de prouver que
tétraèdre (ÂB, Gd) = tétraèdre (ÂB, cF)
Cette égalité est vraie en valeur absolue, car la valeur absolue de g' est précisément la hauteur du tétraèdre. Elle est aussi vraie en signe. Supposons, en effet, a' positif; il faut prouver que le tétraèdre est alors positif ou que les segments A B et CD' sont dextrorsum.
Or, puisque a est positif, CD' a le sens de l'axe CX qui est dextrorsum par rapport à AB; donc CD' est aussi dextrorsum par rap-
port à AB. On verra de même que si a' est négatif, le tétraèdre doit bien être négatif, car alors AB et CD' sont sinistrorsvm.
Pi'emière
généralisation
da théorème
de Varignon.
Théorème III. — Soient (^û^, CDJ, ..., oW^ n segments concouranls que l'on peut, par glissement, amener à avoir môme origine C, et AB un autre segment; construisons h segment CD, somme géométrique des n premiers segments; la somm^ des moments des segments CD, et du segment AB est égale au moment de AB et de la somme géométrique CD des n segments.
Cette extension de la belle proposition due à Varignon se démontre comme il suit :
Choisissons, comme plus haut, Taxe CX normal au plan ABC et dextrorsum avec AB; soient CDJ, CD^, ..., CDJl et CD' les projections sur CX des segments CD,, CD,, ..,, CD„, CD; et aj, ai, ..., / clf s' les nombres qui mesurent ces projections; on a, par le théorème des projections :
q' = ij! + 7' -4- ... 4. a'
Multiplions par .- S où S est l'aire du
Fig. 3.
triangle ABC, on aura
-Sa'=-Sa;-+-^Sa;-H... + iSa;.
Mais - S a'i est le tétraèdre construit sur les segments AB et CD,-; o
Seconde
expression
da moment de
deux segments.
5 S 5' est le tétraèdre construit sur A B et CD; on a donc
tétraèdre (ÂB, CD) = tétraèdre (ÂB, CD^) 4- tétraèdre (ÂB, CFj
-H tétraèdre (ÂB, CD^).
En multipliant par 6 les deux merhbres de cette égalité, on a le théorème énoncé.
Soient deux segments A B et CD, par glissement on peut amener les origines A, C des deux segments aux pieds de la perpendiculaire commune aux droites AB, CD, qui les portent, de sorte que AC est
CHàP. I. — THÉORIE DES SEGMENTS. 9
celte perpendiculaire commune. Soit p sa longueur. Élevons, comme dans le théorème II, la perpendiculaire CX au plan ABC et projetons CD en CF sur GX. On a, d'après le théorème II,
moment (ÂB, Cd) = moment (ÂB, CD^).
Or, le moment de A B et de CD' est aisé à calculer en valeur absolue. Nous avons, en effet,
Fig.4.
moment (aB, CD) = ± 2 ABC X CD' ;
or, l'aire du triangle ABC est égale à
jAB.p,
donc
moment (aB, CD) = ± p AB.CD'.
Soit CD* la projection de CD sur le plan ABC; la droite CD' est parallèle à la droite A B et est la trace sur le plan ABC du plan XCD; appelons a l'angle aigu de CD et de CD"; l'angle DCD' est le complément de l'angle DC D' ou a, et l'on a
donc, enfin,
CD' =CD.sina, moment (ÂB, CD) = ± p sin a. AB.CD.
Deux droites élant données dans l'espace, leur angle est indéterminé, comme on sait, mais le sinus de leur angle a deux valeurs qui sont ^ales et de signes contraires. Nous appellerons sinus de l'angle de deux droites celui de ces deux sinus qui est positif (*),
On peut alors énoncer ce théorème :
Théorème IV. — La valeur absolue du moment de deux segments est égale au produit de leurs deux longueurs, multiplié par leur plus couHe distance et par le sinus de V angle des droites qui les portent.
(') La même remarque s'étend aux cas de deux axes. Le cosinus de l'angle de deux axes est déterminé, mais non le sinus qui a deux valeurs égales et de signes eontruires.
Segment
uuitaire
altuché à uu
axe.
Moment
par rapport
à un axe.
Momait de deux axes.
rjf^ûnition
clahsJifne
des moments
par rapport à
un axe.
Ce théorème a par lui-même une certaine portée pratique, mais on peut lui donner une forme plus précise en introduisant les moments pris par rapport aux axes.
Cî. Faisons en premier lieu la remarque que le glissement d'un segment sur lui-même est sans importance au point de vue des moments, des projections, et du nombre qui mesure le segment ; nous sommes ainsi atnenés à regarder comme identiques deux segments AB, AjBi tels que l'on passe de AB à AjBj par un glissement de AB sur lui-même. Cette indétermination est déjà moins grande que celle qui résulte de la considération des segments équipollents. Disons dès à présent que cette indétermination due au glissement cadre exactement avec les applications mécaniques de la théorie des segments.
Considérons un axe A; il y a sur cet axe un segment remarquable, le segment unitaire (de longueur i) qui a le môme sens que A, c'est-à-dire le segment qui est mesuré par le nombre -f- 1, Réciproquement, tout segment unitaire définit sans ambiguïté l'axe qui le porte et qui a même sens que lui. Cette remarque permet, en quelque sorte, de confondre les notions d'axe et de segment unitaire.
Conformément à celte manière de voir, nous appellerons mome7it d'un segment AB par rapport à un axe A, le moment de AB et du segment unitaire attaché à l'axe A.
Le moment de deux axes sera le moment de leurs deux segments unitaires.
La définition que nous avons donnée des moments par rapport à un axe, sort un peu des traditions classiques ; il est bien facile de la ramener à la définition habituelle.
Soit 0 U le segment unitaire attaché ù un axe, et CD un segment. Prenons le point 0 (ce qui est permis par glissement), au point où l'axe A est coupé par le plan x, normal à A mené par C.
Projetons D en D' sur le plan - et ^ Fig. 5. en D' sur une parallèle à A issue de C.
On peut regarder C D comnie U somme géométrique de CD' et de CD'.
CIIAP. I. — THÉORIE DES SEGMENTS. il
On a donc, d'après le théorème III,
moment (a, CD) = moment (ÔÛ, CD)
= moment (ÔÛ, cF) •+- moment (ÔÛ, cF).
Du reste, puisque CD' est parallèle à OU, le second moment est nul et il reste
moment (a, GD) = moment (ÔÛ, CF).
Soit p la distance du point 0 à la droite CD', on a
moment (ÔÛ, CF) = 6 tétraèdre (ÔÛ, cF)
= ±GX^0UX^P.GD'
= ±p.GD',
le signe + convenant au cas où CD' va de gauche à droite pour un observateur traversé des pieds à la tête par OU, et le signe — dans le cas contraire.
C'est bien là la définition adoptée ordinairement pour le moment d'un segment par rapport à un axe.
On voit que par le fait de la réduction à l'unité du segment OU, le moment qui a été défini au début comme un volume, se trouve, pour le cas d'un axe et d'un segment, représenter une aire douée d'un signe.
En supposant, dans le théorème III, que le segment AB est unitaire et que les segments CD,, ..., CD„ sont dans un plan normal à AB, le théorie III devient en fait le théorème dit de Varignon.
Revenons au théorème IV, qui nous donne pour le moment de deux segments AB, CD l'expression
moment (ÂB, CD) = ± jp sin a. AB.GD.
Si AB est un segment unitaire attaché à un axe A, nous avons
moment (a, CD) = ± p s'm a. CD.
Si enfin ÂB, CD sont tous deux unitaires, et sont allachés à deux axes A', A
moment (A» A') •= ± /) sia a.
Autrement dit, le moment de deux axes est égal, au signe près,
au produit de leur plus courte distance par le si7ius de leur angle.
Formule Nous sommes actuellement à même de donner une expression
g nera e analytique précise du moment de deux segments AB, CD.
au moment de Soient en effet A, A' deux axes qui portent ces segmenis, et dési-
deux gnons par g, a les nombres qui mesurent AB sur A, et CD sur A';
«egments. -^ ^.^ ^^^ y^^ ^
moment (ÂB, GD) = cr.c' .moment (A, A').
Observons d'abord que dans l'équation
moment (aB, Cd) z= ± p sin a.AB.CD,
p sin a est, au signe près, moment (A, A'), et que AB, GD sont les valeurs absolues de u, c'. On peut donc écrire
moment (AB, CD) = ± a.a' moment (A, Approuvons que le signe + convient seul dans tous les cas : Si (T, c' sont positifs, c'est que AB, CD ont le sens des axes A, A'. Donc AB, CD ont même disposition que A, A' et le moment de AB, CD a même signe que celui de A, A' . On a donc, dans ce cas,
moment (aB, GD) = 4- a.cr' moment (A, A').
Que 5 devienne négatif, alors AB est de sens contraire à A^t AB, CD, seront de disposition contraire à A, A'. Le moment de AB, CD sera de signe contraire à celui de A, A'. Puisque a est négatif, le signe + convient encore. On poursuivra sans peine le raisonnement dans le cas où cr, i' deviendraient tous deux négatifs.
La formule est donc démontrée. Il est bon de constater que la formule est encore vraie si l'un des segments est de longueur nulle, ou bien s'ils sont dans un même plan.
En particulier, soit un axe A et un segment CD porté par un axe A' et mesuré sur cet axe par le nombre ç', on aura (*)
moment (a, GD) = moment (A, A').cr'.
(>) On démontrerait de même que si l'on a deux Begments AB, Cl), ce dernier porté par un axe A', et y ayant pour mesure le nombre o', on a moment (AB, CD) = moment (AB, A'). a'.
Cette formule sera utilisée dans la suite.
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Si l'on voulait projeter ce segment CD sur l'axe A, en désignant par $ (A, A') le paramètre de projeclion de A' sur l'axe A, on aurait l'expression suivante du nombre qui mesure cette projection :
Project, (a, Gd) = lî (A, A'). ci'.
Le rapprochement de ces deux formules t^nd à établir une certaine analogie entre le paramètre de projection et le moment de deux axes. En se plaçant au point de vue projectif, on établit en effet que le paramètre de projeclion n'est qu'un moment d'une certaine nature. On pourra consulter à ce sujet un Mémoire de M. Lindemann inséré dans les Mathematische Annaloi.
Expression
analytique
dos moments
d'un segment.
7. Considérons un trièdre trirectangle Oxyz, tel qu'une rotation de 90» de gauche à droite, pour un observaleur travei'sé des pieds à
la tôt2 par l'axe Oz, amène l'axe Ox sur l'axe Oy.
Soient x, y, s les coordonnées
d'un point A origine d'un segment
B' •*^' AB, et X, Y, Z les nombres qui
y' mesurent les projections sur Ox,
Oy, Oz de ce segment AB, ou,
comme nous le dirons désormais, les projectiona de AB sur les axes de coordojinces. Cherchons à cal- Fig. 0. culer les moments <le AB par rap-
port aux axes Ox, Oy,Oz. J'appelle L, M, N ces moments. On a
L =:: moment [Ox, ABJ = moment {Ox, xW) + moment {Ox, A B') + moment (Ox, AB'"),
où ÂB", AB*, AB'" sont les projections de AB sur les axes, Ax' ,
A y' , Az' menés par A parallèles à Ox, Oy, Oz.
On observe d'abord que le moment de AB' est nul puisque AB' est parallèle à Ox. On peut appliquer au moment de AB' la formule trouvée plus haut, en observant que Y est le nombre qui mesure AB' sur A y', on a dès lors
moment {Ox, AB') = moment (Ox, Aî/').Y.
De mAme
moment (Ox, AB'") = moment {Ox, A-').Z.
La pins courte distance de Ox et de Ay' est la valeur absolue de r, et comme Ox, A y' sont rectangulaires, le sinus positif de leur angle est égal à 1 ; on a donc,
moment (Ox, At/') = ± valeur absolue z, ou encore
Or, si z est positif, A y' étant au-dessus de Ox, est sinisfronum par rapport à Ox, on a donc dans ce cas
moment (Ox, Ay') = — z;
si z est négatif, A y' est au-dessous de Ox, et est dexti'orsum par rapport à Ox, le moment doit être positif; on a encore la môme formule.
On ven-a par le même procédé que, dans tous les cas,
moment (Ox, Az') = -f- y, on a donc enfin
L = moment (Ox, AB) = i/Z — zY; on trouve, d'une manière analogue,
M = moment (Oj/, AB) == rX — xZ, N = moment (Or, À~b) r^ xV — t/X.
On observera que ces quantités X, Y, Z, L, M, N ne sont pas indépendantes et qu'elles sont liées par l'équation
(1) LX + MY + NZ==0.
Supposons réciproquement que l'on se donne les projections d'un segment X, Y, Z, ainsi que ses moments L, M, N, et cherchons à déterminer ce segment. Il suffira pour cela d'en connaître l'origine A, car X, Y, Z étant connus, sa direction et sa longueur sont déterminées. Désignons par x, y, z les coordonnées inconnues du point A.
ce, »/, z floivent vérifier les trois équations
(2) 5 <y, = M — Xz-f Zx = 0,
( S=N— Ya;+Xî/=:0,
mais ces équations sont indéterminées. On a en effet en vertu de l'équation (1), l'identité
(3) XX H- V'Ij ! ZS — 0.
Les trois quantités X, Y, Z ne peuvent être nulles à la fois, sans quoi nous n'aurions plus de segment. Soit Z =^ 0, il suffira d'avoir
pour que le système (2) soit vérifié, car l'équation (3) donne alors S =0.
Nous trouvons donc que le point A est seulement assujetti à décrire une droite dont les équations sont ^ := 0, Il =.0. Il est facile de se rendre compte de la position de cette droite; elle est en effet parallèle à la direction même du segment, direction que déterminent complètement X, Y, Z. Cette droite est donc la droite même qui porte le segment cherché, et l'indétermination du point A sur cette droite correspoiTd à la faculté qu'a le segment AB de glisser sur lui-même sans que X, Y, Z, L, M, N soient altérés.
On peut donc énoncer ce théorème :
Étant données six quantités X, Y, Z, L, M, N liées par l'équation
LX + M Y + NZrrrO,
elles délhiissent un segment dans l'esjjace [à vn glissement près de ce segment sm' lui-même).
Nous appellerons ces quantités les coordonnées du segment.
S. Goinnie application des théorèmes précédonts nous allons
résoudre ce problème :
Etant donnés deux segments dont les cordon nées sont
trouver leur moment.
Désignons par AH, A' B' ces deux Fitj. 7. segments; menons par A les axes
Aa;„ A»/j, As,, parallèles aux axes Ox, Oy, Oz, et soient AB„ AB,, AB, les projections de AB sur ces trois axes. On aura, d'après le théorème III,
moment (FF, Âb) = moment (FF, Â^^) + moment (a'B', ÂB^) + moment (FF, ÂB,)
or, le segment AB, est porté par l'axe ^.x^ et a pour mesure sur cet axe le nombre X ; on a donc
moment (FF', ÂBJ) = moment (FF, Âxj). X
et de même
moment (FF, ÂFJ = moment (FF, Ây'X Y, moment (a'B', ABj) = moment (A'B', Az^\ Z.
Mais les coordonnées du point A étant x, y, z, celles de A' étant x'^y'yz', par rapport au trièdre Oa;, Oy, Oz, les coordonnées de A' par rapport au trièdre Aa:, Ai/j As, sont •
x' —Xy y' — y y z' — z,
et par suite, en vertu des formules qui donnent L, M, N, nous aurons
moment (FF, Ax,) = (y' — y) 2' — (z' — z) Y', moment (FF, AyJ = (z' — 2)X' — (x' — a;) Z', moment (FF, kz^) = {x' — x) Y' — {y' — y) X', d'où
moment (ÂB, FF) = X [{y' - y) Z' — {z' — z) Y']
H-Z[(x'~x)Y'-(y'~y)X']; mais on a
L'=y'Z' —z'Ty W =:z'X' -x'Z', N' = x' Y' — y'X',
donc
moment (Fb, FF) = X [L' — yZ' + 2 Y'] -h Y[M' — zX' -HxZ'J + Z[N'-xY' +yX'j
OU encore
moment (15, Â^) = L'X ■+• M'Y + N'Z H- X' (yZ — cY) + Y' (zX — xZ) -h7!{xY—yX) et comme
L=t/Z — cY, M = zX — arZ, N^arY — i/X,
on a finalement
moment (ÂB, FB') = L'X -h M' Y -t- N' Z + XL + Y' M + Z' N.
Nous avons assimilé les axes à des segments unitaires. Soient a, ^,Y, X,[jL,v les coordonnées d'un segment unitaire; on a
a» + 3» 4- Y* = i, aX + ^SJt -1- 7V =0,
ces six quantités seront pour nous les coordonnées de l'axe qui porle le segment unitaire et a même sens que lui; on voit que a, P, y sont les cosinus directeurs de l'axe et X, [/., v ses moments par rapport à Ox, Oy, Oz.
D'après la définition que nous avons donnée du moment d'un sej^nient AB par rapport à un axe,
XX + ii.Y + vZ +- aL + PM + yN
est la valeur du moment du segment AB (X, Y, Z, L, M, N) par rapport à l'axe (a, P, y» X, jx, v).
De même le moment de deux axes
(a, 3, Y, X, |JL, v) (a',^',Y', X',ix',v')
a pour expression
aX' + p;x' + Yv' + Xa' + jji^' -f- >iy'.
Moment 9. La mécanique n'utilise pas seulement les moments par rapport
par rapport m,jj axes; elle emploie aussi les moments par rapport aux points.
Soient AB un segment et 0 un point, élevons au point 0 une perpendiculaire au plan ABO et choisissons sur cette droite l'axe A qui est dextrorstim par rapport à AB. Le moment de AB par rapport Cinématique. S
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à cet axe est ce que l'on appelle le moment du se^-^ment AB par
rapport au point 0.
eprespn a uu j/ jj ^ |.^^^ d'introduire ici une représentation
par / des nioinents qui est due à Cauchy. Soit [k le
un sfgiuMut. ^ / moment d'un segment AB par rapport à un axe
quelconque A, on représente ce moment par un
segment de glissement porté par l'axe A, é^al en
longueur à la valeur absolue de [;., et dirigé dans
le sens de l'axe ou le sens opposé suivant que
Fig. 8. jx est positif ou négatif. En un mot, jji, est le
nombre qui, sur l'axe A, mesure le segment représentatif du moment.
Cette représentation des moments par des segments ne respecte
pas les régies de l'homogénéité, mais cela est sans inconvénient, car
nous n'aurons jamais à composer des segments purs avec ceux qui
représentent le'? moments.
Considérons un segment AB, un point 0, l'axe A^ normal en 0 au
A / plan ABO et dextrorsum avec AB; nous avons
dit que le moment de AB par rapport à cet axe
est le moment de AB par rapport au point 0.
I\iisque A,, est dextrorsum avec AB, ce moment
est toujours positif et le segment OG^ qui
représente ce moment sur l'axe A^ a le sens
même de A^, il est lui aussi dextrorsutii
avec AB.
^^' ' Ceci posé, on a le théorème suivant :
Théorème V. — Le segment qui représenifl le moment d'un segment AB par rapport à un axe 1 peut se construire en projetant sur A le segment qui représente le moment de kB par rapport à «n point 0 pris sur A.
Prenons le point 0 pour origine des coordonnées et A pour axe 0.r, soient x, y, z les coordonnées du point A, origine du [segment AB, X, Y, Z les projections de ce segment, L, M, N ses moments par rapport à Ox, Oy, Oz.
On a, comme on l'a vu précédemment :
/ L—ty -h Yz =0, I U—tz + Za; = 0, ( N — Y.r-+-X?/=:0,
et L, M, N, X, Y, Z, étant données,le lieu du point rr, y, z est la
droite AB.
En formant une combinaison linéaire et homogène de ces équations, nous aurons l'équation du plan mené par AB et Toii^ine 0; nous trouvons ainsi
hx -\- Mj/ + Nz = 0,
Les cosinus directeurs de l'axe A^ normal en 0 au plan AOB sont
KL'-+-M'-+-N
Vu + M* 4- N'
KL' + M'~-i N*
où e désigne ± 1. Cherchons le signe qui convient. Le moment «le AB par rapport à cet axe aura pour expression
aL + pM + vM = £ — t Vu -H M» -<- N';
Vu + M' -f N'
il doit être positif, puisque Aq est choisi dexlrorsum avec AB, donc e =r -H 1 ; et, par suite,
de plus la longueur du segment 0G<, qui représente le moment par rapport au point 0 (ou par rapport à Aq) est VU i- M' + N", donc
L = a Vu + M' -t- N*
représente le nombre qui mesure la projection OG^ sur O.r fou AI du segment OG^.
Mais L est aussi le moment de AB par rapport à Ox (ou A); le théorème est donc démontré.
On voit que L, M, N sont les projections du segment OG^j sur les axes Ox, Oy, Oz.
Le théorème que nous venons de démontrer joue en cinématique un rôle très important, comme nous le verrons.
Calcul
d'an moment
par rapport
à un point.
Autre généralisation du théorème de Vari^rnon.
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Cherchons à résoudre le problème suivant :
Un segment X, Y, Z, L, M, N étant donné, ainsi qu'un point P (ic^, y g, Zj), trouver le moment du segment par rapport à ce point. .
Il suffît de trouver les projections de ce segment moment sur
les axes Ox, Oy, Oz ou encore sur les trois axes Px\ Py', Pz' parallèles à Ox, 0 ?/, Oz et issus du point P, c'est-à-dire encore les moments du J[' segment proposé par rapport aux axes Vx' , Py' Pz'. Soient .x, y, z les coordonnées du point A origine du segment AB par rapport au trièdre Ox, Oy, Oz. Les coordonnées par rapport au trièdre Pjc' Py' Pr' sont
Fig. a.
^oi y y<i-> ^ ^o>
ses moments par rapport aux axes Pac', Pj/', Pz' sont donc
{y _ y„) Z - (z - z„) Y, (z — Zo) X — (jj — Xo) z, (x — x,)Y — (y — I/o) X,
ou encore, eu égard aux expressions de L, M, N,
L + Yzo — Zyo, M -f- Za-j, — Xzg, N+Xy,-Y:c,.
Telles sont les formules qui donnent les projections sur les axes Ox, Oy, Oz du segment moment du segment AB (X, Y, Z, L, M, N) par rapport au point 0 {x^, y^, z^). Ces formules sont essentielles.
Le théorème de Varignon est susceptible d'une généralisation importante au moyen des moments pris par rapport à un poinl. Voici cette généralisation :
Soient plusieurs segments concourants A.B^, AB^, ...^ AB„ et PG,, PG,, ..., PG, les segments qui repré-^enlent leurs moments par rapport à un poinl P arbitraire; le moment PG de la résultante AB des segments proposés est la résultante des segments moments PG,, PG„ ..., PG„.
Plaçons en effet l'origine des coordonnées au point A; les moments L,, Mj, Nj du segment AB,- par rapport aux axes sont nuls, et le moment de ce segment relatif au point P (ac,, y,, z^) a pour projections
YjZo — Z..Î/0,
X.î/o — Y<aCo
Donc, la somme géométrique de tous ces segments moments aura pour projections les expressions suivantes :
2 <2*^o - X,^o) = (2Z,) X, - (ZX,) z,, 2 (X.t/o - Y,^,) = (SX,) î/o- (2Y,) 0.,.
Or, si X, Y, Z sont les projections du segment AB, résultante des segments proposés, on a
d'où
2(YiJ,-Z,y,) = Yz,-Zt,„ 2 (ZiOC, — Xjz,) = ZjCo — X^o, V.(X,t/,-Y,x,)=:Xyo-Yx.,
ce qui démontre le théorème.
On peut donner de ce théorème une démonstration géométrique qui n'est que l'énoncé en termes géométriques des transformations analytiques que nous venons d'effectuer.
Systèmes de segments. — Couples.
loment 10. Considérons plusieurs segments dans l'espace, S,, S,, ..., S,,
Buliant et un segment arbitraire S'; on appelle moment résultant du svs- ! relatif — —
segment ^^^^ ^^^ segments IS^ par rapport au segment S' la somme algébrique
Ldonné. des moments des segments S; et du segment S'. Ce moment résultant
est donc un nombre.
Moment
résultant
pai rapport à
nn axp.
Noiion algf-hrique.
Notion géométrique.
Moment
r>sultant en
un point.
Théorème foiuliiiiiei.tal.
Si le segment S' est .unitaire, il symbolise un axe A, et le moment résultant du système des segments S, par rapport à l'axe A est la somme algébrique des moments de tous les segments S; par rapport à A; si l'on désigne par [i,j, [j.„ .., [a^ ces moments, le moment résultant \i. est défini par l'équation ,
c'est un nombre. Mais la représentation, due à Gauchy, des moments par des segments, permet de concevoir d'une autre manière le moment résultant d'un système de segments par rapport à un axe.
Considérons, en effet, le moment du segment S, par rapport à l'axe A, on peut représenter ce moment par un segment G, porté par A, et ce segment G, est mesuré sur l'axe A par le nombre [>.;. Faisons alors la somme géométrique de tous ces segments G, portés par A, soit G le segment ainsi obtenu ; ce segment G nous représentera le moment résultant du système des segments par rapport à A.
Cette notion purement géométrique concorde du reste avec la notion algébrique du moment résultant p., car le nombre p. est précisément, celui qui mesure le segment G sur l'axe A.
Nous savons, en effet, que si un segment G est la somme géométrique de plusieurs autres G^ portés par un même axe, le nombre ja qui mesure G est la somme algébrique des nombres jx^ qui mesurent les segments G;.
Prenons maintenant un point P; le moment résultant du système des segments S, par rapport au point P sera le segment résultant de» segments qui représentent les moments des segments proposés par rapport au point P.
On peut, au sujet de ce moment résultant, établir la proposition suivante qui généralise le théorème V du n'' 9 :
TiiÉORKME VI. — Soient un axe A issu d'an point 0 el OG le inomeni résultant d'un système de segments par rapport an point 0; la projection OG' du segment ÔG sur A est te moment résidtant du système par rapport à l'axe A.
Soient, en effet, OG^ le moment du segment S, par rapport au point 0, et OGÎ ba projection sur A; cette projection OG,' est le moiuMii de Spar rap^wrt à A; la somme géométrique OG' des segments OC- figure donc le moment résultant des segments par rapport à l'axe ; mais
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celle somme {iéoroélrique OG' est évidemment la projection ôe la résaltante OG des segments OG,; le théorème est donc démontré. CoroHaire. On déduira de la le corollaire suivant : soient trois axes rectangu-
laires O.T, O.'/j Oz; les moments résultants d'un système de segments par rapport à ces axes se représentent par trois segments qui sont les projections sur ces axes du moment résultant relatif à l'origine 0.
Systèmes 11. Soient plusieurs segments Sj, Sj, ..,, S„; si par voie de glisse-
ôquivalents-. nient sur eux-mêmes, ou par composition ou décomposition suivant les règles de l'addition géométrique, on transforme ces segments eu d'autres Sî, SJ, ..., S^, le moment résultant du système relatif à un axe ou à un point quelconque de l'espace ne sera pas altéré; cela résulte du théorème III du n° 5.
De là une notion importante, celle des systèmes équivalents. Nous
dirons que deux systèmes de segments Z, L' sont équivalents s'ils
ont le même moment résultant par rapport à tout axe de l'espace.
tkKH-données Slrient S,. S,, .., S„ les segments qui composent le premier sys-
d'un système (ème de segments etX,, Y,., Z,-, L„ M„ N^ les coordonnées du segment
" ■ S,; le moment de S, par rapport à l'axe a, ^, y, X, \l, v a pour expres-
sion
XXi + (i.Yi -I- vZ; -h «Li + ^Mj 4- yN„
d où l'expression suivante du moment résultant relatif à l'axe proposé,
2 (>^X, + sxYi -f- vZj -4- aLi 4- ?M, -4- yN,)
= \lXi + îa2Y, 4- viZi + oLlLi + PSM.- 4- ySN,, = 9SX 4- '\^[L 4- Sv 4- iCa 4- M?» + Uy,
où Ton a posé
% = IX., 1|=IY,, S = 2Z,, i — ZU, A\> = lMi, % = 2N...
Ces quantités %, 1[, S, % ell), % sont ce que l'on appelle les coordonnées du système de segments 2.
On voit que 1£, dhy % sont les moments résultants relatifs aux axes Oa;, Oy, Oz, et que 9S, ^l, Z sont les projections de la résultante de translation de tous les segments considérés.
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Cela posé, considérons un système 2', de coordonnées %' y ^', %\ T , M>\ %', équivalent au système 2. Les moments des deux systèmes devant être les mêmes relativement à tout axe de l'espace, on a d'abord pour Ox, Oy, Oz
et l'équaiion qui traduit légalité des moments pour un axe quelconque (a, 3, Y» ^> l*» ^>)
= %'X + '^V 4- S'v 4- fa 4- aV0 -I- U'y
se réduit à la suivante :
%\ 4- <y.Hi 4- Sv = â^'X 4- 'y |X 4- S'v;
cette égalité devant avoir lieu pour toute valeur de X, [a, v, on a
Ainsi : deux systèmes équivalents ont les mêmes coordonnées.
Projections Calculons le moment résultant d'un système de segments Z par
du moment rapport à un point P (ac,, t/„ z^) de l'espace.
système en un ^^"* savons, d'après le n«>9 (p. 20), que les nombres qui mesurent
point sur les trois axes Oae, Oj/, O2 les projections du moment d'un
de l'espace, segment X<Y<Z<, L,M<N,- par rapport au point x^y^z^y ont pour
expressions :
lAi,. = Lf 4- Y,z, — Z,y„
Hw =M, 4- Z,x, — XiT,,
[Li,, =Nf4-Xiî/, — Y,a;,.
Les projections du moment résultant sont donc
= i£ 4- ^Zo - Zy,y
j*.= U 4-âSî/,-'lfaro,
formules importantes, sur le.squelles il y a lieu d'attirer dès maintenant l'attention.
On voit par ces formules que le moment résultant en un point ne fait intervenir que les coordonnées du système de segments, ce qu'il était facile de prévoir.
Moment La considérai ion des systèmes de segments donne lieu à une belle
^* extension de la notion de moment.
le segmente. Soient deux systèmes 2, 2', prenons un sèment dans chacun
d'eux H formons la somme algébrique des moments de tous les
groupes possibles de deux segments ainsi choisis; cette somme est,
par définition, le moment des deux systèmes de segments.
moment (2, 2') = 7^ moment (Sj, Sj),
où S, est un segment pris dans 2 et S,' un segment pris dans 2'. On a donc aussi (p. 17)
moment (2, 2') =2 (X^L' + Y,M; + Z,N; + X/L, + YjM, + Z,îN;).
Groupons, dans le second membre, tous les termes ayant même indice j, et appelons %y *U, S, if, Àh, % les coordonnées de 2, nous avons
moment (2, 2') = %J^ L] 4- ^^ **•'' ■+- ^2 ^J
Introduisons encore les coordonnées %',^' ,%' , %' , âh', %' de 2' et nous aurons finalement
moment (2, 2') = %!£' + ^Jb' + Z%'
Lorsque le moment relatif de deux systèmes de segments est nul, on dit que ces deux systèmes sont en involution.
Rien n'empêche dans les calculs qui précèdent de supposer que 2' soit équivalent à 2, la formule se simplifie alors et donne
moment (2, 2') = 2 (iC9ê + Jll^y, + %%);
on peut appeler cette expression Vautomoment du système 2.
Observons que si 2' est entièrement identique à 2, les segments S/ sont les mêmes que les S., et dans notre é\aluation de la somme des moments, chaque moment figure deux fois.
Donc la somme des moments des segments S, pris deux à deux est égale seulement à
luvari'-iul'i d'un syolc'inp do segments.
Ceci nous prouve que l'expression précédente, que nous représenterons par 3^1, est un invariant à plusieurs titres :
1» Au point de vue d'une transformation des coordonnées;
2» Au point de vue de la substitution au système 2 d'un système équivalent.
Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
La somme des momejits des segments d'un système pris deux à deux reste invariable si Von remplace le système par un système équivalent.
Au lieu de moments on peut parler de tétraèdres et dire :
La somme des tétraèdres construits sur les segments d'un système pris deux à deux est invariable si Von remplace le système par un autre équivalent.
Nous rencontrerons plus loin un cas particulier de ce théorème dû à Ghasles, qui marque l'introduction des tétraèdres dans cette partie de la théorie des segments.
La considération de la résultante de translation nous fournit encore un invariant dans la somme
nous prendrons pour 'J{ la valeur positive
Systèmes»
if'ductibU'S
à un segment
unique.
Le quotient
est aussi un invariant; il représente une ligne, car Jl est une ligne et JK^ est un volume. Nous donnerons à h le nom de paramètre.
Nous allons examiner deux cas particuliers de systèmes de segments.
Le premier c'est celui où l'automoment est nul, sans que %, 1|, S le soient.
On a, dans ce cas,
Ce qui prouve que l'on peut regarder %, %, S, % À\>, % comme les coordonnées d'un segment S. D'après la notion même de l'équivalence, le système est alors équivalent à ce segment unique.
Réciproquement, si le sysfèrne 2 est équivalent à un segment unique X, Y, Z, L, M, N, la conditiou d'équivalence donne
X=.X, 'y^Y, S=Z, i£ = L, .11,=: M, |(.rr:N,
et comme LX -t- M Y -+- NZ = 0, on a
Ainsi, 5<) = 0 (sans que %y %y % soint tous nuls), c'est In condition nécessaire et suffisante pow que le système 2 soit réductible à un segment unique.
Examinons maintenant le cas où Ton aurait
^ = 0, Ij^O, s = o,
sans que '£, M>, % soient tous nuls. Dans ce cas, la l'ésultante de; translation du système est nulle. Un tel système de segmenl.s a été éttidié par Poinsot sous le nom de couple. Si l'on se reporte aux formules
qui donnent le moment résultant du système %, "il , S, if, .'Ui, % en un point x^, «/j, z^ de l'espace, on voit que, pour un couple, elles se réduisent à
On peut donc définir un couple comme un système de segments qui a môme moment résultant en toua les points de l'espace. Ce moment résultant constant est ce que l'on appelle moment du couple. Il est représenté par le segment dont 'i', Jl», IL sont les projections sur les axes de coordonnées. Pour avoir le moment d'un couple, par rapport à un axe A on peut, suivant la méthode générale du n'^ 10, prendre le moment par rapport à un point 0 de cet axe et le projeter sur A. Donc :
Le moment d'un couple par rapport à un axe A s'obtient en projetant sur cet axe le moment du couple. On en peut conclure que pour deux axes parallèles et de même sens les moments d'un couple sont égaux.
Équivalence
de la définition
donnée
du couple
et de celle de
Poinsot.
Pour que le moment du couple par rapport à A soit nul, il faut efil suffit, d'après ce qui précède, que A soit rectangulaire avec le segment qui représente le moment du couple.
Tout plan normal au moment du couple porte le nom de plan du couple.
Proposons -nous de trouver deux segments S, S' formant un système équivalent au couple.
Menons un axe quelconque A qui coupe S et S' ; le moment résuU tant par rapport à A est nul; donc A est parallèle au plan du couple. Ainsi, toute droite qui coupe S et S' est parallèle au plan du couple. Il en résulte évidemment que S et S' sont contenus dans un même plan du couple. De plus, ils ne peuvent s'y couper, sans quoi ils auraient une résultante unique non nulle. Ils sont donc parallèles, et comme leur résultante de translation est nulle, puisque leur ensemble est équivalent au couple, ils doivent être égaux, parallèles et de sens opposés, sans pour cela être directement opposés.
Prenons dès lors un point 0 sur le segment S', menons par 0 le segment OG qui représente le moment du couple, le moment de S par rapport au point 0 doit être représenté par 0 G.
Supposons réciproquement cette condition remplie; je dis que S, S' forment un système équivalent au couple proposé.
En effet, le système des deux segments forme évidemment un couple, puisque leur résultante de translation est nulle. Ce couple
admet au point 0 le même moment OG que le couple proposé, donc il admet en chaque point de l'espace ce moment OG, et est ainsi équivalent au couple proposé.
On voit, en résumé, que tout couple peut être réalisé d'une infinité de ma- Fig. i2. nières par un système de deux seg-
ments égaux, parallèles et de sens opposés, assujettis seulement aux conditions suivantes :
i° Leur plan doit être un plan du couple;
2o Le moment de l'un des deux segments par rapport à un point de l'autre doit être un segment égal et parallèle au moment du couple.
Remarque. — Cette manière de présenter les choses rend intuitives ces propositions d'après lesquelles un couple peut être transporté dans son plan ou dans des plans parallèles, et peut être modifié pourvu que le produit du segment par le bras de levier reste constant.
La démonstration de ces propositions est nécessaire quand on se place au point de vue de Poinsot, pour qui un couple ne fut jamais qu'un système de deux segments égaux, parallèles, et de sens opposés.
Il y a cependant avantage à introduire la définition plus générale d'où nous sommes partis. L'application suivante va le montrer. Aire Considérons un polygone fermé gauche ou plan PPjPjPj ... P„P
riprojection et attribuons à ce polygone un sens de parcours, soit le sens P, P,, jn contour, p p p
Envisageons alors le système de segments PP^ PjPj, •••, P„-i I\ P,P. Ces segments forment un système fermé; leur système est un couple. Soit G le moment de ce couple.
Prenons maintenant un axe quelconque A, et un plan t. normal à cet axe; projetons orthogonalement le contour précédent stir le plan x, nous obtiendrons le polygone plan P'PJ ...
P^P'; nous avons déjà vu que, par .apport à A, le moment de P^Pi-j-i est égal au
moment du segment P-[\'^.i, c'est-à-dire
* » au double de l'aire du triangle OPiP,' + .,
^'^f- '•^- où 0 est le pied de l'axe A sur le plan %.
Les aires de ces triangles sont, du reste, affectées de signes d'aprèss la convention habituelle pour les moments. La somme algébrique de ces triangles a pour expression l'aire (aflectée d'un signe) du polygone P'PjPi ... PâP'. Mais cette somme est aussi la moitié du moment résultant du couple par rapport à l'axe A, moment que l'on obtient en projetant G sur cet axe. On voit donc que la projection du moment du couple G sur un axe quelconque A, représente le double de l'aire de la projection, sur un plan t: normal à A, du contour do l'espace qui donne naissance au couple.
Au lieu d'un polygone on pourrait envisager un contour curviligne,
à la condition de le regarder comme la limite d'un polygone inscrit.
Tout contour fermé doué d'un sens de parcours donne donc lieu à
un couple dont le moment projeté sur un axe A fournit le double de
no LEÇONS DE CINÉMATIQUE.
l'aire, affectée d'un signe, de 'a projection de ce conlour sur un plan normal à A.
En appelant y. la lon^fueur du moment du couple, construisons dans un pliin du coiiple un cercle de rayon ^gal à
la projection de ce cercle sur un plan quelconque aura la même aire que la projection du contour proposé.
Plan orionté. La valeur obtenue pour l'aire de la projection d'un conlour sur le plan normal à un axe quelconque a été affectée d'un signe. Ce signe est lié au sens de parcours de la projection du contour :
On dit qu'un plan est orienté si un axe est choisi sur la perpendiculaire à ce plan. Le sens de rotation direct dans le plan est, par définition, le sens de rotation de gauche à droite pour un observateur traversé des pieds à la tête par cet axe.
Dans un plan orienté, l'aire limitée par un contour parcouru dans un certain sens a le signe -t- ou le signe — suivant que le sens de parcours du contour est le sens direct ou le sens inverse.
Il est facile de voir que le signe fixé précédemment pour l'aire de la projection du contour fermé est celui que la définition donnée en dernier lieu conduit à adopter.
Composition 12*»''*. Soient 2, 1' deux systèmes de segments; l'ensemble de ces des systèmes ^qux ensembles de segments constitue un système qu'on appelle le * **^ ° ■ sijsti'.nie résultant des deux autres.
D'après la définition même des moments résultants on voit que :
Le Moment résultant par rapport à un axe, du système 1\ qui résulte de la composition des systèmes 2, ii', nst la somme rfcs moments résultants de 1, 1' par rapport à cet axe.
Le moment résultant de 2' en un point est la somme géométrique des moments résultants des systèmes 2, 1' en ce point.
De même la résultante de translation de Z* est la somme géométrique des résultantes de translation de 2, 2'.
Par suite :
Les coordonnées du système résultant des systèmes 2, 2' sont les sommes des coordonnées correspondantes des sytèmes Z et ^' .
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Considérons le cas de deux couples
0, 0, 0, I, Ah, U, 0, 0, 0, T,âh\%':
Le système résultant est un cotiple dont le moment est la somnie préométrique des moments des deux couples.
On arrive ainsi, d'une manière intuitive, à la règle de la composition des couples énoncée par Poinsot.
Comme application nous allons traiter deux problèmes imporlants de la composition des systèmes de segments.
Proposons-nous d'abord de trouver deux segments S„ S, formant un système équivalent à un système donné.
Désignons par %, Ij,, Z, 11', .Ib, % les coordonnées du système et prenons pour inconnues les coordonnées X\, Yj, Z^, Lj, Mn^N^; Xj, Y,, Zj, Lj, Mj, N, des segments S, et S,.
Les conditions exprimant l'équivalence sont :
'X = L^ + L„ .11 = M, + M„ % = N, + xX,, ^, = X, H- X„ qj, = Y, + Y,, Z=Z, + Z,.
Piappelons en outre les relations
En tirant Xj, Y,, Z,, Lj, Mj, N, des six premières équations pour
les porter à la dernière, on trouve
{X - X ,) {% - L,) + (Il - Y,) Olb - M,) -h (.S - Z,) en, - N,) rr:(),
on, en tenant compte de L, X, -+ M^ Y, ■]- N, Z, -3 0,
.K^- (If X, -+- .IbY, + %Z, -h %L^ 4- ^y M, -+- 5N,) - 0.
Soient ij, pp Y,, /«,, |-».p v, les coordonnées d'un axe portant le segment Sj et soit s^ le nombre qui mesui'e S, sur cet axe; on a, d'après une remarque déjà faite,
X, = a,s„ Y, = ^^s^, Z, = y^s^, L, = À,Sj, M, = lJ.^s^, Nj = v.s,.
L'équation précédente donne donc
(1) K^ - CXo., ^ .Ib?, 4 ll.v, -}- %\ + 'li;j.j -H Sv,) s, = 0,
égalité qui permet de calculer s,, connaissant x,, ^j, 7,, Xj, 'x^s v,.
Le segment S, étant dès lors connu, les coordonnées de S^ s*en déduisent immédiatement.
On voit, en conséquence, que l'on petit toujours trouver deux segments Sj, S, formant un système équivalent à un système donné et dont Vun soit porté par un axe arbitrairement choisi.
Notons cependant que si
(2) ia, + Jl.p, + %y^ + %\ -H lj.[x, + Svj = 0,
réquation (1) ne détermine plus s,, il y a impossibilité. Or, l'équation (2) exprime que le moment du système proposé par rapport à l'axe (a„ ^p Yt> ^m> Vi^ ^i) ^^ ^"'' Nous voyons ici apparaître pour la première fois ces axes remarquables introduits par Môbius : les axes de moment nul. Le problème précédemment résolu est impossible si l'on assujettit le segment Sj à être porté par un axe de moment nul.
Théorème Supposons que l'on ait réduit de deux manières le système S à
de Charles, jgy^^ segments S,, S, d'une part et SJ, S^ d'autre part. L'invariant S() est le moment de Sj et de S,, c'est aussi celui de SJ et S,; en parlant de tétraèdres au lieu de moments on arrive à ce théorème de Chasles :
Si l'on a réduit de deux ma7iières un système de segments à un ensemble de deux segments S,, S, et SJ, SJ, les tétraèdres (s,, S,) et (S|, S^) sont égaux en grandeur et en signe.
On voit que S,, S, sont dextrorsum ou sinistrorsum selon que ^' est positif ou négatif. Nous verrons plus loin que les systèmes de segments forment deux grandes catégories; les uns pour lesquelles ^ 3{' >► 0, les autres pour lesquelles 5^> -< 0.
On doit observer que les deux segments S,, S, ne peuvent se couper, sans quoi on aurait une résultante unique. Dans ce cas )(, serait nul et s, aussi; le segment S, n'existerait pas.
Théorème. — Démontrons encore la proposition suivante que nous retrouverons plus loin sous une autre forme :
Supposons qu'on ait réduit de deux maniires un système de segments à dcî/ac S,, S, et SJ, SJ. Ces segments sont portés par quatre génératrices d'un même système d'une surface du second degré.
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Soit, en effet, une droite A qui coupe S,, S„ S^; comme A coupe Sj, S, le moment résultant du système par rapport à A est nul, A est
un axe de moment nul. Il faut donc que le moment résultant de SJ, Sj, par rapport à A, soit aussi nul. Mais SJ coupe A, donc S, doit aussi couper A- Ainsi : toute droite A qui coupe S,, S,, SJ coupe aussi Sj. Nous avons vu que Sj ne peut couper S^; on suppose SJ porté par un axe arbitraire, qui ne coupe ni S, ni S,.
Fig. U.
Donc le lieu de A est une surface de second degré et S,, S,, SJ, S, sont portés par quatre génératrices d'un même système de cette surface. On observera que les génératrices de l'autre système sont des axes de moment nul.
Le théorème tombe en défaut si S^ coupe Sj ou S,. Supposons que SJ coupe Sj en un point 0,, je dis que Sj et Sj se coupent en un point 0,. Menons, en effet, un plan par 0, et par la droite Sj ; toute droite A issue de 0, dans ce plan coupe S,, SJ et S„ elle coupe donc SJ; il faut, en conséquence (puisque SJ ne peut passer par Oj, sans quoi elle couperait SJ), que SJ soit dans le pian considéré. Ainsi S, et SJ sont dans un même plan passant par 0, ; elles se coupent donc en un point 0^, et l'on verrait que le plan de S^ et de SJ passe aussi
\iducfion 13. Proposons-nous actuellement de réduire un système de seg-
an segment iTjents à un segment unique et à un couple.
ï un cou le Soient X, Y, Z, L, M, N les coordonnées du segment S et 0, 0, 0, ^ ' L', M', N' celles du couple G'.
%., *U, %i 1£, .11), % désignant comme précédemment les cooidonnées du système de segments, on aura, d'après les conditions d'équivalence,
'X = h + l!, iil,=:M + M', %=NiN.
Cinématique. 3
On voit d'abord que X, Y, Z sont déterminés.
Donc la longueur et la direction du segment S sont déterminées indépendamment du couple G'.
L M N doivent vérifier la relation
LX-+-MY-+-NZ = 0, donc
ai — V)% + {M> — M') ^ + (U - N') S^ 0, ou
Le couple G' étant choisi arbitrairement parmi ceux qui vérifient la relation précédente, le sejjment S, qu'il faudra lui adjoindre pour former un système équivalent au système proposé, sera entièrement déterminé; ses coordonnées sont, en effet,
X=âS, Y=^, Z=S, h=i-h\ M=:it-M', N=%— N'.
Nous allons interpréter la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du couple G' . Nous avons posé
et, comme ^ est différent de zéro, le système n'étant pas un couple, on peut écrire
Cette équation exprime que la projection du moment du couple G' sur la résultante de translation du système 2 a une valeur déter-
minée -^ > ou si l'on veut que le moment du couple G' par rapport à in.
tout axe qui a la direction de la résultante de translation a une valeur donnée.
On pourra donc se donner arbitrairement le plan du couple, c'està-dire les cosinus directeurs de l'axe du couple auxquels L' , M' , N' sont proportionnels; la longueur du moment du couple se trouve déterminée. Observons toutefois que le plan du couple ne saurait être parallèle à la résultante de translation.
Nous avons ainsi réalisé la réduction à un segment et à un couple
d'un système de segments en nous donnant le couple; proposonsnous au contraire, étant donné le segment lui-mênie, de déterminer le couple qu'il faudra lui adjoindre. Le segment, dont nous connaissons les projections, sera déterminé si l'on se donne un point de la droite qui le porte.
Soient x-, y, z les coordonnées d'un point P par où passe le segment S.
Les coordonnées du segment S sont
%, 1}., S, Sj/-^j2, %z~^x, <\^,x-%y. .
Le moment du système au point P se réduit au moment du couple G', puisque le segment passe par P; or, on a vu que le moment d'un système en un point P a pour projections :
-Zy.
Ces expressions représentent donc les projections du moment du couple au point P; et, comme le moment d'un couple est le même en tous les points de l'espace, ce sont les projections du moment du couple. On a donc
L'= ^ +<\)^z-%ij.
Ces formules résolvent complètement le problème proposé.
Ainsi l'on peut se donner soit la position du segment S dont la longueur et la direction sont données, soit le plan du couple, à la condition qu'il ne soit pas parallèle à la résultante de translation.
Entre tous les choix que l'on peut faire pour le plan du couple, il en est un particulièrement remarquable, c'est celui d'un plan normal à la direction de la résultante de translation.
On prendra dans ce cas L', M', N' proportionnels à %, 'Ij^, %.
Cherchons alors à déterminer le segment S, ou plutôt sa ligne d'action, nous avons
c'est-à-dire
!£ + <)^z — Zy __M> + %x - %xj _% + %ij -^ '^^x _ _ _ _ _ ^.
Multiplions les deux termes de chaque rapport respectivement par %^Z et ajoutons, il vient pour la valeur commune de ces rapports :
"le.' + '\y + s* ~ M* ~ '''
et par suite, on a
(^x-%y = %-hZy
ce qui détermine la ligne d'action du segment S. On appelle cette droite Yaxe central.
Les coordonnées^du segment porté par Taxe central sont
%, ^, Zy ^-h%, àh — h'^, %-hZy
et celles du^couple correspondant
0, 0, 0, h%, Til), hZ.
Le moment de ce couple a donc la direction môme de la résultante de translation si h :> 0, ce qui revient à ^:>- 0, et la direction opposée si h -<: 0, c'est-à-dire si Jt) -< 0.
II est bon de faire remarquer ({ue si le système est réductible à un segment unique, 3^ est nul et Taxe central devient la droite qui porte le segment unique équivalent au système.
Vis. Considérons un système de segments qui soit unitaire, c'est-à-dire
dont la résultante de translation ait la longueur 1. Un tel système a reçu le nom de vis. La considération en a été introduite par M. Bail. Soient a, b, c, ï, w, n les cooi-données d'une vis, on a
et l'invariant ^ se réduit à
h = al + hm + cn^
e'est-à-dire au paramètre qui s'appelle aussi le pas de la vis.
Il y a deux sortes de vis : les vis dextrorsum pour lesquelles h >■ 0, les vis sini&trorsnm pour lesquelles /i -< 0.
Si /i = 0, les coordonnées a, 6, c, i, m, n deviennent celles d'un segment unitaire, c'est-à-dire d'un axe. Ainsi une vis dégénère en un axe, de même qu'un système de segments dégénère en un segment.
Considérons maintenant un système de segments
il est clair que si l'on multiplie ou divise par un même nombre positif tous les segments qui le composent, ses coordonnées sont multipliées ou divisées par ce nombre.
Divisons, en particulier, par V%^ + "^t),' + S' = ^, ou par le module du systeuie de segments, comme on dit quelquefois; les coordonnées du système deviendront
ao _^ S ;x ai % £a' W 0^.' îîi' 01 ' ui'
Ce sont les coordonnées d'une vis.
Ainsi, en divisant par 01 les longueurs de tous les segments, le système de segments devient une vis. On peut énoncer ce fait en disant que tout système de segments résulte du produit d'une vis par un nombre positif.
Cette proposition est à rapprocher de la suivante : Tout segment est le produit d'un segment unitaire (un axe) par un nombre positif.
Nous dirons de la vis qu'elle porte le système de segments qu'on peut en déduire par multiplication.
Les équations qui donnent l'axe central contenant %, '•Il , Z, '£, Ji, % sous forme homogène, l'axe central du système est l'axe même de la vis qui le porte; le pas de la vis h a pour expression
_£% + âm} + %Z_^,
c'est donc le paramètre du système de segments.
Le système est dextrorsum ou shtistrorsum selon que la vis qui
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le porte est dcxtrorsum ou sinistrorsnm , c'est-à-dire selon que J() est positif ou négatif.
On a été amené à donner le nom de vis aux systèmes particuliers que nous venons d'étudier par la considération suivante :
Supposons que les segments soient des forces agissant sur un système de points géométriques invariablement lies entre eux et de masses nulles.
Ileprésentons-nous le système réduit au segment iH et à un couple ('7 dont le plan soit normal à 'J{. Si ^ >- 0, le moment du couple Cl a le sens de '.K, et pour un observateur traversé des pieds à la tète par ilî, l'effet du système de forces se compose d'une traction de bas fu haut et d'un mouvement de rotation de gauche à droite. Les points du corps mobile décrivent donc des arcs d'hélices de même pas; l'effet des forces sera d'imprimer au corps un mouvement de toreion analogue à celui d'une vis dans son écrou, la vis étant dcxtrorsum.
Si jK' <; 0 la rotation est de droite à gauche; la vis directrice du mouvement est sinistrorsum.
Toi-sêiu* L'utilité de la considération des vis apparaîtra encore plus claire-
ctdyname. nient lorsque nous appliquerons les propriétés des segments à la théorie du déplacement d'un corps solide. Qu'il nous suffise de rappeler que Bail a appelé torseur et Plucker dyname l'ensemble des forces appliquées à un corps solide.
La théorie des segments interprétés comme des forces devient celle des torseurs ou des «lynames, dont les principes remontent au célèbre traité de statique de Poinsot.
moment nul.
Équation Nous avons eu l'occasion de parler plus haut des axes de moment
liosaxesde nuj relatifs à un système de segments. Ces axes sont définis par l'équation
Introduisons les coordonnées iiu segments de la réduction canonique, jwrlé par l'axe central
%, 1J, Z, 'i-h%, il-/i'l|, %~hZ,
on pourra écrire ainsi l'équation précédente
a - h%) X -H {Ah - /i^) ^ + (% - h%y(
On voit que
(if-/tas)«-»-(jii-/i*^)3 + (%-/iS)Y+arA4-ijjjn-Sv
représente le moment par rapport à l'axe A considéré du segment S; d'un autre côté, ^a + *U3 4- Sy, c'est la projection de ce même segment S sur l'axe A; la condition pour qu'un axe A soit de moment nul peut donc s'écrire :
moment (S, \) + h proj. (S, a) = 0,
équation qui ne contient plus explicitement les coordonnées. Appelons A^ l'axe central, si l'on observe que
moment (S, a) = moment (A^, A) X longueur S; proj. (s, a) = proj. (A^, A) X longueur S, on a
moment (Aj, A) + /i proj. (Ao, A) — 0,
formule où les axes Ao, A entrent symétriquement.
La théorie des axes de moment nul touche de très près à l'importante théorie des complexes.
Théorie de la droite.
14, Nous avons vu que X, Y, Z, L, M, N, Ués par la relation
LX + MY4-NZ = 0,
consfituenl les coordonnées d'un segment porté par une droite représentée par les équations
I Zy-Yz=L, ! Xz — Za; = M, ( Yx — Xy=^N.
Supposons que l'on fasse varier la longueur, et si l'on veut le sens de ce segment, alors X, Y, Z, L, M, N sont multipliés par un même nombre posilif ou négatif ; les trois équations précédentes ne chan-
gent pas, la ligne qui porte le segment est la même. Dans ces conditions, on peut regarder
comme les coordonnées homogèiies d'une droite; ce sont les coordonnées d'un segment de longueur et de sens indéterminés porté par cette droite. On voit comment de la notion des coordonnées d'un segment se déduit la notion des coordonnées d'une droite. Entre ces six coordonnées existe la relation quadratique
LX + M Y + NZ=0;
de plus, ces coordonnées sont définies à un facteur constant près, elles ne constituent, en conséquence, qu'un ensemble de 4 paramètres.
Une droite est donc déterminée dans l'espace par quatre conditions se traduisant chacune par une é(juation. Série réglée. Si l'on donne trois conditions seulement, un paramètre reste arbitraire, on a une série réglée : le lieu des droites d'une série réglée est en général une surface gauche ou développable. Cependant les tangentes d'une courbe plane, les droites d'un faisceau plan constituent des séries réglées sans former pour cela des surfaces à proprement parler. Par contre, une quadrique ou un plan sont le lieu de plusieurs séries réglées.
Congpuences. Les droites qui ne vérifient que deux conditions dépendent de deux paramètres; elles forment ce que l'on appelle une congruence. Exemples : les tangentes communes à deux surfaces, les cordes d'une courbe gauche, les droites qui coupent deux courbes données, les normales à une surface. On démontre que toute congruence est en général formée de droites tangentes à deux surfaces appelées surfaces focales. Ces surfaces focales peuvent dégénérer en des courbes.
Par exemple, les droites qui coupent deux droites données forment ce que l'on appelle une congruence linéaire.
Il existe des surfaces pour lesquelles la congruence des normales admet comme surfaces focales, au lieu de surfaces proprement dites, deux courbes, ce sont les surfaces cyclides. Leurs normales coupent constamment une ellipse et une hyperbole focales l'une de l'autre.
L'ordre d'une congruence est le nombre des droites de cette
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conjTiTuenco issues d'un point; la classe est le nombre de ces droites situées dans un plan.
Les droites qui sont assujetties à une seule condition forment un complexe.
Les droites d'un complexe issues d'un point P forment un cône; les droites d'un complexe situées dans un plan z enveloppent une courbe.
On appelle ordre d'un complexe le nombre des droites de ce complexe qui, issues d'un point P, sont situées dans un plan r. mené par ce point.
L'ordre d'un complexe est égal au degré du cône relatif à un point et à la classe de la courbe relative à un plan.
En effet, pour avoir les droites dii complexe issues du point P dans le plan tc, on peut considérer le cône de sommet P et le couper par le plan î: issu de P, le nombre de ces droites est le degré du cône; on peut aussi mener du point P les tangentes à la courbe enveloppe dans le plan x, le nombre de ces droites est la classe de la courbe enveloppe.
Les tangentes à une surface, les droites qui rencontrent une courbe forment des complexes, mais des complexes singuliers; un complexe n'est pas en général formé des tangentes d'une surface ou des sécantes d'une courbe. En un mot, les droites d'un complexe n'ont, en général, pas d'enveloppe.
Un complexe singulier remarquable est celui des droites de longueur nulle, c'est-à-dire des droites qui coupent le cercle de l'infini. Ce complexe joue un rôle très important dans certaines transformations géométriques.
15. Le plus simple de tous les complexes est le complexe linéaire ou d'ordre 1. Il est représenté par une équation linéaire et homogène en X, Y, Z, L, M, N.
Exprimons, en effet, que la droite, dont X, Y, Z, L, M, N sont les coordonnées, joint deux points x, y, z, x' , y', z', nous avons
U z=z Xz' — Zx' =zXz — Zx, N=Yx' —Xy' = Yx~Xy,
et par suite
x' — x~' y' — y~ z' — z~ yz' — zy' ~ zx' — xz' ~~xy' —yx'
Soit
l'équation homogène qui représente le complexe linéaire. On peut écrire celte équation sous la forme
f{x' — x, y' — y^z' — z, yz' — zy', zx—xz\xy'—yx') = 0.
Si l'on se donne x, y, ?, le point a;', y', z' décrit le cône dont Xy y, z est le sommet; ce cône de degré 1, puisque le complexe est linéaire, est ici un plan ; cette équation est donc du premier degré en x', y' , z' , Pareillement elle est du premier degré en x, y, z; elle doit donc avoir la forme
(Aac + By + Cz + D) x' -4- {^^x + B,y + C^z + D,) y' + (AjX + B,i/ + G,z 4- Dj)z' + A,a; -h B^y ■+- C,j + D, = 0.
De plus, pour x' = x, y' = y, z' =: z, elle doit être vérifiée identiquement.
Or, on a, en faisant x' =z x, y' = y, z' = z,
Ax» + (B + A,) xy + (G + A,) xz + (D -+- A,) x -f-B,y« + (G, -+-B,)yz + (D. •4-B,)y -h C,z' + (G, -H D,) z 4 D, = 0.
Donc
A=rO, A,:=-B, A, = -G, A3 = -D,
G,==0, C, = -D„ iV=0;
et Ton a alors
(By 4- C2 4- D) x' -f (— Bx 4- C^z 4- D,> y'
Cx - G,y 4- D,) z' 4- (- Dx - D^y — D,z) = 0, ou
D (x' - x) 4- Dj (y' - y) 4- D, (z' - z)
— C, (yz'—zy') 4- G(zx' — xz') — B(xy'- >jx') = 0.
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Et, en revenant aux quantités X, Y, Z, L, M, N, on a
DX + D, Y + DjZ — CjL + CM — BZ =: 0,
équation linéaire ot liomogène en X, Y, Z, L, M, N. iii polaire. Les droites d'un complexe linéaire issues d'un point P engendrent un plan r, passant par le point P; t: est le plan polaire ou plan focal de P.
p,,],, Les droites tracées dans un plan t., y ont une enveloppe de classe 1;
elles passent par un point fixe P appelé le 23Ôle ou foyer du plan r. Il est évident que le plan focal d'un point P admet ce point conmio foyer et que le pôle d'un plan t: admet ce plan comme plan focal.
Théorème I. — Soient 0, 0' deux points, tc et r.' leurs plans jK)laires. Si le plan it' passe par le point 0, le plan r. passe aussi jyxr le point 0'.
En effet, menons la droite 00' ; le point 0' est déjà dans le plan ::', si O est aussi dans ce plan, la droite 00' est tout entière dans le plan -x'; elle pas.-5c au pôle 0' de ce plan, elle fait partie du complexe; donc, puisqu'elle passe au point 0, elle doit être contenue dans le plan tc polaire de 0. Les plans :: et u' se coupent ainsi suivant la droite 00', et par suite 0' est bien dans le plan z.
16. Soient deux points quelconques 0, 0' et r, -' leurs plans polaires. Appelons D la droite 0 0' et A la droite d'intersection des plans TC et Tw'. La droite A est ainsi définie comme intersection des plans polaires de deux points de D. Prenons deux points arbitraires
0^J 0[ sur A, je vais prouver que D peut être définie comme l'intersection des plans polaires r^, z| de Oj et OJ.
Prouvons d'abord (jue tout plan mené par D a son pôle sur A. Soit, par exemple, le plan 0 0,0', où 0, est un point quelconque de A. La droite 00, issue de 0 j dans le plan 0 0, 0[ (ou r) fuit partie du complexe; de même la droite 0 0, issue de 0' dans le plan 0' 0,0| (ou rJ) fait aussi partie du complexe. Donc 0, 651 le fH)int du plan 00,0' où se croisent les droites du complexe tracés dans ce plan; 0, est le pôle de ce plan.
Fig. 16.
Cela posé, en répétant la démonstration pour le plan 0 0' 0[, on voit que 0[ est le pôle de ce plan. La droite D est donc l'intersection des plans polaires 0 0, 0' et 0 0' 0^ (ou tz^ et %[) des points
0, et o;.
Théorème IL — La droite D peut donc se déduire de 1 comme A a été déduite de D. On en conclut en particulier que, de même que A est le lieu des pôles des plans menés par D, à son tour D est le lieu des pôles des plans menés par A.
La correspondance entre les droites D, A est réciproque ; on leur donne le nom de droites conjuguées.
Théorème IIL — Toute droite qui coupe deux droites conjuguées fait partie du com.pîexe et toute droite du complexe qui coupe une droite D coupe sa conjuguée A.
En effet, soit X une droite qui coupe les droites D et A, le point 0 où elle coupe D est le pôle du plan tc mené par 0 et A; la droite X, issue de 0 dans ^on plan polaire z, fait donc partie du complexe. Réciproquement, une droite du complexe ne peut couper une droite D sans couper sa conjuguée A; elle coupe, eu effet, A au foyer du plan qu'elle détermine avec D.
Théorème IV. — Deux couples de droites conjuguées constituent quatre génératrices d'un même système d'une quadrique. En effet,
soient D, A, D', A' ces deux couples; toute droite coupant D, A, D' fait partie du complexe puisqu'elle coupe D, A; coupant D', elle doit couper A'. Donc les droites qui s'appuient sur D, A, D' s'appuient aussi sur A'.
Deux droites conjuguées D, A ne peuvent se couper à moins que D ne soit une droite du complexe; mais alors A coïncide avec D, car toute droite du complexe contient tous les pôles des plans qui la contiennent.
Les droites D, A, D' ne se coupent donc pas en général, sauf le cas où D' couperait D ou A. Mais, ce cas exclu, D, A, D' délermiuenl véritablement une quadrique et D, A, D', A' sont bien des génératrices
Fig. il.
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d'un même sysième, celles de l'autre système étant toutes des droites du complexe.
Théorème V. — On dômontrera sans peine que loutes les droites D issues d'un point 0 o>U pour conjuguées les droites A tracées dans le plan focal de 0. Cela tient à ce que la conjuguée d'une droite est contenue dans le plan focal de tout point de cette droite.
Si une droite D engendre une figure autour d'un point 0, sa conjuguée A engendre la figure corrélative dans le plan r focal de 0.
A un trièdre de sommet 0 correspond un triangle dans le plan r; à un cône, une courbe définie par ses tangentes. On a donc là un mode de transformation des figures par dualité.
Considérons plus généralement une figure géométrique polyédrale ofi'rant par conséquent des faces, des arêtes, des sommets; il lui correspondra une autre figure polyédrale dont les sommets correspondront aux faces de la première, les arêtes aux arêtes, les faces aux sommets.
Ces deux figures polyédrales seront polaires réciproques l'une de l'autre.
Au lieu de figures polyédrales on pourrait considérer des surfaces et l'on verrait que le lieu des pôles des plans tangents d'une surface S est une surface 2 qui est aussi renvelv)ppe des plans polaires des points de S; les tangentes de 2 sont les conjuguée'^ des tangentes de S. Cette transformation conserve les tangentes asymptoliques. I^ caractère curieux de cette transformation, c'est que le plan polaiie d'un point conlient ce point.
Prenons par exemple un tétraèdre ABGD; appelons a, ^, y, 3 ses faces. Le tétraèdre conjugué de celui-là aura pour sommets les points A', B' C, 0', foyers des plans a, p, y? ^ et pour faces les plans focaux a', ^', y', 5' des points A, B, C, D. Chacun de ces deux tétraèdres sera donc à la fois inscrit et circonscrit à l'autre.
Ils forment une configuration remarquable sur laquelle Môbius a, il y a longtemps, attiré l'attention.
C'est Ghasles, qui, dans son Aperçu historique, a signalé pour la
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première fois la réciprocité romnrquable qui résnlle du complexe linéaire, auquel il a donné le nom de système focal. Pôle du plan On sait qu'en se plaçant au point de vue projoctif K's propriétés des
de 1 infini. points à l'infini des figures apparaissent comme exprimant la relation de ces figures avec ime certain plan qui a reçu le nom de 'plnn de Vinfini. Par exemple, les droites d'un complexe linéaire siluées à l'iniini passent toutes par un point à l'infini, que nous appellerons le pôle du pion de Vinfini.
Cela signifie que pour qu'un plan coupe le plan de l'infini suivant
une droite du complexe, il faut et il suffit qu'il passe par un certain
point à l'infini, c'est-à-dire qu'il soit parallèle à une direction fixé de
droites.
Direction Appelons direction principale cette direction. Toutes les' droites
principale. parallèles à cette direction coupent le plan de l'infini au pôle de ce plan, chacune de ces droites se trouve ainsi être la conjuguée d'une droite du plan de l'infini, et réciproquement toute droite D de l'infini a pour conjuguée une parallèle à la direction principale du complexe.
Diam*HreF. Toute droite parallèle à la direction principale s'appelle un dia-
mètre. On peut dire, d'après ce qui précède, que tout diamètre est le lieu des foyers d'une f;imille de plans parallèles, et réciproquement, les foyers d'une famille de plans parallèles sont sur un diamètre.
De même, pour qu'un plan ait son pôle à l'infini, il faut et il suffit qu'il soit parallèle à la direction principale. Dans un tel plan les droites du complexe sont parallèles.
Théorkme VI. — Le plan mené par une droite D parallèlement à fi(t conjuquée \ est parallèle à la direction principale.
En effet, ce plan a son pôle à l'infini sur A; il contient donc le pôle du plan de l'infini.
Il en résulte immédiatement la proposition suivante : Les projections de deux droites conjuguées sur un plan normal à la direction principale sont deux droites parallèles. Plans On appelle quelquefois jdan principal tout plan normal à la direc-
principaux. tion principale. Le lieu des pôles des plans principaux est un dia- Axecenh-nl. mètie que l'on appelle Yaxe central du complexe.
Théorème VII. — Toute droite qui coupe à angle droit l'axe central fait partie du complexe.
CHAP. I
En effet, le plan principal mené par cette droite a son pôle au point où cette droite coupe l'axe central.
Fig.iO.
Théorème VIII. — La pe^'pendiculaire commune à deux droites conjuguées coupe à angle droit Taxe central.
En efl'et, soit A^ l'axe central et X la perpendiculaire commune à Ao et à une droite quelconque D; cette droite X fait partie du complexe d'après le théorème précédent; elle coupe donc la conjuguée A de D (théorème ÏII). Le plan mené par D parallèlement à Taxe central est normal à la perpendiculaire X ; or, d'après le théorème VI, ce plan est aussi paral- 4 lèle à A. Donc A qui coupe X, coupe cette droite à angle droit.
Nous avons déjà remarque que les projections de deux droites conjuguées sur un plan principal sont parallèles. Soit, d'après cela, une pyramide 2 de sommet 0 ayant pour base un polygone ABC DE dans un plan r. La figure réciproque sera une pyramide 2' de sommet 0' et de base A'B'G'D'E' dans un pl;m t:'. Le plan -' sera le plan polaire du point 0 et les droites A'B', B' C ... seront les conjuguées des arêtes de la pyramide 2 issues du sommet 0; le sommet 0' de 2.' sera le pôle du plan tt, et les arêtes de 2' issues de O' seront les conjuguées des droites AB, BC, ... Gela posé, projetons l'ensemble de ces deux pyramides sur un plan principal; nous obtiendrons d'abord deux polygones abcde, a'h'&d'e' et deux points 0, o' ; les droites oa^ ob, oc^ od, oe, projections des arêtes de 2, seront parallèles aux côtés a' b' , h' c\ ... du second polygone et les droites o'a', o'b\ o' c' , ... seront parallèles aux côtés du premier polygone.
Nous obtenons donc dans le plan ces deux configurations réciproques remarquables ({ui résultent de la considération simultanée du polygone funiculaire et du polygone de Varignon, lorsque les foiuos agissantes sont dirigées vers un point fixe.
Cette remarque est l'origine d'une série d'importantes applicitti..ns de la théorie des complexes linéaires à la statique graphique (*),
(') L. Cremona, Les Figures rfeiproques en statique graphique.
momciil nul.
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Application de la théorie des complexes aux systèmes de segments.
17. Arrivons maintenant aux applications des complexes linéaires à la théorie des systèmes de segments.
Axes de THÉORÈME I. — Les axes de moment nul d'un système de seg-
ments forment un complexe linéaire.
L'équation à laquelle satisfont les coordonnées a, 3, y, X, [h v d'un de ces axes est, en effet, %, ^j, Z, i£, .11), % désignant les coordonnées du système de segments
if a + M^ + %Y + âSX + 'p. + Sv = 0,
elle est du premier degré en a, P, y, X, ^, v, ce qui rlérnontre la proposition énoncée.
if, âhy %, %, ^1, Z peuvent être pris arbitrairement. Donc tout complexe linéaire peut, réciproquement,, être défini comme le complexe des axes de moment nul d'un système de segments.
On peut donner de cette proposition une démonstration purement géométrique.
Il est évident que les axes de moment nul forment un complexe. Démontrons qu'il est linéaire.
Soient P un point de l'espace, PG le moment résultant du systèm<» de segments en ce point ; pour qu'un axe A issu de P ait son momejit n»il, il faut et il suffit que la projection de PG sur cet axe soit nulle, c'est-à-dire que A soit dans le plan it normal à PG.
Le cône du complexe est donc le plan tc; et, par suite, le complexe est linéaire.
Théorème IL — La démonstration précédente prouve en même temps que le plan focal d'un point dans le complexe des axes de moment nul s'obtient en menant le plan normal en P au moment résultant du système au point P.
Théorème IIL — Si deux segments S,, Sj forment un système équivalent à un système de segments, les droites qui les portent et dont V une peut être arbitrairement choisie, forment un couple de
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droites co^^jurpiccs, relativement au complexe des axes de moment nul du sifi^lèwe.
Fin efTof., iout axe qni coupe S,, S, est de moment nul; donc tout pl.in qui passe par S, coupe S^ en son propre foyer.
La théorie des dioites conjuguées est donc colJo do la réduction à deux sejjments du système de segments proposé.
Théorème IV. — Si l'on a réduit un système de segments à un segment wiique S et à un couple, la droite qui porte le segment S est un diamètre du complexe des axes de moment nul du système.
Supposons, en effet, qu'on ait réduit le système de segments à un segment unique S porté par une droite A et à un couple situé dans un plan -; soit 0 le point où A perce le plan z. Tout axe issu de O dans le plan t: est de moment nul, car le moment <le S et le moment du couple, par rapport à cet axe, sont séparément nuls; donc 0 est le fojor du plan r.. Si le plan r. se meut parallèlement à lui-môme, le couple ne change pas, le point 0 décrit la droite A, qui se trouve ainsi être le diamètre conjugué de cetfe direction de plans.
Enfin la propriété des diamètres d'être parallèles correspond à la propriété qu'a le segment unique S de demeurer équipollent à luimême. On reconnaît en même temps que Vaxe du complexe coïncide avec l'axe central de Poinsot; il sulfit pour cela de supposer que l«i plan t: devient normal à l'axe 1.
La considération des segments permet d'élablir aisément plusieurs propriétés métriques des complexes.
Prônons par exemple {)0ur axe des z l'axe central, les coordonnées du système de segments sont alors
Soient deux droites conjuguées; prenons pour axe Ox leur perpendiculaire commune qui coupe aussi à angle droit l'axe central ; prenons Oy perpendiculaire à Ox et Os. Appelons X, Y, Z, X', Y', Z' les projections des deux segments portés par les droites conjuguées D, A considérées et qui forment un système équivalent au système proposé; soient enfin x, x' les abscisses des points où D, A coupent Ox. Cint'nutliijuc. 4
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Les moments des deux segments par rapport aux trois axes de coordouiiôes sont
(0, — x'L, rcY) (0, - x'Z', x' Y'),
puisque X = \' ::=:0. Les équations d'équivalence se réduisent donc à celles-ci :
Y 4- Y'=^jr=0, Z+Z'=:^,
My
— xz-x'z' = iii, = o, xx H-x'Y' =e=^
Appelons A, X' les tangentes des angles des droites D, A avec l'axe Oz, on a
et les formules précédentes nous donnent
Correspondance pnlre 1rs points tl'iino droiln dtj comploxo
OÙ /i est le paramètre défini à la page 26.
Ces formules expriment complètement la correspondance entre deux droites conjuguées et permettent d'en construire une quand on connaît l'autre.
Lorsqu'un. point décrit une droite du complexe, son plan polaire tourne autour de cette droite; nous allons chorcher quelle est la Ici de carr*^<ipondaiice entre le plan et le point. .Soit une droite du comp'exe que nous prendrons pour axe Oz et et leurs plans ^^•^i^ Qj. i^ perpendiculaire commune à Oz cl à l'a.xe central.
Prenons sur Oz à la hauteur 'C^ wn [)oint M, la perpcndicidaire MM' menée de M à l'axe du complexe fait partie du complexe (Ih. VII, n^ie); le plan OMM' est le plan polaire de M. Soit j; la distance OA de Oz et de l'axe du complexe, 0 leur angle, les équations de l'axe sont
Fùj. W.
(1) X =: ji, y C03 0 - z sin 6 = 0.
Le plan mené par M perpendiculairement à l'axe central a pour équation (2) v sin e + (2 — 0 ces 6 = 0.
Ce plan coupe Taxe central en M'; on a immédiatement l'équation du plan OMM' en formant une combinaison homogène en x, y des équations (1) et (2); on trouve ainsi
ou
sin ô cos 0 1^ = 1 ^•
Le point M et son plan polaire déterminent donc sur la droite 0» une correspondance homographique, dans laquelle le point à Tinfîni correspond au plan mené par la droite parallèlement à l'axe central, Le {>lan perpendiculaire au précédent a pour pôle le pied 0 de la perpendiculaire commune à l'axe central et à la droite proposée. Le paramètre de distribution a pour expression.
sin 0 cos Q
Si l'on se rappelle alors que l'on a (n» 13, p. 39)
p tg 6 = -- ?i,
on peut simplifier et écrire
fc = —
Les axes de moment nul ne sont pas les seules droites remarquables qui interviennent dans la théorie des .segments; les droites rectangulaires avec leurs conjuguées jouent aussi un rôle important Ces droites forment un complexe du second degré.
Considérons un point P de l'espace et soit PG le moment résultant du système au point P; appelons D la droite qui porte PG; cette droite D est, nous le savons, h normale au plan focal de P; sa conjuguée A est dans ce plan focal, donc A est recf»?' 2i. langulaiie avec D.
Courbe du complexe.
Cône da complexe.
RéciproqTiement, soient D, A deux droites conjuguées rectanjrulaires ; menons par A un plan normal à D et coupant D an point P.
Le point P est le foyer du plan AP, donc D est normale en P au plan focal de ce point P. Ainsi les droites rectangulaires avec leurs conjuguées ne sont autres que les droites qui portent les moments résultants relatifs à toue les poitits de Vcspace.
Ces droites dépendent de trois paramètres, elles forment bien un complexe dont nous allons délerminer l'ordre.
Soit un plan t:, son foyer 0, la normale D, en 0 à ce plan et la conjuguée Aq de Dp qui est une droite du plan z. Cherchons toutes les droites du plan r rectangulaires avec leur conjuguée. Soit A l'une d'elles, sa conjuguée D passe par le point 0. Menons par D un plan ç
normal à A, qui coupe A en son pôle Q. Le plan <f étant normal à A est rectangulaire avec le plan x, il contient donc la normale D„ en 0 à ce plan.
Mais alors, puisque i^ le plan cp passe par D^ son pôle 0 e!>t sur la droite A„ polaire de fi9- S2. D^. La droite A^ est
ainsi le lieu des projections du point 0 sur les tangentes à la courbe enveloppe des droites du complexe dans le plan r. Celte couibe est donc une parabole dont 0 est le foyer cl A^ la tangente au sommet.
La courbe du complexe étant de deuxième classe, il en résulte que le cône du complexe est du deuxième degré. Cette propriété peut d'ailleurs être établie directement.
Soient S,, Sô les deux segments portés par D^ et Ao qui sont équivalents au système de segments considéré.
Soient, de même, S, S' les segments portés par D et A équivalents à ce même système.
Les projections de S et S' sur un axe quelconque ont même somme que les projections de S,, S^. Projetons sur D„; S' et S„ ont des projections nulles; on voit donc que le segment S se projelta sur Dj suivant le segment S,. Le point S, extiémilé du segment S, se meut
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flans le plan normal à D<, mené par S,. Projetons S en U sur le plan z. Celte projection se fait sur la droite OQ; soit QV un segment égal et opposé à OU, QS^ le segment S^ porté par A, et QS' la somme géométrique de QV et de QS,, ce segment QS' est justement le segment S'. En effet, si aux segments S^, S^ on surajoute les segments opposés égaux OU, QV, on a un système équivalent au système des segments S,,, S,; mais OS est la somme géométrique de OS,, et de (TÛ, QS' celle de QV et de QS;. Les segments ÔS et QS^ fonnent donc un système équivalent au système proposé. Donc, enfin, QS' rst bien le segment S' qui forme avec S un système équivalent à !^«> ^i- QS' est ainsi porté par la droite A.
Menons par 0 la parallèle OB à A, et prolongeons S^S' jusqu'en B, puis menons BU. Les deux triangles OUB et VQS' sont égaux. En effet, OB == VS', car OVS'B est un parallélogramme, le côté OU égale le côté Q V, enfin, los angles BOU, S' VQ sont égaux, donc l'angle OUB est égal à l'angle VQS' qui est droit. L'angle OUB étant droit, le lieu du point U est un cercle décrit sur OB comme diamètre ; ce cercle est fixe, car OB = Sp. On voit alors que le point S dans l'espace décrit ce même cercle transporté parallèlement à luimême à une hauteur OS^ au-dessus du plan 7:; la droite D décrit ainsi le cône qui a pour sommet 0 et pour base le cercle lieu du point S. C'est le cône du complexe relatif au point 0. Le plan D,OB est un plan principal de ce cône, soit OCla seconde génératrice contenue dans ce plan. OC est parallèle à l'axe central, car ce segment est équipollent à la résultante de translation, comme on le voit imraédia*
tement, puisque OB est S, et BG, S^. Un premier plan cyclique du cône étant normal à 0 D„, le second plan cyclique est normal à OC.
Ainsi les plans cycliques du cône sont parallèles d'une part au plan x lui-même, et en second lieu aux plans principaux du
complexe. Tous les cônes de ce complexe ont ainsi en commun une
même direction de sections circulaires.
Fig. 23.
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CHAPITRE II
Mouvement. — Vitesse. — Accélération.
Mouvement.
19. On dit qu'un point M est en mouvement par rapport à un second point M' lorsque la distance de ces deux points varie avec le temps.
Si cette distance ne varie pas avec le temps, on dit que les points M, M' forment un système invariable.
Plus généralement on appelle système invariable un ensemble de points dont les distances réciproques restent invariables quand le temps varie.
Un point dont les distances aux points d'un système invariable 2 varient avec le temps, est dit mobile par rapport au système 2. La notion de mouvement apparaît donc comme essentiellement relative en ce sens qu'elle suppose la comparaison du point mobile à un système invariable.
Le système de comparaison le plus commode consiste en un trièdre trirectangle. Un point M est mobile par rapport à un trièdre trirectangle T si ses coordonnées xyz, relatives au trièdre T, varient avec le temps. Si ces coordonnées sont, au contraire, invariables, nous dirons qu'il est lié invariablement au trièdre; si l'on donne h x, y,z toutes les valeurs constantes possibles, an obtient une infinité de points qui remplissent tout l'espace; mais pour marquer que ces points sont liés invariablement au trièdre T, nous dirons de l'espace qu'ils remplissent qu'il est lié invariablement au trièdre T; appelons Ë eet espace.
Un point M mobile par rapport à un trièdre T coïncide à. chaque instant avec un point P de l'espace E, c'est-à-dire avec un point P lié invariablement au trièdre T. Le lieu de ces points P constitue dans l'espace E une courbe appelée la trajectoire du point mobile M.
Définition algébrique.
Définition géométrique.
Vitesse.
Soit P la position du mobile M sur la trajectoire et s l'arc de cette trajectoire compté à partir d'une origine fixe et dans un sens déterminé. Cet arc s est une fonction du temps qui, dans tous les problèmes que l'on a à étudier, admet une dérivée. Cette dérivée est une quantité algébrique; elle a reçu le nom de vitesse.
La vitesse est positive ou négative, selon que le mouvement a lieu dans le sens des arcs croissants ou décroissants.
On pourrait, dans bien des cas, s'en tenir à cette définition de la vitesse; mais dans d'autres elle serait insuffisante et incomplète. On introduit une notion nouvelle, celle de la vitesse géométrique.
Soit 0 un point fixe (c'est-à-dire lié invariablement au trièdre T); nous pouvons supposer que 0 est l'origine du trièdre. Le segn»ent 0 M, dont l'origine 0 est fixe, suit le mouvement du point M en ce sens que M est toujours l'extrémité de ce segment. Nous pouvons dire que OM est une fonction géométrique du temps. Soit P la position du mobile M à l'époque t, P' sa position à l'époque f -f- A t. Le segment PP* représente l'accroissement géométrique du segment OP quand le temps passe de t à t -f- At; on a, en eflet,
ÔF rr= ÔP -4- PF .
Soit PQ le segment obtenu en divisant PP' par It, c'est-à-dire le segment qui a même sens que PP' et dont la longueur est égale au quotient par \t de la longueur de PP'. On peut observer que ce segment PQ est dirigé dans le sens du mouvement (^).
(•) Voici ce qu'il faut entendre par là. Soit n le plan normal en P à la trajectoire, ce plan divise l'espace en deux régions, l'une R où est le mobile avant l'époque t, l'autre R' où il se trouve après l'époque t; le point P' est dans cette répion R'. Tout fieg^meut issu de P et situé dans la région R' est dit avoir le cens du mouvement. Des deux axes portes par la tangente il y en a un qui a le sens du mouvement et l'autre le sens opposé; le premier est celui dont le segment unitaire, issu de P, est dirigé dans la région R'.
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Ceci posé, si It tend vers zéro, la corde PP' Q tend vors la tangente Q à la trajectoire au point P; et la limite du
segment PQ est un segment P V porté par celle tangente et dirigé dans le sens du mouveynent. La longueur de PV est la limite du rapport
longueur PP'
It qui est égale à la limite de
longueur arc PP'
Fig. 24.
It
ds
c'est-à-dire à la valeur absolue de — - = v.
Ainsi le segment PQ a pour limite un segment PV dirigé dans le sens du mouvement sur la tangente à la trajectoire et dont la longueur est égale à la valeur absolue de la vitesse.
Ce segment PV est la vitesse géométrique du point M.
Supposons que l'on ail choisi sur la trajectoire un sens positif pour les arcs, et soit A l'axe qui, sur cette tangente, a le sens des arcs croissants. Si le mouvement a lieu dans le sens des arcs croissants, V a une valeur positive, et l'axe A est dirigé dans le sens du mouvement; le segment PV a donc le sens de l'axe A et v est justement le nombre qui le mesure sur cet axe.
Supposons, au contraire, que le mouvement ait lieu en sens inverse des arcs croissants, alors v-<0, et de plus le segment PV a un sens opposé à celui de l'axe A; le nombre qui le mesure a pour valeur absolue la valeur absolue de « et il est négatif, donc puisque v -< 0, la valeur de v est ce nombre lui-même. On peut dire :
Sur l'axe choisi sur la tangente à la trajectoire dans le scn'i des
arcs croissants, le segment vitesse PV est mesuré par la valeur
-„.,-, ds
algébrique de la vitesse v = — •
dt
ojection do 20. On peut en conclure que si a, p, y sont les cosinus directours
vitesse en j^. i^ latjgenfe à la trajectoire menée dans le sens des arcs croissants, ordonnées "
tangulaircs. ^^ projections de la vitesse PV auront pour expressions
Mais on sail que
dx
dy
ds "" ds les projections de la vitesse sont donc
dz
ds'
dx dx ds dx
ds ds dt dt'
et de même
dy dt
•yv
dz
di'
Projetons à chaque instant le mobile M en M' sur l'axe Ox ; nous
obtenons ainsi un mobile M' qui a 0.x comme trajectoiro; l'arc de celle trajectoire est précisémeut x; la viiesse 1^' V du mobile M' (P' est la projection de P) est portée par Ox et est
r mesurée par -r-; ce segment dt
P' V est donc la projection de PV sur l'axe Ox. De là ce théorème :
Fig. 25.
Le segment qui est la projection de la vitesse PV d'un nwhVe M sur un axe est aussi la vitesse V V du point M', projection du mobile M sur cet axe.
La même démonstration s'applique à la projeclion sur un plan. En effet, soit M' la projeclion du mobile M sur le plan îles xy. Los coordonnées de la position P' occupée par le mobile M' à l'époque t sont évidemment a;, y, 0; les projections de sa vitesse P' V sont donc
dx
dy dV
il en résulte bien que P' V est la projeclion du segment PV sur le plan (les xy.
Comme application, cherchons l'expression de la vitesse d'un point mobile dunt les coordonnées sont des fonctions connues du te<nps.
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,^ . dx du dz . , . , =r—
Puisque — » -j-j — sont les projections du segment PV sur les
axes rectangulaires, on a évidemment d'où
on choisit le signe + ou le signe — selon que le mouvement a lieu ou non dans le sens des arcs croissants.
Au lieu de coordonnées rectangulaires rectilignes, on peut faire usage de tout autre système de coordonnées pourvu que les bases de ces coordonnées soient invariablement liées au système invariable considéré.
Supposons que l'on ait pris des coordonnées curvilignes quelconques définies par les formules de transformation
Si l'on ne fait varier que 7i, on a une courbe Gj; de même en faisant varier isolément g,, puis q^, on aura deux autres courbes G,, G, : ce sont les courbes de coordonnées. Les tangentes à ces courbes, prises dans le sens des paramètres croissants, forment en chaque point de l'espnoe un trièdre; appelons A», A,, A, ces tangentes. Effectuons un déplace
meut suivant A,, dont les projections dx, dy^ dz sur les axes fixes
Oa-, 0^, Oz seront données par les formules
Fig. sa.
dx — — - dq^, dq,
dy = ^dq,,
la longueur du déplacement a pour expression, dq^ étant positif,
^-^-^^=v/(iâ'-o'-w-''-
On en déduit, pour les cosinus directeurs de A,,
_1 dx 1 dij 1 dz
où Ton a posé
On aura de même les cosinus directeurs de A, et de A,
_ 1 dz
_ 1 dz
1 dx
1 dx
en posant
Observons que si l'on calcule l'expression dx* 4- dy- + dz* pour un déplacement quelconque, on trouve
ds« = dx* -4- dy* + dz* = \dq] -+- \dql + A.dg*
+ 2B, dq^ dq^ + 2B, dg, dq^ -+- 2B, dg, dg„ où l'on a
_ dx dx dy dy dz dz
dq,dq, dq,dq^ àq^dq,
dx dx dy dy dz dz
*~~dq^dq^ dq.Jq, dq,dq['
dx dx dy dy dz dz
'"^ dq^Jq, dq[ dq, dq^ dq^
Les quantités Bj, B,, B, sont nulles si les tangentes A,, A„ A, forment un trièdre trirectangle; les coordonnée« sont alors triplement orthogonales.
Cherchons les expressions des projections de la vitesse d'un point mobile M sur les tangentes au point M aux 3 courbes de coordonnées.
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La projection sur A, est
c'est-à-dire
Posons
1 /àx
àx d.r.
. dy dz
âii du
di ôq^di
dz dz\ \di}
âq
2T ^ A.gj' + A,./;' + A,^;* + 2B,7;^; + 2\\q',q[ + sB,^;^;,
• . d n, ou 7, = — !- ; on a
dx âx , dx ,
'dt ~ J?, ^^ "^ J7, ^'
El
àqt
9i + TT 9; + ~ g;,
âx
àq»
dq.
d'où
dxdc ây du âz dz /dx àx ây ây àz dz\ ,
dq^dt dq^dt dq^dt~\dq^ âq^ àqidqi ^x^J^^
/âx âx ây ây âz âz\ , \àqi àq,'^ dq^âq^'^ dq^ âq'J ^»
\âq^ âq, dq.âq,'^ âq.âqj^' = A,q; + B,î;4-B,g;
~âq\' donc la projection de la vitesse sur A, est
de même les projections de la vitesse sur A, et sur A, sont 1 JT 1 âl
Coordonnées polaires dans le plan. — En coordonnées polaires
dans le plan l'expression du carré de la distance de deux points infiniment voisins est
ds* = dr^ -f- r»de».
On a 2T = r" -f- r' 6"; les lignes de coordonnées sont les cercles ayant l'origine pour centre, et les droites passant par l'origine.
Soit OM le rayon vecteur, la projection de
yY^ la vitesse sur OM est -r— r = r' = --- On
ar dt
donne à cette expression le nom de intesse d'élongation. La tangente à la seconde courbe de coordonnées est la tangente MT au cercle menée dans le sens des 0 croissants, la projection de la vitesse sur MT est
¥ig. 27.
<^T 1 ,^, ^, de
d^' r dt
Cette projection de la vitesse porte le nom de vitesse de circulation.
Coordonnées polaires dans l'espace. — Étudions encore les coordonnées polaires dans l'espace; ds* a pour expression
dx* + dy* -f- dz* = dr* + r*d^* -+- r» sin" ô dç»;
^ les courbes de coordonnées sont
le rayon vecteur, les niéiidiens, les parallèles; appelons ^^, Aj, Aj les tangentes à ces lignes prises dans le sens de r, 6, ç croissants.
On a
Fly. 98.
r'*+ r'0'*+ )-«sin»Ô9'*
d'où pour les projeclions de la vitesse
sur Al
dr dt'
Kr* sin
Coordonnées cylindro- polaires. — Soient 7*, 6 les coordonnées polaires dans le plan des 3cf/ de la projection du point M sur ce plan, et z la cote de M au-dessus de ce même plan. Les variables r, 0, 3 constituent le système de coordonnées cylindro-polaires. Les courbes de coordonnées sont la perpendiculaire MN abaissée de M sur ()z, la parallèle MM' à Oz et le cercle de centre N de rayon MN, qui esl dans un plan parallèle à xOy. Les axes A,, A,, Aj, sont NM, la normale MM' en M au plan MOz, menée dans le sens dextrommu avec OZ, et enfin MM'. On a ici
ds* = dr* 4- r» rfO' + tiz',
et l'on trouve pour les projections de la vitesse
dr
sur NM
sur MM*
sur MM'
dt dô dt dz Jt'
On a beaucoup étendu le sens du mot vitesse; chaque fois qu'une quanliié est variable avec le temps, sa dérivée par rapport au temps peut s'appeler sa vitesse. Un exemple important est fourni par la vitesse aréolaire.
Considérons un point M mobile dans un plan, et ^p' soit P la posifion qu'il occupe à l'époque t ; prenons dans Je plan un point fixe O. Le vecteur OP balaie une aire qui, comptée à partir de la position OP,, relative à l'époque < =0, a une certaine valeur Jh à l'époque t. Quand P vient en P', J{> s'accroît d'une quantité A.lb :
^'9' SO. ^j^ _ POP' = : OP.OP' . sin POP'.
On a
OP = r, 0P' = r4-Ar, POP' :i= AO,
Moments
du segment
vitesse.
donc
et
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dt
i ,dO - r — ' 2 dp
Cette expression - /•' — a reçu le nom <le vitesf^e arcolaire.
Si au lieu des coordonnées polaires on inlroduit les coordonnées rectangulaires œ, y, on trouve aisément
dj^ d
^ _ 1 / dy da\
f -2rïïr~'^dT/
La considération de la vitesse aréolaire est liie à celle des coordonnées du segment vitesse.
Nous avons vu que les projections de la vitesse sur les axes ont pour expressions
dx dy
dt
dt'
d_z dt
Les moments du serment vitesse pris par rapport aux axes du trièdre T sont donc
dz dt
du
dt
dx dz
'di'~^di
du dx
On reconnaît ainsi que les moments de la vitesse relntif-i\aux axes Ox, Oy, Oz sont les doubles drs vitesses aréolaires des 'projections du mobile sur les plans normaux à ces axes.
Accélération.
Hodographe. 21. Considérons la position P d'un mobile M à l'époque t et soit PV sa vitesse; par un point (ixeO menons OU équipollent à PV. Le point U est mobile sauf le cas où P V serait constant en grandeur et direction. Mais alors le mouvement du mobile aurait lit'u sur une droite avec une vitesse constante; le mouvement serait rectili^^ne et
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uniforme. Co cas fxcln, le point U est mobile; la courbe qu'il décrit
est appelée Vhodographe.
La vitesse avec laquelle le point U décrit l'hodographe s'appelle
V accélération. On appelle plus exactement accélération le segment PJ équipollent à la vitesse U W du point U sur l'hodographe.
TnÉORèME I. — Il résulte immédiatement de cette définition que Vaccélération est dans le plan oS' ' ^'9- ^^- culateur en P à la trajectoire.
Kn effet, la droite OU engendre le cône directeur des tangentes à la trajectoire; l'hodographe est tracée sur ce cône; donc le plan OUW qui contient la génération OU et la tangente UW à l'hodographe est le plan tangent à ce cône. Le plan mené par P parallèlement à ce plun langent est par définition le plan osculateur. Le plan osculateur est donc le plan J PV.
On complète habituellement ce théorème par deu.v autres que nous démontrerons.
Cherchons auparavant les coordonnées du segment accélération. Les coordonnées du point U sont évidemment
'di
dz dt
donc les projections de U W seront dx' d*x . dy'
dt
dt*
dt
d^ dt*
dz^ dt
d*z "de
Nous obtenons ainsi les projections de l'accélération. Prenons le point P,, projection du point P sur Ox-, les coordonnées de P| sont
les projections de son accélération sont donc
L'accélération du point P^ est, par suite, un segment que l'on peut Cinématique. 5
obtenir en projetant sur Ox l'accélération du point P. De là ce théorème :
Théoréiie II. — L'accélération d'un point P se projette sur un ocre fixe suivant un segment qui représente l'accélération dans le mouvement sur l'axe de la projection P^ du point P sur cet axe.
Le même théorème s'applique à la projection de l'accélération sur un plan.
Cherchons les expressions des moments du segment accélération.
Le segment PJ étant issu de P (x, y, z) et ayant a;*, y', i* pour projections, ses moments seront
yz* — zy\ zx* — xz\ xy' — yx'j ou encore
d(yz*'-zy') d(zx' — xz') d(xy' — yx' Tt ' Tt ' di
Ainsi, tandis que
»'iy'>«'» !/«' — zy', zx' - xz\ xy' — yx'
sont les coordonnées du segment vilesse PV, les coordonnées du segment accélération sont
dx' dy' dz' d(yz' — zy') d {zx' — xi') d (xy' — yx') lÛ' lit' rfl' Tt ' Ji ' dt
• Les coordonnées du segment accélération sont les dérivées par rapport au temps des coordonnées du segment vitesse.
AccéJ«irations Menons par 0 un segment 0 U, équipollent à PJ, la vitesse du de point U| est un segment qui, transporté en M (en MJ,), a reçu le
iT.^rsor res. ^^^ d'accélération du second ordre; on peut continuer en menant 0 U, équipollent à MJ|, la vitesse de U,, transportée au point M, est un segment MJ, qui a reçu le nom d'accélération du troisième ordre, et ainsi de suite. Ces accélérations n'ont qu'un intérêt théorique, elles interviennent rarement. Il est à remarquer que pour elles le théorème que nous venons de démontrer n'a plus lieu. Les coordonnées de l'accélération d'ordre n ne sont pas les dérivées de celles
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de l'ordre n — 1. Cela a lieu seulement pour les projections. Les projections de raccélération d'ordre n sont, en effet, comme on le voit niscment,
€11" + '' dr + ''
mais ses moments sont
cf+^z d" + 'v
rfr+»
dr+'
^ dt"-^' ~^dt"^~'^ ^ dV'+^ ~~^ dt''+'
Lccélération 22. Revenons à l'accéléralion ordinaire ou du premier ordre dont
ngentielle et j^g projections sont
iccéh'ration
normale.
d^X di*'
dt*'
Les projections x' , y' , z' de la vite.sse peuvent se représenter par
x' = XV, y' =^.v, z' = Y.",
où a, ^, Y sont les cosinus directeurs de la tangrente à la trajectoire parcourue dans le sens des arcs croissants, et v la vitesse algébrique prise avec son signe.
On a dès lors
d^ dt*
d (av) dt
da.
dt
dv
dt'
Appelons R le rayon de première courbure de la trcfjectoire, a', (5', y' les cosinus directeurs de la normale principale dirigée vers le centre de courbure; on a
rfs~"R' ds ~ r' ds^Û*
d'où
doL da ds au d^ ^'v dy y'^.
dt~ds'dt~l{' dt~K* dt~lî*
et par suite
dv dt
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et de même
d*y rft''
dt'
dv , V*
Désignons par J, ia projection de l'accélération sur la tangente; on aura
d*x r^d^y d^z dv
désignons par J„ la projection de l'accélération sur la normale principale ; on aura de même
, d*x «, d'y . J'z V* • dt* ^ dt* ' dt* R
Calculons la projection de raccélération sur l'axe du plan oscu laleur; en appelant %', ^', y* les cosinus directeurs de cette direction, nous trouverons
, d}x ,,d*xi ,d^z , , „„, , dv
De là ces théorèmes
TnÉORÈMES III, IV, V. — !<* La projection de l'accélération sur la tangente a pour expressioii
- dv
^'-dt'
20 La projection de Vaccélération sur la normale principale a pour expression
30 La projection de Vaccélération sur la hinormale est nulle.
Ce dernier théorème revient à la proposition déjà étahlie d'aptes laquelle l'accélération est dans le plan osculalcur,
La projection de l'accélération sur la tangente a reçu le nom d'accélération tangenlielle.
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La projeclion de l'accéléralion sur la norniaie principale s'appelle
V accélération normale.
•y' On observera que cette dernière accélération — est essentiellement
positive; elle est donc toujours dirigée vers le centre de courbure. De là cette remarque importante :
Uaccélération totale est toujours du même côté de la tangente que le centre de courbure.
Si, en effet, le segment PJ et le centre de courbure G étaient de part et d'autre de la tangente, la projection de P J sur la normale principale serait de sens contraire à la direction du segment PC.
23. On peut, en ce qui concerne l'accélération, se poser un problème analogue à celui que nous avons traité pour la vitesse et chercher ses projections sur les tangentes aux courbes des coordonnées supposées quelconques.
Reprenons les notations du n» 20. La projeclion sur la tangente \^ de l'accélération aura pour expression
1 /âx d*x tjy d*y âz
*• dt» "^ ^* dt* "*" ''dt*~\/^^ \dq, dl' "^ dq, dt' '^ âq Calculons la quantité entre parenthèses; on a identiquement
; dt*)'
àx àqt
d /âx dx
dt \àq^ dt
(dx d ôx dt dt dq^
mais la quantité
ây d*y âz d*z
âq^ dt' âq^ dt' ây du âz dz\ âq^ dt âqj dt/ dq d ây dz d âz\ "^ di 'dt'âq^'^ dt di âqj'
âx dx ây du âz dz
<?g, dt dry, dt âq^ dt
dT
a été déjà calculée à propos de la vitesse et trouvée égale à ^^^,, Reste
dqi le terme soustractif ; pour le calculer considérons l'expression
on a
dT , dx' , dy' , dz'
dq, dq, dq, dq.
d*autre part,
d'où
, dx , dx , dx , dq, dq, dq,^'
dx' d*x , d*x , d*x , dq,-dq]'^' ' àq^dq,"^^ ' dq, dq,"^''
expression qui peut s'écrire aussi
on a donc
d /dx\ "dtXdq,)'
,dx' dq^
, dy' , dz'
dq, dy,
_dx d /dx\ dy d /dy\ <^^^/àz\_^dT "'didi \dqj "^ dî df \dq,) '^ Tldt \ôq,) ~ Jq, '
D'où finalement cette expression de la projection de l'accélération
sur l'axe A,,
i Fd^ /dT\ _ dTl
et deux expressions analogues pour les projections sur les deux autres tangentes A,, Aj.
Ce qu'il faut remarquer dans cette expression, c'est qu'elle ne met en jeu que la forme du ds* de l'espace rapporté aux coordonnées
<ïi> 7f» ^v
Applications. — Appliquons aux coordonnées polaires dans le plan.
àT! , àT ,^, dT _ dT ^„
d?=='^ dô^ = ^'' d^=^' rr = ''^
on a donc pour expression des projections de la vitesse sur le rayon vecteur et la tangente au cercle coordonné
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Pareillement en coordonnées polaires dans Vespace, on trouve 2T = r'* -+- r»6'» + r» sin« 6?'», et pour les projections de l'accélération
sur Al : r' — r (ô" -+- sin» 69'*)
sur A, : - — (r*6') — r* sin G cos ô »", rat ^
sur A, : — ; — - -j- (»•" sin" 6 «').
En coordonnées cylindro-polaires on a
les tangentes sont : A, le rayon vecteur, A, la tangente au cercle coordonné, A, la parallèle à Oz.
Les projections de l'accélération ont pour expressions
r' — rO",
sur A, :
sur A, :
sur A, :
Donnons quelques exemples de mouvements simples
Le plus simple de tous est le mouvement recliligne et uniforme,
qui est celui d'un point qui se meut sur une droite avec une vitesse
constante v. De l'équation
ds
dt
on tire
s z= vt + constante,
ou en comptant le chemin rectiligne à partir de la position occupée à l'époque t = 0 par le mobile,
s = vt.
La longueur et la direction du segment vitesse sont invariables, en sorle que dans ce cas le point U, qui décrit en général l'hodngraphe, esl immobile. L'accélération est nulle; et réciproquement, si l'accélération est nulle, U est immobile et la vitesse a une grandeur et un sens invariables.
Cette propriété du mouvement rcctiligne uniforme d'avoir une accélération nulle rend très important son rôle en dynamique. Déviation. Considérons deux positions consécutives P, P' d'un mobile sur sa
trajectoire, positions qui correspondent aux époques t et t -h It. Soit PV la tangente en P à la trajectoire et v la vitesse que possède le mobile lors de son passage en P, vitesse que nous supposerons géométriquement représentée par le segment PV. Si pendant le temps \t le mobile avait conservé la vitesse v en se déplaçant sur la tangente, il serait parvenu en un point S Fig. 31. (Je cette droite tel que PS et le segment P V aient
le même sens et que la longueur de PS soit égale à celle de P V multipliée par At,
long PS = long PV XA^
Les projections de PV étant r', y', z' , celles de PS seront donc x' It, y' It, z' It et les coordonnées du point S seront
X 4- x'At, y H- î/'At, z -H 2'At.
Mais le mobile se meut en réalité sur la trajectoire; il est en P' et non en S; SP' est la déviation entre le mouvement eflecLif et le mouvement rectiligne et uniforme que nous venons de définir. Calculons cette déviation SP' ou plut(\t ses projections sur Occ, 0»/, Oz. Les coordonnées de P' sont x •+■ \x, y + ly, z + Iz, on a. donc
or
donc
et de mémo
proj, SP* = (x + Ax) — (x + x' A() =r Ax — x' Af ;
At» At'
Ax = x'At + x' -— -f- x'" -7^ 4- .... 2 6
At*
proj^ SP' = ly — y' lt = y" -— ^- ...,
pi-oj,SF=: A* -*'At= z' — -h....
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En conséquence SP' est égal, au troisième ordre près, au produit
de raccéléralion MJ par ---; ou encore la limite du quotient géomé-
trique
est égale à MJ.
Ce qui veut dire queSP' a pour direction et sens limites la direction
et le sens de l'accélération et que sa longueur divisée par - Af' a pour
limite la longueur même de l'accélération.
On voit que l'existence de la déviation fait qu'un mouvement n'est pas rectiligne et uniforme, car dans le mouvement rectiligne et uniforme et dans ce mouvement seuJ elle est constamment nulle.
On donne généralement le nom de mouvement uniforme à tout mouvement dont la vitesse -v est constante. Dans ce cas, l'arc parcouru dans le temps t a pour expression
s z= vt.
L'accélération tangentielle est nulle, et l'accélération se réduit au segment — porté par la normale principale.
Un cas simple et important est celui du mouvement uniforme d'un point sur une circonférence de cercle.
Soit Pq la position initiale, c'est-à-dire la position du mobile à l'époque t = 0; P la position à l'époque t, la vitesse v étant constante, l'arc PjP = s est égal à vt,
s = vt.
Fig. S2.
Considérons le cercle de rayon 1 concentrique au cercle proposé, Qg, 0 les points de ce cercle sur les rayons aboutissant en P^ et P; appelons 6 l'arc Q„Q qui mesure l'angle QoOQ. On a évidemment, R élanl le rayon,
d'où résulte
M — vt
ou
L'arc 0 parcouni par le point Q est proportionnel au temps. La vitesse — du point Q sur le cercle qu'il décrit est constante et égale
à — ; c'est ce que l'on appelle la vitesse angulaire du point P. Désignons par w cette vitesse angulaire ; on a
Mouvement oscillatoire.
d'où V = ti)R, en sorte que deux points animés d'une même vitesse angulaire sur deux cercles de rayons différents ont leurs vitesses proportionnelles aux rayons des cercles qu'ils décrivent.
Cherchons l'accélération de ce mouvement : L'accélération normale subsiste seule et est égale à
Donc
Lorsqu*un point décrit un cercle d'un mouvement uniforme, il po si'de une accélération dirigée vers le centre égale à w'H.
Pour celte raison cette accélération est quelquefois appelée centripète.
Soit toujours un point M décrivant un cercle d'un mouvement uniforme et appelons A A' un diamètre du crcle.
Comptons les arcs à partir de A dans le sens du mouvement ; soient P la position du mobile à l'époque t et ç l'angle AOP.
Si f 0 ^st la valeur de <p à l'instant initial t = 0, on a
<f ■= lOt + 9^y
u) étant la vitesse angulaire. On trouve alors, en projetant P en P, sui* OA et désignant par x la distance OP, comptée positivement
de 0 vers A,
X = R cos ç = R cos (u) < + <fo).
Fig. 33.
llouvennent
uniforme
or one hélice.
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La nature du mouvement de P^ est remarquable. 11 est périodique, carcos ç variant de -H 1 à — 1, x varie de + R à — R, et le point P, oscille de A à A' .
Lorsque le point P décrit la circonférence, il passe par deux positions pour lesquelles sa projection est en Pj , le point P et le point P' symétrique du précédent par rapport à A A'. Les valeurs de <f correspondantes sont, à un multiple de Sic près, égales et de signes contraires; il en résulte que les vitesses de P^ relatives à deux passa- Fig.34. ges consécutifs sont aussi égales et
de signes contraires puisque
dx dt
— R(i) sin ç.
La durée d'une oscillation complète est — = T, en sorte qu'en
remplaçant (o par sa valeur tirée de celte équation, on peut écrire
= Rcos^^ H-?oj-
Les mouvements de cette forme se présentent souvent en physique; T a reçu le nom de période.
Considérons encore une hélice ayant OZ pour axe. Supposons que par un tour complet, de gauche à droite, pour un observateur traversé par OZ des pieds à la tête, le point P s'élève de la quantité 2i:h; a est le rayon du cerde de base.
Les équations qui représentent l'hélice sont
!x = a cos 8, y = asm 0, z = ^6.
Cherchons à représenter le mouvement uniforme d'un point sur cette ht'lice.
On a d'abord
dx* -{- dt/ + dz* = (a' + h*) dô% d'où v« = (a« -t- /i«) (—Y;
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donc, si la vitesse est constante, -p est constant. Posons
dt
de
constante ;
on a
+ Oo,
où 0, est la valeur de 0
pour t =
Il vient
d'où
/ X = a ces ( (.) t + Oo), ] y =z a s'm {o)t -+ {)^\
- = — aw sin (dit -f 0,),
dx
Tt
du ,
" rrr aw COS (o)f -f- Oj,
dl = '"-•
On voit d'abnrd que la projection du mobile sur Taxe est animée d'un mouvement uniforme. Pareillement sa projection sur le cercl<; de base a pour coordonnées x, ?/, Û, et la vite.sse de cette projection est éiîale à
elle est constante.
L'accélération se calcule sans peine; on trouve
-— := — aw' cos (u)t H- 6o), -7-7 = — aw' sin (wt 4- 60) T^i = " ' dt dt lit
elle est dirigée suivant la perpendiculaire à OZ issue du point P; on sait, en effet, que cette perpendiculaire est la normale principale de riiélice; de plus elle a pour valeur aw*; elle est égale aussi à
v^ _ (g' + h*) w* R "~ Il
En égalant ces deux expressions on trouve
l\ a* -+- Ji" a
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ce qui est l'expression connue du rayon de courbure de l'hélice circulaire, louvement Parmi les mouvements non uniformes, les plus simples sont les reciiligne mouvements rectilignes uniformément variés. Pour ces mouvements, l'accélération, qui se réduit à la composante tangentielle, est constante en grandeur et direction.
Si le mobile se meut dans le sens de l'accélération le mouvement est uniformément accéléré; il est uniformément retardé dans le cas contraire.
Rappelons que l'espace de est lié au temps par la formule
ac = 2 Yt' 4- v.t + x„
où f est la valeur constante de l'accélération, v^, x, les valeurs de la vitesse et de x pour t =0.
Kn efîef, on a par hypothèse, y désij^manl l'a» célération constante,
d'où par intégrations successives
dx 1 ,
~ = Yt + Vo» x = -'^t* + v^t + x^.
On voit que dans ce mouvement la vitesse varie de quantités égales dans des temps égaux quelconques.
Ce mouvement joue un rôle important dans la théorie de la pesanteur.
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CHAPITRE III
Du changement de système do comparaison. Mouvement relatif.
25. Si au lieu de comparer un point mobile M à un système invariable Zon le compare à un aulre, 2,, on sera conduit à une nouvelle notion du mouvement de M ; on aura à considérer d'autres éléments goométriques et mécaniques. Les éléments priuiitifs et les nouveaux ne sont pas indépendants; proposons-nous de passer des uns aux autres.
Soient ^^ un trièdre trirectangle lié invariablement à 2,, T un trièdre trirectangle lié invariablement à 1. Soient, à l'époque t, a, by c, les coordonnées de l'origine de T par rapport à T^, et
Ifi
le tableau des cosinus directeurs des axes du trièdre T par rapport n ceux du trièdre T, ; appelons Pj le point lié à T, avec lequel le point mobile M coïncide à l'époque t; P le point lié à T avec l<»quel M coïncide au môme instant; x^, r/p r, les coordonnées de P, par rappoit à T,, X, y, z celles de P par rapport à T. Puisque P et P^ coïncident à l'époque t, on a
t x^ z=z a ■+- ax -\- a' y -h a' Zj (1) j y, =:=& H- Px-f 3'î/ + &'z,
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Si le point mobile M est fixe par rapport au trièdre T, les coordonnées X, y, z sont invariables; a, b, r, a, 3, y, a', P', -{' , a', 3'» ï' sont fonctions du temps, et les formules précédentes fournissent à chaque instant t la position de n'importe quel point de l'espace E lié au système 2 dans l'espace E, lié au système 1, ; elles définissent donc, quand on fait varier f, un mouvement de l'espace E dans l'espace E^.
Nous arrivons ainsi à définir avec précision Je mouvement (Tiin système invariable 1 par rapport à un autre Z^.
Notion de la composition des vitesses.
Vitesse d'entraînement.
Proposons-nous maintenant de résoudre la question suivante : on counait 1» le mouvement de 2 par rapport à ï, (c'est-à-dire les quantités a, h, c, a, ?, Y, *', ^', f', «% ^\ ï' en fonction du temps); 2° le mouvement d'un mobile M par rapport au système 2; trouver la vitesse de M dans son mouvement relativement au système 2j.
Différentions les équations (1) par rapport au temps, nous avons
I dx, Fda dd d<$l da." ~\
[dx . dij dz~\
r . dx
dy, ^ fdb ai \ji
dt ~[dt r dx
dt
"^-dl^^
«Y dy'
-^ x + -f- y + at dt
dt J
' dt
,dz-]
Rappelons que nous avons désigné par M le mobile et par P le point du système 2 avec lequel M coïncide à l'époque T. Dans le mouvement d'ensemble de 2 par rapport à l^, le point P a une ceilaine vitesse V] que l'on appelle la vitesse d'entraînement; dési^^nous par
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V la vitesse de M dans son mouvement relativement au système I; enfin, soit V, sa vitesse par rapport au système Z^.
Les coordonnées de P par rapport à T sont invariables et égales aux valeurs actuelles x, y, z des coordonnées du point M. Les projections de \\ sur les axes 0^x^, 0^y^, Oj-, du trièdre Tj sont donc
/ -, da da. da! dx*
^-'^ = dt-^di''^Tty^-rt'^
f ,^ de dy ^y' dy'
Les projections de V sur les axes de T sont
dx dy dz dt' dT' dl'
les projections de V sur les axes du trièdre T, sont donc
' T, (loc , dy ^ dz dt dt dt
,r dx , dy _ dz ^ dt ^ dt ' dt
Enfin les projections de V^ sur les axes de T, sont
^••"- d7' ^'-•- de" ^''"~d^ îl vient donc, en comparant les formules (2), (3) et (4), (5) V,.,. = V,,,. + V.., V,„. = V,,,. + V,., V,„ r= V,.,. -+. V,,. Ces équations sont équivalentes à l'équation géométrique unique.
.«al on entre rv^ i« ^.^^i^ ' , De la ce théorème :
la
u»soal»soUie, Quand on passe du mouvement d'un point M par rappoi't à un
fci vitesse système 2 au mouvement par rapport à «n autre système 1,, lu vlative et la . x- x-r- ^ ii
itease d'en Irai- *''*'csse de M par rapport à 2, est la somme géométrique de sa neineni. vitesse par rapport à 'î. et de la vitesse d'entraînement, c'est-à-dire Cinématiiiite. 6
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dfî la vitesse par rapport à l^ du poitit V dcZ avec lequel coïncide le mobile à l'époque considérée.
Appelons absolus les mouvements rapportés à un trièdre déterminé T^, arbitrairement choisi, du reste; appelons vitesse, accéiération, trajectoires absolues les éléments relatifs à de tels mouvements. Alors Vj est la vitesse absolue, V qui est la vitesse par rapport au trièdre T s'ap^iellera si l'on veut la vitesse relative, et à l'aide de ces définitions on peut énoncer le théorème précédent en disant que la vitesse absolue est la somme géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. Mais il ne faut attribuer à ces termes absolu, relatif qu'ixn sens purement conventionné), car le mouvement par rapport à T^ n'est ni plus absolu, ni moins relatif que le mouvement par rapport au trièdre T.
On donne quelquefois au trièdre T le nom de trièdre mobile; bien que T et T, soient également mobiles l'un et l'autre, leur mouvement ayant été défini comme un changement de leurs positions relatives.
Il n'eût pas mauvais cependant de rompre la symétrie de langage en vue dos applications ultérieures.
2<). C est {'ncore en vue de ces applicslions que nous mettrons les de Ih vitesse fûrmule-i précédentes sous une autre form^^, en projetant la vitesse nobi fibsolue V„, la vitesse d'entraînement V, et la vitesse relative V, sur
les axes mobiles. On a trouvé
donc, en projetant sur les axes du trièdre T,
On â vu c[ue la projections sur les axes deT, du segmeJit \\ sont:
Projpctious
de ]n vitesse sur les axes
da Ji db
dx
dx'
di'"''-djy^iï'
dl^di''-^"dT'''^dt'>
de di
dy dt
Ye.r, = — + TT a; -+- -37 2/ + 37 ^>
dt
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la projection île Y^ sur Ox est, par suite,
r7— / da ^ db dc\
/ da „ d3 df\
/ da' „ dji' dY'\
\ dt ^ dt ' dt ) -^
( da" ^d^" df\
Nous poserons
da - db de
, da „, d6 , de ' dt-^^dt-"-^ dt='-
dt
dt
et observant que a' -H i^* -i-
= 1, a." + (i'* 4- y'* = ^, y'* + ^" + y"' - i, a a' + 33' H- Y y' =rO, a/ 4- 33" + Yï' ^0, a'a'-i- 3'3'-i-y'ï'==0,
/ da' ^ d3' dY'\ / , dx „ «3 , dY\ „
/,da' ^d3' , dY'\ /,dx' ^,d3' ,dY'\ ,,
/ , dx ^. d3 , dY\ / da* , d3'' dY'\ ^
on aura
dx „ d3 dY dt '^ df ^^dt
.da' * dt -'
^ dt ' ' dt "^''
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Ces équations nous permettent de poser :
\ dt ^ dt ^ dtj \ dt '^ dt ' dtj '
et nous aurons ainsi :
Ve,x=^ + qz — ry; un calcul tout pareil donnera
VVy = r, + rx — pZy
on a, du reste
Formules il vient donc en définitive fondanienla)e.«.
V„,x = ^ + qz — ry
dx dt'
de
dz
V„.. = !: -hpy — qx +--»
fonnulcs fondamentales d'où so déduit très aisément toute la cinématique géométrique, f nterpi étaiion On peut faire dès à présent une remarque importante concernant
dos projections |g ri,ouvement d'un système invariable. La vitesse d'entraînement de la vitesse , . „ . -, • ,. i
deniraîne- ^^'"'^ P^*"^ P ("^j î/' ^) ^^^ donnée par les formules ment.
ÎV,,x =z^-i- qz — ry, Ve,, =î; -\- py — qx; cjnsidérons le système de segment S, ayant pour coordonnée^
Pj î, »•> Ç, *3, C*
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On voit que Ve,,, V«,„, V,,, sont les projections du moment résultant de S au point P.
On peut donc énoncer ce théorème :
Dans tout système invanahle en mouvement il y a à chaque instant U7i système de segments S dont le moment résultant en un point quelconque représente la vitesse d'entraînement.
Le théorème est un résultat de calcul ; aussi restera-t-il purement formel tant que nous n'aurons pas découvert la nature des segments qui peuvent constituer ce système S.
Nous ne le pourrons qu'après avoir exposé la théorie des rotations. Composition Faisons auparavant quelques remarques sur le théorème de la 0*^ vitesses, composition des vitesses que nous venons de démontrer.
Supposons que l'on ait plusieurs systèmes invariables Sj, 2,, 2j, 2„ en mouvement, les uns par rapport aux autres, et soit M un point mobile par rapport à S^. A l'époque t considérée, le mobile M coïncide avec un point Pj de 2^ avec un point P, de 2„ ... avec un point P»_, de 2„_i.
Désignons par v^ la vitesse du mobile par rapport au système 2,, par V, la vitesse du point Pj de 2^ dans le mouvement relatif de Xi par rapport à 2,, par v, la vitesse du point P, de 2, dans le mouvement relatif de 2, par rapport à 2j, ..., par Vjla vitesse du point P,_i de 2,-1 dans le mouvement de 2,_i par rapport à 2j ... et finalement par t), la vitesse du point P,_i de 2»-i dans le mouvement de 2h_i par rapport à 2„.
Nous avons appelé v^ la vitesse de M par rapport au système 2, ; appelons r/ la vitesse du mobile M par rapport au système 2i. On a, par application du premier théorème
r; = vi_i -f- t'„
qui exprime que la vitesse de M par rapport à 2, est la somme géométrique de sa vitesse K_i par rapport à 2;,-» et de la vitesse d'entraînement y„.
On aura de même, en appliquant ce théorème au mouvement de M par rapport à 2«_i et 2,_i,
v'n^i = u,Uf + v«-i et ainsi de suite
Vl =Vf-i + Vf
ot fiiialemelit
d'où; par addition,
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v„ = tJj + l'j -4- ... -h r'„.
Ainsi la vitesse de M par rapport au système 2^ est la somme géométrique de la vitesse du point M pnr rapport à 2, et des vitesses d'entraînement consécutives de 2, par rapport à 2„ de S, par ï'appoi t à Z„ ..., de 2„_i par rapport à 2„.
Nous sommes actuellement en mesure de parler de la composition des vitesses et d'expliquer ce que l'on entend quand on parie â'on mobile animé à la fois de plusieurs vitesses. CiCite locution .■•i.jaine toujours que le point matériel se trouve d'abord rapporté à un système 2, mobile par rapport à un autre 2j, ... jusqu'à un système 2« auquel on veut rapporter finalement le mouvement du point M.
Exemples. I. Soit un point mobile M dans un plan, soit A la parallèle à O.c
menée par le point M. On peut regarder le mouvement du point iM <lans \o. plan xOy comme rt'^snlfant du mouvement do M sur A, tandis que A se déplace en restant parallèle à O.r, pendant que son point 0' glisse sur Oy.
La vitesse de M par rapport au système d'axes xOy sera la somme yéumétriquo de sa vitesse v, sur A et de la vitesse d'entraînement v, de M, c'est-à-dire de la
vilesse du point P de A, avec lecpiel M coïncide à l'inslant considéré.
— dx
La vilesse v. est le segment M V, mesuré par — où x est le nombre
qui mesure O'P. De même, il est clair que dans le temps dt tous les
points de A décrivent des segments égaux infiniment petits parallèles
à Oj/, la vitesse d'entraînement est donc la vitesse du point 0' sur
du Oy, c'est-à-dire -— •
La vilesse de M dans le plan est la somme géométrique de deu.K
dx du
segmentsMVj, M V, parallèles à 0.c,Oj/ et mesurés par - » ,-; nous
inteiprétons ainsi d'une nouvelle manière les projections de la vitesse sui' les axes de coordonnées.
ar
Fig.
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II. Appliquons le même raisonnement au cas du mouvement d'un point dans l'cspaco.
Soit x'O'if' le plan parallèle à ocOy mené par le mobile M ; soit A la parallèle à Ox menée par M dans ce plan. On peut regarder le mouvement de M par rapport au triédre Oxyz comme résultant du mouvement de M sur A, tandis que A se déplace en restant parallèle à 0' x' dans le plan x' 0' y' et que le plan lui-même se déplace en restant parallèle au plan xOy. Nous aurons ici à considérer trois Fig. 36. vitesses :
1<> La vitesse de M sur A dirigé suivant A, c'est-à-dire parallèle-
^ , . (ix
ment à Oac et éj^ale a -rr ; al
2«» La vitesse d'entraînement de M dans le mouvement de A dans
dti le plan j;'0'y', vitesse que nous savons déjà être égale à -7^ et parallèle à O'î/' (ou à Oy);
30 La vitesse d'entraînement de M dans le mouvement du plan
dz
et dirigée parallèle-
dt
a;'Oy' ; cette vitesse est évidemment égale à
ment à Oz.
dx dy dz , ^ ., .
Les proiections — ? — -> -r- de la vitesse sur les axes peuvent donc '^ dt dt dt '
être considérées comme les vitesses dans trois mouvements particuliers dont la composition donne le mouvement du point M par rapport au trièdre Oxyz.
III. Prenons encore les coordonnées polaires dans le plan. On peut regarder le mobile M comme se mouvant sur le rayon vecteur, tandis
que celui-ci tourne autour de l'origine.
dr La vitesse du mobile sur le rayon vecteur est d'abord — et est
dirigée suivant ce ravon. La vitesse d'entraînement est celle d'un
dft point sur un cercle; elle est égale évidemment à »• — et portée par
la tangente au cercle des coordonnées. On retrouve ainsi la vitesse d'élongation et la vitesse de circulation.
IV. L'application aux coordonnées polaires dans l'espace se fait de
dr
même sans difficulté; on retrouve encore une vitesse — portée par le
rayon vecteur, une vitesse r -- suivant la tangente au méridien,
do
r sin 0 —j suivant la tangente, au parallèle.
Applications géométriques. — Théorèmes de Poinsot et de Roberval.
Théo ème 27. On doit à Poinsot un théorème intéressant qui se rattache
de Poinsot. d'une manière simple aux considérations précédentes.
Soit une surface S et une normale NN' en un point N de cette surface; prenons la longueur NN' constante, on sait que le point N' décrit une seconde surface S' admettant également NN' comme normale. Cette seconde surface est dite parallèle à la surface S. Cela posé, soit M un point mobile dans l'espace et MN une normale issue de M à la surface S, soit N le pied de cette normale ; on peut regarder tout mouvement de M comme résultant d'un glissement de M sur la normale dont le pied N se déplace en même temps sur la surface S ; la
vitesse relative est dirigée suivant la normale MN
dr et égale à-r-j r désignant la distance MN;
la vitesse d'entraînement est, d'après la remar-
F%g. 37. que qui précède, tangente à la surface parallèle
à la surface S qui passe au point M; elle est donc rectangulaire avec
MN. On peut conclure de là que la projection de la vitesse du point
dr M sur la normale est égale à 3-* Ce résultat généralise tout d'abord
dt
la notion de la vitesse d'élongation.
Montrons maintenant comment il donne le théorème de Poinsot (*).
Soient plusieurs surfaces S, S', S', ..., et un point M; soient r, r', r*, ..., les longueurs des normales menées de M à S, S', S' ..., et supposons qu'on assujettisse ces longueurs à vérifier une équation
f(r,r',r%...)=zO; (') Journal de f^role poly'tehnique, t. Vl.
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le point M décrit alors une surface Z; la normale à cette surface s'obtient d'après la règle suivante :
On porte sur les normales aux surfaces S, S', S*, ..., à partir de
M des segments mesurés respectivement par les nombres — » — ,»
-r-j> ...; la somme géométrique de ces segments sera dirigée suivant la normale à la surface 2.
Supposons le point M mobile sur la surface Z et désignons par v^, Vyy Vj. les projections de la vitesse sur les axes de coordonnées; soient X, |^., v les cosinus directeurs de la normale à la surface S, X', jx', v' ceux de la normale à la surface S', ..., la projection de la vitesse sur la normale à la surface S sera
dr
et de même, en projetant sur les normales aux autres surfaces, X y, + {>, v„ + v' t\ = -- »
Multiplions par —^ —-.y -—> ... et ajoutons, il vient *^ ^ dr âr' dr* ^ '
l àf , df \
\ Or dr' J ' dt
On voit que les coefficients de v^, v,,, v^ sont les projections de la
résultante des segments --» t^t» ••• portés par les normales: l'équadr àr ' i
tion précédenle exprime donc que cette résultant»? est perpendiculaire à la vitesse du point M; ce ri5sullal étant indépendant de 1^ courbe
que le point M dtkîrit sur la surface S, on en conclut que la résultanfe es! normale à celte surface.
Le Ihéorèine a lieu aussi dans le plan si aux surfaces S, S', ... on substitue des courbes.
AppLiCATroxs. — Prenons, par exemple, pour S, S' deux cercles infiniment petits de centre F, F', alors r, r' sont les distances de M à F, F', et la méthode de Poinsot nous donne la construction de la normale en coordonnées bi-polaires.
On appliquera sans difficulté cette méthole au cas de l'ellipse et de l'hyperbole par lesquelles on a
r ± r' = const.;
on reconnaît ainsi que pour l'ellipse la normale est bissectrice de l'angle F' M F, et pour l'hyperbole, bissectrice de l'angle supplémentaire.
Pour la parabole, il faudrait prendre pour S un cercle infiniment petit décrit autour du foyer et pour S' la directrice ; la propriété angulaire de la tangente se déduit encore de la règle générale de Poinsot.
Prenons encore la surface définie par l'équation
où r, r', r' sont les distances du point M à trois points fixes F, F', F'; on portera une même longueur sur MF, MF', MF' (celte dernière en sens inverse de MF"), la normale est la résultante des trois segments ainsi construits; elle est donc la bissectrice intérieure du trièdre formé par MF, MF' et la direction opposée à MF',
Méthode 28. Au même ordre d'idées se rattache encore la méthode de
de Robcrval. construction des tangentes trouvée en 1636 par Roberval et communiquée par lui en iCiO à Fermât. L'exposition de cette méthode se trouve dans le tome VI des anciens mémoires de l'Académie des Sciences. Elle a donné lieu à plusieurs erreurs. L'énoncé donné par Roberval lui-même est inexact; en second lieu, Montucla, dans son Histoit'c des mathématiques, et Monge, dans sa Géomélne descriptive {^)f ont reproduit la même erreur et ont donné des applications
(<) Page 91 de la 5* édition.
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fautives que M. Duhamel a recfifiées dans un court et intéressant travail inséré au tome V des Savants étrangers.
Soient F, F'; F' ... des points fixes, r, »•', r*, ... les distances d'un point M à ces points; le point M décrivant une courbe, les projections
de la vitesse sur les rayons FM, FM', FM', ... sont -— » — r-» — r-' *"• ^ > j > fit dt dt
Si donc on construit sur les rayons des segments MP, MP', MP', ...
dr dr' dr* . ,, ,' r. r»i t^. i
proportionnels a -r-» -r-» -r-' et si Ion mené en P, P , P , les •^ ' dt dt dt i y ■>
plans normaux à ces serments, ces plans se couperont en un point Q de la diieclion de la vitesse; MQ sera la tangente (*).
On peut évidemment généraliser la construction de Roberval. Supposons (pie S, S', S* ... soient des surfaces et r, r', r", ... les longueurs des normales issues de M à ces surfaces. On a vu que
dr dr' dr* , . . , , . ,
— -» -— > — - > ... sont les projections de la vitesse sur les normales;
dt dt dt
la construclion préccdonte peut encore s'appliquer à ce cas. Traitons quelques exemples simples.
Les cas de l'ollipse et de l'hyperbole nous conduisent à deux segments égaux portés suivant MF, MF' pour l'hyperbole et suivant MF et F' M (opposé à MF') pour l'ellipse; on a, en effet, dans le premier cas
dr dr'
et dans le second
di
dt
It'
On retrouve donc les propriétés angulaires bien connues des tangentes à ces courbes.
Mais au lieu <le prendre deux foyers, on peut prendre un foyer et la directrice correspondante. Soient F et PD un foyer, et la directrice correspondante.
On a, en posant MF = r, MP = »•',
r =^.er
Fuj. S8.
d ou -7 dt
dr'
e -.- > et par suite r, r sont dt * '
(') llo!)eiv:il [jroijopuil au coati'aire de faire la somme géométrique (les se^meuts MÏÏ, aTï»', vV\ ...
proportionnels à
Autre exemple
de l'application
de !a
composition
des vitesses
à la comt.-uction des tangentes.
dr dr'
dt
-— ; on peut donc prendre pour segments à
Yli--
porter sur les normales MF = r, MP = r'; la normale en P à MP est la directrice; elle est coupée en Q par la normale au rayon FM ; ce point Q appartient à la tangente qui est donc MQ. On retrouve une propriété de la tangente qui est commune aux trois genres de coniques. Les règles de Roberval et de Poinsot ne sont pas les seules façons d'utiliser la composition des vitesses dans la construction des tangentes et des normales. Je vais en donner un exemple.
Tangentes aux conchoïdes. — Soient un point 0 et une courbe (A)
que décrit un point M, / T' menons OM et prenons
', MM' constant; le lieu de
\ M' est une courbe (G) ap-
\ pelée la conchoïde de (A).
Connaissant la tangente à \ ,,--'' (A), on peut construire la ,.--'$' tangente à (C).
Soient OP perpendiculaire au rayon vecteur, P le point où la normale MP Fig.SO. à (A) coupe OP, menons
OKK' faisant un angle de 450 avec le rayon vecteur; élevons MK perpendiculaire au rayon vecteur, soit K le point de rencontre de celte droite avec OK, menons MT tangente à la courbe (A) et soit T le point où la parallèle KT au rayon vecteur coupe cette tangente.
On peut supposer la courbe (A) parcourue avec la vitesse MT, alors MK sera la vitesse de circulation et MQ = KT sera la vitesse d'élongatiou.
Mais les triangles OPM et MTQ, qui sont rectangles, sont égaux,
car OM = MK = QT; donc OP r= MQ. I^ vitesse de circulation
étant MK = OM = r, on voit que notre hypothèse revient à
supposer que l'angle polaire 0 a une vitesse constante égale à l'unité.
Considérons de même la conchoïde et faisons une construction
semblable; puisque — est égal à 1, la vitesse de circulation de M'
sera égale à OM' = M' K', et sa vitesse d'élongation M' Q' sera égale au segment que détermine sur 0 P la normale à la conchoïde. Or,
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puisque MM' est constant, M et M' ont même vitesse d'élongation; donc M' Q' = MQ et, par conséquent, la normale en M' détermine sur OP le même segment 0 P que la normale à la courbe (A). Donc la normale en M' à la concboïde passe au point P, ce qui donne la construction classique do la normale aux conchoïdcs- On démontre aisément de m«^me les propositions suivantes :
Les plans normaux à %me courbe gauche (A) et à sa conchoïde (C) relative à un point 0 de Vespace se coupent suivant une droite contenue dans le plan normal en 0 au rayon vecteur.
Les normales à une surface et à sa conchoïde relative à un point 0 de Vespace se coupent dans le plan élevé en 0 perpendiculairement au rayon vecteur.
CIt.VP. IV. — DU MOUVEMENT I)'UN SOUDE. 95
CHAPITRE TV
Mouvement d'un corp?: solide.
2î). Nous avons parlé duns les paragraphe? prôcAlents du mouvement d'un sysWmo invaiiable par rapport à un autre ; nous allons analyser ou détail la nature de ce mouvement.
Commençons par le cas simple des rotations.
Soit un axe A; concevons un observateur traversé des pieds à la tête par cet axe; il y a doux sens possibles de rotations autour de cet axe, on a[>pelle direct celui qui s'effectue de gauche à droite pour cet obsorval'.'iir.
On fait quelquefois la convention opposée.
Soit un trièdre T^ {Ox^y^^) et un second ti'>"Nlr'3 T (Ojcijz) ayant avec le premier l'axe Oz commun.
Nous supposons qu'une rotation directe autour de Oc d'amplitude
^ amène Or sur Oj/ et O.x, sur Oj/j. Soit 0 l'angle dont il faudrait
faire tourner dans le sens direct Ox^ autour de Os pour l'appliquer sur Ox. Après cette rotation, i! est clair que le trièdre Tj coïncide avec le trièdre T. Gela po$é, imaginons un corps lié invariablement au trièdre T, et faisons varier d'une façon continue l'angle 0, le trièdre T et le corps seront, par rapport au trièdro Tj, animés d'un mouccment de rotation continu aidour de l'axe Oz. La dérivée
<i) =: y de G par rapport au temps s'appelle la vitesse angulaire. SI
cotte vitesse est positive, 0 croit avec le temps, le mouvement s'effectue à l'instant t dans le sens direct autour de Oz; i! a lieu dans le sens inverse si 6> est néi'atif.
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Soit un point M dont les coordonnées cylindro-polaires par rapport au trièdre mobile T seront r^ o, z; ses coordonnées cylindro-polaires par rapport au trièdre fixe T^ seront >•, ç + 0, s.
Soit N le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur Taxe ()?, MM' la perpendiculaire au plan mené par 0^ et le point M prise dans un sens dextrorsnm par rapport à Or, et enfin MM' la parallè'e à Oz issue de M.
La vitesse du point M se projette sur NM, MM', MM* suivant des segments qui ont les expressions (n'' 20) :
di' d(o + G) dz
dt dt dt
lcs(pielles dans le cas où M est lié invariablement au trièdre T se réduisent aux valeurs
Ainsi la vif esse de tout point M du corps dans le mouvement de rotation autour de Oz est un segment issu de M, normal au plan mené parOz et M, dexirorsum avec Oz si w est positif et sinis- Irorsum avee O? si w est négatif, et dont la longueur est égale à la valeur absolue de wr.
Emploi On peut donner à ce théorème un énoncé plus simple en faisant
des monipnls usage des rnomenls. Portons sur l'axe O? un segment £2 mesuré sur cet axe par le nombre o>; pour con^^tniire le moment de ce segment Q par rapport à M il faudra élever en M une perpendicrlaire au plan mené par M et Oz et construire un segment MV dcxtrorsum avec û et de longueur égale au produit do la distance r par la longueur de Ù. Ce segment MV sera donc mesuré par wr sur Taxe issu de M normal au plan MOZ et dexirorsum avec OZ; on voit qu'il n'est autre que le segment qui représente la vitesse du point M dans le mouvement de rotation.
On a donc ce théorème :
Si un corps est animé d'un mouvement de rotation autour d'un nxc A, et si à Vinstani t w est la vitesse angulaire de rotation, la vitesse de tout point M du corps se représente par le moment, pris par rapport au point M, du scgmetit Ù mesuré par le nombre b> sur l'àxc 1,
dans la théorie des rotations.
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La notion suivante nous permettra d'énoncer avec plus de précision les propriétés du mouvement d'un corps solide.
Nous dirons de deux mouvements différents imprimés à un corps solide qu'ils sont tangents à une époque donnée f, si, à cet instant, ils produisent dans le corps la même distribution des vitesses d'entraînement; si, en un mot, tout point du corps a, à l'instant considéré, la même vitesse dans les deux mouvements.
Supposons, par exemple, qu'à un moment donné la distribution des vitesses s'obtienne en prenant les moments d'un segment ïî par rapport aux divers points du corps. A ce moment tout se passe, en ce qui concerne les vitesses, comme si le corps était animé d'une rotation continue autour d'un axe A portant le segment Û. Le mouvement du corps possède h cet instant une rotation continue tangente.
C'est là ce que nous entendrons encore en disant qu'à l'époque t le corps est animé d'une vitesse de rotation .ouy pour abréger, çl'une rotation w, bien qu'il puisse ne pas posséder en réalité un inouvement de rotation continu. Pour distinguer les simples rotations qui n'interviennent pour ainsi dire qu'à un instant du mouvement pour donner à cet instant la distribution des vitesses, on les appelle quelquefois rotations instantanées.
30. L'introduction des moments dans la représentition des vitesses d'un mouvement de rotation est de la plus haute importancft; elle établit un lien étroit entre la théorie des segments et des moments et celle du déplacement d'un corps solide.
Concevons qu'un système invariable soit animé à la fois de plusieurs rotations; cela signifie que par rapport à un système Z^ 'e système Z est animé d'un mouvement de rotation autour d'un axe A, avec la vitesse Uj, tandis que Z^ est animé d'une rotation de vitesse w, autour d'un axe A, par rapport à un autre système 2, et ainsi de suite. Considérons les segments S^, S,, ... qui représentent ces rotations; la vitesse d'un point quelconque M du système Z par rapport au dernier système de comparaison est la somme géométrique des moments des segments S^, S,, ... par rapport au point M.
Si donc on considère le système de ces segments S,, S,, ..., le moment résultant de ce système par rapport au point M reprssenle la vitesse qui résulte pour M de toutes ces rotations.
Cinématique. 1
Les systèmes de segments trouvent ainsi une application directe dans la composition des rotations.
Supposons qu'il s'agisse de deux rotations Op Wj, dont les axes sont concovirants ; tout se passera au point de vue des vitesses comme si on avait une rotation unique dont la vitesse serait la somme géométrique des segments w^ to,. Cela tient à ce que le moment de cette sonme géométrique en un point est la somme géométrique des moments des segments w, et w^.
La même proposition s'applique au cas de plusieurs rotations concourantes. Nous parvenons ainsi à la composition des rotations autour d'axes concourants. Généralement, supposons un même corps soumis à deux systèmes de rotations dont les vitesses angulaires t-ont représentées par les segments S,, S,, ... d'une part, et Sj, S^, ... d'autre part. Si les deux systèmes de segmonls S^, Sj, ... et SJ, S,, ... Foni équivalents, la distribution des vitesses dans le corpg est la même pour les deux systèmes de rotations. En effet, les deux systèmes de segments ont le même moment résultant en tous les points du corps.
Pour que le parallélisme entre la théorie des rotations et celle des segments soit parfait, il suffît d'interpréter le couple au point de vue des rotations.
Mouvoment
de fMnslulion
continu.
31. Pour y parvenir, je vais d'abord définir une autre espèce de
mouvement dun corps solide, le mouvewent de Irans lation continu.
Soit un tricdr pT, {0x^ y^ ,) que nous regarderons comme immobile, et un autre triè-
dre T COnct/r) dont les axes
restent parallèle* à ceux du
premier, mais dont l'origine
Odécjit une courbe C. Ge se-
^<f/- 'iO. cond trièdre T est dit animé
par rapport au premier d'un mouvcmont de translation continu. La
translation est rectiligne si la ligne C est une droite ; elle est cun'i-
ligne dans les autres cas.
Appelons a, b, c les coordonnées du point 0 par rapport au
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trièdre T,, et x, if, z les coordonnées d'un point M par rapport au trièdre mobile; les coordonnées de M par rapport au trièdre fixe seront
Xj = X 4- a, y^ = y + h, z, = j -f e;
si donc le point M est lié invariablement au trièdre mobile, les projections de sa vitesse sur O^x^, 0^y^y 0,7, seront
da db de dt' dt' dV
Ces expressions sont indépendantes du point M choisi ; donc :
Dans un mouvement de translaiion continu, les points du corps ont à chaque instant tous la même vitesse en grandeur et direction.
Si le mouvement du point 0 est recliligne et uniforme, sa vitesse est constante en grandeur, direction et sens, et il en est de même de tout point du corps mobile. Ainsi, dans le mouvement de translation continu rectiligne et uniform»», tous les points du corps ont la même vitesse constante en grandeur et direction; ils sont tous animés d'ua mouvement rectiligne et uniforme.
On reconnaît aisément qu'à chaque instant il existe un mouvement continu de translation rectiligne et uniforjne langent à un mouvement continu de translation curviligne donné. II suffit de considérer le mouvement de translation continu rectiligne et uniforme qui a pour vitesse en grandeur et direction la vitesse actuelle connu une à tous les points du corps dans le mouvement de ti*auslalion curviligne proposé.
Les formules déjà écrites
x^=ix + a) y^z:zy + h, T^=:z + c
prouvent que tous les points du corps décrivent des courbes égales à la courbe C.
Supposons que, réciproquement, un corps soit animé par rapport au trièdre T, d'un mouvement tel que à tout instant du mouvement la vitesse soit la même pour tous ses points; le corps est animé d'Un mouvement de translation continu.
Soient, en effet, 0 un point du corps et a, 6, c ses coordonnées par
rapport au trièdre T,; regardons le point 0 comme Torigine d'un trièdre T dont les axes soient parallèles à ceux du trièdre T^ ; appelons M un point du corps et x, y, z ses coordonnées par rapport au trièdre T, les coordonnées de M par rapport au trièdre T^ seront
ac^ = a + £c, 1/, = b -h y, ^^ = c 4- «,
d'où résulte
dx^ dcL dx
'di ~di '^ in'
Mais puisque le point M a, par hypothèse, même vitesse que le point 0 à tout instant du moment, on a
dxj da dy^ dh d^^ de
"rfF~~dt' 'dt~~'dt^ 'dt~''di*
dy^ ^dh dy
dzi
_ de dz "di'^di
dt^dt dt'
~di '
d'où résulte
dx dy dz ^
donc le point M est lié invariablement au trièdre T et le mouvement du corps est bien un mouvement de translation continu. Translation Considérons un corps en mouvement et supposons qu'à une époque insiantanée. ^ déterminée les vitesses de tous ses points soient toutes égales, parallèles et de même sens. Il existe un mouvement de translation continu uniforme qui, à l'instant considéré, se trouve tangent au mouvement du corps. Nous pouvons dire, en conséquence, qu'à cet instant le corps est animé d'une vitesse dé translation, ou plus simplement d'une translation. Mais cet état de distribution de vitesses peut varier avec le temps, et la translation considérée est appelée, pour cette raison, translation instantanée.
Une translation se représente par une famille de segments équipullents égaux et parallèles à la vitesse commune à tous les points du corps.
Couple 11 est 1res aisé de concevoir maintenant ce qu'est un couple de
(leroia;ioDs. rotations. Par définition même du couple, le moment d'un tel système est le même en tous les points de l'espace. Donc un couple de rotations a pour elFet d'attribuer à tous les points d'un corps la même vitesse en grandeur et en direction!
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G)napositioa
des translations.
Un couple de rotations est ainsi équivalent à une translation. La famille de segments équipollents qui représente cette translation est précisément celle qui est engendrée par le moment du couple relatif à tous les points de l'espace.
La composition des couples correspondra naturellement à la compo» sition des translations; si un corps est animé à la fois de plusieurs translations instantanées, la distribution des vitesses sera la même que s'il était animé d'une translation unique représentée par un segment égal en grandeur et direction à la somme géométrique des segments qui représentent les translations proposées.
Distribution des vitesses dans un solide en mouvement.
Généi-alité des vitesses
résultant de plusieurs
rotalions.
32. Maintenant que le parallélisme entre la composition des rotalions et la théorie des segments est complètement établi, il reste à voir quel rôle les rotations, et par suite les segments, peuvent jouer dans le mouvement général d'un corps. Si tout mouvement d'un corps peut, au point de vue des vitesses, être regardé comme résultant de la composition de plusieurs rotations, la théorie des rotations comprend la théorie générale du déplacement d'un corps. Or, il est aisé de prouver qu'il en est effectivement ainsi.
Une première démonstration est immédiatement fournie par les formules*(F) du n^ 26, qui donnent la distribution des vitesses dans un corps en mouvement ; »i, m gao^c siioVi
v^=^ + qt'-ry, v,=zri+rx—pzt V, = K +py — qx.
Nous avons fait remarquer à cet endroit que la vitesse de chaque point M du corps est le moment résultant en ce point d'un système de segments ayant les coordonnées
-. „ 'oiiiiio'i «yb 'jfvf
mais nous n'avions alors aucun élément qui nous permit d'interpréter sous une forme concrète les segments dont ce système était
Réduction à deux rotations.
Réduction
à une rotation
et une
translation.
Réduction
i une rotation
et une
translation
suivant l'axe
de rotation.
composé. Nous le pouvons maintenant. Concevons \m ensemble de rotations représentées par des segments S,, Sj, ... dont le système ait pour coordonnées p, 7, r, Ç, y;, l. Il est clair que la distribution des vitesses est la même que si le corps était aninu; à la fois de toutes ces rotations. Ainsi :
En ce qui concerne les vitesses, tout mouvement d'un corps peut être à chaque instant regarde comme résultant de plusieurs rotations.
En appliquant ici les théorèmes de la théorie des segments, on voit que l'on pourra énoncer les propositions stiivantes :
En ce qui concerne les vitesses, tout mouvement d'un corps peut être à chaque instant regarde comme résultant de deux rotations dont Vune autour d'un àxe arbitraire. '(Cet axe ne pouvant toutefois être choisi parmi les axes de moment nul.)
Ce théorème correspond à la réduction à deux d'un système de segments.
Nous avons vu encore que l'on peut réduire tout système de segments à un segment unique issu d'un point A arbitrairement choisi et à un couple; en appliquant ce théorème aux rotations, nous pourrons donc énoncer la proposition suivante :
En ce qui concerne les vitesses, tout mouvement peut être regardé à chaque instant comme résultant d'une rotation w autour d'un axe issu d'un poitit arbitraire A, accompagnée d'une translation.
Nous avons vu que le segment unique issu du point A a une grandeur et une direction invariables (celles de la résultante de translation). Donc la rotation <•) aura une grandeur indépendante du point A choisi et aura lieu autour d'un axe dont la direction est aussi indépendante de A.
On peut choisir le point A, de sorte que le moment du couple et le segment unique soient portés par une même droite. Le point A est alors un point quelconque de l'axe central. Interprétons ceci au point de vue des rotations; nous voyons que, en ce qui concerne les vitesses, tout mouvement d'un corps peut être à chaque instant considéré comme résultant d'une rotation autour d'un axe accompagné d'tme translation suivant cet axe.
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Mouvement hélicoVdal.
Monvement hélicoïdal coutînu.
33. Il y a un mouvement continu très simple qui réalise cette distribution des vitesses; c'egt le mouvement hélicoïdal. Voici en quoi il consiste :
Soit 0„ ac„ t/„ z un trièdre T,, auquel on rapporte le mouvement. Un second trièdre T (0, ac, y, z) a son axe Oz confondu avec Taxe
0^z du premier, et un point A de l'axe Ox décrit une hélice (H) ayant 0,8 pour axe. Le trièdre T et un corps qui lui est invariablement lié sont dits, dans ces conditions, animés d'im mouvement hélicoïdal continu; il est, de plus, uniforme si le mouvement du point A est uniforme.
Soient u la distance 0,0 atTectée de son signe; ô l'angle dont le plan z0^x^ doit tourner autour de Oz dans le sens direct pour coïncider avec le plan zOx. Si h est le pas de l'hélice (H), on a, comme on sait,
Soit maintenant un point M lié invariablement au trièdre T et appelons r, o, z ses coordonnées cylindro-polaires par rapport au trièdre T; ces coordonnées sont cx>nstantes. Appelons r, ç,, z^ les coordonnées cylindro-polaires de M relatives au trièdre T,, on a évidemment
d'où, puisque m = /tÔ, l'équation
Fig. 4i
Cette équation prouve que le point M décrit une hélice de même paB h que l'hélice (H).
Puisque le mouvement du point A est uniforme, la vitesse ti> = —
dt
de 8, qui est aussi celle de o^, est constante. La vitesse du point M apparaît comme la somme géométrique d'une vitesse l'w tangente
au parallèle et d'une vitesse ■— parallèle à Oc. Mais — - est égal
dt ut
à hiù. '!""' ^''-'
La vitesse de tout point du corps est donc la même que si té corps était animé à li fois d'une rotation (o autour de 0?, et d'une translation h (à suivant 0«.
Tout se passe donc à chaque instant comme si le corps était animé à la fois de la rotation w autour de Oz et de la translation h<ù suivant Or.
On peut observer que si /i >> 0, le segment qui représente la translation a le sens du segment représentatif de la rotation. L'hélice décrite par chaque point du corps est dextrorsum .
Si h était négatif, l'inverse aurait lieu ; les hélices seraient sintstrorsum.
Vis. Ce mouvement hélicoïdal est réalisé par l'écrou qui se meut sur sa
vis. De là le nom de vis donné à l'ensemble de toutes les hélices que décrivent les points d'un corps animé d'un mouvement hélicoïdal continu. Pour définir une vis il faut connaître son axe et son pas h. La vis est dextrorsum ou sinistrorsum selon que h est positif ou négatif.
Dans la théorie des segments nous avons appelé vis un système de segments dont la résultante de translation est égale à l'unité. Un tel système de segments est défini si l'on se donne son axe central et son paramètre ou pas h. Cette notion coïncide entièrement avec celle de la vis telle qu'elle vient d'être définie. Supposons, en effet, que les segments du système considéré soient des rotations; ces rotations auront pour effet d'imprimer aux points du corps des vitesses que Ton pourra regarder comme résultant d'une rotation égale à l'unité autour de l'axe central et d'une translation h le long de cet axe. L'effet de ce système de rotations sera donc de faire décrire à tous points du corps des arcs d'hélices de la vis qui a même axe et même pas que le système de segments unitaire considéré.
Mouvement hélicoïdal instantané.
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Nous avons vu que dans tout mouvement d'un corps la distribution des vitesses est la même que si le corps tournait avec une certaine vitesse autour d'un axe \, tout en glissant avec une certaine vitesse de translation le long de cet axe, et que tout se passe comme si le mouvement était un mouvement hélicoïdal autour de l'axe A^ ; c'est ce qu'exprime le théorème suivant :
n y a à chaque instant un mouvement hélicoïdal tang'ent au mouvement d'un corps.
De sorte que, pendant l'intervalle de temps dt, tous les points du corps décrivent de petits arcs d'hélice d'une certaine vis.
Les formules que nous avons données pour l'axe central permettent de trouver les éléments du mouvement hélicoïdal. La rotation autour de l'axe central a pour grandeur w = Kp' + 5* + ♦•', et la translation suivant cet axe est égale à
p^-h qn + r^
htà'y
par suite le pas de la vis instantanée sur laquelle se meut le corps est
Pl-h qn -^ rî; __P^-h qTt-h ri w* ~ /)' 4- î* •+- r'
On observera qu'en général il n'y a pas de point du corps dont la vitesse soit nulle. Il faudrait pour cela que l'on pût avoir en même temps
■r. , < ^ + qz — ry =zO,
> ao n y^^rx — pz = 0,
ob in jji Ç + py — go? = 0,
fil f USt '^ 0A Jff.
ce qui exige
Dans ce cas le système des rotations est réductible à une rotation unique et tous les points de l'axe de rotation ont une vitesse nulle.
Ce cas est le seul où un point du corps puisse avoir à l'époque considérée une vitesse nulle.
Si p, g, r étaient nuls, le système des rotations formerait un couple et le corps serait animé d'une simple translation instantanée.
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Démonstrations directes des résultats précédents.
Démonstfation
a priori
de la forme
hélicoïdale
de tout
déplacement
infiniment
petit.
34. Il est bon de dcmonlrer plus directement les propriétés que nous venons d'obtenir. Nous donnons plus loin les principes de la méthode employée par Chasles dans l'étude du mouvement d'un corps solide, mais nous allons auparavant donner une démonstration presque intui- 'tive de la forme hélicoïdale de tout déplacement infiniment petit d'un corps. Cette raison est si simple qu'il est étonnant qu'elle ne soit pas répandue' dans l'enseignement.
Considérons un corps solide auquel on imprime un déplacement infiniment petit. Un point M pris arbitrairement dans le corps viendra occuper une position infiniment voisine M,; le point M,, considéré comme position primitive d'un point du corps, viendra dans une position voisine M,; le point M„ considéré aussi comme un point du corps pris à l'instant initial, vient occuper une position voisine Mj et ainsi de suite ; on définit ainsi dans la position primitive du corps une suite de points M, M„ M,, ... qui, dans le mouvement, viennent M en M,, M^ en M,, M, en M,, ... , en sorte que la courbe sur laquelle ils sont répartis subit un glissement infiniment petit sur elle-même au cours de ce déplacement.
Prenons un point P de cette courbe et soient R et T les rayons de courbure et de torsion en ce point; dans le glissement, le point P vient en P' sur la courbe; I4 courbure et la torsion en ce point voisin P' doivent être encore R et T, puisque l'élément de courbe qui était en P est venu se superposer à l'élément qui entoura le point P'. Donc les différentielles de R et de T sont nulles quand on se déplace sur la courbe; R et T sont constants. Or, les courbes dont les deux courbures sont constantes sont la droite, le cercle et l'hélice.
Dans le cas de l'hélice le mouvement infinitésimal du corps est tel qu'une certaine hélice glisse sur elle-même.
Ce mouvement est donc un mouvement hélicoïdal infiniment petit.
Dans le cas du cercle, le mouvement infiniment petit du corps est tel qu'un cercle du corps glisse sur lui-même ; le mouvement est alors une rotation instantanée autour de l'axe du cercle.
nalogic entre la théorie précédente
et les transformations ifinitésimales.
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Reste le cas de la droite. Dans ce cas une droite du corps glisse infiniment peu sur elle-même; si le corps ne tourne pas en même temps autour de cette droite, nous avons une simple translation. Si le corps tourne autour de la droite, il faut combiner la translation avec la rotation et nous retrouvons \in mouvement hélicoïdal infini' ment petit.
35. On peut traduire en un autre lan^ifage et rattacher à un autre ordre d'idées la démonstration précédente qui repose, comme on a pu s'en rendre compte, sur la détermination d'une courbe qui reste inaltérée par la transformation infinitésimale qui coustiluo le déplacement.
Observons que tout mouvement infiniment petit d'un corps a pour effet de faire correspondre à tout point M du cc>rps un point infiniment voisin M'. Il réalise donc ce que M. Sophus Lie a appelé une transforniation infinitésimale ponctuelle, c'est-à-dire une transformation qui, à tout point M (a;, i/, z) de l'espace, en fait correspondre un autre M' (x' , y', z') infiniment voisin.
Puisque le point M' est infiniment voisin de M, on a
x' = X -I- XSe, y'. = y + Y^t^ z' = z + ZS<,
où ît est un coefficient infiniment petit et X, Y, Z des fonctions de X, t/, z.
Nous définirons un déplacement -comme une transformation qui laisse invariable une certaine fonction des coordonnées des deux points, à savoir la distance de ces points.
Ainsi (x, y, z) (x^y y^^ z^) étant deux points, leur distance doit demeurer inaltérée par la transformation infinitésimale considérée. Cette distance a pour valeur
désignons par le symbole 3 les variations qui proviennent du passa^çe d'un point à son transformé infiniment voisin. On a
et pareillement
Yse,
ZSf,
xst,
5î/, = Y,8e, ^z^ = Zj5f,
OÙ Xj, Y„ Z^ sont les fonctions XYZ dans lesquelles on a remplacé xyz^rx^y^z^.
Écrivons donc que
5 K(x - xo* + (y- y^y 4- (c - z^)* = 0; il viendra {x-X^)(tX'^^x^) + {y-'y^){^y■--Zy^) + iz—Z^){^Z■^^Z^)=0, e^jog sj^^
ou encore ^i,,
ix - X,) (X - X,) + (y - y,) (Y - Y,) + (t » c,) (Z - Z,) =0.
Cette équation doit avoir lieu quels que soient ar, y, 2, a?j, y,, z^. Supposons en particulier ccp y„ Zj infiniment voisin de ae, y, z, en sorte que
x^=zx -^ dx, y^ = y + dy, z^z=zz + dz,
l'équation devient
dXdx-{-dYdy + dZdzz=0 ou
^ .,,. H. ^ d,. -H ^ d.. + (Ç + Ç) dydz , te. « ,.:. <?a; <?y az Xw^ ^y/
\(?x dz/ \<?y <?a;/
Ceci devant avo r lieu quels que soient ac, y, z, dx, dy, dz, on a
dx * ây ' dz ' dY dZ - dZ^dX dX dY__
d7-*"di; = ^' d^-^dF-^» Ty^â^-"^*
Ces tâws demières équations nous permettent de poser
dZ
ày
dY dz ~
dX_ dz"
âZ__ dx ~
dY_
où p, 9, f sont des fonctions à déterminer.
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On peut écrire, en conséquence, ., ^ ., n
dX_ dX_ âX_
âx ' ây ' âz "'
àZ âZ âZ ^
^ = ""^' ry^P* Tz=^'
Puisque - = 0, ona ^:=-.^_^=:0;
^Y - dr <?«Y ^ ;.
puisque 3— = 0, on a -r— = , . = 0, -
donc r ne peut dépendre que de 2; de même p et ^ ne peuvent dépendre respectivement que de x et de y. Mais on a
d*X _ dr d*X _dq
d'où
âydz dz' dzây
dr dq
dz dy^
-dy'
on a aussi
S'Y dr d'Y àxdz dz' âzâx
dx
donc
dr dp dq
dz dx dy
Gr, d'un autre côté on a
â*Z _ _^ d*Z _ ,ip
âxây dy âyâx dx
tfonc 10 h» a-
dp dq
dx dy
égalité qui, rapprochée des précédentes, nous prouve que
dp dq dr
dx dy dt
Méthode
géomélrique de Ciiasles.
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Ainsi p, q, r sont des conslantes, et l'on a ç, r,, Ç désignant trois autres constantes
\ = l + qz — ry,
Y = Y) + rx -^pz, Z = Ç + pî/ •— qx.
On s'assurera, du reste, bien aisément que ces expressions de X, Y, Z vériflent l'équation
(X - X,) (X - X.) + (1/ - y,) (Y - YJ + {z- z,) (Z - Z.) = 0.
Ainsi un déplacement infiniment petit d'un corps est la transformation infinitésimale qui laisse invariable la distance de deux points quelconques du corps. En prenant, au lieu de la distance, toute autre fonction des coordonnées de deux points, on arrive à généraliser l'idée de mouvement et, par là, la notion même des propriétés métriques des figures géométriques.
36. Indiquons maintenant les principes de la méthode qui a servi à Gbasles pour établir les propriétés du déplacement infiniment petit d'un corps, méthode qui a été reprise depuis par divers géomètres et dont roiivrage récent de M. Schœnfliess contient l'entier développement.
Théorème I. — Soit un segment de droite AB qui se déplace dans un plan et soit A'B' la position voisine de AB, on peut en général amener AB en A'B' par une rotation autour d'wu axe normal au plan.
Soit a le milieu de A A', ;i celui de BB' et aO, ^0 les perpendicu- 3 laires élevées en ces points aux cordes
jû respectives A A' , BB'; soif 0 le point 4*B' ^^ rencontre de ces perpendiculaires. Les triangles AOB, A' OB' sont égaux, car leurs côtés OA et OA', AB et A'B', OB et OB' sont égaux chacuo à chacun. Les angles AOB et A' OB' sont donc égaux. Il en résulte que si par une rotation autour de l'axe A normal en 0 au plan on amène OA sur OA', le triangle AOB, entraîné dans ce mouvement, viendra se superposer aH triangle A' Ob'.
On jx)urrait objecter que les perpendiculaires considérées peuvent
Fig, 42.
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être parallèles. Les cordes A A' et BB' le sont aussi dans ce cas, et la figure A A' B' B est alors, soit un parallélogramme, soit un trapèze B B' isocèle.
Dans le premier cas, les segtiwnts A A' et BB' «sont égaux et une translation amène alors AB en A' R'. Dans le second cas, soit I le point de rencontre d»^s
, y., droites AB et A'B'. Les triandes lAA', IBB' sont
Fig. 45. isocèles et une rotation autour de Taxe A, élevée en F
perpendiculairement au plan, amènera AB sur A' B'.
Ainsi, sauf le cas de la translation, le théorème est vrai. Encore
B^ B pourrait-on alléguer que la translation correspond
au cas où l'axe de rotation se serait éloigné à
(l l'infini.
Corollaire. — Le déplacement d'une figure plane dans son plan peut s'effectuer par une rota-
, tion autour d'un axe normal au plan. On peut,
Fig. 44 ea effet, regarder la figure plane comme lice
invariablement à un segment AB et entraînée par lui dans son mouvement. Le théorème étant vrai pour le segment est vrai pour la figiu'e plane.
Théorème IL — Tout déplacement iVun are de (jrand cercle AB Bxir «ne sphère peut être obtenu par rotation autour d'un diamètre de cette sp/ière»
La démonstration est la même que précédemment. Soit A'B' la position voisine de l'arc AB, et A A' BB' deux arcade grands cercles, dont a, ^ sont les milieux , élevons en ces points les arcs de grnnus cercles perpendiculaires à AA'\ BB' respectivement. Soit 0 un des points de rencontre de ces deux grands cercles. Les triangles sphériques OAB, OA'B' sont ég(m\, car les côtés OA et OA', Ab et A'B', OB et OB' sont égaux. Une rotation autour du diamètre à qui passe en 0 amène OA sur OA' ; le triangle AOB, entraîné danî> ce mouvement, vient se superposer au triangle A' OB'.
Le raisonnement est en défaut si les grands cercles perpendiculaires à AA', BB' en leurs milieux coïncident.
Appelons tc le plan de ce grand cercle unique F perpendiculaire aux arcs AA', BB' en leurs milieux. 11 est clair que les arcs AB< A'B' sont symétriques par rapport au plauT:} prolongés ils se cou-
pent donc en deux points 0, 0' situés dans ce plan, c'est-à-dire sur le grand cercle F. Il suffira, dès lors, d'une rotation autour du diamètre 00' pour amener AB en A'B'.
Corollaire I, — Tout déplacement d'une figure sphérique de forme invariable sur sa sphère peut être obtenu par rotation autour d'un diamètre. Il suffit, en effet, de considérer un arc de grand cercle AB lié invariablement à la figure. Puisque tout déplacement de AB peut être obtenu par une rotation autour d'un diamètre, il en est de même pour la figure sphérique entraînée par l'arc AB.
• Corollaire II. — ^ Tout déplacement d'un corps qui a un point fixe G peut être obtenu par une rotation autour d'un axe issu du point G.
En effet, considérons les points du corps situés sur une sphère S de centre G. Ges points forment une figure sphérique F, qui, «lans le mouvement du corps, glisse sur la sphère 2. On peut guider le mouvement du corps par celui de celte figure sphérique F qui lui est invariablement liée.
Or, tout déplacement de F peut être obtenu par une rotation autour d'une droite issue de G ; cette rotation permettra donc d'effectuer en même temps le déplacement du corps tout entier.
Théorème III. — Tout déplacement d'un segment AB dans Vespace peut s'obtenir, en général, par une rotation autour d'un axe.
Soient AB, A'B' deux positions voisines du segment; menons par
la droite A A' un plan x parallèle à la droite BB' et projetons AB,
g BB' et A'B' en AB^, BjB;,
>/\,^ ^y^^"^'^^^ A' BJ sur ce plan. Les triangles
y/^ ^^X^ /^ rectangles A BB,, A'B' B; sont
' /^ ^/^ ^^^Nt'^ égaux, car les hypoténuses AB,
X k^.. -^k. y/^^^ A'B', ainsi que les côtés BB,,
^<^ \ /' J> B'Bj sont égaux. Donc les côtés
^*s/^\^^'''' ^ y AB, et A'BJsont égaux. Il exis-
'iii\hi\^^^ ^^. y^_ lera donc un axe A normal au
^s,/^ plan 7c tel qu'une rotation au-
Fîg- 'îS. tour de A amène AB, sur A' BJ ;
dans cette rotation le point B reste à une distance invariable du plan x
et vient se superposer au point B'; AB vient donc sur A' B'.
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Si les cordes A A', BB' étaient égales et parallèles, c'est par une translation que s'eflectnerait la superposition de AB sur A'B'.
Théorème IV. — Tout déplacement d'un coi'ps peut être ramené à deux rotations dont lune autour d'un axe arbitraire.
En effet, excluons le cas où le corps serait animé d'une translation ; dans ce cas la distribution des vitesses serait la même que si le mouvement résultait d'un couple de rotations.
Puisque le mouvement du corps n'est pas une translation, les cordes AA', BB' des trajectoires de deux points quelconques du corps ne seront pas, en général, égales et parallèles.
Considérons alors le segment AB, on peut l'amener en A' B' par rofation autour d'un certain axe A. Imprimons cette rotation non seulement à AB, mais à tout le cx)rps; le corps viendra dans une certaine position qui n'est pas celle qu'il doit occuper définitivement, mais le segment AB a bien sa position définitive A'B'. Pour achever de placer le corps dans sa position finale il faudra donc laisser A' B' immobile, et dès lors le corps n'aura plus qu'à tourner autour de A'B'. Comme la droite A'B' a été prise arbitraire, le thëorème est démontré.
Théorème V. — Tout déplacement d'un corps peut être regardé comme résultant d'une translation et d'une rotation autour d'un axe mené par un jjoint arbitraire du corps.
Soient, en effet, A un point arbitraire du corps, A' la position voisine. Imprimofts à tout le corps une translation rectiligne égale à A A' ; le corps n'a pas ainsi la position finale qu'il doit avoir, mais le point A W^venu à sa position définitive; pour achever de placer le corps il faudra donc laisser A' immobile; le corps n'aura plus qu'à tourner autour de A' ; il suffira, par conséquent, d'après le théorème II (second corollaire), de faire tourner le corps autour d'un axe A issu du point A'.
En y supposant infiniment petits les déplacements considérés, les théorèmes précédents donnent les propositions relatives à la distribution de la vitesse que nous avons données plus haut. Les théorèmes III et IV donnent lieu, dans le cas limité, à ime remarque intéressante.
Cinématique. 8
HA LEÇONS DE CINEMATIQUE
Lorsque Ton .supposeî*a le segment A'B' infiniment voisin de AB, ne ponrra-l-il pas arriver que les segments ABj, A'BJ deviennent nuls? S'il en est ainsi, c'est que le plan z ost a la limite normal au se^MTient AB; les cordes BB', A A' sont normales à ce segment, qui se trouve ainsi être normal aux trajectoires des points A et B. S'il en est ainsi, le raisonnement ne peut plus être étendu à l'état limite de la figure. Les propositions qui vont suivre montrent sous un autre jour la raison de cette exception.
Relations entre ta théorie des complexes linéaires et le déplacement d'un corps solide.
37. Nous avons vu que dans un corps solide eu mouvement, le moment résultant du système de segments I de coordonnées p, 7, r, ^, Y], c, représentait en chaque point la vitesse de ce point.
Soit M un point, M V sa vitesse et A un axe issu de M. La projection M V" de MV sur A est, comme on sait, le moment résultant du système de segments Z par rap])nrl à cet axe. Prenons un second point M, sur l'axe A, soit M, V, sa vilosse et MjY| la projection de M, Vj sur A; il est clair que les segments M V et M^^[ sont égaux, puisqu'ils représentent tous deux le moment résultant du système }i par rapport à l'axe A. De là ce théorème :
Théorème L — Soient M, M^ deux points d'un corps solideen 7noHvcme7\t ; M V, M, \\ leurs vitesses; les projections de ces vitesses sur la droite MM^ qui les joint sont deux segments égaux et de même sen'S. mm
Ce théorème si simple a une graude importance. Ou peut le déaiontrer directement comme il suit :
Soient Xy y, z les coordonnées du point M; x^, j/^, z^ celles du point Mp et
r^^ix;- x^)' -i- (y - v,y -\- {z - z,f
la distance MXJj, la vitesse de M projetée sur MM^ est égale à
x^ — x dx y\ — y dy z^ — z dz r dt r dt r di
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et celle de M^ à
£Cj — X dXi y^ — y dy^ Sj — z dzi r dt r dt r dt^
il faut vérifier régalité de ces expres^sions :
X, — X dx y^ — y dy r, — z dz
r dt r dt r dt
acj — X dx^ y^ — y dy^ z, — z dz^
r dt r dt r dt ou encore
égalité évidente puisque
d î(a^^ - x)« + (t/, - y)' + fz, ^ z)' i = 0,
la distance MMj étant invariable.
Droites Un cas particulier de ce théorème a joué un rôle important dans un
norniales aux intéressant mémoire de M. Mannhein, inséré au tome XX des Savants
leurs points, étrangers. Ce cas est celui ou la projection de la vitesse sur l'axe A
est nulle. Si ce fait a lieu pour ua point M de l'axe A, il aura lieu
pour tout autre point M, de cet axe.
Or, pour que la projection de la vitesse soit nulle, il faut et il suffit, la vitesse n'étant pas nulle, que !a tangente à la trajectoire soit normale à l'axe A. De !à ce théorème :
Théorème IL — Si dans un solide en mouvement une droite est normale à la trajectoire d'un de ses points, elle est normale à la trajectoire de tmis aea 'points.
Ces droites remarquables normales aux trajectoires de tous leui*3 points sont les droites de moment nul rclativcinonl au système do segmeuts I; elles forment donc le complexe iitiéaire attaché à ce système 2.
Le plan normal à la trajectoire d'un point M est le plan mené en M perpendiculairement à la vitesse MV, c'est-a^-dire perpendiculairement au moment du système I au point M; c'est donc le plan polaire de M dans le complexe. De là ce théorème :
Théorème IIL — Le plan normal à la trajectoire d'un point IM est le plan polaire de ce point.
Réciproquement, tout plan d'une figure de forme invariable est à chaque instant normal à la trajectoire d'un de ses points, à savoir, son pôle dans le complexe linéaire.
Les droites conjuguées ont aussi un rôle intéressant; elles donnent lieu tout d'abord à la proposition suivante :
Théorème IV. — Les plans normaux aux trajectoires des différents points d'une di'oite B passent tous par une droite A, conju' gnéc de D dans le complexe.
Cfla tient- précisément à ce que chaque plan normal est le plan polaire du point mobile considéré.
Le lecteur trouvera aisément plusieui's autres propositions analogues à la précédente qui résultent toutes de ce fait que les droites normales aux trajectoires des points du corps forment un complexe linéaire.
Il est clair que si l'on réduit à deux le système des rotations du corps mobile, les droites D, A, autour desquelles elles ont lieu, sont deux droites conjuguées dans le complexe linéaire. On peut se donner arbitrairement la droite D, pourvu qu'elle ne fasse pas partie du complexe. Nous retrouvons ainsi le théorème IV du n° 36 et l'exception que nous avions signalée.
Tangentes aux 38. Les droites conjuguées rectangulaires offrent des particula-
tiajpcioires ^'^9. importantes. Nous avons vu au n» 17 (p. 52) que toute droite D des points d'un , . . , . j./> •
solide en rectangulaire avec sa conjuguée peut se delmir comme étant normale
mouvement, au plan polaire d'un de ses points. .Appelons M ce point, la droite
D sera ainsi tangente à la trajectoire du point M. RécipixHpe-
ment, toute droite D tangente à la trajectoire d'un de ses points M
est normale au plan polaire de ce point On peut donc énoncer ce
théorème :
Théorème V. — Les droites tangentes aux trajectoires des points d'un corps en mouvement forment à chaque instaiit Tensemhle des droites rectangulaires avec leurs conjuguées. Propiiéfé On peut donner une autre interprétation cinématique de ces
cinéma iquc droites.
cBractéiistiaue ^oit S Une surface liée au corps en mouvement; cette surface en
dune surface enveloppe une autre (S), qu'elle touche suivant une courbe C ; prenons
in«lule. un point M sur celte courbe, la vitesse absolue de M est tangente à la
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surface (S); sa vitesse relative est tangente à la surface S. Mais S et (S) sont tangentes au point M, donc la vitesse relative et la vitesse absolue du point M sont tangentes à la surface S. On en peut conclure que la vitesse d'entraînement du point M, qui est la différence géométrique des deux autres, est tangente au point M, à la surface S. La courbe G est donc le lieu des points de la surface S dont la vitesse d'entraînement est tangente à cette surface. La normale à la surface S en M est, dès lors, normale à la trajectoire d'un de ses points ; elle fait partie du comple.ve des droites normales aux trajectoires de leurs points. On a donc ce théorème :
Théorème VI. — On a la courhe de contact d'une surface S avec son enveloppe en cherchant sur S les points M dont la vitesse d'entraînement est tangente à la surface, ou encore tels que la normale en M à la surface S fasse partie du complexe linéaire.
Autre Appliquons au cas d'ua plan x :
interprétation goit D la normale élevée à ce plan en son pôle; toute normale au >t! "^"l ^^ P^^° ^"* ^^^^ partie du complexe linéaire doit couper la polaire A avec leurs de D, car elle coupe D à l'infini; et comme A est dans le plan x, conjuguées. ^ est Je Heu des pieds des normales du plan qui font partie du complexe. Ainsi A est la courbe de contact du plan avec son enveloppe. Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
THÉonÈME VIL — Les caractéristiques Q) des plans d'un corps en mouvement constituent à chaque instant l'ensemble des droites rectangulaires avec leurs conjuguées.
Normales Considérons encore une courbe G du corps mobile, un point M de
à la surface cette courbe, et cherchons la normale en M à la sur face décrite pai* la déente courbe G. Cette normale MN est normale à la tangente M T de la dlTcorps' courbe G et à la vitesse MV du point M. Elle résulte donc de l'intermobile. section du plan P normal eu M à la courbe G avec le plan polaire du point M; elle fait donc partie du complexe. Puisqu'elle coupe la tangente MT en M à la courbe G, elle coupe aussi la conjuguée A de M,T; elle passe donc au point N où A perce le plan P. De là ce théorème ;
(•) On sait que, dans une surface variable, on appelle caractéristique la courbe de contact de cette surface avec la surface qu'elle enveloppe.
Théohèmk VIII. — Pour avoir la normale en un point M à la surface engendrée par une courbe C du corps mobile, on prendra le point N de rencontre du plan normal en M à la courbe G avec la conjuguée 1 de la tangente MT; on joindra le point M au point N, MN est la normale.
Supposons, en particulier, que la courbe C se réduise à une droite D, elle en^^endre une surface réglée, et les normales à cette surface en tous les points de D forment un paraboloïde; d'après le théorème précédent, la droite A conjuguée de D est une directrice de ce paraboloïde. Donc :
Théorème IX. — Si Voti envisage une droite D du corps, le paraboloïde des normales relatif à la surface engendrée par la droite D s'obtiendra en menant les perpendiculaires à la droite D par tous les points de sa conjuguée A. Lieu des points Les formules fondamentales
dont la vitesse ,,
passe par un V,-., = ^ + qz — rij, V,,,j = -ri + rx - pz, r.,, r= î; + pi/ - g»
pom ixe. g^ prêtent, il est bon de l'indiquer dès à présent, à la démonstration la plus simple de toutes les propriétés géométriques qui accompagnent le mouvement d'un corps^ Cherchons, par exemple, lés points du corps dont la vitesse est à un même instant t dirigée vers un point délerrniné du corps (a:^, t/j, z,).
Supposons, comme nous le ferons souvent pour faciliter l'interprétation des résultats, que l'axe O2 soit l'axe du mouvement hélicoïdal tangent, il faudra que p, q, Ç, t) soient nuls, et il reste
r,^ = — r y, v^^^ = rx, v,,, = Ç.
Exprimons que la vitesse du point (ac, y, z) est dirigée vers le point ^o> 2/o> ^0) ^^^^^ aurons
~ ry rx ^
Ces équations en x, y, z représentent le lieu des points dont les vitesses passent par le point fixe P (a;^,, y^, z^). Ce lieu est une cubique gauche faisant partie de l'intersection du cylindre de révolution défini par l'équation
3g — r^o _. y — Vo — ry ne
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el (hi pai"iboloïd2 hyperbotique
— rx
Ces deux surfaces ont eu conimun la droite a? = 0, ?/ = t/,,. Le cylindre a ses génératrices parallèles à Or; sa section droite e§t un cercle tracé sur PQ comme diamètre, Q étant la projection de P sur Oz. La cubique passe au point P; Taxe du mouvement liébcoïdal est une asymptote de cette courbe; elle coupe en deux points le cercle de i'infini.
Détermination du mouvement continu quand on connaît les rotations.
39. Soit un trièdre de réi'érence T, et «, h, c, a, (5, y, a', P^'> y', a*, p', y' 'ps coordonnées de l'origine et les cosinus dii'ecteurs des axes d'un second trièdre T par rapport au tiièdre Tj.
Si ces douze quantités sont des fonctions connues du temps, un certain mouvement du trièdre T par rapiiort au trièdre T, se trouve défini.
(>n a vu plus haut comment on peut calculer alors les six fonctions p, g, r, Ç, Y], Ç, qui déterminent !a distribution des vitesses à chaque époque du mouvement.
On peut se proposer le problème inverse : Six fonctions p, q, r,
Ç, T), C étant données, trouver un mouvement continu du
trièdre T par rapport à un trièdre T^ tel que ces six fonctions
soient celles qui donnent à chaque instant la distribution des
vitesses.
IiifU'iprmina- Le problème n'est pas entièrement déterminé. Prenons, en effet,
''O'ï dwx trièdres T,, TJ liés invariablement entre eux, et supposons le
dupio eme trièdre T animé par rapport à Tj d'un mouvement continu tel que
p, g, r, ;, r„ ^ soient justement les six fonctions données a priori.
Le trièdre T sera animé par rapport à TJ d'un mouvement dlïïi'n-ent
de celui dont il est animé par rapport -à T,, car les douze fonctions du
temps a, h, c, a, P, Y' *'> ?' y Y» <*% ^*) Y* ^*^ -^^nt pas les mêmes
dans les deux cas. Cependant il est visible que la distribution des
vitesses est la même.
Mais à cette indétermination près du trièdre de référence fixe, le problème est déterminé.
En effet : soient Tj, T^ deux trièdres mobiles ou non, l'un par rapport à l'autre, mais tels qu'un même trièdre T soit mobile à la fois par rapport à ces deux trièdres, avec cette particularité que dans les deux mouvements la distribution de la vitesse d'entraînement soit à chaque instant la môme ; je dis que les trièdres T^, T^ sont liés invariablement l'un à l'autre.
On peut, en effet, concevoir le mouvement du trièdre T par rapport à T[ comme la superposition du mouvement de T par rapport à T, et de celui de Tj par rapport à TJ.
Soient v' la vitesse d'entraînement d'un point M du trièdre T dans le mouvement par rapport à TJ et v la vitesse du point M dans le mouvement d'entraînement de T par rapport à T^. Enfin, P étant le point de T^ avec lequel coïncide M à l'instant considéré, appelons u la vitesse de P dans le mouvement d'entraînement de Tj par rapport à T|, on a
Mais, par hypothèse v' ==■ v, donc u est nul. Tous les points du trièdre Tj ont ainsi une vitesse nulle à chaque instant par rapport au trièdre T[. Cela signifie que le trièdre Tj est lié invariablement au trièdre TJ.
Parmi tous ces trièdres T^, TJ, ..., liés invariablement les uns aux autres, il en est un avec lequel le trièdre mobile T coïncide à une époque déterminée ( = 0, par exemple; désignons par T^ ce trièdre. Ce trièdre T^ et le mouvement de T par rapport à T^ sont parfaitement déterminés ; on a donc ce théorème ;
La connaissance des quantités Ç, y), Ç, p, g, r en fonction du temps permet de délinir complètement le mouvement du trièdre T par rapport à un trièdre T^ avec lequel il coïncide à une époque donnée t = 0. Le mouvement le plus général qui donne naissance aux fondions Ç, v;, Ç, p, 3, v données, s'obtient en rapportant le mouvement précédent à un trièdre quelconque Tj lié invariablement au trièdre T^.
On aurait pu dire encore que le mouvement du trièdre T par rapport au trièdre Tj est complètement déterminé dès que l'on connaît la position initiale T^ du trièdre T,
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Indiquons comment le calcul conduit aux formules finies du mouvement continu quand on se donne les quantités ^, y;, Ç, p, q, r.
Solution 40. Soit M un point fixe et x, i/, z ses coordonnées par rapport
analytique, j^^^ triédre mobile T. En exprimant que la vitesse absolue du point M est nulle, nous avons
.. ^^ /N du ^
5 4- gj -. rî/ 4- - - = 0, Yj + rrc— jîs + -— =0,
r^ + py -.qx + — =0.
dt
Réciproquement, si (a?, y, z) est un système de solution des équations (1), les fonctions oc, y, z seront les coordonnées par rapport au triédre T d'un point M qui est au repos absolti, puisque sa vitesse absolue est consfamment nulle.
Les équations (1) sont linéaires; pour les intégrer, considérons un système particulier de solutions x^, y^, z^ correspondant à un certain point fixe M<„ et posons
(2) xz=x^ + Xy t/ = ty, -f- Y, z = z, + Z,
on voit que X, Y, Z sont les projections du segment fixe M^M sur les axes du triédre mobile T. En substituant dans (1) ces expressions de Xy y, z, nous avons, après réductions
Désignons par (X,, Y„ Z^) (X;, Y;, Z;) (XJ, YJ, ZJ) trois systèmes de solutions linéairement indépendants des équations (3) ; le système le plus généi'al do solutions de ces équations sera
où C, C, G' sont les trois constantes d'intégration;
Les expressions X^, Y^,, Z^ sont les projections d'un segment fixe MçNj, et de même X^, Yô, Zi, XJ, YJ, YJ seront les projections de
ex,
ex;
G Xj,
CYo
cz.
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deux segments fixes M^N^, M^KJ; ces trois segments forment aiitonr de Mo un trièdre.
Les expressions
sont les carrés des longueurs de ces trois segments, elles sont donc constantes. C'est ce que l'on vérifie aisément au moyen des équations différentielles.
On vérifie de même que les expressions
B =XoX^ + \qYq + ZçZJ,
B* = X^Xj •+■ YjY^ 4- ZqZç
sont constante;^. Si l'on forme alors l'expression X' -+• Y' + Z", les formules (4) donneront
-+- 2B.C'C' + 2B'.C'C + 2B\CC' = <f (G, C, C),
expression constante, ce qu'il était facile de prévoir, puisque X* -f- Y' H- Z* est le carré de la longueur du segment M^M. Posons alors
« = iX,4-wX;+nX;, p = ZYo+mY;+nYJ, y =lZ^ + m2l-f nZl, a'=i'X,-»-w'X;H-n'X;, ^'=/.'Y„+m'Y;-hn'Yj, y'=zl'Z,+ m'Z', + n'Zl,
«•=rx„^m'x;+7i'x;, ^»=rY,+m'Y;+n'Y;, /=rz,H-m'z;+n'zj,
où I, m, n, Vf m', n', V, m*, n' sont des constantes, et choisissons ces constantes de façon à avoir
(5) ç (l,iM, H) =-4, ç {l\ m', n') = 1, ç (/', m', n') = 1.
Si l'on traite pour un instant l, m, n, T, w', n', V, ni\ n* coinme les coordonnées rectangulaires de trois points représenlalifs P, P', P', ces équations expriment que ces trois points sont sur un certain ellipsoïde (E). Elles expriment aussi que a, P, y, a', P', y', a', ,â', v» sont les cosinus directeurs de trois axes fixes issus du point M^, cosinus directeurs pris par rapport au trièdre mobile.
Cherchons la condition que doivent remplir l, m, n, i',t»', n', l\ m'f n* pour que ces trois axes soient rectangulaires.
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Eft remplaçant ot, (3, y, a'', ^' , f' par leurs valeurs, là condition d'orthogonalité peut s'écrire :
.a' + W+ -n' = 5 (Il (• + ^ m' + ^ «■) = 0, ^ ' 2 \dl dm dn }
ce qui exprime que P, V sont sur l'ellipsoïde (E) les extrémités de deux diamètres conjug-ués. En appliquant la même reiparque aux deux autres conditions d'orthogonalité,
on voit que P, P', P* devront, sur l'ellipsoïde (E), être les extrémités de trois diamètres conjugués.
Supposons î, nt, n, T, m', n', î", m", n" ainsi choisis. Alors a, P, Y» *'> ?'> ï'j a'j P'j y' sont les cosinus directeurs des axes d'un trièdre trirectangle fixeT,, cosinus pris par rapport aux axes mobiles.
Il est clair que (a, p, y) (a', ^', y') (a', ^", y") «ont trois systèmes de solutions linéairement indépendants des équations (3), et au lieu des formules intégrales (4), nous pouvons prendre
Jilors les solutions générales des équations (1) s'écrivent, d'après les formules (2)
( œ — cCoH- C.a + G'. a' + G*. a', (6) t/=:î/, + C.3 + C'.^' + G'.&',
On voit ainsi que G, G', G' sont les coordonnées constantes par rapport au trièdre fixe Tj du point fixe M, dont ce, y, z sont les coordonnées par rapport au trièdre T, et les formules (6) constituent la transformation de coordonnées qui définit le mouvement continu du trièdre T par rapport au trièdie T,.
Le problème qui vient d'être résolu a été traité par M. Darboux avec détail au début do sas Lcrona sur la théorie des surfaces, M. Darboux a rattaché à cotfo question plusieurs problèmes de géométrie infinitésimale, et montré tout le parti que l'on peut tirer de l'emploi d'un trièdre de référence mobile dans l'étude de telles
gauciics.
questions que compliquerait beaucoup l'emploi des coordonnées habituelles.
Je ne rapporterai ici que ce qui concerne l'application à la géométrie des courbes gauches.
Application 41. Soit une courbe gauche C; 0 un de ses points; menons à aux coubbes ç^^^g courbe la tangente Ox dans un sens fixé a pHori, soit Oy la normale principale dirigée vers le centre de courbure etOz la bi-normale prise dans un sens Ici qu'une rotation directe de 90" autour de 0; amène Ox sur Oij. Nous disons que le mouvement du trièdre T ainsi construit est dirigé par la courbe.
Cherchons les éléments 5, rj, Ç, p, q, r relatifs à ce trièdre T en supposant que le point 0 décrive la courbe C avec une vitesse égale à l'unité. Gomme ^, yj, «^ sont les projections sur Ox, Oy, Oz de la vitesse d'entraînement de l'origine du trièdre, nous aurons ici
Désignons par R, T les rayons de courbure et de torsion.
Par un point A fixe, dont x^, y^, z^ seront les " coordonnées relatives au trièdre mobile, menons un segment unitaire AB parallèle à Ox; les (XK)rdonnées relatives de B seront (x<, + 1, i/^, z^), et
|es projections de la vitesse absolue de B sur Ox, Oj/, Oz seront,
ds puisque -=.1,
àx. , ., àxt.
V„,, — py^-q {x, + 4) -^ — •.
Exprimons que la vitesse absolue du point A (x<„ i/^, r^) est nulle, il viendra
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Or, d'après la dénnilion du rayon de courbure R, et puisque ds
= dt, cette vitesse est égale à — et dirigée suivant Ov, on a donc
v„,y = »• = -, ly , — — q=zQ.
Menons maintenant par A un segment parallèle à Oz, ÂG, de longueur égale à l'uni:é, la vitesse absolue de G est encore dirigée sui-
vant 0 j/ et a pour valeur - où T est le rayon de torsion ; on tlevra
: avoir ici
dx^ dt
rx,-
-Pi^o
dt
ruo-
dt
expressions qui, en vertu de la fixité du point A, se réduisent à
0 = tVx — q, 1^— V«,j, == — P, 0 = Va,, = 0.
On trouve donc, indépendamment de q = 0, l'équation p = —r^i ainsi, à côté des valeurs 1, 0, 0 de c, r,, 1,', nous avons pour p, 7, »• les valeurs
On peut démontrer que, réciproquement, si un trièdre se meut de telle sorte que y;, Ç, q soient nuls, ce trièdre est formé par la tangente, la normale principale et la bi-normale d'une courbe gauche.
M. Darboux, à l'endroit cité, a donné de nombreuses applications des formules précédentes; nous ne donnerons ici que l'exemple suivant :
JveloppaWes Sait T le trièdre dirigé par urié courbe C, et OU une droite
nenée> par {gguç du sommet de ce trièdre, comment doit varier OU jjottr me combe , a» j • t j,ï o
gauche engendrer une surface developpable?
donnée. g^j^ ^ l'angle de OU avec Ox et ç l'angle deOy avec la trace sur
le plan normal y Or du plan mené par Ox et OU.
Appelons l la distance au point 0 d'un point M pris sur OU, et Xf yy z les coordonnées de ce point par rapport au trièdre mobile; on a
05 = i cos G, y = î sin 6 cos ç, z = î sin 6 sin ç.
Si la droite OU engendre une développable, le point M où elle touche l'arête de rebroussement a sa vitesse dirigée suivant la tangente à celte arête, c'est-à-dire suivant OU; pour ce point M on a donc
ds .
ou, en supposant -— = 1,
1 dx X r dy y dz
IÇ ds _Il T ds_ T ds
Appelons X la valeur commune à ces rapports, et remplaçons ce, »y, z par leurs valeurs en fonction de i, 0 et ç . Il viendra, en considérant les deux derniers rapports,
cos 0 sin 0 sin © d , . ^ ^ /, dl
,. . _ . , ^sin 6 cos (t) =r ( X — ---- I sin ô cos ffl
K T ds \ ^^s/
pin ô cos ? ti _ ^ . . / (^^\ . ^ '
• — (sm 0 sin ?) = I X — z-r- ) sm Ô sm ç, is \ las/
d'où, en multipliant par — sin ç, cos 9 et ajoutant,
sin 0 sin ç cos 0 . ^ dç _
Tt
Si, en particulier, on prend 0 = - j on est dans le cas des dévelop-
pables engendrés par. des normales, de sorte que la formule précédente généralise la théorie de,s développées. Cas où l'axe du Comme autre exemple je traiterai ce problème qui a une certaine jnouvfcment ifnpotlance par ses applications.
l.élicoi a Supposons que l'axe du mouvement hélicoïdal ait une direction
a nne du-eclion i r 1
fixe dans le fixe dans le corps; alors on peut supposer que Oc est cette direction ;
corps. p^ q sont nuls. Par un pohit fixe A de l'espace de coordonnées relatives («<,, t/o, zj), menons un serment unitaire AB parallèle à Oz.
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Les coordonnées de B sont
sa vitesse absolue a dès lors, comme projections sur les axes mobiles,
Mais d^m autre côté, si l'on cherche la vitesse absolue de A (qui est nulle par hypoliièse), on trouve les mêmes expressiois ; ces expressions sont donc toutes les trois nulles et B est fixe. Donc Oz a une direction fixe aussi dans l'espace. De là ce théorème fondamental :
Si Vaxe du mouvement hélicoïdal a une direction fixe dans le corps, il a aussi une direction fixe dans Vespace.
Du mouvement inverse.
42. Considérons deux trièdres T, T, mobiles l'un par rapport à l'autre, le mouvement de T, par rai)port à T est dit l'inverse du mouvement de T par rapport à T, .
Vitc-sc daijs Soit P un point lié au trièdre T el Pj le point lié au trièdœ T^ avec
e mouvement lequel coïncide le point P à l'époque considéiée; on a ce théorème : inverse.
La vitesse d'entraînement de P dans le Diouvement de T par rapport à T^ est égale et opposée à la mtesse d'entraînement de P^ dans le }nouvement inverse.
Considérons, on efTet, un point M mobile par i*apport au trièdre T, et qui coïncide a\ec le point P à Tépoque considérée. La vitesse Vj de M par rapport au trièdre T^ est lu somme géométrique de la vitesse d'entraînement v de P par rapport à T^ et de la vitesse relative v' de M par rapport à T ;
Mais supposons le point M toujours coïncidant avec le point P^; alors la vitesse v^ est nulle et les vitesses v et v' sont égales et opposées. Or V est la vitesse de P par rapport au trièdre T, et v' est la vitesse du point M, ou P^, par rapport au trièdre T. Le théorème est donc démontré.
Application, Soient 2|,.2, ileux systèmes invariables en mouvement l'un par l'autre. Dans certains cas il y aura avantage à prendre comme trièdre de coordonnées non pas un trièdre lié soit à 2,, soit à 2,, mais un trièdre T mobile à la fois par rapport à chacun de ces systèmes invariables.
Désignons par (j9p q^y r^ Ç,, r^^, X,^) (p^, g„ r„ Ç^, y;,, Q les coordonnées des deux systèmes de rotations instantanés qui se rapportent respectivement au mouvement du trièdre T par rapport au système 2, et au mouvement du trièdre T par rapport au système 2,. Le mouvement de 2j par rapport à 2, peut être considéré comme résultant du mouvement de T par rapport à 2, et du mouvement de 2i par rapport à T, lequel est le mouvement inverse de celui de T par rapport à 2^; par application de la proposition précédente, la vitesse d'entraînement d'un point de 2i par rapport à 2, sera la différence géométrique entre la vitesse provenant de l'entraînement de T par rapport à 2, et celle provenant de l'entraînement par rapport à 2j du même trièdre T. En projetant sur les axes de ce trièdre et désignant par x, t/, z les coordonnées du point entraîné, on aura donc
v« = ^, — B, + (r^, — g,) 2 — ('*, - »•,) y, v„ = iQî — r,t + (»', — r,) X — (p, —p,) z, v* = Ç, — Cl -+- (p. — Pt) 2/ - (9* - ^i) -P
et D^, Vp, Vj seront, répétons-le, les projections sur les axes du trièdre T de la vitesse du point dont x, t/, z- sont les coordonnées actuelles, lié au système 2j, dans le mouvement d'entraînement de 2, par rapport à 2,.
Ces formules, extrêmement commodes, trouveront plus tard une application dans l'étude du roulement des courbes.
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CHAPITRE V
De raccélération dans le mouvement relatif.
Formules fondamentales.
43. Nous étudierons ullérieurement en détail divers cas de mouvement d'un corps, mais nous devons auparavant compléter, en ce qui concerne les accélérations, Je problême, déjà traité pour les vitesses, du changement de système de comparaison.
Un point M se meut par rapport à un trièdre T, lequel à son tour est mobile par rappojt à un second trièdre T,, il s'agit de ti'ouver l'accélération du [»oint M dans son mouvement par rapport au second trièdre.
Soient x, »/, « les coordonnées du point P du trièdre T avec lequel coïncide le mobile à l'époque t, nous avons trouvé que les projections de la vitesse absolue du point M avaient pour ejjpressions
djl dt dz at
Pour obtenir l'accélération absolue, prenons un point A fixe (c'està-dire lié invariablement au trièdre T, auquel est rapporté le mouvement dit absolu), et menons A V segment égal et parallèle à la vitesse absolue du point M. La vitesse absolue du point V est l'accélération absolue.
Appelons rc,, j/,, z^ les coordonnées du point V par rapport au trièdre T mobile, et désignons par J„ r, Jo,», J«,, les projections de Cinématique. 0
V, = r, -I- rx — pz + -~»
raccclération absolue sar les axes de ce irièdfe; on aura, puisque raccéléralion aljsoluo de M est la viffssc absolue de V,
dr J„,, =r 5 -1- qz, — ry^ + ---S
Soient x^y y^, z^ les coordonnées du point A par rapport aux axes mobiles, on a, v^, v„, t\ désignant toujours les projections de la vitesse absolue du point M,
.T, = x„ 4- f,, y^ = t/o 4- t'„, ?, = ?„.+ i'„ d'où
Formules Or, le point X étant au repos absolu, sa vitesse absolue est nulle;
de Bour. on a donc
r, + rx'o — pr^ + — = 0,
et ii reste
formules qui sont dues à Bour(*). Il suffira de les développer pour atteindre le but gue nous nous sommes pi"oposé.
(«) /mrnat (U liwtillt, 2"'« «èrie, t. \ni, ISfK?,
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En transporlant dans J„ a^ ïes valeurs de v^., i\„, i',, on trouve
les lettres accentuées désignant les dérivées prises par rapport au temps des variables correspondantes.
Posons, pour abréger,
2H == (px + qu + rzy — (p» -f- 9» + r») (x* + y» 4- r»),
on pourra écrire
f>H ^ / ds dy\ drc
et, de même,
T ». » f àR ^ / dij dx\ d^z
J,,.. = Ç, +,Vy _,■.+ - + 2 (p ^- _ , _j + _.
iiterpitii.iion 44. Nous allons interpréter ces formules. Nous avons appelé P le
les fonriuUfS. point Hé au trièdre mobile avec lequel coïncide le point mobile M à
l'époque t considérée. Si, dans les formules précédentes, on laissait à
a*, y, z leurs valeurs actuelles, mais en les considérant comme des cons-
laiitcs, on aurait évidemment l'accélération du p<»int P entraîné par le
Arcéléraiion trièdre mobile, c'est-à-dire l'accélération d'entraînement. Désignotis
d ontndno pj^^ J^cette accélération et par J,,,, J,,^, J^.^ ses projections sur les axes du
trièdre mobile. J^ se déduit de J„ en y supposant a;, y, z constants; on
a donc
ax
I , , du
h« = ra + r x—p'z -\- j-, Je,, =Çi + p'U—q x-i- — •
Aicélénilion
coinpléiiien-
taire.
Théorème tle Coriolis,
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Je désigne par J^ le segment doul les projections sur les axes mobiles sont
Je, ,. = 2 I 7 r -r P Jr « = 2 | r » — | »
y dl dt) '" \ dl ^ dt)
, ( dy d.v\
hniin i! est visible que -t-^j --~j -yr ^'^"^ '*-^"^ projections sur les
axes mobiles de l'accélération relative J^ du point M dans son mouvement par rapport au trièdi-c T. Les formules qui donnent ia,x s'écrivent aloi*s
•'rt,.r —^ ii-,r ~t- Jr,x 'H •r.J'J "«,1/ "»•.» •' "',!/ ' ''<■,;/>
Ce qui exprime que J„ est la somme géométrique des segments
Nous connaissons ta signifiratinn de J^, J , il est aisé d'interpréler aussi J,.
Menons par le ix>int M le segment 1} dont les projecMons sont p^ q, y sur les axes mobiles. On reconnaît dans ce segment la rolation qui, jointe à une vitesse de translation égale à la vitesse du point P du corps, produirait dans le corps la distribution <le vitesse qui résulte de son déplacement efTeclif.
Menons aussi le segment M V, qui représente la vitesse relative. On voit que J,. est le double du segment qui représente le moment du segment t] par rapport au point V^. Ce segment J, porte le nom iVaccéîérallon complémentaire ou de Conolis.
On peut donc énoncer ce tbéorème :
L'accëîarat'um absolue est la somme géométrique de trois ser/ments :
i^ L'accèléraHon relative du point par rapport au système de conqmraiHOn mobile;
2" L'accéU'i'ation d'entrainemenl, c^cst-à-dire celle que possède le jwint du sijslènw de compnraifion mobile avec lequel coïncide le mobile à l'époque considérée ;
3° L'accélération coviplémcnlaire ou de Coriolis, qui est le double du moment du fscgment Q qui représenic la rotation tus-
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tanlanéc Iranspùrtce au point M, par rap2>oH à Vextê'émUc de la vitesse relative.
Cette projxjsilion est habituellement connue sous le nom de théorème de Coriolis.
L'accélération complétnentah*e est nulle dans Irois cas, D'alxn'd, l)ien évidemment, dans le cas du repos relatif, car alors le point V^ coïncide avec le point M; en second lieu si la vitesse relative est constamment parallèle à l'axe du mouvement hélicoïdal, car alors V,. est sur le segment 1); et enfin si le segment ii est nul, auquel cas il existe une translation tansenle.
De la distribution de l'accélération dans un corps en naouvenrtent.
4î>. IjCS expressions de J,.,!, J^,„, J^,-, que nous avons trouvt?es, nous donnent la distribution de l'accélération dans un solide en mouvement. Ces formules, en posant
h',x = S, H- ry' 5 — r' y, h,,, — r.j 4- r' x -~ p' Zy
J.',e = si -i- p'u — q'-e,
àll , __àH j fm
âx dy dz
peuvent s'écrire
Elles expriment que l'accélération d'entraînement est la somme de deux segments. L'un J.. de projections J..,:r, Jf-.y» J«',t, lautre J^» de projections Je» „., J,r„, J^^.,. Le premier est le moment par rappoit au point mobile M du système de segments Ij de coordonnées
Pour interpréter le second segment, menons par l'origine des coordonnées une parallèle OA à l'axe instantané de rotation, et soit Q le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur celte di'oile. Les coordonnées x^y iJi, z^ du point Q sont données par les formules
afj _?/,_*,_ p-/-,H;^ 7?/, j; /-, _ y*x 4- qtf -4- rz p q ~~ r p* 'h 9* -+ r* ~ p^ -h (/* -h r*
Les projaitions du segment MQ sont donc
p{px + qij + rz)— (p» + q' -\- r*).r
px + qy-hrz p(ï
dH
âx ' !>• + </* + *''' et de même
an 1
dH
yt-y = ^
àtj p* -t q* + r*^
âz p* + g* + »•'
Considérons alors le segment M D égal au produit de MQ par p* -f- g* + r* = w'; les projections de ce segment MD seront précisément
, . . »w ^ àH dH (?H
dx
dy dz
Donc MD est le second segment cherché.
Centre des Contrairement à ce qui a lieu pour la vitesse, il, y a toujours un aoct'léiations point du système T mobile dont l'accélération est nulle. Ce point a reçu le nom de centre des accélérations. Les coordonnées de ce point doivent vérifier les équations
dU dx dH
an'
h,» = Ct -^ p y — q'x -t- — = 0;
nous i^tenons ainsi trois équations linéaires dont le déterminant est
— (q*-l- r') pq — r' pr + q' pq -4- r' — (r'4-p') qr — p' pr^q' qr + p' — (p'+g')
=^[{qr'^rq'y+(rp'-pr'y + (pq'-qp'n
=(pp'-i-qq'-hrr'y
— <p»+q»-l-r«Xp"H-'Z"+»-")
Le déterminant n'est nul que si Ton a
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donc, sauf celte exc-cption, il y a toujours un centre des accélérations.
Supposons que rex^;ep'ion précédente ait Hou à tout instant du niou-
vement ;on voitque -> - sont constants, ce qui signifie que l'axe du
mouvement hélicoïdal tangent a une direction fixe dans le corps, et, par suite, aussi dans l'espace (p. 126).
Prenons alors Oz parallèle à celte dirc( lion, invariable à la fois dans le corps et dans l'espace; p el q seront nuls, H,, •/;,, d "^e réduiront à
et l'on trouvera
T — y — v( ''f,z — «ïl — <» •
Ca.s où il y a On voit alors qu'il n'y aura pas de centre des acc( léralions tant que
line inimité de w ^^ ^^^^ ,j^,,_ centras (les
accéléraiions I' ^^* ^^^''^ d'interpréter cette cx)ndition X,' = 0. Elle exprime que
i; est constant; or, dans le cas actuel, les formules qui donnent la distribution de la vitesse se réduisent à
v^ — i — ry, v^z=zr, -i-rxy % — K'
Le plan xOy a une orientation fixe dans l'espace, comme l'axe Oz au<|uel il est normal; il se déplace donc en restant parallèle à luimême et la vitesse de ce déplacement est précisément !^.
Si ^ est constant, c'est que le mouvement de xOy est uniforme. Dans ce cas, il y a une infinité de points d'accélération nulle; ils sont répartis sur la droite
a, -r'y - r»X r::. 0, vj, + v' JC ^ rhj ^ 0.
CIIAP. VI. — MOUVEMENT D UNK KIGURE TLANE.
CHAPITRE VI
Mouvement d'une figure plane dans son plan.
46. Parmi les divers mouvements d'un corps solide, iî en est deux particulièrement imjwrlants que nous allons étudier en détail. Le premier e.sl celui dans lequel un plan du corps glisse sur lui-même; le second celui dans lequel une sphère du corps glisse sur elle-même, ou, ce qui revient au même, dans lequel le corps a un point fixe.
Examinons d'abord le premier mouvement. Appelons i: le plan du corps qui glisse sur lui-même; tout plan du corps parallèle au plan ^ glisse lui aussi sur lui-môme, en sorte que tout point M du corps décrit une courbe tracée dans un plan parallèle au plan r.; on peut ajouter que si M^ est la prryection du point M sur le plan z, le point M<, décrit dans le plan sur lequel glisse le plan tc la même courbe plane que le point M décrit dans l'espace.
On peut donc se borner à étudier le mouvement des points situés dans le plan r el l'on est alors ramené au problème du mouvement d'une figure plane qui glisse dans son plan.
Prenons le plan :: pour plan xOy; tout point pris dans le plan 7: a sa vitesse dans ce plan, par hypothèse, donc la projection v^ de cette vitesse sur Oz est nulle identiquement; comme on a
il faut que 1^:= p=:q =0. Posons alors w = r et nous trouvons que />o«r tout point du corps on a
wi/> V, = Yj 4- wœ,
Si 0) était nul, le corps serait ^nimé d'une translation instantanée;
Centre iiistanlfliié.
Propriété des normales.
Courbes eovelûppos.
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ce f-as oxcluj on peut poser
Les exprès ioni? précédentes deviennent alors
"x — — fi (y — î/o), ^v — w (^ — ^o\ ^'. = ^;
elles nous prouvent que le corps est animé d'une rotation instantanée 0) autour d'un axe A parallèle à Oz et issu du point I du plan t: dont (/^o, ijf,) sont les coordonnées.
Conformément à la remarque déjà faite, nous nous bornerons à étudit'r le mouvement du plan :: sur lui-même, et nous pourrons dire alors que la distribution des vitesses dans le plan tt, dans son mouvement de glissement sur lui-même, est la même que s'il tournait avec la vitesse w aatou}' du point I, qui a reçu le nom de centre instantané de rotation.
Un point M du plan t: décrit dans ce mouvement une courbe dont la tantrente porte la vitesse du point M. Cette vitesse est normale, d'après le théorème précédent, à la droite IM et égale au produit do IM par w. On peut en conclure que IM est la normale à la trajectoire du point M.
De là ce théorème :
Les normales aux trajectoires de tous les points du plan mohile vont toutes passer au centre instantané de rotatiori.
Considérons une courbe C liée au plan r.; cette courbe en enveloppe une autre (C). Soit P le point où la courbe C touche (C). Ce point P vaiie en général sur la couibe G; cette courbe est sa trajectoire relative dans le plan z; la courbe (G) est sa traje<toire absolue.
Par hypothèse C et (C) sont tangentes en P; donc la vitesse absolue et h vitesse relative de P sont portées par une môme droite PT tangente commune à C et à (C). La vitesse d'entraînement de P, qui est la différence géométrique entre ci;s deux vitesses, est donc portée aussi par PT; mais cette vitesse d'entraînement est normale à la droite IP; donc IP doit être normale à la courbe C au point P. Donc, au point P où C toM( he son envelop|>e, la normale à C va passer au centre instantané.
Réciproquement, soit P un quelconque des pieds de norniales issues à la courbe Cdu centre instantané L Le point P est variable sur
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la courbe C avec le temps; sa vitesse relative et sa vite?«e d'enîrainement sont toutes deux portées par la tangente PI à la courbe C. ira vitesse absolue, somme {géométrique de ces vitesses, est donc portée par la tangente PT. Mais alors PT est tangente à la trajectoire absolue (G) du point P, et dès lors la courbe (G) est une courbe fixe à laquelle la courbe C reste tangente; cette courbe (G) est une brandie de l'enveloppe de la courbe C.
Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème :
Les points où une coiirhc G, enîminée par le plan mobile, touche son enveloppe, sont les pieds des normales issucn du 27oint I (centre instantané) à la courbe C.
Soient x, y les coordonnées du point de contact P; la vitesse rrlative du ponit P a pour projections — > — ; cette vitesse étant normale à la droite IP, d'après ce qui précède on est en droit de poser,
OÙ X est une fonction auxiliaire.
La vitesse relative du point P a pour valeur
V, z= X K(a; — x^y H- {y — y^f et la vitesse d'entraînement,
r, = (0 y{x — a'„)* 4- (?/ — >Jo)\ en sorte que la vitesse absolue a pour expression
Soient sur les courbes C et (C), A et A' deux points correspondants, c'est-à-dire les points où les courbes G, (C) sont en contact à une certaine éix)que. Désignons par s, s' les arcs AP, A'P comptés sur Ils courbes G et (G), ou a
-^ = V, = \ }/{x — x^y -f {y — î/o)% ai
— =rv.=(w-i-A)k'(x - x^y -h (y — y^y ,
d'où résulte
d(8' — x) du' ds .,' ~ — —
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Glissement. La différence (s' — s) lopréseate le glissement des courljcs C et (C) l'une sur l'autre.
Courbes 47. Le lieu des points de la figure mobile avec lesquels vient suc-
i^uletttis. cessivement coïncider le centre instantané de rotation est une courbe que je désignerai par I,„. Le point I vient aussi coïncider successivement avec divers points de la figure fixe; soit ly le lieu de ces points.
La courbe I„, est la trajecfoiie relative du centre instantané; la courbe \j est sa Irajetloire absolue.
Les courbes J^ et T^ s'appellent roulettes.
Soit V la vitesse du point I sur sa trajectoire relative; la vitesse absolue de I est égale à la somme jjéoniétrique de la vitesse relative V et de la vitesse d'entraînement; or, celle-ci est nulle. Donc, la ïfiTessi^ cbsolne et la vitesse relative du centfe instantané sont Viiesse pi-opie constamment éifales. Nous donnerons à cette vitesse V le nom de vitesse propre au centre instantané.
On tire de l'égalité de la vitesse relative et de la vitesse absolue du centre instantané une double conclusion :
1*^ La eaurhc ï„, reste constamment tangente à la courbe fixe ïy.
Vax effet, la vitesse absolue de I est tangente à I,-, sa vitesse relative à I„, ; puisque ces deux vitesses coïncident J^ et lyonl môme tangente au ix)int I ;
2" La courbe If est ainsi une brancbe de l'enveloppe de la courbe I«. Je dis que le glissement est constamment nul.
Reprenons, en effet, les notations précédentes, ou I,^ est la courbe C, If la Courbe (C) et I le point P. Soient encore A, A' deuï points correspondants sur I„ et If et appelons s, s' les arcs AI, A'I sur les courbes I^ et If, la formule
au centre iiu>tant;uic.
d (»' — s) .y- rr
dt
nous donne, puisriue x = x^, y = y„ d (s' — s)
ou, puisque s et s' s'annident en môme temps quand I vient en A
et A',
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Les arcs AI, A' I sont constamment égaux, et la courbe T^ roule sur la courbe I, sans olissep,.
La démonstration employée montre que la courbe I^ est la seule qui roule sans glissement sur une des liranclies de son enveloppe. Nous avons trouvé, en eflel,
(t (s' — s) dt
y, fi
donc si s' — s est n»»l c'est que x ■==: x^, y z= y,, le point P est donc le centre instanlané, et la courbe G ne peut être que I„ et la courlie (C) ne peut être qtie I/.
De là ce théorème fondamental :
Tout déplacement continu d'une figuiv plane dans son plan jienl être obtenu, et d'une seule manière, 2>(i^' le roulement sans fflissement d'une courbe ]„ sur vue autre Ij-. Le 2>oint de contact des deux roui.ettks est le centre instantané de rotation.
Nous avons remarqué que si un corps se meut de sorte qu'un de ses plans {glisse sur bii-mème, on peut se J>orner à étudier le j^lissemcnt d'une figure tracée dans ce plan. Ce glissement résulte du ix)Uji hii-iiirine. Ictuent d'une courbe I„ sur une courbe fixe I^. Cîonsidérons alors les cylindres \\„, V/, dont ces courbes sont les sections droites, il est clair que le mouvement du corps consistera simplement dans le roulement sans glissement du cylindre V,„ sur le cylindre ly. A chaque instant il y aura U!i mouvement de rotation tangent dont l'axe sera la génératrice de contact des cylindres F,,, et V,.
De Taccéiération dans une figure plane en mouvement. — Courbures.
48. Lorsqu'une figure plane glisse dans son plan les formules générales relatives à l'accélération subissent de grandes simplifications. Dans ce cas l'axe de la rotation instantanée a une direction invariable normale au plan de la figure. De plus, puisque la figure glisse sur elle-même la qnautilé 'C, est nulle. Nous nous trouvons donc dans le cas examiné à la fin du n<' AU.
Nous allons, du reste, reprendre les formules générales en y intio-
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duisant les hypothèses qui caractérisent le mouvement considéré. Nous supposerons, pour plus de généralité, un point M (x, y) mobile par rapport aux axes mobiles Oa;, Oy dans le plan xOy et nous allons cherclier les expressions des projections J^,,, J„,y de son accélération absolue sur les axes Ox, Oy.
Les formule? générales où l'on fait, comme plus haut,
p = r/ =: 0, r = u), !^ = 0, z — Oj
nous donnent
J",!/ = ■r,^ -+- w .r — w'»/ + 2w -^ -h —-» ou a, conformément aux nofations générales
Choix Une simplification importante très commode pour l'interprétation
pariiculiei jgg formules résulte du choix suivant des axes :
Nous supposons Ox, Oj/ pris de sorte qu'à l'époque particulière t que nous considérons le point 0 soit le <eulre instantané; Ox la tangente commune aux roulettes dans le sens du mouvement du centre in-<lantané. Alors Oy est la normale commune aux deux roulettes.
D'après cette hypothèse, les coordonnées
des axis.
IJ
du centre iustauUmé sont nulles à l'époque considéi-ée, on a donc à cet instant $ == r, =0, et, par suite, ;,, y;, .se réduisent à
d^ «frj
(Ix • dti Observons maintenant que -— 5> -^ sont les projections sur Oxj
Oy de la vitesse propre au oeiitre instantané; ces projections .se
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réduiront ici (puii^qne ^ rr: r^ = 0) à
dx^ 1^^. _ '^11, iïl — ^il.
dt m dt (i) dt 0)
Or, par liypothèse, cette vitesse a le sens «le 0.r, en la ûésignant par V on aura donc
Ainsi on a simplement %^ z=. 0, r,i = — wV. et les formules (1) deviennent
dt dv
dx d^if J„.„ — — m\ — w'î/ + tù X -b 2m -j- + -—'
ot ai
Signalons que, par suite du choix particulier des axes, les formule* relatives aux vitosses se réduisent à
dx
[ Va.x= — M. y +
dy dt
Si dans ces formules on suppose ne, y çonstanlh, on ohticnt la vitesse et l'accélération d'entraînement.
4ÎK Comme aj»plication, cherchons le rentre de coiïrburo d<> la courbe (M) trajectoire d'un point M !ié inv.iriablemenl à la fi^ure.
Pour définir le point M, nous supposerons que sur ladroite OM <*m a choisi un sens définissant un axe A; soit 0 l'angle dont doit tourner O.': dans le sens direct pour venir s'appliquer sur A, ot soit r le nombre qui mesure le segment O M stir l'axe A. Les quanlilés r, 0 définiront le point M.
Le centre de courbure [k de la trajectoire du point M est évidemment sur l'axe A, car cet axe est la normalo en ^f à la courbe (M), 0 étant le centre instantané; il suffit doQc de connaître le nombre p qui mesure le segment Ov. sur l'axe A pour déterminer complètement le \nj'ml (/.i
Appelons v la vitesse dli point M, là projwJion de l'accélérât inn de
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M sur la normale À sera exprimée par
car p — )' est le nombre qui mesure le rayon de courbure Mp, sur l'a^e A Ç).
Or, fl'un autre côlé, la projection de l'accélération sur A a pour expression
Je,!- cos 0 + J,,y sin 0,
on pouf donc écrire
^=^ — (lù'X + (*)'»/> cos 0 — («.)V + tù'y — tù' X) sin 0,
Formule «le Savary.
et comme
il viemlra
On p05:c
et il vient alors
)• cos 0, y =: r sin 0, v' ;= o)*»
= — w'r — o»V sin 0.
}• h sin 0
formule célèbre connue sous le nom de formule de Savary. On peut généraliser la formule de Savary.
Courbure des *>^- Considérons une courbe C entraînée par la figure de forme enveloppes, invariable. Soit (C) sa courbe enveloppe, V le point de contact à l'instant considéré.
Il s'agit de trouver le centre de courbure de la courbe (C). Regardons le point P cx)mme un point mobile dont G e."ît la trajectoire relative et (G) la li-ajecloire absolue.
Menons comme précédemment Un axe A par le point 0 et par le point P; cet axe est normal k la fois aux courbes G et (G) ; soit encore
C) Si. Rtir la normale ^ la tntjcctoire d'un point mobile M, on ne s'a^troint pas fi pundre comme «ens positif celui qui va fie \1 au centre fie courbure, le rayon de courbure Jevienl susceptible d'un signe. Si R est le nombre qui mesure le rayon de
r' courbure sur la normale, on voit facilement que - est encore le nombre qui mesure
la projection de raccél<!ration sur la normale.
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6 l'angle qui fixe l'oriontation de cet axA autour de 0; appelons r^ la dislance OP prise avec son signe; appelons aussi r, p l^s dislances ()M, Ojj., où M est le centre de courbure de C, qui est connu, et ;ji le centre de courbure de (C), que nous nous proposons de délerniiner. En désignant par x, y les coordonnnées du point P de contact nous avons déjà vu qu'on pouvait poser
On en déduit par différentiation, en posant X' =: -— »
dt*
djj__ dV " ''
d.e d\f , ou encore, en remplaçant -— » -r- par leurs expressions,
^l = - V (V - ./,) - T' '-^° + »' (->^ - X.). Introduisons maintenant les hypolbèses
= Wo = 0,
il viendra
at
/ rf»x
\ dt*
= -X'.T-X'j/, ^-X'iZ-HX'x-'XV.
L'accélération normale du point P sur la courbe C aura celtâ valeur
\dt) ~^\dt) •)*,']
Clnémctt'ujue. ^0
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en la ox>mptanf sur l'axe normal A. Mais elle a atissi pour expression
-7— cos 0 -i- — ^ sin 0 = — A* (;r cos 0 -î- y si» ô)
— V (î/ cos 0 — X m\ 0) — XV .«in 0. On a X =: r, cos 0, y = r, sin 0, don< il vient
i- = — X*r, — >sV sin 0,
Vitesse ce qui s'écrit encore .tlu point lie
cyiiLict. ^ _ i- — . _Jl
^ ^ r t\~^ V sin 0
Dans celle formule, r, r^, V, 0 sont connus; elle nous donne X, et par suite nous fournit la vitesse relative du point de contact P sur la c<^url)C enveloppée G.
Cherchons maintenant Vaceél'éi'ation absolue du point P; relie accéléialion est donnée par les formules î;énérales
n i ' dt éi-
J,.,v = — 6> V — 0)'»/ -H w JC + 2(0 jj + 77?*
,. , dx . <<// . , . , d'.r, d- >i
Hcmpla'ons — - par — av, -t- paJ' '^«^ et de menu' -r-r» -r-r P-'^i'
leurs valeurs (Ô); il vient
J„.,; = — w'x — 0)'// — 2(.) A.o — a'.c — V if
= — ((.) -h hfx — ('.)' + \')y ia,f =: — u)V — oj^y 4- 0/ .c — 2w/v. »/ — \-y -1- >.' u: ~ XV
et Ton aura, pour la vitesse absolue,
dx ,
Va, = — (01/ 4- — == — (U) + X)J/,
dn ,
La pr(>jection de raccéléralion abîroluc fcur l'axe A normal est é^ale
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à l'ucfiélérafiou normale prise avec son sig^ne sur cet axe, Ov.,)'+av,)'_(to-4->0*r»^
c:tr p — r, r<?présente le nonibi-e qui mesure sur l'axe A le rayon de courbure de la coiube enveloppe (C). On aura une seconde expression de la projection de l'accélération lolale en projetant sur A les composantes Ja,„ Jc.'j de cette accôléralion :
h.s cos 0 H J^,, sin 0 = — (o) + X)* t\ — (w -4- X) V. sin 0,
en tenant compte des relations
X r= r, cos 0, y = r, sin 9.
Il vient ainsi
^ — - = — (w + A)' r, — (o) + a) V sm ô
ou encore
Retranchons membre à membre les équations (6) et (7), il viendra,
le.) puisque - = r^i
p î* /c sin 0
Considérons le point M, centre de courbure de la courbe C; la fi^rmule que nous venons d'o]>tGnir, rapprochée de la formule (i) nous prouve que le point }>, que nous cherchions est le centre de courbure do la trajectoire du point M. De là ce beau théorème :
Quand une courbe C se dép'.ace dans son plan, le centre de coicrhure de son enveloppe coïncide avec le centre de courbure de la trajectoire' du centre de courbure de la courbe C.
Cette proposition, comme celles que nous avojis déjà obtenues, peut s'établir par la géométrie; mais la généralité des formules, en ce qui concerne les signes, exige alors certaines précautions qui rendent la démonstration géométrique rigoweuse moins simple que celle à laquelle nous nous sommes arrêtés.
La formule de Savai^ a, comme on vient de le voir, une grande portée puisqu'elle fournit à la fois les centres de courbure des trajectoires deç points et cetix des courbes enveloppes.
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Défitiilion Nous allons chercher une interprétaJiou de la quantité k qui figure
goomctriquc iinns celte formule.
paramètre A.
Appliquons au mouvement absolu du centre instantané les formules gt-nérales qui fouinissent l'accélératiou. Les formules fondamentales
ai ar
at at
news donnent, en faisant t = .r,, ?/ =: »/,,
Mais on a
il reste donc J'.-x = -^ ' J«.. - - «"V 4- 2,oV + -^ _ ,0 V H- -^ .
La première équation nous montre que raccéicrai ion tan^-^entielle absolue et l'accélération tan^entiellc relative du centre instantané sont égales, co que nous savions déjà, car les vitesses absolue et relative
étant l'une et l'autre égales à Y, — sera la valeur commune des deux
accélérations langentielles.
Soient 0^, 0,,, les centi-es de courbure des courbes I,et I,, et Ry. R„. les nondnes qui mesurent les segments 00, et 00,,.; R,et.R,„ sont les rayons de courbure de I,-, J^ pris avec leurs signes sur l'axe Oj/ normal à la fois aux deux courbes et faisant avec Ox un angle po-^itif de 90". La projection de l'accélération totale absolue sur Oy est
la projection de l'accéléralion relative est
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d*y L'équatîon J« y = wV 4- -r^ nous donnera donc
d'où (8)
formule rî^ourci(sdm<?nf grén^frale, si l'on tient compte des signes conformément aux (xjnventious faîtes {^).
S^. Il est aisé maintenant de construire la formule de Savary.
/L Si par rotilion d'un anyj ^Jjr^ gle Q, Ox vient s'appliquer
sur l'axe A, Oj/ vient en même temps s'applitpier sur un axe OA' rectangulaire avec A. Prenons OA, OA' pour axes de coordonnées et soient
(MOJ
Fiq. 4G. les équations des droites
M0,„, '/.Of rapportées à ces axes. Les coordonnées de 0„„ Oy sont (R^ siu 0, H„, cos 0) (R; sin 0, R/Cos ô), et en exprimant que ces coordontiées vérifient respectivement les équations précédentes, on trouve» a
sin 0 cos 0 1 sin 0 cos 0 1
T" "îr~R„' *7~ V"~R/
d'où, en retranchant membre à membre,
k R/ R« Vp *•/ \M «V
(*) On pûuimit être tenté de démontrer cette formule en appliquant aux couilx?» Im a I/le thé()tèiA« relatif aux enveloppes, puisque 1/ est une branche de l'enveloppe de Im- Mais ce théorème a été déduit des formules (6), {!) qui «apposent )' différent de Zt'ro. On pourrait donc émettre le doute qu'il soit applicable aux couibeH ]/, Iw. Il n'en est rien sans doute, et ces courbes ne font pas exception; m«is un raisouneuient direct étuit nécessaire {lour le démontrer.
Secondi^
construction
de la formule
de Savary.
En rapprochant de la formule de Savary on voit que te' = te.
Aussi les droites M0,„, j;,Oy se coupent en un point H situé sur la perpendiculaire élevée en O à la droite 0 M. De là, la construction suivante du centre de courbure de la trajectoire d'un point M lié à la (i'^m'Q mobile :
On joint M au centre instantané 0 et au centre de courbure de la roulette mobile 0^, on prend le point H de rencontre de M0,„ avec la perpendiculaire en 0 à OM et l'on mène la droite HOy-; cette droite coupe OM au centre de courbure [>. de la trajectoire du point M.
Cette construction fait intervenir les centres 0,,, 0^; mais la formule de Savary ne contient cependant que la fonction
des rayons de courbure des roulettes.
Si l'on modifiait 1rs deux courbes ï^, 1/ de sorte que - conservât
à l'instant considéré sa valeur, les centres de courbure des trajectoires resteraient les mêmes, du moins pour l'instant considéré.
Soit sur Oy \e point K dont k est l'ordonnée. Une première hypothèse consiste à supposer que la courbe I„ se réduit à la droite Ox, alors ou pourra prendre pour I/le cercle dont K est le centre, comme
le prouve la formule
I-ig
OÙ l'on fait ; — =0. Alors 0„est à
l'infini sur Oj/ etO^esten K. La construction précédente s'applique. Il faudra joindre le point mobile M à 0„, c'est-à-dire mener M H parallèle à Oy jusqu'au point de rencontre II avec la perpendiculaire en O à OM.
On joint ensuite le point H au jioint Oj ou K, et le point do
rcnc/>ntre ;x de cîtle droite HK avec; OM est le centre de courbure cherché.
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On pourrait, au fontrairp, supposer, que c'est la courbe I^ qui a été réduite à la droite O.f-, alors ï„, sera réductible à un cercle dont le cxMitre sem le point K* symétricjue du point K. Dans ce cas O^est à l'infini sur Oj/, 0,^ est en K'; pour construire le point ;j, joijvnons le point mobile M au point K', prenons le point de rencontre H de MK' avec
ri>j. is.
la perpendiculaire en 0 à OM et menons H^ paialièle à Oj/, le point ;a où cette parallèle coupe OM est le centre de courbure cherché.
La correspondance des points M, [j. sur la droite A est une homographie; mais c'est une homographie d'espèce particulière, car les deux points <loubles propres à toute division homographique sur une droite sont ici confondus et confondus avec le point 0 (*).
(•) Dans le plan la transformation qui fait passer du point M au point jjl est une tranefonnation bi-ratiotmeUe quadratique. Désignons par œ, y les coordonui'cs de M, par î, r, celles de (a, on a
hyx
«t l'on en dé<luit, en résolvant en j», y, iït,
Au point de vue métrique il y a dans toute homographie entre les pctints d'une droite deux points remarquables, celui qui correspond au point à Tinfini de la droite et cehii auquel correspond le point à rinfini.
Cen\« 52. Clieithons d'abord le point M pour lequel le point •/. est à l'in-
ilos iitikfsions. fmj j j^ trajectoire du point M ayant son centre de px)urbure à rinfuii, ce point M sera un point d'inflexion sur sa trajectoire.
ï^ troisième construction du point ;j, nous prouve que le point ;a sera à l'infini lorsque la parallèle H;x à O/y sera elle-mèuie à l'infini; K' H doit donc être parallèle à A' ou perpendicuUiire à A. On voit ainsi que l'angle OMK' doit être droit et le liou du point M, quand A tourne autour de 0, est le cercle décrit sur.OK' comme diamètre. Ce cercle a reçu le nom do cercle des inflexions; il est le lieu des points de la figura qui, à l'instant considéré, sont des points d'inflexion sur leurs trajectoires.
s,.ns ^^t>it A le point autre q>ie le point 0 où Taxe A coupe le cercle des
de la cjucaviu'. inflexions; désignons par r^ la valeur correspondante de »•; puisque p = « pour )• = jv, on a
^^ <•« ~" k sin 0*
donc pour un couple quelconque de points M, «jl on peut écrire
sin
ou encore
Centrt s de
courbure
dc'S eiiveloppi's
(Je droites.
ÎÇ^ on voit ainsi que les segmenta
Fig. 40. M'/, et MA ont toujours le
môme sens; autrement dit, la concaiùlé de la tmjectoire d'»oi
poiut M est toujours tournée vers le point A où la normale à la
trajectoire coupe le ceèxle des in/lexio)is.
Cherchons maintenant quelle est la limite du point ;a lorsque M s'éloigne à l'infini sur l'axe A. Nous devrons faire »• = x> ; soit p. la
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valeur correspondante, et ^ le point correspondant sur i; on a
p, "^ A: sin 6 "" r.
ce qui pitnive que ^ est le syniétriciue du point A par rapport au centre instantané 0. Le lieu du point ^ est le cercle .symétrique du cercle des inflexions; il est décrit sur OK connae diamètre.
Ce cercle possède une propriété importante qu'on peut énonrer comme il suit:
Le cercle décrit sur OK comme diamètre eut le lieu des centres de courbure des enveloppes des droites de la figure mobile.
Soit, en effet, D une droite de la figure mobile et (D) son enveloppe.
Menons un axe A par le point 0 normalement à D; le point P où A coupe la droite D est le point de contact de la droite l) avec son envelopj>e (1)).
Or, pour avoir le centre de ctiurbure 51. de celte courbe enveloppe, il faudra chercher le centre de courbure de la trajectoire du centre de courbure de D; comme ce dernier est à l'inllui sur A, il faut en conclure que le point 7. cherché est le point ^ (jui correspond à l'infini sur la droite A. Le théorème est donc démontré.
On reconnaît que le même point ^ correspond à toutes les enveloppes des droites parallèles à la droite D et qui font partie de la li^Mire mobile. Cela n'est pas surprenant, car il est évident que deux droites parallèles qui restent à une dislance invariable l'une de l'autre ue peuvent (ju'envelopper des courbes parallèles. O-ic'p Considérons en particulier celle des parallèles à la droite D qui
» rclMoussc- passe par le point p, ap(>elons D' cette parallèle. Le point ^ est tout à la fois le point oii D' touche son enveloppe (D') et le centre de courbure de (l)'); c'est dire que la courbe enveloppe (D') a un point de rt'b»"oussemont au point ,9.
On ne manquera pas d'observer que la droite D' passe au point K; on a donc ce théorème :
Les droites de la figure qui, à Vinstant considéré, touchent leur enveloppe en un point de rebroussement concourent toutes au point K, et le lieu des points de rebroussement relatifs à ces diverses droites est le cercle décrit sur OK comme diamètre.
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Pour ce motif on donne à ce r^rc'e le nom de cercle des rebrouS" scmenls.
Élude 53. Gomme application des méthodes que ncus avons suivies
des iiajectoires jusqu'ici, je vais montrer comment on peut étudier les trajectoires T.ùsiiia'^e ^*^ points de la figure mobile dans le voisinage d'une position partidun point, culière.
Nous avons délini au n^ 21 les accélérations d'ordre sui>éricur. Los formules de Bour peuvent être étendues au cas des accélérations d'ordre quelconque.
Soient, en effet, J^,,, Ja„, Ja,i 'es projections sur les axes mobiles de l'accélération absolue du premier ordre. Menons par un point fixe (^p î/i» ^i) im segment équipollent à l'accélération du premier ordre; soit U l'extrémité de ce segment. La vitesse absolue du jwint U est l'accélération du second ordre. En appliquant les formules générales relatives aux vitesses et tenant compte de la fixité du point ar,, y^, r,, on trouvera, par le même procé<lé qui a donné les équations de Bour, les projections de l'accélération du second ordre :
T' T T . ^ ^•'' Ja,x = <Z Jn,> '• J-.» -i JT- »
J«, » ^ »• Ja,x — P ^n,z H Vj- »
dt
On pourrait généraliser et étendre aux accélérations des autres ordres.
Montrons comment on peut ainsi parvenir à une première étude des points de rebroussement dans les trajectoires. On aura ici, en s'en tenant à l'accélération d'entraînement,
T- T dh,r h,x = — (0 Jt,y H -rr '
r _ _L T .^^'y dt
Or, OU a trouvé avant toute simplification due au choix des axes
J..« = 5' — wr, — b>'y — w'ic, J,_„ — r/ + wÇ -+- w'ac — tù*y.
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d'où se déduisent sans peine pour J^„ JJ.^, les valeurs
Jé,:t =z l* — 2wr/ — w'tj — w'ç — 3un,i'x — (w' — w*)î/, j;, = ■»)'-+• 2o>^' -I- «'5 — w'tj — 3o)w' y ■+- (t./ — w')a;.
Introduisons ici l'hypothèse que l'origine est le centime instantané et Ox la tangente aux courbes I„, I, ; on a vu que
Il vient alors
iV,,= — o)î/, i\g = tùXf
it.x = — w' y — w*a;, J, j, = Tj' -f w' dî — w'y, j;, = (;' — 2wt3') — 3wo>'x — (w* — w') y, J^y = T* — 3wu)' t/ 4- (w* W')3C.
Rapportons les courbes trajectoires à des axes fixes qui, à l'instant considéré, coïncident avec les axes mobiles Oaî, Oy. On aura, en appelant X, Y les coordonnées du point M au bout du temps f ,
Or, on a
x; = — wt/,
Yô = WX,
XJ 5= i^,t,
il vient donc
Posons alors
il viendra
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OÙ l'on aura
A = x Je,x + y J,.»= V •!/ ~ «•>*(«' + y')= — wV. y — w*(x* + »/'),
B =0; j;, + y j;,„ =:(^' — 2wV)3c -H r/ y — 3w(.)' (ic' + y'),
C = — y V,.* + aj V,, y = w (05* + j/»),
D= ~ y Je,x + œ Je,, = to' (x' + y') -4- iq'x,
E=— y C H- 3C j;,, = — (I' — 2wr;)y -+- r/x + (w' — u)*)(œ« + y').
Les quantités A, B, C, D, E n'étant pas nulles en général, on voit que les courbes seront tangentes chacune respe* tivement à la droîle X, = 0. Si A = 0, on voit que la tanjçenle X^ rr: 0 a avec la trajectoire du point M un contact du second oixJre; et en effet le point M (.r, y) est alors sur le cercle des inflexions.
Si l'on suppose le point M pris justement au centre instantané, on trouve
et Ton voit que, dans ce cas, le point M est un rebroussement de première espèce sur sa courbe trajectoire; Oy est la- tangente de rebroussement, et, par rapport à Oo;, la courbe est du même côté que le point K', car le terme principal de Y est
Cherchons dans quelles cx>ndilions d'autres points de rebroussement pourront exister pour les trajectoires.
Il faudra que C puisse s'annuler pour d'autres points que le centre instantané, donc u = 0. Cette condition, jointe à celles de $ = 0, t, ■= 0, que l'on suppose déjà, exprime que la vitesse d'entraînement est nulle dans toute la figure à l'instant considéré. La figure passe
par une pobUion stationnaire, - est nul et les roulettes ont à cet
instant un contact du second ordre, car R/ = R.. Les équations du centre instantjiné
6)dC, -f- TJ = 0, u)»/„— ;=:0, différentiées deux fois, donnent
w' Xj 4- w r; + r/ = 0, «.»' i/o + w vi — ;' = 0,
ta'x^ -¥■ 2u.' J't + war; + r,' = 0, m' U^ + 2q' y; -h w yj - ;' = 0.
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Or, ici on a ^ = r, =■ x^ = j/^ = j/^ =r 0, x'^ ■= V, il ou résulte (puisque o) ::= 0)
On trouve alors
A = 0, R = — 2w' V. //, C nr 0, D =- w' (x» -4- y»), E r= — 2w' V. u; ^ (.)' (.X» + if),
Dans ce cas, tous les points de la figure sont des points de rebroussement de première espèce sur leurs trajectoire;. Mais si l'on suppose le point mobile pris sur la tangente O.r aux courbes I,„, I,le terme en f* disparait <le X^, car »/ = 0, et l'on constate alors que la courbe présente un rebiwissement de seconde espèce.
Voyons ce que donne le point qui coïncide avec le centre instantané dans ce cas. Les forniule!= (0) où l'on fait w =0, ;" = 0, ^' r= r/ = 0 se réduisent à
où X n'est pas nul ; on constate qu'il n'y a plus de rebrousseinent pour ce point.
Si d'antres siri;^ulavités se présentaient, la méthode précédente s'y appliquerait encore avec farilit*».
Théor«>ine S4. Dans certains cas on se donne un point et sa trajectoire ou relatif une courlwî G et son enveloppe. Le centre instantané une fois trouvé, a«pom . 1^ détermination des courbures dépend seulement de la connaissance soit du point K soit du point K' »
Le tbéorème suivant permet, dans plusieurs cas, d'arriver aisément à construire le point K' :
TiiÉORÈME; — Le point K' a même puissance par rapport an cercle qui a pour centre un point M de la fiyura et qui passe au
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centre instantané, et par rap2)oH au cercle décnt sur le rayon de courbure M;;, comme diamètre.
En effet, le cercle de centre M, qui passe au point 0, a pour équation, X, y étant les coordonnées de M,
X« + Y» — 2xX — 2y Y = 0.
La puissance du point K' (0, — k) est donc égale à
/v' -h 2ky.
Appelons ç, r^ les coordonnées du point ;a, l'équation du cercle déciit sur M;/ comme diamètre sera
X' + Y' - (; -t- jc) X - (t; + y) Y + |x -+■ v;y =0;
la puissance du point K' par rapport à ce œrcle est donc
Or, on a
X y r et
p r fc sin 0' en se souvenant que x ■=. r cos 0, y = r sin 9, on en tire (*)
Ay
Il en résulte
fc' + (ï3 + y)^ H- ?x-f- r,y ^^_, ^ 2fct/(./;'-Hy» + A'y)
a' -h T/» + ky — k*-\-2kyy
ce qui démontre le théorème.
Contre des ^5. Nous avons trouvé pour expressions réduites des projections nccéli ratiojis. de l'accélération d'entraînement :
J = — urx — (o'y, «Ty =: — ta* y + u' ce — lùV.
(') Page VS\i noie.
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Si l'on chorclio lo conlro ries ncciMc rations, c'est-à-dire le point flonl racfélératioii totale est nulle, on trouve
La quantité k no dépend que des éléments géométriques du moii- Tement, des rayons de courbure des courbes I|> I„, et nullement de la rapidité avec laquelle on fait rouler ces courbes l'une sur l'autre; tout ce qui concerne \e^ courbures des trajectoires est indépendant de la \o\ du mouvement, mais il n'en est plus de mémo du centre des
accélérations, il dépend ào — ,» qui varie selon la rapidité du roulement <\e I,„ sur I,-.
PU au cenUv. Le centre des acc(Mérations est toujours sur le cercle des indexions.
**''^ Ce cercle est, en eIT»it, le lieu des points pour lesquels le centre de
••(•fléialions , , . . t.- /^ • ■,■ ■
lari.! laîui.tu <''>"'""i'G dc la trajectoire e^l a I infini; or, dans ces conditions,
entps varie, l'accélérafion normale est nulle. Le cercle des inflexions est donc le
lieu des points dont l'accélération normale est nulle. Pour le centre
des accélérations, l'accélération totale est nulle; il en est donc de
même de l'accélération normale, et, par suite, le centre des accéléra»
tions est sur le cercle des inflexions. Or, ce cercle est indépendant de
-s» c'est-à-dire de la loi du mouvement, donc si Von fait varier la
loi du mouvement, le cercle des inflexions est le lieu du centre des accéléra tions.
C'est ce que l'on constate encore en éliminant — entre les équations
précédentes; on trouve ainsi
.x' + y- -\- îi </ - - 0.
«Il Jes (M.infs On vient de voir que le cercle des inflexion-s est le lieu des points
•Joiit dont l'accélération normale est nulle; on trouvera facilement quo le célét-a'ioa ,
Dgciiliolleest ^*^''''^ nulle.
(•*' + 'f) —kx — Q
est le lieu des points dont l'accélération langentielle est nulle.
Ce cercle passe au centre instantané et eoupe à angle droit le cercle des inflexion?; il dépend de la loi. du temp-s. Le point autre que lo
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centre instantané on il coupe le cercle des infl<?xions est précisément le centre des acc*Hérations (').
Le lecteur prouvera de môme que le lieu des points dont l'accélération totale a une valeur donnée est un ceicle concentrique au ceuli'e des accélératinng.
Notons enfin que si 1*01» transporte l'origine au centre des accéléralions, les formules deviennent
Jj. = ~ w'r — w' y, J„ = — w' 2/ + w' a?,
en sorte que :
Au point de vue des accélérdtiona tout se passe comme si la figure plane tournait d'une façon continue autour dti centre des accélcè'utions, avec lavitesfie angulaire vtiriahlc to.
(') Il CRt bon de faire remarquer que si la vitesse nnfrulaire est, constante, le lieu (les poiuls dont raccéléralion tanpentielle est nulle serofluilàraxe()y. Lfjioiti'K' se trovtt aiorx eire le centre des arcéiérativnt.
aiAP. VII.
CHAPITRE VII
Exemples et développements sur le mouvement d'une figure plane.
50. Pour définir le mouvement d'une figure plane dans son plan on peut se donner les deux c<-mrbes ly, I,,, qui roulent l'une sur l'autre sans glissement ainsi quo la vitesse propre au centre instantané, ou, ce qui revient au même, la vitesse angulaire w. Cycloïde. Le cas le plus célèbre est celui du mouvement cycloïdal dans
lequel un cercle roule sans glisser sur une droite donn<5e. Un point quelconque de la circonférence de ce cercle déciit alore
une cycloïde. Le centre instantané 0 est le point de contact actuel de la droite et du cercle, et 0 M est la normale à la cycloïde engendrée par le point M. Ici R^rest infini, et R,^ est égal au rayon a du cercle roulant ; en sorte que le point K' est le centre 0,„ de ce cel^:le.
^^' ^^' Le cercle décrit sur
00^ comme diamètre est le cercle des inflexions. Pour avoir le centre de courbure ja de la cycloïde il est naturel Cinématique. 11
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d'appliquer la troisième construction de la formule de Savary. Le point H où M0;„ vient couper la normale en O au rayon vecteur OM est évidemment le point diamétralement opposé à M dans le cercle roulant. Ainsi, H est lié au cercle G comme le point M lui-même et décrit comme lui une cycloïde.
Maintenant, pour construire le point [x il suffit de mener II |>. parallèle à 0„,0 et de prendre l'intersection avec MO. Comme 0,„ est le milieu de M H, 0 est le milieu de M.\i. et l'on voit ainsi que [x est symétrique de M par rapport an centre instantané 0.
En outre, H[x est le double de 0^0 et est égal au diamètre 00, du cercle roulant. Le lieu du point n résulte donc de celui du point 11 par une simple translation égale et parallèle à 0,0. Si G' est le cercle symétrique de G par rapport au point 0, le point \i est lié invariablement à ce cercle qui roule sur la droite 0' B^ parallèle à AH. Le lieu du point \k est une cycloïde superposable à la première. La cycloïde se trouve ainsi êtie une solution de ce problème général traité par M. Puiseux : trouver une courbe superjHisable à sa développée.
Cycloïdcs Si l'on prend le point décrivant M à l'intérieur du cercle roulant G,
__ la trajectoire n'est plus une cycloïde propre- ^ ment dite, mais bien '^' '^ ■ une cycloïde raccour-
cie, courbe qui n'a pas de rebroussemenis, mais qui possède des points d'inflexion et qui serpente entre deux droites parallèles en se Hîproduisant périodiquement comme la cycloïde. Si le point décrivant est, au contraire, extérieur au cercle, on
obtient une cycloïde nllongéc. Gette courbe, qui se rcjdoduit périodiquenient, ^^' "*"* est dépourvue de rebroussc-
ments et d'inflexions; mais elle formé une suite de boucles comprises entre deux droites parallèles et ces boucles donnent lieu à des points doubles.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le Ibcorèuie suivant :
Si un cercle G roule sur une droite A d'un mouvement uni/onvê
laccourcif'S et allt'itiîéos.
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et si A glisse sur clle-mêine, en même temps, d'un mouvement uniforme, un point de la circonférence du cercle C décnt une cycloïdc raccourcie si A glisse dans le sens où roule le cercle, et une cycloïdc allongée dans le cas contraire.
Mouvement
tin ruouveineiit cvcloïJal.
Muuvenicnt
i-fiicycioidal
général .
57. Au lieu de faire rouler un corde sur une droite, faisons rouler une droite A sur un cercle C, nous aurons le mouvement inverse du mouvement cycloïdal; un poiut quelconque de la droite A décrit alors une développante de cercle. Par contre, un point quelconque lié invariablement à la droite A décrira la courbe que Ton obtient en portant une longueur constante à partir du point de contact sur la tangente à une développante du cercle.
Ce* combes : développante du cercle, cycloïde et cycloïdes allongées ou raccourcies, sont comprises dans une famille générale de courbes, à savoir celles que l'on obtient dans le mouvement épicycloïda' générai.
Le mouvement épicycloïdal général se réalise en faisant rouler sans glissement un cercle sur un autre; apj)elons G„, C/ ces deux cercles. Si C/ et C„ deviennent séparément des droites, on obtient les deux mouvements précédents.
Les mouvements épicycloïdaux se distinguent les uns des autres par la position relative des deux cercles roulants.
Si les deux cercles roulants se touchent extérieurement, on a le mouvement épicycloïdal proprement dit.
S'ils se touchent intérieurement, on a le mouvement hypoeycloïdal.
Quelques auteurs appellent aussi mouvement épicycloïdal extérieur celui que nous appelons épicycloïdal, et mouvement épicycloïdal intérieur le mouvement hypocycloïdal.
On appelle épicycloïdes les courbes décrites par les points de la circonférence du cercle roulant dans le cas du mouvement épicycloïdal. Les points intérieurs au cercle roulant décrivent des épicycloïdes raccourcies et les points extérieurs des épicycloïdes allongées.
On appelle hypocycloides les courbes décrites par les points de la circonférence du cercle roulant dans le cas du mouvement hypocycloïdal; les points intérieurs au cercle roulant décrivent d^s hypocycloides raccourcies et les points extérieurs décriveot des hypocyeloides allongées^
lîypocycloïde
à trois
nlirouï^sc-
iiicitts.
Ellipsogrnphc.
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Les épi- et hypocycloïdes, les épi- et hypocydoïdes allongées ou raccourcies sont généralement des courbes périodiques non fermées et transcendantes; mais si le rapport des rayons des circonférences fixe et mobile est un nombre commensurable, ces courbes deviennent algébriques et fermées.
Quelques cas particuliers sont célèbres.
Signalons tout d'alwrJ deux cas remarquables du mouvement hypocycloïdal : ceux où le cercle intérieur roulant a un rayon égal à la moitié ou au tiers du rayon du cercle fixe.
Si le cercle roulant G,„ a pour rayon le tiers du cen-le fixe, un point de la circonférence du cercle C,„ décrit une courbe algébrique célèbre du quatrième ordre et de la troisième classe, i'hyporycloïde à trois points de rebroussement. Les rebrousscments se produisent, conformément à ce que nous savon.*!, cbaque fois que le cenlre instantané vient en coïncidence avec le point décrivant.
L'iiypocycîoïde à (rois points de rebroussement possède de nombreuses propriétés métriques; en outre toute courbe du quatrième ordre à trois rebroussements est la perspective conique d'uni.' lîypocycloïde à trois rebroussements. Loi-sque le cercle intérieur roulant a im rayon moitié de celui
du cercle fixe, un point quelconque
de la circonférence du cercle roulant
engendre un diamètre du cercle fixe.
En effet, 0 étant le centre insiantané,
OMest la normale à la trajectoire du
point M; donc MO/ est la tangente à
celte trajectoire; elle passe par un point
fixe Ojy ce qui prouve qu'elle se réduit
à une droite MO/ issue de ce point. On
pouirait encore faire observer que le
^'3- ^^- point A où MO/ coupe le cercle fixe est
fixe, en remarquant que les arcs OA et OM des cercles fixe et
mobile sont égaux et que A est le point où vient le point M sur .
le cercle fixe quand il devient cenlre instantané.
Deux points diamétralement opposés de la circonférence du cercle
Fig. ôS.
de
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mobile décrivent évidemment deux diamètres rectangulaires du cercle fjxe.
Prenons aciuellement im point P quelconque dans la fijjrure mobile, joignons P au centre 0„ du cercle ûiobile et soient M, M' les points
où la droite O^P cou})e le cercle mobile. Les points M, M' vont décrire deux dioites rectangulaires, en sorte que nous sommes conduits au lieu suivant: Un segment MM' M — 3P — (jlisse sur deux droites rectangu- Fig. sr». lah'cs, trouver le lieu décrit par
vn point P pris sur ce segment ou sur son prolongement. Ce lieu est une ellipse. Soit, en effet,
M' P = «, PM = h, MTP' = «.
Appelons .v, y les coordonnées de P, on a (dans les triangles M' PP' elMPP')
X =: a cos a, y ^=^h si» a;
on reconnaît en même temps que « est l'angle excentrique du point P.
Il n'est pas nécessaire que Oa?, Oj/ soient rectangulaires, car au
lieu de mener par P un diamètre du cercle mobile on aurait pu
mener une corde arbitraire, PMM' dont les extrémités MM'
auraient décrit deux diamètres non rectangulaires du cercle fixe.
On a construit d'après ces remarques un appareil destiné à décrire
l'ellipse et appelé elHpsographe ou compas elliptique.
Il est îissuroment très digne d'intérêt qu'une des trois sections coniques, l'ellipse, fasse partie de la famille des hypocycloïdes.
Considérons le mouvement inverse du précédent, c'est-à-dire faisons rouler un cercle sur un cercle intérieur fixe de rayon moitié. Tout diamètre A0,« du cercle mobile va cou(>er le cercle fixe en un point fixe A, cela résulte du raisonnement inverse de celui qui a été fait plus baut. Le lieu
Fig. 56.
T'odairps de corde.
466 IIÇONS DE CINÉMATIQUE.
d'un point P sera donc une conchoïde du cercle fixe relative an point fixe A où P0„, coupe ce corde.
Parmi les courbes rem.ii'quables auxquelles donne lieu le mouvement épicycloïdal on doif citer les podaires de cercles.
On obtient ces courbes en faisant rouler extérieurement sur nn cercle C un cercle égal C; tout jx>int lié au cercle C engendre une potlaire de cercle.
Description
ginèriile lies p«) taircs.
Général ion des causlir|iio.o.
58. Ce résultat peut élre généralisé. Considérons, en effet, deux courbes C, C tangentes en un point et symétriques l'une de l'autre par rapport à la tangente en ce point.
Si Von fait rouler sans glisser C sur C, il est visible que, à chaque instant, la courbe C est la symétrique de la courbe C par rapport à la tangente A en leur point do contact; de là résulte que toute figure F entraînée par la courbe C est à tout instant la symétrique par rapport à la tangente 1 d'une figure fixe F' liée à la roui])c fixeC.
En parliculicT, un point M lié à la courbe C sera à chaque instant symétrique par rapport à la tangente A à la courbe C d'un point fixe M'. Donc, les trajectoires des points liés à la courbe C sont les lieux des symétriques de.^ divers points M' du plan fixe par rapport aux tangentes de la courbe C. Or, il est visible que ce lieu est la podaire par rapport au point M' de la courbe G' transformée homotbétiquement dans le rapport 2, M' étant le pôle d'homothélie.
Considérons une cuurbe F liée à la courbe G et entraînée par elle; la courbe T est la syrnétrique d'une courbe fixe T', par^rapport à la tangente A, à la courbe G', au centre instantané 0.
Abaissons de ce centre O la normale OM sur la courbe F; le pied M de cette normale est un point où la courbe F touche son enveloppe. Or, ie cer« le qui a pour centre le point 0 et qui passe en M sera tangent à F : il sera aussi tangent à la courbe T' au point M' symétrique de M par rajiport à A. L'enveloppe de la courbe Y peut donc se di'fmir comme branche de l'enveloppe des cercles dont le centre décrit la courbe G' et qui sont tangents à la courbe V .
Si la courbe V se réduit à un cercle, son enveloppe est une développante de la caustique par réflexion sur la courbe C du centre du cercle (jui constitue alors la courbe V .
A l'occasion des systèmes articulés nous aurons à examiner un cas
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particulier des mouvements précédents, celui du roulement d'une conique sur une conique symétrique.
Cas où l'on se 59. Dans tous les exemples qui précèdent nous avons pris pour
. . , ." , point de départ les courbes roulantes fixe et mobile. On peut varier à tr.ij»!cloires de «^ *^ »
doux points, l'infini les données du mouvement.
Nous en donnerons quelques exemples.
Si l'on se donne les trajectoires (M), (N) de deux points M, N, les normales en M, N à ces courbes fournissent par leur rencontre le cenfre instantané de rotation 0, On peut en déduire souvent une définition géométrique simple des courbes roulantes ly, I„.. Mais il importe cependant d'avoir un procédé uniforme et régulier qui permette, dans tous les cas, de construire les éléments du second ordre. Pour cela, il suffit évidemment de connaître le point que nous avons appelé K'. Or, nous avons établi au sujet de ce point un théorème d'après lequel il a méma puissance par rapport au cercle de centre M qui passe au point 0, et par rapport au cercle décrit sur h le rayon de courbure Mij, de (M) comme diamètre. Le point K' est
f[ donc sur l'axe radical de ces cercles; il est aussi sur ra,\e radical
des cercles analogues relatifs au point N; le point K' se trouve ainsi déterminé. Alors OK' est la normale commune aux deux courbes roulantes, et de plus K' étant connu, on pourra appliquer la troisième construction de la fornmle de Savary pour trouver le centre de courbure de la traje<toire d'un point quelconque de la figure.
Le lecteur appliquera sans peine cette construction au cas d'un segment MN glissant sur deux droites ou bien sur deux cercles.
Il peut arriver aussi que l'on se donne l'enveloppe d'une courbe et la trajectoire d'un point.
la normale à l'enveloppée, en son point de cx)ntact avec l'enveloppe, et la normale à la trajectoire du point se coupent au centi-e instantané qui est ainsi déterminé.
Quant au point K', le point mobile nous fournira une droite, axe radical de deux cercles, sur laquelle le point K' doit se trouver. Kn second lieu le centre de courbure de l'enveloppe étant le centre de courbure dfc la trajectoire du centre de courbure de l'enveloppée, on se trouvera ramené au <as où l'on se donnerait la trajectoire d'un second point de la figure.
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De même si l'on se donnait les enveloppes de deux courbes de la figure. Les centres de courbure des deux enveloppes seraient les centres de courbure des trajectoires des centres de courbure des enveloppées; on serait donc ramené au cas où Ton se donne les trajectoires de deux points.
Exemples. — 1° Étant donnés dans un plan fixe P' un cercle fixe C de centre 0 et un point fixe A sur la circonférence de cercle, on considère un plan P glissant sur P', de sorte qu'une droite D de ce plan passe constamment au point A, tandis q\ihin point M de la droite D décrit le cercle G'. Trouver dans ce mouvement les deux courbes roulantes. (Licence, Paris 1883.)
Le centre instantané est le point I diamétralement opposé au
point M dans le cercle C, En effet,
MOI est la normale à la trajectoire
du point M, AI est la normale à
l'enveloppe de la droite MA (ou ]))
cette enveloppe étant considérée
comme un cercle de rayon infîni-
ment petit de centre A).
La courbe 1/ est donc le cercle C
lui-même.
Si l'on observe maintenant que,
Fig. 57. dans la figure mobile, le point I est
à la dislance constante MI = 2R (R rayon du cercle C) du point M,
on voit que la courbe I^ n'est autre que le cercle de rayon 211 qui a
M pour centre.
Nous avons déjà vu plus haut que, dans ce mouvement, tout point
du plan P décrit une concboïde de cercle. On trouvera alors aisément,
soit par application de la formule — =•-» soit par application
des constructions précédentes que K' est le symétrique de M par rapport au point I.
Le centre des accélérations sera fourni par les formules
Supposons par exemple que M déclive le ceâxle G' d'un mouvement
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uiiiforine. La vitesse de M est, puisque I est le centre instantané,
si elle est constante, u est constant, co' est nul et les formules donnent
a; = 0, y = — . fe,
en sorte que le point K' est justement le centre des accélérations.
2* Un segment de droite AB de longueur invariable se meut en restant tangent à un cercle fixe C tandis que son extrémité X décrit une tangente fixe T de ce cercle. Trouver les courbes rouîanteSf etc. (Besançon, 1884.)
Soit M le point où AB touche le cercle, le centre instantané I est sur la normale OM; il est aussi sur la normale AI en A à la droite T
D Fig. 58.
que décrit le point A. Cela posé, on remarque que le triangle 01 A est isocèle ; en effet,
angle lAO = | — angle OAT
= ^ — angle O A M.
Or, Tangle MO A a évidemment celte même valeur. Donc ÎO = lA. Dans le plan fixe le lieu de I est donc une parabole dont 0 est le foyer et T la di lectrice.
Menons par 0 la droite OD parallèle à AB et regurdons OD comme une droite liée invariablement à la figure mobile, la relation 10 = 1 A prouve que le lieu du point I dans la figure mobile est une parabole dtint A est le foyer et OD la directrice; ces paraboles sont égales, c<ir la distance de A à OD est égale à la distance de 0 à T. Quand AB vient s'appliquer sur la tangente T, les deux paraboles sont tangentes en leurs sommets, nous avons donc un mouvement dans lequel une parabole roule sans glisser sur une parabole égale en lui restant symétrique par rapport à la tangente commune.
Tous les points de la figure décrivent alors des podaires de parabole.
La droite T, lieu du point A, est, en partic.uli.^r, la podaire du foyer, (;'est-à-dire la tangente au sommet d'une paiabole de paramètre double de celui des paraboles roulantes.
Le point K' est ici très facile à construire. Quand deux courbes symétriques roulent l'une sur l'autre, on a
et par suite
d'où k =- \\y. Donc K est le milieu du rayon de courbure de I^ et
K' le milieu du rayon de courbure de I,,.
Or, dans la parabole, le milieii du rayon de courbure est le symétrique, par rapport au point de la courbe, du point où la normale coupe la directrice. Il en résulte ici que K' est le point de rencontre de la droite T avec la normale en I aux roulettes, c'est-à-dire avec la )»aralléle menée par 1p poini 1 ù lu droite OA.
GO. Dans d'autres cas, au lieii de 8<» donner les roulettes et les iiajtcloires ou enveloppes de points ou courbes de la figure, on peut se donner des conditions «onduisan! à des équations différentieiles.
Tel est le problème suivant :
3» Quelle courbe faut-il faire roider sur une droite pour qu\in point M dé la figure décrive wœ circonférence de cercle? (Paris, 1893.)
Soient C le centre du certle et A, B les points où lo cercle est coupé
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par la droite donnée. Abaissons de G h perpendiculaire «nr A^; appelons D son pied et soit E l'extrémité du rayon CD. Quand le point mobile vient de la position E à la position M, qu'il occupe à un instant donné, le segment ED, supposé entraîné dans le mouvement, vient oœuper une position MX, et la droite MN coujie le rayon CE en un point H. L'angle MUE est l'angle dont a tourné le segment E D pour venir en M N.
Appelons I le point où, lorsque le point mobile est en M, la roulette mobile loucbe la droite fixe AB; le point I est le point de rencontre dé^ AB avec la normale CM à la trajectoire du point M. Rapportons la roulette mobile à des coordonnées polaires dont les éléments de référence seront, naturellement, liés à la figure mobile; ainsi MN sera l'axe polaire et M le pôle des coordonnées; M I = r sera le rayon vecteur, et 6 = NMI sera l'angle polaire. L'angle AIC est celui de la tangente à la courbe avec le rayon vecteur, donc
tang A1C=:
rdd dr
— taniï CID =
cotglCD.
Or, en appelant h la distance CD et a la distance CM, on a IC^a — r,
d'où
h -VA) On en lire
d'oi^, enfin,
IC. cos 1 G D = (a — »•) cos I G D
coIl'ICD =
quadrature facile à effectuer.
Si b -«c a, c'est-à-dire si la droite coupe le cercle, r devient nul quand M vient en A ou en B; mais 0 devient alors infini. On conslale que la courbe roulante se comjwse de deux branches symétriques par rapport à la droite MN et asymptotes au point M. Quand l'une des branches se déroule sur DA, le point M décrit Farc EA du cercle; mais M ne peut arriver eu A qu'après une infinité de révolutions de la courbe roulante. La branche symétrique, en se déroulant 8«r DD, permet de décrire dans l«s mêmes conditions l'arc EB du ceix^le.
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Ou discutera sans peine le cas où l'arc de cercle décrit est plus grand ({u"«mc demi-circonféreuce et celui où la droite ne coupe pas le cercle.
Le centre insfaniané s'éloigne à l'infini quand le point M vient aux extrémités du diamètre parallèle à la droite donnée.
4<» Deux courbes C, C sont symétriques par rapport à une ih'oite \ perpendiculaire à une de leurs tangentes communes, T. On fait roider sans glisser C et C sur la droite T, de sorte qu'elles demeurent symétriques par rapport à A. On demande de trouver les couê'bcs roulantec dans le mouvement relatif de G par rap' part à a , (Paris, iSdS.)
Le mouvement de G par rapport à C' résulte du mouvement de G par rapport à la droite T et <lu roulement sans glissement de T sur C'.Ce dei-nier mouvement constitue le mouvement inverse du mouvement de C par rapport à T. La vitesse d'un point P entraîné par la cmnixî C sera donc \a différence géométrique entre sa vitesse «lans le rouleuH nt de C sur T et la vitesse qu'il aurait dans le roulement de C' sur T, s'il était lié à C' .
Le centre instantané cherché doit avoir une vitesse nulle dans le mouvement de C par rapjwrt à C' ; donc il doit avoir la même vitesse dans le roulement de C sur T et de G' sur T. On en peut conclura qu'il est à chaque instant au point de rencontre de Taxe de symétrie A avec la tangente T. Les courbes roulantes sont donc deux développantes des courbes C, C', développantes qui .sont tangentes au point I à la droite A et toujours symétriques par rapport à cette tangente commune. Nous reproduisons donc un mouvement qui nous est bien connu. Les points où G', C touchent la droite T sont justement les centres de courbure des roulantes I, et I„,.
5'^ Traitons encore le problème suivant :
Une droite OU tourt\c dans un plan et avec une vitesse angulaire constante w autour d'un de ses points 0 supposé fixe. Un cercle C roule en mcmc temps sans glisser sur la droite OD avec une vitesse angulaire constante ^,)^. Ce cercle entraîne une figure plane qui glisse sur le plan fixe. On demande de trouver les deux courbes fixe et niohile, qui roulent l'une sur l'autre sans glisser. (Paris, 1894.)
Appelons P le point où le ceicle C louche la droite OD à l'éptMjue f, et supposons qu'à l'épcqtie initiale le point P soit au point O, ce qui
CHAP. VII. — EXEMPLES ET DÉ\TI.OPPEMENTS
revient à choisir l'origine du temps; désignons par a le rayon du cercle. La vitesse du point P sur le cercle est égale à ao»!; celle vitesse est aussi celle du |x»inl P sur la droite OD, car elle représente la vitesse propre au centre instantané P dans le mouvement relatif du cercle sur la droite OD; nous aurons donc
Le canfre instantané qui correspond au mouvement absolu de la figure plane doit être tel que sa vitesse d'entraînement dans le mouvement de la droite OD et sa vitesse relative dans le roulement du cercle C sur OD soient égales et opposées. Donc le point I doit être d'abord sur la droite OP, qui joint les deux centres de rotation. Si w et 6»^ sont de mêmes signes, il faudra prendre I sur le segment 0 P, de sorte que
ce qui donnera
IP.w
01=. ^'- -OPrr: ""''^ t.
Soit 0 l'angle qwe fait OD avec sa position initiale, on a
0 = wf,
donc
ce qui est l'équation en coordonnées polaires de la courbe fixe lieu du ccnire instantané; ce lieu est une spirale d'Archimùdc.
Soit, sur le cercle C, A le point qui est en contact avec le point 0 à l'instant initial. Je prends pour axes liés à la figure mobile 0, A qui joint AU point A le centre 0, du cercle mobile et un axe 0^y^ perpendiculaire. L'angle AO, P est égal à 0^ = w,f, et le segment PI, tangent au cercle en P, a pour longueur
Les coordonnées du point I sont donc
ac, = a cos 0, H 0, sin 0.,
j/j = a sm Oi 0, cos 0^.
(0 ■+• ti)|
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Ces équations définissent la courbe lieu du centre instantané dan'^ la figure mobile.
Si les rotations étaient de «lens contraire, le point I, au lieu d'être entre P et O, serait hors du segment OP. Les rosiiHats ptvcédents subsisteraient avec une modification insignifiante. 11 n'y aurait d'exception que si to el Wj étaient égales et de silènes contraires. Pour avoir la vitesse absolue d'un point de la ligurf nous aurons alors à composer deux rotations formant un couplo. Tous les points de la figure ont à chaque instant même vitesse et le mouvement consiste eu une translation continue. Il est du reste aisé de voir que la vitesse de tout point de la figure est dans ce cas perpendiculaire à la droite OD et égale au produit OP X w- II suffit, pour s'en rendre compte, de chercher la vitesse d'entraînement du point P. Tous les points de la figure décrivant des courbes égales, il suffit de chercher la trajectoire du centre 0, du cercle C pour les avoir toute?-.
Désignons par V l'angle OO^P, par r la distance 00, par l'angle de OOj avec une droite fixe, par exemple avec la position initiale de OD. On a
0 = «.)< + o,op == oe I- 1 — V;
d'un autre côté le triangle 0, OP donne
a =: >• cos V.
Observons maintenant que OjP est la tangente à la trajectoire du point Oj , on a d-nc
tang V =:= -,— »
dr
c'est-à-dire
tang V
r((o dt — d\')
a sin V ,,,
— ru ^^^ cos* V
ou encore
II) dt =. r-^-»
cos* V
et, par intégration,
«,> f = tang Y t^'àiia constante addilive, car \ et Y sont nuls en même temps.
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On a donc
cos V ' 2
équations qui définissent la trajectoire du point 0^.
Propriétés des aires.
61 . Soient A un point fixe et M un point d'une figure plane mobile dans son plan, le rayon vecteur A M engendre une aire que nous nous proposons d'évaluer.
Soient x^, y^ les coordonnées relatives du point A; l'élément de l'aire engendrée est le produit de dt par la moitié du moment de la vitesse du point M (a-, y) par rapport au point A, à savoir
2 j (x — x,) V, — {y~ ij,) V, j dt
= ) (waî 4- Yj) (x — a;,) 4- (toi/ — ^) {y — y^) \ — — dA^
en désignant par ,\> l'aire cherchée.
En développant on trouve
2 ~ ^ ti) (x» + l/) + (yj — MX^) X — (^ + wj/i) i/ -h Sy^ __ ^,^^.
Désignons par 6 l'angle dont Itniine !a figure, on a
O — iwdt;
posons en outre
2aO = — i (tj — wx,) dt>,
nous obtenons l'expression suivante de l'aire Jl),
.% = - [oc- -h y» — 2 ax — ^by + o]. Donc, le point A fix« élant donné, Vaùe balayée pat' le rayon
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vecteur AM est égale au produit de la moHU de l'angle dont tourne la figure par la puissance du point M par rapport à un certain cercle.
Le Heu des points dont le rayon vecteur eng-enclfe une aire donnée pour une amplitude déterminée du déplacement de la figure est, dès lors, un cercle concenlrique au cercle précédent.
Désignons par C le centre de ce cercle, par M un point et parl'w le cercle dé centre C qui passe par M. Les aires correspondantes à chaque point de ce cercle F», sont équivalentes; si l'on désigne par ^h l'aire correspondante au point M, l'équation du cercle Fu sera
5 (a;* -f- y» — 2ax — 25y + c) — X = 0.
Prenons un second point M' de coordonnées x' , j/', l'aire qui lui correspond a pour expression
.i' = ^ (x'» + î/'» - 2aa;' - 2/)j/' + c),
ce que l'on peut écrire
De là ce théorème :
La différence des aires balcuées par les ragons vecteurs de deux points M, M' de la figure est égale an produit de la moitié de l'angle de rotation par la j^nissanrc du point M' par rapport au cercle Fj,, lieu des points qui donnent des aires équivalentes à celle qu'engendre le rayon voclear du point M.
Théoièmo Le curieux théorème de Holdilch résulte immédiatement de celle
de llolJitch. propasition.
Considérons une tige MN qui glisse par ses extrémités dans une courhe G fermée convexe; un point M' de celle tige déciit une cour])e intérieure fermée comme la première. Après un tour complet les points M, N ont décrit la même courhe. Le cercle Fm, lieu des points, qui donnent des courbes d'aires équivalentes à l'iiire de C passe aussi par le point N. La différence entre l'aire de 1m courhe décrite par M et celle décrite par M' est égale, d'après le théorème
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précédent, à la puissance de M' par rapport à Tx, multipliée par
~- = Tc, puisque 2r est Tangle de rotation. Cette différence est donc égale à
où a, 6 sont les segments M' M, M' N.
Or, la différence de ces deux aires est
évidemment l'aire de la bande comprise
Fig.59. entre la courbe G et celle que décrit le
point M'. L'aire "Ktth de cette bande est indépendante de la forme
de la courbe C. En cela consiste le théorème de Holditch.
02. Soient A.B un segment de droite, A'B' le même segment dans
^B' une position voisine, 0 le centre instantané. L'aire élémentaire ba- L lavée par A B est Fig. GO. celle du quadrila-
tère AA'B'B. Cette aire est égale à la somme des surfaces <los deux triangles A'B'O, B'OB, moins celle df-s triangles ABO, A'OA,
AA'B'B = A' B'O-»- BOB — ABO — A'OA
Or, les triangles ABO, Â'B'O sont égaux, comme on sait; il reste
donc
AA'B'Br= VOA — B'OB.
Appelons r, r' les distances OA, OB, on a
A' OA = 5 f» w dt, B'OB = 5 r'« w dt^
d'où résulte
ijio = AA'B'B = 5 (r« — r") (a dt.
Soient C le milieu de AB, 6 l'angle OCB et 0 la distance OC; désignons aussi par a les distances égales CA, CB, on a
r* = o' + p* + 2ap cos 6, r" = o" + p' — 2ap cos 6,
C\nén\9>liq\M.
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d'où
r* — v'^= 4fe,2 cos 0, et par suite,
d,h = 2«pw co5 0 (H:
<.)c cos ô est la projection de la vitesse clii point C sur la perpendicnlaire H la ti^î^c. Supposons rpiune roulette ayant AB pour axe enrel^islre le ('èplaccnienl du point C compté normalement à AB. i^'oit d- le tk'placen;enl élémentaire ainsi évalué, on aura
(/; = o)p eos <).dl, et par suite
d'où
f'hjiiin frcs Si uu compteur permet d'évaluer la marche eflectuée par la rou- (loiares. lelte, on aura là un instrument permeilant dévaluer les aires. C'est le principe des plnninirtrcs polaires.
On fait décrire à l'un des points B un are de eerrie au moyen d'une bride; le point A décrit le contour dont on veut évaluer l'aiie. On s'arrange de sorte qu'après un tour complet lo point B ait décrit deux lois, mais en sens inverse, l'arc de cercle qu'il décrit; l'aire balay«*e parle segment AB se compose d'une partie positive et d'une partie uéj^àtivedont !a ditïérence, donnée par la leclnre do l'appareil, fournit l'aire du contour préposé.
Air^ halayé.« 03. On pout étcndiT l'ordre didées précédent en envisageant un
P^** segment variable AB; soit AH' imc position voisine; la surface du
vM-iabh quadrilatère ABB' A' représente encore la ditTércntielle dA> de l'air<"
balayée par le segment AB, on a dj' == triangle ABB' -i- triangle
B'A'Aou
'■IdA: =^ moment par j'ap|>ort à A de BB' + moment par rapport à B' de A' A.
Kn désignant par c^, v, les vitesses de A, B, on a
aT = 7^ . di, ÏÏu' =7^. dt.
On peut écrire en tenant compte du signe des moments et en
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observant que la différence entre moment»' A" A pI momentn A' A est un infiniment petit d'ordre supérieur,
f- -^ mûment^ v» — moment b . Vadt
Autrement dit, ic double de la déinvéc, prise par rapport au temps, de Vairc balayée par un segment variable AB, est égal à la différence des moments des vitesses de chaque extrémité pris par rapport à Vaulre extrémité.
Appliquons au cas où le segment mobile est celui qui joint le centre instantané I à un point M lié invariablement à la figure mobile.. Nous aurons
iè.
dt
momentu . Vi — momenti Vu
or, si p est la distance de M à la tangente commune aux deux roulettes et V la vitesse propre au centre instantané, on a
momentji Vi =z p.\.
On observera que h quantité x>, avec les notations du n° 49, aurait pour valeur p = r sin Q; la distance IM étant encore désignée par r.
La vitesse de M est wr, elle est normale à IM, son moment par rapport à I est donc ow', et l'on trouve ainsi
2 — =pV-u)*-».
Désignons par s Tare de la roulette I„, qui, du reste, est aussi égal
ds dt
h celui de la roulette ly, on a V = — » tandis que
il vient alors
''='^'(i-i)-(s;-irjrf-''
Uotvme Nous allonîi« tirer de celte formule le théorème de Steiner relatif aux Steiuer. ajpcs (jes roulettes.
Supposons que la roulette fixe se réduise à une droite, — sera nul
et l'aire balayée par I M dans un tour complet (on supposant que I„ soit une courbe ferméeconvexe) sera
J)ans jpds on reconnaît le double de l'aire A)q de la courbe I,„; nous pouvons donc écrire
Faisons maintenant rouler la courbe I„, sur sa syint'frique par rapport à une de ses tangentes, nous devons prendre alors 11/-= — lî,„ et la formule générale nous donnera pour l'aire balayée par le rayon I M dans ce nouveau mouvement,
Dans ce second mouvement le point M décrit une courbe fermée C, dont l'aire totale se compose de l'aire de la courbe I^, symétrique de I^, augmentée de l'aire balayée par le segment IM, donc l'aire (C) de la courbe G a pour valeur
(C) = 2Jb.
Observons maintenant que si l'on désigne par II la podaire de la courbe If par rapport au point M' symétrique du point M, la courbe C n'est autre que la courbe II amplifiée dans le rapport de 2 à i, si donc (n) représente l'aire de cette podaire, on a
d*où résulte
Aotre
théorème îrénéral.
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Si Ton remarque que II est la symétrique de la podaire de I^ par rapport au point M, on peut énoncer ce théorème :
5^t une courbe fermée I,„ roule sur une de ses tangentes, Vaire J^ balayée par le vecteiir qui joint le centre instantané de rotation à un point lié à l,^ est égale pour une révolution complète au double de Vaire de la podaire de la courbe I„ par rapport au point M.
La méthode que nous avons suivie conduit à un théorème de géométrie générale (*).
Considérons trois arcs de courbes finis ayant la même longueur, AB, A'B', A'B'j prenons sur eux les points M, M', M* tels que les
arcs AM, A'M', A' M' aient une même valeurs, soient — > ^» 5-, les
li/ K/ K/
courbures en M, M' , M' de ces trois arcs ; nous supposerons qu'on ait constamment
Dans ces conditions : Si Von fait rouler un arc quelconque CD ayant même longueur que AB, A'B', A'B', successivement sur AB, A'B' et A'B', les aires balayées par les segments qui joignent le centre instantané à un point M lié à Varc G D étant désignées pur X, X'y Ji'} on aura
On a, en effet, d'après la formule générale,
„ , r , rr^ds rr'ds
«1* r j, r^'ds rr*ds
i.V - 1,h - 2A' = -/r' g, - 1 - ^) d, = 0. II faut observer que dans ces formules Ry^ Bj, R/ ont des si?rnes
d'où
(>; Comptes rendus. Séance du 7 mai 18Di.
dépendant de la disposition de la concavité des courbes ly, I/, ï\} (ou AB, A' B', A'B") par rapport à la courbe mobile I„ (ou CD).
Supposons, par exemple, que l'on prenne pour AB et A'B' la même courbe, mais où les rayons de courbure seraient changés de signe.
Cela veut dire que dans un cas CD roule d'un côté de l'arc AB et, dans l'autre cas, de l'auti'e côté.
Examinons ce que devient notre théorème dans ce cas, on a
donc ~ = 0, ce qui veut dire que l'arc A'B* se réduit à un segment
li/ de tangente. On a donc ce théorème curieux :
Soient un arc quelconque CD et M un point qui lui est invariablement lié, on fait rouler CD sur un arc égal quelconque AB et successivement de part et d'autre de cet arc; la somme des aires balayées par le vecteur qui joint M au centre instantané est indépendante de Varc AB cJioisi et a pour valeur particulière celle que l'on obtient, par exemple, en prenant pour XB un segment de tangente.
Théorème
de Steiner
relatif aux
arcs.
Propriétés des arcs
64. Sloiner a donné un autre théorème relatif aux ares des trajectoires dans l'hypothèse d'une courbe I^ roulant sur l'une de ses tangentes.
Soient AB un arc fini de I„, AA', BB' les tangentes à I^en A et B menées dans le sens AB des arcs croissants, et soit enfin 1 la tangente sur laquelle roule l'arc AB; désignons par 6 l'angle variable de A A' avec l'axe choisi sur A dans le sens du mouvement du centre instantané. Au début 0 est égal à téro, quand A A' coïncide avec A; il devient ensuite égal à l'angle % de A A' avec BB', quand BB' vient s'appliquer sur A. Soient I le point de contact de I, avec A, M un point lié à I/et P le pied de la perpendiculoire abaissée de M sur A. L'arc élémentaire décrit par M est égal à r.d^^ en posant r = IM, donc l'arc fini décrit par M a pour valeur
rdd.
CHAP. VII
EXEMPLES ET DÉVLI.OI'I'EMENTS.
Considérons maintenant la même conrbe I„, le même point M et assujettissons l'angle dioit MPI à avoir un côté tancent à I„ tandis que l'autre ira passer en M. Le côté PI de l'ang^le droit, d'abord appliqué sur la tangente A A' à If, viendra s'appliquer sur BB' et tournera de l'angle 6^ ; le centre instantané est, du reste, le point X quatrième sommet du rectangle M PIN et comme NP = MI = r, l'arc élémentaire décrit par Posera
NP.dô=:j'.r?e,
où 0 est l'angle de PI avec A A' ; on aura donc pour l'arc fini décrit par le point P
rd6,
c'est-à-dire la longueur déjà trouvée.
Varc de podaire lieu du point P est donc égal à l'arc corjvspondayit de trajectoire décrit par le point M.
CHAPITRE VIII
Mouvement autour d'un point fixe.
65. Lorsqu'une figure de forme invariable a un point fixe 0, toute sphère qui a ce point comme centre gUsse sur eHe-même au cours du mouvement; nous pourrons donc procéder comme dans le cas d'une figure dont un plan glisse sur lui-même et ramener la question au glissement d'une sphère sur elle-même.
C'est ainsi qu'il conviendra de procéder notamment dans la plupart des raisonnements géométriques, mais quand on emploie les formules il peut être avantageux de considérer la figure dans l'espace.
Prenons comme origine du trièdre mobile le point fixe O; les quan< tités Ç, y;, Ç qui représentent les projections de la vitesse d'entraînement de 0 étant nulles, la vitesse sera donnée par les formules
Vc.x = qz — ry, Ve. ,j — rx — pz
= pi/ — qx.
On reconnaît aussitôt l'existence d'une rotation tangente dont l'axe A est issu du point 0 et qui est représentée par le segment 01^ dont p, g, r sont les projections sur les axes mobiles.
Soient I, 1' les points où A perce une sphère S de centre 0 et considérons le mouvement de glissement de la sphère S sur ellemême; dans le temps dt tous les points de la sphère décriront des arcs de petits cercles dont I, I' seront les pôles. Les grands cercles normaux se couperont donc tous suivant le diamètre II'. De là ce théorème :
Théorème L — Dans le mouvement d'une figwe spJiérlque sur »a propre sphère, les grands cercles menés à un même instant pat
Eiivffl ppc d'une combe
mobile sur une çphère.
Glissement.
les différents points de la figure normalement à leurs trajectoires, se coupent pn deu^ points I, I'.
On peut ajouter que â 6 est l'aiii^^le correspondant à l'arc de grand cercle compris entre le point I el le point mobile M, la vitesse du point est
R.sin6.w,
où R est le rayon de la sphère et w la vitesse angulaiie.
Le problème des enveloppes se traite par un pr-océdé analogue à celui qu'on a employé pour la question correspondante concernant les figures planes.^
Soient une courbe G tracée sur la sphère S et (G) son enveloppe qu'elle touche au point P. La vitesse absolue do P est tangonlo à l.i courbe (G), sa vitesse relative à la courbe enveloppée G, ces doux courbes étant tangentes les deux vitesses se tiouveut porlé(»s par une même droite; la vitesse d'entrainement» qui est leur diffcrence gt5om«''trique, est donc portée par celte droite. La vitesse d'entraînement du point P est ainsi portée par la tangente à la courbe G. On démontre facilement la réciproque en s'appuyant sur ce que la vitesse d'entraînement est normale au grand cercle mené par PII'. On peut donc énoncer ce théorème :
Théorème IL — Pour avoir Ip^ points ou une courbe G trace.? sur la 9phère S touche son enveloppe, il faut prendre sur cette courbe le» points dont les grands cercles normaux vont passer par ly r.
Désignons par s l'arc de la courbe G compté à partir d'un point A ;
par âf* l'arc de la courbe (C) compté à partir du point A' ave<î lequel A
ds' ds ,
vient en contact à une certaine époque; -rr et —- sont les vitesses
dt dt
•absolue et relative du point P, leur différence est égale à la vitet-se
d'entraînement Rw sin 0, où 0 est l'angle au centre de l'arc de grand
cercle I P ; on a donc
da' ds ^ . -
La diftérence s' r— « représente le glissement de la courbe G sur 8on enveloppe (G). Il ne peut être constamment nul que si sin 0 est
Cninbos Tm .•f f,.
CAiics roulants
t'iiis le
inoiivetneiit
nutour (l'un
I oint fixe.
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nul, c'est-à-dire si le point P est précisément sur l'axe instantané en l'un des points I ou V.
66. Nous sommes ainsi amenés à considérer le lieu du point 1 et celui de son symétrique I' sur la sphère. Il suffira déconsidérer le lieu de ï. Appelons I,„, ly les courbes décrites par le point I sur la sphère mobile et sur la sphère fixe. Ces courbes ont à chaque instant en commun le point I, lequel est mobile à la fois sur 1,-et sur I„; I/est sa trajectoire absolue, I„ sa trajectoire relative. La vitesse absolue de I et sa vitesse relative sont d'ailleurs égales^ car leur différence géométrique, qui est la vitesse d'entraînement de I, est nulle, (^n peut en conclure les propriétés suivantes :
Les courbes ïf et I.„ sont tangentes Vunc à Vautre au point 1.
En eft'et, la vitesse absolue et la vitesse relative sont égales et portées par la même droite ; cette droite doit donc toucher au point .1 la courbe If et la courbe I„.
La courbe 1/ est ainsi une branche de l'enveloppe de I„.
J'ajoute que I,„ roule sans glisser sur ïf.
En effet, le glissement est ici nul puisque sin 6 est constamment nul. La démonstration prouve en même temps que la courbe I^ et sa symétrique sont les seules qui roulent sans glisser sur une bram-ho de leur enveloppe.
Nous avons ainsi ce théorème :
Théorème IIL — Quand une figure sphérique glisse sur sa propre sphère, il y a deux courbes sphériques, Vune mobile. Vautre fixe, I„, 1/ qui roulent Vune sur Vautre sans glisser et à l'exception des symétriques de ces courbes par rapport au centre de la sphère; il n'y a pas d'autre courbe qui roule sans glisser sur une branche de son enveloppe.
La propriété correspondante de la figure mobile dans l'espace autour du point fixe 0 est la suivante :
Les cônes T/, r„, qui ont pour sommet le point 0 et pour bases les courbes I/, I„, roulent l'un sur l'autre sans glisser, en traduisant par cette locution le fait que les bases sphériques Ij et I;„ roulent l'une sur l'autre sans glisser. Donc :
Théorème IV. — Quand une figure tourne autour d'un point
fixe 0, il existe un cône r„, lié à la figure qui roule sans glisser sur un cône fixe Fj. La génératrice de contact est justement Vaxe de la rotation instantanée.
Accélération 67. On ne manquera pas d'observer que si un point M se meut angulaire, gyj. j'j^^e instantané de rotation, sa vitesse absolue et sa vitesse relative sont constamment égales, attendu que la vitesse d'entraînement est nulle.
Considérons, par exemple, le segment 0 û qui représente la rotation; les coordonnées de û sont jp, q, »•; la vitesse absolue et la vitesse relative du point û sont égales et leurs projections sur les axes mobiles sont
, dp , dq , dr dt ^ '^ dt "~dt
le segment OÛ,, qui représente cette vitesse, a reçu le nom ôHaccéléraiion angulaire.
Rappelons ici qu'au numéro 41, page 127, nous avons prouvé que si l'axe du mouvement hélicoïdal a une direction fixe dans le corps, il a une direction fixe dans l'espace.
Bans le cas actuel, cela signifie que si le segment OQ a une direction constante dans le corps, il a aussi une direction constante dans l'espace.
On peut, d'ailleurs, le constater directement.
Si, en effet, 0 û a une direction constante dans le corps, le segment ÛÛ, équipoUent à OQj passe par le point 0, car il représente la vitesse relative de û qui ne fait que glisser sur Où.
Or, ûû, représente aussi la vitesse absolue de Q; donc, puisqu'il passe toujours au point fixe 0, le lieu de û dans l'espace ne peut être qu'une droite fixe issue de 0.
De Taccélération dans le mouvement autour d'un point fixe.
Théorème 68. Cherchons quelles simplifications résultent pour les formules
de Rivais. donnant l'accélération de l'hypothèse d'un point fixe. Les quantités
Xi fi* Ç ét^nt nulles, les quantités Çp vjj, Çj le seront aussi, et nous
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obtiendrons pour l'accélération d'entraînement
, . , dK
hr — qz — ry-h-^f ax
az où l'on a posé, comme précédemment,
2H = {px + qy + rzY — (p* -+- g' + r') (x* + y* 4- c*).
Le système de segments p', g' ,r',ç,,Y;pÇ, considéré au numéro 45, paj^e 133, se réduit alors au seul segment Oûj qui représente l'accélération angulaire et les formules précédentes expriment le théorème attribué à Rivais et d'après lequel Vaccélératioti d'entraînement dans le mouvement autour d'un point fixe est la somme géométrique de deux segments; le premier rcjjrésente la vitesse qu'aurait le point mobile si on lui im})rimait une rotation représentée par l'accélération angulaire OÛ^; le second représente l'accélération centripète qui naîtrait d'une rotation unifoiine contintw, représentée par le même segment OQ que la rotation instantanée.
Suivant une méthode qui nous a déjà réussi, nous pourrons choisir les axes de coordonnées de façon à simplifier les formules. Nous supposerons qu'à l'instant considéré Oz soit l'axe instantané et zOx le plan langent commun aux cônes r„„ Fy-; alors p, q seront nuls, r se réduira àw; de plus Oû^ étant dans le plan zOx, q' sera nul. Il viendra donc
if,x — — r'y — lù^Xj 3e,y=:r'x-—p'z — (ù''yy h . = P' !/,
tandis que les formules relatives à la vitesse d'entraînement se rédui* rontà
Ve.y = (à.Xy Ve,, = 0.
Le plan osculaleur à la trajectoire d'un point contient la vitesse et l'accélération. On trouvera donc aisément c« plan qui a pour équa-
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lion, .0, !/, r étant les connloniiôos du })oint mobilO)
XII (X - x) + if (Y - t/) + pV (a^' + y') + y n (Z - s) :^ 0.
G9. Nous allons conclure de cette formule la courl)ure des trajectoires.
Courliurc Revenons à la considération de la figure âphérique. On pont se pro-
splionnuc delà p^,j;gp ^ ^q^ sujet les mêmes problèmes que non? avont^ frailv's dans le trajocto.ro (1 un , ^ , . ,„ i , r i' .
i.ointsur une P'^*n. La droite TD tangente commune aux cnmbe.s i„,, T, e>f, dans le
si>hi'ie.. choix particulier d'axes adopte, parallèle à O.f. Le point I a la même vitesse V sur ces deux courbes et on peut supposer que le sens de celte vitesse soit celui de Ox et de ID. Soit M un point îYiobile, et faisons passer un grand cercle A par M et I; fixons un sens de parcours sur ce cercle, et soit 0 l'angle que fait avec I D la langontp en I à ce grand cercle menée dans le sens de parcours choisi, soit aussi r l'angle au centre de l'arc de grand cercle I M compté «le J vers M daut )t^ sens de parcours choisi sur A. Le grand cercle A est normal à la Itajecloire du point M; il touche en un point y. la développée sphérique de cette trajectoire. Nous désignerons par p l'augle au centre de l'arc de grand cercle I;j, compté de I vers y. dans le sens de parcours choisi sur A. Il existe entre r et p une relation analogue à la formule de Savary.
Foruiule Le point jx est le p(Me du petit cercle osculateur de la trajectoire;
uiialigue à <;es coordonnées .r,, y^, r^, eu égard à l'équation trouvée pour le plan ce o e.:A c J osculateur, devront donc vérifier les équations
xy V <•> , . -
CI", on a. Pi étant toujours le rayon de la sphère,
x^ = U «in p cos 0, ac =: R .^in r cos 0,
î/j =r; R sin p sin 0, î/ = U siu /• sin Oj
Cj = R cos p, ï = R cos r.
ËiT portant ces vaUurs dans les équations précédentes ou trouve qu'elles se réduisent à une seule
taag p tang »• ~~ A sin 0
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MOUVEMKNT AUTOUR d'uN POINT FIXE. 191
Cette formule rappelle par sa forme celle tlo Savàry. Nous allons chercher à inlerpretcr k.
On a, en gd'ncral, pour raccéléiatiou absolue d'un point (r, y, z) anijTié d'un mouvcttjent relatif,
ox \ (It dl)
âW ^/ dx d-\
<)H . / d,, dx\ d»c
Appliquons ces forn^ules au mouvement absolu du poi/it I, Puisque il) est la tangente aux covubes Jy, J,„, eu appelant V lu valeur commune a la vitesse relative et à la vitesse al)Solue (vitesse propre) du centre inslautané, on a, dans le système d'axes adopté,
dx dt
' dt ' dt '
en même temps que /> = ^ = r/ = 0, r = to. On a alors d'-x
^"' ~ dt'
Ja,. — y^py
d'un autre côté, les coordonnées du centre instantané I so|it d'une façon yfénéiale éi^ales à
où M =i 4- Kjo* + q^ '+• *'-', ou ft donc en particulier
dl \to (i>*V
dt \(i> w* /
u JE/
Faisons /> = g = 0, il viendra, puisque V est la valeur de — et que r = o),
^ ~ de - w *
df~Lw »' u) "*" w« J '
mais de
(ù* =p* + q* + r* on tire
(!)(,)' = pp' -h gg' + rr^
w" + wu' =|»p* + qq' + rr* + p'* -f- g'* + r'% et en faisant p = g = 0, g' = 0, g> = r, il reste
en sorte que l'on a simplement
Les expressions do J»,,, J„,p, J,,, deviennent ainsi
Considérons le grand cercle normal à la fois aux deux roulettes I,, I^ au point I, et menons à ce cercle la tangente ID' parallèle à Oi/, il y a un sens de parcours sur ce cercle qui a le sens de ID', nous le prendrons pour sens direct. Ce grand cercle touche en des points Oy, 0^ les développées sphériques des courbes I/, I„. Désignons par Ry, R^ les angles 100/, I00« décrits dans le sens direct de I vers C^et de I vers 0„.
Les coordonnées de Of seront
0, R sin R^ R ces Ry*
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Or, la droite 00, est normale au plan osculaieur en I à ly, 00/- est donc rectangulaire avec J„ et Ton a, en conséquence,
0 = O.J„.x + R sin R/. J„.j, -f- R cos Ry. !„.«>
ou
ou encore
(^'^ "^ 0) •'''" I^/-^ RcosR/=0,
-,^~ = col8R,.
De même, comme 00„, est normale au plan osculateur à I„„ elle est rectangulaire avec l'accélération relative, on a donc
d*x dt*
R sin R,
à- Il
R cos R.
ou encore, eu égard à la valeur de
~4 = cot- R,
j[)"R dt* d'où par soustraction
fc ~ p' ~ tanjî Ry tang U„'
formule qui complète l'analogie avec le cas du plan.
On en conclut sans peine la propriété suivante du centre de courbure sphérique de la trajectoire d'un point.
Soient A le grand cercle mené par le centre instantané I et le point mobile M, A' le grand cercle mené par le centre instantané I normalement à A, les grands cercles M0,„ et fxO,-, où \f. est le centre de courbure cherché se coupent en H sur A' .
Angles d'EulePi
70. Dans certaines questions, il est nécessaire de savoir représenter analytiquement au moyen du nombre minimum de variables le mouvement d'un triédre mobile par rapport à un trièdre fixe de même sommet. On arrive à ce but en employant les angles d'Euler. Cinématique. 13
Fig. 61.
lui LKÇONS DE CINKM.VTlOt'ï:.
Soient Odyijz et 0■r^1J^z^ les <\e\\\ Iriêdres trirectangles mobile et lise; coupons-les par une sphère ayant son centre en leur sommet commun 0. Désignons par £c, y, z, ;'j, »/,, -, les traces des axes O.r, Oy, OZyOx^yO^J^,Oz^ sur cette splière et pju- N un des deux points d'intersection des grands oei'cles xij et îCjiî/i. Une rotation directe autour de Oz, amènera Ox\ sur ON; appelons ù l'amplitude de cette rotation. Une autre rotation directe autour de Oz amènera ON sur 0.f, appelons ç son amplitude; enfin comme ON est perpendiculaire au plan z^Oz, une rotation autour de ON" dans le sens direct, d'anii»litude ô, amènera Oz^ sur Oz.
Les angles 0, -p, <!/ connus permettront de trouver lu position du trièdre Oxyz par rapport au trièdre Ox^y^z^. En effet, o)i aura ON par une rotation directe 6 de Ojc, autour de Oz,; on aura Oc par une rotation directe 0 de Or, autour de ON, et enfin Ox par une
rotation directe ç de ON autour dft Oz; en ajoutant ~ à cette
dernière rotation on aura Oy.
Kxfiressioijs Quand le trièdre Oxyz subit un déplacement infiniment petit, les
dtij>, </. ren trois angles varient infiniment peu et l'on peut regarder la rotation
fouctiou des . , . , .,,,,,• . . • • • .11
aii"lfs (l'Eulcr "^slantanee comme résultant des trois rotations qui naissont an lu
variation de ces angles. Nous aurons donc, pour olttenir la r»Hation instiintanée, à composer pne rotation 'V =;= -- autour de Or,;
une rotation -J :;= -,- autour de 0:; une rotation 0' = - autour de dt dt
ON. On peut représenter ces rotations par des segments iKulés par leurs axes respectifs ; les sommes des projections de ces segments sur Ox, Oy, Oz seront le.'; projections p, q, r de la rotation instantanée. Nous aurons donc
p=:^' cos (z^x) -H 9' cos (zx) + 0' cos (Nx),
q = <^' cos (z^y) -+- o' cos (zy) + 0' cos Ç^y)i
r =: '!/' cos (î,t) -^ ç' cos (tz) -h 0' cos (Nz)i
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Observons que
cos (zx) = cos (zj/) === ces (Nz) = 0, cos (zz) = 1, cos (Nx) = cos ç, ces (N y) = cos I <f» -+- - 1 = — sm ç, ces (ZiZ) = cos 0,
il viendra
p = '^' cos (Z|3c) + 6' cos *, . *
qz=<^' cos (Zjî/) — - 6' sin f»
r = Cf' cos ô -h ç' .
Nous n'avons à calculer que les deux cosinus cos (z,ûc), cos (z,î/). Menons les grands cercles z^x et z^N, le triangle sphérique CjxN nous donnera
cos {z^x) =; cos (f jN).cos (Nx) 4- sin (ïjN).siû (Nx) cos (xNzj).
Or ZjN = -> il reste donc
cos (zix) =; H- sin (Nx) cos (xNzi); Mais
Nx = f, xN:;j= - — «/,Nx = ^ — ô, donc
cos (ZjX) = + sm ç.sm 0,
On peut observer qu'on passe àe x h y en changeant ç en f h- ^» on a donc
©08 («it/) = 4- eos f .sin 0,
et paiement '
p r= 4' sin f Siii 0-4-0' cos ç, g m t|/' coa (p sîu 0 — 6' sin f, >• = tj<' cos 0 4- ç'.
Eipression jj^^^ quelques problèmes ou peut avoir besoin de calculer les neuf
«C« cosinus 1 n r r »^ j • •
dirpritiii», < osinus directeurs en fonclion de 0, ç, '>. La mf^thode suivie poui*
î-'onmlios
dOlinde
UoiirigaeSi
Expressions rationnelles
des neuf cosinus.
cos {z^x) permet Je former le tableau de ces neuf cosinus :
ces {xx^) = COS 9 cos 1^ — sni ç sm ^ cos ô, cos {xy^) = cos o sin <{; + sm © cos 6 cos 6, cos {x z^) = sin ç sin (J;
cos (î/a,) = — sm 9 cos ({* — cos 0 sm '^ cos 0,
cos 0/î/i) = — sm 5 sm 6 + cos ç cos <}* cos G,
/\ cos (t/c,) = cos (f sin 0.
^\ cos {zx^) = sin t|^ sin 0,
/\ cos (zj/i) = — cos (j; sm 6,
cos (s z^) = cos 0.
Si, dans les formules précédentes, ou exprime les lignes trigono-
métriques des arcs ç, à, 0 en fonctions rationnelles de trois para-
mèlres î, »n, n qui seront par exemple les tangentes des moitiés de
ces arcs, on obtiendra pour expression des neuf cosinus des fonctions
.rationnelles des paramètres ?, /», n.
On arrive h des expressions rationnelles plus syniétriques eu opérant de la façon suivante :
Posons
,0 ù — o t = sm - cos — r-^ 3 2 2
V = cos - sm
sm-sm-^
10 =z — cos - cos ■ — ■' ;
on constate tout d'abord que ces fonctions sont liées par l'équation
tinique
t* -H u* + v* H- ly» = 1,
on trouve ensuite que les formules précédentes qui fournissent les neuf cosinus peuvent s'écrire, avec ces notations :
cos (x, ac,) == t* — u* — v' -i- w*, cos (y, x^)=^2{tu -h v w),
cos{Xyy^)=z^(tu~vw), cos(yj y^)=z— t* -t- u* — V* -h w*f
co8{Xj z^)=z2{tv -h uw)y cos (y, z,) = 2(vu — tw),
cos (c, ac,) i= 2 (£ V — uiu),
cos (z, y^) = 2 (uv -H f ly),
cos (;, r,) = .— (« -w t«ï 4, t,« 4. tyt^
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Au Heu des variables 6, ç, «^ dont t, m, v, tu sont des fonctions, introduisons cinq variables homogènes X, {;., v, p, d en posant
lies variables X, ja, v, p, j seront liées par l'équation
et les expressions des neuf cosinus deviennent, en y remplaçant s»
par sa valeur tirée de cette dernière équation
cos (a;, x^)
ces (oc, y,) = —
X* + |x» -+- v' -H p* 2(Xix-vp)
cos (ac, 2,) = -
X* + jjl' H- V» -f- p' 2 (Xv -f- txp)
X* -i- ix' -I- v* + p* 2 (XjA -+- v^)
cos (»/, yj = 5!^ ^
cos (y, 2,)
cos (z, »,) =
X* + IX* + V» + p»
_ 2 (|;.v - Xp)
X« + {A» -I- v" -H p* 2(Xv-ixp)
cos (2, y,) = rï
cos (2, 2,) =
X* + jx' 4- V* + p' 2(;jLV 4- Xp)
Ces formules où X, jx, v, p sont des quantités arbitraires qu n'interviennent que par leurs rapports, portent le nom d'Olinde Rodrigucs. Elles se prêtent particulièrement aux recherches de géométrie algébrique sur le mouvement d'un corps solide. C'est ainsi, par exemple, que M. Darboux en a déduit divers mouvements très remarquables; dans certains les points de la figure décrivent tous des coniques; dans d'autres, où les paramètres indépendants sont au nombre de deux, les points de la figure décrivent tous des surfaces de Steiner.
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CHAPITRE IX
Mouvement contiliu lo pliis général d'un corps s(ilide.
71. Les bhapitres précédenls nous oiit oflert deux exemplo:^ particuliers, mais importants, du mouvement d'un corps soli le. Moins important au point de vue des applications, le cas général se prête à une élude analoo^ue dont nous allons tracer les traits essentiels.
Dans les deux cas considérés précédemhîent, la distribution dpi* vitesses se réduisait à une simple rotation; cette circonstance, qui peut se pré!?0nter dans des cas plus <îé^é^aux> entraîne pour le mouvement continu des propriétés particulières qui n'appartiennent paft au cas général, rbcs liées Constatons d'abord qu'une courbe C liée à la Hgure mobile n'a pas, à 'a en général, d'enveloppe sur la surface qu'elle décrit. Cherchons, en
iguir; mo i e ^jjgj^ ^^g courbe G qui ait une enveloppe, c'est-â-dire qui, à chaque avd(ppe. instant, touche une courbe (C) par un de ses points P. Ce point P est mobile à la foi» siir la courbe G et sUr l'enveloppe (C); la première courbe est sa trajectoire relative, la seconde est sa trajectoire absolue. Puisque ces deux courbes se touchent, par hypothèse, àii poiht P, il faut que la vitesse absolue et la vitesse relative de P soient poiU'os par une même droite, tangente commune à ces deux courbes. La vitesse d'entraînement du point P est donc elle aussi portée par celle tangente et, par suite, on exprimera le contact des courbes G cl (G) en écrivant que la vitesse relative de P est portée par la même droite que la vitesse d'entraînement. Nous aurons ainsi, X désignant un
coefficient de proportionnalité,
X(l + qz — ry\
dx Tt du
dz dt
= 'X{K + py~qx)f
où ac, y, z sont les coordonnées relatives du point P. On peut reconnaître par ces équations que la courbe G ne saurait être prise arbitraire.
On tire, en effet, de ces équations
dx
dz '<^ -h py -— qx
— s + Ç" — ^If
dy -fi -h rx — pz
dz ~C -f-pî/ — g.c'
et comme p, q, r, Ç, tj, Ç sont des fonctions connues du temps, en éliminant t entre ces deux équations il en résultera une équation
que devra vérifier la courbe C.
Si l'on veut avoir les courbes C qui ont une enveloppe, il est préférable de conserver les équations (1), où X désigne une fonction arbitraire du temps. Si l'on sait trouver toutes les fonctions x, y, «, X qui vérifient ces équations, on sait trouver toutes les courbes C qui, liées à la figure mobile, offrent la propriété d'avoir une enveloppe.
Je vais prouver que le problème peut être ramené aux quadratures.
Il me suffira d'appliquer à ce problème une méthode d'intégration
due à M. Darboux, et qui ramène à une équation de Rircati la
courbes ilouées recherche du mouvement continu quand les rotations sont données.
deavploppe. Observons d'abord que si l'on considère le système d'équations
difierentielles
On trouve par
des
quadratures
toutes les
^ = X(gz-r.î/), -^ z=K{rx—jpz\ ^=:X(pi/-ga.),
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la variation des constantes arbitraires permettra de déduire par quadratures des intégrales du système (2) les intégrales du système (1). Le système (2) n'est autre, en effet, que le système (1) privé des termes XÇ, Àt], XÇ.
Cherchons donc à intégrer le système (2).
Pour intégrer le système de la forme
= ry — qz,
dx Tt du
dz
dt ^^'
PUy
M. Darboux observe que pour tout système .r, y, z de solutions on a
.x' + j/' H- 2' = const.,
ce que nous avons du reste déjà vu au n» 40 (page 122). La constante n'est pas nulle en général, et en multipliant x, y, z par un même nombre constant on peut réduire à 4 cette constante. Nous aurons alors
ce qui nous permet de poser, tt, v étant deux variables indépendantes,
1 ■+■ uv
tt V
et nous trouverons, en remplaçant x, j/, z par leurs valeurs dans les équations (2)', que u, v doivent vérifier une même équation de Riccali, à savoir (Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. I, p. 22) :
d7 dt
tp q
tp
Les équations (2)' sont les équations (3) du n» 40 (page 121). On voit donc comment le passage des rotations au mouvement continu se fait par une équation de Riccati.
Appliquons ceci au système (2) qui ne diffère de (2)' que par le changement de p, 7, »• en — X/j, — X^, — Xr. Au moyen du môme
aÔ2 LEÇONS DE CINÉMATIQUE.
raisonnement nous verrons qu'on peut exprimer jc, y, z en foneflon de deux |wramètres ti, v par les formules (3) et que w, v doivent v<Jrifier l'équation de lliccall.
r.w gônéntl
il y a
un plissement
Viralion
des surfaces
vé'Aéef.
dt
ip
X.c* + irX.y
ip
Mais puisque X est une fonction arbitraire de t, on pourra choisir X de manière à connaître a ^irïori une intégrale de Téquation de liiccali. Dès lors on obtiendra par quadratures l'intéirrale générale de rotle équation. On aura ainsi par quadratures la solution générale du système (2) et par trois autres quadratures la solution générale du système (l).
Ainsi, malgré que le problème du mouvement fini, quand on donne les rotations, dépende d'une équation de Riccaii irréductible, loutefois on peut déter)iiiner par quadratures les courbes liées au corps ([ui ont une enveloppe. Ces enveloppes constituent inversement les courbes de l'espa»!e lixe qui, dans le mouvement inverse, ont une enveloppe.
Si, au lieu de procèler comme nous l'avons fait, nous nous étions donné a priori la lonclion X, nous serions tombé sur une équation de Kiccati (.5), dans laquelle on ne connaît aucune solution et, par conséquent irréductible. C'est ainsi que si l'on cherche les courbes de la figure mobile qui passent par des points fixes, on doit prendre X = — 1. Le système (1) devient alors celui dont dépend le passage des rotations au mouvement fini et l'équation de Riccati est alors exactement l'équation (-4) de M. Daiboux,
Ou observera que si une courbe C de la figure mobile touche une courbe fixe (C), la vitesse absolue et la vitesse relative ont Une différence égale à la vitesse d'entraînement du point P. Cette vitesse n'est jamais nulle, sauf toutefois le cas intéressant où le mouvement hélicoïdal langent se réduirait à une sin)ple rotation et où le point P serait constamment sUr l'axe autour duquel elle s'effectue. Donc la courbe C, tout en restant tangente à son envelopjie (G), glisse en général sur elle.
72. On ne doit donc pas espérer de réaliser le mouvement contittu le plus général d'un corps solide au moyen d'un rouhMncht sans glisseihent, comme nous l'avon.'? vu dans les deux cas déjà étudiés.
Appelons A/ la surface lieu de l'axe du mouvement hélicoïdal dans
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l'espace fixe et A,„ la surface lieu du même axe dans la figure mobile. A chaque instant A,„ et \/ ont en commun une génération A qui est, à cet instant, l'axé du mouvement hélicoïdal. On va montrer que ces deux surfaces rcglées se raccordent à chaque instant suivant celte droite.
Prenons, en eftét, un point M sur la droite A et observons quo la Ir.ijectoiro absolue de M est une courbe tracée sur A„ tandis que !sa trajectoire relative est tracée sur A,,.. Le plan mené par A et par la vitesse relati\e V,. est tangent en M à A^. ; le plan mené par A et la vitesse absolue V„ est tangent en M à Ay. Or, la différence géonK'tîique Va — V^. rr:: \\ représente la vitesse d'entraînement, laquelle est ici portée par A puisque le point M est «ur l'axe du mouveruMit hélicoïdal. Donc Y„, V,., Y, étant dans un même plan, il en est de même de V^, V,. et A. Les deux plans tangents ci-dessus définis coïncident donc. Les suifacos A„,, A/ admettent ainsi le mèine plan tangent en chaque point de leur génératrice com.inune A.
On peut donc énoncer ce théorème :
Dans le mouvement le plua général d'une fujure invariable il y a toujours une surface réglée A,„ qui se raccorde à chaque instant avec u)W surface réglée A/ suivant une génératrice rectiligne A, qui se trouve être Vnxe du mouvement liélicoldal tangent.
Reuleaux, dans son édition française de sa Cinématique, désigne par lo mot de viration le roulement particulier de A,„ sur A/-.
Si l'on se reporte à la démonstration précédente, on voit que jamais aucune courbe tracée sur A^/ho restera tangente à une courbe Cette seconde courbe devrait être, eu effet, tracée sur A;- et alors, en regardant la courbe tracée sur A^ comme la trajectoire relative du point M où elle est coupée par la génératrice A, on voit que les vitesses V„, V^ devraient être portées par une même dxoitc. Or, la dilîérence géométricjue V,, — V^ est égale à la vitesse d'entraînement, qui est le glissement hiù suivant l'axe A. Donc les vitesses V^ et V^ ne pourront être portées par une même droite que dans deux cas : 1" si V^ est nul, ce qui exige h =. 0, et alors le mouvement hélicoïdal tangent se réduit à une rotation» 2" si V„ est dirigée suivant A, auquel cas V^ est aussi dirigé suivant A, alors A/ et A,„ sont deux développablés dont les arêtes sont constamment en contact.
Nous allons étudier ces divers cas.
Cas où il existe à chaque instant une rotation tangente.
73. Supposons d'abord le cas où le mouvement hélicoïdal tangont se réduit à une simple rotation. On en sera averti par ce fait que l'expression
P^ + ^"fl + r^ = 0
sera nulle sans que p, q, r le soient ; si p, g, r étaient nuls constamment nous aurions à chaque instant une translafion tangente et (p. 31) le mouvement se réduirait à une translation continue. Applicabilité Dans le cas d'une rotation tangente, tous les points de l'axe instandes surfaces tané A ont alors une vitesse d'entraînement nulle; je vais montrer si le glissement ^"^ ^^^ surfaces A/> A„, qui se raccordent suivant cet axe A, sont est nul. en outre applicables l'une sur Vautre.
En effet, reprenons un point M mobile sur l'axe A, soient G„ sa trajectoire sur A„ et C/sa trajectoire sur A,-; nous avions trouvé précédemment V„ = V^ + V,; puisque V^ est ici nul, on a simplement
Il en résulte que la courbe C,„ roule sans glisser sur la courbe Cj^ Comme on peut régler le mouvement de M sur A de sorte que C„ soit une courbe quelconque de A„, on voit que dans le mouvement toute courbe C„ tracée sur A,„ roule sans glissement sur une courbe correspondante tracée sur A/.
Au cours du mouvement tout point P de A,„ vient s'appliquer sur un certain point Q de A/; en sorte que, par suite de ce mouvement, une corre'spondance se trouve établie entre les points P de A„ et les points Q de A/. Quand P décrit C„ sur A„, Q décrit C/ sur A/; or, d'après la propriété du roulement sans glissement des courbes G„, et C/, un arc de G/ se trouve être égal à son homologue. La correspondance ponctuelle entre les surfaces est donc de telle nature que les longueurs des arcs homologues sont égales ; il en résulte que les deux surfaces réglées sont applicables l'une sur l'autre et la correspondance considérée réalise cette application.
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Déformation La déformation des surfaces réglées sans altération des arcs est d«ssarface8 gjj,g- rattachée à la question du mouvement d'un corps solide. En
sorte que le problème de la déformation des surfaces réglées coïncide
avec le suivant :
Une surface réglée A,„ étant donnée, trouver tous les mouvements dans lesquels cette surface vire sans glisser sur une autre surface réglée A/.
Le problème se ramène aux quadratures.
Soient, en effet, a, h, c, l, m, n les cosinus directeurs et les moments d'une génératrice A de A,„, cosinus et moments pris par rapport à un triédre lié invariablement à la surface A^. On peut regarder ces six coordonnées comme des fonctions connues du temps t. Désignons par 2'> 9> ♦*> ^> ''Ij '^ 'os coordonnées de la rotation instantanée. Cette rotation ayant lieu autour de A,„ on doit avoir
p = a.(ùj q = h.ta, r=:c.(i),
et (I) est l'amplitude de la vitesse angulaire, laquelle est une fonction inconnue du temps. Pour résoudre le problème dans toute sa généralité il suffira, pour chaque détermination de w, de chercher à passer des rotations au mouvement fini, question qui est équivalente à l'intégration des équations
dx ^
~ + rt'i-rx — pz—0, ^ -t- C +py — qx=zQ.
Or, ici, ces équations s'écrivent
~ -+- u) (ï + 6c — cy)=:0,
(6) { -ry H- o)(«n- ex — az) = 0,
dz
■^ + tù{n+ ay — hx) ■= 0.
Nous tombons donc sur des équations qui ont la forme des équa-
lions (1) du 11° 71. Nous avons vu comment on pourra profilftr de la fonction arbitraire w pour ramener le problème à des quadratures.
Les équations (6) ont, du reste, une signification intéressante.
Supposons qu'on ait pris pour w une certaine fonction w,, en sorte que le système des rotations p, q, »*, Ç, tq, Ç est défini. Si l'on veut les courbes liées à ^^ ^^h dans le mouvement ainsi défini, ont une enveloppe, il faudra former les équations (1) du n" 71 relatives à ce problème, c'est-à-dire
— rr: XlO, {l + hz — Ctj),
chf (7) { -.-- = X{i),(m 4- cx—az)y
— = Xwo (n +ay— bx).
Mais comme X est une fonction arbitraire, de même que o> l'est dans les équations (6), on voit que les équations (7) ne diffèrent pas des équations (G).
Remarque sur On en peut conclure ce fuit curieux que quelle que soii la surface A,-
les courbes a ^^^, laquelle A„ vire sans qlisser, les courbes liées à \,„ qui ont «ne enveloppes i m . 7
liées à la enveloppe sont toujours les mk:mes. su-face Am. Cette remarque pourrait avoir des applications industrielles. Supposons, en effet, qu'on ait construit un équipajje des courbes C liées invariablement à A,„. Le même équipage pourra servir à rouler en glissant et à guider ainsi le roulement sans gli:^sement de A,^ sur plusieurs autres surfaces A/, A^, munies chacune d'équipages correspondants. On évitera ainsi de munir A,„ d'un équipage spécial pour sou roulement sur A/, d'un autre équipage spécial pour sou roulement sur A/....
Le fait de la réduction aux quadratures du problème que Ton vient de résoudre est en concordance avec cet autre que la détermination des surfaces réglées applicables sur une surface réglée donnée contient une fonction arbitraire et se résoud par quadratures. (Voir Darboux, Leçons, t. III, p. 297.)
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Roulement des développables et des courbes gauches.
Cas où im, A/ 74. Il peut arriver que les surfaces réglées X, A, soient toutes sont dos développables. La propriété du raccordement démontrée dans le cas ' général prouve que l'une n'est jamais seule développable sans l'auti-e: car si lé plan tangent est le même tout le long de A pour l'une, il doit en être de même pour l'autre.
La condition pour que A„, soit développable est aisée à trouver. Les coordonnées de l'axe A sont proportionnelles à
P, q, »', l — /ip» »; — hq, s — ^'»% la condition cherchée s'écrit
dp.d{lç — hp) 4- dq.d (r, — hrj) + dr d (Ç — hr) = 0.
Mais nous ne l'utiliserons pas.
Appelons A„, l'arête de rebrousscment de A^, A, colle de A/, ces arêtes pouvant du reste se réduire à des points si les développables sont dc3:CÔnes. Soient A le point où l'axe A du mouvement hélicoïdal touche A„,, V^, V^, V^ les vitesses absolue, relative et d'entraînement de A. __
La vitesse relative V,. et la vitesse d'enlramement V, du point A sont toutes deux portées j»ar l'axe A; il en est donc de même de la vitesse absolue V„. Il en résulte que la trajectoire absolue du point A est une courbe à laquelle A est tangente, cette trajectoire est donc l'arête de rebroussement A/de A/. Ainsi dans le mouvement la courbe A,„ reste tangente à A^^et a constamment avec elle le même plan osculateur.
Cependant on ne peut dire que A„ roule sans glissement sur A^ car la vitesse d'entraînement V^ du point A n'est point nulle. Le glissement ne cessera d'exister que si V^ est nulle, c'est-à-dire, puisque Vp est égale à la translation suivant l'axe, que le contact des courhcs A,„, Af ne ne produira sans glissement que dans le cas déjà étudié où il y a à chaque instant une rotation tangente, m des cônes. Observons encore que si A,, est un cùne, la vitesse relative du
point A est nulle, la vitesse absolue du point A est égale à sa vitesse d'entraînement, et dans le mouvement le cône roule sur la développable A/ pendant que son sommet décrit la courbe A,..
Inversement, si A/ est un cône, la vitesse absolue de A est nulle, la vitesse relative de A est égale et opposée à sa vitesse d'entraînement; elle est encore dirigée suivant l'axe A. Pendant le mouvement, la développable A„, roule sur le cône A/, tandis que l'arête A„ passe constamment par le sommet fixe du cône A/-
Si l'une des deux surfaces Ay, A„, est un cône et si, en même temps, on se trouve dans le cas où le mouvement hélicoïdal se réduit constamment à une simple rotation, on voit que la seconde surface doit être également un cône. En effet, de la relation V^ = V,. -f- V, on lire, puisque V^ = 0, la relation V„ = V^. La vitesse absolue et la vitesse relative du point A sont donc nulles en même temps. Roulement Revenons au cas général où les stirfaces A/, A,„ ne sont pas des dfs cou Les. ,ones, mais bien des développables. Les arêtes A^, A,„ de ces développables ont à chaque instant le même trièdre T formé par la tangente, la normale principale et la bi-normale. Seulement, la normale principale n'est pas forcément dirigée vers le centre de courbure, en sorte que le rayon de courbure aura, comme le rayon de torsion, un signe. Nous avons vu à la page 124. que si l'on suppose une courbe parcourue avec une vitesse égale à l'unité, les rotations du trièdre entraîné par la courbe ont pour coordonnées
si l'on suppose que la courbe soit parcourue avec la vitesse V, il suffit évidemment de multiplier par V toutes ces quantités pour obtenir les véritables valeurs des coordonnées du système des rotations.
Prenons donc le trièdre T, qui est, comme nous l'avons dit, commun aux deux courbes Ay, A„,.
Appelons V^ la vitesse absolue du point A, c'est-à-dire sa vitesse
sur la courbe A/, R^, T„ les rayons de courbure de cette courbe, les
rotations du trièdre T dans son mouvement par rapport à A/ ont pour
coordonnées
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De même, dans le mouvement par rapport à A„, les coordonnées des rotations du même trièdre T seront
où V^ est la vitesse relative de A, c'est-à-dire sa vitesse sur A„, et R^, T^ les rayons de courbure de A^ (*).
Dès lors, dans le mouvement de A„ par rapport à A^, la vitesse d'entraînement d'un point M lié à A,„ et dont x, y, z sont les coordonnées relatives au trièdre T, aura pour projections sur les axes de ce trièdre (no 42, p. 128).
Ces formules conviendraient au cas général où A„ roulerait en glissant sur Ay et en ayant constamment avec A^ le même plan osculateur. Mais, dans le cas actuel, Ox est l'axe du mouvement hélicoïdal; tous les points de Ox ont la même vitesse, ce qui exige que
l'on ait
el il reste alors simplement
I^ relation (8) exprime le fait suivant :
Soient a/, c„, les arcs des courbes indicatrices spbérîques des tangentes des courbes Ay^ A,„ et Sy, s„ les arcs de ces courbes elles-mêmes, comptés dans le sens du mouvement du point A, on a
Ry> di ' clsj. dt* R« d{ ' Téquation (8) s'écrit donc
(») Page 208, remplacer Ra et Ta par R/et T/. Cinématique H
Cas où I3S développables
roulent sans glisser.
210 LEÇONS DE cinématiouf:.
ou c^= c„, en comptant les arcs à partir de points correspondants. Or, appelons F/ le cône directeur des tangentes de A ; soit S le sommet de ce cône et construisons à chaque instant le cône directeur r,„ des tangentes de A„„ ayant lui aussi S pour sommet; les diverses positions de F», s'obtiendront en faisant rouler ce cône sur le cône F/, et l'équation précédente exprime que ce roulement a lieu, sans glissement.
Ainsi,, lorsque deux développables roulent Fune sur l'autre en se touchant constamment suivant une génératrice qui est à chaque instant Taxe du mouvement hélicoidal, les cônes directeurs die ces développables roulent l'un sur l'auti'fe sans glissement.
Supposons en outre que le mouvement Ijélicoïdal se réduise à une simple rotation, le glissement sjuivant l'axe étant nul, on a ¥„ = V^ = V et les deux courbes A/, A„ roulent Fune sur l'autre sans glisser. Dans ce cas l'équation (8) nous donne
dn sorte que les deux courbes ont même courbure aux points qui viennent on contact. Les formules (9) deviennent alors
Ce dernier mouvement des courbes Ay, A„ est remarquable à cause de cette circonstance que, dans cette sorte de roulement sans glissement de A,„ sur Ay, l'axe instantané de rotation est justement la tangente commune aux deux courbes, tandis que dans les ronlemenls que nous avions jusqu'ici considérés l'axe instantané était normal aux deux courbes roulante5.
Roulement général des surfaces réglées.
■75. Il est bon d'indiquer ici quel rôle particulier jouent les
surfaces A,„, A/ et en quoi leur viration se distingue du roulement
ordinaire avec glissement.
di&iuctif Nous arriverons à cette conclusion que dans la viration le glisse-
de la Yu-ation. ment a toujours lieu suivant la génératrice de contact, tandis que
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dans le ronlement ordinaire il y a toujours un glissement oblique à la génératrice de contact.
Examinons donc dans quelles conditions une surface réglée roulera sur une autre surface réglée.
Rappelons que pour avoir les points où une surface S mobile touche son enveloppe, il faut chercher sur S le lieu des points dont les normales sont des axes de moment nul. Sojt G une génératrice recjiiigne de la surface S supposée réglée; pour que G fasse partie de la courbe de contact de S avec son enveloppe, il faut et il suffit que les normales à S fout du long de G soient des axes de moment nul. Ces normale^ forment un paraboloïde et la droite G', conjuguée de G, doit être une génératrice de ce paraboloïde de même système que G. Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface réglée S se raccorde constamment avec une surface réglée (S).
On peut donner à cette conditioij une autre forme. Soient M un point de la génératrice G et N la trace sur G' du plan normal en M à la droite G; MN est la normale en M à la surface S.
Le plan mené par G et par N est normal en M à la surface. Le plan central est le plan qui est normal en un point situé à l'infini ; or, si M s'éloigne à l'infini, il en est de même de N, donc le plan central est le plan mené par G parallèlement à G'.
Le point central 'est le point où le plan central est tangent; on obtiendra ce point en cherchant sur G un point dont la normale soit perpendiculaire au plan en question. On trouve ainsi le point 0, pied de la perpendiculaire commune aux droites G et G'.
Mais rappelons-nous que deux droites conjuguées G, G' ont même perpendiculaire commune avec l'axe A du mouvement hélicoïdal (qo 16, p. 47). Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
LorsqxCune surface réglée S roule en glissant sur une autre surface réglée quelle touche en tous les points d'une génératrice rccliligne G, le plan central est le plan mené par G parallèlement à l'axe A du mouvement hélieoidal et le poiitt central est le pied de la perpendiculaire commune à G et à cet axe A.
A cùlé de cette propriété il en est une autre qui la complète et qu; a trait à la valeur du paramètre de distribution. Soient 0' le pied sur G' de la perpendiculaire commune à G, G' et A le point où celle perpendiculaire coupe A à angle droit.
Appelons N* la projection du point N sur le plan normal à G nicrhô par 0, 0 l'angle du plan mené par G et N avec le plan mené par G et 0' ; cet angle 0 est celui du plan tangent en M avec le plan
central. Le triangle 00' N' donne
0'N' = 00'.tange.
Appelons a l'angle de G et de G' ; le triangle NO'N' donne
N'N = 0'N'.cotga,
ou, d'après la formule précédente,
N'N = 00'cotga.tang8;
comme N'N est égal à OM, on voit que
;c = 00'.cotga
est le paramètre de distribution.
Soient ç, ç' les angles de G, G' avec A; a*, ce' les distances AO, A 0' ; ou a trouvé (p. 50)
d'autre part
X tang (f' = x' tang 9 = — /i.
En remplaçant dans l'expression de k et exprimant s*, a;* en fonction ce, ç, h, on trouve
k =^ X cotg ç — hf
formule qui ne met en jeu que la plus courte distance x entre G et A, la tangente de l'angle de ces deux droites et le pas du mouvement liélicoïdaî.
Le raisonnement inverse de celui qui a été fait montrera aisénienl que, réciproquement, si ces trois conditions sont à chaque instant remplies pour une génératrice G de la surface réglée S, cette génératrice fait partie de la courbe de contact de S avec son enveloppe, en sorte que S roule sur une surface réglée. Mais ce mouvement est compliqué d'un glissement oblique à la génératrice G, car si l'on prend un point M sur G, la différence géométrique V^ — V^ = V^ de la vitesse absolue et de la vitesse relative de G est égale à la vitesse
Cas des développables.
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d'entraînement de M. Si cette vitesse d'entraînement avait la direction de G pour tout point M de G, il faudrait que G fût l'axe du mouvement hélicoïdal et nos surfaces réglées seraient les surfaces A„ et A/.
Supposons comme cas particulier une surface développable. Il peut arriver qu'à chaque instant une génératrice rectiligne fasse partie de la courbe de contact de la développable avec son enveloppe ; alors cette développable roule continuement sur une autre développable. Cherchons la condition pour qu'il en soit ainsi.
Soit G la génératrice de contact, il faut que les normales à la développable le long de G soient des axes de moment nul du complexe attaché au mouvement hélicoïdal.
Ces normales forment dans le plan normal le long de G à la surface une famille de droites parallèles. Le pôle de ce plan est donc à l'infini dans la direction de ces droites; par suite, la droite G' conjuguée de la droite G est parallèle à ces normales, ce qui montre que le plan r, langent à la développable le long de G est normal à G'. Cette condition nécessaire est évidemment suffisante, car si elle est remplie, les normales sont toutes des droites de moment nul et la génératrice G est une branche de la courbe de contact de la développable avec son enveloppe. Ainsi :
Pour qu'une développable entraînée dans le mouvement d'im système roule en glissant sur une autre développable, il faut et il suffit qu'à chaque iyistant du mouvement une génératrice de cette développable admette comme conjuguée dans le complexe linéaire une droite perpendiculaire au plan qui lui est tangent suivant cette génératrice.
Remarques sur raccélération dans le mouvement générai d'un corps solide.
Proposition
générale
relative à
l'accélération
4'eutratne-
ment.
76. Je terminerai ce chapitre par quelques remarques générales concernant l'accélération d'entraînement d'un corps solide et qu'il n'était pas possible d'énoncer avant d'avoir étudié le cas du mouvement autour d'un centre iixc.
Nous avons trouvé pour les projections de l'accélération d'entraî-
nement sur des axes liés au corps mobile
, , àB.
ie.,=Ki+2^ y — q^ + J^'
où l'on î\
2H = — (p* + q* + »'•) (x-« + if + z») + {px + qy + rzy.
Pour l'origine, qui est un point quelconque 0 du corps mobile, ces projections se réduisent à Ç„ yjj, Ç^. Le termes qui s'annulent au point 0 représentent l'accélération qu'aurait le point a?, y, z du corps si celui-ci tournait autour du point 0 supposé fixe.
On peut donc énoncer ce théorème :
L'accélération d'entraînement de tout point M d'un corps mobile est la somme géométrique de l'accélération d'entraînement ^'un point arbitraire 0 du corps et de V accélération qu'aurait le point M si le corps^ étant fixé par le point 0, tournait autour de ce point en suivant la loi d'orientation à laquelle il ohéit réellement dans l'espace.
Comme le théorème de Rivais nous fournit ta loi d'accélération pour la rotation autour d'un point fixe, on voit que le théorème précédent nous fournit la loi de l'accélération dans le cas le plus i.^énéral.
On peut même obser\er que si 0 est le centre des accélérations, Çi> fiu Çi ^^^"* ^'^""^ ""^^» l'accélération se réduit à celle que donne le théorème de Rivais. On peut ainsi énoncer ce théorème :
Dans tout corps solide en mouvement, la distribution de l'accélération est la même que si le corps tournait aidour du centre des accélérations, en suivant la loi d'orientation à laquelle il obéit réellement dans l'espace (*).
Application à Appliquons ce théorème à un exemple. Prenons, par exemple, un exemple.
(1) Quand nous disons que le corps suit la loi d'orientation k Inquelle il oWit réellement dans l'espace, nous nous figurons un second corps icfcntiçre au premier, mais dont le point O est fixe et qui tourne autour do ce point 0, de sorte que ses plans restent à chaque instant parallèles aux plans homologues dans le premier cerpe mobile.
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deux courbes A,„, A,- qui roulent l'une sur l'aufre sans glissement, mais en ayant même plan osculateur. Le point de contact A a, dans ce cas, même vitesse V dans les deux courbes, de plus (p. 208) les rayons de courbure sont alors égaux (p. 210),
Si l'on prend comme trièdre de référence le trièdre formé par la tangente, la normale principale et la bi-normale qui sont communes aux deux courbes, nous avons vu (p. 208) que les furmules de la vitesse d'entraînement d'un point M lié à A,„, dans le mouvement par rapport à Ay, se simplifiaient beaucoup et que l'on avait, x, j/, z étant les coordomiées du point M,
Je dis que dans ce mouvement le point de contact A est le centre des accélérations.
Désignons, en effet, par J^, J,., J,, J^ l'accélération absolue, raccélération relative, l'accélération d'entraînement et raccclération complémentaire du point A, on a
(10) T^ — î-tl + ï,.
On volt d'abord que J,, est nulle, car la vitesse relative est tangente aux courbes Ay, A„. en A et qu'il en est de même de l'axe instantané. En second lieu, on a J^ .-= J^. En effet, ces deux accélérations sont dans le plan osculateur, et ont comme projection
(lY commune sur la tangente — - ; leurs pïojechons sur la normale prin-
V* \* cipale sont :^ et — > elle^ sont égales aussi puisque R^- =. R„ en 1^/ "». _
grandeur et signe. Mais si J„ = J^. et J, = 0, l'équation (10) donne
Le point A est donc le centre des accélérations. II nous suffit, en conséquence, d'appliquer le théorème de Rivais. Nous avons une rotation autour de Ox, qui a pour e.vprcssion
il nous faut, en outre, l'accélération angulaire. Concevons que, par un point fixe 0 (c'est-à-dire lié à la courbe Ay) ou mène OÛ é^çal çt parallèle au segment w porté sur Oa;. La vitesse absolue de ù est l'accélération angulaire. Le segment OQ décrit un cône; menons eu Q une perpendiculaire ûû^ à OQ dans le plan tangent à ce cône; la vitesse du point û sera la somme géométrique de deux segments;
l'un -r- porté par OQ, l'autre porté par QQ^ dans le sens du mouds —
vement du point û et égal à w .-r- > où dj est l'angle de Où avec
ai
sa position voisine.
Or, le plan OQU, est parallèle au plan osculateur xAy aux deux courbes et QOj est parallèle à la normale principale. L'accélération angulaire est donc un segment contenu dans le plan xXy et dont les projections sur Aa;, ky sont
Tt' "•Tt-
Mais il est clair que de est l'angle de contingence, si donc R est la valeur commune de R^ et R„, on a
dt"~R'
En résumé, les projections de l'accélération angulaire sont
dw ti)V
Tt' -r' ^'
tandis qu'on a pour les projections de la vitesse angulaire
Le théorème de Rivais nous donne alors pour les projections de l'accélération d'entraînement sur les axes du trièdre de référence choisi,
- du -
ht = ^ * — " y»
du tàV ,
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Le lecteur déduira aisément de ces formules la construction du
centre de courbure de la ti-ajectoire d'un point lié à la courbe
mobile.
On observera que, pour ~ = 0, le problème que nous traitons
n'est autre que celui du roulement sans glissement d'une développable sur un de ses plans tangents. Les formules précédentes ftmrniî^sent, pour le cas de ce mouvement, l'accélération d'un point entraîné et donnent les courbures des trajectoires.
.ieu du centre 77. Au n» 53, p. 459, nous avons prouvé que si les éléments
des géométriques du mouvement d'une figure plane restent les mêmes et
accélérations g. j^ ^^-^ ^^ temps varie, le lieu du centre des accélérations est le ]uand la loi du ....
lexnps chan'^e. cercle des inflexions, c'est-à-dire le lieu des points dont l'accélération
normale est nulle, lieu qui est indépendant de la loi du temps. Ce , fait est général.
Soit un mouvement Àh dans lequel p, g, >*, ^, ■»;, Ç sont les coordonnées du mouvement hélicoïdal tangent et t la variable qui mesure le temps; si la loi du temps vient à changer, on aura un second mouvement où le temps sera représenté par t^ tandis que les coordonnées du mouvement hélicoïdal seront P, Q, R, H, II, Z, et d'après l'hypothèse faite on aura
P_Q_B_H_H_Z_dt^_
Nous désignerons par 'a la valeur commune à ces rapports ; J^., J,,, J, seront les projections de l'accélération d'entraînement dans le mouvement Àh et (J^), (J„), (J;,) seront les projections analogues dans le second mouvement. Ces projections auront les valeurs suivantes :
(J,) = SjH- Q's - R'V -t- P(Pa;4-Qj/ + Rz)-(F-t- Q* 4- R«)a?, où Ton a posé
^ dt^ dti
Si l'on utilise les formules qui donnent P, Q, ... en fonction de
p. q, ..., savoir : P = Xp, Q = Xg, ..., on trouvera facilement
Dans ces formules on a désijjné par i-,,, Vy, r, les projoctions do la vitesse d'entraînement dans le mouvement primitif Jl». Le centre des accélérations dans le mouvement o-énéral où la loi du temps est quelconque, est défini par les équations
c'esl-à-dire
J^ __ J> _ Je d^__ __
On voit donc que le lieu du centre des accélérations quand la loi du temps vient à changer, est la courbe définie par les équations précédentes. En tous les points de cette courbe l'accélération et la vitesse d'entraînement, propres au mouvement âh, sont portés par une même droite; l'accélération normale d'entraînement est donc nulle pour tous les points de cette courbe. Gomme, du reste, le mouvement »lb est l'un quelconque de ceux que l'on obtient en ne faisant varier que la loi du temps, on peut énoncer ce théorème :
Si dans le moui'cmcnt d'un solide la loi du temps vient à changer, les çlcmenls géométriques demeurant incariablea, le lieu, des points dont Vaccélération normale est nulle eM une courbe indépendante de la loi du temps, et cette courbe est amsi le lieu du. centre des accélérations, lequel est variable avec la loi du temps.
Désignons par \>. la valeur du rapport de l'accélération à la vitesse. Les équations ci-dessus donneront pour x, y, z des expressions rationnelles, quotients de deux polynômes du troisième degré, ce qui montrera que le lieu considéré est une cubique gauche.
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CHAPITRE X
Des degrés de liberté d'un système mobile. — Monvemenls à plusieui's paramètres.
Libt'iip 78. La position d'un point dans l'espace dôp'îi<^ (îe trois para-
d'un l'uni mètres; on peut traduire ce fait f n disant qu'un point do l'espace qui n'est assujetti à aucune condition possède une liberté de degré égal à 3. Si l'on assujettit le point à rester sur une surface, son deg:ré de liberté s'abaissera à deux unitr=. Il s'abaisse à 1 si le point est assujetti à rester sur une ligne.
Liberté Considérons encore un segment de droite AB de longueur inva-
l'un segment, riable. Sa position dans l'espace dépend de cinq paramètres; si donc, sa longueur étant donnée, il n'est assujetti, en outre, à aucune condition, on pourra dire qu'il est doué d'une liberté de degré 5.
En assujettissant le segment à k conditions, se Iradui.sant chacune
par une équation, on abaissera son degré de libc» té de 5 à (5 — k).
Cas Si, par exemple, on introduit 3 conditions, le segment aura une
H'uii segment liberté de degré égale à 2. Tous les points de ce segment décrivent
*d'i^t t^*^ ^^^"^ chacun une surface, sauf cependant le cas exceptionnel où un
est 2. point particulier serait assujetti à rester fixe ou à décrire une ligne;
encore dans ce cas exceptionnel tous les autres points décrivent- ils
des surfaces.
Soient A, B, G trois points d'un segment qui décrivent chacun une surface. Soient A A,, BB, , CCj les normales à ces surfaces. Tout déplacement infiniment petit du segment équivaut à une rotation autour d'un axe A (n** 36, p. 112), et les plans menés par A et les points A , B, G sont les trois plans normaux aux déplacements de chacun de cea points. Le plan mené par A et A, par exemple, contient toutes les
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droites issues de A normalement au déplacement du point A ; il contient donc la normale A A, à la surface lieu du point A. On voit ainsi que l'axe A coupe les normales AA,, BK,, GC,. Gomme il y a, du reste, une infinité de déplacements du segment ABG, il y a une infînité d'axes A et il est évident que ces axes A constituent un système 1 de génératrices de la quadrique Q définie par les trois droites Ax\„ BBj, GGj. Appelons 1' le second système de génératrices, dont ces trois dernières droites font partie.
Si Ton pi'end un point quelconque M sur le segment ABC, la normale MMj à la surface que décrit ce point devra rencontrer tous les axes A et par suite faire partie du système 2'. On a donc ce théorème.
Si un segment possède un degré de liberté égal à 2, les normales aux surfaces trajectoires de tous ses poiiits constituent à chaque instant un système de génératrices d'une surface de second degré.
Quand le segment ABG se déplace, la droite !3) qui le porte engendre une congruencc (voir n° 14), et récipi'oquement toute congruence de di'oites peut être définie comme le lieu des supports d'un segment rigide dont trois points décrivent des surfaces données. Nous pourrons utiliser la proposition précédente pour établir la propriété fondamentale des congruences de droites, à savoir, celle qui vise l'existence des surfaces focales.
Observons que la droite *3), qui porte le segment ABC, fait partie des génératrices du système 2. Il y a deux plans x', t:' tangents à la quadrique Q et normaux à la droite if). Le plan x' et le plan v' contiennent respectivement des génératrices A', A' du môme système 2, qui sont deux axes de rotation particuliers, rectangulaires avec la droite 2). Appelons F', F' les points où la droite 2) est coupée par les plans x', %'. Dans le mouvement qui équivaut à une rotation autour de A', le point F' décrit un arc de cercle auquel est tangente la droite 2), en sorte que, dans ce déplacement, celte droite engendre un élément de surface développable. Même remarque pour F' à l'égard de la rotation autour de l'axe A'.
11 y a donc deux manières de déplacer la droite ^, de telle sorte
que cette droite engendre un élément de surface développable et les
Foyers et plans points F', F", ci-dessus définis, sont respectivement les points de
contact de (S) avec les arêtes de ces développables, tandis que les plans
Congmcnce
engendrée
par le segment
focaux.
CHAP. X. — DEGRÉS DE LIBERTÉ D*UN SYSTÈME MOBILE
<I>',<^*, menés par F', F", respectivement normaux à A' et A', en sont les plans oscillateurs.
Les points F', F* ont reçu le nom de foyers et les plans 4>', fV celui de plans focaux relatifs à la droite ^, dans la congruence engendrée par celte droite.
Lorsque la droite ® engendre la congnience, les points F' , F' engendrent deux surfaces S', S' appelées surfaces focales. Ces surfaces sont 1? lieu des arêtes de deux familles de développables qtie l'on peut tonner en déplaçant la droite iD. Il en résulte que cette droite ^ qui est tangente en F', F' à deux de ces arêtes, est tangente en ces points aux surfaces focales. Déplaçons de plus la droite 3) de sorte qu'elle engendre une développable dont l'arête sera, par exemple, le lieu de son foyer F'; le lieu du second foyer F' sera une courbe tracée sur S' et suivant laquelle la développable engendrée sera circonscrite à celte surface; le plan *!>' tangent à cette développable le long de la droite ® sera donc tangent en F' à la surface S". Ainsi le plan focal <t>' est tangent en F' à la surface focale S' et de mémo le plan focal ^* est tangent en F' à la surface focale S'.
Si la droite 2* reste, dans ses diverses positions, normale à une surface U, les plans focaux sont les plans des sections principales de celte surface, Us sont rectangulaires. On démontre ailleurs la réciproque de cette proposition.
Il nous suffira ici de faire observer que si les plans focaux sont rectangulaires, les droites A', A", déjà rectangulaires avec ^, sont aussi rectangulaires entre elles et dès lors le cône asymptote de la quadrique désignée par Q est capable d'un tnèdve trircctangle inscrit. Cette condition est évidemment nécessaire et suffisante pour que les plans focaux soient rectangulaires et, par suite, pour que la droiie Î;D engendre une congruence de normales.
79. Je bornerai là ces généralités pour les appliquer à un ou deux cas particuliers.
Supposons en premier lieu que trois points A, B, C d'un segment décrivent trois plans a, P, y formant un trièdre trirectangle. Il est aisé de prouver que tout autre point M du segment décrit un ctangulaires. ellipsoïde.
Soient, en effet, o, 5, c les distances MA, MB, MC et aî, y, z les coordonnées du point M par rapport au trièdre formé par les plans
ooo
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a, 3, y; «lésignons aussi par X, ;;., v les cosinus <:lirect«nirp de la droite ABC par rapport à ce triédre; les équations de cette droite seront
où p est la distance du point (X, Y, Z) au point M {x, y, z). Appliquons ces équations en prenant pour X, Y, Z successivement les points A, B, G nous aurons
et puisque il viendra
11 est actuellement facile de prouver que, dans ce cas, la droite ABC reste normale à une surface fixe. En effet, les normales AA,, BB„ CCt aux surfaces trajectoires des points A, B, C sont ici parallèles respectivement aux axes Ox, Oy, Oz qui sont rectangulaire>'. Le cône directeur de la quadrique Q est donc capable d'un trièdre tnroctangle inscrit. En conséquence, d'après la remarque précédente la droite ABC engendre une congnifince de normales (^).
Prenons comme second exemple celui d'un segment dont trois points décrivent trois sphères ayant leurs centres Ap Bj, C^ sur une même droite.
Ici les normales AAj, BB,, CC, pas.sent chacune par un point fixe et la quadrique Q contient une génératrice fixe A,B,Gj. La normale MM, à la surface trajectoire d'un point M quelconque de ABC coupe donc AjBjC, en un certain point M,. De plus, d'après une propriété connue des génératrices rectilignes d'une quadrique, le rapport anharmonique des quatre points A, B, G, M égale celui des quati'e points A,, B,, G,, M,.
Le rapport anharmonique de ces quatre derniers points est donc constant, et comme A,, Bj, G, sont fixes, il en est de même du
(1) Darboux, Leçom iur h théorie des sut/aies, t. I, p. 235. — Mannheim, Bnlletm àcs sciaices fitathfmatit^te^, 2« série, t. IX.
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point M,. La normale MMj passe au point fixe Mj et, par conséquent, la surface trajectoire du jfoint }>l est encore une sphère dont le ceMre M, est sur la droite A,, B,, Cj et correspond homographiquemcnt à la position du point M s«j* la droite ABC. Iiles Noiis aurons occasion de revenir sur cette proposition quand nous
'■ "P**^«'^s. parlerons des systèmes articulés.
M. Mannhcim a fdit la remarque que si Ton décrit des points A, B, G, ..., M des sphères, a, p, y» •••' V- ^^ rayons arbitraires, ces sphères restent, dans le déplacement du sejjment ABC, tangentes respectivement à des sphères a^ ^^, y,, ..., ;/j des centres Aj, B,, G,, ... Mp en sorte que la fde des sphères a, ^, ..., \}. a pour enveloppe la file des sphères a^ 3i, •••, [J-i et que le mouvement du segment ABC peut être défini pur celte condition. M. Mannheira qui, après M. Darboux, a étudié ce mouvement, a utilisé dans plusieurs écrits la considération dos files de sphères.
Des divers degrés de liberté d'un corps solide.
80. Nous avons défini la liberté d'un point ou d'un segment dans l'espace. Trois points invariablement liés et non situés sur une mémo droite constituent un système dont la position suffit pour définir la position d'un corps solide qui lui serait invariablement attaché.
Nous allons donc nous occuper de la liberté d'un corps solide dans l'espace-
Pour connaître la position d'un corps dans l'espace, ou plus exactement par rapport à un triodre donné Tj, il suffit de connaître les coordotmées de l'origine d'un trièlre T lié invariablement à ce corps et les angles d'Pailer qui fixent par rapport au trièdre T, l'orientation du trièdre T. Soit en tout six paramètres.
Six conditions, se traduisant chacune par une équation, sont donc nécessaires et en général suffisantes pour fixer la position d'un corps.
Si le corps n'est assujetti qu'à cinq conditions, il n'a pas de position déterminée et ses points décrivent tous des courbes trajectoires. Degré On dit alors que le corps a un degré de liherté égal à l'unité ou de liberté encore qu'il constitue un système à liaison complète. Au point de ' ' vue des applications ce cas est de beaucoup le plus important, car,
sauf la mécanique céleste, la balistique extérieure, quelques utilisalions récentes du gyroscope et quelques mécanismes, c'est le cas d'un degré de liberté égal à 1 qui revient toujours dans les applications.
Les cas de degrés de liberté égaux à 2, 3, 4, 5 ont plutôt un intérêt théorique. Ils se produisent quand le cops n'est assujetti qu'à 4, 3, 2, 1 conditions. Le cas d'un degré do liberté égal à 6 correspond à l'hypothèse d'un corps entièrement libre.
Considérons un corps dont le degré de liberté soit n; continuons à désigner par Tj le trièdre de référence fixe, et par T un trièdre lié au corps; appelons x, y, z les coordonnées d'un point M par rapport au trièdre T et par x^ »/,, z^ les coordonnées de ce même point par rapport au trièdre ï^. On aura les relations
1a?j = a + aac + et y -h a''z, z^ = c -h yx -h -{' y -h y*z,
où a, 6, c .sont les coordonnées de l'origine du trièdre mobile T par rapport au trièdre T, et a, a', a", ..., y, y', y' les cosinus des angles des axes des deux trièdre?.
Ces neuf quantités sont des fonctions des n paramètres indépendants «,, i»,, ..., ti„, dont 1.1 connaissance permet de construire la position du coips.
Imprimons au corps un mouvement déterminé, mais quelconque; cela revient à prendre pour t«j, m,, ..., u„ des fonctions déterminées, mais arbitraires du temps.
Les projections de la vitesse «ibsolue du point M, effectuées sur les axes du trièdre mobile, auront, en supposant pour plu^- de généralité le point M mobile également par rapport au corps*, les expressions .suivantes :
dy v„=zr, + rx — pz + — »
Rappelons ici les formules du n° 23 qui servent à définir p, g, r, Ç, r„ Ç.
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da . dh de
dl da „, dh , de
dt
,, dh
. da „, dî* , de
^ dt ^ dt ' dt
/dx' ^,d^' ^di\ / .rfa" „, diî' ,dy'\
^=VTt-^^iï'-^^iï)=-['^^^iï^^ ii}
l dx' ^ d^' dy^ { ,dx ^, d^ ^ dy\
{ , dx „, d^ ,dy\ I dx' ^ d^' dy'\
Ici les quantités a, b, c, x, P, ..., ^% 7" sont des fonctions des paramètres u^, u,, ..., «„, lesquels à leur tour ont été pris égaux à des fonctions du temps; nous poserons
:' da ^ db de
5i= X -r~ + ^ T- + Ï -T-' oUi aUi a^i
, âa r, àb Oc
' dUi dUi aUi
, da „, db , de
. , dUi diii âUi
' * \ dUi dUi duj \ dUi c^u, âuj
/ dx' , d{i' d-,'\ l ,dx ,,,^3 „ d';\
^ V dUi ^ dUi ' (^U;/ \ dUi dui duJ
i ( ,dx „; ^^ , <?y\ / dx' ^ d^' di\
\ \ OUi "^ <?Ui ' duJ \ dUi '^ dUi duJ
et nous aurons alors
dUi v^ dUi ^ v" ^ ^"i
^?==1--7F' "'■■^2-^'dT' ^=2-^'dr î'=2î'^d7' '=2,î'dï' '■=l'"'dt'
Les formules qui donnent la vitesse absolue du point M ou plniôl tes projections sur les axes du trièdre T seront donc
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} v^ . ^ dUi du
(4) „,=2fe + '-<^-p.^)7j7 + 3r
Équations aux 81. Nous avons appelé n le nombre des paramètres u; il y a 6» differeoUelles quantités p„ f/,-, >',, ;,-, •/;,■, ^^ et qui sont des fonctions des paramètres u, mais no)i pas des fonctions quelconques.
Considérons, ea effet, un point M lié invariablement au trièdre fixe Tj. Quel que soit le déplacement imprimé au trièdre T, la vitesse absolue de M est nulle; il en est donc de même des projections de cette vitesse sur les axes du trièdre T et, par conséquent, les coordonnées X, y, z du point M, prises par rapport au trièdre T, doivent vérifier le système d'équations aux différentielles totales
j dx 4- V (^i + q^z — )\y) dn^ — 0, (5) I dy 4-2 (^. + »'t-^ — Pi') du-, — 0,
^ ^ +^ (Ci + PiV — ^<^"} (i^i — 0-
Désignons par x^^ j/i, -, les coordonnées absolues, c'e-ot-à-dire prises par rapport au trièdre T,, de ce même point M. Ces coordonnées .Oj, î/p *j sont trois constantes, en sorte que le svstènie d'équations (.5) admet un système x, y, i de solutions dépendant de U^ois constantes arlilraiics.
Si l'on écrit les conditions d'intégrabilité, on obtient les relations entre x, y, z et le paramètres n. Ces relaliona doivent se réduire à des identités, sans quoi les expressions générales de x, y, z ne pourraient dépendre de trois constantes arbitraires.
On sait que l'on appelle syslème eomptètcmcnt intégrahie un système d'équations aux différentielles totales dans lequel toutes les conditions d'intégrabilité se trouvent vérifiées identiquement (*).
D'après cela le système (5) doit être complètement intégrable. Réciproque. Supposons réciproquement que les quantités /j-, g^, r^, ^i, r,i, l^i
(*) Voir Goursat, LeçoM sur l'inlét/ration des équations aiii/> dentées partielles, p. lO.
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soient des fondions des u telles que le système (5) soit complètement intégrable.
Les expressions générales de x, y, z seront des fonctions des w, contenant trois constantes arbitraires. On peut trouver un mouvement continu dépendant des paramétres «j, m,, ..., m„ et dans lequel la disiribulion dos vitesses soit donnée par les formules (4).
Nous procéderons comme au n» 40. Soit x^, y^, z^ un système particulier de solutions du système (5) et posons
les nouvelles fonctions X, Y, Z vérifient les équations
(C) dY+\](r,X-p,Z;.r.O,
qui constituent encore un système complètement intégrable. Par un raisonnement en tous points semblable à celui du n» 40, on verra qu'on peut toujours trouver trois systèmes do solutions (a, 3» y) (?.', 3'» y') i^'y ^"> t') ^*' ^^ système, qui vérifient les relations
aa' + .B3' + yy' =<^» ««' + P3' + YY" =^> »'*'" + P'^'" + y'y"'=0 ; et les expressions suivantes de x, y, z,
/ X = x'o + ax, -+- Pî/i 4- Y'o r?) I y = y„ + ^'x^ ■+ g' y, + y'^u
où u'j, j/j, ?! seront trois constantes vérifieront le système (5).
Envisageons alors un trièdre T, dont a,,, j/^, z^ seront les coordonnées de l'orit^ine et a, P, y, a', (i', y'j *'j ^'> y' ^*^''' cosinus directeurs des axes par rapport au trièdre de référence T. Les formules (7) montrent que x^, y^, z^ sont les coordonnées par rapport à Tj du point M dont .x, y, z sont les coordonnées par rapport au trièdre T. Ces formules définissent donc un mouvement continu à n paramètres v^y Uj, ..., tt;, du trièdre T par rapport au trièdre Tj.
On peut vérifier comme il suit que la distribution des vitesses dans
ce mouvement est fournie par les fonctions p^, g,, r,., Çj, r<j, Ç, qui ni,'arent dans les équations (5).
Désignons par pi, g,', v,', ç', y^;, ZJ les fonctions qui interviennent dans la distribution des vitesses dans le mouvement continu défini par les équations (7). La vitesse de tout point M (x, y,z) aura comme projections
^ , , , dui dx
(r„+nx-p,--)^ + ^,.
Les points M liés au trièdre T^ vérifient l'es équations
(8) tV: = 0, tv = 0, i',=:0,
mais ces points s'obtiennent en prenant Xj, i/j, z^ constants dans les formules (7); leurs coordonnées relatives vérifient donc le système (5); en comparant aux équations (8) nous obtiendrons par soustraction
2 fe — ?i + q'i—<li'^ — »T— r.-I/) du- = 0, 2 (^'^ — ^« -+" '■• ~" »'i"^ — P'- — f'i- î^) ^"< = 0> 2 fc — v/ + ?/ —pi-V—q.—qi-x) dUi = 0.
Ceci doit avoir lieu indépendamment de"* dw,, et pour tous les points de l'espace; on a donc
lî.' = Po q'i = 3o W = n>
ce qui démontre la proposition.
La remarque qui fait l'objet du no Uî) s'applique intégralement au cas actuel; c'est-à-dire que los quantités ç,-, y;,-, î;,-, p,, 7,, »\ élant données de sorte que le système (5) soit complètement intégrablo, la ckHcnuination du tri«!dre fixe T^ auqtiel se trouve rapporté le mouvement comporte seulement cela d'aibitrairo qu'on peut substituer à l\ tout autre trièdre qui lui serait invariablement lié.
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Conditions Nous avons vu par ce qui précède que les conditions d'iniégrabilité
intégrabilifé. j„ système (5) doivent être satisfaites identiquement, sans qu'il en
résulte aucune relation finie entre les variables œ, y, 7, u^ «„ ..., u^.
Ces conditions d'intégrabilité sont aisées à écrire ; il faut avoir
dx ^
aUf
ày
d(mc
dUi duj âuj dUi
ou
àh dO; àr: dz du
dvj àuj âUj duj dUf
dUi du- oVi OUi ail!
V * i » 1 . ^ âz Oij dz On
hn tenant compte des expressions de -: — ■> ~ — j -:; — j ~ — ' on
dUi dUi dUj dUj
trouvera
à Ci dqi dv; . .
du, dUj dUj
. ^ dzj dq, di',
— ^j (Ci + Viy — ?.••») ■+ >> (^/.- + >'<^ — Pi-)>
ce qui, ordonné en x, ?/, s, s'écrit dli dz,,
rdr, dVi ~\
l_du, duj ^^J
On obtiendra deux autres équations analogues en égalant deux
dUj d*z
expressions différentes de t 1 — » -; ; — Comme aucune rela-
'^ d w, c; Uj dUi d Uj
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tion finie ne doit exister entre x, y, i et les u, ces équations doivent avoir lieu quels que soient x, y, z ; il vient ainsi
T^ -" X^ + g ^ _ qij + r.Y] . — )vr,; = 0, dUi aUi •' ^
à Pi à Pi
Telles sont les conditions que doivent vérifier les 6n fonctions Pi} Qi> ^i> ^/j li» ^ij t^-"^ conditions sont au nombre de
Il y a lieu de remarquer la signification des quantités ç^, y],., ÎJj, Pi» 9i> *'i *!"» figurent dans ces formules.
Si l'on suppose que le paramètre Mj varie seul avec une vitesse
diii , 1. .
-— égale à 1 unité, ces six quantités sont précisément les coordonnées du mouvement hélicoïdal tangent qui correspond à ce mouvement particulier. Les quantités H; r;,-, ^; représentent notamment les projections, sur les axes du trièdro mobile, de la vitesvse d'entraînement de l'origine de ce trièdre. On observera qu'au fond cette origine est un point quelconque lié invariablement au corps mobile, et que les quantités jj,-, g„ >\ restent les mêmes si l'on change le trièlre T en un autre qui lui serait parallèle et invariablement lié. Dans les équations (9') on peut donc mettre, au lieu de 5,, y;., Ç,, Çj, T/jf ^j, les projections des vitesses de n'importe quel point lié invariablement au corp.''; ces équations devront être encore vérifiées. Cette remarque élémentaire est une source de simplification dans certains calculs et a été notamment utilisée par M. Daiboux dans ses Leçons sur la théorie des surfaces.
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^.rt. r « ,. , . , ^W| dv, dn„
82. La forme linéaire de v^., il, v, en —r-'-» — — '> •••> —r- con-
at cit dt
dnif à quelques propriétés que nous allons faire connaître.
Si l'on effectue un déplacement dans lequel m^ varie seul, les projetions de la vitesse d'entraînement auront pour expressions
dU;
les sommes des quantités analogues représentent les projections de la vitesse dans l'hypothèse d'un déplacement quelconque; de là ce théorème ;
Dam tout déplacement d^un corps dont la libeHc est supérieure à 1, la vitesse d'entraînement est la somme géométrique des vitesses que l'on obtient en faisant varier séparément et successivement chacun des paramètres indépendants.
iplacements Proposons-nous encore de rechercher les lois de mouvement d'un réductibles corps dont la liberté est n et qui soient telles que le mouvement es'oa ions. Jj^jj^qj^q} tangent se réduise constamment à une rotation.
Il faudra, conformément aux résultats du numéro 33, page 105, que l'invariant
p^ + qfi -^ rX, = 0
soit nul, c'est-à-dhe que l'on ait
Posons
Ma =Pi^i + qi-rit + rXiy 2 3éij=pi^j -h pAi + qiTtj -f- qjr,{ + i\Zj + r,Ç,.;
l'équation (li) devient, après multiplication par dt*,
Les déplarements du corps qui admettent une rotation tangente sont donc ceux pour lesquels les rapports dUi, dttj vérifient l'équation précédente (12).
Les coefficients 3^)ij qui figurent dans cette équation ont une signi. fication immédiate; ^v,,- est l'auto-moment du système de segments S; qui représente les rotations quand on ne fait varier que m, avec
d u'i une vitesse —- = 1 égale à l'unité; et ^i,j est le moment des deux
systèmes S,, S;.
Observons que si l'on imprime au corps un mouvement continu tel que l'équation (12) soit constamment vérifiée, le mouvement admettra à chaque instant une rotation tangente; ce mouvement continu résultera alors, comme nous savons, du roulement d'une surface réglée sur une autre surface réglée applicable sur elle.
Mouvement d'un corps assujetti à quatre conditions.
83. Nous nll tus indiquer l'application de ces principes au mouvement d'uQ corps assujetti à quatre conditions et dépendant, en conséquence, de deux paramètres. Les points du cor^s décrivent alors chacun une surCiice et le problème se pose de construire la normale à chaque surface trajectoire. Un beau théorème dû à Schôneman et retrouvé par M. Mannheim, donne la solution de ce problème.
Formons, dans l'hypothèse de deux paramètres, l'équation qui définit les déplacements équivalents à des rotations, nous aurons
(13) 36u du* + 2 36« du^ du, + 5^f,„ du\ = 0.
du Cette équation donne deux valeurs pour le rapport -— ; on peut,
dès lors, conclure ce théorème :
Quand un corps est assujetti à quatre conditions, parmi tous les déplacements de ce corps autour de Vune quelconque de ses positions, il y en a deux qui se réduisent à des rotations.
On observera que 3(5,i> ^'n^ ^n sont des fonctions de tij, m,; si donc on fait un changement de variables portant sur les paramètres
Théorème
de MM.
Schônemann
et Mannheim.
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M,, Mj, on pourra prendre contime nouveaux paramètres les intégrales de cette équation du second degré en du^ et dw, , en sorte que les deux déplacements qui se réduisent à une rotation infiniment petite seront définis, l'un par l'équation dw, = 0, l'autre par l'équation dit, = 0.
Nous avons remarqué, du reste, au no 82 que tout déplacement d'un corps dont la position dépend de n paramètres résulte des déplacements que l'on obtient en faisant varier successivement ces paramètres; donc, dans le cas actuel, comme ces déplacements partiels consistent chacun en une rotation, on pourra énoncer ce théorème :
Tout déplacement infiniment petit d'un corps doyH la position dépend de deux paramètres résulte de deux rotations instantanées autour de deux axes A,, A,.
Considérons un point M du corps; dans la rotation autour de A,, le point M décrit un petit arc MM' normal au plan mené par M et par Aj . De même le plan mené par M et par A, est normal en M au petit élément MM* décrit par le point M quand le corps subit une rotation élémentaire autour de A,. La droite MN, intersection de ces deux plans, est normale à la fois aux éléments MM', MM", c'est donc la normale à la surface que le point M du corps est assujetti à décrire. De là ce théorème :
Quand un corps est assujetti à quatre conditions, les normales aux surfaces trajectoires de ses points rencontrent toutes deux droites Aj, A, qui ne dépendent que de la position actitelle du corps.
Ce théorème, trouvé d'abord en 1855 par Schôneman, a été donné en France en 1866 par M. Mannheim, qui en a fait la base de plusieurs écrits insérés dans divers journaux scientifiques et notamment dans le Recueil des savants étrangers.
On peut donner de ce théorème une démonstration différente qui démonstration met en évidence le rôle des complexes et des congruences linéaires
du théorème dans cette question, précédent. ^
Reprenons l'hypothèse générale où les deux paramètres indépendants M,, Mj sont quelconques. Si l'on prend pour Wj, w, deux fonctions du temps, on obtient un mouvement dont les éléments du
Autre
mouvement hélicoïdal tangent seront
du. dv. du, du, du. du,
^ ^ du. ^ du^ du. du. „ „ du, „ du^
Si l'on ne fait venir que m,, on obtiondra un mouvement hélicoïdal tangent auquel se trouve attaché un certain complexe linéaire G, ; si l'on ne fait varier que m,, on aura un autre mouvement hélicoïdal tangent auquel se trouve attaché un second complexe linéaire G,.
Considérons un point M quelconque, la normale MN à la surface qu'il décrit appartient au complexe Cj, car cette droite est normale à la trajectoire que décrit le point M quand m, varie seul; pour une raison analogue, MN fait aussi partie du complexée,. On reconnaît ainsi que :
Lorsqu'un corps est assujetti à quat^'e conditions, les normales aux surfaces trajectoires des points de ce corps constituent à chaque instant l'ensemble des droites communes à deux complexes linéaires.
Congi-uence On appelle congruence linéaire l'ensemble de ces droites. Or, on
linéaire. démontre aisément que l'ensemble des droites communes à deux
complexes linéaires est constituée par les droites qui coupent deux
droites fixes Aj, A,, lesquelles sont conjuguées à la fois dans ces
deux complexes.
Nous retrouvons donc ainsi, mais avec des compléments géométriques qui peuvent avoir leur utilité, la proposition de MM. Schônemann et Mannheim.
Quant à l'existence de ces deux droites Aj, Ag que doivent couper toutes les droites communes aux deux complexes linéaires., on rétaîjlit ainsi :
Les complexes G,, C, ont pour équations respectivement (voir le n« 17)
p^L + g, M -H r,N + SjX + v;iY 4- ^,Z — 0,
l'équation î^uivante, où p est arbitraire,
f!(técial.
Contact d'une surface avec !on enveloppe.
Foyers d'une diuite d'une congruence.
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dt^fîuil un complexe linéaire qui contient toutes les droites communes aux deux premiers.
Cherchons à déterminer p de. sorte que ce complexe soit spécial, c'est-à-dire que l'invariant
soit nul. Dans ce cas, les quantités
Pi -1- PPp 7i + f 7i, »-, + p''p ;, + p;,, nt + p^i, ^» + p-a
sont les coordonnées d'un segment (n» 11) et l'équalion (15) exprime que la droite X, Y, Z, L, M, N, coupe la droite A qui porte ce segment. Un complexe spécial est ainsi formé- de l'ensemble des droites qui coupent une droite donnée A. Maintenant l'équation (16) s'écrit
(17) X<„o* + 2cX',,? + ^'.„ == 0,
elle donne pour p deux valeurs, p', p"; à chacune de ces valeurs correspond une droite A, ce qui fait deux droites Aj, A, que doivent rencpntrer les droites communes aux complexes proposés.
Ajoutons que si dans l'équation (15) on met p', puis p" au lieu de p, on obtient deux équations qui, tant que p* — p' n'est pas nul, forment un système équivalent au syslème (14).
Il en résulte que, réciproquement, toutes les droites qui coupent à la fois Aj, A, sont communes j\ nos deux complexes. On en conclura immédiatement que A^ et A, sont un couple de droites conjuguées communes à ces deux complexes C,, C,. On voit même que quel que soit p, les droites A„ A, forment un couple de droites conjuguées par rapport au complexe représenté par l'équation (15).
Considérons actuellement une surface S liée au corps, on prouve par un raisonnement analogue à celui du no 46, que pour avoir le point (ou les points) de contact de la surface S avec son enveloppe, ou doit chercher sur S les points dont la normale coupe les deux droites Ap Aj.
Par exemple, si S est un plan, ce plan louche son enveloppe au point de lencontre des projections sur S de.s droites A,, A,.
On peut de même se proposer de rechercher les foyers d'une droite liée au corps. Cette droite engendre, en effet, une congruence puisqu'elle dépend de deux paramétres.
Soient X, Y, Z, L, M, N les coordonnées de cette droite dam le trièdre mobile.
Ces coordonnées sont des constantes.
Le lecteur prouvera aisément que les foyers se trouvent à l'intersection de la droite considérée avec la quadrique représentée par l'équation
I Ej + g^z - i\y, 5, + q^z — r,y, X
I Ci + Piî/ — g.aî, ^i+p^y — q^x, Z
Du reste, si l'on voulait inlroduii^e ici les considérations du n" 78, page 220, il suffirait d'observer que les norriiales aux surfaces trajectoires des divers points de la droite proposée doivent couper, outre cette droite % les axes de rotation \, A,, en sorte que la quadrique que nous avons appelée Q est ici définie par les droites IJ), ^^ et Aj.
84. La géométrie des surfaces et des congruences offre un cliamp immense aux applications des mouvements à deux paramètres. Les formules de Codazzi, par exemple, rentrent dans les conditions d'intégrabilité (9) et (10).
Théorème Je me bornerai, pour terminer, à démontrer un beau théorème dû
de Ribaucour. ^ Albert Ribaucour et qui rattache le problème de la déformation des surfaces à l'étude de certains mouvements.
Les raisonnements qui nous ont servi à établir le théorème de Schônemann et Mannheim tombent en défaut si l'équation (13) ou, ce qui revient au mémo, l'équation (17) a ses racines égales, c'està-dire si
C'est le cas limite où les droites Aj, A, viennent se confondre. Il ne ditfére pas essentiellement du cas général.
Il en est tout autrement si les équations (iO) ou (17) sont dos identités, c'est-à-dire si
Dans ce cas, les mouvements hélicoïdaux tangents se réduisent toujours à une simple rotation, et cela, quelle que soit la loi du mouvement.
Les équations 3(\i = 0, 3^^ = 0 expriment que les déplacements
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dans lesquels u^ puis m, varient seuls sont des rofations Q,, Q, ; appelons Ap A, les axes de ces rotations, dont (/j,, q^y r,, ^,, r,j, l,) (Pî' ^2» *'2> ?2» ''iï' ^'î) sont les coordonnées. L'éqnalion .IRi,, = 0 exprime alors que ces axes A, et A, se coupent.
Nous appellerons I leur point de rencontre et r leur plan commun.
Maintenant, les expressions
Pi«; 4-i7,«;, q^u[ H- g,w;, r,n; + r,î«;,
ou 1 on a pose pour abréger u^ = -7- » m, =: -~ > sont, quels que
soient u[,u[, les coordonnées d'un segment Q porté par un axe A, et ce segment Q représente une rotation à laquelle est réduclible le
mouvement tangent quel que soit le rapport - f • Or, il résulte des
expressions mêmes de ses coordonnées que le segment w est la résultante de deux segments portés par les axes A, et Aj et qui sont égaux l'un au produit du segment Q^ par le nombre wj, l'autre au produit du segment û^ par le nombre u'^. Le segment Q est donc issu du
point I dans le plan r. Quand le rapport - prendra toutes les
valer.is possibles, l'axe A décrira évidemment le faisceau pian (I, r).
On peut même ajouter, remarque qui a son utilité, qu'en vertu du
principe de correspondance, le rapport anbarmouique de quatre axes A
sera égal au rapport anharmoaique des quatre valeurs do -' aux-
quelles ils correspondent.
Considérons actuellement le point I; il dépejid des deux paramètres Uj, Hj et décrit dans l'espace une certaine surface I,-: il décrit aussi dans le corps une surface l,„ qui sera le lieu des points du corps avec lesquels le point I peut venir coïncider.
Le théorème de Ribaucoar consiste en ce que les surfaces 1/ rt I,„ sont tangentes l'une à Vautre au point l, le plan r. est leur plan tangent commun et enfin elles sont applicables l'une sur l'autre.
Supposons, en effet, qu'on prenne pour n^, u^ des fonctions quelconques du temps; le point I va décrire sur I„. et sur J, deux courbes C„„ Cf, C,„ sera sa trajectoire relative et C, sa trajectoire absolue. La vitesse d'entraînement du point I étant nulle, puisque, quel que soit
le déplacement, il est constamment sur l'axe instantané de rotation, il en résulte que sa vitesse absolue se confond avec sa vitesse relative. Les courbes G,„ et G/ sont donc tangentes et roulent sans glisser l'une sur l'autre. Ceci étant vrai quelle que soit la courbe G„, que l'on obligera le point I à décrire sur I„,, on peut en conclure déjà que les deux surfaces ly, I,„ se touchent au point I.
Gomme de plus, puisqu'il n'y a pas glissement, à un arc de courbe C,„ tracée sur I„ correspond un arc égal de la courbe Gy tracée sur ly, on voit que la correspondance ponctuelle qui existe entre les surfaces îjy I„, est de telle nature que les arcs correspondants sont égaux.
Les deux surfaces I/, I„, sont ainsi applicables l'une sur l'autre.
Soient x, y, z les coordonnées du point de rencontre I des axes des deux rotations p^, q^, i\, ç,, yJi, ^^ et j9„ q^, r^, ç„ r,„ ;„ on a
E, = — g,t -H r,î/, r,, = — t\x -h p^Zy C, = - VtV + fU^- Si nous ëcrivons alors les conditions d'inlégrabilité nous trouverons ôz au àz
du^ *<?M,
ày du
dx
âz
ày
âx
^'ôxi} "^'du.
dx
Multiplions ces trois équations respectivement par
âx à y
du^
> ajoutons et nous trouverons
dx
dx
du^
du.
ày
du^
ày
du.
dz
dz
dUi
àUi
dx ày dz en multipliant au contraire par ——5 -r— ,? -j— et ajoutant encore ^ du, à tir du.
dx
dx
d itj
du^
du*
âz
âz
ôu^
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Ces deux équations expriment que le plan des deux axes est précisément le plan tangent à la sur face I„ au point I.
Le Ihéorèmo de M. Ribaucour ramène ainsi la question des surfaces applicables sur une surf;icc donn^'e à l'élude de certains mouvements de celte surface. Le cas particulier où l'on fait rouler une surface sur sa symétrique donne lieu à des propositions analogues à celles que nous avons déjà rencontrées pour les courbes. Il est bon de dire ici que ce cas joue un rôle à part et qu'il semble échapper à la théorie qui fait l'objet du cas général.
Mouvements à trois paramètres.
85. Les mouvements à trois paramètres ont été beaucoup moins étudiés que les mouvements précédents.
Un corps qui a un point fixe et un corps dont un plan peut librement glisser sur un autre plan sont deux exemples de mouvements à trois paramètres. Dans ces deux cas une circonstance remarquable se produit : quelle que soit la loi de mouvement que l'on impose au corps, à chaque instant le mouvement hélicoïdal tangent se réduit à une rotation. Autrement dit, tout déplacement infiniment petit équivaut à une rotation.
L'équation
-+- 2 M'<^^du^du^ -+- 2 'à(^^du^du^
+- 2 jl^jjdUjdUj
qui définit les déplacements infiniment petits réductibles à des rota- Mouvements ^'^"^^ ^^*' ^^"^ ^^ ^^'^^ ^^^^ ""® identité, ainsi que cola se produit
k trois avec deux variables à propos du théorème de Ribaucour. pararnèti'os II y a quelque intérêt à rechercher si ces deux mouvements à des rotations *'^*^ paramètres sont bien les seuls qui présentent celte cirsuccessives. constance.
Sphi re
glissant
sur elle-même.
Plan glissant sur lui-mcmc,
Mouvement d'une figure qui reste symétrique d'une figure fixe.
Observons d'abord que Von a par hypothèse ces six équations
3^\l =■ 0, 5{)j2 rr= 0, Jt'j., =■ 0,
Les trois premières expriment que les quantités (p^, ^j, r^
?i» ^.1» Cl) (Pi^ ^î' ^s» ^i' "Or Q (Pt' ?3. »*3> ?3? ^v î^î) sont les coordonnées de trois segments représentai ifs de trois rotations aulour d'axes Aj, A,, A,. Les trois dernières équations expriment que ces axes sont deux à deux dans un môme plan.
Or, si trois axes pris deux à deux sont dans un même plan, ou bien ces axes forment un trièdre, ou bien ils forment un prisme, ou bien ils forment un triangle. Car nous excluons le cas où les trois axes étant dans un même plan seraient concourants ou parallèles. On prouverait, en effet, que dans ce cas le nombre des paramètres indépendants ne saurait être égal à 3.
Nous allons donc examiner les trois hypothèses précédentes. La première hypothèse ne fournit pas d'autre mouvement à trois paramètres que celui dans lequel un point du corps est fixe, ou ce qui revient au même, dans lequel une sphère du corps glisse arbitrairement sur elle-même.
La deuxième hypothèse ne donne que le mouvement d'un corps dont un plan glisse sur lui-même.
Reste la troisième hypothèse.
Dans ce cas les axes des rotations instantanées doivent être contenus dans un même plan et y former un triangle. Or, on aperçoit tout de suite un mouvement qui remplit cette condition.
Supposons une figure V qui se déplace de telle sorte qu'elle soit, dans toutes ses positions, symétrique d'une figure F, par rapport à un plan variable de l'espace. Comme la position du plan de symétrie dépend de trois coordonnées, nous aurons ainsi défini un mouvement à trois paramètres.
Or, soient F, F' deux positions de la figure; t, %' les plans par rapport auxquels elles sont respectivement symétriques d'une même figure Fj de l'espace. C'est une proposition de géométrie élémentaire facile à établir qu'on peut amener F sur F' par une rotation autour de la droite d'intersection des plans t: et z', rotation dont l'amplitude est le double de l'angle de ces deux plans. On voit donc que tout déplacement infiniment petit de la figure F est équivalent à une rota-
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lion infiniment petite autour d'un axe A situé dans le plan tc par rapport auquel F est symétrique de la figure fixe F^.
Prenons, dans la figure fixe, un trièdre trirectangle Tj ; son symétrique par rapport au plan x est un autre trièdre trirectangle T. Chaque arête de T s'appuie sur l'arête homologue du trièdre symétrique et la coupe au même point que le plan r, en sorte que T, 'V^ déterminent sur le plan x le même triangle.
Réciproquement, si deux trièdres trirectangles T, T, définissent sur un plan tt le même triangle, on sait que ces trièdres sont symétriques par rapport au plan de ce triangle. On peut donc définir sans ambiguïté le mouvement qui nous occupe en disant que :
Un trièdre trirectangle T lié au corps est assujetti à s'appuyer par ses arêtes sur les arêtes d'un trièdre trirectangle T^ fixe dans l'espace.
Si A, B, G sont les points d'appui des couples d'arêtes concourantes, les deux trièdres sont symétriques par rapport au plan ABC et toute figure F liée au trièdre T est symétrique, par rapport à ce plan, d'une figure F^ liée au trièdre fixe T^.
Toute courbe G liée au trièdre T ne cesse de s'appuyer sur une courbe C^ liée à T^ et dont elle est la symétrique, etc.
Ce mouvement intéressant convient à notre troisième hypothèse. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'elle ne comporte pas d'autre solution.
Si l'on vient à assujettir le plan % à une condition, il enveloppe dans le corps mobile une surface fixe S, et dans l'espace une surface S, dont S est la symétrique, en sorte qu'on obtient alors un mouvement à deux paramètres dans lequel une surface S roule sur une surface S| dont elle est sans cesse la symétrique par rapport au plan langent commun. Nous retrouvons ainsi le cas particulier de roulement de surfaces signalé à la fin du numéro précédent.
Cinématique. M5
CHAPITRE XI
Les Systèines articulés.
86. Par ses nombreux contacts avec la fréométrie et par les applications multiples qu'elle trouve dans la pratique, la théorie des systèmes articulés constitue une transition naturelle entre les doctrines géométriques qui précèdent et la théorie des mécanismes que nous étudierons plus loin. La théorie des systèmes articulés ne date que de 1864. Sans doute on les a utilisés bien avant cette époque; il se peut même que quelque esprit amoureux de précision rétrospective découvre des systèmes articulés dans l'antiquité la plus reculée; nous apprendrions une fois de plus que tout siècle détient inconsciemment entre ses mains léS découvertes des siècles futurs, et que l'histoire des choses devance très souvent celle des idées. Lorsque, en 1631, le P. ScHEiNER publia pour la première fois la description d<» son pantographe, il ne connut certainement pas l'idée générale dont son petit appareil n'était qu'une manifestation naissante; on peut même affirmer qu'il ne pouvait pas la connaître, car cette idée tient à la notion élevée de la transformation des figures, noiion qui appartient à notre siècle et donne un caractère uniforme à tous les progrès qu'il a vus s'accomplir.
Le mérite de Peaucellier, de Kempe, de Hart, de Lipkine est moins d'être parvenu à tracer avec des systèmes articulés telle ou telle courbe particulière, que d'avoir aperçu les moyens do réaliser avec ces systèmes de véritables transformations géométriques.
Dans celte remarque réside ce qu'il y a de vraiment général dans la théorie des systèmes articulés.
On ronnait, et Von trouvera du reste décrit plus loin, le dispositi
appelé 'parallélogramme de Walt; cet appareil a pour objet de faire décrire approximativement un segment de droite à la tige d'un Peancellier. piston. Peaucellier, en 1864, trouva une solution rigoureuse du même problème à l'aide de simples leviers articulés. Sa solution passa inaperçue et, circonstance peu banale, précisément à Fépoque où d'éminents géomètres en étaient arrivés à douter de la possibilité
Lipkine. d'une solution du problème. Cependant, en 1871, M. Lipkine, élève de M. TcHEBiCHEFF, ayant trouvé de son côté la solution exacte de M. Peaucellier, et obtenu pour cette découverte une récompense de son gouvernement, l'attention se porta enfin sur le véritable inventeur, notre compatriote.
Sylvester. M. Sylvester s'intéressa particulièrement à cette belle découverte
et s'employa à la vulgariser tout en étendant son domaine. Sous son
inspiration les systèmes articulés ne tardèrent pas à acquérir une
Las géomcires grande vogue en Angleterre, où ils firent l'objet des études de Hart,
.anglais. Glifford, Roberts, Cayley, Kempe. Ccs éminenls géomètres eurent d'abord en vue la description mécanique de courbes particulières : coniques, courbes cubiques, quartiques ou sexliques, courbes circulaires. Hart et Kempe trouvèrent de nouvelles et intéressantes solutions du problème du guidage rectiligne d'un point et réalisèrent d'intéressantes transformations,
Tiaivanx En France, on peut citer les travaux de M. Saint-Loup sur les
français. systèmes articulés et leur application à la résolution des équations ; M. Lais.\nt les a fait servir à la trisection de l'angle; M. Lemoine leur a consacré ptusienrs écrits; M. Léauté, envisageant la question au point de vue pratique, s'est occupé de décrire ù Vaide de trois tiges et avec le plus d'approximation possible une courbe donnée, problème qui est, au fond, une généralisation du guidage rectiligne approché de Watt déjà traités par Tciiebicheff.
La déformation du quadrilatère articulé est une question essentielle pour la théorie générale des systèiiiss articulés. M. Darboux lui a consacré plusieurs notes dans son Bulletin et dans les Comptes Rendus.
Ajoutons enfin que M. Neuberg a publié sur la question le résumé lie conférences qu'il a faites, et où les principes de la théorie des systèmes articulés sont présentés sous une forme entièrement élémentaire. Lo lecteur désireux de se renseigner sur la bibliographie des systèmes articulés pourra consulter la liste dressée par M. Liguine
et que le Bulletin des sciences mathématiques a publiée dans le tome VII de la 2« série, tome XVIII de la collection.
«finition d'un 87. Pour les premiers auteurs qui ont écrit sur la théorie des
système systèmes articulés, un tel ensemble se composait de tiges rigides articulé plan. '
assujetties à se mouvoir dans un même plan, certaines d'entre elles
étant reliées par des pivots normaux à ce plan de manière à laisser
variables leurs angles.
Cette manière de voir s'explique, car les premiers appareils articulés, le pantographe, le parallélogramme de Watt, l'appareil de Peaucellier ne se composaient, schématiquement du moins, que de tiges ou droites articulées, les points décrivants étant constamment en ligne droite avec les points d'articulation.
Mais on en vint bientôt, avec Sylvester, à considérer la trajectoire d'un point lié invariablement à une tige et formant avec elle un triangle. On substitua dès lors une plaque triangulaire à la considération de la simple tige.
Il n'y a, du reste, aucune raison pour s'en tenir à la forme triangulaire.
Tout segment de droite, ou tige, qui se meut peut être considéré comme entraînant une figure plane qui lui est liée invariablement, et l'on voit alors que la considération d'une simple tige est au fond équivalente à celle d'une plaque plane qui glisserait sur son propre plan.
Nous pouvons, dès lors, donner la définition suivante d'un système
ARTICULÉ PLAN
Cest un ensemble de plaques ou figures planes assujetties à rester dans un seul et même plan, parmi lesquelles un certain nombre sont reliées entre elles par des charnières ou pivots normaux au plan commun.
Nous avons ajouté l'épitbète plan parce que l'on rencontre aussi des systèmes articulés sphériques, ou plus généralement gauches, ainsi que nous l'indiquerons plus loin.
Si deux plaques d'un système articulé sont reliées par deux pivots, elles sont invariablement liées et ne forment qu'une seule et môme plaque.
Si trois plaques A, B, C sont reliées deux à deux par des pivots formant un triangle, elles constituent un système indéformable et ne
forment qu'une seule et même plaque. Si donc on met de côté le cas peu intéressant de trois plaques montées sur un même pivot, on voit qu'il n'y a pas de système articulé comportant moins de quatre plaques ou membres, car tel est le terme que nous emploierons désormais.
Quadnlatèt*e articulé.
Trois formes
de
quadrilatères
articulés.
Systèmes à quatre membres.
88. Les systèmes à quatre membres sont ainsi les plus simples des systèmes articulés. Ils ont, du reste, une importance réelle par l'usage constant que l'on en fait dans les systèmes plus compliqués. Conformément aux remarques précédentes, nous pourrons réduire par la pensée chaque membre à la tige rigide qui joint les pivots auxquels s'articulent les membres adjacents.
Supposons donc que nous disposions de quatre tiges de longueurs a, b, c, d, que nous articulons entre elles par leurs extrémités dans l'oi'dre même qui précède^ savoir, la tige a avec la tige 6, puis b avec c, puis c avec d et enfin d avec a.
Nous formons ainsi un quadrilatère articulé.
Il est à remarquer que le quadrilatère que l'on obtient ainsi est déformable et que sa forme dépend d'un seul paramètre. Un quadrilatère articulé peut présenter trois formes, d'aspects différents. Il est toujours possible, en premier lieu, de former avec les tiges
Fig. G3.
se suivant dans l'ordre ahcdy un quadrilatère convexe tel que ABCD;
Soit G' le symétrique de G par rapport à la diagonale BD, le quadrilatère ABG'D ainsi obtenu est ici uni-concave, il est formé par les mêmes tiges se suivant dans le même ordre abcd; soit enfin D' le symétrique du point D par rapport à la diagonale AG', le quadrilatère ABC' D', que nous appellerons hi-concave, est également formé par les tiges précédentes se succédant dans l'ordre abcd.
'i Discussion de Du reste, nous allons discuter les conditions de construction du
^laconsiniction quadrilatère articulé.
Considérons les tiges a et d qui s'articulent au point A (fig. 63),
quadrilatère articulé.
Pivots
i révolution
complète.
soit B l'extrémité de la tige a et D celle de la tige d. Appelons 0 l'angle BAD, que nous pouvons toujours supposer compris entre 0 et 180». Le triangle BAD nous donne
BD* =a* -h d* ^ 2ad.cos ô.
La tige b doit s'articuler en B et la tige c en D; pour avoir le point C où s'articuleront b et c il faudra prendre un point de rencontre des cercles de centres respectifs B et D et de rayons fc, c. Il faut, avant tout, que ces cercles puissent se couper, ce qui se traduit par les inégalités
(6 — c)* < BD* < (6 -t- c)\ ou encore
(b _ c)* < a« + d* — 2ad cos Ô < (6 -4- c)\
Oa peut encore écrire
a* ^d* — {b + cy ^ a« -+- d* - (6 — c)V
2ad
ces 6
2ad
Ces conditions limitent en général la valeur du cosinus de l'angle des tiges a et d, en sorte que la révolution relative des tiges atitour de leur pivot commun est limitée.
Mais si l'on a
2ad
gt ^ d« — (fe -, c)«
2ad
le cosinus peut recevoir toutes les valeurs comprises entre —- 1 el
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■4* 1 ; nous dirons alors que le pivot est à réi^olution complète, car le quadrilatère est, dans ce cas, constructible pour toute valeur de l'angle 6.
Les conditions précédentes s'écriront
(a + d)» — (b + c)«:SO, (cî— a)» — (b — c)*>0,
ou encore, en supprimant le facteur a 4- & -f- o -I- d daiis la première inégalité,
Condition pour On peut toujours appeler à le plus petit des côtés a, d; supposons, qu'un (Je plus, pour fixer les idées 6 < c (le cas de b > c se discute de ait des pivots à •n^'"®)^ ^^ facteur d-^a-^ c — b est positif et les inégalités ci-dessus révolution se réduisent à complète.
La première inégalité s'écrit
(a^b) + {d^c):<0 61 la seconde
La première inégalité est donc incompatible avec l'hypothèse a >- b, car alors a — b et d —- c seraient positifs; leur somme ne pourrait être négative.
On a donc forcément a < b, et cortmè ?>-<:c, onaa<b-<c; on a supposé d'ailleurs a ^< d^ donc a est le plus petit côté du quadrilatère.
Amsi, quand un pivot est à rêvolutioii complète, il appartient à la plus petite tige du quadrilatère.
On peut ajouter que dans ce cas la somme du plus petit et du plus grand côté est au plus égale à la somme des deux autres.
Si d est le plus grand côté, cela résulte de la condition supposée
remplie
supposons, au contraire, que ce soit e, on ft alors b ■<cc, et nous avons vu que l'on a dans celte hypothèse
OU
ce qui démontre encore le théorème.
Même démonstration si h est le plus grand côté.
La réciproque de ce théorème est vraie et elle va nous conduire à un résultat complet.
Supposons que le plus petit côté a, ajouté au plus grand, donne une somme au plus égale à celle des deux autres côtés ; on va prouver que les deux pivots situés sur lé plus petit côté a sont à révolution complète.
Soit, en effet, d un côté s'articulant au côté a; il suffit de prouver les in^alités
qui expriment que le pivot où d et a s'articulent est à révolution complète; car la même démonstration s'appliquerait à l'autre pivot porté par a.
Supposons d'abord que d soit la plus grande des quatre tiges, on a alors, par hypothèse,
c'est justement la première inégalité à vérifier; si l'on suppose, pour fixer les idées, 6 -< c, comme on u d :3^ Cf a -<. b on trouvera
où d — a, d — b sont positifs, et en élevant au carré,
ce qui est la seconde condition. De même si on avait b >- c.
Faisons maintenant une autre hypothèse et supposons que la plus grande tige soit b ou c, c par exemple; on a par hypothèse
a-fc~b — d^O ou encore
comme c — d est positif, il faut bien que a -\- d — b — c soit négatif, ce qui est la première inégalité à démontrer. On a ensuite, d'après l'hypothèse,
Quadrilatères
qui ont
trois pivots
à révolution
complète.
OÙ c — b et d — a sont positifs, donc
(c ~ hy < (d — a)',
ce qui est la seconde inégalité qu'il fallait prouver. Le cas où h est le plus grand côté se traite de même.
Ainsi, en résumé :
Si un pivot d'un quadnlatère est à révolution complète, il en existe un second qui se trouve dans les mêmes conditions, et ces deux pivots sont aux extrémités de la plus petite tige; de pUis, la somme de la plus grande et de la plus petite tige est alors égale au plus à la somme des deux autres tiges. Cette condition est nécessaire et suffisante pour qu'il existe des pivots à révolution complète.
Nos raisonnements n'excluent pas les cas limites, en sorte que le théorème est vrai même s'il y a égalité entre les deux sommes de l'énoncé.
Cherchons maintenant s'il y a des quadrilatères articulés admettant plus de deux pivots à révolution complète. Dans ce cas, deux pivots opposés, A, C par exemple, sont à révolution complète.
Or, nous avons trouvé les conditions suivantes pour que A soit à révolution complète (fig. 63) :
a -h d — ft — c<0, (d_a)* — (& — c)'s:0;
pour que G soit aussi à révolution complète il faudra avoir, de même,
le rappix)chement de ces inégalités nous prouve que
(d - a)' - (b - cf =: 0.
Il y a deux cas à distinguer :
!a-+- d — b — c = 0, d — a -\- b — c=0; C a + d — h — c:=0, i d — a — h-hc = 0.
Le premier cas nous donne a = h^ d := c. Nous trouvons donc un quadrilatère dans lequel les côtés sont égaux par deux, les côtés oj^wsés étant inégaux. Un tel quadrilatère s'appelle un rhomboïde, il a une forme convexe appelée A;t7c ou cerf- volant par les Anglais et une forme uniconcave appelée spear-head ou fer de lance.
Ouadrilatèi-es
qui ont tous
Il urs pivots
;i révclutioa
complète.
CEnF-VOLANT.
Fig. 64.
PER DE LANCK.
Supposons que AR, 13 G soit le couple des plus petits côtés; on vérifie aisément que les pivots A, B, G sont à révolution complète, mais que le pivot D, où aboutissent les grands côtés, est à révolution limitée.
2» Examinons la seconde hypothe.se; elle nous donne a = Cy b z=: d. Les côtés opposés du quadrilatère sont égaux.
Ht'
PAnALLÉLOGRAMME.
Fig. 65.
CONTRE-PARALLÉLOG R AMM E.
Le quadrilatère est alors, soit un parallélogramme, soit un quadrilatère bi-concave qui a reçu le nom de contre-parallélogramme. Le lecteur vérifiera aisément que dans ces deux derniers cas tous les pivots du quadrilatère sont à révolution complète.
Représentation 89. Dans Un article inséré au lome III du Bulletin des sciences ûeM.Darboux. rnathématiques, 2^ série, page 409, M. Darboux a rattaché la question de la déformation des quadrilatères articulés à la théorie des fonctions elliptiques. Voici en quelques mots le principe de sa méthode :
Soient a, p, y les angles des tiges AB, BC, CD avec la tige D A; on a évidemment, en projetant sur D A et sur une perpendiculaire à DA,
d + a cos a + & cos p + c cos Y = 0, a sin a + 6 sin ^ + c sin v = 0,
+ he'^ +ce'-f =0.
Posons X = e**, y = e*^, z = e*^; ces équations deviennent
[ ax + hy -h cz + d = Oy (6) ! « & c , ^
Interprétées en coordonnées rectangulaires x,y, z^ ces équations représentent la section plane d'une surface du troisième ordre, c'està-dire une cubique plane. Or, une cubique plane est une courbe elliptique, c'est-à-dire du premier genre, et les coordonnées de ses points sont des fonctions uniformes doublement périodiques d'un paramètre. On pourra donc représenter ainsi x, y, z, et par suite cos a, cos 3» ces Y> sin a, sin p, sin y ; M. Darboux a développé ces calculs. La cubique devient unicursale si le plan est tangent à la surface cubique. On trouve qu'il faut avoir pour cela une relation de la
forme
Comme îl est impossible qu'un côté égale la somme des trois autres, il faut que la somme des deux côtés a et d égale celle des deux autres
On peut supposer que a est le plus petit côté; alors d doit être le plus grand. On retrouve donc le cas limite déjà considéré. Le quadrilatère est alors constamment circonscriptible à un cercle.
Les quadrilatères qui ont plus de trois pivots à révolution complète correspondent aux cas où la cubique se décompose,
représentation.
La méthode précédente fait correspondre des points imaginaires de la cubique à des positions réelles du quadrilatère.
On peut se proposer de trouver une représentation où les rapports de réalité soient conservés. Nous opérerons comme il suit : Autre Nous partons des équations
d + a cos a + 6 cos P + c cos Y = 0, a sin a 4- b sin p + c sin Y = 0,
a, h, c, d étant Tordre de succession des côtés du quadrilatère.
Ces équations nous donneront cos y et sin y quand cos a, ces p, sin a, sin ^ seront connus. Or, nous tirons de ces équations
(d + a cos a 4- b Ç03 P)' + (a sin a 4- & sin g)' = c',
ou encore
a* ■{• h* — c* -h d* + ^da cos a -+- Qdb cos p
( + 2a6 cos acos p 4- 2a6 sin a sin ^ = 0.
Il est clair qu'à chaque système de valeurs de sm a, cos a, sin 3, cos p qui vérifient cette équation, il correspond une forme déterminée du quadrilatère. Si donc nous posons
/ox . 2u 1— w* . „ 2v „ i — v* (8) sma=::: -r» cosa=r — — ;> sm8==:7— ,> cob3=7 .y
en sorte que u, v sont liés par l'équation
a« + î,« _ c* 4- d* 4- 2ad • \^^, -i- 2bd • î— il'
2«^ h 5(71 r( -^ 8 ab y. — = 0,
à chaque système de valeurs de u, v vérifiant cette équation il correspond une forme déterminée du quadrilatère. Il faut observer que l'équation précédente admet à la fois les deux systèmes de solutions (m, v) ( — u, — r), et que ces deux systèmes de valeurs fournissent deux quadrilatères symétriques par rapport à la droite AD, c'està-dire qui peuvent être amenés en coïncidence par une rotation de iSQo autour de la droite AD.
Les formules précédentes reviennent à faire correspondre à chaque forme du quadrilal.cre un point d'une courbe du quatrième degré du genre 1, dont u, v seraient les coordonnées d'un point courant.
Posons, pour abréger,
a = — a-\-h + c + d, ^ = a — &-4-c4-c?, y=:a-hh — cH-d,
Z = a + h-{- c — df a'=d4-a — b — c, ^'=ici-t-ï> — a — c, y'z=d'^c — a — b,
l'équalion précédente rendue entière s'écrit
— Sy'w*^'' + «^'"' + pa'u* + Sabuv +^<s = Q, el en l'ésolvant par rapport à r,
Aabu ± y<f (m)
où l'on pose
Ces formules vont nous permettre de résoudre la question suivante : Avec des tiges de longueur donnée se succédant dans un ordre donné a, &, c, d, on a construit deux quadrilatères Q<„ Q^^, est-on assuré de pouvoir passer de Q^ à Q, par voie de déformation en faisant varier les angles d'une façon a»nlinuc? Désignons par (m^, r,) (u^, i',> les valeurs de ît, v, correspondant aux deux quadrilatères; il faudra qu'en suivant de proche en proche des valeurs de m, v vérifiant ÎYquation ci-dessus, on puisse passer du système de solutions (tr^, Vo) au système («„ v,).
Considérons l'ensemble des nombres réels et soient p, q deux de ces nombres; ces deux nombres réels partagent l'ensemble précédent en deux, savoir : l'ensembie des nom})res tous finis compris entre p et q, et en second lieu l'ensemble des nouibres qui ne sont pas compris entre p et q. Les premiers nombres constituent une suite continue; on peut en dire autant des seconds malgré que l'infini en fasse partie, et à la condition de ne point regarder comme une discontinuité le passage brusque de — » à + 00 ou inversement. Cette conception est, comme on sait, en harmonie avec une multitude de faits géométriques; nous allons l'utiliser ici en observant que le passage par l'infini de it ou de v est un fait secondaire qui ne correspond à aucune discontinuité dans la déformation du quadrilatère. De même on peut dire que quatre nombres réels p, g, r, s partagent l'ensemble des valeurs réelles en
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quatre ensembles pq, qr^ rs, sp\ l'un de ces ensembles comprend l'infini ; ils sont tous extérieure les uns aux autres.
Ceci posé, si p, q, r, s sont les quatre racines de ^ (m) = 0 supposées réelles, il est clnir que, dans deux ensembles conligus, ç (u) acquiert des signes contraires, tandis que <p (u) sera positif dans deux ensembles non coutigus. Si donc on prend «, dans l'un de ces ensembles, et u, dans l'autre, il sera impossible d'aller de proche en proche de m, en Uj en laissant 9 (u) positif, comme il doit l'être, et l'on pourra trouver deux quadrilatères Q,, Q^ irréductibles l'un à l'autre par voie de déformation. Il faut donc que ç (m) ait seulement deux ou même zéro racines réelles.
Or, nous allons montrer que la dernière hypothèse doit être écartée. Si, en effet, le radical ne s'annule pour aucune valeur réelle de m, il sera impossible de passer du système de valeurs (u, m) au système (y', «) où V et v' correspondent l'un au signe -f-, l'autre au signe — du radical. Il sera, par exemple, impossible de passer d'un quadrilatère Q, à son symétrique par rapport à DA. En résumé, il faut donc que ç (u) admette deux racines réelles, qui seront forcément égales et de signes contraires. Posons u* ^:= U. Le trinôme du second d^ré
devra admettre une racine positive unique; l'autre racine sera donc négative, et par conséquent le produit des racines sera négatif. On en conclut, a, P, y» â, a étant positifs, la condition
On aura lemarqué que les équations (i) d'où nous sommes partis ne tiennent pas compte de l'ordre des côtés du quadiilatère. La condition précédente est naturellement dans le môme cas, et les côtés y figurent symétriquement. Supposons alors, pour fi^cer les idées, que a soit le plus petit côté et d le plus grand; P', -;' sont positifs d'eux-mêmes, et la condition ci-dessus se réduit à
Ainsi nous retombons bur la même différeuc e qui nous a déjà servi de critérium dans la question des pivots. Si celte condition est vérifiée, on constate aisément par les mêmes
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raisonnements que ci-dessus qiie l'on peut toujours passer d'un quadrilatère à l'autre par voie de variation continue des angles.
Si a' est nul, la conrbe du quatrième degré devient unicursale et les cosinus et sinus des angles a, ,$, y sont des fonctions rationnelles d'un même paramètre qui, par sa variation continue de — oo à ■+• oo, fournira tous les quadrilatères possibles en passant de l'un à l'autre par voie de déformation.
Le seul cas, par conséquent, où il y ait deux catégorie» de quadrilatères irréductibles les uns aux autres par voie de déformation, est celui où la différence
est négative, c'est-à-dire les quadrilatères qui admettent deux pivots à révolution complète, et non circonscriptibles à un cercle.
Transformation des mouvements de rotation au
moyen de
quadrilatères
articulés.
90. Supposons que dans un quadrilatère articulé ABCD on fixe une tige AD; on peut alors faire abstraction de cette tige et se contenter de porter l'attention sur les pivote fixes A et D. Les autres tiges AB, BC, CD constituent alors ce que les Anglais ont appelé un (rots-barres. Dans la pratique, les tiges AB, DG portent le nom de manivelles; BG est la bielle.
Si A et D sont des pivots à révolution complète, quand la tige AB tournera continûment autour du point A, la tige DG tournera continûment autour de D. L'appareil transforme ainsi un mouvement de rotation continu autour de A en un autre autour de D.
Si A étant toujours à révolution complète, le pivot D était au contraire à révolution limitée, une rotation continue autour de A se transformerait en une rotation oscillatoire ou alternative autour du pivot D. On réalise alors avec l'appareil la transformation d'un mouvement circulaire continu en un mouvement circulaire alternatif.
Enfin, en toute hypothèse, un mouvement circulaire alternatif autour de A se trouvera transformé en un mouvement circulaire alternatif autour de D.
Cependant si A est à révolution limitée et D à révolution complète, et si l'oscillation autour de A embrasse toute l'étendue de la révolution limitée, qui peut être accomplie autour de ce pivot, la lige DG tournera continûment autour de D et l'appareil permettra de trans-
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former le mouvement oscillatoire autour de D en un mouvement continu autour de A.
Ainsi on peut, au moyen du trois-barres, réaliser la transformation d'un mouvement circulaire continu en un mouvement circulaire continu; d'un mouvement circulaire continu en un mouvement circulaire alternatif et inversement; enfin, d'un mouvement circulaire alternatif en un autre mouvement circulaire alternatif, et le tout autour d'axes parallèles.
L'application des inégalités (i) ou (2) permettra, dans tous les cas, de définir la nature du mouvement ou inversement de construire un système qui transforme l'un dans l'autre deux mouvements donnés.
Il y a lieu d'observer qu'en dehors du cas du parallélogramme (où
il est égal à l'unité) le rapport — des. vitesses angulaires des tiges AB, DG est variable.
La tige CB s'appuyant par ses extrémités sur les cercles de centres A, D et de rayons AB = a, DG=c (fig- 66J, le centre instantané de rotation est le point de rencontre I des rayons prolongés AB, DG; si l'on appelle e la vitesse de rotation instantanée autour de I, w, w' les
Fig. 66.
vitesses angulaires autour de A, D, les vitesses de B, G auront chacune deux expressions : aw = BI . e pour B et cio' = GI . e pour G ; on en peut conclure
ou
GI Bï'
GI Bl
Cniéniatique.
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Prolongeons la bielle BG', soit H son point de rencontre avec la parallèle AH à DG, les triangles semblables BIC, ABH donnent
CI _ AH _ AH BI""AB ~ a ' d'où
La ligne AH étant variable, il en est de même du rapport des vitesses.
Purallé- 91 . Parmi les trois-barres les plus remarquables on peut signaler
logramme. d'abord celui dans lequel ABGD est un parallélogramme. Dans ce cas, les tiges DC et AB restant parallèles, leurs vitesses angulaires sont constamment égales. On peut observer que dans ce cas tout point lié invariablement à l'une des tiges mobiles et formant ou non ^ un triangle avec elle décrit toujours un cercle avec la vitesse angu-
laire propre à la tige AB (ou DG). ContiT-paralié» Le mouvement dans le cas du contre-parallélogramme est plus intélograrame. ressant. Reportons-nous à la figure 65 et supposons fixée la tige AD. Le centre instantané de la bielle sera le point I, intersection des rayons (manivelles) AB, DC des cercles décrits par les extrémités B, C de la bielle. Le lecteur prouvera aisément l'égalité des triangles AID, CI B. Cherchons dès lors le lieu du centre instantané I dans le plan fixe (c'est-à-dire lié invariablement à AD). La somme
AI 4- DI = AI + IB = AB = a
est constante; ce lieu est donc une ellipse E^ de foyers A, D et dont a est le grand axe. Cherchons de môme le lieu de I dans la figure mobile (c'est-à-dire par rapport au segment BC). La somme CI 4- IB = CI + ID = a est constante; en sorte que le lieu de ce rentre instantané par rapport au segment BC est une ellipse E égale à la proposée, dont B, C sont les foyers.
La bissectrice IF de l'angle DIB est la tangente commune à E et E^ au point I; du reste la figure est symétrique par rapport à cette tangente, en sorte que B est le symétrique deD et C celui de A. De la sorte le mouvement de la bielle BC est celui de l'axe focal d'une ellipse E qui roulerait sans glisser sur une ellipse E^ égale et symétrique.
Au no 58 nous avons examiné les roulements de cette nature.
Description
des podaires
d'rllipses
\et d'hyperboles
avec
un système
articulé.
Duplicateur
de tours de Reuleaux.
Nous savons qu'un point quelconque de la figure mobile décrit une podaire (amplifiée dans le rapport 2) de la roulette fixe par rapport à un point fixe du plan. Donc, dans le cas présent, tout point lié à la bielle BG décrira une podaire d'ellipse. Les points B, C, en particulier, décrivent des cercles; cela concorde avec ce fait que, dans l'ellipse, la podaire du foyer est an cercle- Le lecteur prouvera aisément qu'en fixant la tige CD au lieu de la tige ÂD, on obtient un mouvement dans lequel tout point lié à la bielle AB décrit une podaire d'hyperbole.
Les lieux du centre instantané I' dans la figure mobile et dans le plan fixe sont, en effet, deux hyperboles égales qui roulent en restant symétriques par rapport à leur tangente commune.
On doit à Reuleaux un autre dispositif très curieux. Il consiste en un rhomboïde Cfig. 67 J dans lequel les deux grands côtés égaux BC = BA sont doubles des deux petits côtés AD =::= DC. Fixons un des petits côtés, par exemple AD, et faisons tourner AB à partir de la position AB^, DC est alors couché sur DA. Quand B déorit l'arc B^BB^ égal à 180» - 60' =: 120'>, le point G décrit
Fig. 67.
la demi-circonférence ACCj. Quand ensuite B décrit l'arc de 60°, BjB,Ct, le point G décrit la demi-circonférence G^CjA, et lorsque AB est couché sur ACj, DG est de nouveau couché sur DA. Ainsi, après un demi-tour de AB,, GD a fait un tour complet. On constatera ensuite aisément que AB continuant son tour, DG en recom*
mence un autis; ainsi, AB étant en ABj, DG est en DC,. Quand B aura la position symétrique de Bj par rapport à AD, DG sera de nouveau en DG,, et finalement AB, revenant en AB,, DG reviendra encore en DA. En résumé, après un tour complet de AB, GD aura fait deux tours.
La théorie analytique de cet appareil est, du reste, des plus faciles.
Désignons par 6 l'angle de AB avec AB,, par <p celui de DG
avec DA; dans le triangle ADB, l'angle ADB vaut | et l'angle DBA
vaut 0 — ^; comme DA = - AB, on a donc
DA AB
et la formule précédente deviendra (12) tang - ? =
cos 0 4- a
c'est la formule qui convient à la déformation d'un rhomboïde quelconque (*). Soit P un point lié invariablement à la bielle BG ; M. Gayley a fait voir que sa trajectoire est une courbe du quatrième ordre
(•) La propriété sî curieuse de duplication Appartient au cas d'un rhomboïde quelconque. Les courbes roulettes pour la bielle sont des limaçons de Pascal dont un seul possède une boucle rentrante.
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bi-circTi1aire à point double et, par conséquent, une podaire do conique.
Ce résultat est intére&sant si on le rapproche de celui qui a été oî)tenu pour le cas du contre-parallélogramme.
Prenons AB^ pour axe des x, une perpendiculaire en A pour axe des î/, appelons Q la projection du point P sur BG et désignons par p, q les distances BQ, QP; soit enfln ^ l'angle de BC avec la parallèle Bfl à AD, l'examen du triangle BCH nous fait voir que l'on a ? = 6 -f- «î*. De la sorte, l'équation (11) devient, par l'introduction de 4» au lieu de ç,
sm
sin
ou encore
Projetons sur les axes le contour ABQP; nous avons ainsi les coordonnées X, y du point P.
ae = o cos 0 — p cos 4» — q sin <};, t/ r= rt sin 0 — p sin tl; + g cos ij».
Posons m = -; > tang -=±t. et nous aurons
X =a ; -4- » ■; ; Om •.
On constate aisément qu'en faisant t =z — i ou t = mt on obtient dans les deux cas le même point à l'infini dans la direction y + ix =3 0; de même t = 4- t, f = — mi donnent un point à l'infini dans la direction y — ta; = 0. On peut en conclure que les formules (14) représentent une courbe unicursale du quatrième degré bi-circulaire, c'est-à-dire qui possède trois points doubles, dont un est à distance finie et les deux autres coïncident avec les points circulaires à l'infini.
Le même problème a été traité dans le cas général d'un quadri-
latère articulé qiitîlconqiie par M. RoberU et par M. Gayley(i) (PrO' cccdings of the London mathematical Society, t. VII). La courbe trajectoire est en général du sixième degré et admet comme points triples les points circulaires à l'infini. Elle admet en outre trois points doubles à distance finie.
Transformateurs articulés.
92. Les quadrilatères articulés dont on a fixé une tige constituent des systèmes à liaisons complètes. Nous pourrions continuer dans celte voie et considérer des systèmes articulés plus compliqués et également à liaisons complètes, mais il vaut mieux rattacher la considération de ces systèmes à celle des trahis formateurs articidés. Nous allons expliquer ce que nous entendons généralement par là.
Considérons un système articulé qui ne soit pas à liaisons complètes, c'est-à-dire tel que si l'on fixe un de ses membres, le mouvement des autres membres dépende de plus d'un paramètre. Nous nous en tiendrons d'ailleurs au cas de deux paramètres indépendants.
Soient deux points P, P' liés chacun à l'un des membres du système, en sorte que, sauf les limites résultant des dimensions finies de l'appareil, P et P' puissent décrire une figure arbitraire du plan. Quand P décrira une certaine figure d'un mouvement continu, P' en décrira une seconde qui sera la transformée de la première.
Nous allons étudier quelques transformations que. l'on peut ainsi réaliser au moyen de systèmes articulés.
Nous arriverons à ce résultat curieux qu'au moyen de simples quadrilatères articulés on peut réaliser la similitude, les rotations, les translations, l'inversion, toutes transformations qui sont anallagmatiques, c'est-à-dire qui changent un cercle du plan en un autre. Paiiiojfiaphft Le parallélogramme articulé va nous fournir le pnntographe.
Soit un parallélogramme articulé dont nous imaginerons les côtés suffisamment prolongés; considérons quatre points P, Q, Pi, S pris sur les côtés de ce parallélogramme et supposons que ces quatre points se trouvent en ligne droite dans une certaine position du paral-
(1) D'après M. Haton {Mécant'fmen, p. lî)3), l'équation de la courbe aurait été d'abord obtenue par M. de Prony.
lia 1'. S«heinei
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telogramme. Nnns allons prouver qu'ils sont toujours en ligne droite quand le parallélogramme vient à se déformer.
En effet, puisque ces quatre points sont une lbi&- en ligne droite, les Pegments constants PA, QA, PB, BR vérifient la proportion
PA_PB QA ~~BR
Maintenant, cette proportion étant constamment satisfaite, il en
Fig. 68.
résulte inversement que, dans toute position du parallélogramme, les triangles PAQ, PBR sont semblables et alors les points P, Q, U sont en ligne droite. Même démonstration pour les points P, R, S, en sorte que les quatre points P, Q, R, S .sont en ligne droite.
On remarquera que, d'après la similitude constante des triangles APQ, BPR, CRS, les longueurs variables PQ, PR, PS, sont entre elles dans des rapports constants.
Si donc on place en Q un pivot autour duquel le côté AD du parallélogramme pourra tourner, en faisant décrire une figure à la pointe d'un style placé en S, le point R, muni d'un traçoir, décrira une ligure homothétique et Q sera le centre d'homothétie. On pourrait aussi placer le pivot en P, et le style et le traçoir en l'un quelconque des autres points Q, R, S.
Cet appareil est très cx)nnu sous le nom de pantographe. l'aijiogiaptje Sylvester a imaginé un autre pantographe.
ik SylvcskT. g^,p |gg gùlés CD et BC d'un paiallélogrammc articulé construisons deux triangles semblables BEC, CDF dans lesquels les couples
d'angles égaux sont
fÎG = CBfe, FGDnzGEB, DFG = EGB.
Supposons que Ton fixe le parallélogramme par son sommet
A et que l'on réalise sous forme de plaques rigides les deux triangles BGE, CD F; nous allons prouver que si l'on fait décrire une certaine ligure au point E, le point F décrira une figure homothétique qui aurait tourné d'un angle constant.
La similitude des triangles GDF et BGE nous donne, en effet,
AE AB BE
J'ajoute que l'angle FAE est égal à l'angle constant GBE. Car l'angle DAE, à cause du parallélisme de BG et de AD vaut la somme des angles AEB, CBE. Or il se compose de deux parties dont l'une DAF est égale à AEB; donc la seconde partie FAE est bien égale
à GBE.
Le théorème est donc démontré.
/^v DF
Si l'on appelle a l'ang'e FDG et r le rapport — > on voit qu'en
menant par A deux axes rectangulaires Aa7, Aij, et regardant E, F comme les points représentatifs de deux variables imaginaires Z, Z,, l'appareil précédent réalise la transformation
Z^ = HZ,
où Hestune constante imaginaire dont r est le module et a l'argument,
Réa."sation Le même appareil permet de réaliser une rotation. Si, en effet, le
d'une roiation. triangle CDF et, par suite, le triangle CBE sont isocèles, AF est
égal à AE. Dès lors, lorsque le point E décrira une figure, le point F
décrira la même figure, qui aurait seulement tourné d'un angle
a = FDG.
Application On trouve une intéressante application du panlographe de Syl-
a la courbe yester dans la démonstration d'un très remarquable théorème dû docrite par un , , .
point ^ ^' Roberts, et d après lequel la courbe décrite par un pomt
dune bielle, lié à une bielle peut être engendrée de deux autres manières au moyen de deux autres trois-barres.
Reportons-nous à la figure 69; supposons que le point E décrive un cercle de centre G et de rayon GE, le point F décrira un autre cercle de centre H et de rayon H F. Construisons les parallélogrammes EGKG et GFHL. Joignons les points L et K, nous formons ainsi un triangle dont l'angle KCL est égal à l'angle constant;
a = FDG = FAE. En effet, les deux rayons homologues GE, HF font entre eux l'angle a; or^ ils sont parallèles à KG et L G. De plus, les côtés KG, G L de ce triangle sont constants; le triangle a donc une forme invariable; on peut même remarquer qu'il est semblable aux triangles CDF et EBG, car FH, EG sont dans le rapport de DF et de DG. On pourra donc, sans introduire aucune gêne au mouvement des points E, F sur leurs cercles, réaliser la plaque triangulaire LKG et l'articuler en G au parallélogramme ABCD, en K et L aux parallélogrammes CEGK, GLHF.
Ceci posé, envisageons le mouvement du point G.
Nous pouvons considérer le point G comme sommet du triangle CDF lié à la bielle FD dans le trois-barres AD FH, lequel est, au fond, un trois-barres quelconque.
Mais nous pourrons aussi bien regarder le point G comme étant le sommet du triangle BCE lié à la bielle BE dans le trois-barres ABEG, ou bien regarder le point G comme étant le sommet du triangle LKG lié à la bielle LK dans le trois-barres GKLH.
Principe de l'échange
de bielle et manivelle.
Autre
démonstration
du théoi'ème
de Cayley.
Ainsi se trouve établie la triple ijènération découverte par M. Roberts {').
Le pautographe de Sylvester donne encore lieu à une remarque intéressante connue sous le nom de principe de l'échange de bielle et
-B manivelle.
Soit un trois-barres quelconque ABGD, où DG, AB sont les manivelles et BC la bielle.
Construisons le parallélogramme '^'' DG'BG, dont le sommet D sera fi.xe.
Nous venons de voir qu'à tout point E lié à B G on peut faire cor- ^*3' 70. respondre un point F lié à BG' et
tel que les points E, F décrivent des courbes semblables.
Si donc, on remplace les <leux liges DG, GB par les deux tiges DG', G' B, ce qui revient à échanger la bielle BG contre la manivelle CD, on voit que l'ensemble des courbes décrites par des points liés à la nouvelle bielle sera composé de courbes semblables à celles que décrivent les points liés à la bielle primitive.
Celle remarque si simple nous fournit une démonstration intuitive du théorème démontré par M. Cayley au moyen du calcul sur les trajectoires dans le cas du rhomboïde. En effet, reportons-nous à la figure 70 qui, pour ne pas multiplier les figures, a été construite dans l'hypothèse où ABCD est un rhomboïde.
Si nous échangeons la bielle BC et la manivelle DÛ, nous obtenons le contre-parallélogramme ADC B.
Nous savons que tout point lié à BG', dans le mouvement du contre-parallélogramme, décrit une podaire de conique à centre; donc il en est de môme, dans le mouvement du rhomboïde, pour tout point lié à BG.
Cette remarque nous i)ermeltrait même au besoin de déterminer la conique et le point double de la courbe.
Si BG est p'us grand que AD, la conique sera une ellipse; elle sera une hyperbole dans le cas contraire.
(') Cette démonstration est empruntée à l'excellent petit traité Kintmatik do M. Petersen. Les trois pivots A, G, H sont les points de rencontre des asymptotes isotropes imaginaires conjuguées (foyers singuliers).
Inverseur de Hait.
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93. Soit ABGD un confre-parallélop^ramme et P, Q, II, S quatre points qui, pour une forme du contre-parallélogramme, soient sur une même parallèle à la direction commune des diagonales AG, BD. On constate facilement que ces points restent toujours sur une même parallèle aux diagonales quand on vient à déformer le contre-parallélogramme.
Les triangles semblables APQ, ADB et DPR, DAG nous donnent
d'où
BD.A
AD
Fig. 7f .
Or, menons BI parallèle à DA; la figure AlBD est un parallélogramme, en sorte que BD =1 AI et IBG est un triangle isocèle, en sorte que le ç pied de la perpendiculaire abaissée de B sur IC est le
milieu 0 de IG. Nous avons, dès lors,
BD . AG = AI . AG = (AO — 01) (AO + 01) = ÂÔ' mais les triangles rectangles BAO et BIO nous donnent
or
PA.PD -^,-(AB-AD
Il est ainsi prouvé que le produit PQ . PR est constant.
Si donc on assujetlit la tige AD à tourner autour d'un pivot placé en P, et si l'on fait décrire une figure au point Q, le point R décrira une figure inverse de la première.
Inverseur de Peaucellier.
On démontrerait de même que le produit QP . QS est constant, en sorte que si Ton place en Q le pivot, les points P, S décrivent encore deux figures inverses, mais avec une puissance négative d'inversion.
Un autre inverseui*, qui est le premier dans l'ordre historique, est dû à Peaucellier.
II se compose d'un losange BGDC, aux sommets B, D duquel s'articulent deux brides égales AB, AD, libres de tourner autour d'un mêm« pivot A.
Les sommets C, C sont Fig. 72. constamment alignés sur le
point A; de plus on a
AE = AD — DE , EG = DG — DE
AG . AG' = AE* — EG* = AD* — DG* = constante.
Généralisation
de l'inverseur
Peaucellier.
II en résulte que lorsque le point G tlécrit une figure, le point G' décrit une figure transformée de la première par rayons vecteurs réciproques.
La grandeur relative des brides AD, AB et des côtés du losange est sans importance; ainsi, l'on pourrait prendre comme brides les tiges A'B, A' G plus courtes que les côtés du losange; mais alors la puissance d'inversion serait négative et les points G, G' seraient constamment de part et d'autre du pôle A' d'inversion.
On a généralisé l'inverseur Peaucellier en remplaçant le losange BGDC' par un rhomboïde BGD' G'.
Bappelons d'abord que si dans un quadrilatère la somme des carrés de deux côtés opposés est égale à la somme des carrés des
deux autres côtés, les diagonales de ce quadrilatère sont rectangulaires. La condition est nécessaire et suffisante (i).
Dès lors, si l'on déforme un tel quadrilatère, ses diagonales restent rectangulaires; tel est le cas du losange, d» rhomboïde.
Prenons alors (fig. 72J un rhomboïde BCD'C et un quadrilatère à diagonales rectangulaires ABCD' ayant avec lui en commun les côtés BG et CD'; les diagonales CG', G A devant être toujours normales à la diagonale commune BD', sont toujours coïncidentes; les points C, G' sont en ligne droite, et l'on constate encore, comme plus haut, que le produit AG, AC' est constant.
Kempe et Sylvester ont généralisé également l'appareil de Hart en considérant des points pris en dehors des tiges d'un contre-parallélogramme. Ges géomètres sont ainsi parvenus à réaliser d'un même coup une inversion et une rotation, comme cela a lieu déjà pour la similitude dans le pantographe oblique. Mais nous renverrons le lecteur à deux articles insérés dans les tomes II et III de la Nouvelle Correspondance.
Translateur 94. Soient deux parallélogrammes articulés ABGD, BPP'G ayant de Kempe. ^n côté commun BG; fixons les sommets A et D; si l'on fait décrire
Fig. 7.9.
Fig. 74.
une figure au point P, il est clair que le point P' décrit une figure qui se déduit de la précédente par une simple translation.
(*) Pour les propriété» des quadrilatères à diagonales rectauguiaires, on pourra voir ce qu'en lit M. Darboux dans le mémoire du Bvl'etin de." Sriencca mathématiques déjà cité.
Rêverseur de Konipc.
Réalisalion le ia symétiic.
Multiplicateur (le Kempe.
Additcur
et t;oustrHCteur
de Kempe.
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Proposons-nous, étant données deux tiges A, A' articulées en A fpg. 14) d'on ^'uider une troisième A* articulée aussi en A et assu. jcttie à rester symétrique de A par rapport à A*.
Prenons sur A, A' deux longueurs AB, AD et achevons le contre* parallélogramme ABCD, qui sera articulé en ses sommets. L'introduclion de ces nouvelles liges ne gêne en rien le mouvement relatif des tiges A, A'. Prenons ensuite sur I)C une longueur DE telle que
DE_DA DA"~DC
et achevons le contre-parallélogramme ADEF, articulé lui aussi en ses sommets. Ce nouveau contre-parallélogramme sera, d'après la pjoportion précédente, semblable au premier, et la tige A F ou A' fera avec A' le même angle que A' fait avec A.
Le réverseur de Kempe peut servir à réaliser la symétrie par rapport à une droite A'. Supposons, en effet, qu'avec deux de ces appareils on ait réalisé, outre le couple de tiges A, A* un second couple Aj, AJ indépendant du premier, mais dans lequel les tiges Aj, AJ s'articulent encore en A, tout en restant symétriques par rapport à A'. Il est clair que l'on peut construire sur A et A, d'une part, sur A' et Aj d'autre part, deux parallélogrammes qui ne cesseront pas d'être symétriques par rapport à A'. Les sommets P, Q de ces parallélogrammes opposés au sommet A seront sans cesse symétriques par rapport à la droite A'.
Le réverseur peut être considéré à un autre point de vue; il permet de guider une tige A' qui fasse avec une tige A un angle double de celui que fait avec A une autre tige A', A cet égard, il peut donc servir de duplicateur d'angles.
Mais on peut aller plus loin (fig. 74J. Sur le contre -parallélogramme ADEF, construisons-en un second AFGïl comme ADEF avait été construit sur ABCD, c'est-à-dire on prenant
FG AF AF~FÈ
la tige AH ou A'" fait avec A un angle triple do l'angle 0 de A' aveo A. En continuant, on aperyojt la possibilité de guider une tige A'" articulée en A, et faisant avec A un angle égal à nO.
Ennn, le réverseur peruiet encore d'obtenir l'addition ou la soustraction des an'des.
Supposons, en effet, que l'on ait, par l'emploi de deux réverseurs, obtenu que les tiges A, A' demeurent symétriques par rapport à une
tige A', ainsi que deux autres Al, AJ. Si l'on appelle 0, ç les angles de A„ AJ avec A, il est clair que A' fait avec A un angle égal à 6 4- 9.
Si donc les tiges A,, AJ, A sont données, on pourra, par l'introduction de la tige auxiliaire A' et par le moyen de deux réverseurs guider une tige A' qui fasse avec A
Fig. 75.
un angle égal à la somme des angles de A,, A[ avec A.
Si, au contraire, on regarde comme données les tiges A, A", A,, on pourra, par l'introduction de la tige auxiliaire A', guider une tige AJ qui fasse avec A un angle égal à la différence des angles que font avec A les tiges A' et Aj ; on a, en effet,
A;AA = A'AA — A,AA
Thôor.'me Sur la considération de ces simples appareils, Kempe a fondé la
de K-^mpe. démonstration de ce remarquable théorème :
On peut toujours trouver un système articulé dont un point décrive une courbe algébrique dojinée à V avance.
La démonstration de cette proposition offre un exemple curieux des raisonnements généraux que l'on peut faire sur les systèmes articulés.
Soit donc une courbe algébrique C^, P un de ses points, 0 un point fixe du plan et Ox, Oj/ deux axes rectangulaires.
Ck)nstruisons un parallélogramme articulé dont les côtés p, q
auront des longueurs bien déterminées et dont 0, P seront deux sommets opposés. Quand le point P décrira la courbe (?, le parallélogramme se déformera et les angles 0, f que font ses côtés avec l'axe Ox varieront en restant liés par une certaine relation facile à
Fig. 76. *'^^"™«'"-
Soient x, y les coordonnées du point P, on a
x = p cos 6 -4- ^ cos (p, y =p s'mfi + q ^\q tf]
si donc f{x, y) =zO est l'équation catièie et rationnelle en rc, y de la courbe, f{x, y) pourra s'écrire sous la forme d'un polynôme entier eu cos 0, sin 0, cos ç, sin ç et, remplaçant partout les puissances des sinus et cosinus par des cosinus ou des siuus des multiples des arcs, nous arriverons à mettre cette équation sous la forme
(15) 2 A cos (mO ± n? + a) = 0,
où m, n sont des entiers, A un coefficient positif constant et a
désigne soit zéro, soit ± -j soit x.
Gomme 0 est l'angle de OM avec Ooc et ^ celui de ON avec le
même axe, nous saurons, au moyen de réverseurs employés comme
multiplicateurs, additeurs ou soustracteurs, réaliser le guidage d'une
droite A. , x qui s'articule en 0 et fasse avec Ooc l'angle (t»,7nn,a) ^
»nO ± nç + a, tandis que OM, ON tournent autour de 0 (i).
Supposons donc construits tous les axes qui correspondent ainsi chacun à un terme de l'équation (15), et porlon> sur chacun d'eux, à partir de 0, un segment OIL^^ ^^^ . dont la longueur soit proportionnelle au coefficient A du terme cos (mO ± n^ -h a) dans l'équation (15).
L'équation (15) exprime que la somme des projections sur Ox de tous ces segments est nulle.
Pour éviter la complication des notations précédentes, dénotons par OGj, OGj, ..., OG,* les segments précédents.
Sur OGj cx)nstruisons le parallélogramme articulé OG,LjKj et puis le parallélogramme articulé L,KjO'GJ; le segment O'GJ est constamment égal et parallèle à OGj. De même, construisons les deux parallélogrammes articulés OG,LjK, et K^L^G^GI, le segment GÏGÏ sera constamment équipollent au segment OG,. On pourra
(») Si a est égal à ± -, il faudra supposer la tige A„, +„,a calée perpendiculai-
reuient à la tige A,„,4„, qui fait avec Qx l'angle wO + «9, et dont le guidage est obtenu au moyen de réverseura. Si a = it, on devra substituer à ^rn±n son prolongeaient.
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continuer ainsi et constrtiire une figure polygonale 0'GiGi...G^_iG^,
dont chaque côté sera équipollent à l'un des segments OGp OG,,
... ôg;.
On pourra sans gêner le mouvement des tiges OGj, 0G„ ..., OGjA fixer le point initial 0' . Cela posé, pour que l'équation (15) soit satisfaite, c'est-à-dire ^^9' 77. pour que le point P
décrive la courbe C, il sera nécessaire et suffisant que le point extrême G^ décrive la droite issue de 0', perpendiculaire à Ox. Si, en effet, cela a lieu, la somme des projections du contour O'G^G^ ... G^ sur Ox sera égale à zéro. Or, nous allons voir qu'on peut toujours réaliser par un système articulé le guidage rectiligne d'un point, et, par suite, obliger le point Gjl à décrire la droite considérée. Le théorème est donc démontré.
A une époque on a pu douter même de la possibilité du guidage rectiligne d'un point. Le théorème de Kempe résout donc par l'affirmative une question qui, a fortiori, pouvait être l'objet d'un doute ('), celle du guidage d'un point sur une courbe algébrique d'ordre quelconque. Il faut, du reste, bien remarquer que jamais un système articulé ne permettra de décrire une courbe transcendante, puisque toutes les relations qui existent à chaque instant entre les lignes et les distances des points du système sont d'ordre essentiellement algébrique.
Du guidage exact ou approché du mouvement rectiligne d'un point.
laliinciuret 95. Le guidage approché du mouvement rectiligne d'un point se
contre- trouve réalisé dans l'un des plus anciens systèmes articulés, le paralbaiancier.
(*) Voir la Cinématique de Laboulaye, 3» édition, p. 546. Lire notre remarque de la page 279.
Cinématiqvie.
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lélogramme de Walt. Ce mécanisme offre une application du mouvement du trois-barres, combinée avec le pantographe de Scheiner.
Le dispositif que l'on désigne sous le nom de balancier et contrebalancier nous fournira tout d'abord le cas du trois-barres utilisé
dans le parallélogramme de Watt.
Figurons deux tiges horizontales égales OB^, GAj, reliées à leurs extrémités par une tige plus courte que la distance OC. La tige OB^, mobile autour du point 0, constitue le balancier, tandis que la tige CA^, mobile autour de C, constitue le contrebalancier. Le milieu M de la bielle AB décrit une courbe qui a reçu le nom de couibe à longue inflexion.
Nous allons former en quelques lignes l'équation de cette courbe en prenant pour origine la position M, du point M correspondant à la position A^B, de la bielle; les axes de coordonnées seront M,a: l'horizontale et M^i/ la verticale du point M,.
Comme M^ est le milieu de OC, si (/», k) sont les coordonnées dn point 0, celles du point C seront ( — /i, — k)\ désignons encore par a la longueur commune du balancier et du contre-balancier. On constate aisément que la bielle A,B, a pour longueur
Fig.lS.
Ao^o
= 2 K(a — hy -+- k*.
Supposons que OB, s'élève en OB et 0A„ en OA, en décrivant respectivement les angles 6,ç. Les coordonnées des points B, A seront
h — a cos 0, . i x' = — h + acos (p,
y = fc -♦- a sin 0, d*oà, pour la distance AB
— k + a sin "^f
AB
=y(/._aco.»±-»cas«:^»)V(
acos
Exprimons que AB = A^B^rr 2 ^(a — h)* + fe*, il viendra, après quelques simplifications,
(16) a sm* -— !■ + 2 ( /i cos — -^ — k sin — ^^ ) ces -~^' = 2 /t.
Or, d'autre part, les coordonnées du point M ont pour valeurs
a . .^ . 8 — 9 . 0 + (P a; = - (cos ç — cos 6) = a sin — -— ^ sin ' »
t/ = - (sm 0 + sm ç) = a cos — — ? sm — — -' •
Il est, dès lors, très facile d'introduire oc, y dans la relation (IG). On trouve
(18) (.«« + y » — 2 « }if (x* H- y») = 4 (/i t/ — fc x)» (a« — ce» — t/').
On obtient donc une courbe tricirculaire du sixième degré (fin du paragraphe 91) qui a pour centre et pour point double le point M<,, Elle a la forme d'un huit allongé dont une branche touche en M^ la verticale de ce point et y présente une inflexion. Elle coupe la verticale, outre le point M,,, en deux autres points Nfj, M, situés de part et d'autre de M„ à une distance 2 Vh (a — h) de ce point.
Si l'on va de M^ à M, en suivant la branche qui louche en M^ la verticale, on passe par trois points d'inflexion, dont le point M„ et deux autres points symétriques par rapport à M^. De là le nom Je courbe à longue inflexion.
Nous allons montrer que si Ton suit la branche en question, l'écart de la courbe avec la verticale est exti'êmement petit.
Nous nous servirons pour cela du principe de l'échange de bielle et manivelle.
Je construis le parallélogramme CDBA en introduisant les tiges articulées CD, DB, et je prolonge DB d'une quantité égale, BN = DB. Le point N est par rapport au point G l'homothétique de M, le rapport d'homothétie est égal à 2. Le point N décrit donc une courbe à longue inflexion, qui a au point 0 une tangente d'inflexion verticale, ON, et qui coupe cette verticale en un point Nj homologue du point M, ci-dessus défini.
Joignons D, N au point 0; comme BO = DB = BN, il en résulte que l'angle DON e«t di-oit; abaissons NP perpendiculaire sur ON, et
DH perpendiculaire sur OD,,. Les triangles DHO, N PO sont semblables et nous avons
PN
DH.OP
-oïT'
Fig. 18 bis.
Le point D décrit un cercle de centre C et de rayon l =u CD ==: AB = 2 Via — h)- H- k^. Quand N est en 0, D est sur le cercle au point D^ le plus éloigné de 0, où ce cercle coupe l'horizontale de ce point.
Quand N vient en N^, OD devient horizontal, le point D vient en Dj. Dans Tintervalle, le point D décrit l'arc D^ED^.
La plus grande valeur de DH est donc la flèche EF de cet arc, la plus petite valeur de OH est ODj et la plus grande valeur de OP est ONj, car on ooii^;iate aisément que la distance de N à l'horizontale OH va sans cesse en cioissant de zéro à ONj.
On peut donc écrire
EF.ON
PN
ODj
Calculons ON,, OD,,EF.
On a d'abord, FD^ r= OD^ — OF — 2a — 2/f OD, = 2a ; donc OD, = OF — FD, ::^ OF = 2 (2/1 — a).
Ensuite, puisque la distance D,N, = 2a, il vient
FD,— 2/t
2 (a — /i), car 2 (a — h)
ON, = V^D,N,' — OD,* = 4 Vh (a
enfin
EF = l-CF^l — 2k,
et l'on se souvientque 1=2 |/(a~;i)* + &% d'où 2k= Vl^ — 4(a— /i)'- On peut donc écrire
pn<2'-^':-^<-'-")Vm^^^,
mais pour la courbe lieu du point M, qui se déduit du lieu de N en réduisant de moitié, l'écart sera inférieur à la moitié de cette limite.
l— Vl^ — ^ia — hY
Si a — h est petit vis-à-vis de l et de h, l'écart S sera lui-même très petit.
Watt adoptait les proportions suivantes :
Z = 24, a = 37, 2h d'où
a — h = i, yh(a — h) = Q, on trouve d'autre part
l — yi* — 4 (a — hf < —y d'où 5
Supposons, par exemple, que a = lni85, ce qui revient à supposer
que les nombres précédents expriment des vingtièmes de mètre; on
aura, en mètres, o *< 7^5157;' cest-a-dire encore moins qu'un milli-
mètre. Si l'on tient compte du jeu nécessaire au fonctionnement de l'appareil, l'écart doit être regardé comme pratiquement nul.
Balancier La figure 78 his, que nous avons tracée pour démontrer la pro-
*^^ priété si curieuse de la courbe à longue inflexion représente un méca-
nisme (tiges CD, OB et DBN) qui fait décrire au point N la courbe à longue inflexion. Or, ce mécanisme a été réalisé par "Oliver Evans. On prend {assez grand et h très voisin de a; alors DH reste très petit, et l'arc D^EDj se confond avec sa corde. Le point D .se meut sensiblement sur l'horizontale du point 0, tandis que N déorit approximativement la verticale ONj. On produit donc approximativement le mouvement de l'ellipsographe.
Autre guid.'igd approché.
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Arrivons au parallélogramme de Watt.
Le système du balancier et du contre-balancier aurait l'inconvénient de ne fournir pour la course du point M, milieu de AB, que de trop petites amplitudes. Une application du pantographe nous a conduit au balancier d'Oliver Evans qui atteint ce résultat; une autre application du même principe nous conduira à l'appareil bien plus ancien et bien plus parfait du à Watt.
Prolongeons le balancier OB d'une quantité BE = OB et achevons le parallélogramme ABEP; ce parallélogramme sera articulé en ses sommets. Tirons la ligne idéale OP, cette droite passe au milieu M
du côté AB, et d'après la propriété essentiel le du pantographe de Scheiner, le point P va décrire une courbe homothétique à la trajectoire de M; le rapport d'homothétie est égal à 2 et 0 est le centre de simi- ^y^ Fig. 79. litude. Le point P décrira
donc sensiblement une verticale et l'amplitude de son déplacement sera le double de l'amplitude du déplacement du point M.
Dans la pratique, on utilise à la fois le mouvement sensiblement rectiligne du point P et celui du point M (}).
On a proposé d'autres guidages approchés du mouvement rectiligne d'un point. En voici un. Soit ABGD un trapèze isocèle articulé dans lequel AB est double de CD, et CMD un triangle isocèle lié invariablement à sa base DC; le point M tombe au milieu de AB. Lorsque le M B système se déforme, le point M dé-
Fig. 80. crit une courbe qui se confond par-
tiellement avec le segment A B, On voit immédiatement que la courbe passe aux points A el B ainsi qu'au milieu de AB.
(•) On trouvera à la fin du volume une note r-elatîint quelques travaux de Tchobicjieflr sur le parallélogranini* de Watt.
Solutions
exactes
de Pecucellier
et «le Hart.
Le guidage exact du mouvement rectiligne d'un point a été résolu par Peuucellier et puis par Lipkine au moyen d'un même appareil. Observons tout d'abord que tout inverseur fournit le moyen de réaliser le guidage rectiligne d'un point. Il suffit, en effet, au moyen d'une bride d'obliger un point à décrire un cercle passant au centre d'inversion, pour que le point inverse décrive un segment de droite. L'inverseur de Peaucellier et celui de Hart fournissent donc une
solution immédiate du problème. Par exemple, dans le B cas de l'appareil de Peaucellier(fig.81), on introduira une bride 0' D articulée en 0' et D, dont la longueur soit égale à 00'. Le point D fig- 8i. décrira un cercle
passant au point 0' et le point B un segment de droite.
Il peut sembler paradoxal qu'un point soumis à des conditions géométriques décrive non une droite entière, rnais seulement un segment fini. Le même fait se produit forcément à propos des courbes algébriques à branches infinies; le théorème de Kempe nous prouve qu'on peut décrire un arc de cette courbe, mais le jeu même de l'appareil articulé exige que cet arc soit limité.
Il n'y a là rien qui doive surprendre, et la géométrie descriptive, à l'occasion des projections des intersections des surfaces, nous offre des exemples analogues.
La remarque suivante explique comment ce fait peut arriver. Supposons qu'un point M d'une figure décrive, par exemple, un segment de droite; un point M' voisin de M décrit alors une courbe fermée allongée, qui, lorsque M' se rapproche de M, va en s'aplatissant de plus en pins jusqu'à se réduire au segment de droite. Tel est le cas du mouvement de l'ellipsographe. Tous les points de la figure décrivent des ellipses qui s'aplatissent indéfiniment et deviennent des segments de droites quand le point décrivant est très voisin de la circonférence qui, dans le mouvement, roule sans glisser dans une circonférence de rayon double.
Double rhomboïde de Konipe.
Autre
appareil
de ICempe.
Kempe et Hart ont fait connaître plusieurs autres appareils à ligne droite.
iTg'
Soit ABCD un rhomboïde articulé et prenons EB = — ; articu-
AB Ions en E une tige EF égale à EB et introduisons enfin une tige
CF == BG articulée en F et G. Nous aurons ainsi réalisé un second rhomboïde semblable au premier. Les droites D G et G F sont également inclinées sur le côté AB, car l'angle des côtés opposés du grand rhomboïde, DG, AB, est égal à celui des côtés opposés G F et BE du
petit rhomboïde. La bissectrice de l'angle G du triangle DGF est donc parallèle à AB et, par suite, la base DF de ce trian- ^ ^ ^' gle est perpendiculaire
Fig. 82. à AB.
Introduisons alors une bride BG, pivotante autour de G, égale à AB et fixons le point D à une distance de G égale aussi à AB. Le quadrilatère ABGD est un losange, et dés lors DF restant perpendiculaire à AB, c'est-à-dire à DG, le point F décrit une droite perpendiculaire àGD.
Reportons-nous à la figure 82; imaginons abaissée du point C une perpendiculaire sur AB, et prenons les tiges symétriques des tiges déjà construites (sauf BG) par rapport à cette perpendiculaire. Nous construisons ainsi un second double rhomboïde dans lequel les tiges GD', G F' sont les prolongements des tiges CF, GD. Remarquons alors que si l'on fixe le côté AB du premier double rhomboïde, la tige A'B' demeure dans le prolongement de A B et tous les points de A'B' décrivent ce prolongement.
On peut observer que ce procédé permet de réaliser une translation rectiligne quelconque d'une figure liée au segment A' B' (*).
(') A l'éyfnrd des mouvements réalisables par des systèmes articulés, on peut émettre la proposition générale que voici : Tout mouvement plan aîgébriqve, c'està-dire dont les trajectoires de tous les points sont ix\géhr\(\\iQfi. petit être gnidé par vn fystcme articulé. On peut, en effet, comme nous savons, guider par des systèmes articulés le mouvement de deux points de la figure; cela suffit pour établir le théorème. (Voir aussi mes notes de 1895 aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences.)
Sextilatère . de Kempe.
Soit un quadrilatère ABGD,
AB = a, BG=zh, CD = c, DA^^d.
Prenons E arbitrairement sur AB et construisons le quadrilatère BEFG semblable au quadrilatère primitif; l'angle en B étint le même dans les deux et l'angle en G égal à l'angle en A, l'angle en E égal à l'angle en G et l'angle en F à l'angle en D. On prend sur AD un point P et sur EF un point Q, tels que
AP EQ
hTc'
Projetons P en P' et Q en Q' sur AB. La distance P'Q' eut constante quand le système se déforme.
P'Q' = AE — (AP' +EQ').
Or, SI Ion pose AP = — ' EQ = — > on a
AP' = AP cos A = -— cos A,
d'où
EQ' = EQ cos (180 — G)
— cos G,
AP' -+- EQ' = - [ad cos A — &c cos G].
D'autre part, le carré de la diagonale B D a cette double expression BD* = a* + d» — 2ad cos A = 6» + c* — 2bc cos G,
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d'où
/ï fi /*n<!
— . 7»/^ nr\Q C^ ~
et, par
suite,
et finalement
AE
Hart.
Ainsi la longueur P'Q' reste constante quand le sextilatère (ABGD, EFG) se déforme. Supposons alors qu'on prenne un point R à une distance de P égale à AB et qu'on relie R à B par une bride RB égale et parallèle à AP; si l'on fixe en même temps le point P par un pivot, A, B, R, P sont les sommets d'un parallélogramme et la droite AB se meut parallèlement à elle-même; la distance du point P à la droite QQ' demeure constante, puisqu'elle égale P'Q', de plus, comme QQ' a une direction constante, elle est fixe dans le plan et le point Q décrit cette droite.
Autre ^^ doit à Hart un autre appareil à ligne droite, étudié aussi par
appareil dû à Kempe (Proceedings of the London Mathematical Society), qui a été l'objet d'un mémoire de M. Darboux, inséré au Bulletin des Sciences mathématiques (2® série, t. III), et réimprimé dans la Mécanique de Despeyrous.
Soient OA, OA' deux segments de longueurs a, a' issus d'un point 0, AB, A'B' deux autres segments de longueurs moy m' a' issus de A, A' respectivement et faisant avec OAj OA' un même angle 0.
Si l'on prend le point 0 pour origine d'un .«ystéme de coordonnées rectangulaires, on pourra regarder A, A' comme les points représentatifs de deux variables imaginaires Z^, Z^- dont a, a' sont les modules et dont nous appellerons ç, 9' les arguments. Le produit de Zx par le facteur m&'^ se représente par un point qui est l'extrémité d'un segment d'origine 0, équipollent à AB; il en résulte que l'affixe du point B sera
Z„ = Za + Z., . me'^ = Zx (1 4- me'^) = ae'f (1 -1- me'^);
de môme
Z.. = Zv (1 + m'e'^) = a'èf (1 + me%
sera l'affixe dû point B*.
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Cherchons à exprimer que la distance BB' est constante et égale à une longueur l; si nous appelons Z^, ZS- les quantités conjuguées de Zb, Za-, il faudra écrire que
i« = (Za - Zb.) (ZS - ZJ.)
= £i% Ln -f- là%iùa< — Zb ^b' """ ijo'^o )
c*esl-à-dire
i« = a» (1 -+- me'^) (1 + twe-®) + a'» (1 + m' è^) (l + w'c-^)
— aa' e'fy-f'^ (1 + mé^) (1 •+• wi'c-'®)
— aa'e— '(f-?'^ (1 + mr-^)(l -+- m' e*^),
ou encore, en faisant (}; = ç — 9'=A0A',
a» (1 + m») 4- a'* (1 -4- m'») — P H- 2 (a'rn -h a' «m') cos 6 — 2aa' (1 -+- mm') cos <j> — 2aa' m cos (t|< + ô)
— 2aa' m' cos (<|; — 0) = 0.
Fiy. 8
Si l'on suppose articulées en 0, A, B, A', B' les cinq liges OA, OA', AB, A'B', BB', nous obtenons un pentagone articulé dont les angles variables sont liés par la relation précédente, en y ajoutant l'égalité supposée des angles OAB, O'A'B', dont nous avons désigné par 6 la valeur commune. Sans cette égalité supposée la déformation du pentagone dépendrait de deux paramètres.
Cette condition d'égalité d'angles peut être réalisée ici d'une façon très simple; on va prouver, en effet, que deux autres points C, C pris sur AB, A'B' sont à une distance invariable, et dès lors il suffira d'introduire une tige GC articulée en C, C aux tiges AB, A'B' pour réaliser l'égalité d'angles supposée.
Ce couple de points G, G' , s'il existe vraiment, sera analogue au couple de points B, B', et si l'on désigne par p,, j;/ les valeurs de m, m' qui lui correspondent, par X la distance G G', nous devrons avoir
«' (1 + i^.*) + a" (1 + ia") — X' + 2 (aV- + a'*!^-') cos 0 — 2aa' (1 + ii.i>.') cos à — 2aa' jx cos ((]^ -f- 0)
— 2aa' \)J cos (tj; — 6) — 0;
équation qui devra avoir lieu en même temps que la précédente, s'il est vrai que X soit constant. Or, l'identification nous donne
ifl — Jfl — J_Iîliî±L_ _ «V + «'*!*' m rn' 1 -f- mm' a^m -f- a'*w'
__ g» (1 4- jji') 4- g" (i + p.") - \\ "~ g» (1 + m*) + g" (1 4- m'*) — V'
les trois premières équations se réduisent à
et la dernière équation nous fait connaître X par la formule
a* (1 + m») + a'* (1 -+- m'*) — i* mm' '
qui fournit pour X' une valeur constante
l* (mm' — 4) (m' — m
mm' mm'
nous pourrons donc, au moyen de la tige auxiliaire G G', réaliser l'égalité constante des angles OAB, OA'B'. Calculons les carrés des modules de Zn, Z,. ou OB = Zn.ZS,
Nous avons déjà calculé ces expressions en calculant l', on trouve ÔB* = a» (1 -H m' + 2m cos 6), Ôl?' rr: g" (1 + m'* + 27n' cos 0), en sorte qu'entre OB, OB' a lieu l'équation
îîi! . Ôb' - ~ Ôf' = (m' _ m) (i — mm'), ar g ' '
lescription ellipse moyen de inq tiges.
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Dans ces conditions, si l'on fixe la lige BB' et si l'on déforme le système articulé, on constate que le point 0 décrit un cercle. Gepen-
dant si les coefficients — r > — ; sont égaux, ce cercle se réduit à une
ligne droite perpendiculaire à BB'.
En réalisant ces conditions on a donc le moyen de décrire une droite au moyen de cinq tiges articulées.
C'est à dessein que nous avons choisi la méthode précédente, qui montre le parti que Ton peut tirer des imaginaires ou, ce qui revient au même, du calcul des équipoliences dans la théorie des systèmes articulés.
On peut s'arranger Je sorte que la droite décrite par le point 0 aille passer au point B'; il faut pour cela que l'on puisse avoir OB' = 0, OB = i, ce qui donne
—- l* = (m or
m) (1 — m ni').
. «* «'* .... , Soit pose — 7 = — = ûf*, il viendra "^ m' m
Supposons de plus que A'B' égale OA' ou que ni' =: 1, on a donc j/' = rt', en sorte que
Dans ces conditions, le segment mobile OA' s'appuie par .ses extrémités sur une droite fixe B'O et suf un cercle de centre B' dont lo rayon B' A' = OA' lui est égal ; si donc on prolonge 0 A' d'une quantité égale ju.squ'en K, en sorte que A' est le milieu de OK, le point K décrira une droite perpendiculaire en B' à B' 0, et qui n'est autre dès lors que BB'. La tige OK glisse donc par ses extrémités sur deux droites rectangulaires et un quelconque de ses points décrit une ellipse. Ce système de cinq tiges permet ainsi de décrire une ellipse et de réaliser rigoureusement le mouvement de l'ellipsographe que le balancier d'Oliver Evans réalisait approximativement.
Avec un système articulé on
peut produire plusieurs
mouvements.
Plusieurs transformations.
Autre usage des inverseurs.
Des mouvements et des transformations que peut réaliser un même système articulé.
96. Soit un système articulé à liaisons complètes. On peut, avec cet appareil, réaliser plusieurs mouvements et plusieurs transformations.
lo Plusieurs mouvements, car on peut fixer l'un quelconque des membres du système et considérer la trajectoire d'un point de Tun quelconque des autres membres. Par exemple, dans le cas du rhomboïde, suivant que le côté fixé sera un des deux grands ou un des deux petits côtés, le lieu d'un point lié à la bielle sera une podaire d'hyperbole ou bien d'ellipse. Ainsi encore dans le contre-parallélogramme.
Qp Plusieurs transformations : fixons, en effet, par un pivot un point 0 d'un membre du système articulé; choisissons ensuite un point M et un point N liés chacun à l'un des membres (ou bien même servant de pivot à deux ou plusieurs membres du système). Le point M sera le point directeur et N le point haceur.
Si l'on fait décrire au point directeur M les contours d'une figure, le point N tracera les contours correspondants de la figure transformée. Or, on voit que l'on peut choisir arbitrairement les points 0, M, N dans le système et réaliser ainsi diverses transformations. Toutes ne seront pas également intéressantes, mais dans certains cas, cependant, on pourra, avec le même système, obtenir plusieurs résultats utiles.
Ainsi reprenons le contre-parallélogramme qui nous a déjà servi à décrire des podaires d'ellipses et des podaires d'hyperbole, nous savons que Hart l'a utilisé comme inverseur en fixant un point 0 sur un côté et prenant sur les deux côtés adjacents deux points M, N qui restent alignés sur le point 0.
On a alors OM.ON = constante.
Mais au lieu de fixer le point 0, fixons le point M, la relation ci-dessus s'écrit
MO (MN — MO) = fe == constante,
et la relation antre MO et MN exprime une transformation de la
Description
forme
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Pl = p-^p=
où p, Pi sont les rayons vecteurs MN et MO.
Par exemple, si le point 0, considéré comme point directeur, des cubiques jj^crit une droite p cos 0 = p, on trouve que le point N, considéré onicursales à comme traceui', décrit la cubique circulaire
axe .
de symétrie. ^^ _ p^ ^^, + y«) =, * x«,
cette courbe a un point double et un axe de symétrie ; si, k étant négatif, on prend p = K — fc on a une cissoïde, et une strophoïde
Utiiisntion
du mouvement
inverse.
droite si p
Si, après avoir fixé un membre A d'un système articulé à liaison complète, on constate qu'un point M d'un autre membre décrit une courbe C par rapport au membre A, il est clair qu'en supposant celte ligne tracée sur le membre A, elle ne cessera pas de passer par le point M lorsque, ayant rendu libre le membre A, on aura fixé le point M par un pivot; le même appareil nous permettra donc de réaliser le fait d'une plaque plane A assujettie à cette seule condition qu'une courbe G tracée sur cette plaque aille passer par un point fixe du plan.
Exemple. — Nous savons guider au moyen d'un système articulé le mouvement rectiligne d'un point, nous saurons donc^ avec le même instrument, réaliser le guidage d'une figure plane assujettie à l'unique condition qu'une de ses droites glisse sur un point fixe.
Prenons l'appareil à ligne droite de Peaucellier; on supposera les deux pivots fixes 0, 0' réunis par une tige qui constituera avec le double rhomboïde {fig. 85, page 288) et la bride O'B un système articulé tel que si l'on fixe le membre 00' le point M décrira une droite A perpendiculaire à 00' et coupant 00' en son prolongement en un point fixe Q.
Concevons qu'on ait réalisé un segment RR' de cette droite, calé perpendiculairement à 00' (prolongée s'il le faut). Le segment RIV et la tige 00' ne forment qu'un seul et même membre. Si Ton vient à fixer par un pivot 1» point M et à rendre sa liberté au
Pro tracteur.
Description
des conchoïdes.
membre 00', ce membre se trouvera assujetti à cette condition unique que la tige RR' qui lui est liée aille passer au point M.
Fig. 85. fy^
Cet appareil permet alors de réaliser une transformation nouvelle.
Si, en effet, on amène le point R' en un point V du plan, le point R viendra en un point V situé sur le même rayon vecteur M V que le point V , seulement ce rayon vecteur aura été accru d'une quantité constante R' R. Cet appareil réalise donc la transformation qui a pour effet d'augmenter (ou de diminuer) d'une quantité constante tous les rayons vecteurs d'une courbe. Cet appareil a reçu le nom de protracteur.
Si le point R' vient à décrire une courbe, le point R décrit une conchoïde de cette courbe.
Les exemples précédents suffisent pour monfrer de quel genre sont les questions qui peuvent se présenter à propos des réalisations des transformations au moyen des systèmes articulés.
Applications des systèmes articulés à la résolution des équations et à la représentation des fonctions.
97. On a fait la remarque que les systèmes articulés pouvaient servir à représenter des fonctions ou à résoudre des équations. Nous
Hésolution W'caniquo de
iVquntion du 3» .k-L'ié.
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ne dirons que quelques mots de celle application qui est plutôt curieuse qiie vraiment pratique.
Fixons une lige A d'un système articulé, à liaisons complr'te?; un point M d'un membre du système décrit une courbe qui coupe A en corlains points, dont les distances à un point pris pour origine sur A sont racines d'une certaine équation algébrique. Si donc on a gradué A, il suffira de noter les cotes des points de A où peut être amené le point M par la déformation du système articulé ; on connaîtra ainsi les racines de l'équation proposée.
Los coefficients de cette équation sont des paramétres qui figurent dans la définition du système articulé; les racines de l'équation constituent les valeurs d'une fonction algébrique de ces paramètres indépendants, et à cet égard le système articulé fournit une représentation des valeurs de cette fonction algébrique, au moins dans certaines limites de variation des paramètres.
Si l'on sait trouver facilement les longueurs des tiges qui font prendre aux coefficients de l'équation de$ valeurs numériques données, et contenues entre certaines limites, on aura une classe d'équations résolubles au moyen du système articulé proposé.
A ce procédé de résolution mécanique on peut d'abord adresser le reproche de ne fournir qu'avec une faible approximation les racines cherchées ; mais à cet inconvénient s'en ajoute un autre.
Nous avons vu qu'il est des quadrilatères qui, par déformation continue, nn peuvent prendte qu'une partie des formes que Ton peut obtenir en construisant tous les quadrilatères imaginables dont les côtés ont des longueurs données et un ordre de succession déterminé. Imaginons que notre système articulé offre une circonstance analogue; alors, par une «léforrnation continue, le point décrivant M ne décrira qu'une partie de sa trajectoire et il pourra arriver que l'appan^il no fournisse qu'une partie dos racines qu'il s'agit de trouver.
97*'*. Soit im quadrilatère A nCD dans lequel nous prolongeons les
côtés AR, CD jus-
^c qu'à leur rencontre
en E; appelons 0
l'angle DKA, nous
avons
Al3'=lID*-f-jTÂ* — 2KD.I;Acus 0,
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KG* = ÈC' + ÈB* — 2EG.EB cos Ô; d'où, en éliminant cos 0,
(in)' + Ê\' - AD*) EC.EB = (Ëg' 4- ËB* — Bc') E\.ED.
On constalo fiicilement que celle équation est générale et indépendante de la «lisposition des points situés .sur une même droite, pourvu qu'on affecte de signes contraires deux segments opposés.
Imaginons que l'on arlicule en A, D, G, D le quadrilalère et que l'on fixe la tige AB supposée prolongée. Un point E de la tige CD prolongée décrit une courbe qui coupe en certains points la lige AB; nous nous proposons de former l'équation qui aduiet pour racines les dislances du point E au point A.
Ap|)elons a, h, c, d les côtés AB, BG, GD, DA du quadrilalère, f la distance DE, x la distance AE; nous comptons x posilivcment dans le sens BA; l'équation ci-dessus devient
if -I- c) (x' t- r — d') {x -f- a) =:f[{x + «)» + (f-h cy — 6'j X,
ou en développant,
ex* + a [c - - n •«* — [«-' (r + d'-) -h /■(«* - &« 4- c' + d*)] x
On peut identifier celle équation avec n'inqwrle quelle équation du troi.^icnie degré
X* -f- nx* + px + q = 0.
Plaçong-nous dans le cas particulier où n est nul, il faudra prendre f=.: c, cl les équations d'identification deviennent
On en tire
Ces foi-mulc* nous font connaître c, d ; a et 6 peuvent être pris constants ; cependant si les valeurs précédentes de c*, d* de\ enaient
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négatives, il faudrait pouvoir faire croître h de manière à rendre les se<:onds membres positifs;
On pourra réaliser ces conditions en insérant les tiges dans des douillos articulées entre elles et dans lesquelles les tiges iKjuriitmt lanlôt glisser, tantôt être fixées au moyen de vis de serrage. Le point A sera fixe sur la tige graduée AU et la fige Cl) devra aussi être graduée alin qu'on puisse plus facilement prendre le point C qui doit être le symptrique de G par rapport à D, attendu que f=^ c.
Systèmes articulés gauches.
08. Nous dirons que deux corps sont articulés s'ils sont réunis par une charnière ou un pivot ne leur permettant pas d'autre mouvement relatif qu'une rotation autour d'un axe, fixe dans les deux corp:;.
Prenons un ensemble de corps qui sont articulés cliacun avec certains autres, de manière à limiter la déformation du système, nous aurons là un système articule au sens le plus général de ce mot.
Les numéros préc('dents ne visaient que les cas où les pivots sont parallèles entre eux et où l'on peut se borner à la considération de:i plaques planes superposées. Ce cas est le plus fréquemment employé, mais les autres sont aussi utilisés. Par exemple, le pantographe de Scheiner a été étendu aux figures gauches et appliqué par M. Collas à ia reproduction des statuv»s.
Le joi«t de Cardan se compose :
4° D'un croisillon, c'est-à-dire de deux tiges égales AI>, A' IV réunies à angle droit en leur milieu C ;
Ftg. 87. Fig. 88.
2» De deux tiges Ox, 0 x' qui sont munies chacune d'une fourche
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portant à ses extrémités des œils dans lesquels s'engagent les extrémités cylindriques A, B, A', B' des deux liges du croisillon; les fourclies sont construites de telle sorte que les prolongements de Ox et de 0' x' aillent se croiser au point G.
Le joint de Cardan peut être utilisé de plusieurs manières. Si l'on fixe invariablement la tige 0' X', le point C demeure fixe et la tigr 0 X peut prendre tous les déplacements possibles autour du point C On réalise par là le fait d'un axe géométrique pivotant autour d'un point fixe. Ce dispositif est employé dans nombre d'appareils de mécanique ou de physique et constitue alors le procédé de suspension dit à la Cardan.
Dans certains cas, comme dans le gyroscope, par exemple, on modifie un peu la disposition précédente, mais schématiqnement le principe est le même. Rien n'empêche, en effet, de remplacer le croisillon par une couronne métallique armée, aux extrémités de deux diamètres rectangulaires, de prolongements cylindriques faisant le même office que les extrémités cylindriques des liges du croisillon. Et même, rien n'empêche d'armer les fourches elles-mêmes de ces mêmes pivots, et de pratiquer, par coutre, les œils où ils s'engagent dans la couronne elle-même.
Mais le joint de Cardan est encore employé à d'autres usages. Imaginons qu'au moyen de douilles ou autrement on interdise aux axes O.c, ()' x' tout autre mouvement qu'une rotation sur eux-mêmes. Le système devient à liaisons complètes, et toute rotation de O.c sur luimême entraînera une rotation de 0' x' sur lui-même. Le joint apparaît donc comme un organe propre à transmettre un mouvement de rotation d'un axe à un aulie axe qui le coupe.
Désignons par w, <.>' les vitesses angulaires de ces deux axes Oj', O' x' et ob.servons que sur la sphère S de centre de C et d«' iii\<>n C A = «, le point A décrit Cfig . 88J un grand cercle (A) dont 0 e-t le pôle, tandis que A' décrit sur la même sphère un grand cercle (A') de jwle 0'. De plus, les points A, A' décrivent leurs cercles avec les vitesses au), aw'.
Observons que, sur la sphère S, l'are de grand cercle .\A' vaut un quadrant. Le mouvement du croisillon est donc celui d'un quadrant de grand cercle A A' dont les extrémités A, A' décrivenl deux autres grands cercles.
Désiguuus {ar H un des points de rencontre des deux grand»
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ceivlos (A) (A'), le triangle A A' H nous donnera
0 = cos A A ' = cos H À . cos H A ' + sin H A . sin H A' . cos H .
Or, H = 180» — 2x où 2x est l'angrle toujours obtus x'Cx. On a donc
cotg HA.cotg HA' = cos 2a.
I)é*l}rnnns HA par 0, HA' par 0' ; le quotient — est le rapport
des vilesses des points A, A', il est égal au rapport des viles^^es angulaires des axes Ox, O'x' . Or, de cotg O.cotgO' = cos 2x, on tire
(ÎH'
- = — cos 2x.sin» Ô -h — cos' 0 •
i' L '^os 2a J
Le rapp«)rt en question oscille donc entre — cos 2a et
cos 2 a
C'est nn inconvénient, car si l'axe O.»*, par exemple, est animé d'un mouvement uniforme de rotation, l'autre axe sera anim»'* d'une vitesse variable et périoilique. On reconnaît en même temps que si 2x s'approche de 90**, ces oscillations augmentent considérablement, et que le mouvement sera rigoureusement impossible pour 2a = 9j".
Enfin, si l'appareil est à disposition variable, c'est-à-dire si l'on a besoin de faire varier l'angle 2a, les conditions de la transmission varieront avec cet angle.
Joint <:onliot. Dans le joint Goubel, toutes ces imperfections se trouvent écarli-es et l'on arrive à transmettre une rotation uniforme, toujours la mt^nie, quel que soit l'angle constant ou variable des deux axes.
Il y a plus de seize ans que le joint Goubet a été inventé; un modèle figura à l'Exposition universelle de 1878. L'attention des savants a été attirée récemment sur cet ingénieux appareil par l'application remarquable que l'inventeur en a faite à la propulsion et à lu direction du bateau sous-marin qui porte son nom. La théorie en a été donnée par M. Résal dans les Comptes roiihis de l'Acudihnic dea Sciences (tomeCXVll). Mais on peut sans aucun calcul se rendie compte de la propriété essentielle de ce joint.
Il consiste, au fond, dans la ré inion de deux joints de Cardan.
Reporlons-nous à la ligure H7 et concevons qu'au point 0' on mène un plan normal à l'axe O'x', puis que pai- rapport à ce plan on prenne les symélrique.-> de la fourche A' O' B', soit A"'0' IH; du croi-
sillon ABA'B', soii A'ir A"'B'^ de la fourche AOB et de l'axe Ox, soit A'O'B' et O'x'. De plus, supprimons l'axe O'x' et soudons entre elles les deux fourches A'O'B', A'"0'B"'. Les extrémités A'", B'", A", B' des tiges du croisillon qui a G" pour centre sont enîragées dans des œils pratiqués dans les fourches correspondantes. Enfin, si 0.ï, O'x*' sont enj^agés dans des douilles qui leur défendent tout autre mouvement qu'une rotation sur eux-mêmes, nous aurons évidemment réalisé un système articulé à liaisons complètes qui reste symétrique par rapport au plan médian mené par 0' perpendiculairement à ce.
Si le système des doubles fourches vient à tourner, il est clair qu'à cause de la symétrie, les axes Ox, O'x' prendront des rotations éîrales sur eux-mêmes. Donc, inversement, si l'on impose à l'axe Ox line rotation o, l'axe O'x' prendra une rotation sur lui-même égale à (0. En particulier, si Ox tourne sur lui-même avec une vitesse constante, O'x' tournera sur lui-même avec la même vitesse constante.
Ce résultat est remarquable non seulement à cause de la transmission intégrale de la vitesse angulaire de rotation, mais encore parce que V angle que font les deux axes n'intervient pa^.
Supposons, par exemple, que OX soit l'arbre de couche parallèle à la quille d'un bateau à hélice et O'X' l'axe qui porte l'hélice.
A l'état normal, c'est-à-dire dans la marche rectiligne du navire, O'x' sera dans le prolongement de Ox. Mais imaginons que, par »m système d'engrenages se gouvernant de l'inlérieur, on incline la direrlion de O'x' tout en conservant la propriété essentielle {*) de la symétrie, l'hélice gardera sa vitesse uniforme, la même que celle de l'arbre de couche, en sorte qu'il n'en résultera aucun choc dans le jeu de la machine, et cependant, grâce à l'inclinaison de l'axe O'x', l'hélice produira l'effet d'un gouvernail, et d'un gouvernail actif, ce qui, on le conçoit, augmente beaucoup la rapidité d'évolution du navire.
Joint Clémens. Le joint Clémens offre la même propriété que le joint précédent, mais il est moins commode, du moins dans certaines applications.
(') M. Goubet rôaiise cette condition essentielle au moyen d'un engrenage limité à quelques dents.
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11 a figuré en 1876 à l'Exposition de Philadelphie et a fait l'objet d'une note intéressante aux Comptes rendus (tome LXXXIV), par M. Rozé, le distingué Conservateur des collections de l'École polytechnique.
Imaginons deux tiges aeO, AT5 «'articulant entre elles par leurs extrémités respectives 0 et A; par exemple, xO portera une petite tige formant un T dont les branches cylindriques s'engageront dans les œils d'uoe fourche terminant en A la tige AB. Concevons un plan iictif T. passant par l'extrcmitê B et ne coupant pas la tige Ox; prenons, par rapport à ce plan, les symrtriqucs des tiges Ox, AB, soit 0' iy x' , A'B'. Réalisons ces tiges et
Ij ( J articulons-les, comme les précé-
/ \ dentés, par leurs extrémités A', 0'.
y^ \ Munissons l'extrémité B de AB
V*-x d'une enveloppe sphérique creuse
'^ où s'engagera une sphère pleine
égale terminant l'extrémité B' de A' B' . Par ce pro<;6dé on réalisera la coïncidence permanente des points Fig.89. •^\ B, B'. Enfin, engageons les tiges
Ox, 0' x' dans des douilles qui leur permettent seuiement de tourner sur elles-mêmes. Bans ces conditions, l'ensemble des tiges forme un système à liaisons complètes ; le point B, extrémité commune des deux tiges A B, A' B', décrit une cercle contenu dans le plan de symétrie r et la figure reste symétrique par rapport à ce plan. On voit donc, par la même raison de syniétrie que ci -dessus, à projws du joint Goubet, que les tiges Ox, 0' x' auront des vitesses do rotation constamment égales.
Bans la pratique, et pour assuiwr un guidage plus parfait, on ne se contente pas d'un si-ul couple de tiges AB, A'B', on en introduit un second.
Planigraphi» Comme autre exemple de système articulé gauche nous décrirons rap[iareil qui, en application du théorème de M. Barboux «lémontré a la page 222, permet de décrire le plan ou plus exactement une zone plane,
11 s'agit, comme on sait, de réaliser le fait d'une tige ABC dont trois points A, B, C décrivent des sphères; Ic^ routre> A,, B„ C, de ces sphères sont eux-mêmes en ligne di-oile. Il y a alors un point M
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de la lige ABC qui décrit un plan normal à la tige AjB^G,. Il suffit donc de relier les points A et Aj, B et Bj, G et C^ par trois tiges de longueur invariables s'articulant par leurs extrémités aux tiges ABC et A, BjCj. Nous sommes ainsi amenés à réaliser, par le moyen d'un système articulé, le fait de deux tiges s'articulant en un point, c'est-à-dire assujetties à l'unique condition d'avoir constamment en commun le même point; par exemple, le point A s'il s'agit des tiges A A, et ABC.
Voici comment on peut y parvenir :
Considérons un cylindre F de révolution, dont l'axe figure la droite ABC. Imaginons un anneau assez étroit embrassant le cylindre et pouvant glisser sur lui à frottement doux. Si l'on enfile ainsi plusieurs anneaux dont la largeur totale soit égale à la hauteur du cylindre et si, par des vis à tête placées aux extrémités du cylindre, on empêche les anneaux extrêmes de glisser dans le sens de l'axe, tous ces anneaux se caleront les uns aux autres et ne pourront prendre chacun qu'un mouvement de rotation sur eux-mêmes autour de l'axe du cylindre.
Imaginons maintenant que l'un de ces anneaux .soit tel que son plan moyen passe par le point A ; il y passera constamment. Dans ce ]ilan moyen munissons l'anneau de deux broches cylindriques figurant les prolongements d'un diamètre, qui passe par le point A; puis engageons ces broches dans les œils d'une fourche F identique à celles que l'on utilise dans les joints de Cardan. Désignons par A la droite qui représente l'axe géométrique de la fourche. Par suite de la rotation de la fourche autour de la broche et de l'anneau autour du cylindre, la droite A peut recevoir toutes les orientations possibles autour du point A; l'effet produit est le même que dans un joint de Cardan dans lequel on aurait fixé l'une des deux fourches.
Figurons-nous maintenant un cylindre de révolution délié, dont l'axe figurerait la droite A et qui serait soudé à la fourche F. Enfilons sur ce cylindre plein un cylindre qui en sera la forme en creux et que nous empêcherons de prendre aucun mouvement de glissement par rapport au cylindre plein dans le sens des génératrices. Ce cylindre V pourra s'orienter de toutes les façons possibles autour de A et, par rapport au cylindre V, réalisera le fait d'une tige articulée sur une autre en un point.
L'emploi d'un autre anneau dont le plan moyen pa-ise par B et
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d'un troisième dont le plan moyen passe en C, permettra d'articuler do même en ces deux points les deux tiges BB, et CC^.
On fera de même pour la tijje AjEjCj et les extrémités A,, Bj, C^ des tiges A Aj, BB,, GC,.
Fi.j. 'JO.
Tel est l'appareil qui a été construit et que représente la liguto IK).
Supposons qu'une tige ABC soit assujettie à la condition que trois de ses points A, B, G décrivent des plans formant un trièdre Oxyz; un point quelconque de la tige décrit un ellipsoïde.
Soient, en effet, X, [i., v les angles des arêtes Oy, Oz; Oz, Ox; O.r, 0?/ et a, fc, c les dislances MA, MB, MC, où M est le point décrivant. Désignons par l, m, n les projections sur les axes, faites parallèlement aux plans de coordonnées, d'un segment do longueur 1 porlé par la droite ABC; les coordonnées x, y, z du point M auront les expressions suivantes : x est la projection du segment A M, donc
et de même
Or, /, tn, n sont liés, comme on sait, par l'équation l* -f- /*«' ■+■ n* — 2m:î'*osX — 2nlcos[x — 'ilmcos v =:: 1.
Nous aurons donc, d'après les équations ci-dessus,
x* y* 2* yz zx xtf
-; -f- -,-r -h -r — 2 -.— cosX — 2 — COSu. — 2 -~ cosv = i.
a' o' c' oc ca ao
Le point M décrit donc bien un ellipsoïde.
Or, pour obliger les points A, B, G à décrire chacun un plan, il suffira d'articuler ponctuellement en A, B, G, sur la lige ABC, les extrémités des tiges de trois planigraphes. On réalise donc de la sorte un système articulé susceptible de décrire un ellipsoïde ('),
Théorèmes généraux sur les systèmes articulés.
Articulation 99. Je terminerai ce chapitre sur les systèmes articulés en démonde dpux corps, jij^nt plusieui^s propositions que j'ai fait connaître en avril 1895 dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences.
Rappelons que nous appelons articulés deux corps dont le mouvement relatif se réduit à une rotation autour d'un axe, fixe dans chacun d'eux, qui sera Vaxc d'articulation.
Si l'un des corps est une lige assimilable à une droite, nous supjwserons toujours que la tige coupe à angle droit l'axe d'articulation. Le point de rencontre sera le point d'articulatiân, et le plan lié au corps dans lequel peut se déplacer la tige sera le/)/an d'articulation. Ce plan est ainsi à chaque instant le plan mené |>ar la tige normalement à l'axe d'articulation.
Lorsqu'il s'agira de deux tiges articulées entre elles, nous supposerons que l'axe d'articulation est perpendiculaire aux deux tiges et que celles-ci coupent cet axe au même point d'articulation; le plan des deux tiges est normal à l'axe d'articulation et constitue le plan d'articulation commun des deux tiges.
Ces suppositions n'ont rien d'essentiel, mais elles précisent et simplifient les raisonnements.
Jonction Nous avons rencontré ci-dessus un autre mode d'articulation de
ponctuelle, (jg^x tiges OU de deux corps, pour lequel nous adopterons la locution de jonction ponctnelle, où la condition imposée consiste dans la coïncidence constante de deux points, fixes dans chacun des. corps.
(') Nous avons vu, pao-c 2'2'i, que si IfS plans décrits sont rectangulaires, la tig'e ABC reste normale & uua eurface.
On peut modifier le dispositif que nous avons déjà décrit et opérer comme ii suit :
Concevons une sphère pleine S, qui porte deux petites broches cylindiiques figurant les prolongements d'un diamètre. Ces broches s'engagent dans des œi!s pratiqués, aux extrémités d'un diamètre D, dans l'épaisseur d'un anneau extérieur et concentrique à la sphère S. L'anneau,, à son tour, est muni de broches figurant les prolongements du diamètre perpendiculaire au diamètre D; ces broches s'engagent enfin dans les œils d'une fourche F pareille à celles qui ont été décrites plus haut. Dans ces conditions, l'axe de ia fourche F est une droite a capable de s'orienter de toutes les façons posf^ibles autour du centre 0 de la sphcre. En réalisant alors, au r.ioyen d'une douille comme il a été expliqué, un cylindre dont A soit Vaxc et libre de tourner autour de A, on aura réalisé le fuit d'un corps libre d'évoluer autour d'un do ses points 0.
Que l'on fasse de mênn.e pour un second corps oi employant In même sphère S, et nous aurons de la sorte un second mode de réalisation de la jonction ponctuelle de deux corps.
L'avantage de ce dispositif est de rendre possible la liaison invariable du point 0, centre de la sphère et point d'articulation, à une figure mobile, sans gêner autrement le mouvement des corps qui se joignent en ce point.
Imaginons, par exemple, que l'on soude la sphère S à un système articulé qui oblige le centre 0 à décrire une droite, par exemple ù un appareil Pea»icellier, nous aurons réalisé le fait de deux corps mobiles assujettis à la condition de se joindre en un point qui doit rester lui-même sur une droite fixe.
Nous allons déduire de là une démonstration de lemmes importants. \jRmmt 1. Soient A et B deux corps tournant librement et indépendamment
l'un de l'autre autour d'un axe fixe Or. l'ne tige A s'articule au point 0 avec le corps A et de telle manière que le plan FI d'articulation passe par Or, ce qui fait que l'axe D d'articulation est une droite issue de O et rectangulaire avec Or. Une seconde tige A' s'articule dans les mêmes conditions au point 0 avec le corps 15 et le plan 11' d'articulation passe au.ssi par Ta-xe Or. Les azimuts des plans II, 11', qui sont aussi ceux des droites A, A', varient d'une façon quelconque, indépendamment ou non. 11 s'agit de forcer les tiges A et A' à fahu avec Oz le même angle, sans altérer en quoi que ce soit l'état
de liberté o\i de dépendance relative des azimuts des plans tl et n'. Je dis qu'on peut y parvenir à laide de si/stèmcs articulés.
En effet, prenons les longueurs OD, OD' sur A, A' é^jules à une ménie longueur l. Prenons deux autres tiges DE, D' E égales aussi à l et qui se joindront ponctuellement aux extrémités D, D' des premières. Nous relierons ensuite ponctuellement par une double articulation effectuée sur une sphère les tiges Df], D'E, de sorte que le point E où elles se joignent soit justement le centre de celte sphère et ensuite, en soudant cette sphère à un système articulé de Peaucellier, nous forcerons le point E à décrire la droite Oz. Dans ces conditions, l'égalité des tiiangles isocèles ODE, OD'E entraîne l'égale inclinaison des tiges A, A' sur l'axe Oz, et cela sans que les relations entre leurs azimuts se trouvent en quoi que ce soit altérées. Lemrne II. Soient T, T' deux tiges de longueurs a, a' .
La première s'articule en 0 sur le corps A de tout à l'heure, libre de tourner autour de Or, et le plan d'articulation II contient Oc, en sorte que l'axe D d'articulation est une droite du corps A perpendiculaire à Oz.
La lige T' s'articule avec la tige T à son extrémité, de sorte que le plan d'articulation soit le plan II que nous venons de définir. Ainsi les tiges T et T' se meuvent toutes deux dans le plan H, tandis que le plan, solidaire du corps A, peut tourner autour de l'axe Oz en même temps que le corps.
Soient 0, b' les angles avec Oc des tiges T, T' et ç l'angle que fait le plan II avec un plan fixe zOx mené par Oz.
Je dis que si p, p', j désignent «/es entiers positifs ou négatifs et >,, \i l'une des quantités 0, -, 4- ô' — ô' ^" s«W''« réaliser avec un système articulé le fait d'une tige T (p, p', X, <:, |i.) faisant avec 0: l'angle pO -f- p'ô -f- /. et dont es -+- |x sera l'azimut.
En effet, nous saurons, d'après Kempe, réaliser le fait d'une tjfc'e Ac.c'.À articulée au point 0, sur l'axe d'articulation D, avec le corps A (en sorte que II est son plan d'articulation) et qui fasse avec Oz l'angle p6 -f- p'O' -+- X. Il suffira d'établir dans le plan x un système articulé convenable dont feraient partie les tiges TetT'. (Voir page 270.) Grâce à ce sy.slème, quand on déplacera T ef T' de façon à faire varier d'une façon quelconque leurs angles 0, 0' uvec Oz, la
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lige \s,-',\ se placera d'elle-mcme sous l'angle pO + p'O' + X avec l'axe Or.
Imaginons nn second corps A^jji tournant aussi librement autour de Oî et articulons une tige T (p,p', a,7,;x) avec ce corps au point 0, de sorte que son plan II- ,, d'articulation passe par Or.
D'après le lemme I, nous saurons, par le mojen d'un système articulé, qui reliera les axes A- ;-,> et T (p, p', À, t, [>.), obli^rer les axes à rester également inclinés sur l'axe Or et cela sans toucher à la liberté relative de leurs azimuts qui sont ceux des plans H et If^ .ji. Alors T (p, p', X, (7, i;.) fera avec Or l'angle p9 -t- p'ô' -I- X.
Maintenant, passons aux azimuts, qui sont restés indépendants. Matérialisons en une tige i), solidaire du corps A, la trace du plan II sur le plan des xy, et soit de même Q„,-j. une tige solidaire du corps Ajix représentant la trace sur le planxO^ du plan \ï^,,i. ha lige û fait avec Taxe Ox l'angle ç; on pourra, grâce à un système articulé plan, obliger Q^^,,. à faire avec Ox l'angle 79 -f- [i (Kempe).
Dès lors, la tige ï (p, p', X, 7, \j.) remplit les conditions angulaires de l'énoncé.
Son azimut es! zo h- jj., et l'angle qu'elle fait avec Or est pO + p'O' ^- X.
Soit une tige Al^; on peut, au moyen d'an systrnie aHicuU, réaliser le fait d'une l\<je A'B' cqnipoUcnlc à AB cl dont V origine A ' peul être jn-kc en un point quelconque fixe ou mobile de l'espace, sans gêner le monverneut de la lige ATÎ si celle lige esl mobile.
En effet, concevons un corps C libre de tourner autour de AB, puis un corps C articulé avec C, de sorte que l'axe d'articulation soit paiallèle à AB, puis un troisième corps C articulé au corps C, l'axe d'a»ticulation étant aussi parallèle à AB, on pourrait coiitinuer si l'on voulait, mais arrèlons-nous au corps C", et soit A,B, un segment lié au corps C qui soit, dans une position do ce corps, équipollentà AB, il esl clair que A,B, sera équipollent à AB dans toutes les positions du corps C. Imaginons alors que dans un plan II lié invariablement au corps C, on construise un parallélogramme articulé dont A,B, serait un côté; on pourr.iit njôme construire une chaîne de parallélogrammes articulés dans le plan 11 dont le premier aurait ^^B^ po.ir cô'.é et <lont les autres auraient tous deux cotés équipollents à A, 13,.
Le dernier de ces côtés dans le dernier de ces parallélogrammes c:d une lige A'B' qui demeure équipolleute à AB, soit quand on fait
Lemme IV.
Réalisation
toute liaison aljjôbriquo
eiific des points.
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tourner les corps C, C',G', soit quand ou déforme Ift chaîne dfts parallélogrammes articulés ; or, il est bien évident que par ces mouvements combinés on pourra, quelle que soit la position du seg-ment AB et sans {;;èner sou mouvement, amener le point A' en un point arbitraire de Tespace.
Soient Tj, Tj, ..., T,„ m liges s'arliculanl au point 0 sur »« corps A,, Aj, ..., A„, que nous supposeron^J susceptibles de tourner autour de Or. Les plans d'articulation passeront tous par Oc et nous désiguerons respectivement par ^^^, ç,, ..., ■^„, les azimuls de ces plans et par 0,, Oj, ..., 0,^ les angles des tiges 'i',, T,, ..., T,„ avec Oz. Ces divers angles jwurront être in<Iépcndants ou liés par certaines conditions physiquement réalisées, comme par exemple les tiges T (sp'a7;a) dans le lemme II.
Je me propose do prouvei" que Von peut rénliiêr par des sustêwes articulés ce fait que la soynmc des projections des tifjcs T.jT,, ..., T,„ sur un axn, taxe Ox par exemple, soit nrdle.
En effet, par Temploi de systèmes articulés nous saurons guider une tige T^ équipollonle à T, et dont l'origine soit sur un point fixe F [lemme 111]. Nous saurons do même construire une tige Ti se joignant pfinctuellement par son origine à l'exlréjnité de TJ et (îonsfamment équipollente à T,; puis une lige T, équipollenle à T, et se joignant par son origine à l'exlrémilé de 'J'i et ainsi de suite.
Nous arriverons finalement à iine dernière lige T^ équipollenle à T„ et dont on désignera par T rexlrémité.
La droite FI* l'eprésente la sonune géométrique des segmenls T,, T,, ..., T,„; pour que sa projection sur Ox soit nulle, il faut et il suffit que le point P d.'crive le plan mené par F perpendiculairement à O.r. Or, c'est ce que l'on saura réaliser en articulant ponctuellement la tige l'nt par le point i* au point décrivant d'un planigraphe.
Le lemme est donc démontré.
Ces divers lemmes nous conduisent à une proposition générale qui s'énonce dans les termes suivants :
Soient M,, M,, ..., M„ n points liés par une relation alijéhrujue. On peut réaliser cette relation algébrique à Vatde d'un sjjfitcmc articule.
Soient, on ollel, x^, ?/„ r,, .r„ j/,, r^; x^, y,, r,; ..., x,„ y,, z, les coordonnée»* rectangulaires des n points; la relation algébrique consi-
dérée so traduira par l'équation
fi^if y%y «1» *«» î/f) ^„ •••, 3^„, V«> O = 0, où ^est un polynôme en x,, »/„ r„ ..., a:,, y„ z..
Je me servirai de tiges T, T' comme dans les Icmmes précédents. Ainsi M< sera lextrémité d'une lige T<' articulée à rexlrémité d'une tige ïi qui s'articule elle-même en 0 à un corps A; libre de tourner aulour de O 2 et le plan d'articulation 11^ contient à la fois l'axe Or et les tiges T„ T,'. Une tige 1}^, figurant un prolongement du corps A^ dans le plwii .tOj/, malérialise la trace du plan II, sur ce plan; 9. est l'angle de Û< avec Ox-; 8^,6; les angles de T„ ï; avec Oz; enlin si a„ a'i sont les longueurs des deux tiges, on a pour les coordonnées du point M„
Xi = (a, sin Oi -I- a,' sin ôj) cos o„
j/i = (a, sin Oi 4- a- sin 0,') sin ç,-,
?j = a, cos 0< -\- a'i cos ô,'.
La relation algébrique prendra alors la forme
0=2^^ sin^'ô, ... sin'»0„ sin''''Oi ... sin"'"0;. cos^Ô, ... cos''''ï-
cos"ô| ... cos''''0;, sin'^'ç, ... sin'^'*ç„ oos''^, ... cos'"(f„.
Or, en faisant usage d'une transformation déjà ulilisêe dans le théorème de Kempe, nous mettrons cette équation sous la forme
[Pi P« •••?»/« 7j 7, ... 7„ J/.
sin apiO.H- SpiO; + X)cos(2î<9i 4- h),
où pj, p, ..., p„, pi, pâ- •-., .;'„ 7,, 7,, ..., 7„ sont des entiers positifs ou négatifs et X, p. les quantités 0, "^j ^- îj' — 5; quant au coefficient
[Pi Pi ••' P-'-l pi p» ••• p» j' <7j î, ... (7„ [xj
il est essentiellement positif.
Nous allons maintenant considérer un plan fl passant par 0;r, plan qui sera lié invariablement à un corps A auxiliaire libre de tourner autour de cet axe.
Nous articulerons en 0 sur ce corps A et dans le plan H, pris comme plan commun d'articulation, n liges A,, A,, ..., A„ que nous assujelliïOJis, par le procédé du lemme I, à faire avec 0« les mêmes «ingles 9^ •„ ..., 0, que T„ T„ ..., T„.
1 mobile
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Après avoir construit les parallélogrammes sur T,, Tl, T„ Ti, ... articulés respectivement dans les plans II,, lïj, ..., 1I„, ce qui nous donne les tiges Tï, Tï, ..., 1^ équipoUentes à Tl, T», ..., T,^, mais articulées eu 0 aux corps A,, Aj, ..., A, respectivement, nous pourrons j^uidei- dans le plan II n autres tiges Al, Aâ, .,., A^ articulées en 0 au corps A et faisant avec Oz les mêmes angles Ol, 6?, ..., 0,', ,, 1^, ..., 1„ ou que T,, 1?, ..., 1„.
Nous saurons alors, par le moyen d'un multiplicateur et addileur
de Kempe, guider dans le plan II une lige A ('',*' P*' '"' P«' M f,,isant
avecOî l'angle ilp.O^ + Ip.'O.' -h X.
(Pi' ?î> pi, p2,
autour de l'axe Or et dont nous représenterons part]
un prolongement en forme de lige situé dans le plan des a »/, tn sorte que cette tige matérialise la trace sur le plan des xy d'un plan
(?i> fi» •••' fn» 'A ri' ps' •••' f'" ) '•*-' invariablement au corps et passant par C7,, Jj, ..., v„, \)./
/ l'i' ri» •••' r«' '^ \ 0:; dans ce plan II 1 pi, pi, ..., p,', 1 articulons en 0 une lige
\7„ C„ ..., (J„, iV
Pi) pS) •••' pm '^\
sur le corps A | pi, p2, ..., p,'„ | ; on pourra,
en application du lemme I, relier cette tige avec la tige
/Pi' ?»' '••' pnJ 'A
de sorte que les in linaisons do ces tiges sur 0- demeurent égales. On ponira ensuite, par <l( s ailditeurs et des mulliplicaleurs, lelier
/ri' Pî' •••' P"' '^\ la tige il 1 fl, p;, ..., p;„ 1 aux tiges Q„ <J„ ..., 0„ de façon
"i> 'jj •••' ^»' M-/ qu'elle lasse avec Ox' l'angle ilcj^j -»- p..
/?!> Pî» ••■' P'«> '^X I Pu ?£' •••> ?"» ) \3'i» îj) •••? ^K» !^'/
«le plusieurs équations.
Descr'plitin
Jtfs surfaces
et (les oourhcs
algébriques
gfluches.
(?1> fji •••» pnJ 'A pî, p^, ..., pi, I fait avec Oc ^1) ^1' •••> ^n> !•'•/
l'angleipiOj + Sp.'G,' +X, tandis que son azimut est égal à Sp,?, M- ja.
/>«> ?î' •••» P«> ^«\ Si l'on donne à cette tige la longueur Ai I pi, pi, •••, pi, 1 l'équa-
tioii (E) exprime que la somme des projections de toutes ces tiges sur Ox est nulle.
On est alors conduit à appliquer le lemme IV. Par des articulalions on guidera un polygone articulé formé de tiges équipollentes
(Pv Pî» •••» P«» *^\ pi, pi, ..., pi, I et l'origine F de la première tige de 7,, 7„ ..., !7^, {A/
ce polygone étant maintenue fixe, il sera nécessaire et suffisant que l'extrémilé de la dernière décrive le plan normal à l'axe O.r mené par le point F, ce que l'on réalisera au moyen d'un planigraplie. Le théorème est démontré.
Si la condition géométrique imposée à l'ensemble des points M,, M,, ... se traduit par plusieurs équations entre leurs coordonnées, chacune de ces équations se trouve représentée par un système articulé. Il suffira de joindre ponctuellement entre eux ces divers systèmes aux points Mj, M,, ... pour que ces points se trouvent être assujettis à la fois à l'ensemble des conditions- exprimées par les équations proposées. Le théorème est donc acquis quel que soit le nombre des équations de condition.
Plusieurs cas particuliers de cette proposition sont dignes d'une mention spéciale.
D'abord s'il s'agit d'une condition unique imposée aux coordonnées d'un seul point M, ce point décrit une surface algébrique, et l'on a alors ce théorème :
Toute surface algébnque peut être décrite par le moucn d'un système articulé.
Si l'on a deux équations algébriques entre les coordonnées d'un point unique, ce point décrit une courbe gauche algébrique. Donc :
Toute courbe gauche algéh'iquc peut être décrite par le moyen d'un système ai'ticulé.
Ciyiéinatique.
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Mouvenieiiis On {)eut sc rendre compte aussi qu'il n'est point de mouvement ïiigobviiiues. algébrique d'un corps qui ne puisse être réalisé au moyen de simples articulations.
Observons, en effet, que la position d'un corps solide est connue si Ton connaît celle de trois de ses points.
Une condition algébrique imposée au mouvement relatif de deux corps se traduira par une ou plusietu's relations algébriques entre les coordonnées de trois points liés à l'un et de trois points liés à l'autre. Donc, tout état de gène, représenté par des conditions algébriques, existant entre deux corps est réalisable par le moyen d'un système articulé.
De même, s'il s'agit d'un système de corps solides.
I-.es mêmes remarques s'étendent à des conditions plus abstraites.
Considérons deux points qui soient constamment conjugués par rapport à une surface du second degré. Il existera un système articulé qui réalisera cette relation.
Pareillement si la droite de jonction de deux points P, Q fait partie d'un complexe donné, algébrique, il y aura un système articulé qui assujettira le segment PQ à cette condition.
Les transformations géométriques algébriques sont dans le mémo cas. Il y a, par exemple, des systèmes articulés qui réalisent l'homographie la plus générale. Nous avons eu occasion de donner à la page '264 un cas particulier, celui de l'homothétie jointe à un déplacement (').
Il est clair que l'introduction de simples articulations ne peut fournir que des liaisons de nature algébrique, c'eet-à-dire se traduisant par des quantités algébriques entre les lignes ou les lignes trigonométriques des angles des figures assujetties à ces liaisons. Des relations de nature transcendante ne sauraient être réalisées par leur moyen.
Mais il était permis de se demander si les systèmes articulés fournissent réellement le moyen d'établir toutrs les liaisons algébriques concevables ou bien si les liaisons qu'ils permettent d'établir ne forment pas une classe particulière dans l'ensemble des liaisons algébriques.
(') Dîins le BuîUtiti da Scitiirrx r.taihêmatiquts (novembre 1895), M. DelauDHY a fuit coDuattre tm sj-stdine articulé projac ù réaliser la projectioa orthogonale.
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Le raisonnement tiré du nombre suffisant des paramètres, que permet d'augmenter à volonté Taddilion de nouveaux corps et de nouvelles aiiiculalions, ne saurait passer pour satisfaisant. Dans l'article tîes Nouvelles Annalna, où M. le général Paucellier a publié sa belle découverte de l'appareil à ligne droite, l'auteur fait remarquer que le nombre des paramètres dont on dispose dans un système articulé plan peut être aussi grand que l'on veut, pourvu que Ton complique suffisamment le système, et il en déduit que l'on pourra toujours, grâce à ce nombre indéterminé de paramètres, faire en sorte qu'un point du système décrive un arc de courbe algébrique donné a pj^on.
Celte remarque rend probable le théorème, mais elle laisse subsister ce doute que les courbes qui naissent du mouvement d'un système articulé sont peut-être marquées d'un caractère particulier.
Il n'en est rien, c'est vrai, mais lu démonstration de Kempe était nécessaire pour le mettre hors de doute. Ainsi en est-il des théo. renies plus généraux que nous venons de démontrer.
Pour Unir, une réflexion concernant les systèmes articulés. L'intérêt qui s'attache à leur étude n'est point justifiable a priori. Des avantages de précision, de facilité de construction, de légèreté, de mobilité en ont rend» l'emploi précieux aux praticiens. Leui: usage dans les machines est indispensable; on les rencontre dans les mécanismes les pins primitifs, comme aussi dans les plus modernes; aussi est-il permis de prédire à leur théorie un développement incessant. Jusqu'à ce jour, on ne peut dire qu'elle ait été poussée très loin, malgré les travaux si ingénieux de Tchebichcif et de tant d'autres géomètres. Les principes généraux de la théorie des systèmes articulés n'ont pas encore été éclairci;i et on est réduit à un ensemble de recherches isolées et de ivsuUats curieux sans liens apparents entre eux. C'est une raison de plus pour engajçer les géomètres à éclairer cette question encore obscure; les progrès de la science se fout parfois par les côtés les plus inattendus»
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CHAPITRE XII
Le déplacement comme cas particulier d'homographie.
Glissrmoiil
<riiMP droite
surellc-iDcme.
iOO. Les transformations homographiques comprennent les déplacements comme cas particuliers. Prenons d'abord l'exemple d'une droite qui glisse sur elle-même d'une longueur a. Soit II un plan normal à celte droite et x la distance, avant le glissement, d'un point M de la droite au plan fixe II. Après le glissement, le point M se sera éloigné de la quantité a et la distance Xy de sa nouvelle position M, au plan II sera devenue
Le point Mj est ainsi, sur la droite considérée, l'homologue du point M dans l'homographie particulière représentée par la formule (1).
Cette homographie est particulière, car, en général, dans une homographie reliant les points d'une droite, il y a deux points de coïncidence, c'est-à-dire qui coïncident avec leurs homologues.
Pour certaines homographies spéciales, ces points de coïncidence sont confondus. C'est ce qni a lieu ici, car l'unique point de coïncidence est le point à l'infini sur la droite.
Identité des
formules qui
représentent un
ilépl.icemciit nveccellosd'uii clwngementde «O" propre plan.
coyidouuécs. Soient 0,.r,, 0^y^ deux axes rectangulaires fixes; M un point de
Mouvement d'une figure plane.
Examinons le cas du déplacement d'une figure plane dans
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la figure mobile et M^ la position qu'occupe le point M après le «iéplacemenl. La correspondance entre les points M et }â^ est une homographie.
On s'en rend compte de la façon suivante. Imaginons deux axes rectangulaires liés à la figure mobile et coïncidant avec 0,3?,, 0^y^ avant le déplacement.
Après ce déplacement, ces axes sont venus occuper une certaine position Ox, Oy. Les coordonnées x, y du point M par rapport aux axes 0^x^, 0^y^ sont évidemment les mêmes que les coonlonnées du point M^ par rapport aux axes Ox, Oj/, attendu que ces axes et le point M, sont liés invariablement entre eux.
Si donc nous désignons par x^, y^ les coordonnées du point M, par rapport aux axes 0^x^f Ojjy,, on voit que x^, y^ devront se déduire de X, y par les formules d'un changement de coordonnées, puisque (Xp y^) (x, y) sont les coordonnées d'un même point Mj par rapport à deux systèmes d'axes différents (0^x^^ ^lî/i) ^t (Ox, Oy). Nous aurons ainsi
x^ = a -f- X cos 0 — y sin 6,
^ -^ ( »/, = b •+• xsin6 + i/cos6.
Si nous remplaçons x, y par-» -> et x^, y^ par— > —^ nous pourrons remplacer les formules (2) par les suivantes :
/pXj = cosô.x — sinô.y -f- az, (3) j pj/j = sinO.x + co^O.iy -f- 6r,
où p est un coefficient de proportionnalité.
102. Ces formules rentrent évidemment dans le type général suivant :
ipXj = ix -H my + nZy çy^z=zV X + m'y + n'Zy pz, := Vx -k- m'y -H n'z,
où I, m y H, l\m' ,n' y T, w', n" sont des constantes, et qui convient Pr.ints ^ jjj transfoiinution hornographique la plus générale du plan, jj.y^,. Il y a généralement 3 points qui, dans une homographie plane
homographie, donnée, coïncident avec leurs homologues. Si, en effet, dans les for-
mules (4) on exprime que jp,, y^, z^ sont proportionnels à «, t/, 2, on est conduit aux équations
S'àiç-=zlx -h m y + nz^ Sy = f'x 4- m'y -I- n'r, Sz = Vx 4- m"»/ + n'r,
dont la compatibilité exige que le déterminant suivant soit nul
l — S TW n
(6) V wt'— S n' =0.
Équation Celte équation du troisième degré en S est appelée Véqualion
caractéristique caractéristique de Thomographie.
Les racines de l'équation caractéristique présentent vis-à-vis d'une transformation linéaire, équivalente, comme on sait, à une transformation de coordonnées, la propriété d'invariance.
Supposons, en effet, que les formules de transformation s'écrivent
ÎX = ax -i- 3î/ + ï-> Z = jt'x -4- ^'y -t- -('z,
en sorte que l'on tire de ce» équations
AX -f- A'Y> A'Z (7)'
BX
GX4-C'Y4-G'Z
t ss . — — >
où A est le déterminant 2 ± œ^'y' et A, B, C, ... ses mineurs.
Les formules (4), qui représentent l'homographie, vont se transformer dans les suivantes :
( pX, = LX 4.MY +NZ, ! pY, = L'X-f- M'Y-hN'Z, ( pZ, =L'X-»-M'Yh-N'Z,
où X„ Y„ Zj ont les expressions suivantes, qui se déduisent de (7) en remplaçant x, y, z par x„ y^, r„
/ X, = «x, H- py, + fz^, j Yj =:a'x, + 3' y, -t- v'^it f Z, ^ x'x^ + ^'y^^Y^i-
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Or, de la première de ces équations on tire, en tenant compte des équations (4) et (8),
pXj zrz a{lx + my 4- nz) + 3 (^'-k H- 'm'y + n' z)
-\- Y (rx + m'y -f- n'z) = LX 4- MY -4- NZ,
' ^ -t-ycrx + ?n''j/ -\-n'z) — h'\ + M'Y + N'Z,
pZj = a* {Ix + my h- nz) + ^' (ra; -+- m'y -h n' c)
-t- y' {Vx + m'y -4- n'z) = L'X -h M'Y -+- N'Z.
Au moyen de ces identités, si l'on y remplace x, y, z par leurs valeurs (7)', on aura aisément les constantes L, M, N, L', M', N', I/, M", N'. Mais ces identités vont nous suffire.
Des équations (5) on tire, en effet, on les ajoutant après les avoir mullipliées par a, ^, y,
S (rx -i- ^y -¥- Y') = 2 (Ix -{- my + nz) -h ^{l'x + m'y •+■ n'z) 4- ^'H'x + m'y + n'z),
ou d'après la première identité (9) et la première des équations (7)
SX=r LX^-MY^-NZ, et de même
SY=L'Xh-M'Y4-N'Z, SZ = L*X-4-M''Y+N*Z.
Telles sont les équations transformées des équations (5). On en déduit que S, qui est racine de l'équation (6), est aussi racine de l'équation
IL — S M N
qui n'est autre que l'équation caractéristique avec les nouvelles variables X, Y, Z. On voit par ce qui précède que cette équation a les mêmes racines que l'équation (6), pourvu que l'on y prenne pour L, M, N, L', M', N', L', M", N' les valeurs constantes qui se prêtent aux identités (9). Si l'on multiplie ces coefficients par une même constante k, il est clair que les équations (8) introduisent dans X,, Y,, 7.^ un même facteur; l'homographie n'est pas altérée, mais les racines de l'équation (10) sont alois multipliées par k. Il convient de remarquer que les quotients de ces racines demeurent en
tons cas invariables. Si, par exemple, une racine est double, un de ces qttotients sera égal à l'unité dans (6) et par conséquent aussi dans (10), quand même on aurait muUiplié L, M, N, ... par un même nombre; le fait d'une racine double es^l donc indépendant des coordonnées et de l'introduction d'un facteur dans les coefficients L, M, N, ...; de même pour une racine triple.
Celte remarque préalable relative à l'invariance des rapports des racines de l'équation caraclérislique permet de simplifier notablement l'exposition de la réduction des homographies à leurs types canoniques.
On doit encore observer que le système des équations (5) en .t, y, c ne se réduit jamais à une seule équation si S est une racine simple de (6).
Si, en eifet, les équations (ij) se réduisent à une seule, les mineurs de (0) sont nuls identiquement pour la valeur correspondante de S, Or, la dérivée du déterminant (6) est une fonction linéaire homogène de ses mineurs. Donc, s'ils étaient tous seuls, la dérivée serait nulle et S serait racine multiple.
Ajoutons enfin que l'équation (6) ne saurait admettre une racine nulle, car alors le déterminant des équations (4) serait nul et nous ne pourrions plus résoudre ces équations par rapport à ce, y, c en Xp »/,, z^', nous n'aurfons plus une transformation homographique.
Discussion
fies
hoioog^rapliit^s
fUnes.
Ceci étant posé, supposons d'abord que l'équation caractéristique n'ait que des racines simples. Les équations (5) font correspondre à chacune d'elles un point différent, ce qui fait en tout trois points I\, P„ P3, possédant la propriété de coïncider avec leur homologue. Nous allons montrer que ces points forment un triangle ou que le point Pj ne peut être sur la droite PjPj.
En effet, l'homologue d'une droite joignant deux points s'obtient en joignant par une droite les homologues de ces deux points. Ici donc la droite PjP, est sa propre homologue, en sorte que si M décrit celte droite, son homologue M' la décrit aussi; de plus M et M' se correspondent homographiquement. Or, on sait que dans toute homographie qui ne se réduit pas; à une identité (nous entendons par h le cas limite où tou.t point M serait son propre homologue sur la droite considérée), il y a seulement deux points de coïncidence possibles; or, Pj, P, sont ces deux points; donc, comnje P^ se corres-
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pond à lui-même dans l'homographie plane, il ne peut être sur la droite P,P,.
Puisque P,, Pj, P, forment un triangle, on peut, .par une transformation telle que (7), le prendre comme triangle de référence; les équations de l'homographie prendront la forme (8). Seulement, comme X^ doit s'annuler avec X, Y,, avec Y et Z,, avec Z, attendu que les côtés du triangle de référence se correspondent à eux-mêmes, on voit que les formules (8) se réduisent à la forme
(A) pX, r=LX, pY, = M'Y, pZjnrN'Z.
Telle est la forme canonique que peut recevoir l'homograph'ie plane la plus générale.
Passons au cas où l'équation (6) aurait une racine multiple.
Dans tous les cas, à cette racine multiple il correspond au moins un point P, qui coïncide- avec son homologue. Les droites issues de Pj ont pour homologues des droites issues de P,, et la correspondance entre ces droites étant homographique, il existe au moins wxe droite issue de P, qui coïncide avec son homologue. On prendra celte droite pour côté Z = 0 du triangle de référence et pour Y = 0 une aiitre droite issue de P^, le troisième côté X = 0 restant arbitraire. Alors les formules (8) devront être telles que le côté Z ==: 0 se corresponde à lui-même ainsi que le point Y = 0, Z = 0. Cela nous donne L' = L' = M' = 0, en sorte qu'il reste
/ pXj = LX-t-MY -t-NZ,
(11) pY, = M'Y-hN'Z, ( pZ, = N'Z.
Le système (5) devient ici
/ (L — S)X-t.MY-t-NZ = 0,
(12) j (M'— S)Yh-N'Z = 0, ( (N' — S) Z = 0,
en sorte que l'équation (6) s'écrit
Supposons maintenant que S r=: L = M' soit racine double et S = N' racine simple.
Il y a, outre le côté Z = 0 du triangle de référence, une droite
issue de Pj qui coïncide avec soa homologue. On ttre, eu effet, des formules (12) la relation
ce qui prouve que la droite
se correspond à elle-même.
On peut supposer que l'on a pris pour Y = 0 celte droite même, ce qui revient à supposer N' = 0.
Enfin, on peut supposer que l'axe X = 0 passe par le point de coïncidence P„ autre que P, et qui correspond ù la racine simple N'. Pour S = N' les équations ii'l) «ieviennent, en se souvenant que N' = 0,
(L — N') X + M Y -+- NZ = 0, (M' — N")Y = 0.
Pour que X = 0 soit une solution, Il faut et il suffit que N = 0. Ainsi avec ce choix du triangle de coordonnées les équations de l'homographie deviennent
l pXj = LX4-MY,
(B) pY, =LY, ( pZ, = N'Z.
Cas singnlier Tant que M n'est pas nul, les équations (11) ne sont indéterminées derhomologie. jjj pour S = L, ni pour S = N*. Mais si M = 0, les équations sont indéterminées pour S = L, en sorte que dans l'homographie
( pXj = LX,
(C) pY, = LY,
(pZ, ==N'Z,
tous les points de la droite Z = 0 se correspondent à eux-mêmes; de plus, toutes les droites issues du point X = 0, Y = 0 se correspondent à elles-mêmes. L'homographie du lype (C) n'est autre que Yhomologie.
Le cas où l'on aurait L = N' et où M' serait la racine simple conduit aux mêmes conséquences et avec des notations différentes.
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Reste le cas où la racine L est triple.
Nos formules ont le type (11), seulement on a L = M' =
En sorte que les formules s'écrivent
/ pX^ = LX 4- MY -♦- N2, (li) I pY,=:LYH-N'Z,
( pZ, = LZ.
Faisons le changpement de variables
on aura
/ X' = aX -f- 0Y 4- yZ, J Y' = XY -f- {xZ, \Z'=Z,
p^n 3= pZj ;:rr LZ
pY;=pXY, -h p(jlZ, = X [LY -H N'Z] + .y.LZ
= LY'4-XN'Z' pX; = paX, + p3Y, 4- pyZ, = L (aX H- ^ Y 4- yZ)
-f-Ma.Y-H(Na-f-N'3)Z
s=LX' -f.?i^(Y' — (AZ') + (Na4-N'3)Z'
== LX* + îîi' Y' 4- ["Na 4- N' 3 - '^'- m1 Z'.
Il faut, pour que la transformation de coordonnées (15) soit légitime, que le déterminant de la substitution, Xa, soit dilTérent de zéro. Mais en général, on pourra choisir a, g, ^» H». (Xa étant différent de zéro), de sorte que Ton ait
(N«4- N'3)X — «|iM = 0.
Il n*y aurait exception que si Met N' étaient nuls en même temps. Ce cas mis à part, on voit qu'on peut toujours sup}ioser que N z~ 0, et alors les formules deviennent
/ pX,==LX + MY,
) pY, = LY 4- N'Z,
i et —
{ pZ, =:LZ.
Si "M et N' s'étaient trouvés nuls, on aurait la forme
pX, rr-LX4- NZ,
pZ, ~LZ.
Mais ce cas rentre dans le cas (D) où l'un des coefficients M ou N' serait nul.
Ce cas (E) rentre aussi dans le cas (B) où l'on supposerait N' = L.
Le cas (E) est donc un cas limite de l'homologie.
On voit, en effet, que tous les points de la droite Z = 0 se correspondent à eux-mêmes et que deux points homologues quelconques sont constamment alignés sur le point Y = 0, Z = 0, Nous sommes donc dans ce cas d'homologie où le centre d'homologie est situé sur Vaxe d'homologie.
Translation. Si cet axe est rejeté à l'infini, toutes les droites homologues sont parallèles et toutes les droites de jonction des points homologues sont parallèles entre elles.
Soient dès lors (M, M') (N, N') deux couples de points homologues; les droites MM' et NN' sont parallèles; les droites MN et M'N', qui sont homologues, sont également parallèles et par suite la figure MM'N'N est un parallélogramme. Il en résulte que les côtés opposés MM' et NN' sont égaux. On voit donc que l'on construira l'homologue N' d'un point quelconque N en construisant le segment NN' équipollent au segtnent fixe MM' ; l'homographie consiste uinsi, dans ce cas, en une simple translation.
La réciproque est évidente, toute translation est une homologie dont l'axe et le centre sont rejetés à l'infini.
Cas d'un déplacement quelconqBc.
103. Nous allons maintenant montrer que tout déplacement qui ne se réduit pas à une translation est une homographie du type général.
Prenons, en effet, les formules (3) qui définissent en coordonnées homogènes un déplacement quelconque.
Si l'on cherche les points de coïncidence, on sera conduit aux équations
(cosO — S)jc— sinÔ.y4-az=0, sinô.x-+-(cos6— S)i/-t-bz=0 (l~S)z = 0,
et l'équation caractéristique s'écrit
(1 — S) [(S — cos6)« -+- sin*e] = 0.
La racine S = 1 est simple tant que 6 est différent de zéro, mais si 6 = 0, on est dans le cas d'une ^^imple translation, que nous venons d'étudier.
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Si donc 0 n'est pas nul, les formules (16) nous donneront pour 8 = 1 un point à dislance finie qui coïncide avec son homologue. C'est le point autour duquel il suffit de faire tourner la figure pour l'amener d'une position dans l'autre. On sait, du reste, que ô est l'angle de rotation.
Prenons maintenant les deux autres racines
S = cosO ± i sinô = e^*^
qin ne seront égales, le cas de 0 = 0 exclu, que si 8 = r.
Les équations (16) nous donnent alors z = 0, ce qui prouve que les deux autres points doubles sont à l'infini.
Supposons que 0 ne soit pas égal à z ; alors les deux autres équations se r'jduisenl à
y cosO — S
X sinô ~ '
les deux points de coïncidence sont donc les points circulaires à l'infini. Ainsi un déplacement plan est une homographie dans laquelle les points circulaires à l'infini sont chacun leur propre homologue.
On observera que dans le cas actuel Sj r= 1, S, = C®, Sj = e~'® sont les trois racines de l'équation caractéristique. Or, considérons d'une façon générale une homographie rapportée à son triangle P, P^Pj, dont les sommets sont les points de coïncidence.
Si S,, Sj, S, sont les trois racines de l'équation caractéristique, les équations canoniques de l'homographie s'écrivent, comme on le constate sans peine d'apnîs la propriété d'invariance,
pY.=rS,.Y,
[ pZ, =S,.Z.
Considérons la droite Y = XZ issue du sommet P, ( Y = 0, Z = 0), on a identiquement
S ce qui prouve que la droite Y — a -î Z = 0 est l'homnlogue de la
première. Elle est avec elle en correspondance homographique et
LEÇONS HE CINEMATIQUK.
Conception
projeclive «les
aiig'es.
P, P,, P, Pj sont les rayons doubles de cette homographie, le rapport
anhariTionique de ces deux droites homologues et des deux rayons
doubles doit êfre constant; il est, en effet, égal à -i- Ainsi ^ est la
valeur du rapjjort auharmonique l\ (D', D, Pj, P,) de deux droilçs homologues ïf, D' issues de P, avec les droites doubles également issues de 1\.
Appliquons ceci au cas du déplacement; nous considérerons une droite D issue du point double Pj situé à dislance finie et l'homologue
D' de D, qui est aussi issue de P, et fait avec D^ l'angle Ô; ^^^ sera le
rapport anharmpnique p que forment D' et D avec les droites isotroi>es issues de P^.
Or, on a trouvé S, = c'^, Sj
e-'^, donc ^ = c"^, d'où
Ô-2^1ogp.
Symêlrie
On retrouve aiasi la définition projeclive, due à Laguerre. de l'angle de deux droites : c'est le quotient par 2i du logarithme nèpénen du rapport anharmonique que forment ces droites avec les droites isotropes issues de leur jioint de concours.
Loi-sque l'angle 0 est égal à :t, l'équation caractérislique admet la
un point
par rappo) i a racine double — 1. Mais alors le systomo des équations (16) se réduit à c = 0. Chaque point de ht droite de l'infini se correspond a lui-même; nous sommes dans un cas particulier d'homologie, celui où celte transformation se réduit à une symétrie par rapport à un point fixe. Ici ennore, du reste, les points circulaires à l'infini sont leurs propres homologues comme tous les autres points de la droite de l'Infini.
Nous terminerons par une dernière remarque.
Dans tout déplacement qui ne se réduit pas à une translation, les cercles qui ont leur centre au point de coïncidence sont leurs propres homologues.
Or, une homographie, en général, ne possède pas la propriété de transformer aucune conique en elle-même.
En fait, les trois racines de l'équation caractcrislique sont ici 1, c'^, e~*^ , celte équation est donc réeiproque. C'est là un cas particulier d'une propositioTi plus générale établie i>ar \f. Camille Jordan dans
Reitiarqiic.
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un beau mémoire inséré dans le Journal de mathématiques, tome IV, série IV, sous ce titre : .Sur les transformations d'une forme quadratique en elle-même.
Dans le cas d'une translation, les cercles se réduisent à des droites parallèles à la translation.
Déplacement d'une figure dans l'espace.
104. Nous venons de voir que tout déplacement d'une figure dans un plan est une homographie du type général, dont Téquation caractéristique est réciproque.
Dans le cas d'un déplacement dans l'espace, il n'en est pas tout à fait de même.
L'équation caractéristique, qui est alors du quatrième degré, possède toujours, s'il s'agit d'un déplacement, une racine multiple.
D'abord, un raisonnement analogue à celui du n'^ 101 nous prouvera l'identité de la représentation analytique d'un déplacement avec les formules ordinaires de la transformation des coordonnées.
Soient, en effet, T, un tricdre fixe et a-, y, z les cx)ordonnées, par rapport à T,, d'un point M d'une figure dans une première position. Après un déplacement de la ligure, le point M occupe une position M, dont a:,, r/,, z^ seront les coordonnées.
Imaginons un tricdre lié à la figure, qui coïncide avec T, dans la première position et qui soit venu dans la position T après le déplacement. Comme le point M est lié invariablement à ce trièdre, les coordonnées de ^I, par rapport ai' trièdre T seront les mêmes que les coordonnées do M par rapport à Tj, c'est-à-dire x, y, z. Ainsi a*, y, z et x^f y^y z^ sont les coordonnées d'un même point Mj par rapport aux trièdres T et T^; on passera donc des unes aux autres par les formules ordinaires de transformation des coordonnées
!Xi t=. a -h XX -r x' y -h X Zy y^ — b -^?x + ?'y H-3'ï, z^=^c -{-yx -^ V'î/ + ï'«-
Observon?! de plus que puisqueT coïncidait orig-inairemenl avecT,, savoir Ox ayen Oj.r,, Oy avec 0,yi, Oz avec OjZ,, le déter-
Remarques généndes 5ur l'homographie dans l'espace.
3'20 minant
est égal à 4- 1 .
Par rintroduction de variables homogènes on peut écrire les éqtialions (18) sous la forme
ipac, = aa; H- a't/ + ix'z -f- af, pZj = Y3C -+- v'î/ 4- y'^ -^ <^^ pf, = e.
105. Ces formules rentrent dans le cas plus général d'une transformation homographique de l'espace.
pXj = Ix -\- my -\- m 4- pt,
pZj = TiC -h m't/ 4- n'z 4- p'^
pf, = V"x 4- w'^y 4- n'"; 4- p'%
Si l'on cheix;lie, comme on a fait pour le plan, les points de coïncidence, on se trouve amené aux équations
/ {l — S) aj 4- my 4- nz 4- pf •= 0,
I Vx 4- m"y 4- {n' — S) z 4- p'f = 0,
\ r"x 4- m'"*/ 4- n'"z 4- Gp'" — S) t
Cil)
dont la compatibilité exige que S soit racine de l'équation du qiia- Inèaie desrré
qui reçoit ici encore le nom d'équation caractéristique.
On démontrerait encore que les quotients des racines soTit des invarianis abf«)lu.s, indépendants des coordonnées, indépendants aussi d'un facteur par lequel on multiplierait les coeftlcienls /, ///, 11, ... dans les formules (20).
Il y a généralement quatre points de coïncidence ou points doubles cl la discussion, ainsi que la réduction aux formes canoniques s'ef-
ciur. XII.
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fecluenl par les mêmes procédés que nous avons employés plus haut lM)ur le cas de trois variables.
L'équation caractéristique peut avoir ses quatre racines inégales : une racine double, deux racfnes doubles, une racine triple, une racine quadruple.
Ces divers cas donnent lieu aux diverses classes d'homographies dans l'espace à trois dimensions, ïas particulier Appliquons ceci aux formules (18) où il faut se souvenir que 3!, a', a", ... vérifient les relations connues qui équivalent à l'identité
d'un déplacement.
(2;î) (ix + x'y + x'zy -+■ i^x H- ^'y + p't)»
-f- iyx -h y y + y'z)- = x^ + y* + z*, avec
On sait que, dans ces conditions, tout terme du déterminant (24) est égal au mineur correspondant.
L'équation caractéristique s'écrit alors
Or, le déterminan
t se développe ainsi
?a')lS
- P' y' - y' n + (y^' - af) + (a3' a a! a' P 3' ^' Y y' y'
cl en se souvenant que a = P'v' — y' ^\ ... et que le déterminant des neuf cosinus est égal à 4- 1, on voit que le déterminant s'écrit
et, par conséquent, l'équation caractéristique sera
On voit qu'elle a toujours deux racines égales à ^- 1. Cinématique. 2t
Cas rie
l'iiidétermina-
tion.
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Si nous formons d'autre part les «Mjuations (21), nous trouvons
{a. — S)x-h 3.' y -h Cf.' z -h at = Oy
px -h (3' — S)i/ -t- ^'z -f- fet = 0,
yx + y'i/ '+- (t* — S)« + et = 0.
Si l'on prend S = 4, la dernière équation devient une identité ( t les trois premières donnent en résolvant :
Le déterminant, qui est en dénominateur de i pst nul, donc si les trois autres ne le «ont pas, on a if = 0, et par suite le point de coïncidence correspondant à la racine S = 1 est rejeté à l'infini.
Si Ton prend mamtenant les deux autres racines qui sont en général simples et distinctes de i, la dernière des équations (26) est
et donnera t ~- 0, puisque 1 — S n'est pas nul. Donc les points de coïncidence qui correspondent à ces racines simples sont aussi à l'infini. Ainsi, dan^ Vhomogmphie qui correspond à tm déplacement d'ïin corps solide il n>/ a pas ex général de point double (ou de coïncidence) à distance finie.
Ce résultat est en concordance avec cet autre que nous connaissons déjà, que dans le déplacement infiniment petit d'un solide, il n'y a pas en général de point à dislance finie dont la vitesse soit nulle.
Pour que les équations (27) pussent fournir un point à distance finie, il faudrait que tous les déterminants qui sont en dénominateurs de X, j/, z fussent nuls, auquel cas le système des équations (26,. itérait indéterminé et se réduirait à deux équations distinctes. 11 y aurait donc alors une droite dont tous les pointo coïncideraient avec leurs propres homologues. Le déplacement se réduuait à une rotation autour de cette droite.
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Dans le cas d'im déplacement infiniment petit, nous nous tn-avo-
rions avoir ce que nous avons appelé une rotation tangente.
' Forme Dans tous les cas, il y a un point à l'infini correspondant à la racius
canonique double S = 1, qui est un point de coïncidence. On peut supposer les
déplacenietit ^^** tellement choisis que Oz coupe justement en ce point le plan ilo
hni. riniini. Alors les équations (26) sont vériliées par f = 0, a* = 0,
>/ = 0, ce qui entraîne a" = 0, ^" = 0, y' = 1 (on doit se souvenir
queS = l).
Les relations a»* -t- ^^'' -♦- yï" = 0> ^' <*■" + P'^' 4- y'v" =0 donnent alors y == ï' =^ et l'on peut poser
a =: cosO,
a' = — sinO,
^ = siuO,
P' = cos6,
Les équations (26) se réduisent alors aux suivantes, qui ne contiennent pas z.
l (cosO— -l)x — sinô.y +ae = 0,
I sinô.» H- (cos 8 — 1) t/ H- b< = 0,
et =0.
Si c n'est pas nul, ces équations sont distia»:tes et ne donnent qu'un point unique à l'infini, sauf le cas de 0 = 0 qui correspond à une translatim et dans lequel tous les points du plftn de l'infini correspondent chacun à lui-même (homologie spéciale comme dans le cas du déplacement pian). Dans le cas général où ni c ni 6 ne sont nuls, les équations (19) revêtent la forme
x, = xcosO — î/sinO + a, i/j = xsin(j 4- ycosO 4- 6, r, = z •+- c.
Ces formules représentent un déplacement du plan xOy sur luimême, comme le témoignent les deux premières, accompagné d'un déplacement du même plan parallèlement à Oz avec une amplitude c.
Le déplacement du plan sur lui-même équivaut à une rotation d'amplitude 8 autour d'un axe A parallèle à Oz. On voit donc que tout déplacement fini (Tun solide peut être obtenu par une rotniion autour dun axe A accompagnée d'une translation parallèle au même axe.
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Forme
hélicoïdale
de tout
déplacement
[ini.
Il est clair que le mouvement hélicoïdal qui s'efïeclnerait autour de A avec le pas h = i et l'amplitude angulaire 0, aurait pour effet
d'amener la figure d'une de ses positions à l'autre.
Le point de A, qui est à l'infini, reste invariable dans ce mouvement ; les deux autres points de coïncidence, qui doivent être fournis par les racines simples de l'équation caracléristique, sont les points circulaires à l'infini des plans normaux à l'axe A.
En effet, dans le déplacement de translation les points du plan de rinfini se correspondent chacun à lui-même et dans le mouvement du plan xOy sur lui-même les points circulaires de ce plan se conservent. C'est, du reste, ce que le lecteur établira aisément sur les formules (28).
Dans le cas particulier où c = 0 les équations (28) sont indéterminées et tous les points d'une droite perpendiculaire au plan Z = 0 sont leurs propres homologues. Le déplacement résulte d'une simple rotation autour de cette droite. Ce cas se présente forcément dans le déplacement d'une figure autour d'un point fixe.
Nous avons vu que les déplacements dans le plan sont des homo- Lc cercle graphies qui conservent chacun des points circulaires à l'infini. De de l'infini et les même, dans l'espace, tout déplacement est une homographie qui ep acemen s. ^Qj^gg^yg jg cercle de l'infini.
En effet, des formules (19) nous tirons
p« {x\ + tj] -h Z\) = X* -4- 7/ + z^ + f.P,
où P désigne abréviativement une fonction linéaire a:, y, z, t; comme on a pt, = f, on voit que les équations / = 0, .x' -j- y* -f- z' = 0 entraînent les équations t^ =Q,x\ + y\ -h «t = 0. Ce qui suffit à démontrer la, proposition.
Cette propriété du cercle de l'infini dans un déplacement quelconque dans l'espace, comme celle des points circulaires pour un déplacement dans le plan, ouvre l'accès aux quantités complexes dans la représentation des déplacements, et c'est ce point que nous allons traiter, en commençant par le plan.
RechcrcliP des
homograp.iies Lss imdginaîres dans la cinématique du plan.
planes
*^"lerpoints^" 106. Puisque les déplacements dans le plan jouissent de la procirculaires, priélé de conserver les points circulaires, il est naturel de rechercher
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d'une façon générale les transformations homographiques qui conservent les points circulaires à rinûni.
Observons que cette conservation peut avoir Heu de deux manières, soit parce que chacun de ces deux points se correspond à lui-même, soit parce que l'homographie les échange l'un dans l'autre.
Soit un système de coordonnées homogènes dans lequel a; = 0, t/ = 0 représentent deux droites rectangulaires et z = 0 la droite de
l'infini. Les quotients -r- = X, - = Y représentent les coordonnées z z
rectangulaires ordinaires. Posons aussi x + t'y = u, a: — iy = t> où i= |/ — 1.
Enfin, «,, î/p Zj, M,, V, seront les valeurs des coordonnées qui correspondent au point homologue d'un point donné x, y, z, u, v.
Puisque les points circulaires se correspondent, la droite de l'infini est, dans les deux cas, son homologue. On aura donc, entre autres formules de transformation,
pz, = z.
Si le point circulaire z = 0, u = 0 se correspond à lui-même, il faut que ces deux équations entraînent celles-ci z^ = 0, u^ == 0, ce qui exige qu^on ait
PM, =X« -^ ^Zy
et de même pour l'autre point circulaire. Les formules de transformation peuvent donc s'écrire
ipttj = XU -t- |4l, pv, =X't> -H ix'z, pZj=:Z.
X XI
On en tire, en posant — = X^, — = Yj !es formules
Zj z^
Xj -+- iY„ = X (X -t- iY) -^ jx, Xj-iYj, = X'(X~iY)-Mx', Posons
XX' = r% X = re^, X' = re-*^ ^A-^-lx' = 2a, ji — ji' = 2»^
il viendra
/qo^ (X.-*-tY, = re«ô (X -t- iY) -t- a + .5,
y^) \ Xj — tYj = re-'^ (X — iY) -i- a - ifc,
d'où résulte
^ X^ = r (cose.X — sine.Y) -♦- a, ^^^ ( Yj=rr(sine.X 4-cose.\')4- &.
Si l'on se borne aux transformations réelles, c'est-à-dire qui font
correspondre un point réel à tout point réel, r, 6, o, b sont réels et
X', (i.' sont imaginaires conjuguées de X, jjl.
iviplacempnt L'interprétation de ces formules est évidente. Elles représentent
compliqué ^q déplacement, accompagné (suivi ou précédé, comme on voudra)
h mothétie d'une homothétie dont le pôle est le point 0, et dont r est le module
de transformation.
Ilomographics Supposons maintenant que la transformation échaiige l'un dans qui échangent l'autre les points circulaires.
es pom Conservons les mêmes notations. On aura toujours oz.z=z t, car la
droite de l'infini est sa propre homologue.
Seulement, les équations z = 0, u = 0 entraînent 2, = 0, Vj = 0 et les équations z = 0, v = 0 entraînent z^ = 0, u, = 0. Ou a donc ici
pUj = Xv -+- \i.z,
pVj = X'u-f- ix'z,
pz, = z.
Si l'on revient maintenant aux coordonnées ordinaires, il viendra
X, + tYj = X (X — iY) + IX, Xj — iY, =X'(X-hiY)4-ix'.
Si dans ces formules on remplace Y par — Y, ce qui revient à prendre la figure symétrique de la proposée par rapport à l'axe 0^x^ dans sa position primitive, on retombe sur la transformation précédente. Renversement. Appelons renversement l'opération qui consiste à faire toumer de 180o une figure autour d'une droite ou, ce qui revient au même, qui consiste à prendre la figure symétrique d'une figure par rapport à une droite. On voit que l'on peut énoncer cette proposition :
Toute homographie qui échange les points circulaires à l'infini dans le plan consiste en un renversement accompagné d'une homothétie et d'un déplacement.
Prodait
de deux 107. En appliquant à une figure F une transformation homographi-
lomo^rap ues. qugjj^^Qyg obtenons une transformée que nous représenterons par HF.
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Ajipli juons une st^conde homographie H' à la figure HF, nous obtiendrons une nouvelle figure H' H F, qui se déduit directement de F par une homographie H' = HH' qui est dite égale au produit des deux premières. Ce produit symbolique n'est pas commutatif en ce sens que HH' et H' H représentent en général des homographies différentes.
Considérons un ensemble de transformations homographiques définies par une propriété commune. On dit que ces transformations forment un groupe si le produit de deux quelconques d'entre elles est encore une transformation de l'ensemble.
D'après cela, les déplacements d'une figure dans un plan constituent un groupe de transformations homographiques.
Plus généralement, les transformations qui conservent chacun des deux points circulaires à l'infini forment un groupe, et ce groupe comprend celui qui est formé des déplacements.
Nous allons voir que le groupe des transformations homogralihiques qui conservent chacun des points circulaires à Vinfini est identique au groupe des transformations linéaires de la forme
Zj = mZ H- n,
où Z et Z^ sont deux variables imaginaires et m, n deux constantes imaginaires.
Revenons, en effet, aux formules générales (31) qui sont équivaavec celui des {entes aux formules (30) et représentent un déplacement plan quelsa i u ions ^j^^^g accompagné d'une homothétie. Ces formules (30), où nous supposons r, 6, a, h réels afin que la transformation soit réelle, peuvent être comprises dans une formule unique, à savoir la première, car la seconde s'en déduira par le changement de i en — i.
Groupe de transformations qui conservent chacun des
points circuiaii-es.
Son identité
linéaires entières.
tmoiB
Nous poserons donc m = re'
ih, Z
Z, = X, -H tYj et les équations (30) se trouveront condensées dans l'équation unique
Z, = mZ + n.
Si le module r de m est égal à 4 , l'homothétie disparaît et le déplacement seul reste.
Si m lui-même est égal à 1, le déplacement se réduit à une translation.
Si m est réel, la transformation se réduit à une homothétie accompagnée d'une translation, etc.
Expre sion
de la vitesse
d'eiUraiiie-
meiit.
L'introduction des variables imaginaires Z et Z, et leur représentation d'après la manière de Cauchy ramène ainsi à la théorie des transformations linéaires entières à une variable celle des transformations homographiques qui conservent chacun des points circulaires à rinfini.
L'emploi de la représentation de Cauchy offre, au langage prés, la même méthode que le calcul des équipollences de Bellavitis. Sous la forme analytique que nous adopterons ici, elle a été développée par plusieurs géomètres.
Supposons que m, n soient des fonctions d'un paramètre t, qui sera la mesure du temp§.
Si l'on prend le point de la figure qui est caractérisé par rapport aux axes mobiles xOy par son affîxe Z, l'affixe Z, de ce point par rapport aux axes mobiles variera avec le temps et par une extension de mots, malgré qu'il ne s'agisse pas d'un simple déplacement, mais d'un déplacement accompagné peut-être d'une homothétie; nous appellerons vitesse d'entraînement la vitesse du point Z, sur la courbe qu'il décrit. Si, par l'origine Oj des axes fixes on mène une parallèle OjVj à cette vitesse, l'affixe du point V^, extrémité de ce segment, sera, par rapport aux axes fixes,
L'équation (33)
dZ^ dm dn
dt dt
Centre instantané.
fournira un point dont la vitesse d'entraînement est nulle et que nous appellerons encore le centre instantané. L'affixe absolue du point en question, c'est-à-dire son affixe par rapport aux axes fixes, sera donnée par l'équation Z, = mZ -t- n où Z sera remplacé par sa valeur tirée de (33), nous avons ainsi
dn dm
dm It
Accélération. Pareillement, la vitesse absolue de Vj sera représentée par un
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Centra segment 0,Vj dont l'extrémité V, a pour affixe absolue -— • Cette d'accélération. " *
vilesse absolue de V, est, du reste, raccélération d'entraînement.
On a donc le centre d'accélération en écrivant
(.36) Z. = rnZ -j- n = ^r
Traitons un problème où cette méthode donnera plus directement la solution que toute autre.
108. Exemple. — Cherchons les mouvements plans dans lesquels le centre instantané et le centre des accélérations décrivent deux courbes semblables, cù occupant au même instant des positions homologues sur les deux courbes.
On passe d'une figure à une figure semblable par une homothétie accompagnée d'un déplacement. Si donc ZJ, ZJ sont les affîxes, par rapport aux axes fixes O^x,, 0^y^ du centre instantané et du centre des accélérations, on devra avoir
(37) Z\ = aZ; 4- 6,
où a, b sont deux constantes imaginaires. Or, Z[ et ZJ sont donnés par les formules (34) et (36).
On peut donc écrire immédiatement l'équation différentielle qui exprime le problème
d'n d'm dn dtn
^ dt* dt* dt dt .
' d^m dm
'dF "dt
Si a = 1, il saute aux yeux que Ton passe de la courbe G lieu du centre instantané à la courbe G' lieu du centre des accélérations par une simple translation.
Si a n'est pas égal à 1, effectuons un transport d'axes équivalent à
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l'addition aux afiixes Z, d'une constante imaginaire k, on aura
Z; + fc = a (Z; -4- fe) -f b,
et si l'on choit k de sorte que (1 — a)k=z b; ce qui est possible si i — a n'est pas nul,
z; = az;.
Nous pourrons donc supposer b = 0 si a n'est pas égal à 1 et l'équation (37) devient
dn dm dm
*** 57 "~ " "dF "dt
en intégrant il vient
dn dm . /dmY
dt dt \dt/
où A est une constante. Or, cela s'écrit
^\m) _ . J_ (dmy dt " m*\dt)' d'où
. r/dmy dt _
en sorte que la formule symbolique Z, = *nZ + n devient
(39) Z. = „(Z + B) + Amj (-)_..
En transportant les axes mobiles parallèlement à eux-mêmes, on pourra foire disparaître B; il restera donc
On traiterait de même le cas où a = 1.
Dans le cas particulier où m est de la forme C®, et où 0 = wt, déplacement avec rotation uniforme, la quadrature s'achève et le problème peut être conduit jusqu'au bout.
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Au lieu de supposer que l'on prend le lieu du centre instantané et celui du centre des accélérations dans le plan fixe, on pourrait se poser le même problème dans le plan mobile.
Alors les racines Z', V des équations (33) et (35) devront vérifier l'équation
Z' = aV + 6,
c'est-à-dire que l'on doit avoir
rf*n
dn
di^
dt
dm
dt*
dt
ou
«... éPn dt* dn dPm
dt
Cette équation s'intègre encore par quadratures, comme l'équation (38).
Si a est différent de 1, on trouvera, h pouvant être pris nul,
et si a r= i, il vient au contraire
(43) n = - b r Aog^\ dm + Btn + G,
où A, B, G sont des constantes.
Supposons, en particulier, que l'on s'assujettisse à une rotation uniforme, on aura m = e'^, 0 = wi et w = constante. Dans le cas de la formule (42) il viendra
(42)' n = Ae-® -h B
et dans le cas de la formule (42)
(43)' n = — biO.C® + Be'^ + G.
Mais par un changement de coordonnées fixes ou mobiles on peut
réduire B et C à zéro dans les deux formules, et il reste
(42)' n = Ae'««,
Si Ton suppose, en particulier, que a soit de la forme a=zqi on q est une quantité réelle, on trouve que le mouvement est celui d'une spirale logarithmique roulant sans glisser sur une droite avec une vitesse angulaire constante. Dans ces conditions, le centre de courbure de la spirale est précisément le centre des accélérations. Il en résulte donc que la spirale logarithmique possède la propriété de se réduire à sa propre développée par un mouvement (une rotation de 90" autour du pôle) accompagné d'une homothétie.
On a ainsi une solution particulière du problème posé et traité autrefois par Victor Puiseux dans le Journal de LiouviUe, trouver les courbes semblables à leur développée.
Les substitutions linéaires à une variable et les. déplacements autour d'un point fixe.
Recheitîhe iÙ9. Nous avons vu que tout déplacement d'une figure dans l'es-
•*** pace est une homographie qui conserve le cercle de l'infini.
dTlWwcr* Traitons le problème inverse et cherchons toutes les homographies
qui consenent de l'espace qui conservent ce cercle.
le cercle de Soient x, y, z, t les coordonnées homogènes d'un point ; «^ y^, Zj, t^ l'infini. ... . , .
celles de son transformé.
Nous supposerons que x=:0, y = 0, z = 0 sont trois plans rectangulaires et t = 0 le plan de l'infini ; dans ces conditions, comme le plan de l'infini est son propre homologue, une des équations de transformation sera
en sorte que les équations de l'homographie auront la forme suivante :
ç,x^ = lx -h l'y ■+- i'z -Hat,
py^=zmx -i- m'y -i- m'z -4- bt,
*■ '' P*» = "3c -+- n'y + n'z + ctj
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Il faut exp» imer que dans cette homographie le ccrc'e de rinfini se correspond à lui-même ou que les équations t = 0, x' -t- y* + z' -=0 entraînent t^z=0 el x] + y] -h z\ :=0.][ faut pour cola et il suffit que l'on ait une identité de la forme
(Ix + l'y -H Tz)- -f- {mx ■+■ m'y -h m'z''^ + (nx -]■ n' y + n'?)* =. /i* (x' + 1/* + z^).
Posons alors
/ l =za..h, V =(i'.h, r =x\h,
(45) m = 3. h, m'-.^',h, m'=z^\h, \ n =YJi, 7i' =y'./i, n' =y'./i,
il viendra
On aura donc les identités caractéristiques des transformations orthogonales
V aa' + PP' -t- Yï' = 0-
Il convient de remarquer que l'on peut, sans inconvénient, dans les formules (45) changer les signes de toutes les quantités a, a' a', ?> 3'. ^'» Y) ï'» ï*> à la condition de changer aussi le signe de h. Nous pourrons donc toujours supposer que le déterminant
qui est égal à ± 1 d'après les relations (4), est égal précisément à -t- 1. Dès lors, le trièdre trirectangle T, dans lequel a, p, y, a', j3', y'> <*'» ^\ Y* sont les cosinus directeurs des arêtes Ox, Oj/, Oz est superposable sur le trièdre T^ (0,, x,, y^, z^) et peut être considéré comme résultant d'un déplacement de celui-ci. Les formules (44) en y prenant maintenant p = f = t, = 1, deviendront
/ X, = 7i (ax -f- a' y -+- a'-z) + a,
W I y, = /i (Px + a't/ 4- ^'z) + 6,
( rj = h (yx h- y' y 4- y'^) + c.
Dépl» -ocnt
et hoiPOthélie.
Ces formules représentent évidemraent un déplacement accompagné d'une transformation homothétique dont h est le rapport d'homalhetie et 0^ le pôle. L'homothétie sera directe ou inverse selon le signe de h.
Nous sommes donc à môme d'énoncer la proposition suivante :
Toute transfonnatio7i hornographique qui conserve le cercle de l'infini consiste en un déplacement accompagné, s'il y a lieu, d'Une homothétie directe ou inverse.
Comme tout déplacement équivaut à une translation accompagnée d'une rotation autour d'un point fixe, comme, d'autre part, la translation laisse invariable chaque point du plan de l'infini, nous pourrons, dans l'élude des relations entre un déplacement et l'homographie qu'il établit sur le cercle de l'infini, faire abstraction de la translation et nous en tenir au cas où l'homographie conserve un point 0 à distance finie (et alors une infinité répartis sur une droite).
Nous prendrons 0 pour origine commune des deux trièdres et alors, pour rester dans le cas général où le déplacement serait compliqué d'une homothétie, nous aurons
x^ = h {oLX + d'y -h a'z),
z^ — h(vx 4- y'?/ + t'")-
Si /i = — 1, l'homothétie se réduit à une symétrie par rapport au point 0; si /j == 1, il n'y a plus d'homothélie.
Cooixloniiées
rappoi*téos
au cercle de
l'infini.
110. Ceci posé, introduisons l'homographie qui relie les points du cercle de l'infini, et, en premier lieu, cherchons une représentation des points de ce cercle en fonction d'un paramètre X.
Si nous prenons x, j/, z proportionnels à (1 -i X*) i, 1 — X*, 2X, en sorte que
(50) pa; = (1 + X*) i, py = 1 — X«, pz = 2X, t = 0,
le point correspondant à ces coordonnées est un point Q du cercle de l'infini, car ses coordonnées vérifient l'équation
Pareillement à une valeur X' du paramètre X il correspondra un
CHAP. XII. — CAS PARTICULIER d'hOMOGRAPHIE. 335
autre point Q' à l'infini pour lequel x, y, z sont proportionnels à (1 4- X") i, (1 — >.'•), 2X', en sorte que
Les points Q et Q' sont les points circulaires du plan mené par la droite QQ' et par le point 0. Ce plan a une équation de la forme
«X -+- vy + wz =0.
En exprimant que Q, Q' sont deux points de ce plan, nous voyons que X, X' doivent être racines de Téquation
wt (4 4- X') -H « (1 — X*) H- 2m;X = 0,
ce qui donne, en calculant XX' et X 4- X',
' iu -^ V — 2io tt* — V
Le plan mené par 0 et dont Q, Q' sont les points circulaires, a donc l'équation suivante :
i (1 + XX').x 4- (1 — XX') y -+- (X + X') z = 0.
La perpendiculaire OP à ce plan a donc pour équations
i(l 4- XX') 1— XX' X + X'
Cette perpendiculaire perce au point- P le plan de l'infini. Le point P est le pôle de la droite QQ' par rapport au cercle de l'infini, en sorte que PQ, PQ' sont les deux tangentes issues de P à ce cercle el les plans OPQ, OPQ' sont les deux plans i.<otropes menés par OP, c'est-à-dire les plans menés par OP tangentiellement au cercle de l'infini.
Les formules (53) reviennent ù représenter toute droite OP issue de 0 à l'aide des paramètres X, X' des points Q, Q' où le cercle de l'infiui est touché par les plans isotropes menés par 0P(*).
(') Ces courdoonée» ont été introduites dans l'étude des propriétés des figures planes autour d'une conique par M. Darboux, sur une Classe remarquable de courbes et de surfaees. Je m'en suis servi dans mon Mémoire sur les ligtm géodisiquei (Sav. étrangers).
Désignons par 5 la valeur commune des rapports (53); quand
c varie, x, y, z représentent les coordonnées d'un point quelconque
de la droite OP,
Application Cherchons en particulier les poinis M, M' où cette droite perce
*"u ■*'1'!!!1* ''^ sphère de rayon 1 et de centre 0. 1! faut exprimer que x* + y*
+ c' = 1, ou que
sphériques
coordonnées
symétriques.
[- (1 + \vf + (1 - \\y H- (a + >/)«] = 1,
c'est-à-dire
ou 7
Comme rien ne distingue X de X', nous pouvons
Seulement il faut observer que si Ton échange
prendre j = -7
X et X', X, y, z changent de signes et que l'on passe dès lors du point M à son symétrique M'. Nous aurons ainsi ;
1 + XX' (54) (Coordonnées de M) x = i ^7- ' y
X' XX
(54)' (CoordooDées de M') x = i -r^ — ^ » y = -^j z- > z =
Les paramètres X, X' ont été appelés coordonnées symétriques à la surface de la sphère à cause de la forme symétrique qu'elles font
rrondre au ds* de la sphère, dri^ = A -rrr •
il est aisé de se rendre compfe que X, X' sont, sur la sphère, les paramètres des génératrices rectilignes imaginaires. En effet, si X reste fixe, le point Q reste fixe et le point M se meut dans le plan mené par le point 0 tangent en Q au cercle de l'infini, ou plutôt sur la ligne d'intersection de ce plan avec la sphère.
Or, ce plan est tangent suivant la génératrice OQ au cône asymptote (isotrope) de la sphère, c'est donc un plan asymptote qui coupe la sphère suivant deux génératrices rectilignes qui concourent au point Q à l'infini. Le point }A décrit une de ces droites et le point M' décrit l'autre.
Même interprétation pour X' ; en sorte que X, X' sont les paramè-
(*) Voir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. I.
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1res des deux points Q, Q' où les génératrices rectilignes de la sphère qui passent en M vont couper le cercle de Tinfîni.
Du reste, la forme linéaire des équations (53) suffirait à prouver que lorsque X ou X' varient seuls, le point M décrit une droite située sur la sphère.
Ceci posé, imaginons que Ton efleclue un déplacement autour du centre de la sphère. Un point M de la sphère viendra occuper une position M, sur la même sphère. Les génératrices rectilignes de la sphère issues de M, seront les homologues de celles qui sont issues de M, en sorte que les points Q,, Q, où les premières coupent le cercle de rinfini sont les homologues des points Q, Q' où les secondes coupent ce môme cercle. La raison en est que ce cercle est le lieu des homologues de ses propres points.
Or, quand deux points Q, Q, d'une conique se correspondent homographiquement, et que X, X, sont, comme dans l'espèce, deux paramètres correspondant d'une manière bi-univoque à ces deux points, l'homographie se traduit par une relation linéaire entre les deux paramétres,
aX -+- 6 c\ -\- e
Considérons alors les coordonnées (X, X') du point M sur la sphère et soient X,, Xi les coordonnées du point M^, homologue du point M ; comme X^, Xj sont les paramètres des points Q,, Q[ homologues des points Q, Q' sur le cercle de l'infini, on passera des uns aux autres par la même transformation linéaifc.
cX -h e
CK
Ainsi s'explique qu'à tout déplacement autour d'un point fixe .«e trouve attachée une certaine transformation linéaire à une variable.
412. Un calcul facile permet tout à la fois d'obtenir l'équation (55) et de traiter la question réciproque, c'est-à-dire de remonter de la transformation (55) au déplacement lui-même.
Soient x, y, z, 0 les coordonnées homogènes du point Q situé sur le cercle de l'infini ; Xj, y, , z j, 0 celles du point Q, situé sur le même cercle. Comme Q, est l'homologue de Q dans le déplacement, on doit avoir
X| == ax -f- a'y -f- a'z, y, = ^«4-..., z^ = ^x -\- ... Cinématique. 22
Mais les coordonnées a;, y, z sont proportionnelles à (1 -t- X')t, (1 — X'), 2\ et x^, y,, z\ proportionnelles à (1 + X')i, (1 — Xf),2X, ; on aura donc, p désignant un coefficient de proportionnalité,
(57) p (1 - XI) = (5 (1 + X»)i + ^' (1 - X») + 2^'X,
( p.2Xj = Y (i + X')t + y' (1 — V) + Sy'X.
On tire des deux premières de ces équations
2tp — (a + 30 (1 -+- X')t + (*' + ^' i) (1 - X») + 2 (a' + 3"'i)X,
d'où par division avec la dernière,
i ~{x-h pi) (4 -f- X')i H- (a; + P't) (1 - X«) + 2(a' + p'»)X*
Or, la fraction du second membre se simplifie par suite d'un facteur commun aux deux icrmes et se réduit à
,,,v . . , ,, a 4- Si -+- a'i — 8' (a + pi 4- a'i - P') \ -{- (y' + 1) ^ ; ^
Ce qui est bien une équation linéaire de la forme (55).
Maintenant, en partant de l'équation linéaire, on peut se proposer de retrouver le déplacement.
Regardons dans la formule (55) a, b, c, d comme donnés et cherchons les expressions correspondantes des 9 cosinus a, a', a', p, P' , ....
Nous nous donnerons a, h, c, d sous la forme suivante :
a=:r-hin, b = mt — l, c = mi -\- It d=:r — in,
où l, m, n, r seront des arbitraires réelles ou imaginaires comme a, d, c, d.
L'équation (55) prend la forme
(r -\- in) X + mi — l
^ ' * (mr 4- i) X H- »• — w
Identifions-la avec l'équation (58).
Nous serons amené à écrire
«Y — y' = P (^ + ^'»*)' y" —1 =P(mt — Oj
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V^ (a 4- pi 4- a'i — P') 1= P (r — in), Y* T
où P est un coefficient de proportionnalité.
_ _ tni 4- l Eu combinant ces équations et posant P = 2 — =- — > en sorle
que D est encore un coefficient de proportionnalité, on trouve
/i^_y=, ^(r-f-in)jmi4-0^
Par soustraction, les deux dernières équations (59) donnent
équation qui fait connaître D.
On trouvera, au contraire, par addition
n' 4- r' — ï* — m' ï = îj '
et, par multiplication,
d'où l'on tire, en se souvenant que {iy 4- y) (*Y — Y ) = y'* — ^>
tY — y' d (r 4- in) {mi 4- i)
(mi — i) (r — in)
De cette équation combinée avec la première équation (59) on tirera y, y' P^"^ addition et soustraction; comme on a déjà trouvé y' on aura, en somme, les valeurs de y, y'» y'
Pour avoir maintenant a, a', a* fi, P', 6' nous aurons recours aux formules (57).
Si, d'abord, dans la dernière de ces formules nous remplaçons Y> Y» y' P^^ leurs expressions (Gl) et X, par son expression (58)', nous aurons la valeur de p
fM\ . — [(»t^ + l)\-\-(r — in]* ^02) P — jj
Les deux premières équations (57) deviennent alors, en y remplaçant X, par sa valeur (58)' et p par sa valeur (62),
- [(mi -f- l) X + ()• — in)]* + ]][(»' + *") >« + (»«» — 01"
= a (1 4- X')t 4- a' (i — X*) H- Sa'X, ~ [(mi + l)\ + {r- tn)]« - ^ [(r + in) X + (mi - 01'
= P (1 -f XO i 4- p' (1 - X') + 23'X.
Il suffit alors d'identifier dans les deux membres de chacune de ces équations les coefficients de X', X, 1 pour avoir les expressions cherchées de a, a', a", P, ^', ^\
On trouve ainsi les valeurs suivantes, auxquelles sont jointes les valeurs déjà trouvées de y» Y» v' •
t' — w' — n^ + r* , ^Im + nr , -In — mi'
„ Im — nr ., — i'-t-wi' — n'-f r' _ „mn + ir
^?n4-mr , .mn — lr , — ^'— m'4-îi'-+-r' Y=2-^^^> Y =2-13-^ Y = 5 '
D = i* 4- wt' + H* 4- »•'.
Ce sont les formules d'Euler. retrouvées par Olinde Rodiijjues et démontrées à la page 197.
On peut donner des paramètres l, m, n, r l'interprétation géométrique suivante :
Cherchons les paramètres des points diamétralement opposés I, I' où l'axe de rotation perce la sphère. Soient X, X' les paramètres de ces points (on sait qu'on passe de I à I' en échangeant simplement X et X'). I coïncide avec son homologue Ij, en sorte que les paramè*
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1res de Ip qui se déduisent de X, V par la formule (58)', doivent être encore égaux à >. et à X'.
On voit donc que X, X' doivent être racines de l'équation
. (»••+■ in) + mi — {
{mi -+- l) X -t- r — in ou
(l -f- mi) X' — 2tnX 4- i — m» = 0.
On tire de cette équation les suivantes :
l -+- mi 2in l — mi
ï ~ X + X' ~ ~XX' d'où
(1 -h XX')i ~ 1 - XX' ~r+lj'
et il suffit de comparer aux formules (53) pour constater que les cosinus directeurs de Taxe sont proportionnels précisément à /, m, n. On verra dans la note I de M. Darboux que si 0 est l'amplitude de la rotatipn, on a la relation
(63) '^ — =cot4'
Le déplacement n'est réel que si les rapports des quantités l, m,
n, r le sont.
Les Nous avons vu comment les déplacements dans le plan se trou-
sabstitutioQs vaient liés aux transformations linéaires entières à une variable. Il
rotations résulte de ce qui précède qu a toute rotation autour d un point se
latourd'un trouve attachée une transformation linéaire fractionnaire portant
poini ûxe. sur une variable complexe.
Nous avons déjà dit qu'un ensemble d'opérations est dit former un groupe si le résultat de deux opérations successives quelconques de cet ensemble est équivalent à une seule opération du même ensemble. Par exemple, l'ensemble de toutes les transformations linéaires forme un groupe. Dans ce groupe môme on peut distinguer des transformations définies par un certain nombre de propiiétés de manière que cet ensemble de transformations particulières forme lui-même un groupe (on dit alors un sous-groupe dans le groupe général). De même pour les rotations autour d'un point, leur ensemble forme
un groupe dans lequel il est possible de détacher des groupes plus particuliers ou sous-groupos.
Considérons, par exemple, l'ensemble des rotations qui ne font qu'échanger entre eux les sommets d'un polyèdre régulier. L'ensemble limité de ces rotations constitue un groupe au sens qui vient d'être défini.
Prenons alors l'ensemble des substitutions linéaires attachées chacune à l'une des rotations précédentes. Ces substitutions vont former un groupe qui est l'image analytique du premier.
Nous aurons de la sorte un groupe de substitutions dérivé du groupe des rotations qui superposent à lui-même un tétraèdre régulier; ce sera le groupe du tétraèdre. On aura de môme les groupes de l'hexaèdre, de l'octaèdre, du dodécaèdre, de l'icosaèdre. Ces groupes de substi tutions linéaires se trouvent liés à des questions d'analyse impor tantes. Nous renverrons pour ce sujet au livre de M. Félix Klein r Sur Vlcosaèdre.
NOTE I
Nouvelle démonstration des formules d'Euler et d'Olinde Rodrigues.
La démonstration suivante est directe et offre une interprétation immédiate des paramètres qui figurent dans ces formules.
Considérons un déplacement d'une figure autour d'un point fixe dans l'espace.
Un point de la figure, qui occupait primitivement la position M, viont occuper, après le déplacement, une position M^. Soit A l'axe de la rotation équivalente à ce déplacement, et 0 ramplitu<le de cette rotation.
Les points M, M^ sont sur une même circonférence de cercle, dont le centre est en P sur l'axe A et dont le plan est normal à cet axe.
L'angle MPM^ est justement égal à l'angle 0. Menon^ en M, M, les tangentes à ce cercle; ces tangentes se coupent en un point Q et la droite PQ bissecte l'angle MPMj.
Concevons que la figure se trouve animée autour de l'axe A d'une
rotation continue avec une vitesse angulaire représentée par tang-; le
segment MQ représente évidemment la vitesse linéaire du point M dans ce mouvement.
Si donc a, P, y sont les cosinus directeurs de l'axe A; x, y, « les coordonnées du point M, les projections du segment MQ seront fournies par les formules connues qz — ry, ..., où les composantes de la
rotation p, q, r sont ici a tg -» P tg - » yig -' Ces projections seront
donc
(^z—yy)tg-y (^a;_az)lg-, (av-pJP)tg--
En leur ajoutant les coordonnées x, t/, z du point M, nous aurons les coordonnées X, Y, Z du point Q,
(1) I^Y = y-ir{yx — xz) tg -,
5= z +(«y--?aî)tg-.
Mais on peut aussi regarder le point Q comme rextrémité du segment M,Q qui représente évidemment la vitesse linéaire du point Mj dans une rotation autour de A, effectuée dans le sens inverse du précédent, avec la même valeur de la vitesse angulaire.
En raisonnant comme plus haut et désignant par a?j, y,, z^ les coordonnées du point Mj, nous aurons donc les nouvelles expressions des coordonnées du point Q,
(2) j Y=î/.-(Yar.-az,)tg^^, Z =z, _(attyj_px,)lg-.
Dans ces formules et dans les précédentes introduisons les notations
et égalons les valeurs trouvées pour X, pour Y, pour Z. Nous aurons, après avoir chassé le dénominateur r,
j rx + mz — ny = rx^ — mz^ -+- ny,, (4) { ry -\- nx — Iz = ry^ — nx^ -j- lz^,
\ rz -f- /t/ — mz= rzj — ly^ 4- wia?,.
Ces formules vont nous permettre d'exprimer J?,, t/j, «j en fonctions de X, y, z.
En multipliant d'abord par Ij m, n et ajoutant, nous déduirons des équations (4) la suivante :
. (5) - Ix -\- my + nz = lx^ ■+■ mx{ + nc^.
Considérons maintenant les équations (4) et (5). Pour obtenir la
valeur de x^ nous allons les ajoutw après les avoir multipliées respectivement par le coefficient de x^ dans chacune d'elles; par r, — n, m et l par conséquent. Les variables y^y z^ disparaissent, et il reste
NOTE II
Sur les renversements et les inversions planes.
Inversion plane.
Renversotnent. 1 . Nous appelons renversement une rotation de 180° d'une figure autour d'une droite de l'espace et inversion plane une transformation par symétrie par rapport à un plan.
Les renversements et les inversions planes permettent d'étudier et de composer très simplement les divers déplacements de l'espace.
Soit d'abord à effectuer une rotation d'amplitude 9 dans le sens direct autour d'un axe A. On pourra remplacer cette rotation par deux inversions planes successives dans les conditions suivantes. On prendra d'abord un plan Pj quelconque passant par A et on l'amènera dans la position P, par une rotation directe autour de A, d'am-
plitude -•
Le résultat des deux inveisions planes successives prises par rapport à P, d'abord, puis par rapport à P,, équivaut à une simple rotation directe, d'amplitude 6 autour de l'axe A.
Une interversion dans l'ordre des inversions équivaudrait à un changement dans le sens de la rotation autour de A.
Il est permis de faire tourner arbitrairement autour de son arête A le dièdre formé par les plans Pj, P, sans qu'ils cessent de fournir une représentation de la rotation. En effet, le plan Pj est un plan quelconque mené par l'axe A.
Si l'angle ô vaut 180", c'est-à-dire s'il s'agit d'un renversement autonr d'un axe A, le sens de la rotation est indifférent, ainsi que l'ordre des inversions planes relatives aux plans Pj et P, ; ces plans sont alors rectangulaires.
Ainsi un renversement équivaut à deux inversions planes relatives
învoi'soments.
à (îeux plans rectangulaires quelconques se coupant suivant l'axe du renversement.
eprésenfation 2. Considérons les deux plans Pj, P, définis précédemment, qui desrotaiions servent à représenter par deux inversions planes successives une par es rotation d'amplitude ô autour d'un axe A.
Elevons dans chacun de ces plans, et en un même point Q de A une perpendiculaire à cette droite. Soient Aj, A, ces deux perpendiculaires contenues respectivement dans les plans P^ et P, et désignons par P le plan de ces deux droites.
Je dis que les renversements sticcessifs autour des droites A, et A, sont éqidvalents à la rotatioti directe d'amplitude 0 autour de A.
En effet, le renversement autour de A, équivaut à une inversion par rapport à P^ suivie d'une inversion par rapport à P; tandis que le renversement autour de Aj équivaut à une inversion par rapport à P suivie d'une inversion par rapport à Pj. Les deux renversements successifs autour de A, et de A, équivalent donc aux inversions planes suivantes, dans l'ordre même où elles se trouvent énumérées : inversions par rapport à Pi, par rapport à P, encore par rapport à P, puis par rapport à Pj ; or, les deux inversions successives par rapport à P se détruisent et il reste une inversion par rapport à P^, suivie d'une inversion par rapport à P,, c'est-à-dire la rotation 6.
Il est clair que les droites Aj, A,, comme les plans P,, P,, n'ont pas une position déterminée et qu'on peut leur imprimer le mouvement du verrou autour de A, c'est-à-dire les faire glisser et tourner tout d'une pièce d'une manière quelconque autour de A, sans qu'elles cessent de représenter la rotation. Ainsi :
Une rotation est parfaitement représentée par un angle dont le sommet est sur l'axe de rotation, son plan étant perpendiculaire à cet axe et sa grandeur égale à la moitié de la rotation.
eprésontatica 3. Les inversions planes par rapport à des plans parallèles reprédes sentent, comme on sait, les translations. Voici la proposition précise
iranslatwns. relative à cette représentation.
Une translation finie peut être représentée par deux inversions relatives à des plans parallèles, qui sont perpendiculaires à la translation et dont la distance est égale à la moitié de la translation.
Si l'on intercale entre ces deux inversions deux autres inversions
prises relativement à un même plan perpendiculaire aux précédents, inversions dont l'ensemble ne produit aucun déplacement, on voit que toute translation finie équivaut à deux retiversements autour de deux droites parallèles qui sont perpendiculaires à cette translation et dont la distance est égale à la moitié de la translation. Le plan de ces droites est parallèle à la translation.
Composition 4. Ceci posé, appliquons les considérations qui précèdent en predes rotations, mier lieu à la composition de deux rotations autour d'axes concourant en un point 0.
Soient AOAj et BOB, les angles qui représentent ces deux rotations. Appelons OC la droite d'intersection des plans de ces deux angles. Nous pourrons, nous le savons, faire tourner l'angle AOA, dans son plan, de manière à amener OA, sur la droite OC, l'angle AOAj prend ainsi la position DOC, sans cesser de représenter la même rotation. Faisons de même tourner BOB, dans son plan de façon à amener OB sur OC; cet angle BOB, prend ainsi la position COI),, et cela sans cesser de représenter la même rotation. Or, actuellement, les deux rotations successives sont représentées par les renversements suivants qui doivent être effectués dans l'ordre de rénumération : autour de OD, autour de OC, autour de OC, autour de OD,.
Les deux renversements consécutifs autour de OC se détruisent, et il reste seulement le renversement autour de OD suivi d'un renversement autour de OD,, c'est-à-dire la rotation représentée par l'angle DOD,.
On voit la marche qu'il faudrait suivre pour composer plusieurs rotations se succédant dans un ordre donné et qui auraient lieu autour d'axes concourants (*).
Il y a lieu d'observer que la méthode précédente conduit à une démonstration nouvelle et élémentaire de cette proposition que tout déplacement fini autour d'un point équivaut à une rotation. En effet, par une première rotation on amènera d'abord un point M du corps dans sa position définitive M, et il n'y aura plus qu'à effectuer une seconde rotation autour d'un axe joignant M, au point fixe i^our amener le corps dans sa position finale. Or, il résulte de ce qui précède que ces deux rotations pourront être remplacées par une seule que nous savons construire.
(*) Cette représentation met en évidence un lien entre la composition des rotations et la théorie des quaternions.
Représentation
d'un
mouvement
quelconque.
Retour au
déplacement
hélicoïdal.
5. Traitons le cas du mouvement fini le plus général. On peut toujours le réaliser en amenant, par une translation, un point M de la figure invariable dans sa nouvelle position Mj, puis en effectuant une rotation autour d'un axe passant par M,.
La translation se ramène à deux inversions relatives à deu.\ plans parallèles P et P, ; la rotation équivaut, de même, à deux inversions autour de deux plans qui se coupent en P,, Pj. Donc, tout déplacement équivaut à quatre inversions autour des plans P, P^, Pj, P,, dont les deux premiers sont parallèles. Mai?, comme on peut faire tourner le dièdre P,, Pj d'un angle quelconque autour de son arête, on peut supposer que P et P, ne sont plus parallèles. Alors les deux premières inversions définiront une rotation, ainsi que les deux suivantes. Donc :
Tout déplacement fini d'une figure invariable se ramène d'une infinité de manières à deux rotations successives.
Soient Aj et A, les axes de deux de ces rotations et A leur plus courte distance.
La rotation autour de A, pourra se représenter par deux renversements autour de deux droites normales à A, au même point. On peut même supposer que A est l'axe de l'un de ces deux renversements, par exemple du second.
Nous représenterons alors par A|, A les axes de ces deux renversements. De même, la rotation autour de A, se représentera par deux renversements, dont le premier pourra être supposé avoir A pour axe, tandis que l'a-xe du second sera une certaine droite Ai. Alors les rotations successivefi autour des axes A, et A, sont équivalentes aux quatre renversements autour des droites A{, A, A, Aj, dans l'ordre même de l'énumération. J^s deux rciiversements consécutifs autour de A se détruisent et il ne reste que les renversements, autour de A{ d'abord, autour de A^ ensuite.
Ainsi : Tout déplacement 'fini d'un corps solide se raynènc à deux renversements successifs autour de deux droites AJ, Aj
La notion du déplacement hélicoïdal découle immédiatement de là.
Menons, en effet, par AJ deux plans rectangulaires P,, PJ dont le premier est parallèle à Ai et par Ai deux plans rectangulaires P,, Pi dont le premier est parallèle à AJ et, par suite, au plan P,.
Les deux renversements se ramènent aux quatre inversions planes suivantes effectuées dans l'ordre de l'énumération : par rapport au plan PJ, au plan P,, au plan P,, au pian Pi.
Les deux inversions intermédiaires sont relatives à deux plans
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parallèles; elles sont donc équivalentes à une translation normale à ces plans et, par suite, parallèle à la plus courte distaftce des axes AJ, A,. Or, une translation et une inversion plane dont le plan est parallèle à la translation sont deux transformations échangeable^., en ce sens que l'ordre dans lequel on les opère est indifférent. On pourra donc échanger cette translation avec la première inversion plane, qui, en se combinant alors avec la dernière, donnera lien à une rotation qui a lieu autour de la plus courte distance des axes A| et A,.
On voit que tout déplacement ftni se ramène aune rotation et à une translation parallèle à Vaxe de la rotation.
De môme qu'une rotation est représentée par un angle, le déplacement précédent peut être représenté comme il suit. Prenons sur l'axe du mouvement hélicoïdal un point A et élevons en A une perpendiculaire 1), à l'axe; soit 6 l'amplitude de la rotation, faisons tourner 1)^
dans le sens direct autour do l'axe d'un angle -> de façon à l'amener dans une position ADJ, puis faisons glisser ADj dans le sens de la translation suivant l'axe d'une quantité égale à - > moitié de la translation. Soit D, la position ainsi obtenue. Le déplacement fini équivaut à deux renversements autour des axes D, et D, successivement.
Comme du reste la position de D, est arbitraire, en ce sens que D, est une normale quelconque à l'axe ù.i mouvement hélicoïdal, on voit que l'on pourra imprimer aux droites D, et D, en bloc un mouvement de verrou autour de l'axe sans qu'elles cessent de représenter le mouvement considéré.
De là résulte un moyen très simple de composer deux mouvements finis quelconques. Car, soient D,, D, et T)[, D[ les droites qui les représentent, et D la plus courte distance des axes de ces deux mouvements, lesquels bont les perpendiculaires commîmes aux axes Dj, D, d'une part, et D[, D^ d'autre part. Grâce au mouvement de verrou dont on dispose, on pourra amener D^ et D^ en coïncidence avec D, et alors le mouvement résultant des deux mouvements donnés s'obtiendra par les renversements autour des droile.s 1),, D, D, Di dans l'ordre même de l'énumération. Les deux renver^Joment.s intermédiaires se détruisent et il reste simplement le.s deux renversements autour de D, et de D^, qui représentent le mouvement résultant.
rhéorémc de 6- A la considération des renvers'Mnent.s se rattache très dirccte- M. Siéphanos. ment un théorème élégant déjà énoncé pur M. Sléiihanos pour le
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cas particulier d'une figure plane se déplaçant dans le plan même où elle est tracée (Bulletin de la Société philomafJiique de Paris, 1881 ). Ce théorème consiste en ce que : Trois figures égales, situées d'une manière arbitraire, coïncident avec les symétriques d'une même figure, prises respectivement par rapport à trois droites.
Soient, en effet, F,, F,, F, les trois figures proposées.
Conservons toutes les notations piécédentes. On passera de Fj à F, par deux renversements autour des droites Dj, I) puis de Fj à F, par deux renversements dont les axes seront D, D,. De là il résulte qu'on aura une même figure en prenant les symétriques de F,, F,, Fj respectivement par rapport aux droites D,, D, D^, c. q. f. d.
Dans mes travaux antérieurs et dans mon enseignement jai plus d'une fois introduit les inversions planes et les renversements comme éléments propres à simplifier différentes recherches; mais, en reproduisant ici la méthode que j'ai employée dans la noie V de mes Leçons sur la théonc des surfaces^ je tiens à indiquer que cette méthode était suivie depuis cinq à six ans, comme je l'ai appris récemment, par M. P. Morin, professeur à la Faculté des sciences de Rennes, et aussi à appeler l'attention sur une note de M. W. Burnside ayant pour titre : Oii the finitc displacement of a rigid body, parue en 1893 dans le Messenger of Mathonialics et où se trouve donnée la représentalion d'un déplacement hélicoïdal par deux renversements, ainsi que l'application à la composition do deux mouvements hélicoïdaux effectués successivement.
NOTE m
Sur les mouvements algébriques.
Définition des mouvements algébriques.
Kelalions
de dualité
entre
an mouvement
et son inverse.
1 . La position d'un corps dans l'espace se trouve définie par Ips coordonnées a, b, c de l'origine et les 9 cosinus directeurs (X, ^f Y> '^n "• ^'^^ trièdre trirectangle mobile lié invariablement au corps. En prenant pour ces 9 cosinus, ainsi que pour a, b, c des fonctions algébriques de 1,2, ... paramètres, on arrive à définir des mouvements algébriques possédant 1, 2, ... degrés de liberté.
Les mouvemenis algébriques et leurs inverses, qui sont aussi algébriques, présentent des relations de dualité dont l'intérêt a été signalé pour la première fois par Chastes dans une curieuse note, la 34'^, insérée dans l'Aperçu historique et qui a pour titre : « Sur la dualité dans les sciences mathématiques. Exemples pris dans l'art du tourneur et dans les principes de la dynamique ».
Nous indiquerons seulement ici quelques-unes de ces relations, pour fn faire connaître la nature et pour montrer sur un exemple le parti que l'on en peut tirer.
Examinons d'abord le cas des mouvemenis à un paramètre.
Appelons C le corps mobile et E l'espace fixe auquel on rapporte son mouvement. Le mouvement relalif de E par rapport à G est, comme on sait, ce que l'on appelle l'inverse du mouvement de G par rapport à E.
Soit M un point du corps C et t: un plan de l'espace E, pris quelconque dans cet espace, de même que le point M a été pris quelconque dans le corps G. Le point M décrit une trajectoire, qui est algébrique si le mouvement est algébrique, et dont le degré est égal au nombre de fois que le point M vient traverser le plan r; soit m ce nombre.
Considérons maintenant le mouvement inverse. Dans ce mouvement le plan r de l'espace E enveloppe dans le corps G une certaine surface développable, dont la classe est égale au nombre de fois que le plan tc vient se faire traverser par un point M quelconque du corps C; ce nombre est précisément égal à w. On a donc ce premier théorème :
Le degré de la courbe trajectoire d'un 'point d'un corps solide en mouvement est égal à la classe de la développable enveloppée par un plan dans le mouvement inverse.
Considérons une droite A du corps C; le degré de la surface réglée engendrée par cette droite est égal au nombre de fois m que la droite A vient couper une droite A' de l'espace E.
Dans le mouvemant inverse, A' décrit une surface réglée dont le degré est égal au nombre de fois que A se trouve coupée par une droite A liée au corps C : ce nombre est encore égal à m. De là cet autre théorème :
Le degré de la surface réglée engendrée par une droite d'un corps en mouvement est égal au degré de la surface réglée eiigendrée par une droite dans le mouve^nent inverse.
Prenons maintenant le cas des mouvements à deux paramètres.
Soit un point M du corps C; le degré de la surface algébrique qu'il décrit est le nombre de fois que le point M vient se placer sur une droite A de l'espace E. Considérons cette droite A dans le mouvement inverse ; elle engendre une congruence dont l'ordre est égal au nombre de fois que A va passer par un point M du corps G. Donc :
Dans ttn mouvement algébrique à deux paramètres, l'ordre de la surface trajectoire d'un point est égal à l'ordre de la con~ gruence eitgendréc par une droite daixs le mouvement inverse.
On verrait de môme que la classe do la surface enveloppée par un plan est égale à la classe de la congruence engendrée par une droite dans le mouvement inverse.
Mouvement dont toutes les trajectoires sont planes.
2. Il serait aisé de poursuivre dans ce sens et de multiplier les exemples. Nous préférons indiquer tout de suite comment les propo- Cinématique. 33
du mouvement
si fions précédentes permettei^t de traiter certains problèmes particuliers, entre autres celui-ci :
Trouver les mouvements à un paramètre dans lesquels tous les points du corps décrivent dei courbes planes (*).
Distinction Pour résoudre cette question, nous établirons d'abord une distinc-
préalable. jjqjj relative aux plans des trajectoires. Il peut arriver, ou bien que
tout plan de l'espace contienne la trajectoire d'un certain point du
corps mobile, ou bien, au contraire, que les plans des trajectoires
soient exceptionnels dans l'espace.
Examinons d'abord la première hypothèse.
Emploi Dans le mouvement inverse, tous les plans v liés à l'espace E iront
passer chacun par un point M du corps G et envelopperont chacun un cône autour du point M correspondant. La classe de ce cône sera égale au degré de la trajectoire plane du point M dans le mouvement direct. Or, il est aisé de montrer que le cône est de révolution.
Prenons, en effet, deux plans parallèles II, II'; soient M, M' les points fixes par lesquels ils passent respectivement.
Les plans n et II' conservent entre eux la même distance constante a, et comme le plan n' passe par le point fixe M', le plan II demeure tangent à la sphère 2! qui a pour centre le point M' et le rayon a.
Puisque, d'autre part, le plan II passe au point fixe M, il est clair qu'il enveloppe le cône de révolution circonscrit à la sphère S; MM' est l'axe de révolution de ce cône.
Comme II' est l'un quelconque des plans parallèles au plan II, on voit que la droite MM', que nous désignerons aussi par A, est le lieu des points fixes par où vont passer tous les plans parallèles au plan II, et que A est l'axe commun de tous les cônes de révolution enveloppés par chacun de ces plans.
A toute direction de plan II correspond une droite A. Je dis que toutes ces droites A sont parallèles.
Menons, en effet, par un point fixe 0 un plan !!<, parallèle au plan n.
Ce plan enveloppera un cône de révolution dont l'axe Ag sera la parallèle à A issue du point 0. La droite X issue de 0 perpendiculairement au plan II, engendrera aussi un cône de révolution autour dé l'axe Ag.
(1) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1881.
Envisageons alors Tensemble des plans II de l'espace E et l'ensemble correspondant des normales X issues de O à ces plans.
Ces normales forment autour de 0 une figure de forme invarial)le, car les angles des normales sont invariables comme les angles des plans dans re<!pace E.
Comme chacune de ces normales engendre un cône de révolution, en coupant par une sphère leur ensemble, nous aurons une figure sphérique de forme invariable dont tous les points décriront des cercles. Un tel mouvement ne peut consister qu'en une rotation autour d'un diamètre fixe de la sphère.
Il suit de là que les cônes décrits par les normales X et, par suite, les cônes supplémentaires enveloppés par les plans ÏI^ ont le même axe A, de révolution. En conséquence, toutes les droites A sont bien parallèles entre elles.
On peut ajouter que, puisque Ag est fixe dans l'espace aussi bien que par rapport au système des plans II^, les droites A ont une direction invariable dans le corps G et aussi dans l'espace E. Retour Revenons maintenant au mouvement direct du corps G par rapport
au mouvement à l'espace E. Les trajectoires planes seront des courbes du second degré puisque, dans le mouvement inverse, los cônes-enveloppes sont de révolution, et partant de la seconde classe. En outre, il y a une direction de droites A qui reste invariable dans le corps comme dans l'espace, et deux points du corps situés sur une même droite A ont leurs trajectoires dans des plans parallèles.
Il est, dès lors, naturel de prendre un système d'axes de coordonnées fixes dans lequel l'axe O^Zj sera parallèle à la direction invariable des droites A, tandis que l'axe OZ du trièdre mobile sera lui aussi parallèle à ces mômes droites.
Les formules qui représentent le mouvement s'écrivent alors
direct.
Xf = a -{- X cos 6 — J/ sin 0, t/j = 6 4- X sin 0 -1- j/ cos 0, Zj = c -f- 2.
Nous choisirons 0 comme variable indépendante et il s'agit de trouver pour a, 6, c des expressions convenables en ô, de sorte que la trajectoire d'un point quelconque soit plane.
Si nous prenons trois points quelconques (x', y',*') {tc\ ?/', z") (x'", y'", z'") dans le corps, ils décrivent dans l'espace trois courbes planes situées dans des plans II*, II", II'" qui peuvent être pris quelconques, d'après l'hypothèse qui nous a servi de point de départ. Nous pouvons, en conséquence, toujours supposer que ces plans
forment un trièdre et ne sont pas parallèles à une même droite, en sorte que, si l'on écrit leurs équations
l'x\ -f- m'j/j -f- n'^i -\- p' =0, ^x^ + 'm'y^ + n''z^ -^ p" =0f rx, + m"'tj^ + n"'z, + p'" ■-= 0,
le déterminant
ne sera pas nul.
Exprimons alors que les points (a:', y\ z') (x", y\ s") (x'", y'", z'") ont leurs trajectoires dans ces trois pians. On obtiendra les trois équations
V [a -t- ac' cos 0 — y' sin 6] -\- m' [h -h x' sin 6 + y' cos 0]
r [a -f- 3c' cos 9 — y' sin 0] 4- m' [& + x" sin 0 4- »/' cos 0]
+ îl'Lc + ^1 4- p' = 0,
r [a + x'" cos e — 2/'" sin 6] + m'" [b + x"" sin 0 + y'" cos 6]
que l'on pourra résoudre en a, b, c puisque le déterminant de ces équations est justement le déterminant précédent, qui n'est pas nul.
On reconnaît par là que a, 6, c sont des fonctions linéaires de sin 0, cos 6, en sorte qu'on a
X, = L sin 0 4- L' cos 6 4- L' + x cos 0 — y sin 6, 1/j = M sin 8 4- M' cos 0 4- M" 4- x sin 8 -f y cos 8, 2, = N sin 6 4- N' cos 8 4- N" 4- z.
En effectuant une translation du trièdre fixe et une translation du
trièdre mobile, on pourra amener L', L", M', M' à être nuls et N* à
être égal à — N'. Si, de plus, on fait tourner d'un même angle a,
convenablement choisi, les axes mobiles xOj/ et les axes fixes cc^0^y^y
Équation on pourra annuler M. Il restera alors
du mouvement
cherché, ( X, = L sin 8 4- X cos 8 — y sin 8,
(4) ! î/i = X sin 8 4- î/ cos 8,
( 2, = N sin 8 4- N' cos 8 — N' -h z.
Pour 8 = 0 on a x, = x, i/j = y, r^ = 2, c'est-à-dire que, pour 6 = 0, les deux trièdres, l'un fixe T, et l'autre mobile T, coïncident.
Équation du plan de la
trajectoire d'un point.
Discussion.
Si l'on cherche l'équation
du plan n qui contient la trajectoire du point M (.t, y, r), on est conduit à écrire que i, m, n, p sont des fonctions de œ, y, z rendant identique l'équation
2 [L sin ô + a; cos 0 — y sin 6] 4- m [x sin 0 -+- n [N sin 0 H- N' cos 0- Ce qui donne
y cos 0]
Des deux premières équations on tire
N' x — Ny ^x-\-W{y — l) — y (y - L) — x*
P tandis que - est fourni par la dernière des équations (2).
On voit donc que tous les points de la figure décrivent des courbes planes, et de plus, il résulte de la forme même des équations (1) que ces courbes sont des ellipses; car, en éliminant sin 8, cos 6 entre les deux premières équations (1) et l'équation sin' d + cos* 0 = 1, on obtiendra l'équation d'une ellipse, projection de la courbe dans l'espace.
On observera sur les équations (1) que deux points situés sur une même parallèle à Oz décrivent la même ellipse qui serait transportée parallèlement à Oz.
Si les dénominateurs des équations (3) sont nuls, les équations (2) sont indéterminées, et une infinité de plans passent par la trajectoire du point (x, y, r), laquelle, dès lors, se trouve être une droite ou plutôt un segment de droite. Les équations
N'x — Ny=0, Njc + N'(î/ — L)=0, —^/(y — L)-.t»=0
en X, y sont compatibles et admettent un système de solutions X = a, y = hy en sorte que tous les points de la droite D parallèle à Oc, qui est l'intersection des plans x = a, y = b, décrivent des segments de droite.
Si l'on veut introduire dans les formules (1) les coordonnées a, b de cette droite, on trouvera qu'on peut poser, k désignant un coefficient
constant,
ft* -+- h* N =fea, N' =kb, L==
et il vient alors
X. = — - — sin 0 4- ce cos 0 — y sin G, o
yi = xsinO + y cos 0,
Cj = A: [« sin 0 — & (1 — cos 6)] + z.
Représentation Pour nous faire une réprésentation de ce mouvement, nous allons
du chercher les surfaces lieux des axes du mouvement hélicoïdal
mouvement, tangent, surfaces qui, nous le savons, roulent l'une sur l'autre en
glissant suivant la génératrice le long de laquelle elles se raccordent.
Observons que le plan des x^0^y, ayant une direction invariable dans la ligure mobile comme dans l'espace, la projection de la figure mobile sur ce plan est une figure de forme invariable dont le mouvement accompagne le mouvement de la figure de l'espace.
Les deux premières équations (4) représentent ce mouvement, et c'est un exercice facile de démontrer que les lieux du centre instantané dans la figure et dans le plan fixe sont deux cercles Q et Q^, le isecond do rayon double de celui du premier et qui se touchent intérieurement.
On peut encore remarquer que le point x = Oy y = 0 décrit l'axe OjaCj, tandis que le point xz=z a^y =zh décrit la droite
On est donc bien dans le cas du mouvement de l'ellipsographe décrit à la page 164, et ce mouvement résulte du roulement intérieur sans glissement d'un cercle û sur un cercle de rayon double Q,.
Maintenant, pour passer du mouvement de la projection de la figure sur le plan x^O^])y au mouvement de la figure olle-mème dans l'espace, il suffira de lui imprimer un glissement suivant l'axe O^z^. Si donc on considère les deux cylindres T, T^ qui ont leurs génératrices parallèles à Oj z^ et qui ont respectivement Q et Q^ pour bases, ces deux cylindres constituent précisément les deux surfaces qui, suivant la locution de Reuleaux, virent au cours du mouvement. Ces cylindres sont à chique instant tangents suivant une génératrice et roulent l'un sur l'autre en glissant, mais avec cette circonstance expresse (jue le glissement a lieu suivant la génératrice de contact.
La loi de ce glissement est donnée par la condition qu'un point
de la droite appelée D (et, en conséquence, tous les points de cette droite) décrive un segment de droite, nécessairement situé dans le plan que décrit la droite D.
Le mouvement ainsi défini est une extension naturelle du mo\ivement de l'ellipsographe, mouvement que l'on retrouverait d'ailleurs si, dans les formules (4), on prônait k = 0.
Signalons, pour terminer ce sujet, ce fait qu'une droite quelconque de la figure mobile engendre dans ce mouvement une surface du quatrième degré. Il en sera de même évidemment dans le njouvement inverse, d'après un théorème énoncé au début.
Examen 3. Il reste à examiner le cas où les plans des trajectoires, au lien
des C3S écartés d'être quelconques dans l'espace E, seraient des plans exceptionnels au début. dépendant seulement de deux ou même d'un seid paramètre.
Il faudrait alors qu'un même plan II Contînt les trajectoires d'une infinité de points de la figure mobile. S'il en était ainsi, et si, de plus, trois des points A, B, G dont les trajectoires sont dans le plan IT formaient un triangle, nous nous trouverions dans le cas où un plan de la figure glisse sur lui-même. Alors, en effet, tous les points de la figure mobile décrivent des courbes planes ; et les plans de ces courbes sont parallèles.
Le raisonnement cesserait de s'appliquer si les points A, B, G, ... de la figure mobile qui décrivent un même plan n étaient en ligne droite. Alors les points de la figure mobile se trouveraient distribués sur des droites A et chacune de ces droites A décrirait un plan. En menant par un point fixe 0 des parallèles à ces droites A, on aurait autour de ce point une infinité de droites formant entre elles des angles invariables et qui devraient décrire chacune un plan fixe passant par le point 0. Un tel mouvement est impossible.
A ce raisonnement échappe, il est vrai, le cas où les droites A seraient toutes parallèles entre elles. Mais alors les plans balayés II doivent être tous parallèles à une même droite A^ à laquelle resteraient aussi parallèles toutes les droites A qui décrivent chacune un plan n. Si l'on appelle <I> un plan normal à Aq, ce plan <^ aura une dii*ection invariable dans l'espace aussi bien que dans la figure mobile; et si l'on considère alors la projection de la figure sur ce plan, on obtiendra une figure plane do forme invariable dont les divers points décriront les projections des trajectoires des points de l'espace. Or, ces trajectoires sont dans des plans II normaux au plan «l>; leurs projections sont donc les traces mômes de ces plans; et nous avons ainsi un mouvement plan dans lequel tous les points
Conclusion de cet examen.
décrivent des droites. Il ne peut s'agir, dès lors, que d'un mouvement de translation ; tous les plans H sont parallèles, puisque leurs traces sur le plan <I> doivent l'être.
Dans le mouvement dans l'espace tous ces plans II vont donc glisser, chacun sur lui-même, puisque, pour passer du mouvement en projection au mouvement dans l'espace, il suffit d'introduire un glissement normal au plan *^ et parallèle, par conséquent, aux plans n. Nous retombons donc dans un cas de ligure mobile dans laquelle une famille de plans parallèles glissent sur eux-mêmes.
En résumé, en dehors du mouvement étudié dans le paragraphe 2 et du mouvement d'une figure de forme invariable dont un plan glisse sur lui-même, il n'y a pas d'autre mouvement dans lequel tous les points de la figure décrivent des courbes planes.
Emploi des formules d'Olinde Rodrigues dans rétude des mouvements algébriques.
Formules du mouvement
rapporté à des pai-amètres rationnels.
Mouvements algébriques unicursaUx.
4. Le problème que nous venons de traiter nous a offert un cas particulier intéressant de mouvement algébrique. Les variables d'Olinde Rodrigues se prêtent d'une façon particulière à l'étude de ces sortes de mouvements.
Si l'on introduit les paramètres homogènes X, [/,, v, p qui permettent d'exprimer rationnellement les 9 cosinus directeurs d'un trièdre trirectangle mobile par rapport à un trièdre fixe, les formules générales du mouvement continu d'une figure dans l'espace, mises sous la forme d'une transformation homographique entre coordonnées homogènes, peuvent s'écrire
(\=:M-h H[(p* -f- a' — 1/.*— v')rB -^2(X:a— vp)y - )Y = BtH-H[2(Asi.-J-v?)x-t-(?'-A'-4-iJ.*-v»)î/
2(Xv- -2(i;lv-
i Z =Ct 4- H[2(Xv-i/p)x-f-2(iAv + Xp)j/ +(.s'— X«— {;i«4- v«)c], (T=H(X' + ;^.»-i-v' + ?•)<;
dans ces formules, A, B, C, H, p, X, ;/, v représentent des paramètres indépendants. En prenant pour ces paramètres des fonctions algébriques de une ou plusieurs variables, on définira des mouvements algébriques, et les mouvements algébriques les plus généraux.
Par exemple, en prenant pour ces paramètres des fonctions rationnelles d'une même variable, on obtiendra les mouvemenls algébriques
Mouvement cubiques gauches.
unicursaux, c'esl-à-dire ceux dans lesquels tout point de !a figure décrit une courbe unicursale.
En prenant des fonctions rationnelles de deux variables, on obtiendra les mouvements unicursaux à deux variables, dans lequel tout point de la figure décrit une surface unicursale ou, comme on le dit encore, une surface représentable sur un plan point par point, de même que les courbes unicursales sont représentables point par point sur une droite.
Il est, par exemple, aisé d'obtenir des mouvements dans lesquels lous les points de la figure décrivent des cubiques gaucbes. Il suffira de prendre pour X, ja, v, p, H des fonctions linéaires entières d'un paramètre w, et pour A, B, C des polynômes du troisième degré en m.
Lorsque X, [t., v, p sont fonctions linéaires entières d'un même paramètre w, comme dans le cas actuel, il existe entre X, [)., v, p deux équations linéaires et homogènes. Grâce à une transformation de coordonnées, qui se traduit par les formules (*)
X' = — Ip — rX — ny. + mv, p.' = — mp — r[i. — h -f- ?iX, v' = — np — rv — mX + l[t.j p' = rp — IX — m[j. — nv,
on peut toujours supposer que l'on ait ramené l'une de ces deux équations à la forme p = 0.
Lorsque p = 0, les formules (5) représentent un renversement (voir la formule (6) de la note I) suivi d'une translation ; la droite autour de laquelle s'effectue le renversement passe à l'origine du trièdre fixe et a des cosinus directeurs proportionnels à X, [t., v. Puisque, dans le cas actuel, il subsiste une relation linéaire entre X, ii,,v, c'est que cette droite décrit un plan fixe, et on peut alors supposer que ce soit le plan des oc^0^y^f en sorte que v se trouvera nul.
En un mot, nous pouvons supposer que l'on ait v = 0, p = 0. Alors, par une transformation homographique portant sur le paramètre «, on pourra supposer que l'on a
X = i, 11. = Uy v = 0, p = 0;
les formules (5) se simplifient et donnent
X = f{u)t -h{a + hxt) [(1 — u») a: -t- Su?/], Y = ç (m) t -^ (a -f- bu) [2m . x — (1 — u*) j/], Z = «; (u) e 4- (a -f- bu) (1 + u*) z, T ={a + hu){i + tt») t,
(•) Voir la note tur la composition de» rotations et les juaternions.
/", (f, tt désignent des polynômes du troisième degré en u. En développant les expressions de X, Y, Z, T, on trouvera
Jbi
IB
iP.,
AU
où les Ji„ ^,, f ;, Ij); sont dos fonctions linéaires de x, y, z, t. On se rendra compte aisément que tous les points situes sur la surface représentée par l'équation
décrivent des courbes du troisième ordre planes.
Le lecteur effectuera les calculs et vérifiera que cette surface est un cylindre circulaire droit.
Mouvement à 5. Supposons maintenant que l'on ait pris pour X, [x, v, p des polylii'iua.iiaiiqties nômes du second degré d'un paramètre u; il existera encore une relation linéaire entre X, [a, v, p et l'on pourra supposer que cette relation s'écrit p = 0.
Si l'on prend alors pour A, B, C des polynômes du quatrième degré et pour H un polynôme du second, on obtient un mouvement dans lequel tous les points du corps décrivent des courbes du quatrième ordre unicursales, qui sont ici des quartiques de Steiner. Cependant, on observera que X, Y, Z, T se développent sous la forme
et les points pour lesquels les déterminants tels que
IIJb.-55ie.-2>,ii==o, lM).-^.e, 8,11 = 0,
seront nuls décriront des courbes planes unicursales du quatrième ordre. Ces points seront naturellement répartis sur une courbe.
Il y aurait intérêt à approfondir l'étude de ce mouvement, au.jsi bien que du précédent, et à rechercber, par exemple, quelles sont les surfaces dont la viration peut servir à les représenter.
Mais nous nous en tiendrons à ces indications pour aborder la question des mouvements imicursanx à deux paranièln-s.
Mouvement à surfaces de Steiner.
Points
m décrivent
des plans.
6. Reprenons les formules (5) du numéro 4 et regavdons-y les paramètres X, [x, v, p, H, A, B, C comme des fonctions de deux variables. Une des hypothèses les plus simples consiste à prendre pour X, p., V, p des fonctions linéaires des deux variables en question.
Il en résulte alors une équation linéaire homogène entre X, \Xf v, p; et, g-râce à un changeme*it de coordonnées, on pourra supposer que cette équation a pris la forme p = 0. Nous avons déjà appliqué cette remarque.
Dans ces conditions, on pourra prendre comme variables indépen-
X u dantes les quotients - > -> ou, si l'on veut, faire usage d'un système
de trois variables homogènes X, ja, v. Alors A, B, G seront des fonctions entières homogènes do degré m de X, {a, v et H une fonction entière homogène de degré m — 2.
Faisons, en particulier, l'hypothèse m = 2 ; alors H se réduit à UDÇ constante et A, B, C sont des formes quadratiques ternaires en X, lA, V.
Les coordonnées X, Y, Z, T d'un point M quelconque de la figure mobile sont alors proportionnelles à des polynômes homogènes et du second degré des paramètres X, |jl, v. La surface décrite par le point M est ce que l'on appelle une surface de Steiner. Cette surface est du quatrième degré, admet trois droites doubles ; il y a quatre plans qui lui sont tangents, chacun en tous les points d'une conique. Enfin, tout plan tangent à la surface la coupe suivant un système de deux coniques. II nous suffit de rappeler ces faits dont la démonstration ne saurait trouver place ici.
Il est intéressant de constater qu'il y a en général des points qui décrivent des plans.
En effet, écrivons explicitement les équations du mouvement en prenant H = 1, ainsi que cela est manifestement permis. Nous aurons •
X = /'j (X, jA, v) t 4- (X* — ix' — v') a; 4- 2X|xî/ + 2Xvr, Y = /,(X, IX, v) e + 2X(xa; H- (-X» + |x« — v») t/ + 2'^.,z, Z = /; (X, IX, v) t + 2vXx -+- 2vixy + (— X« — [x' -f- v«) 3, T=(X* + tx'-t-v')<,
où f^y /■„ /*, sont trois polynômes homogènes en X, |x, v, tels que fi Q^> ?■> v) = ttiX* ■+■ a'i |x* 4- o.- V* 4- 2&i|xv H- 26,' vX + 26,'Xix. Écrivons que ac, y, z, t sont tellernont choisis qu'entre X, Y, Z, T
il existe une* relation de la forme
IX + wiY -+- nZ -f- J3T = 0, on aura, en faisant, pour simplilier, f = 1 :
l {a^ -h x) -h m (a, — y) + n («j — z) -h p = 0, l{a[ — x) + m (ttj + y) + n (a; — r) + p = 0, lla[ — x) -h m («J — y) ■+■ n {al -h z) + p = 0,
fbi + m (b, + z) -*- n (b, -f- y) = 0, l {h[ + r) H- mh', ■+■ n (b; + as) =0,
l (K + y) + »•» (K + x) -+- nh[ =0;
formules que l'on peut écrire
/ r -h Ix — my — nz -\- p = Oj
(9) \ Q — lx + my — nz -^ p= 0, ( R _ ix — my -h nz -h p= 0,
/ P' + me 4- M?/ = 0,
(10) J Q' + «z + nx = 0, ( R' + ly + ma;= 0,
P, Q, R, P', Q', R' désignant des fonctions linéaires honnogènes de I, m, n.
Des équations (10) on tire
(11) tP' + mQ' — nR' = — Simc, et des équations (9)
(12) P -}- Q — 2?ts 4- 2p==0 rélimination de z entre les équations (11) et (12), nous donnera
(P + Q) Im -h n {W + mQ' — nR') -h 2lmp — 0,
d'où résultera, en procédant par voie de permutation circulaire,
, (_ iP' — mQ' -4- nR') n — (P -^ Q) Im . 2p = ^^
^ _ (ÏP' __ mQ' — nR') t ~ (Q H- R) mn^ j (— iP' + mQ' — nR') m — (R + P) ni
ni
En égalant les diverses valeurs de p on trouve
((m'-t-n')(nR' — mQ') + i(m'-n')P'+(R-Q)iwn=0,
(14) ;(n» + i')(iP'— nK')-4-m(n« — Z«)Q'4-(P — R)«w»=0,
' (l« + m»)(mQ'— iP') + n(i' — m»)R' + (Q — P)imn=0.
La somme de ces trois équations est nulle, en sorte qu'elles ne constituent, au fond, qu'un système de deux équations homogènes entre l, m, n.
Il faudra prendre pour l, m, n un système de solutions qui fournisse pourjp, par les formules (13), et pour oc, y, z par la formule (12) et les formules obtenues par permutation circulaire, des valeurs acceptables.
Chacune des solutions qui rempliront ces conditions donnera un point de la figure décrivant un plan.
Or, les équations (14) en î, m, n représentent trois courbes du quatrième degré passant par les mêmes 16 points, si l'on y regarde l, m, n comme les coordonnées homogènes d'un point dans un plan.
Sur ces 16 points, il y en a six qui ne fournissent pas de valeur satisfaisante pour p. Ce sont les points définis par
1=0, mQ' — nK =0, ou bien
m = 0, nR' — IP' = 0, ou bien enfin
n =0, fP' — wQ' =0.
Il reste seulement dix solutions acceptables, en sorte qu'en général il existe, dans le mouvement qui nous occupe, dix points de la figure qui décrivent des plans.
Ainsi, prenons le cas où l'on aurait
/•, = 2|^v, /; = 2vÀ, A^SXiA.
Il est clair que P, Q, R sont nuls et que l'on a
P' = 1, Q' = m, IV = n.
Les équations (11) et (12) et celles qu'on en déduit par permutation s'écrivent
/ Ix — p=0, my — p = 0, nz — p = 0, \ i» -4- m' — n' = — 2lmz,
^^^^ j i' — m* + n»=r — 2hiî/,
— ?* 4- m' + n' = — ^mnx.
Il faut trouver les solutions communes à ces équations.
Excluons d'abord l'hypothèse où l'un des paramètres /, m, n serait nul. Des trois premières équations (15) on peut tirer x, y, z\ et, en portant leurs valeurs dans les trois autres, il vient
OU
et de même
m* ( — l* H- m* — n*) = 2f mnji, n* ( — l* — m' -H n') = ^Imnp.
On « donc
/' (r- _ „i» _ n*) = m^ (— P -f- )îî' — H») = n* (— i» — w' + n?)
ou encore
( i« + m* — n») (r — m») = 0, ( ?î __ ni» + H») (n' — Z«) = 0, (— i« -f- m* + n*) (m' — n*) = 0.
Si deux des trois quantités l* •+■ rr.' — n', Z' — m' + w*, — i' + w* + h' sont nulles, il en est de même de l'une des quantités l, m, n; ce cas étant réservé, il faudra alors que deu« des seconds facteurs l* — m', ?i* — i', wi* — «* soient nuls, et alors ils le seront tous les trois.
On aura donc
et de là on déduira
on a, P désignent 1 ou — i.
Les équations (15) donnent ensuite ce, y, z et p,
Comme on a pour a, ^ quatre combinaisons de signes 4- et — possibles, nous obtenons de la sorte quatre points, à savoir les points .
décrivant le plan X + Y + Z — - = 0;
2ox = ~-, .v-2' --2
décrivant le plan — X + Y-hZ + -=0;
3«x = 5» y = — -y zzsz-z
décrivant le plan X— ï 4-2 + ^ = 0}
décrivant le plan X + Y— Z+^=:0.
Ces quatre premières solutions sont fournies par un point ic = »/
= c = — ~ et ses symétriques par rapport aux axes du trièdre Oxyz.
Les quatre plans décrits sont le plan X -t- Y -^ Z = - et ses symé*
Ji
triques par rapport aux axes du trièdre flxe OXYZ.
Voyons nàainteuant si l'hypothèse que / ou m ou /' soit nul donnera une solution.
Si l'on suppose i = 0, oc restant fini, on doit avoir, d'après les équations (15), p = 0; et si m, n ne sont pas nuls en mêrae temps, on a 2/ = 0, z = 0. Les équations (15) donnent alors
m* = n', et puis
n On a donc les solutions
où « = ± 1. On a ainsi deux solutions correspondant h l'hypothèse 1=0; les hypothèses m = 0, n = 0 en donneront chacune deux autres, ce qui fera en tout six nouvelles solutions, dont voici le tableau :
1<» Le point x=:l,v = 0, 2 = 0 décrit le plan Y + Z = 0; 2» Le point x = — l,t/=:0, s = 0 décrit le plan Y — Z = 0; 3» Le point x = 0, t/ = 1 , r= 0 décrit le plan X -4- Z r=i 0 ; 40 Le point x = 0, 1/ == — 1. ;g = 0 décrit le plan X — Z = 0; 5« Le point x =r 0, y = 0, / = 1 décrit le plan X -+• Y = 0; 6» Le point x = 0, ?/ = 0, r = — 1 décrit le plan X — Y = 0.
Donc, en tout dix points décrivent des plans.
Exemple 8. Dans certains cas, ce nombre dix se trouve abaissé*
abaissement Prenons, par exemple, du nombre
dos points. /, = — X« 4- |x* + V*, ^, =: X" -h V» — |i*, /g = X« -H (i* — v*.
On trouve
P = — l -h rit -h ny Q = l — m -4- u, R nr — i 4- i,^ ^_ «^ P'=0, Q' = Q» R' = 0.
Les équations (9) deviennent
d'où l'on déduit, par addition des équations deux à deux
les équations (10) s'écrivent, du reste,
(17) mz -h ny =zO, Iz + nx=:0, ly -\ mx = 0.
Si l, m, n ne sont pas nuls, les équations (17) prouvent que x, t/, z doivent l'être; on a ainsi la solution
Si, au contraire, I, par exemple, est nul, on a p = 0, et si ni tn ni n ne sont nuls, on doit avoir y = 1, z = 1.
Les équations (17) donnent alors ac = 0, m = — n. On a donc la solution
L'hypothèse m := 0 et l'hypothèse n = 0 donneront de même les solutions
a; = 1, y = 0, 2 = 1, m = p = 0, i = — n et
Mais deux des quantités i, wi, n peuventêtre nulles. Soit »n = w=0; on a p = 0 et, comme l ne peut ôlre nul, il vient x = 1. Les équations (17) donnent alors y =: z = 0. D'où la solution
x = l, y=:z = 0, m=:n=rp=:0.
On aurait de même les solutions
x = 0, 2/=l, 2=0, Zr=n=p = 0, ic = 0, 2/=:0, 2 = 1, î = m = p=:0.
On trouve de la sorte sept points qui décrivent des plans et sept seulement. Os sept points sont sept sommets d'un cube.
Le huitième sommet est le point x = y := z =zi; et décrit, comme tous les autres points du corps mobile, une surface de Steiner; pour ce point, en effet, les formules (8) donnent
X = 2X(ix-4-v), Y=2it(X + v), Z=2v(À4-|a), T=X» + i/.» + v»,
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et la surface ainsi représentée est bien une surface du quatrième degré de Steiner sons abaissement,
u degré de la 9. Ici, se présente, sous une forme particulière, une question
• surface générale dont nous allons dire quelques mots.
d'un point Reprenons les formules (5). Si l'on regarde H comme une cons-
tante qu'on pourra prendre égale à 1, si a, ;*, v, p sont des polynômes de deux paramètres u, v du degré/? et A, B, C des polynômes du degré 2p de ces mêmes paramètres, tout point du corps décrit une surface du degré 4p*, du moins en général. Posons, en effet,
<^, (u, v)= Ae + (f* + A»— ji.* — v*)x + 2(*A[j, — vp) j/ -4- 2(av -h \t.p)Zj ^, (a, v)= Bt -h 2(aix -+- vp)af + ..., 4»,(u, v)==Ct -+- 2('av — [i.p)x + ..., *, (u, v) = (X* 4- |i.' -t- V* 4- p«) t.
Bpr^scntation Les équations (5) deviennent sur le plan.
ces formules constituent une représentation sur le plan de la surface trajectoire du point {x, y,z,t). A tout point (m, v) du plan (u, v désignant dans le plan des c/wrdonnées rectilignes) correspond un point de la surface; à toute courbe tracée sur la surface correspond une courbe tracée sur le plan et réciproquement. En particulier l'intersection de la surface par le p]an
l\ + m\ -H «Z -4- pT = 0
se trouve représentée par la courbe plane dont l'équation est
(18) l<^^ -+- m<ï>, -♦- n<I>j + jp1>4 = 0,
et celte courbe plane est du degré 2p.
Considérons une droite quelconque A dans l'espace; menons par cette droite deux plans 11,11' représentés par les équations iX-+- ...=^0, rX + ... = 0; les sections de la surface par ces plans sont respectivement représentées par les deux courbes
Les points où la droite A perce la surface correspondent à des points de rencontre de ces deux courbes planes de degré 2p. Considérons, réciproquement, un point commun à ces deux courbes planes. Si les coordonnées u, v de ce point n'annulent pas les quatre Ciitcniatique^ 24
fonctions ^ à la fois, il lui correspond un point(X,Y,Z,T) déterminé, qui est évidemment un des points de rencontre de la droite A et de la surface.
Mais si m, v annulent à la fois tous lés *, la conclusion ne subsiste plus; les formules qui donnent X, Y, Z, T sont indéterminées et les valeurs u, v ne correspondent plus à Un point de rencontre de A avec la surface.
Pour «voir le nombre des points de rencontre de la droite arbitraire A avec la surface, il faut donc compter en combien de points variables avec i, m, Uy p, l', m', m', p' se coupent les courbf's (19) et faire abstraction des points fixes par lesquels il se peut que viennent passer toutes les courbes planes contenues dans l'équation (18); ces points fixes ont reçu le nom générique dj points de hase de la représentation.
S'il n'y a pas de points de base, les cx)urbes (19) se coupent en 4p' points variables; et 4p* est, dès lors, le degré de la surface décrite.
L'abaissement de ce nombre est subordonné à la question de l'existence des points de baçe.
Examen II pourra arriver, par exemple, que les courbes X = 0, jx = 0,
des conditions v = 0, p = 0, A=0, B=:;0, G = 0 aie.it des points communs. Le
d'abais5«ment ^jgg^^ ^j^g Surfaces trajectoires s'en trouvera abaissé. Mais ce n'est du degié. , ,
pas le seul cas.
Observons d'abord que les points de base doivent vérifier l'équa tion <î>, = 0, c'est-à-dira
On a ensuite les identités
[ Ap + Bv — G(A = p*i +- v<I>, — 1^.0)3 — — «î»*,
\ Bp -k- GX — Av = p*, -4- X1>,— v<ï>, — ^ <i\y
j Cp -I- AiA— BX =: p*, -h |x*i- X1>, - ^-<I>„
[ Xg; -t- ui/ vj ^ I Ap-hBiA— Cv = X*i + H-*,— v<I>3 j^ — '^;
et, par suite, les points de base, puisqu'ils annulent «T'^, *„ 4)„ vénfieront les équations
Ap -H Bv — C[x — 0,
Bp + ex — Av = 0, (20 \ Gp + AiA-BX=0,
AX4- B;/.- Gv =0,
qu'il faut joindre à l'équation supposée
Si les quatre courbes (21) et la courbe (22) ont des points en commun, alors seulement l'abaissement dont nous nous occupons pourra se produire (*).
Supposons que l'on ait un système de valeurs de n, v vérifiant à la fois les équations (21) et (22). Les identités (20) donneront, outre
les relations suivantes
^ ^ ) pa>, 4- IX*, — xa>, = 0,
La dernière équation est une conséquence des trois premières dans tous les cas. Or, ces trois premières, en vertu de <1>^ = 0, se réduisent à deux relations distinctes. On verra facilement que les fonctions <^„ <I)j, <1>3 ne peuvent être nulles toutes les trois pour toutes les valeurs de x, y, z et qu'il suffit d'égaler à zéro l'une de celles qui ne sont pas identiquement nulles pour que les autres le soient et pour que l'abaissement ait lieu. Il suffira d'avoir, par exemple, <^t = 0 ou
At-4-(p* 4- X' — };.» — v')x-+-2(X{ji.— vp)î/4-2(Xv-i-iJtp)2=:0,
ou, en tenant compte de l'équation (22),
At-f-2(p' + X»)ac + 2(X;A — vp)î/ + 2(Xv + i;.p)2 = 0.
L'abaissement se produira donc pour tous les points du corps contenus dans ce plan. En général cet abaissement sera de 1. L'identité
(p" -^ X')» -4- (Xp. — vp)« -4- (Xv -♦- ixp)«
prouve que ce plan est un plan tangent au cercle de l'infini. A un second système de valeurs de u, v qui vérifie les équations (21)
(') Un autro cas rl'abaissetncnt gérait celui où des systèmes de valeurs dififérentB de u, V donneraient le même poiut de la èurface.
et (22), il correspondra un second plan i.soirope pour les points duquel le degré s'abaissera aussi d'une unité.
Considérons deux plans isotropes correspondant à deux systèmes différents de solutions (u, v) des équations, (21) et (22). Pour leur droite d'intersection rabaissement sera de deux unités.
Pour les points d'intersection de trois de ces plans isotropes, l'abaissement serait de trois unités.
Application JO. Sans insister sur ces généralités, appliquons les remarques au mouvemcni pfécédentes au cas des mouvements à surfaces de Sleiner, c'est-à-dire
à surfaces gu cas où ;» -= 1 .
Ainsi que nous l'avons au, p peut être supposé nul. Les équations (21) et (22) se réduisent ici au système
/oix i CjA-Bv = 0, CX-Av = 0, A|ji-BX = 0,
Si un système de valeurs des paramètres indépendants, qui seront ici -» ~» vérifie ces équations, nous obtiendrons un plan isotrope U
dont tous les points décrivent des surfaces du troisième ordre.
Si deux systèmes de valeurs vérifient ces équations, on obtient une droite dont tous les points décrivent des quadriques.
Les équations (24) pourront ainsi avoir en commua un certain nombre de solutions; nous allons uioutrer qu'elles pourront, dans certains cas, en avoir quatre et jamais davautaj,e.
Supposons, en effet, que ces équations aient précisément quatre solutions en commun. Nous pourrons, par un changement de coordonnées, faire en sorte que les valeurs de X, \>., v correspondantes annulent deux formes quadratiques, dont l'une sera
X* -I- IX* + v', et Tautre
aX' -♦- bjA* 4- cv*.
Comme A, B, G sont des fonctions du second degré, on pourra trouver six fonctions linéaires P, Q, R, P', Q', R', ou X, ja, v telles que Ton ait identiquement
Bv — CjA = P (X« + 1*» + V*) H- F (aX' 4- hv* + cv'), ex - Av = Q (X* + \l' -h V*) -+- Q' (aX« +• 6ix» 4- cv«), Ajji — BX = R (X' -t- lA» + v') 4- R' (aX* -+- bjA* + cv»). On voit qu'on aura l'identité
(PX + Q|X4- Rv) (X' 4- ix« 4- v»)
+ (P'X + QV 4- R'v) (aX' + bv.* 4- cv') = 0,
Inquelle entraîne les deux suivantes:
PX + Qtx + Uv = oX* + èjA* + cv*, P'X + QV + R' V = - (X« + sx« -t- v').
Gomme P, Q, R, P', Q', R' sont des fonctions linéaires, on peut en conclure que l'on aura
P = aX -4- gv — r(x, Q=:bjA. + rX — pv, R= cv -H PH^— gX,
P' = — X-hq'v — rV, Q' = — ji+r'X— p'v, R' = -v 4-y^-g'X,
où p, g, r, p', g', »*' désignent des constantes. Il viendra ainsi
Bv — Cl* = (aX + gv — tja) (X* + \t* + V»)
+ (— X + g'v — r'|ji) (aX* 4- 6:x» + cv*), on encore
[B — (a — c) Xv — q (X» + i** + v«) — q' (aX« 4- l»|i* + cv')] v
=[G_(b — a)XiA — r(X« -H ;*• + v«)— r' (aX* + V 4- cv*)]ia.
On voit ainsi que la fonction du second degré
C — (b — a) Xjx - r (X« 4- |x« + v'j — r' (aX* 4- bj/i* 4- cv«)
est divisible par v et on peut poser
C_(b — a)Xix — r (X« 4- jx* 4- V») — r'(aX» 4- 6ix« 4- cv«)
r= V («X 4- Pi* 4- yv).
De là on déduira
B — (o ~ c) Xv — g (X' + îii' 4- V*) — q' (aX* 4- 6|i.« 4- cv«)
= ;x(«X4- Pix4-'p)»
et de même
A — (c — fc) jxv — p (X« 4- 1** 4- v«) — p' (aX« 4- b jx* 4- cv«)
= X (aX 4- Pix 4- Y'»)»
On a ainsi les expressions de A, B, C. En se reportant aux formules (8), on verra qu'il suffit de changer
ar, y, z en x — -t ?/ — S' ^ ~ o P**""" *^*''*® disparaître aX 4- P|a 4- Yv des expressions ci-dessus, et on aura simplement
A = (c — 6) ;xv 4- p (X« 4- jx* 4- v*) 4- p' («X* 4- 6{x" 4- cv*), B = (a — c) vX 4- g (X* 4- jx» 4- v') 4- g' (aX* 4- 6(x* 4- cv*), C = (6 — a) Xjx 4- r (X* 4- jx* 4- v») 4- r' (aX* 4- fc|x* 4- cv*).
On peut simplifier encore davantage en observant que si l'on efïectue un transport des axes fixes, ce qui revient à changer X — pT, Y — '/T, Z — rT en X, Y, Z, on fait disparaître les seconds termes.
On a donc finalement
A =r (c — 6) [xv -4- !>' (aX* + 6(x* -h cv*), B = (a— c) vX + g' (aX* + h^* 4- cv*), G = {h— a) XjiL -H r' (oX* + h^i} -4- cv*).
Les équations (21) (22) deviennent alors,
Bv — GiA = P' (aX' + 6|x* 4- cv') = 0,
ex — Av = Q' (aX' + b{jL* + cv«) = 0,
A|x— BX = R' (aX» + 6[x' + cv*) = 0,
X* -4- lA* 4- v* = 0.
En dehors des quatre solutions qui correspondent à aX' -+• b[i.' -4- cv* = 0 il n'y en a pas d'autres; car les équations
ne sont pas compatibles, leur déterminant 1 + p'* + q" 4- r" étant différent de zéro, quatid il s'agit d'un mouvement réel.
Les quatre solutions qui sont les seules existantes sont données par les formules
X" _ tx" v^'
et si (X', \k', v') est l'une d'elles, les trois autres seront
(- X', 4- p.', 4- v') (4- X', - /, 4- v') (4- X', 4- fx', - v').
Les quatre plans isotropes correspondants dont les points décrivent des surfaces du troisième degré seront définis par les équations
/ X'ia'v' 4-2X'a;4-2|x'î/4-2v'z = 0, \ — XV'v'-2X'j'4-2(jl'î/4-2v'2 = 0, , ^^) i — X>'v' 4-2X'x — 2/1/ 4-2v'z = 0,
— X'jjl'v' 4- 2X'x 4-2|i.'ï/ — 2v'z = 0.
Ils forment un tétraèdre dont les sommets décrivent des plans. Les points des arêtes décrivent des quadriques. Il convient d'observer que deux seulement de ces arêtes sont réelles.
Il y a sur chaque arête un point qui décrit un plan. Gela nous fait six points de plus qui décrivent des plans et, par suite, en tout dix points, comme dans le cas général des mouvements à surfaces de Steiner.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce point de détail.
icrraniue sur
; monvement
à surfaces
de Steiner.
H. Pour terminer ce qui a trait aux mouvements généraux dans lesquels les surfaces trajectoires sont des surfaces de Steiner, nous ferons remarquer que, si l'on assujettit un des points du corps à décrire sur sa surface de Steiner une courbe unicursale du quatrième ordre, cela revient à prendre pour X, [x, v des polynômes du second degré d'un paramètre arbitraire te, ou encore à assujettir X, y., v à \me équation du second degré de la forme
Û(X, [X, v) = «/.'+ <x'[>}-^ a'v«+ 2Pixv + 23Vv + ^^'X-^^O.
Il est très aisé de se rendre compte que, dans ce cas, il existe une infinité de points qui décrivent une couibe plane sur leur surface de Steiner.
On a, en effet, dans ce cas général, et conformément aux équations (8), où l'on fait t = 4 ,
X = (Cj + x) X* -+- {a[ — ce) jjL* + {a[ — x) v*
+ Sbjjxv + 2 (b; + r) vX + 2 (b[ + y) Xix, Y = (a, - y) X» -H (a; + y) ji.» + (a^ — y) v'
4- 2 (b; -f- s) H-v -+- 26JvX + 2 (b; + x) Xja, Z = («, — 2) X* -+- (a; — z) jji.' + (aj -f- z) v*
-h 2 (&3 + y) lAv -+- 2 (6; H- ac) vX -+• 25;X{i,, T = X» + [X* 4- v«.
Si donc la forme quadratique IX + m Y + nZ -h j:)T se trouve identique à û, le point (x, y, z, t) décrira une courbe contenue dans le plan IX -h mY + ... = 0. Or, pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que les déterminants à 5 colonnes compris dans la matrice
aj -4- z
soient nuls. Gela a lieu pour tous les points (oc, t/, z) situés sur une certaine courbe du sixième ordre. Cette courbe passe par les dix points qui décrivent des plans
Sur les mouvements dans lesquels certains points du corps décrivent des plans ou des courbes planes.
12. Les développements qui précèdent ont manifesté l'intérêt qui s'attacbe à la recherche des conditions dans lesquelles uu nombre
fini ou infini de poiut.s du corps décrivent des pians ou des courbes piaoes.
Je terminerai celte étude en reproduisant les indications que j'ai
données autrefois sur ce problème, dans mon enseignement à la
Faculté des sciences, en 1881.
Examen du cas Supposons, par exemple, que l'on assujettisse un certain nombre
où deux points Je points à décrire des plans ; il pourra se faire que, par le fait même,
décrivent d'autres points décrivent également des plans.
Examinons, par exemple, le cas de deux points A, A' qui décrivent deux plans II, II'. On peut supposer que A est l'origine du trièdre mobile et A' un point de l'axe Ox. On peut prendre le plan II pour le plan Z = 0, tandis que n', s'il n'est pas parallèle au plan n, sera pris passant par l'axe OX, de sorte que Y -h /cZ = 0 sera son équation.
Soient alors
/ X = a 4- ax -H d'y -f- a'zy ( Z=c-+-Y^-+-ï'2C4- y'^»
les équations qui représentent le mouvement. Dire que le point A décrit le plan n, c'est dire que l'on a
et comme les coordonnées absolues du point A' sont
Y = ft4-^/», Z=:C + Yfc,
où h est Vx du point A', l'équaiion
b-^-h^ + k{c + hy) = 0
exprime que le point A' décrit le plan II'. Ces équations s'écrivent encore
(27) b — —h(^-h ky\ c = 0.
Si, en vertu de ces conditions, un troisième point ce, y, ; doit décrire le plan IX -f- m Y -4- nZ -*- p = 0, il faut que l'équation de condition
(28) f (o H- atûc 4- a' î/ -+- «'«) + m {b + ^x + ^' y -{- 3'«)
-+- n (c -f- Y» -H T'y -'- ï'*) -f- p = 0 résulte des équations (27) ou qu'elle devienne une identité lorsque l'on y remplace b, c par leurs valeurs (27). Or, on trouve ainsi l'équation
la + l {ix + a' y -h %'z) + m [(x -h)^ + a'y + ^'z]
— *n/iJlcY + n (y* -*- y* 1/ Y*«) -f- p = 0»
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Pour que cette équation n'établisse aucune relation nouvelle entre a et les cosinus (x, y, z ne pouvant être nuls, sans quoi le nouveau point coïnciderait avec A, ni être égaux à /), 0, 0, sans quoi il coïnciderait avec A'), il faudrait avoir { = m = n = p = 0, solution inacceptable.
Le problème ne comporte donc pas de solution si les plans (I, H' ne sont pas parallèles.
Par contre, si II et H' sont parallèles, il est clair que tout autre point de la droite A A' décrit un plan parallèle aux précédents.
Kamcnducas 13. Examinons de même le cas où trois points A, A', A' décri-
u trois points yg^t \çq\s pjans If, H', fl'. On pourra supposer que ces trois points
i.n i\cnt des ^^^ j^^^ j^ .^ ^ __ q çjj g^^jg «yg leurs coordonnées seront
>)ans formant , /xn / «x / rt\ o • ^ > v u n n.
un triWre. (^i' Vt* ^) (^i» î/«' ^) (^«' V»' ^)' ^<*'®"* i,X 4- m, Y -+- n^Z + p = 0,
Ï,X -+- m,Y + w,Z 4- p, = 0, i,X 4- m,Y -+- n,Z 4- p, = 0, les
équations des trois plans II, II', n", que nous supposerons d'abord
former un trièdre. Il est aisé de se rendre compte que, dans cette
hypothèse, il n'arrivera jamais qu'un quatrième point décrira un
plan, camme conséquence de ce que A, A' A' décrivent les plans
En effet, les équations qui expriment ces dernières conditions s'écrivent
Pj r=l^(a-h «aci 4- flt'î/j) 4- tW| (6 4- f^x^ 4- P'î/|)
n, (c 4- Y^e, 4- Y*yi -+- Ps
Supposons que, comme conséquence de ces équations, l'équation •
( P= «(a 4- ouB 4- a'y 4- a'?) 4- m (b 4- (iac 4- ^'y 4- ^'z) ^ M 4- n(6 4-Yac-+-Y'y-»-Y'«)+l>=0.
qui exprime que le point (ac, y, z) décrit le plan IX 4- mV 4-nZ 4- p = 0, se trouve vérifiée.
Comme le déterminant 1 ± ^im,n, n'est pas nul, puisque les plans II, n', n' forment un vrai trièdre, on pourra tirer a, b, c des équations (29) et, en portant ces valeurs dans l'équation (30), il restera une relation linéaire entre a, a', a*, p, ^', ^', y, y', y', qui devra être une identité.
Cela existera que les coeflictents de z, a' , ... dans cette relation i ien-
tique soient tous nuls. On a donc entre P^ Pj, P, une relation identique de la forme
où 6j, ôj, Oj sont des constantes dont aucune n'est nulle; sans quoi, si O3, par exemple, était nul, l'équation P = 0 résulterait des équations P^ =: 0, Pj =0, ce qui ne ?e peut puisque, les plans fl, II', II' formant un trièdre, les plans II, fl' ne peuvent être parallèles.
Nous sommes donc amenés à discuter l'identité (31).
Celle ido!;tité se décompose dans les équations suivantes :
\ ^^m^ -h ôjWj 4- O3WJ -= m, \ Oitii + 0,n, + 63 «3 ■— n,
^ OjX, . m^ -f OjCCj . m, -f- OjXjWj = wiac,
l 0 = mzj
( 0 = nc,
6|Pi + 0,p, -Hô,p3 = p.
Ia'.s équations (32)'" entraînent la relation z -z. 0, car l'hypothèse l = m =-- n Tzz 0 est inacceptable.
Los équations (îfâ) (32)' (32)' prouvent que les équations homogènes en u^, «,, U3, u
Wï,u, -H rn,Mj h- rrt,«, = mit,
admettent les trois systèmes de solutions
(ôi, e„ O3, 1) {%x^, 0,ac,, 6,ae„ x) (9,^^ e,y„ e,î/„ y).
Deux au moins de ces systèmes de solutions sont distincts, car il fau drait sans cola que l'on eût à la fois
Xi = X, = X3 = X, yj = y, = y, — y ;
tous les points coïncideraient.
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Le syf?tème Uuéaire (33) est donc indéterminé et les déterminants à 9 termes compris dans la matrice
mj m^ Wj m Hy «j «3 n
sont nuls, ce qui est impossible, puisque les plans II, II' , fl' forment un vrai trièdre.
Ainsi : jamaifi la condition que trois poinls A, A', A' décrivent les faces d'un trièdre n'entraînera le fait d'un quatrième point décrivant lui aussi un plan.
xamonducas 14. Supposons donc que les plans II, II', II' soieïit parallèles à
1 trois points uug même droite; on peut supposer que ce soit Ja droite OZ et alors décrivent n
trois plans • ■ ■•
puaiièles à ^^^ équations (29) deviennent
une même , ■, ti/ i\ /-n m \ n
droite. M^a + m,6 4- l, (ax, -+- a y,) + »^ (^rc, 4- ^'y.) + Py — 0,
( «,a 4- ms& 4- «5 (a.r, 4- a' y,) 4- m, {^x^ 4- P' J/,) 4- IJ3 = 0,
L'équation qui exprime que le point {x, y, z) dt'crit le plan (i, m, n, p).
^ ^( +n{yx^y'y + fz)+p=zO,
doit être une conséquence des équations (34). Comme on écarte le cas déjà traité où les trois plans seraient parallèles, l'un au moins des déterminants l^m^ — w,i„ l^mi — w,?!, Z^m, — mj^ est différent de zéro, et deux au moins des équations (34) forment un système résoluble par rapport à a, 6.
En portant ces valeurs dans la troisième équation on trouvera
/ {l,rp^ — lyn^) [i, (ax, 4- ct'y^) 4- m» (^a:, 4- ^'y») 4- Py], (36j 4- (km, - l^m.,) [l, {xx^ 4- a'y,) 4- m, (pac, 4- 3'y,) 4- p,],
\ 4- {l^m, - l.m,) [l, {xx, 4- a'y,) 4- m, (^a), 4- ^'y,) 4- P3] =: 0.
tandis que l'équation (35) se réduira ù une relation entre c et les cosinus. Or, cette relation devant être une conséquence de (36), la quantité c ne saurait y fii^urer; elle ne doit pas figurer non plus dans l'équation (35) et, par suite, l'on a n = 0.
Le plan décrit par le point (x, y, z) est donc parallèle à OZ, comme les trois plans II, n', H'.
Par la subslitution des expressions de a, b dans l'équation (35), celle-ci devient donc une relation linéaire entre les cosinus directeurs qui doit être une conséquence de l'équation (36). Il ne faudrait pas se hâter d'en con(^lure que ces deux relations linéaires entre les cosinus directeurs doivent être proportionnelles terme à terme. Si, en effet, on exprime dans (36) les cosinus directeurs en fonction des paramètres X, ,a, V, p d'Olinde Rodrigues, le premier membre de cette équation prend la forme d'une fraction dont X* -+- ;x* ■+- v* + p* est le dénominateur et dont le numérateur est une forme quadratique en
Si cette forme quadratique est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires, l'équation (36) se trouvera décomposée, et il suffit que l'un de ces facteurs divise l'équation linéaire entre les cosinus qui résulte de (35) (les cosinus étant encore exprimés en X, [k, v, p) pour que l'équation (35) soit une conséquence de (36).
Si l'on fait abstraction de ce cas de décomposition, alors les deux équations linéaires sont bien proportionnelles terme à terme, et en conservant les notations du numéro précédent en aura encore une identité de la forme
seulement on a maintenant n^ = n, = )i, = n =0, en sorle que les équations (32) et suivantes se réduisent à
équations qui expriment que le système linéaire en u^, «,, u,, ti,
^«t -+- h^i -^ h^s = w> 7n^u^ -h w,U, 4- WjW, ■= U
admet les trois systèmes de solution
(6., Ô„6„1) (Ôic»i, 0,x„ e,a:„ x) (e^Vi, 6,i/„ e,y„ j/).
Ces trois systèmes ne sauraient être linéaironient indépendants, car les déterminants i;>%. — /tm^ ne sont pas tous nuls; on a donc
quatre i*elations de la forme
e, (Xa?, 4- v.y, -H v) = 0,
% (Xx, 4- i>.y, + v) = 0,
%{Xx^ + I^..V, 4- v) = 0,
Kx ■+- \i.y + V =0.
Aucun des % n'est nul, car si l'on avait 0, = 0, les équations P, = P, =0 entraîneraient P = 0 et l'on serait dans le cas que nous avons étudié au numéro 13. Aucun des 6< n'étant nul, on voit que les équations ci-de-sus expriment que les points A, A', A' et le point (jc, y, z) sont sur une môme droite du plan z .^0.
Il est toujours permis de supposer que cette droite est l'axe Ox, ce qui réduit à zéro t/j, y,, t/,, y.
Le système des équations (37) et suivantes se réduit alors au suivant :
(38) j Oim, + QjW, -4- 0,m, = m,
' f 0^m^x^ 4- f),î,a;, -f- 6,m,T, == mx.
La première des équations (38^, jointe à la première do:; équations (38)' permet d'éliminer i ; on élimine de même m entre la seconde équation (38) et la deuxième équation (38)'. On trouve ainsi les deux équations suivantes :
OjWtj (x — x^) 4- Ojm, (x — x,) H- O^nij (x — x,) r= 0,
d'où l'on tire pour 0,, 0,, 0^ les valeurs proportionnelles à
(?,m, — ijW,) (,r — X,') (x — X,),
(/,mj — 7jm,) (x — X,) (x — x,),
En transportant ces valeurs de 0^, 6„ 0, dans les équations (38) on obtiendra les expressions de ly m, p en fonction dex,
/ i — h {it>ih — h^»i) {x — ^i) (3C - X,) 4- i, (1,>H, — fj>»,) (x — X,) (x — X,)
-^h (il'»,— ^îWJ,) (x — Xj)(x — X,)
m = m, (/j)», — i,»Aj) (x — a-,) (x — x,)
i 4- IMj (fi>W, ^ï^^ii) {x — ^i) {x — X,)
\ p ~Pi (^»»j — ^'"i) (a; — ae,) (x — X,)
\ -*- Pt ih '"i — ^"'s) (a^ — X») (^ — a^i)
Los points Ces formules montrent que lorsque le point x varie sur l'axe Ox,
«lune droite le plan qu'il décrit change, mais reste tangent à un cylindre parabo-
fléciivpiu les ijqup ^q^<^ j^g génératrices sont parallèles à l'axe OZ. plans tangents ilt , i .1 . . •
d'nn cylindre *^°"^ "*^ '^ théorème suivant :
parabolique. ;§£ U'oxs points A, A', A' d'une même drntc décnvrnt trois plans formant un prisme, tovt point M de la même droite décrit un plan parallèle aux arêtes de ce prisme. Lorsque le point M change sur la droite, U plan qu'il décrit change en enveloppant un cylindre parabolique qui est naturellement tangent aux trois fa£es du prisme.
Il pourrait arriver que les trois plans II, FI', n* non seulement fussent parallèles à une même droite, mais fissent partie d'un môme faisceau. Alors les principes les plus élémentaires de 1.1 théorie du rapport anharmonique rendent évident ce fait que tout point de la droite A A' A' décrit un plan de ce même faisceau.
Cas général où 15. Examinons maintenant le cas où quatre points décrivent
quatre points quatre plans formant un tétraèdre. Si l'on désigne génrriquement
ecriven ^^^ ^^ ^^ ^^ j^g coordonnées de l'un des points et par i,, m^, ><<, p;
formant '*^ coefficients de l'équation du plan qu'il décrit, oïi devra avoir
un téiraédie. quatre identités de la forme
j P, r= ï.(a -f- dXi -\r d'Vi + ciz) 4- m<(6 + ^x^ + ^'y, -t- ^'z,)
(40) ^-?^<(c-f•ra;i + Y'^/i + Y'^*) + Pi = 0 1 (t==i,2,3,4).
En éliminant o, &, c entre ces quatre équations, il restera une équation linéaire entre les neuf cosinus, c'est-à-dire une relation quadratique entre les paramètres X, |j., v, p d'Olinde Ilodrigues.
Soit
(41) e (X, lil, V, 1:) :=: 0
cette relation quadratique.
Les équations (40) fournironî. en même temp.s pour a, h, c des expressions linéaires en a, a', a", (5, p', fi', y, y', y', c'est-à-dire des fonctions homogènes et du second degré en X, [t., v, p
Dès lors, les formules qui représentent le mouvement s'écriront
[ T = *, = X» -^ 1^.* -+->'-+- p% où <^,, <I>j, <I>3, <I>4 sont des fonctions homogènes et du second degré
Cas de lécomposition.
Retour a cas général.
de X, [i., V, p. Seulement ces paramètres X, p,, v, p se trouvent liés par l'équation
0 (X, {X, V, p) zr: 0.
On doit observer que ce mouvement est unicursal. En effet, l'équation 0 =0 représenle en coordonnées homogènes X, [;., v, p une quadriquc pour laquelle les coordonnées d'un point courant sont exprimables sous forme de fonctions homogènes* et du second degré de trois paramètres M, V, w. On reconnaîtra aisément que les courbes qui représentent sur le plan les sections planes de la surface, quand on emploie les paramètres u, v, u-, sont des courbes du quatrième ordre ayant deux points doubles en commun et ne se coupent dès lors qu'en huit points variables.
Les surfaces décrites sont donc du huitième degré. Si l'on fait varier X, [>., v, p de manière à se déplacer sur une droite de la quadrique 0 = 0, X, {x, v, p sont des fonctions linéaires d'un paramètre; les coordonnées absolues X, Y, Z, T du point décrivant sont des fonctions du second degré d'un paramètre et l'on voit ainsi qu'aux génératrices rectilignes de la quadrique 0 = 0 il correspond deux familles de coniques tracées sur la surface du huitième ordre (*).
Tout ceci est dit dans le cas où la relation 0 =. 0 entre les cosinus ne se décompose pas. Si cela avait lieu, si 0 était égal au produit de deux fonctions linéaires en X, [x, v, p
il y aurait évidemment deux mouvements à surfaces de Steiner (n'' 6) qui satisferaient aux conditions imposées. Dans chacun d'eux il y a six autres points (du moins en généfal) qui décrivent des plans.
Il est intéressant de se rendre compte si qtidque chose d'analogue peut se produire, môme dans le cas où l'équation 0 = 0 no se décompose pas, et si, dans ce cas encore, le fait (fue quatre points décrivent des plans entraîne la même chose pour un cinquième.
Soient x, y, z les coordonnées de ce cinquième point et i, m, n, p les coefficients de l'équation du plan qu'il décrit.
L'équation de condition
^^ i -i-n{c+ yx-i-yy + 'f''z)+p = 0
doit être une conséquence des quatre équations (40). Comme nous nous
(1) \'oir ma note aux Comptes rendus en 1881. Plus réconimeut, M. Koenigs a étudié ces surfaces duns les Annalts scitMtifiqtiu de VÈtole normale suférieurt.
plaçons hors du cas de décomposition, on verra, comme au n9 14, qu'il doit exister entre les P^ et P une identité de la forme
(44) P = ÔjP. + 6,P, + 0,P, + e,p,.
Celte identité se décompose dans les relations
xm = l^iXitHij yni =z SOit/im,, zm = IHiZiiriiy
xn = l^iXiiii, yn — le.î/.n.., ZAï = SÔ.Zin...
V = se.p,,
Ces treize équations expriment que le système d'équations en
tt, -h U, -f- U, -4- M, = M,
y.Mj + y. M, -»- y,u, h- y,«, = y m,
admet trois systèmes de solutions
Ces trois systèmes de solutions sont linéairement indépendants, sans quoi les cinq plans considérés sont parallèles à une même droite, cas que nous écartons tout d'abord. Il faudra donc que le système des équations (45) se réduise seulement à deux et que tous les déterminants à trois lignes et à trois colonnes tirés de la matrice
Vk
Vt
soient nuls. Cela équivaut à dire que les quatre points (x^, y^, z^ et le point (x, y, z) sont sur une même droite.
Nous pourrons supposer que l'axe Ox est celte droite. Les y^, r, sont nuls ainsi que y et s, ce qui réduit aux deux premières le système des équations (45).
Alors, par un calcul entièrement analogue à celui du numéro précédent, et en désignant par A, le déterminant Z ± l^m^n^ et par A,, Aj, A, les quatre déterminants analogues, on trouve que le point M d'abcisse égale à x sur l'axe Ox décrit un plan qui a pour équa-
tion
Quand le point M varie sur l'axe Ojc, le plan qu'il décrit change en restant tangent à une développable parabolique de la troisième classe, ainsi que le prouve l'équation (47) qui donne la représentation de ce plan en fonction du paramètre variable x.
Ainsi, si quatre points A, A', A", A'" en ligne droite, décrivent quatre plans II, II', II', II'" formant un tétraèdre, tout autre point M de cette droite décrit un cinquième plan. Si le point M vient à changer sur la droite, le plan qu'il décrit change, mais en restant tangent à une surface développable de la troisième classe, parabolique.
Mais il faut bien se rendre compte que, dans ce mouvement, les points A, A', A', A*^, ..., M ne décrivent plus la totalité des plans II, n', ...., ils décrivent des coniques dans ces plans.
La chose est bien différente, comme on voit, de celle qui se présente dans le mouvement à surface de Steiner où la totalité du plan (aux imaginaires prés) se trouve décrite- La démonstration directe de cette proposition peut être simplifiée par la remarque suivante. On a vu au n ' 98, page 297, que si trois points en ligne droite A, A', A' décrivent les faces d'un trièdre, tout autre point M de la droite décrit un ellipsoïde. Si donc le point M se trouve, par surcroît, devoir rester dans un plan, il décrit forcément l'ellipse d'intersection de l'ellipsoïde et du plan.
On observera que tous nos raisonnements supposent simplement que l'élimination de a, 6, c entre les équations (40) n'a donné qu'une seule équation 0 = 0 entre les cosinus. Or, cette supposition subsistera tant que l'un des déterminants à 9 termes tirés du tableau
sera différent de zéro, c'est-à-dire tant que trois au moins des quatre plans n, n', n', n*^ formeront un vrai trièdre.
16. Il nous reste donc à examiner le cas où les quatre plans II, n', n', n'* forment un prisme.
On pourra alors supposer que ces plans sont tous parallèles à OZ, ce qui donnera
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Les équations (40) s'écrivent
I Pj = fi (a -f- ax, -f- xyi 4- az,) -f w^ (6 + ^à:^ + ^'j/^ 4- 3*ï.>
l'équation (43) qui exprime que le point j?, y, z décrit le plan {ly m, n, p) devant être une conséquence des équations (48), on voit que la variable c ne doit pas y figurer; n est donc nul et le plan décrit par le point (se, t/, z) est lui aussi parallè'e à OZ. L'équation (4'î) s'écrit alors
(49) P = i(a + ax 4- «'»/ 4- a*z) -f wC* 4- ^ 4- P'î/ 4- ^*z) 4-p=0.
En éliminant a, 6 entre les équalious (48), ou obtientlra deux équations linéaires entre les cosinus
en portant alors les valeurs de a, h, tirées de deux des équations (48), dans l'équation (49) on obtiendra une relation linéaire entre les cosinus, que je représente par
Si l'on fait encore abstraction du cas où il y aurait décomposition, cas qui donnerait encore une relation linéaire entre X, jjl, v, p et conduirait à un mouvement à surfaces de Steiner, il faudra que W soit une combinaison linéaire de 0 et de H, en sorte qu'en définitive il existera encore une relation identique de la forme
(51) P = O^P, 4- OjP, 4- e,P, 4- 0»P„
comme précédemment, équation (44).
L'équation (51) se décompose encore dans les suivantes :
l =: Ifiihy tn = 2 6. m,., p = 20iP„
xl = ZUiXilif xm = 26fX,î)t,-, yl — 20,y,i„ y m = Se,!/.*^,,
Ces relations expriment que lé système d'équations déjà formé (45) admet les deux systèmes de solutions indépendantes
I (Oi?», ^,h ^.h^ 0*^> Ô0> ^^^^ f (0,m„ 6tm„ e^mj, Q^m^, Ôrn).
11 faudra donc que tous les déterminants à quatre lignes et à
NOTES DE M. OARBOUX. 387
quatre colonnes tirés du tableau déjà considéré 11111
Vi y% y» y* y
*4 *j Zf^ Z'g^ %
soient nuls.
Cela revient à dire que les points A, A', A*, A*" sont dans un même plan.
On peut alors supposer que ce plan soit justement le plan xO\f\ on aura alors z, = z, = z, = «^ = z =r 0, et les relations précédentes se réduisent à
m = 26,mi, xm z= l^XiiHif ym = Z^y^mi.
se.p,,
On peut remplacer ces équations par les suivantes
20, (x ~ Xi) li = 0, 20< (x — X.) nii = 0, 20, (y - y;) /, = 0, 26, {y - t/,) m, = 0, (55) l = l^ili, ?n = 2e,mi, p = l^.p..
Les quatre premières équations sont surabondantes pour déterminer les valeurs des 0,-; en exprimant leur compatibiliîé, on trouve qu'il faut avoir
l,(x~Xj) l^ix — x,) «,(x— X,) î,(x~x,) m, (x — X,) m,(x — X,) m,(x — x,) tn4(» — xj
h(y — yt) h(y — yt) hiy^yz) K{y — yù ^i{y — yi) WiCv — y.) w,(y — y,) »»,(!/ — ?/,)
Cette équation est du second degré en x, «/, elle représente une conique C sur laquelle doit se trouver le point M. Les équations (54) donnent alors les valeurs des 0, en fonction des coordonnées x, y du point M et en portant ces valeurs dans les équations (55) on aura les expressions {, m, p des coefficients du plan décrit par M.
On peut se rendre compte que ce plan enveloppe lui-même un cylindre parabolique de la troisième classe.
Si, en effet, on élimine x, y entre les équations (53) on trouve les cinq équations suivantes :
l = 20<i., m = ZdiWio p = l^iPi, 0 = l%Xi {Mil — Z^m), 0 = l%yt {niil -* i<m),
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d'où, en éliminant les 0,
x^(m^l — l,m) y, (Wjl — Î,»m) l^
ar, (m^Z — i,m) y, (m^l ~ l^tn) l^
Pi Pi P»
Pi P
équation du troisième ordre en l, m, p qui est vérifiée par l = 0, ni = 0.
Ainsi, lorsque quatre points A, A', A*, A*" pris dans un même plan décnvent quatre plans II, II', II', W parallèles à une même droite et formant un prisme, tous les points d\tne certaine conique C passant par les points A, A', A", ^"^ possèdeut la même propriété. Tous les plans décrits par les divers points de cette conique enveloppent un cylindre parabolique de la troisième classe.
A rencontre de ce qui a lieu au n» 16, chaque point de la conique G décrit la totalité du plan.
17. Les raisonnements qui précédent supposent essentiellement qu'un même plan ne se trouve pas décrit par plusieurs points de la figure.
Si cela a lieu pour trois poinls non en ligne droite, on est dans le cas où un plan de la figure glisse sur lui-même.
Si cela a lieu pour deux points d'une droite, il en est de même pour tous les points de la droite.
Supposons qu'une droite D de la figure balaie un plan IT et qu'en outre un point A, décrive un plan n, non parallèle au premier. Il n'arrivera jamais qu'un second point M, pris en dehors de la droite D, décrive aussi un plan comme conséquence des conditions précédentes.
Si le plan Hj est parallèle au plan II, tin plan de la figure glisse sur le plan D.
Supposons maintenant qu'une droite î) balaie encore un plan H et que deux autres points A^, A, décrivent des plans II,, H, formant un prisme avec le plan II. Si la droite A, A, coupe la droite D, tout point de la droite A^A, décrit un plan, et l'ensemble de ces plans enve-* loppe un cylindre parabolique du second degré.
Il y a enfin un cas où deux droites D, D' du corps balaient deux plans n, n', non parallèles. (Si n, n' étaient parallèles, un plan de la figure mobile glisserait sur chacun d'eux).
Prenons pour axe Oz la perpendiculaire commune aux droites D,D' et en choisissant convenablement les deux autres axes Ox, Ot/, amenons 0, D' à être représentées par des équations de la forme
Prenons pour ZOX, ZOY les plans bissecteurs des plans II, H'. Ces plans auront pour équation respectivement
(59) X + fcY = 0, X — fcY = 0.
Si on exprime que la droite D décrit le plan n et la droite D' le plan n'ion est conduit très aisément aux équations qui déGnissent ce mouvement,
En dehors des cas où les relations entre les cosinus se décomposent, il n'y a pas de points autres que ceux des droites D, D' qui décrivent des plans.
Nous nous arrêterons à ces indications qui montrent combien il y aurait intérêt à étudier à fond les mouvements algébriques et quelles ressources offrent pour cette étude les paramètres d'Euler et d'Olinde Rodrigues.
I. — Quelques généralités sur les coordonnées curvilignes
* . — Rappel des formules fondamentales relatives au trièdre mobile.
Considérons un système de coordonnées curvilignes quelconque pour lequel nous conserverons les notations adoptées pages 59 et suivantes, sauf en ce qui concerne les paramètres ^j, g,, q^, que nous désignerons respectivement par p,, pj, p,. Nous pouvons lier l'étude de ce système à celle du mouvement d'un trièdre mobile en opérant de la manière suivante. M désignant un point de l'espace dont les coordonnées, par rapport à des axes fixes rectangulaires, sont X^, Yj,, Zj, et dont les coordonnées curvilignes sont pj, p^, p„ nous construirons un trièdre trirectangle (T) dont le sommet soit en M et dont les axes Mx', My', Mz' soient définis par le tableau de Lamé.:
où les cosinus a, 6, c, ... sont des fonctions connues de ç^, p,, p,.
Désignons par ^i, r,,, Ç,- les composantes de la vitesse d'^ l'origine des axes mobiles relativement à ces axes, quand p, varie seul et joue le rôle du temps; soient également p.-, g^, v, les quantités qui définis-
sent, par rapport aux mêmes axes, la rotation du Irièdre relative au paramètre p.. Rappelons les formules des pages 225 et suivantes; on a d'abord :
if dY
/ v^ ^6 v^ , de
Les projections sur les axes mobiles de l'élément d'arc de la courbe décrite par un point de coordonnées a;, y, z, relativement au trièdre (T), sont :
dx 4- 2(5.. + q^z — îvy) dp^,
(3) ) dy -h^ifii + riic -^ PiZ) dp,,
dz 4- ^^(Çi + p,y — g<3c) dp,..
Rappelons également les formules de la page 230 :
Cp, <7p<
dvj dVi ^
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2. — Détermination d'un système de coordonnées curvilignes au moyen de son ds*.
Soit, comme à la page 60,
^ ( + 2B,crp,dp, -+- 2B,dpjdp,
l'expression du carré de l'élément linéaire de l'espace rapporté au système de coordonnées curvilignes (p,, p,, p,); les formules (3), appliquées à l'origine du Irièdre mobile, nous donnent
(7) A, = ^f + r,? -h Ç.% B, = Ç,^^ ^ njri, +Xf^,
ijjjk désignant une permutation des nombres 4, 2, 3.
Pour rendre plus explicites les considérations que nous allons développer, faisons, à l'égard du trièdre (T), l'hypothèse suivante, que l'on pourrait remplacer par une autre présentant plus de symétrie, mais qui offre des avantages évidents. L'axe des s' de (T) sera normal à la surface (p,), que l'on obtient en laissant pj invariable; son axe des x' sera tangent à la courbe C, de la page 59; nous supposerons de plus qu'on précise les directions des trois axes de (T) en les rapportant aux trois droites A,, A,, A, de la page 59.
L'hypothèse que nous venons de faire entraîne, eu égard aux formules (3), les relations suivantes:
qui, jointes aux formules (7), conduisent au système :
où J* désigne le discriminant de la forme quadratique (6); ce système détermine sans ambiguïté les translations $<, t;,, Ç<, si l'on a égard à l'hypothèse par laquelle nous avons fixé les directions des axes de(T).
Les neuf formules (4) définissent ensuite les rotations jp^, 5,, »\; si l'on porte les valeurs de ces rotations dans les formules (5), on obtient entre les A^, B^ des équations aux dérivées partielles du
second ordre qui, dans le cis des systèmes triples orthogonaux, deviennent les équations bien connues de Lamé.
Les équations que nous venons d'obtenir sont, par ce qui précède, des conditions nécessaires pour que la forme quadratique
i H- 2B,dp,rfp,
puisse représenter un ds* de l'espace.
Démontrons qu'elles sont suffisantes et que, si les fonctions A,-, B^ les vérifient, il existe des systèmes triples correspondants qui se déduisent de Vun d'eux par un déplacement d'ensemble combiné ou non avec une transformation par symétrie.
Remarquons, en effet, tout d'abord, que si l'on répète le calcul indiqua plus haut pour la formation de ces équations de condition, non plus avec les valeurs particulières adoptées pour les |,, r,i, Ç,» mais avec l'un quelconque des systèmes de valeurs que l'on peut déduire de (8), les équations résultant, sans aucune transformation ultérieure, de la substitution des p,, g,-, r, dans (.5), sont identiques à celles obtenues dans le premier cas.
Cette remarque faite, considérons un quelconque des systèmes triples dont nous supposons l'existence et associons-lui le trièdre (T) défini comme plus haut; les équations (8) détermineront les translations Çj, Yjj, ^i sans ambiguïté; les formules (4) donneront les rotations et les formules (5) seront alors vérifiées par hypothèse.
Donc, conformément au résultat que l'on doit surtout attribuer à Bonnet et à M. Darboux, et qui est rappelé à la fin de la page 228, nous aurons, j30ur chaque disposition du trièdre (T), un mouvement de ce trièdre et un seul, c'est-à-dire un système de coordonnées curvilignes et un seul. Aux deux dispositions du trièdre (Tj correspondent deux systèmes triples qui, à un déplacement d'ensemble près, se déduisent l'un de l'autre, d'après les formules (1), au moyen d'une transformation par symétrie.
H. — De la déformation d'un milieu continu en général.
3. — Introduction des six fonctions habituellement associées à une déformation.
Défirtissons une déformation d'un milieu continu quelconque occupant une portion de l'espace de la manière suivante : nous
concevons que chaque point de ce milieu éprouve un déplacement variant d'une façon continue avec la position du point et nous supposons que le milieu déformé ne puisse pas s'obtenir en imprimant au milieu primitif un déplacement d'ensemble combiné ou non avec une transformation par symétrie; si cette dernière circonstance se présente, nous dirons, pour comprendre tous les cas dans la même définition, que la déformation est nulle.
Rapportons le milieu avant et après déformation à un système d'axes de coordonnées rectangulaires. Soient x, y, z les coordonnées primitives d'un point et r + u, ?/ -+- v, z + w ce qu'elles deviennent après le déplacement de ce point. Supposons que les fonctions u, V, w de X, y y z soient définies et admettent des dérivées premières continues pour toutes les valeurs des variables correspondant à des points du milieu. Un système quelconque de telles fonctions u, V, w détermine une seule déformation; mais inversement, à une déformation ne correspond pas un seul système de fonctions u, V, w, si l'on a égard au déplacement d'ensemble, combiné ou non avec une transformation par symétrie, que l'on peut toujours imposer à un milieu sans le déformer.
Proposons-nous de définir l'état de déformation du milieu au moyen d'autres fonctions, qui seront déterminées d'une façon unique par la déformation et qui la définiront sans ambiguïté.
Les formules
peuvent être considérées comme définissant une correspondance entre deux espaces, l'un lieu du point (a?, j/, z), l'autre lieu du point i^ii ?/i» -i)- ^^ais on peut aussi les envisager comme des formules rapportant l'espace, lieu du point {x^, î/j, z,), à un système de coordonnées curvilignes (x, t/, z).
D'après le numéro 2, nous avons des fonctions satisfaisant à la question, soit en prenant les six coefficients de la forme différentielle quadratique qui représente le carré de l'élément linéaire du second espace rapporté au système de coordonnées (x, y, z), soit en prenant des fonctions convenables de ces six coefficients. Or, si
..., ( dxl^ dy]+ dz] = Aydx* + A,dy^-h A^dz*
^ ^ f +'2l\dydz+2Ji^dzdx + 2B^dxdy
est le carré de l'élément linéaire du second espace, celte expression devient identique au carré de l'élément linéaire du premier espace, lorsque les fonctions \, se réduisent à l'unité et que les fonctions B-
s'annulent. Nous sommes donc amenés à adopter, pour définir la déformation, les six fonctions e^, yi obtenues en posant :
e, = — 2 — > Yi = B.>
et dont les expressions, au moyen de x, y, jt, se calculent, lorsque u, V, w sont données, par des formules telles que les suivantes :
/ du ir/duV /dv\* /dw\n
(12) )''^à.^-^l[o-.)^[rx)-^\j^)j
I dvr dv du du dv dv dw d\r
\ dy dz dy dz dydz dy dz*
que l'on déduit immédiatement des relations
j A àu\ , du j du ,
, dw , dw . 1. (?w\ ,
résultant de la différentiation des équations (10).
4. — Propositions relatives aux fonctions associées à une déformation.
La façon dont nous venons de rattacher les six fonctions e.-, y.- ^ la théorie des coordonnées curvilignes nous conduit immédiatement, d'après le n^ 2, à la proposition suivante :
A toute déformation correspondent six fonctions e,, y^ définies par les formules {i2) et leurs analogues; inversement, au système de six fonctions ainsi construites correspond une déformation et une seule ('), celle qui leur a donné naissance.
Les six fonctions déterminées par les formules (12) et leurs analogues ne peuvent pas être prises arbitrairement; elles vérii fient, en effet, un système d'équations aux déHvées partielles
(*) En considéraot comme équivalentes deux déformations qui ne diiTèrent que par un déplacement d'ensemble, combiné ou non avec une transformation par symétrie.
du second ordre; à toute solution de ce système correspond uns déformation et une seide.
Le cas où la déformation est nulle présente un intérêt particulier; nous avons à son égard la proposition suivante :
Les conditiotis nécessaires et suffisantes pour qu'une déformation soit nulle, c'est-à-dire pour que la seconde position du milieu se déduise de la première au moyen d'un déplacement d'ensemble, combiné ou non avec une tranaformation par symétrie, s'obtiennent en annulant les six fonctions £;, y*'
Déformation homogène; ses six composantes
Une déformation quelconque étant définie par les six fonctions s,-, y.-> la déformation la plus simple est celle pour laquelle ces six fonctions sont des constantes non toutes nulles; on Tappelle déformation homogène; les valeurs constantes des six fonctions e., y^ ^^ nomment ses composantes.
Les six fonctions A,-, B^ qui figurent dans la formule (il) étant des constantes, il en résulte que x^, y,, z^ sont des fonctions entières et linéaires de x, y, z. La déformation homogène est donc détinic par les formules
!jc, == «,, 4- (1 + a,j) ^ + ^\iV -»- «1»?, !/t = «M + «li-^ + (1 4- o„) y -f- «„?, 2| = «30 •+- a„a: -f- a,,»/ + (1 -H «„) z,
où les coefficients Oy désignent des constantes telles que les valeurs constantes des fonctions e,, y, ne soient pas toutes nulles, et dont les seconds membres sont des fondions linéaires indépendantes. Posons
et définissons tiois angles a„ a,, a,, compris entre 0 et r, par la formule
(15) cosa,= -r::^^— — ^*
V^yPi^ Kl -H 2s, |/1 + 2st
où î, y, k désigne une permutation des nombres î, 2, 3,
H,dx = l^l -+- 2ftj dx est l'arc élémentaire de la courbe d'interiection des surfaces y =:^ const., r = const.; de même, H,df/ = 1^1 -H 2s, dy est l'arc élémentaire de la courbe d'intersection
des surfaces z = const., y = const.; U^dz =[/ i ■+- 2z^dz esl l'arc élémentaire de la courbe d'intersection des surfaces x = const., y = const. De plus, a.^ est l'angle sous lequel se coupent les arcs élémentaires H^dy et Hjds; a, est l'angle des arcs élémentaires U^dz et HjC?£c; a, est l'angle des arcs élémentaires }i^dx et H^rf»/.
L'arc élémentaire H,dx du second espace correspond à l'arc élémentaire dx du premier; par conséquent, dans le cas de la déformation homogène où les Hj, a; sont des constantes, un segment de droite parallèle à 0.x subissant un allongement qui ne dépend que de sa longueur, et non de son origine, nous pouvons parler de l'accroissement de l'unité de longueur prise parallèlement à Oac, c'est-à-dire de la dilatatioti linéaire suivant la direction Ox; elle a pour valeur :
Hj~l = k'l + 2s, —1.
Les dilatations linéaires suivant les directions Oy et Oz sont de même :
Pareillement, un angle droit dont les côtés sont parallèles à Oy, Oz devient a,, et cela, quel que soit son sommet; un angle droit dont les côtés sont parallèles à Oz, Ox devient aj, et un angle droit dont les côtés sont parallèles à Ox, Oy devient a,. Nous pouvons donc aussi
introduire la notion des dilatations angulaires - — ^^^i» s — ^i^
6. — Déformation en un point d'un milieu; ses six composantes.
Envisageons une portion du milieu non déformé entouiant un point P (x, y, z). Si cette portion est suffisamment petite, les six fonctions £j, Yt» m^^ sont des fonctions continues de x^y, z, conserveront, en ses différents points, sensiblement les mêmes valeurs, celles qu'elles ont au point P (x, y, z). On est ainsi amené à substituer à la déformation d'une portion du milieu entourant un point P (x, y, z), lorsque cette portion est suffisamment petite, une déformation homogène dont les six composantes sont les valeurs que
(•) Cenformémcp*. h l'usag-e habituel, nous adoptons ces expressons ot non leurs valeUrg changées de signe.
prennent au point (x^y^z) les six fonctions associées à la déformation du milieu considéré.
C'est ce que l'on peut encore exprimer de la façon suivante. Si nous considérons un point Q (x + dx, y ~f- dy, z + dz) du milieu non déformé, il est clair que les nouvelles coordonnées de ce point ne différeront de
x^ + dx^, yi+dy^, r, -H <i2„
que de quantités qui seront infiniment petites du second ordre, Iwsque dxy dy, dz seront tous trois infiniment petits du premier ordre. Ceci revient à dire que, dans le voisinage de P, la déformation est sensiblement définie par les équations
!Xj =r a,o + (i + a^^) X + a„Y + a,,Z, Y, = a„ + a„X + (1 -f- a,,) Y + a,,?., Zl = «80 + «81^ + «3»Y + (1 + «33) Z,
où X, Y, Z désignent les coordonnées d'un point Q du milieu non déformé par rapport au point P, c'est-à-dire par rapport à trois axes ayant leur origine en P et parallèles aux axes coordonnés, où Xj, Y,, Z, désignent les coordonnées de la nouvelle position de Q par rapport aux mêmas axes, et où enfin les coefficients «y, qui sont déterminés eu même temps que x, y, z, sont donnés par les formules
du
du
du
dv
dv
Ain.si, la déformation aubie par la portion du milieu avoisinant un point P {x, y, z) de ce milieu est sensiblement une déformation homogène définie par les formules (16) et (17), et ayant pour composantes les valeurs que prennent au point P les six fonctions e,-, y,- <ï<*i définissent la déformation du milieu considéré.
Nous désignerons la déformation homogène définie par les formules (IG), (17), sous le nom de déformation au point P; les valeurs des fonctions e„ Yi '^^ point P seront dite;B les composantes de la déformation au point P.
Les résultats acquis au n** 5 nous montrent que nous aurons au point P (x, t/, z) trois dilatations linéaires suivant Ox, Oj/, Oz, ayant pour valeurs
Kl + 2s, — 1, Kl+2£i — 1, l/l
-H-iie,
Un trièdre trirectangle de sommet P et d'arêtes parallèles aux axes deviendra un trièdre dont les angles a^, a,, rt^ seront définis par les formules (15).
Aux remarques précédentes s'ajoutent les suivantes, qui introduisent une notion nouvelle, celle de la rotation en un point du milieu.
7. — Les deux ellipsoïdes de déformation et la rotation en un point du milieu. Déformation pure.
Les formules (16) montrent immédiatement qu'il existe, en général, un trièdre de sommet P, que la déformation au point P transforme dans un trièdre dont les arêtes sont respectivement parallèles à celles du premier.
A un ellipsoïde placé dans l'un des deux espaces, les formules (16) font correspondre un nouvel ellipsoïde, et à trois diamètres conjugués de l'un des ellipsoïdes correspondent trois diamètres conjugués de l'autre. En particulier, à la sphère du premier espace, qui est définie par l'équation
les formules (16) font correspondre un ellipsoïde Ei que nous appellerons le premier ellipsoïde de déformation relatif an point P. Cet ellipsoïde étant supposé à axes inégaux, il existe un système et un seul de trois diamètres rectangulaires de la sphère considérés qui se transforment par (16) en trois droites rectangulaires : ce sont les diamètres qui se transforment dans les axes de l'ellipsoïde 8t. De même, à la sphère du second espace, qui est définie par l'équation
correspond l'ellipsoïde S défini par l'équation
(1 4- 2e,) X' + (1 -H 2s,) Y' + (1 + 2£,) Z« 4- 2y,YZ
-+-2y,ZX-i-2v,XY==1
et que nous appellerons le second ellipsoide de déformation relatif au point P. Ses axes correspondent à trois diamètres rectangulaires de la sphère correspondante.
Ainsi, en géwral, il existe un trièdve trirectangle et un seul, celui formé des axes du second ellipsoïde de déformation, qui se transforme en wi nouveau trièdre trirectangle, savoir celui formé des axes du premier ellipsoïde de déformation.
On peut, de plusieurs façons, par une rotation, suivie de la translation (a,ç, o„, «„), appliquer les axes de l'ellipsoïde g sur les axes correspondants de l'ellipsoïde F^^. Parmi ces rotations, nous dislinguerons celle pour laquelle les trois arêtes d'un trièdre formé avec les axes de 8 s'appliquent finalement sur les trois arêtes qui leu.' correspondent par (16) et qui déterminent un trièdre formé avec les axes de 8,. Cette rotation sera ce que nous appellerons la rotation au point P du milieu.
Pour que celte dernière soit nulle, il faut mais il ne suffit pas que les directions des axes du second ellipsoïde de déformation soient aussi celles que (16) laisse invariables, ce qui s'exprime par
La déformation homogène correspondant à ces trois relations s'appelle une déformation pure,
8. — Décomposition de la défonnation en un point du milieu en une rotation suivie d'une déformation pure. Détermination de la rotation en un point du milieu.
Étant donnée une déformation homogène définie par les formules (14) ou (16), où entrent douze constantes, on peut .se proposer de la remplacer par une autre déformation homogène équivalente, définie par des équations où entrent des constantes en nombre moindre et, en particulier, en nombre égal à six.
Parmi les solutions en nombre infini de ce problème, on peut en distinguer de particulièrement intére.rsantes.
La déformation déterminée par les équations (16) peut être remplacée par une rotation définie par les formules
I X' = aX -+- bY -^ cZ, (18) j Y'=a'X + b'Y -hc'Z,
où a, h, c, ... désignent les coefficients d'une substitution orthogonale de déterminant + 1, suivie de la déformation homogène Cinématique. 26
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déterminée par les relalions
( Zj = a,, + a;iX' 4- al,T + (4 + «: ^ Z'
en posant
ï> ~ + c — > ây oz
àv + c - - 1
et six équations analogues.
A trois droites rectangulaires quelconques dans l'espace lieu de (X, Y, Z) correspondent trois droites rectangulaires dans l'espace lieu de (X', Y', Z'); par conséquent, si l'on veut que la déformation (19) soit une déformation pure, il faut et il suffit que la rotation (18) soit précisément une des rotations dont nous avons parlé au numéro précédent et qui amènent les axes de l'ellipsoïde 6 sur ceux de l'ellipsoïde g, .
La déformation au point P revient donc, et de plusieurs façons, à une rotation suivie d'u7ic déformation pure. Dans Vune de ces décompositions, la rotation n'est autre que la rotation au point P, qui est ainsi définie par les formules (9), où a, b, c, ... forment une solution du problème consistant à déterminer neuf cosinus qui vérifient, outre les relalions
1, a'a' +h'h*+ c'c'=iQ,
(21) j a'« 4- 6" -f- c'« = 1, a'a + Vh + cV- - 0,
( a'»+ 6'« + c'-=rl, aa' + &b' -f ce' =0,
les suivantes :
qui s'écrivent dx
dz
dx dy \ dz 1
(22) ( a -r- + 6 -— -I- c ( 1 -+- -r- ) = a' (1 4- ^ ) + 6' - 4- c* ~ ) dx (^«/ \ dzj \ dx) dy a€
\ dx/ dy dz dx \ dy/
dv
+ c --• dz
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9. — Dilalatioii cubique en un ij'iittf. Equation ik conilnuiré. Désignons par A le déterminant
dxx
du dz
àv ôx
àv
àv
àz
dw
âw
àw
djc
ày
àz
dont le carré, formé par la règle de muHiplicalion des déterminants, s'exprime, en fonction des composantes de la déformation au point P, au moyen de la formule
Y3 1 4- 2s, Y^ Y, Yi 1 -*- 2e,
L'élément de volume dx dy dzy tracé autour de P (jc, ?/, z), devient après déformation
(|Aj + t;) dx dy dz,
r, tendant uniformément vei*s zéro avec les dimensions fie l'élément, en sorte que
e= lA! -1
est la dilata(io7i cubique au point P.
Il en résulte également que, pour un milieu dont la densité est p avant déformation au point (ar, y, z), et p, après déformation au point (x^f y^y 2,), on a la relation
P==PiX lAl,
qui est une des formes de Véquation de continuité considérée en Hydrodynamique.
un
10. — Transformation des composantes de la déformation en .... point. Invariants de la déformation. Cas particuliers de déformation en un point : extension simple et glissement simple.
La définition adoptée pour les composantes de la déformai iun en tjn point du milieu dépend des axes coordonnés. $i l'on considère de nouveaux axes, on aura sïx nouvelles composantes, qu'il est facile
d'exprimer au moyen des anciennes. Supposons que les directions des nouveaux axes soient définies par le tableau du n** 1 et soient x\ y'y z'; x[y 1/i, z[ les coordonnées, par rapport à ces nouveaux axes, des points (ce, y, z), {x^, y^, z^). On a
dAr;« + d»/;»-i-dr;»=dxî+di/î + dzî=:(lH-20dx«-i-(l4-2e,)d7/' + (1 4- Ssj) dz* + 2yic£j/ dz + ^^^dz dx + ^y^dx dy
et
On a donc
dx =z adx^ -h hdy^ + cdz\ dy = a'dx' + b'dy' + c'dz'y dz = a'dx' + Vdy' -t- c'dz'.
dx[* + dy\* + dz'* == (1 + 2e;) dx'* + (1 + 2s;) dy'*
-♦- (1 + 2s;) dz'» + 2y; dj/'dz'4- 2^; da'dar'-h 2y; dx'd»/',
en posant
e; = g^a' + £,a'* + t^a** + y^a'a' + y^n'a 4- Ya^»'» y; = 2s,bc + 26, b'c' + 2ï3 bV + y, {b'C + b'c')
+ Y, (b'e + 6c') -4- Ys (bC + b'c) et quatre formules analogues.
Il résulte de ce qui précède que les expressions
YÎ + ï* + yl — ^ (hh + ejSi + s, s,), *s.6»îj + YiTîYs — SiYÎ — £«Y« — «sYÎ
restent inaltérées par une transformation de coordonnées.
Parmi les déformations homogènes, deux sont particulièrement intéressantes.
Dans la première, appelée extension simple, les lignes parallèles à une direction donnée sont dilatées et toutes les lignes perpendiculaires restent invariables en longueur. D'après ce qui précède, les conditions pour que la déformation en un point soit une extension simple sont :
YÎ + y5 + YÎ - -* (sjs» + hh + ^ih) = 0, ^hh^^ + Y1Y.Y3 — €iYÎ — £îYÎ — 5,y; = 0,
et la grandeur de cette extension simple est
Dans la seconde, appelée glissement simple, tous les points dans un certain plan restent dans ce plan après la déformation, avec leurs
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positions primitives, et tous les points dans un plan parallèle au premier restent dans leur plan, mais y sont déplacés, dans des directions parallèles à une ligne donnée dans le premier plan, proportionnellement à leurs distances à ce plan.
Les formules définissant un glissement simple des plans y '= const. parallèlement à Taxe des x' du trièdre coordonné O'x'y'z' sont :
x[ = x'+gy\ y[ = y'y z\ — ^'>
g étant la grandeur du glissement. Les composantes de la déforma' tion sont :
e; = 0, e;=:^» ej=:0, y;=:0, ^\ = Q, f', = 9, et les formules (15) du n" 5 donnent :
La grandeur d'un glissement simple pour des axes de coordonnées quelconques est donc
Sr = ± 1/ YÎ + YÎ + Y» — 4^ ihH + hh + s.et)»
et les conditions pour que la déformation en un point soit un glissement simple sont :
^ hhh+ Yiï«T3 — s.Yi — 6»Y» — s»YÎ = 0»
YÎ + YÎ + y1 — ^ (e»£3 + £»6i + 6ie«) = 2 (s, 4- e, + 6,).
lU. — De la déformation infiniment petite.
H. — Définition de la déformation infiniment petite*
Considérons un milieu qui se déforme d'une façon continue, et supposons, pour fixer les idées, que dans les formules (10), qui déterminent les coordonnées x^, t/„ z, de la nouvelle position du point (x, t/, z), les quantités u, v, w soient fonctions de x, y, z et d'une nouvelle variable < ; le milieu proposé correspondra, par exemple, à la valeur zéro du paramètre t.
Lorsque t sera infiniment petit, les quantités variables en même temps que la déformation, telles, par exemple, que les fonctions c„ y<, différeront de leurs valeurs primitives de quantités infiniment petites;
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l'étude (!e la déformation infiniment petite du milieu considéré n \3st autre que celle de la p.\rlie principale de tels infiniment pQlits.
Supposons quo u, v, w, fonctions de la variable t en même temps que de .»•, y, i-, ptiissent être développas suivant les puissances entières positives do t par des séries qwi soient absolument et uniformément convergentes, 3in?i que celles dont les termes s'en déduisent par diiïérenliatJon par rapport à aï, j/, î; u, v, w devant se réduire re«pei;(ivement à zéro pour f nt: 0, noua aurons
u = u + Uj + Uj + ...
v = i> -f- V, +'yj -4- ...
•w = tv+ w^ + ti'j -+- ...,
en désignant par u, v, w les termes de ces développements qui renferment t en facteur, et généralement par t*,, v^, iv^ ceux qui renferment ("+' en facteur.
12. — Dilatations linéaires et glissements relatifs à la déformation infiniment petite.
Avec les notations précédentes, nous aurons
du * àx
dw âv Tf' = dy + ai -^
dv
» dy
âu àw
dw
âv du '^'-âx'^ây'^
les termes non écrits renfermant en facteur une puissance de t supérieure à la première.
Les dilatations linéaires au point P suivant Oa:, Oi/, Oz seront :
àti âv âw
dx dy ' âz
et les dilatations angulaires au même point ;
dw âv du âw dv du
dy âz ^ dz dx dx dy
Lorsque t est suffisamment petit, les six composai4es de la dôfor-
mation en un point ont sensiblement pour valeurs les expressions au âv âw
j dw âv au àw dv du
Les trois premières c^y e,, <?, sont aussi sensiblement les dilatations linéaires au point (ar, i/, z) suivant Ox, Ot/, Oz; nous les appellerons les dilatations linéaires relatives à la déformation infiniment petite. Les trois autres ^j, g^, g^ sont de même sensiblement les valeurs des dilatations angulaires; nous les appellerons les dilatations angulaires ou encore les glissements {n° 10> relatifs à la déformation infiniment petite.
Lorsque t tend vers zéro, le détermmant A du n** 0 tend vers 1 ; pour t suffisamment petit, la dilatation cubique est
_ du âv àw e= — + ~ + ^r^ -H ....
ox ay az
Sa valeur approchée
du dv dw ^— + ~ -i- -_, ox ây oz
que nous appellerons dilatation cubiqiie relative à la déformation infiniment petite, est ^gale à la somme des valeurs approchées des dilatations linéaires suivant les trois axes.
13. — • Rotation relative à la déformation infiniment petite.
Passons à la rotation en un point du milieu ; pour t = 0, elle se réduit évidemment à zéro, en sorte que des neuf cosinus a, b, c, ... qui figurent dans les équations (18) du nfi S, trois, a, b', c* se réduisent à 1 pour t = 0 ; les six autres se réduisent à zéro.
Si l'on pose
i /dw dv\ i /du dw\ _^ 1 /^•' àu\
'^'~2\dy~'dir '''~^\à^z~"d^)' ^» '" 2 \d^ " Ji7/' on trouve immédiatement, au mojen des relations (21) et (22), les développements suivants :
a'=T,-l-..., 6'=l-.!L±iI + ..., c'=-T,+ ...,
les termes non écrits renfermant en fadeur une puissance de t supérieure à celle qui entre dans les termes mis en évidence.
Si Ton définit la rotation par un segment porté sur l'axe de rotation et égal à la grandeur de la rotation, les formules (18) montrent alors que les projections de ce segment sont
La rotation définie, de la manière qui vient d'être indiquée, par le segment dont les projections sont t,, t,» Tj, est la rotation relative à la déformation infiniment petite au point (a?, i/, ?); si t est suffisamment petit, elle ne diffère pas sensiblement de la rotation au même point (a-, t/, z).
li. — Proposition se rapportant au cas où les dilalalious linéaires et les glissements relatifs à la déformation infiniment petite sont nuls.
Cherchons ce que deviennent dans le cas de la déformation infiniment petite les propositions énoncées au n° 4.
La notion du système auxiliaire de M. Darboux va nous conduire facilement aux résultats que nous avons en vue.
Nous avons établi au n^ 4 que le système d'équations aux dérivées partielles
du du ày âz du du dz dx
dv d\ dw âv/
dy dz dy dz
dv dv dv/.dvf
dz dx dz dx '
du du dv dv
dx dy dx dy
d'W dw
dx dy *
définissant trois fonctions inconnues u, v, ^v, admettait une solution et que cette solution correspondait au déplacement d'ensemble le
plus général d'un corps invariable, combiné ou non avec une transformation par symélrie (*).
Appliquons au système précédent la notion du système auxiliaire de M. Darboux, en partant de la solution de ce système, qui est formée de fonctions toutes nulles.
Le système auxiuaire sera formé des six équations
au ^ dv ^ dw - âw dv
dx dy di ày dz
du dw . dv du ^
dz dx dx dy
définissant trois fonctions inconnues u^ v, w, sa solution générale correspond aux solutions infmiment petites du système (24), et elle sera, par conséquent, définie par les formules
« = M^-^6z — cy, u = Vj>H-caî — az, ty = t('o+aî/ — br,
où Uq, 1*0, u)„ a, &, e sont des constantes, et qui déterminent la vitesse d'un point (a;, y, z) d'un système invariable à un instant donné.
Pour parler autrement, la solution générale du système (25) correspond au déplacement infiniment petit d'un point (a;, t/, z) d'un système invariable, dans un mouvement infiniment petit de ce système.
On pourra rapprocher les considérations précédentes de celles qui se trouvent pages 107 et suivantes.
Équations de Barré de Saint-Venant
Nous avons vu au n** -4 que six fonctions quelconques de x, y, z ne peuvent pas représenter In déformation d'un milieu continu et qu'elles doivent vérifier un système d'équations aux dérivées partielles du second ordre, qui représente la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (12) et leurs quatre analogues, où l'on considère les s,, y. comme des fonctions données, déterminent les inconnues u, v, w.
On peut dire encore que l'intégrale générale du système dont nous venons de parler est définie par les formules (12) et leurs analogues^
(') Remarquons, en passant, la particuiurité qui se présente si l'on veut écrire des formules déterminant toutes les intégrales du système (24).
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OÙ u, V, w désignent des fonctions arbitraires. Ceci posé, envisageons la solution qui correspond aux valeui^ u = 0, v==:0, w = 0 de ces fonctions arbitraires, et qui est ainsi constituée de fonctions toutes nulles, et formons, à l'égard de cette solution, le système auxiliaire du système considéré. Envisagé comme définissant six fonctions inconnues e,-, gr,, ce système auxiliaire admettra une intégrale générale définie par les formules (23), où ii, v, rv désignent des fondions arbitraires. Donc,
Six fonctions quelconques de x, y. z ne peuvent pas être prises pour représenter les dilatations linéaires et les glissements relatifs à une déformation infiniment petite; elles doivent vérifier «u système d'équations aux dérivées partielles du second ordre qui iy^présenle In condition nécessaire et suffisante pour que les équations (23), où les Cl, gi sont supposées des fonctions données, déterminent des inconnues u, v, w; ce système n'est auire que te système auxiliaire, formé à Végard de la solution co7istituée dé fondions toutes nulles, du système auquel satisfont les fonctions Zi, "^i associées à une défoi^iaiion quelconque.
Pour établir directement les équations dont nous venons de parler, an peut, avec M. Beltrami, procéder de la façon suivante. Prenons ûomme inconnues auxiliaires les composantes-,, t,, t, de la rotation; nous obtiendrons le système suivant :
du àx~''''
àV g y
dx 2
à w f/, dx" 2 ^'
ây~~ 2
dv
djr'-
dy-^ 1'^^'
au _ g, ôz 2
âz 2
dw
Les conditions nécessaires et suftisantes pour l'existence des fonctions M, 1',. M', lorsque -r^, t,, Tj sont supposées connuos, s'obtiennent en écrivant :
^ ^ 1^' r\ ^ — -^ fe ^ - \ ■~"dx\2 ^7' dz~'dx\2'^ '*)'
dc^
ày
âz
et six relations analogues.
Les neuf relations ainsi obtenues se résolvent ioinM^diatemeul par rapport aux dérivées partielles de t,, t,, t, et les condîlionH nécessaires et suffisantes de Texistence de u, v, w sont celles qui expriment que le système suivant :
i àx
]àr,
(2r>) T^ ^ ' ïày
fdt.
\ dz
2ây
iàg, 2 âz '
âx
_âç^ iâg,^ ~ âz 2 âx'
dx
1 âg^ âe^
2 dx ây
\àg, 2 au
de,' âz'
dT.
ày'
_ 1 âg^ 1 âg^ ^ ~ 2 de § dx *
Oy
de, 1 dpj ~ dx 2 ây
__âc, ày
2 âz'
âv, âz
_^ 1 d//, dèg ~ 2 dz dx '
âxy âz
_ 1 d(7, 1 d^Tg 2 dx 1 ây
déterminant les auxiliaires t,, Tj, Tj, est compatible ('). Nous obtenons amsi les six équalions données jiour la première fois par Barré de Saint-Venant;
dx \dx dy âz / *
/dg, dgr, dgrA _ ^
\d.î/ d? dx/ '
/<^9^3 , «^^1 . àgA _ Q
\ds dx ây /
IV. — De l'emploi du tplèdre de référence mobile
IR. — Quelques formules relatives à la déformation en général.
L'étude de la déformation d'un milieu continu peut être envisagée comme étant celle du système triple de surfaces qui, dans le milieu déformé, correspond au système orthogonal de plans coordonnés auquel le milieu est rapporté avant la déformation.
Adjoignons à ce système triple de surfaces un trièdro mobile dont l'origine est au point P,, dont les coordonnées, par rapport aux axes fixes, sont :
X, = x4-u, y, r=t/4-v, z, = z + w, et dont les axes Pj»', Pi!/', P,z' ont des directions définies par le
(') Remarquons, en passant, que lorsque les <,-, ^, sont nulu, les considtîratlous |irécédeotes De diffèrent pas de celles qui se trouvent pag«s 108 et lUtt.
tableau du n° 1 ; en conservant les notations de ce numéro, sauf en ce qui concerne les paramètres p,, p,, p,, qui seront désignés ici respectivement par Xy y y 2, les formules (1) nous donnent les suivantes :
1 + ^ = aÇj + 6tii + cC»,
et les six analogues.
Désignons par u', v', w' les projections du déplacement (u, v, w) sur les axes du trièdre mobile; le point dont les coordonnées sont ce, y, z par rapport aux axes fixes a pour coordonnées par rapport aux axes mobiles correspondants — u', — v', — vr'; nous pouvons donc identifier les trois expressions
adx ■\-a'dij +a'dzy hdx + h'dy -hh'dZj cdx -\-c'dy -i-c'dz
avec celles qu'on déduit des formules (3) où l'on remplace p^, p,, p„ X, y y z respectivement par x, y, z, — u', — v', — w'. Il vient ainsi les relations
/ c du' , ,
dv'
et six analogues, que l'on pourrait aussi établir par un calcul direct.
Maintenant, en rapprochant les formules (7) de celles du n9 3, nous avons les relations
Parmi les particularisations du trièdre mobile qui sont utiles dans les applications, on peut signaler la suivante; prenons pour trièdre mobile le trièdre qui s'obtient en donnant au trièdre de sommet ^^ , et dont les axes sont parallèles aux axes des x, t/, z, la rotation au
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point P {Xj y, z) déOnie au n" (7). Les relations (22) deviennent ici, en vertu des formules (28), les suivantes :
(30) >33 = Ci» Ci = Ç3J l» = »3i-
17. — Formules relatives à la déformation infiniment petite lorsqu'on particularise le trièdre mobile : équations de Barré de Saint- Vetiant.
Cherchons ce que donnent ici les considérations développées aux nos 14 et suivants, à l'égard de la déformation infmiment petite, lorsqu'on particularise le trièdre mobile, comme nous venons de rindiquer, de telle sorte que l'on ait les relations (30). Les relations (29) et leurs analogues, jointes aux résultats du no 13, et aux formules (2), donnent alors immédiatement les développements suivants :
Ç^ = l 4-c, -I- ..., Ç, = - gr, 4- ... , 1^=: ^g, + ,..,
r;j = l + c, + ..., iJ8=2 9'i + •••» à-, âx,
où c^, «,, gj, g^, ^„ ^j sont définis par les formules (23), et t,, t,, t, par les formules du n9 13.
Si nous portons ces développements dans les équations (4) et (5), et si nous n'avons égard qu'à la première puissance de t, il vient, en outre des relations identiques telles que
âxdy dydx les relations (26).
Nous sommes donc ramenés au système rencontré dans la démonstration que nous avons donnée, d'après M. Beltrami, des équations de Barré de Saint-Venant; les considérations précédentes doivent
çl
Pi
dx
àx
_0t, àx
414 LEÇONS DE CINÉMATIQTE.
être évidemment rapprochées de celles que nous avons développées au n» 15 relativement à l'application de la notion dii système au xi liaire de M. Darboux.
V. -^ Ou cas où le milieu non déformé est rapporté à des coordonnées curvilignes quelconques.
!8. — Formules relatives à la déformation en général.
Proposons- nous de chercher ce que deviennent les formules établies dans les paragraphes précédents lorsque le milieu non déformé est rapporté à un système triple quelconque de surfaces dont les paramètres sont pj, p,, p,.
Pour ne pas multiplier les notations, nous conserverons, pour ce système triple, celles adoptées au n» 16 pour le système triple du corps déformé. Nous considérerons donc un trièdre mobile dont le sommet est au point P, qui a pour coordonnées ce, y^ z par rapport aux axes des Xy ?y, z, et dont les axes Px', Py\ Vz' ont des directions définies par le tableau du n" 1 ; ^,, v;,, 'Q seront les composantes de la vitesse ôe l'origine des axes mobiles relativement à ces axes, quand p; varie seul et joue le rôle du temps; Pi, g,, r^ définiront, par rapport aux mêmes axes, la rotation du trièdre relative au paramètre f;.
Les coordonnées x, y, s, par rapport aux axes fixes, de l'origine P du trièdre mobile sont des fonctions de ses coordonnées curvilignes qui vérifient, d'après les formules (1), les relations
dx =^ {a^i 4- brii H- cl;) dp-, (31) I dy =2 (a'§é + &'i^» + ^*'î:.) d?i, (« = 1,2,3),
( dz ^^^ia'l-hh'n. + c'Qdp,,
que l'on peut encore écrire
iadx + a'dy + a*dz := ^ ;,<i?i, hdx 4- h'dy + Vdz = ^ ^Qi^ip.»
cdx + c!dy 4- c'dz = ^ ^idp^.
Soient U^ v, wles prcyectiônssurlés axes fixe? du dé[)lae»')ner.f PP,
du point P, et u', v', w' les projections du même déplacemcrtt sur les axes mobiles.
Considérons le carré de l'arc élémentaire décrit par le point P,, savoir :
{dx + du)* + {dy + dv)* + {dz + dw)%
ou encore, avec les notatioirs du n° 3,
j (1 + 2e.)c?a;« + (1 + 23,) df + (1 + ^2^) dz' + 2y,d,jdz \ +'2y^dz dx + '2:^^dx dy.
Nous pouvons le calculer au moyen des formules (3); il nous suffit de remplacer dans les trois expressions (3), les lettres x, y, z par les lettres u', v', w', et de faire la somme des carrés, ce qui nous donne
[2(*+ S +''''''-'''''')'*f']'+[2('"+5'"^''"'~^^''')J [2;(..-'^'.py-„u.)J.
Nous tirons de là la conclusion suivante :
Pour calculer les six composantes e^, y^ de la déformation au point P, on effectuera dans la forme^ quadratique (34) en dp^, dpf, dpj, la substitution définie par la résolution des formules (31) ou (32); on identifiera là nouvelle forme quadratique en dx, dy, dz ain$i obtenue avec la forme quadratique (33).
On peut présenter la règle précédente sous une autre forme.
Prenons comme inconnues auxiliaires les composantes £,', y.' de la défonnation au point P par rapport aux axes P;«', Py', Pz' issus de ce point. D'après ce que nous avons dit au n° 10, dès que ics six quantités e,', y,' se ont connues, nous aurons les e,-, v^ parles formules
/ Sj = eja* -H £^6' + eâc' + y[bc -+■ y'^ca -f '{'^ab^ (35) I y^=2t[a'a*-]-^^h'b''•^-2l',c'c'~h.y[{b'^+h''c')
et les quatre analogues; d'autre part, d'après la môme numéro^ si l'on effectue sur la forme quadratique (33) la substitution définie par les» formules
/ djs = adx' + bdy' + cdz\ (96) I dy = a'dx'-h b' dy' ^ c'dz',
' dz z^a'dx'-hb'dy' + c!:dz\
on trouve la forme quadratique
(1 + 2e;) dx'* + (4 -I- 26;) dy'* + (1 + 2s;) dz'*
^ ^ ( +'2'{[dy'dz'-\-2Yidz'dx'-i-2'{ldx'dy\
Si l'on compare (32) et (36), on a donc la règle suivante :
Pour calculer les six composantes bI, yl de la déformation au point P pai' rapport aux axes Px' , Py', Pz' , on effectuera dans la forme quadratique (34) en dp^, dp,, dp, la substitution définie par la résolution des forfnules
(38) dx'=2$,dp„ dî/'=2r,,dp„ dz'^'^^.dp,,
et on identifiera la nouvelle forme quadratique en dx', dy', dz' ainsi obtenue avec la forme quadratique (37).
Formules relatives à la déformation infiniment petite
Supposons, comme au n°ll, que u,v,w soient fonctions d'une variable t en même temps que de p^, pj, p,, et puissent être développées suivant les puissances entières positives de (, par des séries absolument et uniformément convergentes dont les premiers termes soient u, V, w; Its neuf cosinus a, &, c, ..,, étant indépendants de f, u', v', w' seront aussi développables par des séries dont les premiers termes u*, v', to' seront respectivement les projections sur les axes mobiles du segment, dont les projections sur les axes fixes sont m, v, w.
Si nous cherchons les premiers termes e,-, gr, des développements de $,, Yi, il suffira d'utiliser l'une des règles du numéro précédent; prenons la seconde; en désignant par c.', gl les premiers termes des développements de e,', y', pour en déduire les <?,, g-, il suffira de remplacer, dans les formules (35) et leurs analogues, e,, y^, s.', y,' i"espectivement par c,-, g^ cl y gl.
D'autre part, on aura la règle suivante :
Pour calculer les six quantités el, gl^ on effectuera dans la forme quadratique en dpi, dp,, dp, suivante:
la substitution définie par la résolution des formules (38), et l'on identifiera la nouvelle forme quadratique en dx' , dy', dz' ainsi obtenue avec la forme quadratique
e\dx"-he'^dy'*+e',dz"-i-g[di/dz'+g'^dz'dx'+(;',dx'dy'.
1\ est intéressant de reprendre, pour le cas général que nous venors d'envisager, les considérations développées aux n"» 46 et 17, mais nous nous bornerons ioi aux indications précédentes.
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NOTES DE L'AUTEUR
Coordonnées tétraédriqiies des segments.
les arêtes d'un tétraèdre.
Décomposition 1 • Soit un tétraèdre dont les sommets seront désignés par 1 , 2, 3, 4 d'un segment et AB un segment. Joignons le point A à trois des sommets, à 1, 2, 3, suivant par exemple; on peut regarder \B comme la somme géométrique de trois segments portés par les droites 1 A, 2 A, 3 A. Ces trois segments, à leur tour, peuvent être décomposes en d'autres portés par les six arêtes du tétraèdre, et en composant entre eux les segments portés par une môme arête, ou arrive à constater l'exactitude de ce théorème :
Tout segment AR est équivalent à un système de six segments portés par les arêtes d'un tétraèdre donné.
On peut ajouter que cette représentation n'a lieu que d'une manière. Soient, en effet, plus généralement, (S,,, S^^, S,^, S,j, S^j, S, J et (s,',, S],,..., 83^,) deux systèmes de segments équivalents portés par les six arêtes d'un même tétraèdre, S,, et S[^ par l'arête 12, Sj, et 8^3 par l'arête 13, etc. L'équivalence de ces deux systèmes exige que leurs moments résultants relativement à tout axe de l'espace soient les mêmes. Prenons les moments par rapport à l'axe dirigé suivant l'arête 12, tous ces moments sont nuls sauf ceux des segments S,4 et Sg^ portés par l'arêfe opposée; l'égalité dos moments entraîne ici celle de ces deux segments eux-mêmes. Même démonstration pour tous les autres segments.
Ceci posé, considérons le segment S,!, porté par l'arête ik; on peut regarder ce segment comme le produit du segment ik par un nombre algébrique puc- La valeur absolue de p^ est le rapport des longueurs
de S,t et de l'arête tfc; le signe de p,t est -h ou — selon que S.^ et l'arête ik sont de même sens ou bien non.
Si l'on changeait le sens de Tartte, ce qui revient à échanger i et ky on voit que jî.t changerait de signe; ce que l'on peut exprimer en écrivant
Pm — — Viii on voit donc que l'on a six quantités
Pli» /'js» Pu» jPis» Psi» P4»>
Coordonnées qui définissent complèlement le segment AB par rapport au tétraèdre toiraédnques. proposé. Ces six quantités constituent les coordonnées tétraédriques
du segment.
Considérons le système des six segments S,,, S,,, 8,^, S,,, S,,, S,,.
Les moments de ces segments pris deux à deux sont tous nuls sauf
pour les trois couples portés par les arêtes opposées. L'aulomoment
(p. 25) de ce système se rédnil donc à
moment (s,,, S^J 4 moment (S,„ S„) -f- moment (s,,, S,,).
Or, si \L désigne le moment de.? arêtes 12 et 34, lequel est égal à celui des arêtes 13 et 42, et à celui des arêtes 14 et 2;3, et égal en valeur absolue au sextuple du volume du tétraèdre 1234, on voit facilement, d'après le n^' 6, que
moment (Sj,, S^J = /)„ .Pj* u., moment (Sjj, S„) = Pjj.p,,!*, moment (S,„ S„) =p,».p„.î''»
d'où pour l'automoment,
V- [Vi^Vu + PisPii + Pi»P«l
Mais le système étant équivalent à un segment unique AB, cet automoment est nul, on a donc
„ , ,. PiiP»4 + P».P«i + ViiV^z — 0.
Relation
iilentiqae. Réciproquement, si six nombres p,„ p,3, ... sont liés par l'équa-
tion cindessus et si on les regarde comme des nombres par lesquels on multiplie les segments 12, 13, ... de manière à obtenir des segments S,„ S,,, ... portés par les arêtes du tétraèdre, ces six segments forment un système dont l'automoment est nul et qui, par consé-
NOTES DE l'auteur.
Moment de deux si'srmenls.
quent, est équivalent à un segment unique ou exceptionnellement î un couple.
Soient (Jeux segments AB, A'B', dontp.^, p'^ sont les coordonnées létraédriques.
Si, par le inème raisonnement que ci-dessus, on cherche le moment de ces deux segments, on sera conduit à chercher les moments de s^anents 8,4. et de segments Sa, portés par les arêtes du tétraèdre. Six seulement de ces moments seront différents de zéro et l'on trouvera, comme ci-dessus, que le moment de AB, A'B' a cette expression:
moment (ÂB, A'B') = {Pi^p'^i 4- 2?,,?;, + p^^p[^
Au'res Cherchons, par exemple, quel est le moment q^^ du segment AB
coordonnées et du segment 34. Les coordonnées de ce dernier segment sont toutes tétraédnques. nulles, sauf sa coordonnée p,^ qui est égale à l'unité; on a donc, d'après cela, p^^y P(„ ... étant les coordonnées de AB,
ÎS* = V'P»'
On aura ainsi pour les six arêtes.
<lit = V-Pm Çj« = V-Pity
9n = VPi>y 9«i = V-Pia^
9ts = V-Pw
On peut prendre comme coordonnées du segment AB, au lieu des nombres p^. les nombres <y,i., qui représentent ses moments par rapport aux six arêtes du tétraèdre. Les formules de transformation précédentes montrent que les six coordonnées 5,4, d'un segment vérifient la relation
et que le moment de deux segments a pour valeur, avec ces coor données,
- i^tt^'u + 9i39Û + ?»»?« + 9«îl« + ««9I3 + quq'u)'
Coordonnées Observons que si les f),,. viennent A varier en conservant des raptétraédriques ports constants, ces quantités deviennent les coordonnées d'un segd'une droite, ment de longueur indéterminée sur sa ligne d'action, elles constituent les coordonnées télraédriques d'une droite.
Coordonnées tétraédriques d'un système de segments.
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2. Considérons plusieurs segments (p;„ -p'^^, ...) (pj,, pj,, p\^, ...) (Piï» Pi8» l*u> •••)> ^•^ posons d'une façon générale
P<* = Vit + P* + p2t + ... ;
si l'on multiplie l'arête ik par Pj|., on obtient un certain segment S,i, ce qui fait en tout six segments S„, S,,, S,^, S,,, S,^, S„ portés par les arêtes du tétraèdre; de plus, l'ensemble de ces six segments forme évidemment un système équivalent au système des segments proposés. On peut dire de ces quantités Pj. que ce sont les coordonnées du système de segments. Cherchons l'expression du moment résultant du système de segments en question avec un segment donné X (p,„ p,,, p„, p,„ Pa,, p J.
Ce moment résultant sera la somme des moments de chacun des segments considérés avec le segment X, c'est-à-dire
Forine réduite quand
on rapporte à deux droites conjuguées.
= Ia[P.iP»« -+-PisP«t
VuPi* + PsiPi» -^
PUPjj + P^Pi*)
+ P*,l>.3 + P.^PiJ.
Si, en particulier, la droite qui porte le segment X a un moment nul, on voit que le complexe linéaire qui est le lieu de ces axes sera représenté jiar l'équation
P1.P34 + PiiP« + PuP« + PjiP.i + P«,Pij + P«Pi
Supposons, par exemple, que les arêtes 12 et 34 soient deux droites conjuguées du complexe. Alçrs il existera un segment S,, porté par l'arête 12 et un segment S,, porté par l'arcle 34, formant à eux deux un système équivalent au système proposé. 11 en résulte que tous les Py. sont alors nuls sauf P„ et Pj„ et l'équation du complexe acquiert la forme plus simple.
ou encore p,^ + ajj„ =: 0, a désignant une constante.
NOTES DE L'auteur.
La théorie de Grassmann sur l'étendue figurée.
Sysiémcs 1- Soient des points P„ P„ ... affectés de coefficients ou masses
de points. 'Jfn^, m„ ... et ABC un triangle quelconque doué d'un sens de parcours, par exemple le^sens ABC, Formons la somme
m^ tétraèdre (ABCPj) + tw, tétraèdre (ABGP,) + ....
où le tétraèdre ABCP^ est le tétraèdre construit sur le segment AB et sur le segment CP,; supposons que pour d'autres points Pi, Pi, ... affectés des masses m[y wj, ..., le triangle ABC restant le même, la somme ci-dessus garde la même valeur, et cela quel que soit le tHangle ABC. On dit alors que les deux systèmes des points P„ P„ ... et P;, P;, ... sont équivalents.
Tout système de points est, à ce point de vue, équivalent à un point unique alfeclé d'un coefficient ou masse égal à la somme des coefficients ou masses des points du système ; ce point unique est le centre de gravité du système des points proposés.
Cette conception des systèmes de points équivalents, due à Grassmann, correspond au Calcul Barycentrique de Môbius et à la théorie classique des centres de gravité.
Sj-stèmos Considérons encore avec Grassmann des segments S,, S,, ... aflectés
segments, de coefficients «?,, w,, ... et soit X un segment arbitraire quelconque, formons la somme
m^ . tétraèdre (s^, X ) + m, tétraèdre (s^, x) + ...
où les signes sont pris conformément à nos conventions. Si, pour un
second système de segments SJ, S^, ... et de coefficients m|, mj, ..., le segment X restant le même, la somme précédente conserve la même valeur et cela quel que soit le segment X, on dit que les deux systèmes de segments sont équivalenis.
Cotle notion e^t absolument la même que celle des systèmes de segments équivalents que nous avons donnée. Si l'on remplace, en effet, le segment S, par le produit de ce segment par le nombre m^y et de même pour tous les segments, on voit que l'on peut, sans inconvénient, réduire tous les rw, à l'unité dans la notion de la somme ci-dessus. Cependant, en vue des applications ultérieures de la notion de Grassmann il y a avantage à conserver ces coetTicients. Sysièmcs Enfin, pour compléter la trilogie imaginée par Grassmann, suppo-
dotmnglcs. sons des triangles A,B,Ci, AjBjC,, ... doués de sens de parcours (l'ordre précédent des lettres peut être supposé fournir ce sens) et affectés de masses Wj, î/*^, ..., prenons un point P quelconque et considérons encore la somme
wi, tétraèdre (AjBjC,P) + m, tétraèdre (A,B,C,P) + ...,
où les tétraèdres sont définis, quant au signe, comme dans le premier cas.
Imaginons d'autres triangles affectés d'autres masses et supposons que, pour ces triangles et pour le même point P, la somme précédente reste la même quel que soit le point P, On dit alors que les deux systèmes de triangles sont équivalents.
On démontre aisément que tout système de triangles est réductible à un triangle unique affecté d'une certaine masse,
Grassmann ap|ielle formes du premier ordre, du deuxième ordre, du troisième ordre les systèmes de points, de segments, de triangles.
Notiiion 2. On peut exprimer l'équivalence de deux systèmes de points en
alitégée. écrivant
m^l\ H- »w,P, + ... = m[P[ + mJP; + ...;
cette égalité symbolique remplace l'égalité de définition
n^^ (P,ABC) + »», (P,ABG) -t- ...
= m[ (P; ABC) -+- m[ (P;ABC) + ....
On peut en dire autant pour les formes équivalentes du second ordre et pour celles de troisième ordre. Une égalité symbolique telle que
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exprime sous forme simplifiée l'égalilé de définition
»j, (P,Q,RS) + w, (P,Q,RS) + ... = m\ (P;q;RS)
+ m;(p;Q;RS) + ...,
où RS est un segment quelconque.
Addition cl H est clair que dans une équation symbolique on peut réduire les
so'isiraci on. termes semblables; que si, par exemple, P, coïncide avec P, on peut écrire (w, -\- »«,) P, au lieu de 'n^^V^ -f- m,Pj, et que Ton peut appliquer toutes les règles de l'addition et de la soustraction algébrique. De même dans le cas des formes du second ou du troisième ordre. Si, par exemple, on a un ensemble de termes tels que aPQ 4- PQP, coaimo PQ et QP sont deux segments opposés, on pourra remplacer ces deux termes par le terme unique (a — Jj) PQ. Toutes ces règles résultent immédiatement de ce fait que les équations dites symboliques ne sont que des écritures abrégées d'équations algébriques ordinaires.
Multiplication. La remarque due à Grassmann et qui a trait à la multiplication est beaucoup plus curieuse et en même temps féconde.
Supposons que l'on prenne deux formes d'un même ordre <I>, <^' équivalentes et qu'on les multiplie par deux autres formes équivalentes Wy W, mais en tenant compte de l'ordre des facteurs dans l'écriture de chaque produit partiel. On obtient ainsi deux formes équivalentes, ou plutôt les symboles de deux formes équivalentes.
Nous allons, par exemple, prouver que le produit de deux formes du premier ordre fournit une forme du second ordre équivalente à la forme obtenue en multipliant entre elles deux formes du premier ordre équivalentes respectivement aux deux premières.
Soient deux couples de formes équivalentes du premier ordre,
m^X^ H- ui^A.^ -\- ... = m[^[ + m^A^ + ... n,B, + iîjB, + ... = n[\i[ + nJBJ + ....
La première égalité symbolique exprime au fond les égalités de sommes de tétraèdres,
où (A.PQR) représente le tétraèdre construit sur A; et sur le triangle quelconque PQR. Prenons pour le s^ommet Pie point B^., nous aurons
2m, (A,B,QR) = ^n,; (AjB.QR), et en prenant fe = 1, 2, ... et ajoutant, après multiplication par
;?,, »3, ... il viendra
"^m.n, (A,B,QR) = ^m! n, (A; n,QR).
Considérons actuellement les formes équivalentes composées des poinis B et B' ; on a, par définition,
2% (B,PQR) =: 2»; (B;PQR);
prenons pour Pie point AJ, multiplions par m] et ajoutons en prenant successivement 7 = i, 2, ..., il viendra
"^n,m; (B,A;QR) =:^n;^m} (B;A,^QR);
tj A,.,
si on échange dans tous les tétraèdres les deux premiers symboles, ils changent tous de signes on a donc encore
^m}n, (A; B,QR) =: ^mj n, (AjBiQR);
on a donc, en comparant à régaiitc du haut,
2»n,/v (A,B,QR) = ^m}n', (AJB^QR).
Comme QR est un segment quelconque, on a donc symboliquement 2*>i<%A,Bx. = 2 ^> ***^> *^* ' c'est-à-dire que le produit des symboles
et le produit des symboles
h équivalents aux premiers, constituent deux symboles d'éléments du gecond ordre équivalcnis. 11 faut bien observer que dans cette multiplication l'interversion des facteurs n'est pas permise.
Applications. 3. Dans les conceptions abstraites de ce genre il importe au plus haut point de bien montrer (pi'olles se prêtent utilement aux applications. L'exemple suivant donnera une idée de la simplicité que l'on peut atteindre par l'application de la belle méthode de Grassmann.
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Affectons des masses m^, m^, rw„ m^ les sommets P,, P„ P„ P^ d'un tétraèdre de référence.
Soit M la somme de ces ma.'jses et P leur centre de gravité, en sorte que m^, «i,, m,, m^ sonc les coordonnées tétraédriques (ou barycenh'i'jues) du point P. On aura l'égalité symbolique
m^9^ -H m,Pj + w,P, + )>«^P^ ~ M.P.
De même, si wj, m'^, m.\, m\ sont les coordonnées d'un second point P', on aura, M' étant la somme des î»,',
Nous allons appliquer le théorème précédent. En formant le produit nous aurons
m^m'^V^V^ 4- 7n,r/?;P,P, + w^m'^V^V^ + m,wiPiPj + mjWjPjPj + WjWjPjjP, 4- mjîMgPjP, 4- m,miP,P^ -t- w,î>î;P3p, -f- mjnjjPjP, 4- m,m;P,P, 4- m3w;P,P, 4- tK^w^P^P, 4- m^nt^P^P, 4- m^wijP^P, 4- n^^m\}?^^^
M.M'.PP
Les segment^ P^P,, P^P,, P,P„ P,P, sont nuls, P^P, et P.P^ sont opposés, on peut donc écrire
MM'.PP' = {m^m\ —m^m[) P,P, 4- {n^^m[ — vi^w\) P^P, 4- {m^m'^ — m^m\) P,P, 4- (m,w; — ï«,w;) P.P, 4- {m^m'^ — m^m\) P^P, 4- {m^m\ — îw^wig) PjP^.
Posons
^" ~ Or ' ^" - or '
m^')n'^ — m^m'^ m^ml — rn^m[
Pu - ^^, ' P» - M. M' '
m^m'^ — m^m^ m^tnl — m^m'^
P** - mTm' ' ^3* - j^-j;p '
l'ëqualion symbolique qui précède s'écrit
PP'=:P,,P.P, 4-p„P,P, 4-puP.P«
elle exprime que le segment PP' est équivalent à six segments S„, S,3, ... portés par les arêtes du tétraèdre de référence et qui s'obtiennent par la règle suivante : le segment Sf^. est le produit par le nombre p^ du serment ik égal à l'arête du tétraèdre.
On reconnaît donc dans les nombres p^ les nombres qui ont été définis dans la note I. Mais on voit ici Tavanlage de la méthode de Grassmann. Non seulement elle nous prouve la possibilité de cette représentation tétraédrique du segment PP', mais encore elle nous fournit l'expression des coordonnées p,{. en fonction des coordonnées tétraédriques nti^ ml des extrémités P, P* de ce segmenl.
Grassmann a exposé sa niélhodedans son IraiiXé Die Auiidehnungjslehre, publié d'abord en 1844, puis en 1862.
NOTES nE l'auteur.
Propriétés infinitésimales des complexes linéaires.
1 . Un complexe étant donné, îl existe dans l'espace une infinité de courbeo dont les tangentes font partie de ce complexe. Le plan oscnlaleur à ces courbes donne lieu à un théorème que nous allons démontrer.
Soit d'abord ABCD. ... un polygone gauche dont les côlés font lin complexe, partie d'un complexe donné.
Les côtés BA, BG qui se croisent en B sont deux génératrices du cône du complexe qui a pour sommet le point B. Si l'on passe au cas d'une courbe dont ÀB, BC seront les tangentes, on voit que le plan ABC, qui devient le plan osculateur en B à la courbe, coupe le cône du complexe de sommet B suivant deux génératrices voisines BA et BC, ce plan est donc tangent suivant BA à ce cône. De là ce théorème général :
Si les tangentes d'une courbe font partie d'un complexe donnée le plan osculateur en tout point B de cette courbe est ia)igent, suivant la tangente en B, au cône du complexe qui a pour sommet le point B.
Dans le cas particulier d'un complexe linéaire, le cône se réduit au pian polaire et le théorème devient celui-ci :
Si une courbe appartient par ses tangentes à un complexe linéaire, le plan osctdateur en chaque point de la courbe n*est autre que le plan polaire de ce point.
Supposons qu'on ait pris un télnièdre de référence dont les arêtes opposées i2, 34 soient conjuguées par rapport au complexe linéaire;
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nous avons vu plus haut (p. 422) que l'équation du complexe acquiert la forme simple
Pu + «Pj, = ^•
Introduisoiis ici les coordonnées télraédriques (ce,, ce,, x,, x^) 0/i> y.) V3» î/«) de deux points quelconques de la droite dont les coordonnées télraédriques sont (p,,, jj,,, ,.,); nous avons vu dans la note 11 que p^^ est proportionnel à x^y, — y^ x, et pJ^ à X3y^ — i/jX,. Donc, l'équation
exprime que la droite qui joint le point x au point y fait partie du
complexe.
Détermination Supposons qu'il s'agisse d'exprimer que la tangente d'une courbe des courbes fait partie du complexe; il faudra que les points voisins x, x 4- dx enveloppes des yepifje,,^ ^^^3 équation qui devient alors
droites d'un complexe linéaire.
Propriétés de ces courbes.
(x,dx, — XjciXj) -f- a (x,(ix, — XjdXj) = 0
ou encore
X, ^ \Xl/
où ^ est une fonction arbitraire, et il viendra
Nous poserons
Celle équation, jointe à la précédente, résoud complètement le problème de trouver toutes les courbes dont les tangentes font partie d'un complexe linéaire.
Les courbes que nous venons de trouver présentent une série de propriétés curieuses. Nous signalerons entre autres la suivante:
Soit G une courbe appartenant par ses tangentes à un complexe linéaire et A une droite quelconque de cç complexe. Menons en un point M de la courbe G le plan osculaleur \>., qui coupe en P la droite A; soit x le plan mené par M et A. Lt^ plan t: est le plan polaire du point P.
En effet, la droite MP, issue de M dans le plan [a, appartient au complexe, car le plan [i est le plan polaire de M. Le plan polaire de P doit doue être le plan mené par A et par PM, c'est le plan r..
Si le point M décrit la courbe G, le point P décrit la droite A et
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le plan x varie en correspondant homographiqueraent à ce point. (Voir à la pa^e 51.) Le lecteur démontrera aisément la réciproque suivante :
Si une courbe C est telle que la trace P de son plan osculateur sur une dwUe A et le plan t: mené par A et le point de contact se correspondent homographiquement , la. courbe G appartient par ses tangentes à un complexe linéaire et A est une droite de ce complexe.
Voici encore une importante propriété des courbes que nous considérons.
Soient A, B, G, ... les points de rencontre d'une dexes courbes avec un plan ^ quelamque , les plans osculateurs a, {i, y> ••• en ces points sont les plans polaires des points A, B, G, ... qui sont dans le plan ç, donc ces plans osculateurs vont tous passer au pôle F de ce plan if. Réciproquement, considérons un point F dans l'espace et soit ç son plan polaire; les plans osculateurs à la courbe issus du point F doivent avoir leurs points de contact dans le plan ç, puisque ces points de contact sont les pôles des plans cherchés. On applique ici le théorème 1 du n° 15, page 43.
On remarquera dès lors que la classe de la courbe est égale à son degré.
2. Il y a une infinité d'hélices dont les tangentes font partie d'un complexe linéaire donné. Considérons, en effet, une droite A d'un complexe linéaire et envisageons l'hélice tangente à A qui aurait pour axe l'axe central du complexe. Les tangentes de cette hélice appartiennent toutes au complexe, car elles ont toutes même moment et môme paramètre de projection par rappoit à l'axe central.
L'équation qui termine le n'^ 13, page 39, prouve que toutes ces droites fout partie du complexe du moment où l'une en lait partie.
Parmi les courbes algébriques jouissant de la propriété d'appartenir par leurs tangentes à un complexe linéaire, il faut signaler les cubiques gauches. Toute cubique gauche appartient par ses tangentes à un complexe linéaire.
Pour le prouver, prenons deux points 1 et 2 sur la courbe; soit 3 la trace de la tangente en 1 sur le plan osculateur en 2, et 4 la trace de la tangente en 2 sur \p plan osculateur en 1. Nous prendrons le tétraèdie de référence 1234. Soient x^y a;,, x^, x^ les coordonnées barycentriques d'un point M de la courbe; le plan mené par M et l'arête 24 touche la courbe en 2 et ne la coupe qu'au point variable M ; soit
Xj — fic, ±= 0 l'équation de cie plan. Les coordonnées de M seront des polynômes du troisièma degré du paramètre t.
P^i — ?» (0» P^t = ?j (0> P^i = ?3 (Oj P^i = ?« (0-
Obsei-vons que t s'annule au point 2, et comme le plan ar, = 0 est
osculateur en 2, il faut que ^, admette la racine triple t = 0, on a
donc Çj {t) =zai*. On verra de môme que ç, doit admettre une racine
triple inQnie, car le plan a;, = 0 est osculateur en '4, c'est-à-dire au
point qui correspond à f = oo; donc fj = & est une constante. Quant
ce à x„ on a par définition ac, == -^ = at*. Enfin, le plan x, =0 ou
1, 2, 3 touche en 1 la cubique et la coupe en 2 ; donc l'équation ç, = 0 doit admettre une racine double infinie (donnant deux fois le point 1) et une racine simple nulle (donnant le point 2); ç, a donc la forme o^ = ctf où c est une constante. La cubique est donc représentée par les équations
px.^ = at*j px, z=z b, px^ = ai*, px^ =5 et. On en tire facilement
Xjd.c, — x^dxi (iCjrfjc, — x^ dac,) = 0,
ce qui prouve bien que les tangentes de la cubique font partie du complexe linéaire
Pi, — — Pu = 0.
Chasies a le premier attiré l'attention sur cette propriété des cubiques gauches, qui a été l'obiel d'une belle étude présentée comme thèse par M. Âppell.
Surfaces dont 3. Si l'on rapporfe un complexe linéaire à un trièdre trirectangle
les normales dans lequel Or soit l'axe du complexe, la condition pour que la droite
appiriicnticnt ^ y, Z, L, M, N fassi partie du complexe s'écrit, comme on l'a vu, a an complexe ' ' ' ' ' r r /
II est aisé de se ôonvaincre d'après cela qu'il existe une infinité de surfaces dont les normales appartiennent au complexe.
Soient ac, y, z les coordonnées d'un point de la surface, j), q les
âz âz .
dérivées -r— > — » les équations de la normale s'écrivent, ac,, y^^ Zj
Propriété des lignes
asyinptotiques et des lignes géodésiqurs
de ces surfaces.
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étant les coordonnées courantes,
d'où Ton tire
py^ — qx^^py — qx-.
on en déduit que — p, — g, -ni, y -i- gs, — x- — pz, py — qx sont les coordonnées de la normale; l'équation diiïérentielle des surfaces cherchées est donc
py — qx -\- /i = 0.
Si l'on fait un changement de coordonnées en posant x:=:r cos 0, y = r sin 0, on trouve qu'en coordonnées cylindro-polaires l'intégrale de l'équation ci-dessus s'écrit
2 = + fiô H- F(r),
où F représente une fonction arbitraire ; c'est l'équation générale des hélicoïdes de pas h qui ont Oz pour axe.
Les lignes asymptoliques de ces surfaces présentent une propriété intéressante; leurs bi-normales appartiennent au complexe linéaire. Gela résulte de ce que leurs bi-normales sont justement les normales à la surface.
Pour la même raison, les normales principales des géodésiques de ces surfaces appartiennent au complexe.
Les réciproques sont vraies, en sorte que la détermination des lignes dont les normales principales ou les bi-normales font partie d'un complexe linéaire se ramène à la recherche des géodésiques et des asymptotiques des surfaces hélicoïdes.
Cinématique.
Sur l'expression du travail virtuel des forces appliquées à un corps solide.
Supposons (les forces F„ F„ ... appUquées aux pointa P,, P,, ... d'un corps solide.
Si l'on représente ces forces par des segments, on obtient un certain système de segments auquel Pluecker a donné le nom de dyname et Bail celui de iorseur. On démontre en statique que si l'on remplace un ensemble de forces ag-issanl sur un corps solide par un autre ensemble, ces deux ensembles de forces sont statiquemeut équivalents pourvu que les systèmes de segments qui les représentent soient eux-mêmes équivalents.
Si (x<, y., -;:;) sont les coordonnées du point d'application de la force F, et X,, Y,, Z^ les projections de cette force elle-même, les coordonnées du système de segments constitué par les forces seront
Ceci posé, imaginons qu'on impritne au corps un mouvement hélicoïdal infiniment petit, dont le système des rotations ait pour coordornées (;>, g, r, Ç, r„ Q et proposons-nous d'évaluer le travail virtuel effectué par toutes les forces pendant le laps de temps It.
Le travail virtuel effectué par la force F^ appliquée au point P^ sera évidemment
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^ù ''',?! Vi.v* ^i.z sont les projections de la vite.^se d'entraînement du point P , en sorte que
Le travail virtuel total sera la .<»>inme des travaux virtuels analogues,
ou encore, en introduisant les coordonnées du dyname,
Le travail virtuel est donc égal au produit du temps écoulé Zt par le moment des deux systèmes de segments qui représentent, l'un le dyname des forces, et Vautre le système des rotations.
Si un corps peut librement effectuer un déplacement hélicoïdal donné, un dyname appliqué à ce corps ne pourra y être en équilibre que si le travail virtuel de ce dyname est nul dans ce déplacement, c'est-à-dire si le dyname et le système des rotatins constituent deux systèmes de segments en invl utin (n® 11, p. 25)
%^ -h ^j,r, ^ZZ-^-^p + ^q + %r = 0.
Supposons un corps doué d'une liberté égale à m et soient w^ M,, ..., M„ les m paramètres dont dépend sa position.
Tout mouvement hélicoïdal imprimé au corps aura, comme on l'a vu, des coordonnées de la forme
Pj«; -F PjM; -h ..., <?!«; + g^Mi -f- ..., r^u[ + r^u'^ + ,..,
èjw; -f- £,«; -^ ..., Tnu[ 4- yjjm; + ..., ç,te; -4- Cjm; + ...,
duoù l'on a posé m,' =^ — '; le travail virtuel d'un dyname appliqué au
corps aura dès lors celte expression
8^ = (%c^ + 'UyIi 4- SÇ, -+- sep, -4- ?ftlq^ + %r,) 2w, + (SêÇ, 4- ^r,, + Zi;, + %py 4- SfTlg, + %r,) lu,
-+ C^Ç« + 'y-V + Si;« + iCp« + 9Tlfi,„ + %r„) lu„.
Pour que le dyname laisse le corps en équilibre, il faudra que l'on ait les équations
9SÇ. -+- ^JYÎ„ + SÇ„ + ifp, + 91lg„ + %r„ = 0.
Si, en particulier, le corps est entièrement libre, m est égal à 6 et les équations précédentes exigent que l'on ait !£ = 0, 311 = 0, % = 0, 9S = 0, 91 = 0, 3 = 0. Ce sont les six équations de l'équilibre d'un corps solide libre.
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Sur les volumes engendrés par un contour fermé.
J'ai dit dans l'introduction que la théorie de segments peut avoir d'autres applications que la statique et la cinématique du corps solide. En voici un exemple que j'ai déjà fait connaître ailleurs fComptes rcndtis de l'Académie des Sciencen elJournal de Mathématiques.)
On connaît les curieux théorèmes de Guldin, dont on trouve le germe dans un énoncé obscur de Pappus et qui concernent soit le volume, soit la surface engendrés par la rotation d'un contour plan fermé tournant autour d'un axe tracé dans son plan.
Le théorème relatif au volume est susceptible d'une extension remarquable qui nous fournira précisément la nouvelle .ipplication à laquelle j'ai fait allusion.
Considérons en premier lieu un petit élément de surface plane w, dont ap, y, z seront les coordonnées du centre de gravité, et imprimons à cet élément un déplacement hélicoïdal dont le système des rotations ait les coordonnées (p, g, r, 5, t;, Ç).
Cet élément engendre un petit volume qu'on peut assimiler, si le mouvement a lieu pendant un temps infiniment petit 8^, à un cylindre oblique dont o> serait la base et dont l'arête serait égale au déplacement infiniment petit du centre de gravité de l'élément. Ce déplacement a pour projections
i = (ç -f- gz — ry) St, m = (tj -h r.x —pz)lt, n = (Ç -4- py — qx) St.
Soient a, 3, y les cosinus directeurs de la normale à l'élément. Le volume du cylindre est égal au pi-oduit de sa section droite par la longueur de son arête. Or, la section droite a pour valeur
(«>cos6,
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OÙ 0 est l'angle de la normale à l'élément avec l'arête du cylindre, en sorte que
cos 0 =
le volume dn cylindre est donc égal à
w cos 6 Ki* 4- m* -h n* = (0 (ai 4- ^m 4- y^) = (I) [(Ç + gz — ry) x + (yj 4- rcc — p«) p -h (Ç -I- py — gx) y] î<.
Considérons maintenant une portion finie de surface, que nous découperons en petits éléments tù.
Dans le déplacement hélicoïdal infiniment petit, le volume balayé par la surface totale sera la somme des volumes balayés par les éléments fa). On aura donc pour le volume total
g I I («z — Y*) t* H- îc j I (piC — ay) w j 8t
On voit figurer dans cette expression six intégrales doubles étendues chacune à toute la calotte de surface considérée.
Or, c'est un fait digne dé remarque que ces six intégrales sont égales chacune à une intégrale simple prise suivant le contour qui limite la calotte, en sorte qu'elles ne dépendent que de ce contour limité.
Ce théorème est une conséquence d'une formule célèbre due à Stokes (*). Dans le cas actuel on peut faire un raisonnement direct. Dans (1)2 on reconnaît l'aire de la projection de l'élément u) sur le plan des y, z ; on a donc
fa>a = dydZf d'où
Il du)= Il dzdy = j ydz = — / zdy = 2 j ^^^ — 2(iy) = A; les intégrales simples sont prises suivant le contour et représentent
(1) Ce théorème de Stokes ne trouva démoatré dans le tome I du Traité d'Analjfse de M. Emile Picard.
NOTES DE L'AUTEGft. 439
l'aire de la projection du contour parcouru dans un sens convenaWu sur le plan des yz.
On a aussi
ij^(ù=^l(zdx — xdz) = Bj
/Y Yu> = ^ J (xt^j/ — ydx) = C,
et B, G sont encore les aires des projections du contour sur le plan des za? et sur celui des xy. On trouve de même
ffi^y - ^«) « = - lj\y' + *«) dx = L,
jT(«î — Y^î) w = — 2J («* + ^*) dy ~ M,
JJ(^x - «y) u) = - î J(ac« + t/«) dz = N,
et les intégrales sont prises encore suivant le contour parcouru dans le même sens que précédemment (*).
On trouve donc que le contour seul intervient et dès lors on peut oublier la cloison et dire que le volume est engendré par le contour fermé.
Ce volume a cette expression
(AÇ + Bv; -H CÇ -H Lp + Mg 4- Nr) 5t. .
Concevons maintenant que le contour subisse un déplacement continu. On pourra le regarder comme une succession de mouvements de torsion infiniment petits et le volume intégral sera
V = /"'(A; -H Bïj + C; -f- Lp + Mg -H Nr) dt,
Ç, r^, Ç, p, q, r, étant fonctions de t. Posons alors
a=: I pdtj ^ =^ / ^*'*> c= / rdty
Jt, Ju Jt,
l = I ^dty m = / r,dtf n = / i;dt, Jt* Ju Ju
(*) Pour pV'.B dn rlétiiils sur ces questions de sens, voir moa Mémoire du Journal de jf'itkématijvt», t. V (4« série), p. iJ21.
et la formule ci-dessus devient
V = Ai -t- Bm + Cn + La 4- Mb + Ne.
On voit que V représente le moment des deux systèmes de segments ^ (A, B, C, L, M, N) et a (a, b, c, i, m, n); le premier
système dépend uniquement du contour mis en mouvement, le second ne dépend au contraire que du mouvement qui a été imprimé.
Supposons que le contour soit plan, prenons Os normal au contour, au centre de gravité O de son aire elOxyOy dans le plan du contour.
On trouve dans ce cas que A = B = 0 et G est Taire du contour; de même L, M, N sont nuls, en sorte que le système des segments lié au contour se réduit ici au segment C élevé perpendiculaire au plan du contour au centre de gravité de Taire et égal justement à Taire du contour.
Dans une rotation d'amplitude angulaire 0 autour d'un axe A, le volume engendré par le contour sera égal au produit de ô par le moment de C par rapport à A. Si A est dans le plan de G, ce moment est égal à la plus courte distance p de G et de A, ou à la distance à A du centre de gravité, multipliée par G, soit p. G. Donc, dans ce cas, C.pO représente le volume engendré par le contour. On retrouve ainsi le théorème de Guldin relatif au volume.
Si le mouvement du trièdre T est réglé de telle sorte que les axes de ce trièdre soient constamment l'un la tangente, l'autre la normale principale, l'autre la bi-normale d'une courbe, les expressions a, &, c, (, m, n ont des formes particulièrement simples qui mettent en évidence de nouvelles propriétés des courbes de M. Bertrand. Je renvoie pour ce point à mes Mémoires déjà cités en note.
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NOTE VI
Sur le problème des centres de courbure dans h mouvement d'une figure plane.
La construction de Savary(*) tombe en défaut dans le cas où le point décrivant est sur la normale commune aux deux roulettes.
La formule 4 de la page 144 devient alors, 8 étant égal à ^» 1 1 _ 1 1
Pour construire cette formule, rabattons en 0/, 0^, sur la tangente commune aux roulettes, les centres de courbure Oy, 0„. Soit ensuite menée la bissectrice de l'angle 0^,0 0„ (fig. 9iJ.
Appelons |x le centre de courbure de la trajectoire du poirt M, les droites ;jlO/, [i.OÂ, se coupent sur la bissectrice.
En effet, les équations de [kO} et de {xOi, sont
et
Or, en tenant compte de l'équation (1), on trouve l'identité qui prouve la proposition
(') A la page 144 nous avons adopté une locution as$ez répandue, mais inexacte, qui attribue à Savary la formule fondamentale relative aux centres de courbure. En réalité, cette formule revient à Euler, comme la découverte de l'axe instantané et comme les formules attribuées à Olinde Rodrig^ues. Ces locutions erronées sont assurément plus commodes pour les mathématiciens; il semble presque qu'EuIer ait, dans ces questions, découvert trop de théorèmes pour attacher son nom à aucun.
Il suffira donc de mener MO/, de prendre le point de rencontre G
Fig. 91.
avec la bissectrice et de joindre Oi, au point G; la droite 0;,G coupe en (A la normale.
On pourrait aussi se servir du point KJ, rabattement du point K'. La parallèle MGj à 001, coupe en G, la bissectrice; la droite KJG, coupe la normale au point \i..
Le rabattement du point K donnerait une construction analogue. Considérations La construction de Savary donne lieu à quelques remarques géogéométriques métriques dont nous avons déjà donné un exemple dans la proposi-
'""^ tion du uo 54. On peut rattacher cette proposition à un ensemble de
la construction . . „ , . . o .. .,.
ai Savan. ^^^^ d ordre tout a fait élémentaire.
Rappelons que nous avons démontré au no 52, page 152, la formule
où r, est la valeur de r pour laquelle p est infini. Cette valeur de r correspond, par conséquent, au point A où la droite OM coupe le cercle des inflexions qui est décrit sur OK' comme diamètre.
Considérons le cercle C qui a pour centre le point M et qui passe au centre instantané 0 ((ig. 92J.
La formule (2) s'écrit encore
Mîx.MA = MÔ*,
elle exprime que la droite K'A, qui est perpendiculaire en A à OM est la polaire du point ;i, par rapport au cercle C.
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Ainsi, le centre de courbure [i. est le pôle par rapport au cercle C de la droite K'A.
Fig. m.
On en conclut aussitôt que :
La polaire du point K' par rapport au cercle G coupe la normale OM au centre de courbure {x. Ce qui fournit une nouvelle construction de ce centre, construction qui ne tombe jamais en défaut.
Effectuons actuellement une transformation par rayons vecteurs réciproques, en prenant te point M comme pôle et MO comme puissance d'inversion. Le cercle C se transforme en lui-même et la droite K'A devient le cercle C décrit sur Mjx comme diamètre. De plus, la droite K'A est l'axe radial du cercle G et du cercle C*^, ainsi que cela résulte des propriétés connues de l'inversion.
On a donc ce théorème :
Le cercle décrit sur le rayon de courbure Mjx comme diamètre et le cercle qui a pour centre le point M et qui passe au centre instantané ont pour axe radial une droite passant au point K'.
C'est le théorème du n» 54.
Transforma- La construction de Savary et la formule d'Euler, dont elle découle, tion font correspondre à tout point M du plan un point (x déterminé et
qna ratique inversement tout point jjl du plan est le centre de courbure, à un instant^tlonné, de la trajectoire d'un certain point M du plan. La correspondance est une de celles qu'a étudiées Cremona et qu'on a depuis appelées bi-rationnelles, pour rappeler que chaque point, M ou ;jl, a ses coordonnées exprimables sous forme de fonctions rationnelles des coordonnées de l'autre.
Dans la note de la page 151 nous avons indiqué que si x, y sont les coordonnées rectangulaires de M, Ç, r^ celles du point [a, les axes étant la tangente et la normale communes aux roulettes, on a les expressions rationnelles de Ç, r^ en x, y
x*-\-y*-\-ky X* + y* -h ky
et que l'on tire ces autres expressions rationnelles
kyx
:ky*
: X* + y* -f- kyz
: fcvi'
: ç» + v - kr,:.
Si Ton fait usage de coordonnées homogènes a*, y, ?, ^, it;, l, on voit que l'on a
et
La transformation rentre dans la classe des transformations quadratiques bi-raiionnelles. Dans ces transformations, à une droite du plan il correfpond une conique, en sorte qu'à l'ensemble doublement infini des droites du plan il correspond une double infinité de coniques. Ces coniques passent par trois points fixes généralement distincts, et tel est le cas de l'inversion.
Ici ces trois points sont coïncidents, en sorte qu'aux droites du plan il correspond une double infinité de coniques osculatrices entre elles en un point fixe.
En effet, si le point M (j?, y, z) décrit la droite
ux + vy -h wz =zOy les formules (4) montrent que le point ^. (^^ v;, Q décrit la conique (5) t*A;r, -f- vkr^ + w {k* + r^ — kr,^) = 0.
Or, il est aisé de voir que le cercle des rebroussements, qui est
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représenté justement par l'équation
est osculateur à toutes ces coniques au point 0, x»ntre instantané, et que réciproquement toute conique osculatrice en 0 à ce cercle a une équation de la forme (5). Donc :
Quand le point M décrit une droite, le point [a décHt une conique osculatrice au centre instantané au cercle des rebroussements et réciproquement.
Quelques géomètres donnent à cette conique le nom de Rivais, du géomètre qui a le premier remarqué son existence. On observera que le cercle des rebroussements est la conique de Rivais de la droite de l'infini.
Si l'on cherche de même quel lieu doit décrire le point M pour que le point jji. décrive une droite, on trouvera que M doit décrire une conique osculatrice au centre iyistantané au cercle des inflexions et réciproquement.
LEÇONS DE CINÉ>fATlQUE.
NOTE VII
Sur les accélérations.
Intcrprélation des équations
de raccélération.
La distribution de raccélération dans un solide en mouvement a fait l'objet de diverses recherches parmi lesquelles il convient de citer un mémoire détaillé de M. Gruey, publié en 1878, Sur les accélérations des points d'un solide en mouvement; le livre plus récent de M. Schœnflies Sur la géométrie du mouvement, et enfin un mémoire de M. Gilbert, publié en 1890, sous le titre : Recherches sur les accélérations en général.
La forme linéaire des équations établies à la page 131 :
Jx=?l + q'
ou
J. =Çi -»- v'y—^'^-^
âx ôH
ày'
dz
(2) ^H = (px + qy-h r z)' — (p« + g' + r») (x* + y* + z'),
et le fait qu'elles sont entières par rapport, à x, y, z prouve que m MJ est le segment représentatif de l'accélération du point M (x, y, z), le point J correspond homographiquement au point M; de plus, dans celte homographie, le plan de l'infini se correspond à lui-même.
On peut aussi supposer qu'on a transporté en une origine fixe 0, en ÔJ^, l'accélération M J ; le point Jj, dont 4, J^, J^ sont les coordonnées, correspond tîico.e homographiquement au point M et le plan de l'infini est encore son propre homologue dans cette homographie.
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Ces remarques sont la base des considérations développées par M. Gruoy dans son mémoire.
D'abord, l'existence du centre des accélérations, qui ne disparaît que dans des cas particuliers, permet en général de ramener à zéro les valeurs de ^|, 75^, Ç, relatives à l'époque que l'on considère. Les formules (1) sont alors homogènes en x, y, z, en sorte que, soit dans l'homographie % qui relie J et M, soit dans l'homographie Mi qui relie J, et M, le centre 0 des accélérations est son propre homolog;ue.
Gomme le plan de l'infini est son propre homologue, il y aura dans ce plan frois points A, B, G qui seront leurs propres homologues; on obtiendra ces points en résolvant les équations
âx
ày
dz
rrSiC,
==Sy,
L'élimination de x, y, z entre ces équations fournira l'équalion en S du troisième degré dont dépend le problême de la détermination des trois droites OA, 0P>, OC. (Voir le chapitre XII.)
On obtiendra ainsi trois directions ^lo droites OA, OB, OG, réelles, imaginaires, distinctes ou confondues, selon la nature des racines de cette équation du troisième degré: M. Gruey en a fait la discussion.
On observera que, dans l'une et l'autre des deux homographies, la droite OA est sa propre homologue, et de aiêine pour OB, OG.
Si l'on prend un point M sur l'une de ces droites, J, J, y seront aussi. Les droites OA, OB, OG sont les lieux des points M dont Vaccé h' ration passe par le centre des accélérations 0.
D'api es les propriétés de l'homographie, les points M, J, J, supposés variables, décriront des surfaces du même degré ou des courbes du même degré.
De plus, les points à l'infini de ces surfaces ou de ces courbes sont homologues entre eux, en sorte que si l'une de ces courbes ou surfaces n'a pas de point réel à l'infini, il en est de même des autres.
C'est ainsi que si OJ,, c'est-à-dire l'accélération de M, a une valeur constante, J, décrit une sphère de centre 0. Le point M décrit alors un ellipsoïde E.
C'est ce que donne du reste le calcul. On a, en effet.
Oi^=zii -J-J* -^J^
Point d'accélération
minimum dans un plan.
Tliéorème de M. Grucy.
Théorème de M. Résal.
On reconnaît, de plus, que le centre des accélérations est le centre de l'ellipsoïde E, et que si l'on fait varier la longueur constante de 0J„ les divers ellipsoïdes E sont non seulement concentriques, mais homolhétiques.
Étant donné un plan tc, les ellipsoïdes E découpent sur lui des ellipses concentriques sur lesquelles se groupent les points de ce plan qui ont même accélération.
Le centre commun P de ces ellipses est le point de contact du plan t: avec celui des ellipsoïdes E qui touche ce plan.
Le point P est le point du plan z dont Vaccéléralion est minimum.
Soit PP' l'accélération de ce point P.
M. Gruey a démontré ce curieux théorème :
Les projections sur la droite PP' des accéléi^ations des divers points M du plan z sont constantes et égales en grandeur et sens à l'accélération même PP' du 2}oint P.
M. Gruey a groupé autour de ces ellipsoïdes E un grand nombre de propriétés des accélérations.
Signalons encore la proposition suivante :
Si un plan r passe au centre 0 des accélérations, les accélérations de ses poijits sont rectangulaires avec une droite OR et réciproquement. Le diamètre conjugué du plan i: dans les ellipsoïdes E a les accélérations de ses points parallèles à la droite OQ.
Du reste, d'une façon générale, les accélérations des points d'une di'oite sont parallèles à un plan fixe et engendrent un paraholoide hyperbolique.
M. Gilbert, dans son mémoire déjà cité, est revenu sur ces diverses questions et en a généralisé certaines.
Sa méthode repose sur le théorème suivant, dû à Resal, dont la démonstration résulte immédiatement des méthodes générales développées dans le texte de ce livre :
Si un solide tournant autour tfwn point fixe O est rapporté à un trièdre de référence mobile ayant son sommet en 0, l'accélératior angulaire absolue du solide est la résultante de Vaccéléralion angtdaire relative, de Vaccélération angulaire d'entraînement et de l'accélération angulaire composée.
Nous avons défini au n» 67 l'accélération angulaire. Soit OQ le segment qui représente la rotation absolue du solide; OQ' le segment
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qui représpnle sa rotation relative par rapport au trièdre Oxyz et enfin OÛ" le segment qui représente la rotation du trièdre Oxyz lui-même. Il est clair que OQ est la somme géométrique de Où' et dcÔQ"'.
oû = ôîr + ÔÛ^.
La vitesse absolue de Q est l'accélération angulaire absolue. î^a vitesse de Q! par rapport au Iriédre Oxyz est l'accéléralion angulaire relative, enfin la vitesse absolue de Q* est raccélération angulaire d'entraînement.
Or, si X, x\ x' sont les projections de ÔÛ, OU', 012' sur un axe Oxe, la relation géométrique ci-dessus donne
d'où
dx dx' dx"
dt ~~dt "^ 'dT
On peut en conclure que la vitesse absolue de Q est la somme géométrique des vitesses absolues de û* et de û'.
Vitesse absolue de Q = vitesse absolue de Q' + vitesse absolue de Q'.
Or, il est clair que la vitesse absolue de Q' est égale à sa vitesse relative plus sa vitesse d'entraînement. Désignons par y, y', y' ^^s accélérations angulaires absolue, relative et d'entraînement, on atiru
Y = y' 4- y* + vitesse d'entraînement de û'.
C'est à cette dernière vitesse qu'on donne le nom d'accélération angulaire composée.
C.lcnl des Je terminerai cette note en disant un mot sur les accélérations
^accélérations d'ordre supérieur dont la définition a été donnée à la page 60 3ii(iérieures Le calctil qui permet de passer de la vitesse à l'accélération donne aussi les composantes des accélérations d'ordre supérieur.
Par un point fixe A menons un segment A j„ équipollent à l'accélération du n'*"* ordre d'un point mobile M rapporté à un trièdre de référence mobile Oxyz. La vitesse absolue du point J, est, par définition, l'accélération de l'ordre (n -4- 1) du point M.
Or, soient J„^x> K.v, J»,» les projections de J, sur les axes Ox, 0»/, Oz; .x„ 1/j, Zq les coordonnées du point A, les coordonnées du point J, seront
X Xq -t- J»,*,
Cinématique,
Les projections de la vitesse absolue du point J„ sur les axes Ox. Oy, 0~ seront les projections J„+,.,, J„+i,y, Jh-h,? de l'accélération d'ordre (ii -+- 1), et on aura, dès lors, en appliquant les formules connues
J«+i,x =: ? •+- ^Z — rY -h -—-
at
et deux autres équations analogues. En remplaçant X, Y, Z par leurs expressions et remarquant qufi l'on a
+ Q^o — ♦'!/« -^ -:rr — ^>
puisque la vitesse absolue dé A est nulle, il reste
at et les deux aulres équations analogues
dJ
dt
dt
Telles sont les formules qui, par voie de récurrence, permettront de calculer de proche en proche leiS diverses accélérations d'ordre supérieur.
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NOTE VIII
Sur la théorie de la vis de M. Bail.
Rappel
de la liéliuition
de la vis.
Tout système de segments est le produit
d'une vis par un nombre.
Exemple tiré des rotations.
A !a page 36 on a donné la définition de là vis. Si l'on multiplie ou divise les segments d'un système par un même nombre positif ou négatif, le.s coordonnées de ce système sont évidemment multipliées ou dîvîèées par ce nombre, et Ton peut dire alors que le système luimême a été soit multiplié, soit divisé par ce même nombre. En divisant ainsi Un systëme de segments par la longueur de sa résultante de translation prise en valeur absolue, on obtient un système de segthehls unitaire, c'est'à-dire une vis, dont l'axe a le serts dé fa résultante de ti'an.'5lation du système dt dont le paramétre ou pus est égal au paramètre du système (voir p. 26).
Si, au lieu de diviser par la longueur de la résultante de translation prise positivement, on avait divisé par cette longueur allectée du signe — , on aurait obtenu encore une vis dont le pas seiait égal à celui de la première, mais dont l'axe aurait eu le sens opposé. Tout système de segments donne ainsi naissance à deux vis opposera de même pas, mais d'axes opposés, de même que tout segment donne lieu à deux axes opposés entre eux, dont l'un a le sens du segment et l'autre le sens contraire.
On peut donc dire que tout système de segments est égal au produit d'une vis par un nombre positif ou négatif, selon que l'axe de la vis considérée a ou n'a pas le sens de la résultante de translation du système.
Supposons, par exemple, que les segpienls représentent des rotalions; leur système représente un mouvement hélicoïdal dans lequel, dans un temps infiniment petit, chaque point du corps décrit un élément d'hélice. Toutes les hélices ainsi décrites ont même axe, même pas, ( e dernier égal au paramètre du système. L'ensemble de
Mouvement suivant uni; vis.
Système
de forces
agissant
sui\'antunevis.
Vis
de coordonnées
d^iis un corps
doué d'i:n
degré n
de libei-té.
ces hélices constitue une vis, en ce sens que si Ton prend toutes celles qui traversent un contour fermé dans l'espace, elles forment un noyau solide hélicoïdal, comme la vis en offre un exemple. La définition d*un tel système de vis est complète si l'on connaît son axe et son pas, c'est-à-dire les éléments d'un système de segments unilnire.
Quant au mouvement hélicoïdal, on peut dire qu'il a lieu sur la vis ou qu'il est supporté par elle; il est différentié de tous les autres mouvements qui ont lieu sur la même vis par la longueur de la résultante de translation, c'est-à-dire par sa vitesse angulaire.
Semblablcment, si l'on envisage un ensemble de forces appliquées à un corps solide, cet ensemble constitue un système de segments que l'on pourra regarder comme provenant du produit d'une certaine vis par le nombre qui représente la longueur de la résultante de translation. Pluecker a appelé dyname et Bail torseur tout système des forces appliqué à un solide. D'après cela nous saurons ce que signifie l'expression de dynamc ou de lorseur portée jmr une vis ou qui s'exerce suivant une vis.
Ces explications données, considérons un corps solide mobile possédant le degré n de liberté.
Soient u^y «„ ..., n, les n paramètres dont dépend sa position. Les projections sur trois axes rectangulaires Ot, Ot/, Oz liés au corps, de la vitesse d'entraînement d'un point x, y, z de ce corps ont, nous le savons (p. 226), des expressions de la forme
du. dit, dUi
dUi hii dUi
Considérons les n vis S; qui ont pour coordonnées Pi <li »•<. ki fti Ci
<li
où Ui = -H Vp^ 4- q* +T,'.
Tout déplacement du corps résulte, d'après les formules précédentes, de n mouvements hélicoïdaux infiniment petits, sur les vis S„ d'aniplitudco égales respectivement à U;dUi.
Les n vis S; constituent le système des n vis de coordonnées.
Si l'on eflectue un changement de variables portant sur les u,-,
NOTES DE L AUTEUR
Tntrodaclion
des notions
dynamiques.
Équations générales du mouTcmcnt.
il est clair que le système des vis de coordonnées se trouve changé.
Ces vis jouent un rôle analogue aux tangentes aux courbes de coordonnées dans la géométrie sur les surfaces.
Il est naturel, comme on le fait pour les surfaces, de chercher des systèmes de coordonnées qui présentent des caractères propres à simplifier les formules ou les raisonnements. C'est ainsi qu'il est souvent commode dans la théorie des surfaces de rapporter celles-ci à leurs lignes de courbures ou à une famille de géodésiques accompagnées de leurs trajectoires.
Dans ce genre de questions, la considération de certaines formes quadratiques joue un rôle fondamental. Une de ces formes sera ici celle qui exprime le carré de la vitesse
lu — ■ \ ^' dt
^, du, „ dUf
Dans le cas de 2 paramètres on est toujours certain de pouvoir, par un changement de variables, la ramener à une somme de deux carrés.
Dans le cas de 3 ou d'un plus grand degré de liberté il n'en est plus toujours de même.
Nous nous bornons à signaler ici celte intéressante question.
Des considérations dynamiques ont conduit M. Bail à la notion importante des vis principales.
On sait que, dans le cas d'un solide mobile autour d'un point fixe, il y a trois axes principaux issus de ce point, qui possèdent la propriété que si l'on imprime au corps une impulsion représentée par un couple dont le plan soit normal à l'un de ces axes, le mouvement qui tend à se produire consiste en une rotation autour de ce même axe.
Considérons plus généralement un corps doué d'un degré n de liberté; supposons que dans une position déterminée on lui imprime brusquement un ensemble de forces, un dyname ou torseur, porté par une vis S, et que le mouvement que prend le corps consiste, au moins au début, en un mouvement hélicoïdal suivant la même vis S. Nous dirons alors que la vis S est principale. Ily a n vis principales.
Pour démontrer cette proposition, nous allons d'abord établir les équations générales du mouvement.
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Partons de !'éqn«ifion deM'Alembert
-'" il? ^" + ^' ^^ + ^ ^') - -(^=" -^ ^''^y + 2^^) =0'
où les 0 correspondent aux variations compatibles avec les liaisons. Nous allons introduire les paramètres n^, Wj, ..., v„ qui sont indépendants et dont dépend la position du corps.
Appelons SiT la force vi\e, qui s'exprimera en n,, u,, ..., i/,,, u[, M^, ..., u'„ par la formule
+ C^riiU'i + TlriUi — zlpiU'i)*
on a pose it. = -— — •
sait nue l'expression 7 w /" -^ ;$„ , ^ •''?,,. '^ ^ a, A
V ^ 1 (iî\ - ^ i a..
On se transforme en
-^ { di \Jû^J ~ dUi )
Quant à ^^ {\lx 4- Yoy 4- Zcz), c'est la somme des travaux virtuels des forces appliquées au corps dans un déplacement virtuel quelconque compati})le avec les liaisons.
Soient .)), iC, l?, H-, STl, 'IL les coordonnées, par rapport aux axes mobiles Oic, Oiy, 0:, du dyname constitué par ces forces; d'après le résultat établi dans la note IV, le travail de ces forces dans un déplacement virtuel quelconque aura pour expression
2 {Mi + îBr„ -+- e;;. + a>.- + sni^, + %r)iu.
et, par conséquent, les n équations différentielles du mouvement s'écrivent
( + :Xp. + STlg, + 1tor.. — P,
Rochorche ^" désignant, pour abré{?er, par P^ le second membie.
des vis 3oit A,.,, le coefficient du terme u' u'. dans 2Ï, les équations prccé-
principalc. dénies pouv<mt s'écrire, en désijjnant par u'o 'a dérivée seconde de «,
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par rapport au temps,
(6) lA,?„J + 2:^,-»p-51i; = P-
Supposons que le corps étant daijs la position caractérisée par les valeurs u\, u^, ..., uj? des paramètres, on lui applique brusquement le dyname A, % d %y 8fll, %; un certain mouvement va se produire qui sera défini par des équations de la forme
(7) ti. =!= uf -+- -sf 4- «î* - H- ... ;
une étoile marque l'absence du terme w-'^, car les u}^ sont nuls par hypothèse.
On aura aussi
Les valeurs de uj" se^onl données par les équations (6) où l'on fait u, = w?, u'i =: Ô, et qui deviennent alors
(9) 2] ^l? Mf'*=P" =X^^ -h^T,? -hCK? + ^p? +y^q? -h^f^.
Quant aux coordonnées p, ^, r, Ç, y;, t, du mouvement hélicoïdal tangent, elle^j soni données ^^r les formules
où l'on a
(11) pp = p» + pjn + ..., q^ = g^ 4- q:*t + ..., etc.
Les expressions dep, q, r, 6, t;, Ç deviennent donc, en n'écrivant que les termes du premier Ordre en t,
(12) I g:^Sgp»M*»./-4- ..., y5 = 2y,p».m5».< + ..., f r=2r«u5'». < + ..., C— 2Ç.uJ».t +....
Le mouvement hélicoïdal instantané qui se produit d'abord a donc lieu sur une vis dont les coordonnées sont proportionnelles aux expressions
/i'i\ VviO»!'» yjiO-ii'o v,.o,.»o vî:û,.»o v^o-,»© vrÛM'Ç.
(10) ipè Wp » *<</s "c » ^»{»**c , «>ï3Î*p , -'T2p**p > ^V**? *
Pour que cette vis coïncide avec celle qui porte le dyname appliqué, il faut et il sufût que l'on ait, X iésignant un coefficient de proportionnalité,
(u^ ^ -Pf^'f' = '^^^r 2gp«u;« = x^, 2r;«;« = xe, ^ > ( 2:^«u;» = xï, 2r,;u;» = xsfii, 2r«n'« =: xu.
Ainsi, les valeurs des w,-* tirées des équations (9) doivent vérifier les relations (14).
Mais on peut remarquer qu'il suffit de connaître les u!' pour que les équations (14) fournissent .i, % d, if, 9TI, %, et l'on peut se débarrasser de ces inconnues. On trouve, en élinninant ces quantités entre les équations (9) et (14),
Posons
dans c<'s expressions on reconnaît les coefficients de la forme
(17) 2H = 2;v"f --^P"? -^ -'/f **^-\^w; + 2r,uJ.2Çpu:,
introduite au n» 82, i^x^e 2Î1, formule (il). Avec ces notations, 1 s équations (15) s'écrivent
(18) j 2^''>r-=-;i;''^'Vr»
On est conduit P*^""* "** P*" compliquer les notation, elTaçons l'indice zéro devenu
ù la réductioii inutile, et remplaçons tip" par u^. Les équations (18) prennent la
simnltanée forme
il dos canes j'P 4 /)H
ôe* f *rines (10) -r—, =■ r -; — ; >
TetH. <>«< '^«^f.
Ces équations sont les équations classiques que l'on rencontrerait
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si l'on voulait, en regardant les tt,- comme des constantes et les u'i comme les seules variables, ramener simultanément T et H à des sommes de carrés, au moyen de substitutions linéaires effectuée!? sur les v'i .
Ce problème conduit, par l'élimination des m,' entre les équations linéaires (19), à une équation en >. du degré n et l'on obtiendra ainsi n systèmes de solutions pour les u,' et par suite pour les itj".
Il y a donc n vis principales^ en général.
Les cas d'exceptions sont ceux que l'on rencontre dans la disctission ordinaire des problèmes de ce genre, lorsque Tune des formes est définie et positive, comme c'est ici le cas pour T. nomarques. Le lecteur ne manquera pas de se demander si, au lieu de se borner à une transformation linéaire sur les «ô les tt^ étant r^ardés comme constants, on ne pourrait pas, par un changement effectué sur les paramètres m,-, amener du même coup les formes T et H à des sommes de carrés. Cela peut, en effet, avoir lieu, mais exceptionnellement.
Dans le cas d'un corps fixé par un point, les trois vis principales (la liberté du système est alors égale à 3) sont réduites aux trois axes principaux, lesquels sont fixes dans le corps. Il serait naturel do rechercher les cas où, plus généralement, les n vis principales son! fixes dans le corps.
Ce sont là autant de questions intéressantes que nous nous bornerons à proposer et qui sont, croyons-nous, entièrement nouvelles.
NOTE IX
Sur 1(^ cylinrtroïde.
Nous avons eu l'occasion de dire (tue la conffruence linéaire com-
Lipii clos 3X0S
des comniexs ^"""6 à deux complexes linéaires G, G' appartient à uiie infinité dé linéaires complexes formant un faisceau. Si G rts-O, G' =0 sont les équations d'un faisceau, de ces complexes en coordonnées de droite,
(l) >X-hX'C'=0
est l'équation générale des cx)raplexes du faisceau. Les axes de ces complexes engendrent une surface remarquable du troisième ordre appelée cylindroide par M. Gayley.
Le complexe G est l'ensemble des droites de moment nul par un système de segments déterminé
Il faut toutefois observer que la multiplication du système par un nombre n'altère pas le rapport des quantités ,li, % C, '£, 9îl, % et ne change pas le complexe. On pourrait donc réduire X' + S* -h Ô* à l'imité et réduire le système de segments à une vis. Il y a aiusi deux vis d'axes opposés, de même pas, attachtes à un complexe. Appelons dès lors S^ une de ces deux vis attachées au complexe G.
Appelons de même S^ une vis attachée au complexe G' (*).
Faisons choix d'un système d'axes rectangulaires dans lequel O2 sera la perpendiculaire commune aux axes des deux complexes G, G'.
(1) La notion de vis est à celle de complexe linéaire un peu ce qu'est la notion d'axe îi celle de droite. Comme données, elles ne diffèrent que par une question de aens qui s'impose naturellement dès que l'on veut soumettre les figures uu calcul. C'est cette précision qui rend utile la notion de Vis.
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Soit o„ l'ani^le que fait avec Ox la projection sur le plan tOjj de l'axe de la vis S^; h^ le pas de cette vis; d^ h. cote du point de rencontre de l'axe avec Or.
Considérée comme système de segments unitaire, la vis S^ est représentée par un segment unitaire porté par bon axe et par un couple de moment îi^ porté par le même axe. Les coordonnées de S<, sont donc
(2) cosço, sinç;,,, 0, /i(,cos!po — cipSinço, /i(,sinço + ^„cos©o, 0.
En désignant par l'indice priwe les quantités analosrues relatives à Sô, les coordonnées de cette seconde vis seront
: (3) cosçi, sin^;, 0, /i;cos9; — d;sin2;, h;sinç; + ^/;cos:p;, 0.
Les six quantités (2) sont les coefficients de l'équation du complexe C, les six quantités (3) sont ceux du complexe C^ Les coefficients de l'équation (1)
XG + X' G' = 0 seront donc
/ X cos Ço + X' cds ©ô) '^ sin f^ + X' sin o',„ 0,
(4) X (ho cos ?„ — do sin s^) + X! {h, cos ©; — d; sin o'^),
\ X,(/Jo sin ^0 H- do cos <fq) + X' (K sin ©; -t- d; cos 9;), 0.
Lien entre II est bon de faire remarquer ici que les formules précédentes tra-
a composition dujsent la composition des deux systèmes de segments obtenus en es s|^s e multipliant par X la vis S(> et par X' la visSÔ- Si nous désignons par Z
(t les faisceaux '^ système de segments résultant, les six expressions (4) sont précide complexes sèment les coordonnées de Z et l'axe du complexe défini par l'équation (1) est l'axe central de ce système Z.
Appelons S l'une des deux vis qui portent Z; soient 9, /<, d les quantités analogues à ç^, /îg, d^ qui concernent cette vis (il résulte, en effet, de la forme même des expressions (4), que l'axe de S coupe Oz à angle droit).
Le système Z est le produit de S par un nombre p., et l'on peut donner celte autre forme aux coordonnées de - :
(5) [Acosç, p,sino, 0, ^.(hcosf — dsinç), jjL(/ïsinç-hdcos(p), 0. En identifiant avec les expressions (4) on trouve
linéaires
Formules de composition.
|J.COS5 = ACOSJo-*- X COSifoj
\ i^,sin&=:Xsin9, -f-X*sin^ô>
|p;(/icos5— dsinç;)r=X(/ioCos;po— d,sin5o)-fX'(/t;cosç;— «/;sincp;),
\ i^.(/isinç4-dcosç;)=X(/<oSin5, + doCosço)-l-X'(/jôsinç.ô-fdicossô).
Le cylindi oïJe. Ces équations vont nous permettre de traiter diverses questions, et d'abord, de trouver le lieu des axes des cuaiplexes linéaires qui contiennent la congruence commune à C et à C. Si on élimine entre elles X, X', {JL, h et si l'on y remplace d par z, cos o et sin 9 par X y
y. • > • ;, • . : , on trouve, après un calcul facile,
Kx* + y' vx* -+- y*
(7) z {x* -f- y*) sin (©; — ç^) + Ix* — mny ■+■ ny* = 0, en posant
/ l={h'^ — /i<,)sin!p,sinçi-j-dicosçisinço — JoCOPs^sinçô,
(8) I m = + (h'o— K) sin (?; + f ,) -f- « — do)cos (ç; + <p),
' n=(/iô— /jj^^coss^cosçi — dôsinçicoso-p -h dpSin©oCOS(fô.
Supposons que l'on fasse tourner les axes Ox, Oy d'un certain angle a autour de Oz; il faudra remplacer x, y par les variables X, Y telles que l'on ail
x=\ cos a — Y sin a, ty = X sin a -f- Y cos a.
Simplification L'équation (7) prend la forme
de réquatioii.
^ Z (X« + Y») sin (?; - ç,) 4- /,X* - DJ.XY + «, Y»
ou
ij rr: i cos' a — m sin a cos a -t- n sin* a, m^ = — 2i sin a cos a — m cos 2a — 2n sin a cos a, îij == i sin' a + m siu a cos a + n cos* a.
On peut choisir a de sorte que m^ soit nul, il suffit de prendre
Ig2« = -
l -h il
si môme on fait abstraction d'une rotation de 90° autour de Oz, le problème n'admet qu'une solution. On observera de plus que
Si l'on change z en z -+- a, ce qui revient à effectuer un simple changement d'origine sur Oz, f,, n^ s'augmentent de a sin (?i — ç,> et il -h n^ devient
K + "1 ■+■ 2a sin (fi — 9,).
On peut choisir, et d'une seule façon, a de sorte que cette somme soit nulle.
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Propriétés diverses.
Origine du nom.
Expression do pas.
On est ainsi ramené à la forme plus simple où Ton a m = 0» I = — n.
L'équation du cylindrolde s'écrit alors
(9) z (x* -{- y*) = g {x* — y*), en posant g =
s«n(<pi— ?o)
Sur cette forme simplifiée il est aisé de mettre en évidence les propriétés essentielles de la surface.
On voit que le lieu des axes des complexes d'un faisceau est une surface conoïde droite du troisième degré qui admet deux plans de symétrie.
Les axes sont compris entre deux plans parallèles normaux à la dii'ectrice, car « ne peut varier que de — g k -h g.
Par tout point de la directrice rectiligne il passe deux axes symétriques Tun de l'autre par rapport aux plans de symétrie.
On vérifiera que tout plan passant par une génératrice recliiigne coupe la surface, outre cette génératrice, suivant une ellipse. Celle ellipse se projette sur le plan directeur suivant un cercle passant par l'origine et dont le diamètre passant par l'origine est symétrique de la projection de la génératrice sur le même plan. Comme le cercle passe par la projection du point où le plan sécant touche la surface, on a tous les éléments nécessaires pour le construire.
On verra aussi que si l'on projette un point fixe quelconque sur les génératrices reclilignes de la surface, le lieu de ces projections est une section plane de la surface. Cette propriété appartient aussi aux cylindres, de là le nom de cylindroide introduit par M. Cayley.
Revenons aux formules (6) et essayons de compléter les résultats précédents en cherchant l'expression du paramètre de la vis qui a pour axe une des génératrices du cylindroïde.
Si, au lieu d'éliminer X, X', [ji, h entre les équations (6), nous éliminions X, X', ja, d, nous obtiendrions une équation analogue à celle qui lie d et ç. Mais il vaut mieux raisonner de la manière suivante.
Puisque dans le cas actuel on a i h- n = 0, w = 0, les relations (8) qui définissent f, m, n en fonction de deux quelconques des vis S„ Si, qui ont leurs axes sur le cylindroïde, nous donnent
0 = {K — K) «>s (?i — n) — («^0 + O sin (?; — 9,),
0 = (/»; — K) sin (9; — ç,) -t- « — </,) cos (j»; -h ç j,
qui doi\'ent avoir lieu entre les éléments de deux quelconques des vis du cylindroïde (c'est-à-dire dont les axes sont sur le cylindroïde).
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Oq a posé
sin (<p; — ço) Il faut donc joindre à ces équations la suivante :
2n = n — l = 2g sin (<?; — <Fo) = + (//; — h,) cos (9; + 9^)
( — (<*6 — ào) sin (?; + ?o)-
Appliquons ces équations à diverses vis du cylindroïde. Prenons une génératrice quelconque correspondant à l'angle ^ et celle qui correspond à 9o = 0. Faisons donc ©„ = 9, 9^ = 0; les équations (10) et (11) donneront, en mettant /«. et d au lieu de /lô, d'^y
/ {h — h^) cos 9 — {d -\- d^) sin 9=0, (12) 1 {h — /ïo) sin 9 -f- (d — c/„) cos 9 =î 0,
\ 2/; sin 9 = + (/i '— hf,) cos 9 — (d — d^) sin 9.
La dernière équation n'est compatible avec la prejuière que si
df^ = g et alors elle se confond avec elle.
Formules Les deux premières donnent alors, en remplaçant d^ par g,
définitives.
(IH) d :=rz g cos 29,
équation qui s'accorde avec celle du cylindroïde et en&uite ;
(14) h =r /Jq -H gf sin 29.
Le problème de la détermination de la vis S se trouve ainsi complètement résolu.
Si l'on prend <p = 0 ou 9 = -? on obtient les valeurs t? = ± </, en
sorte que les axes correspondants sont les axes limites, c'est-à-dire ceux qui limitent sur O2 le segment qui contient les pieds de tous les autres axes. Dans les deux cas h est ég^j»! à /i^, c'est-à-dire que les deux vis extrêmes ont le même pas. On observera que leurs axes étant parallèles à Ox, Oj/ respectivement sont rectangulaires.
II y a là un fait général : jtour que deux vis dxi cijUndroïde aiait même pas, il faut et il suffit que la somme dea inclinaisons
de leurs axes soit égale à jj» ou encore que l'un des axes soit la
symétrique de l'axe reet angulaire avec l'autre axe.
Représentation La quantité h — h^ est susceptible d'une représentation simple, dupas. Soit A l'axe de la vis S; coupo!is-le par la sphère de layon ;/ qui a pour centre l'origine.
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La formule
Borna l'que importanle.
Proposition générale.
Remarque sur la nature «le la
congnience
ctimmune aux
complexes
du faisceau.
Indifférence de certaines singularités.
h(^ est la demi-corde
déduite (le (13) et de (14), prouve 'jue h détenyiiné'i par la sphère en question sur Va.re A.
Il est bon de faire ici une observation importante. La constante h^ n'intervient pas dans la définition du cylindroïde qui ne conlienl d'autre paramètre que gr, en sorte que, comme les paiaboles, les cyliu droïdes sont tous semblables entre eux.
Mais, quand nous parlerons du cyîindroïde, nous sous-entendrons que l'on adjoint à la surface un certain paramètre /i^, qui est lavaleur du pas des deux vis extrêmes.
Ceci posé, observons que si l'on compose deux systèmes de segments portés par deux vis appartenant au cyîindroïde (gr, h^)y le système résultant est porté par une vis dont l'axe appartient au même cyîindroïde. De même, si au lieu de composer deux systèmes on en compose un plus grand nombre dont les vis appartiennent au même cyîindroïde. Leur segment résultant s'obtient eu multipliant une certaine vis du cyîindroïde par la longueur de la résultante de translation.
Comme, d'autre part, il n'y a sur le cyîindroïde axicune vis dont le pas soit infini (formule 14), on peut en conclure le théorème général suivant :
Si plusieurs systèmes de segments portés par des vis appartenant à un même cylindro'ide (g, /»^) donnent lieu à une résultante générais de translation nulle, cela suffit pour que les systèmes considérés se détruisent entre eux; s'il s'agit de forces, ces forces se feront éfjuilibre.
Ce théorème donne la clef du fôle du cyîindroïde dans la composition des systèmes de segments.
Nous venons de voir que les axes des complexes d'un faisceau engendrent un cyîindroïde. Nous laissons au lecteur le soin d'établir les cas de dégénérescence.
Si hf^ est moindre que g en valeur absolue, il y a deux valeurs de ç qui annulent h; la congruence linéaire admet alors deux directrices réelles. Elles sont imaginaires dans le cas contraire.
Si /jg = ± g, les deux directrices se confondent; mais cela ne modifie en rien la surface elle-même, puisque ces singularités ne visent que des valeurs spéciales du paramètre h^. C'est là un fait curieux et qui méritait d'être signalé.
LEÇONS DE CtNÊMATlQUE.
NOTE X
Sur la composition des rotations et sur les quaternions.
Opérations géométriques et opérations
a'g('beifl«es.
Dès les premières pages de ce livre on a pw voir comment, après avoir déHni l'addition géomélriqvie des segments et, en particulier, des segments portés par une même droite, on a établi un parallèle entre l'opération géométrique ainsi définie et l'addiiion algébrique ordinaire. Ce fait n'est pas isolé. Les quaternions en offrent un nouvel exemple. Il est certaines opérations géométriques concrètes qui rentrent dans les données «ordinaires de la géométrie et qui, prises dans leur ensem})le, donnent lieu à un symbolisme analytique nouveau dans lequel chaque opération de calcul est l'image d^une certaine opération géométrique. Parmi les opérations géométriques visées, certaines se rattachent étroitement à la théorie de la rotation des corps, et telle est l'origine d'une similitude entre les formules de la multiplication des quaternions et les formules qui fournissent la composition des rotations par le moyen des paramètres d'Olinde Rodrigues. La théorie des quaternions se relie ainsi à celle des rotations, et c'est cet ordre d'idées q»te nous allons développer, sans insister, du reste, sur les applications des quaternions, car ce sujet échappe au cadre restreint de la présente note.
Nous allons d'abord donner la déOnilion de ces opérations géométriques destinées à servir de substratum à la forme analytique du calcul des quaternions.
Nous nous attacherons donc à rester toujours et systématiquement sur le terrain géométrique, en réservant pour la fin l'introduction des nouveaux éléments de calcul. Notre exposition y gagnera en clarté et en rigueur puisque nous n'aurons jamais affaire dans ces préliminaires qu'à des éléments concrets.
Soient OA, OB deux segments; pour passer de l'un des seg-
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l(i-radialc.
Tenseur.
Verseur.
ments OA à l'aulre OU, on peul : l» faire fourner OA, dans le sens direct auJoiir d'un axe OX perpendiculaire au plan AOB et dextrorsum avec le segment AU; 2<* multiplier, après rotation, le serment OA par un nombre T égal au rapport des longueurs de OB et de OA. On définit ainsi un certain opérateur géométrique qui a reçu le nom de bi-radialc. On désigne la bi-radiale par la nota-
tion
Le segment OB est le segment numérateur et 0.\ le segment dénominateur de la bi-radiale.
On regarde quelquefois la bi-radiale comme l'expression du quotient des vecteurs OA, OB. C'est là une affaire de mot.
La dénomination peut se justifier en disant que le quotient de deux nombres b et a est le nombre (ropcrateur) par lequel il faut mul-
tiplier a pour reproduire h. De même ici ropéraleui
appliqué
au segment OA reproduit le segment OB.
Il entre dans la définition de la bi-radiale un axe OX, une amplitude angulaire 6, celle dont OA doit tourner autour de OX pour coïn-
--- . ^ longueur de OB . ,
cider avec OB, et un nombre T = r=i> 1"* ^ '"^Ç" '^
longueur de O A
nom de tenseur de la bi-radiale. Soit en tout 4 paramèlics.
Si l'on fait tourner tout d'une pièce l'angle AOB dans son plan autour de 0; si l'on multiplie, en outre, les deux segments OA, OB par un même nombre positif ou négatif, la bi-radiale n'est évidemment pas changée. Nous rappelons ici que multiplier un segment par un nombre algébrique n, c'est multiplier la longueur de ce segment par la valeur absolue de n, en conservant ou renversant le sens du segment selon que n est positif ou négatif.
Lorsque le tenseur est égal à l'unité, la bi-radiale se réduit à une rotation autour de OX, elle reçoit alors le nom de verseur. Ainsi un verseur (de vertere, tourner) représente une simple rotation, c'est une bi-radiale dont les deux segments ont la même longueur.
Si l'on multiplie le segment numérateur d'une bi-radiale par un nombre positif, auquel cas nous dirons que la bi-radiale .i été multipliée elle-même par ce nombre, il est clair que le tenseur de la bi-radiale se trouve multiplié par ce nombre, mais que ni l'axe OX, ni l'amplitude 6 de la rotation ne sont changés. Il résulte de là que que toute bi-radiale peut être regardée comme le produit d'un cer- Cinénwliquft, 30
tain vcrpcnr Cqui a mêiT>e axe et même amplitude angUÎaire qu'elle) pai* un nombre jwailif égal a son tenseur.
Le verseur en question s'appelle le verseur de la bi-radiale. Le verseur et le tenseur d'une bi-radiale R se désijjnent ordinairement par les notations
01 a, ça.
Ci-radiales Deu.\ bi-iadiales qui ont le même tenseur, la même ampli(u<le
conjuguées, angulaire, mais dont les sens des axes sont opposés, sont dites
conjugnées.
Inverses. Deux bi-radiales qui ont leuj-s tenseurs inverses l'un de l'autre,
leurs axes opposés avec la même amplitude angulaire sont dites
inverses l'une de l'autre.
Noos ayons défini plus haut la mulliplicalion d'une bi-radiale par un nombre positif, nous pouvons définir de nièino sa multiplication par un nombre négatif en disant que c'est la bi-radiale obtenue en multipliant le numérateur OB par ce nombre négatif, ce qui comporte, comme on sait, un changement de sens du segment.
La bi-radiale qui, d'après cette définition, résulte de la multipli-
cation de la bi-radiale ( I par — i, s'obtiendra en changeant
Opposées. le sens de OB. Comme en changeant à la fois le sens de OA et
de OB la bi-radiale ne change pas, il revient au même de changer
le sens de OB seul ou de OA seul.
La bi-radiale ainsi obtenue sera dite Vopposcc de la première.
On constatera aisément que les axes de deux bi-radiales oppos<:es sont opposés, leurs angles sont complémentaires et leurs tenseurs é^ux.
Parmi les bi-radiales il est quelques cas particuliers qu'il importe de .signaler.
Bi-iailialc II y a d'abprd le cas où les segments OA et OB sont portés par
scalaire. ^^g même droite. On passe alors de OÂ à Olî par simple multiplication par un nombre positif ou négatif selon que OA et OB ont ou n'ont pas le môme sens. Lu bi-radiale s'appellera, dans ce cas, scalaire; elle est entièrement définie par le nombre positif ou négatif dont il vient d'être question.
Si(JÂetOB sont coïncidents, nous dirons que la bi-radiale se réduit à l'unité et nous la désignerons par la notation 1 ; si 0 A et OB sont égaux et opposés, nous représenterons de même la bi-radiale par — i.
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Bi-tadiaie Un autre cas important ost celui des hi-raâiales rectangles pour
rectangle. lesquelles l'amplitude angulaire est é{?ale à 00».
Si le tenseur est, en outre, éjjal à l'unité, on obtient ce que l'on appelle un verseur rectangiâ. La considération des vengeurs rectangles est ia clef de la présente «héorie.
Après ces définitions nous allons passer à l'étude des deux constructions fondamentales de la théorie des biradiales» l'addition et la multiplication. Au lieu de ces mois qui évoquent à tprt l'idée de calcul, à tort puisqu'il ne s'agit que de constructions, on pourrait se servir plus heureusement des mots composition et juxtaposition qui correspondent mieux aux constructions effectuées. Mais la terminologie des quaternions est déjà assez compliquée,, nous parlerons doijc d'addition et de multiplication en nous souvenant qu'il s'agit d'opérations consiruclives et nullement de calcul.
Observons d'abord que, par application d'une remarque déjà faite, deux bi-radiales étant données, on pourra toujours les amener à avoir le même dénominateur.
Soit, en effet, Ojx la droite d'intersection du plan des deux bi-radiales, ou une droite de leur plan commun si elles sont complanaires,
[le plan AOB est le plan de la bi^radialé ( -^^^ I \Ô\/J chacune dans son propre plan, on p<3urra amener sur 0[x le segment dénominateur de chacune d'elles, et alors en multipliant par un même nombre les deux segments de l'une d'elles, on arrivera à rendre identiques les deux segments dénominateurs. Addition des Nous sommes actuellement à même de définir l'addition des hi-radiales. bi-radiales.
Considérons deux bi-radia1e>; que nous pouvons supposer réduites
au même dénotninateur et représentées par les notations (
VOÂ
Réduction au
môme dénominateur.
. Par rotation de
OA
), où OA est le segment dénominateur commun et OB, OC les
OA' deux numérateurs.
Soit 01) le segment qui est la somme géométrique des ,seg-
OD
ments OB, OC, la bi-radiale 1 ) sera, par définition, la somme
VOA/ des deux bi-radiales proposées, La définition est, comme on voit, tout à fait analogue à celle de l'addition des fractions,
Ajoutons que, d'après la définition même, l'addition de deux bi-radiales est une opération commutative.
Décomposition L'addition va nous conduire à une décomposition importante de
de toiiie toute bi-radiale en une somme de deux autres; nous allons, en effet,
bi-:adiaie en (j^nnontrer que : t.'^ute hi-radUile est la somme d'une hiradiale
une bi-radialiî '\ i- j- * j ,
scalaire ei une scatatj'C et dune ht radiale rectangle.
hi-radiale Soit, en effet, OB' le sej^ment qui est la projection de OB sur la
rectangle. droite OA et OB' la projection de OB sur la perpendiculaire élevée
en 0 à G A dans le plan AOB (pbn de la bi-radiale). On peut
ré^'arder ÔB comme la somme géométrique des segments OB' et OB'
et, de? lors, la bi-radiale (_:_—) sera la somme géométrique des
VOA
deux bi-radiales ( _. ), ( ■ ). La première bi-radiale est pure-
\ OA / V OA / ment scalaire, la seconde est rectangle. I^e théorème est donc di-monfré.
La première bi-radiale a reçu le nom de partie scalaire ou simplement de scalaire de la bi-radiale proposée, tandis que la seconde, la bi-radiale rectangle, a reyu le nom de vecteur ou de partie vectorielle.
Représentation La raison eA est que io%de bi-radiale rectangle est représentahle par un ve:tejr par un vecteur.
dune g^jj^ g^ effet, Oa l'axe d'une bi-radiale rectangle; portons sur cet
recian"Io **^ ^"^ longueur proportionnelle au tenseur de la bi-radiale. Nous obtenons de la sorte un segment Or qui représente à lui seul tous les éléments capables de définir la bi-radiale rectangle, à savoir son axe, qui a le sens de 0»; et son tenseur, qui est mesuré par la longueur de Or.
Reiinrquo. C'est donc a. juste raisou qu'on a pu dire qu'une hi-radiale est
constituée pat* une quantité 7iumcrique (la partie scalaire) et par un segment (le vecteur).
Autre Nous allons déduire de là une nouvelle définition de l'addition dos
définition bi-radiales.
de I addition de Considérons deux bi-radiales qui ont le môme dénominateur 0 A
deux __
bi-radiales. et dontOB, OC seront les numérateurs; soit OD la somme géométrique de ÔB et de ÔG et ÔB^, ÔC , ÔW les projections sur la
droite OA des segments OB, OC, OD; il est clair que ( -— — ), \0A/
/ Qpl \ / l\ I)' \
I __ j, I ■ .. ■ I représentent les parties scalaires des bi-radiales \ÔA / VOA /
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somme des
OC Y
), ( ), ( trrr )• Mais OD' est évidemment la
OA/ VqA/ \QÂ/
vecteurs OB', OC ; donc on a ce théorème :
la paHie scalaire de la somme de deux bi-radiales est la somme des parties scalaires de chaque bi-radiale. Le calcul de celte partie se ramène à l'addition algébrique.
Ck)nsidérons maintenant les vecteurs de chaque bi-radiale. Je dis que le vecteur de la somme est la somme géométrique de ces deux vecteurs.
Considérons, en effet, le plan u qui est normal à O A au point 0 ;
soient OB', C)G^, ÔD* Ips projections des segments ÔB, ÔC, ÔD sur
le plan w. OD' est évidemment la somme géométrique des s€g-
fÔD'\
menLs OB', OC. De là résulte que la bi-radiale l -=::z- 1»
/ÔD\ ^^^"^
rectangle de la bi-radiale I l,
ÔF\ /ôc\ ^^-^^
ÔA/' \ÔÂ/ Ou encore :
La bi-radiale rectangle de la somme de deux bi-radiales est la somme des deux bi-radiales rectangles de chacune d'elles.
On peut en conclure que le vecteur de la somme de deux bi-radiales est la SOMME GÉOMÉTRIQUE des vecteurs de chacune d'elles.
Soient, en effet, sur les droites OB', OC, OD' les vecteurs Ob,, Oc,, 0(ii obtenus en divisant OB', OC, OD' par le nombre qui mesure la longueur de OA; il est clair que Od^ sera encore la somme géométrique de Ofe^ et de Oc,. Or, faisons tourner de 90" autour de OA, dans le sens direct, ces trois segments, ils viendront dans les positions 06, Oc, Od; ce dernier étant toujours la somme géométrique des deux premiers.
Du reste, dans cette position, ces trois segments sont précisément les trois vecteurs représentatifs des trois bi-radiales rectangles
\0A/ VpA/ VOA / La proposition est donc démontrée.
En résumé : Pour avoir la partie scalaire et le vecteur de la somme de deux bi-radiales, il suffit de faire la somme algébrique t à celle des des deux parties scalaires et la somme géométrique des deux vecsegment-. teurs de chacune de ces bi-radiales.
Réduction de
l'addition des
bi-radiales
à relie
des nombres
Commutalivité
générale
de l'addition
des bi-radiales.
Bi-radiale nulle.
Soustraction
des bi-radiales.
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L'addition de ces bi-radiales se présente ainsi comme «ne opération complexe où l'addition algébrique marche à côté de l'addition géométrique.
Chacune de ces opérations est commutative quel que soit le nombre des éléments à additionner. Il en résulte dés lors que : l'addition successix'e des bi't*adiales en nombre quelconque est une opératioyi indépendante de l'ordre dc succession.
L'addition des bi-radiales étant commutative, quel que soit le nombre des éléments à additionner, on peut en conclure qu'elle est aussi associative et que l'on peut, dans l'opération, remplacer plusieurs des éléments par leur somme effectuée.
Si l'on ajoute à une bi-radiale son. opposée, c'est-à-dire celle que l'on obtient en échangeant le sens du segment numérateur, on obtient comme somme une bi-radiale dont le numérateur est un segment nul. Nous dirons d'une telle bi-radiale qu'elle est nulle. La partie scalaire et le vecteur d'une bi-radiale nulle sont nuls, il en est de même du tenseur.
On définit la soustraction d'une bi-radiale comme l'addition de son opposée.
D'après cela, si l'on adopte le signe -f- pour indiquer l'addition des
bi-radiales, l'addition de la bi-radiale opposée â 1 - — |
VOA
Sednra.
VOA
car nous savons que l'opposée d'une bi-radiale résulte de sa niùltiplici«tiun par—-!. Alors, au lieu d'écrire -+-( — 1), on peut écrire simple
ÏTb
Uécomposilinn de toute bi-radiale i*ectangle en trois autres d'orientations données.
ment — et co signe désignera la soustraction de la bi-radiale (
L'addition des bi-radiales nous A déjà conduit à la décomposition do toute bi-radiale en une bi-radiale scalaire et en une bi-radialé rectangle. Nous allons poursuivre dans ce Séiis en montrant que toute bi-radiale rectangle est la somme de trois bi-radiàlcs rectangles dont les axes ont des directions données à Vàvance non parallèles ù un même plan.
En effet, considérons le vecteur (Jv qui représente la bi-radiale rectangle R et 0.1C, Oy, f^z les trois directions donnée» à l'avartce. Ou peut décompo.ser Ov snivant ces trois directions en trois vecteurs Ou,, Ov^, Ùv,. Ces vecteurs représentent chacun une bi-radiale rectangle, en sorte que nous avons trois bi-radtales rectangles H^,
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n,, B, dont les axes ont la direction de Ox-, Oy, Oz ou la direction opposée. Gomme, du reste, Oi^» Ov^, Of, ont Ou pour somme géométrique, la bi-radiale R est elle-même la somme de R^., R,, R, et ce que nous rappellerons par la notation conventionnelle
Notons maintenant que si l'on désigne par ?',., r,^, r^ les verseurs rectangles dont Oa?, Oy, Oz sont les axes, R^. est le produit do r,. i>ar un nombre X qui est positif ou négatif selon que l'axe de R^ a le sons de Ox ou le sens opposé; et de même pour Rj^, R^., en sorte qu'on peut poser, pour rappeler cela,
ce qui permet d'écrire
La signification des nombres algébriques X, Y, Z est évidente, ce sont ceux qui mesurent sur Ox, Oy, Oz les projections 0 1',,, Or,^, 0 1--_ du segment Ov, ce sont les coordonnées du point w
Si maintenant nous nous rappelons que toute bi-radiale est la somme d'une bi-radiale scalaire et d'une bi-radiale rectangle, en désignant par S la quantité numérique qui définit, comme on l'a expliqué, la partie scalaire, et enfin en appliquant la décomposition générale précédente à la partie rectangle, on arrive à ce résultat :
Toute hi-radiale est la somme d'une bi-radiale scalaire, définie par une quantité numérique S, et de trois bi-radiah'S rectangles obtenues en multipliant respectivement par trois nombres X, Y, Z trois verseurs rectangles donnés, dont les axes ne sont pas parallèles à un même plan.
En désignant par R la bi-radiale on pourra rappeler ce résultat en écrivant
R = S + X.r, -+- Y.r„-hZ.r,:
Nous supposerons habituellement dans ce qui va suivre que les axes Ox, Oy, Oz sont ceux d'un trièdre rectangle direct. Expression Pour donner plus de corps au résultat précédent, il ne sera pas inu-
d.s Ié^ullats tile de lui donner la forme analytique par le moyen de la géométrie précédents analytique ordinaire, par les moyens r. '• . t • . i •»...,.,
ordinai.'es Soient x, j/, z les coordonnécii du point A; x , y , z' celles du
de 1.1 géométrie point R. Proposons*nou3 d^ calculer les nombres S, X, Y, Z pour la
analytique. ,. , /ÔR
bi-radiale I -—
D'abord on aura
' ^ long PB ^ /\ î> = " — — — cos AOB
l long O A
XX -+■ yif' + zz
rr'
\/x* + if -f- z« ^^c* -^ î/* + «• Kx'* -+- y'* + ^'* a;x' -f- yy' + «c' \ ~~ x* + >/* + j*
Pour calculer X, Y, Z, observons d'aborJ que le vecfenr Ov est ncrrnal au plan AOB, et dextrors im avec AB. Si donc on pose G = Viyz' — :y')* + (zx' — xz')* ^'{x^if'^yxy, on a pour le; cosinus directeurs de Ov les expressions suivantes :
yz — zy'
zx — xz' "G '
xy
— yx .
la longueur de Ov est, du reste, égale à
longOB . -^^ G
(2) ^z::: sin AOB
long OA X» + 1/' 4- 2»
il vient donc pour X, Y, Z :
Les nombres S, X, Y, Z se trouvent ainsi calculés. Si T est le fenscur et 0 l'amplitude angulaire, les équations (i) et (2) s'écriront
(4) S = T cos 0, -, % i = T sin 8,
mais on a aussi
en sodé qu'on peut écrire
(0) S = T cos 0, KX» + Y* + Z« = T sin 6,
d'où
(7) T = KX' + Y« + Z» H- S».
On observera ici encore que les données conslructives d'une bi-radiale dépendent des 4 paramètres X, Y, Z, S.
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Ma!liplieatioo
(les
bi-radialesr.
Oitire des facteurs.
Tenseur du produit égal au
rroduit des tenseurs.
Vei-seur du produit.
Nous allons maintenant définir la multiplication d«s bi-radiales.
On a défini dès le début une bi-radiale R comme un opérateur géo^ métrique qui transforme un segment OA en un segment OB. Imaginons maintenant qu'on applique à ce segment 06 une seconde bi-radiale R' qui transforme OB en un troisième segment 6C, On pourrait passer de 0 A à OG au moyen d'une bi-radiale R' qui aurait ainsi le même effet que l'application successive des opérations représentées par les bi-radiales R, R'. Il est assez naturel de dire que R' est le produit de la bi-radiale R par la bi-radiale R* et d'adopter la notation
qui s'énonce R' qui mulliplie R.
La bi-radiale R est le multiplicande, R' le multiplicateur; il est placé à nrauche et non à droite du multiplicande dans la notation ci-dessus.
Cette remarque a son prix car, dans la multiplication ainsi définie, l'ordre des facteurs n'est pas indifférent; cette opération n'est pas commutative.
Étant données deux bi-radiales R, R',on voit que pour effectuer le produit de R par R' il faudra, par rotation de cbaque couple de segments dans son plan et par multiplication par un môme nombre des deux segments d'un même couple, amener le numérateur de R à coïncider avec le dénominateur de R'.
Ces deux bi-radiales se trouveront alors représentées par des notations telles que ( — — - ) pour R et I j pour R'.
QQ
Alors le produit R' = R' . R est la bi-radiale (
VOA L'identité numérique
long OC _ long ÔG long ÔB long OA long OB long OA
prouve que le tenseur du produit IV de deux bi-radiales R, R' est égal an produit des tenseurs de ces deux hi-radiales.
Prenons maintenant les verseurs HR, *UIV , IIR'. Le lecteur veria bien facilement, d'après la définition même de la multiplication, que la bi-radiale U IV est le produit de 'UR par %R',
<UR' = aiR'.'UR.
Addilioii
géométrique
de^ arcs de
grands cercles.
Le verseur du ptoduit de la bi-radialc Rpar la bi-radialeR' est égal au produit du verseur de R par le verseur de R' .
Or, nous allons constater que le produit de deux verseurs se ramène à Vaddition géométrique des segments d'arcs de gra)ids cercles sur la sphère.
Soient, en effet, I |, 1 - — ] doux verseurs U, U'. On peut
VOA/ VOB/
supposer que la longueur commune des segments OA, OB, OC est Tunité.
Soient OX, OX' les axes de ces deux verseurs, 0, 0' leurs amplitudes angulaires; désignons de même par OX", 0' l'axe et l'amplitude
an;:rulaire du verseur U' =
OA
= tr.u.
Par l'effet du verseur U, le point A décrit un arc AB de grand cercle dont OX est l'axe et dont 0 est l'arc au centre; par l'effet du verseur U' , ensuite appliqué, le point A part de B pour décrire un arc de grand cercle BC dont OX' est l'axe et 0' l'angle au centre. Or, par l'effet du seul verseur U' le point A viendrait directement en C et décrirait l'arc de grand cercle AG, somme géométnque des arcs A H, BG, qui a OX' pour axe et 0' pour angle au centre.
Prolongeons l'arc BG dans le sens CB, opposé à BC, d'une lon- I gueurBC, égale à BC. De même, prolongeons AB
/ d'une quantité BAj égale à BA, et eu sens inverse
f de BA.
/ /Le triangle sphérique (^,BA, résulte du trian-
/ / gle CAB par une rotation de 180» autour du dia-
9». Lr mèlre de la sphère qui aboulit en B. Les verseurs
l'(jTi\ . fÔC\ , , , , ,
I j et I ___ I sont reprcsenlables aussi par
VOA/ VOB/
On voit ainsi que ( * ) représente le produit ^OG,/
de \y par U, alors i|uc
OC
TJ'*=U.U',
représente le produit U' de U
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multiplication
n'est pas commutalivc.
' Associalivité.
Produit de
deux bi-radiales conjuguées.
P.oduit de
deux bi-radiales
Bi-radiale unité.
Formule
relative au
produit des
conjuguées de
deux
bi-r.»diale3.
Pour que D' et U'" pussent coïncider, il faudrait que les points A, C, A„ C^ fussent sur un même grand cercle, qui devrait aussi contenir le point B. Les points A, B, G étant sur un même arc de grand cercle, les deux verseurs seraient toplanaires.
La multiplication des verseurs coplanaires est, en effet, commutative, car elle se ramène à l'addition d'arcs d'un même grand cercle. Mais, en dehors de ce cas, la commutativité n'existe pas. Ainsi la multiplication des verseurs, et partant celle des bi-radiales, n'est généralement pas commutative.
Malgré que la commutabilité n'existe pas pour la multiplication des bi-radiales, l'associalivité est maintenue. En effet, il saute aux yeux que pour effectuer le produit de R par R', puis du résultat ainsi obtenu par R' ..., on pourra effectuer à part le produit des verseurs et puis le produit des tenseurs. Le produit des verseurs se traduira par une addition géométrique d'arcs de grands cercles; or, celte addition est évidemment associative, en ce sens que l'on peut substituer à plusieurs arcs consécutifs leur somme effetluée. Le produit des tenseurs est purement numérique.
On en conclut donc que dans un produit de bi-radiales U sera permis de substituer à plusiew^ bi-radiales consécutives leur produtt effectué.
Deux bi-radiales coplanaires, qui ont le même tenseur, la même amplitude angulaire, mais dont les axes sont opposés, ont été dites conjuguées.
Le produit de deux bi-radiales conjuguées se réduit à une bi-radiale scalaire dont le tenseur est le carré de leur tenseur commun.
Si deux bi-radiales ont des tenseurs inverses l'un de l'autre, si leurs amplitudes angulaires sont égales et leurs axes opposés, on obtient deux bi-radiales que nous avons appelées inverses l'une de l'autre. Si l'on applique successivement à un segment une bi-radiale inverse, on reproduit le segment lui-même. C'est ce que l'on exprime en disant que le produit de deux bi-radiales inverses l'une de l'autre rqiréSente une bi-radiale unité.
Considérons la figure (03) qui nous a servi à mettre en évidence la non-commutativité de la mulliplication des bi-radiales.
Les arcs AB et BA, représentent le même verseur U, BG et CjB repiésenlent le verseur U' ; l'afc AG représente le verseur U' = U' . U, tandis que 0^h^ représente le verseur U"'= U.U'. A^C, représente donc le conjugué de U'", que nous désignerons par K U"; or, A,C, est la sonune géométrique de AjB et de BC, qui représentent respective
Multiplication
de
deux verseurs
rectinglos
à axes
rectaiisula;roF.
ment les verseurs KU, KU' coi^ugué^ de U, U'. On voit donc qu'il est permis d'écrire
KU* = KU'.KU
En repassant aux bi-radiales R, II' et désignant par KK, Kft* leurs conjuguées, on voit que l'on a
K(U.R') = KR'.Kft,
formule qui joue un certain ixSle dans les applications. On observera dans celte formule l'échange qui s'y produit dans l'ordre de R, U'.
Les multiplications des verseurs rectanjrulaires dont les axes sont à angle di-oit méritent une mention spéciale pour le rôle qu'elles sont appelées à jouer par la suite.
Reprenons les trois verseurs rectangles iv, r„, r, dont les axes Oar, 0</, Os forment un trièdre tri-rectangle direct. On constatera aisément par l'application attentive de la règle de multiplication que l'on a les relations
Pu !««.•< i»ce« de bi>radia!e-
PuissancTs
d'un versj'ur
rectang'e.
)%par— 1,
On désigne par — r,, — r^ — r^ le produit de r^, conformément à ce qui a été expliqué plus haut.
L'application réitérée d'une même hi-nidialc, ou sa multiplication p.ir elle-même, conduit aux puissances de bi-radiales. La puissance m^' d'une biradiale est une bi-radiale qui a le même axe en position et direction et dont l'angle est égal à niQ et le tenseur à la puissance m'^"^ du ten.seur de la bi-radiule. On reconnaît là une généralisation de la formule de Moivre.
Il serait ais(> de tirer de là une définition de la puissance m**"" pour une valeur algébrique réelle quelconque de m.
Si l'on multiplie par lui-même un verseur rectangle, on obtient nn verseur dont l'angle est égal à iSO^ et qui équivaut, appliqué a un segment, à un simple changement de signe, c'est-à-dire a une multiplication par — 1 ; nous pourrons donc écrire, si r est le verseur rectangle considéré,
c'est ainsi que l'on a
Telle est la signification de ces diverses notations symboliques. U nous sera très utile de traduire les résultats précédents dans le langage de la géométrie analytique.
NOTES DE l'auteur^ 477
Rcprésentatirn Soient les deux bi-radiales
/ob\ ^, /ôc\
par ]es formulas ordinaires de la géométrie UA >^ ^UrJ
analytique.
désignons par x, y, z les coordonnées de A; x\ if , z' celle de B;
x\ y\ s' celles de C; S, X, Y, Z les paramètres de H; S', X', Y', Z'
ceuîi de IV et enfin S*, X', Y', Z" ceux de la bi-radiale
OA
Nous allons voir que ces derniers .';'expriment très simplement à l'aide de ceux de R et de R' .
D'abord les formules (1) et (3), appliquées aux bi-radiales R, R', R*» donnent
x.c' -\-yy'-\-zz' U- —'^U' v zx'-{-xz' ncy' —yx
« _i_iiï j_ »»
I xj^'-hyy' + zz* yz' — :y' v» -x' — xz' y, _ ^y — yx*
1 x* + j/'-hc* x* + y* + z* x*-hy*-hz- x'-f-y' + z'
De ces équations on lire d'abord
({)) x' = X (YZ' — ZY'), y' — X (ZX' - XZ'), s' = X (XY' - YX'>,
où X est un paramètre arbitraire; et l'on frouve ensuite, T désignant le tenseur l/S' + X* -+■ Y' -+- Z%
J(YZ' -ZY') S-(XX' + YV + ZZ')X + (X' + Y» + Z»)X
(iO) 'ij=:^,[(ZX'-XZ')S-(XX' + YY'+ZZ')Y + (X' + Y'+Z»)Y'],
fi=r:^[(XY'-YX')S-(XX'4-YY'+ZZ')Z + (X«4-Y« + Z«)Z'l,
^x* = Xl(YZ' -ZY')S' -♦-(XX'4-YY' + ZZ')X'-(X'»4-Y" + Z'»)X],
(îl) J ;/' = X[(ZX' -XZ') S' 4- (XX' 4- YY' 4- ZZ') Y' —(X'* 4- Y" + Z») Y],
' r'=X[(XY'— YX')S'+(XX'+YY'4-ZZ')Z'— (X'» + Y"4-Z'»)Z],
Formules de R est alors aisé de calculer S', X*, Y", Z' en transporlaut dans les iuulti[.licaiioji, quatre dernières formules (8) les valeurs précédentes de x, j/, z,
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Distributivilé
de la multiplication
vis-à-vis de radilifion.*
Apptir.alion
de la
luultiplicalinn
dfc deux sommes.
z" . On trouve
S' = SS' — XX' — YY' — ZZ', X' = XS'-f-SX' — YZ' 4- ZY', Y' = YS' +SY' -ZX' +XZ', Z'=ZS' 4-SZ' — XY' -4- YX'.
Telles sont les formules qui traduisent, h, l'aide des paramètres S, X, Y, Z, la multiplication de la bi-radiale R par la bi-radiale R' (')•
Il est clair que si S, X, Y, Z, S,, )i^, Y,, Z, sont les paramètres numériques de deux bi-radiales, S + Sj, X -+- X,, Y -+- Y,, Z + Z, sont les paramètres de la bi-radiale qui est la somme de ces deux-là. Gomme, d'autre part, les formules (12) qui traduisent la multipliiation sont linéaires et homogènes par rapport aux paramètres de la bi-radiale multiplicande et par rapport aux paramèf re.s de la bi-radiale multiplicateur, on peut en conclure que la multiplication dos bi-radiales est distribntire à l'égard de l'addition. C'est-à-dire que pour mulliplier la somme R -+- R^ de deux bi-radiales par une autre R', on j»eut effectuer séparément les constructions R'.R et R'.R, et faire l'addition du résultat. Pareillement pour multiplier IV par (R -+■ R,), on pourra multiplier R' par R, puis R' par \\^ et additionner les résultats. Il faut bien prendre garde dans ces opérations de ne pas intervertir l'ordre des facteurs.
Ainsi, prenons la bi-radiale R décomposée en sa bi-radiale scalaire R, et ses trois bi-radial<;s rectangulaires R^, Rj,, R^, on a
R == R. 4- R, -f- R, + R,. De même pour une seconde bi-radiale R' on aura
(*) Ces formules fournissent la démonstration de ce fait que le produit de deux sommes de 4 carrés est une somme de 4 CAiros. On sait, eu effet, que
V s»» + X'« î- Y»»-f Z" »= V/Sî 4- X» -f- Y» + Z« V §^« + X'« -f Y * -f- Z'».
Car le tenseur du produit est le protlait des tenseurs. On a donc
(Sî 4- X» -h Y» 4- Z«) (S'« -f X"» -t- Y'i f Z*)
t=(S-S' - XX' - YY' - ZZ')î •+ tXS* f SX' - YZ' f Z Y')^ ■f (YS'.-^ BY' - ZX' -f- XZ')> -f- (ZS' + BZ' - XY' + YX')'.
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Pour faire le produit R' H on pourra écrire
K R = r; . R, -4- ii: . R,, 4- r;. R, + r;.r„-r;.r, -h r;.r, + r:.r, -+- r:r, 4- r;r- + r;r„ + R..R,, 4-r:r,+ r;r.
Il s'agit d'évaluer chacune des bi-radiales qui fi{rurent en pvoJuils parliels.
D'aboid 11^ R, est une bi-raHiale scalaire représenlée par le nombre S. S', en conservant les notalions précédentes.
Happelons-nous que R,, R,/, W^ sont les produits des verseurs •r^ii r,, r^ par X, Y, Z et R^, R^, R^ les produits par X', Y', Z' des mêmes verseurs.
Cela posé, R . Rj^, c'est-à-dire le produit par une bi-radiale scalaire de la })i-radiale U,., est une bi-radiale que l'on obtient évidemment en multipliant r„ par S' . X ; on peut donc poser
R;R, = S'X.r„ et de même
R:.R, r^SX'.ïv,
R;R„=S'Y,r„ R;.R. = SY'.jv, r; fl, ~ S Z.r„ r;. r. = SZ' . r,.
Le produit R.iR. ésl égal au produit par XX' du carré r' du verseur )•'; or, ce carré est une bi-radiale scalaire représentée par — 1, En conséquence, lUR^ est une bi-radiale scalaire représentée par — XX'.
Semblablement, R^R,^, R^Rj sont des bi-radiales scalaires représentées par — Y Y', — ZZ. Si donc nous groupons dans la somme totale, et comme c'est permis, les quatre bi-radiales scalaires déjà trouvées, nous trouvons déjà dans R'R une partie scalaire reprôsenléo par le nombre
SS' —XX' — YY' - ZZ
Restent les termes tels que R^R.. Ce produit est égal au produit par Y'Z du produit des verseurs r^r,, lequel est égal â r^. Par contre, 1{^ P»„ donnerait le produit par Z' V. âc r^r,j, qui est égal à — j%, on voit donc que le groupe l<';,i\, 4- RrR» fournit le produit par (ZY' — YZ') du verseur r^; on trouverait de même qu'on a
i;;r, + r;r, = (xz' - zx') r„ r:r„ 4- r;r,=(yx'~xy') A.
Si l'on groupe alors toutes les bi-radiales qui dérivent d'tin môme verseur r^., j\, r. par multiplication par un nombre, on arrive à la conclusion suivante :
Le produit R' R a Imet une partie scalaire mesurée par le nombre
S' = SS' — XX' — Y Y' — ZZ
et se compose, en outre, de trois bi-radiales rectangles que Ton obtient en multipliant les verseurs r^, r„, >% par les nombres X', Y', Z' suivants :
X' = SX' -t S'X- YZ' -hZY', Y' = S Y' + S' Y - ZX' + XZ', Z' = SZ' 4- S'Z — XY' + YX'.
Onretrouvclis Nous retombons, comme ce devait être, sur les formules déjà formules (12) trouvées, mais nous y retombons par une voie qui n'est autre cette par une autre ^^^^ qu'un véritable calcul symbolique et nous aboutissons ainsi
naturellement à la conception môme des quatcrnions. Quaiernion. Le qualernion c'est l'image analytique de la bi-radiale. Considérons un symbole de la forme
où s, X-, y, 2 sont des nombres algébriques oixiinaires et t, j, k de simples symboles de séparation. Nous conviendrons que deux symboles de cette forme ne pourront être identiques que si s, x, y, z y ont la même valeur.
Somme Étant donné un second symbole
eldilTt enccde ^
quate.i.ioiis. s' + f.x' +j.y' 4- k.Z ,
nous appellerons sommes de ces symboles le symbole
s + 8' + i {x + x') + j {y -h y') + fe (s + z')
et différence le symbole
Pour multiplier le symbole par un nombre algébrique, ou multipliera s, X, y y z par ce nombre.
Mnltipticati n. Cherchons actuellement à définir la multiplication des symboles de cette sorte en conservant une partie au moins des règles du calcul de l'algèbre ordinaire. Formons le produit
(s' H- ix' + j.y' -h hz') (s -H îx -H jy \r kz)
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en procédant, pour la loi de formation, comme si i, ;", k étaient trois variables littérales indépendantes, et ayant soin de ne pas intervertir l'ordre des facteurs, les quantités s\ x\ y' , z' , s, x, ?/, z jouant, elles, le rôle de coefficients numériques et étant, par conséquent, iiitervertissables. Le développement du produit nous donnera, en groupant les termes qui multiplient un même symbole,
s' s + (s'x + sx')i + (s'y -+- sy')j + {s' z -+- sz')k ■+■ xx'.i* •+■ yy' .j* -\- zz' .h* -4- y'z.jk + z'y.kj + z' x.ki -i- x' z.ik -h x'y.ij -h y'x.ji.
Une des conditions essentielles de ce calcul, c'est que les opérations ne conduisent pas à des symboles autres que ceux introduits dès le début. Ce produit doit être réductible au type
s' + i.x* + jif + kz\
Il faudra pour cela que i', /, k"^, jk, kj, ki, ik, ij, ji soient des fonctions linéaires à coefficients numériques des symboles t, ,/, k. Prenons dès lors pour ces fonctions linéaires les suivantes :
(iS)
on aura
jk — i, kj = — i, fct--i, ik = ^j^ ij =z k. ji = — k,
s' = ss — XX — y y — zz\ x' =. sx' 4- s'a; 4- zy' — yz' , y' = sy' -h s'y 4- xz' — zx\ z' = sz' -+■ s' z 4- yx' — xy'.
En comparant aux formules (12), on voit que l'on a créé ainsi un algorithme qui, tant par ses propriétés d'addition que par la composition de sa multiplication, est la complète image des constructions géométriques concrètes auxquelles nous avaient amené la considération des bi-radiales.
La conception analytique peut même être généralisée et étendue au cas où, au lieu des quatre systèmes d'unités 1, i,j, k, on en prendrait un plus grand nombre.
Après cet exposé sommaire des premiers principes des quaternions, nous allons voir quels rapports existent entre cette théorie et celle des rotations.
Cinématique. 31
Dans la note II qu'il a insérée dans le présent volume, M. Darboiix
a montré (p. 346 et suivantes) que toute rotation d'amplitude ô autour
d'un axe OX se représente par un angle AOB dont l'ouverture
est - 6. Il semblerait naturel de représenter la rotation par un ver-
seur d'axe OX et d'amplitude angulaire 6; ^l vaui mieux la représenter par le veiseur d'axe OX et d'ampUtud(^ -•
Ce verseur sera ainsi représentable par la notation
(__j, où
La
composilioti des rotations
finies
se ramène ù la
multiplication
des verseurs.
OA, OB ont chacun une longueur égale à Tunité. L'indétermination de l'angle AOB dans son plan que M. Darboux établit à l'endmil cité, correspond à l'indétermination analogue dans le cas des versetirs. Considérons deux rotations qu'on pourra ramener à être représentées par les angles AOB et BOG (voir p. 348, no4); les verseurs
représentatifs correspondants seront
Vga/ \ob/
Les paramétres
du verseur qui
repiésentent la
rotation sont
les variables
d'Olinde
Rodrigues.
Or, dans cette disposition, l'angle AOC représente la rotation II' qui résulte des rotations R, K' effectuées l'une après l'autre
Le verseur représentatif est ( 1; c'est le produit des deux pre-
\0A/ miers. Ainsi, avec ce mode de représentation, la multiplication des verseurs correspond à la composition des rotations finies.
11 est curieux que les paramètres d'Olinde Rodrigues soient précisément ceux du verseur représentatif de la rotation.
Soient, en effet, a, ^, f les cosinus directeurs de l'axe de rotation et 6 l'amplitude de la rotation. Le verseur qui la représente a le
même axe et son amplitude angulaire est - • Sa partie scalaire est
cos-,
tandis que les projections de son vecteur sont
{ =: a sm ->
m = p sm - >
n = Y sm - '
Il suffit de se reporter aux formules (3) et (6) de la note I de M. Darboux pour constater que f, m, n, r sont les variables d'Olinde
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llodrij^ies où l'on aurait profité de l'homogénéité pour faire en sorle que
Raison de ll est dès lors facile de prévoir quelles seront les formules qui, au
ridentité de la moyen des paramètres d'Olinde Rodrigues, expriment la composition
desToUt'bn" ^® ^^"* rotations (r, l, m, n) (r' l\ m' , n'). Si (r', T, w', n') sont
en paramètres ^^-^ paramètres delà rotation composante, ces paramètres s'expiime-
d'Olinde ront en fonction des anciens par les formules de la multiplication des
Rodrigues verseurs
r* ■=. rr' — IV — mm* — nn\ r = vV -\- r'i -+- w'n — nm\
avec les
formules de la
multiplication
des im' z=:Yw! -\- Y* vfi ■\- rCl — \n\
quaternions. n» = rn' -f- r' n 4- i' m — mV .
La tlK^orie d*» On voit que la théorie des renversements fournit une nouvelle i-enversemenis interprétation de celle des verseurs.
comme asc fi ^^^ droite OA représente, en effet, un renversement, et une
la doctrine des ^ ' ^ '
quaternions. ... ,. , / 0B\
droite OB en représente un autre; la bi-radiale l I représente le
^OA/ résultat de ces deux renversements effectués successivement, et par suite représente non plus un quotient, mais le produit de ces deux renversements. La composition des renversements autour d'axes is-sus d'un point devient ainsi le point de départ de la théorie des versieure et de leur multiplication.
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NOTE XI
Sur les représentations graphiques.
Représentation L'étude des phénomènes physiques conduit souvent à observer la
graphique variation avec le temps de certaines données expérimentales. Pour
e a \aria ion ^^ représenter la loi de cette variation, on a recours à des procédés d une roaction . *■
du temps. graphiques.
Sur un axe Ox on porte un segment qui représente, à une certaine échelle, le temps écoulé; en sorte que si T est la longueur qui représente l'unité de temps et t le nombre qui mesure le temps écoulé, la longueur portée sur l'axe Ox est é^ale à x r:= t. T.
De même, sur un axe Oy perpendiculaire à Ox, on porte un segment qui représente à une certaine échelle la valeur actuelle d'une quantité variable et mesurée par un certain nombre m; si U est la longueur qui représente l'unité, le segment porté par Oy a. pour longueur y = u.U.
Hiagi-amme. On marque le point M dont x, y sont les coordonnées ; lorsque le temps s'écoule, le point M décrit dans le plan une courbe appelée diagramme dont la forme donne une image sensible de la variation de la quantité mesurée par le nombre m.
Si une portion du diagramme se compose d'une parallèle à Ox, c'est que, pendant un certain laps de temps, la quantité en question aura conservé la même valeur. Si, au contraire, une pcrtion du diagramme est un segment parallèle à Oj/, la quantité dont on étudie la variation aura subi une variation brusque. Cette circonstance ne peut donc se présenter que dans des cas exceptionnels. Si la quantité mesurée par u est un espace, il ne saurait y avoir variation brusque. Il en serait autrement si u est la mesure d'une force ou d'une vitesse. La théorie des chocs et des percussions admet, en effet, des variations brusques de forces ou de vitesses, malgré qu'en
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réalité il ne puisse s'agir que de variations très rapides en des temps très petits, mais finis. La courbe diagramme comporte alors une branche qui se confond sensiblement avec une parallèle à. Oy.
Si la quantité mesurée par u varie d'une manière uniforme pendant un certain laps de temps, le diagramme comportera un segment rectiligne oblique sur les axes de coordonnées et réciproquement; dans ce cas, en effet, u est lié à t par l'équation
u=z at -h bf
Il oc
qui donne, en remplaçant u par ^ et f par ->
équation d'une droite.
Si la quantité u subit une loi de variation définie par la formule
ainsi que cela a lieu si n représente l'espace dans un mouvement uniformément varié, la courbe diagramme est une parabole dont la concavité est tournée vers les xj positifs ou vers les xj négatifs, suivant que a est lui-même positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que le mouvement est accéléré ou retardé.
Si M subit des variations périodiques, le diagramme aura une forme sinusoïdale; il se reproduira lui-même de période en période. Si la quantité m subit, en outre d'une variation périodique, des variations périodiques secondaires de périodes moindres et d'amplitudes plus petites, le tracé sinusoïdal ci-dessus deviendra la ligne moyenne d'une ligne dentelée dont la dentelure correspond justement aux périodes secondaires.
Toutes ces circonstances se présentent dans la pratique, et le tracé
graphique suffit pour mettre en évidence d'un seul coup ces diverses
affections de la quantité u beaucoup mieux que ne le pourraient
faire un tableau numérique ou une fonction de forme compliquée.
M.}préseniaiiou Si l'on connaît la relation analytique existante entre t et n, la
dérivée —, dont on admet l'existence, donne la vitesse de variation
de là quantité m. Si 6 est l'angle que fait avec Ox la tangente à la courl)e diagramme au point M, on a, comme on sait,
dxj U dii.
On a donc
Consliniction
des diagrammes.
Tracé p.ir points.
du _ T
La tangente à la courbe diagramme fournit ainsi une représentation de la vitesse.
Si T = U, c'esl-à-dire si les deux unités sont représentées par la rnème longueur, tg 0 représente exactement celte vitesse. Mais, dans beaucoup de circonstances, il y aurait inconvénient à adopter la même échelle pour le temps et pour la quantité étudiée; en sorte
que — n'est pas toujours égal à 1.
La quantité v = — est elle-même une variable pour laquelle on
peut construire un diagramme, qui porte alors le nom de diagramme des vitesses.
Pour construire un diagramme, on procède le plus souvent par points. On détermine par le calcul si la quantité u est une fonction connue de t, par l'expérience si t* est le résultat d'une mesure expérimentale, les valeurs de u qui correspondent aux valeurs de t se succédant par intervalles aussi rapprochés que possible. On réunit ensuite par un trait continu les points ainsi obteniis. L'exactiludo de ce procédé n'est que relative. 11 suppose, en effet, la certitude qu'entre deux points consécutifs la courbe n'offre aucune singularité et qu'elle ne subit aucune oscillation qui serait de nature à rompre l'allure de la courbe telle qu'elle résulte des points construits.
Si, par exemple, on ne calcule sin x que pour des valeurs de x allant de 2?; en 2x, on sera tcnti'; de représenter la fonction par une droite, car la forme sinusoïdale n'est pas indiquée par les points construits.
Lorsque la courbe que l'on se propose de tracer représente une fonction connue, la discussion attentive de cette fonction permet d'échapper aux dilficullés de cet ordre.
Mais lorsqu'il s'agit de relier par un tracé les points qui résultent de mesures expérimentales, c'est à des considérations d'un autre ordre, d'ordre physique, qu'il faut demander la certitude. La continuité du phénomène, l'absence prévue de maximum ou de minimum entre certaines limites sont autant d'indications dont on doit alors s'autoriser. Dans tous les cas, on sera tenu de rapprocher le plus po.ssible les uns des autres les points construits, et l'on a des eNempleâ où cette précaution, plus .scrupuleusement prise, a révélé des
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Tracés continus.
.\ppareils enregistreurs.
Graphiques
des chemins
de fer.
affections qu'avaient laissées insoupçonnées des mesures antérieures trop espacées.
Les inconvénients du tracé par point rendent, on le conçoit, particnlièreinent précieux les tracés continus chaque fois qu'il est possible d'y recourir.
Loi'sque la relation a une forme analytique connue, il existe dans certains cas des appareils qui permettent de construire d'une manière continue la courbe diagramme. La droite, le cercle, l'ellipse, la parabole et un grand nombre de courbes peuvent être ainsi décrites par des procédés mécaniques.
D'après le théorème de Kerape, toute courbe algébrique est dans ce cas.
Lorsqu'il s'agit, au contraire, de représenter des données expérimentales, on a recours à des appareils spéciaux qui ont reçu le nom générique d'appareils enregistreurs.
Le plus souvent, c'est un cylindre de révolution tournant uniformément autour de son axe, en sorte que le temps écoulé se mesure sur la circonférence de base de ce cylindre. En face de ce cylindre, un style muni d'encre se meut dans le sens des génératrices; en sorte que son déplacement mesure justement l'amplitude du phénomène que l'on se propose d'étudier. L'extrémité du style trace alors sur le cylindre une courbe continue qui, si l'on vient à développer la surface du cylindre, c'est-à-dire à dérouler la feuille de papier enroulée sur lui, est le diagramme automatiquement tracé qui représente le phénomène. C'est le procédé actuellement employé dans le système télégraphique sous-marin de Thomson, modifié et connu sous le nom de système recorder. Dans ce système, la variation de l'intensité du courant est continûment enregistrée; de manière que la réception d'une dépèche Consiste dans le tracé d'un diagramme et sa lecture dans l'interprétation de ce diagramme.
Nous terminerons cette note par la description succincte des tableaux graphiques employés par les Compagnies de chemins de fer pour figurer la marche des trains.
Sur une ligne horizontale on a distribué les heures de dix minutes en dix minutes pour une journée de minuit à minuit. Par chaque trait de division est menée une ordonnée verticale. Le long de l'ordonnée extrême de gauche on a inscrit les noms des stations que traverse la ligne.
L'intervalle de voie compris entre deux stations consécutives s'appelle une section.
Désignons par s^, s^, s,, ..., »,„ les stations successives de la ligne
de chemin de fer énumérées dans le sens ascehdant et supposons un train parti de s^ à une heure déterminée, parcourant la voie en s'arrêtant à certaines stations, en brûlant certaines autres et devant arriver à heure fixe à la station terminus s„,.
On peut admettre que la vitesse est uniforme dans chaque section. Il n'en est pas absolument ainsi, non seulement à cause des périodes de mouvement lent qui précèdent et suivent les arrêts, mais aussi parce que la configuration de la voie nécessite des changements de vitesse. Mais, en fait, on peut traiter, sur chaque section, le mouvement des trains comme s'il était uniforme, la vitesse étant égale au quotient de la distance qui sépare les deux stations extrêmes de la section par le temps employé à la parcourir. Cette vitesse moyenne peut d'ailleurs changer et change, en effet, souvent quand on passe d'une section à une autre.
Voici comment, dans ces conditions, un tracé représentera la marche du train :
L'axe horizontal Ox est celui suivant lequel se compte le temps, qui joue ainsi le rôle d'abscisse. L'axe vertical le long duquel se comptent les ordonnées est celui le long duquel se trouvent inscrits à gauche les noms des stations.
La période pendant laquelle le convoi va de s^ en s^ se trouvera représentée par un segment de ligne droite qui coupe l'axe Oa; au point correspondant à l'heure de départ et qui joint ce point au point de croisement de l'horizontale menée par s^ et de la verticale qui correspond à l'heure d'arrivée. Si le train s'arrête dix minutes en s,, cet arrêt sera figuré par un trait horizontal représentant une durée de temps de dix minutes, après quoi le tracé repartira, rectiligne, pour aboutir au point de croisement de l'horizontale du point s, avec la verticale correspondante à l'heure d'arrivée à la station s,. Et ainsi de suite. Le tracé sera ainsi constitué par une ligne polygonale comportant par intervalles de petites parties horizontales qui représentent les périodes d'arrêt.
S'il s'agissait, au contraire, de figurer la marche d'un train parti de s^ et se dirigeant vers s,, le point de départ du tracé serait, naturellement, sur l'horizontale du point s„, et son sens de parcours serait de haut en bas du tableau au lieu d'être de bas en haut, comme dans le cas précédent.
Imaginons, d'après cela, que sur un même tableau on ait ainsi représenté la marche des trains réguliers qui parcourent une même ligne dans une journée. A tout instant du jour il sera .possible de se rendre compte de l'état actuel de la circulation sur la voie, ce qui es^'
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indispensable, en prévision par exemple d'un arrêt subit de la circulation en un point ou de la nécessité de mettre en route un ou plusieurs trains en dehors des trains réguliers. Il devient alors facile d'assurer le garage des trains à marche lente pour le passage de trains plus rapides, ainsi que le croisement des trains dans les tronçons à voie unique.
Les tableaux graphiques rendent ainsi possible et même facile la résolution de problèmes, qui exigeraient sans cela une longue et minutieuse discussion d'équations de premier degré.
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