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AVERTISSEMENT
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SOMMETS. CENTRE. RAYONS VECTEURS
1. L’ellipse est une courbe plane telle que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes soit constante. Les deux points fixes sont appelés foyers de l’ellipse.
La distance des foyers est toujours moindre que la somme des distances de ces points à un même point de la courbe , car dans un triangle un côté est moindre que la somme des deux autres.
2. On peut construire aisément autant de points qu’on veut d’une ellipse , quand on se donne les foyers ainsi que la somme constante* des distances de ces foyers à chaque point de la courbe; nous désignerons par a la demi -somme de ces distances , en sorte que 2 a exprimera la somme entière.
Cherchons d’abord (fig. I) les points où l’ellipse rencontre
la droite qui passe par
les foyers F et F'. Soit O le milieu de FF' et supposons que A soit un point de l’ellipse situé sur la droite FF' dans la direction de ÜF , x on aura
AF + AF' = 2a ,
mais on a AF = OA — OF , et
AF' = OA + OF' ou = OA + OF , car OF est égal à OF',
donc,
OA — OF + OA + OF = 2a ,
c’est-à-dire
20A = 2a et OA = a.
On verrait de môme que si A’ est un point de 1 ellipse situe sur FF' dans la direction de OF', on a également
OA' = a.
Il résulte de là que l’ellipse rencontre la droite FF' en deux points seulement , et que l’on obtiendra ces deux points A et A' en portant sur FF' à partir du milieu O deux longueurs OA et OA' égales à a.
Cela posé , comme la somme des distances des loyers à un même point de la courbe est égale à AA' , on voit que si 1 une de ces distances est égale à AC, l’autre sera AC. Si donc on prend un point C quelconque sur AA' entre F et F , puis que l’on décrive , des foyers F et F' comme centres, deux circonférences qui aient respectivement AC et A C pour rayons , les points d’intersection M et M' appartiendront à 1 ellipse. Les deux circonférences dont nous parlons se couperont toujours , car il est évident que la distance des centres FF est
moindre que la somme AA' des rayons et plus grande que la différence A'C — AG ou 2UC de ces mêmes rayons.
En donnant au point C diverses positions sur FF', on pourra construire, comme il vient d’être indiqué , autant de pointsqu’on voudra de l’ellipse. Quand on connaîtra ainsi des points de cette courbe assez nombreux et assez rapprochés les uns des autres , on les joindra par un trait continu , et l’ellipse sera tracée par points.
Il est important de remarquer les deux points que l’on obtient en plaçant le point C au milieu 0 de FF' ; les deux circonférences qui les déterminent ont l’une et l’autre pour rayon a, et elles se coupent en deux points B et B' situés à égales distances du pointO sur la perj)endiculaire menée par ce point à la ligne FF'.
5. On peut aisément tracer l'ellipse par un mouvement continu. Si eneilét . après avoir marqué les foyers F et F' (fig. 1), on prend un lit dont la longueur soit exactement égale à 2a, que l’on lixe aux foyers les extrémités de ce til et qu’on le tende par le moyen d’un style muni d’un crayon ou d’un tire-ligne ; en faisant mouvoir le style de A vers B , puis de B vers A', etc. , de manière que le fil soit toujours tendu, l’ellipse se trouvera décrite par le crayon ou le tire-ligne. C’est par un procédé du même genre que les jardiniers construisent sur le terrain leurs ovales de ligure elliptique. Ils emploient à cet effet une corde dont les extrémités sont fixées au sol par le moyen de deux piquets.
Un voit que l’ellipse est une courbe continue et fermée.
4. On nomme axe d’une figure plane toute droite qui partage cette figure en deux parties symétriques, c’est-à-dire, en deux parties dont Tune vienne coïncider exactement avec l’autre, lorsqu’on la fait tourner autour de l’axe, comme autour d’une charnière pour la rabattre sur l’autre partie.
Ainsi un rectangle a deux axes ; ce sont les droites qui joignent les milieux des côtés parallèles ; un losange a aussi deux axes, qui sont sont ses diagonales ; un carré , qui est à la fois rectangle et losange , a par conséquent quatre axes. Le cercle et la ligne droite ont une infinité d’axes; car tout diamètre est un axe du cercle , toute perpendiculaire à une droite est un axe de cette droite.
f>. Il est aisé de démontrer que l’ellipse a deux axes, qui sont la droite menée par les foyers et la perpendiculaire à cette ligne menée parle milieu de la distance des foyers.
Soient F et F’ les foyers d’une ellipse (fig. 2), et BB'la perpendiculaire menée par le milieu 0 de FF'. Désignons par 2 a, comme précédemment, la somme des distances des foyers à un même point de la courbe.
i° M étant un point quelconque de la courbe, abaissons MP perpendiculaire sur FF' et prolongeons la d’une quantité M'P = MP, je dis que le point M' appartient à l’ellipse. En effet MF et M'F , MF' et M'F' sont par rapport à MM' des obliques qui s’écartent également du pied de la perpendiculaire FF'; elles sont donc égales; d’ailleurs la somme MF -(- MF' est égale à 2a, puisque le point M est sur l’ellipse; donc la somme M’F + M'F' est aussi égale à 2a , et par conséquent le point M' appartient à l’ellipse. Il suit de là que si l’on fait tourner la partie du plan qui est au-dessus de AA' pour la rabattre sur l’autre partie, chaque point M de ABA' viendra coïncider avec son symétrique M' de AB'A' ; ce qui montre que AA' est un axe de l’ellipse.
2° M étant toujours un point quelconque de l’ellipse, abaissons MQ perpendiculaire sur BB1 et prolongeons-la d’une
quantité M"Q = MQ , je dis que le point M" appartient à l’ellipse. En effet, joignons OM et OM", les triangles OMQ et OM"Q sont égaux comme ayant un angle droit compris entre côtés égaux chacun à chacun ; il en résulte que les droites OM et OM" sont égales, ainsi que les angles MOQ et M"OQ ; par suite les angles MOF et M"OF' , MOF' et M"OF sont aussi égaux. On voit d’après cela que les triangles MOF et M"OF', MOF' et M"OF sont égaux comme ayant un angle égal en O compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; d’où il suit que MF = M"F' et MF' = WF. D’ailleurs MF + MF' est égale à 2a , donc M "F -f- M"!5" est aussi égale à 2a , et , par conséquent, le point M" est sur l’ellipse. Il résulte de là que si l’on fait tourner la partie du plan qui est à droite de BB' pour la rabattre sur la partie qui est à gauche , chaque point M de B AB' viendra coïncider avec son symétrique M" de BA'B'; ce qui montre que BB' est un deuxième axe de la courbe.
Les deux axes AA' et BB' partagent ainsi l’ellipse en quatre parties égales ; en sorte que la première partie AB ou , comme l’on dit aussi, le premier quadrant étant tracé, on pourra tracer facilement les trois autres.
6. On nomme sommets de l’ellipse les quatre points A, A', B, B' où cette courbe rencontre ses axes. On appelle longueurs des axes les parties des axes comprises dans l’intérieur de la courbe et qui ont pour extrémités les sommets. Le plus souvent même on se sert du simple mot axe pour désigner l’une ou l’autre des longueurs AA' et BB' dont il vient d’être question. L’axe AA' est dit le grand axe ou quelquefois l’axe focal, parce qu’il contient les foyers; l’axe BB' est le petit axe.
Nous avons désigné par 2a le grand axe AA'; nous représenterons le petit axe par 26 et la distance des foyers ou distance focale par 2c. D’après cela on voit que le triangle rec-
tangle BOF (fig* 2) a pour hypoténuse a , et que ses autres côtés sont 6 et c; on a donc
a- = 6* + c* , d’où c = y a1 — Ir.
Tl résulte de là qu’une ellipse est complètement déterminée quand on se donne les deux axes, car on connaît alors la distance des foyers et la somme des distances de ('es foyers à un point quelconque de la courbe.
7. On nomme centre d’une courbe un point qui partage en deux parties égales toutes les cordes qui y passent. 11 est aisé de démontrer que l’ellipse a pour centre le milieu de la distance des foyers. Effectivement , soient F et F’ les foyers d’une ellipse (fig. 3), O le milieu de la droite FF', et M un point de courbe : tirons MO et prolongeons- la d’une quantité M'O = MO , joignons ensuite M F et M'F'. Le quadrilatère FMF'M'est un parallélogramme , car ses diagonales se coupent en parties égales; donc MF et M'F', MF' et M'F sont égale*; d’ailleurs MF -j- MF' = 2a , donc on a aussi M'F + M'F' == 2a, ce qui prouve que le point M' est sur l’ellipse et par suite que le point O est le milieu de toutes les cordes qui passent par ce point. Le point O est donc le centre de l’ellipse.
fig. 3.
8. Lorsqu’un point se meut de manière à engendrer une ligne droite ou courbe , on nomme rayon vecteur de ce point mobile sa distance à un point fixe pris à volonté ; souvent même on emploie cette dénomination de rayon vecteur pour désigner la distance du point fixe à un point quelconque de la figure situé ou non sur la courbe. Dans la théorie de l’ellipse, on donne généralement le nom de rayons vecteurs aux droites qui joignent les foyers à un point quelconque du plan de la figure.
Ainsi ; d’après cette définition, on voit que lajomme des rayons vecteurs de chaque point de l'ellipse est égale au grand axe.
U est bon de remarquer que l’ellipse sépare les points du plan dont la somme des rayons vecteurs est supérieure ,, au grand axe, de ceux pour lesquels cette somme est inférieure \ au grand axe; en d’autres termes; H K s» F et F' sont les foyers d'une ellipse J dont le grand axe est 2a (fig. 4) , on
v ,-■ Y a, pour tout point P extérieur, FP -j-
flg *• F'P > 2a; et, pour tout point P’ inté-
rieur à la courbe, FP' 4* F'P’ < 2a.
En effet, dans le premier cas, si l’on joint le point F au point M où F'P rencontre la courbe, le triangle FMP donnera
FP -f PM > FM.
ajoutant F'M de partet d’autre , puis observant que FM -j- F'M = 2a, il viendra
FP + F'P > 2a.
Dans le deuxième cas, si l’on prolonge FP' jusqu’à sa rencontre avec la courbe et que l’on joigne FM, le triangle FP'M donnera
FP' < FM + PTM ;
ajoutant F'P' de part et d’autre, on aura FP -f FF < 2a.
9. La figure de l’ellipse dépend des grandeurs relatives des deux axes, ou, si l’on veut, des grandeurs relatives de la distance focale et du grand axe qui sont les éléments donnés
immédiatement. Le rapport - de ces deux éléments est ce que
l’on nomme Y excentricité de l'ellipse ; il est toujours compris entre 0 et 1. Quant l’excentricité diffère très-peu de l'uirité, le petit axe est très-petit relativement au grand, et la figure de l’ellipse est très-allongée dans le sens du grand axe; on voit que la courbe se réduit à la droite finie qui joint les loyers dans le cas limite où l’excentricité devient égale à I . Au contraire , si l’excentricité est très-petite, la différence des rayons vecteurs de chaque point de l’ellipse sera relativement trèspetite ; chacun de ces rayons différera peu du demi grand axe et la figure de la courbe sera sensiblement circulaire. On voit même que l’ellipse se réduit réellement à une circonférence dans le cas limite où l’excentricité devient nulle. Ainsi la circonférence de cercle est une ellipse dont les deux axes sont égaux ou dont l’excentricité est nulle.
Les orbites que décrivent la terre et les autres planètes sont des ellipses dont le soleil occupe un des foyers. Les excentricités sont généralement assez petites; nous donnons ici leurs valeurs pour les planètes principales.
Mercure. . 0,2056063 Jupiter. . 0,0481621
Vénus. . . 0,0068618 Saturne. . 0,0561505
La terre. . 0,01679226 Uranus . . 0,0466
Mars. . . v 0,0932168 Neptune. . 0,0087195
On nomme généralement tangente en un point M d’une
courbe (fig. b) la li- _ mite MT des pbsi-
fl*. s.
fions successives que prend une sécante passant par le point M et par un second
point M' de la courbe, lorsque ce second point se rapproche indéfiniment du premier en demeurant constamment sur la courbe.
Le point où une droite est tangente à une courbe se nomme point de contact ou simplement contact.
Lorsqu’une courbe ne peut jamais être coupée en plus de deux points par une droite, la courbe n’a évidemment qu’un seul point commun avec chacune de ses diverses tangentes. Tels sont, par exemple, le cas de la circonférence, et, comme on le verra , ceux de l’ellipse et de la parabole.
La perpendiculaire menée à la tangente d’une courbe, par le point de contact, est dite normale à la courbe en ce point.
LES RATONS VECTEURS MENES PAR LES FOYERS A UN POINT DE L’ELLIPSE FONT, AVEC LA TANGENTE EN CE POINT ET ü’cN MÊME CÔTE DE CETTE LIGNE, DES ANGLES ÉGAUX.
il. Soient F et F' les foyers d’une ellipse (fig. 6) et M un
point de la courbe ; menons par ce point M et par un second point M' de l’ellipse la sécante KL, et cherchons, conformément à la définition des tangentes , quelle sera la limite de cette sécante, lorsque le point M', se mouvant sur la courbe, sera venu se confon- Hg. «. dre avec M. Abaissons F'I per-
pendiculaire sur KL et. prolongeons-la d’une quantité IG = F I ; joignons les points M et M' à chacun des points F, F’ et G , tirons FG qui coupe KL en O et joignons enfin le point O au foyer F'. Je dis que le point O sera toujours situé entre
les points M et M', comme l’indique la figure. En effet, les points M et M', étant sur l’ellipse, on a MF -j- MF' = M'F -j- M'F' = 2 a ; mais les obliques MF' et MG sont égales ; ainsi que M'F' et M'G ; donc
GM + MF = GM' + M'F
or, cette égalité serait impossible si les deux points M et M' étaient d’un même côté du point O sur KL , cAr alors l’une des lignes brisées GMF et G M'F envelopperait l’autre , et ces lignes terminées aux mêmes extrémités ne pourraient être égales." On voit donc que si l’on fait tourner la droite KL autour du point M de manière que M' se rapproche indéfiniment de M, le point 0, qui restera toujours sur la droite MM' entre les points M et M', se confondra avec M à la limite. Cela posé , la droite KL joint le sommet ( t du triangle isocèle ' F'OG avec le milieu de la base ; il en résulte que les angles F'OK et KOG sont égaux ; d’ailleurs KOG et FOL sont égaux comme opposés par le sommet ; donc F'OK == FOL. Ainsi, dans toutes les positions dé la droite KL, les rayons vecteurs du point O font avec KL et d’un même côté de cette ligne des angles égaux. A la limite, la droife KL se confond avec la tangente TT', le point 0 avec M , et l’on a
FÎT = FMT ,
ce qu’il fallait démontrer (*). '
Remarque I. La démonstration qui précède suppose que, dans toutes ses positions, la droite mobile KL laisse d’un même côté les foyers F et F'. Or cette hypothèse est légitime,
11 snffit pour la réaliser que le point mobile M' soit, à l’origine
(*) Cette démonstration , aussi simple que rigoureuse et élégante , m’a été communiquée par M. 1. A. Serret.
de son mouvement, du même côté de l’axe focal que le point 31 ; effectivement toute droite qui coupe l’axe focal entre les deux foyers ne peut avoir avec l’ellipse qu’un seul point commun de chaque côté de l’axe focal , puisque s’il en était autrement on aurait deux lignes brisées égales terminées aux foyers et dont l'une envelopperait l’autre, ce qui est absurde.
Remarque II. Le raisonnement dont nous avons fait usage, complété par ce que renferme la remarque I , prouve qu’une droite ne peut rencontrer l’ellipse en plus de deux points.
D’oii il suit que :
1° L’ne tangente à l’ellipse n’a qu’un seul point commun avec la courbe ;
2" L’ellipse est tout entière située d’un même côté de chacune de ses tangentes,
12. La tangente à l'ellipse en un sommet quelconque est perpendiculaire à l’axe qui passe par ce sommet.
K . B h En effet, considérons d’abord
le sommet A, et soit HL la tangente en A (fig. 7); les ^angles FAH et i A FAL étant égaux , chacun d’eux est droit; donc HL est perpendi-, culaire sur AA’. Le même raisonnement s’applique à la droite Kl tangente en A’. Soit, en second lieu,
a* flg. 7.
KH la tangente au sommet B ; les angles KBF' et HBF sont ‘égaux; ‘mais il est évident que les angles OBF'- et OBF le
sont aussi ; donc OBK=OBH, et KH est perpendiculaire sur BB'. Le même raisonnement s’applique à la droite IL tangente en B’.
U résulte de là que l’ellipse est inscrite dans le rectangle HKIL construit sur les axes.
MENER LA TANGENTE A L’ELLIPSE : 1» PAR UN POINT PRIS SUR LA r.OURRE; 2° PAR UN POINT EXTÉRIEUR. NORMALE A L’ELLIPSE.
15. Supposons d’abord qu’il s’agisse de mener la tangente en un point M d’une ellipse (fig. 8).
Tirons les rayons vecteurs MF et MF’; prolongeons l’un d’eux, MF par exemple, d’une quantité MG égale à l’autre , joignons GF' et abaissons du point M la perpendi-
diculaire TMP sur F'G; cette per-
*■ pendiculaire sera la tangente de-
mandée.
En .effet , le triangle F'MG étant isocèle , la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base partage l’angle F'MG en deux parties égales ; on a donc F'MP = GMP. Mais les angles GMP et TMF sont égaux comme opposés par le sommet ; donc F’MP — FMT, donc MT est tangente.
Remarque. Si l’on joint le centre O milieu de FF’ au point P qui est le milieu de F'G, la droite OP sera parallèle à FG et égale à la moitié de FG , c’est-à-dire à a. Il résulte de là que la distance du centre de l’ellipse aux pieds des perpendiculaires abaissées d’un foyer sur les tangentes est constante et égale au demi grand axe ; -ou, en d’autres termes, le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées des foyers . dune ellipse sur les tangentes est la circonférence décrite sur . le grand axe comme diamètre.
14. Proposons-nous maintenant de mener une tangente à l’ellipse par un point T extérieur à la courbe (fig. 9). Supposons pour un moment, le problème résolu ; soient TM la tangehte demandée et M le point de contact. Tirons les rayons vecteurs
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MF , MF' et prolongeons l’un d’eux , MF par exemple, d’une
quantité MG égale à l’autre; joignons ensuite F'G, F'T et GT.
La tangente MT, divisant en deux . parties égales l’angle au sommet ; du triangle isocèle F'MG, sera perpendiculaire à GF' et passera par le milieu P de cette ligne ; on aura, par suite , TG = TF'; d’ailleurs ,'FG = 2a; donc le point G peut être déterminé par l'intersection de deux circonférences, l’une décrite du foyer F comme centre avec le rayon 2 a, l’autre décrite du point donné T comme centre avec le rayon TF'. Le point G étant connu , on le joindra au foyer F', et l’on abaissera du point T la perpendiculaire TP sur F'G ; cette perpendicu laire sera la tangente demandée, et le point M, où elle rencontre FG, sera le point de contact.
En effet, on a , par construction, TG == TF' , donc TP est pérpendieulaire sur le milieu de F'G : donc MF' = MG , et par conséquent MF + MF' = 2a, ce qui prouve déjà que le point M est sur l’ellipse. En second lieu l’angle F'MP = GMP = FMT ; donc MT est tangente.
Nous avons vu que le point G est déterminé par l’intersection de deux circonférences ; or deux circonférences se rencontrent généralement en deux points, il y a donc deux solutions et par le point donné T on peut mener deux tangentes à l’ellipse. Il est facile , en effet , de démontrer que les deux circonférences décrites des points F et T comme centres, avec des rayons égaux à 2a et à TF' respectivement, se rencontrent toujours en deux points , si , comme nous le supposons, le point T est extérieur il l’ellipse. Joignons FT ; le point T étant extérieur à l’ellipse , on a (n° 8' 2a < TF -f- TF';
d’ailleurs dans le triangle TFF' on a TF < FF' + TF . et , à fortiori , TF < 2a -f- TF'. Cela prouve que nos deux circonférences se rencontrent toujours en deux points , car la distance des centres est moindre que la somme des rayons, et le plus grand rayon est moindre que la somme du plus petit et de la distance des centres.
Si le point T était sur l’ellipse , on aurait 2a = TF -j- TF'; alors le plus grand rayon serait égal à l’autre augmenté de la distance des centres, .et les deux circonférences se toucheraient intérieurement. Dans ce cas il n’y a plus qu’une seule tangente et l’on retombe sur la construction donnée précédemment.
Si le point T était intérieur à l’ellipse, on aurait 2a > TF -f- TF ; alors l’un des rayons serait plus grand que l’autre augmenté de la distance des centres; les deux circonférences seraient intérieures l’une à l’autre, et il n’y aurait plus de tangente. . ' .
15. La propriété démontrée au n“ 11 fournit encore un moyen très-simple deinenér à l’ellipse une tangonte parallèle
à une droite donnée. Soient F et F' les foyers de l’ellipse Uig. UJ) et CD la droite à laquelle la tangente doit être j>arallèle. Si le problème était résolu, que TP fut la tangente demandée et -M le ponit de contact, en joignant FM et prenant sur cette direction iîg I0.. , FG = 2a, la ligne F'G serait per-
pendiculaire sur TP et par suite sur CD. 11 résulte de là que le point G peut être déterminé par l’intersection de la perpendiculaire abaissée de F' sur CD avec la circonférence de rayon 2 a et décrite du point F comme centre. Le point.G étant connu , on le joindra au point F et, par le milieu P de GF', on mènera
Ifi
TP parallèle à CD ; cette parallèle sera la tangente demandée et le point M où.elle rencontrera GF sera le point de contact.
En effet, joignons AiF'; la ligne TP étant perpendiculaire sur le milieu de GF' par construction, on a GM = F'M; donc MF -f- MF' — 2a ; ce qui prouve déjà que le point M est sur l’ellipse. En second lieu l’angle F MP = GMP = FMT; donc - TP est tangente.
Le point G est déterminé par l’intersection d’une droite et d’un cercle, lesquels se coupent généralement en deux points.
11 peut donc y avoir deux solutions ; or je dis que les deux solutions ont lieu dans tous les cas,- en effet le rayon du cercle 2a est plus grand que FF' et, à fortiori, plus grand que la distance de son centre F à la droite F'G.
Remarque. La construction de la tangente, dans les trois cas que nous venons d’examiner, ne suppose pas que la courbe soit tracée; il sutlit de connaître les foyers et la longueur du grand axe. Quand on construit une ellipse par points, il est convenable de mener les tangentes aux points qu’on a déterminés ; elles permettent d’obtenir un dessin plus exact.
16. La normale àl' ellipse en un point partage en deux parties égales l'angle des ragons vecteurs de ce point.
En effet, soit TT’ la tangente à une ellipse en M (lig. 11) et MN la normale; tirons les rayons vecteurs MF et MF’; on a •
FMT =T 'MT',
NAIT = N MT = un droit ,
FMN = F'MN ,
ce qu’il fallait démontrer.
donc
lu INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
DÉFINITION DK LA PARABOLE , PAR LA PROPRIETE DU FOYER ET DR LA DIRECTRICE. — TRACÉ DE LA COURBE PAR POINTS ET ü'iN MOUVEMENT CONTINU. AXE. — SOMMET. — RAYON VECTEUR.
17. La parabole est une courbe plane dont chaque point est également distant d’un point fixe et d’une droite fixe. Le point fixé est dit le foyèr et la droite fixe est dite la directrice de la parabole.
18. On peut construire aisément autant dè points qu’on veut de la parabole quand on se donne le foyer et la directrice.
Soient F le foyer et^DD' la directrice (fig. 12). Abaissons du foyer une perpendiculaire EE' sur la directrice et .soit E ty:
point de rencontre. Il est clair que le milieu S de FE appartient à la parabole et que ce point est le seul qui soit Commun à EE’ et à la courbe.
Pour avoir d’autres points, soit P un point quelconque de SE'; menons par ce point MAI' perpendiculaire à EE', et décrivons, du point F comme centre; une ciroonférence d’un rayon égal à PE ; cette circonférence rencontrera la droite MM' en deux points M et M' qui appartiendront à la parabole. Je dis d’abord qu’il y aura rencontre pourvu que le point P soit situé sur la partie indéfinie SE' de la droite EE', car alors le rayon EP sera plus grand que la distance du centre F à la droite. En second lieu, les points M et M' appartiendront à la courbe; car, pour le point M par exemple, on a FM = EP = MN. On aura de cette manière autant de points qu’on vou-
flg. u.
notions sur quelques courbes usuelles.
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dra de la parabole , et comme le point P peut avoir toutes les positions sur la droite indélinie SE', il s’ensuit que la courbe s’étend à l’infini au-dessus et au-dessous de la droite EE'. On voit en outre que la courbe est tout entière située d’un même côté de la droite VV' menée par le points parallèlement à la directrice , et qu’elie n’a avec cette droite que le seul point commun S.
Quand on aura ainsi construit des points assez rapprochés les uns des autres, on les joindra par un trait continu, et une portion de la courbe sera tracée par points.
19. On pedt aussi tracer d’un mouvement continu une portion de parabole aussi étendue qu’on le veut. Soient DD’ la directrice, F le foyer (fig. 43), et supposons qu’on veuille tracer la portion de parabole comprise entre la directrice et une parallèle KK' située à une distance de la directrice égale à EH. On prendra une équerre ABC dont un des côtés de l’angle droit AC soit égal à EH; on prendra aussi un fil de même longueur ; on fixera l’une des extrémités de ce fil au foyer F et l’autre extrémité au sommet C de l’équerre ; on placera une règle suivant la directrice et l’on appuiera l’équerre sur la règle de manière que le sommet A soit en E et le sommet C en H. Cela posé, si l’on fait glisser l’équerre de E vers D et que l’on tende le fil par le moyen d’un style appliqué sur CA et muni d’un crayon , la portion SMK de la parabole se trouvera tracée par le crayon. On décrira par le même moyen la portion SK'. Il
est aisé de justifier, la construction précédente. Considérons en effet l’équerre dans une quelconque de ses positions , et soit M le point occupé par le style; le fil forme la ligne brisée CMF , mais la longueur de ce fil est EH ou CA , donc
CM + MF = CM + M A ou MF = MA ;
donc le point M a décrit une portion de parabole.
20. 11 résulte de ce qui a été dit au n° 18 que la perpendiculaire abaissée du foyer sur la directrice est un axe pour la parabole. Effectivement les perpendiculaires à cette droite rencontrent la parabole en deux points symétriques par rapporté la droite. Le point où l’axe rencontre la parabole est dit le sommet de la courbe.
' 21 . Dans la théorie de la parabole on nomme rayon vecteur la distance du foyer à un point quelconque de la figure. Ainsi
Le rayon vecteur dun point de la parabole est égal à la distance de ce point à la directrice.
Il est bon de remarquer que la parabole sépare les points du plan dont le rayon vecteur est plus grand que la distance à la directrice de ceux pour lesquels ce rayon vecteur est plus petit que la distance à la directrice. En d’autres termes , si l’on appelle points intérieurs à la courbe ceux qui comme le foyer sont compris dans l’espace indéfini formé par les deux branches de la courbe, et points extérieurs ceux qui ne sont point situés dans cet espace , on a ce théorème :
Le rayon vecteur d’un point du plan de la parabole est inférieur ou supérieur à la distance de ce point à la directrice , suivant qu'il est intérieur ou extérieur à la courbe.
En effet, soient F le foyer et DD' la directrice (fig. 1-4); t° P étant intérieur à la courbe , menons PMN perpendicu-
laire à la directrice , et soit M le point de rencontre avec In
courbe; le triangle FMP donne PF<MP~f MF. mais MF = MN, donc '
PT > P'N
LA TANGENTE FAIT DES ANGLES EGAUX AVEC LA PARALLELE A L AXE ET LE RATON VECTEUR , MENES PAR LE POINT DE CONTACT.
22. La démonstration de ce théorème est presque identique à celle dont nous avons fait usage au n° \\. Toutefois, pour la dégager de ce qui est accessoire, nous démontrerons à part le lemme suivant sur laquelle ellè repose.
Lemme. Soit ABCD un trapèze rectangle en A et B (fig. t5), si l’on prend un point E dans l’intérieur de ce trapèze, qu’on le joigne au point C et que l’on abaisse EF perpendiculaire sur
AB , la ligne brisée CEF ainsi obtenue sera plus courte qtie la ligne brisée CDA.
En effet , foisons tourner la figure autour de AB, de ma-
nière à la rabattre sur la portion du plan qui est situé de l'autre côté de AB. Les points C, D, E viendront sc placer en C',D',E'. Or les angles en A et B étant droits, les lignes DAD', GBC’ sont droites, et la ligne brisée CDD'C' est plus grande que la ligne enveloppée CEE'C', donc CD-f-DA, qui est moitié de CDD'C', est plus grand que CE + EF, qui est moitié de CEE'C'.
Ît3. Démontrons actuellement le thorème énoncé. Soient F
le foyer, DD’ la directrice de la parabole et M le point de la courbe où nous voulons considérer la tangente (fig. 16). Menons par ce point M et par un second point M' de la courbe la sécante KL, et cherchons quelle sera la limite de cette sécante, lorsque le point M' se mouvant sur la courbe
A. Abaissons' Fl perpendicu-
. laire sur KL, et prolongeons-la d’une quantité IG = FI ; joignons les points M et M' à chacun des points F et G; puis, par les points M,M' et G, menons MP, M'P', et GO perpendiculaires à la directrice. Soient enfin m, m' et o les points où ces perpendiculaires rencontrent une parallèle HH' à la directrice , située à une distance quelconque de cette directrice, mais cependant assez grande pour que les points M et M' soient l’un et l’autre dans la bande comprise entre DD’ et et HH'. Je dis que le point 0 où GO rencontre KL sera toujours situé entre les points M etM', comme l’indique la figure. En effet, on a MP + Mm = MP* + M'm’ comme parallèles comprises entre parallèles; d’ailleurs MP — MF = MG, de
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même M'F=M'F = M'G; donc MG -j- Mm = M’G -f- Mm'. Ainsi la ligne brisée GMm est égale à la ligne brisée GM’m'. Or, d’après le lemme démontré en commençant , cette égalité serait impossible si le point M était entre O et M', ou le point M' entre O et M. On voit donc que si l’on fait tourner la droite KL autour du point M , de manière que M' se rapproche indéfiniment de M, le point 0 se confondra avec M à la limite. Cela posé, la droite KL joint le sommet O du triangle isocèle FOG au milieu de la base; il en résulte que les angles FOK .et KOG sont égaux; d’ailleurs KOG et LOo sont égaux comme opposés par le sommet; doncFOK=LOo. Ainsi , dans toutes les positions de la droite KL, le rayon vecteur du point O et la parallèle à l’axe menée par ce point, font avec KL, et d’un même côté de cette ligne, des angles égaux. A la limite la droite KL se confond avec la tangente TT, le point O avec M, et l’on a
FMT =• roMT' , ce qu’il fallait démontrer.
Remarque I. La démonstration suppose que la droite KL ne rencontre jamais la partie indéfinie FE' de l’axe , mais l’autre paitie indéfinie FE. Cette hypothèse est réalisée, si l’on prend le point M' du même côté de l’axe que le point M , car il est facile de démontrer, en s’appuyant sur le lemme du n° 22, que toute droite qui rencontre la portion de l’axe comprise dans la courbe, et quia pour origine le foyer, ne peut avoir qu’un seul point commun avec la courbe d’un même côté de l’axe. Remarque U. Ce qui précède fait voir qu’une droite ne rencontre jamais la parabole en plus de deux points, d’où il suit que : ' • •
1° Une tangcnte-à la parabole n’a qü’un seul point commun avec la courbe ;
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2° La parabole est tout entière située d’un même côté de chacune de ses tangentes. ,<
Remarque pi. On voit encore aisément que la tangente au sommet de la parabole est perpendiculaire à l’axe.
HENER LA TANGENTE A LA PARABOLE 1 1° PAR UN POINT PRIS SUR LA COURBE ; 2° PAR UN POINT EXTERIEUR. — NORMALE. — SOUS- NORMALE.
24. Supposons d’abord qu'il s’agisse de mener une tangente en un point M d’une parabole (fig t7). Soient F le foyer et DD' la directrice; joignons MF, abaissons FE perpendiculaire sur DD', prenons . FT;= MF et joi- , gnons 4e point T an point M ; la ligne MT sera la tangente demandée. •
En effet , menons par le point M la droite PQ perpendiculaire gur la directrice? le triangle MFT étant isocèle, l’angle TMF=MTF; d’ailleurs MTF et T'MQ sont égaux comme correspondants, donc TMF = T'MQ; donc MT est tangente. G
Remarque. Joignons FF; le trjangle FMP est isocèle, la tangente TT' partage évidemment l’angle au sommet en deux parties égales. Il s’ensuit qu’elle est perpendiculaire sur. PF, et que le point I où elle la rencontre est le milieu, de PF; par conséquent si du point I on abaisse une perpendiculaire sur EF , cette perpendiculaire passera par le<milieu dp EF; ce sera donc la tangente au sommet de la parabole. Il résulte de
lig. IT.
là que la tangente au sommet de la parabole est le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes à la courbe.
Proposons-nous maintenant de mener une tangente
à la parabole par un point T extérieur à la courbe (fig. 18). Soient F le foyer et DD' la directrice , si le problème était résolu, que TM fût la tangente demandée et •
M le point de contact , en abaissant MP perpendicu- • laire sur la directrice, et joignant PF, PT et TF, la fl* 48- tangente TM serait perpen-
diculaire sur le milieu I de PF, et l’oil aurait TP — TF. Il suit de là que le point P est à l’intersection de la directrice et du cercle décrit du point T comme centre avec le rayon TF. Le point P étant connu , on joindra PF, et on mènera PM parallèle à l’axe; entin onabaissera TI perpendiculaire sur PF; cette ligne sera la tangente demandée , et le point M où die rencontrera PM sera le point de contact.
En effet, on a, par construction, TP = TF; donc la perpendiculaire TI abaissée sur PF passe par son milieu , donc ► ;
MP = MF , ce qui prouve que M est sur la courbe. En second < lieu, on a TMF = TMP=T'MQ, donc TM est tangente.
Quand le point T est hors de la parabole, sa distance au foyer est plus grande que sa distance à la directrice; donc le cercle TF coupe la directrice en deux points P, P', et il y a deux tangentes. Quand le point T est sur la parabole, sa distance au foyer est égale à sa distance à la directrice; le cercle TF est tangent à la directrice, et il n’v a qu’une seule
tangente. Enfin , quand le point T est intérieur à la parabole, sa distance au foyer est moindre que sa distance à la directrice; le cercle TF ne rencontre pas la directrice, et il n’y a plus de tangente.
Enfin supposons qu’il s’agisse de mener à la parabole
une tangente parallèle à une droite donnée CK (tig. I9)u Soient F le foyer et-DD! la directrice, si TT' est la tangente demandée et M le point de contact, en abaissant MP perpendiculaire sur la directrice , la droite FP sera perpendiculaire sur TT' , qui la coupera v I
en son milieu I. Il résulte de là que le point P est à la rencontre de la directrice et de la
perpendiculaire abaissée du foyer sur la droite donnée CK. Le point P étant connu , on mènera par ce point PM parallèle à l’axe, puis, par le milieu I de PF, une parallèle àCK ; la droite TT' ainsi obtenue sera la tangente demandée , et le point où elle rencontrera PM sera le point de contact.
Le problème admet toujours une solution , et n’en admet qu’une seule. Toutefois cette solution disparaît dans le cas où la droite donnée est parallèle à l’axe.
Remarque. La construction de la tangente, dans les cas que nous venons d’examiner, ne suppose pas que la courbe soit tracée. Il suffit que l’on connaisse le foyer et la directrice.
La normale à la parabole en un point divise en deux
parties égales , l'angle formé par le rayon vecteur et la parallèle à Taxe menée par ce point. ■
En effet, soient TT' la tangente à une parabole en M -,
(fig. 20) et .MN la normale; tirons le rayon vecteur MF, et
menons perpendiculàire MR à l’axe ; on a
donc
FMT = QMT' , TMN = NMT = un droit ,
FMN = NMQ ,
ce qu’il fallait démontrer.
On nomme pied de la normale (fig. 20) le point N où
elle rencontre l’axe. On nomme sous-normale la partie RN de l’axe comprise entre le pied de la. normale et le pied de la perpendiculaire abaissée sur l’axe du point M par où la normale est menée.
La sous-normale est constante et égale à la distance du foyer à la directrice.
En effet, soient TT' la tangente, MN la normale, RN la sous-normale. Abaissons MP perpendiculaire sur la directrice, et joignons FP;' cette ligne sera perpendiculaire à la tangente TT', et, par suite, parallèle à la normale MN. D’après cela on voit que les triangles MRN et PEF sont égaux, comme ayant un côté égal, PE = MR, adjacent ù deux angles égaux chacun à chacun ; donc
MR2 = ER* — FR* = (ER + FR) X (ER — FR
or , si S est le sommet de la parabole et que l’on désigne par- p le paramètre EF, on a - • • '_>■ • ' - .
ER=f + SR, FR = SR — ^ ;
là Z
d’où
ER -f FR = 2SR , ER — FR=p ;
d’après cela la valeur de MR2 devient
MR2 = 2SR Xp = 2p X SR ; et , comme MM' = 2MR , -
MM'2 = 8p X SR.
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d’où l’on déduit comme précédemment
MR* = 2 p X SR et MM7" = 8p X SR.
Ainsi, le carré d’une corde perpendiculaire à l’axe est égal à la distance de cette corde au sommet multipliée par 8 fois le paramètre.
DÉFINITION DE L*HEL1CE CONSIDEREE COMME RESULTANT DE l’eNROU- LRMENT DU PLAN D UN TRIANGLE RECTANGLE SUR UN CYLINDRE
DROIT A BASE CIRCULAIRE
‘ . .*• • sî
50. On nomme surface cylindrique droite ou simplement cylindre droit (fig. 23), la surface engendrée par une droite qui tourne autour d’une droite fixe parallèle à la droite mobile. ' . /'
La droite fixe est dite l 'axe du cylindre ; la droite mobile dans A une quelconque de ses positions est dite
une génératrice ou une arête du cylindre.
M II ..J— I'j N Chaque point M (fig. 23) dé la géné-
Sv'-- ratrice engendre une circonférence de
cercle MN dont le plan est perpendiculaire à l’axe AA', et dont le centre O est . sur cet axe. Ce cercle prend le nom de
M N. section droite ou de base du cylindre; aussi
quelquefois désigne-t-on la surface par a la dénomination de cylindre droit à base
fl*. 23. circulaire.
Si l’on coupe le cylindre droit par deux plans MN , MW perpendiculaires à l’axe, le solide terminé d’une part par ces deux plans , et d’autre part par la surface cylindrique est le corps qu’on nomme proprement cylindre , et dont on s’est
occupé dans les Éléments de géométrie.
Considérons un cylindre droit dont l’axe soit AA
(fig. 2-4) , et supposons-le terminé par les deux plans BC et DE perpendiculaires à l’axe. Menons par les points B et D .
extrémités d’une arête quelconque BD, les lignes BP et DQ perpendiculaires au plan formé par l’arête BD et l’axe AA' ; prenons sur ces lignes des longueurs BP et DQ égales à la circonférence de base du cylindre ; enfin joignons PQ et BQ.
Il est évident que les lignes BP et DQ sont tangentes aux circonférences BC et DE, et que le plan du rectangle BDQP n’a d’autres points communs avec la surface du cylindre que ceux de l’arête BD. Cela posé , si l’on enroule le rectangle BDQP sur le cylindre , le côté PQ viendra se placer sur BD, et la droite BQ hypoténuse du triangle rectangle BPQ formera sur le cylindre une portion de courbe BHD terminée sur l’arête BD aux points B et D. Cette courbe se nomme hélice.
Mais l’hélice n’est pas une courbe terminée brusquement ; au contraire, elle s’étend indéfiniment dans les deux sens comme le cylindre auquel elle appartient, et tous ses points peuvent s’obtenir par le même moyen que ceux de la portion limitée que nous venons de considérer. Prolongeons la portion du cylindre BCDE d’une quantité égale DEFG ; par le point F, extrémité de l’arête BD, prolongée , menons FR parallèle à BP, et par le point R où cette ligne rencontre BQ prolongée, abaissons RT perpendiculaire sur BP. A cause de " BD = DF et du parallélisme des droites DQ et FR, la ligne FR ou BT est double de DQ ou de BR ; d’où il suit que si l’on enroule le plan du rectangle BFRT sur le cylindre, la droite TR viendra s’appliquer sur BF après qu’on aura fait deux fois le tour du cylindre ; en outre, il est clair qu’après avoir achevé un tour entier, la ligne QR formera sur le cylindre une portion de courbe terminée en D et F sur l’arête DF et qui sera identique avec la portion de courbe déjà formée par BQ. Et, sans qu’il soit nécessaire de plus d’explications, on voit que si le cylindre est censé prolongé indéfiniment audessus de BC et que l’on enroule indéfiniment le plan a;BV
sur le cylindre, la droite indéfinie Bar fermera sur la surface une courbe composée d’une infinité de parties égales entre elles et toutes terminées sur l’arête VV'. Ces différentes parties de l’hélice se nomment spires , et la distance des plans perpendiculaires à l’axe menés par les extrémités d’une spire est dite le pas dé l’hélice.
Enfin, comme on peut aussi concevoir le cylindre indéfiniment prolongé au dessous du plan BC , on voit que si l’on enroule sur cette surface l’autre portion du plan des. lignes VV' et Bar, c’est-à-dire la portion YBr', la droite indéfinie Bar' formera aussi sur le cylindre une infinité de spires. . -
On peut dire , d’àprès cela, que :
Les hélices sont les courbes dans lesquelles se, transforment les lignes droites tracées sur un plan, quand on enroule ce plan sur un cylindre droit.
Il faut remarquer que la circonférence peut être considérée comme une hélice dont le pas est nul.
Une même ligne droite engendre ainsi toutes les spires d’une hélice , mais il est quelquefois plus commode de considérer l’hélice comme engendrée au moyen d’une série de droites parallèles égales et équidistantes. Effectivement, si l’on prolonge PQ jusqu’à sa rencontre en S avec FR et que l’on joigne DS, il est clair que DS sera égale et parallèle à BQ et à QR, et que quand on enroulera le plan de ces lignes sur le cylindre, les droites DS et QR formeront la même spire sur la surface; savoir,. DS après le premier tour, QR après le deuxième tour. Ce raisonnement s’applique évidemment à toutes les spires.
11 résulte de là que :
L’hélice peut être obtenue en enroulant sur un cylindre droit , un rectangle indéfini dont la largeur serait égale à la
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NOTIONS SUR QUELQUES coürbes USUELLES. si
circonférence de base du cylindre et sur lequel seraient tracées une série de droites parallèles et équidistantes.
52. Considérons le point U comme l’origine de l’hélice, ou BHD comme la première spire (fig. 24), en sorte que la deuxième
suite; je dis que la distance MN d’unpoint de la première spire au plan delà bascBC est proportionnelle à l’arc de cercle BN. En effet , prenons sur BR une longueur Bn égale à l’arc BN rectifié, et élevons ntn perpendiculaire à BP ; il est clair que mn — MN , car en enroulant le plan BDm sur le cylindre, le point m reste toujours à la même distance du plan de la base BC. Cela posé , les triangles semblables Bmn et BPQ donnent
mn PQ MN PQ
Bn — BP °U arc BN ~ BP ’
ce qui démontre la propriété énoncée. Si l’on désigne par h le pas de l’hélice et par r le rayon du cylindre , l’égalité précédente devient
MN h are BN . . 2 r.r ’
d’où
MN = — — x arc BN.
2ir r
Jî INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
Cette égalité a lieu aussi pour la deuxième, la troisième, etc., spire, pourvu qu’on ajoute une, deux, etc., circonférences à l’arc BN.
LA TANGENTS A L’ HELICE PAIT AVEC l’aRÊTE DU CYLINDRE UN ANGLE CONSTANT.
35. Soient BD le pas de l’hélice (fig. 25), BCED la portion du cylindre qui a ce pas pour hauteur, BPQ le triangle rectangle dont l’hypoténuse BQ forme sur le cylindre la spire BHD. Soit M le point ou nous voulons considérer la tangente. ' Menons par ce point et par un second point M’ de la courbe la sécante M’MR , et cherchons quelle sera la limite de cette sé-
cante lorsque le point M' se mouvant sur la courbe sera venu se confondre avec M. Menons par les points M et M1 les arêtes MN, MTS' qui rencontrent en N et N’ la circonférence BG ; joignons NN', prolongeons cette lipe jusqu’à sa rencontre en K avec MM' et menons MI parallèle à NN'. Enfin , prenons sur
BP des longueurs Bn, Bn' égales aux ares BN, BN' rectifiés; menons nm et n’m' parallèles à BD, puis mi parallèle à BP. Quand on enroulera le triangle BPQ sur le cylindre, les droites mn et mW viendront s’appliquer sur MN et M'N' ; d’où H suit que mn = MN, mW=M'N' et par suite m'» — M'I. Cela posé, ies triangles semblables. MNK et MM'I donnent
NK _M1 MN M'I *
les triangles semblables Bmn et mm'i donnent aussi
Bu mi
mn m'i '
Divisant ces deux proportions terme à terme, et se rappelant que MN = mn , M'I = m'i , il vient
NK Ml
Bn mi ’
mais on a MI = corde NN' , mi = nn' = arc NN', donc on a
NK
Bn
corde NN' arc NN'
Or, pendant que le point M' se rapproche indéfiniment du * point M, le point N' se rapproche indéfiniment de N, et quand MM' est devenue tangente à l’hélice, NN' est tangente au cercle BC en N; d’ailleurs le rapport d’un arc de cercle à sa corde a pour limite l’unité quand cet arc décroît indéfiniment; donc
.. NK hm — = t Bn
ou lim NK = Bn.
Si donc MT est la tangente à l’hélice en M (tig. 26), et que
flg. ï». . ' ‘ \
NT soit la tangente au cercle BC au point N qui est la projection de M sur le plan de ce cercle , on aura
NT = B
d’ailleurs MM = mn ; donc les triangles rectangles MNT et tnnB sontégaux;il s’ensuit que l’angle NMT = Bmn = BQP; donc l’angle que fait la tangente MT avec l’arête MN du cylindre est constant et égal à celui que fait la ligne BQ avec la même arête.
Remarquons encore que N, étant la projection de M sur la base BC et T la trace de la tangente sur le plan de cette base, la longueur NT est égale à l’arc NB rectifié. Cette remarque nous sera utile pour la construction de la tangente.
CONSTRUIRE LA PROJECTION DE l’hÉUCE ET DE LA TANGENTE SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE A LA BASE DÛ CYLINDRE.'
Prenons pour plan horizontal de projection celui de
la base du cylindre, et pour plan vertical un plan parallèle à l’axe et au diamètre qui joint le centre de la base à l’origine d’une spire. Le cercje bhcg ( fïg. 27 ) représente la base du cylindre , -et le rectangle BCED est le contour apparent, sur le plan vertical, de la portion du cylindre sur laquelle est tracée la première spire ; en sorte que B est l’origine de l'hélice et BD son pas., Prenons un point m quelconque sur le cercle bhcg, et cherchons la projection verticale du point de l’hélice projeté horizontalement en m. Si le problème était résolu et que M fût cette projection verticale, la ligne rnM serait perpendiculaire à la ligne de terre et la hauteur Bg du point M au-dessus dé la ligne de terre serait donnée par la proportion
BD i*fc,
arc bm circonférence ab ’
d’où il suit que le point M sera déterminé par l’intersection de la perpendiculaire abaissée de m sur la ligne de terre avec la-parallèle à cette môme ligne menée par le point ja, qu’on détermine par le moyen de la proportion précédente.
Quant à la projection de la tangente à l’hélice au point (m, M), il est aisé de l’obtenir j car si par m on mène la tangente ml à la circonférence ab et que l’on prenne ml = arc mb, on sait que le point t sera la trace horizontale de la tangente. Si donc on abaisse H perpendiculaire sur la ligne de terre , et que l’on joigne Mc., on aura la projection verticale de la tangente en M.
35. On pourra construire ainsi autant de -points qu’on voudra de la projection verticale de l’hélice ; joignant ensuite ces points par un trait continu, on aura la projection. Pour effectuer commodément le dessin , voici la marche à suivre : on divisera la circonférence bhcg et la ligne BD en un même nombre de parties égales à partir de b et de B respectivement, en seize parties égales , par exemple ; par chaque point de division du cercle on mènera une perpendiculaire à la ligne de terre , et par le point correspondant de BD une parallèle à la ligne de terre ; le point de rencontre de ces deux lignes fera connaître un point de la projection de L’hélice. On aura ainsi seize points qui suffisent pour dessiner la courbe.
Les points I et J, situés sur l’axe AA', correspondent aux points h et g du diamètre gh perpendiculaire à la ligne de terre. Les points B, L, D, situés sur le contour apparent, correspondent aux points b, c. b ; il est évident que BD est tangente à la courbe aux points B et D et que CE est tangente au point L.
Ayant ainsi la projection d’une spire, on aura aisément les projections, des autres, car toutes ces spires sont identiques.
LOI DE L’HOMOGÉNÉITÉ
36. Une fonction F(a, b,c,...) de plusieurs quantitésa, 6, c,... est dite homogène, lorsqu’en remplaçant a, b, c,... par ka, kb, kc,... la nouvelle valeur que prend la fonction est égale à la valeur primitive, multipliée par une puissance de k d’un degré quelconque m. L’exposant m de la puissance de k, dont il est question, est dit le degré d’homogénéité de la fonction. Pour exprimer qu’une fonction F(a, b, c,...) est homogène et du degré m, il suffit donc d’écrire
F (ka, kb, kc,...)=knF(a, b, c,...).
On voit , d’après cette définition , que les fonctions 'Qb J
a*-\-Zab, \Jde , \[â — loga — fog& ?
sont homogènes. La première est du degré 2; la deuxième du
degré 1 ; la troisième du degré - , et la quatrième du degré zéro.
Une équation est dite homogène lorsque , l’un des membres étant nul , l’autre membre est une fonction homogène ; ou lorsque les deux membres sont des fonctions homogènes du môme degré. On voit qu’une équation homogène h’est pas changée, lorsqu’on multiplie par un même facteur k les diverses quantités qu’elle renferme.
Une équation algébrique étant donnée, on peut toujours faire en sorte que l’un de ses membres soit nul et que l’autre membre soit une fonction rationnelle et entière. Si l’équation est homogène et du degré m , chacun de ses termes renfermera m facteurs littéraux ; et réciproquement.
57 . Les longue urs sont proprement les seules grandeurs que l’on ait à considérer dans les recherches géométriques ; car la mesure des surfaces et celle des solides se ramènent immédia-
„ tement à la mesure des longueurs. Quand on veut exprimer analytiquement une relation entre plusieurs longueurs, on imagine que ces longueurs soient rapportées à une certaine unité, qui, du reste, demeure lé plus souvent indéterminée; puis l’on représente par des lettres a, b,... les rapports de ees longueurs à l’ unité; enfin l’on écrit , conformément aux règles de l’algèbre , Y équation qui a lieu entre les quantité »
58. Les équations, auxquelles conduisent ainsi les recherches géométriques, sont toutes homogènes, lorsque l’unité demeure indéterminée. Cette propriété est de la plus haute importance, et nous allons l’établir d’une manière générale àl’égard des équations algébriques. \
Soit „
une équation algébrique entre les quantités a, b, t,... qui expriment les rapports de plusieurs longueurs à une même unité arbitraire. On peut supposer, comme il a été dit plus haut, que F(o, b, c,...) soit une fonction rationnelle et entière; par con- , séquent, si elle n’est pas homogène, on pourra grouper ensemble les termes de même degré et la considérer comme /
la somme de plusieurs fonctions homogènes <p(o, b, c,...), '
«Ko, b, c,...), -©■(a, b, ç,...) etc., de degrés m, n, p,...- respectivement ; et l’équation proposée sera
Cela posé, si, après avoir fixé à volonté l’unité linéaire à laquelle toutes les longueurs sont rapportées, on choisit une
deuxième unité dont le rapport à la première soit -, il est
clair que les longueurs qui étaient représentées par a, b, c,.. le seront maintenant par ka, kb,kc,... ; et que l’équation (1) ou (2) continuera d’avoir lieu si l’on remplace a, b, c,... par ka, kb,kc,... On a donc
«P (ka, kb, kb, kc,...)-\-'tfr(ka,kb,
D’ailleurs les fonctions <p, q/, ©,... sont homogènes, et des degrés m, n, p,... respectivement; par suite, l’équation précédente peut s’écrire de la manière suivante : . * v
Ar<p(o,6, krty{a, b, b, c, . .=0. *
Cette équation devant avoir lieu quel que soit le nombre A qui est essentiellement arbitraire , il faut que l’on ait séparément
<f(a,b,e,...)= 0, q(a,6,c,...)= 0, 'Bt{a,b,c,...)=0
Il résulte de là que , « l’équation proposée n'est pas homogène , cette équation a été obtenue en ajoutant entre elles plusieurs équations homogènes de degrés différents.
Il est clair que si l’on ajoute des équations homogènes de degrés différents, on formera une équation exacte ; mais une pareille combinaison ne peut avoir aucun objet et doit être rejetée avec soin de toute analyse bien conduite. Nous croyons devoir ajouter à ce sujet quelques développements qui constitueront une sorte de démonstration nouvelle de la loi fondamentale de l’homogénéité.
39. Supposons qu’il s’agisse d’exprimer analytiquement une relation entre plusieurs longueurs. Soient a,b,c,... les rapports de ces longueurs à une unité arbitraire. On peut évidemment, pour exprimer la propriété que l’on en a vue, prendre pour unité la première des longueurs considérées , celle qui était représentée par a , par exemple, et qui le sera actuellement par 1. Dans cette hypothèse, les autres longueurs qui étaient représentées par 6, c,... etc.., le seront mainte-
tenant par - , a a
; et l’équation, exprimant la propriété que possèdent ces longueurs , aura nécessairement la forme
Il est évident qu’elle est homogène.
Remarque. Le théorème de l’homogénéité s’applique à toutes les équations de la géométrie , pourvu que les surfaces et les solides y soient représentés conformément aux règles qu’elle prescrit.
40. Non-seulement les équations de la géométrie sont homogènes , mais les formules ou expressions algébriques que
l’on y considère sont toujours nécessairement homogènes ; car une expression algébrique, que l’on forme dans une question de géométrie, est destinée ou à représenter une longueur, ou à être égalée à une autre expression algébrique à l’effet d’obtenir une équation.
41. Ce qui précède, nous devons le répéter, suppose qu’aucune des longueurs, que l’on considère, n'est prise pour l’unité.
S’il en est autrement, on peut obtenir des équations non homogènes ; mais il est facile de rétablir l’homogénéité quand on le désire. Supposons, en effet, qu’on ait plusieurs longueurs dont la première soit représentée par 1 , les autres par a, b, c,..., et soit une équation ^
Prenons pour unité linéaire une longueur quelconque , et supposons que
représentent alors les longueurs qui étaient précédemment représentées par 1, a, b, c... ; on aura évidemment
et l’équation (i) deviendra
ou , en supprimant les accents,
On voit par là que, pour rétablir l’homogénéité dans l’équation (1), il suffit d’y mettre au lieu de a, b,c,...
a, b, c n’ayant pas, bien entendu, les mêmes valeurs numériques que précédemment.
CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES
42. D’après la théorie qui vient d’être exposée, toute expression algébrique et homogène du premier degré, dans laquelle les diverses lettres représentent des longueurs, est elle-même l’expression d’une longueur. Or, je dis qu’une pareille expression peut toujours être construite géométriquement, c’est-àdire par la règle et le compas : 1° dans le cas où elle est rationnelle ; 2° dans le cas où elle ne renferme pas d’autres irrationnelles que des radicaux du second degré , ou des radicaux dont l’indice est une puissance de 2.
45. 1° Construction des formules rationnelles. La plus simple des fonctions rationnelles qu’on ait à considérer est la fonction monome. Telles sont, par exemple, les fonctions
ab abcd c ’ efg '
La première se construit immédiatement ; elle exprime, en effet , une quatrième proportionnelle aux lignes a, b, c. La deuxième et toutes les fonctions rationnelles de la même forme se construiront, en répétant plusieurs fois l’opération par la-
quelle on trouve une quatrième proportionnelle à trois lignes données. Prenons en effet la fonction
abcd
Construisons une quatrième proportionnelle aux lignes a, b, e, et désignons-la par a , on aura
ab ^ ^ abcd acd
, • e ~ ef9 {9
Construisons pareillement une quatrième proportionnelle aux lignes a, c et f, et désignons-la par G , on aura
or g icd 6rf
7 ~ ‘ Jg~l’
et 011 voit qu’il ne reste plus qu’à construire une quatrième proportionnelle aux lignes G, d et g.
Cela posé, je dis que la construction d’une fonction rationnelle quelconque peut se ramener à la construction d'une formule monome. Soit par exemple la formule
abc-{-def — ghk mn-j -pq — rs
On peut l’écrire ainsi :
/ pq rs\
\ m nx/
On peut construire, comme il a été indiqué plus haut, chacune des longueurs représentées par les monomes
def ghk pq r»
ab ’ ab ’ m ’ m’
désignons-les par a, 6, f, 8, et notre formule deviendra
ab(c-\-a — 6)
formule monome que l’on construira à son tour par le même
procédé. Cette méthode s’applique évidemment à toute fonction rationnelle.
44. Construction des formules irrationnelles. Considérons l’un des radicaux du second degré qui entrent dans une formule irrationnelle, et supposons d’abord que la quantité soumise à ce radical soit une fonction rationnelle telle que
abcd + efgh — klmn pq — rj + fu
ce radical peut être écrit de la manière suivante :
et , en suivant les règles données précédemment, on le ramènera à la forme
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ensuite on construira une ligne y égale à —j, et le radical sera
ramené à la simple forme \ay ; en sorte que, si 3 désigne la moyenne proportionnelle entre a et y, on pourra remplacer le radical donné par 3 dans la formule oii il se trouve.
On pourra, par cette méthode, faire disparaître de la formule proposée tout radical du second degré affectant une quantité rationnelle; et par cette môme opération, plusieurs fois répétée s’il est nécessaire, on ramènera la formule proposée à une formule rationnelle.
Ce qui précède s’applique évidemment aux expressions algébriques contenant des radicaux dont l’indice est une puissance de 2; car tout radical de cette espèce peut être remplacé par des radicaux du second degré superposés.
45. Il y a quelques expressions simples pour la construction desquelles il ne convient pas d’appliquer la méthode générale que nous venons de développer; tels sont, par exemple, les radicaux
y a' + 6’ , Va 1 + b'—ci + di,
que l’on peut construire aisément au moyen de la propriété du triangle rectangle.
Nous citerons encore l’expression
^ a' + b'dzab ,
qui représente le troisième côté d’un triangle dont a et b sont les deux premiers et dont l’angle opposé est de 120° , ou de 60°.
Lorsqu’on se propose de construire une formule homo
gène, il n’est pas nécessaire de connaître l’unité; il suffit d’avoir les longueurs représentées par les lettres qui entrent dans la formule. Mais, s’il s’agit d’une expression non homogène , il est indispensable d’avoir la longueur prise pour unité. Considérons une formule non homogène
et supposons connue la longueur prise pour unité; prenons une seconde unité, et soit X le rapport de la première unité à la seconde. On rendra la formule proposée homogène, en remplaçant comme il a été dit plus haut, x, a, b et r
X CL b C
par y , -, -, - ; on aura donc
ou
2 afcX -(- X’ -f- abc ab
expression que l’on construira par la méthode indiquée plus haut.
47. Si la formule à construire est entièrement numérique, il n’est pas nécessaire de rétablir l’homogénéité. Prenons pour exemple
On construira en cherchant une moyenne proportionnelle entre la ligne prise pour unité et le quintuple de cette unité ; on retranchera l’unité du résultat, et l’on prendra enfin une moyenne proportionnelle entre la ligne obtenue et l’unité.
48. Construction des racines de l'équation du second degré. Supposons que a et b représentent des longueurs données, et x une longueur inconnue déterminée par l’une des quatre équations:
(1) a:’ — ax + 6’=0 (3) x'-\-ax-\-b*= 0
(2) xt-\-ax — 6*=0 (4) x* — ax — fr’=0j
il suffit de savoir construire les racines des équations (1) et (2); puisque les racines des équations (3) et (4) sont respectivement égales et de signes contraires à celles des équations (1) et (2). 1° L’équation (1) peut s’écrire comme il suit :
On voit alors que x et o — x sont les deux côtés adjacents d’un rectangle dont l’aire est b 1 et le périmètre 2a. Les racines de l’équation seront donc représentées par ces deux
côtés. Pour les trouver, on prendra AB = a (fig. 28), et sur cette ligne comme diamètre , on décrira une demi-circonférence; on élèvera sur ag. 28. AB la perpendiculaire AC = b ,
et , par le point C on mènera une parallèle à AB. Cette parallèle coupera la circonférence en deux points I et K, si b est
moindre que ^ ; elle touchera la circonférence, si 6=-; enfin
elle ne rencontrera pas la circonférence , si b est plus grand
Soit è < 5 ; abaissons IH perpendiculaire sur AB : les deux racines de l’équation (1) seront représentées par AH
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AHx(AB — AH) = 6! ou HBx(AB — HB) = 6*.
Si b = * , les racines sont toutes deux égales à AO ou — . a
Si l’on a 6 > - , l’équation proposée a ses racines imagi-
naires. ,
2° L'équation (2) peut s’écrire ainsi
Les lignes inconnues x et a x , qui ont pour différence a, sont les deux côtés d’un rectangle dont l’aire est égale à bJ.
Décrivons un cercle dont le diamètre soit égal à a (fig. 29); menons à ce cercle une tangente AB égale à b , et construisons le diamètre CD qui passe par le point B : je dis que les racines de l’équation (2) seront représentées l’une par BC, et l’autre par — BD; car on a l’équation
BCxBD = b!
que l’on peut mettre sous l’une et l’autre des deux formes
,BCx(a+BC) = fc5 — BD X (a — BD) = 6*.
CHAPITRE II
DÉTERMINATION D’UN POINT SUR UN PLAN , PAR LE MOYEN DE SES COORDONNÉES RECTILIGNES.
49. Pour fixer les positions des différents points d’une même ligne droite x'x (fig. 30) , on prend un point 0 sur
cette droite, et l’on rapporte
4 x à une même unité les distan- 30 ces de ce point 0 à tous les
points que l’on veut considérer sur la droite; en outre, on affecte les nombres que l’on obtient ainsi du signe +' ou du signe — , suivant que les distances dont ils expriment la mesure sont comptées dans un sens ou dans l’autre. Les distances dont il s’agit se trouvent donc représentées, les unes par des nombres positifs , les autres par des nombres négatifs. Pour abréger le langage, on appelle les premières, longueurs positives, et les autres, longueurs négatives. Le sens dans lequel se comptent les longueurs positives est indifférent.
Il est évident que la position d’un point tel que A ou B sera complètement déterminée, lorsqu’on connaîtra le nombre positif ou négatif qui exprime, comme il vient d’être dit, la distance OA ou OB; pourvu, cependant, que l’origine 0 soit connue et que le sens des longueurs positives ait été fixé.
50. Le même principe donne le moyen de fixer d'une manière précise les positions de tous les points d’un plan.
Soient en effet x'x et y' y (fig. 31), deux droites qui se coupent en 0 sous un angle quelconque ; convenons que les longueurs portées sur x'x ou y'-y seront positives, si elles sont dirigées dans le sens de Ox ou de Oy, et négatives dans le cas contraire.
Si , par un point quelconque M du plan, on iy . mène les droites MP et
ng. 3i. MQ respectivement paral-
lèles aux lignes x’x et y'y , la position du point M sera déterminée, lorsqu’on connaîtra les nombres positifs ou négatifs qui représentent OP et OQ. En effet , chacun des points P et Q sera déterminé (n° 49) et, pour avoir le point M, il suffira d’achever le parallélogramme OPMQ. La longueur OP, prise avec le signe qui lui convient , çst dite l 'abscisse du point M ; la longueur OQ ou son égale MP, prise également avec le signe qui lui convient, est dite l’ordonnée du point M. L’abscisse et l’ordonnée sont aussi désignées par el nom commun de coordonnées. L’abscisse se représente généralement par la lettre x, et l’ordonnée par la lettre y.
Ainsi on a pour le point M
x= + OP, y = + 0Q=-}-MP;
pour le point M' •
,r = — OP’, y = -)- OQ’ s= -j- MT' ;
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pour le point M" . - . , .
X ——OP", y=— 0Q"=— M"P"; et, enfin, pour le point M”
x = + OP"' , y = — OQ"' = — MT.
Les droites x'x ety'y portent le nom à' axes des coordonnées ; x’x est l’axe des abscisses ou l’axe des x{ ÿy l’axe des ordonnées ou l’axe des y.
51. En général, lorsque deux quantités sont de nature à fixer la position d’un point sur un plan , on donne à ces
quantités le nom de coordonnées du point. Nous n’entrerons,
pour le moment, dans aucun détail à ce sujet, et nous nous bornerons à considérer les coordonnées définies plus haut. Ces coordonnées sont dites rectilignes. Elles sont rectangles ou rectangulaires lorsque les axes font un angle droit, obliques dans le cas contraire.
représentation des lieux géométriques par des équations.
52. Les lignes dont s’occupe la géométrie sont définies par une propriété commune à leurs différents points. Ainsi , dans la suite de cet ouvrage, une ligne sera toujours considérée comme le lieu géométrique des points qui ont une certaine propriété commune. Il existe, entre les deux coordonnées de chaque point d’une ligne, une relation ou équation qui exprime analytiquement la propriété par laquelle la ligne est définie. Cette relation est dite Y équation de la ligne.
La Géométrie analytique à deux dimensions a pour objet l’étude des propriétés des lignes planes, d’après les équations qui les représentent.
Nous allons éclaircir ce qui précède en prenant , pour exemples, les lignes les plus simples : la ligne droite , la circonférence de cercle et les trois courbes connues sous le nom de sections coniques, savoir: Vellipie, l’hyperbole et la parabole.
Ligne droite.
53. Soient x'x et y'y (fig. 32), deux axes quelconques; A et B les points où la droite considérée AB rencontre ces axes.
fig. ».
Prenons, sur cette droite, un point M dont les deux coordonnées soient positives , et menons MP parallèle à Oy ; on aura
OP = £■ et MP=y;
or, les triangles semblables MPA et BOA donnent
MP OB PA “OA
ou , en faisant OA — a, OB = 6 ,
y b . b , , , bx
= dou y— -[a — x =6 <
ou
Telle est l’équation de la droite AB. Mais . pour que celte
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conclusion soit pleinement justifiée, il faut montrer que l’équation précédente est satisfaite par les coordonnées d’un point de la droite AB, dont les coordonnées nç sont pas toutes deux positives. Soit d’abord un point tel que M', dont l’abscisse est négative et dont l’ordonnée est positive , on a
' ’ • MT' b
P' A ~ a ’’ or
M'P' = ÿ, P'O — — x et PA = — x+a; donc on a, comme précédemment,
Soit enfin M" un point dont l’abscisse est positive , mais dont l’ordonnée est négative; on a
MT b P 'A ~a ’’ ,
or
donc
— - on — î— = - ;
comme dans les deux premiers cas.
Ainsi l’équation .
est satisfaite par les coordonnées de chaque point de la droite AB; c’est donc l’équation de cette ligne.
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Hemarque. Nous avons supposé que tes points A et B sont situés sur les parties Ox et Oy des axes t'x et y'y ; mais une marche , semblable à celle que nous avons suivie , peut être employée dans les différentes hypothèses que l’on peut faire sur la position de la droite donnée relativement aux axes. Nous reviendrons , au surplus , avéc détail , sur l’équation de la ligne droite.
Circonférence de cercle.
54. Prenons deux axes rectangulaires (fig. 33), passant par le centre du cercle.
. . ■ Menons l’ordonnée MP d’un point quelconque M de la circonférence , et ' tirons le rayon OMj le triangle rectangle OMP " — x donne : .
MP,+ÔP,=ÔM1 ;
or MP = -)- ÿ ou ——y , ag. 33. suivant que le point M
est sur la demi-circonférence ABA' ou sur AB' A'; pareillement OP=+x ou= — x, suivant que le pointM est sur BAB'ou sur BA'B'. Donc , en désignant par r le rayon du cercle , on a pour chacun des points de la circonférence
(=tx)* -(- { dr y )’ = rs ou x’ + yT=;r!.
Telle est l’équation de la circonférence.
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Ellipse.
55. L’ellipse (n“ 1) est une courbe plane telle que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes, appelés foyers, soit constante.
Prenons deux axes rectangulaires ( fig. 34 ) , dont l’un, celui des x, passe par les foyers F et F , et l’autre par le milieu de la droite FT.
Nous désignerons par 2c la distance des foyers, et par 2 a la somme des distances de ces foyers à un même point de la courbe. Soit M un point situé sur le premier quadrant AB de l’ellipse ; ménons l’ordonnée MP et tirons les droites F'M , FM ; les triangles reotangles F'MP et FMP donnent :
FM* -MP* + FT , FMT =x MP* + FP* , ,
d’où, en retranchant,
FM’ — FM'^FP1 — FP
ou • - -
(F'M — FM) X (F'M + FM) = (FT— FP) x(FT -f FP) • or, on a
lfl
Ï rl r .
V Jk x
. flg. ».
OP=jj, MP=y, ;
vF'PsciC-j-a! , FP — C — X OU =Ü-C(
il suit de là quq l’une, des longueurs F'P-f-FP et F'P— FP
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, est égale à ic , et que l'autre est égale à 2xj enfin, lF'M+FM=2a;
donc
PM = MP+F'P
ou
ou, en faisant a” — c* = 6',
ay +6*T* = a*6*.
Telle est l'équation de l’ellipse en coordonnées rectangulaires.
Nous avons supposé les coordonnées du point M positives, mais il est facile de s’assurer que la précédente équation a lieu pour tous les points de l’ellipse. Cela résulte, au surplus, de ce que cette courbe (n° 5) est symétrique par rapport à chacun des axes coordonnés.
Hyperbole.
oG. L’hyperbole est une courbe plane telle que la différence des distances de chacun de ses points à deux points fixes, appelés foyers, soit constante.
Prenons deux axes rectangulaires , dont l’un . celui des
x, passe par les foyers F et F' ( fig. 35 ) , et l’autre par le milieu de la droite F'F. Nous désignerons par 2 c la distance FF , et par 2 a la différence des distances des foyers k un même point de la courbe. Soit M un point de l’hyperbole, dont Ug. 3S nous supposerons les deux
coordonnées positives; menons l’ordonnée MP et tirons les droites FM, FM; les triangles rectangles F'MP et FMP
donnent t
FM* = MP* + FP
peut s’écrire
ou ' „
«V — (c* — o'Jx1 =5 — o’(c* — O*) ,
ou , en faisant c* — a! = 6’ ,. .
Telle est l’équation de l’hyperbole en coordonnées rectangulaires.
Nous avons supposé les coordonnées du point M positives, mais il est facile , de s’assurer que la précédente équation a lieu pour tous les points de la courbe.
Parabole.
57. La parabole (n° 17), est une courbe plane, dont chaque point est également distant d’un point fixe, appelé foyer, et d’une droite fixe, appelée directrice.
Soient F le foyer et DD’ la directrice (fig. 36). Nous prendrons pour axe des x la perpendiculaire abaissée du foyer sur la directrice , et pour axe «g. 38. des y la parallèle à la direc-
• Digttizèd b^Googk
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trice menée par le point A , milieu de la distance du foyer à la directrice. Soit M un point de la parabole ; menons l’or* donnée MP et tirons FM ; on a , dans le triangle FMP ,
(ij y fm‘=mp!4-fp’ ;
si l’on désigne par p le paramètre , c’est-à-dire la distance Fl , on aura FM=MQ=a: + f; on a d’ailleurs MP = dry et
FP = dr
^ x r— ^ . Par conséquent , l’équation (1) donnera
ou .
y* = 2 px.
Telle est l’équation de la parabole en coordonnées rectangulaires.
transformation des coordonnées rectilignes.
iill: •' ï' 4 - / , J
58. Dans l’étude des lieux géométriques, il est souvent utile de changer les axes coordonnés qu’on avait d’abord choisis, et de rapporter tous les points que l’on considère à d’autres axes , soit pour simplifier les équations , soit pour chercher à découvrir plus aisément les propriétés des figures. Aussi la théorie que nous allons exposer est-elle de la plus haute importance ; elle a pour objet les formules par lesquelles on exprime les coordonnées qui se rapportent à deux axes, en fonction des coordonnées relatives à deux autres axes.
Changement d’origine. Nous considérerons d’abord le
IW
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cas le plus simple de la transformation des coordonnées, celui oü les nouveaux axes sont respectivement parallèles aux axes primitifs. , ;
Soient donc x'x et y' y (fig. 37) deux axes de coordonnées
rectilignes ; , x et y les coordonnées d’un point M.
Prenons sur rfy un point quelconque 0, dont l'ordonnée soit égale à b, et menons , par le point 0, , la droite x,’x, parallèle à x'x ; supposons enflg. jt. fin que xt et y, soient les
coordonnées du point M relativement aux axes x/x, et rfy ; il est évident que l’on aura
*=F*t> y=yt+br
quels que soient les signes des quantités qui figurent dans ces équations.
Pareillement, si l’on prend sur x/x, un point 0, dont l’abscisse soit a relativement aux axes primitifs , et que l’on désigne par x' et rf les coordonnées du point M relativement aux axes x,'x, et y/y,,' on aura
x.=x’-fa, y,=y'.
Ces relations et les précédentes donnent x = x' + a, y = ÿ-)-b.
Telles sont les formules qui servent à passer d’un système d’axes rectilignes à un autre système d'axes parallèles et de
même direction ; a et b y désignent les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes.
Changement de la direction des axes. Supposons que
l’on veuille passer des axes Oaj et Oy ( fig. 38 ) , aux axes Cte, et Oy , ayant la môme origine. Désignons par 6 l’angle yOx; — - par a et «' les angles xfix et yfix ; par x et y les anciennes coordonnées d’un point quelconque M ; iig. 3». par xt et y, les nouvelles
coordonnées du même point. On aura , si les quantités x, y, xt , y, sont positives ,
’ 0P=x . MP=y, 0?, = *, et MP,=y,.
Menons les droites P,K et P,H parallèles à x'x et y'y respectivement , on aura
'•-1‘ OP = OH + H? = 0H+ P,K . . MP=rKP + KM = P,H + KM
ou
*==0H + P,k, y = PtH + KM;
cela posé , le triangle OP,H donne
OH • sinOP.H OH sinfe — a)
OP, smOHP/ x , sine ’
P.H sinP.OH P.H slna
i — 1 ou — — •
OP, sinOHP, ’
sin ’
4’où <
•>. V0 et PH = ^,
U1Ô " SIR
Pareillement le triangle MP, K donne
• P,K sinP.MK P.K. sin(« — «')
— i- — OU —
MP, sin P,kSi ’
sinO
• MK sinMP,K MK sin*
MP, s in P , KM ’ y, siné »
d’où
=>, ol MK=»4jw
srnft sm8
Il vient, par suite,
.. „-r,sin(8— •) + y1sin(#— ■ *')
^ •• ’ sine *
^ain«4;ÿtsin«' ^ ( , . \ . •.
y sin 0 .
L'angle 6 est compris entre 0 et 180% mais chacun des angles a et a’ peut varier de O à 3t»0
Les formules précédentes n’ont été établies que dans l hypothôse a < a' < 8 ; de plus, nous avons supposé positives les quatre coordonnées a:, y, xt, i/, ; mais on peut s’assurer que ces formules sont générales, en appliquant à tous les divers cas qui peuvent se présenter les raisonnements dont nous venons de faire usage; nous n’entrerons pas, pour le moment, dans le détail de cette discussion , et nous admettrons la généralité des formules, sur lesquelles nous reviendrons d’ailleurs dans la suite de cet ouvrage. . " . ■' v -
61. Cas général de la transformation des coordonnées rectilignes. Supposons qu’on veuille passer d’un système d’axes à un autre système d’axes d’origine et de directions différentes. On pourra faire le changement en deux fois; transporter d’abord les axes parallèlement à eux-mêmes à la nouvelle origine, puis changer ensuite leur direction. Il est évident, d’après cela,, que si a: et y désignent les anciennes coordonnées d’un point, x, et y, les nouvelles coordonnées du même point , on aura
xtsin(6 — «)-f-y,sin(6— <*) sin 9
x, sina-f-y,sina' sJnO . ’
formules où a, 6, 6, a, a! ont la même signification que précédemment •./ % ,• •
62. Formules de transformation relatives au cas des coordonnées rectangulaires. Si les nouvelles coordonnées sont rectangulaires , on à . ... •- . '•
et les formulés générales du n° 61 deviennent :
, x. sin(8— -a) — y,cos(® — *) '
smft •
•'* | g, sin «+ y, pose >
Si au contraire les anciennes coordonnées sont rectangu*
aires, on a : fl = 90° ; et les formules du n° 61 deviennent :
x = o -f xt cos * -f- y , cos
Enfin , si les nouvelles coordonnées sont rectangulaires , en même temps que les anciennes , il faut faire
dans les formules précédentes, qui deviennent:
a;=a-4-artcosa — y,sina, »
y = b -f xt sin « + ÿ i cos «,
foutes ces diverses formulés se simplifient, dans le cas où l’origine des coordonnées reste invariable. On a effectivement alors -, , ' •
a=tO, fc=0.
Remarque. Les anciennes coordonnées d’un point sont, dans tous les cas, des fonctions linéaires des coordonnées nouvelles. C’est sur cette remarque importante que repose la classification des lignes algébriques dont nous allons nous occuper.
65. Clatsifiçation des lignes algébriques. Une ligne est dite algébrique ou transcendante , suivant que son équation est elle-même algébrique ou transcendante. Les lignes algébriques , dont nous aurons surtout à nous occuper, se classent naturellement d’après le degré de leur équation en coordonnées rectilignes. Ainsi une ligne est dite du premier, du deuxième, etc. degré, suivant que l’équation algébrique qui la représente est elle-même du premier, du deuxième, etc. degré. Mais une pareille classification ne serait d’aucune importance, si le degré d’une ligne pouvait avoir diverses valeurs, suivant que cette ligne serait rapportée à tels ou tels axes de coordonnées. Nous allons montrer qu’il n’en est point ainsi et ' que le degré d’une ligne algébrique reste le même, quels que soient les axes auxquels on la rapporte. Considérons, en
effet, une ligne qui, rapportée à deux axes rectilignes, soit représentéë par une équation du degré m,
Désignons par xy ety, les. coordonnées de cette même ligne rapportée à deux autres axes quelconques. Puisque x et y sont des fonctions linéaires de x, et y, , la substitution de ces fonctions à a; et y dans l’équation n’en élèvera pas le degré. Je dis de plus que le degré ne sera pas abaissé; car autrement, en remettant au lieu de xt et y, leurs valeurs qui sont à leur tour des fonctions linéaires de x et de y, le degré se trouverait élevé, ce qui est impossible.
64. Lorsqu’une équation algébrique du degré m, ramenée à la forme
résulte de la multiplication de plusieurs autres équations de degrés inférieurs, l’ensemble des lignes représentées par celles-ci constitue le lieu de l’équation proposée. Ainsi dans la catégorie des lignes du degré m, il faut comprendre, comme cas particuliers , toutes les lignes de degrés inférieurs. En particulier, l’équation du deuxième degré, que l’on obtient en multipliant entre elles deux équations du premier degré, représente un lieu qui est formé de deux lignes du premier degré, mais qui participe également des lieux du deuxième. Cette considération, dont on fait souvent usage , est d’une haute importance. Les équations qui appartiennent proprement au degré m, c’est-à-dire, celles qu’on ne peut décomposer en plusieurs autres, sont nommées équations irréductibles.
65. La propriété caractéristique des lignes du degré m consiste en ce qu’une droite ne peut les rencontrer en plus
de m points. En effet, prenons pour axe des x la droite dont il s’agit; en faisant y—0 dans l’équation de la courbe, l’équation en x, que l’on obtiendra, aura pour racines les abscisses des points d’intersection de la courbe avec la droite; mais cette équation est au plus du degré m , et par suite elle a au plus m racines réelles ; ce qui démontre la propriété énoncée. „
Remarque 1. Cette démonstration suppose que, pour y=0, l’équation de la courbe ne se réduit pas à
Lorsqu’il en est ainsi, le premier membre de l’équation proposée est divisible par y, et l’équation se décompose en deux autres dont l’une ,
est celle de la droite donnée.
Remarque II. Les lignes du premier degré, ne pouvant être rencontrées par une droite qu’en un seul point , sont nécessairement des lignes droites.
CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRE
66. La forme générale des équations du premier degré, à deux variables x et y, est :
Ay -j- Bx -j- G — 0.
Nous savons déjà (n° 65) que cette équation ne peut représenter qu’une ligne droite. C’est ce que nous allons du reste établir directement, en étudiant les divers cas qu’elle présente.
67. Nous commencerons par examiner le cas où l’un des coefficients A et B est nul; l'équation ne renferme alors qu’uue seule variable.
1° Soit A = 0 ; l’équation proposée se réduit à Bx-f C=0;
et l’on en tire ,
Soit A (fig, 39) le point de l’axe des x dont l’abscisse est —
je dis que l’équation proposée représenté la droite BC, menée par le point A parallèlement à l’axe des y. On a effectivement pour tous les points de cette droite ,
et ce sont évidemment les seuls points du plan qui aient cette abscisse.
Si l’on a C=0, l’équation se réduit à
jr=0,
et représente l’axe des y.
2° Soit B = 0; l’équation proposée se réduit à
Ay -4-0=0,
et l’on en tire
On voit aisément que cette équation représente une parallèle à l’axe des x , qui coupe l’axe des y en un point dont
l’ordonnée est — De plus cette droite se réduit à l’axe
des x, si l’on a G = 0.
Nous supposerons maintenant que l’équation proposée
A y -|- Br -|- C = 0 .
renferme effectivement les deux variables x et y ; mais nous
examinerons d’abord le cas où l’on a C= 0.
En faisant — — = a , l’équation devient .
y—ax.
On y satisfait en posant x=0 et y =0, d’où il suit que l’origine est un point du lieu qu’elle représente. En outre, comme elle donne :
on voit : 1° que, pour chaque point du lieu, le rapport de l’ordonnée à l’abscisse est constant et égal a ; 2e que les deux coordonnées ont toujours le même signe, si a est positif, tandis qu’elles sont constamment de signes contraires, si a est négatif; donc tous les points du lieu seront dans les angles
yOx et y'Ox', si a est positif (fig. 40); et dans les angles yOx et y'Ox , si a est négatif.
Nous raisonnerons dans l’hypothèse de a positif, et nous verrons ensuite quelle modification il faut apporter lorsqu’on passe au cas de a négatif.
Soit donc a>0; pour x—i, onày = a. Prenons OP = l, menons PM parallèle à l’axe des y , et portons sur cette ligne, à partir de P, dans le sens Oy, une longueur PM = a ; le point M sera un point du lieu représenté par l’équation proposée. Cela posé, je dis que chaque point du lieu est situé sur la droite OM; en effet, donnons à x une valeur quelconque OF, menons P'M' parallèle à Oy, et prenons FM'=aXOF; le point M' sera un point du lieu. Or, le rapport de l’ordon-
M'P' MP
née à l’abscisse étant constant et égal à a, on a = — ;
il s’en suit que les triangles OMP , OM'P' sont semblables , comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels} donc les angles MOP, M OP' sont égaux et les trois points O , M , M' sont en ligne droite. Ce raisonnement s’applique sans modification aux points dont l’abscisse est négative.
Réciproquement , les coordonnées d’un point quelconque de la droite OM satisfont à l’équation proposée. En effet , soit M" un point de la droite OM ; menons l’ordonnée M'P" ; on aura, par les triangles semblables M"0P" ét MOP,
OF' OP
ou
MT"=axOP",
ce qui montre qu’on satisfait à l’équation proposée en faisant x = OF', y = M'P".
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Ce qui précède s’applique textuellement au cas de a négatif;
la seule différence est qu’au lieu de prendre la longueur MP correspondante 1 at=l dans le sens Oy, il faut la porter dans le sens opposé. La ligne droite OM (fig. 41) sera alors le lieu représenté par l’équation proposée.
Nous pouvons doncconclure que toute équation
représente une droite qui passe par l’origine des coordonnées. ’69. Considérons enfin le cas général de l’équation
Ay-J- lte-fC = 0,
où aucun coefficient ne se réduit à zéro.
Faisons — — = a, et — — = 6, l’équation devient
y—ax-\-b.
Il est évident qu’on obtiendra le lieu qu’elle représente, en construisant l’équation
y—ax,
qui y comme nous l’avons vu , appartient à une droite passant par l’origine , et en augmentant ensuite chaque ordonnée d’une quantité égale à 6. Ce lieu sera donc une deuxième droite,
flg. 41.
du premier degré , de la forme
y=ax.
menée parallèlement à la première par le point de l’axe des y qui a b pour ordonnée. Cette ordonnée b est dite l 'ordonnée à l’origine de la droite.
On voit que l’équation du premier degré à deux variables représente, dans le cas général, une droite qui rencontre les deux axes. . ,
La figure 42 est relative au cas de a > 0, b > 0 , et au cas de a>0, b<0; la figure 43 se rapporte au cas de a<0, 6>0, et au cas de a <0, 6 <0.
70. Réciproquement, toute ligne droite est représentée par une équation du premier degré. Nous allons démontrer généralement cette proposition dont nous nous sommes déjà occupés au n° 53.
On voit d’abord que toute droite parallèle à l’axe des y est représentée par une équation de la forme
En effet, soient BC (fig. 39) la droite donnée et a l’abscisse du point où elle rencontre l’axe des x; il est évident que, pour chaque point de BC , on a
Cette équation est donc celle de la droite.
On verrait de même qu’une parallèle à l’axe des x a une équation de la forme
Considérons, en deuxième lieu, une droite telle que OM ( fig. 40 et 41 ) qui passe par l’origine des coordonnées. Prenons OP = 1 , menons PM parallèle à l’axe des y et faisons PM =a; la droite OM sera (n° 68) le lieu de l’équation
ÿ-fli-
Considérons enfin une droite telle que AB (fig. 42 et 43), qui rencontre l’axe des y en un point B dont l'ordonnée soit b. Menons , par l’origine , OM parallèle à AB et soit
y=ax,
l’équation de OM ; la droite AB (n° 69 ) sera le lieu de l’équation
y=ax + b.
71. La direction de la droite représentée par l’équation y z=iax-\- b, ne dépend que de la quantité a. Cette quantité a reçu le nom de coefficient angulaire ou d’inclinaison. L’ordonnée à l’origine b est souvent désignée par la dénomination de coefficient linéaire.
72. On peut donner, à l’équation du premier degré, deux formes qu’il importe de remarquer. Soit
Aÿ + Bx+C=0,
l’équation d’une droite rapportée à des axes quelconques. On aura l’abscisse a du point, où cette droite coupe l’axe
des x, en faisant y =0 dans son équation ; on obtient ainsi :
On aura, de môme, l’ordonnée b du point où la droite coupe l’axe des y, en faisant x = 0 dans son équation ; on obtient ainsi : 1
Remplaçant , dans l’équation proposée , A et B par les valeurs qu’on vient d’écrire et divisant ensuite par C, l'équation devient
C’est l’une des deux formes que nous avons annoncées.
En second lieu, désignons par p la distance OP de l’origine à la droite donnée AB (fig. 44); par a et 6 les angles compris entre 0 et 180° que forme la direction OP avec les directions OxetOy; les trianglesrectangles OAP et OBP donnent
p=ocosa=&cos6.
Ces équations ont lieu dans tous les cas, car a et cos a sont toujours de mômes signes, ainsi que b et cos 6. Si l’on tire les valeurs de o et b, et qu’on les porte dans l’équation (1), celle-ci devient :
. (2) jrcosa-fycos6 = p.
Si les axes sont rectangulaires, on a 6 = ±: (90° — «) et l’équation (2) devient :
> xcos«-f-ysina =p.
Cette dernière forme de l’équation de la ligne droite est très-fréquemmeut employée.
Exemples.
Soit
cetté équation représente une parallèle à l’axe des y, menée
par le point de l’axe des x qui a pour abscisse —
2° Soit
on en tire :
on obtiendra la droite représentée par cette équation en joignant l'origine au point dont les coordonnées sont
x — i et
3» 8oit
On tire de cette équation :
76 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, on construira d'abord la droite
»aj*'
et, par le point de l’axe des y dont l’ordonnée est — -, on
mènera une parallèle à cette droite.
On peut aussi construire l’équation proposée en cherchant les points où la droite, qu’elle représente, rencontre les
axes. Pour y=0 on a x = - , et pour ®=Oona y = — -.
La droite qui joint les deux points ainsi obtenus, est la droite demandée. * •
PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE
74. Problème I. L'équation d’une droite étant donnée, trouver l’angle que fait cette droite avec l’axe des abscisses.
SoientABladroite donnée (fig. 45), et
y=ax+b,
son équation ; la droite OM menée par l’origine, parallèlement à AB,
et, si MP est l’ordonnée d’un point M de OM, on aura
MP ' s OP ~a’
or le triangle OMP donne
MP _ sin MOP OP sin OMP *
donc, en désignant par 6 et a les angles MOar et yOx, il viendra
sin a
sin (0 — a)
La figure 43 suppose o>0, c’est-à-dire 6>«, mais la formule précédente est indépendante de cette hypothèse. Supposons, en effet, a <0 (fig. 46),
flg. 46.
le triangle OMP donne
MP sin MOP sin(180* — a) sina
OP sin OMP sin (a — 9) sin (a — 6)’
d’ailleurs on déduit de l’équation y=ax,
donc
sina
a — sin(a — 0)’
ou
sina
° sin(8 — a) ’
comme dans le cas de a positif.
On tire de cette équation , en chassant le dénominateur et divisant ensuite par cos a,
tanga
asinO
J-acosô
Il faut bien remarquer que, dans cette formule, a désigne toujours l’angle formé par la direction des abscisses positives avec celle des deux directions de la droite donnée qui s’étend du côté des y positives. Cet angle peut varier de 0 à 180°.
Si les axes sont rectangulaires, on a
et la valeur de tang a se réduit à tanga=«.
73. Problème II. Connaissant l'angle qu’une droite fait avec l’axe des x ainsi que l’ordonnée à l’origine, trouver l’équation de cette droite.
Soient b l’ordonnée à l’origine et a l’angle que la droite donnée fait avec l’axe des x-, l’équation sera, dans le cas général (n° 74),
8»na
sin (8 — a)
UES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 79 et, dans le cas des axes rectangulaires.
y~x tanga 4- 6.
70. Problème III. Trouver l’équation de la droite menée, par un point donné, parallèlement à une droite donnée.
Soient M(æ', y[) le point donné (*) et y = ax la droite donnée qu’on peut supposer menée par l’origine.
La droite cherchée (n° 70) aura une équation de la forme
W y — ax + b,
et , puisqu’elle passe par le point M , on aura :
(2) y'=ax' + b,
cette dernière équation détermine b, et il ne reste plus qu’à porter sa valeur dans l’équation (i). L’élimination de b se fait immédiatement, en retranchant les équations (1) et (2) l’une de l’autre; on obtient ainsi l’équation demandée, savoir:
Remarque. En considérant a comme susceptible de prendre toutes les valeurs possibles , la précédente équation représentera toutes les droites qu’on peut mener par le point (x', y').
77. Problème IV. Trouver l’cquation de la droite qui passe par deux points donnés.
Soient (ad, y") et (x", y") les deux points donnés. La droite cherchée , passant par le point (x', y'), aura une équation de la forme
(*) Par cette notaUon Mis1, y'), nous désignons le point M dont les coordonnées sont x* et y*.
80 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, mais, parce qu’elle passe aussi par le point ( x",y "), on aura :
y"—y'=a(x" — xf) d’où a = ^~^; l’équation de la droite cherchée est donc:
Remarque I. Cette analyse semble en défaut dans le cas de x" = x ; mais on sauve cette difficulté, en chassant le dénominateur x" — x1 de l’équatioir précédente, et en faisant ensuite x" =x'. On voit d’ailleurs immédiatement que, dans ce cas, la droite cherchée est une parallèle à l’axe des y dont l’équation est
Remarque II. On a souvent besoin de connaître le coefficient angulaire de la droite qui passe par deux points donnés (x',tf), [x", y") ; il est important de se rappeler que ce coeffi-
cient angulaire a pour valeur
x"—xT
78. Problkhb V. Trouver la distance de deux points dont on connaît les coordonnées.
Supposons d’abord les axes rectangulaires, etsoient M’(x', y"), M"(x", y") les deux points donnés, que nous supposerons situés dans l’angle yOx (fig. 47); menons les ordonnées M'P' et MT" et, par le point M", la droite M"K parallèle à l’axe des x; le
DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARIARLES. 81 triangle rectangle M'M"K donnera :
MM* = M"K* + M'K* = PP"* 4- Mit', ou , en remplaçant P P' et M'K par leurs valeurs x' — x" et
11 est aisé de vérifier que cette formule a lieu pour toutes les positions qu’on peut assigner aux points M" et M'. En désignant donc par R la distance M"M', on aura, dans tous les cas.
= *")*+(?/— y'T d’où R— V/(jr'— *')' + (ÿ— y")1.
Considérons maintenant le cas des axes obliques et
supposons toujours , pour fixer les idées, les deux points y") , M" (. x ", y") situés dans l’angle yOx.
Menons les ordonnées M"P", M P' ( fig. 48), et la droite M"K parallèle à x'x.
On aura, dans le triangle M"M'K .
fie. le.
M"M': = M"K* + M K' — 2M"K X M'K X cos M' KM'.
Remplaçant M"K et M'K parleurs valeurs, x — x" et y' — y", et désignant par 0 l’angle y0.r, par R la distance M"M', il vient
R* = (*'—*")' + (ÿ— y" * + â/— >■"[ fy — y")cos6,
dF:
vif , 'a
fi
it.
Si GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, d’où
R = v^x'— x")* + (y' — y")1 + ‘ix' — x") ( y ' — y") cos e.
- U est facile de vérifier que cette formide est générale.
79. Problème VI. Étant données les équations de deux droites, trouver les coordonnées de leur intersection.
Soient
!/ = ax + b y = a'x b'
les équations de deux droites. Les coordonnées de leur intersection doivent satisfaire aux équations précédentes j et , réciproquement, le point dont les coordonnées satisfont à ces équations appartient aux deux droites.
Des équations précédentes, on tire:
b'— b , ab' — ba‘
ce sont les coordonnées du point cherché.
Si a est égal à a ' et que 6 soit différent de b', les valeurs dç x et de y sont infinies. Dans ce cas , les droites sont parallèles, et leurs équations n’ont pas de solution commune.
Si l’on a en même temps a = a' et b = b', les valeurs de x
et de y ont la forme -. Dans ce cas les deux droites coïncident. ^ .
80. Problème VII. Étant données les équations de deux droites, trouver l’angle de ces droites :
1° Supposons les axes rectangulaires, et soient
y =ax et y=a'x
les équations des droites données ÀD et A'B' (fig. 49), menées par l’origine, parallèlement aux droites données.
Désignons par V l’angle
ties de ces droites qui sont situées au-dessus de l’axe des x, et soit
BOx=a et B'Ox=a.
et, par suite,
tanga— tanga' a — a'
tangV = — - — ou tangV = — ;.
f a co s 0 a'siné
t -)- a co s 6 ’
puis
ou
Hemarque. la condition, pour que les droites données soient perpendiculaires, est dans ce cas :
1 aa' -f- (a + «’)c°s 6 = 0.
81. Probi.kmf VIII! Trouver l'équation de la perpendiculaire menée par un point donné sur une droite donnée. Soient M (x‘, y') le point donné et
y = ax -(- 6
l’équation de la droite donnée. La |>erpendiculaire cherchée, passant par le point donné , a une équation de la forme (n* 75) :
et, comme elle est perpendiculaire h la droite donnée, on a , si les axes sont rectangulaires,
ad -)- 1 = 0
d’où
a sin b
a sin 6
long V =
a cos b 1 + «' cos t
ad sin5 b
COs9)(t -}- «’ cos 9
tang. V :
a — a suit
I + ad -(- (o -(- a )cos9 ’
DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DpUX VARIABLES. 85 Téquation demandée est donc , dans ce cas ,
Si les axes sont obliques , le coefficient inconnu a' sera donné par l’équation
1 + oa'4-(a + ®')cos9 —
d’où l’on tire :
— I — a co s 6
a-fcosO ’
l’équation demandée est donc
— 1 — a cos 0
a+cosO
82. Problème IX. Trouver la distance d'un point donne a une droite donnée.
Soient 9 l’angle des axes, M{x', y') le point donné et
(1) y — ax+li
l’éqaation de la droite donnée.
L’équation de la droite menée par le point M, perpendiculairement à la droite donnée , est
(2) y — y' = a'(x — x'); en faisant , pour abréger,
a co s
a + cosO
L’équation (d) peut s’écrire ainsi :
y — y— a(x-x') — (y — ax'—b ) , et , en la combinant avec l’équation (2), on obtient:
. y' — nx' — b . ,y' — ax' — b
Les valeurs de x et y, données par ces équations, sont les coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée du point donné sur la droite donnée ; si donc on désigne par R la grandeur de cette perpendiculaire , on aura :
R’ = (x — a;')’ -|-(y — y'Y + 2(x — x') (y — y1) cos 8 —
ou , en remplaçant o' par sa valeur
(y' — ax' — fc)*sin*0
et
a cos 8 -|- a* ’ (y' — ax’ — 6) sin
y'd -f- 2acosfl-j- a*
Dans cette expression, le radical doit être pris avec le signe -fou le signe —, suivant que y' — ax1— b est positif ou négatif.
Si les axes sont rectangulaires , la formule se simplifie et devient :
y ' — ax1 — b
Vd+fl3
Digifizë
DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARIABLES 87 83. Si l’équation de la droite donnée avait la forme Ay -f- Bx -J- C 0 ,
on en tirerait :
et la distance R, du point [x‘, y') à cette droite, se déduirait de la formule que nous venons de trouver, en remplaçant a par B C
— — et 6 par — — ; il vient ainsi :
f A»/' -f- Bx' C) sin 0
_ v A! — 2AB cos 0 + B* ’
et , pour le cas des axes rectangulaires .
Au' 4- Bx' + C R = •
Dans le cas des axes rectangulaires , et si la droite donnée a pour équation . ' . , -
y sin a -f- x cos a =p,
la distance du point (x', y') à cette droite sera simplement
R = ±:(y'sina-)rx'cosa — P )•
Ici nous mettons le signe dt parce que toute trace de radical a disparu.
84. On voit, par ce qui précède, qu’une fonction linéaire, telle que
Ay+Bx + C
représente , à un facteur constant près , la distance du point dont x et y sont les coordonnées, à la droite qui a pour équation
Ay— |-ftr-^C==0.
Cette remarque est très-importante.
ÉQUATION DU CERCLE
Ui». On obtient immédiatement l’équation de la circonférence de cercle, en exprimant que. la distant* du centre à un point quelconque de la courbe -est égale au rayon.
Soient donc x et y les coordonnées d’un point de la circonférence, a et b les coordonnées du centre, et It le rayon; on aura (n° 78) :
(!) (x — a)*-|-(y — &)*-{- 2(x — a) (y — b) cos 0 = H!.
C’est l’équation générale de la circonférence, dans l’hypo thèse oit les axes font entre eux un angle égal à 0;
Si les axes sont rectangulaires, on a 8=00% et l’équation précédente devient :
Lorsqu’on prend pour axes deux diamètres perpendiculaires, on a a = 0, 6 = 0, et l’équation se réduit à
comme on l’a déjà trouvé (n° 54).
Enfin il est bon de remarquer la forme de l’équation de la circonférence, lorsqu’on prend pour axes une tangente
quelconque et le diamètre qui passe par le point de contact. Supposons, par exemple, que l’axe des y soit tangent et que l’axe des x passe par le centre, il faudra faire dans l'équation (2)
et cette équation devient alors :
ou , en développant ,
y" -j-x* — 2Rx = U.
lit». L’équation de la circonférence est du second degré , mais elle ne constitue qu’un cas très-particulier des équations du second degré, dont la forme générale est
[i ) A y* + Bxy + Cx5 + Dy + Ex + F = 0.
Il est facile de trouver les conditions qui doivent être remplies pour que la précédente équation appartienne à une circonférence de cercle. Pour que cela ait lieu , il faut que l'équation (1) puisse être identifiée avec l’équation
(x — a)s + (y — 6)8-f-2(x — a) (y — 6) cos 6 — R* = 0
qui, en développant, devient:
(2} y8-|-2xy cos 9 -(- xs — 2(6-1- acosb) y — 2(a-f-6cos8)x -f a'- + 6* + 2a6 cos 0 — R8 =0 ,
par suite, il faut que les coetiicicnts des termes semblables
soient proportionnels. En exprimant cette condition, on trouve :
(3) - = 2 cos 8 , j = l, ■
^ = — 2(6-f-acos8)
— = — %a -f- b cos 0)
^•=aï + 6, + 2o6cos0 — R*.
Les équation (3) donnent :
(5) A = G, B = 2AcosO;
ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’équation (1) représente une circonférence. Lorsqu’elles sont remplies, les trois équations (A) feront connaître les coordonnées du centre et le rayon du cercle.
Dans le cas des axes rectangulaires, on a cos 8—0, et les équations de condition (5) se réduisent à
Ainsi pour qu’une équation du second degré appartienne à une circonférence, dans le cas des coordonnés rectangulaires, il faut çt il suffit : i° que les coefficients des carrés des variables soient égaux; 2° que l’équation ne renferme pas le rectangle xy des variables.
CntKRCICES.
Questions résolues.
.87. Question l. Trouver réquation générale des droites, qui passent par le point de rencontre de deux droites données par leurs équations.
Nous représenterons simplement par
les équations des droites données; A et R seront alors des fonctions linéaires de x et y. Cela posé , je dis que l’équation cherchée est
(2) A -{- miB = 0 ,
m désignant un coefficient indéterminé.
En effet, on voit d’abord que l’équation (2) représente une droite, quel que soit m, puisqu’elle est du premier degré ; en deuxième lieu cette droite passe par le point de rencontre des droites (1), car l’équation (2) est évidemment satisfaite par les valeurs de x et y qui satisfont aux équations (1). Enfin l’équation (2) représente toutes les droites qui passent par le point de rencontre des droites (!) ; car, à cause de l’indétermination de m, on peut assujettir la droite (2) à passer par tel point que l’on voudra.
88. Question II. Démontrer, par les principes de la géométrie analytique, que les perpendiculaires abaissées des sommets d’un triangle sur les côtés opposés se coupent en un même point.
Prenons deux axes rectangulaires quelconques, et soient y — ax — j = 0, y — bx — 6 = 0, y — ex — -y — 0>
ou, pour abréger.
les équations des côtés BC, AC, AB du triangle ABC (fig. 51).
Toute droite AA', qui passe par le point A, a une équation de la forme
B + mC = 0,
ou
(l + m)y — (6-4- mc]x — Hg. si. (6 niy) = 0.
, . b 4- me . , ....
Le coefficient angulaire est ^ ^ ; si donc AA est perpen-
diculaire sur BC , on a (n° 80) b -\-mc
•Xfl + I=0, d’où m.
et l’équation de la droite AA' sera
ac-(-l ’
B — — 4~r C = 0 ou (ne 1)B = (ab -f- l)C.
ac \
Cette analyse montre clairement que les trois perpendiculaires AA', BB', CC', abaissées des sommets du triangle ABC sur les côtés opposés , ont respectivement pour équations
(ac + 1)B = (ab + 1)C,
(oi4-l)C = (6c + i)A,
(6c4-l)A=(oe + l)B.
Or il est évident que les valeurs de x et y, qui satisfont à deux quelconques de ces équations, satisfont aussi à la troisième , ce qui prouve que les droites qu’elles représentent se coupent au même point
89. Question III. Trouver l’équation de la ligne qui divise en deux parties égales l’angle de deux droites données par leurs équations.
Soient
y — ax — 6 = 0, y — a'x — b' —0
les équations des droites données mu' et vv' (fig. 52). rapportées aux axes Ox et Oy qui font entre eux l’angle 0.
Soient M(x, y) un point de la droite tt, qui divise l’angle uCv en deux parties égales, MP et MQ les perpendiculaires abaissées de M sur Ct> et Cu , on aura :
MQ
donc
ou
_ f(y — ax — b) sin 9)
y/t -f- 2a cos 0 -f a*
y — ax — b y/ 1 4- 2a cos 0 -f a’
MQ — MP ;
(y — a'x — 6') sin 0 V I + 2a' cos O -j- a'* ’
y/t -+■ 2a' cos 0 + a'*
■ ax
. /t -(- 2a cos 0 -f a
+ 2a' cos 0 -f- a'
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c’est, évidemment, l’équation de la droite demandée.
Remarque. Le radical du second membre doit être pris successivement avec le signe + et avec le signe — ; on obtient ainsi les équations des deux droites qui partagent en deux parties égales les quatre angles formés par les droites données.
90. Question IV. Trouver l’équation de la droite qui joint les points d’intersection de deux circonférences, données par leurs équations.
Soient
les équations de deux circonférences,, rapportées à des axes rectangulaires quelconques.
En retranchant ces équations membre à membre, il vient:
(x — a')* — (x — «)*-}- (y — b')* — (y — b)1 — R’! — II* ;
le lieu, représenté par cette équation, passe évidemment par les points communs aux circonférences (1) et (2); elle est d’ailleurs du premier degré ; car, en effectuant les calculs, elle se réduit à
OU
donc la droite chôrcliée est celle que représente l’équation (3).
91. Question V. Étant données trois circonférences , démontrer que les droites qui joignent les points d’intersection de ces circonférences, prises deux à deux , se coupent au même point.
DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 85 Soient pour abréger
les équations des trois circonférences, rapportées à deux axes rectangulaires. Les cordes, communes à ces circonférences considérées deux à deux , ont pour équations :
ou
il est évident que ces trois droites se coupent en un même point pour lequel on a:
92. Question VI. Trouver l’équation du lieu des sommets des triangles , qui ont un côté AB et l’angle opposé à ce côté communs.
Soit ABC (fig. 53) l’un des triangles dont il s’agit; nous
prendrons pour axe des x le côté donné AB, et pour axe des y la perpendiculaire à AB menée par son milieu O ; nous ferons
AB = 2a et ACB=u.
Si x et y désignent les coor- 8g. 5s. données du point C, les droites
BC et AC auront pour coefficients angulaires (n° 77):
• -JL. et -4-; x—a x-\-a
on a donc : -
tune o) =
d’où
T'- + tf
Zay
'2ay
c’est l’équation du lieu cherché. On peut l’écrire ainsi :
V tangw/ sin’oi ’
et l’on voit qu’elle représente une circonférence dont le rayon
est égal à U et dont le centre, situé sur l’axe des y, a pour sin o)
ordonnée
tango)
On déduit facilement, de ce qui précède, la règle donnée en géométrie élémentaire, pour construire sur une droite donnée un segment capable d’un angle donné.
Questions à résoudre.
I. Étant donnés un angle yOx et un point P (tlg. j?U
on mène les sécantes PBA, PL!' A’ qui coupent respectivement les côtés de l’angle aux points A, B, A', B'; puis on tire les droites AB’, AU qui se coupent au point M. Cela ~ . posé , on demande quel est le lieu décrit par le point M , lorsqu’on fait tourner l’une des sécantes autour du point P. On fera
voir que ce lieu reste le même, quand on change la position de la sécante considérée comme fixe.
II. Étant donné un angle yOx et un point P, on mène la sécante PUA et l’on détermine, sur cette sécante , un point M tel que l’on ait
MA _ PA MB — PÏÏ
Cela posé, oh demande quel est le lieu décrit par le . point M quand la sécante tourne autour du point P.
III. Quatre droites considérées trois à trois donnent lieu
à quatre triangles; on demande de démontrer que, si dans chacun d’eux on prend le point d’intersection des trois hauteurs, on aura quatre points situés en ligne droite. ,
IV. Étant donnés m points dans un plan, trouver un ' „ point tel que sa distance à une droite quelconque soit égale à la moyenne arithmétique des distances des points donnés à la même droite. (Il est bien entendu que, dans cet énoncé, les distances dont il s’agit sont positives ou négatives suivant qu’elles sont d’un c6té ou de l’autre de la droite). Le point dont il s’agit est unique. On le nomme centre des moyennes distances des points donnés.
V. Étant donnés m points dans un plan , trouver le lieu géométrique des points dont la somme des carrés des distances aux points donnés est égale à un carré donné. Déduire de là le point dont la somme des carrés des distances aux points donnés est un minimum.
VI. Étant donné un angle yOx et un point P ( fig
on mène par ce point P une infinité de sécantes , puis on rabat les distances OB,QB',QB"..... en OC, OC', OC" sur
an GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, une droite Os menée par le point O ; enfin on joint AG, A ’C,
Gela posé, on demande : t° de démontrer que lea droites
AC, A'C’, A"C" se coupent toutes en un même point AI ;
2° de trouver le lieu décrit par ce point M, lorsque la droite Os prend toutes les positions possibles autour du point 0.
CHAPITRE IV
CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. — DIVISION EN TROIS GENRES DES COURBES Qii’ELLRS REPRESENTENT.
Av - •
„ (êjijV :
93. L’équation générale du second degré à deux variables est:
(1) Ay* + Bxy+Ca:*-l-Dy+Ex-i-F=0.
Supposons que Ane soit pas nul, et résolvons l’équation (1) par rapport à y, on aura :
(2) ÿ=— 2AE)g+D»— AAF.
Faisant pour abréger
B*— AAC = m; BD— 2AE=n ; D*— 4AF=p, • l’équation (2) devient :
(3) y = — — ± ^ \/ma*+inæ+p.
Bx — j- 1)
La partie rationnelle — — — — , commune aux deux racines, est l'ordonnée d’une ligne droite
Rr-j-D
supposons que L L (fig. 06) soit cette droite. Pour avoir les '
points du lieu de l’équation (1), qui correspondent a une abscisse OP , il suffira de mener, par le point P, une parallèle à l’axe Oy, et de porter sur cette parallèle , à partir du point N où elleflg, 56. coupe la droite L'L ,
au-dessus et au-dessous de L'L, deux longueurs NM et NM' égales à la valeur absolue que prend l’expression « *
\jmx* -f -inx -j-p ,
pour la valeur de x qui répond au point P. On aura effectivement en supposant, pour fixer les idées, que les ordonnées des points M et M1 soient positives ,
PM = PN + NM = — — -f- ~ ^mx' + înx + p,-
Bj 4- D 1 ./ :
PM' = PN — NM’ — ^ — ymx' + Znx+p.
On obtiendra tous les points do lieu de l’équation (1), en
exécutant la même construction pour chacune des valeurs de x, auxquelles correspond une valeur réelle de l’expression
^ vW + 2nx + p.
' La droite L'L, qui divise en deux parties égales toutes les cordes de la courbe menées parallèlement à l’axe des y , est dite un diamètre de la courbe. En général, on nomme diamètre d’une courbe toute droite qui divise en deux parties égales un système de cordes parallèles.
La longueur, représentée par l’expression
— ymx1 -f -2nx + p,
est dite l’ordonnée comptée à partir du diamètre ; nous la représenterons par Y , en sorte que l’on aura :
1 Bar + D^
y ==—^mx\+%nx+p et y— — — ±Y.
94. Pour que la valeur de Y ou de y soit réelle, il faut et H suffit que le trinôme mx'+ïnx+p soit positif ou nul. Or, un polynôme a le même signe que son premier terme pour toutes les valeurs positives ou négatives de la variable qui dépassent une certaine limite. 11 est donc naturel de distinguer les trois cas de m < 0 , »i = 0 , m > 0.
1° Soit m <0 ou B* — 4AC < 0. L’ordonnée Y sera imaginaire pour toutes les valeurs positives et négatives de x qui dépassent certaines limites , d’où il suit que le lieu de l’équation (1) est une courbe limitée dans le sens O* et dans le sens Ox'\ et, comme Y ne peut être infinie pour des valeurs finies de x , la courbe sera limitée aussi dans le sens Oy
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et dans le sens Ut/'. Cette courbe, limitée dans tous les sens, a reçu le nom d Ellipse.
2° Soit m > 0 ou B* — 4AC > 0. L’ordonnée Y sera constamment réelle pour toutes les valeurs positives et négatives de x qui dépassent certaines limites; en outre cette quantité croît indéfiniment avec x, d’où il suit que le lieu de l’équation (i) est une courbe qui s’étend à l’infini de part et d’autre de l’axe des y, au-dessus et au-dessous de l’axe des x. Cette courbe a reçu le nom A’ Hyperbole.
3” Soit m=0 ou B’ — :4AC=0. L’ordonnée Y est égale à \Jinx -f p; et, si n est positif, elle est réelle pour toutes les
valeurs de x comprises entre et -f co , mais elle est imaginaire pour toutes les valeurs de x comprises entre —
» ifi
et — qo. La courbe s’étend donc à l’infini dans le sens Ox , mais elle est limitée dans le sens Ox'. Elle serait, au contraire, illimitée dans le sens Ox' et limitée dans le sens Ox, si n était négatif. Dans les deux cas, elle s’étend à l’infini audessps et au-dessous du diamètre. Cette courbe a reçu le nom de Parabole.
En résurtié, l’équation (t) peut représenter trois genres de courbés : les Ellipses qui sont limitées de toute part et dont le cercle (n° 86) est un cas particulier; les Hyperboles qui ont quatre branches infinies , et les Paraboles qui en ont deux (’).
9i>. Ce qui précède suppose que A ne soit pas nul; nous allons montrer actuellement que , dans l’hypothèse de A =0 , le lieu représenté par l’équation proposée appartient nécessairement à l’un des trois genres dont il vient d’être question.
(*) Nous avons déjà considéré chacune de ces trois courbes , dans le ehapltre II, en les définissant par l'une de leurs propriétés géométriques.
Si A est nul et que B ne le soit pas , la quantité déterminante B! — 4AC est positive, et la courbe appartient Su genre Hyperbole', je dis que la courbe a effectivement quatre branches infinies. Cela se voit immédiatement si C n’est pas nul, car, en résolvant par rapport à x, on trouve :
•r = - V B y* + 2(BE-2CD)y + E4 -4CF.
Le coefficient de y 1 sous le radical est positif , d’où l’on peut conclure, comme plus haut, que le lieu s’étend à l’infini dans le sens Qy et dans le sens Oy', au-dessus et au-dessous de l’axe des x.
Si l’on a à la fois A =0 et C = 0, l’équation se réduit à
Bxy -fDy + Ex+F =0 ;
on en tire : •
Ex+F Bx-j- D
et
Dy±F.
. By + E’
y est réel pour toutes les valeurs positives ou négatives de x, d’où il suit que la courbe s’étend à l’infini dans le sens Ox et dans le sens Ox'; on voit de même que x est réel pour toutes les valeurs positives et négatives de y , d’où il suit que la courbe s’étend à l’infmi dans le sens Oy et dans le sens Oy'. La courbe a donc quatre branches infinies.
Si l’on a en même temps A = 0 et B = 0 , il en résulte B* — 4AC = 0, et la courbe appartient au genre Parabole. Effectivement elle n’a que deux branches infinies , si D n’est pas nul; en effet, l’équation proposée doune alors :
on voit que , pour des valeurs de x positives et négatives suffi-
samment grandes, y a le même signe que — - ; d’où il suit que
la courbe s’étend indéfiniment de chaque côté de l’axe des x;
mais elle est limitée dans le sens O y si — - est négatif, et G
dans le sens Qy' si — - est positif.
Lorsque D est nul, l’équation, ne contenant plus que la variable x, représente un système de deux droites parallèles à l’axe des y. On a effectivement :
x=^è-ivE!“4CF-
Nous allons maintenant discuter ehacufi des trois cas distincts que présente l’équation (1).
Discussion do l’Ellipse (H1 — 1AC<0).
96. Conservant les notations du, n“ 93, nous diviserons ce premier cas en trois autres, suivant que les racines du trinôme mx' -f- -|-p sont réelles et inégalés, égales ou imaginaires.
Considérons, en premier lieu, le cas oii les racines du trinôme, dont il s'agit, sont réelles et inégales; désignons ces racines par x' et x" ; supposons, en outre, pour fixer les idées, a! et x" positifs et x' <. x". Soient X'X.(fîg. 57) le diamètre qui a pour équation
lix+ L>
B et B' les points où ce diamètre coupe la courbe; si l’on
mène les ordonnées BP et B'P' , x' et x" seront les abscisses
des points P et P’, et la valeur de Y ■ sera
• âY j/m [x — x'\ ( x — x") ;
comme la quantité- m est ici négative, nous la désignerons par — et nous écrirons
Y = ^ vV — *') (*" — *)• . . •
Pour que Y soit réel , il faut que x soit compris entre x' et x" ; la courbe est donc tout entfère située entre les parallèles à l’axe des y, menées par les points B et B'. Comme l’un des facteurs x — x', x" — x croît en môme temps que l’autre décroît, on ne voit pas immédiatement de quelle manière varie leur produit lorsqu’on fait croître x de x' à x". Mais si l’on remarque que ces facteurs ont une somme constante , et que le produit de deux quantités variables , dont la somme est
constante , est d’autant plus grand que la différence de ces variables est plus petite, on reconnaîtra facilement de quelle manière varie Y. Désignons effectivement par 2; la différence des facteurs x—-x', x" — x\ la somme de ces facteurs étant x" — x', on aura :
x—x=‘ — - bî-et x — x= — x,
d’où l’on tire :
ce qui montre que s n’est autre chose qu’une abscisse, comptée à partir du point D milieu de PP. Gela posé, la valeur de Y devient :
X jr»
pour z — , on a Y at=0 ; et si l’on fait croître z de
— a zéro , ou x de x a — - — , Y croîtra de zéro
à — (*c" — a?'). Au contraire, Y décroîtra depuis cette va- 4A
leur jusqu’à zéro, si Ton continue à faire croîtrez de zéro à -j — , ou x de — - — à x”. On voit en particulier
que la valeur maximum de Y est ( x" — x' ) , et qu’elle
correspond à x = 0 , c’est-à-dire, à x = — ~ — qui est
l’abscisse du poipt D. ' ‘ .
Il résulte de là que, si l’on mène, par le point D, une parallèle à l’axe des y, que i’on prenne sur cette ligne de part et
d’autre de X'X, les distances CE, CE' égales à (x" — x' )
et, enfin, que l’on mène par les points E, E' les droites IH, FG parallèles à X'X, la courbe sera comprise entre ces deux parallèles et n’aura, avec elles-, que les seuls points communs E et E'. ~ .
En rapprochant ce résultat de celui que nous avons obtenu plus haut, on voit que la courbe, dont nous nous occupons, est renfermée tout entière dans le parallélogramme F1HG, comme l’indique la figure 57, et qu’elle rencontre les côtés de ce parallélogramme en leurs milieux.
Si l’on prend sur Ox, à partir du point D, deux distances égales DK et DL, moindres que DP, les valeurs de Y correspondantes aux abscisses OK et OL seront égales ; on a donc :
MR = M'R = NS — N'S
d’où il suit que les triangles CRM, CN’S sont égaux; il résulte de là que GN' est lé prolongement de MC et que le point C est le milieu de MN'. Le point C, qui divise ainsi en deux parties égales toutes les cordes qui y passent, est dit un centre de l’ellipse (n° 7). Remarquons enfin que, MR et NS étant égales et parallèles , le quadrilatère MNSR est un parallélogramme. 11 s’ensuit que la cordc MN est parallèle à X'X et que cette corde est divisée en deux parties égales par la ligne EE'. La même chose a lieu pour toutes les cordes parallèles à X'X ; par conséquent EE' est un diamètre. Chacun des diamètres XX et EE' partage en deux parties égales les, cordes parallèles à l’autre. Deux diamètres, qui ont cette propriété, sont dits conjugues.
97. Si les racines du trinôme wr’ -}- 2 nx-\-p sont égales entre elles, on a, en désignant par .r' leur valeur et en faisait, comme précédemment, m = — jj.5.
d’où il suit que Y est constamment imaginaire, à moins qu’on ne fasse x = x'. L’équation proposée n’admet donc aucune autre solution réelle que celle qui est commune aux deux équations
ILr-f D 2A
et x=sx'.
En d’autres termes, le lieu de Léquation proposée se réduit à un point , dont les coordonnées sont
Bx'+D - 2A
Il est bon de remarquer que, le premier membre de l’équation proposée est la somme de deux carrés; on a, en effet ,
Bx+ D 2A
d’où l’on déduit
(2Ay + üx + D)’ + |i»(x — «')* = 0.,
équation qui n’est autre chose que la proposée sous une autre forme. ’ »
Si lés racines du trinôme mxs -(- L2nx + p sont imaginaires, comme m est négatif, le trinôme sera constamment négatif , et, par suite, Y sera constamment imaginaire. L’équation
proposée n’a donc aucune solution réelle ; on dit alors qu’elle représente une ellipse imaginaire.
Il est bon de remarquer que le premier membre de l’équatioii proposée est la somme de trois carrés ; car, en faisant comme plus haut m — — p*, le trinôme mx1 -j- %nx p est
égal à l’expression — |j.! — ps/t\ où K1 désigne une
quantité positive ; alors on a :
d’où l’on déduit :
[ZAy + Bx + D)* — —) +|i2/i'=0,
équation qui n’est autre chose que la proposée sous une autre forme.
Remarque. Pour que les racines du trinôme mx^+Vnx+p soient réelles et inégales , il faut et il suffit qu on ait .
n- — mp> 0.
Par conséquent,, pour que l’équation proposée représente effectivement une courbé, il faut et il suffit que l’on ait en
supposant, ce qui est permis, que A soit positif :
IP AC <0 et AE*-t-CDs — BDE+F(BS — 4AC)>0.
Si la deuxième condition n’est pas remplie, l’équation représente un point réel ou une ellipse imaginaire qui sont les variétés de l’ellipse.
no GÊOMÉTHIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS.
Discussion de l’Hyperbole (B1 — 4AC>0).
98. Le cas de l’hyperbole, comme celui de l’ellipse, se subdivise en trois autres, suivant que les racines du trinôme m.r’-j- Hnx-\-p sont réelles et inégales, égales ou imaginaires!
Considérons, en premier lieu, le cas où les racines du trinOme , dont il s'agit , sont réelles et inégales ; désignons-les par x' et x"; supposons, en outre, pour fixer les idées x' et x" positifs et x' <x "•
Soient X’X (fig. 88) le diamètre qui a pour équation
Bar-f D
et B, B' les points où ce diamètre coupe la courbe; si l’on mène les ordonnées BP et BP', x' et x" seront les abcisses des points P et P', et la valeur de Y sera
\jm\x— x')(x — x");
comme la quantité m est positive, nous la désignerons par |a* et l’on aura :
Pour que Y soit réel, il faut que x soit compris entre — co et x', ou entre x" et -j-c»; la courbe n’a donc aucun point situé entre les deux droites BP, B’F, mënées par les points B et B' parallèlement à l’axe des y. .
Pourx=x", on a Y=0; et lorsqu’on fait croître x de x" à -|-co, Y croît de zéro à l’infini, car les deux facteurs x — ad et x — oc" croissent l’un et l’autre indéfiniment. La courbe, dont nous nous occupons, a donc une branche telle que NBT qui s’étend à l’infini du côté des abscisses positives , de part et d’autre du diamètre.
Pour x = x', on a encore Y = 0; et si l’on fait décroître x de x? à — oo, les deux facteurs x — ad, x — x" sont négatifs ; en changeant leurs signes, il vient :
on voit que x décroissant de x’ à — cr>, Y croît de zéro à co ; la courbe a donc une deuxième branche telle que UBH qui s’étend à l'infini du côté des abscisses négatives, de part et d’autre du diamètre.
L’abscisse du point D milieu de PP’ étant ——z — , posons
z sera une abscisse, comptée à partir de D, et la valeur de Y deviendra:
Cette forme de la valeur de Y permet de constater que la parallèle menée à l’axe des y, par le point D, est un diamètre de l’hyperbole, conjugué au premier diamètre X'X; et, que le point C, où se coupent ces deux diamètres, est un Centre de la courbe.
Si les racines du trinôme sont égales
entre elles, on a, en désignant par jr1 leur valeur et en faisant, comme précédemment, m = |x’,
et
Ba: + D g ,4 2A 2A 1 1
On voit que, dans ce cas, l’équation proposée représente deux droites , qui se coupent sur le diamètre au point dont l’abscisse est x ; le premier membre de l’équation proposée est alors la différence de deux carrés, car de l’équation précédente, on tire :
(2Ay Bx -f- D)1 — (x’i'x — x')' = 0 ,
qui n’est autre que la proposée sous une autre forme.
100. Supposons enfin que les racines du trinôme mxl-\- 2n.r-)-p soient imaginaires.
Dans ce cas Y ne peut s’annuler et la courbe ne rencontre pas le diamètre X'X (fig. 59). En faisant, comme plus haut, m = gs, on peut écrire la valeur de Y de la manière suivante :
IL ôtant positive , on aura la valeur minimum de Y
fl \ / fl*
en faisant x — ; nette valeur est — \/ p Soit D
le point dont l’abscisse est -, menons, parce point, une pa-
rallèle à l’axe Oy et prenons, sur cette parallèle de part et
d’autre du diamètre , CE = CE' = ^ \ / p — ; les points E
et E' seront les points de la courbe les plus rapprochés du
diamètre. Enfin si l’on fait varier x de — ” à ±co, la va-
leur de Y croît constamment depuis sa valeur minimum jusqu’à l’infini ; d’où il suit que la courbe , dont nous nous occupons, a, de chaque côté du diamètre X X, deux branches qui s’étendent à l’infini , comme l’indique la figure 59.
11 est aisé de voir, en posant
que le point C,
l’axe Oy, menée par le point D.
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rencontre le diamètre X'X, est un centre de l’hyperbole , et que les droites X'X et E'E sont deux diamètres conjugués. Nous ne croyons pas nécessaire d’insister suc ce point.
Remarque. Suivant que les racines du trinôme mx'- f-2rw-f P sont réelles et inégales, ou imaginaires, on a :
. n' — mp > 0 ou n* — mp <0;
par conséquent, pour que l’équation proposée représente effectivement une hyperbole , il faut et il suffit que l’on ait :
B’— 4AC>0 et AE*-+- CD’ — BDE + F (B* — 4AC)> ou <0.
Si la deuxième condition n’est pas remplie , l’équation proposée représente le système de deux droites qui se coupent , système qui constitue une variété de l’hyperbole.
101. Le cas de A=0 échappe à la discussion précédente; il importe de l’examiner à part. L’équation proposée se réduit alors à
Bxy + Cx* 4-Dy-|-Ex-f-F:=0;
il faut remarquer qu’on ne peut avoir ici B=0, car il s’ensuivrait B* — 4AC=0, ce qui est contraire à l’hypothèse que nous discutons. L’équation précédente est du premier degré par rapport à y, et l’on en tire : '
— — Ex — F
y~ Bar + D
Effectuons la division du numérateur par le dénominateur et désignons , pour abréger, le quotient par mx -f- n et le reste par r, il vient :
« = mx + «h ,
Soit X'X (flg. GO) la droite qui a pour équation y = mx -f- n ;
il est évident qu’on obtiendra les différents points du lieu de l’équation proposée , en ajoutant à chaque ordonnée de la droite X'X la longueur positive ou négative représentée r
par r, — > en d’autres termes , si l’on pose :
Bx + D
Bx + D’
Y sera l’ordonnée de la courbe comptée à partir de la droite X'X. Supposons, pour fixer les idées, que les quantités r, B et U soient positives; si l’on fait croître x de — t»
à — g, Y reste négatif et décroît de zéro à — en- la courbe
a donc un arc tel que GG' composé de deux branches infi-
t IG
s’approche indéfiniment de la droite X'X, c’est-à-dire , que la distance d’un point M de la branche de courbe dont il s'agit à la droite X'X décroît indéfiniment de manière à avoir zéro pour limite, lorsque le point M s’éloigne à l’infini. Toute droite, dont une branche de courbe infinie s’approche ainsi indéfiniment, est dite une asymptote de la courbe; X’X est donc une asymptote de notre hyperbole. La deuxième branche infinie de l’arc GG’ s’approche indéfiniment de la droite YT menée, parallèlement à l’axe Oy, par le point de
l’axe des x dont l'abscisse est — g; cette droite Y Y est donc
- une deuxième asymptote de l’hyperbole.
Si l’op continue à faire croître a; de — g à -j-cr>, Y de-
vient positif et décroît depuis -f-oo jusqu’à zéro; il s’ensuit que notre courbe a un second arc tel que HH' dont les droites XX' et YY' sont encore asymptotes.
Remarque I. Il importe de remarquer le cas de r=0. L’équation
y = mx n
Bx + D
que nous avons déduite de la proposée se réduit à y = mx -f- n ,
qui ne représente qu’une droite unique. Mais dans ce cas cette équation ne se déduit de la proposée que par la suppression d’un facteur dont il faut tenir compte. On a effectivement :
— (C®* -f Ex + F) = (B® + D) [mx + n),
par suite l’équation proposée peut s’écrire :
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et elle représente les deux droites
Bx + 1)=0, y — mx — n— 0.
Remarque II. On peut conclure de ce qui précède, que si l’équation du second degré manque du terme en yi ou en x', mais qu’elle contienne le rectangle xy, elle représente une hyperbole qui a une asymptote parallèle à Taxe des y ou à l’axe des x. Nous verrons bientôt que cette propriété d’avoir deux asymptotes a lieu indistinctement pour toutes les hyperboles. ■ .
Discussion de la parabole (B1 — 4AC =0).
102. Conservant les notations du n° 93, soit X'X (tîg. 61) le diamètre qui a pour équation
flg. 61.
on a,, dans ce cas,
Y==èi ^™+P-
118 GÉOMÉTKIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. Supposons d’abord n positif; si l’on fait croître a; de — co à — Y est imaginaire et il n’y a pas de points correspondants de la courbe ; mais , si l’on continue à faire croître x P
de — — à 4- co , la valeur de Y sera constamment réelle et 2w !
croîtra de zéro jusqu’à l’infini. La parabole, que nous discutons, est ainsi formée de deux branches infinies AG et AG', qui partent l’une et l’autre du point A, où le diamètre X'X coupe
ia droite qui a pour équation *= — La courbe est donc
illimitée du côté des abscisses positives; elle est limitée au contraire du côté des abscisses négatives.
La figure (if suppose que p est positif, la courbe coupe alors l’axe des y en deux points D et I)' pour lesquels on a :
Si p est nul, les deux points D et D' se confondent avec le point A (fig. 02) et la courbe est tout entière située du même
lig 6J.
côté de l’axe des y que les abscisses positives. Si p est néga-
tif , la courbe n’a aucun point commun avec l’axe des y , comme on le voit dans la figure 03.
Ug. 63.
* Lorsque » est négatif, la courbe est limitée du côté des abscisses positives et illimitée du côté des abscisses négatives. Ici , comme dans le cas de n positif, il y a lieu de distinguer les trois hypothèses de p > 0, p —0, p < 0 ; les trois positions correspondantes de la courbe sont indiquées dans la figure 04.
flg. 64.
Enfin lorsque n est nul, on a :
Y = k'p et y=
l’équation proposée représente alors deux droites parallèles au diamètre X'X. Ces deux droites sont distinctes si p est positif ; elles se confondent l’une et l’autre avec le diamètre luimême, si p est nul; enfin elles cessent d’exister et deviennent imaginaires si p est négatif.
Remarque l. Pour que l’équation proposée représente effectivement une parabole, il faut et il suffit que l’on ait:
B’ — 4AC = 0 BD — 2AE
Si la seconde condition n’est pas remplie, l’équation proposée représente deux droites parallèles qui peuvent se réduire à une seule ou même devenir imaginaires. Ce système de deux droites parallèles est une variété de la parabole.
Remarque II. La condition B* — 4AC = 0, relative au cas de la parabole, exprime que le trinôme Ay* + Bxy -f- Cx* est un carré.
105. Examinons maintenant le cas de A = 0 qui échappe à la discussion précédente. À cause de B’ — 4AC = 0, il faut que l’on ait B = 0; l’équation proposée devient alors : "
Gx* -f Dy -f Ex -f F = 0.
Si D n’est pas nul , on en tire :
Noüs supposerons, pour fixer les idées, que — - soit positif, et nous distinguerons trois cas suivant que les racines du . E F
trinôme x* -j- - x + - sont réelles et inégales , égales ou u L
imaginaires.
1° Les racines du trinôme dont il s’agit étant réelles, désignons par x la plus petite et par x" la plus grande, il vient :
On voit que si x croit de. — ce. à x', y décroît de -}-c» à zéro; si l’on fait croître x de x' à x", y part de zéro pour revenir à zéro et il est négatif dans l’intervalle. On peut écrire :
y=ij(!E — x>) (*"—*), .
et l’on voit que la somme des facteurs variables x — x', x" — x est constante et égale à x" — x'; il suit de là que , x variant de x' à x", la valeur absolue de y ira d’abord en croissant jus-
qu’à un certain maximum qui aura lieu pour x :
elle décroîtra ensuite jusqu’à zéro. Enfin si l’on continue de faire croître x de x" à -J- ce , y redevient positif et croit luimême jusqu’à l’infini. On obtient ainsi une courbe ayant deux branches infinies, et coupant l’axe des x en deux points (fig. 65), dont les abscisses sont x' et x".
2* Si les racines du trinôme x* -j-^x-f sont égales, en
vx C*
désignant par x1 leur valeur , il vient :
on trouve, comme dans le càs précédent, que la courbe a deux branches infinies, la seule différence consiste en ce que les deux points où la courbe coupe l’axe des x sont réunis en un seul; ce cas est indiqué sur la figure 65.
3° Si le trinôme ,r* + -x+- a ses racines imaginaires,
la valeur de y a la forme
On voit que si x croît de — œ à a, y décroît de +<*> à
jj ®*> et que si x continue de croître de a à -fc », y
croît lui-méme de — — 6* à + oq. La courbe ( fig. 65 ) a
encore deux branches infinies, mais elle ne rencontre pas l’axe des x. ' -
rj ' Nous avons supposé,
dans cette discussion ,
que — - est positif. Il n’y
aurait qu’une modification légère à faire pour
le cas de — g négatif ;
nous n’insisterons pas davantage. ' Remarque. Si D est nul,
- - «g. 65. • l’équation ne renferme
plus la variable y ; elle représente alors deux parallèles à l’axo des y, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque.
Exemple» de discussion de courbes du second degré.
104. Nous croyons devoir présenter ici quelques exemples de discussion d’équations numériques.
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\yJ — 12xi/ + 17x* + 8ÿ 28x— 20 =0
B’ — 4AC = — 128; le lieu appartient donc au genre Ellipse. On tire, de l’équation proposée,
les racines du trinôme x’— 2x — 3 sont — 1 et -f 3 , l’équation représente donc une ellipse réelle qui a pour diamètre la droite
et qui coupe ce diamètre aux points dont les abscisses sont
— 1 et + 3 (fig. 66).
mètre ; en faisant i/=0 dans son équation, on
trouve x — - ; et , en
faisant x=0, on trouve y= — 1. Si, donc, on
prend 01= et 0F=1 ,
la droite IF sera le diamètre demandé. Prenons OP = 1 , OP' = 3, et menons PB, P’B' parallèles à l’axe oy;
les points B et B', où ces parallèles rencontrent le diamètre, appartiennent à la courbe. L’ordonnée comptée à partir da diamètre est ici
Y=^8.;* + 4)(3— as);
si l’on fait croître a: de — t à
ou 4, Y croîtra de-
puis zéro jusqu’à sa valeur maximum qui est 2 y'S. Prenons OK= 1 ; menons , par le point K , EE’ parallèle à l’axe des y et prenons sur cette parallèle, à partir du point où elle coupe le diamètre, les longueurs CE, CE' égales à 2 y 2; la courbe, dont nous nous occupons, aura un premier arc tel que EBE' qu’on obtiendra avec une exactitude aussi grande que l’on voudra, en construisant un nombre de points suffisamment grand. Si l’on fait croître x de i à -f 3, Y décroîtra de 2 y 2 à zéro , ce qui donne le second arc de courbe EB'E'. La courbe est comprise dans le parallélogramme VURQ. Pour avoir les points où elle coupe les axes , il suffit de faire y = 0 , puis x^O dans son équation. On obtient ainsi :
ilx' — 28x— 20 = 0,
qui a pour racines les abscisses des points où la courbe coupe l’axe des x ; et
qui a pour racines les ordonnées des points où la courbe coupe l’axe des y.
Exsmple IL Soitit’équation
iy‘ — ixy-\- 2x' -j-8y — br + 5 = 0;
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on a ici B* — 4AC= — 16, et on tire, de l’équation proposée,
les deux racines du trinôme as* — 2a; sont égales à 1; l’équation proposée ne représente donc que le point dont les coordonnées sont
Exemple III. Soit l’équation
y* — ixy -f- îfcr* — 2y -f- \x -j- 2 = 0 , on a B! — 4AC= — K, et on tire :
les racines du polynôme at* — (— -4 sont imaginaires ; par conséquent l’équation proposée représente une ellipse imaginaire.
Exbmplk IV. Soit l’équation
y' — Vxy — x*-\-x=0,
on a ici B’— 4AC=+8; le lieu appartient donc au genre Hyperbole. On tire de l’équation
les racines du polynôme îr'—x sont 0 et i ; l’équation re-
présente donc effectivement une hyperbole qui coupe le diamètre
aux points dont les abscisses sont 0 et -. Le diamètre en
question se construit aisément, il est la bissectrice de l’angle
yOx (11g. 67) ; prenons OA et menons , par le point A, la
fl*, eï.
droite AB parallèle à Oy. Si l’on fait croître x de - à + co ,
Y croît de zéro à -(- oo et la courbe a une branche infinie correspondante EBE'.
Si maintenant on fait décroître x de 0 à — oo, Y croît de zéro à et la courbe a une deuxième branche infinie
correspondante, telle que DOD'.
Il est presque superflu de dire que Y est imaginaire pour
les valeurs de x comprises entre 0 et
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y* — ixy — 5** — 2y 4*46.r — 3 = 0.
On a B1 — 4 AC =+36; en outre on tire, de l’équation proposée,
y-=2x-\-idb y9x’ — 12r-f 4 = 2a? -j- i ± (3x — 2).
Les racines du trinôme 9#’ — 12jr-f 4 sont toutes deux égales
à -, et l’équation proposée représente deux droites qui se «J
coupent en un point situé sur le diamètre
et dont les coordonnées sont #=-, 1/ = -. Les équations
de ces deux droites sont
y = Sx — y——x + 3.
Exemple VI. Soit Téquation
y* — Gxy-\-Sx%-\-iy — 12x-{*3 = 0.
On a Bs — 4AC = -)- 4 ; l’équation proposée donne :
Les racines du polynôme x* +1 sont imaginaires et l’équation proposée représente une hyperbole qui ne rencontre pas le diamètre
soit X'X ce diamètre (fig. 68) ; l’ordonnée Y a, ici, pour valeur,
Si l’on fait croître x de — en à 0, Y décroît depuis en jusqu’à 1 ; on obtient ainsi deux branches infinies telles que G'I
et H 'K. Si l’on continue à faire croître x de zéro à en, Y croît depuis t jusqu’à l’infini et l’on obtient deux autres branches infinies telles que IG et KH.
Le centre de la courbe est le point D où le diamètre rencontre l’axe des y.
Exemple VII. Soit l’équation
xy — x' — y — 1=0
Cette équation, ne renfermant pas de terme en y * et contenant le rectangle xy, représente une hyperbole. On en tire :
’/ = — rr = 3- + t + x — i
Soit XX. (fig. 69) la droite qui a pour équation :
et qui, comme nous l’avons vu (n° 101), est une asymptote
Si l’on fait croître a: de — c» à 1, Y est constamment négatif et décroît de zéro à — c»; on a ainsi un arc de courbe correspondant tel que G'G, composé de deux branches infinies qui ont pour asymptotes l’une X'X, l’autre la droite Y'Y menée parallèlement à l’axe des y, par le peint de l’axe des x dont l’abscisse est ,1. En continuant à faire croître x de 1 à 4-°°> Y devient positif et décroît de co à zéro; on trouve ainsi
un second arc tel que H II qui a les mêmes asymptotes que le premier. .
Exemple VIII. Soit l’équation
y * — 2xt/ + ;rl+a;=0.
On a ici B* — 4AC = 0; le lieu appartient donc au genre Parabole', on en tire;
Le diamètre ,
est la bissectrice X'X (fig. 70), de l’angle yOx et l’ordon née Y , comptée à partir de ce diamètre , a pour valeur :
Si l’on fait croître a: de — oo à zéro, la valeur de Y décroît
de oc. à zéro; on obtieqt ainsi la courbe G'OG , qui est située toute entière du même côté de l’axe des y que les abscisses négatives. Effectivement l’ordonnée Y est imaginaire pour les valeurs positives de x. \ '
y* — Zxy + x* -(- 4y — 4x -f \ — 0.
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ce qui montre qu’elle représente deux droites, parallèles au diamètre y — x — 2 et équidistantes de.ce diamètre.
Exemple X. Soit l’équation :
On a B* — 4AC=s:0 et l’équation proposée donne:
ou
On voit que la courbe rencontre l’axe des x aux points B
et C (fig. 71), qui ont pour abscisses 4 et 4.
Si l’on fait croître x de — c» à 4 , y décroît de -j- co. à zéro;, on a ainsi l’arc D‘EB.
Si x croît de 1 à 4, y devient négatif; il décroît d'abord depuis
zéro jusqu’à son minimum — - , minimum qui correspond à
ar= — ; fi croît ensuite depuis ce minimum jusqu’à zéro; on
obtient ainsi un arc tel que BKC ; enfin si l’on continue à faire croître x de 4 à + co , y croît de zéro à -f- co, et en obtient Tare indéfini CO.
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DO SECOND DEGRÉ
Du centre. -,
105. On nomme centre d’une courbe (n01 7 et 96) un point qui divise en deux parties égales toutes les cordes qui y passent.
Théorème. Si un centre d'une courbe est pris pour origine des coordonnées rectilignes , l’équation de cette courbe ne change pas , quand on y remplace x par — x et y par — y.
Réciproquement, si l'équation d’une courbe ne change pas quand on remplace x par — x et y par — y, l’origine des coordonnées est un centre de la courbe.
1° Supposons que l’origine O (fig. 72) soit un centre d’une
courbe; joignons un point quelconque M de cette courbe au centre O, et prolongeons OM d’une quantité *OM’ = OM ; le point .M' sera aussi un point de la courbe.
De plus, si l’on mène les ordonnées MP, M'P' , il. est
r . flg- «• évident que Jes triangles MOP
et M'OP' seront égaux; d’où il suit que les coordonnées du point M' sont égales et de signes contraires à celles du point M. On voit par là que, si l’équatioû de la courbe admet . une solution telle que x = tt,y=6; elle admettra aussi la solution x— — a, y= — 6; en d’autres termes, cette équation et celle qu’on en déduit par le changement de x et y en — X et — y, admettront les mêmes solutions ; ce qui démontre la première partie du théorème énoncé.
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2° Supposons que l’équation d’une courbe ne soit pas altérée par le changement de x en — a; et de y en — y. Si cette équation admet la solution x = a, y = G, elle admettra aussi, par hypothèse, la solution x — — a, y ==— 6. Soient M et M' (fig. 72) les deux points qui ont respectivement pour coordonnées a et 6, — a et — 6; menons MP et M'P' parallèles àOy, tirons OM et OM'; il est aisé de voir que les triangles MOP et M'OF sont égaux, d’où l’on conclut que OM=OM' et que MOM' est une ligne droite; ce qui démontre la deuxième partie du théorème énoncé.
Remarque. Si, en particulier, un centre d’une courbe algébrique est pris pour origine dés coordonnées , les degrés des termes, que renferme l’équation de cette courbe sont tous pairs ou tous impairs; et réciproquement. Ceci suppose, bien entendu, que l’équation soit préparée de manière que l’un de ses membres soit mil et que l’autre membre soit une fonction. rationnelle et entière des coordonnées.
106. D’après le théorème qu’on vient d’établir, il suffira, pour trouver le eentre ou les centres d’une courbe, de transporter les axes parallèlement à eux-mêmes , de manière que l’origine prenne une position indéterminée ; puis de disposer des coordonnées de cette origine de manière à satisfaire, s’il est possible, à la condition que nous avons reconnue être nécessaire et suffisante.
Noos nous bornerons ici à faire l’application de cette théorie aux courbes du second degré. Soit
(1) 'kyt + Bxy-\-Cx'l + By+Ex-\-F==0, ' ’
• 7* J.-.' î ’ V -y -»,♦%•*■ IJ’*’», ‘ v. T '
l’équation d’une courbe du second degré. En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes de manière que l’origine soit en un point indéterminé (x’, ÿ), l’équation de la courbe devient : , , , -
Ay‘+fcn/+ Cr‘4- (WH" Bx'+ D)y + (Bÿ'+ *C*M- E> -f Ay^-f- Bxy + (lr-,+ Dy'+ELr' + P = 0.
Pour que la nouvelle origine soit un centre de la courbe, il faut et il suffit (n° tOo) que l’on ait :
2Aÿ-j- Bx'-f-D^O, *•.
• By'-f2Gr'-f E = 0;
les coordonnées du centre sont donc données par les équa-
• tions . ' • * . •
m *Ay+ B*-f D=0, , . ' .
w "• By-f-2Cx-fE=0.
Les premiers membres de ces équations (3) sont les dérivées du premier membre de l’équation (t) prises respectivement par rapport à y et par rapport à x. On en tire :
2AE — BD ■ 2CD — BE X~ B* — 4ÂC et y== B’— 4AC*
Dans le cas de l'ellipse et dans celui de l’hyperbole, la quantité B* — 4AC est différente de zéro; par conséquent ces courbes ont un centre unique.
Dans le cas de la parabole. B*— 4AC est nul et les équa- , tions (2) sont incompatibles ; d’oii il suit que la courbe n’a pas de centre. A la vérité les valeurs précédentes de x et
de y se présentent sous la forme -, si l’on a en outre
. 2AE — BD = 0 et 2GD — BE=0; mais alors l’équation (t) représente deux droites parallèles , et. la ligure qu’elles forment admet évidemment une infinité de centres, dont le lieu , est la ligne droite représentée par l’une on l’autre des équations (21. ; .v • ,i -
DES EQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES; UK Des diamètres.
i07 . On nomme diamètre d’une courbe (n° 93) une ligne droite qui divise eh deux parties épies toutes les cordes parallèles à une môme droite.
Nous allons démontrer que, dans line courbe du second degré, il existe un diamètre pour chaque système de cordes parallèles; nous donnerons en même temps le moyen de trouver son équatioh. Soient -
Ay! + lixy + Cæ5 -f- Dy + Ex -f F = 0.
ou ; pour abréger,
l’équation d’une courbe du second degré, et
y = mx, - ' .
l'équation d’une droite , menée par l’origine , parallèlement
aux cordes que nous »• voulons considérer.
Soient NN’ ( fig. 73) l’une de ces cordes , x' et y' les coordonnéesdesop milieu M.
SI l’on Imagine que les axes soient transportés parallèlement à eux -mômes au point Mj, l’équation
ftg. rs.
de la courbe deviendra:
136 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. ' et celle de la droite NN' sera évidemment
(3) y = mx. .
Il suit de là que l’éqbation du second degré en x ,
. W f[x + x',mx + y')= 0,
qu’on obtient en éliminant y entre (2) et (3), aura pour racines leé abscisses des deux points N et N' ; mais, comme ces abscisses sont égales et de signes contraires, l’équation (4) ne doit pas renfermer la première puissance de x. Égalant donc à zéro le coefficient du terme du premier degré dans l’équation (4) , on obtiendra une équation entre x', y' et m , qui représentera le lieu des milieux des cordes parallèles à la droite y = mx\ on trouve, en faisant le calcul, que cette équation est •
(2Atn + Bjy' + (Bro + 2C)ar' + Dm + E = 0, ou, en supprimant les accents,
, (2Am -f- Bit/ -j- (Bm -f- 2C)x -j- Dm -j- E = 0 ;
cette équation est du premier degré, elle représente donc une droite , comme on l’aVait annoncé.
108. L’équation précédente peut être mise sous la forme suivante :
s (2Ay-f Bx-f D)m + By-f 2Cx-f E.=*0;
pn voit que la partie multipliée par m est la dérivée par rapport à y du premier membre dé l’équation proposée, tandis que la partie indépendante de m est la dérivée par rapport à x dé ce même premier membre. Si donc on désigne par Y la première des dérivées dont il vient d’être question, par X la seconde, l’équation du diamètre, correspondant aux cordes
•'.Digitizad by(
qui ont m pour coefficient angulaire, sera
mY+X=0. ' .
Les diamètres , qui correspondent aux cordes parallèles à l’axe des x et aux cordes parallèles à l’axe des y, s’obtiennent
en faisant m= 0 et m= co dans l’équation générale,
roY+X=0 ou Y + -X = 0.
Il vient ainsi: ' .
X=0 et Y=0.
Ces, deux dernières équations sont précisément celles qui déterminent les coordonnées du centre (nM06); lorsqu’elles sont satisfaites, l’équation, générale des diamètres est également satisfaite quel que soit m. Il s’ensuit que, dans l’ellipse et dans l’hyperbole , tous les diaiViètres passent par le centre. Réciproquement , toute droite , menée par le centre d’une ellipse ou d’une hyperbole, est un diamètre de cette courbe ; en effet une telle droite (n° -87) a une équation de la forme : ;
rnY-f X = 0,
et, par conséquent, elle n’est autre que le diamètre qui partage en deux parties égales les cordes parallèles à la droite
• . . y = mx.
Dans le cas.de la parabole, on a B*— 4AC = 0 et les deux diamètres particuliers
sont parallèles. On en déduit, aisément que, dans la parabole, tous lés diamètres sont parallèles, et que toute droite parallèle à un diamètre est elle-même un diamètre.
138 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A' DEUX DIMENSIONS- Des diamètres conjugués.
109. Deux diamètres sont dits conjugués, lorsque chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes parallèles k l’autre.
La parabole rte peut avoir de diamètres conjugués, puisque • tous les diamètres de cette courbe sont parallèles. Au contraire , à chaque diamètre de l’ellipse ou de l’hyperbole correspond un diamètre conjugué. En effet , soient
y = tnx-]rn, y — : .
les équations de deux diamètres. La condition j pour que le second divise en parties égales les cordes parallèles au premier, est (n° 10?) • •
Bm -f-.2C
ÜA»» + B
ou %\mm' -f B(in -f— 2G =0.
Cette équation est symétrique par rapport k m et m' ; éÛe exprime donc aussi la. condition pour -que le premier diamètre divise en deux parties égales les cprdes parallèles au second. Dopé la condition ppur que les deux diamètres soient conjugués est ' •.*■•
2Amm'-^B(m-4-»»'):j-.2C = 0. ,
Des axes.
HO. On nomme ored’une courbe (n° 4-) un diamètre quiest perpendiéulaire auxcordes qu’il divise en dcjux parties égales.
Il est aisé de trouver les axes des courbes du second degré. Soit la courbe : • ' ,
rapportée à deux axes taisant entre eux l’angle ô. Désignons par m’ le coefficient d’inclinaison d’un axe, par m celui de
ses cordes; on aura: . • . .
2Amw' -f- B(m -[-*»') -+- 2C = 0 ,
• mm'-f fm-f m!) cos 0 + 1 = Q ;
on tire de ces équations les valeurs suiyantes de mm et de m-\-m' t • *
A--C , 2CcosO — B
B — 2A cos 8 ’ mm B — ÎAcosO-’
i» et m' sont donc les racines de l’équation ■’
r» g A~ G -r 1 Mcq^—B _Q •
“B — 2A cos fJ~r B — 2A cos 0 ; '
Dans l’ellipse et dans l’hyperbole , chaque diamètre a son t conjugué; alors les racines de l’équation en ç sont les coefllcients de deux axes perpendiculaires entre eux ; ce sont les seuls que pessède la courbe. Si, ru contraire, l’équqtiqn proposée appartient à une parabole , l’équation en Ç a pour l’une deses racines le coefficient d’inclinaisôn de l’axe unique ;
ce coefficient a pour valeur — ^ ou — puisque tous les
diamètres sont parallèles. L’autre racine de l’équation en ï. est le coefficient d’inclinaison des cordes que l’axe divise en deux parties égales.
Remarque. L’une des racines de l’équation en Ç est infmie si l’on a B=3AcosO; dans ce cas l’un des axes de la courbe est parallèle à l’un des axes coordonnés. Mais si l’on a en mémo temps B=2AcosQ et A=C, l’équation en Ç est satisfaite identiquement, d’où il suit que tout diamètre est un axe. Cette oonclusion est conformé à ce qui a été.dit plus haut; car, dans le cas dont il s’agit, la courbe est, un cercle (n° 86).
On nomme sommets d’une courbe (n° 6), les points où cette courbe est rencontrée par ses axes.
. RÉDUCTION DE l’ÉQCATION DU SECOND DEGRÉ A LA FORME LA PLUS SIMPLE PAR LE CHANGEMENT DES COORDONNEES.
Ili. Évanouissement des termes du premier degré. Soit Ay* +.B*ÿ + Cx* + Dy'+E* + F = 0,
l'équation d’une courbe du second degré rapportée à deux axes rectilignes quelconques". Si B’ — 4AC n’est pas nul; auquël cas l’équation représente une ellipse ou une hyperbole , on peut faire disparaître de l’équation les termes du premier degré en transportant les axes parallèlement à eux-mêinés au centre de la courbe. Faisant donc cette Opération et désignant par x' et y' les coordonnées du centre, l’équation de lacourbe devient: ... . .' -
Àyf.+ Ba?y + C**+F'-0,
où l’on fait,. pour abréger; . '.
F'= Ay"1 Bxy + Cr'1 -fDy’ + Ex'-f F.
Cette valeur de F' peut être simplifiée : on a effectivement
2Aÿ-fBx'-fD=ô,
B^+2Cx'-fE=0; " .
ajoutant ces équations , après les avoir multipliées par y' et parte' respectivement, il vient: • "
2Ay‘' + 2Bxy + 2Cx'*+iy+Eàr'=0,
ce qui réduit la valeur de F à
Si l’équation proposée représente une parabole , la transformation précédente ne peut évidemment être appliquée.
Évanouissement du rectangle. Soit
(1) Aÿ’-fltey + C&’ + Dÿ + EÆ _[_F^= 0,
l’équdtion d’une courbe du second degré. Si les axes ne sont pas rectangulaires, on commencera par rapporîter la courbe à deux nouveaux axes, rectangulaires quelconques; par exemple on pourra conserver l’axe des x et changer seulement l’axe des y, ou inversement. Nous admettrons que cette transformation préalable a été exécutée, et que l’équation proposée est relative à deux axes rectangulaires.
Cela posé, rapportons la courbe à de nouveaux axes rectangulaires ayant la même origine que les premiers : les formules de transformation à employer sont
ar=a;1cosa — ÿjsina, . •
. • ÿ = #,sina.-f ÿjCOSa, - ; .
et-, l’équation de la courbe devient :
' (2} ÀV1#+B'^1+C^l‘+Dÿ1+Er*1+P=>0, /V
en faisant , pour abréger,
A'=Acos’a — B sîn « cos a + C sin* a,
B' == 2( A — C) sin a cûs a Lj- B(cos’ a — sin* a) ,
G' = A sita* « -j- B sin a cos a C cos’ a ,
D' = Dçosa — Esina,
E' = Dsina4-Ecosa.
On voit, d’après cela, que l'équation (2) ne contiendra pas
le rectangle des variables, si l’on dispose de l'indéterminée « pour faire
cette équation revient à
(A — C)sin2a-1-Bcos2*=0, .
et l’on en tire :
(4) ' tan«2a==XZ^*
Désignons par 2a' l’angle compris entre 0° et 180° dont la
tangente est - — - ; les valeurs de a qui satisferont à l’équation (4) seront données par la formule ' - a=:a' + 900Xk,
où k désigne un entier. En faisant k=(), on a a— a', ce qui donne un certain système d’axes pour lesquels l’équation de la courbe est dépourvue de rectangle; or je dis que cesystème est unique. En effet, il est clair que les systèmes d’axes, qui correspondent à k = \,k=- 2# etc., ne sont autre chose que le système correspondant à k—0, et que l’on ferait tourner autour de l’origine jusqu’à cç que chacun des axes eût décrit 90°, 180°, etc. Dans ce mouvement de rotation les axes s’échangent les uns dans les autres, mais il n’y a aucun changement dans leur système.
11 résulte de là que, pour une origine donnée, il existe un système unique d’axes rectangulaires pour lesquels l’équation d’une courbe du second degré est dépourvue du rectangle des variables. Il faut remarquer toutefois que cette conclusion est en défaut dans le cas du cercle.' On a eftec-
DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES. 143 tivement alors B=0 et A— G (n“ 86);. l'équation (4) devient tang 2a = g et elle est satisfaite, quel que soit o. On
sait en effet que l’équation de la circonférence , rapportée à deux axes rectangulaires quelconques, ne renferme pas le rectangle des variables. • .
De l’équation (4), on tire :
sin2a= — . cos2g— -■**■■■ . ■ — ;
vB*-f (A— G)* V'BS+{A— Ç)*
le signe, avec lequel il faut prendre le radical, étant déterminé quand on a fixé celle des valéurs de a que l’on choisit. Cela posé , en combinant la première et la troisième équation (3) . par voie d’addition et de soustraction , il vient ;
A'+G'=A--fC
A'-t- C' = (A — C) cos 2a — B sih 2a = V'(A— C)‘+B! •; ‘ -,
d’où il suit que A’ et C' sont les valeurs de l’expression
11 est utile de connaître ce résultat ; on formerait aisément les valeurs des coefficients D' et B', mais, comme les formules qui les expriment ne sont d’aucune utilité, nous n’entrerons . pas dans ce détail. '
115. Réduction de l’équation du second degré dans le cas de l’ellipse et dans celui de l’ hyperbole. La courbe étant rapportée à deux axes rectangulaires, on fera disparaître de son équation les termes du premier degré, en transportant les axes parallèlement à eux -mêmes au centre dé la courbe.
On fera disparaître ensuite le rectangle des variables en changeant la direction des axes. Il est clair que la seconde transformation ne rétablira pas de termes du premier degré , et l’équation de la courbe aura définitivement la forme :
My’ + Nx^H. , '
Les axes coordonnés sont évidemment les axes de la courbe.
114. Réduction de l’équation de la parabole. La courbe étant rapportée à deux axes rectangulaires, si l’on fait disparaître le rectangle des variables, le carré de l’une des variables disparaîtra en même temps, puisque la quantité B* — 4AC est toujours nulle. Si c’est, par exemple, le carré de x que l’on fait disparaître, l’équation prendra la forme
Ay + D'ÿ+E'*-fF=0.(
On pourra ensuite faire disparaître le terme en y et le terme indépendant , en transportant les axes parallèlement à euxmêmes en un point (x', y'), tel que l’on ait:
2Ay+D'=0,
• Ay + Dy+E'x’-j-F = 0, '
et l’équation de la courbe aura définitivement la forme:
My*-|-Px=0.
L’axe des x est évidemment l’axe de la parabole.
113. On peut comprendre, dans une même équation à trois termes, toutes les courbes du second degré. Effectivement l’équation
Qigitiîed by
des Equations du second degré a deux variables, us qui comprend l’ellipse et l’hyperbole prend la forme : My‘4-Nx*-1-Px=0,
si l’on transporte l’axe des y parallèlement à lui-même , de manière que la nouvelle origine soit à l’un des points où l'axe des x rencontre la courbe. D’ailleurs l’équation précédente donne la parabole , si l’on y fait N=0.
EXERCICES
• Questions à résoudre. "
I. La discussion de l’ellipse ou de l’hyperbole, rapportée à deux axes quelconques (n°* 96 et 98), met en évidence l’existence de deux diamètres conjugués, dont l’un est parallèle à l’axe des y. On demande de trouver l’équation de la courbe, en prenant pour axes les deux diamètres conjugués dont U s’agit*, (L’ordonnée Y étant immédiatement donnée en x, il suflira d’exprimer x en fonction de X. On peut se dispenser ainsi de recourir aux formules générales de la transformation des coordonnées.)
II. La discussion de l’hyperbole, représentée par une équation privée du terme^en y1 (n* 101 ), met en évidence l’existence de deux asymptotes. On demande de trouver l’équation de la courbe en prenant les asymptotes pour axes des coordonnées.
ni. Étant donnée une courbe du second degré, on mène, par un point P, deux sécantes qui coupent la courbe, la première aux points A et A’, la seconde aux points B et B' ; on mène également, par un autre point p, deux sécantes parallèles aux premières et qui coupent la courbe aux points a et a', b et 6' respectivement. On demande de prouver que l’on a
PAxPA' paXpa'
PB X PB’ — pbxpb' '
On s’appuiera sur ce fait que : dans l’équation d’une courbe du second degré, les tenues en y* en xy et en a:* ne changent pas, quand on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes.
IV. Étant donnés un triangle ABC et un point P, on mène, par le point P, une sécante qui coupe les côtés AC et BC aux points A' et B' respectivement; enfin, on joint AB' et BA' qui se coupent en M. Cela posé, on demande l’équation du . lieu décrit par le point M quand la sécante PA'B' prend toutes les positions possibles autour du point P. On fera voir que le lieu demandé peut être l’une quelconque des trois courbes du second degré ou de leurs variétés. On déterminera la position que doit avoir le point P, pour que le lieu demandé ' • soit une ligne droite ou une circonférence ou une parabole.
V. Trouver le lieu décrit par l’un des sommets d’un triangle donné, lorsque les deux autres sommets se meuvent respectivement sur deux droites données. Dans quel cas le lieu demandé se réduit-il à une ligne droite ?
VI. Démontrer que, si trois courbes du second degré ont une corde commune AB , et qu’elles se coupent deux à deux en deux autres points C et D, E et F, G et H, les trois cordes (3), EF et GH concourent en un même point. (On prendra la corde commune AB pour axe des x, et ou écrira les équations des trois courbes de manière que, dans chacune d’elles, le coefficient de x' soit l’unité. En combinant ces équations par voie de soustraction, on obtiendra les équations des cordes CD, EF, GH.)
DES TANGENTES ET DES ASYMPTOTES
On nomme généralement tangente en un point M
• 's d’une courbe (fig. 74)
la limite MT des positions successives que prend une sécante, passant par le point M et par un second point M' de la courbe , lorsque ce second point se rapfig. 74. proche indéfiniment
du premier en demeurant constamment sur la courbe.
Le point, où une droite est tangente à une courbe, se nomme point de contact ou simplement contact.
La perpendiculaire, menée à la tangeute d’uue courbe par le point de contact, est dite normale à la courbe en ce point.
L’ne courbe étant rapportée à deux axes de coordon
nées fectilignes , soient x et y les coordonnées d’un point M de cette courbe; l’ordonnée y est une fonction de l'abscisse déterminée par l’équation de la courbe. Soient x h et y-j- k les coordonnées d’un second point M’ de la courbe; le coeffi-
cient d’inclinaison de la sécante Mx\l' est - ( n° 77), par conséquent, le coefficient d’inclinaison de la tangente en M est
fi'
égal à la limite vers laquelle tend le rapport quand h tend
vers zéro; cette limite, que nous désignerons par y’, est, comme on l’a vu dans l’algèbre , la dérivée de la fonction y.
Si l’équation de la courbe est résolue par rapport à y, ou si cette résolution peut se faire , on pourra trouver la dérivée y ' par les règles qui ont été exposées dans l’algèbre, et le problème des tangentes sera résolu. Mais, si l’équation de la courbe ne peut pas être résolue par rapport à l’une des variables qu’elle renferme, lès règles qui ont été exposées ne suffisent plus pour avoir la valeur de y'. Nous allons exposer une méthode générale pour remplir cet objet.
ii8. La dérivée f(x) d’une fonction f(x) de x est, par définition, la limite vers laquelle tend le rapport
„ quand A tend vers zéro. Si donc on fait :
ou ’
f[x+h)-f(x)=hf(x) + h*,
le quantité s s’annulera en même temps que h.
Il faut remarquer que la fonction f(x) peut renfermer dans son expression des quantités variables différentes de x et en
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nombre quelconque. En considérant les quantités dont nous • parlons comme des constantes , la précédente équation continuera évidemment d’avoir lieu.
Cela posé, soit y une fonction de x, déterminée par une équation de forme quelconque ,
et proposons-nous de trouver la dérivée y' de y. Donnons à x un accroissement h et désignons par k l’accroissement correspondant de y, on aura :
(2) F (x + h, y + ft)=0; * .
en retranchant les équations (1) et (2) l’une de l’autre, il vient ;
F[x + h, y + k,)—F{x, y)=0, ou - '
Désignons par tp(x, y) la dérivée de F(x, y) considérée comme fonction de x seule, par <J/(x, y) la dérivée de F(x, y) considérée comme fonction de y seule; on aura, d’après ce qui a été rappelé au commencement de ce numéro,
F (X+h, y-H)— F[x, y-fA) = A<p(x, y-fA) + Ae,
e 6’annulant avec h. On aura aussi :
F(x, y + A)— F(x, y) = ty(x, y) + À*', t' s’annulant avec k.
D’après cela, l’équation (3) peut s'écrire :
(4) Hx, y + *)+4(x, y) + ht + k‘ = 0.
En divisant par h et posant A=XA, il vient :
?(x,'y + M) 4- H(x, y) + * + Xe'=o.
Passant à la limite, h , s et V s’annulent; X devient y' et l’on a,: - .. : ' , . .
d'où
Ainsi , la dérivée de la fonction y s’obtiendra immédiatement} quand on saura trouver les deux dérivées de F(x, y) par rapport à a; et par rapport à y.
Remarque. Notre raisonnement semble en défaut si la limite y' de X est infinie; thàis oti sauve cette difficulté en
chèrcliant la limite dé y au lieu de celle de -, . On constate k n
ainsi la généralité de l’éqifation (5).
Il résulte de ce qui précède que, si X et Y désignent
les coordonnées dè la tangénle ail poiht [x , ÿ) d’une courbé
ayant polir équation
I équation de cette tangente sera
?lx, y).
ou
<t{x, y) et <b{x, y) étant, nous le répétons, les dérivées de F(.t, y), par rapport à x et par rapport à ij respectivement.
Dans le cas des axes rectangulaires, L’équation de la normale est évidemment ,
( Y — y) ?(#. y) (X — x) ty(x, y) = 0 .
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On nomme longueurs de la tangente et de la normale les portions de la tangente el de la normale comprises entre le point de contact et l’axe des abscisses. On nomme sous-tangente et sous-normale les projections des mêmes longueurs sur l’axe des abscisses.
Des tangentes aux courbes du second degré.
1 20. Soit une courbe du second degré, ayant pour équation
Ay’ +■ bxy + Cas* + Dy + Et + P = 0 ;
on a ici :*
'M*>yj = 2Ay + Bx-(-D,
<p(T,y) = Ry + 2CT-{-E,
et la tatigertte au point [x, y) a pour équation :
(2Ay + B* + D) (Y - y) + (By + 2Cx + E) (X - x) = 0.
On peut donner à cette équation une forme plus simple; car, si l’on fait passer les termes connus dans le second membre, il vient
(2Ay+Bx+D)Y+(By+2CT+E)X=*2Ay,+2BTy+2Cx*+Dy4-Ea:; mais l’équation de la courbe, multipliée par 2 donne :
2 Ay* + 2Bxy + 2Cx* + 2Dy -f 2Rr + 2F = 0 , d’où .
2Ay’ + 2Bxy + 2Cx* + Dy + Ex — — (By + Ex + 2F) ;
l’équation de la tangente sera donc t2Aÿ + Bï + D)Y + (By + 2Ci + E)X + t>y + Et + 2F = 0.
RECHERCHE DES ASYMPTOTES DES COURBES. — APPLICATION AUX COURBES DD SECOND DEGRÉ.
Théorie générale des asymptotes.
*21. Nous avons dit (n° 404) qu’on nomme généralement asymptote d'une branche de courbe in/inie une droite, dont les points de la coiirbe s’approchent indéfiniment, à mesure qu’ils s’éloignent indéfiniment sur la branche
que l’on considère.
Nous allons établir ici une méthode générale pour trouver les asymptotès d’une courbe quelconque , dont on connaît l’équation en coordonnées rectilignes.
Toute droite CD, non parallèle à l’axe des y (fig. 75) et asymptote d’une branche de courbe AB, aura une équation de la forme
y=kx+l, . i ,
où k et l désignent des constantes finies et déterminées; pour
les points de la branche de courbe AB, on aura:
y=kx + l+V,
V étant une fonction de x, dont la valeur absolue décroît et a pour limite zéro, qnand x augmente à partir d’une certaine limite jusqu’à l’infini. De cette équation , on tire :
flg. JS.
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*=f~4r et
passant à la limite, c’est-à-dire faisant x =±<», il vient:
A = Iim- et J=lim(y — fcc).
Ainsi, pour obtenir les asymptotes d’unecourbe, dont on a l’équation en coordonnées rectilignes , il faudra d’abord chercher, au moyen de l’équation de la courbe, la limite ou les
limites du rapport - pour x=oo ; ce qui donnera les coef-
ficients angulaires des asymptotes. On obtiendra ensuite l’ordonnée à l’origine de chaque asymptote , dont le coefficient angulaire k aura été ainsi déterminé, en cherchant la limite l de la différence y — fcc pour #=«?.
La méthode précédente donne les asymptotes parallèles à l’axe des x, asymptotes pour lesquelles on a k=0; mais elle exclut évidemment les asymptotes parallèles à l’axe des y et pour lesquelles lè coefficient angulaire est infini. Si l’on avait représenté généralement par x =ky-\-l l’équation d’une asymptote, on aurait trouvé, en raisonnant comme nous l’avons
fait , fc=lim - et f =lim(x — ky), ce qui aurait permis de
trouver les asymptotes parallèles à l’axe des y ; mais on aurait exclu les asymptotes parallèles à l’axe des x .
Au surplus on peut trouver directement et très-simplement les asymptotes parallèles à l’un des axes. Supposons , par exemple, qu’unecourbe ait une asymptote parallèle à l’axe des y et dont l’équation soit
il est clair que l'ordonnée de la branche correspondante
augmente indéfiniment quand x tend vers la limite a, et que l’on a y = pour 4?= a. On aura donc les asymptotes parallèles à l’a^e des y, en cherchant, au moyen de l'équation de là Coitt'be, les valeurs finies de ± pour lèsqdeltes y est infini. Pareillement, la recherche des asymptotes parallèles à l’axe des x se ramèrié à la détermination des valeurs finies de y pour lesquelles x est infini. . ,
!22. Nous allons appliquer la méthode générale qui vient d’être exposée au cas particulier des courbes algébriques. Nous supposerons que le second membre de l’équatidn de la courbe dont il s’agit soit nul , qt que le premier membre soit une fonction entière du degré m des coordonnées x et y. On peut grouper ensemble les termes de même degré , de telle manière que les différente groupes, dont l’équation est corfi^ posée, soient des fonctions homogènes des degrés Utj (m — l)j
(m — 2), 2, i, 0 respectivement; notre équation peut donê
s’écrire alhsi , Conformément à ce qui tt été dit aü h* 36 ,
/> A • désignant des polynômes dont le dernier est du degré zéro , c’est-à-dire, est une simple constante.
En divisant l’équation (!) par il vient:
+ zr fm
faisant x=<x>) et désignant par k, comme plus. haut, la limite de -, il Vièht: •“'* /
telle est l’équation qui fera connaître les coefficients angu-
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laites des asymptotes non parallèles à l’axe des y. Considérons, en particulier , l’une des racines réelles k de l’é-
quation (2), et. posons y — kx — u, d’ou ^ = l’équation (i) devient: . .
développant chacun des poly nômes f[ , f, (A-j-^'|,etc,,
suivant les puissances de —, observant que f{k) est nul, et
dénotant lès dérivées par des accents , à la manière ordinaire , il vient :
(3) |+etc.— 0.
' En divisant l’équation (3) par r’’1-' , faisant ensuite x=ca, et observant qu’alors m = l , il vient :
Cette v aleur de l est infinie si /'(ft) est nul et que /, (A) ne le soit pas; dans ce cas, il n’y a point d’asymptote correspondante à la valeur de k que l’on considère. Si ft(k). est nul en même temps que f(k), la valeur de / se présente sous la
forme - , et on ne peut rien conclure de ce qui précède. Mais,
dans ce cas, le coefficient de x"~' dans l’équation (3) est identiquement nul.; si l’on divise alors l’équation par xm~*,
et qu’on fasse ensuite x — <^>, il vient :
équation du second degré, qui donnera, en général, deux valeurs pour l . Dans le cas que nous examinons, il y a deux asymptotes parallèles, correspondantes à la valeur de k que l’on considère; cette valeur est une racine double de l’équation (2), puisqu’on a f{k)= 0 et f'{k)=tO. Il faut remarquer toutefois que les deux asymptotes, dont nous parlons, cessent d’exister, si les racines de l’équation du second degré en l sont imaginaires ou infinies.
Si les trois coefficients f (*), f\ {k), f,(k) de l’équation en l sont nuis, en même temps que f [k] et f, [k), l’équation en l est identique ; alors il peut y avoir trois asymptotes parallèles, correspondantes à la valeur de k que l’on considère, et on les détermine en poursuivant la marche que nous croyons avoir suffisamment indiquée.
Remarque I. Si l’équation proposée du degré m ne renferme pas de termes du degré m — 1, le polynôme fl est identiquement nul; on a, par suite, en général , 1=0; d où il suit que les asymptotes passent par l’origine des coordonnées. Or , si la courbe que l’on considère a un centre et que l’on prenne ce centre pour origine des coordonnées , on sait que 1 équation de la courbe ne renferme aucun terme du degré m — 1 ; d’ôù l’on peut conclure que, le cas des asymptotes parallèles étant excepté,
Lortqu’une courbe algébrique a un centre, toutes les asymptotes passent par ce centre.
Remarque II. Dans le cas le plus général d’une équation du degré m, le polynôme f est Ipi -même du degré m; d’où il suit qu’une courbe algébrique du degré m ne peut avoir plus de m asymptotes. Mais il faut remarquer qu’elle peut en
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avoir un moindre nombre ; car, pour affirmer qu’il existe une
asymptote correspondante à une branche , il ne suffit pas de
savoir que les valeurs de k et de l, trouvées par la méthode
indiquée plus haut , sont réelles et finies ; il faut en outre
, • * être assuré que la branche de courbe en question s’étend à
l’infini. Par exemple, en appliquant la méthode générale à
la courbe qui a pour équation y = x± , on
trouverait k = \, 1=0, mais il n’en faudrait pas conclure que la courbe a pour asymptote la droite y = x-, car il est aisé de voir que chacune des branches infinies de cette courbe a pour asymptote l’axe des y.
Remarque III. En appliquant la méthode générale, que nous venons d’exposer, à une équation non irréductible F(x, y)=0, dont le premier membre admet un diviseur linéaire y — ax — b, il est évident qu’on trouvera que l’une des valeurs de k est a , et que la valeur correspondante de l est b. Ceci peut constituer une méthode pour trouver les diviseurs linéaires d’un polynôme F(x, y), dans le cas où l’on sait qu’il en existe.
Des asymptotes des courbes du second degré.
123. Conformément à ce qui a été dit au n° 122, nous écrirons l’équation du second degré
Ay* + Bxy + Ga:* + D.'/ + Ea; -t- F = 0
sous la forme :
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y=kx + l,
l’équation d’une asymptote de la courbe proposée, et conservons toutes les notations du n° 12-2. Les polynômes, que nous avons désignés alors par ({k), /',(&),/,(% ont ici, pour valeurs ,
. /W = Atf + B* + C, /,(*) = Dft+E, m=F;
et , l’on a en outre : ; .
Les coefficients angulaires k des asymptotes seront donc donnés par l’équation
•AtP+B* + C=0, ; . ..
d’où l’on tire : . •
. — Biv'B^ÏÂjG
: ; ‘=— -fe
on aura ensuite l par la formule
AA + B
Si B* — 4AC est négatif, les deux valeurs de k sont imaginaires et la courbe n’a point d’asymptote réelle ; cela est évident à priori, puisque l'ellipse n’a aucune branche infinie.
Si B* — 4 AG est positif, les deux valeurs de k sont réelles et inégales; par suite la valeur de Lest finie, puisque 2AA-j-B ne saurait être nul. Il s’ensuit que l’hyperbple a deux asymptotes ,• et ces deux asymptotes passent par le centre de la courbe, ainsi que nous en avons fait la remarque au numéro précédent.
Enfin , si B* — 4AC est nul , les deux valeurs de k sont
DES TANGENTES ET DES ASYMPTOTES. 15b
réelles et égales , leur valeur commune est — — - et l’on voit
que la valeur de l est infinie. Il s’ensuit que dans la parabole, les asymptotes sont parallèles et situées à l’infini, ou, pour mieux dire , la parabole n’a point d’asymptotes. A la
vérjté, la valeur de l se présente sous la forme jj, si l'on a | H
r- = — r ou 2 AJ’] — BL) = 0; mais alors l’équation proposée
U xA r
représente deux droites parallèles , ce qui constitue , comme on l’a vu , une variété de la parabole. Dans ce cas notre méthode générale nous fait retrouver ces deux droites. Effectivement , la valeur de l doit être ici déterminée par l’équation du second degré ,
Al«-j-Di-|-F=0,
d’où l’on tire :
, — D±v/D’ — AAF
Ainsi les deux asymptotes sont données par l’équation
— Rr — I) , ■f
» = — Ü— ±!ÂV‘>,-iAF..
qui n’est autre que l’équation proposée résolue par rapport
Remarque. La théorie précédente conduit à une règle trèssimple pour former immédiatement les équations des asymptotes d’une hyperbole, dont on a l’équation en coordonnées rectilignes. Effectivement les asymptotes ne dépendent aucu-
nement du dernier terme F ; d’où il suit que ces asymptotes ne changeront pas si l’on altère ce coefficient. Or, en altérant d’une manière convenable la valeur de F, l’équation , qui représentait l’hyperbole proposée, représentera actuellement le système de deux droites , et ces droites seront précisément les asymptotes demandées. De là on peut conclure que :
Pour avoir les asymptotes d’une hyperbole, dont l’équation renferme un terme en y’, il faut résoudre l’équation par rapport à y, extraire la racine carrée du trinôme placé sous le radical , sans avoir égard au reste de l’opération, et remplacer le radical par la racine trouvée.
424. 11 nous reste à examiner lp cas où l’une des asymptotes de l’hyperbole est parallèle à l’axe des y. L’équation de la courbe ne peut contenir de terme en y', car autrement y ne serait infini pour aucune valeur finie de x ; soit donc
Bxy + Ca;* Dy -}- Ex + F = 0 ,
l’équation de la courbe proposée. On en tire :
Gr»+EÆ + F V~ Ba-fD '
y étant infini pour Bæ+D=0, il s’ensuit que l’une des asymptotes a pour équation :
Bx + D = 0;
quant à l’autre asymptote, on l’obtiendra par la méthode générale qui donne :
, C Dfc + E CD— BE_
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l’équation de cette seconde asymptote sera donc
nti
— C.r , CD — BE y = -5— +
EXERCICES
Questions à résoudre.
I. Étant donnée une courbe du second degré, on mène, par un point A de cette courbe , une corde quelconque AB et une deuxième corde AC perpendiculaire à AB: enfin on joint BC qui coupe au point N la normale en A à la courbe. Cela posé, on demande de démontrer que le point N reste invariable, quand la sécante AB tourne autour du point A.
II. Les mêmes choses étant posées que dans la question précédente, on demande de trouver le lieu décrit par le point N quand le point A se meut sur la courbe donnée.
III. Soient A = 0, B=0, C=0, les équations des côtés BC , AC et AB d’un triangle ABC ; o, b, e des quantités constantes : on demande de démontrer les propositions suivantes:
1° Toute courbe du second degré, circonscrite au triangle ABC , a une équation de la forme :
2° Les tangentes en A, B, C à cette courbe , tangentes qu forment un triangle circonscrit , ont pour équations :
3° Les points de concours des côtés du triangle inscrit, avec
■ ; - JP-
leurs opposés dans le triangle circonscrit, appartiennent tous trois à une môme droite qui a pour équation :
4° Les droites, qui joignent les sommets du triangle inscrit aux sommets opposés du triangle circonscrit, se coüpent toutes trois en un môme point donné par les équations :
ABC — == r = -• ' abc
IV. L’asymptote d’une branche infinie de courbe peut être considérée comme la limite d’une tangente dont le point de contact avec la courbe s’éloigne à l'infini. Démontrer , en se plaçant à ce point de vue, les formules trouvées au n* 121 ,
savoir : i=lim-, J=lim(y — fc»),
V. Lorsque l’équation du second degré représente une hyperbole, on peut faire disparaître les termes en x *, en y*, en x et en y. Déduire de là : 1" une méthode pour trouver les asymptotes de l’hyperbole; 2“ l’équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes.
VI. Démontrer que toute hyperbole, ayant pour asymptotes les droites y=±ax-\-b et y =; ex -j-d, a pour équation
(y — ax—b) (y —ex — d) -f m = 0,
m désignant une constante.
, l)K L’ELUPSK. J8?
ÉQUATION DK L’ELLIPSE RAPPORTEE A SON CENTRE ET A SES AXES. LES
CARRÉS DES ORDONNÉES PERPENDICULAIRES A l’un DES AXES SONT ENTRE EUX COMME LES PRODUITS DES SEGMENTS CORRESPONDANTS FORMÉS SUR CET AXE.
125. Nous avons vu (n0 113) que l’équation du second degré peut être ramenée, dans le cas de l’ellipse, à la forme
My*+Nx*==H, •. .. , .
où a; et y désignent des coordonnées rectangulaires. La quantité — 4MN étant ici négative, on voit que M et N sont de mêmes signes ; de plus, on peut les supposer positifs, puisqu’on les rendrait tels, dans le cas contraire, en changeant les signes de tous les termes de l’équation. Les coefficients M et N étant positifs , il faut et il suffit que H soit positif, pour que la pré* cédepte équation représente effectivement une ellipse; en effet il est clair que, si H ?= 0 , l’équation ne peut représenter que l’origine des coordonnées, et que, si H est négatif, elle représente une ellipse imaginaire. Nous avons déjà eu l’occasion de mentionner ces variétés de l’ellipse, et nous ne nous y arrêterons pas davantage.
Supposons dope M,N et H positifs; pour avoir les points qu la courbp qnupe l’axe des x, il faut faire y=0, et il
eht*=±y/ïï.
On obtiendra de même les points oii
la courbe coupe l’axe des y, en faisant x=0 dans son équation; il vient alors t/=±y/^j. Nous désignerons par a
et par b les quantités et , en sorte que l’on aura
En remplaçant M et N par ces valeurs et divisant ensuite par H, l’équation de l’ellipse devient :
ou
C’est sous l’une ou l’autre de ces deux formes que nous la
considérerons désormais. On en tire :
(3) y—— — ya1 — x\
La valeur de y n’est réelle que si la valeur de x reste com-
. . prise entre — a et -fa/
• * lorsque x croît de zéro à a
• ‘ ou décroît de zéro à — a,
' jr- ' ’ ’’ / \ la valeur absolue de y dé-
f \ croît de 6 à zéro. Si donc
rrt o rji * , „ .
V j on prend sur 1 axe des x
~ (%. 76) OA = OA' = a et,
• »' sur l’axe des y, OB= OB'
y on voit que l’ellipse
' . ' - og. w. sera formée de quatre arcs
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AB, BA', A'B' et B'A égaux entre eux, comme l'indique la figure.
De ce que l’équation (1) ou (2) n’est altérée ni par le changement de a: en — x, ni par celui de y en — y, il résulte que l’origine est le centre et que les axes des coordonnées sont les axes mêmes de la courbe. Cela résulte, au surplus, des considérations que nous avons développées dans le chapitre IV. L’équation (1) ou (2) représente donc une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. Les lignes A'A = 2a et BB'=26 sont dites les longueurs des axes ou même simplement les axes. Les points A, A', B, B' sont (n° 110) les sommets de la courbe.
L’ellipse est concave vers chacun de ses axes , comme l’indique la figure 76 : cela résulte de ce que cette courbe ne peut être coupée par une droite qu’en deux points.
De l’équation (3) on tire
(a -}- ar) ( a — >x) a* *
or, pour un point M quelconque de l’ellipse, on a (fig. 76) : y=MP, a+a:=A'P, a — x=AP ; on a donc :
ATxAP a’ 1
d’où il résulte que : le rapport du carré d'une ordonnée, perpendiculaire à l’un des axes, au produit des segments correspondants, formés sur cet axe, est une quantité constante. En d’autres termes: les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’un des axes sont entre eux comme les produits des segments correspondants formés sur cet axe.
On voit que cet énoncé n’est autre chose que la traduction géométrique de l’équation de l’ellipse.
127. Supposons a> 6, auquel cas la est le grand axe et 26 le petit axe de l’ellipse; désignons aussi par r la distancé OM ( fig. 78), du centre au point M dont a* et y sont les Coordonnées ; on aura r* = x' 4- y * et , par suite ,
d’où
Cela montre que la distance au centre d'un point, mobile sur l’ellipse, va constamment en décroissant, quand ce point part de l’un des sommets situés sur le grand axe pour se diriger vers le petit axe.
Remarque. Si 6=o, l’expression de r se réduit à
d’où il suit que tous les points de l’ellipse sont également . distants du contre ; cette courbe se réduit alors à une cir- ' conférenoe. Le cercle peut donc être considéré connue une ellipse dont les deux axes sont égaux.
128. Il est bon de remarquer que, pour tout point extérieur à l’ellipse
. - . oV + 6V — 0*6* = 0, ;
on ai > x -»
ay -J- 6’x* — os6s > 0 ,
et, pour tout point intérieur, ,
ay + 'Ar1 — a’6* <6.
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Considérons d’abord le cas d’un point M extérieur. Si les valeurs absolues de ses coordonnées sont supérieures à a et 6 respectivement, le théorème est évident. Si cela n’a pas lieu , il existera un point M' de la courbe ayant même ordonnée que le point M et une abscisse moindre en valeur absolue, ou même abscisse et une ordonnée moindre en valeur absolue; or, pour ce point M’, a2 y 5 -|- 6!x2 — o*6s est nul, donc cette quantité est positive pour le point M. Un raisonnement semblable prouve la deuxième partie du théorème énoncé.
LES ORDONNEES PERPENDICULAIRES AU GRAND AXE SONT AUX OR- DONNÉES CORRESPONDANTES DU CERCLE DECRIT SCR CET AXE, COMME DIAMÈTRE, DANS LE RAPPORT CONSTANT DU PETIT AXE AU GRAND. — CONSTRUCTION DE LA COURBE PAR POINTS , AU MOYEN DE CETTE PROPRIÉTÉ.
Soit l'ellipse
rapportée à son centre et à ses axes; on en tire :
supposons a > b et décrivons un cercle sur le grahd axè 2« comme diamètre; si l’on désigne par Y l’ordonnée de ce cercle correspondante à l’abscisse x , on aurâ :
Y'+^nEd*, *. . ; ' , »:
* . ' . , .* %‘Vî .
Y> — aJ — je' ; • *
d’où
sont entre elles dans le rapport constant du petit axe au grand.
150. Cette propriété fournit un moyen très -simple de construire l’ellipse par points , quand on connaît ses deux axes.
Soient, en effet (fig. 78), A'A = 2 a le grand axe et B'B = 26 le petit axe de l’ellipse qu’il s’agit de construire ; décrivons deux circonférences sur A'A et BB' comme diamètres ; d’un point quelconque M de la circonférence extérieure abaissons MP perpendiculaire sur A'A ; tirons le rayon OM; enfin, par le point J , où ce rayon coupe la circonférence intérieure , menons parallèlement*!! A'A la droite IN qui rencontre MP au point N. Je dis que le point N appartient à l’ellipse qu’il faut construire; en effet, le triangle . OMP donne ;
Digitizççtby (^dc
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ordonnées NP et MP de l’ellipse et du à une môme abscisse OP (fig. 77 )
sr*'
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NP
MP
J1ÊL
d’où l’on conclut que le point N appartient à l’ellipse demandée. On pourra construire ainsi autant de points de l’ellipse que l’on voudra.
151. Nous croyons devoir indiquer ici deux autres procédés également simples, pour construire une ellipse par points :
1* Soient x'x et y'y deux droites rectangulaires (tig. 79);
d’un point quelconque B de y'y, comme centre, et d’un rayon égal à la demi-somme a-j-6 des axes de l’ellipse à construire, décrivons une circonférence qui coupe la droite x'x en A , tirons AB et prenons ensuite AM=6 : le point M sera un point de l’ellipse , dont les axes 2 a et 2 b sont respectivement dirigés suivant x'x et y'y. En effet, si l’on prend pour axes des coordonnées droites x'x et y'y, et qu’on tire l’ordonnée MP, on aura: .
;/ = - X BQ = - v'a’ — x' ; ...
ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarque. Si l’on conçoit que la droite AB se meuve , de telle sorte que les points A et B restent toujours placés respectivement sur les droites x'x et y'y , le point M décrira tffellipse. Ceci donne un moyen de tracer cette courbe par un mouvement continu.
2° Soient, comme précédemment, x'x et y'y deux droites rectangulaires (tig. 80), suivant lesquelles doivent être dirigés les axes 2a èt 26 de l’ellipse à construire. Supposant ici a>b, prenons sur Oy' une longueur 0A= — * a — b et, d’un point I situé sur OA entre O et A , décrivons une circonférence qui coupe x'x en Hg. ,0 K , tirons la droite IK et pro-
longeons-la d’une longueur KM = 6,- le point M sera un point de l’ellipse demandée ; car si l'on mène MH parallèle à Oy et IH parallèle à Ox, on aura :
MP _ MK MH — Ml ’
ou , en prenant x'x et y'y, pour axes de coordonnées,
= - et
y — ~ \Ja* — x'i
ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarque. Ce qui précède donne un second moyen de décrire l’ellipse par un mouvement continu ; en effet , si l’on prend une règle d’une longueur IM=a, qu’on marque sur cette règle un point K situé à une distance du point I égale à a — b et qu’on fasse mouvoir la règle de manière que le point I reste sur OA et le point K sur x'x, le point M décrira l’ellipse.* ’ ,
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foyers , excentricité de l’elupse. — la somme des ratons
VECTEURS MENÉS A UN POINT QCELCnNQCE DE lV.LUPSE EST
AU MOYEN DE CETTE PROPRIETE
132. On nomme généralement foyer d’une courbe du second degré , un point dont la distance k chaque point de la courbe est une fonction linéaire des coordonnées rectilignes de ce dernier point. Cette définition est purement analytique, mais la propriété qu’elle exprime est entièrement indépendante" des axes auxquels la courbe est rapportée. Effectivement , quand on passe d’un système de coordonnées rectilignes à un autre, les coordonnées du premier système s’expriment au moyen des coordonnées du second par des fonctions linéaires ; donc une fonction linéaire des coordonnées du premier système s'exprimera toujours par une fonction linéaire des coordonnées relatives au second. On peut donc., dans la recherche des foyers des courbes du second degré , rapporter ces courbes aux axes qu’on jugera les plus convenables. "* ■
Soit une ellipse
(1) oy+6Vr**W,
rapportée à son centre et à ses axes , et proposons-nous de trouver les foyers qu’elle peut avoir. Soient a, 6 les coordonnées d’un foyer et 8 la distance de ce foyer à un point quelconque M(æ, y) de la courbe ; on aura :
Mais, par hypothèse, cette distance 8 peut s’exprimer par
une fonction linéaire lx-\-my-\-n des coordonnées a: et y; on a donc :
V (ar— “)’ + (y—1 s)‘ = te + my + n , ou
(3) (x— «)*+ (y — 6)J— (te + my-|-n),=0.
Cette équation (3), exprimant une relation constante entre les coordonnées de chaque point de l’ellipse , n’est autre chose chose que l’équation môme de cette courbe; elle doit, par suite, être identique à l’équation (1). Mais l'équation (1) ne renferme pas le rectangle xy, tandis que dans l'équation (3), ce rectangle existe avec le coefficient — 2/m; il faut donc que. l’on ait /m=0, c’est-à-dire, / = 0 ou m = 0.
Supposons m=0; alors 8 sera une fonction linéaire tie x seule. L’équation (2) donne ;
8' = x' — 2aa! +' >* + y» — 2% + 6* ;
en remplaçant y par sa valeur tirée de (1), savoir ; *
il vient : ...
«* = *•— 2«s + a*-f£(a*-tf*)— 2«î ^8t '_*» + 6».
Puisque 8 doit être rationnelle, il faut à fortiori que 8* le soit; ce qui exige que l’on ait 6 = 0, c’est-à-dire que les foyers soient situés sur l’axe des a; L’expression de 8l devient alors : .
. 8* = X s — 2ax 4- as -|- à? ;
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pour que le second membre soit un carré parfait , il faut et il suffît que l’on ait :
d’où l’on tire :
a* = a* — 6* et a = ± y/ a* — 6*.
La valeur de a n’est réelle que si a est plus grand que b , et, dans cette hypothèse, nous obtenons deux foyers situés sur le grand axe à une distance du centre égale à — b*.
En supposant Z=0 on trouverait, par un calcul identique au précédent :
et
6 = ±y/6,-aî;
cette valeur de 6 n’est réelle que dans le cas de 6 > a et on est ici conduit, comme dans la première hypothèse, à constater l’existence de deux foyers situés sur le grand axe ; ce sont les seuls que l’ellipse puisse avoir dans son plan. Supposons a>b; si l’on décrit (flg. 81) une circonfé-
rence de rayon a et dont le centre soit l’une des extrémités du petit axe, cette circonférence cou- _ pera lé grand a?c en deu.x points F et F qui seront les foyers de l’ellipse. En posant c — y/a* -r- b* , la quantité 2c sera la distance flg. «i. ' ‘Ses foyers, ou, comme l’on
dit aussi, la distance focale, le rapport - de la distance focale
. . ,4 Iji** \ 1» , c ?.. ’fjt • , !»:> . .fc • ’ \ 'J ,
au grand axe est dit V excentricité de l’éllipse (voir ri» 9).
Remplaçant successivement a par -}-c et par c
dans l’expression de o!, on aura :
FM
c x a | . / ex\ *
= ■? 2ex + a*=(aw__j ,
4_c’x‘ / cx\*
=lT + ?“ + 0 = («+-) •
Les distances FM et F'M, qu’on nomme rayons vecteurs, sont des quantités positives ; d’ailleurs x ne peut pas surpasser a, et c est toujours moindre que a; donc on a :
FM = a — — a
'■ FM=o + ~, . '
En faisant la somme, ôn trouve : ' • .
; FM + F'M = 2a. *
Ce qui montre que (n° 1} la somme des rayons vecteurs, menés des foyers à un point quelconque de l'ellipse, est constante et égale au grand axe.
Il est bon de remarquer que l’ellipse sépare les points du plan dont la somme des rayons vecteurs est supérieure au grand axe, de ceux pour lesquels cette somme .v jA est inférieure au grand axe; en
d’autres termes, si F et F' sont les foyers d’une ellipse dont le grand fig. ta. axe est 2 a (fig. 82), on a, pour- tout
point P extérieur, FP -f F'P > 2a ; et, pour tout point P' intérieur à la courbe, FP*4- F'P’ < 2a. -
En effet, dans le premier cas, si l’on, joint le point F au
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point M où PT rencontre la courbe, le triangle FMP donnera : ' FP + PM > FM.
Ajoutant F'M de part et d’autre, puis observant que FM -(-FM = 2a, il viendra: -
FP -f- F'P > 2 a.
Dans le second cas , si l’on prolonge F'P' jusqu’à sa rencontre avec la courbe et que l’on joigne FM , le triangle FP'M donnera :
FP' < FM -(- P M
ajoutant F'P' de part et d’autre, on aura:
FP' 4- F'P' < 2a.
134. La propriété démontrée au n° 133 fournit un moyen très-simple de construire par points une ellipse dont on connaît le grand axe et les foyers.
Soient en effet F et F' les foyers et 2a la longueur donnée du grand axe. Joignons F'F (fig. 83) et prenons, à partir du milieu 0 de cette droite, 0A=OA' — a ; les points A et A' seront les sommets de l’ellipse. En oqtre , comme la somme des distances d’un même point de la courbe aux deux foyers est égale à A'A, on voit que si ... ' l’une de ces distances est AG , l’autre
Iiff. os.
sera À'C. Si donc on prend un point G quelconque sur A'A, entre F et F, puis que l’on décrive, des foyers F et F' comme centres, deux circonférences qui aient respectivement AC et A'C pour rayons, les points d’intersection M et M' appartiendront à l’ellipse. Les deux circonférences dont nous parlons se cou-
'/Qs
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përont toujours, car il est évident que la distance des centres F'F est moindre que la somme A' A des rayons et plus grande que la différence A'C — AG ou 20C de ces mômes rayons. En donnant au point C diverses positions Sur F F, on pourra construire, comme il vient d’être indiqué, autant de points qu’on voudra de l’ellipse. Quand on connaîtra ainsi des points assez nombreux et assez rapprochés les uns des autres, on les joindra par un trait continu et l’ellipse sera tracée par points. ' •
La môme propriété permet de tracer l’ellipse par un mouvement continu. Si en effet,, après avoir marqué les foyers F et F!, on prend un til dont la longueur soit exactement égale à 2a , que l’on fixe aux foyers les extrémités de ce fil et qu’on le tende par lé moyèn d’un style muni d’un crayon ou d’un tire-ligne; en faisant mouvoir le style, de manière que le fil soit toujours tendu , l'ellipse se trouvera décrite par le crayon ou le tire-ligne. * • .
DIRECTRICES. LES DISTANCES DE CHAQUE POINT DE L’ELLIPSE A l’uN
DES FOYERS ET A LA DIRECTRICE VOISINE DE CE FOYER SONT ENTRE ELLES COMME LA DISTANCE DES FOYERS EST AD GRAND .AXE.
.155. Soit M(x, y) un point de l’ellipse a’ÿ* -f- b^x* = a'b* ,
Rapportée à son centre et à ses axes; supposons a>b, et soient F et F' les deux foyers (fig. 84) , on a (n° 133) :
FM = a — — , F'M = a-f-— .
Soient GH et G'H’ les droites qui ont potrr équations.:
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ex ■ < , ex
par suite, on a:
FM
UP.-a
• Les droites GH et GH' sont dites les directrices de l’ellipse; ces directrices, parallèles à l’axe des y, sont à une distance du
J" fl* *
centre égale à — , el l’on voit que : le rapport des distances
d’un point de la courbe au foyer et à la directrice voisine ou correspondante est constant et égal à l’excentricité.
Équation de la tangente et de la normale en un point de
l’ellipse. — LE POINT, OU LA TANGENTE RENCONTRE UN DES AXES
PROLONGÉS, EST INDÉPENDANT DE LA GRANDEUR DE l’aUTRE AXE.
CONSTRUCTION DB LA TANGENTE EN UN POINT DE.L’ELUPSE AU MOTEN . DE CETTE PROPRIÉTÉ.
Soit
ay + b'x'— a'b' = 0,
l’équation d’une ellipse. Les dérivées du premier membre par rapport à x et par rapport à y sont ih'x et 2a’t/ ; il s’ensuit (n° 120) que le coefficient angulaire de la tangente au 26*x' b*x'
point [x', y') est — ou - — — , et que celui de la normale 2a’u ’i bV n
est ; d’après cela l’équation de la tangente sera : y — y =c — —,(xr-x')
a aty'\ - ‘ ,
et celle de la normale :
La valeur absolue du coefficient angulaire — ^^7 croit
de zéro à l’infini, quand le point [x', y') situé d’abord sur l’axe des y, s‘en éloigne pour venir se placer sur l’axe des x. On en conclut que la tangente, en un quelconque des quatre sommets, est perpendiculaire à l’axe qui passe par ce soirimet: - L’équation de la tangente peut s’écrire : ‘ .
a'y'y -(- b'x’x = «y* -j- b!x’’ ; ou , à cause de ay* + è’x'1 = a’fc’ ,
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a'yfy + b,x'x = a* b*.
Sll’on y fait successivement y = 0, puis <r=0, il vient :
xx = a’
d’où I=ï>
puis
ÿty=b*, d’où
■,mT
— est l’abscisse du point où la tangente coupe l’axe des
sç.
.ÿ, cette abscisse ne dépend pas de la grandeur de b-, de
même l’ordonnée —, du point où la tangente coupe l'axe
des y, ne dépend pas de la grandeur de o. Il résulte de là que, si l’on considère me série $ ellipses ayant un axe commun, que l’on mène une perpendiculaire à cet axe et que, par les points où cette perpendiculaire coupe chaque ellipse, on mène des tangentes à cette ellipse ; toutes ces tangentes iront concourir en un même point du prolongement de l’axe commun. 157, Le théreomè que nous venons d’établir donne un
moyen très-simple de construire la tangente à l’çllipse,en unpointdonné de cette courbe. Soient M le
AA' l’un. des axes dé l’ellipse ; décrivons un cercle sur AA' comme diamètre, abaissons . MP perpendiculaire sur AA' et , par le' point îlj.où cette perpendiculaire coupe le cercle, menons à ce cerde la tangente NT; joignons enfin le point M au
flg. ss.
point T, qù NT coupe AA' ; la ligne NT sera la tangente demandée. Cela résulte évidemment de ce , que le cercle, que nous employons, peut être regardé comme une ellipse ayant, avec la proposée, un axe commun.
Remarque. Le même théorème donne un moyen de mener à l’ellipse une tangente par un point extérieur; mais comme nous indiquerons, dans ce qui va suivre, des méthodes plus simples pour cet objet, nous nous bornerons à cette indication.
LES RAYONS VECTEURS, MENES DES FOYERS A UN POINT DE l’ ELLIPSE, FONT AVEC LA TANGENTE EN CE POINT, ET d’üN MÊME CÔTÉ DE
CETTE LIGNE , DES ANGLES ÉGAUX. LA NORMALE DIVISE EN DEUX
PARTIES ÉGALES l’aNGLE DES RAYONS VECTEURS. CETTE PROPRIÉTÉ PEUT SERVIR A MENER UNE TANGENTE A, L’ELLIPSE PAR UN POINT PRIS SUR LA COURBE OU PAR UN POINT EXTERIEUR. . • '
l’équation d’une ellipse rapportée à son centre et à ses axes, # et supposons a> b; soit
‘ . s MT (tig. 86) une tangente
' « qui rencontre le grand axe
T au point T. Si l’on fait
/ N — c=Ja * — 6*, le rayon vec-
\ J teur MF aura pour équa-
deT- tion :
les coordonnées du point T sont y = 0 et x
la distance
DE L'ELLIPSE
de ce point au rayon MF sera donc
ay
ex
ou simplement ~ , puisque l’on a a— — =v,ÿ'î+(a:>— c)*-
L’équation du rayon vecteur MF se déduit de celle de MF en changeant c en — c, d’où il suit que la distance du point
T à MF' a aussi pour valeur^-. On voit par là que le point T
est également distant des deux rayons vecteurs; il est clair qu’il n?est pas dans l’angle de ces rayons ; donc il appartient à la bissectrice de l’angle que forme l’un d’eux avec le prolongement de l’autre; donc la tangente MT. n’est autre chose que cette bissectrice. En d’autres termes, la tangente fait des angles égaux avec les rayons vecteurs du point de contact ; et il en résulte que la normale divise en deux parties égales V angle de ces rayons vectéurs.
139. Le théorème, que nous venons d’étabjir, donne un moyen de mener une tangente à l’ellipse : par un point pris sur la courbe , ou par un point extérieur. »- Supposons d’abord qu’il s’agisse de mener la tangente x. en un point M d’une ellipse -c " (fig, 87). Tirons les rayons vecteurs
MF et MF'; prolongeons l’un d’eux, MF par exemple, d’une quantité ■j MG égale à l’autre , joignons GF' et abaissons du point M la perpendiculaire TMP sur F'G; cette perpendiüg. '87. eulaire sera la tangente demandée.
En effet, le triangle F'MG étant isocèle, la perpendiculaire, abaissée du sommet sur la base, partage l’angle F'MG en deux parties égales ; on a donc FMP = GMP. Mais les angles GM P
ex
et TMF sont égaux comme opposés par le sommet; donc F'MP=FMT, donc MT est tangente.
Remarque. Si l’on'joint le centre O, milieu de FF, au point P qui est le milieu de FG , la droite OP sera parallèle à FG et égale à la moitié de FG, c’est-à-dire à a. 11 résulte de là que la distance du centre de l’ellipse aux pieds des perpendiculaires, abaüsées d’un foyer sur les tangentes, est constante et égale au demi grand axe; ou, en d’autres termes r le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires, abaissées des foyers d’une ellipse sur les tangentes, est la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre. ■ ■ '
140. Proposons-nous maintenant de mener une tangente à l’ellipse par un point T extérieur à la courbe (flg. 88). Supposons pour un moment le problème résolu ; soient TM la tangente demandée et M le point de contact. Tirons les rayons vecteurs MF, MF' et prolongeons l’un d’eux , MF par exemple, d’une
quantité MG égale à l’autre ; joignons ensuite FG, FT ét GT.
La tangente MT, divisant en deux parties égales Fanglo au sommet du triangle isocèle FMG , sera perpendiculaire à GF' et passera • <- par le milieu P de çette ligne;
Og. ». on aura, par suite, TG=.TF';
.d’ailleurs FG = la ; donc té point G peut être déterminé par l’intersection de deux circonférences, l’une. décrite du foyer F comme centre avec le rayon 2 a, l’autre décrite du point donné T comme centre avec le rayon TF'. Le point G étant connu , oa le joindra au foyer F' , et l’on abaissera du point T la perpendiculaire TP sur F'G; cette perpendlcu-» laire sera la tangente demandée , et le point M., où elle rencontre FG , sera le point de contact. • it .
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En effet, oti a, par construction TG = TF', donc TP est perpendiculaire sur le milieu de F’G ; donc MF' = MG, et par conséquent MF -f- MF' = 2a , ce qui prouve déjà que le point M est sur l’ellipse. En second lieu l’angle F'MP=GMP = FMT; donc MT est tangente.
Nous avons vu que le point G est déterminé par l’intersection de deux circonférences ; or deux circonférences se rencontrent généralement en deux points, il y a donc deux solutions, et par le point donné T on peut mener deux tangentes à l’ellipse. Il est facile , en effet , de démontrer que les deux circonférences décrites des points F et T comme centres , avec des râyons égaux à 2a et à TF' respectivement» se rencontrent toujours en deux points, si, comme nous le supposons, le point T estextérieur à l’ellipse Joignons FT; le point T étant extérieur à l’ellipse , on a 2a < TF TF' ; d’ailleurs dans le triangle TFF' on a TF < FF' -j- TF' et, à fortiori, TF <2a + TF'. Cela prouve que nos deux circonférences se rencontrent toujours en deux points, car la distance des centres est moindre que la somme des rayons , èt le plus grand rayon est moindre que la somme du plus petit et de la distance des centres»
Si le point T était sur l’ellipse, on aurait 2a=xTF-f TF'; alors le plus grand rayon serait égal à l’autre augmenté de la distance des centres , et les deux circonférences se toucheraient intérieurement. Dans ce cas il n’y a plus qu’une seule tangente, et l’on retombe sur la construction donnée précédemment.
Si le point T était intérieur à l’ellipse, on aurait 2a > TF-j-TF' ; alors l’un des rayons serait plus grand que l’autre, augmenté de la distance des centres; les deux circonférences seraient intérieures l’une à l’autre, et il n’y aurait plus de tangente.
141. La propriété démontrée au n° 138 fournit encore un , moyen très-simple de mener à l’ellipse une tangente parallèle
à une droite donnée. Soient F et F’ les foyers de l’ellipse (ftg. 89) et CD la droite a laquelle la tangente doit être parallèle. Si le problème était résolu, que PT fût la tangente demandée et M le point de contact; en joignant FM et prenant sur cette direction ug. 89. ' FG=2a, la ligne F’G serait per-
pendiculaire sur TP-et par suite sur CD. Il résulte de là que le point G peut être déterminé par l’intersection de la perpendiculaire, abaissée de F' sur CD, avec la circonférence de rayon 2o et décrite du point F comme centre. Le point G étant connu , op mènera, par le milieu P de GF', la droite PT parallèle à CD; cette parallèle sera la tangente demandée et le point M, où elle rencontrera GF, sera le point de contact.
En effet, joignons MF'; la Jigne PT étant perpendiculaire sur le milieu de GF' par construction, on a GM=F'M; donc MF-f MF'=2a; ce qui prouve déjà que le point M ,est sur l’ellipse. En second lieu l’angle F'MP = GMP == FMT ; donc PT est tangente.
Le point G est déterminé par l'intersection d’une droite et d’up cercle , lesquels se coupent généralement en deux points. Il peut donc y avoir deux solutions; or je dis que les deux solutions ont lieu dans fous les cas , en effet le rayon du cercle 2« est plus grand que FF' et, à fortiori, plus grand que la . distance de son centre F à la droite F'G.
* Remarque. La construction de-la tangente, dans les trois cas que.nous venons d’examiner, ne suppose pas que la courbe soit tracée ; il suffit de' connaître les foyers et la longueur du
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grand axe. Quand on construit une ellipse par points, ii est convenable de mener les tangentes aux points qu'on a déterminés ; elles permettent d’obtenir un déssin plus exact.
* * . *.« : Ié,t: .***,, f *• * • *»
Équation de la tangente parallèle à une droite donnée . 142. Soient
l’équation d’une ellipse, et
y = mx, .
l’équation de la droite à laquelle la . tangente demandée doit être parallèle. Désignons par x' et y' les coordonnées inconniies du point de'contact; l’équation de la tangente sera :
a’y'y -|- h'-x'x — a’b5 ou y :
— bV , b!
et, pour déterminer les inconnues x' et y1, on a les deux équations :
. bV ;
on en tire :
«y’-f b\r'! = asb5; .
aV»
et y' — r
ihva’m’ + b5 =fcya'm*-|-6*
L’équation demandée est donc
yz=mx- j- y Vm’-f-b5.
En donnant successivement au radical le signe -f- et le signe — , on aura les équations des deux tangentes parallèles à la droite donnée.
Remarque. Si l’on considère la quantité m comme susceptible de recevoir toutes les valeurs possibles, lq précédente équation représentera toutes les tangentes à l’ellipse proposée. C’est sous cette forme qu’il convient de prendre les équations des tangentes-, dans les questions où les points de contact ne jouent aucun rôle.
143. Ou peut résoudre la même question par des considérations différentes, et que nous croyons devoir indiquer ici à cause de leur grande généralité. Soit, • . , *
y =. mx t\- n ) '
l’équation d’une sécante de l’ellipse. Si -l’on imagine, que cette sécante se meuve en restant parallèle à elle-même, et de manière que les deux points d’irtterséotion avec la courbe se rapprochent indéfiniment l’un de l’autre, il est évident qu'a la limite la sécante sera tangente; donc, pour que l’équation écrite plus haut représente une tangente, il faiit et il suffit qu’elle n’ait qu’urte seule solution commune aveè l'équation ,
ofy’+6*a^=a*6*, '
de la courbç; cela revient à dire que l’équation , résultant de l’élijnination de y entre les deux équations précédentes, savoir î
(a’ms ■+• 6*)xl -j- ‘ia'mnx -j- o*(n’ 6’) — 0,
doit avoir deux racines égales. En exprimant cette condition , il viènt: .• • '
o*(ns — b *) («’m’-f-è’) ■, •
d’oii l’on tire : '
ti == zfc -|- 6*.
On retrouve ainsi le résultat déjà obtenu.
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Équation de la tangente menée par1 un point extérieur.
Soient
l'équation de l’ellipse donnée, et (x1, y1) le point dojùné, par lequel il s’agit de mener une tangente à la cdurbe. Si le point de contact (x") y") était connu , l’équation de la tangente demandée serait
.ÎHais cette tangente passant parle point donné (a:', y'), on doit avoir identiquement :
et bn a en outre : , • . . • . . '
. a*y"* + b,x",=sa*b*-,
. les deux précédentes équations détermineront x" et y", et le problème sera résolu. Nous n’achevons pas le calcul , parce que nous présenterons tout à l'heure le résultat d’une manière plus simple. Mais les équations, que nous venons d’écrire, vont nous conduire à une conséquence qu’il est important de remarquer. Puisqu’on a l’identité
a*y"y' + b*É"x' = a*bî ,,
il s’ensuit que le point de contact (x", y ") est situé sur la droite qui a pour équation : .
et, comme on peut mener, par le point (x', y'), deux tangentes à l’ellipse, la précédente équation représente la droite qui joint les points de contact de ces tangentes avec la courbe.
Le problème , de menef une tangente à l’ellipse par un point extérieur, se ramène évidemment à construire cette corde de contact qu’on peut obtenir très-simplement, comme on le verra dans la suite de cet ouvrage.
145. Désignons, comme précédemment, par (x', y1) lé points par lequel il faut mener une tangente à l’ellipse; l’équation de cette tangente sera
(1) y = mx + v '«*»»* Hh 6‘ ;
le coefficient angulaire inconnu m devra satisfaire à l’équation de condition • ' • ■ * .
(2) , y' = mx' -f- y a'mt + è* »
oii le radical doit être pris avec le même signe que dans l’équation ({), En éliminant ce radical par le moyen de l’équation (2)j Inéquation (1) peut s’écrire ;
* ■ ' 1 •* \ Af * " *.
En outre, si l’on fait disparaître le radical de l’équation {% celle-ci devient ' . ‘ •*' • *:■
et l’on en tire ’: : *
v • —x'rf±Jà'y''+btx'i—a,b'
ce qui permet d’écrire les équations des deux tangentes demandées.
Remarque. Les deux valeurs de m sont réelles et inégales, si le point est extérieur à l’ellipse, comme on l’a supposé; on a effectivement alors a'y'1 -f- b'x'1 — a’è* > 0 ; les valeurs
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de m sont égales, si le point est sur la courbe; enfin elles sont imaginaires, si le point est dans l’intérieur de la courbe.
Il résulte de là qu’une tangente à l’ellipse n’a aucun point situé dans l’intérieur de la courbe; en d’autres termes, l’ellipse est située tout entière d’un même côté de chacune de ses tangentes:
SONT PARALLÈLES A J.A TANGENTE MENÉE PAR L’EXTRÉMITÉ DE CE DIAMÈTRE
i46. Soit
ay + &V — 0*6* = 0,
l’équation de l’ellipse. Les dérivées du premier membre , parrapport à x et par rapport à y, sont 26’x et 2asy ; par suite le diamètre correspondant aux cordes parallèles, qui ont m pour coefficient angulaire , sera (n° 108)
** * ft * * >
a'my + 6sx = 0 , ou y = — ;
i rm
On voit immédiatement : 1° que tous les diamètres passent par le centre; 2° que toute droite, passant par le centre, est un diamètre; résultats que nous avons déjà obtenus (n° 108). Remarquons encore que, si m' désigne le coefficient angulaire du diamètre correspondant aux cordes dont le coefficient angulaire est m, on a:’, i
arm
ou
mm = —
re-
cette dernière équation exprime la condition pour que les diamètres . '
y — mx,
y = mx
soient conjugués.
147. Soit M(® y') un point quelconque de l’ellipse ; le coefficient angulaire de la tangente en M est — ; celui
du diamètre qui passe par le point M est
ces deux coefficients est — — ; donc les cordes, qu’un diamètre
divise en parties égales , sont parallèles à la tangente menée par l’extrémité de ce diamètre. • ‘ >
Cette propriété fournit un moyen de mener une tangente :
1° par un point'donné sur n , 5 ‘ ^ la courbe, 2° parallèlement
/V à une droite donnée.
x X VN. t° Soit M le point de l’el- -1 , / o\ " / 1 tl‘ üpse (tlg. 90) par lequel il
• ^aot mener tangente.
Menons le diamètre MW et «g. »«. une corde KH parallèle à
MM'; menons ensuite le diamètre NN' conjugué de MM' et qui passe par le milieu de KHj menons enfin MT parallèle c . à NN' : ce sera.; là îan-
, -v J'XJ'x gente demandée,
' ' 2< Soit CD (fig. 01 j 4a
• r r P ditolte donnée, parallèle .à
NT v-1 f là tangente -qu’il fàdt con-
yS' struire; menons une corde
''X- HK parallèle à CD et ti- ‘ rons le diamètre MM', par . Dg. si. le milieu dnHK; roençns
enfin MT et MT parallèles à CD ; ces deux droites seront lés tangentes demandées. •••.’. >•
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CORDES SIMPLEMENT AIRES. ON PEUT , AU MOYEN DES CORDES SUP- PLEMENTAIRES, MENER USE TANGENTE A L’ELLIPSE, PAR UN POINT , DONNÉ SUR LA COURBE , OU PARALLÈLEMENT A UNE DROITE DONNEE.
148. On nomme cordei supplémentaires de l’ellipse deux cordes, qui joighent un point quelconque de la courbe aux extrémités d’un même diamètrè.
Il existe, entre les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires, une relation qu’il est utile de connaître. Soit D'D (fig. 92) un diamètre de l’ellipse
aV-f 6 V = a’6’,
et considérons les deux cordes supplémentaires MD et MD',
qui joignent un point M(x, y) de la courbe aux extrémités du diamètre D'D. Désignons par x' et y' les coordonnées du point D; celles du point D' seront alors — x' et — y'. Cela posé, les coefficients angulaires des cordes MD et MD' sont y — %’ «-(-«'
•Z — TT et — i — ;; leur produit est donc Mais, des
. équations . - • : ,
ay -f 6V=o,6*, ‘ '
192 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, on déduit, par la soustraction.
Donc le produit des coefficients angulaires de deux cordes
supplémentaires est constant et égal à — -j. '
Réciproquement, si le produit des coefficients angulaires de
’ ’ % fi - ' ’ 1 ' • • .
deux cordes MD et MD' ést — - et que ces cordes aient une
extrémité commune M, elles sont supplémentaires. Car, soient m le coefficient angulaire de MD , m! le coefficient angulaire de la corde supplémentaire de MD, menée par lepoint M; on
6* . ;ir •
-aura mm’ = 5; donc m' est. aussi lè coefficient angulaire
de MP'; par suite, MD' est la corde supplémentaire de MD. .
On ferait voir, par un raisonnement semblable, que si deux cordes partent des extrémités d’un même diamètre et que le
produit des coefficients angulaires de ces cordes soit — ces
deux cordes sont supplémentaires.
149. Soient NN' (fig. 93) un diamètre quelconque de l’ellipse et G un point de la courbe; menons les cordes supplémentaires QN, GN', menons ensuite le demiir diamètre OM parallèle à la, corde GN' et, par le point M, la tangente ST à la courbe; je dis que ST ést parallèle à GN:; en effet, le produit flg. 93. des coefficients angulaires de GN
et GN' est égal âu produit des coefficients angulaires de OM
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et de ST ; d’ailleurs OM et GN' ont même coefficient angulaire, donc GN et ST ont aussi même coefficient angulaire, et par suite , sont parallèles.
Ce qui précède fournit un moyen de mener une tangente à l’ellipse par un point pris sur la courbe, ou parallèlement à une droite donnée.
t° Soit M ( fig. 93) le point de la courbe par où il faut mener la tangente; tirons le diamètre OM et une corde quelconque GN' parallèle à ce diamètre ; menons ensuite, par le point N' le diamètre NTf, tirons GN et par le point M menons ST parallèle à GN. Cette ligne sera la tangente demandée.
2° Tirons une corde GN quelconque parallèle à la tangente demandée. Menons le diamètre N'N et joignons GN', menons enfin le diamètre MM’ parallèle à GN' et, par les extrémités de ce diamètre, des parallèles à GN; ces parallèles seront les tangentes demandées.
IHAMÈTHES conjugués.
150. Nous avons vu (n° 146) que toute droite passant par le centre de l’ellipse est un diamètre, et que deux diamètres sont conjugués, lorsque le produit de leurs coefficients angu- 6*
laires est égal à — — ; on peut arriver à ces résultats, en se
plaçant à un autre point de vue qu’il est utile d’indiquer. Effectivement, si l’on rapporte l’ellipse à deux diamètres conjugués quelconques, il est évident que l’équation de la courbe ne renfermera ni le rectangle des variables ni les termes du premier degré; réciproquement, quand l’équation d’une ellipse ne renferme pas les termes dont on vient de parler, les axes, auxquels la courbe est rapportée, sont des diamètres conjugués. On voit, d’après cela, que, pour trouver les
diamètres conjugués de l’ellipse, il suffit de déterminer tous les systèmes d’axes de coordonnées, pour lesquels l’équation de la courbe a la forme:
My! + NV = H.
L’ellipse étant d’abord rapportée à son centre et à ses axes, soit
(1) aY + bVsuW,
son équation. Les formules à employer, pour passer à un système d’axes quelconques ayant même origine que les axes actuels, sont
:r = :r'cosa-f-y'cosa', y = x! sin a -j- y' sin a',
a et a' étant , comme on l’a vu , les angles formés par les nouveaux axes des a: et des y avec l’ancien axe des x. En faisant la substitution et supprimant ensuite les accents dont les coordonnées sont affectées, la nouvelle équation de la courbe sera
(a* sin 'a' 6* cos *a')y* -j- 2 (a* sin a sin a' -f- 6* cos a cos a')xy -j-
(à1 sin ’a -f- 6* cos ’a)x* = a!è!.
Pour que les nouveaux axes soient deux diamètres conjugués , on doit avoir :
a’ sin a sin a -(- 6* cos a cos a' = 0 ;
d’où l’on tire :
(2) tang a tang « = 1 ,
équation qui exprime que le produit des coefficients angulaires de deux diamètres conjugués de l’ellipse, rapportée à
son centre et à ses axes , est ?.
as
DE L’ELLIPSE
Quant à l’équation de la courbe , elle se réduit à (a* sin V -|- 6* cos V)ÿ5 -J- (a! sin sa -)- 6* cos îa)a?* = a’6*.
Désignons par 2a' et 26' les longueurs des deux diamètres conjugués, auxquels la courbe est rapportée; l’équation précédente doit être satisfaite en posant y— 0, x — ± a' ; et x—0, y = ± 6' ; ce qui donne :
° a* sin ’a-f- 6* cos ’ct ° a? sin V 6‘ cos *«' ’
on voit, en outre, que lequationde l’ellipse, rapportée à ses diamètres conjugués , peut s’écrire :
-f- = 1 ou a’y! + 6'*x* = o',6'*.
Elle a la même forme que l’équation relative aux axes.
CORDES SUPPLÉMENTAIRES ET RECIPROQUEMENT. LIMITES DE
l’angle DE DEUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS.
1«H. Soit
asy! -j- 6’x* = a!6’,
l’équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes ; désignons par m et m' les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués; par n et n' ceux de deux cordes supplémentaires ; on a :
mm’ = r et nn = : ,
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mm' — nn.
Si donc ona m = n,on aura en même temps m' = n' ; on conclut de là que : \° étant donnés deux diamètres conjugués, on peut construire deux cordes supplémentaires qui leur soient parallèles et qui aboutissent aux extrémités d’un diamètre quelconque donné ; 2° étant données deux cordes supplémentaires , on peut construire deux diamètres conjugués qui leur soient parallèles.
Remarque. Il est très -important de remarquer que les équations,
mm = et nn =
continuent d’avoir lieu lorsque l’ellipse, o’y’ -f- b'x* = a'b* ,
est rapportée à deux diamètres conjugués quelconques 2 a et 2 b ; on s’en assurera en répétant textuellement les raisonnements que nous avons faits, et qui n’ont à subir aucune modification.
152. Puisque deux diamètres conjugués sont toujours parallèles à deux cordes supplémentaires, terminées aux extrémités d’un diamètre quelconque, la recherche des limites entre lesquelles peut varier l’angle de deux diamètres conjugués, se ramène à la détermination des limites de l’angle des cordes supplémentaires qui aboutissent aux extrémités du grand axe.
Soit
a*y ’ -j- fc’x5 = a’è* ,
l’équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes ;
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les coefficients angulaires des cordes, qui joignent un point M(jî, y) de la courbe aux extrémités A' et A du grand axe, V V
sont — 7 — et — - — ; donc, en désignant par V l’angle A'MA, x-\-a x — a
on aura :
tang V =
2ay
ou, en éliminant x par le moyen de l’équation de la courbe ,
Cette formule indique que l’angle V ne peut être aigu, ce que l’on savait d’avance; elle montre aussi que cet angle est droit lorsque le point M est au sommet A; en effet l’une des cordes est alors le grand axe AA et l’autre corde n’est autre que la tangente à l’ellipse en A. Enfin , si le point M se meut sur l’ellipse de A en A', l’angle obtus V va d’abord en augmentant , jusqu’à ce que le point M vienne se placer sur le petit axe; il diminue ensuite jusqu’à 90°, en repassant par les mêmes valeurs. Les cordes supplémentaires, qui font le plus grand angle obtus, sont donc celles qui joignent les extrémités du grand axe à l’une des extrémités du petit. Par conséquent on aura les diamètres conjugués, faisant entre eux l’angle obtus maximum ou l’angle aigu minimum , en menant par le centre deux parallèles aux cordes dont il vient d’être question. 11 est évident que ces diamètres sont les diagonales du rectangle circonscrit à l’ellipse et qui est formé par les tangentes menées aux quatre sommets ; le coef-
ticient angulaire de l’un de ces diamètres est -f- - et celui
de l’autre diamètre .
153. Le théorème démontré au n° 151 permet encore de construire deux diamètres conjugués d’une ellipse, qui fassent entre eux un angle donné. Il suflit, effectivement, pour résoudre le problème, de construire un segment capable de l’angle donné sur un des diamètres de l’ellipse. En joignant les extrémités de ce diamètre à l’un des points où la courbe rencontre le cercle, auquel appartient le segment construit, on aura deux cordes supplémentaires parallèles aux diamètres demandés. La solution s’achève aisément.
IL Y A TOUJOURS DANS UNE ELLIPSE DEUX DIAMETRES CONJUGUES ÉGAUX ENTRE EUX.
Nous avons trouvé (n
a,= ^ et 6,_
a ’ sin ’« -j- b1 cos *a a2 sin -j- 6S cos V
Dans ces formules a et b sont les demi-axes de l’ellipse; a' et b' sont les demi-longueurs de deux diamètres conjugués, qui font, avec l’axe 2 a , les angles a et a' respectivement. Supposons a' = b', on aura :
a“ sin !a -j- 6’ cos -a = a2 sin *a' -j- 6* cos V, d’où l’on déduit :
d’où
sin2« = siuV, et tang2a=tang V,
tanga’ = — tanga;
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nous mettons le signe — , parce que nous savons que tang a et tang a' sont de signes contraires. D’après cela , l’équation, 6*
tang a tang a = — — , montre que les coefficients angulaires
tanga et tanga' sont égaux l’un à ^ et l’autre à — jj.
Nous pouvons conclure, de ce qui précède, qu’il y a toujours dans l’ellipse deux diamètres conjugués égaux; et que ces diamètres sont précisément ceux qui font entre eux l’angle aigu minimum ou l’angle obtus maximum (n° 152).
Les équations obtenues précédemment, savoir
tang a tang a' = — —
a*bs
o1 sin ’a -f- 6S cos aa a* sin V -f 6* cos V
peuvent s’écrire de la manière suivante : sin a sin a' cos a cos a'
sinsa ( cosV 1 _ sin’a' t cos V
Multiplions les équations (2) l’une par l’autre et retranchons, du second membre de l’équation résultante, le carré du premier membre de l’équation (1) ; il viendra :
1 sin ’(a' — a)
En désignant par 0 l’angle des diamètres conjugués 2a' et 26', on a :
et l’équation précédente donne :
a'6'sin0=a6 ou 4«'6' sin 0 = \ab ;
ce qui démontre que le parallélogramme, construit sur deux diamètres conjugués, est égal au rectangle des axes.
En second lieu, si l’on ajoute les équations (2) après les avoir multipliées respectivement par sin* a' et sin’ a, puis par cos2 3' et cos’a , il vient, en ayant égard à l’équation (1) ,
sin V a'*
cosV
sin *3 6'*
COS *3 sin* (a' — a)
ou
a'* sin ’a + 6'* sin V = a'* COS ’a -j- 6'* COS ’a' =
q'’6'»sini(g'— a) a’
a'1 6'* sin’ (a — a) 6*
En ajoutant ces équations , il vient :
ce qui démontre que la somme des carrés de deux diamètres conjugués est égale à la somme des carrés des axes.
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CONSTRUIRE UNE ELLIPSE, CONNAISSANT DEUX DIAMÈTRES CONJUGUES
et l’angle qu’ils font entre eux.
156. Soient 2 a' et 26’ les longueurs des diamètres conjugués donnés, 8 leur angle; 2a et 26 les longueurs inconnues des axes ; on a :
, 2a6 = 2a'6' sinO.
Ajoutant ces équations et retranchant ensuite la seconde de la première , il vient :
(a -f 6)* = a* + 6’3 + 2a'6' sin 0 ,
(a — &)* = a'1 + 6” — 2a'6' sin 8 ;
d’où
a -f- 6 + b'1 + 2a'6' sin 0 ,
a — 6 =<Ja'* + 6’s — 2a'6' sin 8.
On voit que a + 6 est le troisième côté du triangle, dont les deux premiers côtés sont a' et 6' et forment un angle égal à 90“ + 0; pareillement a — 6 est le troisième côté du triangle, dont les deux premiers côtés sont a' et 6' et forment un angle égal à 90° — 8; on est ainsi conduit à la construction suivante. Traçons deux lignes A'A, BB' faisant entre elles l’angle donné 0 (fig. 94) et ug qui se coupent en O; prenons
OA— OA’— o', OB=OB'=6'; abaissons BP perpendiculaire sur AA' et prenons, sur cette ligne, BC = BD = a'; joignons OC
et <)D; enfin, du point O comme centre et d’un rayon égal à OD, décrivons une circonférence qui coupe OC aux points E et F. Je dis que CF et CE seront les axes de l’ellipse demandée , qu’on pourra, dès lors, construire par points, ainsi qu’on l’a indiqué (n“ 430, 131); en effet, les angles CBO et DUO sont évidemment 90° + 0 et 90° — 0; donc les triangles CliO et DBO donnent :
CO=\/a',+ù',+2a'6'sinO et DO=y,a'J+6's — 2a'6'sin8, ou
CO=a+ù, IK>= a — 6;
on a ensuite:
CF = CO + 1)0 = 2a et CE = CO — DO = 26.
Autre manière de présenter quelques-uns des résultats qui précèdent.
157. Soit une ellipse (fig. 95) rapportée à ses axes et y | ayant pour équation .
(1) a’y* -\-hix* = atb*.
SoientOMetOM'deux diamètres conjugués quelconques; désignons par x‘ et y’ les coordonnées de l’un des points M, où l’un des diamètres rencontre la courbe ; on peut évidemment, sans altérer la généralité , supposer que x' et y' soient positives. Cela posé, l’équation du diamètre OM sera :
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l’équation du diamètre conjugué 0M' sera :
tfx'
Les points d’intersection de ce second diamètre avec la courbe
auront pour coordonnées ± et dr — ; en particulier, si M'
est celui de ces deux points dont l’ordonnée est positive, on aura, en désignant par a: et y ses coordonnées.
ay' , bx'
on déduit de là, en premier lieu,
En ajoutant , il vient :
ou , en désignant par a' et b1 les demi-longueurs OM et OM' des diamètres conjugués ,
On déduit encore des équations (2) : .
xy——x 'y',
ce qui prouve que les triangles MOP, M'OP' sont équivalents et que leur somme est égale hx'y'. Mais le triangle MOM', qui
est la huitième partie du parallélogramme construit sur les diamètres conjugués, est égal au trapèze MM' PT diminué des deux triangles MOP, M'OP' ; on aura donc , en désignant par P l’aire de ce parallélogramme ,
ÿp=^(y+y')(*'— *)— *y=|
d’où
on retrouve ainsi, de la manière la plus simple, les deux théorèmes du n° 155.
Menons par le point M (lig. 95) la tangente à l’ellipse;
soient S et T les points où cette tangente coupe les axes; les triangles MTP et M'P’O étant semblables, leurs surfaces sont entre elles comme les carrés des côtés homologues MT et M'O; on a donc :
MT* _ MTP MTP MT)* ~ M'P'O _ MPO
Mais les triangles MTP et MPO, qui ont même hauteur, sont entre eux comme leurs bases; donc :
. d’où
MO
le cercle dé-
crit sur ST, comme diamètre, passera évidemment par le point O et par le point L. Or ce cercle peut être construit, si l’on connaît seulement les diamètres conjugués OM et OM’ de grandeur et de position ; en effet , le centre du cercle , dont il s’agit, est sur la perpendiculaire menée à OL par son milieu , et il est aussi sur la ligne ST qui est connue , puisque cette ligne est parallèle à OM' ; de plus , le cercle passe par le point O. Ce cercle une fois construit, on connaîtra les points S et T, où il coupe la ligne ST et, par suite, on aura les directions des axes OS et OT de l’ellipse dont on ne connaissait que les diamètres conjugués OM et OM'.
Nous allons montrer maintenant comment on peut trouver les grandeurs de ces axes. Menons , par le point M , la droite RH perpendiculaire à ST, et soient K et H les points où elle, rencontre le cercle décrit sur ST comme diamètre ; on aura :
MH‘ — MK* == MS X MT = M'O* ;
donc
MH = MK = M'O.
Cela posé , les triangles ROM et HOM donnent , en désignant par 8 l’angle MOM' :
ÔKS = ÔM* + OM7* -f 20M X OM' sine ,
ÔH’ = OM* + OM7’ — 20M X OM' sin 8 ;
or
ÔM* + OM'* = a* + b! ,
OMxOM' sin 0 = ab
donc
ÔK* = (a 4- by
et
OH = (a — by ,
ou
OK = a -f 6
et
OH = a — 6 ,
d’où
2a = OK + OH
et
OK — OH
Remarque. Le diamètre ST, perpendiculaire à la corde KH, divise l’arc qu’elle sous-tend en deux parties égales ; d’où il résulte que l’axe AA' est la bissectrice de l’angle KOH.
EXPRESSION DE l’aIRE DE l’EIXIPSE, EN FONCTION DES LONGUEURS DE SES AXES.
Dérivée de l’aire d’une courbe rapportée à des coordonnées rectilignes.
Soit CMN une portion d’une courbe rapportée à deux
axes rectilignes Cto? et Oy, faisant entre eux un angle quelconque 6 (fig. 96) ; soit CM un arc de cette courbe, situé tout entier d’un même côté de l’axe des x. Nous considérerons le point C comme fixe, et le point M comme mobile sur la courbe, en sorte que l’ordonnée y de ce dernier sera une
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fonction de l’abscisse x définie par l’équation même de la courbe. Cela posé, si l’on mène les ordonnées CD et MP, l’aire du trapèze curviligne CDPM sera une nouvelle fonction de l’abscisse x ; nous nous proposons de trouver la dérivée de cette aire. Supposons que le point M se déplace sur la courbe et vienne occuper la position N dont nous désignerons les coordonnées par x-\-h et y -f-fc; l’aire CDPM , que nous représenterons par m, prendra un accroissement a représenté sur la figure par MPQN, et la dérivée m' de u sera égale à la
Or on peut supposer le point N assez près de M, pour que l’ordonnée de la courbe soit constamment décroissante ou constamment croissante de x=OP à x = OQ ; alors, si l’on mène MH et NI parallèles à Ox , il est évident que l’aire a sera comprise entre les aires des parallélogrammes MPQH et IPQN, c’est-à-dire comprise entre yàsinfl et (y-\-k)h sin G.
Le rapport - sera donc compris entre
y sin 0 et y sin 0 -f- k sin O.
Or à la limite, pour h = 0, on a aussi Asin0 = O; donc u'=ysin 0;
ce qui montre que la dérivée de l’aire considérée est égale au produit de l’ordonnée mobile par le sinus de l’angle des axes.
Remarque. Dans le cas des axes rectangulaires, on a sin 0 = \ et par suite :
Détermination de l'aire d’une courbe rapportée à deux axes rectilignes.
159. Supposons maintenant qu’il s’agisse d’évaluer l’aire u (fig. 96), dont il a été question au numéro précédent. Nous avons :
«' = y sin 6 ;
y est une fonction connue de l’abscisse x ; désignons-la par f[x) et supposons qu’on sache trouver une fonction F(x) ayant pour dérivée f(x) sin 9; on aura alors u' = F'(x). Les fonctions u et F(«) , ayant leurs dérivées égales, ne peuvent différer que par une constante; donc, en désignant par G cette constante , on aura :
u = F(ar) + C.
Il s’agit maintenant de déterminer la constante : désignons par a l’abscisse du point C ; l’aire u doit être nulle pour x = a ; on a donc :
0=F(a) + C d’où C = — F(a), et par suite
Remarque. Cette méthode générale est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers; on en verra des exemples dans les applications que nous en ferons.
Aire de l’ellipse.
160. Considérons une ellipse, dont le grand axe AA'= 2 a et le petit axe BB'=26 (fig. 97); et proposons-nous d’abord d’évaluer l’aire CDMP comprise entre l’arc CM, le grand
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axe A'A et les ordonnées CD, PM, perpendiculaires au grand
axe. Prolongeons les ordonnées CD, MP jusqu’àleur rencontre en Cj, M, avec la circonférence décrite sur A'A comme diamètre. Si l’on considère le point D comme fixe x et le point P comme variable, qu’on dénote par y et y, les ordonnées MP, M,P de l’ellipse et du cercle, par w et u, les aires CMPD, C,M,PD,
fig. 97.
on aura :
mais t/4 == -y, donc.
Les fonctions u et - u t ont même dérivée , donc elles ne peu-
vent différerque par uüe constante; mais il est évident qu’elles deviennent nnlles en même temps ; . par conséquent la constante est nullé et l’on a:
Ce qui montre que lés aires de l’ellipse et du cercle, comprises entré les mêmes ordonnées, sont entre elles- dans le rapport du petit ajte'au grand; La géométrie élémentaire enseigne à calculer u,, et l’on’ en déduit immédiatement u. , ■ \ ' ;■
Si l’on suppose que les points D et P soient confondus l’un
ÎIO GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, avec A’, l'autre avec A, » se réduit à la demi-ellipse etu, au
demi-cercle ou 5T.a' ; on a donc, en désignant par E l’aire
totale de l’ellipse :
E = - x r.d* = T.ab , a
formule qui fait coDhattre l’aire de l’ellipse entière , en fonction des longueurs de ses axes.
161. Supposons maintenant qu’on veuille obtenir l’aire d’un segment quelconque CAC' d’une ellipse (lig. 98).
Rapportons la courbe h deux diamètres conjugués, dont l’un soit parallèle à la corde CC'. Désignons pâr 2a' et 2è' les longueurs de ces diamètres, et par 0 l’angle qu’ils font entre eux. Menons l'ordonnée MP d’un point quelconque M et cher-, chons d’abord l’aire du trapèze curviligne CDPM . Décrivons une circonférence d’un rayon a' (fig. 911); menons deux diamètres rectangulaires A’,À,, IV ,11, ; prenons 0,D, = RD, 0,P, =OP, et menons enfin les ordonnées D,C,, P,M, perpendiculaires à A', A,. Si l’on désigne par x chacune des abscisses égales OP, O, P, , par y et y , les ordonnées MP et M,P, , par u et «,
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les aires GDPM*CID1‘P1M1, enfin par m' et n\ les dérivées de ces aires, considérées comme fonctions de £•, on aura :
tt'.= y sin 9 , u', = yt;
mais on a :
>1, — Va'! — , y=^v/a'* — = j y**
donc
’ «' =?- sin & x u’, :
les fonctions u et — sin 6 x u, ont taôme dérivée; d’ailleurs
elles s’annulent en môme temps; donc elles sont égaies; ^ on a par suite : - ;
u^-staexu,;
Faire circulaire u, étant connue j on connaîtra aussi Faire d’ellipse u. Si maintenant on suppose que le point M se rapproche indéfiniment du point A, le point M, se rapprochera en même temps du point A, , et l’on aura
CDA = — sin6xC,D,A, ;
on a pareillement :
donc
. CDA — -j sin 0 X .
segraentCÀG’ =• — ginôXsegmentCjAïC,-
Lorsque le point C vient à coïncider avec A , le point G,
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avec A',, le segment d'ellipse devient l'ellipse entière, le segment de cercle, le cercle entier; on a donc, en désignant par E l’aire de l’ellipse, et observant que celle du cercle est
E = -Vsin0x,reo'I=’no'6'sin0 : " ;
or, en désignant par 2a et 26 les axes de l’ellipse, on a a6 = a'6'sin8; on retrouve donc la Formule déjà obtenue s >
E = r.ab. i
EXERCICES
Questions résolues.
162. Question I. Démontrer que le produit des distances des foyers à une tangente est constant et égal au carré du demi petit axe. •„
Soient p et p' les distances des foyers F et F' de l’ellipse.
à une tangente
ôy+iv^****
y —-mx -j-, ÿ aim‘ -f 6! ;
les axes de l’ellipse étant pris pour axes de Coordonnées. Les coordonnées du foyer F sont y =£0 , x == c = yV — 6* ; celles du foyer F' sont y =0, x=— c= — ; on a donc, par les formules connues,
■ jne4- 6S •’ , — «ne + s a*m* + 6!
V ttT-f 1 d’où l’on tire:'
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I. 165. Question II. Démontrer que la projection de la normale, en un point de l’ellipse, sur l’un des deux rayons vecteurs est constante.
-, Soit : , . . . . ■' , . ’ . . 1 '■
oy4-6*xs=o*6\ / •
l’équation d’une ellipse rapportée à ses axes. Soient MN = N • - , la longueur de la iformale
v ; • au point M [x, y) (figi 100)
M et MQ l’ordonnée. L’équa-
. ■ s'I tion de MN est
Cette valeur de X — x est précisément la sous-normale NQ on a d’ailleurs •• -,
Remplaçant o!i/s par' a*b* — ISx* et faisant, comme à l’ordinaire, c’ — ai — b1, il vient :
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ou , en désignant par r et t les rayons vecteurs qui aboutissent aux foyers F et F', -
N i=-yrr'> • 1 ' o
expression remarquable de là longueur de la normale.
Abaissons, des foyers F et F* , FP et FF perpendiculaires sur la tangente en M : et (Résignons par y l’angle que la normale fait avec l’un ou l’autre des deux rayons vecteurs; les - triangles rectangles FMP, FMP' donnent :
FF cos y’
rW
FT
cosy’
d’où rr' =
FPxF'P'
cos* y
Mais on g vu (n° i G?) que FP X F'P' = b* ; donc
rr'— —r et N = — - — .
cos*y • acosy%
Cette dernière équation donne : .
. • Ncosy== — ,
ce qui démontre le théorème énoncé. '. •
164. Question III. Trouver le lieu des sommets des angles droits circonscrits d une ellipse donnée.
Première solution. Rapportons l’ellipse donnée à ses axes, et soit
a y -f- Vx' a= a’F,
son équation. Nous avons vu (n* 142) que, si m est une quantité donnée , l’équation
y = mx + y/a'm' b*,
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représente les deux tangentes qui ont m pour coefficient angulaire , en prenant le radical successivement avec le signe -}et avec le signe — . Mais, si x et y désignent les coordonnées « d’un point donné et’ que m soit considérée comme une indéterminée , la môme équation fera connaître les coefficients angulaires m des tangentes menées à l'ellipse par le point (x,y). En faisant disparaître le radical de l’équation (2), et ordonnant par rapport à m -, elle devient :
(a;1 — fl *)m* — 2 xyrri -{-y1 — b* =0.
Si le point (a*, y) appartient au lieu demandé, le produit des racines de l’équation précédente sera — 4 , et réciproquement. On a donc, dans cette hypothèse, * . .
x ■ — tr
ou
ys-f-xs = os-| -b1.
Le lieu demandé est donc la circonférence, circonscrite au rectangle construit sur les axes de l’ellipse. ' •
Seconde solution. Les tangentes à l’eHipse ,
o3y3 + é’aj* ==’«’é* > -, • . .
qui ont m pour coefficient angulaire, sont toutes deux représentées par l’équation : .
ou
y == mx -f- y«!m4 + b‘,
— 2awn}rf(yr; — <•*)?= 0.
Si l’on change m en — — et que l’on multiplie ensuite l’équation par m3, il vient :
(3) ( x 3 — a2) -{- 2xym -}- (y3 — 63)ma =: 0;
I, 'équation obtenue, en ajoutant les équations (2) et (3), appartiendra à un lieu qui passera par les quatre points oii les droites (2) coupent les droites (3) ; or, celte équation est
ou
fc., • » », .
xi + ni = ai + b\
Elle ne contient pas la variable ni , elle représente donc le lieu demandé.- Y -» '■& /' ' - 1
16o. Question IV. Trouver le lieu d’un point quelconque lié invariablement à une ellipse donnée, qui se meut en restant tangente à deux droites rectangulaires données.
Soient Y'Y et X'X les deux droites rectangulaires données; 2a et 26 les longueurs des axes de l’ellipse donnée; a et p les coordonnées d’un point du plan de l’ellipse, par rapport aux axes de cette courbe. Considérons l’ellipse mobile dans une quelconque de ses positions , et rapportons tout à ses axes y l’équation de la courbe sera
'a-if -\-b'xi = a,b1r, .
celles des deux droites données seront :
• rjil
Les distances du point (a, p) à ces depx droites seront :
P — ma. — y/ aîms-\-bi mp-f-a —
vYn’+ï
Pti
d’ailleurs ces distances ne sont autre chose que les coordon-
afln
* it
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nées du même point, relativement aux droites données prises pour axes ; on peut donc écrire :
P — ma — \ a*raî + 6î _ m(3-[-a— y'as-(-mî64
En éliminant m entre ces équations , on aura une nouvelle équation qui exprimera une relation constante entre les coordonnées d’un point quelconque du lieu; cette équation sera donc celle du lieu demandé.
En particulier, si l’on veut le lieu décrit par le centre de l’ellipse mobile, il faut faire a = 0 , [3 = 0 , et il vient :
X~ Vro’-H ’
y ia' + m'b'
sfrfi -j- I
l’élimination de m se fait immédiatement, en élevant au carré les équations précédentes et ajoutant ensuite ; il Vient ainsi :
équation d’un cercle dont le rayon est y/a* + b’. Ce dernier résultat peut immédiatement se déduire de la solution de la question III.
166. Question V. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires, abaissées d’un point quelconque du plan d’une ellipse sur les tangentes de celte courbe.
Soient
ay + 6V=o,6!,
l’équation de l’ellipse rapportée à ses axes, et a, p les coordonnées du point donné. Les équations d’une tangente et de la perpendiculaire à cette tangente, menée par le point donné.
seront: S '
y = mx -|- -j- 6*,
Les valeurs tic x et de y, qui satisfont à ces deux équations,
sont lesvcoordonnées d’un point. du lieu demandé; on aura donc l’équation de ce lieu, si l’on élimine m entre less deux précédentes. De la première , on tire :
\x% — o*)m* — 2xy»t + ys — b* = 0,
et de la seconde :
<?Le résultat de l’élimination e$t dono :.
(x'-- a*) (x — a)1-jr2xÿ(x — x)(y — P) + (ÿ*— P)»=s 0.
Cette équation'est du quatrième degré, et l’on voit qu’elle
est satisfaite en faisant x — a, y = (ï ; d’où il suit que le 'lieu demandé passe par le point donné. Ce résultat est évident à priôri , dans le cas où le point donné est extérieur à l’ellipse. . Mais il semblerait que le contraire dût avoir lieu, quand le point donné est intérieur à l’ellipse , puisque les tangentes de cette courbe n’ont aucun point dans son intérieur. U est aisé d’expliquer cette circonstance ; effectivement, un môme lieu géométrique peut être défini par diverses propriétés conduisant toutes à la même équation; or il peut arriver que la propriété, par laquelle le lieu a été primitivement défini, soit sujette à des limitations, à des restrictions dont l’analyse ne tient aucun compte et dont, par suite, l’équation est complètement dé-
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v barrassée. En résumé, et ceci est de la plus haute importance, l’équation d’un lieu, défini par une propriété géométrique, peut comprendre mie infinité de points qui n’ont pas la propriété par laquelle le lieu a été défini.
Dans l’exemple que nous traitons et que nous avons choisi pour avoir l’oceasion de présenter les remarques qui pré- • cèdent, le lieu qu’il s’agit de trouver peut être défini par une, autre propriété géométrique. En partant du nouvel énoncé auquel cette deuxième propriété conduit, on reconnaît immédiatement que le lieu demandé doit passer par le point donné. Voici cet énoncé : On mène une tangente à une ellipse donnée et on joint les traces de cette tangente sur les axes de l’ellipse à un point donné; puis on décrit deux cercles qui aient respectivement pour diamètres ces deux droites ; cela posé, on demande de trouver le lieu décrit par les points d’ intersection des deux circonférences , quand la tangente varie.
' Si le point donné est l’un des foyers de l’ellipse, on a < a =. db c, {5 = 0. Dans ce cas, il est aisé de voir que le premier membre de l’équation du lieu est divisible par (x± c)!-f- y* ; supprimant alors ce facteur qui, égalé à zéro, ne donnerait que le foyer, l’équation se réduit au second degré. Mais, dans tout autre cas, l’équation que nous avons obtenue est irréductible. Dans le cas particulier, dont il vient d’être question, le calcul peut être dirigé de manière à ne pas introduire le facteur qu'on doit supprimer ensuite de l’équation finale; en effet, dans ce cas, les équations entre lesquelles il faut éliminer m, sont :
(my-\-x)i=aî — 6*;
en ajoutant il vient : .
2?0 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. y1 + x* — a*.
On retrouve ainsi un résultat déjà obtenu au n° 139.
167. Question VI. Trouver le triangle maximum inscrit dans une ellipse donnée. ,
Soit ABC (fig. 101) le triangle maximum inscrit dans l’ellipse dont les axes sont 2a et 26. La tangente à l’ellipse au point A
est évidemment parallèle au côté opposé BC; car, s’il en était autrement , il y aurait un point de l’ellipse plus éloigné que A de BC; par conséquent le triangle ABC ne serait pas le maximum.
Il s’ensuit que la droite qui joint le sommet A au milieu du côté opposé BC est le diamètre de l’ellipse conjugué de BC. Pour la môme raison, les lignes qui joignent les sommets B et C aux milieux des côtés AC, AB sont des diamètres. Il en résulte que le centre de gravité du triangle ABC doit être le centre même de l’ellipse. Pour construire un pareil triangle, il suffit évidemment de mener un diamètre quelconque AA’, de mener ensuite la corde BC conjuguée de ÀA’ par le milieu D du demi-diamètre OA’; enfin de joindre AB et AC. Nous allons démontrer que tous les triangles ainsi formés sont équivalents, en sorte que chacun d’eux pourra être pris pour le triangle maximum. Soit ABC l’un des triangles formés comme il vient d’être dit ; nous prendrons pour axe des x le diamètre parallèle à BC et pour axe des y le diamètre ÀA'. En désignant par 2a' et 26' les longueurs de ces diamètres conjugués, par 0 leur angle, l’équation de l’ellipse sera :
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celle de la corde BG sera :
par conséquent l’abscisse positive du point C, où la corde BC coupe l’ellipse, sera v' 3 et l’on aura BC == o' ^3 ; on a
’ d’ailleurs AD = - b' et surf ABC = - AD X BC X sin 6 ;
donc
ABC = 7 a1 b' sin 6 X y 1 v 4
ABC = 7 ab \?3.
- Ce qui démontre le résultat annoncé.
Questions à résoudre.
I. Trouver le lieu des projections du centre d’une ellipse sur les cordes qui sont vues du centre- sous un-angle droit."
II. Trouver le lieu des sommets des angles circonscrits à
une ellipse et dont les côtés sont parallèles à' deux diamètres conjugués. : .
III. Par un point M d’une ellipse on mène une tangente, qui coupe aux points G et G' les tangentes menées par les extrémités A et A' du grand axe; et on demande de démonlrer que : 1° le produit AGxÀ’G' est constant et égal au carré du demi-petit axe ; 2° la droite GG' est vue sous un angle droit de chacun des foyers.
IV. Deux ellipses quelconques étant tracées sur un plan
démontrer qu’il y a toujours dans la première deux diamètres conjugués qui sont parallèles à deux diamètres conjugués de , la seconde. • . ' . -
V. Mener à une ellipse donnée une normale telle que la corde interceptée, par la courbe sur cette normale, soit un minimum.
VT. Inscrire à l’ellipse un rectangle de surface donnée. Déduire de la solution le rectangle inscrit maximum.
VII. Circonscrire à l’ellipse un rectangle de surface donnée; en déduire les rectangles circonscrits maximum et minimum. v.
MIL Trouver la plus petite ellipse circonscrite à un triangle donné. .'
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TRANS VERSE
160. L’équation du second degré (n° 113) peut être ramenée , dans le cas de l’hyperbole , à la forme :
My\+N**=H,
où x et y désignent des coordonnées rectangulaires. La quantité — 1MN étant ici positive, on voit que M et N sont de signes contraires. Si H = 0, l’équation proposée, représente le système de deux droites passant par l’origine et qui constitue une variété de l’hyperbole, ainsi que nous en avons fait la remarque^ Ce cas étant mis de côté, on peut toujours supposer que H soit de même signe que le coelticient de x', et, par suite, de signe contraire au coefficient de y! ; car on peut , si on le juge à propos, changer les axes de cordonnées l’un dans l’autre. Pour avoir les points oii la courbe coupe l'axe des x , H faut faire y = 0 et il vient :
Nous désignerons
Si l’on cherchait de môme les points d’intersection avec l’axe des y , il faudrait faire *=0 , et l’on trouverait :
a la valeur de
et l’on aura N=— .
mais cette valeur est imaginaire , et il n
tersection. Nous désignerons par b \J —
eh sorte que l’on aura M = — — .
’y a pas de point d’in- 1 la valeur de y/
En remplaçant M et N par les valeurs écrites plus haut , l’équation de la courbe devient :
ou
C’est sous l’une ou l’autre de ces deux formes que nous la considérerons désormais. On en tire :
La valeur de y n’est réelle que si x est compris entre — co et — a, ou entre -f- a et co. Lorsque x croît de -}- a à -j- o> ou décroît de — a à — oo, la valeur absolue de y croît de zéro à l’infini. Si donc on prend sur l’axe des x (fig. 102) 0A = 0A’=o, l'hyperbole sera formée de quatre branches infinies, dont deux partent de A et les autres de A', comme
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1 indique la figure. Il est évident que l’origine est le centre, et que les axes de coordonnées sont les axes eux-mêmes de la courbe. L’équation (1) ou (2) représente donc une hyperbole rapportée à son centre et à ses axes. L’axe qui rencontre
la courbe est dit axe transverse , l’autre est appelé axe non transverse. La longueur AA' = 2a est la longueur de l’axe transVerse; si, fen outre, on prend, sur l’axe des ;/ j OB=OB— 6, la ligne BB'=26 est dite la longueur de l’axe non transverse. Les extrémités A- et A' de l’axe transverse sont, n° 110, les sommets de l’hyperbble.
Lorsque les axes 2a et 26 sont égaux entre eux , l’hyperbole est dite équilatère.
169, De l’équation (3) on tire :
or, pour un point M quelconque de l’hyperbole, on a (fig. 102)
y=MP, x + a=±A'P, x — a=±AP, donc :
Â'PxAP a*’
d’où il résulte que : le rapport du carré d'une ordonnée, perpendiculaire d l’axe transverse, au produit des segments cor respondants , formés sur cet axe, est une quantité constante
En d’autres termes : les carrés des ordonnées, perpendiculaires à /’ axe transverse , sont entre eux comme les produits des segments correspondants formés sur cet axe.
On voit que cet énoncé n’est autre chose que la traduction géométrique de l’équation de l’hyperbole.
1 70. Soit r la distance OM (fig- 102) du centre de la courbe au point M dont les coordonnées sont a; et y, on aura : '
et, par suite,
d’où
cela montre que la distance du centre à un point, mobile sur l’hyperbole , est minimum lorsque ce point est placé à l’un des sommets , et que cette distance croît indéfiniment à mesure que le point s’éloigne du sommet
171. On nomme points intérieurs de l’hyperbole les points, situés dans l’espace compris entre les branches infinies qui se réunissent à un même sommet; et points extérieurs les points, non compris dans cet espace et non situés sur la courbe.
Il est bon de remarquer que , pour tout point extérieur à l’hyperbole •
on a : . •
et , pour tout point intérieur : * *
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Considérons d’abord le cas d’un point M extérieur. Si la valeur absolue de son abscisse est supérieure à a, il existera un point M' de la courbe ayant même abscisse que le point M et une ordonnée moindre en valeur absolue ; si , au contraire, la valeur absolue de l’abscisse du point M est moindre que a, il existent un point M'" de la courbe ayant même ordonnée que le point M et une abscisse plus grande en valeur absolue; or, pour chaque point de la courbe, o*y4 — -a56s est nul;
donc cette quantité est positive pour le point M. Un raisonnement semblable prouve la deuxième partie du théorème énoncé.
foters et directrices; tangente et normale; diamètres; diamètres CONJUGUÉS ET CORDES SUPPLÉMENTAIRES. CE Qu’oN NOMME
LONGUEUR D’UN DIAMÈTRE QUI NE RENCONTRE PAS L’HYPERBOLE
LES PROPRIÉTÉS DE CES POINTS ET DE CES LIGNES SONT ANALOGUES DANS l’hyperbole ET DANS L’ELLIPSE.
172. L’équation de l’hyperbole, rapportée à ses axes, savoir :
aV— oW,
se déduit de celle de l’ellipse, par le simple changement de b'- en — 62; aussi les raisonnements, par lesquels nous avons établi les diverses propriétés de l’ellipse, peuvent-ils être employés , sauf de légères modifications , pour démontrer les propriétés analogues de Phyperbol
. • ’ ’ -, Foyers. , .
L’équation de la courbe, rapportée à ses axes, étant
soient a et 6 les coordonnées d'un foyer et 3 la distance de ce , foyer au point (x, y) de la courbe , on aura :
d’où, en désignant par lx-\-my-\-n la fonction rationnelle qui exprime 6 ,
S)*— (f« + my + n)'=0.-. . '« .
, On voit, comme au n° 132, qu’on doit avoir 1=0 ou m= 0. Si l’on suppose m=0, 3 sera une fonction linéaire de x seul •, l’équation (2) donne alors :
S*=x* — 2awc -f- <xa + y* — +
en remplaçant y par sa valeur tirée de (1), savoir :
y==- Vx! — «* ,
il vient :
8l = x’— 2ax + a’-}- [x- — o*) — 26 ^ y x* — a’-J- 6! ;
puisque 3 doit être rationnelle, il faut à fortiori que S1 le soit, ce qui exige que l’on ait 6 = 0, ç’est-à-dire que les foyers soient situés sur l’axe desx. L’expression de S’ devient alors ':
8* = __L_ x'—iax + a*— 6* ;
pour que le second membre soit Un carré parfait, il faut et il sutfit que l’on ait :
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d’où l’on tire: - >
a,=as-f-t! et. a = db y/a* -J- bK
Cette valeur de a est toujours réelle; ce qui montre qu’il existe toujours deux foyers, situés sur l’axe transverse à une distance du centre égale à ya*-j- 6V En supposant /=0, On trouverait, par un calcul identique au précédent ,
2 = 0 et 6 = ±y' — a! — 6*;
cette valeur de 6 est imaginaire; par conséquent, l’hyperbole n’a que les deux foyers, situés sur l’axe transverse à une distance du centre égale à y' a1 + 6* , et dont on a précédemment démontré l’existence'. ,•
Si l’on élève sur l’axe transverse, au sommet A, la perpendiculaire AL égale à la moitié de l’axe non transverse, la distance OL sera égale à yV-f 63 et la circonférence, décrite du centre O avec un rayon égal à OL , rencontrera l’axe transverse en deux points F et F' qui seront les foyers de l’hyperbole. La longueur -2c est désignée sous le nom de dis-
tance focale ; le rapport - de la distance focale à l’axe trans-
verse ést l’excentricité do l’hÿperbole.
174. Remplaçant snccessivement a par .+c et par — c dans l’expression de £! et désignant par F et F1 les fçyers de l’hyperbole, on aura (fig. 103);
FM* — , -
d'où Pon tire :
FM = ±(H
Les distances FM, F'M, qu’on nomme rayons vecteurs,
sont des quantités positives ; d’ailleurs ,. lorsque le point M est
situé ‘sur la branche placée du côté des abscisses positives,
ex •
le terme] — est positif et plus grand que a /on ne doit donc
prendre alors que les signes supérieurs; de sorte qu’on a, pour tous les points de cette branche ,
Lorsque le point M est situé sur l'autre branche , le terme
— est négatif, et sa valeur absolue est plus grande que a ,•
on ne doit donc prendre alors que les signes inférieurs; de sorte qu’on a, pour tous les points de cette seconde branche,
FM=— — +a, F'M =z‘~———a.
■je-
En faisant la différence, on trouve, dans le premier cas,
F'M— FM = 2a,
et, dans le second,
FM— F'M =2 a;
ce qui montre que : la différence des rayons vecteurs , menés des foyers à un point quelconque de l’hyperbole, est constante et égale à la longueur de l’axe transverse.
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Il est bon de remarquer que l’hyperbole sépare les points
du plan , dont la différence des rayons vecteurs est inférieure
à la longueur de l’axe transverse, de coux pour lesquels cette différence est plus grande que l’axe transverse ; en d’autres termes, si F et F' sont les foyers d'une hyperbole dont l’axe transverse est 2a (fig. 103), on a, pour tout point P extérieur,
P’ intérieur, F'P'— FP'>2a.
En effet, dans le premier cas, si l’on joint le point F' au point
M où FP rencontre la courbe , le triangle F'PM donnera :
F'P<F'M+PM
retranchant FP de part et d’autre , puis observant que F'M — FMs=2a, il viendra : ; ,
.• FP — FP <2a ; * . <
dans le second cas, le triangle FP'M donnera :
. . FP .<FiT+MP';
retranchant de F'P' les deux membres de cette inégalité, on aurq: * . V. .
FF— FF > 2a.
Remarque. On a supposé les points P et F placés à droite
de l’axe non transverse; s’ils étaient situés à gauche de cet ■
axé, il faudrait prendre les différences des rayons vecteurs en sens contraire. . . '• . • .
173. La propriété démontrée au n° 174 fournit un moyen très-simple de construire par points une hyperbole dont on connaît l’axe transverse et les foyers. •> .
.' Soient en effet F et F' (fig. 103) les foyers et 2 a la longueur donnée de l’axe transverse ; joignant F'F, et prenant,, à partir du point O milieu de oette droite, OA=OA'=a, •les points A et A' seront les sommets de l’hyperbole. En outre, comme la différence des distances d’un même point de la courbe aux deux foyers est égale à A'Â, on voit que si l’une de ces distances est AC , l’autre sera A'C. Si donc on prend-, sur l’axe transverse, un point G quelconque, mais non situé , entre F' et F* puis que l’on décrive, des foyers F et F' comme centres, deux circonférences qui aient respectivement AC et A'C pour rayons, les points d’intersection M et
■ M' appartiendront à l’hyperbole. Les deux circonférences,
dont nous payions, se couperont toujours;. car il est évident que la distance des centres F'F est moindre que la somme des rayons et que chaque rayon est moindre .que la somme de là distance des centrés et de l’autre rayon. En, donnant au point C diverses positions sur le prolongementde F'F, on pourra construire, comme il vient d’être indiqné, autant jdo points qu’on voudra de l’hyperbole. Quand on connaîtra ainsi des points assez nombreux et assez- rapprochés les uns des autres, on les joindra par un trait continu , et une portion de. l’hyperbole sera tracée par points. - .
■ La même propriété permet de tracer l’hyperbole par um mouvement continu. Si, en effet,, après avoir marqué les » foyers F et F', on fixe au foyer F' Ope règle F'M qui puisse
'tourner autour do ce point ; qu’on attache au point M et à. l'autre foyer F les extrémités d’un fil MF d'une longueur telle
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que F'M — FM=2a; puis qu’on tende le fil, en appliquant une portion contre la règle , au moyen d’un style muni d’un crayon ou d’un tire-ligne ; il est clair qu’en faisant glisser le style le long de la règle , l’hyperbole se trouvera décrite par le .'crayon ou le tire-ligne.
Directrices.
Soient M(x,y) un point de l’hyperbole
a* ij1 — = — aïb1 , ■
rapportée à ses axes ; F et F’ (fig. 104) les deüx foyers : on a (n° 174):
FM = — — a , F’M=— +«.
Soient GH et GH’ les droites qui ont pour équations :
ex - ex ;
les droites GH, G 'H' sont dites les directrices de l’hyperbole;
ces directrices, parallèles à l’axe des y, sont à une dis- ' a*
tançe du centre égale à — . On
voit aisément que le rapport des distances d’un point de la courbe au foyer et à la directrice voisine ou correspondante est constant et égal à l’excentricité. *
' - Tangente et normale.
171 Soit / •
l’équation d’une hyperbole • rapportée à ses axes. Les dérivées du premier membre, t par rapport à x et par rapport à y, sont- — 26sx et 2o5y; par suite, le coefficient angulaire de la tangente au point (x', y') est (n“ 117)
2&V, fcV . . . , , , ‘ - a'~!ï j , . .
— t-t ou —7, et celui de la normale est — d après cela, 2 a-y a*y . , • b*x ■
l’équation, <Jo la tangente sera-:
\ b' ai. ■
y-y^Vïl{x~xï
celle de la normale sera r
La valeur absolue du coefficient angulaire —7 décroît
de l’infini à - lorsque le point (x1, y'), placé d’abord à l’uft
des sommets, s’en éloigne indéfiniment; en effet, si l’on
remplace y' par sa valeur - ^x'*— a2 tirée de l’équation
on trouve :
aty'i—b'x'*——a'b\ 6V . b
vy
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pôuræ^oo, cette quantité devient égale àifc la tangente se confond alors avec l’une des deux droites
qui sont précisément,, comme on Je verra plus loin, les asymptotes de l’hyperbole.
En ayapt égard à l’éqiiation •
l’équation de la' tangente, trouvée précédemment , peut s’écrire :
a-y'y — b*x?x= — a- bi.
La tangente divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs menés des foyers au point de contact.
Soient MT (fig. 103) la tangente en M [x', ÿ) à l’hy
. perbole : •
ahj'—b'x'——a'bi,
rapportée à ses axes; T le point où cette tangente rencontre
z . • l’axe transverse. En faisant v,a2 + 6*=e, le rayôn vecteur MF a pour équation :
a . . le point T à pour ordon- - . < née zéro et pour abscisse
flg. 105. .. ' * X
et l’on trouve que sa distance à MF est ~ —
• • * . fffrtë+cr •.
ou simplement ~ , puisque l’on a — — a = (a:'— c)’.
OC * CL
L’équation du rayon vecteur MF' se déduit de celle de MF en changeant c en — c,- d’oii il suit que la distanco du point
T à MF’ a aussi pour valeur Ori voit, par ce qui précède , que le point T est également distant des deux rayons vecteurs; il est ciair que ce point est situé dans l’angle des ■ rayons vecteurs , donc il appartient à la .droite qui divise cet angle en deux parties égales; donc la tangente divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs menés des foyers au point de contact et il en résulte que la normale divise en deux parties égales l’angle formé par l’un de ces rayons avec le prolongement de Vautre. ' . < , ■ .
Le théorème que nous venons d’établir donne un moyen de mener une tangente à l’hyperbole : 1° par un point pris sur la courbe; 2° par un point extérieur; ü° parallèlement à une droite donnée.
179. Supposons d’abord qu’il s’agisse de mener la tangente en un point M d’une hyperbole (fig. 106). Tirons les rayons vecteurs MF et MF' ; prenons sur le plus grand, MF' et à partir du point M une- longueur MK— MF, tirons KF et abaissons du point M la' perpendiculaire MIT sur KF , cette perpendiculaire sera h» tangente demandée.
-En effet, le triangle MKF. étant isocèle , la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base partage l’angle KMFen deux parties égales; on a donc KMT = TMF ; donc MT est tangente. , . . .
Remarque _ Si l’on joint le centre O milieu de FF au point I
ex
■Xr..
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tjui est le milieu de KF, la droite 01 sera parallèle à FK et égale à la moitié deF'K, c’est-à-dire à a. 11 résulte de là que la distance du centre de l’hyperbole aux pieds des perpendiculaires, abaissées d’un foyer sur tes tangentes, est constante et égale au demi-axe transver st ,• ou, en d’autres termes, le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires, abaissées des foyers d'une hyperbole sur les tangentes , est la circonférence décrite sur l’axe transverse comme diamètre.
‘180. Proposons-nous maintenant de mener une tangente
à l’hyperbole par un point H extérieur à la courbe (fig. 406).
Supposons pour un moment le problème résolu ; soit HMT la tangente' demandée et M le point de çontact. Tirons les rayons vecteurs MF et MF' et prenons sur le plus grand MF', à partir du point M, MK=MF ; fl'g- 106. tirons ensuite KF , HK et HF.
La tangente HMT , divisant en deux parties égales l’angle au sommet du triangle isocèle KM F , cette ligne sera perpendiculaire à KF et passera par le milieu I de KF ; on aura, par suite, HK = HF ç d’ailleurs FK— 2a; donc le point K peut être déterminé par l’intersection . de deux circonférences, l’une décrite du foyer F comme centre avec le rayon 2a, l’autre décrite du- point donné H comme centre avec. le rayon I1F. Le point K étant connu, oh le joindra au foyer F, et l’on abaissera du point H la perpendiculaire III sur KF ; cette perpendiculaire sera la tangente demandée , et le point M, où elle. rencontre F'K prolongée, sera le point de contact. En effet, on a, par construction , 11K=HF ; donc Hl est perpendiculaire sur le milieu de KF ; donc MK = MF et par
coiiséquent MF' — MF=2a, ce qui prouve déjà que le point M est sur l’hfperbole. En second lieu, l’angle FMI = IMF ; donc HM est tangente.
Nous avons vu que le point K est déterminé par l’intersection de deux circonférences ; or deux circonférences se' rencontrent généralement en deux points, il y* a donc deux solutions et, parle point donné T, on peut mener deux tangentes à l'hyperbole;. il est facile , en effet, dé démontrer que les deux circonférences , décrites des points F' et H comme, centres gvec des rayons égaux respectivement à 2a et à HF, se rencontrent toujours en deux points, si, comme nous le supposons, le point H est extérieur à l’hyperbole. • Joignons F'H; le point H étant extérieur à l’hyperbole, supposons FH > FH , on a (n° f 7.4) F H — FH < 2a , d’où l’on tire F'H <; 2a -f FH ; on a d’ailleurs, dans le triangle HFF, FF' < F'H Fl J ; donc on aura toujours 2a < F'H -f- FH.
Cela prouve que. nos deux circonférences se rencontrent toujours en deux points, car ia distance des centrés est moindre que la somme des rayons, et chaque rayon est moindre que la somme de. l’autre rayon et de la dislance dés centres.
Si le point H était sur l’hyperbole, on aurait F'H— FH=2a; ou FH = 2a-(-FH; alors la distance des centres serait égale à la somme dés rayons , et les deux circonférences se toucheraient extérieurement. Dans ce cas, il n’y a plus qu’une seule tangente' et Ton retombe sur la construction donnée précédemment. . . .. .
Si le point H était intérieur à l’hyperbole , on aurait F'H — FH>2«, ou Fdl> Sa-f-FlI, alors la distance- des centres serait plus grande que la somme des rayons ; les deux . circonférences seraient extérieures l’une à l’autre, et il n’y aurait plus dé tangente. ’’
La propriété démontrée au n° 178 fournit encore un
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moyen trè^-simple de^aener à l’hyperbole une tangente parallèle à une droite flonnée, Soient F et F' les foyers de l’hyperbole (tig. 107 ) et CD la droite à laquelle la tangente doit être parallèle.
Si le problème était résolu, et que IT fût la tangente demandée, et M le point de contact, en joignant F M et prenant sur cette direction F'K.==2a, la ligne FK serait perpendiculaire sur 1T et par suite sur CD. Il résulte de là que le point K peut êtrt^déterminé par l’intersection de la perpendiculaire, abaissée de F sur CD, avec la circonférence de rayon 2a et décrite dii point F' comme centre. Le point K étant connu; on lé joindra au point F, et pqr le milieu I de FK on mènera IT parallèle à CD ; cette parallèle sera la tangente demandée et le point M, où elle rencontrera F’K prolongée , sera le point de contact. En effet joignons MF ; la droite IT étant perpendiculaire sur le milieu de KF par construction , on a KM = MF, donc FM FM = 2a ; ce qui prouve déjà que Iç point M 'est sur l'hyperbole. En second lieu.; l'angle FMI = IMF ; donc 'IT est tangente.
Le point K est déterminé par l’intersection d’une droite, et d’une circonférence , lesquels se coupent généralement en deux points ; il est-facile de voir que si la droite CD fait avec l’axe transverse un angle plus grand que Célui dont la
tangente est -f- - oû un angle moindre que celui dont la tan-
gente est , la droite et la circonférence se rencontrent en
deux points et on peut mener deux tangentes parallèles à la droite donnée; si la droite CD fait avec l’axe transverse lui
angle ayant pour tangente zfc la droite CD touche la circonférence et on ne peut mener qu’une seule tangente à l’hyperbole; enfin si l’angle, que la droite CD fait avec l’axe
transverse, est moindre que l’angle dont la tangente est ^
ou plus grand que celui dont la tangerite est — - , la droite
CD et la circonférence ne se rencontrent pas et on ne peut mener aucunp tangente.
Remarque. La construction de la tangente, dans leS trois cas que nous venons d’examiner, ne suppose pas que la courbe soit tracée ; il suffit de connaître les foyers et la longueur de l’axe transverse.
Équation de la tangente menée parallèlement à une droite donnée.
Soient
l’équation de la courbe et •- ' ■
y z=mx ;
l’équation de la droite à laquelle la tangente demandée doit . ‘être parallèle; un calcul identique à ceux que nous avons développés n°* 1 42 et 143 conduit à l’équation suivante :
y = jna:;±z \a,tni — 6V
t binitized bv.é'.i
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En donnant successivement au radical le signe -f- et le signe — , on aura les équations des deux tangentes parallèles à la droite donnée.
On reconnaît immédiatement que le problème n’est possible, que si l’on a atm> — 6*i>0; c’est-à-dire si la valeur
absolue de m est plus petite que -. On retrouve ainsi la condition déjà obtenûe au n° 181. . _
Remarque. En considérant m comme susceptible de recevoir toutes les valeurs possibles, satisfaisant à cette condition, la précédente équation représente toutes les tangentes à l’hyperbole proposée. C’est sous cette forme qu’il faut prendre les équations des tangentes dans les questions où les points de contact ne jouent auèun rôle*
Équation de la tangente menée par un point . extérieur donné. •' • •
Soient ■■ -J
(1) . . : aV— b*x*=ï— a'V, ■' ...
l’équation de l’hyperbole et [x‘, y') le point donné, par lequel il s’agit de mener une tangente; si le point de contact (x",y")
était connu, l’équation de la tangente serait :
en sorte qu’il suffit de trouvera;'' et y" ; or la tangente devant passer par le point (àr', y'), on a •" '
(3) aly"y'—rb’-xl'x'= — aa6s; . •
■ ’ • ta
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(4) ayt — b,x"' = — a'b';
les deux équations précédentes détermineront les inconnues x", y". L’équation (3) montre que le point de contact inconnu x", y" est situé sur la droite
aYy — bix,X’=— a’ 6* ;
cette dernière équation appartient donc à la droite qui joint les points de contact de la courbe avec les deux tangentes menées par le point donné. • , . • ‘
484. On peut résoudre la même question de la manière suivante :
•.sou v
(4) y == mx -f- y/ a'm' — 6* ,
l’équation d’une des tangentes demandées ; le coefficient angulaire inconnu m devra satisfaire à l’équation
(2) y’ = mx + v'o’m' — 6* ,
où le radical doit être pris avec le même signe que dans l’équation (1) ; en éliminant ce radical par le moyen de l’ équation <2), l’équation (1) peut s’écrire : .
■ ’ y — y’ — tn[x — — x') , •
et si l’on fait disparaître le radical de l’équation (2), celle-ci devient: • • ■ '•
(a?'* — o,)mJ — ±x'y'm-\-{y'i -\-bi) = 0j' on en tire:. > V < \ •
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ce qui permet de former les équations des deux tangentes.
Remarque. Si les deux, valeurs de ni sont réelles et inégales, le point M est extérieur, comme on l’a supposé, et alors on peut mener deux tangentes ; si les valeurs de «i sont égales, le point donné M est sur la courbe, et on ne peut mener qu’une seule tangente; enfin si les valeurs de m sont Imaginaires, le point est dans l’intérieur de la courbe et on ne peut plus mener de tangente. ,
Diamètres. — Diamètres conjugués et cordes supplémentaires.
Soit ■ . ,v
aty*-?-btx> = — o*6*, '. • . ,
l’équation d’une hyperbole. Le diamètre correspondant aux coHesj-.dont le coefficient angulaire est m, a pour équation .(b* 108) : ' • • V* •
a~my — ou . u— x,
et l’on constate immédiatement les propriétés que nous avons établies d’une manière générale ,(n° 108>, savoir: que tous les diamètres passent parle centre et que toute droite qui passe' par le -centre est un diamètre. 11 faut remarquer' le
cas de m = alors le coefficient angulaire du diamètre
est aussi rh-, ce qui senfblerait une contradiction, puis-
qu’ici le diamètre s.e trouvée parallèle à des Cordes qu’il devrait diviser en deux parties égales. Il est aisé d’expliquer cette circonstance , car on peut vérifier que l’un des points
d'intersection de l'hyperbole, avec chacune des cordes dont il s’agit, est situé à l’infini; il doit donc èn être de même du point commun a ces cordes et à leur diamètre. Les deux diamètres particuliers, dont nous venons de parler, ne sont autre chose, comme on le verra plus loin, que les asymptotes de la courbe. ■ ■ • ,
Si m' désigne le coefficient angulaire du diamètre correspondant aux cordes dont le coefficient angulaire est m, on a : .
ou
mm=~;
cette dernière équation exprime la condition pour que les diamètres
ÿ=mx , y = m'x ,
soient conjugués. , ’ . . ‘
Soit M(x',y') un point quelconque de l’hyperbole; te
bV-
coefficient angulaire de la tangente en M est — — ; celui du
diamètre qui passe au point M est — Le produit de ces deux
coefficients est — ; donc la tangente est parallèle aux tordes
que le diamètre, mené au point de contact, divise en deux
parties égales. . .. • • ’ • . ..
Cette propriété fournit , comme pour l’ellipse , un moyen
de mener une tangente : 1“ par un point donné sur la courbe ;
.2° parallèlement à une droite donnée. La solution dé ces
questions étant la même que dans l’ellipse, nous ne nous y ’ ' ' .
arrêterons pas. •
Les diamètres de l’hyperbole
(1) . aV — 6V=— d*bV
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sont dits transverses ou non transverses , suivant qu’ils ren contrent ou ne rencontrent pas l’hyperbole.
Soit - , ■ ' ■
(2) y = mx,~
l’équation d’un diamètre ; on trouve., pour les coordonnées des points communs avec l’hyperbole , " , •
y b- — a m' ■ y o! — a*nr
Ces valeurs sont réelles si m* est moindre que -r, c’est-à-
* Qr -
dire, si m est compris entre — - - et + -. Le diamètre est
donc transverse dans ce cas, il est non transverse dans le cas contraire. Supposons qu’il s’agisse d’un diamètre non transverse, et changeons le signe de la quantité qui est sous le „ radical dans les valeurs de x et de y il viendra :
. ... . , / O'i' ■ . . / aV
(4> *=±Vïw^’ ..»=±”*VS?=r. .
Les deux points représentés par ces équations sont situés sur le diamètre que nous considérons et à égale distance du centre : on les nomme les extrémités du diamètre non transverse, bien qu’ils ne soient pas situés sur la courbe, et leur distance est dite la longueur du diamètre.
Si l’on élève au carré les équations (3) au (4) 'et qu’on ajoute ensuite, on aura le carré de la demi-longueur d’un diamètre transverse ou non trânsverse, dont le coefficient angulaire est ni. On trouve ainsi, pour le carré d’un demi - diamètre
240 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, a’ir*
•transverse (! -f-ni’) n : , et pour le carré d’un detni-
' 6* — am ’
diamètre non transverse ( 1 -f- m4) — — - — — .
am * — b-
On peut trouver aisément la ligne formée par les extrémités des diamètres non transverses. L’équation de cette ligne s’obtiendra évidemment en éliminant m .entre les équations (4); or les équations (!) se déduisent des équations (3) , en changeant o’ en — a! et è* en — b* ; d’ailleurs l’élimination de m entre celles-ci (conduirait à la proposée (l) ; donc l’équation de la ligne, que nous cherchons, peut se déduire immédiatement de, l’équation (1), on faisant le simple changement de a * en — a- et de 6! en — b*; on obtient ainsi:
(5)' ... a’y* — bxx' — a’fc’. . ..
Cette équation représente une hyperbole. Chacune des hyperboles (1) et (5) a pour-axe transverse le non transverse de l’antre ; on peut même ajouter que tous les diamètres non transverses de l’une sont les diamètres transverses -de l’autre. Ces deux hyperboles sont dites conjuguées.
, Remarque. Deux diamètres conjugués de l'hyperhoie sont toujours, l’un transverse et l’autre non transverse; car la rela- . b* . . •
tion j, qui existé entre m et m , montre que la va-
leur absolue de l’un de ces coefficients est toujours moindre que ^ et l'autre plus gronde; sauf le cas de m = m' = - , que nous avons déjà mentionné. *
ilttt. On nomrfie cordes supplémentaires de l’hyperhoie.
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deux cordes MD et MD' (fîg. 108), qui joignent un pqint quelconque de la courbe aux extrémités d’un diamètre transverse. On démontre identiquement, commepour l’ellipse , que deux cordes supplémentaires sont ton- • jours parallèles à deux diamètres conjugués. Cette propriété conduit aussi aux • fl,j. ,0s. mômes conséquences; elle
permet, en particulier, de mener une tangente à l’hyperbolepar un point donné de, la courbe , ou parallèlement à upo droite donnée: mais, la construction étant identique avec'celle qüe nous avons développée dans la théorie de l’ellipse, nous ne, croyons pas devoir nous y arrêter. • .
La considération des cordes supplémentaires donne aussi un moyen do construire deux diamètres conjugués d’une hyperbole qui fassent entre eux ton angle donné; enfin elle permet de trouver les limites de l’angle de deux diamètres conjugués; dans l’hyperbole, l’angle aigu de deux cordes supplémentaires peut varier de zéro à 90°.
De l’hyperbole rapportée à ses diamètres conjugués.
189. On peut obtenir les résultats qui précèdent? en cherchant tous les Systèmes d'axes, pour lesquels l’équation de l’hyperbole ne renferme ni rectangle ni termes du premier degré. Soit ' ' ’. 1
(1) Vy*— 6»i?s=— a'b',
l’équation de l’hyperbole rapportée à ses «xcs. Kemplaçant xt
par rrcosct-f-ycosa', y par irsina+ysina'; posant en outre:
(2) tanga tanga‘= — ,
a’ si n’a— ô’cbs’a’
l’éqaation de la courbe devient :
o’sin’a— 6? cos’a'
ou
a'-y — b'txt= — a'*6'’.
L’équation (2) est nécessaire pour l’évanouissement du rectangle; elle exprime alors la relation entre les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués ; les valeurs de a’’ ét b ’’ sont positives, si l’ob suppose que tanga soit compris b b
entré et -j— — ; alors le diamètre, pris pour nouvel axe
des x, est transverse et son conjugué non transverse. Il est évident que la longueur 2fc' est bien ce que nous avons nommé la longueurdu dikpiètre non transverse, dirigé ici suivant le nouvel axe des y. Par un. calcul semblable à celui que nous avons fait nu sujet de l’ellipse , on déduit des équations (2} et (3) : ,
a'6'sin(a' — a) ab-; ■
Ces équations expriment que :
1” l,é parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est équivalent au rectangle construit sur les axes ;
2° La différence entre lé carré d’un diamètre transverse, et le carré de son conjugué est égale à la différence entée te carréde l’axe transverse et le carré de l’axe non transverse.
Cette dernière propriété montre que deux diamètres conjugués rte sont jamais égaux dans l’hyperbole. U n’y a
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d’exception que pour l’hyperbole équilatère; les axes de celle-ci étant égaux entre eux, deux diamètres conjugués quelconques le sont aussi.
ASYMPTOTES DE É’hYPERBOLE. LES ASYMPTOTES COÏNCIDENT AVEC LES
DIAGONALES DU PARALLÉLOGRAMME FORME SCR DEUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS QUELCONQUES. — LES PORTIONS t’uNE SÉCANTE OU d’uNE TANGENTE, COMPRISES ENTRE L’HYPERBOLE ET SES ASYMPTOTES,
Soit
l’équation d’une hyperbole , rapportée à deux diamètres conjugués qùelconques 2a et 2 b-, on en tire : ’
• (2) y = zh- yV* — aK '
D’après la théorie générale, exposée (n° 123), en aura les asymptotes de la courbe, en extrayant la racine carrée de la quantité a;’ — a* , qui .est sous le radical de l’équation (2), sans avoir égard au reste de l’opération , et en remplaçant ensuite, dans l’équation, ce même radical parla racine obtenue. Cette racine est x ; les deux asymptotes sont donc données par l’équation _ ' , • ■ .
On peut démontrer ce résultat, à posteriori, de la manière la plus simple; désignons en effet par y et y' les ordonnées de deux points, correspondant à une même abscisse x; et appnr-
tenant l’un à l’hyperbole, l’autre à l'une quelconque des droites représentées par l’équation (3) ; on aura :
on voit que si y et y’ sont de mêmes signes, comme on peut le supposer, la différence y' — y sera nulle pour #=±00, car alors y et y' sont tous ' deux infinis. Il- s’ensuit que les droites (3) sont bien asymptotes de l’hyperbole.
La première des équations (3) est satisfaite en posant ïf±«, y = dzb; la seconde est satisfaite en posant -r = rba, y — zp b ; on en déduit que Les asymptotes de l'hyperbole coïncident avec les diagonales du parallélogramme. construit sur deux diamètres conjugués.
Remarque. Dans l’hyperbole équilatère, les équations dès asymptotes sont : ... ' . . . ..
d’où > il résulte que • . ,
Les asymptotes de l’hyperbole équilatère divisent en parties égales les angles formés par deux diamètres conjugués; et, par conséquent, ces asymptotes sont perpendiculaires entre elles.
191. Soit MM' une corde de l’hyperbole (fig. 109); prenons pour axe des y le diamètre parallèle à cette corde, et pour axe des x le diamètre conjugué; l’équatjon de l’hyperbole sera, eh désignant par 2a et 26 les longûeurs des deux diamètres, • ' '*
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d’où l’on tire:
et les équations des asymptotes seront
On a alors évidemment ;
MP=?MP et NP = N’P;
d’où l’on déduit , par soustraction ,
MN = afN’ ;
ce qui prouve que
Les portiohs d’une sécante quelconque, comprises entre L’hyperbole et ses asymptotes , sont égales entre elles.
Remarque I. La propriété que nous venons - d’établir a
évidemment lieu si la corde, interceptée par l’Jiyperbole ;sur la sécante , se réduit à * zéro, auquel cas' la sécante x devient' tangente. On peut, au surplus, donner, pour ce cas, une démonstration di-, recte que le lecteur trouvera aisément lui -même.
Remarque II. Ce qui précède fournit lè moyen de mener une tangente à l’hypèrbole par un. point pris sur la courbe; il suffit, en effet, pour résoudre cette question , , de mener par le point une
droite telle que la portion de cette droite, comprise entre les asymptotes, soit divisée, par ce point, en deux parties égales.
LE RECTANGLE DES PARTIES If’üNE SECANTE, COMPRISES ENTRE CN POINT DE LA COURBE ET LES ASYMPTOTES , EST EGAL AU CARRE DE LA MOITIÉ DU DIAMÈTRE AUQUEL LA SECANTE EST. PARALLÈLE.
192. Soient MM' {Kg. 1 09) une sédfcnte d’une hyperbole; N et N' les points où cette sécante rencontre les asymptotes; 2a et 26 los longueurs des diamètres conjugués, dont l’un est parallèle à MM'. L’équation de l’hyperbole sera
(lj a’//’ — b'.r' — — a*b* , • .
et celle des asymptotes,
en désignant par X et Y les coordonnées des asymptotes. On tire de ces équations - . v
* !/*.= — fa* — a') ,
Si l’on suppose a; = X = 0P, on aura:-
: . .Y*-ÿ*=A*, ‘ ou . ,(Ÿ + sj(Y— .ÿ) = 6», ••
ou enfin v- • -•*; ‘ •! . .1 .
MN'xMN = 6*.. .
Il résulte de là que
Le rectangle des parties- d’une sécante, comprises entre (es asymptotes et un point de la courbe., est égal au carré de là moitié du diamètre, auquel la sécante est parallèle.
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195. Les deux propriétés démontrées aux m* 191 et 192 donnent le moyen de construire une hyperbole, quand on connaît les asymptotes et un point de la courbe.
On peut d’abord construire la courbe par points. Si, en effet, on mène, par le point donné M (fig. 109), une droite quelconque NMN’ qui rencontre en N et N‘ les. asymptotes, > puis que l’on prenne NM'==NM, le point M' appartiendra à l’hyperbole. On pourra obtenir ainsi autant de points qu’on voudra de la cqurbe.
En second lieu, on peut trouver aisément les axes de l’hyperbole; en effet, pour avoir les- directions des axes, il suffit de diviser en deux parties égales les angles formés par les asymptotes ; on aura ensuite la demi-longueur de- l’un . . • des axes, en abaissant du point M unè perpendiculaire sur la direction de l’autre axe, et cherchant ensuite (n° 192) une moyenne, proportionnelle entre les segments de cette perpendiculaire, compris entre les asymptotes et le point donné.
194. Les mêmes propriétés donnent encore une méthode très-simple pour construire une hyperbole, quand on connaît deux diamètres conjugués et l’angle qu’ils font entre eux.
En effet, en menant les diagonales, du parallélogramme construit sur les diamètres conjugués, on aura les asymptotes; connaissant les asymptotes et, deux points de la coHrbe, on pourra la construire par points ou trouver les axes par je moyen indiqué au n° précédent. . ‘ \
forme de l’équation de l’hyperbole rapportée a
SES ^ASYMPTOTES
' 195. Si, par un point quelconque A d’une hyperbole (flg.l LO) on mène les-droites AAI et AN respectivement parallèles aux asymptotes /c 'x, \jy, l’aire-du parallélogramme AAION
sera égale à la huitième partie du rectangle construit sur les
axes. En effet, construisons le parallélogramme CDEF sur les diamètres conjugués A'A et BB'; à cause de AF = AC, on a ON = NF ; par conséquent le parallélogramme AMON est équivalent au triangle OAF qui est le huitième du parallélogramme CDEF et, par conséquent, le huitième du rectangle construit sur les axes.
, • Cette propriété permet dè
trouvçr immédiatement l’équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. -En effet , prenons pour axe des x l’asymptote afx, pour axe dés y l’asymptote y'y, désignons par 6 l'angle yOr, par 2 a et 26 les longueurs des axes; on aura, pour un point. quelconque de la courbe ,
ab
fig. uo.
- xysin8 = * • \ C’est l’équation cherchée. On a :
COS
sm
sin .0 —
1 équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes peut donc s’écrire ; . i .
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La quantité - ' — est désignée, par quelques auteurs, sous ■4
le nom de puissance de l’ hyperbole. ' •
196. On peut résoudre la même question en partant de l’équation 1 .
(i) aîyi — b'x1.— — o!62,
relative aux axes , et en employant les formules de la transformation des coordonnées :
(2) x = x' cos a 4*- y' cos a, y == x' sin a -f- y' sin «' ;
oh a ici cos a =. cos a =. - ; sin et = -
Vo'.+V
et sin et' —
y' as + 6!
: ; les formules (2) deviennent alors :
substituant dans l’équation (i) et mettant ensuite x et y au lieu de x' et y1, il vient : ...
xy = - 4 ■
: Aire de l’hyperbole.
Soif
xy-=ms, • . '
l’éqüation d’une hyperbole rapportée à ses asymptotes, et e
;UG GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. a!b’
•transverse (1 4-ni’) t. r— et pour le carré d’un demi-
diamètre non transverse (1 4-m1) — — ; .
•• ami — 6*
On peut trouver aisément la ligne formée par les extrémités des diamètres non transverses. L’équation de cette ligne s'obtiendra évidemment en éliminant m .entre les équations (4); or les équations (t) se déduisent des équations (3), en changeant a’ en — a5 et 6’ en — 6* ; d’ailleurs l’élimination de m entre celles-ci conduirait à la proposée (!) ; donc l'équation de la ligne, que nous cherchons, peut se déduire immédiatement de l’équation (i), on faisant le simple
changement de a’ en — ar et de b* en > — lr ; on obtient
ainsi:
(5) aY— b'x'^a'b'. k . .
Cetto équation représente nne hyperbole. Chacune des hyperboles (1) et (8) a pour-axe transverse le non transverse de l’autre ; on peut même ajouter que tous les diamètres non transverses de l’une sont les diamètres transverses de l’autre. Ces deux hyperboles sont dites conjuguées.
, Remarque. Deux diamètres conjugués de l’byperboie sont toujours, l’un transverse et l’autre non transverse; car la rela-
• ■ v foi
tion imç -, , qui existé entre m et m' , montre que la valeur absolue de l’un de ces coefficients est toujours moindre
que et l’autre plus grande; sauf le cas de m=? m' = - , que
nous avons déjà mentionné. * '
Iftfl. On Donnée cordes supplémentaires de l’hyperbole.
Digilized by Goosle
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deux cordes MD et MD' (fig. 108), qui joignent un point quelconque de la courbe aux extrémités d’un diamètre transvetse. On démontre identiquement , comme pour l’ellipse, que deux cordes supplémentaires sont toujours parallèles à deux diamètres conjugués. Cette propriété conduit aussi aux • fig. 108 mêmes conséquences; elle
permet, en particulier, de mener une tangente à l’hyperbole par un point donné de, la courbe , ou parallèlement à upc droite donnée: mais, la construction étant identique avec celle, qüe. nous, avons développée dans la théorie de l’ellipse, nous iietcroyons pas devoir nous y arrêter. • •/
La considération des cordes supplémentaires donne aussi un moyen de construire deux diamètres conjugués d’une hyperbole qui fassent entre eux Vin angle donné; enfin elle permet de trquver les limites pe l’angle de deux diamètres conjugués; dans l’hyperbole, l’angle aigu de deux cordes supplémentaires peut varier de zéro à 90*.
De 4' hyperbole rapportée à ses diamètres conjugués.
1119. On peut obtenir les résultats qui précèdent1 en cherchant tous les Systèmes d'axes, pour lesquels l’équation de l’hyperbole ne renferme ni rectangle ni termes du premier degré. Soit ‘ " ' . ' '
(t ) ' a’.!/’ — btxi= — a*6* , -,
l’équation de 1 -hyperbole rapportée à ses axes. Kemplaçant x>
par x cos a -f- y cos a' , y par x sin a -j- y sin a ; posant en outre :
tt1 Cl
tanga tanga = — ,
gl6’
a’ sin5 a — 6’cos’a ’
a!sinV— 6?cosV
l'équation de la courbe devient :
u* xz
ou
L’équation (2) est nécessaire pour l’évanouissement du rectangle ; elle exprime alors la relation entre les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués; les valeurs de à' et b'- sont positives , si l’oti suppose que tang a soit compris ' fe* b *
entre - et -j — ; alors le diamètre , pris pour nouvel axe
des x, est transverse et son conjugué non transverse. 11 est évident que la longueur 26’ est bien ce que nous avons nommé la longueur du diamètre non transverse, dirigé ici suivant le nouvel axe des y. Par un calcul semblable à celui que nous avons fait au sujet de l’ellipse, on déduit des équations (2) et (3) : ,
a b' sin (a' — a) =f= ah ; a'* — b'^a-— b\
Ces équations expriment que :
1° Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est équivalent au rectangle construit sur les axes ;
2° La différence entre le carré d’un diamètre transverse et le carré de son conjugué est égale à la différence entre le carré de l’axe transverse et le carré de l’axe non transverse.
Cette dernière propriété montre que deux diamètres conjugués ne sont jamais égaux dans l’hyperbole. 11 n’y a
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d’exception que pour l’hyperbole équilatère; les axes de celle-ci étant égaux entre eux, deux diamètres conjugués quelconques le sont aussi.
asymptotes de L’hyperbole. — les asymptotes coïncident avec les
Soit
(1) a’ÿ2 — è*.ri = — a*6?
l’équation d’une hyperbole , rapportée à deux diamètres conjugués quelconques 2a et 26 ; on en tire :
D’après la théorie générale, exposée (n° 123), on aura les asymptotes de la courbe , en extrayant la racine carrée de la quantité x% — a*-, qui .est sous le radical de l’équation (2), sains avoir égard au reste de l’opération , et en remplaçant ensuite, dans l’équation, ce môme radical parla racine obtenue. Cette racine est x ; les deux asymptotes sont donc données par l’équation •
On peut démontrer cé résultat, à posteriori, de la manière la plus simple; désignons en effet par y et j/Mes ordonnées de deux points, correspondant à une même abscisse x ,' et appar-
tenant l’un à l’hyperbole, l'autre à l'une quelconque des droites représentées par l’équation (3) ; on aura :
d’où
on voit que si y et ÿ sont de mômes signes, comme on peut le supposer, la différence y' — 'y sera nulle pour a;=±e», car alors y et y’ sont tous' deux infinis. Il' s’ensuit que les droites (3) sont bien asymptotes de l'hyperbole.
La première dés équations (3) est satisfaite en posant x = ± a , y = ±; b ; la seconde est satisfaite en posant -r==±a, y =qr b ; on en déduit que Les asymptotes de l’hyperbole coïncident avec les diagonales du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués.
Remarque. Dans l’hyperbole équilatère, les équations dés asymptotes sont : . -
d’où < il' résulte que ... '. , ,
Les asymptotes de l'hyperbole équilatère divisent en parties égales lei angles formés par deux diamètres conjugués; et, par conséquent, ces asymptotes sont perpendiculaires entre elles.
191. Soit MM' une corde de l’hyperbole (fig. 109); prenons pour axe des y le diamètre parallèle à cette corde, et pour axe des x le diamètre conjugué; l’équatjon deTbyperbole sera, en désignant par 2 a et % les longueurs des deux diamètres, •• " \ ' V. - •
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d’où l’on tire : ,
et les équations des asymptotes seront .
On a alors 'évidemment :
MP=?MT et NP==N'P;
d’où l’on déduit, par soustraction,
MN = AfN' ;
ce qui prouve tjue
Les portions d’une sécante quelconque, comprises entre I- hyperbole et ses asymptotes , sont égales entre elles.
Remarque I. La propriété que nous venons -d’établir a
•évidemment lieu si ,1a corde, interceptée par l’Jiyperbole ;sur la -sécante , se réduit à zéro, auquel cas’ la sécante devient' tangente. On peut, au surplus, dofmer, pour ce cas, une démonstration directe- que le lecteur trouvera aisément lui -même.
Remarque II. Ce qui précède fournit le moyen de mefig. I09. ner une tangente à l’hypèr-
bole par un. point pris sur la courbe; il suffit, en effet, pour résoudre cette question, . de mener par le point une
droite telle que la portion de cette droite, comprise entre les asymptotes, soit divisée, par ce point, en deux parties égales.
LE RECTANGLE des parties d’une sécante, comprises entre un
LA MOITIÉ DU DIAMÈTRE AUQUEL LA SECANTE EST. PARALLÈLE
192. Soient MM' {lig. t09) une séante d’une hyperbole; N et N' les points où cette sécante rencontre les asymptotes; 2a et 26 les longueurs des diamètres conjugués, dont l’un est parallèle à MM'. L’équation de l’hyperbole sera
et celle des asymptotes,
en désignant par X. et Y les coordonnées des asymptotes. On tire de ces équations:' . .
Si l’on suppose ®==X=OP/ on aura:-
Y* — ÿ’==6!, ou .(Y+ÿj(Y-ÿ) = 6*,
ou enfin . ' •
MN'xMN = 6*. .
Il résulte de là que /
Le rectangle des parties- d’une sécante, comprises entre les asymptotes et un point de la courbe., est égal au carré de là moitié du diamètre , auquel la sécante est parallèle.
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195, Les deux propriétés démontrées aux n® 191 et 192 donnent le moyen de construire une hyperbole, quand on connaît les asymptotes et un point de la courbe.
On peut d’abord construire la courbe par points. Si, en effet , on mène , par le point donné M (fig. 109) , une droite quelconque NMN' qui rencontre en N . et N* les. asymptotes, j puis que l’on prenne N'M'=NM, le point M' appartiendra à l’hyperbole. On pourra obtenir ainsi autant de points qu’on voudra de la courbe.
En second lieu, on peut trouver aisément les axes de l’hyperbole; en effet, pour avoir les directions des axes, il suffit de diyiser en deux parties égales les angles formés par les asymptotes ; on aura ensuite la demi-longueur de- l’un . . . des axes, en abaissant du point M unfe perpendiculaire sur la direction de l’autre axe, et cherchant ensuite {n° 192) une moyenne, proportionnelle entre les segments de cette perpendiculaire, compris entre les asymptotes et le point donné.
494. Les mêmes propriétés donnent encore une méthode très-simple pour construire une hyperbole, quand on connaît deux diamètres conjugués et l’angle qu’ils font entre eux.
En effet,' en menant les diagonales, du parallélogramme construit sur les diamètres conjugués, on aura les asymptotes; connaissant les asymptotes et, deux points de la courbe, on pourra la construire par points ou trouver les axes par le moyen indiqué au n° précédent.
forme de l’équation de l’hyperbole rapportée a
SES ASYMPTOTES
‘ 495. Si, par un point quelconque A d’unè hyperbole (fig. 110) op mène les-droites Aj\1 et AN respectivement parallèles aux asymptotes a: jt, y'y, 1 ’aire d u parallélogramme AAÇON
sera égale à la huitième partie du rectangle construit sur les
axes. En effet, construisons le parallélogramme CDEF sur les diamètres conjugués A'A et BR' ; à cause de AF = AC, on a ON = NF ; par conséquent le parallélogramme AMON est équivalent au triangle OAF qui est le huitième du parallélogramme CDEF et, par conséquent le huitième du rectangle construit sur les
axes.
Cette propriété permet dè trouvçr immédiatement l’équation de l’hyperbole ràp- . fig- no. portée à ses asymptotes. En
effet , prenons pour axe des <t 4’asymptote x'x, pour axe dés y l>symptote y'y ; désighous par 9 l’angle yOr , par 2 a et 26 les longueurs des axes; on aura, pour un point quelconque de la courbe , • , •
' xySin6 = — -.
C’est l’équation cherchée. On a :
sm - = — cos C-
’ sifl6-srFw; "
l’équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes peut > donc s’écrire ;
xy —
ÜE L’HYPERBOLE. Î5S
La quantité — ! — est désignée, par quelques auteurs, sous
le nom de puissance de l'hyperbole. • . ;
49(5. On peut résoudre la même question en partant de l’équation • ‘ \ .
(1) oV— b'x'~< — o’6s,
relative aux axés , et en employant les formules de la transformation des coordonnées : '
2) a: = y cos a ■+■*/' cos a’, y — ar'sina-f-j/'sina';
on a ici cos a =. cos a ■ .■ j sin <* ==-
5 vV + ft* '
y a’ -(-tr
et sina' =
; les formules (2) deviennent alors
_ a(af- \-y'\ _ b[y'—x')\
■ v'a’ -f- 6! vV+6’
substituant dans l’équation (4) et mettant ensuite x et y au lieu de x' et y1, il vient :
xy = ——.
' . Aire de l’hyperbole. ■ ,
Soif. j v
. - " xy — ma, .
l’équation d’une hyperbole rapportée à ses asymptotes, et b
l'angle formé par ces asymptotes; soient C et M (fig. lit )
deux points de la courbe, dont le premier sera considéré comme fixe et le second comme mobile. Désignons par a l’abscisse du point C et par x celle du point “ — — M. Soient enfin u l'aire du trapèze CDPM formé par l’axe des x , l’arc CM et les ordonnées de ses
extrémités. L’ordonnée du point M étant —, la dérivée u' de
l’aire u, considérée comme fonction de x, a pour valeur (n° 158)
u — m* sinôx-:
or, si l’on désigne par / les logarithmes népériens, on sait
que la fonction m’sinOx^ a pour dérivée m’sin 0 X - ;
on aura donc (n° 150) :
u = ms sjn 6 x lx — m’ sin 0 X
fig. III.
ou
u = m8siilflXZ-
Cette formule se simplifie dans le cas de l’hyperbole équilatère. On' a alors sin 6 = 1 et, si l’on prend m pour l’unité, tl vient : ' • J :
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Enfin si l’on met le point C au sommet de la courbe, on a a= 1 et, par suite,
■ tt ; u = Ix.
Cette propriété des logarithmes népériens, d’exprimer ainsi l’aire de l’hyperbole, a fait donner à ces logarithmes le nom d 'hyperboliques.
Remarque. Ce qui précède permet de trouver immédiatement l’aire d’un segment hyperbolique ; car cette aire est la différence entre l’aire d’un trapèze rectiligne facile à évaluer et l’aire dont nous venons de nous occuper.
EXERCICES
Questions à résoudre (*)
I. Étant donnée une hyperbole équilatère, on inscrit dans
cette courbe un triangle ABC rectangle en A, et l’on abaisse du point A la ligne AD perpendiculaire sur l’hypoténuse BC; on propose de démontrer que la ligne AD est tangente à la courbe. (Cette question est comprise comme cas particulier dans la première des questions proposées à la fin du chapitre V, page 161.) -
II. Trouver le lieu des sommets des triangles qui ont même base, et dans lesquels la différence des angles à la base est constante.
III. Étant donnée une ellipse ou une hyperbole, on mène
(•) On peut proposer pour l’hyperbole des questions analogues à celles relatives à l’ellipse et qui ont été résolues ou seulement indiquées dans le chapitre précédent. Nous engageons le lecteur à reprendre ici ces questions et à examiner les modifications qu’elles subissent dans le passage de l’ellipse à l'hyperbole.
lî
une corde CD, et on joint les extrémités C et D de cette corde aux extrémités A et A' de l’axe focal. Cela posé, on demande de trouver le lieu décrit par le point d’intersection M des r lignes AC et AD quand la corde CD se meut en restant parallèle à elle-même,
IV. Démontrer que la ligne, qui joint les milieux des diagonales d’un quadrilatère circonscriptible, passe par le centre du cercle inscrit
Indication du mode de démonstration. Deux sommets opposés B et D du quadrilatère sont sur une hyperbole qui a pour foyers les deux autres sommets A et C ; les tangentes en B et D à cette hyperbole se coupent au centre du cercle inscrit dans le quadrilatère. On conclut aisément la démonstration demandée.
V. On donne une ellipse ou une hyperbole dont AA' est l’axe focal et F un foyer. Par le sommet A le plus voisin de ce foyer, on mène une droite quelconque qui rencontre la courbe au point C et on la prolonge d’une quantité CD , telle
que le rapport ^ soit égal au rapport donné — ; puis on
tire les droites A'C et FD qui se rencontrent au point E. Cela posé, on demande la courbe que décrit le point E, quand la droite AD prend toutes les positions possibles autour du sommet A.
VI. Une ellipse et une hyperbole ont mêmes axes; on mène une tangente en un point quelconque de l’hyperbole; puis, par les points de rencontre de cette tangente avec l’ellipse, on mène deux tangentes à l’ellipse qui se rencontrent en un . point Al dont on demande le lieu.
UE U PARABOLE
CHAPITRE VIII
DE LA PARABOLE
Location de la parabole rapportée a soi» axp. et a la tangente AU sommet. — rapport des carrés des ordonnées perpendiculaires A l’axe.
198. On a vu (n° 114) que l’équation du second degré peut être ramenée, dans le cas de la parabole , à la forme
- My* -f- Px = 0 ,
« et y désignant des coordonnées rectangulaires. En pop
sant — — = 2/> , cette équation devient :
'■(«) ÿ’ = 2 px.
C'est sous cette forme que nous la considérerons et nous supposerons p positif ; le cas de p < 0 se ramènerait de suite au cas de p >0, en changeant le sens des abscisses positives. On tire de l’équation (1)
(2) y=± \J~2px.
Ea valeur de y est imaginaire pour toutes les valeurs négative de s; lorsqu’on fait croître x de 4éro à l'infini , la va-
eur de y est réelle et croit de zéro à l’infini ; la parabole
s’étend donc à l’infini à partir de l’origine, et elle est formée de deux arcs OB, OC symétriques par rapport à l’axe des x, comme l’indique la figure 112. L’axe des x est donc un axe de la courbe et l’origine un sommet. La quantité p se nomme le paramètre
irabole.
199. L’équation (1) montre que le rapport du carré de l’ordonnée à l’abscisse est constant; il en résulte que: dans la parabole les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’axe sont entre eux comme les distances du sommet aux pieds de ces ordonnées.
Cette propriété fournit un moyen de construire la parabole par points. En effet, soit OP (fig. 112) une abscisse quelconque; prenons sur Oaj' une longueur OH = 2p et sur HP, comme diamètre, décrivons une circonférence; par le point I , où cette circonférence coupe l’axe Oy , menons une parallèle à Ox; le point M, où cette parallèle rencontre l’ordonnée menée par le point P, appartiendra à la parabole y’ =2 px-, car on a:
MP* = 01* =OHxOP = 2p X OP.
îiOO. On nomme points intérieurs à la parabole les points qui, comme ceux de Taxe Ox, sont renfermés dans la figure formée par la courbe, et points extérieurs tous les autres
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points du plan non situés sur la courbe. Cela posé, pour tout point extérieur à la parabole ,
y’ — 2px=0,
on a:
y* — 2 px> 0,
et , pour tout point intérieur .
y* — 2 px < 0.
Considérons d’abord le cas d’un point M extérieur. Ce point aura la môme abscisse qu’un certain point de la courbe et une ordonnée plus grande en valeur absolue, ou il aura une abscisse négative. Dans les deux cas on a évidemment y! — 2 px > 0i Un raisonnement semblable prouve la deuxième partie du théorème.
FO VER ET DIRECTRICE DE LA PARABOLE. — CHACUN DES POINTS DE LA COURBE EST ÉGALEMENT ELOIGNE DU FOYER ET DE LA DIREC- TRICE.— CONSTRUCTION DE LA PARABOLE.
Soit la parabole
(1} . • y1 = 2px,
rapportée à son axe et à son sommet; nous nous proposons de trouver les foyers qu’elle peut avoir. Soient o, 6 les coordonnées d’un foyer et 3 là distance de ce foyer à un point quelconque M(x,y) de la courbe; on aura :
(2) )* + fc-6)*.
Mais, par définition (n° 132), cette distance 3 peut s’exprimer
2<iï
par une fonction linéaire te -f tny -f « des coordonnées x et y ; on a donc :
s/(x— a)* -f (ÿ — 6)’ = Ix + my -f n ou
(3) (x— 6)* — (te + my + n)*=0.
Cette équation (3), exprimant une relation constante entre les coordonnées de chaque point de la parabole, n’est autre chose que l’équation même de cette courbe; elle doit, par suite, être identique à l’équation (1}. Mais l’équation (1) ne renferme pas le rectangle xy, tandis que dans l’équation (3) ce rectangle existe avec le coefficient — 2/m ; il faut donc que l’on ait lm== 0, c'est-à-dire, 1 = 0 ou m = 0.
Supposons m=0; alors 8 sera une fonction linéaire de x seule. L’équation (2) donne :
S* =xî ~2*x + a1 + ys — 26y + 6! ;
en remplaçant y par sa valeur Urée de (1), savoir ;
il vient:
y = \j $px ,
8* = x5 — 2ax -f + 2 px — - 26 y/2 px + 6*.
Puisque 8 doit être rationnelle, il faut, à fortiori, que 8’ le soit; cela exige que l’on ait 6=0, ç’est-à-dire, que les foyers soient situés sur l’axe des x. L’expression de 8* devient alors :
3* = x*— 2(* — p)x-pa‘;'
pour que le second membre soit un carré , il faut et il suffit que l’on ait:
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d’où l'on tire :
oj
‘ flg. lis.
On trouve ainsi un foyer unique, situé sur l’axe, à une distance du sommet égale à
Il est aisé de voit que l’hypothèse de l ==0 est inadmissible; effectivement 8 serait alors une fonction linéaire de y seul, et d’un autre côté, en rempla-
çant x par — dans l’expression
de î1, cette expression serait du quatrième degré en y , ce qui est évidemment contradictoire.
Si l’on prend sur Ox (fig. i l 3)
une distance ÔF = | , le point F sera le foyer de la parabole y* = 2 px.
Remplaçant « par | dans l’expression de ?*, on aura
FM * = x* +px + £ = (*+!)*•
La distance FM, qu’on nomme rayon vecteur, est une quantité positive; d’ailleurs a: est toujours positif, on a donc :
' FM = #-(-§
Soit DD' (fig. 113) la droite dont l’équation est
!«4 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, la distance MK , du point M à cette droite , a po ur valeur
et par suite , on a :
MK = * + |,
FM = MK.
La droite DD' est dite la directrice de la parabole; cette directrice , parallèle à l’axe des y et extérieure à la parabole,
se trouve placée à une distance du sommet égale à et on
voit que: chacun des points de la parabole est également éloigné du foyer et de la directrice.
205. Il est bon de remarquer que la parabole sépare les points du plan , dont le rayon vecteur est plus grand que la distance à la directrice, de. ceux pour lesquels ce rayon vecteur est moindre que la distance à la directrice, lin d’autres termes, le rayon vecteur d'un point du plan de la parabole est inférieur ou supérieur à la distance de ce point à la directrice, suivant qu’il est intérieur ou extérieur à la courbe.
En effet, soient F le foyer et DD' la directrice d’une parabole (fig. lit); 1° P étant intérieur à la courbe, menons PM N perpendiculaire à la directrice, et soit M le point de rencontre avec la courbe; le triangle FMP donne PF < MP -f- MF , mais MF = MN , donc
PF <PN
IIR. 114.
2° F étant un point extérieur à la courbe, menons NP"M
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perpendiculaire à la directrice, et soit M le point de rencontre avec la courbe; le triangle FMP' donne FM ou MN < PT + P'M , d’où P'F > MN — PM , ou
, 204. La propriété démontrée au n» 202 donne le moyen
de construire aisément autant de points qu’on veut d’une parabole , dont on a le foyer et la directrice.
Soient F le foyer et DD’ la di*rectrice (fig. HS). Abaissons du foyer une perpendiculaire EE' sur la directrice, et soit E le point de rencontre. Il est clair que le milieu S de FE appartient à la parabole et que ce point est le seul qui soit commun à EE' et à la courbe.
Pour avoir d’autres points, soit P un point quelconque de SE'; menons par ce point MM' perpendiculaire à EE', et décrivons, du point F comme centre, une circonférence d’un rayon égal à PE; cette circonférence rencontrera la droite MM' en deux points M et M' qui appartiendront à la parabole. Je dis, d’abord, qu’il y aura rencontre , pourvu que le point P soit situé sur la partie indélinie SE' de la droite EE'; car alors le rayon EP sera plus grand que la distance du centre F à la droite. En second lieu , les points M et M' appartiendront à la courbe; car, pour le point M par exemple, on a FM = EP = MN. On aura de cette manière autant de points qu’on voudra de la parabole.
On peut aussi tracer d’un mouvement continu une por-
fig. 115.
flg. us.
tiotl de parabole aussi étendue qu’on le .veut. Soient
DD' la directrice, F le foyer (fig. fi6), et supposons qu’on veuille tracer la portion de parabole comprise entre la directrice et une parallèle KK', située à une distance de la directrice égale à EH. On prendra une équerre ABC dont un des côtés de l’angle droit AC soit égal à EH; on prendra aussi un fil de même longueur; on fixera l’une des extrémités de ce fil .au foyer F et l’autre extrémité au sommet C de l’équerre; on placera une règle suivant la directrice et l’on appuiera l’équerre sur la règle, de manière que le sommet A soit en E et le sommet C en H. Cela posé, si l’on fait glisser l’équerre de E vers D et que l’on tende le fil par le moyen d’un style appliqué sur CA et muni d’un crayon , la portion SMR de la parabole se trouvera tracée par le crayon. On décrira par le même moyen la portion SK’. Il est aisé de justifier la construction précédente. Considérons en effet l’équerre dans une quelconque de ses positions, et soit M le point occupé par le style; le fil forme la ligne brisée CMF, mais la longueur de ce fil est ËII ou CA, donc
CM + MF = CM + MA ou MF = MA ; donc le point M a décrit une portion de parabole.
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îô:
LA PARASOLS PBl’T ÊTRE CONSIDÉRÉE COMME LA LIMITE u’iNF. ELLIPSE DANS LAQUELLE LF. GRAND AXE AUGMENTE INDÉFINIMENT, TANDIS QHS LA DISTANCE DU NOTER AU SOMMET VOISIN RESTE CONSTANTE.
MOS. Boit
a *;/* + blx * = a'-b ' ,
l’équation d’une ellipse rapportée à ses axes, et supposons o> 6. Si l’on remplace x par x — a, ce qui revient à transporter l’axe des y parallèlement à lui-même à l’un des sommets , l'équation de la courbe devient :
La distance du sommet pris pour origine au foyer le plus
voisin est a — y a1 — b1; supposons que, cette distance restant constante, on fasse croître indéfiniment le grand axe 2a,posons :
6'-pa— T-
d’où
En substituant cette valeur de 6* dans l’équation (2), elle devient : ,
px(îx+p) p*x*
^ 4as ■
tf = -2px — <
Si maintenant on fait croître a indéfiniment, on aura, à la limite, pour a = c*> :
y*=^2 px,
équation qui est celle d’une parabole au paramètre p.
/.a parabole est donc la limite d'une ellipse dont l’axe focal croit indéfiniment, tandis que la distance du foyer au sommet voisin reste constante.
Remarque. L’énoncé qui précède subsiste évidemment, si l’on substitue le mot hyperbole au mot ellipse.
206. On peut présenter d’une manière un peu différente les résultats auxquels nous venons de parvenir. Soit
a*i/! -)- b,xï = aib- ,
l’équation d’une ellipse rapportée, à ses axes. Si l’on met x — a au lieu de x dans l’équation précédente, il viendra : ••
ou. en faisant — = p et , = q :
y’ = ipx + qx'.
Telle est l’équation de l’ellipse, lorsqu’on la rapporte à son grand axe et à la tangente à l’un des sommets. La quanbl «
tité p = — est dite le paramètre de l’ellipse ; il est aisé de voir
que le paramètre est précisément l’ordonnée menée par un des foyers.
Soit de môme '
l’équation d’une hyperbole. Si l’on y met x -f a au lieu de x, il vient : .
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ou , en faisant — = p , — = q, a a
y ' = 2 px + qx\
La quantité p est encore appelée le paramètre de l’hyperbole. D’après ce qui précède , l’équation
y- = 2px -f- qx*
peut représenter l’une quelconque des trois courbes du second degré et cette forme est souvent usitée.
Si q n’est pas nul, l’équation précédente représente une ellipse ou une hyperbole; et, en désignant par a le demi-axe
focal de la courbe, on a q =
il résulte de là que si p
reste constant et que a croisse indéfiniment , on aura à la limite q = 0. On peut donc énoncer le théorème suivant :
La parabole est la limite d'une ellipse ou d'une hyperbole, dont le paramètre reste constant et dont l’axe focal croit indéfiniment.
Soit
y‘ = 2px ,
l’équation d’une parabole. Les dérivées du premier membre par rapport à x et par rapport à y sont — 2/> et 2y ; par suite le coefficient angulaire de la tangente au point (x', y) est
(n° 120) ^ ou £ ; celui de la normale est — ~ D’après cela, l’équation de la tangente sera
celle de la normale sera
La valeur absolue du coefficient angulaire —, décroît de l’in-
fini à zéro, quand le point {x‘, y') , placé d’abord au sommet, s’en éloigne indéfiniment. On en conclut que la tangente ausommet est perpendiculaire à l’axe, et qu’elle tend à devenir parallèle à l’axe, à mesure que le point de contact s’éloigne du sommet
-L’équation de la tangente, que nous venons de trouver, peut s’écrire î
y‘y—y‘‘=px — px‘, ■ ou , à cause de y'‘ = 2 px' ,
y'y=p(x + x')-, si l’on y lait y = 0 , il vient :
ar-{-x' = ü, d’où x — — a:';
cela montre que la tangente rencontre l’axe de la parabole , à une distançe du sommet égale à l’absçjsse du point de contact. La sous-tangente est donc double de cette abscisse. Cette propriété fournit un moyen de construire la tangente,
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lorsqu’on connaît le point de contact. En effet, soienl M
(fig. 117) le point de contact donné, OP son abscisse; si l’on prend du côté des abscisses négatives OT = OP, et qu’on joigne le point M au point T , la droite MT sera la tangente demandée.
L’équation de la normale est
si l’on y fait y — 0, il vient
— ÿ = — — x'), d’où l’on tire x — x' = pi
ce résultat montre que, dans la parabole, la sous-normale est constante et égale au paramètre. On en déduit un moyen de construire la tangente en un point donné M (fig. 117); car, si l’on porte, à partir du pied P de l’ordonnée de ce point, une longueur PN=rp, on aura la normale en joignant le point N au point M ; on obtiendra ensuite aisément la tangente.
VECTEUR MENÉ AU POINT DE CONTACT. MENER, AU MOYEN DE
CETTE PROPRIÉTÉ , UNE TANGENTE A LA PARABOLE : 1° PAR UN POINT SITUÉ SUR LA COURBE; 2° PAR UN POINT EXTÉRIEUR.
808. Soient MT (fig. 117) la tangente en M (x',y'j à la parabole
y! — îpx>
et T le point où cette tangente coupe l’axe; on a vu (n“ 207) que OT=OP; on a donc FM = TF; par suite, le triangle FMT est isocèle et l’angle MTF est égal à l’angle FMT; donc, dans la parabole la tangente fait des angles égaux avec l'axe et avec le rayon vecteur mené au point de contact.
Si l’on tire la droite MH parallèlement à x'x, les angles SMH et MTF seront égaux ; d’où il résulte que la tangente fait des angles égaux avec le rayon vecteur et la parallèle à l’axe, menée par le point de contact. Cette propriété est une conséquence de la propriété de l’ellipse démontrée au n° 138; câr, le centre de l’ellipse étant transporté à l’infini , le rayon vecteur correspondant au second foyer devient parallèle à l’axe.
209. Le théorème que nous venons detablir donne un moyen de mener une tangente à la parabole : 1° par un point pris sur la courbe; 2° par un point extérieur.
1° Supposons d’abord qu’il s’agisse de mener une tangente en un point M d’une parabole (fig. 118). Soient F le foyer et DD' la directrice; joignons MF, abaissons FE perpendiculaire sur DD' , prenons FT = MF et joignons le point T au point M ; la ligne MT sera la tangente demandée.
En effet, le triangle MFT étant isocèle, l’angle TMF=MTF ; donc MT est tangente.
Remarque. Menons, par le point M, la droite PQ perpendiculaire sur la directrice, et joignons FP ; le triangle FMP est isocèle, et la tangente TT partage évidemment l’angle au
tT
Hg. ii*.
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sommet en deux parties égales. 11 s’ensuit qu’elle est perpendiculaire sur PF, et que le point I où elle la rencontre est le milieu de PF ; par conséquent, si du point I on abaisse une perpendiculaire sur EF, cette perpendiculaire passera par le milieu de EF ; ce sera donc la tangente au sommet de la parabole. Il résulte de là que la tangente au sommet de la parabole est le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes à la courbe.
2* Proposons-nous maintenant de mener une tangente r, à la parabole par un point T extérieur à la courbe x y (fig . H 9). Soient F le foyer et
DD' la directrice: si le problème était résolu, que TM — r* fût la tangente demandée et M le point de contact, en abaissant MP perpendiculaire sur la directrice, et joignant PF, PT et TF, la flg- ii». tangente MT serait perpen-
diculaire sur le milieu I de PF, et l’on aurait TP=TF. Il suit de là que le point P est à l’intersection de la directrice et du cercle décrit du point T comme centre avec le rayon TF. Le point P étant connu, on joindra PF, et on mènera PM parallèle à l’axe ; enfin on abaissera TI perpendiculaire sur PF ; cette ligne sera la tangente demandée , et le point M où elle rencontre PM sera le point de contact.
En effet, on a, par construction, TP = TF ; donc la perpendiculaire Tl abaissée sur PF passe par son milieu, donc MP=MF, ce qui prouve que M. est sur la courbe. En second lieu, on a TMF=TMP=?TMQ, donc TM est tangente.
Quand le point T est hors de la parabole, sa distance au
foyer est plus grande que sa distance à la directrice ; donc le cercle TF coupe la directrice en deux points P, P', et il y a deux tangentes. Quand le point T est sur la parabole, sa distance au foyer est égale à sa distance à la directrice ; le cercle TF est tangent à la directrice , et il n’y a qu’une seule tangente. Enfin, quand le point T est intérieur à la parabole, sa distance au foyer est moindre que sa distance à la directrice ; le cercle TF ne rencontre pas la directrice, et il n’y a plus de tangente.
Enfin supposons qu’il s’agisse de mener à la parabole
une tangente, parallèle à une droite donnée CK (fig. 120).
Soient F le foyer et DD' la directrice; si TT' est la tangente demandée et M le point de contact, en abaissant MP perpendiculaire sur la directrice, la droite FP sera perpendiculaire Sur TT', qui la coupera en son milieu 1. Il résulte de là que le point P est à la rencontre de la directrice et de la perpendiculaire abaisséo du foyer sur la droite donnée CK. Le point P étant connu, on mènera, par ce point, PM parallèle à l’axe, puis, par le milieu I de PF, une parallèle à CK; la droite TT ainsi obtenue sera la tangente demandée, et le point on elle rencontrera PM sera le point de contact.
Le problème admet toujours une solution, et n’en admet qu’une seule. Toutefois cette solution disparait dans le cas où la droite donnée est parallèle à l’axe.
Remarque. La construction de la tangente, dans les cas que nous venons d’examiner, ne suppose pas que la courbe
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soit tracée. Il suffit que l’on connaisse le foyer et la directrice.
Équation de la tangente parallèle à une droite donnée. 211. Soient
y’ = 2 px ,
l'équation d’une parabole , et
y=mx,
l’équation do la droite à laquelle la tangente demandée doit être parallèle. Désignons par x' et y' les coordonnées inconnues du point de contact ; l’équation de la tangente sera
y ’» = />(* + *') OU îf=ÿ*+y»
et, pour déterminer les inconnues a;’ et y', on aura les deux équations :
on en tire :
L’équation demandée est donc
On voit qu’il n’existe, dans la parabole, qu'une seule tangente parallèle à une droite donnée.
Remarque /. Si l’on considère la quantité m comme suscep- . tible de recevoir toutes les valeurs possibles, la précédente équation représentera toutes les tangentes à la parabole.
Remarque II. On peut résoudre la même question par les considérations dont nous avons déjà fait usage (n° 143) et qu’il serait superflu de reproduire ici.
Équation de la tangente menée par un point extérieur. 212. Soient
yJ = 2 px,
l’équation de la parabole donnée, et (a:’, y') le point donné, par lequel il s’agit de mener une tangente à la courbe. Si le point de contact (x", y") était connu, l’équation de la tangente demandée serait
Mais, cette tangente passant par le point donné (x',-ÿ) , on doit avoir identiquement :
fy' = p(x' + x"),
et on a en outre :
y"’ = -lpx";
les deux précédentes équations détermineront x". et y", et le problème sera résolu.
Puisqu’on a l'identité
il s’ensuit que le point de contact (x", y") est situé sur la droite qui a pour équation :
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et, comme on peut mener, par le point ( x’,y '), deux tangentes à la parabole, la précédente équation représente la droite qui joint les points de contact de ces tangentes avec la courbe.
Le problème de mener une tangente à la parabole, par un point extérieur, se ramène à construire cette corde de contact qu’on peut obtenir très-simplement, comme on le verra dans la suite.
Désignons, comme précédemment, par le
point par lequel il faut mener une tangente à la parabole ; l’équation de cette tangente sera
(t) y=mx + JL;
le coefficient angulaire inconnu m devra satisfaire à l’équation de condition
y ' = mx' +
et, par suite, l’équation (1) peut s’écrire :
d’autre part, l’équation (2) devient, en faisant disparaître le dénominateur, ‘
2x'mi — 2 y'm -f- p = 0 ,
et l’on en tire :
ce qui permet d’écrire les équations des deux tangentes demandées,
Remarque. Les deux valeurs de m sont réelles et inégales , si le point est extérieur à la parabole, comme on l’a supposé; on a effectivement alors ÿ'* — 2px' > 0; les valeurs de m sont égales, si le point est sur la courbe; enfin elles sont imaginaires, si le point est dans l’intérieur de la courbe, ,
Il résulte de là qu’une tangente à la parabole n’a aucun point situé dans l’intérieur de la courbe ; en d’autres termes , la parabole est située tout entière d’un même côté de chacune de ses tangentes. . •'
DIAMÈTRRS. — LES CORDES QU'UN DIAMÈTRE DIVISE EN DEUX PARTIES ÉGALES SONT PARALLÈLES A LA TANGENTR MENÉE A L’EXTRÉMITÉ DE CE DIAMÈTRE.
Soit
f — 2px = 0,
l’équation de la parabole rapportée à son sommet et, à son axe. Les dérivées du premier membre par rapport à x et par rapport à y sont — 2 p et 2 y ; par suite , le diamètre correspondant aux cordes parallèles, qui ont m pour coefficient angulaire, sera (n° 108) :
2 my — 2p = 0,
oü
On voit immédiatement 1° que tout diamètre est parallèle à l’axe ; 2“ que toute parallèle à l’axe est un diamètre, résultat que nous avons déjà obtenu (n° 108).
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216. Soit M(x', y') un point quelconque de la parabole; le coefficient angulaire de la tangente en M est l’équation du diamètre , qui passe par le point M , est
on en déduit ;
i/' = —, d’où //» = -,.
Donc les cordes, qu’un diamètre divise én deux parties égales, sont parallèles à la tangente menée d l’extrémité de ce diamètre. ‘ •
Cette propriété donne le moyen de mener une tangente : 1" par un point donné sur la courbe; 2° parallèlement à une droite donnée. Ces questions sont trop faciles à résoudre, pour qu’il soit utile d’en développer ici la solution.
Équation de la parabole, rapportée à une tangente et au diamètre qui passe par le point de contact.
Soit
. (1) y' = Zpx,
l’équation d’une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet. Remplaçons x par a-f x cos a -f- y cos a' et y par b -(- x sin a -f- y sina' ; il viendra :
16 -)- x sin a -f- y sin a' )* = 2/>(a + x cosa -(- y cosa' ) j
en laissant a, b, u, a' indéterminés, cette équation représente une parabole rapportée à deux axes quelconques; si l’on
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vput qu’elle ait la même forme que l’équation (1), il utfa poser :
sinasina'=0, sin’a=0, fcsina' — pcosoi'—O, b * — 2pa~0 ;
ce qui réduit l’équation de la courbe à
.12). >f = Zp'x,
eu faisant de plus
L’équation (2) représente la parabole rapportée & un diamètre et à la tangente qui passe par l’extrémité du diamètre.
11 est bon de remarquer que la quantité p' est précisément égale au double de la distance du foyer à la nouvelle origine. Il est presque superflu d’ajouter que les équations des tangentes et des diamètres sont ici les mêmes que quand la parabole est rapportée à son axe et à son sommet.
EXPRESSION DF. l’aIRE d’i'N SEGMENT 1>ARAB0LIQUE.
217. Soit proposé d’évaluer l’aire du segment parabolique, compris entre l’arc BC et sa corde. Prenons pour axe des x (fig. 121) le diamètre Ax, qui passe par le milieu P de BG, et pour axe des y la tangente Ay parallèle à BC ; l’équation de la parabole sera
. y* = 2 px. ■
n&. ni. . Soient 8 l’angle yAx; x et y
les coordonnées du point B , et u l’aire du triangle ABP. Si
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l'on considère x comme variable , u sera une fonction de x, et la dérivée u' de cette fonction aura pour valeur :
' JL . r~—
u =ÿsmO = ar* sm8y'2/>.
Or x * est la dérivéftrfle - x * ; il s’ensuit que les deux fonc- «J
tions u et x’ sin8y2/z ont des dérivées égales; d’ailleurs
ces fonctions s’annulent toutes deux pour x = 0, donc elles sont égales; ainsi on a :
u = ^ x*sin8y/2p = -x sin8 y 2px,
ou
u = ^ xj/sin8.
Or si l’on mène, par le point B, BN parallèle à AP, on formera un parallélogramme APBN dont l’aire est précisément xy sin 8 , donc : l’aire du triangle curviligne ABP est égale aux deux tiers de l’aire du parallélogramme APBN. Pour la même raison, l’aire du triangle APC est égale aux deux tiers de l’aire du parallélogramme formé sur les lignes AP et PC; on voit donc que le segment parabolique, compris entre un arc et sa corde, est égal aux deux tiers du parallélogramme, construit sur la corde et la partie du diamètre conjugué comprise entre l’arc et la corde.
Questions proposées.
I. Trouver le lieu des sommets des angles égaux à un angle donné et circonscrits à une parabole.
II. Trouver l’équation d’une normale à la parabole, parallèle à une droite donnée.
III. Trouver l’équation du lieu des points, d’où l’on peut mener à une parabole deux normales seulement. Ce lieu sépare le plan en deux régions; par chacun dés points de Tune des régions on peut mener trois normales à la parabole, par chacun des points de l’autre région on n’en peut mener qu’une seule.
IV. Trouver le lieu des sommets des angles droits dont les côtés sont normaux à une parabole. Ce lieu est une parabole tangente au lieu qu’il s’agit de trouver dans la question précédente.
V. Trouver l’équation de la normale qui intercepte dans la courbe une corde minima. Examiner la position de cette corde par rapport à la courbe dont il s’agit dans la question III.
VI. Trouver l’équation de la normale qui intercepte un segment d’aire minima.
VII. Démontrer que la circonférence, circonscrite au triangle formé par trois tangentes à une parabole , passe par le foyer de la courbe. Déduire de ce théorème un moyen de construire une parabole dont on connaît quatre tangentes.
VIII. Étant données deux circonférences, on mène à Tune d’elles une tangente qui coupe la seconde en deux points ; par ces deux points on mène des tangentes à la première circonférence. On demande le lieu du point d’intersection de ces deux dernières tangentes. Le lieu peut être Tune quelconque des trois courbes du second degré.
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CHAPITRE IX
DES COORDONNÉES POLAIRES
PASSER d’l'N SYSTÈME DE COORDONNÉES RECTANGULAIRES A UN SYSTÈME DE COORDONNÉES POLAIRES, ET RÉCIPROQUEMENT.
218. Nous avons dit (n° 51 ) qu’on nomftie généralement coordonnées d’un point , deux quantités susceptibles de déterminer la position de ce point sur un plan. Nous nous sommes bornés exclusivement jusqu’ici à l’emploi des coordonnées dites rectilignes; il nous reste à parler d’un autre système très -différent et qui, dans certains cas, offre des avantages considérables, Soit Ox (fig. 122) une droite fixe et O un point fixe de cette droite ; la position d’un point
m quelconque M du plan sera
déterminée , si l’on connaît la longueur ÛM et l’angle MOx
qu’elle forme avec la droite
I!Wi fixe; ces deux quantités sont
dites les coordonnées polaires du point M ; la coordonnée linéaire est désignée sous le nom de rayon vecteur ; le point fixe O est dit le pôle et la droite fixe Ox l’axe polaire.
219. Il est aisé d’exprimer les coordonnées rectilignes d’un point en fonction de ses coordonnées polaires, ou inver-
284 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE a deux dimensions. sement. Soient Ox et O'y deux axés rectangulaires; désignons
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rectangle MOP donnera :
(1) X = pCOSü>,
par x et y les coordonnées d’un point quelconque M (fig. 123); si l’on prend la droite Ox pour axe polaire et le point O pour pôle , que l’on désigne par p le rayon vecteur OM du point M, par to sa coordonnée angulaire MOx, le triangle
y = psinu>.
On déduit de ces, formules ou de la considération du triangle MOP
et
p= v/aj’-f y\
sin to =
\fx*+ÿi>
COS to = - X
tangu
formules qui permettent de revenir des coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires.
Si, au lieu de prendre pour axe polaire l’axe des a:, on prend (fig. 123) une droite OX faisant un angle a avec l’axe des x et pour pôle l’origine des coordonnées rectangulaires, les formules de transformation se déduiront évidemment des formules (1 ) en changeant <o en to -{- a ; on aura ainsi :
(2) a;=pcos(to-f a),
puis
p= + y * et
y=psin(u>+a);
tang (» + «) = !?.
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Enfin les formules, relatives au cas où le pôle est un point quelconque ayant a et 6 pour coordonnées rectangulaires, et où l’axe polaire fait l’angle * avec Taxe des abscisses, se déduiront encore des formules (1) en ajoutant a et b à leurs seconds membres et en remplaçant u par oj -|- a- on obtient ainsi les formules :
(3) x=a-|-pcos((ü-|-«), y=6+psin(v>-}-o), d’où l’on déduit :
P= <J{x—a)' + (y—b)', tang (o> -f- a) = ■
Remarque 1. Dans ces dernières formules, l’angle a peut être supposé , à volonté , compris entre 0° et 360° ou entre — 1 806 et -f 180°.
Remarque II. La transformation des coordonnées rectilignes obliques en coordonnées polaires n’offre pas plus de difficulté, mais les formules relatives à ce cas ne sont d’aucun usage, et nous ne nous en occuperons pas.
220. Dans la recherche précédente, nous avons supposé le rayon vecteur positif, et l’angle <o compris entre zéro et 360°. Effectivement, on peut obtenir tous les points du plan, en faisant varier p de zéro à l’infini , et « de zéro à 360°. Mais . cette limitation est inutile ; en outre elle altérerait dans bien des cas la généralité des résultats. Il est aisé de comprendre la nécessité de n’admettre d’autres limites pour le rayon vecteur que — cr> et + c«. On ne se borne pas, en effet, à considérer des figures formées de points isolés , mais encore des lignes engendrées par le mouvement d’un point qui se meut suivant une loi déterminée ; or, dans un pareil mouvement , il y a deux choses à considérer ; d’abord le mouvement de
la droite qui joint le point mobile au pôle O et, en second lieu , le mouvement du point mobile sur cette droite. Dans ce dernier mouvement, le mobile peut passer départ et d’autre du point O ; il y a donc lieu de considérer des rayons vecteurs positifs et des rayons vecteurs négatifs, si l'on ne veut pas rompre la continuité qui se présente d’elle-môrne. Quant au mouvement de la droite mobile, sur laquelle se compte le rayon vecteur, il n’y a aucune raison pour qu’il ne soit pas indéfini dans un sens ou dans l’autre; nous admettrons donc que l’angle polaire peut prendre toutes les valeurs entre — c*> et -f- co.
Il résulte de là que les deux coordonnées polaires d’un point donné ne sont pas absolument déterminées, car si l’on a , pour un point :
on pourra écrire, si l’on veut ,
ou
p = a, 0> = 24it-{-a,
k désignant un nombre entier positif, nul ou négatif.
221. On pourrait croire que ce qui précède ne doit point s’appliquer aux courbes algébriqaes. Effectivement, si
(1) F(*,ir)=o,
est l’équation d’une courbe algébrique, F(x, y) désignant Une fonction rationnelle et entière de x et de y, on obtiendra l’équation de la même courbe , en coordonnées polaires , en remplaçant x par pcosw et y par p sinw, ce qui donne :
(2) F(pcosu>, psinii>)=-0.
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Or, dans les formules de transformation , on obtient tous les points (x^y), en attribuant à p une valeur positive et à u> une valeur comprise entre zéro et 360°; par suite, il n’est pas nécessaire de considérer les valeurs de p et de <d en dehors de ces limites. Cette conclusion est vraie en général ; mais , bien que l’équation (t) soit supposée irréductible, il se peut que l’équation (2) soit décomposable en plusieurs facteurs ; alors l’équation
obtenue en égalant à zéro l’un de ces facteurs, ne pourra donner qu’une portion de la courbe. Au contraire, on obtiendra toute la courbe, à l’aide de la seule équation (3), si l’on admet toutes les valeurs réelles des deux coordonnées polaires. Les courbes du second degré en fourniront un exemple remarquable.
ÉQUATIONS DES TROIS COURBES DU SECOND DEGRÉ, EN COORDONNÉES POLAIRES, LE POLE ÉTANT SITUÉ A UN POT ER ET LES ANGLES ÉTANT COMPTÉS A PARTIR DE l’aXE QUI PASSE PAR CE FOYER.
222. Les formules de transformation, que nous avons établies précédemment, permettent d’obtenir immédiatement l’équation en coordonnées polaires d’une courbe, dont on a l’équation en coordonnées rectilignes. Ainsi l’équation générale de la ligne droite, en coordonnées rectilignes, étant
Ay -f ILr -j- C = 0 ;
l’équation, en coordonnées polaires, sera :
Asinu» -f Bcosw
l’axe des x étant pris pour axe polaire et l’origine pour pôle. Si l’on part de l’équation de la ligne droite , mise sous la forme :
i/sina + a;cosa = p ,
on trouvera plus simplement
P = -^-T COS (ta — a)
223. En appliquant la même transformation à une courbe du second degré, on obtiendra une équation qui sera du second degré par rapport à p , et la valeur de ce rayon vecteur sera, en général, une fonction irrationnelle de sinta et de costa. Par exemple, s’il s’agit de l’ellipse ou de l’hyperbole
à>yi±:bixi=àzà‘bi ,
qu’on prenne l'axe des x pour axe polaire et le centre pour pôle , on trouvera :
ab
V dt a1 sin'ta -f 65 cos’ta
Mais , si l’on prend pour pôle le foyer d’une courbe du second degré, et qu’on fasse la substitution des valeurs de x et de y , exprimées en fonction de p et de ta , l’équation se décomposera en deux facteurs rationnels. Si, alors, on se conforme aux prescriptions du n° 220, l’équation, obtenue en égalant à zéro l’un quelconque de ces facteurs , sera propre à représenter la courbe.
Supposons d’abord qu’il s’agisse d’une ellipse, et soit
(!) ay + 6 V = o’ô* ,
DES COORDONNÉES POLAIRES
l’équation de cette courlie rapportée à ses axes. Si l’on prend pour pôle le foyer situé du côté des abscisses négatives, et si l’on suppose que la direction de l’axe polaire soit celle des abscisses positives, les formules de transformation seront :
- x = — c + pcosu>, y = psinto;
faisant la substitution et observant que a* — fe*=c*, il vient; (4 — -, cos’ü>) p‘ — ~rPcos“ — jî = o;, . v
■ - P1 ib* c "
ou, en faisant — = p, - = e , ..
(i — e’ cos’oj) p1 — 2pepcosü> — p* =0 ,
et l’on en tire les deux valeurs de p :
1 — t COSdi i + «COSti)
or jé dis que l’une quelconque de ces équations peut donner tous les points de la courbe. Considérons d’abord la première. Si l'on fait croître co de zéro à 180°, la valeur de p est con-
stamment positive et décroît de à — . On obtient ainsi
les deux premiers quadrants de l’ellipse, c’est-à-dire ceux qui sont situés du côté des ordonnées positives. En faisant croître (a de 180° à 360°, la valeur de p reste positive et croît
de — -, — à — — ; on obtient ainsi les deux derniers qua-
drants de la courbe. II est évident qu’en faisant croître <*> au delà de 360° ou en attribuant à cet angle des valeurs négatives . on ne retrouvera que les points déjà obtenus.
Il est aisé de voir que la deuxième des équations (2) donnera exactement les mêmes points que la première; car, supposons que p = p', «o=u>’ soit une solution de la première équation (2) ; le point dont les coordonnées sont p' et u>' peut être considéré, ainsi que nous l’avons vu , comme ayant pour coordonnées — p' et 180° + «/; or, p~ — p', u> = 180*4-“' forment une solution de la deuxième équation (2). On ferait voir de même que tout point donné par la deuxième équation (2) peut l’être également par la première.
225. Le cas de l’hyperbole est analogue à celui de l’ellipse; l’équation de la courbe rapportée à ses axes étant
>• ■ ■ a*y' — ô*#’ = — as6s , ' '
si l’on prend pour pôle le foyer situé du côté des abscisses positives, et si l’on suppose que la direction de l’axe polaire soit aussi celle des abscisses positives, les formules de transformation à employer seront :
Æ = c-f- pcosi», y = psinw;
faisant la substitution et observant que a* + 6’ = c* , il viént: â*C0S mJ* — pcostù — ~c=0,
ou, en faisant— = »,- =e, ,
(1) (1 — eacos!üi)p’ — 2pepcosw — p*=0 ,
équation qui est la même que celle relative à l’ellipse; on en tire ces deux valeurs de p :
v ' 1 — ecosia i-|-ecosta)
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Si l’on rejette les valeurs négatives de p, chacune de ces équations ne représentera que l’une des branches de l’hyperbole ; si , au contraire, on admet les valeurs négatives de p, l’une quelconque des équations (2) pourra être prise pour celle de la courbe.
11 est d’abord évident que, si l’on admet les valeurs négatives de p , les points, donnés par la première équation (2), le seront également par la seconde et réciproquement; on s’en convaincra en répétant ici le raisonnement que nous avons fait plus haut pour l’ellipse. En second lieu, je dis que si l’on rejette les valeurs négatives de p, chacune de ces équations (2) ne peut représenter qu’une seule branche de l’hyperbole. En effet, considérons, par exemple, la première équation (2) :
« étant ici plus grand que 1 , nous poserons cos a = - ; « étant
s. fi
un angle compris entre zéro et 00°. L’équation, dont nous nous occupons , peut s’écrire :
p COSa
COS a — COSW '
Si l’on fait croître u> de zéro à o, ou de 360° — a à 360°, p est négatif et nous rejetons les points correspondants. On doit donc se borner à faire croître u> de o à 3(i0°— a; pour w==a, p est infini et décroît constamment jusqu’à ee qu’on ait ü> = i8Ü<’, il croît ensuite jusqu’à l’infini en reprenant les mêmes valeurs. En donnant à w des valeurs supérieures à 3G0° ou des valeurs négatives et rejetant toujours les valeurs négatives de p, on n’obtiendra que les points déjà trouvés, et ces points forment évidemment une branche continue qui n’est qu’une demi-hyperbole.
Considérons enfin le cas de la parabole et soit
l’équation de cette courbe rapportée à son axe et à son sommet Prenons l'axe pour axe polaire et le foyer pour pèle, les formules à employer sont : '
i = - + p cos (i> , y = psint».
En faisant la substitution, il vient :
(1) (1 — cos,ü>)pî — 2/»pcos<o — p’ = 0,
d’où l’on tire les deux valeurs de p ,
\ — COSü) r 1-f-COSto
11 est aisé de voir, en répétant les raisonnements déjà faits pour l’ellipse, que l’une quelconque de ces équations, est propre à représenter toute là parabole si l’on admet toutes les valeurs positives et négatives du rayon vecteur.
Remarque. Il résulte de ce qui précède que l’équation ' .
représente les trois courbes du second degré, savoir: l’ellipse, si e est moindre que 1, la parabole, si e= l, et l’hyperbole, si e est plus grand que 1. On est ainsi conduit à considérer la parabole comme étant une ellipse ou une hyperbole dont l’excentricité est égale à 1 .
227. Les propriétés connues des foyers permettent de trouver très -simplement l’équation des courbes du second degré en coordonnées polaires ; mais la marche , que nous
avons suivie, est bien [plus propre à mettre en lumière l’jm-
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portance des considérations développées plus haut. Nous nous bornerons à indiquer cette deuxième méthode.
L’ellipse étant rapportée à ses axes, désignons par x l’abscisse d un point de la courbe, et par p la distance de ce point au foyer situé du côté des abscisses négatives; on a, quel que soit ce point :
en mettant — c-f pcosu au lieu de a:, et faisant — = p,
-“= e, on obtient;
1 — ecosw
On obtient d'une manière analogue l’équation de l’hyperbole et celle de la parabole.
Des tangentes aux courbes dont on a l’équation en coordonnées polaires.
228. Dans le système des coordonnées polaires, on détermine la tangente en un point d’une courbe, en cherchant son
inclinaison sur le rayon vecteur. Soient u et p les deux coordonnées MOx et OM d’un point M d’une courbe (fig. 124); soient to-f-A et p-f-lc les coordonnées d’un second point M’ de cette courbe ; tirons MM' et fig. m. désignons par U l’angle OMK,
formé par le rayon vecteur OM et le prolongement de la
Î04 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS, corde MM!. Le triangle OMM' donne :
OM' sinOMK p-f-£ sinU
ÜM “ sinOM'K °U “p~ — sin(U— h) '
On en déduit :
k _sinU — sin(U — A), p ~ sin (U — h) ’
divisant par h , il vient : I k
sin- cos
p h h sin(U — h)
h sin (U — h) ’
faisant h = O et désignant par p' la limite de — , c’est-à-dire
fi
la dérivée de p par rapport à o>, par V la limite de U, il vient : P\
f — u5fv ‘,nsv=?
Prenons pour exemple la courbe du second degré
représentée par l’équation
vt* ....
1 — ecosto
On a ici :
pesinto
et
' '• tangV =
p (1 — ecosto)* ’
1 — ecosto
c sin co
fc ' V..- : \\.V?
Digtef# fey f
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Des asymptotes aux courbes dont on a l’équation en coordonnées polaires.
230. Considérons une branche infinie d'une courbe; si un point se meut sur cette branche et s’éloigne indéfiniment, la grandeur du rayon vecteur croîtra indéfiniment et sa direction deviendra parallèle à l’asymptote de la branche, si cette branche a une asymptote, il résulte de là que, pour avoir les asymptotes d’une courbe rapportée à des coordonnées polaires, il faut chercher d’abord les valeurs de tu pour lesquelles p est infini ; cela fera connaître les directions des asymptotes ; voici maintenant comment on achèvera de les déterminer. Soit MN (fig. 125) _ une branche de courbe infinie; soient u et p les co- «*• ordonnées d’un point quel-
conque M de cette courbe; enfin soit a l’angle que fait le rayon vecteur avec l’axe polaire Ox, lorsque le point M est à l'infini. On aura évidemment la distance de l’asymptote à la droite OP, en cherchant la limite vers laquelle tend la longueur de la perpendiculaire MP abaissée du point M sur OP, lorsque le point M s’éloigne à l’infini. En désignant donc par S cette limite , on aura , dans le triangle OMP :
& = lim. psin(« — <*>), ou 8 = lim. psin(w — «);
suivant que « sera inférieur ou supérieur à sa limite a.
Si la quantité 3 est infinie , la branche de courbe n’a pas
d’asymptote; si elle est nulle, la ligne OP est elle-même l’asymptote.
On a un moyen très-simple de trouver dans chaque cas la valeur de 8.
L’inverse - du rayon vecteur est une fonction de tu , don-
née par l’équation de la courbe. Désignons cette fonction par f((ü)-} posons en outre u> = a-j-/t, on aura:
i =±lim
sin h
ou, comme f{ a) est nulle par hypothèse.
8 = ± lim
sin h
lim
sin h
f( ■ + h)- - fl*) ~ lim f(* + h)-f(*) ’
ou , en désignant par /'( n>) la dérivée de f[oi) ,
formule dans laquelle on prendra seulement le signe + ou le signe — , suivant que f'( a) sera positive ou négative.
23i. Appliquons ce qui précède à l’hyperbole
1 — e cos <o
La quantité e est en valeur absolue plus grande que l’unité ; on peut donc trouver un angle tel que l’on ait :
CQ&OL
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en substituant pour e cette valeur, l’équation (1) devient :
p cos a
CO S a — CO S O)
Les valeurs de w qui rendent p infini sont o>=a et tu=2it — a; ces valeurs indiquent les directions des asymptotes. La fonc-
tion - ou f[ u>) est ici P
COS n — cos tu
p COS * ’
et sa dérivée
sintu
p cosa ’
On a donc :
S = ± p cot « ;
ce qui achève de déterminer les asymptotes.
EXERCICES
Questions à résoudre.
I. Trouver l’équation générale du cercle en coordonnées polaires. Cette équation est
p’ — 2dcos(a — ti^p-j-d1 — r* =0.
II. Trouver l’équation, en coordonnées polaires, de la ligne droite qui passe par deux points donnés, ou satisfait à deux conditions données.
UI. Trouver l’équation, en coordonnées polaires, de la tangente à l’ellipse ou à l’hyperbole, ou à la parabole en un point donné.
rv. Trouver l’équation, en coordondées polaires, du lieu décrit par un point d’une circonférence qui roule sur une circonférence fixe de même rayon.
V. Tous les points d’un plan peuvent être déterminés par deux rayons vecteurs, c’est-à-dire par leurs distances à deux points fixes. On demande de démontrer que , dans ce système de coordonnées, le rapport des cosinus des angles, qu’une tangente à une courbe fait avec les deux rayons vecteurs du point de contact , est égal à la dérivée de l’un des rayons vecteurs considéré comme fonction de l’autre. Déduire de là les propriétés connues de la tangente à l’ellipse et à l’hyperbole.
VI. Tous les points d’un plan peuvent être déterminés par les angles que font les deux rayons vecteurs avec la droite qui joint les deux pôles. On demande de trouver l’équation de l’ellipse et de l’hyperbole dans ce système de coordonnées angulaires, en prenant pour pôles les deux foyers. L’équation de ces courbes est :
tang - io : tang - to = constante.
DES LIGUES COURBES EN GÉNÉRAL
ASYMPTOTES DES BRANCHES INFINIES
232. Nous nous proposons, dans ce chapitre, de montrer, par des exemples, comment on doit discuter et construire la courbe représentée par une équation donnée. La discussion consiste à examiner de quelle manière varie l’une des deux coordonnées, quand on lait varier l’autre d’une manière continue entre — oo et -f-e*. L’algèbre nous fait connaître un théorème fort important pour cet objet et qui consiste en ce qu’une fonction est croissante, tant que sa dérivée est positive; et qu’au contraire elle est décroissante, tant que sa dérivée est négative. Ce théorème suffit, dans bien des cas, pour déterminer le cours des diverses branches dont la courbe est composée. Quant à la construction ultérieure de la courbe, on l’effectue en déterminant un nombre de points suffisamment grand et joignant ensuite ces points par un trait continu. La construction des tangentes aux points qu’on aura ainsi déterminés, celle des asymptotes des branches infinies permettent ensuite d’obtenir un dessin plus exact de la courbe.
Exemples de courbes rapportées A des coordonnées rectangulaires.
Premier exemple (courbe parabolique).
233. On nomme généralement courbe parabolique du degré bi, une courbe ayant une équation de la forme :
y=fix),
où f[x) désigne un polynôme entier et rationnel du degré m. Le cas de m= 2 donne évidemment la parabole ordinaire. Proposons-nous de discuter et de construire l’équation
la dérivée y1 de y a pour valeur :
et l’on peut écrire :
y = (* + l)(2;r— i) (jp — 2) , y' = i (“2a;— 1 + v'3) (2a:— 1 — s/3).
Si x croît depuis — oo jusqu’à •
-0,36 , y' est
constamment positif et par suite y croit; au contraire, y dé- ’oît , si l’on I
croît, si l’on fait croître x depuis — - = — 0,36....; jus-
qu’à
:1,36....; enfin y redevient croissant, lorsque
j /ft
x croît de — = 1,36.... jusqu’à +0=-.
Prenons sur l’axe des x •• OA = 1 , OB = - , OC = 2 ; et,
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sur l’axe des y, OD=2 (fig. 126); la courbe part de l’infini
négatif, se rapp oche de l’axe des x qu’elle coupe en A , s’élève au-dessus de cet axe jusqu’au point E dont l’abscisse
/ \» Ie-
est
flg. 126.
puis elle s’en rapproche et le rencontre en B; elle s’en éloigne de nouveau jusqu’au point F dont l’abscisse est
= 1,36 , s’en rapproche et le rencontre en C;
enfin elle s’en éloigne et s’étend à l’infini.
L’angle, que la tangente fait avec l’axe des x au point A, a pour tangente trigonométrique + 9 ; au point D , — 3 ; au
point B , — - ; au point G , -j- 9.
En E et F la tangente est parallèle à l’axe des x ; ces tangentes correspondent au maximum et au minimum de l’ordonnée.
La courbe n’a pas d’asymptote , puisque est infini par x— oc.
Deuxième exemple.
Soit l’équation
on trouve, pour la dérivée y' dey,
on peut écrire :
_(x-f-3)(x — 1) , 10x(ar — 3)
Pour x— — co, on a y = l ; de x = — oo à x= — 3, y' est négatif, par suite y décroît depuis 1 jusqu’à zéro; de x= — 3
à a; = 0, y' est négatif et y décroît de zéro à — de x=0
à x = + 1 , y' est positif et y croît de — - à zéro ; de x= 1
à x=2, y' est positif et y croît de zéro à -f oo; de a:=2 à x = 6, y est négatif, mais y' est positif de a: = 2 à x = 3 et négatif de x = 3 à x=G; par suite de a;=2 à a:=3 y croît de — c» à — \, et de x = 3 à x = 6 y décroît de — A à — oo; de x=6 à x = -+-a=>, y' est négatif, par suite y décroît de +oo à +1.
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Il résulte de cette discussion que notre courbe , qui est du troisième degré, est composée de six branches infinies, comme l’indique la figure 1 27 ; deux de ces branches ont pour asymptote la droite UV, dont l’équation est y = i', deux autres la droite GH,(x=2); deux autres la droite KL,(x=6). La courbe coupe l’axe desx aux points A,(x= — 3) etC,(x=l); l’axe des y
au point B, (y == — ; elle a deux tangentes parallèles à
l’axe des x, (y = — y — — 4^ ; ces tangentes correspon-
dent à un minimum et à un maximum de l’ordonnée. Les tangentes aux points A et C font avec l’axe des x des angles
dont les tangentes trigonométriques sont — — et + - .
Troisième exemple (Folium de Descartes).
238. La courbe , connue sous le nom de folium de Descartes, a pour équation , en coordonnées rectangulaires :
y 3 — 3axy-j-x*=0.
Cette équation ne peut être résolue ni par rapport à x ni par rapport à y ; mais, dans toute équation du troisième degré, on peut faire disparaître l’un des termes en j/s ou en xs par la transformation des coordonnées; la nouvelle équation, ne renfermant plus alors que le carré et la première puissance de l’une des variables , peut être résolue par rapport à cette variable. Dans l’exemple qui nous occupe, si l’on prend pour axes de coordonnées les bissectrices des angles formés par les anciens axes, l’équation devient :
(3a + 3x v/2)ÿ, + V2 — 3ax,=0,
on en tire, pour y et pour sa dérivée y' , les valeurs sui-
vantes :
La courbe étant symétrique par rapport à l’axe des x, nous ne nous occuperons que de la valeur positive de y. Cette valeur de y n’est réelle que si x est compris
entre — ^et— . Pourx= y est infini; de x= — ^
v/2 yfc Vy2
à x=0, y' est négatif, par suite y décroît de l’infini à zéro.
De x = O à x = y’ est positif et y croît de zéro à • V*
| \/3 — 6 j enfin y décroît depuis cette valeur maximum
jusqu’à zéro, lorsque x croît de à , puisque y' est alors
\J 2 \JÏ-
constamment négatif. La courbe est donc composée d’une
boucle fermée et de deux branches infinies ayant même asymptote , comme l’indique la figure
On voit que l’origine est un point double, c’est-à-dire un point par lequel passent deux branches de la courbe; ces deux branches
* \> yîv.
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correspondent aux deux combinaisons de signes que l'on peut former pour les radicaux qui composent la valeur de y ; en faisant dans la valeur de y' on obtient ces deux
valeurs !/'=-(- 1 , y'= — 1 , d’où il suit que les tangentes au point 0 ont pour équations :
ces droites ne sont autre chose que les axes auxquels la courbe était primitivement rapportée. ’ ■' - . " •
Remarque. Le folium de Descartes peut être construit et discyté de la manière la phi6 simple au moyen de son équation en coordonnées polaires. Si en effet on pose:
afrÉpcosu) , ' y=psin.ü), l’équation primitive
devient; . .. * ? ... *
3a si n w cos (jj
. >' fi— . s'~ I Ï-*
sin ’io 4- cos %
-Nous engageons le lecteur à étudier la courbe d’après cette équation.
* ' Quatrième exemple.
Soit l’équation ÿ
la courbe passe par l’origine ; elle coupe en outre l’axe des x en deux points , pour lesquels on a :
. . ' ’ ‘ / *=d=l Ôaj
elle coupe aussi l’axe des y en deux points, pour on a :
« 1/ = ± Aa v 6..
itg. iî».
Les axes de coordonnées sont' des axes de la courbe , et l’origne un centre,; il suffit donc de considérer la portion de la courbe située du côté des abscisses positive^
Si l’on résout l’équation (1) par rapport à y, on trouve : .
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La discussion détaillée des valeurs de y montre que la courbe a la forme indiquée par la ligure 129.
Le coefficient angulaire de la tangente est
, x’ — BOa’x
pour les i branches qui passent par l’origine, on a évidemment y = ± \/48 a* — y'x* — lüOa’x’-f- 2304a* ; bi valeur de y* devient alors , en multipliant haut et bas par
^ _ (x1— 500») yZ-lSa» + y/x* — lOOa’x* + 230^ ± v'ÏÔOa’ — xs y^x* — 100a*x* -(- 2304a*
pour x = 0, on déduit ces deux valeurs de y1 :
Les équations des deux tangentes qui passent par l’origine sont donc :
La tangente est parallèle à l’axe des x aux points x=0, y — ± 4a ^6 ; elle est parallèle à l’axe des y aux dix points :
y = 0, x = ±10a; y — rh4ay3, x = -f-6a, x =r -f- 8a ; y = ±4av3, x = — 6a, x = — 8a.
Enfin la courbe a deux asymptotes :
Cinquième exemple.
Soit l’équation
y= sinar,
la dérivée de y est
y' — cos x.
La courbe passe à l’origine (fig. 130), elle est composée d’une infinité de boucles égales entre elles -, chacun des points où la
courbe coupe l’axe des x est un centre; le coefficient angulaire de la tangente en chacun de ces points est alternativement \ et — 1 ; l’aire de chaque boucle est égale au carré de l’ordonnée maximum. Ainsi la courbe est quarrable.
Sixième exemple.
Soit l’équation
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et par suite l’ordonnée est croissante pour toutes les valeurs positives de x , les seules qu’on puisse attribuer à cette variable.
La tangente peut se construire avec la règle ~ et le compas , puisque son coefficient angu-
aire est — .
L’axe des y est une asymptote de la courlbe.
Septième exemple.
Soit l’équation
y = x — -sinx — -tangx,
on a :
2 1 (d — cosx)’ (1 + 2cosx) .
^ * Tjcosx Qcogia; 3 cos’x ’
y’ est négatif ou positif suivant que 1 +2 cos x est positif ou
négatif. Si x croît depuis zéro jusqu’à ^ , y' est négatif et par
suite y décroît depuis zéro jusqu’à — œ, et comme y' = 0 pour x = 0, la courbe est tangente à l’axe des x à l’origine.
La courbe (fig. 132) a pour asymptote la droite GH ^x= 0 . Si l’on fait croître x de ^ à ^ , y' est toujours négatif et y décroît do -{- à ; si donc on prend BC=OB= —, le point G
Bg. 131.
Digifized by
sera sur la courbe et la tangente en ce point sera parallèle à
l’axe des x. Si l’on fait
ensuite croître x de-
. 2tc . 4ir
puis — jusqu’à
y' devient positif et
y croit de ^ à ~ .
Soient OE = ^ et
EF = ^ , la tangente
x en F 6era parallèle à l’axe des x. Faisons
croître * de — à —
y ' devient négatif et y décroît depuis ^ jus-
enfin si x croît de — à 2m, y décroît de l’infini à 2it. On obtiendrait une série indéfinie de branches nouvelles, en continuant de faire croître x de 2n à oo.
Enfin les valeurs de y, qui correspondent aux valeurs négatives de x, sont égales, au signe près, à celles qui correspondent aux valeurs positives; en effet l’équation ne change pas lorsqu’on change x en — x et y en — y, de sorte que l’origine est un centre. " , . ' '
Remarque l. Si l’on mène la bissectrice y=x, de l’angle formé par les axes , l’ordonnée de la courbe comptée à par-
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tir de cette bissectrice est une fonction périodique de l’abscisse. Cette considération est utile pour suivre la courbe dans toute son étendue.
Remarque II. Puisque y est négatif tant que x est moindre
Soit l’équation
P i — 2sinu>’
l’on fait u> = 0, on a p = l; soit 0A = 1 (fig. 133), le
point A sera un point de la courbe; si l’on fait croître « de zéro à ^ p croit de l à soit = ^ et M un point
de la courbe correspondant à une valeur dew moindre que -,
on aura (n° 230) pour la longueur MP de la perpendiculaire
abaissée de M sur OP, en faisant «> = ^ :
lim.MP= — = 0, 57...;
Sf3
la courbe a donc pour asymptote la droite ED, menée paral-
lèlement à OP et à une distance égale à —
Si l’on fait croître «o de g à p est négatif et croît
de — co à — 1 ; si l’on fait ensuite croître w de - à — .
P décroît de — là — co; en opérant comme précédemment, on trouve une seconde asymptote EU', qui fait avec l’axe po-
laire un angle à — ,et dont la distance au pôle est encore T1-
Si l’on fait croître w de ~ à «, p est positif et décroît de + oo à + 1; w croissant de ic à — , p est positif et décroît
JL
1 Sît
de + 1 à + - j enfin, si l’on fait croître <o de — à , p croît deià+1.
En donnant à <o des valeurs plus grandes que 2n , ou des valeurs négatives, on n’obtiendrait pas de nouveaux points.
La courbe, dont il s’agit ici, est une hyperbole dont l’un des foyers est au pôle.
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On a (n° 228) , en désignant par V l’angle de la tangente et du rayon vecteur :
tang V
1 — 2 sin <o 2cosio
Aux points A et A' la valeur de tang V est - et — -. Cette
là &
valeur est infinie en Bet B', où u)=90° et 270°; ce qui montre qu’en ces points la tangente est parallèle à l’axe polaire.
Seuriime exemple.
Soit l’équation
P = osm-to;
pour w = 0, p = 0; la courbe passe donc au pôle et elle est
tangente en ce.
point à l’axe polaire ; si l’on fait ensuite croître w
de zéro à ^ , p
croît de zéro à
—r- ; on trouve
ainsi la branche «s- tu. OMA (fig. 134);
si l’on fait croître m de - à n, p croît de
à a , et on
obtient la branche AB; si l’on fait ensuite croître t*> de « ù 2k, p reprend dans l’ordre inverse les mômes valeurs que de zéro ii r , et on trouve de cette manière les deux branches BA' et A'NO. De 2r à Vr , p reprend les mômes valeurs,
mais négativement, que de zéro à 2it; on trouve les quatre branches OPA', A'B', B'A et AQO.
Enfin si l’on donne à w des valeurs plus grandes que Ait , on ne trouve que les points déjà obtenus.
On a ici :
tang V = 2 tang - w.
La tangente est perpendiculaire au rayon vecteur aux points B et B' j les points A, O, A' sont des points multiples.
Dixième exemple.
Soit l’équation
asiQio
Dans les exemples , où l’angle u> n’entre que par l’une de ses
onctions circulaires, il est indifférent que cet angle soit évalué en parties de la circonférence ou qu’il soit représenté par l’arc de la circonférence dont le rayon est t ; mais dans l’exemple dont il s’agit ici , et dans tous ceux du même genre , l’angle w doit toujours être évalué de la seconde manière.
Pour ü)=0, l’équation proposée donne p=a; soit OA=a (fig. 135), le point A sera un point de la courbe; si l’on fait
it
croître w de zéro à - , p décroîtra de a à — , car sa dérivée p'.
Diriez eri by l
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• . , . , u) cos u — sin w
dont la valeur est p = a ; , est constamment
négative ; on obtient ainsi l’arc AB; si l’on fait croître o> de ^
à n, p décroîtra de — à zéro et on obtiendra l’arc BO ; la courbe est tangente en O à l’axe polaire. Si l’on fait croître ta de n à p devient négatif et décroît de O à — on
2 t*rc
trouve la branche OC. Enfin si t» croît de ^ à 2it, p croîtra
• là
de — —— h zéro. On obtiendrait une série indéfinie de branches
nouvelles, en faisant croître ta de 2* à + 03 ou de — en à zéro.
L’angle V de la tangente et du rayon vecteur est donné par l’équation
,r <u sin w
tang Y — : — ;
tacosta — sin o»
cet angle est droit pour w=0; ilest nul pour w = « , ta = 2« . . .
CONSTRUCTION DBS RACINES RÉELLES DES EQUATIONS DE FORME QUELCONQUE A UNE INCONNUE.
Toute équation à une inconnue
peut être considérée (T une infinité de manières comme résultant de l’élimination de y entre deux équations , renfermant les deux inconnues a; et y et qui, en conséquence, représentent deux courbes. Si l’on construit ces deux courbes, les abscisses des points d’intersection seront des racines réelles
de la proposée; mais il pourra se faire qu’on n’ait pas ainsi toutes les racines réelles. Effectivement, pour être assuré que deux courbes se coupent réellement, il ne suffit pas de savoir que l’abscisse de leur point commun est réelle, il faut encore que l’ordonnée le soit. Nous allons appliquer les considérations qui précèdent à la construction des racines de l’cquation du troisième et du quatrième degré.
244. Toute équation du troisième degré peut être ramenée à la forme
(t) x3 -(- px -J- q = 0.
1” On peut d’abord poser :
(2) y = x3 et y =—px — q; on sera conduit alors à construire la courbe
et la droite
y — — px — q;
les abscisses des points de rencontre seront les racines de l’équation (4).
2° On peut aussi poser :
(3) ay=x * et axy -\-px -^-q — 0-,
ces équations représentent une parabole et une hyperbole ; leurs points d’intersection indiqueront les racines de l’équation (1).
3° Enfin on peut substituer à l’équation (4) celle-ci : x' px 4 + qx = 0 .,
DES LIGNES COURBES EN GÉNÉRAL. 317
et poser
(4) ay = x* et y' + ^ y+ £ x=0 ; en ajoutant, on trouve :
»*+** + (£ — a'jy + lx = 0,
équation d'un cercle qui passe à l’origine; et on pourra substituer cette dernière équation à l’une des équations (4) ; on rejettera ensuite la solution x = 0.
245. L’équation du quatrième degré peut être ramenée à la forme
(1) x* -f px* + çx -f- r = 0 ; pour construire ses racines on posera :
(2) ay — x* et a'y'+pay +qx + r = 0 -,
les points de rencontre des paraboles représentées par ces équations, indiqueront les racines réelles de la proposée. On peut aussi résoudre la même question en déterminant, comme au n° précédent, les points de rencontre de l’une' des paraboles (2) et du cercle :
yt + ** + (a -a) y + a' X+ ? =0’
équation qu’on peut substituer à l’une des équations (2); alors la question sera ramenée à construire une parabole et un cercle.
246. Le problème, qui consiste à mener une normale à une ellipse par un point extérieur, conduit à une équation du quatrième degré, dont on peut construire les racines par l’in-
tersection d’une circonférence et de l’ellipse donnée. Cette méthode , connue depuis longtemps , a été reprise et développée par M. Catalan dans un article (") dont nous extrayons ce qui va suivre.
Les normales abaissées sur cette courbe par un point ( p , q) pris dans son plan seront déterminées par les équations
(2) e*XY — a’pY 4- VqX =* O ;
lesquelles donnent par l’élimination de Y :
(3) X‘-2 ^-pX>+ £ (ay+&Y_c‘)X'+2 £pX- £
Afin de construire les racines de cette équation , essayons de combiner l’ellipse donnée avec un cercle. L’équation de ce cercle sera :
et si l’on cherche les abscisses des points communs de ces deux courbes , on trouvera qu’elles sont fournies par l’équation :
(5) at‘— 4 ^ + [2(«V + b* 6*) + C*ft*]*s
— 4 ~ tfa* 4- J ( — 46*6*)= 0 ,
dans laquelle
Maintenant, pour ramener l’équation (3) à l’équation (3), posons X~mx-, et identifions; il viendra:
(*) V<*ir U» nouvelles Annales de mathématiques , tome Vif.
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a=± 2(fl!a* -f 6*6*) + C*** = ~ (a Y + b’q' — c'
2m * tn'
Ces relations déterminent facilement a, S, K et ni. Kn effet ,
la première et la troisième donnent &’= r.
On tire ensuite de la quatrième , S* == ^ . Puis . de la
seconde; ' " • . '
; ' ÎTÎ,_°V'-fr-e‘
■ ifj)'
Cette formule donrie pour m deuxr valeurs réelles, égales et désignés contraires : comme m est un rapport, on peut convenir.de prendre seulement la valeur positive. Alors
ê=zh-
+ c* + c‘Jby+t'’
,■ 2 èyVp* -|-e‘
• Hï=aî + 6‘ + <>.,+ ^.
Le centre et le rayon de la circonférence étant connus ’i s' l’on construit cette circonférence , et que l’on multiplie par m les abscisses des points communs aux deux courbes, on connaîtra les abscisses .des pieds des différentes normales menées 3 l’ellipse par le point donnél . . .
Si. l’on pose f=±~, ÿ = — , on obtient : . • '
320 GËOtoÉTRÏff ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS,
et ces dernières valeurs se construisent assez simplement, • -
247. La construction graphique des raciucs des équations algébriques ou transcendantes est souvent utile pour effectuer ultérieurement la résolution numérique j nous n’ajouterons rien à ce que nous avons dit précédemment au sujet dèséquations algébriques, et nous nous bornerons à examiner le cas d’une équation transcendante. Considérons l’équatioù :
. . (.!).■, • 2a: — -4sinx^-l=Q; '• v
les, racines de cette équation, seront les abscisses des peints communs à la courbe , ' ... - ‘ -
; (2). ' y = sinx* : „
et à la droite ’ •
La courbe (2) (fig. 136) est formée d’une' infinité de parties
. - lu * * “ ' .- * ' ‘ . V '• ■
üg; iS6,
telles que OÀG et OCL (n°237). Il est évident que la droite (3) rencontrera en unpointÀ la première des parties de la courbe ,; située du côté, des abscisses positives et qu’elle ne reneon- ' trera point les antres parties. L’équation proposée, n’a donc qu’une seule racine positivé et cètte racine O a est comprise
. ÇfcgiUzed by C>oogle
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entre - et * ; effectivement ces deux nombres substitués’ à x
dans le premier membre de l’équation (1) donnent des résultats de signes contraires.
La droite (3) ne peut évidemment rencontrer que la première des parties de la courbe situées du côté des abscisses négatives. Pour savoir s’il y a effectivement rencontre , nous allons chercher si la tangente parallèle à la droite (3) rencontre l’axe des y au-dessus ou au-dessous de cette droite; le coeffi-
cient angulaire de cette tangente étant -, on doit avoir,
pour le point de contact M,
cosx=-, d ou x=— - et y — — sm- = —
l’équation de cette tangente sera alors
La valeur absolue de l’ordonnée du point, où cette droite
coupe l’axe des y, est - y 3 — g, quantité plus grande que la
valeur absolue, OH= -, de l’ordonnée du point où la droite
(3) coupe l’axe des y. Il s’ensuit que la droite (3) coupe la courbe en deux points B et C dont les abscisses sont l’une
plas grande, l’autre moindre que — Sachant que l’équa-
tion a trois racines réelles, on pourra les calculer par les méthodes exposées en algèbre.
EXERCICES
Étude de quelques courbes.
I. Cissoïde de Dioclès. Par l’extrémité B du diamètre AB d’un cercle, on mène la tangente BC; par l’autre extrémité, on mène une sécante quelconque qui rencontre le cercle en U, et la tangente BG en C ; ensuite on prend sur AC, à partir du point A, AM = CD. Le lieu géométrique du point M est une courbe du troisième degré, qu’on nomme cissoïde de Dioclès.
II. Conchoïde. Étant donnée une droite BC et un point A situé à une distance a de BC, on mène par le point A une sécante, et on prend sur cette sécante, à partir du point P, où elle rencontre BC, des longueurs PM , PM' égales à une longueur donnée b. Le lieu des points M et M' est une courbe du quatrième degré connue sous le nom de conchoïde. La courbe affecte trois formes différentes suivant que l’on a 6>o, b — a ou 6<o. ‘
III. Ellipse de Cassini. Cette courbe est le lieu géométrique des points dont le produit des distances à deux points donnés est constant. En désignant par 2 a la distance des deux points donnés et par 6* le produit donné, la courbe présente trois formes très-différentes suivant que l’on a 6 > a , 6 = a ou b < a.
IV. Lemniscatk de Bernoulli. Cette courbe est un cas particulier de la précédente, c’est le lieu géométrique des points dont le produit des distances à deux points fixes est égal au carré de la demi-distance de ces points fixes. La lemniscate de Bernoulli est aussi le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre d’une hyperbole équilatère sur ses tangentes. L’équation de cette courbe en coordonnées polaires est p ‘ = 2a* cos2<d.
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V. Cycloïdf.. La cycloïde est la courbe engendrée par un point d’une circonférence qui roule sans glisser sur une droite tixe. Si l’on désigne par a le rayon du cercle mobile, que l’on prenne pour axe des x la droite lixe, et pour origine le point décrivant lorsqu’il est situé sur la droite tixe; que l’on désigne enfin par u> la quantité angulaire, dont le cercle a tourné lorsque le point décrivant a pour coordonnées x et y, on aura;
a; = a(<D — sino>), y=o(l — cos tu J.
VI. Epicycloïde. Cette courbe est le lieu engendré par un point d’une circonférence mobile, qui roule sans glisser sur une autre circonférence fixe. L’épicycloïde est dite intérieure ou extérieure, suivant qu’elle est située à l'intérieur ou à l’extérieur du cercle fixe.
Toute épicycloïde intérieure peut être engendrée de deux manières , savoir : par le moyen de deux cercles roulant intérieurement dans le cercle fixe et dont les rayons sont l'un plus grand et l’autre plus petit que la moitié du rayon du cercle fixe. Toutefois, si le rayon de l’ufi des cercles mobiles est égal à la moitié du rayon du cercle fixe , les deux cercles mobiles deviennent égaux et l’ épicycloïde est une ligne droite.
Toute épicycloïde extérieure peut être engendrée de deux manières, savoir: par le mouvement de deux cercles , dont l’un enveloppe le cercle fixe , dont l’autre est extérieur au cercle fixe.
Les coordonnées rectangulaires d’une épicycloïde quelconque s’expriment très-aisément en fonction de l’angle, que forme avec une droite fixe la droite qui joint les centres du cercle mobile et du cercle fixe. L’épicycloïde est une courbe algébrique, toutes les fois que le rayon du cercle mobile et le rayon du cercle fixe sont commensurables entre eux.
Courbes à construire.
I. Construire les courbes algébriques représentées par les équations :
■y — b-\-c(x — a)" = 0'. (Supposer successivement m jf—a*+'iax*y= 0. entiçr et fractionnaire-)
y*-j- xv — 2 «y3 — 26x’y = 0.
t/‘+ 2x’y,-|-x* — 6 axyî — 2oxs-f-2aîx,=0.
xy*-\-yx* — 1=0.
yi—Xi — x*. (Démontrer que l’aire de cette oourbe est la moitié de celle du cercle y*+ x*— at=0.)
CHAPITRE XI
DU SOMBRE DE CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR LA DÉTERMINATION d’une COURBE DU SECOND DEGRÉ.
248. L’équation générale du second degré renferme six termes , mais le coefficient de l’un quelconque de ces termes peut être pris égal à 1 , en sorte qu’il ne reste en réalité que cinq coeflicients arbitraires ; on peut donc établir entre ces coefficients cinq relations ; en d’autres termes, on peut assujettir une courbe du second degré à satisfaire à cinq conditions.
En particulier, une courlie du second degré est déterminée, lorsqu’elle est assujettie à passer par cinq points donnés. Cependant , comme on pourrait craindre que les cinq équations, qui déterminent les coefficients de l’équation de cette courbe, ne fussent dans certains cas indéterminées ou incompatibles, il est important d’examiner la question dans ses détails. Nous allons démontrer que ces cas d’exception ne peuvent se présenter que lorsque quatre des points donnés sont en ligne droite.
Soient A, A',B,B',M les cinq points donnés par lesquels il s’agit de faire passer une courbe du second degré , et laissons de côté pour un moment le cas où trois d’entre eux seraient en ligne droite ; on peut évidemment supposer que les droites
AA' et BB' ne sont pas parallèles, puisqu’on peut changer les points les uns dans les autres ; désignons donc par O le point de rencontre des droites AA',BB' et prenons ces» droites pour axes des x et des y. La courbe demandée ne passant pas par l’origine, le terme indépendant des variables dans l’équation de cette courbe ne peut être nul ; on peut donc supposer qu’on ait tout divisé par ce terme , et l’équation sera :
(1) Ay’ + Bxy+Gr, + Dy + Ea5 + 1=0.
Désignons par a et a' les abscisses des points A et A', par b et b' les ordonnées des points B et B', enfin par x' et y” les coordonnées du point M; si l’on fait successivement y=0, x = 0 dans l’équation (1) , il vient :
(2) Or’ + Et + 1=0,
' (3) Ay* + Dy + 1=0,
les racines de l’équation (2) sont a et d, celles de l’équation (3) sont b et b', donc les quatre coefficients A, C, D, E sont déterminés ; on a :
aa
bb” bb'
Il ne reste donc plus, pour déterminer la courbe (1), qu’à exprimer qu’elle passe par le point M. Cela donne :
Ay” + B*y + Çr'* + Dy' + E* + 1 = 0 ,
d’oii l’on tire une valeur finie et déterminée pour le seul coefficient inconnu B. ' „
Si trois des cinq points donnés A, A' et M, par exemple, sont en ligne droite , il est clair que la seule courbe du se-
cond degré, passant par les cinq points, est celle qui est formée des droites AA' et BB'. Le problème est encore déterminé. Il n’y a indétermination que si quatre des points donnés sont en ligne droite. Alors on satisfait au problème , en prenant un système de deux droites dont l’une passe par quatre dès points donnés, et dont l'autre n’est assujettie qu’à la condition de passer par le cinquième point. Enfin le problème est doublement indéterminé si les cinq points donnés sont en ligne droite.
SECOND DEGRÉ. ÉTANT DONNEES LES EQUATIONS DE DEUX COURBES
DO SECOND DEGRÉ, TROUVER L’ÉQUATION GÉNÉRALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ QUI PASSENT PAR LES QUATRE POINTS u’iNTER- SECTION DES DEUX PREMIÈRES. DISPOSER DE L’INDÉTERMINÉE QUE RENFERME CETTE. ÉQUATION , DR MANIERE QU ELLB PUISSE SB DÉ- COMPOSER EN DEUX FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ.
U49. Soient
=At/s -f Baiy -f Gx, + üy-|-Er + P = 0,
1 ' U' = A'ÿs + B'xy + C'a:’ -f- D’y + E'x + F = 0 ,
les équations de deux courbes du second degré. L’équation
(2) M-fXM’ = 0,
où X est une indéterminée, sera l’équation générale des courbes du second degré qui passent par les quatre points d’intersection des courbes (1). En effet, il est d’abord évident que la courbe représentée par l’équation (2) passe par les points communs aux courbes (1); en second lieu, elle peut représenter toute courbe du second degré qui passerait
par ces quatre points et par un cinquième (as', y') ; car, à cause de l’indétermination de X, on peut faire en sorte que l’équation (2) soit satisfaite pour x=x', y = y - La condition pour que l’équation (2) représente deux droites est (n° 99) :
(A+ XA') (E+ XE')*— (B+XB') (D+XD')(E 4-XE')+(C + *C') (D + XD')4 + (F + XF) [(B + XB')4 — 4( A + XA') (C + XC')] = 0.
Cette équation est du troisième degré, elle a donc toujours une racine réelle. Cette racine étant connue , on aura aisément les équations de deux droites passant par les points communs aux deux courbes (1). La recherche de ces points communs est donc ramenée à trouver l’intersection de l’une de ces courbes avec chacune des deux droites.
Remarque. Si les deux courbes se coupent en quatre points réels, les trois racines de l’équation en X seront réelles. On peut effectivement faire passer, par quatre points donnés, trois systèmes de deux droites.
OBLIQUE A BASE CIRCULAIRE
Des sections planes du cône droit.
ado. On nomme cône droit la surface engendrée par une droite qui tourne autour d’une droite fixe en passant constamment par un même point de celle-ci , et faisant avec elle un angle constant. La droite fixe est dite l’are du cône; la droite mobile, considérée dans une quelconque de ses positions, en est une génératrice *; le point de rencontre de la génératrice et de l’axe est le sommet du cône. On voit que le cône droit est une surface illimitée; le sommet partage la génératrice en deux parties indéfinies qui engendrent chacune une nappe de la surface.
Tout plan, perpendiculaire à l’axe, coupe le cône suivant un cercle; tout plan, mené par le sommet et par deux points de la surface du cône coupe cette surface suivant un système de deux droites, qui peut être considéré comme constituant une ligne du second ordre.
Nous allons démontrer généralement que toute section
faite dans un cône droit par un plan est une courbe du second degré. Soient S (fig. 137) le sommet d’un cône droit donné, H AH' l’intersection de ce cône par un plan P; menons, par l’axe ZZ', un plan perpendiculaire à celui de la section ; ce plan coupera le plan P suivant la droite Ax et le cône suivant les génératrices BB' et CC'. Nous poserons SA=d, 8Ax = a, B8Z = 6; l’angle ê est compris entre zéro et 90° ; l’angle a est comnris entre zéro et 180°.
ug. i jo r
Prenons pour axe des x la droite Ax et pour axe des y la droite Ay , menée perpendiculairement à celle-ci dans le plan de la section. Soit MP l’ordonnée d’un point M de la courbe; par le point M , menons un plan perpendiculaire à 1 axe du cône ; ce pian coupera le cône suivant un cercle ayant pour diamètre EF ; en sorte qu’on aura :
EPXPF.
sin a
COsê’
en second lieu , si l’on tire les droites AI et PK, respectivement parallèles à EF et BB', il vient :
PF = KI = 2dsin6 — AK;
mais le triangle PAK donne :
AK sin (a -|- 26)
x """" co s 6
D’après cela l’équation (1') peut s’écrire :
; sin (« ■ coss6
, 2d sin a sin 6 sin a sin (a + SK) .
,2) >=— ÏSe-1-- — lx
ce qui montre que les sections planes d’un cône droit sont des courbes du second degré.
L’équation (2) représente une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que a-}- 26 est inférieur, égal ou supérieur à 180". Dans tous les cas la droite kx est l’axe focal de la courbe.
231. Examinons maintenant si une courbe du second degré donnée peut être placée sur un cône droit donné. Dn a vu que toutes les courbes du second degré peuvent être représentées par l’équation
(3) y * = 2 px + qx * ;
x et y désignant des coordonnées rectangulaires et l’abscisse x étant comptée sur l’axe focal. Cette équation a la même forme qpe l’équation (2) et , pour qu’elle représente la même courbe que celle-ci, il faut et il suffit que l’on ait:
... d sin a sin 6
' cos 6 r
sin a sin (« cos !6
Il s’agit de savoir si l’on peut tirer pour d et a des valeurs réelles en supposant que y, q et 6 soient des quantités données. L’équation (o) détermine a; et si on en tire une valeur réelle, on aura aussi une valeur réelle de d par le
moyen de l’équation (1). Il suffit donc que l’équation (5) donne pour a une valeur réelle. En remplaçant sin a sin (a + 26) cos 26 — cos (2a + 26)
par — : — - , cette équation devient :
(6) cos(2a + 26)=2(7+l)cos*6 — 1.
Si la courbe donnée est une parabole ou une ellipse, q est nul ou négatif, et, dans ce dernier cas, sa valeur absolue est inférieure à 1 ; donc cos (2a + 26) est compris entré — 1 et -fl et, par suite, a est réel.
Donc on peut toujours couper un cône droit donné suivant me parabole ou une ellipse donnée.
Quand la courbe donnée est une hyperbole , q est positif. Si, alors, 2(çr + l )cos!6 — 1 est négatif, cos(2a-}-26) est compris entre 0 et — 1 , et , par suite , a est réel. Mais si 2(7 + l)cos!6 — 1 est positif, il faut que l’on ait:
2(7 + 1) cos -6 — 1<1, ou 2(^ + 1) cos *6 — 1=1,
pour qu’on puisse avoir une valeur réelle de a; on déduit de là:
cos-6< ou = — — .
Si l’on désigne par 2a et 26 les axes de rhyperbolo*doimée
et que l’on fasse, à l’ordinaire, c’=a!+ 6S ; on a q — — , et la condition précédente devient :
cos a 6 < ou = — , c*
d'où l’on tire :
cos6.< ou = -.
On conclut de là ce théorème : pour qu’on puisse couper un cône droit donné suivant une hyperbole donnée , il faut et il suffi que l’anyle du cône soit supérieur ou au moins égal à l’angle des asymptotes de l’hyperbole.
Les courbes du second degré pouvant toujours être placées sur la surface d’un cône droit, on a donné à ces courbes le nom de sections coniques, et on les désigne aussi par la simple dénomination de coniques.
Étude géométrique des sections planes du cône droit.
252. On peut, par de simples considérations géométriques, établir une propriété générale commune aux sections coniques et qui suflit pour établir leur identité avec les courbes du second degré.
Menons par l’axe SZ du cône (fig. 138) un plan perpendiculaire au plan de la section considérée. Ce plan coupera le cône suivant deux génératrices SV et SV'. Quant au plan de la section , il coupera le plan VSV' suivant une droite Ax et le cône suivant une courbe telle que AM.
Cela posé, construisons un cercle tangent en B. C et F aux génératrices SV, SV' et à la droite Ax; si l’on conçoit que la génératrice SV tourne autour de l’axe pour engendrer le cône, le cercle CBF engendrera une sphère inscrite dans le cône et tangente au plan MAx; en
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effet, le rayon OF, étant situé dans le plan VSV' et étant perpendiculaire à Ax, est par suite perpendiculaire au plan MAæ; il suit de là que toute droite menée, par le point F, clans le plan MAx, est tangente à la sphère. Dans le mouvement de la génératrice SV autour de l’axe, le point D décrit un cercle dont le plan BNC est perpendiculaire à VSV'; par conséquent le plan VSV' est perpendiculaire à l’intersection des plans BNC et MA*. On aura évidemment cette intersection, en prolongeant Ax jusqu’à sa rencontre en H avec l!C et menant, par le point H, Hy perpendiculaire au plan VSV'. Soit maintenant M un point quelconque de la section conique AM; menons, par ce point, un plan perpendiculaire à l’axe : ce plan coupera le cône suivant le cercle DME , le plan VSV’ suivant DE et le plan de la courbe suivant MP. Cette droite MP, intersection de deux plans perpendiculaires à VSV', sera elle-même perpendiculaire à VSV' ; par suite, elle sera parallèle à Ily. Donc , si par le point M on mène MK parallèle à PH , cette droite rencontrera Hy en un point K et , dans le parallélogramme MPHK , on aura :
(1) MK = PH.
Si l’on joint MS, cette droite sera tangente à la sphère en un point N ; or la droite MF l’est aussi ; donc MF et MN sont égales, comme tangentes à une sphère, issues d’un même point ; d’ailleurs il est évident que MN est égale à BD , on a donc :
MF AB MK — AH
Donc: dans toute section conique, autre que celles qui passent par l’axe ou sont perpendiculaires à l'axe, le rapport des distances d'un point de la courbe à un point fixe et à une droite fixe est constant.
Si l’on désigne par a l’angle générateur du cône, par » l’inclinaison du plan de la section sur Taxe , le triangle ABH donnera :
AB sinAHB cost
AH sin HBA cos a "
Donc
MF cosi
M K co s a ‘
Ce qui précède suffit pour établir que :
1“ Les sections planes du cône droit sont des courbes du second degré ;
2° Une courbe du second degré donnée peut toujours être placée sur un cône droit donné, à moins que l’angle des asymptotes de la courbe, si celle-ci est une hyperbole, ne soit plus grand que l'angle du cône ;
Propositions que nous avons établies par le calcul aux n°* 250 et 251.
Des sections planes du cylindre droit.
2o3. On nomme cylindre droit la surface engendrée par une droite qui se meut parallèlement il un axe fixe, en restant constamment à la même distance de cet axe. Il
, uCMGnuK » ■**
-n%Tsr^rre,^^
L“i p»««a*t à FM* '* S^rletoiSe-
aux sections cylindriques. faite dans un cy-
Nous allons démontrer que ^ ^ ^ un plan non
parallèle à l’axe, est une ellipse.
SoitïlAH'lfig. 139) la section faite dans le cylindre; menons par l’axe un plan perpendiculaire au plan de la section, qui coupe celui-ci suivant la droite A.r et le cylindre suivant les
génératrices BB',CC'. Nous désignerons par a l’angleB' A*; cet angle est compris entre zéro
et 180°. .. »r et nour axe des y la
Prenons pour axe des x la droi ^ ^ dans ie plan de droite Ay, menée perpendiculaue de la courbe;
,a section. Soit MP 1’°" " ^cndiculaire à l’axe du par le point M menons u® suivant un cercle, ayant cylindre ; ce plan coupera 1 y
pour diamètre EF, et on aura:
(1) mp1 =epxPF;
le triangle AEP donne :
EP = x sin * ,
et, en désignant EF par 2r , on a :
PF = 2r — xsina.
D’après cela, l’équation (1) peut s’écrire :
(2) y,=xsina(2r — xsina) ou y-*=2r\rsina — x’sin**.
Cette équation représente une ellipse dont Ax est l’axe focal ; en désignant par 2a le grand axe et par par 26 le petit axe , on a :
— =rsina et -=sin!a, a a *
d’où
b = r et a — — — .
sina
Il suit de là que : les sections planes d’un cylindre droit sont des ellipses , ayant pour petit axe le diamètre de la section droite du cylindre (qu’on nomme ordinairement le diamètre du cylindre). Il résulte encore de là que : on peut placer une ellipse donnée sur un cylindre droit donné , lors que le petit axe de l'ellipse est égal au diamètre du cylindre.
Section anti-parallèle.
2;»4. On nomme cône oblique à base circulaire la surface engendrée par une droite mobile , assujettie à passer par un point donné et à s’appuyer sur une circonférence donnée. Le point donné est le sommet du cône et la circonférence donnée
est la base. On voit que le cône droit est un cas particulier du cône à base circulaire.
On peut démontrer aisément , par une marche analogue à celle que nous avons suivie , que les sections planes du cône oblique à base circulaire sont des courbes du second degré. Mais nous nous bornerons ici à établir qu’il existe un système de sections circulaires autres que celles qui sont parallèles à la base.
Soient S le sommet d’un cône oblique à base circulaire ;
AB la base (fig. 140); s joignons le sommet au centre 0 de la base, et, par la droite SO, menons un plan perpendiculaire au plan de la base, qui coupe celui-ci suivant la droite AB et le cône suivant les génératrices SA, SB. Soit IM K la section faite par un plan perpendiculaire au plan ASB. Menons l’ordonnée MP d’un point M de la section et , par le même point M , un plan parallèle à la base du cône ; l’intersection de ce dernier plan et du cône sera un cercle ayant pour diamètre EF, de sorte qu’on aura :
(1) lP*=EPxPF.
Si la section IM K est aussi un cercle, on aura :
(ï) mp* = îpxpk,
et, par suite,
d’où :
EP_ IP PK PF
Les triangles EIP, PFK sont donc semblables; d’où il suit que l’angle SIK est égal à SFE ou à SBA; réciproquement, si cette condition est remplie, l’équation (2) a lieu, et, par suite, la section est un cercle. Le plan perpendiculaire à la base d’un cône à base circulaire, mené par le centre de cette base et par le sommet , est dit plan principal.
On nomme section anii-paralléle du cône oblique celle dont le plan est perpendiculaire au plan principal, et qui, sans être parallèle à la base , tait .les mêmes angles que le plan de cette base avec les génératrices contenues dans le plan principal
255. On nomme cylindre oblique à base circulaire la surface engendrée par une droite assujettie à se mouvoir parallèlement à une droite donnée et à s’appuyer constamment sur une circonférence donnée , qu’on nomme la base du cylindre. La droite mobile est la génératrice du cylindre. Cette surface se réduit à un cylindre droit, lorsque la génératrice est perpendiculaire à la base.
Le plan, perpendiculaire à la base d’un cylindre à base circulaire, mené par le centre parallèlement aux génératrices, est dit plan principal.
On nomme section anti-parallèle du cylindre oblique celle dont le plan est perpendiculaire au plan principal, et qui, sans être parallèle à la base, fait les mêmes angles que le
plan de cette base avec les génératrices contenues dans le plan principal.
Le cylindre oblique est un cas particulier du cône oblique; il s’en déduit en supposant que le sommet de celui-ci s’éloigne à l’infini , en restant toujours sur la même génératrice. Cette, considération permet d’établir immédiatement que la section anti-parallèle du cylindre oblique est un cercle, ce qu’on pourrait, au surplus, démontrer directement en suivant la marche employée au n° 2<iA.
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DU PÔLE ET DE LA POLAIRE D’OR POINT PAR RAPPORT A DRE CONIQUE
SM. Soit
(I) Ay* + Bxy -p Cx*-p Dy -p Ex-p F = 0,
une équation quelconque du second degré; les dérivées du premier membre par rapport à z et par rapport à y sont : By+2Cz-t-E , 2Ay+Bz+D. Soient z' , y' les coordonnées d’un point quelconque M du plan de la conique représentée par l’équation (I); l’équation du premier degré
(2) (2Ay'+ Bz'-f- D)y+ (By'+ 2Cz'+ E)z+ Dy'+ Ez'+ 2F- 0,
représentera une droite D qui est dite la polaire du point M par rapport à la courbe. Réciproquement le point M est dit le pôle de la droite D. Il est important de remarquer que si le point (z1, y') est sur la courbe(t), l’équation (2) est celle de la tangente en M à la courbe (n* 120); d’où il suit que la polaire d’un point de la courbe n’est autre chose que la tangente en ce point. On voit que l’équation de la polaire de l’origine des coordonnées est simplement :
Dy + Ez-f 2F = 0.
15). Toutes les propriétés des pôles et polaires découlent immédiatement d’un seul principe , que l’on peut énoncer de l'une des deux manières suivantes :
Étant donnés deux points M et M', si la polaire de M , par rapport à une conique , passe par M', réciproquement , la polaire de M' passera par M ; ou , étant données deux droites D et D', si le pôle de D est sur D', réciproquement le pôle de D' sera sur D..
Ce principe résulte de ce que l’équation (2) ne change pas quand on change x et y en x' et y' et réciproquement; en d’autres termes, si l’on représente , pour abréger, l’équation (2) par
on aura l’identité :
Cela posé, soient les deux points Mtx1, y1) , M'(x", y"); les polaires D et D' de ces points auront pour équations :
Or si le point M' est sur D, on a l’identité :
qu’on peut écrire aussi ;
elle exprime alors que le point M est sur D’.
251 Ce qui précède permet de traduire géométriquement la définition analytique que nous avons donnée de la polaire d’un point.
Soit» un point extérieur à une conique; menons, par ce point, deux tangentes à la courbe, désignons par A et B les points de contact et tirons AB; je dis que AB est la polaire du point M; en effet, le point M est sur la droite MA qui est la polaire du point A, donc la polaire du point M passe par le point A ; le même raisonnement prouve qu’elle passe par le point B ; c’est donc la droite AB. 11 résulte de là que :
La polaire d'un point extérieur à une conique, par rapport à cette courbe, est la ligne qui joint les points de contact des tangentes menées à la conique par le point.
Mais on peut comprendre dans une même définition le ras du point intérieur et celui du point extérieur. Soit M un point quelconque intérieur ou extérieur à une conique; menons par ce point M une sécante quelconque qui coupe la courbe en A et B; enfin, par les points A et B menons à la courbe des tangentes qui se coupent en P. D’après ce qu’on a vu plus haut , AB est la polaire du point P , d’ailleurs elle passe par le point M , donc la polaire du point M passe par le point P; il résulte de là que :
La polaire d’un point quelconque M par rapport d une conique est le
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lieu géométrique des sommets des angles circonscrits à la conique et dont les cordes de contact arec celte conique passent par le point M.
Remarque. H est évident que cette déûnition embrasse même le cas où le point M est sur la conique elle-même.
La proposition précédente fournit un moyen de trouver la polaire d’un point donné par rapport à une conique; il est aisé de voir qu'elle permet aussi de trouver le pôle d’une droite donnée. Kiïeelivemcnt, si par un point de la droite donnée on mène deux tangentes à la conique, la droite qui joindra les points de contact passera par le pôle cherché. En opérant de même pour un second point de la droite donnée, on aura une seconde corde de contact qui, par son intersection avec la première , déterminera le pôle.
«a». Si , par un point P quelconque (fig. 141) situé dans le plan d'une conique, on mène deux sécantes qui rencontrent _ la conique, la première en A et A’, la seconde en B et B’; que Ton joigne AB et A’B' qui se coupent en N , AB' et BA' qui se coupent en M , la ligne MN sera la polaire du point P.
Eu effet, prenons pour axe des x la sécante PAA' et pour axe des y la sécante PBB' ; désignons en outre par a et a’ les abscisses des points A etA', par b et 6' les ordonnées des points B et B'. Les équations des droites AB et A’B' seront :
celles des droites AB' et B A' seront :
il est aisé de voir, d’après cela , que la droite MN a ponr équation :
(3) (ï+sO*+G+f)v=S-
En effet , l’équation (3) est obtenue en ajoutant membre à membre, soit les équations (I), soit les équations (2) ; la droite qu’elle représente passe donc par le point de rencontre des droites (1) et par le point de rencontre des droites (2). Cela posé, soit
Ay* + Bxy 4- Cx* + Dy + Ex 4- F =0
l'équation de la conique donnée; en y faisant successivement y=0 et x=0, il vient :
Cx* 4~ Ex 4" b 0 , Ay* 4* Dy 4* F — 0 ;
les racines de la première de ces équations sont a et a', les racines de la seconde sont b et b' ; on a donc :
« + «=-*. d ou - + -
b + b' = ~X> bb'=l-, d’où 1+'-
D’après cela l’équation (3) peut s’écrire :
Dy 4- Ex 4- 2F = 0.
Cette équation représente la polaire dn point P par rapport à la conique; ce qu’il fallait démontrer.
Corollaire. Ce théorème permet de construire, au moyen de la règle seulement, les tangentes à une conique par un point extérieur donné; en effet , on aura immédiatement , par ce qui précède , la polaire du point donné ; les points où cette polaire rencontrera la courbe seront les points de contact des tangentes demandées.
*«iO Si un quadrilatère ABB’A' (fig. 141) eit inscrit dans une conique, la ligne MN, qui joint le point de rencontre des diagonales avec le point de rencontre de deux côtés opposés AB, A'B', passe par les pôles des deux côtés opposés AA 'et BB’.
En effet , d’après le théorème précédent , la ligne MN est la polaire du point P ; mais le point P est situé sur les droites AA' et BB', donc la droite MN passe par les polos de AA' et BB'.
Corollaire. Ce théorème permet de mener une tangente à une conique
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au moyen de la règle seulement , par un point donné sur la conique. Supposons qu’il s’agisse de mener la tangente en B ; on mènera une corde quelconque BB', puis deux autres cordes quelconques BA, B' A'; joignant ensuite BA' et B'A , puis MN , on aura une droite passant par le pôle de BB' ; on construira de la même manière une seconde droite qui , par son intersection avec la première, donnera le pôle de BB'; joignant ensuite ce pôle au point B , on aura la tangente demandée.
261. Pour mieux étudier les positions respectives du pôle et de la polaire d’un point par rapport à une conique , nous examinerons successivement les trois cas que présentent ces courbes.
Ellipse. Soient P un point et HH' sa polaire par rapport à une ellipse; prenons pour axe des x le diamètre qui passe par le point P et pour axe des y le conjugué; on aura , pour ce point P :
et pour l’ellipse :
«’*/*+ 6*xs = a,f>*; enfin l’équation de la ligne HH' sera:
xx^ = a’;
cette droite est donc parallèle à l’axe des y. Le point Q où elle coupe l’axe des x est situé du même côté dn centre O que le point P; on a en outre :
OP X OQ = a*.
Deux points P et Q, situés sur un même diamètre de l’ellipse, d’un même côté du centre et qui sont tels que la précédente équation ait lieu , sont dits points conjugués; la polaire de chacun d’eux passe par l’autre, et les deux polaires sont parallèles au diamètre conjugué de celui qui passe par les deux points.
Hyperbole. Soit P un point quelconque et HH' sa polaire par rapport à une hyperbole; prenons pour axe des x le diamètre qui passe par le point P et pour axe des y le conjugué. On aura pour le point P :
et , si l’axe des x est transverse , l’équation de l’hyperbole sera : a'y! — ô»x» = — n’ft* ;
enfin l’équation de HH' sera :
xz' ~ a*.
Le point Q , où cette droite coupe l’axe des x , est situé du même côté du centre O que le point P, et on a comme dans l’ellipse :
. OPXOQ = o*.
Mais si Taxe des x est un diamètre non transverse de l’hyperbole, l’équation de cette courbe est :
a *y* — bVr* =
et celle de HH' est :
xx' — — a* ;
ici le centre O est situé entre le point P et le point Q où HH' coupe l’axe des x ; on a comme précédemment :
OP X OQ = a*.
Dans les deux cas , les points P et Q sont des points conjugués.
Parabole. Soit P un point et HH' sa polaire par rapport à une parabole; prenons pour axe des x le diamètre qui passe par le point P, pour axe des y la tangente à l'extrémité de ce diamètre, on aura, pour le point P
pour la parabole :
y' — ipx,
et pour UIU :
ce qui montre que HH' est parallèle à l’axe des y, et si Q est le point où eUe coupe l’axe des x , on aura :
OP = OQ.
Les points P et Q sont encore des points conjugués. 11 est aisé de voir, par ce qui précède, que la polaire d’un foyer d’une conique quelconque est la directrice qui correspond à ce foyer.
ZH'i. 11 est aisé de démontrer que toute corde d'une conique, menée par un point quelconque P, est divisée par ce point P et par sa polaire
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en parties proportionnelles. Nous engageons le lecteur à chercher la démonstration de ce théorème.
HEXAGONE DE PASCAL
•63. Lem>e. Si trois coniques ont une corde commune AA' , les trois cordes BB', CC', DD' commune» à ces courbes, prises deux à deux, passent toutes trois par un même point.
Prenons pour axe des x la corde commune et pour axe des y une droite quelconque qui pourtant ne passe pas par l’une des extrémités de la corde commune; l’équation de l’une des coniques sera :
Ay* 4" Dry 4~ Cx* -f- Dy -f" Ex 4~ 1 — 0 ,
car le terme indépendant des variables n’étant pas nul par hypothèse , on peut diviser toute l’équation par ce terme. En faisant y = 0, il vient :
Cx» 4- Ex 4-1=0,
équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la corde commune aux trois coniques. Il s’en suit que dans les équations de ces trois courbes , les termes en x» et en x ont respectivement le même coefficient. Soit donc.
Ay* + Bxy 4- Cx» 4- Dy 4- Ex 4- 1 = 0 ,
A'y* 4" B'xy -f* Cx* 4“ D'y 4“ Ex 4“ I — 0 ,
A''y» 4- B"xy 4- Cx» 4- D"y 4- Ex 4- 1 = 0 ,
les équations des trois coniques. En retranchant les deux premières l’une de l’autre, il vient :
(A - A')y» 4- (B - B'ixy 4- (D-B')y = 0,
qui se décompose en deux autres, savoir :
Les droites représentées par ces équations passent par les quatre points communs aux deux premières coniques; la première y =0 comprend les deux points situés sur t’axe des x, l’autre est relative aux deux autres points. Si donc on désigne, pour abréger, par P, P', P" les premiers membres
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des équations des trois coniques, les trois cordes communes, que nous considérons, auront pour équations :
li est évident que ces trois droites se coupent en un même point.
Stt4. Théorème. Dans tout hexagone inscrit à une conique, les points de rencontre des côtés opposés sont en ligne droite.
Soient ABCDEF un hexagone inscrit dans une conique C (fig. 142); tirons la diagonale AD; prolongeons les côtés AB, DE qui se coupent en I;
BC, EF qui se coupent en K ; CD, AF qui se coupent en H, et joignons IH ; je dis que la droite 1H passe par le point K En effet la conique C, la conique formée des droites AB, CD et celle qui est formée des droites AF1, DE ont une corde commune AD , d’ailleurs les trois cordes communes h ces coniques deux à deux sont BC, EF et 1H ; les deux premières se coupent en K ; donc, d’après le théorème précédent, la droite IH passera par le point K.
Corollaire. Le théorème ne cesse pas d’avoir lieu si l’un des côtés de l’hexagone se réduit à zéro , auquel cas la direction de ce côté est celle d’une tangente à la conique. Il résulte de là que : si les côtés d’un pentagone inscrit dans une conique sont numérotés 1,2, 3 , 4,5, le point de concours des côtés 2 et 4 , celui des côtés 3 et S et celui du côté l avec la tangente au sommet opposé seront tous trois en ligne droite,
Xttâ. On déduit facilement de ce qui précède le théorème suivant dû à M. Brianchon:
Les trois diagonales, qui joignent les somtnels opposés d’un hexagone circonscrit à une conique, passent par un même point.
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En effet, soit un hexagone circonscrit à une conique; si l’on joint les points de contact de ses côtés avec la courbe , on formera un hexagone inscrit. D'après le théorème de Pascal , les points de rencontre des côtés opposés de cet hexagone inscrit sont en ligne droite ; donc les polaires de ces trois points passent par un même point. Mais ces polaires sont précisément les lignes qui joignent les sommets opposés de l’hexagone circonscrits ; le théorème est donc démontré.
Remarque. Ce théorème continue d'avoir lieu si un ou plusieurs des angles de l’hexagone se réduisent à deux droits. Celte considération conduit à quelques remarques curieuses, que le lecteur fera aisément luimême et que nous nous dispenserons de développer ici.
DE SOMBRE DE CONDITIONS NÉCESSAIRES PO CR LA DÉTERMINATION D’UNE COURBE D’UNE ESPÈCE DONNÉE.
ïthi. On nomme généralement paramètres d’une courbe, d’une espèce donnée, les longueurs nécessaires pour la détermination complète de la courbe. Ainsi le cercle ne dépend que d’un seul paramètre qui est, à volonté, son rayon ou son diamètre; l’ellipse dépend de deux paramètres qui sont, si l’on veut, les longueurs de ses axes, etc.
Lorsqu’une courbe dépend de m paramètres, dont on peut choisir A volonté les valeurs, on peut l’assujettir à m + 3 conditions, par exemple A passer par m+ 3 points. En effet, quels que soient les axes que l’on ait choisis d’abord pour y rapporter la courbe, axes que nous supposerons rectangulaires , l’équation de celle-ci renfermera les m paramètres dont elle dépend; en outre par une transformation de coordonnées, en mettant (x — a) cos a. — (y — b) sina au lieu de x, (x — a)sina + (y — bjcosot au lieu de y, on introduira trois nouvelles indéterminées a, b et a. On aura donc en tout m + 3 arbitraires, et par suite on pourra établir m + 3 équations de condition entre les coefficients de la nouvelle équation de la courbe. En particulier, on pourra assujettir la courbe à passer par m + 3 points; elle sera alors complètement déterminée.
Ainsi, il faut quatre points pour déterminer une courbe qui ne dépend que d’un senl paramètre ; tels sont les cas de la parabole , de l’hyperbole équilatère, etc. Mais le cercle fait une exception remarquable, il suffit en effet de trois points pour le déterminer. Il est aisé d’expliquer la cause de cette exception; car, ayant pris d’abord x* + y*= R* pour l’équation du cercle, si l’on met ( x — a) cos a — (y — b) sina au lieu de x, et (x — a) sin a + (y — 6) cos a au lieu de y , la nouvelle équation ( x — a )* + ( y — b )* = R’ ne renferme aucune trace de a ; cet angle s’est
éliminé de iui-méme par suite de la symétrie de la courbe autour de son centre! et, son équation ne renfermant que trois arbitraires, le cercle ne peut être assujetti qu’à trois conditions. Les courbes du second degré , que nous allons considérer exclusivement, dépendent de deux paramètres et peuvent être assujetties à cinq conditions. Mais si l’on établit d’avance une relation entre ces paramètres; en d’autres termes, si l’on considère, comme formant une espèce, les courbes du second degré dont les paramètres sont liés par la relation dont il s'agit , il sufllra de quatre points pour les déterminer. C’est ainsi que la parabole ou l'hyperbole équilatère sont déterminées par quatre points.
EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES DIVERSES CONDITIONS, AUXQUELLES UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ PEUT ÊTRE ASSUJETTIE.
269. Point. On exprime immédiatement qu’un point est donné, en remplaçant x et y par les coordonnées de ce point dans l’équation de la courbe qu’on considère.
Tangente. Le moyen le plus simple, pour exprimer qu’une droite y=mx + n est tangente à une courbe du second degré, consiste à éliminer y entre cette équation et l'équation de la courbe , et à exprimer que l’équation finale a pour premier membre un carré parfait.
Centre. On exprime qu’un point est le centre d’une courbe du second degré, en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation proposée, et en y remplaçant x et y par les coordonnées du point donné.
Remarque. La donnée du centre équivaut à deux conditions.
Diamètre. On exprime qu’une droite donnée est un diamètre, en remplaçant dans son équation x et y par les coordonnées du centre , dans les cas de l’ellipse et de l’hyperbole. Dans le cas de la parabole, on exprimera que la droite donnée est parallèle au diamètre qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’un des axes.
Axe. On exprime qu’une droite donnée est un axe, en écrivant d'abord la condition pour qu’elle soit un diamètre; puis, les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, si a désigne l’angle que fait la droite donnée avec l'axe des x, on égalera — tan g 2 ai au coefficient du rectangle dans l’équation de la courbe divisé par la différence entre le coefficient de y* et le coefficient de x *.
Remarque. La donnée d’un axe, en position, équivaut à deux conditions.
Sommet. On exprime qu’un point est un sommet , en écrivant d’abord
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que ce point est sur la courbe , puis que la tangente menée par ce même point est perpendiculaire au diamètre qui y passe.
Foyer et Directrice. L’équation générale des courbes du second degré, qui ont pour foyer ( x ’ , y'), est en coordonnées rectangulaires:
(i— x')’+(y— y')* — ( Ix -fmy + nl’^O.
L’équation de la directrice est alors :
Ix + my -f- n = 0.
Lors donc qu’un foyer ou une directrice est donné dans une courbe du second degré , on doit prendre l’équation de cette courte sous la forme précédente; il ne reste plus alors que trois quantités indéterminées, et, par suite, la courbe ne peut plus être assujettie qu’à trois conditions; de sorte que la connaissance du foyer ou de la directrice équivaut à la donnée de deux points.
Asymptote. Pour exprimer qu’une droite y — mx + n est asymptote d’une courbe du second degré, il suffit d’éliminer y entre cette équation et l’équation de la courbe , puis d’exprimer que les deux racines de l’équation finale sont infinies. Eu effet , l’équation de la courbe est nécessairement de la forme :
(y — mx — b) (y — m'r — n') + constante = 0;
si l’on y fait y = mar + n, elle ne renfermera ni terme en x* ni terme en x ; les deux racines seront donc infinies.
SUS. Ce qui précède permet déformer facilement l’équation générale des coniques qui aatis’ont à une, deux, trois, quatre ou cinq conditions données. Cette équation renfermera quatre arbitraires dans le premier cas, trois dans le deuxième, deux dans le troisième , une seulement dans le quatrième; dans le dernier cas la courbe sera déterminée.
Nous indiquerons encore une méthode très-commode pour résoudre les problèmes de ce genre et qui consiste dans la transformation des coordonnées. Cette méthode peut être employée avec avantage dans un grand nombre de cas; par exemple, si l’on propose de trouver l’équation générale des ellipses qui ont pour axes 2a et 2i>, on écrira d’abord l’équation de l’ellipse rapportée à scs axes et qui est :
I a,y%+bix, = atb\
Mettant ensuite x„ + x cos a — y sin a au lieu de x et y0 + x sin a + y cos a au lieu dey, on aura l’équation demandée, savoir:
a* (yo + * sin a + y cosa)*-f-b’ (x„ + x cos a — y sina)*=; a* &*.
Il reste trois indéterminéés: x0 , y0 et a.
LIEUX GÉOMÉTRIQUES RELATIFS AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ ASSUJETTIES A QUATRE CONDITIONS.
860. L’équation générale des coniques, assujetties à quatre conditions , ne renferme qu’une seule indéterminée; par conséquent les coordonnées du centre , ou des foyers , ou des sommets de ces courbes , ne contiennent elles-mêmes que cette seule indéterminée. Éliminant donc cette indéterminée entre les équations qui déterminent soit le centre , soit les foyers, soit les sommets de la courbe, on obtiendra le lieu géométrique de ce point. Nous allons examiner quelques exemples.
890. Premier exemple. Trourer le lieu des sommets des hyperboles, qui ont une asymptote et un foyer communs.
Prenons pour axe deé y l’asymptote donnée, et pour axe des x la perpendiculaire abaissée du foyer donné sur l’asymptote; désignons par p la distance du foyer à cette asymptote. L’équation des hyperboles qui ont pour foyer le point F est:
y’ + [x— p)*— (te + my + n)» = 0.
Mais, puisque l’axe des y est une asymptote, l’équation ne doit renfermer ni terme en y* ni terme en y; cela exige que l’on ait-
d’où
1 — m* = 0 et — 2 mn = 0; n = 0 et m=l.
L’équation des hyperboles, qui satisfont aux conditions de l’énoncé, est donc en définitive :
(1) V*+(* — p)' = (fe + y)‘i
elle ne renferme que la seule arbitraire I. L’axe focal , passant par le foyer et étant perpendiculaire à la directrice, te + y =0 , aura pour équation :
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Le» sommets sont à l’intersection de la courbe avec l’ave; on aura donc le lieu de ces points en éliminant f entre les équations (1) et (2), et supprimant de l’équation Anale le facteur x — p qui ne donne rien; il vient;
#71. Deuxième exemple. Trouver le lieu des foyers des hyperboles, qui ont une asymptote et un sommet communs.
Prenons pour axe des y l'asymptote donnée et pour axe des x la perpendiculaire abaissée du sommet donné sur l’asymptote. Désignons par p la distance du sommet à l'asymptote. Soient enün x/ , y' les coordonnées de l’un des foyers. Pour que l'axe des y soit une asymptote de la courbe
(ÿ-V')* + (* -*')*={ix+my + n)*,
il faut que l’on ait :
ce qui donnei
I— m» = 0 y' = — aw, m—i n— — y' ;
l’équation de la courbe est donc
(y-y')* + (*-®')« = (fcr + y-y')*.
L’axe focal, passant par le foyer et étant perpendiculaire à la directrice
a pour équation :
Jz-f y— y'=0,
Les coordonnées du sommet satisfont aux équations (1) et (2) ; on a donc r
!/'*+(*' — P)* = (y' — lp)*, y' — j{p—x’).
Eliminant l entre ces deux équations, on aura celle du lieu demandé qui est, après la suppression du facteur étranger z*— p et la substitution de x et y au lieu de z' et y':
*T*. Troisième exemple. Trouver le lieu yéemséUique ries foyer* et des sommets des hyperboles équilatères, qui ont me' mt tenue et qui passent par un point donné. „
Prenons le centre donné pour origine et pour axe polaire la droite qui joint ce centre au point donné; désignons enfin par a la distance du centre au point donné. L’équation générale des hypcriKiles équilatères satisfaisant aux conditions de l’énoncé sera '* *
■fc rV~
J O’ COS 2 a * *■'
^ cos2(u — m)‘
a est le paramètre variable que doit renfermer l’équation ; il est égal i l’angle formé par l’axefocal de l’hyperbole avec l’axe polaire. Faisant w=x, on aura évidemment le rayon vecteur du sommet qui est:
p*=a* cos 2 a; ,
et enfin si l’on met u au lieu de a, on aura l’équation du lien des sommets : ^
p* = a*cos2o>;
le rayon vecteur du foyer est évidemment égal à celui du sommet multi- . * plié par y 2; le lieu des foyers sera donc:
p* = 2o* cos 2 w.
venons de trouver sont deux lemniscates. il est aisé seconde coupe à angle droit toutes les hyperboles
EXERCICES
Question* proposée*.
I. Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont même sommet et an point commun ou une tangente commune.
II. Trouver le lieu des sommets des paraboles qui ont même foyer et ne point commun ou une tangente, commune,
III. Trouver le lieu des foyers et des sommets des paraboles qui ont même directrice et un point commun ou une tangente commune.
IV. Trouver le lieu des sommets ou des foyers des paraboles qui ont même paramètre et deux points communs ou deux tangentes communes.
Les lieux que nous de démontrer que la équilatères.
APPENDICE
V. Trouver le lieu des sommets, des foyers, des centres des ellipses connaissant deux tangentes avec leur point de contact.
VI. Trouver le lieu des centres des coniques qui passent par quatre joints ou qui sont tangentes à quatre droites.
VII. Trouver le lieu des foyers d'une ellipse, connaissant le centre, un point et la longueur du grand axe.
DÉTERMINATION DE LA CONIQUE Ql’I PASSE PAR CINQ POINTS,
QUI EST TANGENTE A CINQ DROITES DONNÉES
*73. On peut trouver , parce qui précède, l’équation de la conique assujettie à cinq conditions , et cette équation peut servir ensuite à construire la courbe. Dans bien des cas, on peut simplifier la solution à l’aide de considérations particulières; mais, à cct égard, on ne peut poser aucun principe général. Nous nous bornerons ici à indiquer comment on peut construire la conique qui passe par cinq points, ou qui est tangente à cinq droites données.
*74. Construire la conique qui passe par cinq points donnés.
Soient A, B, C, D, E, les cinq points par lesquels il faut faire passer une conique: le théorème de Pascal permet de construire autant de points qu’on voudra de. la courbe. Par exemple, si par l’un quelconque des points donnés A ( llg. 142), on mène une droite quelconque AP, on aura, comme il suit, le point F où cette ligne AF rencontre la courbe cherchée. On joindra AB, BC, CD, DE; soit I le point de rencontre de AB et de DE, K le point de rencontre de CD avec AF et enfin K le point de rencontre de BC et de la droite III; si l'on joint KE, cette droite . rencontrera AF au point cherché F.
En second lieu , on peut construire aisément la tangente en un quelconque des points donnés ou déterminés comme il vient d'étre dit ; car supposons qu’il s’agisse de mener la tangente en A, on prolongera AB et DE jusqu’à leur rencontre, en I,BC et AE jusqu’à leur rencontre en N , on joindra IN qui coupera en P le côté CD prolongé; enfin on joindra PA qui sera la tangente demandée.
En troisième lieu , on peut déterminer les éléments de la conique qui pourra alors être construite, comme il a été indiquf dans un chapitre précédent.
Par les trois points A, B, C (llg. 143), menons les tangentes à la courbe; prolongeons les tangentes en A et B jusqu'à leur point de rencontre G ; par ce dernier point et par le milieu M de la corde aB , tirons le diamètre GM ; tirons de même un second diamètre HN par le point de rencontre H des
tangentes en B et C et le milieu N de la corde BC. Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, ces deux diamètres se rencontreront en un point qui, sera le centre de la courbe ; si ces deux diamètres sont parallèles, la courbe sera une parabole.
Supposons que la courbe ait un centre ; par ce point menons LL' parallèle à la corde AB ; les deux diamètres GM et LL' seront conjugués; par le point A menons AP parallèle è GM; AM et AP seront les deux coordonnées du point A rapporté aux diamètres GM et LL'.
Si la courbe est une ellipse, la tangente en A rencontrera les diamètres GM, LL' en deux points situés respectivement du même côté du centre que les points M et P; et on aura les demi-longueurs de ces diamètres en prenant deux moyennes propor- |f tionnelles, l’une entre OG et OM,
. .. et l’autre entre OQ et OP.
Bg. HJ.
Si la courbe est une hyperbole, la tangente en A remontrera les diamètres GM, LL' en deux points situés l’un du même côté du centre que les points M et P, l’autre du côté opposé. On construira les longueurs des demi-diamètres comme pour l'ellipse.
On déterminera ensuite, dans. ces deux cas, les axes de la courbe d’après les méthodes indiquées n°* 156 et 191.
Si la courbe est une parabole, on connaît un diamètre, la direction des cordes conjuguées , un point de la courbe et la tangente en ce point ; on pourra donc déterminer le point de rencontre de la courbe et du diamètre , puis la distance de ce point au foyer, puis enün le foyer et le sommet,
%75. Construire la conique tangente à cinq droites données.
Ce problème se ramène au précédent, en déterminant les points de contact des tangentes. Soit ABCDE le pentagone formé par les cinq tangentes données; menons les diagonales AC et EB qui se coupent en O et tirons la droite DO.; elle ira passer par le point de contact M du côté AB. En efTet, si l’on circonscrit d’abord à la conique un hexagone ayant pour côtés AE, AE, DC, BC, et qu’on réduise ensuite à deux droits l’angle dont le sommet F est placé entre A et B, les deux côtés adjacents coïncideront avec AB , et les deux points de contact se réuniront en F .
On déterminera de la même manière les autres points de contact.
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Questions à résoudre.
I. Construira une ellipse, connaissant un foyer et trois points, ou une directrice et trois points.
II. Construire une ellipse, connaissant un foyer et trois tangentes.
V lit. Copstruire une ellipse , connaissant un foyer , un point et deux
tangentes.
IV. Construire une hyperbole, connaissant une asymptote, un foyer et un point ou une tangente.
V. Construire une parabole , connaissant le foyer et deux points ; ou le foyer et deux tangentes; ou le foyer, un point et une tangente.
VI. Construire la parabole qui passe par quatre points donnés.
DE LA SIMILITUDE
9741. Considérons deux courbes C et C' situées dans le même plan , ou dans des plans parallèles. Soit O un point quelconque du plan de la courbe C et OM, OM', OM",... différents rayons vecteurs de cette courbe; Si dans le plan de la courbe C, on peut trouver un point O, tel que les ' rayons vecteurs 0,Mt, 0,M', de cette courbe respectivement parallèles i OM, OM' soient tels que l’on ait :
0iM,_ OjM\
OM OM
les deux courbes seront dites semblables et semblablement placées; k sera le rapport de similitude; les points O, O,, M, M,... seront homologues. A chaque point du plan de la courbe C correspondra un point homologue de la courbe C, , car soit I un point quelconque du plan de la courbe C , joignons 01 , puis menons par 0, une parallèle à 01, et prenons
sur cette ligne le point I, tel que l’on ait = fc, je dis que les points I
et I, seront des points homologues et qu’ils peuvent tenir lieu des points primitifs 0 et 0, ; effectivement, les rayons vecteurs IM, IM',... sont évidemment parallèles i I,Mt, r,M', et on a de plus :
LMi-ïiEi -k '
IM l'M'
Lorsque deux points homologues se confondent en un seul, ce point unique est dit le centre de similitude des deux courbes. Ce centre de similitude est évidemment le point de rencontre C de deux droites telles que 00, et II, qui joignent deux points homologues; on démontre dans les éléments de géométrie que les droites CM, CM' ."fassent respectivement par les points M, , M’, ,
Il est aisé de voir que les tangentes en deux points homologues des courbes C et C, . sont parallèles; en effet, les triangles OMM', 0,M,M', ont les côtés parallèles chacun à chacun ; or le parallélisme des côtés MM', M,M', continuera d’avoir lieu, si les points homologues M' et M', se rapprochent indéfiniment des points M et M' ; or à la limite ces deux lignes deviennent des tangentes.
877. Deux figures semblables et semblablement placées étant données, si l’une d’elles est fixe et qu’on fasse tourner l’autre dans son plan , la similitude de position sera complètement détruite, mais la similitude de forme continuera d’avoir lieu. Il est très-aisé, d’après ce qui précède, de reconnaître si deux courbes données par leurs équations sont semblables.
Soient . .
ft*, V)=0 et E(x, y)— 0,
lès équations de deux courbes situées dans un même plan dn dans dés plans parallèles. Nous supposerons que les axes auxquels la première courte est rapportée soient rectangulaires et parallèles à ceux qui se rapportent à la seconde courte. Supposons les deux courbes semblables et semblablement placées, et soit k le rapport de similitude; soient x0 yo le point du plan de la seconde courbe homologue de l’origine relative à la première courbe; x’, y' un point quelconque de cette courte , (r, y) le point homologue de la première, on aura évidemment, par de simples triangles semblables :
Donc les équations (1) et (2) seront identiques quand on aura mis dans la première — — au lieu de x, au lieu de y. Supposons par
, K rf
exemple qu’il s’agisse Uc deux courbes du second degré :
At/’+ Rry-fCrf-f Dy+ E*+ F=0, A'y*+ B'*y+C'ï*-f D'y 4- E'i + F'=0.
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En taisant la substitution indiquée dans la première, elle devient :
Ay* + Bxÿ + Cx*+ (D* — 2Ay0— B*o'y + (Ëfc— 2Cx0— By,)* +
Ay’o + B-Coyo -4- Cx*o — kDy0 — k Fl® -f- Fie* — 0.
Cette équation devant être identique à l’équation (2), on a le» cinq relations :
A _ Dk — 2Ay0— Bj»
A Ek — 2Cx„ — By,
A _ Ay*,+ Bx^»+ Cn,+ kDy,— kEz0 + Fk»
On a ici trois inconnues x„, y0 et k; il y aura donc deux conditions de simiiitnde qui sont :
Les trois dernières équations , écrites plus haut , serviront à déterminer x0, y„ et k.
11 résulte de là que deux ellipses dont les axes sont proportionnels sont semblables, La même chose a lieu pour deux hyperboles dont les axes sont proportionnels. Seulement ici il faut distinguer le cas où les axes transverses sont homologues, et le cas où l'axe transverse de l’une est l’homologue de l’axe non transverse de l’autre. Dans le premier cas, tout se passe comme pour l’ellipse; mais dans le second cas, le rapport de similitude est imaginaire; les deux hyperboles satisfont bien à la condition analytique de la simitude, mais elles ne sont pas semblables au point de vue où l’on se place ordinairement dans les spéculations géométriques. On peut dire que chacune d’elles est semblable à la conjuguée de l'autre. On voit enfin que toutes les paraboles sont semblables.
On trouvera très-aisément les conditions pour que deux courbes données soient semblables seulement de forme-, il suffit effectivement pour
«TF
cet objet de faire tourner l'une des deux courbes dans son plan d’un angle Indéterminé a, de manière à rendre les courbes semblablement placées. Cela équivaut évidemment à changer dans l’une des équations proposées x en {x cos a — y sin a) , y en (* sin a 4- y cos a) ; on suivra ensuite la marche que nous avons indiquée. En appliquant ceci aux équations du second degré , on retrouverait les conditions déjà obtenues.
UN AXE EST ÉGALE A LA PROJECTION UE LA LIGNE RESULTANTE
278. On nomme projection d’un point A, sur une droite x'x , le pied a, de la perpendiculaire abaissée de A sur x'x. Cette projection a est aussi le point de rencontre de x'x avec le plan mené, perpendiculairement à cette droite, par le point A. t
La projection d’une droite finie AB s\>r une droite x'x est la partie ab de x'x , terminée par les projections « et b des extrémités de AB.
Théorème. La projection d'une droite finie AB ( fig. 144 ) sur une droite x'x est égale au produit de AB par le cosinus de l'angle que forment les droites AB et xx.
Soient M et N les plans perpendiculaires à x'x menés par les points A et B; n et b les points où ces plans coupent x'x-, ab sera la projection de AB. Abaissons du point A la droite
AC perpendiculaire sur le plan M et joignons BC ; les droites AC et ab seront égales, comme parallèles comprises entre plans parallèles. On aura donc , par le triangle ABC,
Hg. 144. .
ab = AB cos BAC ,
ce qui démontre le théorème énoncé.
279. Dans les applications de la théorie des projections , il ‘y a lieu de distinguer deux directions différentes, nonseulement sur la ligne projetante, mais encore sur la ligne que l’on projette. Les projections que nous aurons à considérer pourront ainsi être positives ou négatives, et pour que leurs signes soient déterminés sans aucune ambiguïté, nous adopterons la détinition suivante :
La projection, sur une droite de direction x'x, d’une droite finie AB dont ta direction est celle d’un mobile qui se mouvrait de A vers Bs est égale au produit de la distance AB par le amnus de l’angle aigu, droit ou obtus, que forment les
directions AB et x'x. k
11 résulte de cette détinition que les projections de AB et de BA sur x'x sont égales et de signes contraires : pareillement , les projections de AB ou sur x'x et sur xx sont égales et de signes contraires.
Si l’angle des directions AB et x!x est aigu il est évident
ir
THÉORIE DES PROJECTIONS
que la projection ab de AB a la même direction que x'x, et, d'après noire définition, elle est positive; au contraire, si l’angle des directions AB et x'x est obtus; la projection de AB, qui est négative, a la direction de xxf.
Remarquons enfin que les projections d’une même droite sur des directions parallèles sont égales entre elles.
2110. Théorème fondamental. La somme des projections des côtés d'un polygone fermé sur une direction quelconque est nulle ; la direction de chaque côté étant celle que suit un mobile qui parcourt le polygone en marchant toujours dans le même sens.
Soit ABCDEF (fig. 145) un polygone fermé, plan ou gauche;
à, b, c, d, e, f, les projections de ses sommets sur la droite donnée, de direction x'x. Imaginons un mobile parcourant le polygone dans le sens ABCDEF, puis un second mobile constamment placé sur la projection du premier. Pendant que le premier mobile parcourra les Côtés AB, BC, CD, DE, EF et FA, le second décrira les lignes ab, bc, cd, sf, fa; 1# somme algébrique de ces dernières, lignes est évidemment nulle, car, après ffîs avoir successivement décrites, la mobile revient à son point de départ; or ces lignes ab, bc...... prises avec le signe qui leur convient, sont
précisément les projections des côtés AB, BC, ; donc la
somme de ces projections est égale à zéro.
Corollaire. Les projections, sur une direction quelconque, de deux contours polygonaux ABCD, ABC'D ( fig. 146),
fl*. M5.
terminés aux mêmes extrémités A et D, sont égales entre
elles; en effet, la réunion de ces deux contours forme un polygone fermé ; si donc on désigne, par la notation abrégée (AB) , la projection sur x'x de la droite AB dont la direction est
~ — ï indiquée par l’ordre des lettres A
«6.. 46. r et B, on aura: - -
AXES RECTANGULAIRES EST EGALE AO CARRE DE CETTE DROITE
LA SOMME DES CARRES DES COSINUS DES ANGLES QU’UNE DROITE FAIT AVEC TROIS DROITES RECTANGULAIRES EST ÉGALE A l’ UNITÉ.
281. Soit OM (fig. 147) la droite dont nous considérons les projections ; par le point 0 menons trois droites OA, OB, OC
ÎHÊOHIK UKS PKOJECTIONS.
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respectivement parallèles aux droites de projection données;
ces droites prises deux à deux détermineront trois plans qui seront évidemment rectangulaires; menons parle point M trois plans respectivement parallèles aux trois premiers. On déterminera ainsi un parallélipipède rectangle OAPBRCQM dont O.M sera une diagonale; or si l’on mène OP, le triangle rectangle OMP donnera :
oar =tjp* + MPS = OP* + OC* ;
mais le triangle OAP est aussi rectangle et donne : ÔP“ = ÏÏÂ* + ÂP* = ÔÂ* + ÔB* ;
donc
(1) OM* = ÜÂ’ + OB’ + ÔC*.
Ce qui démontre que le carré de la ligne OM est égal à la somme des carrés de ses projections sur les trois droites OA, OB, OC.
Si l’on joint MA , le triangle rectangle OMA donne :
OA = OM cos MOA.
On aura de même ;
et
OB = OM cos MOB OC = OM cos MOC ;
^ ~ j . ^gtLj
ajoutant les trois équations précédeutes après les avoir élevées au carré , et ayant égard à l’équation (t), il vient :
cos 5 MOA -j- cos 1 MOB -J- cos ’ MÛC = I . *> . '•
Cette équation prouve que la somme des éarrés des cosinus> des angles, que fait une direction donnée avec trois directions ' rectangulaires, est égale à l’unité. A la vérité, notre démonstration suppose que les trois angles soient aigus ,T majfyle théorème est général ; si a, p, 7 désignent les angles formés par une direction quelconque avec trois dire, étions rectangu-
laires quelconques, on a :
cos’a-j-cos,p + cos!Y=l.
fj*
Effectivement si l’un des angles a, 6, 7 est obtus, il suffira, pour rentrer dans les conditions de notre figure, de changer la direction de la droite de projection correspondante dans la direction opposée, ce qui ne produira qu’un changement de signe dans le cosinus.
LA PROJECTION d’une AIRF. PLANE SUR UN PLAN EST ÉGALE AU PRODUIT DE CETTE AIRE PAR LE COSINUS DE l’aNGLE DES DEUX PLANS.
282. On nomme projection d’une aire plane sur un plan, l’aire terminée, par la projection sur le plan, du contour de l’aire donnée.
Cas du triangle.
285. Soit un triangle ABC (fig 148), et supposons d’abord que l'un des côtés, AB, par exemple, soit parallèle au plan de
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projection ; menons par AB un plan parallèle à ce plan de projection; abaissons la perpendiculaire Ce sur ce plan , menons enfin cO perpendiculaire sur AB, et joignons OC qui, par un théorème connu, sera perpendiculaire à AB.
Le triangle ABc sera la projection de ABC , et ces deux triangles, ayant fig. us. même base AB , seront entre eux
comme leurs hauteurs; on aura donc:
Or
ABc = ABC
or le rapport — est égal au cosinus de l’angle COc, angle
qui est précisément celui que forme le plan du triangle ABC avec le plan de projection.
Supposons, en second lieu (fig. M9), qu’aucun côté du
triangle ABC ne soit parallèle au plan de projection.
Menons par le sommet B un plan MN parallèle à ce plan de projection ; soit A' le point où ce plan rencontre le côté CA prolongé, et tirons BA'.
Désignons enfin par a l’angle aigu du plan ABC et du plan MN. Les projections de ABC et de A' AB seront, d’après ce qui précède, ABCxcosa et A'ABxcosa; mais ABC est la différence des deux triangles ABC, A'AB et sa projection est évidemment la différence des projections de ces mêmes triangles ; par suite, elle a pour valeur ABCxcosa.
Cas d'un polygone.
284. Considérons un polygone P dont le plan fasse un angle a avec le plan de projection. Décomposons ce polygone en triangles T, T',..-- au moyen de diagonales; la projection
du polygone P sera évidemment T co s a -f- T'cosa + , ou
Pcosa.
Cas d’une aire plane terminée par un contour quelconque.
Considérons une aire plane P terminée dans l’une
de ses parties par une courbe AB , et inscrivons dans cette courbe une ligne polygonale; désignons par P' l’aire obtenue en remplaçant la courbe par la ligne polygonale dont il s’agit. La projection de P' sur un plan sera P cosa, a étant l’angle des deux plans. Mais si les côtés de noire ligne polygonale auxiliaire diminuent indéfiniment, de manière à avoir zéro pour limite , P' tendra vers la limite P ; donc la projection de P sera encore Pcosa. »
CHAPITRE II
REPRESENTATION D’UN POINT PAR SES COORDONNÉES. — ÉQUATIONS DES LIGNES ET DES SURFACES.
286. Considérons trois droites quelconques Ox, Oy, O z (fig. 1 50) menées par un même point O et qui ne soient pas dans un même plan ; ces droites détermineront trois plans yOs, zOx, xOy. Cela posé , soit M un point quelconque de l’espace ; menons par ce point des plans respectivement parallèles aux trois dont nous venons de parler; on formera un parallélipipède MABC, et la position du point M sera déterminée, si f l’on connaît en grandeur et en signe les longueurs MQ , p MR. MP, ou, ce qui revient
Dg. 150- au même, OA, AP et PM.
Ces trois longueurs sont dites les coordonnées rectilignes du point M. Elles sont positives si leurs directions sont les mêmes que celles des lignes Ox, Oy, 0: ; elles sont négatives dans le cas contraire; on les désigne d'une manière générale
par les lettres x, y, z. Par exemple si les coordonnées d’un point M ont pour valeurs a, b, c , on a pour ce point :
Les droites Ox, Oy, Oz sont dites axes des coordonnées rectilignes. Si les trois angles formés par ces axes deux à deux sont droits, les coordonnées sont rectangulaires. Les plans yz, xz, xy prennent aussi le nom de plans coordonnés.
Quels que soient les axes Ox, 0 y, Oz , rectangulaires ou non, nous dirons que les points P, Q, R sont les projections du point M sur les plans xy, yz et xz. Il est évident que le point M a deux coordonnées communes avec chacune de ses projections et que la troisième coordonnée de cette projection est nulle.
287. Toute équation qui ne renferme que deux coordonnées, x et y par exemple, représente sur le plan xy une certaine ligne PQ; soit P (fig. 151) un point de cette ligne, et menons PM parallèle à Oz. Les coordonnées x et y seront les mêmes pour le point P et pour chaque point M de PM; par suite, l’équation proposée aura lieu pour tous les points de la ligne PM , c’est-à-dire , pour tous les points de la surface cylindrique, engendrée par une droite qui se meut en restant parallèle à l’axe des z et en s’appuyant sur la ligne PQ. Réciproquement, tout point, dont les coordonnées satisfont à l’équation proposée , est sur cette surface cylindrique; en effet, les coordonnées x et y de ce point sont les
fig. 151.
mêmes que celles de sa projection sur le plan xy ; donc cette projection est sur la ligne Py , et , par suite , le point considéré est sur le cylindre. On voit d’après cela que :
Toute équation, qui ne contient que deux coordonnées, représente une surface cylindrique, parallèle à l’axe de mime nom que la coordonnée qui n’entre pas dans l’équation.
Si l’équation dont on vient de parler est linéaire, le cylindre se réduit à iln plan ; par conséquent :
Toute équation du premier deyré, qui ne renferme que deux coordonnées, représente un plan, parallèle à l’axe de mime nom que la coordonnée qui n’entre pas dans l'équation.
Il résulte de là que :
Toute équation du premier degré, qui ne renferme qu’une coordonnée, représente un plan parallèle au plan des deux coordonnées qui n’entrent pas dans l'équation.
Cette dernière conséquence peut être établie immédiatement sur la figure.
288. Théorème. Toute équation à trois variables repré sente une surface.
Soit i( «
une équation à trois variables x,y,z; donnons à e une valeur quelconque c, l’équation proposée devient :
D’après ce qu’on a vu plus haut, l’équation (2) appartient à un cylindre parallèle à l’axe des z; d’ailleurs l’équation
fi / r ’’ '• ' '
appartient à un plan parallèle au plan xy ; donc l’ensemble des équations (2) et (3) représente une ligne plane dont le plan est parallèle au plan xy; il est évident que les points de cette ligne satisfont à l’équation (1); d’ailleurs si l’on fait varier c d'une manière continue, la ligne dont il s’agit variera de position et de forme , ou de position seulement. Dans son mouvement cette ligne engendrera une surface à laquelle appartiendra l’équation proposée.
Corollaire 1. Le syttème de deux équations simultanées à trois variables x, y, z représente une ligne.
En effet, chacune des deux équations appartient à une surface , et le système des deux équations représente l'intersection des deux surfaces.
Il faut remarquer qu’aucune des équations d’une ligne n’est nécessaire ; en effet, soient
les deux équations d’une ligue; on pourra leur substituer deux autres équations obtenues en les combinant entre elles d’une manière quelconque. Si, par exemple, on élimine y entre les deux équations proposées; qu’on élimine ensuite x entre ces mêmes équations, les équations finales
tp(ar,x) = 0, ^[y,z) = 0,
pourront être prises pour celles de la ligne donnée. Chacune de ces dernières équations représente un cylindre et elles donnent immédiatement les projections de la ligne, que l’on considère, sur les plans xz, ys.
Corollaire II. Le système de trois équations à trois variables représente un ou plusieurs points.
289. U est aisé d’établir les réciproques des propositions qu’on vient de démontrer.
Je dis en premier lieu que toute ligne, définie géométriquement, peut être représentée par le système de deux équations ; en effet, si l’on coupe cette ligne par un plan parallèle au plan y s et dont la coordonnée x soit prise arbitrairement, le point d'intersection sera déterminé ; ses coordonnées y et z dépendent donc de x, ou , en d’autres termes, sont des fonctions de xjona donc deux équations :
En second lieu, je dis que toute surface, définie géométriquement, est représentée par une équation ; en effet, coupons cette surface par un plan
parallèle au plan xy ; l’intersection sera une courbe égale à sa projection sur le plan xy; l’équation de cette projection contiendra généralement la quantité c et sera de la forme
L’équation
obtenue en éliminant c entre les équations (1) et (2), aura évidemment lieu pour tous les points de la surface donnée.
290. La géométrie analytique à trois dimensions a pour objet l’étude des propriétés des surfaces et des lignes dans l’espace , d’après les équations qui les représentent.
4L ait •>
291 . On a vu, dans la première partie, combien est importante la théorie de la transformation des coordonnées; nous allons compléter ici cette théorie et établir des formules générales dont se déduisent immédiatement celles qui sont relatives à la géométrie plane.
Changement <F origine. Supposons, en premier Heu, que les nouveaux axes soient parallèles aux anciens et qu’ils aient la même direction. Désignons par x,y, z les coordonnées d’un point relatives aux anciens axes; para:', y',z’ les coordonnées relatives aux nouveaux axes; enfin par o, b, c les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes. Par les considérations dont nous avons déjà fait usage (n° 59) , on trouve immédiatement :
Changement de la direction des axes. Supposons que
l’on veuille passer des axes Oa:, Oy, Oz (fig. 152) aux axes Ox', O y', O y ayant même origine O.
Nous désignerons par xf y, z les anciennes coordon nées d’un point M, par x', y', z' les nouvelles coordonnées
fig. ici. du même point ;
ainsi on aura , dans le cas de la figure 152 :
* = + OQ, y = + QP, s= + PM;
X^ + OQ', ÿ=+Qp-, *T= + FM.
Les deux contours OQPM et OQ'P'M étant terminés aux mêmes extrémités 0 et M , si on les projette sur une ligne OX perpendiculaire au plan yOs , on aura :
(OQ) = (OQ') + (Q'F) + (PTM),
en adoptant la notation du n° 280 et observant que les projections de QP et de PM sur OX sont nulles. Or, si la disposition de la figure a lieu, on a (OQ) = x cos XOx , ou, pour abréger,
(OQ) = x cos (Xx). 1 ■
Cette égalité aura lieu encore si le point Q est du côté des x négatives; car alors la grandeur de OQ , au lieu d’être x, serait — x , et, d’autre part, il faudrait substituer à l’angle (Xx) son supplément.
On aura de même :
(0Q') = x'cos(Xx'), (Q'P') = y'cos(Xy'), PTM = x'cos(Xx') ; donc
x cos (Xx) = x' cos (Xx') -\- y' cos (Xy') + s' cos (Xz').
Cette formule donne la valeur de x en fonction de od, y', x' et des angles qui fixent la position des nouveaux axes par rapport aux anciens. On aura de même les valeurs de y et de z, en projetant les deux contours OQPM , OQ'P'M sur deux droites OY et OZ respectivement perpendiculaires aux plans xOz, xQy. On a ainsi les formules :
Îxcos(Xx) = x' cos(Xx') -f- y'cos(Xy') -j- z'cos(Xz') , y cos(Y y) = a:'cos(Ya;'} -f- t/'cos(Y y') + z'cos(Yz') ,
2 cos (Zz) =o/cos(Zx') + y'cos(Zy') + z'cos(Zz').
La démonstration que nous venons de donner est générale et embrasse tous les cas. On en déduit immédiatement les formules de la géométrie plane , en faisant z = 0 , d = 0 et supposant que le plan xy coïncide avec le plan x'y'.
293. Supposons que les anciens axes soient rectangulaires ; les lignes OX, OY et OZ coïncideront avec Oar, Oy, G* respectivement. Si alors on désigne par a, b, c les cosinus des angles que fait Ox avec Oy, Oy' et Oz' ; et par d, b', c'; a", b ", c" les cosinus des angles formés avec ces mêmes axes par Oy et Oz respectivement, les équations (1) deviennent:
(x — ax' -j- bÿ -f- cz' , y = a'x'+ b'y'+ c'z' , z = a"x'+by+c"z'.
Les neuf cosinus, qui figurent dans ces équations (2), ne sont pas indépendants les uns des autres ; il n’y en a que six d’arbitraires; on a effectivement entre eux (n° 281) les trois équations :
294. Les mêmes formules (2) sont aussi relatives au cas où les nouveaux axes sont rectangulaires en même temps que les anciens ; mais cette condition établit trois nouvelles relations entre les neuf cosinus, en sorte qu’il n’en reste plus que trois d’arbitraires. On peut obtenir très-simplement, comme il suit , les trois conditions dont on vient de parler. Pour un
1a1 + di+a"*=i, b* + 6'* -f- b"1 = 1 , c,-f-c,,+ c", = l.
point M situé sur Ox à une distance de l’origine égale à l’unité , on a :
les équations (2) deviennent alors :
0 = ad-\- 66'-|- cc' ,
0 = aa" -f 66" + cc".
On aurait six autres équations en appliquant les mêmes formules (2) à un point de l’axe Oy et à un point de l’axe O z. Cela donne, en résumé, six équations distinctes, savoir :
a* +6* -J-c*=l , lad + bb' +cc'=0,
(4) a'* + 6'* + c” = 1 , (5) ] aa" + 66" + cc" = 0,
Il est aisé d’établir directement et à priori qu’il suffit de trois quantités pour fixer la position de trois axes rectangulaires par rapport à trois autres.
En exprimant x', y', z' en fonction de x, y, z, on trouve évidemment :
x' == ax -f- a'y + a"z , y' = bx + b'y + b"z, z' = cx-{- c'y -j- c"z.
En appliquant ces formules à trois points situés respectivement sur les axes Ox1, Oy', O z' à la distance i de l’origine, on obtiendra les équations suivantes :
/ a1 + a”- + o"! = 1 , lab + db' + o"6" =0 ,
(6) J b'- + b - -f 6"* = 4 , (7) J ac -f de' -f a"c"= 0 ,
Mais il est aisé de s’assurer que le système formé par ces six dernières équations est équivalent au système des six équations (4) et (5).
*95. Formules d'Euler. On peut exprimer au moyen de trois angles seulement les neuf constantes qui figurent dans les formules relatives au passage d’axes rectangulaires à d’autres axes rectangulaires. On obtient
ainsi les formules données par Euler et que nous allons établir.
Soient Ox , Oy . Os les anciens axes rectangulaires; Ox’.Oy', O s' les nouveaux (flg. 153); _£ soient enfin ON l’intersection des deux plans xy et x'y'. Nous désignerons par ? l’angle NO®, pari)/ l’angle NO®', et enfin par I l’angle du plan xy et du plan x'y'.
fl*. rsa. Cela posé, imaginons
une sphère décrite du point O comme centre et qui coupe en A, B, C, A' et N les lignes O®, Oy, Os, O®' et ON; formons enfin les triangles sphériques N AA', NA'B, NA'C. Les cosinus des cAtés AA', BÀ', CA' sont respectivement égaux à a, a', a" ; on a d’ailleurs NA = ?, NB=90“ — ?, NA' = i|/, NC = 9ü“, A'NB = 0, A'NA= 180» — 8, A'NC=90“ — 8. On a donc, par la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique :
a =cosçcosi)/ — sincs sin+cosB, a! = sin ? cosij/ + cos? sin 4> cos8 , a"=sim]/sin0.
Il est clair que les valeurs de b se déduisent de celles de a, a', a" en changeant ij/ en 90° + 4', car ce changement fait prendre à O®' la position Oy' ; on obtient ainsi :
6 = — cos? sim)/ — sin? cos i)/ cos 8 , b' = — sin ? sid 4> -f- cos ? eos i)< cos 8 , b" xx cos i)/ sin 0.
Enfin , pour avoir les valeurs de c, c\ c", il sulllt de remplacer, dans les valeurs de a, a', a", 9 par 90°+ 6 et ^ par 90°; eh effet, par ce changement , le plan x'ON se change en y ON et la ligne 0+ en 0*', On obtient ainsi :
c = sin?sin8 , c' = — cos?sin8, c”=cos8. t
Ce qui précède permet de ramener les formules de la transformation des coordonnées à ne contenir que les trois angles o , »|/ , 9.
Î1H; Manière d'obtenir l’intersection d’une surface par un plan. Pour avoir l’intersection d’une surface par l’un des plans coordonnas , le plan xy par exemple, il suffit de faire 2 = 0 dans l’équation de la surface. Supposons maintenant qu’il s’agisse d’avoir l’intersection d’une surface :
par un plan quelconqne ; nous supposerons les axes rectangulaires et nous changerons de coordonnées en prenant pour plan des xy le plan donné. Les formules à employer sont alors ;
x=x0 + ax" + by' + cx', y = ÿ0 + aV + by + c'i' ,
2o,y<,, Xo étant les coordonnées de la nouvelle origine. Or, si l’on a pria l’axe des x' parallèle au plan xy, on a <{<=0; et, si l’on fait en outre *' = 0 , les formules précédentes deviendront :
X=*, + x'cosf — y'sinçcosO , y = yo + *' S in <p + y' cos ? cos B ,
*=X0 + tr'8in».
Après la substitution de ces valeurs dans l’équation proposée, cette équation représentera l’intersection demandée.
297. Les formules , qui expriment les coordonnées relatives à trois axes, en fonction de celles relatives à trois autres axes, sont linéaires; il s’ensuit que le degré d’une équation
algébrique à trois variables ne change pas par la transformation des coordonnées. Cela conduit à classer les surfaces algébriques d’après le degré de leur équation. Ainsi une surface sera du premier, du deuxième, etc., degré, suivant que l’équation qui la représente sera elle-même du premier, du deuxième, etc., degré. 11 s’ensuit qu’une surface du degré m ne peut rencontrer une droite en plus de m points; en effet, si l’on prend la droite dont il s’agit pour axe des x , on aura les abscisses x des points d’intersection en faisant y—0 et z=0 dans l’équation de la surface; or l’équation résultante est au plus du degré m et ne peut avoir plus de m racines réelles, ce qui démontre la proposition énoncée. Il faut cependant remarquer le cas où l’équation proposée se réduirait à une identité; alors la droite serait contenue tout entière dans la surface.
Remarquons encore que les sections planes d’une surface du degré m sont généralement des courbes de ce même degré ; en effet, si l’on prend pour le plan xy celui d’une section faite dans une surface algébrique de degré m , on obtiendra l’équation de la section en faisant 2=0 dans celle de la surface. Le degré de l’intersection sera donc en général égal à m. Toutefois il pourra être moindre que m , dans quelques cas particuliers; car l’hypothèse 3 = 0 peut faire disparaître tous les termes du degré m. Il peut même arriver que tous les termes de l’équation disparaissent; mais, dans ce cas , le plan 2 = 0 fait partie de la surface considérée et l’équation de celle-ci se décompose en facteurs.
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CHAPITRE III
DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN
BQ CATION S DE LA LIGNE DROITE. — ÉQUATION DC PLAN. — TOUTE ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ A TROIS VARIABLES REPRÉSENTE UN PLAN.
298. D’après ce qui a été dit précédemment, on peut prendre , pour les équations d’une ligne , celles qui représentent ses projections sur deux des trois plans coordonnés. Par exemple, si x — as p représent*' la projection d'une droite sur le plan xz ; que y = bs -(- q représente sa projection sur le plan yz , on pourra prendre, pour la droite (‘Ile-même , le système des deux équations :
x = az + p, y — bz + q.
Si l’on éliminez entre ces deux équations, on aura évidemment la projection de la droite sur le plan xy.
Les quantités p et q sont les coordonnées a: et y du point où la droite, représentée par les équations (1 ), rencontre le plan xy ; en effet, on a, pour ce point, z = 0; par suite, ces équations donnent x=p , y = q.
Le cas d’une droite parallèle au plan xy n’est pas compris dans ce qui précède; car les projections sur les plans
xz et yz sont représentées par une même équation de la forme :
il faut joindre alors à cette équation celle de la projection sur le plan xy et qui a la forme :
y = ax-\-b.
299. Proposons-nous maintenant de trouver l’équation du plan. Soient I (fig. 154) le pied de la perpendiculaire abaissée
de l’origineO sur un plan donné, et M un point quelconque de ce plan ; les coordonnées x, y, s du point M ont pour valeurs absolues les droites OQ,QP et PM.
_ Nous désignerons en outre parp x la longueur de la perpendiculaire 01 , et par a, 6, y les angles que fait sa direction avec les axes des coordonnées. Cela fig. is4. posé, la projection sur la direc-
tion 01 du contour OQPMI sera évidemment égale à 01 ou p ; on aura donc, en observant que la projection de Ml est nulle :
(OQ) + (QP)+(PM)=p,
ou
x cos a -j- y cos 6 + 2 cos f — p — 0.
Remarque. Il est aisé de voir que le raisonnement subsiste dans le cas de p — 0 ; alors la projection du contour que nous avons considéré est nulle, et on a simplement pour l’équation du plan :
x cos a -f- y cos 6 -j- s cos 7 0.
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500. On voit, par ce qui précède, que l’équation du plan est du premier degré. Réciproquement toute équation du premier degré représente un plan. Cette propriété résulte de ce qui a été dit au n° 297 ; effectivement, l’équation du premier degré représente une surface; en outre, cette surface ne peut rencontrer une ligne droite qu’en un seul point, à moins de la contenir tout entière ; ce qui est la propriété caractéristique du plan.
TROUVER LES EQUATIONS d’cüE DROITE: i° QUI PASSE PAR DEUX POINTS
DONNÉS; 2° QUI PASSE PAR UN POINT DONNÉ ET QUI SOIT PARAL- LÈLE A UNE DROITE DONNÉE.
301. Supposons d’abord qu’il s’agisse de trouver les équations d’une droite menée, par un point donné, parallèlement à une droite donnée.
Première solution. Si deux droites sont parallèles, il est évident que leurs projections rectangulaires ou obliques sur un même plan sont parallèles ; réciproquement , deux droites sont parallèles si leurs projections sur deux plans qui se coupent sont parallèles. Il résulte de là que les conditions du parallélisme de deux droites
{x = az-\-p ( x = a'z-j-p' ,
y = bz -j- q [ y =b'z + q' ,
Cela posé , on peut supposer que la droite donnée passe par l’origine des coordonnées. Soient alors
x — az, y = bz ,
les équations de cette droite. D’après ce qui a été dit (n° 298),
384 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS, les équations de la droite demandée auront la forme : x = az + p, y=bz + q;
et, si x', y ', z' désignent les coordonnées du point donné, on aura :
af — az'-{-p, y'=bï + q,
équations qui donnent les valeurs de p et q; d’après cela, les équations de la droite demandée seront
Deuxième solution. Soient M'(x', y', z') (fig. 155) le point
donné de la droite demandée D, et M (x, y, z) un autre point quelconque de cette droite ; les coordonnées des points M et M' seront représentées en valeur absolue par OQ,QP, PM et OQ', QF, FM'. Cela posé, si l’on projette sur une droite OX perpen- ***• diculaire au plan yz le
contour QPMM'FQ' et la ligne résultante QQ', on aura, en faisant abstraction des projections qui sont nulles :
TT
• , fl. ' ' ' - - -
BPT- ' ' -pr ” JPT- 'W^ • JW* * :*W« J
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On voit, d’après cela, que si l’un considère deux autres droites OY, OZ respectivement perpendiculaires aux plans xz et xy, on aura :
(<r— ec') cos (Xx) (y— y’) cos (Yy) _ [z—z') cos (Z*)
v cos(DX) cos (DY) ~~ cos(DZ) ’
car chacune de ces trois quantités exprime la distance p.
Deux quelcopques, des équations renfermées dans la for- ;
mule précédente, peuvent être prises pour celles de la droite.
Dans le cas des axes rectangulaires, les équations de la droite D peuvent s’écrire :
cos a
COS ê
en désignant par i tions de cette droite 502. Supposons équations de la droite qui passe par deux points donnés
(*» y > z )> (x >V >~'1‘ La droite passant par le point (x', y', z') aura des équations de la forme :
quels que soient les axes des coordonnées. Mais, puisque 7cette droite passe par le point (x", y", z"), on aura : ,
d’où l’on tire:
a?'— oc?
Les équations de la droite demandée sont donc :
■te ' «R- xa
3SC GÉOMÈTHIE ANAIXliQUE A THOIS DIMENSIONS.
DÉTERMINER LE POINT Il'lNTERSECTION DE DEUX DROITES DONT OI> CONNAIT LES ÉQUATIONS. 1
Soient
x — xtz +p, y—bz + q,
les équations des deux droites données. Si ces droites se coupent , les coordonnées de leur point d’intersection devront vérifier les quatre équations (1) et (2) , ce qui exige qu’on ait la condition :
Si cette condition a lieu , on aura l’intersection demandée en tirant les valeurs de x , y, z de trois quelconques dès équations (î) et (2). • .; V-
Supposons qu’il s’agisse de faire passer un plan par
trois points donnés [x',y',zr], [x", yv, z") , {x'", y“\ z* j . Soit
(1) Aar + By + Cx + D^O,
l’équation du plan demandé. Ce plan passant par le point ~ ( x y', z') , on aura t*
' ■ A«'4-Bf,+ C*' + D=0;
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tirant dé cette équation la valeur de L>, pour la porter dans
l’équation (1), celle-ci devient :
(2) / A[x— ar'l + Bîy— ÿ)-f G(z— * *')=0;
elle est alors l’équation générale des plans qui passent par le point (af, y', z'). Mais, puisque le plan représenté par l’équation (2) doit contenir le point ( x ", y1', z"), on aura :
A(Js" - *') + B(y" - y’) + G(^ - z’) = 0 j
si l’on tire de cette équation la valeur de B pour la porter dans l’équation (2) , il vient :
cette équation (3) est celle des plans qui passent par deux points donnés. Si le plan qu’elle représente passe en outre par le point (xw, y"', z"), on aura :
+Cl(y"-y')(*'"-A')-(^-^)(l/','-î/')]=0;
si l’on tire de cette équation la valeur de A pour la porter dans l’équation (3), il vient :
Telle est l’équation du plan qui passe, par les trois points donnés; .. . • . • ,
Remarque. Il est aisé de s’assurer que cette équation se
réduit à une identité dans le cas où les trois points donnés sont en ligne droite, auquel cas le problème est indéterminé.
308. Nous allons traiter par d’autres considérations le cas particulier, où il s’agit de faire passer un plan par trois points respectivement donnés sur les trois axes ; cela revient à trouver l’équation d’un plan, connaissant les points où il eoupe les axes des coordonnées. Soit
A,r + By + Cz + D = 0,
l’équation du plan ; si l’on y fait y = 0 et z — 0 , il vient x=— r 5; nous désignerons par a cette valeur de x qui
est donnée, et l’on aura : A = — - ; on trouvera de même :
B = — -, G — — — ; 6 et c étant des quantités /données.
Mettant pour À , B, C ces valeurs dans l’éqüotion du plan, il vient :
•, . X + yr + - = i. :-x"
L’équation du plan sous cette forme est souvent employée. 506. Si deux plans
(1) Ax-f.By-fCz-j- D^O, ■
sont parallèles, leurs traces sur les plans coordonnés sont aussi parallèles. Les traces des plans (1) et (2) sur le plan xy ont pour équations :
a AJîr|-^-|-D=0,
• A'æ + B'y+ XV = 0; • : i •
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pour que ces deux droites soient parallèles, il taut et U suffit que l’on ait :
On peut conclure de suite que si les plans (1) et (2) sont parallèles, on a .
Réciproquement, si ces conditions ont lieu, les plans fi) et (2) sont parallèles, puisqu’ils contiennent respectivement vieux angles dont les côtés sont parallèles.
En résumé, pour que deux plans soient parallèles, il faut et il suffit que les coefficients des variables soient proportionnels; et, comme on est maître de disposer à volonté de fun des coefficients, on peut dire que les condition^ du parallé- lisme de deux plans consistent dans l’égalité des coefficients des variables. Cela posé, supposons qu’il s’agisse de mener par un point (xf, y', z’) un plan parallèle à un plan donné
• ! . Ax-|-Bt/-|-C*-j-:D=iO.
D’après ce qui précède, le plan demandé aura une équation de la forme : • ' , ;
Aar-fBÿ + Cs! + D' = 0.
On déterminera D’ par la condition que le plan demandé passe par le point (x1, y', z'), et alors l’équatioo de ce plan •sera : „ - . .
/ ' A(x— y')+.C(z— z')=xO.
Supposons enfin qulil s’agisse de (aire passer un
390 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS, plan par un point donné ( x y’, z1) et par une droite donnée
x = az-\-p, y = bz-\-q.
Si X désigne un coefficient indéterminé, il est évident que
(x— az — p)+% — bz — q)=zO
sera l’équation générale des plans passant par la droite donnée. Pour avoir un plan passant par le point {x', y', z'), il faut déterminer X par la condition
.1 («’<— az'— p) + X(y'— bz'— q)—0;
si l’oH tire de là la valeur de X et qu’on la porte dans l’équation précédente, il vient :
x — az — p y — bz — g _ Q
x' — az'—p y' — bz' — q
équation qui est celle du plan demandé.
CONNAISSANT LF.S ÉQUATIONS DE DEUX rLANS, TROUVER LES PROTECTIONS DE LEUR INTERSECTION.
Soient
Aar-f Bÿ+ C* + D =0,
■ - • A'ar+B'y+C'2+D'=0, v
les équations dos deux plans donnés ; on aura évidemment la projection de l’intersection sur le plan xz, en éliminant y entre ces deux équations ; il tient ainsi : '
>• : - (AB1— BÀ'jæ+jCB'— fle>+DB!-iBD'=:0. >•
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On aura d’une manière semblable les projections sur les deux autres plans coordonnés.
Les équations de ces projections sont impossibles, si l’on a :
mais alors les plans sont parallèles, ainsi qu’on l’a vu (n° 306).
TROUVER I.’ INTERSECTION b’ UNE DROITE ET D’uE ELAN DONT 01» CONNAÎT LBS ÉQUATIONS. ' ■
Soient
(I) Ax + By-f C2 + D = 0,
l’équation du plan donné,
(2) x==az + p,
y = bz + q,
celles de la droite donnée; on aura les coordonnées du point d’intersection demandé en résolvant les équations (T) et (2) par rapport fe x, y, z ; on trouve ainsi :
Ap + Bg + D Ap-t-fy + D
' Aa + Bè + C’ ' Aa + B6 + C't'P’
_bAp±Bq±ü y Ao + Bè + C^V
Ces valeurs sont infinies, si Ao-j-B6-f G est nulle et que Ap + B? + D ne le soit pas. Tl en résulte que la condition du parallélisme du plan (T) et de la droite (2) est
v - .. AflüfBé-fCacÜ.
Si l’on a en outre :
Ap + B#-{-D— 0,
la droite (2) est tout entière contenue dans le plan (1).
CONNAISSANT LES COORDONNEES DE DEUX POINTS, TROUVER , LEUR DISTANCE
310. La solution de cette question se déduit immédiatement de la formule qui fait connaître l’expression de la diagonale d’un paralléfipipède donné. L’expression dont il s’agit a été obtenue (n* 281) pour le parallélipipède rectangle. Nous allons traiter la même question pour le parallélipipède ^ oblique. Soit le parallélipipède OABCO'A'BC’ (fig. 156). Désignons par a, b, c les arêtes contiguôs OA, OB, OC'; par a, 6, y les angles BOC', C'OA et AOB que forment ces arêtes. La llgüre OCO'C' est un parallélogramme, par suite la somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des quatre côtés ; on a donc :
00' -H CC' =r*c -f 20C*;
mais le triangle OAC dônne : .
OC* = a’ -f- 6* — 2a6 cos OAC = as -f- b1 -f- 2 ab cos y;
donc , . 1 •
(1) (W1 -f CC'! = 2a’ -f- W 4- 2C1 -f iab cos y.
■ Digiiized by'Gôogle
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On trouverait d’une manière semblable :
(2) Ôtf’ + BB'^âa’ + 263 + 2c* + 4accos6,
et
(3) + CC'* = 2 a1 + -26* + 2c1 — 46c cos a;
si j’on ajoute les équations (1) et (2) et qu’on retranche du résultat l’équation (3), il viendra, en désignant 00' par d:
d* = a* -j- 6* + c1 + -06 cos y + 2ac cos 6 -(- 26c cos a.
5ii. Supposons maintenant qu’il s’agisse de trouver la distance d de deux points A(x, y,z),B[x', y', z') ; nous désignerons par a, 6, y Jés angles yOs.xOz,xOy. Cela posé, menons par chacun des points A et B trois plans parallèles aux plans coordonnés ; les arêtes contiguës de ce parallélipipède .seront égales aux valeurs absolues de x — x',y — y', s — z') en outre, si ces différences spnt positives, les angles, formés avec les axes par les côtés du parallélipipède qui partent du point A, seront a, 6, y. On aura donc :
= [x — ai)' + (y — ÿ')*-j- (z— z')’ + %x— x') [y— y') cos y -J-2(a5 — x'\(z — z') cos 6 -j- 2(y — y')(* — z') cos a.
La même formule aura lieu , si les différences ne sont pas toutes positives ; en effet, si x — x' était négatif, il faudrait changer son signe dans la formule que nous venons de trouver ; mais il est évident qu’il faudrait en même temps changer 6 et y dans leurs suppléments , ce qui ne produit aucun changement dans l’équation. On voit ainsi que la formule précédente est générale ; cette, formule, dans le cas des coordonnées rectangulaires , se réduit à :
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n’ts POINT DONNÉ ABAISSER UNE PERPENDICULAIRE SCR UN PLAN J TROUVER LE PIED ET U GRANDEUR RE LA PERPENDICULAIRE (coordonnées rectangulaires).
512. Pour qu’un plan soit perpendiculaire à une droite, il faut et il suffit que les traces du plan sur deux plans perpendiculaires soient respectivement perpendiculaires aux projèctions de la droite sur ces plans.
Soient • • . ■
Ax By -j- Cz + D = 0 ,
l’équation d’un plan et
a:=a* -f p, y = bt + q
les équations d’une droite. Les traces du plan sur les plans xz, y z auront pour équations : >
Aæ + C* + D=0, + Ce + D=0.
Les conditions de perpendicularité sont donc ;
A — Ga = Q, B— C6 = Q. ;
513. Supposons qu’il s’agisse de mener par un point (a;', y', z!) une droite perpendiculaire au plan
(I) Àa; + Bÿ+C* + D=*0.
Les équations de la droite seront de la forme
x~~ x‘=a(z — z') , y—y'z=b(z-^- tf)y
et, puisqu’elle doit être perpendiculaire au plan donné, on
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Les équations de la droite demandée sont donc :
Pour avoir l’intersection du plan donné avec la droite (2) , nous écrirons l’équation du plan sous la forme :
(3) A(x-x')+B(y— y'j+qz-z')+(Aa?'+%,+G:'+D) =0.
Des équations (2) et (3) on tire ;
C(A^+1¥+Cs'+D).
A’+lP-fC*
cette formule fait connaître la coordonnée z du point d’intersection demandé. Les équations (2) donnent ensuite x et y.
Désignons par d la distance du point donné au plan donné ; on aura :
ou , à cause des équations (2) et (4) ,
(A*'+By'+Cz'+D)!
et
A* + B‘ + C* Ax'-f-By'-f-Cz'+D
yA4-(- B!-f C*
Remarque I. Si l'on supprime les accents dans l’équation précédente , il vient :
• . Aar+By+Cz + D;=dy'Al+B*+G1-
Ce qui montre que le premier membre de l’équation d’un plan , quand on y remplace x, y, z par les coordonnées d’un
point quelconque de l’espace, est proportionnel à la distance
de ce point au plan.
Remarque II. Si l’on prend l’équation du plan sous la forme
Æcosa+ycosê + zcosY — p—0,
la distance du point [x,y,z) à ce plan sera simplement : -
:±(a;cosa-t-ÿcos6-f-.ïcosY — p).
Remarque III. Pour mener, par une droite donnée, un plan perpendiculaire à un plan donné , il suffit de mener par la droite donnée un plan parallèle à une droite perpendiculaire au plan donné.
MENER , PAR UN POINT DONNÉ, UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE
droite donnée (coordonnées rectangulaires).
514. Soit [x', y', s') le point donné par lequel il faut mener un plan perpendiculaire à la droite
x — as-\-p, y — bz-\-q)
le plan demandé passant par le point {x\ y', z'j, son équation sera de la forme . -
en outre, puisqu’il est perpendiculaire à la droite donnée, Ori aura : ' v ■' . < ' '
l’équation du plan demandé sera donc ' - ,
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MENER PAR UN POINT DONNE UNE PERPENDICULAIRE A UNE DROITE DONNÉE; DÉTBRMINER LE PIED ET LA GRANDEUR DE CETTE PER- PENDICULAIRE (coordonnées rectangulaires).
Soient (æé, y', s') le point douné, et
(1) or = fl3-f-j), y-=6:-fV>
les équations de la droite donnée. L’équation du plan , mené par le point donné perpendiculairement à la droite donnée , est :
(2) . a(x — x') + b{y— tf)+(z — *')=0;
celle du plan mené, par le point donné et par la droite donnée , est :
x — az — p y — bz—q
x' — az' — p ~ y' — bz' — q ’
ou , si l’on veut ,
(x—x')—g(z—z') _ (ÿ— y ')—b(z—z') x' — as' — p y'-bz'-q *
La perpendiculaire demandée est donc représentée par les équations (2) et (3). On aura évidemment le pied de cette perpendiculaire en résolvant les équations (1) 'et (2) par rapport à x, y et z.
On peut écrire de la manière suivante les équations des projections de la droite donnée sur les trois plans coordonnés ,
( (x—x') — a[s — z')=. — (x'—az' — p)
; W J (y — y') — b[z — z') = — {y' — bz' — q)
[ b[x — x’)— «( y — y') = (ay'—bx' -f bp—aq).
Si l’on élève au carré l’équation (2) et les équations (4) , puis que l’on ajoute ensuite, il vient : , ■ •
(«*+ b'+l) [(*-^ *?+(y-y?+ (z -*?] ^(sf-aï-p?
+ [y'-bz!—q)t-{- (ay' — bx‘ -f bp—aqf.
Si donc on désigne par d la distance du point donné à la droite donnée, oh aura :
d _ tfï^—az'—p f -]r{y'—bz:—q:lt -j- (ay'—bjJ+bp—aqy _
il est aisé de s’assurer que la même formule peut s’écrire de la manière suivante - . • •
vr+iy'-vY+z''
connaissant les équations d’une droite, déterminer tes angles
DE CETTE DROITE AVEC LES AXES DES COORDONNÉES (COORDONNEES
rectangulaires).
516. Menons, par l’origine des coordonnées , une parallèle à la droite donnée, et soient \ .
(1) x — az, y=bz, •
les équations de cette parallèle. Désignons par a, 6, y les angles formés avec les axes par l’une des deux directions OM de la droite donnée. Prenons sur cette direction une longueur OM égale à l’unité linéaire. Les coordonnées du point M, qui sont cosa , cosê, cosy, satisfont aux équations (1); on a
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donc:
(2) cos a = o cos y , cos6 = 6cosy; d’ailleurs,
(3) cos’a -f cos*6 -j- cos’y = 1 > et l’on tire des équations (2) et (3) :
’ . . * . Vi
Vôh^+ï'
cos a = — cos6=— - coSY
Dans ces formules, le radical doit être pris partout avec le même signe ; mais ce signe est indéterminé. Le signe -f- convient à l’une des directions de la droite donnée, le signe — à l’autre direction. Effectivement les deux directions de la droite font avec la direction d’un même axe des angles supplémentaires.
Soient Ou et Ou' deux droites données (fig. 157J
désignons par a, 6, y les angles que forme Ou avec les axes des coordonnées ; par a', 6', y' les angles que forme Ou' avec ces mêmes axes; enfin par 0 l’angle uOu'. Prenons sur Ou une distance OM égale à l’unité linéaire} abaissons MP perpendiculaire sur le plan xy et PQ perpendiculaire sur Oæ. Les projections sur Ou' du contour 0QPM
* jw
Bg. 157.
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et de la ligne résultante OM sont égales. Gn a donc , d’après la notation déjà employée :
- (OM) = (OQ) -j- (QP) + (PM).
Or OQ=±cosa; et, si le signe + a Heu, l’angle «'OQ est égal à a', tandis que cet angle est égal à 180"— : a' dans le cas contraire. La projection (OQ) est donc égale, dans tous les cas, à cosa cos a' ; on verrait de même qHe les projeciions (QP) et (PM) sont respecti vement cos 6 cos S', cos y cos y' ; d’ailleurs (OM) est évidemment égale à cos 9 ; donc
cos 6 == cosa cosa' -)- cos ê cos 6' cos y cos y.
Supposons maintenant que les droites données aient pour équations :
x—az , x=a'z ,
y — bz ; y = b' z.
On a:
cosa =
v/as+6*+l de même :
cosa=-
, cos6=
. > cosy— ■ ,
va"+6'2+l
Donc ",
' cosO = -
, COsê'=
ao'+66’-)-l .
, COSf = -
v'as+6!+l v,a'-+6'!+l
Remarque I. Si les droites données sont perpendiculaires l’une à l’autre, on a cosO=0; et, par suite, la perpendicularité des deux droites est exprimée par l’une ou l’autre des
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deux équations : ,
COS a COS a' -{- COS 6 COS# -f- COS q COS y 1 = 0 , aa -|" 66’ -)- '1 — — 0.
La première de ces conditions s’est déjà présentée immédiatement à nous dans la théorie de la transformation des coordonnées. '
Remarque II. On trouve aisément que la valeur de sinô est :
-inO _ ^a-°'),+ (6-6T+K-6«T
Pour que sin6 soit nul, il faut et il suflit que l’on ait: a — a', 6 = 6'.
On retrouve ainsi les conditions, déjà obtenues, du parallélisme de deux droites. '• ,
CONNAISSANT L’ÉQUATION d’un PLAN , TROUVER LES ANGLES Qu’iL FAIT AVEC LES FLANS COORDONNÉS (COORDONNÉES RECTANGULAIRES).
Soit
Aj: + % + C: + D=0,
l’équation d’un plan; désignons par a, 6, q les angles que ce ’ plan fait avec les plans y z,xz et xy. La perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan perpendiculaire dont les équations
sont :
fera évidemment aussi les angles a, 6, q avec les axes des x, des « et des z ; on aura donc:
COS»—— — COS X>— ■ -, oosy— —
^A,+B*+Cr ^A'+B'+C1'
DÉTERMINER l’ ANGLE DE DEUX PLANS (COORDONNEES
* rectangulaires). ,
AA'+BB'+CC
cos 0 = — -■ ' ■■ ■— — .
^A*+B!+C2 vA^+B^+G”
Remarque I. La condition , pour que les deux plans donnés
* soient perpendiculaires , est :
AA' -j- BB' -j- CC' == 0. v "
Remarque 11. La valeur de sin 6 est :
■:_n— y^BC^-CB')’ -j-tAC'— CA')1 -f Alî'—BÂ7)» • V/Â,+Bi+Ci s/A'*+B',-f C'*
pour que l’angle 0 soit nul , il faut et il suffît que Y on ait :
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on retrouve ainsi les conditions du parallélisme de deux plans. , . . •
Soient
A# + By + Cz + D = 0 ,
l’équation du plan donné ; ' .
x = ax + p, y = bz+q,
celles de la droite donnée. La perpendiculaire au plan, menée par l’origine, a pour équations :
or cette droite fait avec la droite donnée un angle complémentaire de l’angle 6, formé par celle-ci avec le plan donné. On a donc :
sine =
Aa + B6-f C
VAM-BM-C* va’+è’+ l’
et
cos 8
_ y/(A— Ca)» + (B— C6)» + (At>— Btt)»
VA*+B‘-1-C* y a*-)- 6*— (— 1
Remarque. La condition, pour que )a droite donuée soit parallèle au plan donné , est
' Digitizfed
Aa+B6-f-C = 0;
c’est la même que nous avons trouvée déjà par d’autres considérations.
On retrouve aussi les conditions de perpendicularité, en égalant à zéro le numérateur de cosû; savoir :
EXERCICES
Questions à résoudre.
I. Trouver la plus courte distance de deux droites données
..par leurs équations. ' - ■ . .
Pour avoir la grandeur de cette plus courte distance, on fera passer par les deux droites données deux plans parallèles , et on cherchera la plus courte distance de ces deux plans. Pour avoir les équations de la droite sur laquelle est située cette plus courte distance, on mènera par chacune des deux droites données des plans perpendiculaires aux deux premiers.
II. Trouver l’équation d’une sphère dont- le centre et le rayon sont donnés.
, III. Étant donnée l’équation d’une sphère (coordonnées rectangulaires), trouver l’équation du plan tangent en un point donné de cette sphère.
IV. Trouver l’équation générale des plans tangents à une ' sphère, menés par un point extérieur. En déduire l’équation du plan qui passe par les points de contact de cette sphère avec tous les plans tangents.
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ELLES SE DIVISENT EN DEUX CLASSES : LES UNES ONT UN CENTRE
LES AUTRES n’ëN ONT PAS. COORDONNEES DU CENTRE.
521. On nomme centre d’une surface un point qui divise en deux parties égales toutes les cordes qui y passent.
Théorème. Si un centre d'une surface est pris pour origine des coordonnées rectilignes, l'équation de cette surface ne change pas lorsqu’on y remplace x,y,z par — x, — y, — s.
Réciproquement, si l’équation d’une surface ne change pas lorsqu’on y remplace x,y ,z par — x , — y, — z, l’origine des coordonnées est un centre de la surface.
1° Supposons que l’origine O (fig. 158) soit un centre
d’une surface; joignons un point quelconque M de la surface au centre . * O , et prolongeons OM d’une quantité OM' = OM ; le point M' sera aussi un point de la surface. Déplus , si l’on mène les coordonnées MP, MP* parallèles à l’axe des * ,
PQ , P'Q’ parallèles à
flg. 158.
l'axe des y, enfin que l'on joigne OP et OP', les points P, O, P' seront en ligne droite et les triangles MOP, M'OP' seront égaux. Cela montre d’abord que les coordonnées z des points M et M' sont égales et de signes contraires, puis que OP et OP' sont égales. Alors les triangles PQO, P'Q'O sont égaux ; d’où il suit que les coordonnées x et y du point M sont égales et de signes contraires à celles du point M'. On voit par là que, si l’équation de la surface admet une solution telle que x=u, y=6, z—y, elle admettra aussi la solution 'x — — a, y = — 6, z — — y, en d’autres termes, cette équation, et celle qu’on en déduit par le changement de a?, y, z en • — x, — y , — z, admettront les mêmes solutions ; ce qui démontre la première partie du théorème énoncé.
2° Supposons que l’équation d’une surface ne soit pas altérée par le changement de x,y,s en — x, — y, — z. Si cette équation admet la solution x=a, y = 6, z = y, elle admettra aussi, par hypothèse, la solution x= — a, y= — 6, z = — y. Soient M et M' (fig. 138) les deux points qui ont respectivement pour coordonnées a, 6, y, et — a, — 6, — y ; menons MP, M'P parallèles à Oz, PQ,P'Q' parallèles à Oy, tirons enfin OP et OP', OM et OM'. Il est aisé de voir que les triangles PQO, P'Q'O sont égaux; d’où l’on conclut que OP = OP' et que POP' est une ligne droite. D’après cela, les triangles MOP, M'OP' sont égaux; d’où il suit que OM = OM' et que MOM' est une ligne droite; ce qui démontre la deuxième partie du théorème énoncé.
Remarque. Si , en particulier, un centre d’une surface algébrique est pris pour origine des coordonnées, les degrés des termes que renferme l’équation de cette surface seront tous pairs ou tous impairs et réciproquement. Ceci suppose, bien entendu , que l’équation soit préparée de manière que l’un
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de ses membres soit nul, et que l’autre membre soit une fonction entière «les coordonnées.
522. D’après le théorème qu’on vient d’établir, il suffira, pour trouver le centre ou les centres d’une surface, de transporter les axes parallèlement à eux-mêmes, de manière que l’origine prenne une position indéterminée, puis de disposer des coordonnées de cette origine pour satisfaire, s’il est possible, à la condition que nous avons reconnue être nécessaire et suffisante. Nous allons faire l’application de cette théorie aux surfaces du second degré.
325. L’équation la plus générale du second degré à trois variables peut être mise sous la forme
(1 )' Ax* + \y 4- AV -f 2B y z + 2B’xz + 2B"iy + ÎCx + 2C'y-f 2C"z + K = 0.
8i l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes , de manière que l’origine soit en un point indéterminé (af, y',*'); il faudra remplacer dans l’équation (1) x par x + x’, y par + ÿ 'et z par z-fz'; cette équation devient alors :
(2) Ax1 -f A'y* -f AV + 2Byz -f- 2B'xz + 2B"xy + 2C,x + 2C1y + 2C",z+K1=0,
en faisant, pour abréger,
C, =Ax'4-B'z'-|-B'y + C,
C', =Ay + Bz' + BV + C’,
C"t=A':z' + By' + B'x'-fC",
K, =Ax', + Ay,-j-A"z'!
+ 2By'z' + 28'x'z' + 2B"x'y + 2Cx' -f 2C'y' + 2CV -f K.
Four que la nouvelle origine soit un centre de la surface, il faut et il suffit (n® 32f) que l’on ait:
i OS GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS.
c’est-à-dire que les coordonnées x', ÿ, z' satisfassent aux trois équations :
IAx +B'3-(-B"ÿ4-G=0,
B"x -J- A'ÿ + Bs -j- C'= 0 ,
B 'x +Bÿ + A"2+G"=0. .
Ces équations, qui déterminent les coordonnées du centre, peuvent s’obtenir, comme il est aisé de s’en assurer, en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation (t) prises par rapport h x, à y et à 2. *
Résolvons les équations (3) par rapport à x, y, 2, on aura :
en faisant pour abréger , •
D = AB3 + ATI” + A"B"! — A A’A" — 2BBR",
N — C(A'A" — B! ) -f- C'(BB' — B"A") -(- G"(BB" — B' A') ,
N' = G'(AA" — B'*) -f C'^BTl" — BA) + C(BB'— B"A") , ' N"= C"(AA' — B"4) + C(BB'' — B'A') -f C'(B'B" — BA).
Trois cas peuvent se présenter.
, 1° Si le dénominateur D est différent de zéro, les valeurs
de x, y, 2 sont réelles et finies; par suite la surface, représentée par l’équation (t), admet un centre unique.
2° Si le dénominateur D est nul, et que les numérateurs N, N’, N” ne soient pas nuis tous trois, l’une au moins des coordonnées du centre est infinie et par suite la surface re présentée par l’équation (1) n’a pas de centre.
3° Si le dénominateur l) et les trois numérateurs fi, N', N"
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sont nuis, les valeurs de x, y,z se présentent sous la forme
par suite les équations (3) se réduisent à deux équations distinctes, ou même à une seule; et alors la surface représentée par l’équation (1) admet une infinité de centres.
524. Lorsque les équations (3) se réduisent à deux équations distinctes, la surface représentée par l’équation (1) est un cylindre à base elliptique ou hyperbolique. En effet, dans le cas dont il s’agit, la surface (i) a une infinité de centres situés sur une ligne droite. Soient AB cette droite (fig, 158) et M un
point quelconque de la surface représentée par l’équation (1), Joignons le point M aux différents points 1, 1',... de AB et prolongeons les droites ainsi obtenues en N, N',... de mang i59. nièrequel’onaitMI=IN...les
points N, N'... seront sur une ligne droite parallèle à AB et cette droite sera évidemment tout entière sur la surface que , nous considérons. Si l’on joint de même un point quelconque N de NN' aux différents points 1,1'... de AB et que l’on prolonge ces lignes de quantités égales, les points M, M... ainsi obtenus formeront une seconde droite parallèle à AB et qui sera tout entière sur la surface. Il résulte de là que tout plan, mené par AB, coupe la surface (1) suivant deux droites parallèles à AB et qui en sont équidistantes. La surface que nous considérons est donc un cylindre dont les génératrices sont parallèles à AB. Enfin je dis que la base de ce cylindre est une ellipse ou uDe hyperbole; en effet, si l’on mène par un point quelconque I de AB tin plan quelconque , qui ne contienne pas AB, ce plan coupera la surface suivant une courbe du second degré qui aura évidemment le point 1 pour centre.
5Sîi». Si les équations (3) se réduisent à une seule, la surface représentée par l’équation (l) est formée de deux plans parallèles. En effet, dans ce cas, la surface’ (1) a une infinité de centres, qui sont situés dans un même plan P. Soit M (fig. ItiO) un point quelconque de la surface représentée par l’équation (l); joignons ce point aux différents points 1,1',!",... du plan P et prolongeons les droites Ml, Mf, Ml",... de quantités égales IN,1'N', I"N". les points N, N', N",... seront dans un même plan K parallèle au plan P et ce plan fera évidemment partie de la surface (i). Si l’on joint de même un point quelconque N du plan R aux différents points 1,1', I",..., du plan P et que l’on prolonge de quantités égales les droites NI, NI’, NI"..... les points M. M', M",..., ainsi obtenus seront sur un second plan Q parallèle au plan P et qui fera partie de la surface représentée par l’équation (i). Je dis de plus que cette surface ne peut avoir aucun point situé hors des plans Q ou R; car, si un pareil point existait, en menant par ce point une droite coupant les plans Q et R, cette droite rencontrerait la surface en trois points, sans y être contenue tout entière, ce qui est impossible. On voit en résumé que l’équation (1) représente deux plans, parallèles au plan qui contient les centres et équidistants de celui-ci.
lig. 160.
UES PLANS DIAMETRAUX.
326. On nomme plan diamétral d’une surface , un plan qui divise en deux parties égales toutes les cordes parallèles
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à une môme droite. Nous allons démontrer que, dans une surface du second degré, il existe un plan diamétral pour chaque système de cordes parallèles ; nous donnerons en même temps le moyen de trouver son équation.
Soit
A*' -f- A';/’ + AV -f 2By z + 2B’xz -f 2B"xy + 2Cx -f- 2Cy -)- 2C"z K =0 ,
ou , pour abréger,
l’équation d'une surface du second degré; soient x — mz, y=nz,
les équations d’une droite, menée par l’origine, parallèlement aux cordes que nous voulons considérer. Désignons par .r', y1, z[ les coordonnées du milieu de cette corde. Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes, de manière que l’origine coïncide avec ce point milieu, l’équation de notre surface deviendra :
(2) . fix + x', y + y‘, z + z') = 0,
et celles de la corde, que nous considérons, seront évidemment :
(3) x — mz, y = nz.
Il suit de là que l 'équation du second degré eu z
(4) f[mz + x', nz + j/', 2-}-z') = 0,
qu’on obtient en éliminant x et y entre (2) et (3), aura pour racines les coordonnées z des points d’intersection de la sur-
face et de la corde ; mais, comme ces coordonnées sont égales et de signes contraires, l'équation (4) ne doit pas renfermer la première puissance des. Égalant donc à zéro le coefficient du terme du premier degré dans l’équation (4), on obtiendra une équation en x', y', m et n qui représentera le lieu des milieux des cordes parallèles à la direction donnée. On trouve, en faisant le calcul , que cette équation est :
( Am + B' + B"n)x'+ ( A'n +11 + B"m)y'+(A" + lin + B'tfijs' + Cm + C'n + C"= 0 ,
ou, en supprimant les accents,
( Am + B' + B"n)x+(A'n +B+ B"m)y + (AT+ Bn + B'mjs + Cm + C'n + C"= 0. .
Cette équation est du premier degré; elle représente donc un plan , comme on l’avait annoncé.
527. Si l’on représente par X, Y et Z les dérivées du premier membre de l’équation (1) par rapport à x,y,z, l’équation que nous venons de trouver prend la forme trèssimple :
(5) i»X + nY + Z = 0; -
c’est l’équation générale des plans diamétraux.
Les plans diamétraux, qui correspondent aux cordes parallèles aux axes des x, des y et des z, s’obtiendront en fai-
fl * \ ffl | '
sant — = 0 et — = 0, puis — = 0 et - = 0, puis enfin m m n rt
m=0, n=0. 11 vient ainsi :
ces trois dernières équations sont précisément celles qui
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terminent les coordonnées du centre ; lorsqu’elles sont satisfaites, l’équation générale des plans diamétraux est également satisfaite, quels que soient m et n. Il s’ensuit que, dans les surfaces à centre , tous les plans diamétraux passent par le centre. 11 est facile de démontrer que réciproquement tout plan qui passe par le centre est un plan diamétral.
Dans les surfaces dénuées de centre, les équations
(tij X^=0, Y = 0 , Z = 0
représentent trois plans qui se coupent en un point situé à l'infini. Si deux de ces trois plans se coupent, leur intersection est parallèle au troisième; par suite ils sont parallèles à une même droite ; dans le cas contraire ils sont parallèles à un môme plan.
Supposons le premier cas et soit D la droite à laquelle les plans (G) sont parallèles. Je dis que tous les plans diamétraux seront parallèles à la droite D. En eftet , les valeurs de x, y, z, qui satisfont à l’équation (5) et à deux quelconques des équations (6) , sont infinies ; car autrement on satisferait aux équations (6) par des valeurs finies de x, y, z. Le plan (5) est donc parallèle à la droite D qui est représentée par deux des équations (6).
Si au contraire les plans (6) sont parallèles , il est clair que tous les plans (o) le sont aussi, puisque les coefficients des variables x, y, z dans les équations (5) et (6) sont proportionnels.
Des plans principaux.
528. On nomme plan principal un plan diamétral qui est perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales; celles-ci sont dites cordes principales. Nous allons établir que.
dans toute surface du second degré, il existe au moins un plan principal. r ■ , v
Soit ' ) '
(1) Ax* + A y +AV+ 2B yz +2B'x; + W'xy + 2Gx + 2C'y + 2C"z + K = 0,
l’équation d’une surface du second degré, rapportée à trois axes que nous supposerons ici rectangulaires.
Soient
(2) x — mz, y—nz,
les équations d’une droite quelconque. L’équation du plan diamétral, correspondant à cette droite, sera :
(3) (Aw+B'+B''n)iE+(A'w+B-fB"TO)ÿ+(A"+B»-fB'TO)z .+ Cm + C'n+C"=0. \
Les conditions de perpendicularité de la droite (2) et du plan (3) sont :
Am B' B"n A ’n -j- B -f B"m
A'' + Bn+B'm
TT
désignons par s la valeur commune de ces trois rapports , on aura :
B'm + Bn + (A"— s) = 0. • ■
Si. l’on élimine m et n entre ces trois équations, il vient : . '
(s — A)(» — A') (s -“-A") — Bl(s — À) — B'i(* — A')
•' ’’ 7 — B"*(*~‘A"}— 2BBB" = 0, . '
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ou, en développant,
(6) j5— (A4 A'+ (AA'— B"»+ AA"— B'l+ A'A" — B’)s
AB* + AU'* + A"B'1* — AA' A" — 2BB'B
Cette équation (6) , qui est du troisième degré, a nécessairement une racine réelle s. A cette racine correspondent des * valeurs réelles de m et de n qu’on peut tirer de deux quelconques des équations (S). On obtient ainsi l’équation d’un plan principal qui est, en se rappelant que chacuu des rapports (-4) a pour valeur s :
s(mx -f ny 4 s) 4 Cm 4 C'n -(- C" = 0.
Si a, 6, y désignent les angles que forment la droite (2) avec les axes, l’équation du même plan peut s’écrire
*( x cos a y cos 6 4 2 cos V 4 C cos a 4 C' cos 6 4 C"cos y=0.
L’existence d’un plan principal est ainsi démontrée pour tous , les cas ; cela suffit pour l’objet que nous avons en vue ; les détails importants, qu’il reste à faire connaître, se déduiront de la manière la plus simple des considérations qui vont suivre. Remarquons toutefois que le plan principal, trouvé précédemment, pout être situé à une distance infinie de l’origine des coordonnées ; mais ceci ne peut avoir lieu que chez les surfaces dénuées de centre ; car, dans les autres , tous les plans diamétraux passent par le centre.
simplification de l’équation générale du second degré par la transformation des coordonnées.
Surfaces à centre.
Considérons une surface du second degré à centre
et rapportons-la à trois axes rectangulaires quelconques. L’équation de cette surface aura la forme :
(I) Ax* -\-A'y,+ AV -f 2üi/ï + 2lî'xz -f 2B*a?y
+ 2Ca: + 2G'y+2G"z-t-K.=0. ■
On peut faire disparaître les termes du premier degré , en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au centre do la surface ou à l’un de ses centres , si elle en a une infinité. Son équation prend alors la forme :
(2) AV + A'y' + A"z'- + 2B yz + 2B'tfz -f 2BVt/ + K, = 0.
Gela posé, effectuons une nouvelle transformation de coordonnées ; prenons trois nouveaux axes rectangulaires , ayant même origine que les précédents et tels que le nouveau plan xy coïncide avec le plan principal dont nous avons reconnu l’existence (n° 328). Il est évident que la nouvelle équation de la surface doit être telle que lès deux valeurs de z , qu’on en déduit , soient égales et de signes contraires ; par suite cette équation ne renfermera pas les rectangles xz et yz. Enfin on pourra faire disparaître le troisième rectangle xy , en faisant tourner les axes des x et des y dans leur plan, sans altérer -
leur perpendicularité. Alors la surface que nous considérons
sera représentée par une équation de la forme : . X
> • 'r • • • '•st/f 's
(3) PV + Py + PV=H,
où x , y , z désignent des coordonnées rectangulaires. Cette équation comprend toutes les surfaces quj^ont un centre ou une infinité de centres, - . . r
350. 11 existe une infinité de systèmes d’axes obliques, pour lesquels l’équation d’une surface à centre est de la forme :
P.r54-Py+PV = H. ' '
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En effet, si l’on prend trois axes quelconques passant par le centre de la surface, l’équation ne renfermera pas de termes du premier degré; si , en outre, on fait coïncider l’axe des z avec la direction des cordes que le plan xy divise en parties égales, il est évident qu’on fera disparaître les rectangles xz et yz. Enfin on fera disparaître le dernier rectangle xy, en déplaçant convenablement les axes des x et des y dans leur plan; ce qui démontre la proposition énoncée. Lorsque l’équation d’une surface à centre est ainsi réduite, les trois plans coordonnés forment un système de plans diamétraux conjugué» ; le plan qui contient deux quelconques des axes divise en deux parties égales les cordes parallèles au troisième axe.
Surfaces dénuées de centre.
Soit
(1 ) Ax* + \y + AV -f- 2Bi/* + 2B 'xz -f 2B"xy
+ 2Cx + 2C'y + 2C”z + K =0 ,_
l’équation d’une surface dénuée de centre, que nous supposerons rapportée à trois axes rectangulaires.
Nous savons que tous les plans diamétraux sont parallèles àrune meme droite ou sont parallèles entre eux, et ce dernier cas est évidemment compris dans le premier. Or, si l’on a choisi pour axe des x la direction de la droite à laquelle sont parallèles les plans diamétraux de la surface que nous considérons, l’équation de cel'e-ci ne contiendra ni le carré x *, ni les rectangles xy et xz. En effet , si l’on égale à zéro les dérivées du premier membre de l’équation proposée par rapport hx,y et z, il vient:
IAiC+B's+B/'ÿ+C=0,
A'»/ + Bz + B'3? + C' = O , A"z+By+B'a;+C"=0;
œs équations (2) représentent trois plans parallèles à l’axe des x , ce qui exige que l’on ait :
On peut donc ainsi ramener l’équation de la surface proposée à la forme :
(3) A'y* + AV -f 2Byz -f- 2Ca: + 2C'y + 2C "z -f K=0.
On peut en second lieu faire disparaître le dernier rectangle y z , en déplaçant les axes des y et d(» z dans leur plan , sans altérer leur perpendicularité. Par cette transformation , l’équation de la surface prendra la forme :
(t) A'y’ -f AV -f- 2C,r -f- 2C'y + 2C" z 4- K = 0.
Enfin , si l’on transporte les axes parallèlement à euxmêmes en un point convenablement choisi, transformation qui n’offre aucune difficulté , on fera disparaître les termes du premier degré en y et z avec le terme indépendant des variables. Notre équation se réduira donc en définitive à la forme :
'■ ' • • •• py+PV=Qx.
Cette équation ,oùx,y,z désignent des coordonnées rectangulaires, comprend toutes les surfaces dénuées de centre. 552. Il existe une infinité de systèmes d’axes obliques,
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pour lesquels l’équation d’une surface dénuée de centre a la forme :
P'«/’+PV=Qz.
Effectivement , si l’on prend l’axe des x parallèle aux plans diamétraux , quels que soient les deux autres axes, l’équation de la surface ne contiendra pas les termes en x' , en xy et en xz ; on pourra ensuite , comme dans le cas des axes rectangulaires, faire disparaître le rectangle yz en déplaçant convenablement les axes des y et des z dans leur plan; enfin , par une translation de ces nouveaux. axes, on pourra faire évanouir les termes du premier degré en y et z avec le terme
indépendant; ce qui démontre la proposition énoncée.
ÉQUATIONS LES PLUS SIMPLES DE l’ ELLIPSOÏDE , DES HYPERBOLOÏDES A UNE ET A DEUX NAPPES, DES PARABOLOÏDES ELLIPTIQUE ET IIYPER- BOL1QUE, DES CÔNES ET DES CYLINDRES DU SECOND DEGRÉ.
Discussion des surfaces à centre.
535. Les surfaces à centre sont toutes comprises, comme on l’a vu , dans l’équation :
(t) PÆ?+py+pv=H,
où x, y, s désignent des coordonnées rectangulaires. Elles forment plusieurs genres distincts que nous allons examiner. Nous supposerons d’abord qu’aucun des coefficients P, P', P' et H ne soit égal à zéro; et nous supposerons en outre H positif, ce qui est permis puisqu’on peut changer les signes de tous les termes de l’équation.
Ellipsoïde. Lorsque P, P , p" ont te même signe, la
surface, que représente l’équation (1), prend le nom d’ Ellipsoïde. Si ces coeftieients sorrt négatifs, l’équation (1) n’admet aucune solution réelle et l’on dit qu’elle représente un ellipsoïde imaginaire.
Supposons donc P, P’, P" positifs. Pour avoir les points où la surface rencontré les axes, il faut égaler à zéro y et z, puis x et z , enfin x et y; on obtient aiiisi :
Posons
l’équation de la surface devient
a sur laxe des x (iig. loi ) ; j OC = OC' — c sur l’axe des z, les six points A, A', B, B', G, Ç' appartiendront à la surface; les droites AA', BB', CC' sont dites les longueurs des axes dei’ellipsoïde ; leurs extrémités sont les somthets.
Chacun des plans coordonnés est évidemment nn plan principal de la surface, et coupe la surface suivant une ellipse dite section principale. Cès ellipses ont respectivement pour
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Oa déduit de l’équation de l’ellipsoïde un mode de génération très-simple de cette surface. Effectivement, si l’on coup© l’ellipsoïde par un plan parallèle à l’un des plans coordonnés, au plan xy, par exemple, il est clair que l’intersection sera représentée par deux équations de la forme :
La courbe définie par les équations précédantes est une
ellipse dont les axes sont 2a W 1 — — , 2è W 1 — — . Cette
ellipse est réelle si 2' est compris entre — c et -j- c >• on voit en Outre que si 2' varie d une manière continue entre ces limites — c et + c , l’ellipse dont nous parlons , en variant de grandeur et de position, engendrera l’ellipsoïde. Il faut remarquer que le rapport des axes de l’ellipse génératrice est constant et
égal à ces axes varient l’un de 2a à zéro, l’autre de 2 b à
zéro. Il s’ensuit évidemment que l’ellipsoïde est une surface fermée dans tous les sens.
533. Dans le cas général l'ellipsoïde est dit à trois axes inégaux; dans le cas particulier où deux de ses axes sont , égaux , la surface est de révolution autour du troisième axe. Supposons par exemple a=b, l’équation de l'ellipsoïde devient: '
les sections parallèles au plan xy sont représentées par deux équations telles que : ' ' - ■ .
kl - s— V, *’ + y* = a’ (1 — -j )
m GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS.
U s’ensuit que la surface peut être engendrée par un eèrcle de rayon variable, dont le plan reste parallèle au plan xy, et dont le centre se meut sur l’axe des z. En d’autres termes, la surface est de révolution autour de i’axe des z. La méridienne de cette surface de révolution est une ellipse dont on aura l’équation, dans le plan xz, en faisant y—0 dans celle de la surface. L’équation de cette méridienne est donc : .
Enfin, si les trois axes 2 a, 2& , 2c sont égaux entre
eux, l’équation de la surface se réduit à y, + 2*=rO,;
cette équation exprime que la distance de chaque point de la surface à l’origine est constante et égale à a. La surfaoe de la sphère est, comme on le voit, un cas particulier de l'ellipsoïde. ,
357. IIyperboloïbe a une nappe/ Si l’un des coefficients P, V, P" est négatif, et que les deux autres soient positifs, la surface représentée par l’équation (t)eât dite un Ilyperboloïde à une nappe. Nous supposerons P et P’ positifs , P" négatif ; les points où la surface rencontre les axes sont donnés par les équations :
posons:
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l’équation de la surface devient
Si Ton prend OA=ÛÀ'=a (fig. 162) sur l’axe des x, OB = OB'=6 sur l’axe des y; OC = OC' = c sur l’axe des z;
L les quatre points A, A', B, B'
appartiendront à la surface ; // les droites A A’, BB’ et CC' sont
' ' ~^Syr- dites les longueurs des axes
\\~ ^ — '~/// de ^’hyperboloïde ; les deux
\ >. ( premières qui rencontrent la
A'f— surface prennent le nom
///C\\ d’are* réels, la troisième est
’ - dite axe imaginaire. Les ex-
—f trémités des axes réels sont y/. \ les sommets de la surface.
L Chacun des plans coordonna- <«• * nés est un plan principal de
la surface et coupe celle-ci suivant une courbe dite section principale. La section principale , située dans le plan xy, est une ellipse; les deux autres sont des hyperboles. Les axes de ces trois courbes sont respectivement 2a et 26 , 2a et 2c , 26 et 2c. . . .... „
L’hyperboloïde à une nappa est susceptible d’un mode de génération analogue à celui de l'ellipsoïde. Si, en effet, on coupe cette surface par un plan parallèle au plan xy , l’intersection sera représentée par deux équations de la forme :
La courbe définie par les équations précédentes est une
ellipse dont les axes sont 2 a >/ i+ç>
ellipse est réelle quel que soit z'. On voit en outre que, sia' varie d’une manière continue de — co à -j- oo,- l'ellipse, dont nous parlons, en variant de grandeur «t de position, engendrera l’byperboloïde^Le rapport des axes de l’ellipse génératrice est
fl
constant et égal à Ces axes varient l’un de l’infini à 2a,
l’antre de l’infini à 26 quand a' varie de — e» à zéro , ou de -j-co à zéro/ Lés valeurs minima de ces axes ont lieu lorsque l’ellipse mobile est située dans le plan xy , et alors elle prend le mm A' Ellipse dégorgé. Il suit évidemment de là que la surface, dont nous nousoccupons,s’étendà l’infini etn’est formée que d’une seule nappe continue. . , .
538. Lorsque les deux axes réels 2a , 26 sont égaux , I’hyperboloïde à une nappe est de révolution autour dé l’axe imaginaire. Effectivement, les sections perpendiculaires à cqt axe sont des circonférences dont il renferme les centres. On obtient l’équation de la méridienne dans le plan xz , en faisant j/=0 dans l’équation de la surface. On trouve ainsi l’hyperbole:;' . . • . ; •„ ...
359. HvrERBOLoïrtE a‘ deux nappes. Si deux des coefficients P, P’, P" sont négatifs, et qêe le troisième soit positif, la surface représentée par l’équation est dite uu ïfyperboloïde à deux nappes. Nous supposerons P positif, P' et P" négatifs. Les points où la surface rencontre les axes sont donnés par lès équations :
. . ' Digifeed by Go.ogle I
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Posons
Péquation de la surface devient
Si l’on prend OA = OA' = a (tig. 163) sur l’axe des ÛB =OB'=6 sur l’axe des y, OC=OC'=csur l’axe des z, les
points A ef A! apparti,en - > ” • ..*■ drpnt à la surface; les
. droites AA', BB', OC' sont ■ //C i \\ dites les longueurs des
Jlj axes de l’hyperboloîde;
~ le premier, qui seul ren- "c ^SnX. \,Ü A 001111,0 surface est l’are
' / , réel ; les deux autres sont
Ai u \^ les axes imaginaires la
(j(Ç J63_ - . surface n’a que deux som-
mets qui sont les extrémités A et A’ de l’axe réel. Chacun des plans coordonnés est un plan principal de la surface; les plans xz èt xy coupent cette surface suivant deux hyperboles qui prennent le nom de sections principales ; la surface n’a aucun point dans le plan principal yz. . .
L’hyperboloïde à deux nappes peut être engendré de la même manière que l’ellipsoïde et l’hyperboloïde à une nappe ; si en effet on coupe cette surface par un plan parallèle au plan yz, l’intersection sera représentée par deux équations de la forme •' . s
La courbe, définie par les équations précédentes, est une
' • [tf i ~r~
ellipse dont les axes sqnt 26 W — — 1,
Cette ellipse est réelle, à moins que x' ne — a fet -f- a • Si' x’ varie de — e» à — a ou de -J- a à -j-os, l’ellipse dont nous parlons, en variant de grandeur et de position, engendrera deux nappes distinctes dont la réunion forme l’hyperboloïde. Le rapport des axes de l’ellipse génératrice est constant et égal à - : ces axes varient l’un et.
l’autre de l’infini à zéro, quand x! varie de — co à — a ou de + co à -f a.
540. Lorsque les deux axes imaginaires 26 et 2c sont égaux , l’hyperboloïde est de révolution autour de l’axe réel; car tes sections perpendiculaires, là cet axe sont des circonférences dont il renferme les centres ; on obtient l’équation de la méridienne dans le plan xz en faisant y = 0 dans l’équation de la surface; on trouve ainsi Péquation
541 . Cônes du second degré. Pour compléter l’étude des surfaces du second degré qui ont un centre unique, il nous reste à examiner le cas où le second membre H de l’équation (l)est nul, les coefficients P, P’, F' étant toujours différents de zéro. Alors l’équation (1) se réduit à,
. (i) .px’+py+pv^o.
Si P, P’ et P" sont tous trois de même signe, cette équation ne représente évidemment que le seul point réel: ,
” ir=0, y — 0, *=0; >
Oigitized by Googlel
soit compris entre ■
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elle donne alors une variété de l’ellipsoïde. Si, au contraire,
l’un des coefficients P, P*, P" est de signe contraire aux deux .autres , l’équation que nous considérons représentera un Cône du second degré, surface que l’on doit considérer . comme une variété de l’hyperboloïdc à une nappe ou de l’hyperboloïde à deux nappes. Pour le démontrer, soient
(2) x=mz, y = nz
les équations d’nnc droite passant par l’origine; on peut
éliminer x, y, z entre les équations (I) et (2), il vient ainsi :
si cotte équation est satisfaite, la droite (2) sera sur la surface ( 1 ) et , si l’on fait varier m et n de manière que cette même équation ait toujours lieu, la droite (2) tournera autour de l’origine et engendrera la surface. U suit de là que l’équation (J-) représente un cône du second degré.
Cette surface peut être considérée comme un hyperboloïde à une nappe dont l’ellipse de gorge se réduit à un point , ou comme tin hyperboloïde à deux nappes dont l’axe réel se réduit à’ zéro. .
542. Cylindres elliptique et hyperbolique. Nous n’avons plus à considérer que le cas où quelqu’un des coefficients P, F, P" est nul dans l’équation
* • >■ , ifii,
px!+py+pv=n.
Supposons, par exemple, P"=0; l’équation se réduit à Px’-f P’y=H,
et elle représente (n° 287), un Cylindre dont les génératrices
sont parallèles à l’axe des * Si P et P' sont de même signe, la base de ce cylindre est une ellipse; cétte ellipse peut être imaginaire ou se réduire à un point; dans ce dernier cas, la surlace se réduit à l’axe des z. Mais si P et P' sont de signes contraires, la base du cylindre èst une hyperbole: cette hyperbole peut se réduire à deux droites qui' se coupent et, dans ce cas, la surface est composée de deux plans qui se couplent. •' " ’
343. Si l’on a ep même temps P =0 , P"= 0, l'équation de la surface se réduit à .
Px* = H;
elle représente alors le système de deux plans parallèles, qui se réduisent à un seul si H est nul.
’ Discussion des surfaces dénuées de centre. . -
Les surfaces dénuées de centre sont toutes com
prises, comme on l’a vu, dans l’équation
Py + F ’z*=Qx,
où x y y, s désignent des coordonnées rectangulaires et où le coefficient Q est différent de zéro. Nous supposerons d’abord P' et P" différents de zéro. Si P' est négatif, on pourra le rendre positif, en changeant les signes de tous les termes de l’équation; cela étant, on peut supposer Q positif, car, s’il ne l’est pas, on le rendra tel en changeant la direction des x positifs, cfc qui revient à changer x en — x. Nous supposerons donc P’ et Q positifs, et nous
aurons
négatif.
surface
sections
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à examiner le cas de P" positif et celui de P’'
Paraboloïde elliptique. Si les trois coeflicients P1, P" er Q sont positifs, la surfaco que représente l’équation (i) est dite un Paraboloïde elliptique. Cette surface ne coupe les axes qu’à l’origine des coordonnées, les plans aty et xz soqt évidemment deux plans principaux ; l’axe des x est dit "b7"— l’axe du paraboloïde. Les deux fig. te*. plans principaux coupent la
suivant deux paéaboles AOÂJ, BOB' (fig. 164), dites principales et qui ont pour équations :
' " * ' . . lx,
sâc i *■’
Si l’on désigne par p et p’ les paramètres de ces deux paraboles, on a : <
• ’V FF~2p’ p S- 2P» <
et l’équation de la surface devient :
Le paraboloïde elliptique est susceptible d’une génération analogue à celle que nous avons constatée pour les ^urfeccs à
centre; en effet, si l’on coupe la surface par ün plan parais lèle au plan ys , l’intersection est représentée par deux équations de la forme : v
PP
Cette courbe est une ellipse dont les axes sont \J~ipx’ et sjip'x' -, elle est réelle si £ est positif ; et, si x' varie d’une manière continue de zéro à l’infini, œtte ellipse engendrera le paraboloïde. Le rapport des axes de l’ellipse génératrice est constant et
égal à K ces axes varient l’un et l’autre de zéro à l’infini.
Il s’ensuit que le paraboloïde elliptique est une surface formée d’une nappe qui s’étend à l’infini dans un sens seulement.
Remarque. Si l’on a p = p , l’ellipse génératrice se réduit à un cerçle, et le paraboloïde est de révolution.
34G. Paraboloïbe uyperboliqüb. Les coefficients P' et Q étant positifs , si P" est négatif, la surface que représente l’équation (t) est dite un Paraboloïde hyperbolique. Cette
surface, comme la précédente, ne coupe les axes qu’à l’origine des coordonnées. Les i/.Æ plans xs et xy sont des plans /■•■ a7 principaux ; l’axe des x est dit
~ l’aare du paraboloïde. Les deux plans principaux coupent la surface suivant deux paraboles ÂOA’, BOB' (fig: IBS), dites sections principales et qui ont pour équations :
ÿ* = 2pr, •
Digitizéd bV
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En faisant — — ip, — = — 2p', l’équation du paraboloïde peut s’écrire ainsi : . ,
Le paraboloïde hyperbolique est susceptible d’une génération analogue à celle des autres surfaces du second degré; Seulement ici la génératrice, au lieu d’être une ellipse, est une hyperbole; en effet, si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan yz, l’intersection est représentée par deux équations de la forme :
Cette courbe est une hyperbole dont les axes sont \±%px' et \/zt. 2 p'x’. Cette hyperbole est toujours réelle; Taxe imaginaire. et l’axe réel se changent l’un dans l’autre, quand x' passe du positif au négatif ; elle se réduit à deux droites, dans le cas intermédiaire de a:'=0. On voit que,- si x' varie d’une manière continue de — c» à -f-co , l’hyperbole mobile engendrera la surface qui s’étend à l’infini dans tous les sens.
547. Les deux paraboloïdes sont susceptibles d’une génération commune; on a en effet ce théorème:
Éteint données deux paraboles, dont les plans sont perpendiculaires, dont les sommets coïncident et dont les axes sont placés sur la même ligne droite ; si l’une des deux paraboles se meut de manière que son axe et son plan restent parallèles à eux - mêmes , que son sommet soit constamment sur l’autre parabole, la surface engendrée sera un paraboloïde. Le para-
boloïde sera elliptique, si l'axe de la parabole mobile est dirigé dans le mime sens que celui de la parabole fixe; il sera hyperbolique , dans le cas contraire.
En effet , soient
2 = 0, • y* = 2 px.
les équations de la parabole fixe, AO.V (fig. t(il et 105), '
celles de la parabole mobile BOB', lorsque celle-ci est dans le plan xz; pour un point quelconque D de la parabole fixe, on a : •
x—x', y — y', 2 = 0, et •
y’* = 2 px'.
Lorsque (a parabole mobile a pour sommet le point D, ses
équations sont évidemment . • , ,
et on aura l’équation de la surface engendrée, en éliminant
x', y' entre les trois équations précédentes; il vient ainsi :
.• PP ,v.,
548. Cuisdre parabolique. Un seul cas reste à examiner, celui où l’un des coefficients P' ou P" est nul dans l’équation
P'y* -f- P"z* = Qx. % V.
Supposons, par exemple , P"— 0 ; l’équation se réduit à .
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Elle représente un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe des z et dont la trace sur le plan xy est une parabole ; la surface que nous considérons est donc un Cylindre parabolique. . * V . .
Remarque. Si l’on a P =0, P" = Q; l'équation de la surface • > se réduit àx=0 et représente le plan y z; elle n’appartient plus proprement au second degré. .
, ' Résumé , V /' .
En résumé les surfaces, contenues dans l’équation
du second degré, sont les suivantes : • ’ .
1° Surfaces qui ont un centre unique : V Ellipsoïde (il peut être imaginaire ou se réduire à un point); l’Hyperboloïde à une nappe ; l’Hyperboloîde à deux nappes, les Cônes du second degré (ils forment une variété de l’hyperboloïde à une ou à deux nappes); ‘ . . *•?' ' . - . . ' .
2° Surfaces qui ont une infinité de centres en ligne droite.
Le Cylindre elliptique (pouvant se réduire à une simple droite); le Cylindre hyperbolique (pouvant se réduire au système de deux plans qui se coupent) ;
, .t° Surfaces qui ont une infinité de cf.ntrbs dans un même plan. Système de deux Plans parallèles (pouvant se réduire à
un seul); ‘
4° Surfaces dénuées de centre. Le Parabolûïde elliptique ;
le Paraboloïde hyperbolique ; le Cylindre parabolique.
natcr e des sections planes' des surfaces do second degré.
550. Toute section plane d’une surface du second degré est , comme on l’a Vu (n» 297), une courbe du second degré. Il nous reste à examiner quel est le genre des courbes du se-
. ' ; ' SE . . ■ v •
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cond degré que l’on obtient, en coupant par des plans chacune des diverses surfaces étudiées précédemment.
Remarquons d’abord que la projection orthogonale ou oblique d’une courbe du second degré sur un plan est une courbe du second degré de même espèce. En d’autres termes, si la section d’un cyiindre par un plan , non parallèle aux arêtes, est une courbe du second degré C ; toute autre section , non parallèle aux arêtes,, sera une courbe <lu second degré de même espèce. En ellèt, si l’on prend pour plan xy le plan .de la courbe G et pour axe des s- une droite parallèle aux génératrices du cylindre, il est évident que l’équation de ce cylindre sera du second degré entre les deux seules variables x, y ; par cqtte équation est la même, que celle de la courbe G dans le plan xy. Le cylindre que nous considérons étant une surface du second degré toute* section- C' non parallèle aux arêtes sera une courbe du second degré. En outre, si la courbe Ç est fermée , il est évident que la courbe C' sera aussi fermée; si an contraire la courbe C a deux ou quatre branches infinies , la combe C' aura également deux ou quatre branches infinies. 11 s’ensuit que lès combes G et C' sont de
maille espèce.
Ou voit par là que, pour connaître la nature d’une courbe dit second degré dans l’espace , il suflit de savpir quelle est la nature de sa projection sur l’un des trois. plans coordonnés.
551. Gela posé , nous allons étudier successivement les sections planes des surfaces a centre et celles des deux para- Imloides, le cas des cylindres pouvant être mis de coté d’après ce qui précède.
F.lupsoïue. Prenons l’équation de l’éllipsoïde sous la forme :
SURFACES DU SECOND DEGRÉ, et coupons la surface par le plan
,(2) z = mx + ny + k. {
Si l’on élimine z entre les équations ( 1 ) et (2), il vient
Désignons par D la différence entre le carré de la moitié du coefficient du rectangle æy et le produit des coefficients de a:’ et de y’, on aura : , ■ . . '*• +
a 'b* V? oV
On voit que la quantité D est constamment négative; (>ar conséquent l’équation (3) représente une ellipse. Il s’ensuit que toutes les sections planes de l’ellipsoïde sont des ellipses. Hyperboloioe a i nf, nappe, On passe de l’ellipsoïde à l’hy-_
perboloïde à une nappe, en changeant, dans ce qui précède,
c* en — c*. Ainsi l’intersection de Fhyperboloïde
et du plan
a1 + b- c1 1 ’ z—mx-\-ny-\-k,
sera une ellipse, une parabole ou une fiyberbolé, suivant qiie la quantité D sera négative, nulle ou positive. Cette quantité a ici pour valeur : •.
On peut évidemment choisir les quantités m et n, de manière
' . * * , • -•* - . r m % r JK . ..
que D soit négatif, nul ou positif. Il s’ensuit qu’on peut obtenir toutes les courbes du second degré, en coupant un hyperboloïde à une nappe par des plans.
Hïperboloïde a deux nappes. On passe du cas qui précède à celui de l’hyperboloïde à deux nappes, en changeant partout 6* en — b*. L’équation de la surface est; *
,La nature de son intersection par le plan
s — mx -)- ny + k,
dépendra du signe de la quantité D, qui a ici pour valeur :
1 mi n*
D ~ 0*6* — 6V + ÔV‘ . -
Cette quantité peut être négative, nulle ou positive; d’où il suit que l’hyperboloïde à deux nappes donne pour sections toutes, les courbes du second degré. / - , Y >
Paraboloïde elliptique. L’équation du paraboloïde elliptique
ests- . .
La projection sur le plan xy de l’intersection de cette surface par le plan
• s = mx -f- ny -f k a pour équation: - ,
. Digilized by Goog
SURFACES DU SECOND DEGRE
• ur
La quantité D a pour valeur : /. *.
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par suite elle ne pourra être que négative ou nulle; il s’ensuit que les sections planes du paraboloïde elliptique sont des ellipses, sauf celles qui sont parallèles à l’axe et qui sont des paraboles.
Parabolouik hyrerbolïque. On passe du paraboloïde elliptique au paraboloïde hyperbolique, en changeant p ’ en — p\ On peut donc conclure de ce qui précède que toutes les sections planes du paraboloïde hyperbolique appartiennent au genre hyperbole, à l’exception des sections parallèles^ l’axe, lesquelles sont des paraboles.
CÔNE ASYMPTOTE d’CN HYPERBOLOÏDE.
552. On nomme Cône asymptote d’un hyperboloïde à une ou à deux nappes, le lieu des asymptotes de toutes les hyperboles que l’on obtient en coupant l’hyperboloïde par des plans passant par son centre. '*•* , •
- Proposons-nous de former, d’après cette définition, l’équation du cône asymptote de l’hyperboloïde
(i) PÎp’-f py+FV =-H}
si l’on coupe la surface par le plan • . • '
‘*(2) z — mx- \-ny,
la projection de l’intersection sur le plan xy aura pour équation: \
* * Px‘ + P'y* + P" ( mx + ny)1 = H ;
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supposons que cette courbe soit une hyperbole, les projections des asymptotes seront évidemment représentées par l’équation
P .T2 + Py'-|4 P" (mx + ny)*= 0.
Or ces asymptotes sont dans le plan (2), donc elles sont aussi sur le cône
Px* + Py + P"z‘ = 0,
qui est, par suite , le cône asymptote.
Et généralement , si un hyperboloîde est rapporté à trois axes quelconques passant par son centre, de manière que l’équation de la surface ait la forme :■
kx- -f A y + AV + 2B yz + 2B'a:z + Wxy -f K=0,
l’équation du cône asymptote sera :
AV + A'y* + AV + 2B yz + 2B'x*+2B"«ÿ=0.
Il suffit, pour le démontrer, de répéter textuellement le raisonnement que nous venons de faire.
555. Il est facile, de démontrer que les points de l’hyperboloïde s’approchent indéfiniment du cône asymptote, à mesure qu’ils s’éloignent à l’infini. Nous entendons que les distances des points de l’hyperlwloïde au cône asymptote sont comptées suivant des droites parallèles à l’un des axeS des coordonnées. Supposons l’éqqation de l’hyperbploïde ramenép à la forme:
'Px’-fPy+P"z’=H;
Péquation du cône asymptote s'era :
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Soient fx, y, z) , (fl?, y, *,') doux points appartenant l’iin à l’hyperboloïde, l’autre au cône asymptote, on auru ; ,
Ptf + Vy* +?V = H,
Px! + Py + PV = o; / •
retranchant il vient
et • . ■ .
. z z>- P "(z+zy
Si x et y deviennent infinies, z et z, seront aussi infinies; an peut d’ailleurs les supposer dé môme signe, d’où il suit que z — z, tend vers zéro. Cela prouve que la surface du cône s’approche indéfiniment dé la surface de i’hypërboloïde.
554. Si l’on coupe par un plan un hyperboloïde et son cône asymptote , on obtient deux courbes de même genre.
En effet , soient
Px* -f Py -f P "z* = H', „■ '
Px’-f py + pv = o,
les équations d’un hyperboloïde et du cône asymptote. Si l’on coupe ces surfaces par le plan
z== mx -j- ny k ,
les équations des projections sur le plan xy des deux courbes obtenues ne différeront que par leà termes du premier degré et par le terme indépendant des variables. Il s’ensuit évidemment que ces courbes sont de môme genre: On peut môme ajouter qu’ejles sont semblable », si l’on se reporte aux consr-
dérations que nous avons développées dans l'appendice à la géométrie analytique à deux dimensions.
K) HH
Un voit que cette équation peut s’obtehir par l’élimination de
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l’indéterminée X entre les deux équations :
ou, par l’élimination de p. entre les deux équations:
En considérant À et h- comme des paramètres variables , les équations (2) et (3) représenteront deux systèmes de droites qui seront toutes situées sur l’hyperboloïde.
556. Deux droites d’un mime système rie sont pas dam un même plan. ‘ • ‘ • ' 1 ‘ .. . ~-
Soient’: * :
les équations d’une droite du système (X). Si l’on ajoute ces équations, après avoir multiplié l’une d’elles par une indéterminée m, on aura l’équation générale des plans qui passent par la droite que nous considérons, savoir :
Si l’on élimine y et z entre cette équation et les équations
d’une seconde droite appartenant au système (X), il viendra :
pour que la droite soit tout entière contenue dans le plan , il faut que la précédente équation soit identique quel que soit x, en particulier pour x — a; ce qui donne X' = X. Gela prouve que les deux droites (X) et (X) ne peuvent être dans un même plan. - ;
On démontrerait de la même manière que deux droites du système (n) ne sont jamais dans un même plan.
Deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
En effet, soient les deux droites: .
l’équation générale des plans qui passent par la droite (X) est :
Si l’on élimine y et s entre cette équation et celle de la droite (n) , il vient : - .
or, pour rendre cette équation identique , il suffit de prendre m = X;j.; d’où il suit que les deux droites que nous considérons sont dans un même plan. . "
357. Par chaque point [x',tj', z') de l’hyperboloïde, on peut tracer sur la surface une droite du système (X) et une
Dïgijizad By.C
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droite du système {h-). En effet, puisqu’on a, par hypothèse :
on pourra trouver une valeur de X et une valeur de p, telles que l’on ait à la fois :
et
Les paramètres X et p étant ainsi déterminés , les équations :
I+HK
et
ï+'M^ÿ' î-HH'+f)’
seront celles de deux droites situées sur la surface et passant par le point (x', y', s')'.
51>B. Il est important d’établir que toute droite tracée sur l’hyperboloïde appartient nécessairement il l’un des deux systèmes dont nous venons do constater l’existence. Supposons en effet qu’une droite AB située sur la surface n’appartienne ni au système (X) ni au système (p). Par un point A de AB, menons une droite AL du système (X); puis, par chacun des points de AB, menons une droite du système (p); chacune de ces droites rencontrera AL et, par suite, elles seronttoutesdans un même plan, ce que nous avons démontré être impossible.
4ii
559. Les deux systèmes de droites, qu’on peut tram sur l’hyperboloïde
•ont, comme on vient de voir, pour équations ;i
Si l’on transporte ces droites parallèlement à elles-mêmes au centre de la surface, leurs équations deviennent évidemment: -, ' »
Éliminante entre les deux premières, ou p entre les deux dernières , il viept : /• ' , . .
• • xl y': z* •
Il résulte de là que : 1
Toutes les droites situées sur l’hyperboloïde , étant transportées au centre parallèlement à elles-mimes , s’appliquent exactement sur le cône asymptote. V V*:
D’où l’on peut conclure immédiatement que :
Trois droites situées sur l'hj/perboloïdc ne sont jamais parallèles à un même plan. ■.'~f ctlêSt-'
,’Oigitizèd‘by GqQgle
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Car, autrement, il y aurait trois génératrices du côneasympote dans un même plan.
II est très-aisé de reconnaître , soit par le calcul , soit par des considérations géométriques fort simples, que les projections des droites (X) et (|i) sur les plans coordonnés sont tangehtes aux sections principales.
560. Si, par l’une des droites qu’on peut tracer sur l’hyperboloïde, on fait passer un plan, ce plan coupera la surface suivant une seconde droite, puisque les sections planes des surfaces du second degré sont des courbes du second degré. Les sections ainsi obtenues sont dites sections rectilignes.
Les mômes droites prennent aussi le nom de génératrices rectilignes , parce qu’ellès peuvent être considérées comme étant les diverses positions d’une droite mobile, qui dans son mouvement , engendre la surface. En ett'et, soient L, L’, L" trois génératrices du système (X) ; par chaque point de L on peut mener une droite M du système (pu) , laquelle rencontrera les droites L’ et L". Le mouvement de la droite M ést déterminé par la condition qu’elle rencontre les droites L , L', L"; et il est clair que, dans ce mouvement, cette droite.mobile engendrera la surface.
Nous allons démontrer que réciproquement
Lorsqu’une droite glisse sur trois droites fixes , non situées deux à deux dans un même plan et non parallèles à un même plan, elle engendre un hyperboloïde.
Soient A , 15, C les trois droites données (tig. ltiti) ; menons par chacune d’elles deux plans respectivement parallèles aux deux autres; ces six plans détermineront un parallélipipède dont nous prendrons le centre 0 pour origine des coordonnées; quant aux directions Or, Oy , 0 s des trois axes, nous les choisirons parallèles aux droites A , B , G respectivement. Cela posé , en désignant par 2 a, ib . 2 c les longueurs des
arêtes du parallélipipède , les équations des droites données seront: • . . : ; V
Soient :
liR. >66.
(1) x = mz^-p, (2).,! I = ns + q,
les équations d’une droite G qui rencontre A , B , C. Les conditions, pour qu’il y ait rencontre , sont :
— *t)=nc-\-q, '
<t——mc+p, > • ,•. ■ •
v fâjgœ*
On aura évidemment l’équation de la surface engendrée par la droite G, en éliminant m,n,p,q entre les cinq équations (I), (2) , (3), (4), (S); l’élimination de p et f donne d’abord
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«(* — c), x — a=m(j-fe), n(a; + 0) = w(y — 6);
enfin , éliminant m et n entre ces trois dernières équations , il vient : , .
(« 4- «) (y + b) (z 4- c) — [x—a] [y — b) '(s—c) = (V ou
ays -f- bxz -f- cxy 4 abc = 6.. \
Cette équation est du second degré et elle a un centre unique; c’est donc un hyperboloïde à une nappe, car il est évident que l’ellipsoïde et l’hyperlioloïde à deux nappes ne peuvent pas admettre de génératrices rectilignes.
.■>(>2 . 11 est bon de remarquer le cas particulier de l’hyperboloïde de révolution à une nappe ; cette surface peut évidemment être engendrée, en faisant tourner autour de l’axe de révolution l’une quelconque des droites contenues dans la surface. Ici l’ellipse de gorge se réduit à un cercle et le cône asymptote est un cône droit.
Il est aisé de démontrer que: réciproquement, si une droite tourne autour d’un axe fixe non situé avec elle dans un même plan , cette droite mobile engendrera un hyperboloïde de révolution à une nappe.
En effet, prenons pour axe des s l’axe de la surface, pour axés des x et des y deux droites rectangulaires, situées dans le plan que décrit la plus courte distance de la génératrice à l’axe. Soient MP l’une des génératrices et M le point où cetté génératrice rencontre le plan xy. Désignons par r la longueur 'donnée OM qui est la plus courte distance de la génératrice à l’axe; par <*> l’angle variable MOx; enfin, par a, 6, y les angles formés par la génératrice avec les axes ; l’angle y est constant, les angles a et 6 sont variables.
Les coordonnées du point M sont : . •
x — rcosi» , ytsifsinw ,X—0; „. . >
par suite les équations de lit droite MP sont : * V . '
x — reosto y — rsinw
COS a
Cela posé , on a
cos6 cosf’
cosîa-j-cos,6 4-cos!Y=:: L; *
en outre, la droite MP étant perpendiculaire sur OM, qui fait avec les axes des angles dont les cosinus sont oqsu), sinti» et zéro, on a ' ' v . • • : .
cosàcosw + cOs6sirito = (),
ou
cos a COS 6 V'I’0S!a + COSf6
: — sittY;
smio cos<u I
par suite, ‘
cosa = ±.sinYsinw, - cos6 = rpsinY cosu. - ‘ ■
Les équations de la génératrice deviennent alors :
x — ±5 tangY sinu -j- r cosw, y = qz z tangY cosid -f- r sin w;
elles ne renferment plus que le seul paramètre variable u>. On élimine u> entre ces équations, en les élevant au carré et ajoutant ensuite : il vient ainsi : ?
•** + V* ~7 tang! y = r*, ;
.* " Vqigrti^ by Çooglei
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st celle d’un hyperboloïde à une axes réels sont égaux à 2r et dont l’axe imaginaire est
équation qui est celle d’un hyperboloïde à une nappe, dont les
tang-f '
SECTIONS RECTILIGNES DO PARABOLOIDE HYBERBOLIQUE. ■ — ON PEUT, SOR LA £0 RP ACE DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE, TRACER DEUX . DROITES PAR CHACUN DE SES POINTS; d’0U RESULTE LA GENERA- TION DU PARABOLOIDE PAR DEUX SYSTÈMES DE DROITES. DEUX
DROITES d’un MÊME SYSTÈME HE SE RENCONTRENT PAS, MAIS DEUX DROITES DE SYSTÈMES DIFFERENTS SE RENCONTRENT TOU- JOURS. — TOUTES LES DROITES D’UN MÊME SYSTEME SONT PARAL- LÈLES A UN MÊME PLAN. ■ — LE PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE PEUT ÊTRE ENGENDRÉ PAR LE MOUVEMENT d’uNE DROITE QUI GLISSE . SUR TROIS DROITES FIXES PARALLÈLES A UN MÊME PLAN; OU BIEN PAR UNE DROITE QUI GLISSE SUR DEUX DROITES FIXES, EN RESTANT TOUJOURS PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ. RÉCIPROQUEMENT , TOUTE SURFACE RÉSULTANT DE l’UN DE CES DEUX MODES DE GÉNÉ- RATION EST UN PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.
Soit
l’équation d’un paraboloïde hyperbolique; on peut l’écrire comme il suit :
(fr+7f)
en voit alors qu'elle peut s’obtenir par l’élimination de l’indéterminée^ entre les deux équations :
VA VP' VP \PV
ou par l’élimination de jx entre les deux éqûations :
v'p \/F tA’ \fp i/F 14 ' ,
En considérant X et jx comme deux paramètres variables,
les équations (2) et (3) représenteront deux systèmes de droites qui seront toutes situées sur le paraboloïde.
364. Deux droites d'un même système ne sont pas dans un mime plan. ’1 .
$ôient : • ,r
'Xj„L-2x* j( jü i' -m*-
SHgjaBÉl
les équations d’une droite du système (X). L’éqnation générale des plans qui passent par cette droite sera :
Si l’on élimine y et z entre cette équation et les équatiàn's :
’ </p Vp' ' : ’■ y/p Vp' V* • .
d’une seconde droite appartenant au système (X) , il viendra :
' ; 2aj(X'_X)-f.m(i-i)=0; . .
pour que la droite soit tout entière contenue dans le plan , il faut que la précédente équation ait lieu quel que soit te; cela exige que l’on ait X’ — X. Il s’ensuit que deux (boites, du système (X) ne sont pas dans un-même plan. •_>. ‘
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On démontrerait de la même manière que deux droites du système (p) ne sont jamais dans un même plan et, par suite, qu’elles ne peuvent jamais se rencontrer. ,
Deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan. • •
En effet, soient les deux droites : .
< JL + J_=U 1 L—^
i/p \fp' fp vÿ *
L’équation générale des plans qui passent par la droite (>) est :
(±+JL-^) + m( JL_-L~'\=o.
. Vvp / Vv> èt V,
Si l’on élimine y et x entre cette équation et celle de la droite (p), il vient: '
or, pour que cette équation soit identique, il suffit de prendre d’où il suit que les deux droites que nous considérons sont dans un même plan.
565. Par chaque point ( x y', z’) du paraboloïde on peut tracer une droite du système {X) et une droite du système (p).- En effet , puisqu’on a, par hypothèse :
ï 7 = îx',
on pourra trouver une valeur de X et une valeur de p telles
que l’on ait :
iï+7ï'=*X'’ = ^
VP VP'"r
iL-Ji- !£
VP vp' !A
tes paramètres X et p étant ainsi déterminés, les équations
JL + * = 2Xx,
VP vV
V'p Vp' :
seront celles de deux droites tracées sur la surface et passant par le point (af, y', z').
Tonte droite tracée sur le paraboloïde appartient nécessairement à l’un des deux systèmes dont nous venons de constater l’existence; on s’en assure en répétant textuellement, le raisonnement que nous avons fait au sujet de ï’hyperboloïde (n° 358). , . '
566. tes droites, que l’on peut tracer sur le paraboloïde y* „
forment ainsi deux systèmes; celles de l’un des systèmes sont évidemment parallèles au plan .
' * JL * J/i ’ * >' '
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et celles de l’autre système au plan
fp+ÏÏ~°'
Soient L, L', L" trois droites appartenant au même système ; toutes les génératrices de l’autre système les rencontreront. Or, si une droite mobile est assujettie à rencontrer trois droites fixes, le mouvement de cette droite est déterminé ; d’où il suit que le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite qui sé meut en s’appuyant sur trois droites données parallèles à un même plan.
Si au lieu de trois droites appartenant au même système, on en considère deux seulement L et L', les droites du second système qui les rencontrent toutes deux sont en outre parallèles à un plan fixe. Or le mouvement d’une droite est déterminé par la condition que cette droite rencontre deux droites fixes et reste parallèle à un plan fixe. Donc le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite mobile qui s’appuie sur deux droites fixes et reste parallèle à un plan fixe. ' - .
Le plan fixe est appelé plan directeur, les droites fixes directrices et les droites mobiles génératrices. Aussi emploie-ton la dénomination de génératrices rectilignes pour désigner les droites qu’on peut tracer sur la surface du paraboloïde hyperbolique. On leur donne aussi le nom de sections rectilignes , parce que deux droites appartenant à deux systèmes différents constituent la section du paraboloïde par un plan.
367. Nous allons démontrer les réciproques des propositions que nous venons d’établir.
Lorsqu'une droite glisse sur trois droites fixes, parallèles à un même plan, elle engendre un paraboloïde hyperbolique.
Soient Ox, AB et CD (tig. 167) les trois droites données ’ parallèles à un même planj
/ nous prendrons pour axe dèâ z
une droite qui rencontre le»
. , 7 \ trois droites données, pour axé
, Sj V„ des x l’une de ces droites,
fjjier / Ox par exemple, *t pourajsé
R' / " * des ÿ une droite Oÿ parallèle è
V l’une des deux autres droites
'* • données AB; fe droite CD fiift»,
«g. i67. ‘ , par hypothèse, parallèle au
plan xy; les équations des droites données seront : <
Soient en outre
les équations d’une droite B qui s’appuie sur les trois droites données. Les conditions pour qu’il y ait rencontré sont ;
y = 0, mh+p—Q, a(nà+p) = nk+q.
Si l’on élimine m, n, p, q entre ces équations et celles de la génératrice, on obtiendra l’équation de la surface engendrée, savoir:
— «(t — è) xz — khyz=.Q.
Cette équation est du second degré , et on voit immédiatement que la surface qu’elle représente n’a pas de centre ; il s’ensuit que cette surface est un paraboloïde hyperbolique.
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Effectivement il est clair qu’on ne peut tracer aucune droite sur le paraboloïde elliptique , et d'ailleurs toutes les droites tracées sur le cylindre parabolique sont parallèles.
568. Lorsqu’une droite glisse sur deux droites fixes et reste parallèle à un plan fixe, elle engendre un paraboloïde hyperbolique.
Soient AP et BQ les deux droites données (fig. 168). Nous
prendrons pour plan xy \e v. un plan parallèle au plan
r \ j /y directeur donné; pour \ \ / / / axe des y la droite qui
\ " ”/'// joint les points d’interseo-
\ \ /v^,. tion P et Q de ce plan avec
\ " — ! T~ les droites données; pour
origine le milieu 0 de PQ ; pour plan ®z le plan mçné ng. »68. par O parallèlement aux
deux droites données, ce qui détermine l’axe des®/ enfin menant OA’ et OB’ parallèles respectivement aux droites données AP et BQ , puis coupant ces parallèles aux points R et H par une droite RH parallèle à 0®, nous prendrons pour axe des z la droite 01 qui passe par le milieu de RH. Cela posé, les équations des droites données seront:
La génératrice étant parallèle au plan xy, ses équations seront: . ‘ ' • 1 * .*
pour que cette droite rencontre les deux droites données^ il
faut que l'on ait ‘
h = mak -J- n , — h= — mak-\-n-.
n — 0, h — mak.
Éliminant m, n et k entre ces deux équations et celles de la génératrice , il vient pour l’équation de la surface :
Cette équation est celle d’une surface du second degré dénuée de centre et qui ne peut être qu’un paraboloïde hyperbolique. * ' ' , <•
EXERCICES
. . Questions à résoudre.
I. Reprendre l’étude des plans principaux d’après les équa
tions réduites. Les surfaces à centre n’ont que trois plans principaux. Le cas des surfaces de révolution fait seul exception. Les deux paraboloïdes n’ont que deux plans principaux; il n’y a exception que pour le paraboloïde elliptique de révolution. Enfin le cylindre parabolique n’a qu’un seul plan princi pal. * . •’ î
II. Si l’on fait passer deux surfaces du second degré par
une même courbé du second degré, ces deux surfaces se coupent suivant une seconde , conrbe qui est plane et qui est du second degré. -
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III. Étant donnée une surface du second degré à centre, si on la coupe par une sphère concentrique, on peut choisir le rayon de la sphère de manière que les points d’intersection soieht placés sur deux plans. U en résulte que cette intersection est composée de deux cercles réels ou imaginaires. Déduire de là que les surfaces à centre admettent deux systèmes de sections circulaires.
IV. Montrer qu’on peut considérer le paraboloïdo elliptique comme la limite d’une série d’ellipsoïdes.
Trouver, par cette considération, les deux systèmes de sections circulaires qu’admet le paraboloïde elliptique.
V. Trouver le lieu géométrique des sommets des angles trièdres-trirectangles circonscrits à une surface du second degré.
VI. Trouver l’équation du plan tangent en un point donné d’une surface du second degré.
VU. Trouver l’équation générale des plans tangents à une surface du second degré, menés par un point extérieur. Démontrer que ces plans sont tangents à la surface d’un cône qui a pour sommet le point extérieur et qui touche la surface suivant une courbe plane.
VIII. Démontrer que les trois équations
Pi +
p,— r ys
Cx — P*
représentai) un système triple de surfaces orthogonales, b et r
sont des constantes données; p, (x, v des paramètres variables;
on suppose b < c < p; 6 < pi < c; v < b < c. La première équation représente des ellipsoïdes , la deuxième des hvpcr- Ixdoïdes à une nappe et la troisième des hyperboloïdes à deux nappes. Ces surfaces sont dites homofocales , parce que leurs sections principales ont mêmes foyers.
IX. Les mêmes choses étant posées que dans la question précédente , on propose d’exprimer les coordonnées x,y ,z en fonction des paramètres p , p., v.
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DISCUSSION d’uke équation du second degré a trois variables.
569. Nous nous proposons démontrer, dans ce chapitre, comment on peut déterminer la nature de la surface représentée par une équation numérique du second degré à trois , variables. ' • * * • .
Soit à étudier la surface représentée par l’équation :
.. ~ Ax5 -J- X'y- + AV -f 2%; + 2B’xz + 2B'xy
+ 2Gx + 2C’y -f 2C"z 4-Ks=0.
On commencera par former les équations qui déterminent les coordonnées du centre; trois cas peuvent se présenter:
1» H y a un centre unique ; la surfine est alors un ellipsoïde , un hyperboloïde à une ou deux nappes ou un cône;
2° Il y a un nombre infini de centres en ligne droite ou situés sur un même plan; la surfaeeest alors un cylindre à base elliptique ou hyperbolique , ou le système de deux plans parallèles; ; * ;
3B II n’y a pas de centre. La surface est alors un parabôloïde elliptique ou hyperbolique ou un cylindre parabolique.
Nous examinerons successivement ces trois, ças, - •/
4 eu GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS.
Surfaces qui ont un centre . .
370. Lorsqu’on se sera assuré qu’il existe un centre unique; pour connaître la nature de la surface, on résoudra l’équation proposée par rapport à l’une des coordonnées dont le carré figure dans l’équation; si a est, par exemple, cette coor-
tl - ’ ' »* ,
donnée, on aura une expression de la forme :
z=^mx-\-ny-\-ji±\jaÿ-\- bxy -f- ex? + dy -f ex -f- f.
Les points du plan xy, sur lesquels se projette la surface, sont définis par l’inégalité : • • • ■ ■'
ayt -+-bxy-\-cxt-{-dy-\-ex+f>0.
, L’espace recouvert par ces points est séparé du reste du plan par la courbe dont l’équation est 7 '* <
ay'-\-bxy-\-cxt-\-dy-\-ex-\-f—0.
Trois cas peuvent se présenter : [> ' .
i® Cette courbe est une ellipse ;
2° Cette courbe est une hyperbole ;
3® Cette courbe est imaginaire.
Il est évident qu’elle ne peut jamais être une parabole; car les coordonnées a? et y de son centré sont les mêmes que les coordonnées x et y du centre de la surface.
371. Si la courbe. est une ellipse , la surface se projette à l’intérieur ou à l’extérieur d’une ellipse ; ou saura lequel de ces cas se présente en cherchant si, pour les valeurs deas et de y qui correspondent au centre de la surface , la valeur de g est réelle ou imaginaire : or il est clair qu une surface du second degré à ceritre , qui se projette dans l’intérieur d’une ellipse ,
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COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES SURFACES DU II* DEGRÉ
est un ellipsoïde; et une surface, qui se projette à l’extérieur d’une ellipse , est évidemment un hyperboloïde à une nappe.
Si la courbe est une hyperbole, la surface se projette à l’intérieur ou dans la partie extérieure à l’hyperbole ( nous nommons partie extérieure à l’hyperbole celle qui est du même côté que le centre) ; on saura lequel de ces cas se présente en cherchant si , pour les valeurs de a: et de y qui correspondent au centre de la surface , la valeur de z est réelle ou imaginaire. Or, il est évident qu’une surface du second degré à centre, qui se projette sur la partie du plan extérieure à une hyperbole , est un hyperboloïde à une nappe ; et que celle, qui se projette sur la partie intérieure, est un hyperboloïde d deux nappes.
Si la courbe est imaginaire, l’expression qui, dans la valeur de z, figure sous un radical, est toujours positive ou toujours négative, quelles que soient les valeurs de x et de y. Dans le premier cas , la surface se compose de deux nappes distinctes séparées parle plan diamétral z=mx-\-ny-\-p ; elle est un hyperboloïde à deux nappes. Dans le second cas la surface est imaginaire.
Dans la discussion qui précède nous avons omis deux cas particuliers qu’il est bon d’indiquer.
L’ellipse, à l’extérieur ou à l’intérieur de laquelle la surface se projette, peut se réduire à un point ; la surface est alors un cône ou un point.
L’hyperbole , qui sert de limite à la projection , peut se réduire à deux droites ; la surface est alors un cône.
572. Mais il existe un dernier cas qui reste en dehors de notre discussion et que nous devons traiter actuellement. C’est celui où l’équation , ne renfermant le carré d’aucune coordonnée , no pourrait fournir, pour aucune d’elles , une expression de la forme admise plus haut L’équation proposée
est alors de la forme i>.
2Bi /z + 2B'xz+2B"xy + 2Cx +2C'y + 2C"z -f F=;0.
Dans ce cas, si l’on résout l’équation par rapport à z, on obtient une expression rationnelle , et par suite toujours réelle, et la surface recouvre.lt! plan xy de sa projection; car, pour toutes les valeurs de x et de y, on aura une valeur réelle de z. L’ellipsoïde ne pouvant évidemment présenter ce caractère, nous avons à décider entre l’hyperboloïde à une ou à deux nappes. ' ■' - '
Or, c’est ce que l’on peut faire au moyen du théorème suivant:
Théorème. Toute droite qui ne rencontre qu'en un seul point un hyperboloïde à une nappe est parallèle d une génératrice rectiligne de la surface. , -, V * ■
Prenons l’équation de l’hyperboloïde à une nappe sous la forme
■* yf *'
' soient
x — mz-\-p, y = nz-$-q,
les équations d’une droite. En éliminant x ety entre les équations de cette droite et celle de la surface , il vient :
La condition pour que la droite rencontre la surface en un seul point est : • '
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or cette équation exprime évidemment que la droite qui a pour équations : r ■ '
x — mz, y=n;,
est située sur le cône , ‘
Donc lorsqu’une droite ne rencontre l’hyperboloïde qu’en un point, elle est parallèle à l’une des génératrices du cône asymptote et par suite à une génératrice de l’hyperboioïde.'
On déduit immédiatement de ce théorème que :
Si une équation du second degré, qui ne renferme pas le carré de s, représente un hyperboloïde à une nappe , l’axe des x est parallèle à l’une des génératrices rectilignes de la surface.
D’après ce qui précède, pour savoir si l’équation \
2By* + ‘iVxx + Wxy + 2Gz-f "2£'y -f 2C"z + F = 0 ,
représente un hyperboloïde à une nappe, on cherchera si elle peut être satisfaite identiquement en y supposant x~a, y=p, et choisissant convenablement les constantes a et [3. fl faudra exprimer qu’après cette substitution le terme en x est nul ainsi que le terme indépendant de z; et l’on aura:
Bp-fB’a-f C"==0,
2B"<*p + 2Ca + 8G'§ + F = 0.
Ces deux équations fourniront pour a et p des valeurs réelles ou imaginaires. Dans le premier cas, la surface sera un hyperboloidè-à une nappe; et, dans le second, un hyperboloïde à deux nappes. <
Remarque. La discussion, que nous venons de faire, n’exige pas que l’on change les axes des coordonnées ; nous devons avertir cependant qu’il sera presque toujours plus commode de commencer par transporter l’origine, des coordonnées au centre. Lorsque cette transformation sera faite, on apercevra immédiatement si la surface considérée est un cône : la con-
dition, nécessaire et suflisante, pour cela, est que l’équation devienne homogène et, par suite, que le terme indépendant des variables disparaisse de l’équation transformée. En effet, les génératrices du cône ayant des équations de la forme :
x=mz, y=nz,
après l’élimination de a; et de y entre ces équations et celle de la surface, z aura aussi disparu ; ce qui ne peut arriver que si l’équation de la surface est homogène. Au surplus, le cône est compris dans l’hyperboloïde à une nappe ; en cherchant les génératrices rectilignes , d’après la méthode qui sera indiquée plus bas , on saura immédiatement si la surface proposée est un cône.
Surfaces qui ont un nombre infini de centres.
373. La discussion de ces surfaces résulte de ce qui a été dit (ni” 324-325) à l’occasion de la théorie du centre. S’il existe une droite dont tous les points sont des centres, la Surface est un cylindre à base elliptique ou hyperbolique; on distinguera ces deux cas l’un de l’autre; en faisant une section parallèle à l’un des plans coordonnés.
' S’il existe un plan dont tous les points soient des centres, la surface se réduit à deux plans parallèles.
Lorsqu’une surface du second degré n’a pas de centre
elle peut appartenir à l’un des genres suivants : '
. Paraboloïde elliptique, ; ■ •
Paraboloïde hyperbolique,
Cylindre parabolique. , - ■ .
On pourra toujours distinguer quel est celui de ces trois genres auquel appartient la surface proposée, en cherchant la nature des courbes suivant lesquelles elle est coupée par les plans parallèles aux trois plans coordonnés.
Si , parmi ces courbes, se trouve nné ellipse, Ta surface est . ( un paraboloïde elliptique ; car le paraboloïde elliptique est la séule surface, privée de centre, qui admette une section elliptique. -
Si, parmi les trois sections, on trouve une hyperbole, la surface est un paraboloïde hyperbolique ; car, parmi les trois surfaces privées de centre, le paraboloïde hyperbolique est la seule qui admette des sections hyperboliques.
Si enfin les trois sections sont trois paraboles, la surface est un cylindre parabolique; car les paraboloïdes n’admettent pour sections paraboliques que celles dont les plans sônt parallèles à l’axe , et Içs trois plans coordonnés ne peuvent pas être parallèles à une même droite. , • . . • •
,• 1 Recherche des génératrices rectilignes.
375. Nous avons vu, dans le chapitre précédent , qu’en obtient immédiatement les génératricesd’une surface du second degré, lorsque l’équation de celle-ci peut être préparée de manière que chacun de ses membres se décompose en deux
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facteurs linéaires. Si , par exemple , il s’agit d’UQe surface ayant pour équation ' ■
[ax + by + az -f- d) (a'x -|- b'y + c% -f- d')
==(A* + By + Cz -f D)( A'x + B'y -f Gz + D')/ . •
les équations des deux systèmes de génératrices seront
ax -f by -\- cz -j-d = X (A* -}-By +Ci +D),
et *' . . • ...
ax -f -by -f- cz -\-d ( A'a: -f- B'y G'i:
a!x-\-b'\i-^-c'i-{-d' = - (Ax -|-By -|-Cz +D);
mais il est souvent diflicile de préparer l’équation de la manière que nous venons d’indiquer; aussi convient-il de donner ici une méthode, au moyen de laquelle on puisse aisément, dans tous les cas, obtenir les génératrices rectilignes. - Désignons, pour abréger, par , •
l’équation d’une surface du second degré, admettant des génératrices rectilignes; soit
(2)' y = ax -f- 6,
l’équation de la projection sur le plan xy de Fane de ces génératrices (Gj. Le plan
Qigitfeed b^Cïtx
rf» ■* ..
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coupera la surface suivant une ligne du second degré dont la génératrice (G) fait partie; cette ligne se composera donc de la génératrice (G) et d'une autre génératrice (G'). Ce système de génératrices (G) et (G') se projettera sur le plan xz suivant un système semblable, dont lequation sera évidemment :
(3) F(x, ax+b, z)=0.
Exprimant donc que cette équation représente deux droites , on aura une équation entre « et 6,
, (4) fa,b) = 0, . .
qui sera la condition nécessaire pour que la surface proposée admette des génératrices rectilignes.
L'équation (i) donnera en général deux valeurs pour b : b = ç(«j, b = 9, (a) ; on aura donc toutes les génératrices rectilignes au moyen des deux systèmes
y = ax -f- ç(a) , F<a:, ax + a (a), z) = 0 ;
y = ax + <fl(a), F(x, ax- f z)=0.
Il faut observer que, dans chaque système, la seconde équation est décomposable en deux facteurs linéaires; il semblerait qu’il y ait lieu de distinguer alors quatre Systèmes de génératrices , mais il résulte de ce qui a été dit précédemment, que ces quatre systèmes se réduisent à deux distincts. On trouvera, dans ce qui va suivre, une application de cette méthode générale.
Applications.
i° Soit l’équation ..
(4) ** y’ -f- z* -f- cLxy -j- *2xz — H* — Gy — - f- 8 =. 0 ;
468 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS, en cherchant les coordonnées x, y', s' du centre, on trouve :
et, si l’on transporte l’origine à çe point sans changer la direction des axes, l’équation devient :
(2) at‘-f ÿs-f aJ-f 2xy-f 2arz = 4; si on la résout par rapport à z, on trouve :
z— — x± \j <—y-—'ïxy-\-&\
la portion du plan des xy, sot laquelle la surface se projette, est donc définie par l’inégalité
les points, dont le§ coordonnées Satisfont à cette condition, sont limités par l’hyperbole
— y* — 2xy-|-4 = 0;
et, comme le centre de cette hyperbole (a: =0, y — 0) satisfait à la condition (3), la surface se projette sur la partie du plan extérieure à l’hyperbole; elle est, par conséquent, un hyperbolôïde à une nappe. . ’• ..‘i • - /.
2° Soit l’équation - / , '!— ■
xÿ XZ' — 2 yz + 1 ==0 ;
en cherchant les coordonnées du centre, on trouve :
, 'ÿ'-f-z' = 0, x’ — 2z'=0, xf — 2ÿ'=0;
d’ôù Von tire : ' •• k
.• / Digilteed b^Goooh
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x'—Qf y'=0, z'=z 0.
La surface a donc uu centre unique, qui est à l’origine; en outre, cette équation, ne contenant pas les carrés des variables, représente un hyperboloïde; et l’on sait que, s’il est à une' nappe, iT existe une génératrice parallèle à l’axe des s-,
cherchons donc si une droite, ayant pour équations
peut être située en entier sur cette surface. Si nous remplaçons a? et y par ces valeurs, l’équation de la surface devient : * . - . “ '
et, pour qu elle soit satisfaite identiquement , on doit avoir ;
a — 2p = 0, ap + i==:0;
or on déduit de ces équations : •
cequi ne se peut. La surface n’admet pas, par conséquent, de génératrice rectiligne parallèle à l’axe des z, elle est donc un hyperboloïde à deux nappes. ' • •
3° Soit l’équation V .
. •- (1) yz + xz + xy — — ft; -
en cherchant les coordonnées du centre, on trouve : x' + y' = 0, x' + z'=0, y' + à'!=ü;.
d’où l’on tire : . .
La surface a donc an centre unique, qui est à l’origine;, en outre, comme son équation ne renferme aucun carré, elle ne peut représenter qu’un hyperboloïde. Pour connaître la nature de cet hyperboloïde, posons :
x=cc, y = 6;
en substituant, il vient :
(a -f- 6)3 -}- aS = — - k ;
pour que cette équation ait lieu quel que soit z, il faut qu’on ait : . • , ' . ' .
a-|-6=0, a5= — ky d’où *\=k;
il suit de là que l’équation proposée représentera un hypers boloïde à une nappe , un. cône ou un liyperbQloïde à deux nappes suivant que & sera positif, nul on négatif.,
' Supposons k posjlif et cherchons les génératrices rectilignes de la surface. Conformément à la méthode exposée plus haut, nous poserons :
(2) , y = ax-\-b\
et, en portant cette valeur de y dans l’équation proposée, il vient :
pour que cette équation représente deux droites , il faut et il suffit que axs -f bx -\- k soit divisible par (a-f- i)x-\-b et par
suite qu’il s’annule pour x donne :
cette condition
v 6 =?:£(« + f)v/ÎL
■Pigitizèd by Goo
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(a-j-l)i-f-axd: ^/ï=o et = 0;
si l’on prend les deux équations
y = aar±:(a + 1) \jk (o-|-l)s+ar=t \[k = 0,
on aura les équations des deux systèmes de génératrices, lesquels correspondent respectivement aux sigues -j- et — du
radical s/k; si, au contraire, on prend le système
ÿ = ax±(a-(-1) y' k , x dr
on obtient seulement les deux génératrices parallèles à l’axe des ï et qui ont respectivement pour équations
x=x± \fk, ÿ = \/k. .
i:iEB€!Cfi§.
Questions à résoudre.
I. Démontrer que si une surface du second degré représente deux plans parallèles, les termes du second degré forment, à un facteur numérique près, le carré de la somme des termes du premier degré.
IL Démontrer que, si une équation du second degré à trois variables représente un cylindre parabolique, l’ensemble des termes du second degré forme un carré.
412 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. III. Démontrer que , si l’équation
AV 4- À'ÿ* + AV 4- 2B y z + 2B ’xx 4- <2B"xy— H
représente une surface de révolution; en retranchantde son premier membre a(x,4-y*4‘2S)> on pourra, pour une valeur convenable de a , obtenir l’équation de deux plans parallèles. • •
IV. Lorsqu’on résout, par rapport à x, une équation du second degré à trois variables, et que la valeur obtenue est de la forme: , •
g==mx + ny-\-p± \/ ay* 4- bxy 4- ex* + dy 4- 4-/, le centre de la courbe , représentée par l’équation ay,-\-bxy-\^cxi-{-dy-\rex-}-f=0,
est la projection du centre de la surface. (Nous avons admis ce théorème sans démonstration n° 370.)
CHAPITRE VI
TROUVER LIQUATION GENERALE DES SURFACES CONIQUES ET DES SURFACES CYLINDRIQUES.
576. Un nomme généralement Cône ou surface conique la surface engendrée par une droite qui passe constamment par un point donné et qui s’appuie sur une ligne donnée. Le point donné est le sommet du cône, la ligne donnée est dite directrice et la droite mobile est la génératrice.
577. Proposons-nous de trouver l’équation d’un cône dont on donne le sommet et la directrice. Soient x', y', s' les coordonnées du sommet, relatives à trois axes rectilignes quelconques et
les équations qui représentent la directrice.
Les équations de la génératrice auront la forme :
Pour que cette droite rencontre effectivement la directrice , i} faut que les équations (l) et (2) aient une solution commune.
c’est-à-dire que l’équation, résultant de l’élimination de x , y, z entre (i)et (2) , ait lieu identiquement.
Représentons par .
cette équation de condition. Il est évident qu’on aura l’équation du cône demandée, en éliminant a et à entre les équations (2) et (3). Cette équation est donc
Réciproquement l’équation (A), où ? désigne une fonction quelconque, est celle d'une surface conique dont le sommet a pour coordonnées x, y', ,z'-, en effet , il est évident que la droite (2) est tout entière sur la surface représentée par l'équation (i), pourvu que a et b satisfassent à l’équation (3); d'ailleurs cette droite passe constamment par le point (x',y\z‘), donc elle engendre un cône qui a ce point pour sommet.
Remarque. Si le sommet du cône est pris pour origine des coordonnées, l’équation de la surface se réduit à la forme:
C’est la forme générale des équations homogènes. Il suit de là que : Toute équation homogène entre x, y et z représente un cône ayant l'origine pour sommet; et réciproquement.
378. Pour faire une application de ce qui précède, proposons-nous dé chercher l’équation générale, en coordonnées rectangulaires, des cônes obliques à base circulaire.
La directrice est ici un cercle ; ce cercle sera déterminé si
l’on donne : 1° les coordonnées x, , y, . z, de son centre, 2° le rayon r, 3" les angles a. 6, y que forme l’axe du cercle avec les axes des coordonnées. Nous prendrons pour les équations du cercle en question: 1° celle de son plan, 2° celle d’une sphère ayant même centre et même rayon que lui. Ces équations seront évidemment
j (af— a?,-)cosa + (y— ÿ,)cos6 + (*— *1)cosy=0,
Les coordonnées du sommet étant x', y', s', les équations de la génératrice sont
La première équation (I) et les équations (2) donnent :
_ _ aH^
x x, x x, acos<x_^6cos€-j-cosy’
btt
a ços a -)- 6 cos 6 cos y ’
a cos a -f- b cos 6 cos y ’
en faisant, pour abréger,
H = (x' — xt) cosa (y1 — y J cosê -|- (z' — Z,) cos y ;
portant maintenant ces valeurs de x — x„ y — y,, s — «, dans la seconde des équations (4), il vient:
atI «(•*•' - *.) + Hyf —;/,) + («' — *,) a cos a -f- b cos 6 -f- oos y ; («’ + *>’ + !) H»
(anosa-f- 6 cos8 -f- cosy)1, .
On aura l’équation générale des cônes obliques à base circulaire, en remplaçant dans celle-ci a et 6 respectivement par
579. On nomme Cylindre ou surface cylindrique la surface engendrée par une droite, qui reste constamment parallèle à elle-même et qui s’appuie sur une ligne donnée. La ligne donnée est dite directrice, la droite mobile est la génératrice.
590. Proposons-nous de trouver l’équation d’un cylindre, connaissant la directrice et la direction de la génératrice. Soient :
(1) f[x, y, z) =0, les éqaations de la directrice;
x = az ,
celles d’une droite donnée à laquelle la génératrice doit rester parallèle. Les équations de cette génératrice seront :
(2) x=az+p, y — bz + q;
si l’on élimine x, y, z entre les équations (1) et les équations (2) , on obtiendra la condition
qui exprime que la droite (2) rencontre effectivement la ligne (1); éliminant ensuite p et q entre les équations (2) et (3), l’équation résultante, savoir :
(4) — az, y — bz) = 0,
y==bz,
sera l’équation du cylindre.
Réciproquement, quelle que soit la fonction 9, l’équation (4) représente un cylindre, dont les arêtes sont parallèles à la droite
y = bz;
x=az.
en effet la droite , représentée par les équations (2) , sera évidemment tout entière sur la surface (4), pourvu quep et q satisfassent à l’équation (3).
581. Pour faire une application de ce qui précède, proposons-nous de trouver l’équation d’un cylindre oblique à hase circulaire. Prenons pour origine le centre du cercle qui sert de base au cylindre, pour axe des z une parallèle aux génératrices, pour axe des x l’intersection du plan du cercle avec le plan mené par l’origine perpendiculairement à l’axe desz; enfin pour axe des y une droite perpendiculaire aux deux autres axes. Cela posé , désignons par r le rayon du cercle et par y l’angle que fait son plan avec le plan xy. Les équations du cercle seront :
(1) z=ytangY, ar* + y* + *! :
les équations de la génératrice seront :
Pour avoir l’équation du cylindre , il faudrait éliminer x , y et z entre les équations (t) et (2) , puis éliminer;) et q entre la résultante et les mêmes équations (2) ; cela revient évidemment à éliminer la seule variable s entre les équations (4) ; il vient ainsi :
Ml
Um:
cos!y
Le résultat auquel, nous venons de parvenir, prouve que. si
' . :*• ts -jic. sW • üK v v
l'on projette un cercle de rayon r sur un plan qui fasse avec le plan du cercle un angle y , on obtient une ellipse dont les axes sont 2r et 'i.r cos y : résultat qu’il est bon de connaître.
Du Cône droit.
582. Le cône droit peut être considéré comme engendré par une droite qui tourne autour d’une droite lixe , en passant constamment par im même point de Celle-ci. On peut ainsi trouver très-simplement l’équation générale des cônes droits. Supposons les axes des coordonnées rectangulaires; soient [x, y', z’) le sommet; 0 l’angle du cône; a, 6, ■(, les angles formés par Taxe avec les axes des coordonnées; a!, 6’, y les angles formés par une génératrice avec les mêmes axes; les équations de cette génératrice seront :
x—x'_y—y ’_g — g’ cos a’ cos 6' cos y'
On a d’ailleurs :
y/(x— ar')‘+ [y— y')*+ (*—*')*.
cos 6 = COS a COS a' -j- cos 6 cos 6’ cos y cos y.
Éliminant a', 6', y' entre les équations précédentes , il vient :
\/ (x—af)* + [y— y')1 + (z— s1)’ cos o = (x — x!) cosa -(- (y — y") cos 6-f- [z — z ') cos y.
Telle est l’équation générale des cônes droits. Klle renferme six constantes ou paramètres indéterminés, savoir : x', y', z', 9 et deux des trois angles a, 6,7.
DES SURFACES CONIQUES ET CYLINDRIQUES. 479 Du Cylindre droit.
585. On peut aussi trouver très-simplement l’équation générale des cylindres droits. Soient :
x = az + p, y—bz + q-, '
les équations de l’axe , rapporté à des axes rectangulaires , r le rayon du cylindre. Désignons par x. y, z les coordonnées d’un point quelconque du cylindre ; comme la distance de ce point à l’axe est égale à r , on aura (n° 315) :
r'Ia'+b'+ï^lx—az—pY+ly—bz—qY+iay-bx+bp—aq)*;
telle est l’équation générale des cylindres droits. Elle renferme cinq constantes ou paramètres indéterminés : r, a, b, ;>, q.
EXERCICES
Questions à résoudre.
\° Reconnaître si un cône, donné parson équation, est un : ' f i
cône droit;
2° Trouver le lieu des sommets des cônes droits, qui passent
par une conique donnée.
TÜ
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lU. Démontrer que , si l’équation
Ax' + À'y * + A V + 2B yz + 2B’.rz + 2B"a:t/= H
représente une surface de révolution ; en retranchant de son premier membre <*(#*4- !/*+**)> on pourra, pour une valeur convenable de a , obtenir l’équation de deux plans parallèles. \ ' . •
IV. Lorsqu’on résout , par rapport à 2 , une équation du second degré à trois variables, et que la valeur obtenue est delà forme: ■
2=ma;-f ny + p± v ay* + bocy ex* dy + ex + f,
le centre de la courbe , représentée par l’équation
ay- bxy -f- ex* -f- dy -fr ex -f- f= 0 ,
est la projection du centre de la surface. (Nous avons admis ce théorème sans démonstration n° 370.)
SURFACES CYLINDRIQUES
576. ün nomme généralement Cône ou surface conique la surface engendrée par une droite qui passe constamment par nn point donné et qui s’appuie sur une ligne donnée. Le point donné est le sommet du cône, la ligne donnée est dite directrice et la droite mobile est la génératrice.
577. Proposons-nous de trouver l’équation d’un cône dont on donne le sommet et la directrice. Soient x‘, y’, z' les coordonnées du sommet, relatives à trois axes rectilignes quelconques et
(i)- fÇç, y, z) = 0, V(x, y, z) = 0,
les équations qui représentent la directrice.
Les équations de la génératrice auront la forme :
Pour que cette droite rencontre effectivement la directrice , il faut que les équations (l) et (2) aient une solution commune.
c'est-à-dire que l’équation, résultant de l'élimination de x> y, x entre (t)et (2), ait. lieu idéntiquement.
Représentons par . ' ' *
cette équation de condition. Il est évident qu’on aura l’équation du cône demandée, en éliminant a et 6 entre les équations (2) et (3). Cette équation est donc ' ,
Réciproquement l’équation (i), où t? désigne une fonction quelconque, est celle d’une surfece conique dont le sommet a pour coordonnées x , y', s’; en effet, il est évident que la droite (2) est tout entière sur la surface représentée par l’équation (i)*, pourvu que a et à satisfassent à l’équation (3) ; d’ailleurs cette droite passe constamment par le point ( x',ÿ,s ’), donc elle engendre un cône qui a ce point pour sommet.
Remarque. Si le sommet du cône est pris pour origine des coordonnées, l’équation de la surface se réduit à la forme:
C’est la forme générale des équations homogènes. Il suit de là que : Toute équation homogène entre x, y et s représente un cône ayant l'origine pour sommet ; et réciproquement.
378. Pour faire une application de ce qui précède, proposons-nous de chercher l’équation générale , en coordonnées rectangulaires, des cônes obliques à base circulaire.
La directrice est ici un cercle ; ce cercle sera déterminé si
l’on donne : 1° les coordonnées x, , y, . z, de son centre, 2” le rayon r , .T les angles a, 6, y que forme l’axe du cercle avec les axes des coordonnées. Nous prendrons pour les équations du cercle en question: 1° celle de son plan, 2° celle d'une sphère ayant même centre et même rayon que lui. Ces équations seront évidemment
m I (*— ari)cosa + (y — ».)c«s6 + (4c— *, )cosy=0,
I (x— af,)* + (y— y,)* + (* —
Les coordonnées du sommet étant x', y', s', les équations de la génératrice sont
La première! équation (1) et les équations (2) donnent ;
X — xx = x — xx —
il - ii -- - ii „
a cos a -j- 6 cos 6 -f- cos y ’ IM
a cos * -f- è cos 6 -j- cos y’
z zt = z — zx
a cos a 6 cos 6 cos y ’
en faisant, pour abréger,
II = (x1 —Xj cosa -f (y'— y,) cosê + ( z'—z ,) cosy;
portant maintenant ces valeurs de x — x„ y — y,, z — z, dans la seconde des équations (I), il vient:
rs = (x’ — x,)s + (y' — y,)1 + (z' —
_ an a(af~~ y.) •+(»’— *■)
a cos a -f- b cos 6 -f- cosy • ' i (a’ + fc’ + tjH»
, .. (a.coft® -f 6cos6 -f- cosy)’
On aura l’équation générale des cônes obliques à base circulaire, en remplaçant dans celle-ci a et b respectivement par
*-* ety~y
379. On nomme Cylindre ou surface cylindrique la surface engendrée par une droite, qui reste constamment parallèle à elle-même et qui s’appuie sur une ligne donnée. La ligne donnée est dite directrice, la droite mobile est la génératrice.
390. Proposons-nous de trouver l’équation d’un cylindre, connaissant la directrice et la direction de la génératrice. Soient :
les équations de la directrice} ,
x—az, y=ibz,
celles d’une droite donnée à laquelle la génératrice doit rester parallèle. Les équations de cette génératrice seront :
x=oz+p, y = bz + q;
si l’on élimine x, y,z entre les équations (1) et les équations (2) , on obtiendra la condition
qui exprime que la droite (2) rencontre effectivement la ligne (1); éliminant ensuite p et q entre les équations (2) et (3), l’équation résultante, savoir :
(4) <p (x—az, y — bs) — 0,
sera l’équation du cylindre. ; ’ «• ‘ ‘
Réciproquement, quelle que soit la fonction <?, l’équation (4) représente un cylindre, dont les arêtes sont parallèles à la droite
x = az, y=bz;
en effet la droite , représentée par les équations (2), sera évidemment tout entière sur la surface (4), pourvu quep et q satisfassent à l'équation (3).
581. Pour faire une application de ce qui précède, proposons-nous de trouver l’équation d’un cylindre oblique à base circulaire. Prenons pour origine le centre du cercle qui sert de base au cylindre, pour axe des z une parallèle aux génératrices, pour axe des x l'intersection du plan du cercle avec le plan mené par l’origine perpendiculairement à l’axe des;;; enfin pour axe des y une droite perpendiculaire aux deux autres axes. Cela posé , désignons par r le rayon du cercle et par y l’angle que fait son plan avec le plan xy. Les équations du cercle seront : ■ ;
(1) ï=ytangY, x' + y* + s*=r'; les équations de la génératrice seront :
Pour avoir l’équation du cylindre , il faudrait éliminer x , y et z entre les équations (1 ) et (2) , puis éliminer p et q entre la résultante et les mêmes équations (2) ; cela revient évidemment à éliminer la seule variable z entre les équations (4) ; il vient ainsi :
il* ’
cos* y
Lé résultat auquel, nous venons de parvenir, prouve que. si
. B*gîtize(i by .Gdp^îe
vp .
l'on projette un cercle de rayon r sur un plan qui fasse avec le plan du cercle un angle y , on obtient une ellipse dont les axes sont 2 r et 2r cos y ; résultat qu’il est bon de connaître.
Du Cône droit.
582. Le cône droit peut être considéré comme engendré v par une droite qui tourne autour d’une droite lixe , en passant constamment par un môme point de Celle-ci. On peut ainsi trouver très-simplement l’équation générale des cônes droits. Supposons les axes des coordonnées rectangulaires; soient (x, y', ï) le sommet; 0 l’angle du cône; *,&,y, les angles formés par l'axe avec les axes des coordonnées; a!, o , y les angles formés par une génératrice avec les mêmes axes; les équations de cette génératrice seront :
COS a' COS ê' cos y'
On a d’aillçurs :
T = — x')iJr{y — ÿ’)*+ (2-
cos 8 = cos a cos a' -f- cos 6 cos 6' -j- cos y cos y'. Éliminant a', 6', y' entre les équations précédentes , il vient :
\J[x—xi)i -f ( y— y ')* + (z— a')* cos o = (a; — x') cos a + (y — y1) cos 6-j- ( z — z ') cos y-
Telle est l’équation générale des cônes droits. Elle renferme six constantes ou paramètres indéterminés , savoir : x', y', z', 8 et deux des trois angles a, 6, y.
v:. V > •' • <t • ia<tized by
Du Cylindre droit.
585. On peut aussi trouver très-simplement l’équation générale des cylindres droits. Soient :
x — az + p, y—bz + q-,
les équations de l’axe , rapporté à des axes rectangulaires , r le rayon du cylindre. Désignons par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque du cylindre ; comme la distance de ce point à l’axe est égale à r, on aura (n° 315) :
r'ia'+b'+ï^lx-az—pY+^—bz—qY+fay-bx+bp—aq)'-,
telle est l’équation générale des cylindres droits. Elle renferme cinq constantes ou paramètres indéterminés : r, a, b, j> , q.
EXERCICES
Questions à résoudre.
1° Reconnaître si un cône, donné par son équation, est un cône droit ;
2° Trouver le lieu des sommcls des cônes droits, qui passent par une conique donnée.
FIN. jk
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