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Ce volume contient les matières du programme de la classe de mathématiques spéciales dans les lycées. L’extension que nous avons cru devoir donner à cette partie de notre ouvrage nous a imposé la suppression de plusieurs théories importantes qui faisaient partie des précédentes éditions ; nous les publierons dans un second volume, avec des développements convenables, sous le titre de Complément § de Géométrie analytique.
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Page 73, ligne 12 en descendant, au lien de : x+XyY=r\
lisez : xX-f-yY — r*.
Page 234, ligne 13 — au lieu de : et pour direction la sécante,
lisez : et pour directrice la sécante.
Page 261, ligne 10 — au lieu de: l/a’-f-é*,
lisez : l/a’-j-e’-
Page 266, corrigez la figure 168; la branche de courbe OC doit couper l’asymptote et passer de l’autre côté.
Page 268, ligne 6 en remontant, au lieu de : entre — 2 et 0,
lisez : entre — 1 et 0.
Page 272, lignes — au lieu de: x,±x*,
lisez : x’dzx*'.
Page 273, ligne 7 en descendant, au lieu de ; y augmente,
lisez : y’ augmente.
Page 289, lignes H, 12, 13 et 14 en descendant, lisez:
Les termes du degré m— 1 manquant, on a d=0; comme cette valeur de d annule le polynôme (6), on ne peut pas en conclure que la droite y = — x est asymptote, ainsi que nous l'avons reconnu d’une autre manière.
Page352, ligne 20en descendant, au lieu de : l’abscisse d’un pointcommun.
lisez i l’abscisse d’un pointréel commun. Page 333, ligne 4 en montant, au lieu de: R8=**4-/5’ — r,
lisez : — HL..
Page 335, ligne 10 en montant, au lieu de: les équations (2) et (3),
lisez : les équations (1) et (3).
La Géométrie analytique a pour but l'étude des figures par les procédés du calcul ou de l 'analyse algébrique.
C’est Descahtes qui a trouvé le moyeu de représenter les figures par des symboles algébriques, et qui a ramené ainsi la science des figures à la science des nombres.
Nous nous occuperons d’abord des figures planes ou à deux dimensions, et ensuite des figures dans t’espace ou à trois dimensions.
COORDONNÉES RECTILIGNES
1— Soient deux droites ou axes Axes X'X et Y'Y tracées dans . ,, le plan (flg.l), la position d’un point
/ quelconque M du plan sera déterminée
S. par l’intersection de deux droites G'G,
/' ! H'H parallèles aux axes. La position de la
"? h fv T parallèle H'H est définie liât sa distance J j OP à I axé Y'Y, distance comptéb sur
Y'/ l’autre axe; il faut, de plus, indiquer de
rie- *• quel côté de l’axe est située lü parallèle ;
ce sera par le sigtib; on convient d’affecter la distance OP dit signé -f- si elle tombe sur OX, du signe — si elle tombe sur OX'. De môtne, la position de lâ parallèle G'G est définie par sa distance OQ à l’axe X'X, distance comptée sur le second axe et prise avec le signe -f ou le signe — , suivant qu’elle tombe sur O Y ou sur OY’.
Ces deux longueurs OP et OQ, atfectées chacune du signe convertablfe, qui déterminent ainsi la position des deux parallèles, et par conséquent le point M, sont les coordonnées rectilignes du point. On les désigne ordinairement par les lettre x et y. Cependant la coordonnée désignée par x porte plus particulièrement le nom d’a&snsse, l’autre, y, celui d 'ordonnée. Les deux droites fixes X'X et Y'YT S’appellent les axes des coordonnées;le premier est l’axe des x, le deuxième l’axe des y. Le point O, à partir duquel on compte les coordonnées sur chaque axe, dans un senè ou dans l’autre, prend le nom d’origine des coordonnées.
Si l’on donne à x et à y toutes les valeurs possibles positives ou négatives, en d’autres termes, si l’on fait varier x fet y de —oo à ~|-«s, on obtient tous les points du plan; d’ailleurs , chaque couple de valeurs donne un point et un
Seul.
Nbus remarquons que les deux coordonnées du point M sont les projections de la droite OM sur les axes OX et OY> la projection sur chaque axe se faisant parallèlement à l’autre. La
LIT. 1, CHAI*. I. — DES COORDONNÉES
projection sur l’axe des ir, comme la coordonnée x elle-même, est la longueur OP, affectée du signe -f- ou du signe —, suivant qu'elle est portée dans la direction OX, ou dans la direction opposée OX'; de même, la projection sur l’axe des y, comme la coordonnée y, est la longueur OQ, affectée du signe -f ou du signe— , suivant qu’elle est portée dans la direction OV ou dans la direction opposée OY'.
Lë,
COORDONNÉES POLAIRES
3— Soit O un point fixe nommé pôle, OX unaxe fixe (fig. 3) ;
on peut déterminer la position du point M par la longueur p du rayon vecteur OM et par l’angle t» que fait ce rayon vecteur avec l’axe.
Pi» 3.
La position du point M est déterminée par l’intersection
0 l d'un cercle de rayon p, ayant pour centre i le pôle, et d’une demi-droite OL partant
du pôle et faisant avec Taxe OX l’angle
m (fig. 4). Mais il faut convenir du sens dans lequel on compte l’angle w, à partir Fi*. 4. de l’axe OX,
On obtient tous les points du plan en faisant varier p de U à
+co et io de 0 à 2 En effet, si, laissant w constant, on fait
varier p de 0 à +ac, on a tous les points de la demi-droite OL ; si ensuite on fait varier w de 0 à 2*, la demi-droite OL part de la position OX et décrit tout le plan.
COORDONNÉES B1-POLAIRE
4— On peut aussi définir la position d’un point M par ses distances u et v à deux points fixes F et F' (fig. 5). La position du point M se trouve alors déterminée par l’intersection de deux circonférences décrites des points F et F' comme centres avec les rayons u et v. Mais ce système n’offre
pas la même perfection théorique que les deux précédents ; d’abord, tout couple de valeurs de u et v n’est pas admissible; il faut que la distance des pôles soit moindre que leur somme et plus grande que leur différence; lorsque cette condition est remplie, les deux circonférences se coupant en deux points, il en résulte une ambiguïté fâcheuse.
IDÉE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DE COORDONNÉES
5 — Le nombre des systèmes de coordonnées est infini. En général, on détermine la position d'un point dans un plan par l’intersection de deux lignes tracées dans ce plan. Soient (fig. G) A', A", A'",... une première série de lignes de même espèce correspondant à diverses valeurs u', u", u'",... de la variable m;
et B', B”, B'",... une seconde série de lignes de même espèce, correspondant à diverses valeurs v', v", v'",... de la variable v, un point quelconque du plan est défini par le couple des deux lignes qui passent en ce point, et les valeurs particulières qu’il faut donner aux variables ti et v pour avoir ces deux lignes s’appellent les coordonnées du point. L'ensemble de ces deux séries de lignes constitue un système de coordonnées.
Dans le premier des systèmes que nous avons étudiés, chacune des deux séries de lignes se compose de droites parallèles;
L1V.I, CHAP. I.— DES COORDONNÉES
c’est pourquoi on désigne ces coordonnées sous le nom de coordonnées rectilignes.
Dans le système polaire, la première série se compose de demi-droites émanant du pôle O, et définies par l’angle variables qu’elles font avec t’axe OX(ûg. 4); lu seconde série de cercles concentriques décrits autour du pôle avec le rayon variable p.
Dans le système bi-polaire, chacune des séries se compose de cercles concentriques.
REPRÉSENTATION DES LIGNES PLANES PAR DES ÉQUATIONS
6— Soit une ligne plane quelconque AB (fig. 7). Traçons dans le plan deux axes OX et OY, et dé- Yi y signons par x et y les deux coordonnées
M// OP et MP d’un point M quelconque de la
y/\ ligne; quand le point M se meut sur la
i . i__ ligne, les deux coordonnées varient si-
I * multanément; si l’on donné à l’abscisse
f‘G' 7- une valeur arbitraire OP, la grandeur
de l’ordonnée correspondante MP est parfaitement déterminée et la variation de l’abscisse entraîne celle de l’ordonnée. Ainsi l'ordonnée MP est une fonction de l’abscisse OP; la nature de celte fonction dépend de celle de la ligne. Quand la ligne est définie géométriquement, on conçoit que l’on puisse, de la définition géométrique de la ligne, déduire une équation entre x et y, servant à définir analytiquement la fonction y. L’équation en x et y que Ton trouve de cette manière s’appelle l’équation de la ligne.
7— Supposons, réciproquement, que Ton donne une équation F [x, y)= 0,
entre deux variables x et y, chaque couple de valeurs réelles de x et y qui satisfont à cette équation détermine un point du plan; or, si Ton fait varier x d’une manière continue entre certaines limites, l’équation est ordinairement satisfaite par des valeurs dey réelles et continues; l’ensemble des points
obtenus de la sorte forme donc une suite continue, c’est-à-djre une ligne. Ainsi, en général, une équation entre les deux coordonnées représente une ligne plane.
S— Ce que nous venons de dire des coordonnées rectilignes a lieu évidemment dans tout autre système de coordonnées. Dans le système polaire, quand le point M se meut sur la ligne, le rayon vecteur p varie avec l'angle o>; c’est une fonction de », et la ligne est représentée par une certaine équation entre p et «a.
O — La représentation des ligures par des équations est le fondement de la Géométrie analytique; c’est là ce qui permet d’appliquer à l’étude des figures les procédés du calcul algébrique. On s’occupe en Géométrie analytique de trois questions fondamentales : Quand une figure est définie géométriquement, on cherche son équation; réciproquement, on apprend à construire la figure que représente une équation donnée; enfin, on étudie les relations qui existent entre les propriétés géométriques des figures et les propriétés analytiques des équations.
Les exemples que nous donnons dans le chapitre suivant feront bien comprendre comment on représente les lignes par des équations.
CERCLE
11— Le cercle est le lieu des points également distants d'un point fixe appelé centre. On le décrit à Laide d’un compas, en plaçant une pointe an centre, l’autre pointe trace la circonférence.
Si l’on prend le centre O pour pôle et une droite quelconque OX pour axe polaire (flg. 8), et que l’on désigne par r la longueur du rayon, l’équation Y de la circonférence en coordonnées polaires est (1) p—r,
Fie- *• puisque la longueur du rayon vecteur
est constamment égale à r, quelle que soit la valeur de l’angle «.
Cherchons maintenant l’équation du cercle en coordonnées rectilignes. Si l’on prend deux axes rectangulaires OX et OY passant par le centre, le triangle rectangle OMP donne immédiatement l’équation
(jui existe entre les deux coordonnées x et y d'un point M de la circonférence. C’est l’équation de la circonférence dans ce svstème de coordonnées.
ELLIPSE
fl 2 — L'ellipse est une courbe telle que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes est constante. Ces deux points sont les foyers de l’ellipse, il est facile de construire l’ellipse par points. Soient F et F’ ■j i( (fig. 9) les deux foyers. Portez sur la
droite FF une longueur F'K égale à |a somme constante des distances de chacun des points de la courbe aux deux foyers. Du foyer F' comme centre, avec différents rayons, décrivez une série de cercles. Soit D le point où l’un d’eux coupe la droite F'F ; prenez une ouverture
yV
Fig. 9.
de compas égale à KD, et du foyer F comme centre, avec celte ouverture de compas, décrivez un second cercle; ce cercle coupera le premier en deux poinls M et M', qui appartiendront à l’ellipse; car la somme des distances MF' et MF du point M aux deux foyers est égale à la somme des deux rayons F'D et KD, c’est-à-dire à lu longueur donnée F'K.
Répétez la même construction pour chacun des cercles décrûs du foyer F' comme centre; et quand vous aurez ainsi obtenu un assez grand nombre de points, vous ferez passer à la main un trait continu par tous ces points, et vous aurez l’ellipse demandée.
*3— On emploie la construction graphique que nous venons d’indiquer dans les épures sur le papier. Mais dans les arts, quand on veut tracer une ellipse sur une planche ou sur une feuille de carton, on a recours à un procédé beaucoup plus rapide.
On fixe aux deux foyers F et F' (fig. 10) deux pointes aux- __ ■; quelles on attache les deux extrémités d’un
Z' y' fil ayant la longueur voulue. On tend en-
/ \ suite le fil avec un style ou un crayon, que
V F 1 / l’on fait mouvoir dans le plan en tenant le
fil constamment tendu, et l’on décrit ainsi Fie. io. l’ellipse. Car, dans chacune des positions du fil, la somme des distauces MF et MF' est égale à la longueur constante du 111.
Ce mode de description montre bien que l’ellipse est une courbe fermée comme le cercle.
14— Nous indiquerons de suite quelques-unes des propriétés les plus simples de l’ellipse.
On appelle axe d’une courbe une ligne droite qui divise la courbe en deux parties symétriques, c’est-à-dire en deux parties égales, qui s’appliquent exactement l’une sur l’autre, quand on fait tourner la première autour de l’axe comme charnière, pour la rabattre sur la seconde.
L1V. I, CHAP. II. — EXEMPLES
Il est aisé de voir que la droite AA'(tig. H) menée par les deux foyers est un axe de l’ellipse. Car, si l’on considère les
deux points M et M' déterminés par l’intersection de deux cercles décrits des foyers F et F' comme centres, ri on a deux triangles égaux FMF', FAIT, qui coïncident lorsqu’on fait tourner la partie supérieure de la Fie- droite AA', pour la rabattre sur la
partie inférieure ; le point Al vient donc en Al'; et comme il en est de même pour tous les points deux à deux, on voit que la demi-ellipse AMA' s’applique exactement sur l’autre moitié AAI' A'. Ainsi la droite AA' est un axe de l’ellipse.
On appelle sommets les points A et A' où Taxe coupe la courbe.
Nous avons, dans la construction de l’ellipse par points, porté sur l’axe, à partir du foyer F', la longueur F'K égale à la somme constante. Le point A, milieu de FK, appartient à l’ellipse; car, si l’on remplace la distance AF par son égale AK, on voit que la somme des distances AF' et AF de ce point aux deux foyers est égale à la somme constante F'K; ainsi le point A est l’un des sommets.
De même, si l'on porte sur l’axe, à partir de l’autre foyer F, la longueur FK' égale à F'K, et si l’on prend le milieu de F'K', on aura le second sommet A'. Les deux distances AF et A'F' sont égales comme moitiés de distances égales FK,F'K', et les deux sommets A et A' sont également distants des deux foyers F et F'.
11 faut remarquer que la longueur AA' est égale à la somme constante des distances de chacun des points de l'ellipse aux deux foyers. Car, si l’on remplace A'F' par son égale AF ou AK, on voit que la longueur AA' est égale à la somme constante F'K.
15— L’ellipse admet un second axe, la perpendiculaire BB' élevée sur le milieu de la droite FF'. En effet, du foyer F'
comme centre, avec un rayon égal à FM, décrivons un premier cercle, et du foyer F avec un rayon égal à F M un second cercle; ccs deux cercles, par leur intersection, détermineront deux nouveaux points N et N' de l’ellipse. Les deux triangles FMF', F'NF sont égaux , comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Faisons tourner la partie BAB' de la figure autour de BB' comme charnière, pour lu rabattre de l’autre côté; la droite OF s’applique sur OF'; l’angle OFM étant égal a OF'N dans les deux triangles égaux , la droite FM prend la direction F'N ; et, comme ces deux droites sont égales, le point M tombe en N. Ainsi , la partie BAB' s’applique exactement sur l’autre moitié BA'B', ce qui montre que la droite BB' est aussi un axe de l’ellipse.
On détermine les deux sommets B et B' par l’intersection de deux cercles égaux décrits des foyers comme centres, avec un même rayon égal à la moitié OA de AA'. Car, les deux distances BF et BF' étant égales entre elles, chacune d’elles est égale a la moitié de la somme constante, et par conséquent à la moitié de AA'. La longueur BB’ est évidemment plus petite que AA' ; et, en effet, la ligne droite BB' est plus petite que la ligne brisée BF + FB', qui est égale à AA'.
Les deux axes divisent l’ellipse en quatre parties égales.
16 — On appelle centre d’une courbe un point tel que tous les points de la courbe sont situés deux à deux sur une droite passant par le centre, et à égale distance de part et d’autre.
Le point O, intersection des deux axes, ou milieu de la distance FF' des foyers, est centre de l’ellipse. En effet, soit M un point quelconque de l’ellipse; joignons MO et prolongeons cette droite d’une longueur ON' égale à OM; les deux diagonales FF', MN' se coupant mutuellement en deux parties égales, le quadrilatère FMF'N' est un parallélogramme, et les côtés opposés sont égaux. La somme des distances N'F N'F' du point N' aux deux foyers étant égale à la somme MF' -f- MF, le point N' appartient aussi à l’ellipse. Ainsi, les deux points M et N' de l’èflipse sont situés sur une droite MN' passant par
LIV. I, CHAP. 11.— EXEMPLES
le point 0 et à égale distance de part et d’autre. 11 en est de même de tous les points deux à deux. Donc le point 0 est centre de l’ellipse.
17 — La forme et les dimensions de l’ellipse dépendent de la distance FF des foyers et de la somme constante AA'. Nous avons vu comment on en déduit la longueur BB'. Inversement les deux longueurs AA' et BR', qui sont les portions des axes situés dans l’ellipse,et que, pour abréger, on appelle les axes de l’ellipse, peuvent servir à définir cette courbe.
On commencera par déterminer les foyers (fig. 12). Pour cela, d'un sommet B du petit axe comme centre, avec un rayon égal au demi grand axe OA, on décrit une circonférence; les deux points F et F-', où cette circonférence coupe le grand axe, sont les foyers de l’ellipse : car on sait que lu distance du sommet B à chacun des foyers est égale au demi grand axe. l’ne fois les foyers déterminés, on construit l’ellipse par points, ou bien on la trace d’un mouvement continu, comme nous l’avons expliqué.
—On appelle excentricité le rapport de la distance FF' des foyers au grand axe AA'.
L’ellipse est une courbe fermée plus ou moins allongée; sa forme dépend de la grandeur de l’excentricité. Quand l’excentricité est nulle, les deux foyers se confondent avec le centre ; la distance d’un point quelconque de l’ellipse au centre est constante, et l’ellipse se réduit rigoureusement à une circonférence de cercle. Quqnd l’excentricité est trèç-pelile, les foyers sont très-rapproebés du centre; les deux axes diffèrent peu l'un de l'autre, l’ellipse est arrondie et peu différente d’un cercle. A mesure que l’excentricité augmente, en supposant te grand axe constant, les foyers s’écartent, le petit axe diminue, et l’ellipse prend une forme de plus en plus aplatie.
Cherchons maintenant Réqualion de l’ellipse. Le sys
tème de coordonnées indiqué par l’énoncé est le système bipolaire; si l’on détermine la posilion de chacun des points du plan par ses distances aux deux points lixes F et F', 1 ellipse aura pour équation
Voyons quelle est l’équation en coordonnées rectilignes. Prenons les deux axes de la courbe pour axes des coordonnées (fig. 13); désignons par 2c la distance FF' des foyers , et remarquons que les longueurs PF et PF' sont égales àc-x et àc+x; les triangles rectangles FMP , F'MP donnent
tt= ✓ y * + (c—x) *, v — V y * -f- (c+x)1.
En substituant les valeurs de u et de v dans l’équation (1), on obtient l'équation :
Pour mettre celte équation sous forme entière, nous élèverons au carré, après avoir fait passer le premier radical dans le second membre, ce qui donue
+ (c-J-x) ! = 4 a y ’ -(- (c—x) 1 + I a ✓ y* + (c— x) », ou, en simpliGanl,
a ^ y' + (c—x) 1 = a’ — ex.
Une nouvelle élévation au carré conduit à l’équation a‘y* + (a1— c*) x‘=a* (a1— c*).
La somme constante 2 a étant plus grande que la distance des foyers 2c, on peut poser a* — c1 = 6’, et l’équation de l’ellipse se met sous la forme
ou
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HYPERBOLE
*iO— L’hyperbole est une courbe telle que la différence des distances de chacun de ses points à deux points fixes est constante. Ces deux points fixes, F et F', sont les foyers de lhvperbole.
11 est facile de construire l’hyperbole par points. Portez sur
la droite F’F (fig. 14) une longueur F'K égale à la différence constante. Du foyer F' comme centre, avec différents rayons, décrivez une série de ; cercles. Soit 1) le point où l’un d’eux coupc la droite FF', prenez une ouverture de compas égale à KD, et, du foyer F comme centre, avec cette ouverture du compas, décrivez un second cercle ; ce cercle coupera le premier en deux points M etM’, qui appartiennent à l’hvperliole; car la différence des distances MF' et MF du point M aux deux foyers est égale à la différence des deux rayons F'D et KD, c’est-à-dire à la longueur donnée F'K. Répétez la même construction pour chacun des cercles décrits du foyer F' comme centre, et, quand vous aurez obtenu un assez grand nombre de points, vous ferez passer à la main un trait continu par tous ces points, et vous aurez un arc d’hyperbole MAM'.
L'hyperbole se compose de deux branches indéfinies MAM', NA'N'; pour la première, la distance MF' est plus grande que MF; pour la seconde, la distance NF est, au contraire, plus grande que NF'. On obtient la seconde branche comme la première, en portant sur la droite FF' une longueur FK', égale à la différence constante, décrivant, du foyer F, comme centre, un cercle avec un rayon arbitraire FD', et, du foyer F' comme centre, un second cercle avec un rayon égal à F'D'.
On peut aussi décrire l'hyperbole d’un mouvement
continu. Supposons qu’une règle tourne autour du foyer F' et
que les extrémités d’un fil soient attachées, d’une part au foyer F, d’autre part à l’extrémité G de la règle (fig. 15); si, en même temps que la règle tourne, un crayon glisse sur la règle en tenant le fil constamment tendu, ce crayon décrira un arc hyperbole. En Fig. iü. effet, soit F'G' une position quel-
conque de la règle; le crayon a glissé sur la règle de G' en M, et le fil occupe alors la position G'MF. La différence des distances MF' et MF ne change pas, si Ton augmente ces deux longueurs de la même quantité G'M; elle est donc égale à la différence constante qui existe entre la longueur de la règle G'F' ou GF', et la longueur du fil G’MF ou GF.
On obtiendrait la seconde branche en faisant tourner la règle autour du foyer F.
22. La droite FF' est un axe de la courbe; elle partage chacune des branches en deux parties symétriques ; car les deux points M et M', ou N et N' (fig. 14), déterminés par l'intersection des deux cercles décrits des foyers comme centres, sont symétriques par rapport à celte droite. Les points A et A', où elle rencontre la courbe, sont les sommets de l’hyperbole.
On obtient les sommets A et A' en prenant le milieu de FK et de F' K' . La longueur AA' de l’axe est égale à la différence constante des distances de chacun des points de l’hyperbole aux deux foyers. Car, si Ton remplace A'F' par son égale AK, on voit que la différence constante F'K est égale à AA'.
L’hyperbole admet un second axe, la perpendiculaire BB', élevée sur le milieu de la droite FF'. Le raisonnement que nous avons fait pour l’ellipse (n° 15) montre, en effet, que les deux branches de courbe sont symétriques par rapport à celle droite. Mais ce second axe ne rencontre pas la courbe; c’est pourquoi on a donné au premier le nom d’axe transverse, au
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second le nom d'axe non transverse. On voit aussi que le point O, milieu de la distance FF' des foyers, est centre de la courbe.
3». D ans le système bi polaire, si l’on appelle u et v les distances d’un point quelconque de la courbe aux deux foyers F et F', et 2 a lu différence constante, les deux branches de courbe ont respectivement pour équation
En coordonnées rectangulaires, si l’on prend pour axes des fcoorddnnées leè deux axes de la eburbe, et que l'on désigne par 2 c la difetbnee FF', l'équation de là courbe est
/ ÿ’ + ic-j-a:)* — V y * + (c— jj!=±2a.
Faisant subir à celle équation les mêmes transformations qu’a l’équation de l’ellipse, on arrive à la même équation
aV + fa'— cr)X*— a*(d*-c*).
Celle équation convient à la fois à l'ellipse et à l'hyperbole; dans Pellipéo, là distartee 2 c des foyers est plus petite que la somme constante 2 a; dans l’hyperbole elle est, au contraire, plus grande que la différence constante 2 a. Si l’on pose t* — a-— b', l’éqhalion de l’hyperbole plend ta forme
Il est bon de remarquer que, dans le système rectiligne, les deiii branches de l’hyperbole sont comprises dans la même équation (2), tandis que, dans le système bi-polaire, l’une des branches est représente par l’équalion »— u— 2a, et l’autre par Péqbalion tl — « = 2 a.
PARABOLE
34. La parabole est une courbe dont chacun des points est èyalement distant d’un point fixe nomme foyèr 'et d’une droite fixe appelée directrice.
Il est facile de construire Ja parabole par points. Soit F le foyer, DH' la directrice (fig. 16); menez par le foyer une droite DB perpendiculaire à la directrice ; le r.j — V point A, milieu de FD, est un premier
«point de la parabole. Tracez une série de droites parallèles à la directrice, à une T distance plus grande que AD. Soit P le point où l’une d’elles rencontre la droite DB; du foyer F, avec une ouverture de compas égale à DP, décrivez un cercle qui rig. i6. coupera la parallèle en deux points Al et M', appartenant à la parabole. Car la perpendiculaire ME abaissée du point Al sur la directrice est égale à DP, et, par suite, au rayon A1F; le point M, étant également distant du foyer et do la directrice, est un point de la parabole.
Répétez cette même construclion pour chaque parallèle, et quand vous aurez déterminé ainsi un nombre suffisant de points, vous ferez passer à la main un trait continu par tous ces points.
La droite DB, menée par le foyer perpendiculairement à la directrice, est un axe de la parabole ; car, d’après la construction, la corde MM' est perpendiculaire sur DB et divisée au point P en deux parties égales. Si donc on fait tourner la partie supérieure de la parabole autour de la droite DB, pour la rabattre de l’autre côté; la droite PM s’appliquera sur PM', le point M en Al'. Comme il en est de même pour tous les points deux à deux, on voit que la partie supérieure coïncidera exactement avec la partie inférieure. Donc la droite DB est are de la parabole.
Le point A, milieu de FD, est le sommet de la parabole.
La parabole n’est pas une courbe fermée comme l’ellipse; elle se compose d’une branche qui se prolonge indéfiniment. Les dimensions de la parabole dépendent de la dLtance du foyer à la directrice, distance que l’on appelle paramètre de la parabole; quand celte distance est très-petite, les deux branches de la parabole sont très-rapprochées l’une de l’autre. Elles
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s’écartent et la parabole s’ouvre d’autant plus que ce paramètre est plus grand.
25 — On peut aussi tracer la parabole d’un mouvement continu. Placez une règle sur la directrice DD1 (fig. 17); appliquez contre la règle une équerre GHK; au sommet G attachez un fil d’une longueur égaie au côté GH de l’équerre, l’autre extrémité étant attachée au foyer F ; tendez le fil contre l’équerre avec un crayon, puis faites glisser l’équerre le long de la règle, et, en même temps, le crayon le long de l’équerre de manière à tenir le fil constamment tendu ; vous décrirez un arc de parabole. En effet,
Fig. i7. soit M le point où se trouve le crayon quand l’équerre occupe la position GHK; la longueur du fil ou la ligne brisée GM + MF étant égale au côté GH de l’équerre, la distance MF égale .MH, cl, par conséquent, le point M appartient à la parabole.
26 — La définition de la parabole indique un système de coordonnées dont nous n’avons point encore parlé. On peut déterminer un point quelconque M du plan par ses distances MF et ME au foyer F et à la directrice DD' (fig. 18); la position du point M sera donnée par l’intersection d’un cercle décrit du foyer comme centre et d’une droite parallèle à la directrice. Si l’on appelle u et c les deux coordonnées du point M, la parabole aura pour équation dans ce système
Prenons maintenant pour origine des coordonnées rectilignes le sommet A de la parabole, pour axe des x l’axe AX de la parabole, et pour axe des y une perpendiculaire AY. Eu br. 2
désignant par p la dislance FD du foyer h la directrice, on a
«=AP + AD=x+^,
et l'équation de la parabole devient
ou
m n‘=*pr.
— Avant d’aller plus loin nous dirons continent on définit la tangente à une courbe quelconque. En géométrie
élémentaire, on appelle ordi-
* — * ' nairement tangente au cercle
/ - une droite indéfinie, qui n’a
ri« 19 qu’un point commun avec la
circonférence; mais celle définition n’étant pas susceptible d’être généralisée, il convient de définir la tangente d'une autre manière. SoilM un point donné sur une courbe (flg. 19); par ce poinlel un point voisin JT, menons une droite indéfinie ; Imaginons maintenant que le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, la droite MM’ tendra vers une position limite MT. G’esl cette droite MT que l’on appelle tangente à la courbe au point M.
11 est aisé de voir, d’après cette définition, que la tangente au cercle au point M est perpendiculaire a l’extrémité du rayon OM; car, dans le triangle isocèle MOM’, l’angle OMM’ est égal à un angle droit, moins la moitié de \ 0 J l’angle au centre MOM’; quand le point M-
\ / se rapproche indéfiniment du point M,
l’angle au centre tend vers zéro , et
l'autre devient droit.
CISSOÏDE DE DIOCLÉS.
MS— Étant donnés un cercle, un diamètre AB, une tangente
Air
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BC à l'extrémité de ce diamètre (Ûg. 20); si du point À on mène
une sécante mobile AE, sur laquelle on porte à partir du point A une longueur AM égale à la portion PE de la sécante comprise entre le cercle et la tangente fixe, le lieu du point M est une courbe qui porte le nom de Cissoide.
Si l’on suppose que la sécante mobile parte de la position AB et tourne autour du point A, de AX vers la perpendiculaire A Y, la longueur DE et par suite AM augmentera indéfiniment; le point M décrira une branche de courbe infinie AMM’. Si l’on fait tourner la sécante mobile de l’autre côté de AB, on obtiendra évidemment une seconde branche égale à la première.
La droite AB est un axe «le la courbe, puisque les deux branches sont symétriques par rapport à cette droite. Le point A est un sommet.
La tangente aux deux brandit s au sommet A coïncide avec l’axe. Car , si la sécante AM tourne autour du point A de manière à ce que la corde AM ou DE devienne nulle, elle tend vers la position limite AB; donc AB est la tangente en A.
On peut voir aussi <|ue les deux branches de courbe se rapprochent indéfiniment de la droite CC7. En effet, considérons la sécante dans la position AE'; si de la longueur totale AE' on retranche alternativement les deux longueurs égales AM7 et D'E7, on a M'E7=AD'. La corde AD7 diminuant de plus eu plus et tendant vers zéro, il en. est de même de la longueur M'E7, et, à plus forte raison, de la perpendiculaire M'H. Celle droite CC', dont la courbe se rapproche indéfiniment, s’appelle une asymptote.
La cissoïde a été imaginée par le géomètre grec Dioclès,
Fig. îo.
pour résoudre le problème de la construction de deux moyennes proportionnelles entre deux lignes données.
5S9— Cherchons l’équation de la cissoïde en coordonnées polaires; prenons le point A pour pôle et la droite AB pour axe polaire. Appelons a le diamètre du cercle donné, p et t» les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe (fig. 21). Dans les triangles rectangles ABE, ABD, on a
AE
cost» ’
AI>=«eost.>;
d’où
p— DE=AE — AD— — -
a cos w =
a sin'o) COS O)
Ainsi la cissoïde est représentée en coordonnées polaires par l’équation
a sin'io cos io
Cherchons maintenant l’équation en coordonnées rectilignes; prenons le point A pour origine, la droite AB pour axe des x et une perpendiculaire pour axe des y. Dans le triangle rectangle MAP on a
x— pcos m, y = ç> sin w, pi=xï-{ -//*;
si, dans l’équation (1), on remplace d’abord cos w par -, sin w
par —, ce qui donne P
p *x=ay* ,
puis p1 par x 1 + y *, on arrive à l’équation de la cissoïde en coordonnées rectilignes
(2) yt(a—x) — x5=0.
30 — Proposons-nous de construire, au moyen de son équa-
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tion en coordonnées rectilignes, la cissoïde que nous avons déjà construite d’après sa définition géométrique.
En résolvant l’équation par rapport à y, on a
L’ordonnée n'est réelle que pour les valeurs de l’abscisse comprises entre 0 et a; donc la courbe est située tout entière entre l’axe des y et la parallèle CG' menée à la distance a (fig. ‘20). Quand x croît de 0 à a , la valeur numérique de y croît de 0 à x; ce qui donne une branche de courbe supérieure parlant de l’origine A et s’élevant indéfiniment. En même temps la distance M’H=a — x d’un point de la courbe à la droite BC tend vers zéro, ce qui fait voir que la droite BC est asymptote de la courbe.
Comme à chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signes contraires, la courbe se compose de deux branches symétriques par rapport à l’axe AX.
STROPHOÏDE.
31— Un angle droit YOX (fig. 22) et un point fixe A sur un de ses côtés étant donnés dans un plan, on mène du point fixe A une droite quelconque AD qui rencontre le côté 0Y en I), et l'on porte sur celte droite d’un côté et de l’autre à. partir du point D des longueurs DM et DN égales à OD; le lieu des points M et N est la strophoïde.
Quand la droite mobile occupe la position AX, les deux points M et N se confondent en 0. Si la droite tourne de manière à ce que le point D s’élève indéfiniment sur OY, OD augmente, et l’on voit que le point M décrit une branche de courbe infinie OM. Quant au point N, il se rapproche de plus en plus de A. En effet, on obtient le point N en décrivant un cercle du point D comme centre avec DO pour rayon ; quand le point D s’élève à l’infini, l’arc de cercle ON coïncide avec la droite OA, et le point N vient en A.
Fig. îî.
Il y a évidemment une partie symétrique de l’autre côté de l’axe AX (fig. 22).
Le point O par lequel passent les deux branches de courbe s'appelle point multiple. Les tangentes en ce point aux deux branches de courbes coïncident avec les bissectrices des angles droits AOY, YOX ; car, dans le triangle isocèle DMO, l’angle D est obtus et par suite l’angle DOM plus petit que 45°; si la droite AD tend vers la position AX, l’angle D diminue jusqu’à 90°, et par conséquent l’angle DOM augmente jusqu’à 45°; donc la position limite de OM, c’est-à-dire la tangente en 0, coïncide avec la bissectrice. On en conclut en outre que la branche OM est située au-dessus de la tangente. Le triangle isocèle DON donne le meme résultat ; car, dans ce triangle, l’angle D est aigu, et l'angle DON plus grand que 45»; quand la droite AD tend vers AX, l’angle D augmente jusqu’à 90° et l’angle DON diminue jusqu'à 45°; donc la position limite de ON, ou la tangente, coïncide avec la bissectrice, et l’arc est au-dessous de sa tangente.
La tangente au sommet A est perpendiculaire sur l’axe AX; car, lorsque le point D s’élève indéfiniment, la corde AN tend à devenir perpendiculaire sur AX.
Sur le prolongement de AO prenons OG=AO, et par le point G élevons la perpendiculaire HH ; cette droite est asymptote de part et d’autre aux deux branches infinies de la courbe; car la distance MF, égale à AN, tend vers zéro.
3Ï — Cherchons l’équation de la courbe en coordonnées polaires. Prenons le point A pour pôle, l’axe AX pour axe polaire, et désignons par a la distance OA, on a
p = AD ± DM = AD ± DO =— ± a tang w ;
r COS U)
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d'où
_a(i±ïmo,}
r COS M
Prenons pour axes des coordonnées rectilignes les deux côtés OX et OY de l’angle droit • dans le triangle rectangle AMP, on 4
a -f- x= p cos w, y=p sin <•>,
?' = yt + (a-f?)*;
si, dans l’équation (I), on remplace sin w et eoj w par leur? t/ ci l jc
valeurs — et , ce qui donne
p x — ±ay,
puis p* par sa valeur, on obtient l'équation en coordonnées rectilignes
y* (a* — x*) — x* (a -f *)’=0, et, en divisant par a -J- x,
(2) y'(a— x) — x^ (a -fa?) = 0.
33 — Proposons-nous maintenant de construire la courbe au moyen de son équation en coordonnées rectilignes. L’équation (2), résolue par rapport à y, donne
Pour que l’ordonnée y soit réelle, il faut que la quantité placée sous le radical soit positive; quand on donne à x des valeurs positives, le numérateur étant positif, le dénominateur doit être aussi positif, ce qui exige que x soit plus petit que a. Quand on donne à x des valeurs négatives, le dénominateur étant positif, le numérateur doit être aussi positif, ce qui exige que la valeur absolue de x soit moindre que a. Ainsi l’abscisse x ne peut varier que de — a à -f a ; si donc on porte sur l’axe des x, à partir de l’origine, et de part et d’autre, des longueurs OG et OA égales à a, et que par les points G et A on mène des parallèles HH', KK' à l'axe des y, la courbe sera tout
entière comprise enlre ces deux parallèles. On verra la forme de la courbe en suivant la variation de la fonction
Quand x varie de — a àO, l’ordonnée y est négative et conserve des valeurs finies; elle s’annule pour x== — a et aussi pour x=0; il en résulte une branche de courbe AN’O, située au-dessous de l’axe des x, parlant du point A, et aboutissant au point O- Quand x varie de 0 à +a, l’ordonnée y est positive et croît de 0 à» ;ilen résulte une branche OM, qui part de l’origine et qui s’élève indéfiniment, en se rapprochant de plus en plus de la droite HH', qui est une asymptote; cette branche OM fait suite à la branche AN'O.
En changeant le signe du radical, on obtient une branche ANOM' symétrique de la première par rapport à l’axe des x.
LIMAÇON DE PASCAL
34— Par un point A pris sur un cercle, on mène un sécante quelconque AD, sur laquelle à partir du point D, où elle rencontre le cercle, on porte de part et d’autre des longueurs constantes DM, DN; le lieu des points M et N (fig. 23) est une courbe nommée limaçon de Pascal.
Considérons spécialement le cas où la longueur constante a
est plus petite que le diamètre b du cercle.
Supposons que AD parte de la position AB; sur cette droite, prenons BG=BH=a, deux branches partiront l'une de G, l’autre de H. Quand AD lourneautour du point A, comme la corde AD diminue , les points M et N se rapprochent tous deux du point A. 11 arrive
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un moment où la corde AD' est égale à a; alors le point M vient en M', le point N en A; on voit de plus (jue la branche HNA est tangente en A à la droite AD'; car, lorsque AD tend vers AD', la corde AN devient nulle, et le point N se confond avec A.
Quand la sécante continue a tourner et occupe une position telle que AD", le point M vient en M"; mais comme D"A est plus petite que a, le point N dépasse A et vient en N".
Lorsque la sécante a tourné d’un angle droit, AD devient nulle, et l’on a AM'"=AN,/'=a. Ainsi quand la sécante tourne d’un angle droit à partir de AB, les points M et N engendrent deux arcs, l’un GMM"', l’autre HNAN'". Si la sécante tourne d’un angle droit de l’autre côté de AB, on aura deux arcs symétriques des premiers par rapport à l’axe AB, et qui se raccorderont avec ceux-ci , de manière à former une courbe continue.
35— Si l’on prend A pour pôle, et AB pour axe polaire, on a
p = AD ± a = b cos «> ± a.
Pour que cette équation représente la partie AN"N"' de la courbe, il faut convenir de porter les valeurs négatives de p sur le prolongement en sens inverse de la direction déterminée par l’angle o>. Mais nous verrons plus tard que, grâce à cette convention, l’équation
(1 ) p = b cos <» -)- « représente la courbe tout entière.
En coordonnées rectilignes, si l’on prend le point A pour origine, le diamètre AB pour axe des x, une perpendiculaire pour axe des y, l’équation de la courbe est
(2) (x* +y*—bx)t=a'{x' + yi).
On l’obtient en remplaçant dans l’équation (1) cos w par sa
OC
valeur — -, puis p* par x’ + y’ (n° 29), et élevant au carré P
pour faire disparaître le radical.
36 — On obtient cette même courbe par un autre procédé.
Étant donné une cercle GH et un point fixe A, imaginons qu'une tangente mobile CM roule sur le cercle, et du point A abaissons une perpendiculaire AM sur cette tangente (flg. 24). Cherchons le lieu du point M.
Supposons que la tangente touche d’abord le cercle en G ; alors la perpendiculaire abaissée du point A coïncide avec le diamètre AG et le point G est un point du lieu. La tangente roulant sur le quart de cercle GCC', le point M décrit l’arc de courbe GMM'. La tangente s’incline ensuite jusqu’à la position C"A, et l’on a l’arc de courbe M'A. La tangente continuant son mouvement suivant C'Tl, le pied de la perpendiculaire tombe au-dessous du diamètre et l’on a l’arc de courbe ANH. Nous avons fait rouler la tangente sur le demi-cercle GC'H; en la faisant rouler sur le demi-cercle inférieur, on obtiendra une partie symétrique de la première.
37 — 11 est facile de construire géométriquement la tangente en un point quelconque M de la courbe (fig. 25); soient CM et C'M' deux tangentes voisines du cercle, L leur point de rencontre, AM et AM' les perpendiculaires abaissées du point A sur ccs tangentes; la circonférence décrite 9ur ALcomme diamètre passe par les deux points M et M', et la sécante MM' de la courbe est aussi une sécante de ce cercle. Si maintenant on suppose que le point C’ se rapproche indéfiniment du point C, le point M’ se rapprochera du point M; le diamètre AL devient AC; la sécante MM' devient tangente en M au cercle décrit sur le diamètre AC. Ainsi , en joignant le point M au milieu D de AC et menant une perpendiculaire MT à DM, on aura la tangente à la courbe au point M. Au point multiple A (fig. 2T),
Fig. Î5.
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les tangentes aux deux branches de courbe qui passent en ce point sont respectivement perpendiculaires aux tangentes telles que AC" menées de ce point au cercle donné.
Nous ferons remarquer que la construction géométrique de la tangente resterait la même, si l’on considérait le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée d’un point fixe sur la tangente mobile à une courbe quelconque.
3$ — Cherchons l’équation de cette courbe en coordonnées polaires ; prenons le point A pour pôle, le diamètre AG pour axe polaire (fig. 24), et désignons par a le rayon BG du cercle donné, et par b la distance AB. Si par le centre B du cercle, on mène une parallèle BD à la tangente CM. on a p=AD+l)M=6 cos o> + a.
Celle équation est la même que l’équation |t), d’où l’dn conclut l’identité des deux courbes.
Au reste, il est facile de reconnaître géométriquement cette identité. L’angle D étant droit , le lieu du point D est le cercle décrit sur AB comme diamètre; on obtiendra donc le point M en prolongeant la corde AD d’une quantité constante DM égale à BC.
ROSACE A QUATRE BRANCHES
39— Étant données deux droites rectangulaires OX, OY,
sur lesquelles glissent les extrémités d’une droite PQ de longueur constante, du pointO on abaisse une perpendiculaire OM sur celte droite; étudier le lieu du point M (flg. 26).
Quand la droite PQ s’applique sur OY’, le point M vient en O, et la corde OM
Fig. SR.
prend la direction OX ; donc la tangente en O à l’arc OM coïncide avec OX. Le point I, milieu de PQ, décrit un cercle dont le centre est en O, et le rayon égal à a, si l’on désigne par 2a la longueur constante PQ. Or la perpendiculaire OM est plus petite que l’oblique 01; donc la distance OM est maximum quand la droite PQ est perpendiculaire sur la bissectrice OA. Lorsque la droite mobile continue son mouvement, elle passe par une position P'Q' symétrique de PQ par rapport à la bissectrice OA , et l’on obtient un arc OM'A symétrique de l’arc OMA.
La même courbe se reproduit dans chacun des quatre angles droits. Ainsi la courbe a quaire axes, savoir : les deux droites fixes OX, OY, et les deux bissectrices à OA, OB. Le point 0 est centre de la courbe.
Si l’on prend le point 0 pour pôle, et OX pour axe polaire, on a, dans les triangles rectangles OMP, OPQ,
p = OP COS 0),
0P=2asïn<o;
donc
(1) pz=astn2w.
En coordonnées rectilignes, la courbe est représentée par une équation du sixième degré.
(2) («’-fÿ*)* — .ia*x!(/*=0.
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Telles sont, par exemple, les fonctions
aVb + b*' csin a « +6 ’
a+v' ab a
le degré de la première est 2, celui de la seconde—, celui de la troisième 0, et celui de la quatrième —2.
41— On voit aisément :
1° Que la somme ou la différence de deux fonctions homogènes du même degré est une fonction homogène du même degré que les fonctions proposées ;
2° Que le produit de plusieurs fonctions homogènes de degrés quelconques est une fonction homogène dont le degré est égal à la somme des degrés des fonctions proposées;
3° Que le quotient de deux fonctions homogènes est une fonction homogène dont le degré est égal à l’excès du degré du dividende sur le degré du diviseur;
4* Que la puissance d’une fonction homogène est une fonction homogène dont le degré est égal au degré de la fonction proposée multiplié par l’indice de la puissance;
5° Que la racine d’une fonction homogène est une fonction homogène dont le degré.est égal au degré de la fonction proposée divisé par l’indice de la racine ;
6° Qu’une fonction transcendante d’une fonction homogène de degré 0 est elle-même homogène et de degré 0. Par exemple, les fonctions
sm
ab
sont homogènes et de degré 0; car si on remplace a et 6 par ka et kb, la lettre k disparaît de dessous le signe transcendant et on peut mettre en avant le facteur k°. Mais si la quantité placée sous le signe transcendant, quoique homogène, n’était pas du degré 0, la lettre k ne pourrait se mettre en facteur en avant du signe transcendant et la fonction ne serait pas homogène. Ainsi la fonction sin (a-fV 6c) n'est pas homogène.
Lorsqu’un monôme est rationnel et entier par rapport aux lettres a, b,c..., on appelle degré du monôme, par rapport à une lettre, l’exposant de cette letire dans le monôme; degré du monôme, par rapport à plusieurs lettres, la somme des exposants de ces lettres. Un monôme est toujours une fonction homogène d’un degré égal au degré du monôme : donc la somme de plusieurs monômes de même degré est un polynôme homogène de ce même degré. Par exemple, le polynôme a 5 — iatb-\-îiabi — 2 b 3
est une fonction homogène du troisième degré, par rapport aux lellros a et b.
4$ — Lorsqu’on cherche les relations qui existent entre les longueurs des diverses lignes A, B, C,... d’une figure, on imagine ces lignes rapportées à une unité de longueur, qui ordinairement n’est pas spécifiée et reste tout à fait arbitraire. Désignons par les lettres n, b, c,... les nombres qui expriment ainsi les mesures des lignes de la figure, et supposons que l'on ait trouvé entre ces nombres la relation
Les raisonnements que l’on a faits pour arriver à cette relation étant indépendants de l’unité de longueur, il est évident que CCUe relation doit subsister, quelle que soit celle unité. Appelons a, (8, les valeurs particulières de û, b, c,... pour une première unité; a', ff,y',... les valeurs de ces mêmes quantités pour une autre unité; ces deux séries de nombres vérifient les relations
<2, /■(’>?> Yv.)=0,
(3) />', fj\T',...) = 0.
Mais quand on change l’unité, les nombres varient proportionnellement, de sorte que si l'on désigne par k le rapport de la première unité à la seconde, on a
d’où,
V=kp, y'—ky, ..
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Si l’on substitue dans la relation (3), il vient (4) f (fit, Aj$, Ar,...) = O- Concevons ipie la première unité restant fixe, ta seconde varie, a, p, y,... serontdesuombres constants, k un nombre arbitraire, et l'équation (4) devra être vérifiée quel que soit ce nombre k.
Ainsi : si l’équation (1) est vérifiée quand on y remplace les lettres a, b,e,... par les nombres a, fi, y,... elle sera aussi vérifiée quand on y remplacera res memes Irttres par ka, k JS, kY,... quel que soit le nombre k.
43— La condition précédente est évidemment remplie lorsque le premier membre de l’équation (1) est une fonction homogène des lettres a , b, c, ... ; car alors on a
/•(Aa, A fi, Ay,...)=A- A*,?, y.--); si f (a, y,.-0 est nul, il en sera de même de f (Aa, Afs, A y, ..),
quel que soit A.
Nous allons démontrer que, réciproquement, l’homogénéité est nécessaire , en nous bornant aux équations algébriques mises sous forme entière.
Supposons que fia, b,r,...) soit un polynôme entier-, si tous ses termes ne sont pas du même degré, réunissons par groupes les termes dont le degré est le même; appelons s (a, b , e,...) l'ensemble des lé r pi es du degré le plus élevé tn, } (a, b , c,...) l’ensemble des termes du degré », etc., l'équation (4) devient A'" ? (a, p,Yv) + A" (*> P» r»-") +••• —0.
Pour que celte équation soit vérifiée, quel que Soit A, il est nécessaire que l’on ait séparément
?KP, y,...)=o>
Comme l’unité à laquelle se rapportcht les nombres a, p, y,... est arbitraire, on a entre les lignes de la figure les relations homogènes
Donc, si l’équation (4) n'est pas homogène, elle équivaut à plusieurs équations homogènes séparément.
44 — Cependant il peut arriver qu’une équation non homo-
gène soit vérifiée, quand on fait choix d’une unité particulière, sans que les parties qui la composent soient nulles séparément; mais alors, si l’on change l’unité, l’équation cesse d’être vérifiée.
Expliquons ceci par un exemple.
Proposons-nous de déterminer les dimensions d’un cylindre de telle sorte que sa surface soit équivalente à celle d'une sphère de rayon donné A et son volume à celui d’une sphère de rayon B.
Soient X le rayon et Y la hauteur du cylindre; appelons a, b, x, y les mesures des lignes A, B, X, Y, rapportées à une unité quelconque; les inconnues devront satisfaire aux deux équations
(5) xy -\-xy—lal=Q,
Chacune de ces équations est homogène : l’une est du second degré, l’autre du troisième. Si elles sont vérifiées quand on rapporte les lignes à une certaine unité, il en sera de même quand on les rapportera à une autre unité.
Les inconnues x et y doivent également satisfaire à l’équation non homogène
que l’on obtient en ajoutant les précédentesmembreà membre.
Considérons l’équation (7), abstraction faite de son origine. On peut trouver quatre lignes A, B, X, Y, telles que, si on les mesure avec une unité particulière, les nombres obtenus vérifient cette équation sans annuler séparément les deux parties; supposons, par exemple, que les lignes rapportées à une première unité aient pour mesure les quatre nombres a=l, 6=3, ar=l, ÿ=18,5, dont trois ont été pris arbitrairement et le quatrième déterminé ensuite par l’équation (7) ; si on mesure les mêmes lignes avec une unité deux fois plus petite, on obtient les nombres a=2, 6=G, x=2, y=z 37 qui ne satisfont plus à l’équalion. Le cylindre construit avec les lignes X et Y ainsi
(7) (x*+xy— 2 a1) -f (x'y —
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déterminées jouit de celte propriété que la somme des nombres qui, avec l’unité choisie, expriment les mesures de sa surface et de son volume, est égale à la somme des nombres qui expriment les mesures de la surface d’une sphère et du volume d’une autre sphère; mais la même relation n’a plus lieu quand l’unité linéaire change.
L’équation (7) ne peut être vérifiée par les mesures des mêmes lignes, quand on fait varier arbitrairement l’unité de longueur, qu’autant que ces lignes satisfont aux équations (5) et (6) prises isolément.
45— Dans la résolution des problèmes de géométrie on ne fait jamais de combinaisons d’équations analogues à la précédente. Les équations que donnent immédiatement les théorèmes de la géométrie élémentaire sont homogènes; et, quand on ajoute deux équations membre à membre, c’est afin d’obtenir une nouvelle équation pins simple que l’une des proposées; pour cela, il faut d’abord que les équations que l’on ajoute soient du même degré. Le principe de l’homogénéité pourra donc servir à chaque instant à vérifier les transformations algébriques effectuées.
46 — Lorsqu’on prend pour unité de longueur une des lignes de la figure, les équations cessent d’être homogènes; mais il est facile de rétablir l’homogénéité. Soit
l’équation obtenue en prenant pour unité la ligne A, les lettres b1, désignant les mesures des lignes B, C,... rapportées à A. Laissons l’unité arbitraire et appelons a, b, c,... les mesures des lignes A, B, C...; on a
d’où
et l’équation (8) se transforme dans la suivante
br. 3
qui est homogène.
Ainsi, par exemple, si l’on rapporte les côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle à l’hypoténuse de ce triangle prise pour unité, les mesures des côtés vérifient l’équation non homogène
de laquelle on déduit l’équation homogène
ht r*
— - H — =1 ou 6*+c’=a*, a’ a2
en remplaçant b' par — et & par -.
Les courbes, ellipse, hyperbole, parabole, cissoïde, etc., étudiées dans le chapitre précédent, sont définies chacune par une équation homogène. Une équation homogène quelconque f(x,y, a, b,c,.. .)=0,
entre les coordonnées x et y d’un point du plan et les longueurs a, b, c... de diverses droites, détermine une courbe, dont la position et les dimensions sont indépendantes de l’unité avec laquelle on mesure les lignes. Considérons au contraire une équation numérique entre x et y,
c’est-à-dire une équation ne renfermant pas d’autres lettres que x et y, et supposons cette équation non homogène. Pour représenter par des points du plan les solutions réelles de cette éqüatiôn, il faut commencer par choisir arbitrairement une échelle ou la ligne dont la longueur a pour mesure l’unité. Or, quand l’échelle varie, la ligne ne reste plus la môme, nous verrons plus tard que les diversës courbes ainsi obtenues ont des analogies remarquables; cé sont des courbes qu’on appelle homothétiques.
47 — remarque I. Il arrive souvent que l’on considère dans une môme question des nombres qui expriment des mesures de ligne, de surface et de volume; les unités de surface et
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de volume restent, comme l’unité de ligne, indéterminées; maison suppose habituellement qu’il existe entre elles cette relation , que l’unité de surface est le carré construit sur l'unité de longueur et l'unité de volume le cube construit sur la même droite. Dans ce cas, pour vérifier l’homogénéité d’une relation dans laquelle certaines lettres, S et V, désignent la mesure d’une surface ou d’un volume , on remplacera ces lettres par p’ et <j3, en désignant par p et q les côtés du carré ou du cube équivalents à la surface ou au volume considéré; de cette manière l’équation ne contiendra plus que des lignes. On peut aussi se dispenser de faire cette substitution, et alors, dans l'évaluation du degré de chaque terme, on double l’exposant des lettres qui désignent des surfaces, et on triple ceux des lettres qui désignent des volumes.
48 — remarque II. En général, lorsque des angles enlrent dans un calcul, ces angles sont rapportés à une unité com plètement déterminée et leurs mesures sont des nombres fixes. Pour évaluer un angle, on décrit de son sommet comme centre avec un rayon arbitraire un arc de cercle et on prend le rapport de cet arc au rayon, ce qui revient à prendre pour unité d'angle celui dans lequel l’are est égal au rayon. Les fonctions trigonométriques des angles sont également des nombres. Dans l’application du principe de l'homogénéité, on fera abstraction des lettres qui désignent des angles ou leurs fonctions trigonométriques.
CHAPITRE IV
TranNforniiition des Coordonnées.
Quand on connaît l’équation d’une ligne par rapport à certaines coordonnées, il importe de pouvoir en déduire l’équation de la même ligne par rapport à d’autres coordonnées.
Pour résoudre cette question d’une manière générale, il faut trouver des formules qui expriment les coordonnées d’un
point quelconque du plan dans un certain système, au moyen des coordonnées du même point dans un antre système.
Nous nous occuperons en premier lieu de la transformation des coordonnées rectilignes en d’autres coordonnées rectilignes.
DÉPLACEMENT DE L ORIGINE
49— Supposons d’abord que l’on remplace les deux axes OX et OY par d’autres axes O'X' et O'Y' respectivement pa- ^ rallèle s aux premiers (fig. 27) et de même
j ' . -M sens. La position des nouveaux axes sera déterminée par les coordonnées a et 6 T~ V v de la nouvelle origine O' relativement
l [_ aux axes primitifs. Nous appellerons x
/ et y les coordonnées d’un point quelle- 2 7* conque M du plan relativement aux
premiers axes, x' et y' les coordonnées du même point relativement aux nouveaux axes. Imaginons qu’un mobile aille du point O au point M en suivant la ligne droite OM ou la ligne brisée OO'M, et projetons ces deux chemins sur l’axe OX parallèlement à OY. La projection de la droite OM, avec le signe qui lui convient, est l’abscisse x du point M; la projection de la droite 00' est l’abscisse a du point 0'; la projection de la droite O M sur OX ou sur l’axe parallèle O'X' est la nouvelle abscisse x'. Les projections des deux chemins étant égales entre elles, on a l’équation x =a + x. En projetant sur l’axe OY, on a de même l’équation y=b + y'. On obtient ainsi les deux relations
entre les anciennes et les nouvelles coordonnées du point M. Ces relations sont vraies quelle que soit la position du point M dans le plan. On en déduit
CHANGEMENT DE LA DIRECTION DES AXES
50 — Supposons maintenant que l’on change la direction des axes en conservant la même origine. Nous traiterons d’abord un cas particulier qui se présente souvent dans la pratique, celui où les axes des deux systèmes sont rectangulaires.
KiB. 28.
Imaginons que l’on change la direction des axes en faisant tourner l’angle droit XOY (fig. *28) d’un certain angle a autour de l’origine pour l’amener dans la position X'OY', et considérons l’angle a comme positif, si la rotation s’effectue de OX vers OY, et comme
négatif, si la rotatiou s’exécute en sens inverse.
Par un point quelconque M du plan menons des parallèles MP et MF aux axes OY et OY', désignons par a: et y les coor-
données du point M par rapport aux premiers axes, et par xi et
i/ les coordonnées du même point par rapport aux nouveaux axes. Les projections des deux chemins OPM, OP M sur un axe quelconque sont égales. Projetons d’abord sur 1 axe OX; la projection de la longueur OP est cette longueur elle-même, prise avec le signe + ou le signe — , suivant qu’elle est portée dans la direction OX, ou dans la direction opposée; c’est dans
tous les cas l’abscisse x; PM étant perpendiculaire sur OX, sa projection est nulle; la projection du premier chemin se réduit donc à x. Projetons maintenant le chemin OP'M ; et d'abord
projetons le premier côté OF ; si la longueur OP' est portée sur OX', il faut la multiplier par cos a, ce qui donne la projection OP' x cos a ; si cette longueur est portée en sens inverse, il faut 1a multiplier par cos + ■*), ce qui donne OP' X cos (a -f rc) ou —OP' X cos a; mais, dans le premier cas, on a x1 — OP' ; dans le second cas, x' — — OP' ; ainsi la projection du côté OP' est toujours exprimée par xi cos «. Considérons le second côté P'M; s’il est dirige dans le sens
OY', il fait avec OX' l’angle * , et sa projection est
P'M xcos s’*1 est dirigé en sens inverse, il fait avec
OX l’angle * + ~ + r, et sa projection est— P'M x cos -f -0;
mais on a, dans le premier cas, y'=P'M, dans le second cas, y — P'M ; ainsi, la projection de P'M est toujours exprimée
par y' cos ^a +-jjY de sorte que le chemin OP'M a pour projection
ou
x'cos tx + lf cos
x' COS a — y'sinrt.
En égalant les projections des deux chemins OPM, OP'M, on obtient l’équation
XszX1 COS a — y' SÎ II a.
Projetons ensuite sur l’axe OY. La projection de OP est nulle : celle de PM, prise avec le signe convenable, est y; ainsi la projection du premier chemin se réduit à y. Les deux directions OX' et OY' font avec OY les angles
- 4- « et a,
ce qui donne pour la projection du second chemin a? cos ( — ^+“) + ÿ'CO*a,
OU
et l’on a l’équation
x'sin a + y' cos a, y—x'sina-\-ycos*.
On obtient ainsi les formules
x—x'cos a — y' sinon, y = x' sin a -}- y'cosoc , qui servent à passer des anciennes coordonnées aux nouvelles.
51— Occupons-nous maintenant de la question générale. Soient OX et OY deux axes quelconques faisant entre eux un
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angle 6, OX' et OY' deux nouveaux axes dont on définit la direction par les angles a et |3 qu’ils font avec OX (fig. 29); on
convient de regarder les angles a et p comme positifs, s’ils sont comptés en tournant de OX vers OY, et comme négatifs en sens contraire. Par un point M quelconque du plan menons lesdroilesMPetMP' respecti vement parallèles aux axes OY et OY'. Pour avoir 'x x, nous projetterons les deux chemins h OPM, OP'M sur une direction OH per- Fig. as. pendiculaire à OY, et obtenue en
tournant d’un angle droit de OY versOX; la direction OX
faisant avec OH l’angle ~ — 0, et la direction OY étant per-
pendiculaire à OH, la projection du premier chemin se réduit à xsiti 0. La direction OX' fait avec OH un angle égal à l’angle
HOX, augmenté de l’angle XOX', ce qui lajt (H) + de
même, la direction OY/ fait avec OH un angle égal ii0 « on a donc pour la projection du second chemin
x' cos
ou
x'sin(0 — «) -(- y' sin{ 0 — ,8), ce qui donne l’équation
x sin 0=x' sm(0 — a) -f II' «h» (0 — S).
^'-''Pour avoir y, projetons les deux chemins OPM, OP'M sur une direction OK perpendiculaire à OX, et obtenue en tournant d’un angle droit de OX vers OY. La direction OX étant perpendiculaire à OK et la direction OY faisant avec cette droite
l’angle — ^ +0, la projection du premier chemin se réduit à «
y sm6. Les angles que les directions OX' et OY' font avec OK
sont égaux aux angles qu’elles lont avec OX, diminués de
ce qui donne — — -J- *, et — — + p; la projection du second
chemin est donc
ou
* cos ( *“ J + «) + y'eos( — * -f p^,
x1 sin oL-\-y'tin p.
et Ton a l’équation
y sin §—x' sin a + y' sin p.
On obtient ainsi les deux formules
x'sinfi—aj + y1 sin (0 — p) sin 6
x'smot+y'sinp sin 0 *
pour la transformation des coordonnées obliques en d’autres coordonnées obliques.
On en déduit facilement des formules servant à revenir des nouveaux axes aux anciens. L’angle des nouveaux axes est p — a; les axes OX et OY font avec OX'les angles — a et 6 — a: il suffit donc, dans les formules précédentes, de remplacer 0 par p — a, a par — a, p par 6 — a, ce qui donne
x sin p -f y sin (p — 0) sin (p — a) ’
— x sin a + y si n(0 — a) sin (p— a)
52 — On déduit de ces formules générales quelques formules particulières qu’il est bon de connaître. f° Cas où les axes primitifs sont rectangulaires. Dans ce cas .
on a 6=-, et les formules (4) se réduisent à
Jt
j X = X' COS a + y'C0S$, y = x' sin a + y' sin p.
-2» Cas où les nouveaux axes sont rectangulaires. Supposons
P=<* les formules (4) deviennent
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x's m(0 — a) — y' cos (b — a) si «8 ’
x' sina+ycot* sin 6
On pourrait supposer aussi p=« — ce qui revient à chan-
ger le sens de l'axe OY', et par conséquent le signe de y dans les formules (7).
3® Cas où les deuxsystêmes d'axes sont rectangulaires. Si dans les formules (6) on suppose £ = a+*, on obtient les formules
JL
(3) déjà trouvées,
iX—X' COS ai — y' sin a,
y=.xf sinu-\~y'cosa.
On les obtiendrait aussi en supposant dans les formules (7)
TRANSFORMATION GÉNÉRALt.
43 — Supposons que I on change à la fois l'origine et la direction des axes. On déterminera le nouveau système par les coordonnées a et b de la nouvelle origine relativement aux anciens axes, et par les angles a et p que font les nouveaux axes O'X' et O'Y’ avec l’axe OX (fig. 30). Par le point O' menons deux axes O'X, et O'Y, respective-
F,®‘ 30, ment parallèles à OX et OY. On a,
d’une part,
y=b + yt;
d’autre part, en vertu des formules (4),
x'sin(0 — «) + ÿsin(Q— p) x t _ __ »
x' sin a + y' sin p
sin 0
on en déduit les formules générales de transformation
_ , a)+y'sm(0— p)
sinO
, . x’sina-f-f/'sînS
J sm 0
Nous remarquerons que ces formules de Iransformalion sont homogènes et du premier degré, par rapport aux coordonnées qu’elles renferment.
TRANSFORMATION DES COORDONNEES RECTILIGNES EN COORDONNÉES POLAIRES
54— Soient OX et OY deux axes rectangulaires; prenons l’origine pour pôle, et l’axe des z pour axe polaire (flg. 31} ; en projetant la droite OM sur l’axe OX et sur l’axe OY, on obtient les relations
X = p COS <o, y = p sint».
On passera réciproquement des coordonnées polaires aux coordonnées rectilignes par les formules
Fig. 31.
lany 6 =— .
Nous avons fait plusieurs transformations de celte sorte, quand nous avons cherché les équations en coordonnées rectilignes de la cissoïdc, du limaçon de Pascal et de la rosace (n«* 20, 35, 39).
DISTANCE DE DEIX POINTS
55 — Supposons d’abord les axes rectangulaires et cherj chons la distance de l’origine à un point M
dont nous appelons x et y les coordonnées; i" dans le triangle rectangle OPM (flg. 32) on a
! ÔM,=^ + î»ï'=**-|-y*,
ii " " i- ~ v quelle que soit la position du point M dans le Fie 3ï. plan; d’où pon déduit, en désignant par l la distance OM,
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Cherchons maintenant la distance des deux points M et M’, situés d'une manière quelconque dans le plan; nous appelons v. x et y les coordonnées du point M, x' et
y' celles du point M' par rapport aux axes m. rectangulaires OX, OY. Par le point M
J — * — y (fig. 33) menons des axes MX', MY', parai*
- (i‘ lèles aux axes proposés; les coordonnées
Fi,;. 33. du point M', relativement à ces nouveaux
axes sont égales à x' — x, y’ — y, en vertu des formules (2) du n°49. La distance l de la nouvelle origine M au point M', d’après la formule (10), sera donc
(il) i=V[x'-xy- + (</'— >jy.
56 — Nous avons supposé jusqu’à présent les axes rectangulaires. Quand les axes sont obliques et font entre eux l’angle 0,
l’expression de la distance est un peu plus compliquée. Cherchons d’abord la distance de l’origine O à un point quelconque M du plan. Dans le triangle OPM (fig. 34), quelle que FY, 34 soit la position du point M, on a
ÔM’=()P’+ PM* — 2.0P.PM. cosOPM.
Quand le point M est situé dans l’angle YOX, les coordonnées as et y de ce point sont égales à -f- OP et à + PM, et l’angle OPM est le supplément de l’angle 0; on a donc
(12) /=i/x* + y*+%xy cos 0.
Si le point M est situé dans l’angle Y'OX', les coordonnées x et y étant égales à — OP et à — PM, et l’angle OPM le supplément de 0, on obtient la môme formule (12). Quand le point M est situé dans l’un des angles YOX', Y'OX, l’angle OPM est égal à 0, mais l’une des coordonnées est négative, ce qui reproduit encore la formule (12). Cette formule est donc géné-
rale.
Pour avoir la distance des deux points M et M', on imaginera
4i GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
comme précédemment par le point M des axes parallèles aux premiers, et ou obliendra la formule
03) / = V (x'— x)’ + (y— y) * -f- 2 (x'— x) [y'— y) cos 9.
MILIEU D’UNE DROITE
Ü7 — Appelons x et y les coordonnées du point M, a:' et y' celles du point M', x, et /y.celles du point M,, milieu de la droite MM' (flg. 33). Si l’on transporte les axes parallèlement à euxmêmes au point M , les coordonnées nouvelles du point M' seront a/ — x, y' — y; celles du point M, seront de même x, — x, y, — y; il est évident que celles-ci sont les moitiés des premières; ou a donc
d’où l’on déduit
CLASSIFICATION DES LIGNES
58— On a adopté pour la classilication et l’étude des lignes en général les coordonnées rectilignes.
On a distingué d’abord les lignes en algébriques et transcendantes, suivant que les équations qui les représentent en coordonnées rectilignes sont algébriques ou transcendantes. Une équation est dite algébrique lorsque les coordonnées x et y n’y entrent qu’affectées de signes d’opérations algébriques. Mais, si l’une des coordonnées entre sous un signe transcendant, comme un sinus, un logarithme, etc., l’équation est dite transcendante. On peut toujours mettre les équations algébriques sous forme entière, en faisant disparaître les radicaux et les dénominateurs.
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Les lignes algébriques ont été classées d’après le degré de leurs équations. Les lignes du premier degré sont celles qui sont représentées par des équations du premier degré en x et y , l’équation du second degré donne les lignes du second degré, etc.
Il est aisé de voir que le degré d’une ligne reste le même, quelle que soit la position des axes dos coordonnées rectilignes. En effet, soit f ( x , y)= 0 l’équation d’une ligne rapportée à de certains axes OX et OY, ni le degré de cetîc équation supposée entière (dans l’évaluation du degré on ne tient compte que des coordonnées * et y). Pour rapporter cette ligne à d'autres axes O'X' et O’Y", on substituera à la place de x et y dans l’équation les valeurs données par les formules de transformation (8) ; ces formules étant du premier degré par rapport aux coordonnées, il est impossible que l’équation en x' et y1 soit d’un degré plus élevé que m. Elle ne sera pas non plus d’un degré moindre; car alors la transformation inverse élèverait le degré, ce qui est impossible. Ainsi la nouvelle équation est de même degré que l’équation primitive.
Le degré d’une ligne indique en combien de points au plus elle peut être coupée par une droite. En effet, soit m le degré de la ligne, f(x, ÿ)=0 l’équation qui la représente lorsqu’on prend la droite sécante pour axe des x; si dans celte équation on fait y— 0, l’équation eii x ainsi obtenue donnera les abscisses des points du lieu qui ont une ordonnée nulle, c’est-àdire les points communs à ce lieu et à l’axe des x. Quand le premier membre de l’équation n’est pas identiquement nul. comme il est au plus du degré m, l’équation n’a pas plus dem racines et par conséquent la droite a au plus m points communs avec le lieu. Si l’on savait que l’équation fut vérifiée par plus de m valeurs de x, le premier membre serait identiquement nul, et par conséquent la droite entière ferait partie du lieu; dans ce cas, le polynôme f[x, y) devenant identiquement nul, quand on y fait y=0, contiendrait y en facteur et l'équation f (x, y)=0 se décomposerait en deux, l’une y— 0 du premier degré, l’autre du degré m — 1.
4ti
D’après cela, les lignes du premier degré, ne pouvant être coupées par une droite dn plus d’un point, sont des lignes droites. Les lignes du second degré ne peuvent être coupées par une droite en plus de deux points; celles du troisième degré en plus de trois points. Le cercle, l’ellipse, l'hyperbole et la parabole sont des courbes du second degré (n™ II, 19, 23, 26); ces courbes peuvent être coupées en deux points par des droites. La cissoïde cl la strophoïde (n°* 29 et 32) sont du troisième degré ; ces courbes peuvent être coupées en trois points par des droites. Le limaçon de Pascal (n° 33) est du quatrième degré, la rosace à quatre branches (nu 39) du sixième degré.
Nous étudierons d’abord les lignes du premier degré, puis celles du second degré, et ensuite les lignes d’un degré quelconque.
Quand on dit qu’une équation algébrique entière du degré m représente une ligne du degré m, on suppose que le premier membre n’est pas déeomposable en un produit de facteurs entiers; autrement l’équation représenterait deux ou un plus grand nombre de lignes d’ordre inférieur. Ainsi, par exemple, une équation du second degré, dont le premier membre est le produit de deux facteurs entiers du premier degré, représente deux lignes du premier degré, c’est-à-dire deux droites. De même, une équation du troisième degré peut représenter trois droites, ou une ligne du second degré avec une ligne droite. C’est pourquoi certaines propriétés des lignes de l’ordre m s’appliquent au système de m droites, c’est-à-dire au polygone de m côtés.
CONSTRUCTION DE L EQUATION DU PREMIER DEGRÉ
59— L’équation générale du premier degré entre les deux variables x ely est de la forme
(t) A JT ■}* Bÿ -j- C— 0.
Nous avons déjà fait remarquer que la ligne représentée par cette équation, ne pouvant être coupée par une droite en plus d'un point, est nécessairement droite. Nous allons démontrer directement que cette équation représente une ligne droite.
Il est impossible que les deux coefficients A et B des variables soient nuis à la fois; car alors il faudrait que l’on eût i/ C=0, et l’équation se réduirait à une
j identité. Mais il peut arriver que l’un des
£ P,/ y r, coefficients soit nul ; si, par exemple, le
/ j coefficient A est nul, l’équation se réduit
— ü/- / y- à la forme By + C=0 oui i — b. Cette
Fig. 35. équation représente le lieu d’un point
M dont l’ordonnée MP est constante et égale à b, quelle que soit l’abscisse OP; c’est une droite G'G parallèle à l’axe OX (flg. 35); on l’obtient en portant sur l’axe OY, à partir de l’origine, une longueur OB égale à la valeur absolue de b, dans un sens ou dans l’autre, suivant le signe de b, et menant par le point B une parallèle G'G à l’axe OX. En particulier l’équation ÿ— 0 représente l’axe OX lui-même.
Lorsque le coefficient B est nul, l’équation se réduit à
-''Il
in'
ift GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
A.r + C=0,oux=a. Cetle équation représente le lieu du point M dont l’abscisse MQ est constante et égale à a, quelle que soit l’ordonnée OQ; c’est une droite H H parallèle à l’axe OY ; on l’obtient en portant sur l’axe OX, à partir de l’origine, une longueur OA égale à la valeur absolue de a, dans un sens ou dans l’autre, suivant le signe de a, et menant par le point A une parallèle H’H à l’axe OY. En particulier , l’équation xz= 0 représente l’axe OY.
Lorsque le coefficient B n’est pas nul, on peut diviser par B et mettre l’équation sons la forme
ou . ,
(2) y =zax-\-b,
en posant, pour abréger, a=— 6— —
Considérons d’abord le cas particulier où 6=0, ce qui réduit l’équation à la forme
y — ax , ou — ; — a.
r JO
Si a est un nombre positif, tous les points du lieu, ayant B leurs coordonnées de même
y *>/ signe, se trouvent dans l’angle
YOX, ou dans son opposé par le sommet Y’OX’ (fig. 37). Prenons une abscisse quelconque OP, et par le point P menons une parallèle à l’axe des y; on pourra , sur cette parallèle , trouver un point M tel que
M-=o, le point M sera un
Fig. 37.
OP OP’ — —OP
il résulte que les triangles OPM, OP'M', OP"M"... sont semblables, et que par suite les angles MOP, M'OP', M"OP"... sont égaux; donc les points M, M', M"... sont tous placés sur une même droite A'A, passant par l’origine. D’ailleurs, l’équation est vé-
rifiée par les coordonnées de chacun des points de celte droite; donc l’équation y = ax représente la droite indéfinie A'A.
Lorsque a est négatif, tous les points du lieu ayant leurs
coordonnées de signes contraires sont situés dans les angles Y'OX, etYOX'(fig. 38). Soient M,M',M"....
différents points du lieu ; des relations
MP _ M'P' M"P"_
— oi~— oi1'- op" ~a’
on déduit, comme précédemment, que tous ces points sont sur une même droite A'A passant par l’origine. Ainsi, dans tous les cas, l’équation y—ax représente une ligne droite passant par l’origine.
Revenons maintenant à l’équation y = ax + b. Si l’on compare les deux équations y=ax+ b et y—ax, on voit que les ordonnées correspondantes à une même abscisse diffèrent d’une quantité constante b; on augmentera donc ou l’on diminuera, suivant le signe de b, les ordonnées de tous les points de la droite A'A de longueurs MN, M'N', M''N".... égales à la valeur absolue de b ( fiy . 37) ; les points N, N', N7... ainsi obtenus forment évidemment une droite B'B parallèle à A'A.
11 résulte de ce qui précède que toute équation du premier degré entre les deux variables x et y représente une ligne droite.
ttO — Nous allons faire voir que, réciproquement, toute ligne droite est représentée par une équation du premier degré. Si la droite est parallèle à l’axe ÜX, comme tous ses bh. 4
points ont même ordonnée, son équation est de la forme y=b (fig. 35). Si elle est parallèle à l’axe OY, tous ses points ayant même abscisse, son équation est de la forme x=a (fig. 36). Si la droite passe par l’origine, elle occupe l’une des deux positions indiquées dans les figures 37 et 38, et les triangles semblables donnent
MP _ MP' — M'T" _
— op— —OF ôp" —
51 l’on appelle a ce rapport constant , l’équation de la
droite est ' =aouÿ=ax. Supposons enfin que la droite,
OC
sans être parallèle à l’un des axes, ne passe pas par l’origine (fig. 37); une parallèle à cette droite menée par l’origine aura pour équation, d’après ce qui précède, y = ax; or, l’excès de l’ordonnée de la droite proposée sur l’ordonnée correspondante de la parallèle est une quantité constante b : donc la droite proposée a pour équation y=.ax+b.
SIGNIFICATION DES COEFFICIENTS
©1— L’équation de toute droite non parallèle à l’axe des y peut être mise sous la forme
y=ax-\-b.
La constante b est l’ordonnée du point H où la droite coupe l’axe des y ; on l’appelle ordonnée à l’origine.
La constante a ne dépend que de la direction de la droile, elle est la même pour toutes les droites parallèles, on l’appelle coefficient angulaire ou de direction. Menons par l’origine, et au-dessus de l’axe X'X, une parallèle OA à la droite proposée; appelons 0 l’angle des axes, a l’angle de OA avec OX, angle qui peut varier de 0 àx; on a, dans la disposition de la première figure,
y MP sin MOP sin a
û x OP sin OMP sin (0 — a)’
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et, dans celle de la seconde,
y MP sin MOP sin « sin a
° x — OP —sin OMP — sin (a — 9) sin(9 — a)’ on a donc, dans tous les cas.
bl
sm a
sin (0 — a)
Quand les axes sont rectangulaires, celte formule devient (4) long a =a.
La formule (4) détermine l’angle a, que fait avec l’axe OX la
droite proposée, quand les axes sont rectangulaires.
Quand les axes sont obliques, on déduit de la formule (3)
, asm 9
(5) (unga = —
Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes ; quand on veut obtenir l’angle a au moyen des tables, on a recours à une autre formule. L’équation (3) donne
sin i sin (9 — a) sin a + sin (9 — a) sin a — sin (9 — *)
si l’on transforme en produits la somme et la différence des sinus, il vient
d’où
'îsin-cosl a — -
2 cos-sin[*--')
(6) tang[*—-^
i=ï+ ïm"9î-
69— Lorsqu’on veut construire la droite représentée par une équation du premier degré à coefficients numériques, on cherche ordinairement les points A et B où elle coupe les axes, et on fait passer une droite par ces deux points.
Soit, par exemple, l’équation 2x — 3y=5; pour y =0, on ax=f ; pour a-=0, y—— * ; on portera, à partir de l’origine, sur l’axe des x, la longueur * dans le sens positif, sur l’axe desy la longueur | dans le sens négatif.
Quand l’équation ne renferme pas de terme constant, la
droile passe par l’origine. On en détermine un second point, en donnant à x une valeur particulière; soit, par exemple, l’équation 2 y+3x=r0; l’équation étant vérifiée pour x=0, y— 0, la droite passe par l’origine; si l’on faitx=2, on a yz= — 3 ; construisant le point qui a pour coordonnées x — 2, y=— 3, on obtiendra un second point que l’on joindra à l’origine.
63 — L’équation générale de la ligne droile
Ax -f- Bî/+ C — 0
renferme deux coefficients ou paramètres arbitraires; car on peut diviser l’équation par l’un des coefficients, et il restera les rapports des deux autres coefficients à celui par lequel on a. divisé. Quand on met l’équation sous la forme y=ax -f b, ces deux paramètres sont a et b. Pour fixer la position de la ligne droite dans le plan, il faudra donner les valeurs des deux paramètres, ou deux équations entre ces deux paramètres servant à déterminer leurs valeurs. Il faut donc deux conditions géométriques pour déterminer une ligne droite, en supposant que chaque condition s’exprime par une équation.
PROBLÈME I
64— Trouver l’équation générale des droites qui passent par un point donné.
Appelons x' et y' les coordonnées du point donné M. Une droite quelconque a pour équation
y—ax + b.
Pour que cette droite passe par le point M, il faut que les coordonnées de ce point vérifient l’équation de la droite; si donc on remplace les coordonnées variables x et y par les coordonnées x7 et y1 du point M, on aura l’équation de condition
y' = ax' + b.
Cette relation entre les deux paramètres a et b détermine l’un des paramètres en fonction de l’autre, par exemple le paramètre b en fonction de a ; en remplaçant, dans l’équation de la droite, b par sa valeur y7 — ax' tirée de l’équation de condi-
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lion, ce qui se fait en retranchant les deux équations l’une de l’autre membre à membre, on obtient l’équation (7) y—ÿ=a{x—x).
L’équation (7), dans laquelle le coefficient angulaire a est arbitraire, représente toutes les droites qui passent par le point M. Quand on fait varier le paramètre a, la droite tourne autour du point M.
Nous avons supposé que toute droite est représentée par une équation de la forme y=ax-\- b, quelle que soit sa position dans le plan. Cependant il y a une exception, c’est lorsque la droite est parallèle à l’axe des y; car, dans ce cas, le coefficient angulaire a est infini, ainsi que l’ordonnée à l’origine b. Cependant, si dans l’équation (7) on remplace a par le rapport—,
et qu’on mette ensuite celte équation sous la forme n{y — y') = m{x—x'),
en faisant n=0, on obtient l’équation x = x', qui représente la parallèle à l’axe des y, menée par le point M.
PROBLEME II
05 — Par un point donné mener une droite parallèle à une droite donnée.
Soit
y=ax + b
l’équation de de la droite donnée AB, x! et y1 les coordonnées du point donné M (fig. 39). La droite demandée devant passer par le point donné, son équation, comme nous l’avons dit, sera de la forme
Cette droite devant être parallèle à la droite AB, son coefficient angulaire a1 sera égal au coefficient angulaire a de la droite AB ; on aura donc a’ = a, et la parallèle demandée CD sera représentée par l’équation y— y' = a (x — a/),
PROBLÈME III
66 — Mener une droite par deux points donnés.
Soient M et M' (fig. 40) les deux points donnés , x’ et y' les coordonnées du point M, x" et y" celles du point M'. La droite MM', passant par le point M, est représentée par une équation de la forme
Fig. *o. il s’agit de déterminer le coefficient a, de
manière que cette droite passe aussi par le point M'. Il faut pour cela qtie les coordonnées du point M' vérifient l’équation de la droite, ce qui donne la relation
y" — y'— a (xf'—xf),
d’où l’on déduit
Tel est le coefficient angulaire de la droite MM'; c’est le rapport de la différence des ordonnées à la différence des abscisses. Si, dans l’équation (7), on remplace a par sa valeur, on obtient l’équation de la droite MM',
(8) y-y=Çz^(x-x>),
équation que l’on peut écrire sous la forme
Lorsque le point M est à l’origine, on a a/=0, ^=0, et l’équation (7) se réduit à
67—11 arrive souvent que la droite est définie par les points
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A el B où elle coupe les axes (tig. 41); appelons a et b les distances de l’origine à ces deux points. Si dans l'équation de la droite Aa?-}-By-f-C^^O
on fait successivement y=0 et x=0, on obtient les points où elle coupe les axes; on C C
a ainsi a= — - et 6=— -. En remplaçant A 1)
A et B par leurs valeurs déduites de ces relations, on met l’équation sous la forme simple
PROBLÈME IV
68 — Trouver le point d’intersection de deux droites données. Soient
Aar-fBy-K = 0,
A'x + B'y + C'rrO,
les équations des deux droites données AB et CD (fig. 42), M le point d’intersection de ces deux droites. Le point M appartenant à chacune des droites , ses coordonnées vérifient à la fois les deux équations; si donc on regarde ces deux équations comme simultanées, x et y désigneront les coordonnées du point commun M; en résolvant ces deux équations à deux inconnues, on obtient les coordonnées de ce point
V — AB— BA
Quand le dénominateur AB' — BA' est différent de zéro, les formules donnent pour a; et y des valeurs finies et déterminées et les deux droites se coupent effectivement en un poiutM.
Mais quand le dénominateur AB' — BA' est nul sans que les numérateurs le soient, on obtient pour x et y des valeurs intimes; ceci indique que les deux droites proposées sont parallèles; et, en effet, dans ce cas elles ont leurs coefficients angu-
laires égaux Si Ton a à la fois — =- =— , les deux
numérateurs sont nuis en même temps que lesdénominateurs
et les valeurs de x et de y se présentent sous la forme il y a
indétermination, et, en effet, les deux droites proposées coïn-
A1 B' CJ
cident; car, si l’on pose — =— =— = k, d’où A' = A k,
B'rrB/c, C' = C k, que l’on remplace dans la seconde équation, et que l’on divise par A, cette équation devient identique à la première.
problème v.
69— Trouver l’équation générale des droites qui passent par le point d’intersection de deux droites données.
Soient
(10) Aar + By + C=0,
les équations des deux droites données. On pourrait traiter la question en cherchant les coordonnées du point d’intersection des deux droites par la résolution des équations (10) et (1 1), et faisant passer une droite quelconque par ce point (n° 64). Mais on arrive au même résultat par une marche beaucoup plus rapide.
Si l’on ajoute les deux équations (10) et (14), après avoir multiplié l’une d’elles par une quantité arbitraire X, on obtient une équation du premier degré
(12) (Ax + By-f C) + X(A'a; + B'y-f C’)=0, qui représente une troisième droite passant par le point d’intersection des deux premières, et, en effet, les coordonnées de ce point, vérifiant à la fois les deux équations (10) et (11), an-
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nulent les deux parenthèses el, par conséquent, satisfont à l’équation (12). Cette équation (12), dans laquelle le coefficient X est arbitraire, représente toutes les droites qui passent par le point d’intersection des deux droites données; car on peut déterminer ce coefficient de manière que la droite passe par un point quelconque M du plan, ayant pour coordonnées x1 et y' ; il suffit pour cela que l’équation de condition (A x' + Ki/ + C) + X (A' x1 + B// + C')=0 soit vérifiée, ce qui donne
Ax' + By'-f-C
Quand on fait X=0, l’équation (12) devient Ax+By-fC=:0;
c’est la première droite. Si l’on remplace X par-^1, et qu’après
avoir multiplié par n, on fasse n=0, on a la seconde droite A'x + B'y + C'=0.
70— Si, dans l’équation (12), on remplace X par sa valeur (13), on obtient l’équation
Ax + By + C _A'x+B'y + C'
' ' Ax' + By' + C'- A'x'+BV+C'’ qui représente la droite passant par le point M el le point d’intersection des deux droites données.
Les numérateurs sont les premiers membres des équations de deux droites données, les dénominateurs les valeurs de ces polynômes, quand on remplace x et y par les coordonnées du point donné. On reconnaît immédiatement, à l’inspection de cette équation, que la droite qu’elle représente passe par le point donné et par le point d’intersection des deux droites données.
PROBLÈME VI
71— Reconnaître si trois points sont en ligne droite.
Soient M, M', M" les trois points donnés, x', y' les coordonnées du premier point, x", y" celles du second, x'" et y”'.
celles du troisième (fig.43). La droite MM' a pour coefficient an-
gulaire — r, — — (n° 66) ; de même la droite x — x
ttt ^
MM" a pour coefficient angulaire — - •
Fig 43. ligne droite, les deux droites MM', MM'' coïncident et ont même coefficient angulaire; les coordonnées des trois points doivent donc vérifier la condition
PROBLÈME VII
7 2— Reconnaître si trois droites passent par un même point. Soient
Ax -|- Bÿ-f- C 0,
A,'af+B//y + C»=0,
les équations de trois droites données. Pour voir si ces trois droites passent par un même point, on cherchera le point d’intersection des deux premières droites, et on substituera les coordonnées de ce point dans la troisième équation.
Mais d’ordinaire, quand trois droites passent par un même point, on le reconnaît immédiatement à l’inspection de leurs équations, l’une d’elles étant la combinaison des deux autres. Pour en montrer un exemple, considérons les trois médianes d’un triangle OAB (fig. 44); prenons le sommet O pour j- origine, les deux côtés OA et OB pour Fig. 4*. axes des coordonnées, et désignons par
a et b les deux longueurs OA et OB. La médiane AE, coupant
les axes à des dissances a et-^de l’origine, a pour équation
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de même, la médiane BF a pour équation
Le point D, milieu de AB, a pour coordonnées OF 0E=~.
la droite OD , qui va de l’origine à ce point, est représentée par l’équation
En résolvant les deux premières équations, on obtient les coordonnées x =— , y=~, du point d’intersection G des deux
premières médianes AE et BF. Ces coordonnées vérifiant la troisième équation , on en déduit que la troisième médiane passe aussi par le point G.
On voit immédiatement que les trois médianes passent par un même point; car, si l’on retranche les deux premières équations membre à membre, on obtient la troisième.
73 — Comme exemple de trois points en ligne droite, considérons un quadrilatère OACB (fig. 45); si l’on prolonge les
quatre côtés indéfiniment, on forme ce qu’on appelle un quadrilatère complet; les côtés se coupent deux à deux en six points ou sommets; en joignant les sommets opposés, on obtient trois dia- Fie-45 gonales AB, A'B', OC ; nous
allons démontrer que les trois points D, E, F, qui divisent ces diagonales en deux parties égales, sont en ligne droite.
Prenons les côtés OA et OB pour axes des coordonnées ; désignons par a et a' les deux longueurs OA et OA', par b et b1 les deux longueurs OB et OB'. Le point D, milieu de AB, a
pour coordonnées x'=^, Le point E, milieu de A'B',
a pour coordonnées Pour avoir les coordon-
nées du pointE, milieu de OC, cherchons celles du point C, intersection des deux droites AB', A'B, qui ont pour équations
En résolvant ces deux équations simultanées, on obtient les coordonnées du point C,
_aa' (b— b') _bb' (a— a')
x a b — a1 b' ’ ^ ab—aV '
Le point F étant le milieu de la droite OC, ses coordonnées a!", y"' sont la moitié de celles du point C; on a donc
ao! (b-V) bb' (q-a')
— 2 (ab-a'b)’ J ~l(ab—a'b')'
Ayant les coordonnées des points D, E, F, on reconnaît aisément que les trois points sont en ligne droite. Les droites DE et DF ont pour coefficients angulaires
bb1 [a— a')
y"—tf ab — a'b/ b' — b
ab—ab' °
ces deux coefficients angulaires étant égaux entre eux, on en conclut que les trois points D, E, F sont en ligne droite.
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PROBLÈME VIH.
74 — Trouver l'angle de deux droites.
Soient
y = ax + b, y = a'x-j-b',
les équations des deux droites données. Par l’origine etau-
dessus de l’axe X'X, menons des parallèles OA et OA7 aux droites données (üg. 46), et appelons a et a1 les angles ^ que font ces droites avec OX, V l’angle
de ces deux droites, et pour préciser,
supposons a! > a. On a évidemment 46- V=a' — a,
d’où
tanga' — tanga
J 1 + tanga tanga'
Quand les axes sont rectangulaires, ou a tanga— a , tanga'=a';
si l’on substitue dans la formule précédente, il vient
Quand les axes sont obliques, on a (n° 61) :
asin 0 a sin 0
tang tang a' =
et, par suite.
1+acosO
l-j-a'cosO’
, v (a'— a) sin 0
75 — On déduit facilement de là la condition pour que deux droites soient perpendiculaires entre elles. Quand l’angle V est droit, sa tangente devient infinie et l’on a la condition
(18) i-\-aa'—0,
si les axes sont rectangulaires, et la condition (19) l + aa -f(a+a/)cosO=0, si les axes sont obliques.
PROBLEME IX
?" O — D'un point donné abaisser une perpendiculaire sur une droite donnée, et trouver la longueur de cette perpendiculaire.
Soit
(2) y — ax + b
l’équation de la droite donnée AB, x' et y' les coordonnées du point donné M (flg. 47). Supposons d’abord les axes rectangulaires. Une droite quelconque passant par le point M a son équation de la forme (nu 64) y—ÿ = a {x—x).
Pour que cette droite soit perpendiculaire à la droite AB, il faut que la relation (n° 75)
l+aa'=0
soit vérifiée; d’où l’on déduit
En remplaçant a' par sa valeur, on obtient l’équation de la perpendiculaire MP
On trouvera les coordonnées a: et ÿ du pied P de la perpendiculaire, ou le poiutd’intersection des deux droites AB et MP, en résolvant les deux équations simultanées (2) et (20); mais nous préférons chercher les différences x — x' et y — y1 ; l’équation (2) peut être mise sous la forme
y-y'=a(x—x') — (ÿ—ax'—b); si dans cette équation on remplace y — yf par sa valeur donnée par l’équation (20), on trouve
„ ,_a{yl—ax'—b)
00 OC I I - ■ 1 a
et, par suite, en vertu de l’équation (20),
, y' — ax'—b
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En appliquant la formule de la distance de deux points (n°55), on obtiendra la longueur l de la perpendiculaire MP,
d’où
y'—ax' — b ± / 1 -fa*
On mettra devant le radical le signe du numérateur, afin d’avoir pour l une longueur positive. Il est aisé de voir que ce numérateur est positif ou négatif, suivant que le point M est situé au-dessus ou au-dessous de la droite AB. En effet, soit N le point où la droite AB est rencontrée par la parallèle à Taxe des y menée par le point M ; le point N étant sur la droite AB, l’ordonnée y, de ce point est égale à ax' -f- b, de sorte que la formule (21) devient
/= y'~Vi ± / 1 -f-a’
La différence y1 — y, est positive si le point M est au-dessus pe N, négative s’il est au-dessous.
On aurait pu obtenir immédiatement la longueur de la perpendiculaire sous cette dernière forme, en remarquant que le triangle rectangle MNP donne
MP= MN sin MNP=± (y— y,) cos <* = —
± v'i-fa** •
y y —Supposons maintenant les coordonnées obliques; les droites AB et MP seront perpendiculaires si leurs coefficients angulaires a et a' vérifient la relation
1 + aa' -f (a -f a') cos 0=0,
d’où l’on déduit
f a cos 6 a cos
La perpendiculaire MP a donc pour équation
, 14-acosO
a 4-cos ô
En résolvant les deux équations simultanées (2) et (22), on obtiendra les coordonnées a: et y du point P; si, comme précédemment, on cherche les différences x — x‘, y — y', on trouve
, (y' — axf—b) (a -f cos 9).
l-fa, + 2acos0 ’
/ ( y'—ax'—b ) (t+acos6)
^ ^ 1-f-a' + 2acos9 ’
substituant ces différences dans la formule de la distance de deux points
/= / [x— x')* + (y— y0’ + 2 (x—ûc') (ij— y’) cos9.
on a
—(y1 — o x’ — b) i/[a-\-cos ( I -f- a cos 0)1 — 2 cos 0j !1-f- a cos 0)coi 0
a'-f-aaeosO
En développant les calculs, on voit que la quantité placée sous le radical contient en facteur \ — cos * 0 ou sin 1 9, et s’écrit
(1 -j- a’ +2 a cos 9) «n* 0 ;
il en résulte
(23) i= (y'-a*,-Vsin<>
± V 4+0*4-200059 Le numérateur est positif ou négatif suivant que le point M est situé au-dessus ou au-dessous de la droite donnée. On mettra devant le radical le signe du numérateur, afin d’avoir pour l une quantité positive.
7 8— Dans ce qui précède, nous avons supposé l’équation de la droite donnée mise sous la forme y=ax-\-b. Si cette équation avait la forme générale
(f) Ajc + By-f-C=0;
le coefficient angulaire a de la droite donnée étant égal à — on aurait dans le cas des coordonnées rectangulaires
a'= — - = — , et la perpendiculaire abaissée du point M serait représentée par l’équation
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ou plus simplement
La formule (21), dans laquelle on remplace a et 6 par leurs
valeurs — 4» — ït> devient
Celte formule exprime la distance d’un point à une droite en coordonnées rectangulaires : le numérateur est le premier membre de l’équation de la droite, dans lequel on remplace x et y par les coordonnées du point; le dénominateur est la racine carrée de la somme des carrés des coefficients de x et de y.
Quand les axes sont obliques, on a
, B — AcosO
° A— Beos 0 »
la perpendiculaire a pour équation
^ A^B coTô “ B— A cos 0 ’
et la formule (23) devient
f57) I= (As'+By'+C) sine ± l/A‘ -f- B» — 2AlicosV
Il est aisé de reconnaître le signe du numérateur, suivant la position du point M par rapport à la droite AB. Soit N le point où la parallèle NQ à l’axe des y rencontre la droite AB; pour le point N, l’expression Ax-fBy + C est nulle; quand le coefficient Best positif, si l’on marche dans le sens des y positifs, le terme B y augmente, et la fonction prend des valeurs positives de plus en plus grandes ; si l’on marche dans le sens opposé, elle prend des valeurs négatives. C’est le contraire qui a lieu, lorsque B est négatif.
ait. 3
PROBLÈME X
79— Par le point d'intersection de deux droites données, mener une droite perpendiculaire à une droite donnée.
Soient
A3! + Bÿ + C = 0,
A"j?-fB"ÿ+C"=0,
lesjéquations des trois droites données; toute droite passant par le point d’intersection des deux premières droites est représentée par une équation de la forme
(Aæ + Bÿ+C) + X(A'a + B'y + C')=:0; pour qu’elle soit perpendiculaire à la troisième droite, il faut que l’on ait, en supposant les axes rectangulaires, A"(A+XA')_,
B"(B4-XB') d’où l’on déduit la valeur de la constante X,
AA" + BB
en remplaçant X par sa valeur, on obtient l’équation de la droite cherchée.
(28) (A’A"-|-B'B") (A*+ Bÿ+C)=(A"A+B'H) (A'x+B'y+C').
80— Les trois droites données forment un triangle dont les sommets sont les points d’intersection de ces droites deux à deux; l’équation (28) représente la perpendiculaire abaissée de l’un des sommets sur le côté opposé. En permutant les accents, on aura les équations des perpendiculaires abaissées de chacun des deux autres sommets sur le côté opposé :
(A''A + B"B) (k’x + BV + G) = (AA'-f BB') (A"* + B"y-fC"), (AA' + BB') ( \"x + B "y + C") =(A'A"+B'B") (A* + B y + C).
En comparant ces trois équations, on voit qu’en ajoutant les deux premières membre à membre, on obtient la troisième. On en conclut que les trois hauteurs d’un triangle passent par un même point.
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PROBLÈME XI
81 — Trouver le lieu des points également distants de deux points donnés.
Supposons les axes rectangulaires et soient x' et t/, x" et y" les deux points donnés. Si noos désignons par x et y les coordonnées d’un point quelconque du lieu, ce lieu aura pour équation
(x—x') * + (y -y') *=(x—x’') ' + {y— y") ’ , ou plus simplement
(29, (*W) («-^) +r-rt (ï-ü^) = o.
C’est une droite perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint les deux points donnés.
PROBLÈME XI
82 — Trouver le lieu des points également distants de deux droites données.
Nous supposons encore les axes rectangulaires; soient A# -f- Bÿ+ C=0,
les équations des deux droites données. Si l’on désigne par x et y les coordonnées d’un point quelconque du lieu, ce lieu aura pour équation
(m As + Bÿ + C _ A'x+B'y + C' l / A’+B* ±|/A/* + B/* ’
A cause du double signe, cette équation représente deux droites. Ce sont les bissectrices des angles formés par les deux droites données.
ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE EN COORDONNÉES POLAIRES
83— Soit O le pôle et OX l’axe polaire. On peut déterminer
la position d’une droite AB par la longueur a de la perpendig culaire OD abaissée de l’origine sur cette
'' droite (tig. 48), et par l’angle a que fait
/ >\? cette perpendiculaire avec l’axe polaire.
/ a \ Si l’on appelle p et w les coordonnées
g — X~x- d’un P°*nt quelconque M de la droite,
' le triangle rectangle ODM donne
COS (w — a)*
Cette équalicu est de la forme
Aeosio + Bsüuo
Réciproquement toute équation de cette forme représente une droite; car si l’on revient aux coordonnées rectilignes, en prenant l’axe polaire pour axe des x , et une perpendiculaire menée par le pôle pour axe des y, cette équation prend la forme A;r-f Bi/=C.
CHAPITRE II
Do Cercle.
84— Cherchons d’abord l’équation de la circonférence en coordonnées rectangulaires. Désignons par a et p les coordonnées du centre C (flg. 49) et par r le rayon; la circonférence, étant le lieu dos points dont la distance au centre est égale au rayon, a pour équation
(D (jc—o.) »4_
fîb- 4#- cette équation développée se met sous
la forme
(2) #* + y'-j- ax + by + c=0.
Ainsi, l’équation du cercle en coordonnées rectangulaires est une équation du second degré, qui ne renferme pas le rectangle
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xy des variables, et dans laquelle les termes en x* et en y* ont même coefficient.
85— Réciproquement, tonie équation de cette forme en coordonnées rectangulaires représente une circonférence de cercle, quand elle représente un lieu. En effet, l’équation (2) peut s’écrire.
f . . by a' + b'
\x +l) + O'+aJ - ï c>
Marquons le point C, qui a pour coordonnées
supposons le second membre positif; le premier membre représentant le carré de la distance d’un point quelconque au point C, l’équation sera vérifiée parles coordonnées de tous les points du plan dont la distance au point C est constante et égale à
c; elle représente donc une circonférence de
cercle. Lorsque le second membre est nul, le premier membre, qui est la somme de deux carrés, ne pouvant s’annuler que si
chacun des carrés est nul, ce qui exige que l’on ait ar= — y=—^, l’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées du
point G ; le lieu est un point. Enfin , lorsque le second membre est négatif, il est évident que l’équation ne représente aucun lieu; elle ne peut être vérifiée par aucun système de valeurs réelles de a; et de y, c’est-à-dire par aucun point du plan; car la somme de deux carrés ne peut être égale à une quantité négative.
86— Supposons maintenant les axes des coordonnées obliques et faisant entre eux l’angle 6; en exprimant que la distance d’un point quelconque du lieu au centre est égale au rayon, on aura l’équation de la circonférence
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(3) (æ— «)* + (y— W + 2 (* — “)(y— P)cos0=r\
Cette équation est de la forme
(4) x'-\-y't + 'ïxycos 0 + ax + 6y + c=0.
Ainsi l’équation du cercle en coordonnées obliques est une équation du second degré, dans laquelle les termes en x1 et en y* ont pour coefficients l’unité, et le terme en xy deux fois le cosinus de l’angle des axes.
8T — Réciproquement, toute équation de cette forme représente une circonférence du cercle, quand elle représente un lieu. En effet, on peut déterminer les trois constantes a, p, r\ de manière à identifier les équations (3) et (4). L’équation (3), développée, s’écrit
* 1 + y* + 2 XU cos 0 — - (“ + P cos û) x — 2|p -faeosO ) y + (a>-)-pI-)-2ap cos 0 — r*)=0.
On identifiera cette équation à l’équation (4) en posant
«+p«wO=—
P+aCOSÔ=— -,
a, + P*+2“pcos 0 — r*=c.
Les deux premières relations donnent pour a et p des valeurs finies, puisque le dénominateur i — cos'Q ou sin *0est différent de zéro. La troisième donne
r’=a!4- P’ + 2 a p cos 0 — c.
Marquons le point C, qui a pour coordonnées a. et p. Le premier membre de l'équation (3) représente le carré de la distance d’un point quelconque M au point C. Si l’on trouve pour r* une quantité positive, l’équation sera vérifiée par les coordonnées de tous les points du plan distants du point C de la longueur r; elle représente donc une circonférence de cercle. Si l’on trouve pour r‘une quantité nulle, la distance MC devant être nulle, l’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées du point C; elle représente un seul point. Enfin, si l’on trouve par r* une quantité négative, l’équation n’est vérifiée paraucun système de valeurs réelles de x et y, ou par les coordonnées
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d’aucun point du plan ; car le carré de la distance d’un point au point C ne peut être égal «à une quantité négative.
Au lieu de déterminer le centre C du cercle par ses coordonnées a et fi, il est plus commode de le déterminer par les projections orthogonales de la droite OC sur les deux axes. Appelons a' et p' ces deux projections OD et OE (flg. 50), prises avec le signe convenable, et exprimons que la projection de la droite OC sur l’un ou l’autre axe est égale à celle de la ligne brisée OPC ou OQC; nous aurons
oc' = a-j- p COS 0 , p' = p-|-a COSÔ;
il en résulte
Après avoir porté sur les axes à partir de l’origine les longueurs a' et p', on élèvera par les points D et E des perpendiculaires aux axes; l’intersection des deux perpendiculaires déterminera le centre C.
PROBLÈME i.
88 — Trouver l’équation de la tangente à une courbe quel-
Nous avons défini (n°27)de cette manière la tangente à une courbe quelconque (flg. 51) : si l’on fait tourner autour du point M une sécante MM' de manière à ce que le point M'se rapproche indéfiniment p p' 1 du point M, la sécante tend vers Fie- 5I- une position limite MT; cette droite
MT est dite tangente à la courbe au point M.
Soient x et y les coordonnées du point de contact M, x+h et y+A celles du point voisin M'; la sécante MM' a pour coeffik
cient angulaire—, le rapport de la différence des ordonnées à
la différence des abscisses. Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, les deux accroissements A et A tendent simultanément vers zéro, et le coefficient angulaire de la tan-
genteest égal à la limite du rapport c’est-à-dire à la dérivée
de l’ordonnée considérée comme une fonction de l’abscisse.
Si l'équation de la courbe est résolue par rapport à y et mise sous la forme y=f (x); la tangente aura pour coefficient angulaire yt=f (x). Lorsque l’équation de la courbe [(x, y)—0 n’est pas résolue, on obtient la dérivée y' de la fonction implicite y à l’aide de l’équation
f-+ÿr,=0,
dans laquelle f et fv désignent les dérivées partielles de la fonction f{x,y) par rapport à x ou par rapport à y. On en déduit
PROBLÈME II
89— Trouver Viqualion de la tangente au cercle.
Appliquons la formule precedente au cercle, et, pour simplilier, supposons les axes rectangulaires et l’origine des coordonnées placés au centre du cercle; le cercle a pour équation
Si l’on résout par rapport à y, l’équation devient y=±\/ri — X1;
en prenant la dérivée de cette fonction, on a
± i/rj— x* — y
En conservant l’équation non résolue et appliquant la formule (5), on obtient la même valeur
Le rayon qui va du centre au point de contact ayant pour
coefficient angulaire -, on voit que la tangente est perpendicu-
laire au rayon.
Dans ce qui suit, nous désignerons par x et y les coordon-
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nées du point de contact M, et par X et Y les coordonnées variables d’un point quelconque delà tangente. La tangente,
ayant pour coefficient angulaire — — et passant par le point M, est représentée par l’équalion
que l’on peut mettre sous la forme
xX+yY=a:,+y*.
Puisque le point M est sur le cercle, ses.coordonnées vérifient l’équation du cercle, et l’on a
x1 + y' = rx.
L’équation de la tangente devient ainsi (7) '^-/ÿY=r‘.
PROBLÈME III
90 — Mener une tangente au cercle par un point extérieur P. Supposons toujours le cercle rapporté à deux axes rectangulaires menés par le centre, et représenté par l’équation
Désignons par xt et y, les coordonnées . du point donné P (fig. 52). Soit PM une tangente menée par le point P; la question revient à déterminer le point de contact M, dont nous appellerons x et y les coordonnées inconnues. Le point M étant sur le cercle, ses coordonnées vérifient l'équation (6). La tangente au point M a pour équation
xX + yY=r*.
Cette tangente passant par le point P, son équation doit être vérifiée par les coordonnées de ce point, ce qui donne la seconde équation
(8) xx.-fyy ,=*•*.
En résolvant ces deux équations simultanées, on obtiendrait les valeurs des inconnues x et y.
Fig . 52.
La résolution des deux équations (6) et (8) revient à chercher les points d’intersection de deux lignes. La première équation représente le cercle proposé; la seconde une ligne droite. Chercher les valeurs de a; et de y qui vérifient à la fois ces deux équations, c’est chercher les points d’intersection de la droite et du cercle. Cette droite MM' coupe le cercle en deux points M et M'; c’est la droite des contacts. L’équation (8) de la droite des contacts a même forme que l’équation (7) de la tangente; seulement, les coordonnées du point de contact sont remplacées par celles du point P.
91— On sait que, lorsqu’on a deux équations simultanées
à deux inconnues x et y, si l’on remplace l une d’elles par l’équation mA-|-nB=0, que l’on obtient en ajoutant membre à membre les deux équations proposées, après les avoir multipliées par des nombres arbitraires m et n, on forme un nouveau système d’équations
mA-f-nB=0,
équivalent au système proposé. Cela signifie géométriquement que les points d’intersection des deux lignes représentées par les deux équations proposées sont les mêmes que les points d’intersection de l’une d’elles par la troisième ligne.
Nous avons dit que les points de coutact M et M' sont donnés par l’intersection du cercle proposé et de la droite des contacts. En retranchant les deux équations (6) et (8) membre à membre, on obtient la nouvelle équation
ou
x' + yi—xlx—y,y= 0,
qui peut remplacer l’équation (8) ; celte nouvelle équation représente le cercle décrit sur la droite OP comme diamètre;
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les points où ce cercle coupe le cercle proposé sont les points de contact. On retrouve ainsi la construction de la géométrie élémentaire.
PROBLÈME IV
02 — Mener une tangente parallèle à une droite donnée. Au cercle
on veut mener une tangente parallèle a la droite
Fig. 53.
y=mx ,
que l’on peut supposer passant par l’origine (fig. 53). Si l'on désigne par x el y les cçordonnées du point de contact M, on sait que le coefficient angulaire de la
OC
\T tangente est égal à — - ; pour que la tangente MT soit parallèle à la droite donnée, il faut que son coefficient angulaire soit égal à m; on aura donc la condition
D’ailleurs les coordonnées du point M vérifient l’équation du cercle. Ces coordonnées seront donc déterminées par les deux équations simultanées (6) et (9), et par conséquent les points de contact M et M' seront donnés par l’intersection du cercle et de la droite que représente l’équation (9); cette droite MM' est un diamètre perpendiculaire à la droite donnée OA.
93— On peut traiter la question d’une autre manière, et ceci nous fournira l’occasion de présenter l’équation de la tangente au cercle sous une nouvelle forme.
Proposons-nous d’abord de cberclier les points d’intersection d’un cercle
xt-\-y,=r*
et d’une droite quelconque
y=mx + k.
En éliminant y, on obtient l’équation du second degré
x'-f- (mi + ij!=r!,
ou
Quand cette équation a ses racines réelles, la droite coupe le cercle en deux points dont les abscisses sont les racines de cette équation. Si les racines deviennent égales entre elles, les deux points d’intersection se confondent, et la sécante devient tangente au cercle. Enfin, quand les racines sont imaginaires, la droite ne rencontre pas le cercle.
Ainsi, la condition pour que la droite soit tangente au cercle
6St *
m'k'— (m* + 1)(&* — r*)=0, ou
L’équation de la droite, dans laquelle on remplace k par sa valeur, devient
(tO) y~mx±r l/r»’ + I ;
Cette équation, qui renferme un paramètre arbitraire m, représente toutes les tangentes au cercle.
Si l’on donne la direction de la tangente, le coefficient angulaire m étant connu, on a immédiatement les équations des deux tangentes parallèles à la direction donnée.
problème v.
94 — Trouver le lieu des points dont les distances à deux points fixes soient entre elles dans un rapport donné.
Soient A et B les deux points donnés (fig. 54); prenons pour axes des x la droite AB et pour axe des
y la perpendiculaire élevée sur
h x le milieu de AB. Si l’on appelle 2 a
la distance AB, ™ le rapport donné,
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et si l’on désigne par x et y les coordonnées d’un point quelconque du lieu, ce lieu aura pour équation
y* + (x + a)t_mt
y'+{x-a)' n* ’ ou
TTV ^ I ®
(H) x*+y' — 2 ax i-fa’czO.
C'est un cercle dont le centre est situé sur l'axe des x ; les deux extrémités du diamètre DE sont les points qui divisent la droite AB dans le rapport de ni à w.
PROBLÈME vi.
95 — Trouver les points d’ intersection de deux cercles. Soient
x* + y* -f ax -f by + c=0 , x1 + y' + ax + iy y -fc' =0
les équations des deux cercles en coordonnées rectangulaires. Les points d’intersection seront donnés par ces deux équations simultanées. On peut remplacer le second cercle par la droite (12) (a— a')x + (6 — b')y + (c— &)=0,
que l’on obtient en retranchant ces équations membre à membre, et la question est ramenée à chercher les (joints d’intersection du premier cercle par cette droite. Si la droite coupe le cercle, les deux cercles auront deux points d'intersection, et l'équation (12) représentera la sécante commune. Si la droite devient tangente au cercle, les deux points d’intersection se confondent, et les deux cercles sont tangents; l’équation (12) représente dans ce cas la tangente commune. Enfin, lorsque la droite ne rencontre pas le cercle, les deux cercles n’ont pas de point commun.
90— Cependant l’équation (12) a, dans tous les cas, une signification géométrique qu’il est bon de remarquer.
Les équations des deux cercles peuvent être mises sous la forme :
D’nn point extérieur quelconque P menons aux cercles des tangentes PM, PM'; on a
PM =PC — Cm’ = (x — *)* + (*/ — P)’ — r«,
P»T ’^PC7’— rsï'=(x~ «0 * + (y — p') r'1; les premiers membres des équations des cercles, dans lesquelles x et y sont quelconques, représentent les carrés des longueurs des tangentes PM et PM', menées d’un point P du plan. Or, en égalant à zéro la différence, on écrit que ces deux carrés sont égaux entre eux, et par conséquent que les deux tangentes PM et PM' sont égales. Ainsi, l’équation (12) obtenue de cette manière représente le lieu des points d’où les tangentes menées aux deux cercles sont égales entre elles. Celte droite est ce qu’on appelle l’axe radical des deux cercles.
97 — Étant donnés trois cercles
xt+y'-\-ax + by + c=0, x* -\-y* -\-a'x-\-by-\-c'—0, x*+ y* + a" x + b>' y + d'= O,
les axes radicaux des cercles combinés deux à deux ont pour équation
(ar — a)x-|- (b" — b)y + &' — c) = 0.
La troisième équation étant une combinaison des deux autres, il en résulte que les trois axes radicaux passent par un même point.
CHAPITRE III
Lieux géométriques.
98— Soient
(2) FI(x,y,a)=0,
deux équations renfermant une constanle ou paramètre arbi-
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traire a. Si l’on attribue à ce paramètre une valeur particu- • , . Hère, on obtient deux lignes A et B qui
»• / I [/* se coupent en un point M. dont les coor-
données x et y vérifient les deux équa-
* lions simultanées (13 et (23* Si 1 on at— i tribue au paramètre a une autre valeur
\B, a', les deux lignes occuperont les posi-
tions A', B' et le point d’intersection
'e ' viendra en M'; une troisième valeur a!'
attribuée au paramètre donnera les deux lignes A", B" et le point d’intersection M", et ainsi de suite. Concevons que l’on fasse varier le paramètre a d’une manière continue, les deux lignes A et B se déplaceront dans le plan d’une manière continue et le point d’intersection M décrira une ligue PQ. Cette ligne PQ est ce qu’on appelle le lieu du point d’intersection des lignes variables A et B.
On obtiendra l’équation de la ligne PQ, lieu du point M, en éliminant le paramètre a entre les deux équations (1) et (2). En effet, éliminer a entre les deux équations (1) et (2), c’est trouver une équation
ne renfermant plus la lettre a , et telle que , si l’on remplace l’une des deux équations proposées, par exemple l’équation (2), par l’équation (3), le système des deux équations (t) et (3) soit équivalent au système des deux équations (1) et (2). On dit que deux systèmes d’équations sont équivalents, lorsqu’ils sont vérifiés par les mêmes valeurs attribuées aux lettres. Quand on attribue à a une valeur particulière, les coordonnées x et y du point M, jointes à cette valeur de a, forment un système de valeurs des trois quantités x, y, a vérifiant à la fois les deux équations (i) et (2); puisque le système des équations (1) et (3) est équivalent au précédent, ces valeurs vérifient aussi l’équation (3); cette dernière équation, ne renfermant pas a, est vérifiée par les coordonnées de l’un quelconque des points du lieu. Ainsi l’équation (3) représente une ligne fixe sur laquelle se meut le point M, quand on fait varier le paramètre o.
Réciproquement, (oui point M, dont les coordonnées x et y vérifient l’équation (3), appartient au lieu. Car, si l’on détermine la valeur de a qui vérifie l’équation (t), dans laquelle on attribue à a: et y les valeurs précédentes, on obtient uu système de valeurs des trois quantités x, y, a vérifiant le système des équations (t) et (3). Le système des équations (1) et (2) étant équivalent à celui-là, l’équation (2) sera vérifiée par les mêmes valeurs; on obtiendra ainsi deux lignes A et B passant par le point M.
11 peut arriver cependant qu’à un système de valeurs réelles de a: et de y vérifiant l’équation (3) corresponde une valeur de a, pour laquelle les équations (1) et (2) ne représentent pas de lignes, c’est ce qui aurait lieu, par exemple, si la valeur a était imaginaire. Mais, dans tous les cas, les valeurs de a; et y satisferont aux deux équations (1) et (2).
99— Considérons maintenant deux équations
renfermant deux paramètres variables a et b , liés entre eux par l’équation
Si l’on attribue au paramètre a une valeur particulière, l’équation (b) détermine une valeur correspondante de b, et les deux équalions (4) et (3) représentent deux lignes A et B se coupant au point M. Le paramètre a variant d’une manière continue, le paramètre b variera aussi d’une manière conlinue, ainsi que les deux lignes A et B, et le point d’intersection M décrira une ligne PQ.
On obtiendra l’équation de cette ligne en éliminant les deux paramètres a et 6 entre les trois équations (4), (3), (6). En effet, éliminer a et 6 entre ces trois équations, c’est trouver une équation
ne renfermant plus a et b , et qui, jointe aux deux équalions (4) et (5), forme uu système équivalent au système des trois
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équations proposées. Quand on attribue à a et b des valeurs vérifiant l’équation (6), les coordonnées x et y du point M, jointes à ces valeurs de a et de b, forment un système de valeurs des quatre quantités x, y , a, b vérifiant à la fois les trois équations (4), (5), (6). Puisque le système des trois équations (4), (5), (7) est équivalent au système précédent, ces valeurs vérifient aussi l’équation (7); cette dernière équation, étant indépendante de a et de b, est vérifiée par les coordonnées x et y de tous les points du lieu. Réciproquement, tout point M dont les coordonnées x et y vérifient l’équation (7), appartient au lieu ; car, si l’on détermine les valeurs de a et de b qui vérifien l les deux équations (4) et (5), dans lesquelles on attribue à x et à y les valeurs précédentes, on obtient un système de valeurs des quatre quantités x, y, a, b vérifiant le système des trois équations (4), (5), (7). Le système des trois équations (4), (5), (6) étant équivalent à celui-la, l’équation (6) sera aussi vérifiée, et l’on aura deux lignes A et B passant par le point M.
— 11 est facile de généraliser ce qui précède. Supposons que les deux équations
renferment n paramètres variables a, b, c, , h, liés entre
eux par n — I équations de condition
Si l’on attribue au paramètre a une valeur particulière, les valeurs correspondantes des n— 1 autres paramètres sont déterminées par les n— t équations (iO), et les deux équations (8) et(9j représentent deux lignes A et B se coupant en un pointM. Quand on fait varier le paramètre a, les autres varient simultanément, et le point M décrit un lieu. On obtient l’équation de br. 6
ce lieu en éliminant les n paramètres entre les n-f-1 équations (8), (9), (10).
ÎOI — Nous avons supposé que les deux paramètres variables a et b contenus dans les équations (i) et(5) sont liés par une équation de condition (6). Si ces deux paramètres étaient liés par deux équations de condition , leurs valeurs seraient déterminées par ces deux équations, les deux courbes A et B seraient fixes, ainsi que le point M, et il n’y aurait pas de lieu. Si, au contraire, les deux paramètres n 'étaient liés par aucune relation, on pourrait leur attribuer des valeurs telles que les deux courbes A et B se coupassent en un point dopné à volonté dans le plan, elle point M décrirait tout le plan.
En général, quand les équations des deux lignes A et B renferment n paramètres variables, il faut, pour que le point d’intersection décrive un lieu, c’est-à-dire une ligne, que ces n paramètres soient liés par n — 1 équations de condition. Ces n — 1 équations de condition, avec les équations des deux lignes A et B, forment de la sorte un système de »+ i équations, renfermant n-(-2 quantités variables a, by c h , x, y, dont une
seule est arbitraire. Si le nombre des équations de condition n’était que n— 2, ces équations, avec les deux équations des lignes A et B, formeraient un système de n équations entre n-f-2 quantités variables; deux quelconques de ces quantités, par exemple x et y, pourraient être prises à volonté.
Il peut arriver que les deux lignes variables A et B se coupent en plusieurs points; le calcul précédent donne le lieu décrit par l’ensemble de ces points.
problème i.
Fig. 56.
402 — Étant donnés un angle XOY et un point fixe P dans le plan (fig. 56), par le point P on mène une sécante fixe PBA et une sécante mobile Pl)E, on mène les droites AD, BC; trouver le lieu de leur point de rencontre M.
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Prenons les droites OX et OY pour axes des coordonnées, et désignons par x, et y, les coordonnées du point P. La sécante fixe PBA aura une équation de la forme y—y, = a (x—x,),
dans laquelle le paramètre a a une valeur constante. De même la sécante mobile PDC sera représentée par l’équation y— y, = m (x — X,),
dans laquelle m désigne un paramètre variable. Si, dans chacune de ces équations, on fait successivement y= 0, x=0, on obtient les coordonnées des points où ces droites rencontrent les axes des coordonnées,
y—axt,
y=y , — mor,.
En appliquant la formule du n<* 67, on a les équations des droites AD, CB,
y,— mx, y—ax.
Les valeurs de x et y, qui vérilient les deux équations simultanées (1) et (2), sont les coordonnées du point d’intersection M des deux droites AD et BC;ces coordonnées varient avec le paramètre arbitraire »n. Si l’on retranche les deux équations membre à membre, on obtient l'équation
x (— * î— UJ— i i_ w
Vÿ,— nu, y,— axj \y, — mx, y,—axj ou plus simplement
(ytx+ xly) = 0
(yt— fflij (y,— axt) qui, jointe à l’équatiou (i), forme un système équivalent au
système des deux équations (1) et (2). Tant que le paramètre ni a une valeur différente de a, le premier facteur étant différent de zéro, les coordonnées x et y du point M doivent annuler le second facteur. Ainsi, les coordonnées de tous les points du lieu vérifient l’équation
y, x+xty = 0, ou
Ce lieu est une droite OL passant par l’origine.
Quand m=a, le système des deux équations (1) et (2) se réduit à l’équation (t); les deux droites coïncident et leur point d’intersection est un point quelconque de la sécante fixe PA.
Si l’on avait fait l’élimination d’une autre manière, si l’on avait, par exemple, tiré la valeur de m de l’équation (1) pour la porter dans l’équation (2), on aurait obtenu une équation du second degré, dont le premier membre serait décomposable en deux facteurs du premier degré et qui, par conséquent, représenterait deux droites, le lieu OL et la droite PA. Cette équation serait '
(ytx + xty) [y—yl — a(x-xl))=Q.
On voit que l’équation (4) ne contient pas le paramètre constant a ; il en résulte que le lieu est indépendant de la position particulière attribuée à la sécante fixe PA. On en conclut le théorème suivant : Étant donnés un angle XOY et un point fixe P dans son plan, si, par le point P, on mène deux sécantes quelconques PA, PC, le point de rencontre M des deux droites AO et BC est toujours situé sur une même droite OL.
Nous remarquons encore que l’équation (4) ne dépend que
du rapport —, c’est-à-dire du coefficient angulaire de la droite
OP. Ainsi le lieu OL restera le même, si l’on déplace le point P sur la droite OP passant à l’origine.
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PROBLÈME n.
103— Les côtés d'un triangle variable ABC tournent autour de trois points fûtes P, P’, P", placés en ligne droite, tandis que
deux des sommets A et B glissent sur deux droites fixes ID et IE; trouver le lieu décrit par le troisième sommet C (fi g. 57).
Prenons pour axe des x la droite des pivots P P' P7, et pour axe des y une droite quelconque menée par le point P.
Soient p' et p" les abscisses des
points F et F7,
(1) ÿ + aa- + a=:0,
(2) y+ bx + p=0
les équations des droites fixes IA, IB. Pour construire une position particulière de la figure variable, on peut mener par le point P une droite arbitraire PAB, puis joindre les points A et B respectivement aux points P' et P". Nous prendrons pour variable arbitraire le coefficient d’inclinaison m de la droite PAB ; l’équation de cette droite sera alors
(3) y — ma r=0.
La droite AP', passant par le point de rencontre des droites (1) et (3), est représentée par une équation de la forme ( y—mx ) + X(y+aa;-f «) = 0;
on détermine X en exprimant que cette droite passe par le point F, c’est-à-dire que son équation est vérifiée par x=p',
y= 0; il en résulte X=— ■ ; par suite l’équation de la droite AF est
(4) ÿ— mx+Jj— [y+ aj + «)=0.
L’équation de BP" se déduit de la précédente par le changement de p' en p11, de a en b et de a en p, ce qui donne
(*) y—mx + -fjpi qpp (y + *>* + P) = °.
Les valeurs de x et de y qui vérifient simultanément les équations (4) et (5) sont les coordonnées du point C, coordonnées qui dépendent de la variable arbitraire m. Si l'on retranche membre à membre les deux équations (4) et (a), on obtient l'équation
p'{y + ax+*) p" (y + bx +$-]_„
L a/>r+« bj/'+p J“u
qui, jointe à l'équation (i], forme un système équivalent au système des deux équations (4) et (5). Tant que m est différent de zéro, les coordonnées x et y du point M doivent annuler le second facteur. Ainsi les coordonnées de tous les points du lieu vérifient l’équation
p'(y + a* + a) __ iHy+to + P)
ap' + a bp" + p
Ce lieu est une droite; l’équation (7) étant vérifiée par les valeurs de a; et y qui satisfont à la fois aux équations (1) et (2), on en conclut que cette droite passe par le point de concours 1 des deux droites données IA et IB.
Quand m—0, les deux équations (4) et (5) se confondent, les deux droites AP' et BP" coïncident et leur point d’intersection est un point quelconque de la droite PP'. Faisant l’élimination d’une autre manière , on aurait obtenu l’équation du second degré
[p'(y+ax + *) P"(y + bx+ft~\_n 7 L ap' + « bp" + p ’
représentant à la fois le lieu IC et la droite PP'.
104 — Corollaire I. On déduit de ce qui précède la solution de ce problème : Inscrire dans un triangle IDE un second triangle dont les côtés passent respectivement par trois points donnés P, P', P'' en ligne droite. Si l’on conçoit un triangle variable dont les côtés soient assujettis à passer parles points P, P', P", tandis que deux des sommets A et B glissent sur les droites ID, 1E, le lieu du troisième sommet C est une droite IC. Le point de rencontre C, des droites IC et DE est donc l’un des sommets du triangle cherché; les droites C,P', G,P" donnent
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les deux autres sommets A, et B,. Il est à remarquer que celle solution n’exige aucun autre instrument que la règle.
405 — Corollaire 11. On peut aisément généraliser le problème précédent. Considérons un quadrilatère dont les quatre
côtés pivotent autour de quatre points fixes P,F,F,F situés en ligne droite, tandis que trois sommets A, B, C glissent sur trois droites fixes R, S, T ; et proposons de chercher le lieu décrit par le quatrième sommet (fig. 58).
Les trois côtés du r,B- 8!- triangle BCE pivotent
autour des trois points fixes P, P", P"', tandis que deux sommets B et C glissent sur les droites fixes S et T; le sommet E décrit donc une droite EF. D’après cela les trois côtés du triangle AED pivotent autour des trois points fixes P, P', P'', tandis que deux sommets A et E glissent sur les deux droites R et EF ; le sommet D décrit donc une ligne droite.
Du quadrilatère on passera de la même manière au pentagône. Ainsi, quand les n côtés d’un polygone pivotent autour des n points fixes situés en ligne droite, tandis que n — t sommets glissent sur n — 1 droites fixes, le n‘ sommet décrit une ligne droite.
On en déduit le moyen d’inscrire dans un polygone de n côtés un autre polygone de n côtés passant respectivement par n points fixes en ligne droite.
PROBLÈME III
406 — Etant donnèun triangle ABA' , par un point fixe 0 pris sur un côté AA', on mène une sécante mobile OCC', on fait passer un premier cercle par les trois points OAC et un second cercle
/fi
par les trois points OA'C' ; trouver le lieu du point d’intersection M de ces deux cercles (fig. 59).
Prenous la droite OA' pour axe des x et une perpendiculaire OY menée par le point O pour axe des y.
En appelant a. et a! les abscisses des x points A et A', les deux droites fixes AB, A'B seront représentées par les équations
Fig. 59. (i) y~a(x — a),
et la sécante mobile OC par l'équation
(3) y=mx,
dans laquelle m désigne un paramètre variable. On obtient les coordonnées du point C en résolvant les deux équations simultanées (I) et (3), ce qui donne
aa n» a a
Tout cercle passant par les deux points O et A a une équation de la forme
«*+y8— *x— Py=o,
dans laquelle le paramètre p est arbitraire. On détermine ce paramètre en exprimant que le cercle passe par le point C, ce qui donne
a(am-H).
le cercle qui passe par les trois points 0,A,C a donc pour équation
a (arn + 1)
(4) — ax-
Si, dans cette équation, on remplace a et a par a' et a1, on obtiendra évidemment l’équation du cercle qui passe par les trois points O, A', C',
Pour avoir l’équation du lieu du point d’intersection M des
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deux cercles, il faut éliminer le paramètre variable m entre les deux équations (4) et (5). En égalant les valeurs de m tirées des équations (4) et (o), on obtient l’équation
— <w) — a y a'(xt-\-yi — a'x) — a 'y
(x*-\-y* -o.r)+aay (x*+y'— a'x)-\-a'at‘y ’
qui, mise sous forme entière, s’écrit
(a — a') [(.T'-j-ÿ* — a.r) (x* -{-//’ — a'.rj-l-aa'//»]
-f- (t -\-aa')y [a'fjr’+t/1 — a.r) — a (,r*-f //'— a’.r) 1=0, ou
(a— a') [(«*+»’)*— («+«/)af(a!*4-y,)+a*/(*,+y*)]
+ (t + aa/) (a'— a)y(x,+y,)=0; en mettant x’ + .y’en facteur commun, et divisant par a — a' , on a l’équation
(6) (x’+ÿ1) lx*+y* — (a-fa;).r— ■ * y -f- 8^1 = 0.
Cette équation se décompose en deux ; l’une,
donne le point 0 oii se coupent toujours les deux cercles mobiles; l’autre
(7) (Æ’ + ÿ*) — (a + a')3--^ a-ÿ+ag/= 0
est l’équation du lieu du point M. Ce lieu est un cercle.
On reconnaît à priori que les trois points B, A, A' appartiennent au lieu. Car, si la sécante mobile passe par le point B, les deux cercles se coupent en B; ce point fait partie du lieu. Supposons que la sécante devienne parallèle à la droite A'B, le point C' s’éloignant à l’infini, le second cercle coïncide avec la droite OA', qui coupe en A le premier cercle ; on obtient de même le point A', quand la sécante devient parallèle à AB. Il est d’ailleurs facile de vérifier sur l’équation (7) que le lieu passe par les trois points B, A, A'. Ainsi le lieu demandé est le cercle circonscrit au triangle ABA'.
PROBLÈME IV
107 — Étant donnés un cercle et un point fixe P à l’intérieur du cercle, autour du point P on fait tourner un angle droit
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APB ; on joint par une droite les deux points A et B, où les côtés de l’angle droit rencontrent le cercle, et on abaisse du point P une perpendiculaire PM sur la droite AB; trouver le lieu du pied M de la perpendiculaire (fig. 60).
Prenons pour axe des x le diamètre OP, pour axe des y un diamètre perpendiculaire; le cercle donné est re- FiB. 60. présenté par l’équation
Soit
(2) y= ax+b
l’équation de la sécante AB. Si l’on élimine y entre les deux équations (1) et (2), on obtient une équation du second degré (3) (l+o*)a;,-(-2a6x-f b*— r’=0, dont les racines sont les abscisses x' et x" des points A et B; les ordonnées y' et y" auront pour valeurs ax'+b, ax"-\-b. Si l’on appelle a la longueur constante OP, les deux droites PA, PB ont pour coefficients angulaires
OU
ax'-t-b axf' + b'
l’angle APB étant droit, on a la condition (a.r'-f-6) (ax"-\-b) _
(x'—ül) [x/' — a) ’
qui s’écrit
(t+a'iarV'-Hat) — a) (a/+Æ//) + ^* + a,=0; si l’on remplace x'-\-x" et x/x" par leurs valeurs tirées de l’équation (3), cette équation devient
(4) |l+o*)(a‘— r*)+26(aa+6)=0.
Telle est la relation qui existe entre les deux paramètres va-
riables a et b.
La perpendiculaire PM, abaissée du point P sur la droite AB, a pour équation
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Le point M est défini par les équations (2) et (5), dans lesquelles les paramètres variables a et 6 satisfont à l’équation (4) ; on obtient l’équation du lieu du point M en éliminant ces deux - paramètres entre les trois équations (2), (4), (5). De l’équation (5) on tire
de l’équation (2) on déduit ensuite
En portant ces valeurs dans l’équation (4), on obtient l’équation
Cette équation se décompose en deux; l’une y* + (*_«)*=0 donne le point P; l’autre
représente le lieu cherché.
Il est évident que le point P n’appartient pas au lieu géométrique tel qu’on l’a défini; mais il est facile de comprendre comment l'analyse l’introduit dans le résultat. Les coordonnées x=a, y=0 du point P vérifient l’équation (5), quels que soient les paramètres; on pourra donc déduire des deux équations (2) et (4) des valeurs correspondantes des deux paramètres a
et b; on trouve ainsi a=±\/ — 1,6= — a a. C’est une application de la remarque faite au n° 98.
L’équation (7) montre que le lieu est un cercle ayant son centre sur la droite OP. Pour le construire, il suffit de déterminer les deux extrémités du diamètre CD; si l’on mène des droites AH', BA' faisantdes angles de 45" avec le diamètre OP, les cordes AA', BB', étant perpendiculaires sur ce diamètre, donneront les deux points C et D.
408 — Remarque. La circonstance que nous venonsde signaler se présentera toutes les fois que l’une des deux courbes variablesAet B, dontl’intersection donne un point M du lieu(n''98).
passera par un point fixe P. En effet, supposons que les équations des deux lignes contiennent n paramètres variables liés entre eux par n — 1 relations; si les coordonnées xt et y, d’un point fixe P satisfont à l’équation de la ligne A, quelles que soient les valeurs des paramètres, en remplaçant x et y par x, et y, dans l’équation de la ligne B, on aura une équation qui, jointe aux n— 1 équations de condition entre les paramètres, formera un système de r» équations pour déterminer les valeurs de ces paramètres. Ce point P sera étranger au lieu géométrique, si aux valeurs trouvées ne correspondent pas de lignes.
PROBLÈME V
ÏO® — Trouver le lieu des points tels que les perpendiculaires abaissées de chacun d’eux sur les trois côtés d'un triangle ABC soient en ligne droite.
Supposons la figure rapportée à deux axes rectangulaires quelconques, et soient
(1) y-^ax— a=0, (2) y—bx—$= zO, (3) y— ex— y=0, les équations des côtés BC, CA, AB. Les coordonnées x,, y, du pied de la perpendiculaire abaissée du point (x, y) sur la droite (1) sont données par les formules du n° 7fi
... y—ax — a
y—ax — a a’+i
Les coordonnées ( xt , y,) , (xs, y,) des pieds des perpendiculaires abaissées du même point (x, y) sur les droites (2) et (3) se déduisent des formules analogues
«> T r-y~bx-K , y-te-p x* ^ b'+i ~b’ u-y-~r*+
y— ex— y .
y— ex — y
On obtient ensuite l’équation du lieu cherché en égalant entre
eux les deux rapports — — — — — —
x,—xt x—x.
, rapports que l’on peut
écrire ainsi
\xt—x) — (xt—y)‘
(xt — a?) — (x, — x) ’
rive finalement à l’équation
On ar-
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(7) (y—ax— a) (y—bx—p) la— 6) (c*+l)
+ iy— bx— $ (y— ex— t)(b— c) (a’+l)
+ (y— ex— i) [y—ax— a) (c—a) (b‘+i) =0.
En développant l’équation (7), qui est du second degré, on voit que les coefficients de x ' et de y1 sont égaux et que celui de xy est nul; le lieu est donc un cercle. D’ailleurs, cette équation est vérifiée par les coordonnées des points de concours des droites données ; le lieu est donc le cercle circonscrit au triangle.
PROBLÈME vi.
410 — Démontrer que, quand deux triangles ABC, A'B'C' ; ont leurs sommets correspondants
(A, A'), (B, B'), (C, C') situés sur trois droites OA, OB, OC passant par un même point 0, les points d' intersection M,N,P des côtés correspondants (BC, B’C'), (CA, C AO, (AB, A' B ) sont situés suruneméme ligne droite Ifig. 61).
Supposons la figure rapportée à un système quelconque de coordonnées rectilignes, et soient (”2) B— 0, (3) P=0, (4) P'=0 les équations des droites OA, OB, PA, PA', les lettres A, B, P, P' désignant quatre fonctions linéaires des coordonnées x et y. Les équations des droites AC , BC seront de la forme
Fig. 61 .
(5) P+XA=0, (6) P+pB:=0, et celles des droites A'C', B'C' de la forme
(7) P'+X’A=0, (8) P'-fu'B=0.
Les quatre constantes X, g, X', p.' sont liées entre elles par une relation résultant de ce que les trois points 0, C, C' sont en ligne droite. On obtient cette relation de la manière suivante : 1 équation
(9) XA — pB=0,
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que l’on obtient en retranchant les équations (5) et (6) membre a membre, représente une droite passant par le point C; cette même droite passe d’ailleurs par le point 0; c’est donc la droite OC. On a de même l'équation de la droi'e OC'
(tO) VA — (VB=0.
Pour que les deux droites (9) et (10) se confondent, il faut que l’on ait
Telle est la relation cherchée.
Si l’on multiplie les deux membres des équations (5) et (7) respectivement par V et X et que l’on retranche, on obtient l’équation
(12) VP — XP'=0,
qui représente une droite passant par le point N ; cette même droite passe évidemment par le point P. En opérant d’une façon analogue sur les équations (6) et (8), on trouve pour l’équation de MP
(13) (VP— jiF=0.
Les équations (12) et (13) sont identiques si la condition (U) est satisfaite; donc alors les trois points M, N, P sont en ligne droite.
On démontre de la même manière, que réciproquement, si les points M,N,P sont en ligne droite, les droites AA', BB', CC' passent par un même point.
EXERCICES
1* Trouver sur la droite qui joint deux points donnés un point tel que ses distances aux deux points donnés soient entre elles dans le rapport inverse de deux quantités données.
2° Étant donnés dans un plan n points A, B, C,.... et n quantités m', m", m'",.... qui correspondent à ces n points; sur la droite AB on prend un point N, , tel que les distances de ce point aux deux premiers points soient dans le rapport de ni" à m' ; puis sur la droite N,C qui joint le point N, au troisième point C on prend un point N, tel que ses distances aux
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la droite N,D qui joint le point N, au quatrième point D un point N,, tel que ses distances aux poinLs N, et D soient dans le rapport de m" à m' -{-m" -f-m'" , et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on soit arrivé au dernier point donné ; trouver les coordonnées du dernier point division que l’on appelle centre des distances proportionnelles.
Lorsque les multiplicateurs m1, m1', m'1'1,.... sont égaux entre eux, le dernier point de division s’appelle centre des moyennes distances.
3° Comme application, trouver le centre des distances proportionnelles des trois sommets d’un triangle, et en déduire le centre de gravité, le centre du cercle inscrit, le point de rencontre des trois hauteurs, et le centre du cercle circonscrit.
4° Trouver le lieu des points tels que la somme des produits des carrés des distances de chacun d'eux à n points donnés par des quantités constantes m', m", m1",.... soit égale à une quantité donnée.
5« Lieu des centres des cercles qui sont vus de deux points donnés sous des angles donnés.
ti» Lieu des centres des cercles qui rencontrent, en des points diamétralement opposés, deux cercles donnés.
7° Lieu des points tels que la somme des distances de chacun d’eux à deux droites et en général à plusieurs droites données soit constante.
8° Sur deux droites rectangulaires ÜX, OY on construit un rectangle variable OACB ayant un périmètre donné 2a, la perpendiculaire menée au sommet C sur la diagonale AB passe par un point fixe.
9° Ayant fait la figure qui sert à démontrer le théorème du carré de 1 hypoténuse d’un triangle rectangle, démontrer que les deux droites qui joignent les extrémités de l’hypoténuse aux sommets des carrés construits sur les côtés opposés se coupent sur la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit sur l’hypoténuse.
iO» D’un point fixe P ou mène des tangentes aux cercles
qui passent par deux points donnés; trouver le lieu du point où la corde des contacts rencontre le diamètre qui passe au point P.
Il» Étant donné un hexagone régulier ABCDEF, on joint AC et AE; par le centre on mène une sécante quelconque qui coupe les deux droites AC et AE aux points G et H; on joint BG et FP ; trouver le lieu du point de rencontre de ces deux droites.
12» Les circonférences décrites sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet , comme diamètres , ont même axe radical.
13» Etant données cinq droites, on en prend quatre qui forment un quadrilatère complet, dans lequel les milieux des trois diagonales sont en ligne droite. Les cinq droites ainsi obtenues se coupent au même point.
14» Etant donnes trois points A,B,C, et deux droites X,Y; sur AB comme diagonale, on construit un parallélogramme dont les côtés sont parallèles à X et Y; on opère de même avec B,C etC, A; les secondes diagonales des trois parallélogrammes passent au même point.
15° Etant données quatre droites A, B, C,D, on en prend trois pour former un triangle, dont on détermine le point de concours des hauteurs; les quatre points ainsi obtenus sont en ligne droite.
16» Trouver l’équation du cercle circonscrit à trois droites données par leurs équations, en coordonnées rectangulaires.
17» Etant donnés deux cercles tixes, deux cercles variables sont tangents entre eux et aux précédents ; trouver le lieu du point de contact des cercles variables.
18° On prend quatre points arbitrairement sur une circonférence, les bissectrices des trois couples de droites qui passent par ces quatre points sont parallèles deux à deux.
19» Lieu du point tel que les cordes de contact des tangentes menées de ce point a trois cercles donnés se coupent en un même point.
CHAPITRE I
Construction des lignes du second degré.
111— L’équation générale du second degré entre les deux variables x et y est de la forme
jK (1) AÆ’+Bxiz-t-Cy’+Dx+Ey+F^O; elle renferme cinq paramètres arbitraires, les rapports de cinq coeflicients au sixième. Supposons d’abord que l’un des coefficients de x* et de ÿ*, G par exemple, ne soit pas nul, et résolvons l’équation par rapport à y;
eu posant M=B‘ — 4AC, N=BE — 2CD, P = E’ — 4CF. Construisons la droite DD' représentée par l’équation
Bj?+E 2C ‘
Pour chaque valeur de x, il faut, à partir de la droite DD', porter de part el d’autre sur l’ordonnée une longueur égale à
Y=^|/Mx* + 2Na; + I>.
La droite DD7 (fig. 62) qui divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’axe OY, est un diamètre de la courbe ; la quantité Y est la valeur de l’ordonnée comptée à partir du br. • 7
/ mYEi'.JjîckcN
I c*r,\ vf;$-
diamètre. La construction du lieu est ainsi ramenée à l’étude
du trinôme
et comme la forme du lieu dépend principalement du signe du coefficient M, on distingue trois cas principaux.
GENRE ELLIPSE
41.2 — Considérons d’abord le cas où le coeflicient M, qui est égal à B* — 4AC, a une valeur négative. L’ordonnée Y n’est réelle que si le trinôme a une valeur positive. Pour reconnaître le signe du trinôme, quand x varie, on lui donne diverses formes; c’est pourquoi le cas que nous examinons se subdivise à son tour en trois autres.
1° N’— MP>0. Les deux racines de l’équation Mx‘+2Nx-fP=0
sont réelles et inégales. Désignons par oc) la plus petite et par a i' la plus grande; le trinôme peut s’écrire
M(x — x)) ( x — oc"),
ou
— M (x — oc)) ( x i' — x);
il est positif, et par conséquent l’ordonnée Y est réelle pour toutes les valeurs de x comprises entre oc) et oc/' ; le trinôme est au contraire négatif et l’ordonnée imaginaire pour toute valeur de x plus petite que oc) , ou plus grande que oc".
Prenons sur l’axe des x deux points F et F' ayant pour abscisses x) et oc)', et par les points P7 et P" menons des parallèles P' A', P;/A" à l’axe des y; la courbe sera tout entière comprise entre ces deux parallèles. L’abscisse x variant de x1 à od', l’ordonnée Y conserve une valeur finie, et part de la valeur zéro pour revenir à zéro; on a ainsi une une courbe fermée qui passe par les points M et A", et à laquelle on a donné le nom d’ellipse.
Une valeur de x comprise entre oc' et x " sera l’abscisse d’un point P compris entre F et P" , et la valeur correspondante de \r sera égale à
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Le produit variable PP' x PF' des deux segments de la droite FP" est égal au carré de l'ordonnée du cercle décrit sur FF' comme diamètre; quand le point P va de F au point I, milieu de FP", l’ordonnée du cercle, et par suite la quantité Y qui lui est proportionnelle, va en augmentant ; elle diminue au contraire quand le point P va de I en F'. La quantité Y acquiert donc sa valeur maximum, quand le point P est en 1, c'est-à-
oc/ 1 gcf!
dire quand x— — ^ —
égale à
= — „ ; cette valeur maximum est M
A partir du point G, milieu du dia-
mètre A' A", portons sur l’ordonnée, et de part et d’autre, une longueur égale à cette valeur maximum ; nous aurons deux points B' et B ' de la courbe, et, en menant par ces points des parallèles au diamètre, nous formerons un parallélogramme FGKH, dans lequel sera comprise l’ellipse.
Il est clair qu’à deux points P et Q également distants du milieu I correspondent des valeurs égales de Y ; ces valeurs, portées de part et d’autre du diamètre Diy, donnent les quatre points M, M', N, N'. Les deux triangles CRM, CSN' étant égaux, les trois points M, C, N' sont en ligne droite et le point C est le milieu de MN'; ainsi tous les points de la courbe sont deux à deux symétriques par rapport au point C, milieu du diamètre A' A", et par conséquent ce point C est le centre de l’ellipse. On voit également que les deux droites MN, M'N' sont parallèles au diamètre A' A" et partagées chacune en parties égales par la droite B'B"; cette droite est un second diamètre. Les deux diamètres A' A", B'B", qui partagent chacun en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre, sont dits diamètres conju» gués de l’ellipse.
113— Remarque. Si l’on désigne par K* le nombre positif N*— MP M* ,0na
H,,+îNx+P^[(x+ÏÏ)’-N-^]=m[(x+Ï)'-K.]1
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et Téquation (1) peut se mettre sous la forme
(2Cy + Bx+Ey + (-M) (Æ+ g)* + MK* =0.
Le premier terme est le carré d’un polynôme contenant les deux variables x et y , le second le carré d’un polynôme qui ne contient que la variable x , et le troisième un nombre négatif.
114—2° N’ — MP=0. Les deux racines x> et x/' sont
égales, et l’on a
le coefficient M étant négatif, la quantité Y est imaginaire pour toutes les valeurs de x, excepté pour oc=xf, et alors Y=0. L’équation n’admettant qu'un système de solutions réelles, le lieu est un point unique C placé sur la droite DIV. L’équation (1) dans ce cas prend la forme
(aCy+B*+E)‘+(-M)(*+^y = 0.
MP — N
115 — 3° N*— MP<0. Si l’on pose K‘= — r- — , le
!tl
trinôme Mx’ + 2Na; + P peut s’écrire
Ce trinôme est négatif, et par conséquent Y imaginaire pour toutes les valeurs de x; l’équation, n’ayant pas de solution réelle, ne représente aucun lieu géométrique. Dans ce cas l’équation (1) prend la forme
(2Cy+By + Ey+(-M)(*+^y-MK, = 0;
son premier membre est une somme de trois carrés.
GENRE HYPERBOLE
116— Considérons maintenant le cas où le coefficient M a une valeur positive; ce cas se subdivise aussi en trois autres.
1° N’ — MP>0. Le trinôme Mx* + 2 N x + P, que l’on met sous la forme M [x—x') ( x—x "), est positif et par suite Y est réelle quand x varie de x" à -f- oo et de od à — oo ; d’ailleurs Y
varie en même temps de 0 à oo.
Prenons, comme précédemment, sur l’axe des x deux points P' et P" ayant pour abscisses xf et x", et menons par ces points deux parallèles FA', P" A" à l’axe des y ; la courbe sera située en dehors de ces parallèles; elle se compose de deux parties séparées l’une de l’autre et formées chacune de deux branches infinies (fig. 63) ; on a donné à cette courbe le nom d’hyperbole. Si, à partir du point I, milieu de FF', on prend deux longueurs égales IP et IQ de part et d’autre sur l’axe des x, les valeurs correspondantes de Y sont égales; et l’on voit que le point C, milieu de A' A", est le centre de la courbe, et que les deux droites Diy et IC sont deux diamètres conjugués.
117— Désignons par K» la quantité positive valeur de y peut s’écrire Bæ + E
N1— MP Ms 5
la
wV * [>+ï)‘-K1}
Lorsque x a une valeur numérique très-grande, le premier terme de la parenthèse placée sous le signe radical est trèsgrand par rapport au second; si l’on réduit la parenthèse à son premier terme, on a une valeur approchée de y, savoir Bæ+E.
L’équation précédente définit deux droites distinctes, qui se
2ïï(Æ + M) ^
coupent en un point du diamètre DD' dont l’abscisse est égale N
à — — , c’est-à-dire à la demi-somme des abscisses des points
F et P"; ce point est donc le centre C de la courbe. Considérons la branche de courbe A"M; si C est positif, cette branche est déterminée par l’équation
dans laquelle ou fait varier x de as" à +oo ; prenons en même temps la droite CL qui a pour équation
Bx-fE 1 2C +2C
Pour une valeur quelconque de x supérieure à x", l’ordonnée de la courbe est inférieure à celle de la droite ; ainsi la branche A"M est comprise dans l’angle LCD'. La différence y, — y des ordonnées qui correspondent à une même abscisse a pour valeur
»*-»=-ïc[(*+b) M[(-r+a),_K’]]
MK* 1
Quand x augmente indéfiniment, le dénominateur augmente indéfiniment, et par conséquent la différence y, — y tend vers zéro. La droite CL, dont s’approche indéfiniment la branche de courbe A"M, est dite asymptote de cette branche de courbe. On verrait de même que les branches A"M', A'N, A'N' sont comprises dans les angles L'CD', H'CD, HCD et ont pour asymptotes les droites CL', CH', CH.
Dans le cas que nous étudions maintenant, l’équation (1) se met sous la forme
(2Cy + Bx + e)‘— M (x+|y+MK* = 0,
et les deux asymptotes sont représentées par l’équation (2Cy + Bx + Ej-M (x+ï)*=0.
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Il est bon d’observer que les coefficients angulaires de ces deux droites sont donnés par l'équation
m=- 4AC>
ou
C m* + Bm + A = 0;
qui s’obtient en remplaçant dans les termes du second degré de l’équation (I) x par 1 et y par m.
118—2° N*— MP<0. Si l’on pose ^*=10, on a
Mæ’+2Næ:4- P = M ^ *]•
La valeur de Y est réelle pour toutes les valeurs de x et ne s’an- »• nulle jamais; Y acquiert sa valeur
minimum ^-K l^Mpour x=—
Soit I (fig. 64) le point de l’axe des N
x dont l’abscisse est — — ; menons IC parallèle à l’axe OY et prenons
C CB" = ——J—t les deux points B' et B" appartiennent
au lieu. Quand x varie de — à -foo , ou de — — à — a> , la
al M
valeur de Y croît indéfiniment ; si donc par les points B' et B" on mène des parallèles au diamèire Diy, on voit que la courbe se compose de deux parties situées l’une au-dessus de la parallèle supérieure, l’autre au-dessous de la parallèle inférieure; chacune est formée de deux branches infinies ; on donne encore à cette courbe le nom d’hyperbole.
Si l’on donne à x les deux valeurs x= — „ — ce qui
revient à porter à partir du point I les deux distances lP=IQ=cc, les valeurs correspondantes de Y sont égales;
il en résulte que le point C est centre de la courbe, et que les deux droites DD', IC, sont deux diamètres conjugués.
On reconnaît également que les deux droites
Bx+E
qui se coupent au centre, sont asymptotes des branches infinies.
Dans le cas qui nous occupe l’équation (1) peut s’écrire sous la forme
^2Cy-fBx-f-Ey— M — MK*=0;
les deux asymptotes sont données par l’équation
(2Cy+B*+E)’-M (*+^)’ =0 ,
et les coefficients angulaires de ces droites par l’équation Cm* +Bm + A = 0.
119—3° N’— MP=0. On a alors
et,
Bs+E ^Yü., m 2C ~ SC V + MA
Le lieu se compose de deux droites qui se coupent sur le diamètre DD'. Dans ce cas l’équation (i) pouvant se mettre sous la forme
(îCy + Bx + Ej — M (*+£y=0,
ou
[2QH-B«+E+(*+5^v'm] [2Cÿ-f Bæ+E-^+I^ vlï]=0,
son premier membre est le produit de deux facteurs du premier degré.
GENRE PARABOLE
420 — Supposons enfin que le coefficient M soit nul. La valeur de Y se réduit à
Y=-^ l/2Nx + P,
Nous subdiviserons ce cas en plusieurs autres.
1° N > 0. Si l’on pose — — = x', on aura
Y=2Cl/2N(a:_*'1-
Quand x varie de xf à +oo, la quantité Y est réelle et varie de 0 à +ao ; mais elle est imaginaire pour les valeurs de x inférieures à a/. Si donc, par le point P', dont l’abscisse est x on mène FA' parallèle à l’axe des y, on voit que la courbe est tout entière située à droite de cette parallèle; elle passe par le point h! et elle est formée de deux branches situées de part et d’autre du diamètre DD7 (fig. 65), on a donné à cette courbe le nom de parabole.
2° N<0. La quantité Y est réelle quand x varie de x1 à — oo ; la courbe passe phr le point A; et s’étend à l'infini du côté des x négatives ; on l’appelle aussi parabole.
3° N=0. La valeur de y se réduit à
Fig. 65.
Si P est positif, cette équation représente deux droites parallèles au diamètre DD/ et situées à égale distance de ce diamètre. Si P=0, ces deux parallèles se confondent avec le diamètre; enfin si P est négatif, l’équation n’a pas de solution réelle.
Dans le cas où M=0, l’équation (1) peut se mettre sous l’une des trois formes
(2Cy + BÆ + E)* + 2Na: + P=0,
(2Cÿ + Bx+E)* + P=0,
(2Cy + Ba; + E), = 0.
421 — Nous avons supposé dans ce qui précède que le coefficient C est différent de zéro, lorsque le coefficient C est nul, et le coefficient A différent de zéro , on pourrait résoudre l'équation par rapport à a; et construire le lieu comme précédemment; le premier terme du trinôme placé sous le radical ayant pour coefficient B*, et par conséquent ayant une valeur positive ou nulle, le lieu sera du genre hyperbole ou du genre parabole ; mais il est préférable de résoudre l’équation par rapporta la variable qui n’y entre qu’au premier degré; d’ailleurs cette nouvelle méthode est seule applicable quand les deux coefficients A et C sont nuis à la fois.
En ordonnant l’équation (1) par rapport à y on a (Bx-(-E)ÿ + A;c*-l-Da; + F= 0,
d’où
A;rs + D:r+ F
V~ Rr+Ë '
Supposons d’abord que B soit différent de zéro, et effectuons la division, en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de x jusqu’à ce que l’on arrive à un reste indépendant de x. Nous distinguerons deux cas suivant que le reste est différent de zéro ou égal à zéro. Dans le premier cas, on obtiendra un résultat de la forme
y=ax+b-
Bæ-fE
-=ax + b +
Pour fixer les idées supposons c> 0.
Construisons le lieu auxiliaire défini par l’équation
yz=ax+b.
et posons
Le lieu auxiliaire est une droite DD' (fig. 66), et, pour chaque valeur de x, il faut augmenter l’ordonnée de cette droite d’une quantité QM égale à la valeur de Y'.
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Cette quantité devient infinie pour x—d; prenons donc un point C ayant pour abscisse d et menons CC/ parallèle à OY. Si l’on donne à x une valeur d+x1, & étant positif, Y a une valeur positive, et quand x! tend vers zéro, Y augmente indéfiniment ; si, au contraire, x augmente indéfiniment, Y tend vers zéro; on obtient ainsi une courbe comprise dans l’angle CW et formée de deux branches infinies asymptotes respectivement aux deux droites IC' et Iiy. Aux valeurs de x inférieures à d correspondent des valeurs négatives de Y, et l’on obtient une seconde courbe comprise dans l’angle CID, et dont les deux branches infinies sont asymptotes aux droites IC, ID. Si la constante c était négative, on obtiendrait encore une courbe formée de deux branches infinies ; mais ces deux branches seraient situées dans les angles C'ID, CID/. Dans les deux cas, la courbe est une hyperbole ; à deux valeurs de x/ égales numériquement, mais de signes contraires, correspondent des valeurs de Y qui sont aussi égales et de signes contraires, et par suite deux points M et M symétriques par rapport au point I qui est centre de la courbe.
122 — Lorsque le reste de la division est nul, on a
Ax*-f-D;r + E = — (Ba;+E) (aar-t- b) et l’équation proposée prend la forme
( y — ax — b) (Bx + E) = 0; elle se décompose en deux autres
y — ax — 6 = 0, Bx-fE = 0,
qui représentent deux droites, dont l'une est parallèle à l’axe des y.
Lorsque A est nul en même temps que C, il suffit de faire dans la discussion précédente a=0; la droite Diy devient parallèle à l’axe des x ; on obtient ainsi, soit une hyperbole ayant ses asymptotes parallèles aux axes des coordonnées, soit deux droites parallèles aux axes.
123 — Supposons maintenant que le coefficient B soit égal à zéro. Le coefficient A est nécessairement différent de zéro.
autrement l’équation serait du premier degré. La valeur de
y est de la forme
y = ax* + bx +c ;
elle est réelle quelle que soit la valeur de x; en faisant varier x de — » à -f-oo , on obtient une branche infinie ; c’est une parabole.
124— Remarque. Dans la discussion de l’équation du second degré, nous avons rencontré trois espèces de courbes : des courbes fermées, des courbes à quatre branches infinies, et des courbes à deux branches infinies. Nous avons appelé ellipses toutes les courbes fermées fournies par l’équation du second degré; hyperboles toutes les courbes à quatre branches infinies; paraboles celles qui n’ont que deux branches infinies.
Nous avons vu au commencement de cet ouvrage (liv. I, chap. n) que les courbes désignées par les mêmes noms en Géométrie élémentaire, sont représentées par des équations du second degré. Nous verrons plus tard que réciproquement toutes les courbes représentées par l’équation du second degré jouissent des propriétés qui servent de définition en Géométrie élémentaire, de telle sorte que les deux modes de définition sont équivalents.
En résumant la discussion, on voit que c’est le signe de la quantité R* — 4AC qui indique l’espèce de la courbe représentée par l’équation du second degré; la courbe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que la quantité B* — 4AC est négative, positive ou nulle.
Toutefois il importe de se rappeler que l’équation ne représente pas toujours une courbe ni même un lieu; dans le cas où la quantité B2— 4AC est négative, l’équation représente une ellipse, ou un point, ou n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point du plan ; dans le cas où la quantité B* — 4AC est positive, l’équation représente une hyperbole ou deux droites qui se coupent ; enfin, dans le cas où B2 — 4AG=0, on a une parabole, ou deux droites parallèles, ou une seule droite, ou rien.
LIV. II], CHAP. II.- CENTRE, DIAMÈTRES ET AXES, lu
EXERCICES
1° Construire les courbes représentées par les équations xy-+2x— 5y=0, x’4-2xÿ + y’-+2x — 7=o,
Zy' + lxy + 3x'— 3y-+x— 2=0, x'-+ 3 xy — 2x=0.
3x’— 5xy+2y’-t-3x— 2y = 0,
Sx’ + 4 xy+y* — 2x-+5=0,
2x’— 2xy-fÿ*+2x + 1 = 0, x* — 2xy -+y* — 2 x +• 2 y — 8=0.
2» Lieu du point dont l’ordonnée est moyenne proportionnelle entre les ordonnées correspondantes de deux droites donuées.
CENTRE
1 $5— Nous avons appelé centre d’une courbe un point fixe C par rapport auquel tous les points de la courbe sont symétriques deux à deux. En discutant l’équation générale du second degré , nous avons reconnu que l’ellipse et l’hyperbole ont un centre. Nous nous proposons maintenant de rechercher directement le centre d’une courbe du second degré, sans résoudre l’équation. La méthode que nous suivrons repose sur le théorème suivant : c’est que, quand l’origine des coordonnées est centre d’une ligne du second degré, l’équation de la ligne ne contient pas de termes du premier degré.
Soif, en effet,
(1) Ax* + Bxy-l-Cyt4-Dx-l-Ei/4-F=0 l’équation d’une ligne du second degré ayant l’origine pour
centre (üg. 67); l’équation d’une droite MM' menée par l’origine est de la forme
(2) y—mx;
on obtient les coordonnées des points de rencontre M et M' en résolvant les équations simulrig. 67. tanées (1) et (2). L’élimination de
y donne l’équation
(3) (A+Bw + c»»’) æ»_|_ (D + En»)a;4-F = 0, qui détermine les abscisses des deux points de rencontre. L’origine étant le milieu de la droite MM', l’équation précédente doit avoir ses deux racines égales et de signes contraires, ce qui exige que le coefficient de la première puissance de x soit égal à zéro ; on a ainsi
(4) D + Em=0,
et comme cette condition doit être vérifiée pour une infinité de valeurs de m, on doit avoir séparément
Réciproquement, lorsque les conditions (5) sont remplies, l’équation (3) a ses deux racines égales et de signes contraires, quelle que soit la valeur de m, et par suite l’origine est centre de la courbe.
126— Pour reconnaître si un lieu du second degré a un centre, on transportera les axes parallèlement à eux-mêmes en un point arbitraire dont nous désignerons les coordonnées par a et b, puis on examinera si l’on peut déterminer ces quantités de manière que la nouvelle équation ne renferme pas de termes du premier degré.
Les formules pour déplacer les axes parallèlement à euxmêmes sont
En substituant dans l’équation (1) on obtient l’équation nouvelle
( x=a + xl , j ÿrrè + ÿ'.
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(7) Aic/'+Bic/ÿ/+Ct/''>4-(2Aa+B6+D)a!/+(Ba+2C<> + E)y/
— A d *-f* Bo6-|-Cè:i-{-Dff-f“E6-i“F 0 ,
dont il importe de remarquer la composition. Désignons, pour abréger, par f ( x , y) le premier membre de l’équation (1) qui est une fonction entière du second degré en x et y; dans l’équation (7) les termes du second degré sont les mêmes que dans l’équation (!) ; les termes du premier degré ont pour coefficients les dérivées partielles de la fonction f (x, y) prises par rapport aux variables x et y, et dans lesquelles on aurait remplacé ces variables par a et b; enfin , le terme constant est la valeur que prend le polynôme f{x, y) pour x=a, y=b. L’équation (7) peut donc s’écrire ainsi
(8) Ax>'+Bx'y/ + Cy/*+ra(a,b)x’+rij (a, b) y'+f(a, b)= 0. En égalant à zéro les termes du premier degré, on obtient les deux équations
j 2Aa+B6 + D = 0,
W I Ba+2C&+E = 0.
On voit par là que l'on détermine le centre d’une courbe du second degré en résolvant les deux équations que l’on obtient en égalant à zéro les dérivées partielles du premier membre de l’équation proposée, prises par rapport à x et à y.
127— Si l'on considère a et b comme des coordonnées variables, chacune des équations (9) définit une droite, et, il y a lieu de distinguer plusieurs cas.
1° B* — 4AC^ 0. Les deux équations ont un système de solutions et un système unique ; les deux droites se coupent et la ligne admet un centre et un centre unique dont les coordonnées sont
2CD — BE a— B’— 4AC *
2AE— BD b~ B*— 4AC ‘
2° B5 — 4 AC = 0. Les droites (9) sont parallèles ou se confondent ; dans le premier cas le lieu n’a pas de centre ; dans
le second cas, il admet comme centre chacun des points de la droite définie par l’une des équations (9). Il est facile de voir que, dans ce dernier cas, s’il y a un lieu, ce lieu se compose nécessairement de deux droites parallèles. Soil, en effet, CC' la droite, lieu des centres (fig. 68), et M un point appartenant au lieu ; joignons le point M aux divers points de la droite CO et prolongeons chacune de ces droites d’une longueur égale à ellemême, les points N, N', N".... ainsi obtenus, appartiendront encore au lieu ; or, tous ces points sont situés sur une parallèle à CC'. En opérant de même avec le point N on aurait une seconde parallèle MM'. D’ailleurs l’équation (1) ne peut pas représenter d’autres points que ceux de ces deux droites ; autrement une droite rencontrerait le lieu en plus de deux points. Si le point M était situé sur la droite CC', les deux parallèles se confondraient avec le lieu des centres.
Fig. 68.
138 — Lorsque la courbe admet un centre, si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en ce point, l’équation se simplifie, puisque les termes du premier degré disparaissent. Appelons F, le terme constant dans la nouvelle çqualion, on a
(11) F,=Aa* + Ba6 + C&4 + Da-l-E6-j-F, a et 6 désignant les coordonnées du centre. Mais les quantités a et b satisfont aux équations (9) ; si l’on multiplie les deux membres de chacune d’elles respectivement par a et 6 et que l’on ajoute, il vient
2Aa,+ 2Bai> + 2C6’ + Da + E6 = 0,
d’où
AaJ+Baè + C6J=substituant dans l’équation (11), on a
Da + E6 2 '
Cette formule est plus simple que la première.
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DIAMÈTRES
Fig. 69.
1*»— Si l’on coupe une courbe du second degré par une série de droites parallèles, le lieu des points milieux l des cordes MM/ terminées aux deux points de rencontre est un diamètre de la courbe. Soit m le coefficient angulaire des cordes, et
(1) f(x,y) = \xt-\-Bxy -\-Cyi + Dx + Ey-f-F=0 l’équation de la courbe. Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en un point arbitraire I du plan, ayant pour coordonnées a et b, l’équation de la courbe devient (n° 126)
(2) Aa/'+Bx1 y* +Cy>'+r-(a, *>)*'+ fl(a, b)yl+f(a, 6)=0. Menons actuellement par l’origine I une parallèle MM' à la direction donnée, l’équation de celte paralèlle est
(3) ÿ=mxl.
On obtient l’équation qui donne les abscisses des points de rencontre en éliminant y1 entre les équations (2) et (3), ce qui conduit à l’équation du second degré
(4) [A-\-bm+Cm']x/'[fa(a,b)+f'lJ(a)b)m)x/+f(a, b) = 0. Pour que l’origine I soit le milieu de la corde MM' (üg. 69), il faut que l’équation précédente ait ses racines égales et de signes contraires, c’est-à-dire que a et b vérifient la relation (2Aa-fB6 + D)-|-(Ba-f-2C64-E)m = 0 ; cette relation devant être satisfaite par les coordonnées du point milieu de l’une quelconque des cordes considérées est l’équation du diamètre. Si l’on y remplace les coordonnées variables a et b par x et y, elle s’écrit
(5) (2Ax-fBÿ-}-D)-f-(Bx + 2Cy-f-E)m=0, ou
fx(x, y)+mft(x,y)=Q.
L’équation (5) étant du premier degré, on en conclut que le diamètre correspondant à une série quelconque de cordes bk. 8
m GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
parallèles est une droite Diy. Si l’on appelle m ! le coefficient
angulaire du diamètre, on a la relation
< , 2A + Bm
(6) m — — B + ç>Cm •
130— Remarque I. La direction du diamètre varie en général avec celle des cordes ; cependant lorsqu'on a
T=|c B*-«C=0, c’est-à-dire lorsque la courbe est une parabole, la valeur de
m' est constante et égale à — — . Ainsi tous les diamètres de
2 Li
la parabole sont parallèles entre eux.
131_Uemarque II. Si le nombre donné m vérifiait la relation
(7) A + Bm + Cm^ü,
d’où
JL±_L
B* — 4AC
l’cquation (4) s’abaisserait au premier degré; chacune des droites parallèles à la direction donnée ne couperait la courbe qu’en un point, et il n’y aurait pas lieu de chercher le diamètre correspondant à cette directi§n. Dans le cas de l’hyperbole, les racines de l’équation (7) donnent les directions des asymptotes; dans le cas de la parabole, l’équation (7) a ses racines égales et la valeur de wi est le coefficient angulaire commun à tous les diamètres ; enfin, dans le cas de l’ellipse, la condition (7) n’est jamais vérifiée.
133 — Remarque III. Les valeurs x et y qui satisfont aux équations simultanées
Bx-j-2Cÿ L — 0 ,
vérifient l'équation (5) quelle que soit la valeur de m; donc, si le lieu a un centre unique, tous les diamètres passent par le
LIV. III, CHAP. II.— CENTRE, DIAMÈTRES ET AXES. HS centre, et, s’il en a une infinité, tous les diamètres se confondent avec le lieu des centres.
Les deux équations qui déterminent le centre représentent deux diamètres ; le premier correspond aux cordes parallèles à l’axe des x, le second aux cordes parallèles à l’axe des y.
133 — Remarque IV. Dans le cas de l’ellipse et de l’hyperbole, toute droite menée par le centre est un diamètre; car on peut disposer de m de manière que le coefficient m', donné par la formule (6), ait une valeur quelconque. Cependant, si la valeur obtenue pour m se réduisait à l'une des racines de l’équation (7), elle ne serait pas admissible, puisque les droites correspondantes ne donnent pas de diamètres; mais alors la valeur de m' est égale à celle de m; elle correspond à l’une des asymptotes.
DIAMÈTRES CONJUGUÉS
134 — Supposons B* — 4 AC différent de zéro. La relation entre m et m' peut s’écrire
(8) 2Cmm' -f B (m-j-m1) + 2 A=0.
Imaginons que l’on mène des sécantes telles que MM" parallèles au diamètre DD' (fig. 69); soit m" le coefficient angulaire du diamètre EE', qui divise ces cordes en deux parties égales, on aura de même, entre la direction m' des cordes et la direction m" du diamètre correspondant EE', la relation aCm'm" + B(m' + m") +2 A = 0 ; cette équation et la précédente étant du premier degré par rapport à m" et à m, on voit que l’on a rn"=m. Les deux dia mètres DD', EE', dont les coefficients angulaires sont m' et m, jouissent de cette propriété que chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre; ou les a nommés pour cette raison diamètres conjugués.
L’ellipse et l’hyperbole ont une infinité de systèmes de diamètres conjugués. On peut prendre pour premier diamètre une droite quelconque menée par le centre, pourvu qu’elle
ne se confonde pas avec l’une des asymptotes, si la courbe est
une hyperbole.
AXES
135 — Dans les courbes du second degré, les diamètres perpendiculaires aux cordes qu’ils divisent en deux parties égales, sont des axes de symétrie.
La parabole ayant tous ses diamètres parallèles, si l’on imagine une série de cordes MM' (fig. 70) perpendiculaires à la direction commune de tous les diamètres, le diamètre AA', qui divise ces cordes en deux parties égales, sera un axe de la courbe et ce sera le seul. Le coefficient
Fig. 70.
angulaire des diamètres est — donc, si les axes des coordonnées sont rectangulaires, l’axe de la courbe est le diamètre
des cordes ayant pour coefficient angulaire — ; son équation (n° 129) est
B(2AÆ + By + D) + 2C(Ba;-}-2Cy + E) = 0.
Lorsque le lieu est une ellipse ou une hyperbole, à tout axe AA' (fig. 71) en correspond un second BB', tel que les deux axes forment un système de diamètres conjugués; la question est ainsi ramenée à la recherche des diamètres conjugués perpendiculaires entre eux. Si les axes sont rectangulaires, on obtient les coefficients angulaires des axes en joignant à l’équation (8) la suivante
(9) mm'— — 1.
Des équations (8) et (9) on déduit
mm' = — 1 m+m'=2 „ — ;
ainsi m et m' sont les racines de l’équation du second degré (10) Bu, + 2(A— C)u— B=0.
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L’ellipse et l’hyperbole ont deux axes. Si l’on avait B=0, A=C, les équations (8) et (9) seraient identiques, la courbe aurait une infinité de systèmes de diamètres conjugués rectangulaires ; dans ce cas le lieu est un cercle.
436 — Remarque. La direction des axes dépend uniquement des coefficients des termes du second degré; si la courbe est une hyperbole, ses axes ont donc mêmes directions que ceux du lieu
Aæ‘ + BÆÿ-t-Cy^O,
qui est formé de deux droites parallèles aux asymptotes et menées par l’origine; il en résulte que les axes de l’hyperbole sont les bissectrices des angles formés par les asymptotes.
13 7 — On appelle sommet d’une courbe du second degré les points où elle est rencontrée par un axe. La parabole, ayant un seul axe qui ne rencontre la courbe qu’en un point, n’a qu’un sommet; l’ellipse a quatre sommets et l’hyperbole deux.
ELLIPSE ET HYPERBOLE RAPPORTÉES A DEUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS
13 S — Supposons que l’on prenne pour axe des x un diamètre d’une courbe du second degré, et pour axe des y une parallèle aux cordes que le diamètre divise en deux parties égales; l’équation
Axs -j- B x y + C y 1 -f Das -+■ E y + F = 0 devra donner pour chaque valeur de x deux valeurs de y égales et de signes contraires, ce qui exige que l’on ait
Bx+E=0
quelle que soit la valeur de x, et par suite B=0 , E=0. L’équation aura donc la forme
(li) Ax’ + Ct/'+Dx+FnrO.
Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, en prenant pour axe des y le diamètre conjugué du premier, on aura par la même raison D = 0, ce qui réduit l’équalion de la courbe à la forme
(12) Ax' + Cy* + F=0.
PARABOLE RAPPORTÉE A UN DIAMÈTRE ET A LA TANGENTE A L’EXTRÉMITÉ DE CE DIAMÈTRE.
139 — La parabole n’a pas de système de diamètres conjugués; mais si l’on prend pour origine le point où le diamètre rencontre la courbe, le terme constant F de l’équation (H) sera nul; d’ailleurs les droites parallèles à l’axe ne coupent la courbe qu’en un point, c’est-à-dire qu’à chaque valeur de y correspond une seule valeur de x, ce qui exige que A=0. Ainsi l’équation de la parabole sera de la forme (13) Cy, + Dx=0.
Les formes (12) et (13) se rapportent à une infinité de systèmes d'axes obliques et à un seul système d’axes rectangulaires.
CHAPITRE III
Rédaction de l'Équation dn second degré.
140— Pour étudier avec plus de facilité les propriétés d’une courbe du second degré, il importe de simplifier autant que possible son équation , en la rapportant à des axes de coordonnées convenablement choisis. Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’équation du second degré peut toujours être ramenée à l’une des deux formes («) Ax'+ Cys + F = 0,
(P) Cÿ* + Dx = 0.
Quand la courbe est une ellipse ou une hyperbole, on ramène son équation à la forme (a) en prenant pour axes des coordonnées un système de deux diamètres conjugués quelconques ; généralement les coordonnées seront obliques; elles seront rectangulaires si l’on rapporte la courbe à ses deux axes. Quand la courbe est une parabole, on ramène son équation à la forme (p), en prenant pour axe des x un diamètre quelconque, et pour axe des y la tangente à l’extrémité de ce dia-
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mètre ; si l’on veut que les coordonnées soient rectangulaires, on prendra pour axe des x l’axe de la courbe.
C’est à l’aide de ces deux formes d’équations, en coordonnées rectangulaires, que nous démontrerons la plupart des propriétés des courbes du second degré. Nous allons expliquer la marche à suivre pour effectuer la réduction de l’équation. Soit (t) A^’ + Bary + Cj/’ -)- Dæ4- Ey + F = 0 une équation du second degré, en coordonnées rectangulaires; si les coordonnées étaient obliques, on ferait une première transformation pour les rendre rectangulaires.
ELLIPSE ET HYPERBOLE
141. — Examinons d’abord le cas où la quantité B’— AAC est différente de zéro; la courbe admet un centre unique, dont les coordonnées a et 6 vérifient les deux équations (n° 126)
Ba+2C6-f E = 0;
transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au centre
C (fig. 72) ; nous savons que les termes du second degré ne changent pas, que ceux du premier _ degré disparaissent , et que le terme constant F, de la nouvelle équation est donné par la formule
F,= }-F- L équation de
la courbe, par ce premier changement de coordonnées, se simplifie et devient
(2) Aar,’ q- Bx, y, + C y,* + F, = 0.
Faisons maintenant tourner les axes des coordonnées supposés rectangulaires d’un angle a autour du centre C pour les faire coïncider avec les axes de la courbe; les formules de transformation sont
xt = x' cos a — y' sin a, yt=x' sin a -f- y' eus a.
En substituant dans l’équation (2), on obtient la nouvelle équation
(3)(Acos*a+Csm,a-f-Bsmacosa)a:',+(Asm,a4-Ccos’«— B»tnacosa)y'* -f [2(C — A)sinacosa4- B(cos’a — sm*a)]x'y '-J-F,=0.
On peut disposer de l’angle a de manière à annuler le coefficient du terme en x'y 1 ; pour cela, on posera
(4) 2 (C — A) sin a cos a -f B (cos * a — sin 1 a) = 0 ,
(5) B fany* a -f-2 (A — C)tang<x — B = Ü.
Cette équation du second degré est la même que l’équation (10) du n<* 135, par laquelle nous déterminions la direction des axes de la courbe. Mais on peut résoudre l'équation (4) plus simplement en l’écrivant sous la forme
(C — A)sfn2a4-Bcos2a = 0,
d’où
(6) <any2a = —
Si l’on exclut le cas où l’on a à la fois B=0, et A=C, ce qui est le cas du cercle, l’équation (6) admet une solution positive w moindre que ir, et les diverses valeurs de l’angle 2a qui satisfont à l’équation (6) sont comprises dans la formule
2 a = «a 4- k ir ,
dans laquelle k désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif: on en déduit
Les diverses valeurs de a ne donnent que quatre directions différentes pour l’axe CX'; ces quatre directions sont opposées deux à deux et forment deux droites rectangulaires. Nous
prendrons pour a la valeur-^-, qui est toujours positive et in-
férieure à ^ . Le terme en afy1 disparaît dans l’équation (3) ; il
reste à calculer les coefficients des termes en x‘l et en yn. Si l’on pose
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N = Asm’a-t- Ccos’a — Bstn acosa;
on a
M — N=(A — C) (cos *a — sm1o)-(-2Bsin«co«a =(A — C)co*2 a + Bsm2a.
L’équation (6) donne
sm2a=
, COS 2ot=
il en résulte
On calculera donc les deux coefficients M et N à l’aide des formules
Nous avons choisi la valeur de 2a positive et inférieure ait; sin 2 a ayant une valeur positive, il faudra mettre devant le radical le signe de B. De cette manière l’équation de la courbe est ramenée à la forme simple
Si l’on retranche les deEx équations (7) membre à membre après les avoir élevées au carré, on obtient la relation 4MN = 4AC — B‘.
L’équation (8) représente une ellipse ou une hyperbole, suivant que les deux coefficients M et N ont le même signe ou des signes contraires.
PARABOLE
148— Quand B’— 4AC = 0, les termes du second degré dans l’équation proposée forment un carré parfait; on a, en
effet, en remplaçant A par sa valeur —,
Ax’+Btfy + Cy*=C^y*+^Æÿ =C ,
et l’équation peut s’écrire
c(y+-^ar) + Dx+Ey+V=0.
Faisons d’abord tourner les axes des coordonnées autour de l’origine d’un angle a (üg. 73), à l’aide des formules de transformation
x —x,cos a — y , sin a, y=xlsinz-\-ytcos<x", l’équation proposée devient
(10) G ^cos«— —stna^y.+^sma-H^-cosa^x.j1
-f- (D cos a-|-ËstJi ot) xt + (Ecos a — D sin «) »/, -4*F= 0.
On peut disposer de l’angle a de manière à annuler le coefficient de a?, oudey,danslepolynôme qui est élevé au carré ; posons, par exemple,
st'na -f 2CCOSa=0>
d’où
Fig. 73.
plifiera et prendra la forme
(12) Ni/li + Pxl-fQ»/1-l-F = 0
On a
(11) tang«= — l’équation (10) se sim-
N=C (cos a — ^rstw <*Y=C ^cosa-f-tangrasma^ =^^—, et par suite
Quant aux coefficients P et Q, on les obtiendra en remplaçant sm a et cos a par leurs valeurs, ce qui donne
CD — BE „ 2CE+BD
VUctA+C)’ ~ V 4C(A + C)
Si le coefficient P était nul, l’équation (12), ne renfermant plus xt , ne pourrait représenter que deux droites parallèles à l’axe OX,. Lorsque|ce coefficient est différent de zéro, on trans-
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Nj/'! + I>a;'+(2Nè + Q)ÿ/+(N6, + Pa + Q6 + F) = 0.
On disposera des coordonnées a et 6 de la nouvelle origine A de manière à annuler le coefficient de y' et le terme constant, 2Nê + Q=0,
N6s + Pa-fQê + F = 0,
ce qui donne pour a et b des valeurs finies et déterminées, et l’équation sera ramenée à la forme simple (13) Ny” + Pa/ = 0.
On a fait d’abord tourner les axes des coordonnées autour de l’origine de manière à rendre l’axe OX, parallèle à l’axe de la parabole; on a transporté ensuite les axes parallèlement à eux-mêmes au sommet A de la parabole. De cette manière la parabole est rapportée à son axe et à la tangente au sommet.
a?1 — 3xy-f 3yt-\-x — 7ÿ-fl
La courbe est une ellipse, puisque la quantité B1 — A AC est négative. Pour obtenir les coordonnées du centre on égale à zéro les deux dérivées partielles,
Ax — 3y-fl =0,
— 3as-j-6y— 7 = 0.
d'où
il en résulte F, = — .
En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au centre C (fig. 72), l’équation devient
Faisons maintenant tourner les axes d’un angle « donné par la formule
lang 2a=- — — = 3.
L'équation résolue par les tables donne
d'où
2« = 7io33' 54", a=35<*46'57".
On peut aussi obtenir l'angle a par une construction graphique ; on porte sur les axes des x et des y, à partir de l’origine C, deux longueurs respectivement égales à 1 et 3; la diagonale du rectangle construit sur les deux longueurs fait avec l'axe des * un angle qui a pour tangente 3; l’axe CX' est donc la bissectrice de cet angle. On obtient ensuite M et N par les formules
M — N = — V 10, puisque B est négatif. Il en résulte
,, 5 — /TtT „_5+/ïF
” — ci » N — ci y
et Téquation de la courbe devient
(b-/ÏÔ) a'* + (5+/lô)y'*=^; la courbe intercepte sur les axes des longueurs
CA
CB
La courbe est une hyperbole. Les coordonnées du centre données par les équations
sont
x=i, y=~, d’où F, = i.
En transportant l’origine au centre, Téquation devient
205,* — 5®,yt + I =0.
LIV. III, CHAP. III.— RÉDUCTION DE L’ÉQUATION. 125 L’angle a est donné par la formule
et l’on a
tangî<x= — —,
d’où M=-
L’équation de la courbe rapportée à ses axes est
(2- ✓ 29) as'*+ (2 + ^29) y'* + 2=0.
L’équation primitive ne contenant pas de terme en y’ , l’une des asymptotes est parallèle à l’axe OY (fig. 74).
III. 4*' — I2.ry + 9y*— 36x
La courbe est une parabole (fig. 73). Les termes du second degré forment un carré parfait, et l’équation peut s’écrire
Faisons tourner les axes des coordonnées de l’angle a donné par la formule
d’où on aura
ta*g*=-ï c=T5==3,
et =34° 41 '25",
N = 1 3, COS a= — — . Stn«= ,
L’équation de la courbe rapportée aux axes OX, et OY, est donc
On obtient les coordonnées du sommet en joignant à cette équation la suivante
On en déduit
En transportant les axes en ce point, l’équation devient
CHAPITRE IY
De l’Rllipse.
143— Proposons-nous de construire la courbe représentée par l’équation
Ma’2 + Ny*+Fl = 0,
dans laquelle les deux coefficients M et N ont le même signe, par exemple le signe +.
Si la constante F, a une valeur positive, l’équation, ne pouvant être satisfaite par des valeurs réelles de x et y, ne représente aucun lieu géométrique.
Si F, est égal à zéro, l’équation, n’étant satisfaite que par x=0, ÿ — 0 , représente un seul point, l’origine O.
Examinons maintenant le cas où F, a une valeur négative ; et posons F,=:— H; l’équation devient Mæ*+N«/!=H.
Résolue par rapport à y , elle donne
,=l/ÏÏ^
Pour que l’ordonnée soit réelle, il est nécessaire et il suffit que
la valeur numérique de l’abscisse soit plus petite que
portons sur l’axe X'X,
à partir de l’origine , deux longueurs OA, OA' égales à
Fig. 75.
— et par les points A, A' menons des parallèles à l’axe
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Y'Y, la courbe est située tout entière entre ces deux parallèles (fig. 75). A chaque abscisse OP, comprise entre ces limites, correspondent deux ordonnées PM, PM' égales et de signes contraires; quand ®=0, l’ordonnée acquiert sa plus grande
valeur numérique portons sur Y'Y, à partir de l’origine,
deux longueurs OB, OB' égales à et par les points B, B'
menons deux parallèles à l’axe X'X ; la courbe est située tout entière entre ces deux nouvelles parallèles, et par conséquent elle est renfermée dans le rectangle CHEF formé par les deux couples de parallèles.
Si, pour abréger, on représente par a et b les deux quantités
l’équation prend la forme
d’où
Quand x croît de 0 à a, la valeur numérique de y décroît de b àO, ce qui donne un arc de combe BMA, et, à cause du double signe, l’arc égal B'M'A. Quand x varie de 0 à — a, la valeur numérique de y décroît encore de 6 à O, ce qui donne deux autres arcs BM,A', B'NA' égaux aux premiers. Ces quatre arcs égaux forment l’ellipse.
La droite A'A est un axe de l’ellipse ; car à chaque abscisse OP correspondent deux ordonnées PM, PM' égales et de signes contraires. La droite B'B est aussi un axe de l’ellipse ; car si on résolvait l’équation par rapport à x, on verrait de même qu’à chaque ordonnée OQ correspondent deux abscisses QM, QM, égales et de signes contraires.
Les points A, A', B, B', où les axes rencontrent l’ellipse, sont les sommets de l’ellipse.
Les longueurs A'A, B'B des deux axes sont respectivement égales à 2a et à 26.
L’ellipse devient un cercle quand les axes sont égaux.
Il est aisé de voir que l’origine O est centre de l'ellipse ; en effet, soient x , y les coordonnées d’un point ^quelconque M de l’ellipse, il est évident que l’équation (t) est aussi satisfaite par les valeurs — x, — y; il existe par conséquent un second point N de l’ellipse qui a ses coordonnées — OP', — P'N respectivement égales aux coordonnées OP, PM du point M, mais de sens contraire; les triangles OPM, OP'N sont égaux ; donc OM=ON, et la ligne MON est droite à cause des angles égaux POM, P'ON. Ainsi les points M et N de l’ellipse sont deux à deux symétriques par rapport au point O ; donc le point O est centre de l’ellipse.
444— Pour étudier comment varie la distance du centre aux différents points de l’ellipse, ou le rayon de l’ellipse, cherchons l’équation de l’ellipse en coordonnées polaires, en prenant le centre O pour pôle et l’axe OA de la courbe pour axe polaire. Si dans l’équation (1) on remplace x et y par o cos ta, et p sin w on a p* co
p* sin* o)
Supposons a> b, et écrivons l’équation sous la forme \ 1 , / t 1 \ .
p’ a* ay
Si l’on fait varier w de 0 à —, la quantité — croît, et par con-
séquent p décroît constamment de a à b. Le maximum de p est a, le minimum b.
445 — Désignons par a; et y les coordonnées d’un point quelconque du plan et considérons le polynôme
fÜ-iA* — 4
Pour un point M situé sur l’ellipse (fig. 76), le polynôme est égal à zéro.
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Imaginons qu’un point mobile P parte du point M et s’éloigne sur le prolongement du rayon OM; les deux coordonnées x et y augmentant en valeur absolue, le polynôme va en croissant indéfiniment; il prend donc des valeurs positives de plus en plus grandes. Au contraire, si le point mobile se rapproche du centre, le polynôme diminue et prend des valeurs néga-
tives. Ainsi le polynôme — + ^ —1 reste négatif pour tous
les points situés à l’intérieur de l’ellipse , sur l’ellipse il est nul, et il devient positif pour tous les points situés en dehors de l’ellipse.
149 — Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’un des axes de l’ellipse sont entre eux comme les produits des segments correspondants formés sur cet axe.
En effet, si l’on désigne par x et y les coordonnées d’un point quelconque M de l’ellipse (fig. 75), on a, en vertu de l’équation (2),
y1 __ b « a* — x* av
Mais les deux segments AP, A'P de l’axe AA’ sont égaux respectivement à a — x et à a-j-x; donc on a
MP* _
APx A'P a*’
Ainsi le carré de l’ordonnée est au produit des segments formés sur l’axe dans un rapport constant.
447 —Les ordonnées perpendiculaires au grand axe de l'ellipse sont aux ordonnées correspondantes du cercle décrit sur cet axe comme diamètre dans le rapport constant du petit axe au grand axe.
br. 9
Soit AA' le grand axe de l’ellipse (fig. 77) ; sur ce grand axe
comme diamètre décrivons un cercle; à l’ordonnée MP de l’ellipse correspond l’ordonnée M,P du cercle. L’équation (2) s’écrit
7xv
IW N 1
Vis
jfj\ x
JJ
Fig.
mais »/ a’ — x * représente l’ordonnée M,P du cercle ; on a donc
MP b
Le petit axe jouit de la même propriété; l’ordonnée MQ, perpendiculaire au petit axe, est à l’ordonnée correspondante M,Q du cercle décrit sur cet axe comme diamètre dans le rapport constant du grand axe au petit axe.
1.48 — L’ellipse est la projection orthogonale d’un cercle. Imaginons que l’on fasse tourner le cercle AB, A' autour de
AA' comme charnière d’un angle <p, tel que l’on ait coSf=
l’ordonnée PM, du cercle tournera autour du point P, tout en restant perpendiculaire à l’axe AA'; dans cette position, elle se projettera sur la droite PM; pour avoir la longueur de la projection, il suffit de multiplier la longueur PM, par cosf ou
par ce qui donne l’ordonnée PM de l’ellipse. Ainsi le point
M, du cercle a pour projection le point M de l’ellipse ; chacun des points du cercle se projetant ainsi au point correspondant de l’ellipse, il s’ensuit que l’ellipse est la projection du cercle.
On peut aussi considérer le cercle comme la projection orthogonale d’une ellipse. Imaginons que l’on fasse tourner l’ellipse autour de l’axe BB' d’un angle <p ayant pour cosinus
l’ordonnée QM de l’ellipse aura pour projection l’ordonnée
QM, du cercle décrit sur BF comme diamètre, et le petit cercle sera la projection de l’ellipse.
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149 — Construction de l’ellipse par points.
On déduit de ce qui précède un moyen très-simple de construire l’ellipse par points. Sur chacun des deux axes de l’ellipse comme diamètre on décrit un cercle (flg. 77) ; du centre on trace un rayon quelconque qui coupe les deux cercles en M, et M,; par le point M, on mène une parallèle au petit axe, par le point M, une parallèle au grand ; le point d’intersection M de ces deux droites appartient à l’ellipse. Après avoir déterminé de la sorte un nombre suffisant de points, on fait passer un trait continu par tous ces points, et l’ellipse est ainsi construite.
150 — Construire les points d'intersection d’une ellipse et < f une droite.
Il est utile de savoir déterminer les points où une droite donnée MM' coupe une ellipse définie par ses deux axes AA',
BB' (fig. 78), sans que l’ellipse soit tracée. Comme nous l’avons dit, l’ellipse peut être considérée comme la projection orthogonale du cercle AB,A' décrit sur le grand axe AA' comme diamètre, et que Fie- 7*- l’on fait tourner autour de
AA' d’un angle tp ayant pour cosinus
Cherchons dans le plan du cercle la droite M,M', qui a pour projection MM' dans le plan de l’ellipse; soit N un point quelconque de la droite MM' , le point correspondant N, est placé sur l’ordonnée NQ à une distance telle que l’on ait
NQ 6.
pour le déterminer on mènera la droite BN jusqu’à sa rencontre en H avec l’axe AA'; la droite B,H, se projetant suivant BH, coupe l’ordonnée QN au point N,. On obtiendrait de même un autre point quelconque de la droite M,M', ; mais il est plus
simple de se servir du point S où la droite MM*1 rencontre l’axe; la droite SN, a pour projection la droite donnée sur le plan de l’ellipse. Cette droite SN, coupe le cercle en deux points M,, M',; les ordonnées M,P, M/F détermineront sur la droite donnée les deux points M,M' où cette droite rencontre l’ellipse.
151— Équation de la tangente.
Nous avons trouvé (n° 88} l’équation de la tangente à une courbe quelconque, l’équation de l’ellipse étant ramenée à la forme simple
la tangente a pour équation
ou
¥ V~ QL~~X)> 6*
æX yY x * y*
a* x 6* a’ ^ le point de contact étant sur l’ellipse, on a x% y*
et par suite l’équation de la tangente devient
Le coefficient angulaire de la tangente a pour valeur
On voit qu’en A et A' la tangente est perpendiculaire sur l’axe A' A, qu’en B et B' elle lui est parallèle, et que, quand le point de contact se meut sur l’ellipse de A en B, la tangente
fait avec A' A un angle obtus qui croît de-^ à
La normale étant perpendiculaire à la tangente a pour équation
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1 5 1— Construction de la tangente en un point de l’ellipse. Si dans l'équation de la tangente on fait Y =0, on obtient a *
l'abscisse X = — du point T ou la tangente rencontre le pro-
longemeut du grand axe (fig. 79).
Comme cette valeur de OT est indépendante du petit axe 26 et de l’ordonnée y du point de contact, il en résulte que, si sur l'axe A' A on construit plusieurs ellipses, les tangentes aux points qui ont même abscisse passent par un même point T situé sur le prolongement de l’axe MA.. Or, parmi ces ellipses, se trouve le cercle AB,.V ; pour construire la tangente à l’ellipse au point M, on mènera une tangente au cercle au point M,, situé sur la même ordonnée, on joindra le point M au point T, où la tangente au cercle rencontre le prolongement de l’axe MA ; la droite MT ainsi obtenue est la tangente à l’ellipse.
Cette construction revient à considérer la tangente à l’ellipse au point M comme la projection de la tangente au cercle au point correspondant M,. En effet, quand on fait tourner le plan du cercle autour de l’axe AA' de l’angle <?, le point T où la tangente M,T rencontre l’axe, ne bouge pas, le point M, se projetant en M, la droite TM, aura pour projection TM ; c’est la tangente à l’ellipse.
153 — Mener une tangente par un point extérieur P. Désignons par x, et ÿ, les coordonnées du point P (flg. 80).
Soit PM la tangente demandée, appelons x et y les coordonnées du point de contact M; le point M étant sur l'ellipse, on a l’équation x ’ w* a* + 6«
Fig.so. La tangente au point M a pour équation
cette tangente devant passer au point P, son équation doit être vérifiée par les coordonnées du point P, ce qui donne l’équation de condition
xxx yy, o* ^ 6* ~~
Ainsi les deux coordonnées a: et y du point de contact M sont déterminées par les deux équations simultanées
xx,
yy,_,
Pour résoudre ces deux équations, on substituera dans la première la valeur
, xx,
tirée de la seconde, ce qui conduit à l’équation du second degré
dont les racines sont les abscisses des points de contact M et M' des deux tangentes menées du point P. Cette équation, dans
laquelle on peut regarder — comme l’inconnue, aura ses racines réelles si la condition
-aV + l^-O0
est satisfaite, c’est-à-dire si le point P est en dehors de l’ellipse.
La résolution des deux équations simultanées (i) et (5) revient à chercher les points d’intersection des deux lignes représentées par ces deux équations. L’équation (1) représente l’ellipse proposée, l’équation (5) la droite des contacts MM'.
154 — Il est facile de construire géométriquement les tan-
LIV. III, CHAP. IV.— DE L’ELLIPSE, gentes menées du point P, en considérant l’ellipse comme la
projection du cercle AB,A (Ûg. 81). Cherchons dans le plan du cercle le point P, qui a pour projection le point P dans le plan de l’ellipse. Traçons dans le plan de l’ellipse la droite PB que nous prolongerons jusqu’à sa rencontre avec l’axe en H; la droite HB,, ayant pour projection HB, passera par le point P, et déterminera ce point. Du point P, menons au cercle des tangentes P,M, , P,M/ que nous prolongerons jusqu’à leur rencontre avec l’axe en T et T' ; les droites PT, PT', projections des tangentes au cercle, seront tangentes à l’ellipse, et les points de contact M et M' seront situés sur les ordonnées des points M, , M/.
Pour que l’on puisse effectuer ces constructions, il n’est pas nécessaire que l’ellipse soit tracée.
Fig. 81.
155 — Mener une tangente parallèle à une droite donnée. Soit
y — mx
l’équation de la droite donnée OL, que l’on peut supposer me-
née par le centre (flg. 82).
Appelions a: et y les coordonnées du point de contact Mj ce point étant sur l’el-
0 Jk T lipse, on a l’équation
le coefficient angulaire de
F*e- 8a- la tangente devant être égal
à m, on a la seconde équation
Ces deux équations simultanées déterminent les deux inconnues x et y; la première représente l’ellipse proposée; la seconde une droite MM' passant par le centre ; les points où cette droite rencontre l’ellipse sont les points de contact.
ISO — 11 est facile de construire ces tangentes géométriquement. Cherchez d’abord dans le plan du cercle le diamètre OL, qui a pour projection OL sur le plan de l’ellipse ; il suffit de joindre le point B à un pointquelconque L de la droite OL et de prolonger la droite BL jusqu’à sa rencontre avec l’axe en H; puis de joindre B,H et de prendre le point d’intersection L, de cette droite avec l’ordonnée du point L; le point L étant la projection du point L,, la droite OL est la projection de OL,. Menez au cercle des tangentes M,T, M/T', parallèles à OL, (il suffit pour cela de mener un diamètre M,M/ perpendiculaire à OL,) ; par les points T et T' où ces tangentes rencontrent l’axe, menez des parallèles TM, T'M' à la droite OL, vous aurez les tangentes demandées, car les projections OL, TM des droites parallèles OL,, TM, sont elles-mêmes parallèles; vous obtiendrez les points de contact M et M' par les ordonnées des points M, et M/.
157— On peut obtenir l’équation de la tangente à l’ellipse
sous une autre forme qu’il est bon de connaître. Cherchons
les points d’intersection de l’ellipse
et de la droite
y=mx + k.
L’élimination de y conduit à l’équation du second degré
(ï+if)* +-ïï-*+(f-,)=0'
dont les racines sont les abscisses des points d’intersection. Quand cette équation a ses racines réelles et inégales, la droite
LIV. III, CHAP. IV.— DE L’ELLIPSE, rencontre l’ellipse en deux points ; c’est une sécante. Quand les racines deviennent égales entre elles, ce qui a lieu lorsque la condition
A, = oîm> -f 6*
est remplie, les deux points d’intersection se confondent, et la sécante devient tangente. Si Ton remplace la constante k par sa valeur, l’équation de la tangente se présente sous la
forme
(6) y = mx± y/ a’m’-j-éi.
Cette équation, dans laquelle le paramètre m est arbitraire, représente toutes les tangentes à l’ellipse. Si l’on donne le coefficient angulaire m ou la direction de la tangente, l’équation est entièrement déterminée, et, à cause du double signe, on a deux tangentes parallèles et à égale distance du centre.
158— Cette forme donnée à l’équation de la tangente est utile dans un grand nombre de questions. Pour en montrer
un exemple, proposons-nous le problème suivant : Trouver le lieu du sommet d’un angle droit circonscrit à l’ellipse. Supposons que l’on veuille mener par un point extérieur (fig. 83), ayant pour coordonnées x et y, des tangentes à l’ellipse ; si l’on représente la tangente par l’équation
Y = mX± / a’m’-fè’,
la tangente devant passer par le point P, on aura l’équation de condition
y — mx± / a»m* + è’,
dans laquelle le coefficient angulaire m est l’inconnue. Cette équation, mise sous forme entière,
m* (a* — x’) + 2®ym-f (è* — y*) = O est du second degré ; ses deux racines donnent les directions des deux tangentes menées du point P à l’ellipse, et, par consé-
quenl, déterminent ces tangentes. Les deux tangentes menées par le point P seront rectangulaires, si le produit des deux valeurs de m est égal à — 1, ce qui exige que les coordonnées du point P vérifient la relation
as— ’
ou
Ainsi le lieu du sommet d’un angle droit circonscrit à l’ellipse est le cercle circonscrit au rectangle construit sur les axes.
DIAMÈTRES
150 — Nous avons trouvé (n° 129) l’équation générale des diamètres dans les courbes du second degré. En représentant par f (x, y) l’équation de la courbe, et par m le coefficient angulaire des cordes parallèles MM' (fig. 84), nous avons vu que
l’équation du diamètre DD7 se met sous la forme
fx + mfs= 0.
L’ellipse étant rapportée à ses axes, l’équation du diamètre se réduit à 1x . 2 my
M JL
Fig. 84.
ou
Si l’on désigne par m' le coefficient angulaire du diamètre DD', on a, entre la direction des cordes et celle du diamètre, la relation
(7) mm' = — — .
Nous avons vu aussi que si l’on mène des cordes MM" parallèles au diamètre DD7, le diamètre EE' qui divise ces cordes en deux parties égales a pour coefficient angulaire m; les deux diamètres DD7, EE7 forment un système de diamètres
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conjugués, et leurs coefficients angulaires m' et m sont liés par la relation (7).
Cette relation fait voir que les deux coefficients angulaires m et m' sont de signes contraires, et par conséquent que les deux demi-diamètres conjugués OD et OE sont situés de part et d’autre du petit axe ; si le premier part de la position OA et tourne de OA vers OB, le second part de la position OB et tourne de OB vers OA'.
160 — La tangente en un point quelconque D de l’ellipse est parallèle au diamètre EE' conjugué du diamètre Diy qui passe au point de contact. En effet, si l’on appelle x et y les coordonnées du point D, le diamètre OD a pour coefficient
angulaire m = — ; le coefficient angulaire de la tangente au
JC
point D est m'=— ; on voit que ces deux coefficients
vérifient la relation mm' =
On se rend bien compte de cette propriété en imaginant que la sécante MM' se meut parallèlement au diamètre EE', et s’éloigne du centre ; les deux points d’intersection M et M' se rapprochent de plus en plus du milieu de la corde, et finissent par se confondre en D ; alors la sécante devient tangente au point D.
161 — Les propriétés des diamètres conjugués se montrent
immédiatement, quand on considère l’ellipse comme la projection d’un cercle. Deux diamètres rectangulaires OD, , OE, (fig. 85) , dans le plan du cercle, forment un système de diamètres conjugués ; car chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes paral-
Fie- 85- lèles à l’autre; les cordes parallèles se
projettent sur le plan de l’ellipse suivant des cordes parallèles;
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le milieu d’une corde a pour projection le milieu de la projection de la corde; chacun des diamètres 0D et OE, projections des premiers, divise donc en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre ; ce sont deux diamètres conjugués de l’ellipse.
On en déduit facilement la relation qui existe entre les coefficients angulaires m et m' de deux diamètres conjugués. Si l’on appelle m, et m/ les coefficients angulaires des deux dia-
mètres conjugués OD,, 0E,du cercle, on a m=—m„
d’où mm!=—tintmji puisque les diamètres conjugués du cercle sont rectangulaires, on a 01,01/= — 1; il en résulte
/ b ’ mm — .
Quand on donne un diamètre OD, on peut trouver le conjugué OE, sans que l’ellipse soit tracée. On construira le diamètre OD, qui a pour projection OD; on mènera le diamètre OE, perpendiculaire à OD,, et on projettera OE,; la projection OE sera le diamètre demandé.
162 — Ellipse rapportée à deux diamètres conjugués. Nous avons vu (n° 138) que, lorsqu’on prend pour axes des
coordonnées deux diamètres conjugués DD', EE' d’une ellipse, l’équation de la courbe se simplifie et se met sous la forme Mx' * + Ny'* = H.
Désignons par 2 a' et 26' les longueurs des diamètres conjugués; si, dans l'équation précédente, on fait
Fig. 86.
successivement y=0 et x=0 , on a
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ce qui permet d’écrire l’équation de la courbe de la manière suivante :
Ainsi, quand on rapporte l’ellipse à deux diamètres conjugués, la forme de l’équation est la même que lorsque la courbe est rapportée à ses axes. Seulement les coordonnées sont obliques au lieu d’être rectangulaires.
Les calculs qui ont été effectués pour démontrer les. propriétés de l’ellipse, au moyen de l'équation rapportée aux axes, et dans lesquels on n’a pas supposé les coordonnées orthogonales , pourront être répétés avec l’équation de la courbe rapportée à un système de diamètres conjugués. Ainsi l’ellipse étant rapportée au système des diamètres conjugués OD et OE, la tangente aura pour équation
Mais l’équation de la normale ne conserverait pas la même forme.
103 -Si l’on appelle a et p les angles que font les deux demi-diamètres OD, OE avec le grand axe OA, a' et b' leurs longueurs, on a, d’après l’équation (3) du n° 144,
.... a! * cos 1 a a' * sin a
V'cos'p V'sin'ï_ v 1 a1 ' b'
Les deux diamètres étant conjugués, on a, en outre, la relation
tanga tanÿ p = — — ,
ou
.. .. cos a cos p sin a sin fl
Des deux angles a et p, l’un étant aigu, l’autre obtus, nous
supposerons a aigu, p obtus
On a ainsi trois relations entre les quatre quantités variables
a, p, a' , b1, dont une seule est arbitraire. En combinant ces relations de diverses manières, on obtient différents théorèmes.
164 — En multipliant par a ! b' les deux membres de l’équation (11), on peut l’écrire sous la forme suivante
a cos a a
a' stn a
b' sin p — b1 cos p *
chacune de ces fractions est égale à une fraction ayant pour numérateur la racine carrée de la somme des carrés des numérateurs, et pour dénominateur la racine carrée de la somme des carrés des dénominateurs; en vertu des équations (9) et (10) ces deux sommes étant égales à Puni té, on a
al cos a
a ' sm a
b' sin p — b'cosp a
d’où
al cos a a
b1 sin p
a' stn a b'cosp
Si dans l’équation (9) on remplace a S!n “■ par la quantité
égale ■
b'cosp
, on a
(12) a'scos’a-f- b/,cos3p = a*;
si dans la même équation, on remplace - ™:<! — par la quany sin p
tite égalé — on a aussi
(13) a,tsinia -f b',stn*p = b».
Les deux équations (12) et (13) signifient que la somme des carrés des projections de deux diamètres conjugués quelconques sur chacun des axes est constante et égale au carré de cet axe.
En ajoutant les deux équations (12) et (13) membre à membre, on obtient l’équation
L1V. III, CHAP. IV. — DE L’ELLIPSE
(14) a1* + 6,, = o1 + 6'; ainsi la somme des carrés de deux diamètres conjugués quel conques est constante et égale à la somme des carrés des axes.
16S — En décomposant chacun des termes de l’équation (9)
en deux facteurs, on peut écrire cette équation sous la forme
a' cos a a1 cos a , a' sin ol a1 sin a -T- • I î. — E— = 4;
... , , a cos “ u sin * ,
si I on remplace les seconds facteurs — - — , — - — par les
.... . b' sin fi V cos p .
quantités égalés — S >1 vien*
a' b' ( sin p cos a — sin * cos fi)
Tb =1’
ou
(14) a' b1 sin — a) = at>.
Le produit afV sin (fi — a) est la mesure de l’aire du parallélogramme ODKE (fig. 87) ; en multipliant par 4, on obtient l’aire du parallélogramme circonscrit FGHK. Ainsi l’aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques est constante et égale au rectangle construit sur les axes.
Le parallélogramme inscrit DEIVE', qu’on obtient en joignant les extrémités des diamètres conjugués, est la moitié du précédent, et a aussi une aire constante.
160— On peut démontrer facilement ces théorèmes en considérant l’ellipse comme la projection d’un cercle.
Deux diamètres conjugués OD et OE de l’ellipse sont les projections de deux diamètres rectangulaires OD, et OE, du cercle (fig. 83). Les angles D, OP, E,OQ étant complémentaires, les triangles rectangles D,OP, E,OQ sont égaux, et l’on a
OQ=D,P; maisOP2+D,Pi = UD,2 = a2 ; il en résulte ÔP,+Ôü* = a*.
Les longueurs OP et OQ étant les projections des deux demi-
diamètres conjugues OD et OE sur le grand axe de l’ellipse, on voit que la somme des carrés de ces deux projections est constante, ce qu’on écrira de la manière suivante a'*cos a + bn cos'fi^za*.
Il en est de même pour l’autre axe. Les projections des deux demi-diamètres conjugués sur le petit axe sont égales aux
coordonnées DP etEQ; mais DP = ^D,P, EQ = E,Q, et par
suite DP* -f- EQ* = ^ (D,P‘ ■+• E,Q*) ; les longueurs E,Q et OP
étant égales, on a D,P* + E,Q’ =D,P* + OP* =a’, et par suite
DP* + ËQ*= b*, ou
a' ‘ sin * o 6'* sin * p = 6 *,
En ajoutant membre à membre les deux relations précédentes, on obtient la relation
a,t + b,t = at + bt.
107— Pour démontrer la propriété relative à l’aire du parallélogramme, nous nous servirons du théorème suivant: La projection d’une aire plane sur un plan est égale à l’aire projetée multipliée par le cosinus de l’angle des deux plans.
Considérons d’abord un triangle ABC (fig. 87) ayant un côté AB parallèle au plan de projection ; nous pouvons supposer
que le plan de projection passe par ce côté AB; du sommet C abaissons sur ce plan une perpendiculaire CC' et, dans ce plan, menons C'D perpendiculaire à AB; la droite CD sera aussi perpendiculaire à AB et l’angle CDC' mesurera l’angle dièdre ? des deux plans. Cela posé, on a C'D = CD cos<p,
d’où
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un
el par suite
AC'B = ACB X cos y.
Ainsi l’aire du triangle AC'B est égale à celle du triangle ACB multipliée par cos y.
Supposons maintenant que le triangle ABC (fig. 88) n’ait aucun de ses côtés parallèle au plan de projection ; nous pouvons faire passer ce plan par le sommet A, de telle sorte que les deux autres sommets soient d’un même côté ; le plan du triangle prolongé coupe le plan de projection suivant une droite AI et la droite CB perce ce plan au point I ; les triangles AIC, AIB se projettent suivant AIC', AIB', et l'on a, d’après ce qui a été dit,
AIC' = AIC X cos y,
Fi«-88- AIB' = AIB x cos y ;
d’où, par la soustraction,
AB'C/ = ABC x cos y.
Le théorème, étant démontré pour un triangle, s’étend à un polygone plan quelconque, que l’on peut toujours décomposer en triangles, et même à une aire plane limitée par une courbe fermée quelconque ; car on peut toujours considérer cette aire plane comme la limite de l’aire d’un polygone inscrit, dont on augmente indéfiniment le nombre des côtés de manière que chacun tende vers zéro.
Quand on considère l’ellipse comme la projection d’un cercle, le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est la projection d’un carré circonscrit au cercle ; le carré ayant une aire constante égale à 4 a'-, celle du parallélogramme est aussi constante et égale à A a* cos y, c’est-à-dire à 4 ab.
DIAMÈTRES CONJUGUÉS ÉGAUX
Fig. 89.
169— Nous avons vu (n° 159) que les deux demi-diamètres conjugués OD et OE sont situés de part et d’autre du petit axe OB (fig. 89). On sait que le rayon de l’ellipse est d’autant plus grand qu’il s’écarte davantage du petit axe ; pour que k les deux diamètres conjugués deviennent égaux, il faut donc que ces deux diamètres fassent des angles égaux avec le petit axe OB, ce qui exige que les angles a et p soient supplémentaires.
On a donc tang * « = — et par suite tang * = - ; ainsi les diamètres conjugués égaux OG et OH coïncident avec les diagonales du rectangle construit sur les axes.
De la relation an + &'*= a1 -f 6% on déduit a/l = ^— ,
et l’équation de l’ellipse rapportée à ses diamètres conjugués égaux devient
... a* + b' x +V = — iT— ;
elle a même forme que l’équation du cercle, seulement les coordonnées sont obliques.
Cette équation signifie que la somme des carrés des dis-
Fig. 90
mètres, on a (fig. 90)
tances de chacun des points de l’ellipse aux deux diamètres conjugués égaux est constante. En effet, soient 0 l’angle des deuxdiamètres conjugués égaux, MP et MQ les coordonnées du point M, ME et MF les perpendiculaires abaissées du point M sur ces dia-
CORDES SUPPLÉMENTAIRES
170— On appelle cordes supplémentaires dans l’ellipse deux cordes MC, MC', qui, partant d’un même point M de l’elii n lipse, aboutissent aux extrémités d’un
_ diamètre CC' (fig. 91).
I T — ') Deux cordes supplémentaires sont pa-
c’\ / ° ' '"-y rallèles à deux diamètres conjugués.
Menons, en effel, les diamètres OD et OE . parallèles aux cordes supplémentaires
MC', MC. Dans le triangle CMC', la droite OD parallèle à C'M, divise en parties proportionnelles les deux côtés CC' et CM; le centre 0 étant le milieu de CC', il s’ensuit que le diamètre OD divise en deux parties la corde CM et par suite toutes les cordes parallèles au diamètre OE. De même, le diamètre OE divise en deux parties égales la corde C'M et, par suite, toutes les cordes parallèles à OD. Donc les deux diamètres OD et OE, parallèles aux cordes supplémentaires MC', MC, sont conjugués.
Réciproquement, si par les extrémités d’un diamètre CC'on mène des droites parallèles à deux diamètres conjugués OD et OE, ces droites se couperont sur l’ellipse. En effet, soit M le point où la corde CM, parallèle à OE, rencontre l’ellipse ; joignons C'M; les cordes supplémentaires MC, MC' étant parallèles à deux diamètres conjugués, la seconde corde C'M sera parallèle à OD.
171— L’étude de la variation de l’angle de deux diamètres conjugués se trouve ainsi ramenée à l’étude de la variation de l’angle de deux cordes supplémentaires, c’est-à-dire de l’angle inscrit dans une demi-ellipse. Pour simplifier le calcul, on peut supposer les deux cordes supplémentaires menées par les
extrémités du grand axe (fig. 92). L’angle AMA', que nous
appellerons 0 , est égal à la différence des deux angles MAX, MA'X; les deux droites AM et A'M ayant pour
If
coefficients angulaires
et
Fig. 92.
lang 0 =
, on a
2 ay
et, en remplaçant x 1 par sa valeur tirée de l’équation de l’ellipse,
. . 2 ab*
lang 9 = — —
Si le point M décrit la moitié supérieure AMA; de l’ellipse, la tangente étant négative, l’angle 6 est obtus; quand le point M est au point A, c’est-à-dire quand y = 0, l’angle 0 est droit; le point M marchant de A vers B, y augmente; la valeur absolue de lang 0 diminuant, l’angle obtus 0 augmente aussi et acquiert sa valeur maximum au point B; alors on a y=b et
lang 0 = — - ; quand le point M dépasse le point B et
parcourt le quart d’ellipse BA', l’angle 0 diminue de sa valeur maximum jusqu’à un angle droit.
H résulte de là que l’angle des demi-diamètres conjugués OD et OE, situés d’un même côté du grand axe, est obtus et varie depuis un angle droit jusqu’à la valeur maximum ABA'; les diamètres conjugués, qui comprennent l’angle maximum, étant respectivement parallèles aux cordes supplémentaires A'B et AB et par suite également inclinés de part et d’autre du petit axe OB, sont égaux.
Nous avons étudié la variation de l’angle obtus DOE de deux diamètres conjugués, l’angle aigu DOE; varie en sens inverse. On obtient directement cet angle en menant les cordes supplé-
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inentaires par les extrémités du petit axe BB'; quand le point M décrit le quart d’ellipse BA, l’angle inscrit diminue depuis un angle droit jusqu’au minimum BAB', "supplémentaire du maximum obtus ABA'.
178— Lorsqu’une ellipse est tracée, on peut déterminer graphiquement le centre et les axes. Pour trouver le centre, on mènera deux cordes parallèles suffisamment écartées l’une de l’autre ; on joindra les milieux de ces cordes, ce qui donnera un diamètre dont le milieu sera le centre. Si sur ce diamètre on décrit un demi-cercle, et que l’on joigne aux deux extrémités du diamètre le point où ce demi-cercle coupe la demi-ellipse, on aura deux cordes supplémentaires perpendiculaires entre elles ; les diamètres parallèles, formant un système de diamètres conjugués rectangulaires, seront les axes de l’ellipse.
On pourrait obtenir de la même manière les deux systèmes de diamètres conjugués qui font entre eux un angle donné compris entre le minimum et le maximum ; il suffirait de décrire sur un diamètre un segment capable de l’angle donné.
173 — Construire une ellipse , étant donnés deux diamètres conjugués.
Soient DD', EE' (tig. 93) les deux diamètres conjugués donnés, dont nous désignerons les longueurs par 2 a' et 2 V.
Ei
ne. 93.
l’ellipse qui a pour axes Diy, E,E,' présentée par la même équation, nées MP, M,P, qui correspondent i
L’equation de l’ellipse , rapportée à ces deux diamètres conjugués, est
Par le centre menons la droite E,E,' perpendiculaire à DD' et prenons OE, = OE; , rapportée à ces axes, estre- 11 en résulte que les ordoni une même abscisse OP, sont
égales entre elles. Imaginons que, par le procédé indiqué au n* 447, on ait construit différents points de l’ellipse DE,D', dont on connaît les axes; soit M, l’un de ces points, M,P son ordonnée; si parle point P on mène PM parallèle à OE et égale à PM,, on aura un point M de l’ellipse demandée. Chaque point de la première ellipse donnera un point correspondant de la seconde. Ceci retient à déformer la première ellipse en faisant tourner chaque ordonnée PM, autour de son pied P d'un angle constant.
Le même mode de transformation s’applique à la tangente. La tangente au point M est représentée par l’équation
*X yY
en coordonnées obliques ; cette équation représente aussi la tangente au point M, en coordonnées rectangulaires. Ces deux tangentes coupent le prolongement du diamètre Diy au même point T, dont on obtient l’abscisse en faisant Y = 0.
Au lieu de construire l’ellipse par points, comme nous l’avons expliqué, on pourrait déterminer d’abord les axes de l’ellipse, et construire ensuite cette ellipse au moyen de ses axes. La détermination des axes dépend d’un théorème que nous allons démontrer.
174 — Deux diamètres conjugués quelconques déterminent sur une tangente fixe PQ deux portions DP, DQ, dont le produit est constant et égal au carré du demi-diamètre OE parallèle à la tangente.
Si l’on prend pour axes des coordonnées le diamètre OD, qui passe par le point de contact et le diamètre conjugué OE, et si l’on appelle a' et b’ les longueurs de ces demidiamètres, l’équation de l’ellipse est
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Soient
y = mx, y = m'x
les équations de deux diamètres conjugués OA, OB ; d’après la remarque faite au n<> lj®les coefficients angulaires seront liés par la relation J
mm = —
Si dans ces équations on fait x = a', on trouve DP = — ma', DQ = m'a' , d’où
DP x DQ = — mm' a11 = b'*.
175 — Supposons que les deux diamètres conjugués OA et OB soient les axes de l’ellipse. Le cercle décrit sur PQ comme diamètre passe par le point 0, et l’ordonnée DH, perpendiculaire à PQ, est égale à OE. 11 en résulte un moyen facile de construire les directions des axes, quand on connaît deux diamètres conjugués OD et OE. Par le point D on mènera une parallèle à OE ; cette parallèle sera tangente au point D, on élèvera sur cette droite une perpendiculaire DU égale à OE, et on décrira un cercle ayant son centre sur PQ et passant par les points 0 et H ; les droites OP et OQ qui vont du centre aux deux points P et Q, où le cercle coupe la tangente, donneront les directions des axes.
476—11 reste à déterminer leurs grandeurs.
Des relations
a8 -(- 6’ = a/8 -f-6'8 ab = a'b1 sin ô,
démontrées aux nos 164 et 165, on déduit (o — b) 8 = a'8 -f 6's — 2 a'b' sin 0 = a'8 + 6'8 — 2 a’b1 cos (b —
(a -(- è)*= a/8 + 6'* -{- 2 a'b' sin 0 = a'* -f- è's — 2 a’b' cos — 9^ .
On voit par ces formules que la longueur a — f» est le troi-
sième côté d’un triangle dont les deux autres côtés sont égaux
à a' et à b' et dont l’angle compris est O — Ce triangle est
le triangle ODH ; car l’angle ODH est égal à 0 — et les deux
côtés DO et DH sont égaux à a! et lÆ^insi le troisième côté OH donnera a — b. De même a + 6 >est le troisième côté d’un triangle dont les deux autres côtés sont égaux à a> et à b' et l’angle compris supplémentaire du précédent ; ce triangle est le triangle ODK, que l’on obtient en prolongeant la perpendiculaire DH d’une longueur égale à elle-même ; le troisième côté OK donnera a -f- b. Si du point O comme centre, avec OH pour rayon, on décrit un cercle, la longueur Kl sera égale au grand axe 2 a, la longueur KL au petit axe 2 b.
On peut remarquer que le grand axe OA est la bissectrice de l’angle HOK, le petit axe la bissectrice de l’angle supplémentaire.
DESCRIPTION DE L’ELLIPSE D’iN MOUVEMENT CONTINU.
17 7 — Lorsque les deux extrémités d’une droite CD de longueur constante glissent sur deux droites rectangulaires OX OY, m» point M de cette droite décrit une ellipse (fig. 95).
Prenons pour axes des coordonnées les doux droites fixes; appelons a et 6 les deux longueurs constantes MD, MC, x et y
les coordonnées variables du point M. Les triangles semblables MPC, DQM donnent
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U n’est pas nécessaire que le point M soit situé sur la droite mobile entre les points C et D ; il peut être situé sur le prolongement. Considérons la droite C'D' dont les deux points C' et D' glissent sur les deux droites rectangulaires OX et OY, et cherchons le lieu décrit p^r le point M. Si l’on appelle a et b les distances MD' et MC', les triangles semblables MPC', D'QM donneront, comme précédemment
MP MC' b'Q Miy’ ou
C’est sur cette propriété que repose la construction d’un petit instrument appelé compas elliptique. Deux pointes sont fixées en deux points C et D, pris à volonté sur une droite CD, et un crayon au point M ; les deux pointes glissent dans des rainures pratiquées sur deux droites rectangulaires OX et OY ; le crayon placé en M décrit l’ellipse d’un mouvement continu.
178—11 est à remarquer que la normale à l’ellipse au point M passe par le point d’intersection K des perpendiculaires élevées par les points C et D sur les deux droites fixes. En effet, si l’on appelle a-, et yt les coordonnées du point K, les triangles semblables MPC, DQM, donnent
d’où
Vt — >J __a'y
Ainsi le coefficient angulaire de la droite KM est égal à celui de la normale à l’ellipse au point M.
— On peut généraliser ce théorème et l’énoncer ainsi : Quand deux points E, F, d’un plan mobile glissent sur deux droites OA, OB, situées dans un plan fixe, un point quelconque du plan mobile décrit une ellipse (fig. 96). Considérons une
position particulière du plan mobile; aux points E et F élevons des perpendiculaires sur les droites OA et OB, et soit K le point de concours de ces perpendiculaires ; le cërcle décrit sur OK comme diamètre passe par les points E et F. La dioite EF étant constante, ainsi que l’angle EOF, le diamètre du cercle est constant. Nous remarquons d’abord que tout point D, situé sur le cercle, décrit une droite OY ; car, pendant le Fig. 9fi. mouvement, les longueurs des côtés
du triangle DEF restant invariables, l’angle DEF conserve la même valeur et par suite égale l’angle DOF ; ainsi le point D décrit la droite OY.
Considérons maintenant un point quelconque M du plan mobile. Joignons ce point au centre I du cercle et marquons les deux extrémités G et I) de ce diamètre. Eu vertu de ce qui précède, les deux points G et D glissent sur les deux droites rectangulaires OX et OY ; on en conclut que le point M décrit une ellipse dont les axes, égaux au double des distances MC et MD, sont dirigés suivant les deux droites rectangulaires OX et OY. En particulier le point 1 décrit un cercle.
Les perpendiculaires élevées par les points C et D sur les droites OX et OY se coupent au point K ; il en résulte que la droite MK est normale à l’ellipse au point M.
Si l’on considère les ellipses décrites par différents points du plan mobile, on voit que les normales à toutes ces ellipses aux points correspondants passent par le même point K. Le lieu du point K, point de concours des normales, dans le plan fixe est un cercle décrit du point O comme centre avec un rayon égal à la distance constante OK.
EXERCICES
1<> Trouver le lieu des sommets des parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués d’une ellipse.
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2° Trouver le lieu du milieu des cordes menées par un même point dans une ellipse.
3° Une corde d’un cercle se meut parallèlement à ellemême; par les extrémités on mène des droites parallèles à deux directions données; trouver le lieu de leur point de rencontre.
4° Parmi tous les parallélogrammes circonscrits à une même ellipse, les parallélogrammes construits sur deux diamètres conjugués sont minimum.
5° Parmi tous les parallélogrammes inscrits à une même ellipse, ceux dont les diagonales forment un système de diamètres conjugués sont maximum.
6° De toutes les ellipses inscrites à un même parallélogramme, quelle est la plus grande?
7° De toutes les ellipses circonscrites dans un même parallélogramme, quelle est la plus petite?
8° Parmi tous les systèmes de diamètres conjugués de l’ellipse, les axes forment une somme minimum et les diamètres conjugués égaux une somme maximum.
9« Inscrire dans l’ellipse une corde telle que la somme de sa longueur et de la distance de son point milieu au centre soit maximum.
10° Une droite se meut parallèlement à elle-même dans le plan de deux autres; on prend sur elle un point tel que la somme des carrés de ses distances aux intersections avec les droites fixes soit constante : quel est le lieu décrit par le point?
11° Si deux ellipses, tellement situées dans un plan que deux diamètres conjugués de l’une soient respectivement parallèles à deux diamètres conjugués de l’autre, se coupent en quatre points , ces quatre points seront sur une troisième ellipse dans laquelle les diamètres conjugués égaux seront parallèles à ceux qui forment les deux premiers systèmes.
12° Une ellipse tourne autour de son centre, aux points où elle coupe une droite fixe on mène des tangentes à la courbe; trouver le lieu du point d’intersection de ces tangentes.
13° On donne un cercle et une droite fixe passant par son centre; une droite mobile de longueur constante s’appuie par une de ses extrémités sur le cercle, par l’autre sur la droite; trouver le lieu décrit par un point de la droite mobile.
14° Un plan mobile se meut sur un plan fixe, de manière que deux droites du plan mobile restent tangentes respectivement à deux cercles du plan fixe ; trouver le lieu tracé par un point du plan fixe sur le plan mobile.
15° Trouver l’aire de l’ellipse définie par l’équation Axî + Bxy-(-Cÿ* = 1.
CHAPITRE V
De l’Hyperbole.
180— Construisons maintenant le lieu défini par l’équation Mx* -f-Nÿ‘ + F, = 0,
dans laquelle M et N ont des signes contraires. Nous supposerons M positif, N négatif et égal à — N'. Si F, est égal à zéro, l’équation
M®‘ — N'ÿ^O, résolue par rapport à y, donne
elle représente deux droites passant à l’origine. Le cas où F, est positif se ramène au cas où F, est négatif par la permutation des axes, ce qui revient à remplacer dans l’équation y par x et x par y ; nous poserons donc F, = — H; l’équation prend la forme
Mx* — N'y*=H
dans laquelle M, N' et H sont des nombres positifs.
A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signes contraires; l’axe des x est donc un axe de symétrie de la courbe; il en est de même de l’axe des y. On
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en conclut que l’origine est centre de la courbe ; on peut démontrer cette dernière propriété en observant que si l’équation est vérifiée par les coordonnées a: et y d’un point, elle est vérifiée également par les coordonnées —x et — y du point symétrique
En résolvant l’équation par rapport à y on obtient
Ma:* — H N'
Pour que y soit réel il faut que la valeur numérique de x soit supérieure à
Portons donc sur l’axe X'X, à partir
de l’origine, deux longueursOA, OA' égales à
a|/§,et,
parles
points A et A', menons des parallèles à OY (fig. 97); la courbe n’a aucun point entre ces deux parallèles. Quand #=0A, l’ordonnée y est nulle, ce qui donne le point A ; si l’on fait croître# indéfiniment a partir de OA, la valeur numérique de y croit aussi indéfiniment à *‘8 97‘ partir de zéro ; on a ainsideux
branches de courbe infinies, AD' et AD’.
En faisant varier x depuis — OA' à — oo , on obtient les deux nouvelles branches A'E, A'E' symétriques des précédentes par rapport à OY. Ces quatre branches forment l’hyperbole qui a pour axes de symétrie les deux droites X'X, Y' Y; le premier de ces axes rencontre seul la courbe; on l’appelle axe transverse , le second est l’axe non traverse ou l'axe imaginaire; les points A et A' sont les deux sommets de
la courbe. Si l’on pose, pour abréger a = j/rj, 6 = |/ tt,
l’équation se met par la forme
Les dimensions de l’hyperbole dépendent uniquement des deux lignes a et b ; on dit que ces deux paramètres sont les longueurs des demi-axes de la courbe, le premier est le demiaxe réel, le second le demi-axe imaginaire.
181— le* carrés des ordonnées perpendiculaires à l'axe transverse sont entre eux comme les produits des segments correspondants formés sur cet axe.
En effet de l’équation (1) on déduit
xî — as a5’
ou
donc
ASYMPTOTES DE L HYPERBOLE
181 — L’équation de la courbe résolue par rapport à y est
ar a y x*
Soient RR', SS' (fig. 97) les droites représentées par les équations
Considérons la différence NM entre l'ordonnée de la droite OR et celle de la branche AD de la courbe; celte différence, qui a pour expression
ab
x -j- y/ xx — ax
est constamment positiYe et tend vers zéro lorsque x augmente indéfiniment. Il en résulte que la branche AD est comprise dans l’angle ROX et se rapproche indéfiniment de la droite OR, qui est asymptote de celle branche A. Les droites
HYPERBOLES CONJUGUÉES
183 — Deux hyperboles sont dites conjuguées lorsque, ayant même centre et mêmes axes, l’axe réel de l’une est axe imaginaire de l’autre. Ainsi l’hyperbole proposée a pour conjuguée une autre hyperbole ayant pour axe transverse b et pour axe imaginaire a (fig. 98).
L’équation de cette seconde hyperbole est évidemment
Deux hyperboles conjuguées ont les mêmes asymptotes , puisque le rectangle construit sur les axes est le même pour les deux courbes. L’une des courbes est comprise dans les deux angles ROS', R'OS opposés par le sommet, et l’autre dans les deux autres angles ROS, R'OS'.
HYPERBOLE ÉQUILATÈRE.
184 — On dit qu’une hyperbole est équilatère lorsque les axes a et b ont même longueur. Dans ce cas le rectangle des axes devient un carré, et les asymptotes sont perpendiculaires entre elles; l’hyperbole conjuguée est égale à la première; on l’obtient en faisant tourner celle-ci d'un angle droit autour de son centre.
L’hyperbole dont les axes sont a et b peut être construite au moyen de l’hyperbole équilatère dont l’axe est a, comme on a construit l’ellipse ayant pour axes a et 6 au moyen du cercle
de rayon a, c’est-à-dire que la première hyperbole peut être regardée comme la projection orthogonale de la seconde. Mais cette considération n’est d’aucune utilité dans les constructions graphiques relatives à l’hyperbole, parce que le tracé d’une hyperbole équilatère n’est pas plus simple que celui d’une hyperbole quelconque.
185— Soient x et y les coordonnées d’un point quelconque du plan; considérons le polynôme x* y* a* b *
Pour un point M appartenant à la courbe, ce polynôme est égal à zéro ; si l’on fait marcher un point P à partir de M sur
une parallèle à l’axe transverse AA' (fig. 99), le terme —
cc *
conserve une valeur invariable, tandis que le terme — dimi-
nue ou augmente suivant que le point P se rapproche ou s’éloigne de l’axe des y. Il en résulte que le polynôme a une valeur négative pour tous les points situés entre les deux branches de l’hyperbole, et positive pour tous les autres points du plan.
TANGENTE A L’HYPEKBOLE.
1 86— L’équation de la tangente au point M, dont les coordonnées sont x et y, est
x\ mY
Pour construire celte droite, on peut déterminer le point T (fig. 97), où elle coupe l’axe OX. Si, dans l’équation (2), on fait Y’=0, il vient
on obtient cette longueur OT par une troisième proportionnelle.
LIV. III, CHÀP, V.— DE l/HYPERBOLE
18T — Le coefficient angulaire de là tangente a pour valeur
a Jy 4 i ■ <•'* -\\ - fui
ai/ 1 — î
Supposons que lejioiht M parcoure la branche AD; en A le coefficient angulaire est infini et la tangente perpendiculaire à l’axe fransvedse ;> cà augmentant, le coefficient angulaire di-
minue constamment et tend vers la limite - , coefficient an-
gulaire de l’asymptote OH; l’angle MTX diminue donc de
TC i . / j ii - * : !. •
— à ROX; en même temps la valeur de OT diminue de a a 0;
il en résulte que l’asymptote est la position limite de la tangente quand le point de contact s'éloigne indéfiniment. ’j
• ,’.l ‘.il Jlli..- ..Mil'n.l /'Il «I «Ttl 'l)i C<
MENER CNE TANGENTE 1>AR CN POINT EXTÉRIEUR
• tu 'lit
188 — Désignons par ar, et y, les coordonnées du point P. Soit PM la tangente demandée; appelons x et y lès coordonnées inconnues du point de contact M; le point de contact étant sur la courbe, on a la relation ”
iOii'ui / 1.! i.j iii.iii.*
La tangente an point M a ppqr.éqpfttjp»ci vu .../, .
ni h‘ 4 >
celte tangente passant par le point P, son équatipn doit être vérifiée par les coordonnées de ce point, ce qui donne
l’équation . . .. ... »... .
ili. Ii| ’jilp TUi>‘l
Ti':i. . .: ... j Ji Oï
Ainsi les deux coordonnées .r et y du point
M sont détermi-
nées par les équations simultanées
) n j i. f il
; • )J ii . !•
1 ii GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE i ! (
En éliminant y, on obtient l’ équation du second degré
, , .... &v aï.tvJ**/ !'<.!--■
dont les racines sont les abscisses des points de contact M et M' des deux tangentes menées du point P. La condition de réalité des racines est
rû* o
c’est-à-dire que le point P doit être placé entre les doux Manches dé la courbe. Si le point P est placé dans les angles de? asymptotes qui comprennent la courbe, le coefficient
—Y — ~ est positif, le produit des deux racines est positif; par
suite les deux racines sont de même signe et les deux points de contact feur'uné mênie branche de la courbe. Au contraire.
si 1^ point P est dans l’un des angles ROS, R'0S', il y a un point de contact sur chacune des branches.
. > 1 it -V
La résolution des équations simultanées (1) et (3) revient a chercher les points communs aux deux lignes représentées par ces deux équations, l’équation (1) représente l’hyperbole et l’équation (3) la corde des contacts MM'.
TANGENTE PARALLÈLE A UNE DROITE DONNÉE
189— En appelant m le qoefflcient angulaire de la droite donnée, on trouve par un calcul analogue à celui du n° 158
que l’équation de la tangente est
m ji .« YsmX+ i/ a’m’-P,
Pour que le problème soit possible il faut que la valeur de m’
soit plus grande que ÿ, dest-à-dire que, si la droite donnée
passe.àLoriginqj qilcspit comprise dans l’angle ROS- Nous avons vu en effet, n’ 187, que la valeur numérique du coefficient angulaire d’une tangenté peut varier de oc à - .
tt
LIV. III, CH/VP. V.— DE L’HYPERBOLE
19O-0n ne peut mener à une hyperbole deux tangentes reclangulaires que lorsque l’angle ROS' est moindre qu’un angle droit, ou a est plus grand que b; quand cette condition est satisfaite, l’équation du lieu du sommet d’un angle droit circonscrit est
Ce lieu est une circonférence dont le centre coïncide avec celui de la courbe.
DIAMÈTRES
191— L’hyperbole étant rapportée à ses axes, le diamètre R qui divise en deux parties égales n les cordes dont le coefficient angulaire est m, a pour équation
Si l’on désigne par m' le coefficient angulaire du diamètre, on a, entre la. direction des cordes et celle du diamètre , la relation
Celte relation montre que si l’on prend m1 pour coefficient angulaire des cordes, on trouvera m pour coefficient angulaire du diamètre; c’est-à-dire que si la droite DD7 divise en deux parties égales les cordes parallèles à EE' (fig. 100), réciproquement la droite EE' divisera en parties égales les cordes parallèles à DD'. Ainsi les deux diamètres DD', EE' sont tels que chacun divise en parties égales les cordes parallèles à l’autre; ce sorti deux diamètres conjugues.
L’hyperbole a une infinité de systèmes de diamètres conjugués, puisque l’on peut prendre à volonté l’un des diamètres. La relation (5) exige que m et m' aient le même signe;
îf* 2ÿn]_n
si on les suppose positifs, m variant de ü à-, m' variera de
oo à le diamètre DD' tourne de OA vers l’asymptote OR, et
le diamètre EE' de OY vers la même asymptote. On voit ainsi que, des deux diamètres, l'un rencontre toujours la courbe et que l’autre ne la rencontre pas ; que les axes forment le seul système de diamètres conjugués rectangulaires, et que l’angle
aigu de deux diamètres conjugués varie de * à 0.
On verrait comme pour l’ellipse que la tangente FH en un point D de l’hyperbole est parallèle au diamètre EE' conjugué du diamètre DD7 qui passe au point de contact.
19#— Deux hyperboles conjuguées et le système de leurs deux asymptotes admettent le même diamètre pour la même série de cordes ; car les équations des deux courbes sont
et celle des asymptotes
TT
Ces trois équations ne diffèrent que par le terme constant qui n’entre pas dans l’équation du diamètre fL + mf'y = 0.
Les trois lieux ont aussi les mêmes systèmes de diamètres conjugués.
Si l’hyperbole est équilatère, la relation mm' = — devient
mm’ = \ , ce qui signifie que les angles DOX, EOX sont complémentaires, et par suite que les asymptotes sont bissectrices des angles des diamètres conjugués.
LIV. 111, CHAP. V.— DE L’HYPEKBOLE
Ma' + Ny/*=H.
Prenons pour axe des x le diamètre qui rencontre la courbe; on peut supposer II positif, alors M sera posilif et N négatif. La longueur du premier demi-diamètre est la distance OD du point O au point de rencontre du diamètre avec la courbe;
cetté'longüeara pour expression a'=|/ On appelle lon-i
u r> JiTj4iïoo*i."’ ‘ "j ;•<
! Ils
gueur du second diamètre la quantité b' = ^ l’on
’ r* ! » • !/• JH’ ■* i JH ,, t w fj,
remplacé Xf par ^ et N par ■ , l’équation précédente
V .3° ,(]< j fl ■ ■ ! ! ® •• i
dfiyipiltj r , ; in;v:- n .• f jj iji -î é '•«
üL i=o, :‘-.laa s.w\ - I
! .TTt • — — — — — — • ~ /jjt «f I
Par la transformation des coordonnées, la fonction -~r — ~
devenant — — il en résulte que l’équation de l’hyperbole conjuguée deviendra —
x '* a Jt
;7ti 7fr“! »o!> ?n< : ~f\ — -rrj -f- lœOu ,
■r’-rjq /il1:
Lè demi-dianiètre imaginaire b' de l’hyperbole proposée dirigé suivant OY a donc pour longueur la distance OE du point 0 au point E où la droite OY' rencontre l’hyperbole
conjuguée. : ' 1
On voit aussi que la transformation des coordonnées appliquée à létfuation des asymptotes ; v' 'r‘
donnera pour~eqüâfion de cês droites dans le nouveau système d’axe» y, ■■■> i"<
xf* «*%>=£*’»•»'** • b/
-77—77=0; ou y'=± —.x.
a' b* — — . f y. a- v — V«n to1
Qu en- conclut que les diagonale » du parallélogramme FHGK comlruHr&ur denx diamètres conjugués- quelconques coïncident avec les asymptotes de l’ hyperbole. n.W
Itti
On peut démontrer directement, comme au n° 182, que les b'
droites j/=±-jr' sont asymptotes des courbes xf*
ii1. »!
Les côtés FH, GK du parallélogramme sont tangents à la première hyperbole et les côtés FK, et GH à l'hyperbole copr j liguée, de sorte que le parallélogramme est circonscrit au sjfftëHH5 défe deu^ coqfbes, , , ü.!j.;fnul. ,,:î„ t,b
au.i’Ji
—Si i’pp appelle « pt p les angles que foitf aype l’axe transverse OX les deux demi-diamètres conjugués OD, OE, a' et b' leurs longueurs, on a entre ces quatre quantités variables les trois relations
■ VI 1 y\
a1 5 COS i a
a** sin'Ü
b1 * cos 1 jî
6» i: ni
COS a COS ^
situism'f __
vi x
— ;l>« a i y vî»
, » > llvll
les deux premières se déduisent deséqqations des deux hyperboles conjuguées en coordonnées polaires, la troisième expr irqp que les deijx diamètres sont conjugués.
Ces relayons sont analogues à celles que nous avons trouvées pour l’ellipse (n° 163); on pourra leur faire subir les mêmes.
a1 cos a
a1 sin a
1 //(fflüsVrti..
/a' sin» \* ,
b1 sin$
b* cos P a
fb1 cos$\
en continuant de la même manière, on arrivera aux équations
'1 ancos'<x~ 6'1cos,^==(*_*ÿ; 1 ’W
a^siVa — 6^*sm*p= — b*j ! 51
■ Ainsi, la différence de* carrés de projections de deux diamètres conjuguésqitekonques sur chacun désaxés esitonsiante. En ajoutant ces deux équations membre a membre, on '•
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a1'— b"— a'— b'; la différence des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante et égale à la différence des carrés des axes.
On arrive aussi à ia relation
a'b'$in($— a)=ab; •>!.... :i-q
d’où l’on conclut que l’aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante et égale à l'aire du rectangle des axes, :i ; U'.ivlM lô
De la relation II résulte que'ii a est dif-
férent de b, on ne peut pas avoir a' =6' ; l’hyperbole n’a pas «le diamètres conjugués égaux. Si, au contraire, l’hyperbole est équilatère, on a toujours â'=:è‘; tous les systèmes de diamètres conjugués sont égaux; ce qui s’accorde avec la remarque du n° iQi, puisqu'alorsles deux diamètres font avec l’asymptote des angles égaux* ' \\ ■' > ■« > >'«
105 — L’hyperbole et ses deux asymptotes ayant le même diamètre pour une même série de cordes, le milieu 1a corde MM' ést aussi le milieu de la corde NM (tig. 100). i <i»
Donc les portions MN, M'iV d’une sécante comprise entre l’hyperbole et ses asymptotes sont égales.
Si la sécante devient tangente, on a DF = DH; les portions d’une tangente comprises entre le point de contact et les asymptotes sotU égales. >■■■■ .
VA
'106— Supposons l’hyperbole rapportée à deux diamèires conjugués ÏMy, EE', dont l’un EE' est parallèle à une sécante
do ri née MN ; la courbe anra pour équation
:f<j «:| iy • •/ i.
.itlibil q ii|
w«_^v aS
y —an(x —a )>
» 1 >'* t iî M* IjJ R • -v * » s ' « .«,nrii • j
et les asymptotes
L al*, . « t > » • •. .■
î ij !* i ') **:
Dans la ligure 100, la sécante MUE coupe la même branche eu deux peinte, le diamètre parallèle EE' ne rencontre fias la eotfrfee. Üh do -v 1 ! > > i 1 -u. •'«• .•! .•
par suite
on •• »• ••
-I mais
• Nl’-*MIî=A/t,
NI -MI) (NI+MI
NI — MI=MN et NI-fMlrrMN'; donc MNxMN^ô'1.
Lorsque la sécante coupe les deux branches de l’hyperbole, le diamètre parallèle rencontre la courbe, et l’on arrive à un résultat analogue. Ainsi ; : ^ .••ov * rhr.i
■y Le produit des segmente d’une sécante, cotàpfis entreun point de la courbe et les asymptotes, est égal au carré du d&nidiamètre parallèle à la sécante.
MOT^Connaïssant les asymptotes RR', SS/ et un point M de rhyperbble, on'peut obtenir autant de points de là courbe ' 'ï/i qu’on lé Veut (fig. 101). Menons, en
s\ t/') m effet, par le point M une droite quel-
>■ « ''ÿv'] -J1. '■!< ! conque NMN' qui coupe les asymptotes
t- J - en N et N7, cette droite rencontrera là
p^\| courbe en un second point M' tel. que 4 N'M'=NM.
fn'-ct'r.ia 7iM. MÎ'r>r On peut également détermlhfîr’ les ■ ’ru yjH t! -.i: : * i directions et les grandeurs des axes, La courbe étant comprise dans les angles ROS, R(0S\ la bissectrice OA de ces deux angles seéà l’ajce transverse, et la perpendiculaire OB l’axe imaginaire Menons QMQ' perpendiculaire sur OA, l’axe imaginaire 6 sera moyen proportionnel entre MQ et MQ. En portant sUr OB une longueur OB égale à 6 et en menant BC parallèle à OA, BG sera l’axe réel a.
On peut aussi construire la tangente en un point: M/ delà courbe. On mènera par; ce point M'P parallèle à une asymptote, on prendra OG =20P ; la droite M G sera la tangente demandée:
LIV. 111, CHAP. V.— DE L’HYPERBOLE
108— Lorsqu’on connaît les positions et les grandeurs de deux diamètres conjugués, on obtient aisément les axes. Soient j^-en effet, DD', EE' (Og. 102) les deux diamètres, le premier étant réel ; les diagonales du parallélogramme construit sur les deux diamètres sont les
Fig. 10!.
j’ asymptotes; connaissant les asymptotes et un point D, on est rametié à la construction précédente. »•
•:i v» •■' •jo'., » I )• j •> ; oj. !• >1 j >'>'!
yJ,, yj CORDES SUPWÆBIBHTÀIRES. '■! ■: p O'j'I
190— On appelle cordés supplémentaires déüx cordes ME, MG', qui partant d’un même point M de la courbe aboutissent
aux extrémités "d’un même diaÿ^C^ mètre CC' (flg. 103). On démontrera, volume nous l’avons fait au n° 170, pour 1’ellipsp, que Deux cordes supplémentaires sont parallèles à un système de dia- Fie. 103. mètres conjugués ; . j y
et que, réciproquement, •
Si par les extrémités d’undiamèfre on mène des droites parallèles à deux diamètres conjugués, ces droites se coupent sur f hyperbole et forment, -uu système de cordes supplémentaires.
HYPERBOLE RAPPORTÉE A SES ASYMPTOTES
.. l’on prend pour axes des coordonnées les deux
asymptotes de la cpurbe , l’équation ne renfermera pas de
termes du premier degré, puisque l’origine est au centre ; elle sera ' ! : donc dé la fdrifie
Les droites parallèles à 'OY ne coupent la courbe qu’en un point; donc ’ i-o ^ ponif chaque valeur de n’a
ru qu'une valeur* ce qui exige que G
170 GÉOMÉTRIE A.NALÏTIQI E.
soit nul; par la même raison A doit aussi être mil ; afffà Véquation sera simplement
(ti> B xy = \l, ou x>j=T—k *.
Les axes étant pris comme l’indique la figure, la constante-
est positive, puisque (tour tous les points de la conrbe les coordonnées x et p ont le même signe. On détermine facilement la constante k' lorsqu’on connaît les axes de la courbe; en effet, l’équation (3) doit être vérifiée par les coordonnées de l’un quelconque des points de la courbe, si l’on considère en particulier le sommet A, on a, pour ce point CCI
ii-* 2 2
d’où
U if j t i
On donne quelquefois à la constante k' le nom de puissance de 1 hyperbole.
• P L je i - v i- n t» » ' \ 1 ■
L’bvperbole étant rapportée à ses asymptotes, la tangente TT' au point M, dont les coordonnées sont x et y, a pour équation ’
1 (IJ' yX-f xY—%k'.
l/dhsCisse du point de rencontre de là tangente avec Taxe ()X s’obtient en faisant dans cette équàtion Y=0, d’où " ‘v‘ “ ‘
Xc=:OT= — ■a=2x=s20P ;
on Reconnaît de nouveau que le point de contact M dilfstf en deux parties égales ht portion TF de la tangente Comprise entre lès asymptotes.
AIRE D UK SEGMENT HYPERBOLIQUE
201— Nous commencerons par établir le théorème qui sert ordiri.lirementà l’évaluation des aires. Considérons l’aire comprise entre l’axe OX, une courbe, une ordonnée fixe AB, et une ordonnée mobile MP (fig. 103), correspondant à l’abscisse x; celte aire, que nous désignerons par S, est1 une fone-
LIV. III, CHAP. V.— DE L’HYPERBOLE, tion de la variable x : nous cherchons sa dérivée. Donnons à
x un accroissement A jr=PP', assez petit pour que de M en M' r. l’ordonnée varie dans le même sens ; par
I n vy' les points M et M' menons des parallèles
I MC, M'D à l’axe OX; l’accroissement AS
— ^ de l’aire est plus grand que le parallélo-
■-l'jT.fl) Jil J-J» -f V. llu’1 P.‘. •!>/•*: •!.. 1 , i >
| )i gramme MPP'C, et plus petit que le pa-
— ü| a r r' à rallélogramme DPP'M'; le premier pat- F’f- l05, rallélogramme a peur mesure y. A x.sin9, 9 étant l’angle de6 axes, le second (y+Ay) àœ, si» ô ; on a donc , 1 1 1 i y. A x.iint <AS <(y-p Aÿ)A®. jinô j ...( .nu et, en divisant par Sx,
AS ' •' - • • i
' r&f.ïïsç**.****, „ . . .
Supposons maintenant que l’on fasse tendre Sx Vers zéro.
- 1 1 1 ■ * AS ’ * * 1 1 * ! i 1 1 ’ " ! i 1 j > Lj; i ÎJ . , ■ i - f ! t ■ ; i * ' (
Le rapport - — est compris entre deux quantités, 1 une ysmô, Ax
l’autre ayant pour limite cette quantité ; dope le rapport a aussi pour limite ysino. Ainsi la dérivée de l’aire considérée comme une fonction de l’abscisse est y «mû. Réciproquement l’aire 8 est l’utie des fonctions primitives de y tint, considérée comme une fonction do x.
Quand les axes des coordonnées sont rectangulaires , fa dérivée de l’aire est égale à y.
2©*— Considérons une hyperbole rapportée à ses asymp-
Fig. 10».
tôles , et proposons-nous d’évaluer l’airé comprise entre l’asymptofe OX, l’hyperbole, l’ordonnée fixe AB correspondant à l’abscisse a, et l’ordonnée variable MP correspondant à l’abséissè x (8g. 106). L’éqnation de la courbe élan!
‘ : .ry = **, ««•*
ou a K n i. j
et par suite
ysine = k'sin'i- -
•<t : .7 • ■ / : . ■ jj
JJ
Or — est la dérivée de Ljj,, donc k'sinQX — est la dérivée
de k*sînO Lx , et par conséquent On a ■ -i S=^*sm6L jj-I-C.
On détermine la constante C par la Condition que l’Üire soit' nulle pour asff, eéqtji donne G ‘sine La; el, par suite,
no ,k«
(8) S = À-îsmO(Ljr — L a) =
L’abscisse a restant constante, Si Euto fait augmenter x indéfiniment; Faire S augmente auS» qu delà de tou tedimiien&a
même chose a lieu quand on fait tendre a vers 2éro, x restant fixe y'’' }J',n 1 ■ ' r-’I* r"> ’ ■-* M‘J anqri'oo ko- — — Tioqqm oJ
r Dans le oàs particulier où 1 hyperbole est équilatère, ou A sinô =24 ; si l’on suppose en Outre A*.cm4.,\et,que l’on compte l’aire depuis l’ordonnée qui- répond à l’abscisse t, c’est-à-direj au sommet de la courbe, la formule précédente se réduit à i ’f
S^=L(u?)-. - ) i ; ï i «jinm-o -ot i ia
C'est à caiise de cette propriété que. l’on désigne; aussi les logarithmes népériens sous le pom de logarithmes hyper*, boliques.
-<Sk i’on suppose É=-l et a=t,' la fprmu}e!t,8Jiduviep|>g -*'h :<j jS=~s/nO L (x).
On pourra prendre 9 de manière que S soit le logarithme de x dans .un système, quelconque dont la base est plus grande
que SMqwioa L’/. vil uni.
-S'/ uôniî'ii/io'J j-> .►>
wi;-.-! • :■ m: EXERCICES.
riu On donne deux points A et B, par ces deux points on mène deux droites mobiles AM et BM telles que l’angle MAB soit double.de MBA; trouver le lieu des points d’intersection M. r. no .ri .3.7
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2° Quel est le lieu des centres des circonférences qui interceptent des longueurs données sur les côtés d’un angle donné?
3° On donne deux droites fixes, une droite mobile coupe les deux premières de manière à former un triangle de grandeur constante; on demande le lieu des centres de gravité de ces triangles.
4° Les sécantes menées de l’un quelconque des points d’une hyperbole à deux points fixes pris sur la courbe interceptent sur l’une ou l’autre asymptote des longueurs constantes.
5° Toute corde d’une hyperbole divise en deux parties égales la portion de l’une ou l’autre asymptote comprise entre les tangentes à ses deux extrémités.
Si, sur une corde d’une hyperbole considérée comme diagonale, on construit un parallélogramme dont les côtés soient parallèles respectivement aux asymptotes, l’autre diagonale passera par le centre.
7° On donne un point fixe et une droite fixe. Un angle de grandeur constante tourne autour du point fixe; trouver le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle formé par les côtés de l’angle et la droite fixe.
8° Un triangle ABC est inscrit dans une hyperbole; deux de ses côtés ont des directions invariables; trouver le lieu du milieu du troisième côté.
9° Sur l’une des diagonales d’un rectangle prise pour corde on décrit un cercle; trouver le lieu des extrémités des diamètres parallèles à la seconde diagonale.
10“ Étant donnés un angle et un point fixe, par ce point on mène une sécante quelconque, et par les points où cette sécante rencontre les deux côtés de l’angle, on mène des droites respectivement parallèles à ces côtés; trouver le lieu du point d’intersection de ces parallèles.
CHAPITRE VI
De la Parabole.
303 — Le second des types auxquels on réduit l’équation générale du second degré est N y' + Par = 0, ou (!) y’ = 2px,
en posant — - = 2p. Le cas où p est négatif se ramène au cas
où p est positif par le changement du sens des x positifs; nous supposerons p positif. On voit immédiatement que la courbe représentée par l’équation (t) est symétrique par rapport à l’axe des x et qu’elle passe à l’origine. L’équation (t), résolue par rapport à y, donne
y = ±/2 px.
Pour que l’ordonnée soit réelle il est nécessaire que l’abscisse
soit positive; si l’on fait croître x de 0 à -f» , la valeur absolue de y
croît aussi de 0 à ao ; on a ainsi deux branches de courbes infinies AD et AD', qui forment la parabole (fig. 107).
La droite AX est l’axe de la parabole ; le point A en est le sommet; la longueur p, qui détermine la courbe, s’appelle le paramètre de la parabole.
if' n
FiC. 107
CONSTRUCTION DE LA COURRE PAR POINTS
$04 — L’ordonnée MP du point M est moyenne proportionnelle entre la quantité constante 2 p et l’abscisse AP. Portons sur AX et dans le sens des x négatifs une longueur AQ égale à 2p ; puis décrivons diverses circonférences ayant leurs centres sur QX et passant au point Q ; ces circonférences coupent de nouveau l’axeAXaux points P, P'.... et AY aux points N,N'...
LIV. III, CHAP. VI.— DE LA PARABOLE
Par les points P, P'... menons des perpendiculaires à l’axe AX; par les points N, N'... des perpendiculaires à AY ; les points de rencontre M, M'... sont des points de la parabole.
205— Des relations
Fp’ = 2;>AP, FP’‘ = 2pAP',
on déduit
MP* _ AP Ff’ A;P'
Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’axe de la parabole sont entre eux comme les segments de l’axe compris entre le sommet et les ordonnées.
Par le point M de la courbe menons une parallèle à l’axe, et imaginons qu’un point mobile parcoure cette parallèle. Si dans la fonction
y' — Vpx
on remplace x et y par les coordonnées du point mobile, cette fonction se réduira à zéro lorsque le mobile sera en M, elle aura une valeur positive pour une position du mobile extérieure à la courbe et une valeur négative pour une position intérieure.
206 — Nous avons vu que les branches infinies de l’byperpole ont des asymptotes ; il n’en est pas de même dans la parabole. Et d’abord, puisque y augmente indéfiniment avec x, il n’y a pas d’asymptote parallèle à l’axe de la parabole. En second lieu, soity, = aa;-{- b l’équation d’une droite quelconque oblique à l’axe, la différence des ordonnées des points de la droite et de la courbe qui correspondent à une même abscisse est égale à
ax + b — / 2 px et peut se mettre sous la forme
Quand a; augmente indéfiniment, le premier facteur augmentant indéfiniment, et le second tendant vers la valeur a diffé-
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, rente de zéro, le produit augmente indéfiniment. Donc il n’y a pas non plus d’asymptote oblique à l’axe.
TANGENTE A LA PARABOLE
207 — La tangente au point M, dont les coordonnées sont x et y, a pour équation
Y-ï=tf<x-*).
ou
yY=pX + y’ — px;
le point M étant sur la courbe, on a y'—lpx, et l’équation précédente se réduit à
Soit T le point où la tangente rencontre l’axe de la parabole (fig.108); si dans l’équation (2) on fait Y = 0, on trouve X = — x ; donc AT =AP.
Ceci donne un moyen facile de construire la tangente à la parabole en un point donné M ; on abaissera la perpendiculaire MP sur l’axe, on prendra AT= AP et l’on joindra MT.
MENER UNE TANGENTE PAR UN POINT EXTÉRIEUR
208 — Soit M, le point donné dont les coordonnées sont
et y, , x et y les coordonnées inconnues du point de contact M ; le point M étant sur la parabole, ses coordonnées vérifient l'équation (I). L’équation de la tangente au point M est J/Y — p (X -j-as).
Cette tangente passant au point M,, les coordonnées xt et y, doivent vérifier l’équation précédente, ce qui donne entre x et y la deuxième relation
yly=p(xi + x).
Ainsi on obtient a; et y en résolvant les équations simultanées
(t) y' — 2px = 0,
LIV. III, CH AP. VF.— DE LA PARABOLE. 177 On en déduit
.V = y,± / .v,1- 2 p.rt,
ces valeurs sont réelles toutes les fois que le point M, est extérieur à la courbe.
Au lieu de résoudre les équations simultanées (1) et (3), on peut construire le lieu défini par chacune d’elles, les points communs seront les points de contact; l’équation (3) est donc l'équation de la corde des contacts MM'. Pour construire cette droite, on cherche les points où elle coupe les axes des coordonnées; si l’on fait y = 0, on trouvex = — x,, c’est-à-
pjc
dire que Al est égal à AP, ; si l'on fait xz=0, on trouve y— Z—*; le point K s’obtiendra par une quatrième proportionnelle.
TANGENTE PARALLÈLE A l’NE DROITE DONNÉE.
209— Si l’on désigne par m le coefficient angulaire de la droite donnée, les coordonnées inconnues du point de contact s’obtiennent par les équations
(1) y* — Vpx = 0,
on en déduit
d’où l’équation de la tangente
(5) Y = mX +
DIAMÈTRES DE LA PARABOLE
211— En appliquant l’équation générale des diamètres des courbes du second degré à la parabole dont l’équation est
y» 2psc = 0, on obtient pour l’équation du diamètre des
cordes définies parle coefficient angulaire rn,
(7) my — p = O, oup = £.
Ainsi : tous les diamètres de la parabole sont parallèles à T axe.
Comme on peut disposer de m de manière que - ait telle
valeur que l’on voudra, il en résulte que réciproquement : toute parallèle à l'axe
v est un diamètre.
Soit A' le point de rencontre du diamètre et de la courbe (fig. 109), l’ordon-
née y du point A' sera y = - , et le coefficient angulaire de la tangente en ce point ^ = m. Donc, la tangente à l’ex-
FiE. 109. y y
trémité d'un diamètre est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales.
PARABOLE RAPPORTÉE A UN DE SES DIAMÈTRES ET A LA TANGENTE A SON EXTRÉMITÉ.
312 — Nous avons vu que, lorsqu’on prend pour axes des coordonnées un diamètre A'X7 et la tangente A'V à son extrémité, l’équation de la parabole prend la forme (8) y' — tp'xf.
Si l’on appelle a et b les coordonnées du point A' par rapport aux axes primitifs, et que l’on mène AP' parallèle à A'T, on sait que l’on a A,P'=AT = AP; les coordonnées du sommet A
TN
213 — La parabole, t’apportée à uii diamètre A'X et à la tangente A' Y (ûg. 4 10), ayant pour équation y' = %p/x, il est
droite des contacts MM', relative à un point extérieur T, est divisée en deux parties égales par le diamètre TX qui passe en ce point, et que de plus on a AT = A'T.
Ceci donne le moyen de construire une parabole par points, lorsqu’on connaît deux tangentes TM, TM', et les points de contact lil et M'. On mène la corde MM', on joint le milieu 1 au point T, le milieu A' de la droite TI est un point delà courbe, et la tangente en ce point est parallèle à MM'. Prenons la tangente A'T, qui touche la courbe en A', successivement avec chacune des tangentes données, nous déterminerons deux nouvelles tangentes avec leurs points de contact; et ainsi de suite. Cette méthode est fréquemment employée pour raccorder deux droites par un arc de parabole, lorsqu'on ne peut se servir d’un arc de cercle, c’est-à-dire lorsque les distances TM et TM' ne sont pas égales.
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AIRE D’UN SEGMENT DK PARABOLE
244 — Proposons-nous d’évaluer l’aire S du triangle mixtiligne A'IM. Si l'on considère cette aire comme une fonction de l’abscisse du point M, la dérivée S' est donnée par la formule
S' = y stn9== v/2px.sm9 = / 2p. sinü.x* ,
9 étant l’angle YA'X des axes. On en déduit
S = | / 2p.sm6,x*-|- C ,
C désignant une constante. Mais la constante est nulle puisque l’aire se réduit à zéro pour x=0. Ainsi
S=- /2px**m9=-x / 2 px $inQ=^xysinQ.
I/aire S est égale aux deux tiers du parallélogramme A'IMN; et par suite l’aire du triangle mixtiligne A’NM est le tiers du même parallélogramme.
EXERCICES
1° Lieu du sommet d’un angle circonscrit à la parabole, et tel que le triangle formé par les côtés de l’angle et l’arc de parabole ait une aire constante.
2° Lieu des points desquels on peut mener à une parabole deux normales rectangulaires.
3“ Une sécante tourne autour d’un point fixe pris sur l’axe d'une parabole ; par les points où elle coupe la parabole on mène des normales; trouver le lieu du point de concours de ces normales.
4° Une parabole se meut parallèlement à elle-même, de manière que son sommet décrive la parabole dans sa position initiale; du sommet de cette parabole on mène des tangentes à la parabole mobile ; trouver le lieu des points de contact.
5° Lieu du point tel que la somme des carrés des normales menées de ce point à une parabole donnée soit consianle.
6° Étant donnée une courbe du second degré inscrite dans un angle on mène une tangente quelconque à cette courbe ;
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7° Étant donnée une ellipse, par un point fixe on mène deux droites rectangulaires quelconques, et aux points où ces droites rencontrent l’ellipse on mène des tangentes à cette ellipse. Trouver le lieu des points de rencontre de ces tangentes.
8° Même problème, quand on remplace les droites rectangulaires par des droites parallèles à deux diamètres conjugués d'une autre ellipse donnée.
9° Un angle de grandeur constante tourne autour de son sommet placé sur une courbe du second degré donnée ; aux points où les côtés de l’angle rencontrent la courbe on mène des tangentes à cette courbe. Trouver le lieu des points de rencontre de ces tangentes.
CHAPITRE VII
foyers et Directrices.
215 — Proposons-nous d’abord la question suivante :
Étant donnés un point fixe F et une droite fixe DE (fig. lit), trouver le lieu du point dont les distances an point fixe et à la droite fixe sont entrç elles dans un rapport constant.
Traçons dans le plan des axes rectangulaires quelconques; appelons a et p les coordonnéesdu point F, et soit mx+xy+p=zO l’équation de la droite DE; les distances d’un point quelconque M du lieu au point F Fig. m. et à la droite DE sont données par les formules
MF = v/ (*-«)* + (»
MP— mx+n,J+P.
si l’on désigne par k le rapport constant — , le lieu aura pour équation
mx + ny+p
ou
k * (ms + «// + />)*
Ce lieu est une courbe du second degré. La quantité B1— TAC, qui sert à distinguer l’espèce de la courbe, se réduisant à A(k*— T ) , J# courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que le rapport k est inférieur, égal, ou supérieur à l’unité.
Le point F s’appelle foyer de la courbe, la droite DE directrice.
210—11 est aisé de voir que la perpendiculaire FD abaissée du foyer sur la directrice est un axe de la courbe (fig. 112).
e Car soit M un point quelcoqque çjq lieu ; le point M', P symétrique du premier par rapport à la droite FD, ap- D partiendra aussi au lieu, p’ puisque les distances M'F, MP' sont respectivement Fic- 1 12- égales aux distances MF, MP.
Considérons d’abord le cas où k est plus petit que 1 ; le lieu est une ellipse. Sur l’axe FD, on peut déterminer deux points A et A', tels que
AF _ A'F AD A'D
ces deux points sont les extrémités de l’une des axes AA' de l’ellipse. Le milieu O en est le centre. La perpendiculaire BB', menée par le centre au premier axe AA', est le second axe de l’ellipse. Pour avoir les extrémités du second axe, il faut sur
BF
cette droite trouver un point R tel que l’on ait — = A ; or
RU
on a
AF_ A'F_ ÀF + A'F_ A.V_OA k~ AD “ A D ~ AD + A'D ~20D ~ OD ’ et par suite
BF _ O A BQ — OD ’
les deux dénominateurs BQ et OD étant égaux entre eux, les numérateurs BF et O A sont aussi égaux. Si donc du foyer F comme centre, avec un rayon égal à OA, on décrit un cercle, ce cercle déterminera sur le second axe les deux sommets B
et B'. La longueur O B étant plus petite que BF ou que OA, il en résulte que l’axe AA' perpendiculaire à la directrice est le grand axe de l’ellipse, l’axe parallèle BB' est le petit axe. Si l’on fait tourner la figure autour du petit axe BB' pour ia rabattre de l’autre côté, le point F vient en F', la droite DE en D'E' et le même rapport k donnera naissance à la même
ellipse.
Supposons maintenant k plus grand que I ; la courbe est une hyperbole. Sur l’axe FD, on peut déterminer deux points A et A', tels que
AD A'D
ces deux points sont les extrémités de l’axe transverse AA' de l’hyperbole
(fig. 113). Le milieu O en est le centre. La perpendiculaire BB',
Fi6. 114.
menée par le centre à l’axe trans verse AA', est l’axe non transverse de l’hyperbole. Ainsi l’axe transverse de l’hyperbole est perpendiculaire à la directrice. Si l’on fait tourner la figure autour de BB' pour l’appliquer do l’autre côté, le foyer F vient en F', la directrice DE en D'E' ; le foyer F' avec la directrice D'E', et le même rapport A
donne la même hyperbole.
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Enfin lorsque A== I, la courbe est une parabole. La perpendiculaire abaissée du foyer sur la directrice est l’axe et le milieu A de la distance FD est le sommet de la parabole (fig. 114).
247 — Nous avons étudié le lieu des points tels que les distances de chacun d’eux à un point fixe F et à une droite fixe DE sont dans un rapport constant, et nous avons vu que ce lieu est représenté par l’équation
tmx+ny+p ±1/111’ + n’
Cette équalion montre que la distance du foyer F à un point quelconque M de la courbe est égale à une fonction eniière et du premier degré des coordonnées x et y du point M.
Réciproquement, si un point fixe F jouit de cette propriété que sa distance à un point quelconque M de la courbe soit égale à une fonction entière et du premier degré des coordonnées x et y du point M, ce point F est un foyer, c’est-à-dire qu’il existe une droite DE (fig. 111), telle que le rapport des distances de chacun des points de la courbe au point F et à la droite DE soit constant. En effet, supposons que l’on ait
FM=±(m.r + np + p),
en désignant par mx+ny + p une fonction entière et du premier degré des coordonnées x et y du point M. Considérons la droite DE qui a pour équalion
mx + ny+p=0 ;
la distance du point M à cette droite est donnée par la formule Mp_ mx+ny+p
On a donc
MF / r
Ainsi le rapport des distances de chacun des points de la courbe au point fixe F et à la droite fixe DE est constant; le point F est donc un foyer de la courbe, et la droite DE la
L1V. III, CHAI*. VII — FOYERS ET DIRECTRICES. 185 directrice correspondante. En désignant par k la valeur du
rapport constant, on a A=E/ m’-f-n*.
Voilà pourquoi on définit souvent le foyer d’une courbe du second degré un point fixe F dont la distance à un point quelconque M de la courbe s’exprime par une fonction entière et du premier degré des coordonnées du point M. On obtient l’équation de la directrice en égalant cette fonction à zéro.
Il est évident à priori que celte propriété algébrique du foyer est indépendante de la position des axes des coordonnées dans le plan, puisqu’elle a une signification géométrique bien précise; d’ailleurs il est clair qu’une fonction entière et du premier degré conserve ce même caractère quand on change les coordonnées.
Si l’on prend l’axe des y parallèle à la directrice et pour axe des x une droite quelconque, l’équation de la directrice devant être de la forme mx-Hp=0, il en résulte que le coefficient n est nul et par suite que la distance FM du foyer à un point quelconque M de la courbe est égale à une fonction entière et du premier degré ±{mx-{-p) de l’abscisse x du point M.
Nous allons nous occuper maintenant de la question inverse; étant donnée une courbe du second degré, trouver son foyer et sa directrice, c’est-à-dire trouver dans le plan de la courbe un point et une droite tels que le rapport des distances de chacun des points de la courbe au point fixe et à la droite fixe soit constant. Comme nous l’avons dit, cette question revient à la suivante : trouver un point tel que sa distance à chacun des points de la courbe soit égale à une fonction entière et du premier degré des coordonnées du point de la courbe.
FOYERS ET DIRECTRICES DE L’ELLIPSE
218 — Pour simplifier le calcul, supposons l’ellipse rapportée à ses axes et soit
son équation. D’après ce que nous avons dit précédemment, (n°216),le foyer doit être situé sur le grand axe et la directrice perpendiculaire à cet axe, et par conséquent parallèle à l’axe des y; il en résulte que la distance du foyer à un point quelconque de l’ellipse s'exprimera par une fonction entière et du premier degré de l’abscisse de ce point. Appelons a l’abscisse du foyer et 3 la distance de ce foyer à un point quelconque de la courbe; on a
et par suite
si l’on remplace y' par sa valeur tirée de l’équation de l’ellipse, il vient
&'=(x-*)'+—i(a'—x'), ou, en ordonnant,
S’=- — — — X' — 2aX-(a'
Pour que la quantité S soit une fonction rationnelle en x, il faut que son carrés", qui est un polynôme du second degré, soit un carré parfait, ce qui exige que l’on ait , (o1 — 6*) («* + &’) _n
ou
et par suite
On trouve ainsi deux foyers F etF'(fig.HS) situés sur le grand
axe et à égale distance de part et d’autre du centre.
Pour les construire, du sommet B du petit axe comme centre, avec un rayon égal à a, on décrira un cercle ; les points F et F' où ce cercle Fiü- |1S- coupe le grand axe sont
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les foyers. Posons, pour abréger fl1— b=c\ d'où a=±c; on a
Le double signe dans la parenthèse se rapporte aux deux foyers; et il faudra choisir le signe en avant de la parenthèse de manière à obtenir une quantité positive.
La distance du foyer à un point quelconque de l’ellipse est exprimée ainsi par une fonction entière de l’abscisse; en égalantàzéro cette fonction, on obtient les équations des directrices
ex
ou
Au foyer F correspond la directrice DE, qui a pour équation
x— — j au foyer F la directrice D'E' qui a pour équation
x = — . On construira le point D par une troisième pro-
portionnelle.
Le rapport constant k= / m’ + n 1 est ici égal à m ou à -.
Ainsi le rapport constant des distances de chacun des points de l’ellipse au foyer et à la directrice est égal au rapport de
la distance FF' des foyers au grand axe AA'. Ce rapport —
est ce qu’on appelle l’excentricité de l’ellipse.
THÉORÈME I
219— La somme des distances de chacun des points de l’ellipse aux deux foyers est constante et égale au grand axe.
Nous avons trouvé pour expression de la distance d’un point quelconque de l’ellipse à l’un ou l’autre foyer
Dans l’ellipse, le rapport — étant moindre que l’unité etl’ab-
ex
scisse x moindre que a en valeur absolue, le terme — est
plus petit que a en valeur absolue et par conséquent la parenthèse est toujours positive; il faudra la faire précéder du signe +. Quant au double signe dans la parenthèse, le signe supérieur se rapporte au foyer F, le signe inférieur au foyer F'; on a donc (Gg. 115)
MF=a— — , a
MF' = a +
d’où l’on déduit
MF -f MF' = 2 a.
220 — Corollaire I. La somme des distances d’un point intérieur à l’ellipse aux deux foyers est plus petite que le grand axe. La somme des distances d’un point extérieur est plus grande que le grand axe.
Considérons d’abord un point N (fig. 116) situé à l’intérieur de l’ellipse. Joignons ce point aux deux foyers et prolongeons la droite F'N jusqu’à sa rencontre avec l’ellipse en M. Le point M appartenant à l’ellipse, la somme des deux rayons vecteurs MF + MF' est égale au grand axe AA'; mais la ligne droite NF est plus petite que la ligne brisée NM -f MF ; en ajoutant de part etd’autrela même longueur F'N, on voit que le chemin F'N-)-NF est plus petit que F'M+MF, c’est-à-dire plus petit que AA'.
Considérons maintenant un point P situé hors de l’ellipse; la
Fig. 116
droite PF' rencontre l’ellipse en un point M. La ligne brisée MP-fPF est plus grande que la ligne droite MF; en ajoutant de part et d’autre la même longueur F'M, on voit que le chemin F'P+PF est plus grand que F'M + MF, c’est-à-dire plus grand que AA'.
Il est clair que les réciproques sont vraies. Si la somme des distances d’un point du plan aux deux foyers est plus petite que le grand axe, ce point est intérieur à l’ellipse. Si la somme est plus grande que le grand axe, le point est extérieur.
Il résulte de là que l’on peut considérer l’ellipse comme le lieu des points dont la somme des distances aux deux foyers est constante. C’est ainsi qu’on définit l’ellipse en Géométrie élémentaire, et c’est sur cette propriété que repose la construction de l’ellipse par points, ou d’un mouvement continu, dont nous avons parlé au commencement (n°s 12 et 13).
221— Corollaire II. L'ellipse est le lieu des points également distants du foyer F et du cercle décrit de l’autre foyer F'
comme , centre , avec un rayon égal au grand axe.
Si l’onjointlesfoyersàun point quelconque M de l’ellipse , et si l’on prolonge le rayon vecteur F M d’une longueur MH égale àMF, on obtientune longueur F'H constante et égale au grand axe ; le lieu du point H est donc la circonférence décrite du foyer F' comme centre avec le grand axe pour rayon. La portion MH du rayon étant le plus court chemin du point M à cette circonférence, on voit que le point M de l’ellipse est également distant du foyer F et de la circonférence. On a donné à ce cercle le nom de cercle directeur.
Théorème ii.
222 — La tangente à l’ellipse fait des angles égaux avec les rayons vecteurs, qui vont du point de contact aux deux foyers.
Prenons deux points voisins M et M' (fig. 118) sur l’ellipse; du foyer F comme centre, avec FM pour rayon, décrivons un
arc de cercle qui coupera en C le rayon vecteur FM', la longueur M'G représente la différence des deux rayons vecteurs FM et FM', ou l’accroissement qu’éprouve le rayon vecteur FM quand on passe du poirit M au point voisin M'. De môme, si du Fig. us. foyer F' comme centre, avec F'M
pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupera en D le rayon vecteur F'M' prolongé, la longueur M'D représentera la différence des deux rayons vecteurs F'M et F'M', oü la diminution qu’éprouve le rayon vecteur F'M quaild on passé du point M au point M'. Ainsi, quand on passe du point M au point M', le rayon vecteur FM éprouve un accroissement M'C, tandis que l’autre rayon vecteur F'M éprouve une diminution M'D. Puisque la somme des deux rayons vecteurs FM + F'M reste constante, l’augmentation de l’un est égale à la diminution de l’autre, et par conséquent les deux longueurs M'C et M'D sont égales.
Par les deux points M et M' menons la sécante MS; dans les deux cercles considérés précédemment, traçons les cordes MC et MD. Sur la sécante MS portons une longueur MG, arbitraire, mais invariable, et par le point G menons GH parallèle à MC, Gfc parallèle à MD ; à cause des parallèles, on a les rapports égaux
puisque les deux longueurs M'C et M'D sont égales, il en résulte que les deux longueurs M'H et M'K sont aussi égales.
Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfini-
ment du point M; la sécante MS tend vers une position limite, qui est la tangente à l’ellipse. En même temps, les points C et D se rapprochent aussi du point M, les cordes MC et MD, prolongées, tendent vers les tangentes aux cercles décrits des points F et F7 comme centres avec FM et F'M pour rayons, et par conséquent devienrient perpendiculaires aux rayons FM et F7M -, leurs parallèles GH et GK prennent aussi les directions perpendiculaires à ces mêmes rayons, et, comme les rayons vecteurs FM7 et F'M7 se confondent avec FM et F7M, les angles H et K deviennent droits.
Les limites des deux triangles M7GH , M7GK sont deux triangles rectangles MGH, MGK (fig. 119); ces deux triangles, ayant l’hypoténuse MGcommune elles \ côtés MII et MK égaux entre eux comme
limitesdes longueurs égales M7IIelM7K,
/ son* égaux 1 d’où l’on conclut l’égalité
( J 1 des deux anglesGMH,GMK. Il en résulte
y7 que la tangente MT à l’ellipse divise en ^ deux parties égales l’angle FMK formé
F‘B' n9‘ par l’un des rayons vecteurs MF et le
prolongement de l’autre F7M.
L’angle F'MT7 étant égal à son opposé par le sommet GMK, on voit que la tangente TT7 fait, avec les deux rayons vecteurs qui vont au point de contact, des angles égaux FMT, F7MT7.
223— Corollaire I. Menons au point M (fig. 120) une perpendiculaire MN à la tangente TT7, nous aurons la normale à
Fiç. 120.
l’ellipse. Les deux angles FMN, F7MN, sontégaux comme complémentaires des angles égaux FMT, F7MT'; ainsi la normale à l'ellipse a« point M est bissectrice de l’angle FMI’7 des rayons vecteurs qui vont de ce point aux deux foyers.
223— Corollaire IL Supposons qu’une lumière soit placée au foyer F (fig. 121) d’une ellipse; les rayons lumineux, par-
tant du point F, se réfléchissent sur l'ellipse en faisant un angle de réflexion égal à l’angle d’incidence. Soit FM l’un de ces rayons; menons la tangente TT' à l’ellipse en a ce point; le rayon réfléchi, devant faire avec MT' un angle égal à FMT, sera dirigé suivant MF'. Ainsi les rayons Fie- 121 réfléchis viennent tous concourir au
second foyer F' où ils forment une image très-brillante de la flamme placée au premier foyer F. C’est de là que vient la dénomination de foyer.
225 — Corollaire III. Réciproquement, l’ellipse est la seule courbe qui jouisse de la propriété que sa tangente fasse extérieurement des angles égaux avec les rayons vecteurs qui vont du point de contact à deux points fixes F et F'. Cherchons, en effet, l’équation de la courbe en coordonnées bi-polaircs et désignons par u et v les deux rayons vecteurs MF, MF' (fig. 418). Quand on passe d’un point M de la courbe au point voisin M', les deux rayons vecteurs u et « éprouvent des variations
Au=-fM'C, A t>= — M'D,
et l’on a
Ai? M'D M'K
Au- M'C M'H’
Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la droite M'M devient tangente et les deux angles H et K, comme nous l’avons dit, deviennent droits. Nous supposons d’ailleurs les deux angles GMH, GMK (fig. 1 19) égaux entre eux; les deux triangles rectangles GMH, GMK sont donc égaux, et l’on
aMH=MK. Le rapport — tend vers une limite égale à —
et par conséquent égal à — 1. Si l’on considère v comme une fonction de u, on voit que la dérivée de celte fonction est égale à — 1; en remontant à la fonction primitive, on a v= — u +C; et par suite u + »=C. Donc la courbe est une ellipse.
2 26 — Corollaire IV. Le lieu des projections des foyers sur les tangentes à l'ellipse est le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. La tangente étant perpendiculaire sur le milieu I de la droite FH, le point I est la projection du foyer F sur la tangente. Joignons ce point au centre 0 de l'ellipse. La droite 01, qui divise en deux parties égales les côtés F' F, Fil du triangle Fie- >22- F'FH, est parallèle au troisième côté
F'H, et en est la moitié; la longueur F'H étant égale au grand axe AA', la distance 01 est constante et égale à OA. Donc le lieu du point I est la circonférence de cercle décrite du point 0 comme centre, avec OA pour rayon.
PROBLÈME I
227 — Mener une tangente à l’ellipse en un point M donné sur l’ellipse.
Nous avons déjà résolu ce problème, ainsi que les suivants, en considérant l’ellipse comme la projection d’un cercle. Nous allons traiter les mêmes questions par une autre méthode qui pourra être appliquée à l’hyperbole et à la parabole.
Prolongez le rayon vecteur F'M (lig. 122) d une longueur MH égale à l’autre rayon vecteur MF, et par le point M menez une droite TT' perpendiculaire à Fil; vous aurez la tangente demandée.
Car, dans le triangle isocèle FMH, la droite MT, perpendiculaire abaissée du sommet sur la base FH, divise l’angle au sommet en deux parties égales. Cette droite, étant bissectrice de l’angle FMH, formé par l’un des rayons vecteurs elle prolongement de l’autre, coïncide avec la tangente à l’ellipse.
228— Remarqie. 11 est bon de remarquer que tous les
points de la tangente, excepté le point de contact M, sont situés hors de l’ellipse. Soit P un |>oint quelconque de la tangente, joignons ce point aux deux foyers et au point H. La tangente, étant perpendiculaire sur le milieu de FH, la distance PF égale PH, et par conséquent la ligne brisée F'P + PF égale la ligne brisée F/P+ PH; mais cette dernière est plus grande que la ligne droite F'H qui est égale au grand axe de l’ellipse, puisqu’on a prolongé le rayon vecteur FAI d’une longueur MH égale à MF. La somme des distances du point P aux deux foyers étant plus grande que le grand axe, ce point est situé hors de l’ellipse.
La ligne brisée F'M+MF est le plus court chemin allant du point F' au point F eu passant par un point de la tangente.
On dit qu’une ligne brisée est convexe, lorsqu’elle est située tout entière d’un même côté par rapport à chacun de ses côtés indéfiniment prolongé. De meme, on dit qu’une courbe est convexe lorsqu’elle est située tout entière d’un même côté par rapport à chacune de ses tangentes indéfiniment prolongée. 11 résulte de ce qui précède que l’ellipse est une courbe fermée convexe.
PROBLEME II
220— Mener une tangente a l’ellipse par un point extérieur P.
Supposons le problème résolu et soitPM (fig. 1-24) la tangente
Fig. 124 .
est égale au grand axe AA' Conférence décrite du foyer
demandée. Si l’on prolonge F'M d’une longueur MH égale à FM, on sait que la tangente PM est perpendiculaire sur le milieu de la droite FH; il en résulte que la distance P11 est égale à PF.
La question revient à déterminer le point H. Puisque la droite F'H le point II est situé sur la circomme centre avec AA' pour
rayon. D’autre part, la distance PH étant égale à PF, le point H est sur la circonférence décrite du point P comme centre avec PF pour rayon; le point H est donc à l’intersection de ces deux circonférences. On déduit de là la construction suivante:
Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal au grand axe, décrivez un cercle. Du point P comme centre, avec un rayon égal à la distance PF de ce point à l’autre foyer, décrivez un second cercle, qui coupera le premier au point H. Joignez FH, et du point P menez une perpendiculaire à la droite FH, vous aurez la tangente demandée. Le point de contact M sera déterminé par l’intersection de la tangente avec la droite F'H.
Les deux cercles se coupent en un second point H'; en menant de même du point P une perpendiculaire à FH', on aura une seconde tangente PM', dont on déterminera le point de contact M' à l’aide de la droite F'H'.
11 est à remarquer que ces constructions peuvent être effectuées sans que l’ellipse soit tracée. 11 suffit que Ton connaisse les foyers et le grand axe.
PROBLÈME III
230 — Mener à l’ellipse une tangente parallèle à une droite donnée KL.
Supposons le problème résolu, et soit ST la tangente demandée (fig. 125). Si Ton prolonge F'M d’une longueur MH égale à MF, on sait que la tangente est perpendiculaire sur le milieu de FH. On en déduit la construction suivante :
Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal au grand axe, décrivez un cercle; par l’autre foyer F menez une droite FH perpendiculaire à la droite donnée KL; cette droite coupera la circonférence en un point H ;
sur le milieu de FH, élevez une perpendiculaire ST, vous aurez la tangente demandée. Le point de contact sera déterminé par l’intersection de la tangente avec la droite F IL La droite FH prolongée rencontre la circonférence en un second point H'; en élevant une perpendiculaire sur le milieu de FIF, on obtiendra une seconde tangente S'T', dont on déterminera le point de contact M' par la droite FIF.
PROBLEME IV
— Une ellipse étant définie par ses foyers et son grand axe, déterminer les points où elle est coupée par une droite donnée MM'.
Soit M l’un des points où la droite donnée coupe l’ellipse; joignons ce point aux deux foyers et prolongeons le rayon vecteur F M d’une longueur Mil égale à MF; le point H appartient au cercle directeur \ décrit du foyer F' comme cen- , Ire; si du point M comme j centre, avec un rayon égal à / MF, on décrit un cercle, ce cercle sera tangent en H au cercle directeur; en abaissant du foyer F une perpendiculaire sur la droite donnée et prolongeant cette perpendiculaire d’une longueur égale à elle-même, on obtient un second point F, appartenant à ce même cercle. La question revient donc à trouver le centre M d’un cercle passant par les deux points donnés F et F, et tangent au cercle directeur. Pour cela, par les deux points F et F, on fait passer un cercle quelconque, qui coupe le cercle directeur en deux points K et K' ; du point I, intersection des deux droites FF, et KK', on mène une tangente III au cercle directeur; le point M, où la droite FH coupe la droite donnée, sera le point cherché.
On a en effet
FOYERS ET DIRECTRICES DR L’HYPERBOLE
232— Supposons aussi l’hyperbole rapportée à ses axes, et soit
son équation. Le foyer devant être situé sur l’axe transverse et la directrice perpendiculaire à cet axe, ainsi que nous l’avons remarqué (n° 216), la distance S du foyer F à un point quelconque M de la courbe s’exprimera par une fonction entière et du premier degré de l’abscisse du point M. Si l’on appelle a l’abscisse du foyer, on a
ou, en remplaçant y ’ par sa valeur tirée de l’équation de la courbe,
et par suite
8* = — x* — 2aa?-|-g* — b', a'
Pour que ce polynôme soit un carré parfait, il faut que la condition
soit remplie; on en déduit
On obtient ainsi deux foyers F et F' situés sur l’axe transverse à même distance du centre (fig. 127). Pour déterminer graphiquement les foyers, par le sommet A, on élève une perpendiculaire AG sur l’axe transversc jusqu’à l’asymptote, et on prend OF=OG. Si l’on pose, pour abréger d’où <x=±c, il vient
c’a;* „ . , (ex \ «
8’= — j- rF2cx+a’= — +d , a \ a J
et par suite
En égalant à zéro cette fonction du premier degré, on obtient les équations des directrices
Au foyer F correspond la directrice DE, au foyer F' la direc-
Fig. 127.
pendiculaire IID sur l’axe transverse OA, on a OH =OFxOD,
CL
et par suite OD= — . Ainsi la droite DH est la directrice,
Le rapport constant A = V»»’ + n’ est égal à m ou à
c’est le rappori de la distance FF' des foyers à l’axe transverse AA'; c’est l’excentricité de l’hyperbole.
trice IFE'. Du point O comme centre, avec OA pour rayon, décrivons un arc de cercle qui coupe l’asymptote au point H, ce point appartient à la directrice.
En effet, les deux triangles OAG, OHF,quiont un angle commun 0, les côtés 0 A=0H et OF=OG, sont égaux , et l’angle OHF est droit; si du point H, on abaisse une per-
théorème ni.
933— La différence des distances de chacun des points de l’hyperbole aux deux foyers est constante et égale à l’axe transverse.
Nous avons trouvé pour expression de la distance d’un point de la courbe à l’un ou l’autre foyer
VU I
le signe supérieur dans la parenthèse se rapporte au foyer F, le signe inférieur au foyer F' ; on a donc
mf-±(v+4
Il faut, en avant de la parenthèse, choisir le signe de manière
à avoir des longueurs positives. Dans l’hyperbole, le rapport —
étant plus grand que l’unité et x plus grand que a en valeur
absolue, le premier terme ~ en valeur absolue est plus grand
que a. 11 faudra donc faire précéder les parenthèses du signe -f- ou du signe — , suivant que le point M est sur la branche de droite ou sur celle de gauche. Dans le premier cas, on a
ex
MF = a,
MF =z~ + a,
d’où
MF— MF = 2 a.
Dans le second cas, on a
MF=- (îf-a).
d’où
MF— MF'=2a.
234— Corollaire. La différence des distances d’un point situé entre les deux branches de l'hyperbole aux deux foyers est plus petite que l’axe transverse; lorsque le point est situé dans \ , les deux autres parties du plan, la
\ / y différence est plus grande que l'axe
transverse.
Soit P un point situé entre les deux branches de la courbe (fig. 128); la droite PF rencontre l’hyperbole au point M. On a
PF'- PF<MF — MF
cette dernière différence étant égale à 2 a, la première est plus petite que 2 a.
Considérons maintenant un point N situé adroite de la première branche d’hyperbole; la droite NF' rencontre cette branche en M; on a
NF<NM + MF,
et, en ajoutant de part et d’autre MF',
NF+MF'<NF'+MF :
d’où
NF'— NF>MF — MF.
La seconde différence étant égale à 2a, la première est plus grande que 2a.
Il résulte de là que l’on peut considérer l’hyperbole comme le lieu des points dont la différence aux deux foyers est constante. C’est sur cette propriété que repose la construction par points ou d’un mouvement continu que nous avons donnéeau commencement (nos 20 et 21).
235 — Coroli-aire II. La dislance d’un point quelconque de l’hyperbole au foyer F est égale à l’une des normales menées de ce point au cercle décrit de l'autre foyer F' comme centre avec un rayon égal à l’axe transverse.
Pour un point M de la première branche; on a
MF'— MF =2 a= F'N, et par suite
MF = MF' — F'N=MN
Pour un point M' delà seconde branche, on a
M'F — M'F' =2 a= F'N' , et par suite
Fic- *î9- Dans le premier cas, la portion
MN de la normale mesure la distance du point M au cercle et la première branche d’hyperbole est le lieu des points également distants du foyer F et du cercle directeur.
TIIÉORÈME IV.
230 — La tangente à l’hyperbole est bissectrice de l’angle des rayons vecteurs gui vont du point de contact au.r deux foyers.
Prenons deux points voisins M et M' sur l’hyperbole (fig. 130).
Du foyer F, comme centre, avec un rayon égal à FM, décrivons un arc de c cercle qui coupera en C le rayon vecteur FM'; du foyer F' comme centre, avec un rayon égal à F'M, décrivons un arc de cercle qui coupera en D le rayon vecteur F'M' ; quand on passe du point M au point M', les deux rayons vecteurs FM, F'M éprouvent des accroissements égaux à M'C ctàM'D; puisque la différence est constante, ces deux accroissements sont égaux entre eux.
Sur la sécante MM', prenons une longueur arbitraire MG, et, par Je point G, menons GH parallèle à la corde MC et GK parallèle à la corde MD. A cause des parallèles, on a
puisque les deux longueurs M'G et M'D sont égales, il en résulte que les deux longueurs M'H et M'K sont aussi égales. Lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la sécante MM' tend vers une position limite qui est la tangente à l’hyperbole au point M; en même temps, les cordes MC et MD deviennent tangentes aux cercles décrits des foyers comme centres, et par conséquent perpendiculaires à FM, F'M; leurs parallèles GH, GK prennent aussi des directions perpendiculaires à ces mêmes rayons, et les angles H et K deviennent droits. Les deux triangles M'GII, M'GK, qui ont un côté M'G commun et un côté M'H égal à M'K, deviennent donc rectangles, et par conséquent égaux entre eux ; il en résulte que les angles GM'H, GM'K deviennent égaux; ainsi la tangente à l’hyperbole au point M est bissectrice de l’angle FMF'.
237 — Corollaire I. L’hyperbole est la seule courbe qui jouisse de cette propriété; car en appelant « et v les rayons MF et MF', Au et Av leurs accroissements, on a
Av MD M'K
Au ÎTC MTÉ
Si l’on suppose que les angles GMH, GM'K deviennent égaux, quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, les deux triangles M'GII, M'GK deviennent égaux, ainsi que les côtés M'H et M K. On a donc
lim — = 1 .
Au
En remontant à la fonction primitive, on a
d’où
23 S — Corollaire IL Une ellipse el une hyperbole homofocales se coupent à angle droit. On dit que deux courbes du
second degré sont homofocales lorsque leurs foyers coïncident; on appelle angle de deux courbes l’angle de leurs tangentes au point d’intersection. Soit M le point d’intersection d’une ellipse et d’une hyperbole qui ont mêmes foyers F, F' (Dg. 131); la bissectrice MN de l’angle FMF' est d’une part normale à l’ellipse, d’autre part tangente à l’hyperbole; donc les tangentes MT, MN aux deux courbes sont perpendiculaires entre elles.
Fie 131.
PROBLÈME V
239— Mener une tangente à l’hyperbole par un point M donné sur l’hyperbole.
Sur le rayon vecteur MF' prenez une longueur MH égale à l’autre rayon vecteur MF, et par le point M menez une droite MT perpendiculaire à FH ; vous aurez la tangente demandée (fig. 132).
Remarque. Il est bon de remarquer que la tangente est tout entière située entre les deux branches de l’hyperbole. Soit P un point quelconque de cette tangente, on a PF— PH<F'H, et par suite
PF — PF < 2a;
donc le point P est situé entre les deux branches de l’hyperbole. Une branche d’hyperbole, étant située d’un même côté de chacune de ses tangentes, est une courbe convexe.
La tangente étant perpendiculaire sur le milieu I de FH, le point I est la projection du foyer F sur la tangente. La droite 01, étant parallèle à F’H et égale à la moitié de FOI, est constante; il en résulte que le lieu des projections des foyers sur les tangentes est le cercle décrit sur l’axe transverse comme diamètre.
Fig. 13*.
PROBLÈME VI
240 — Mener des tangentes à l’hyperbole par un point donné P situé entre les deux branches de l’hyperbole.
Soit PM l’une des tangentes demandées (lig.133); si du rayon
vecteur MF' on retranche x MH=MF, on sait que la
\m/ / / tangente PM est perpen-
\ /*LJr diculaire sur le milieu de
~ * FH. La question revient à
déterminer le point H; ce point se trouve à l’intersection du cercle décrit du foyer F' comme centre, avec un rayon égal à 2 a, et du cercle décrit du point P comme centre avec un rayon égal à PF.
Les deux cercles se coupent en un second point H'; en menant du point P une perpendiculaire surFH', on aura une seconde
Fig. 133.
tangente PM', dont on déterminera le point de contact à l’aide
de la droite F'H'.
Lorsque le point P est situé sur l’une des asymptotes, l’une des tangentes menées par le point P coïncide avec cette asymptote, et le point de contact s’éloigne à l’inlini.
PROBLEME vu.
241— Mener à l'hyperbole des tangentes parallèles à une droite donnée OL.
Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal à 2a, on décrira le cercle directeur; du foyer F, on mènera une droite perpendiculaire à OL (fig. 134); cette droite coupera le
cercle en deux points H et II'; par les milieux des droites FH et FH', on mènera des parallèles à OL; ces parallèles seront les tangentes demandées. Les droites F'H, F'H' détermineront les points de contact M et M'.
Pour que le problème soit possible, il faut que la droite donnée OL, que l’on peut supposer menée par le centre, ne rencontre pas l’tiyperbole; alors la perpendiculaire FH' menée par le foyer F coupera le cercle directeur en deux points.
Fig. 134.
PROBLÈME VIII
242 — Trouver les points de rencontre d'une droite et d’une hyperbole définie par ses foyers et son axe transverse.
La construction est exactement la même que pour l’ellipse.
FOYER ET DIRECTRICE DE LA PARABOLE
243— Cherchons maintenant le foyer et la directrice de la parabole. Supposons la courbe rapportée à son axe et à la tangente au sommet ; son équation sera
y'=‘ïpx.
Nous savons, d’après la remarque faite au n» 216, que le foyer doit être situé sur l’axe de la parabole et la directrice per-
peudiculairc à cet aie; il en résulte que la distance 8 du foyer F à un point quelconque M de la courbe doit s’exprimer par une fonction entière et du premier degré de l’abscisse du point M. En désignant par o l’abscisse du foyer, on a 8*={æ—
ou, en remplaçant y * par sa valeur tirée de l’équation de la courbe,
8* = (æ— a)' + ‘2pX=.Xt +2(p — a)x + a*.
Pour que ce polynôme soit un carré parfait, il faut que la condition
soit remplie; d’où
On obtient ainsi un seul foyer F situé sur l’axe de la parabole et à une distance du sommet A égale à la moitié du paramètre (fig. 135).
Si l’on remplace a par sa valeur, il vient
è'=x'+p x+lj = (x + |j ;
d’où
En égalant à zéro l’expression de 8, on obtient l’équation de la directrice
La directrice Diy est à l’axe perpendiculaire et à une distance AD du sommet égale à AF.
Le rapport constant 4=/ m’-f-n’ se réduit ici à l’unité; ainsi chacun des points de la parabole est également distant du foyer et de la directrice.
THÉORÈME V
244 — Tout point intérieur à la parabole est plus rapproché du loyer que de la directrice; tout point extérieur est, au contraire , plus rapproché de la directrice que du foyer.
Considérons d’abord un point N (fig. 135) situé à l’intérieur de la parabole ; joignons - le au foyer et abaissons de ce point une perpendiculaire NE sur la directrice. Cette perpendiculaire rencontre la courbe en un point M que nous joignons au foyer. Le point M appartenant à la parabole, les distances MF et ME sont égales. Mais la ligne droite N F est plus courte que la ligne brisée NM + MF ; si I on remplace MF par son égale ME, on voit que la distance NF est plus petite que NE. Ainsi le point intérieur N est plus près du foyer que de la directrice.
Considérons maintenant un point extérieur P, situé entre la courbe et la directrice. Joignons-le au foyer et abaissons sur la directrice une perpendiculaire PE que nous prolongerons jusqu’à sa rencontre en M avec la courbe. Le point M appartenant à la parabole, les distances MF et ME sont égales; la ligne droite MF ou son égale ME est plus courte que la ligne brisée MP + PF, si l’on retranche MP de part et d’autre, on voit que PE est plus courte que PF. Ainsi le point extérieur P est plus près de la directrice que du foyer.
Lorsque le point P est situé à gauche de la directrice, il est évidemment plus près de la directrice que du foyer.
Il résulte de là que la parabole peut être considérée comme le lieu des points également distants du foyer et de la directrice. C’est ainsi qu’on définit la parabole en Géométrie élémentaire, et c’est sur cette propriété que repose la construction de la parabole par points ou d’un mouvement continu, dont nous avons parlé au commencement (nos 24 et 23).
THÉORÈME VI
245— La tangente à laparabole fait des angles égaux avec la parallèle à l’axe et le rayon vecteur menés par le point de contact.
Prenons sur la parabole deux points voisins M et M' (fig. 136),
que nous joindrons au loyer et desquels nous abaisserons des perpendiculaires ME, M'E' sur la directrice. Du foyer F comme centre, avec FM pour rayon, décrivons un arc de cercle MC, et par le point M menons une parallèle MC' à la directrice. La longueur M'C est la différence des deux rayons vecteurs FM et FM'; c’est l'accroissementqu’éprouve le rayon vecteur FM quand on passe du point M au point MC De même la longueur M'C' est la différence des deux perpendiculaires ME et M'E' ; c’est l’accroissement qu’éprouve la perpendiculaire ME quand on passe du point M au point M'. Comme le rayon vecteur FM reste constamment égal à la perpendiculaire ME, il en résulte que les deux accroissements M'C et M'C' sont égaux entre eux.
Menons la sécante MS par les deux points M et M', et traçons la corde MC dans le cercle décrit du foyer comme centre. Sur la sécante portons une longueur arbitraire MG, et, par le point G, menons GH parallèle à MC et GK parallèle à MC'. A cause des parallèles, on a les rapports égaux
Fig. 136.
puisque les deux longueurs M'C et M’C' sont égales, les deux longueurs M'H et M'K, qui leur sont proportionnelles, sont aussi égales.
Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfiniment du point M; la sécante MS tendra vers la tangente MT à la parabole; la corde MC prolongée tendra de même vers la tangente au cercle, qui est perpendiculaire au rayon FM; la parallèle GH prendra de même une direction perpendiculaire à FM, et, comme FM' coïncidera avec FM, l’angle H deviendra droit. On voit par là que les deux trian-
gles M'GH, M'GK ont pour limites deux triangles rectangles MGH, MGK (fig. 137); ces deux triangles rectangles, ayant l'hypoténuse MG commune, et les côtés MH et MK égaux entre eux comme limites des longueurs égales M'H et M'K, sont égaux; d’où l’on conclut l’égalité des deux angles GMH, GMK. Ainsi la tangente MT à la parabole est bissectrice de l’angle PME, formé par le rayon MF et la perpendiculaire ME abaissée du point de contact sur la directrice. Si l’on prolonge EM suivant ML, les deux angles GMK, T'ML, étant égaux comme opposés par le sommet, on voit que les deux angles TMF, T'ML, formés par la langenle avec le rayon vecteur et la parallèle ML à l'axe, sont égaux.
[Jk
246 — Corollaire I. Supposons qu’une lumière soit placée T, au foyer F (fig. 138) de la parabole; les rayons lumineux, partant du foyer F, se réfléchissent sur la parabole en faisant un angle de réflexion égal à l’angle d’incidence. Soit FM l’un de ces rayons; menez la tangente TT à la parabole en ce point; le rayon réfléchi, devant faire un angle LMT égal à FMT, sera parallèle à l’axe AB de la parabole. Ainsi tous les rayons réfléchis seront parallèles à l’axe.
C’est d’après ce principe que l’on construit les réflecteurs employés dans les réverbères et les lanternes des voitures. La surface intérieure, en métal bien poli, est engendrée par une parabole tournant autour de son axe; la lumière est placée au foyer; les rayons lumineux, après leur réflexion, devenant tous parallèles à l’axe, le réflecteur projette un faisceau de rayons parallèles qui se propagent sans se disperser et qui éclairent à une grande distance.
Fig. 138.
Corollaire IL Supposons au contraire que des rayons lumineux, parallèles à l’axe, tombent sur un miroir parabolique; après leur réflexion, ils iront tous converger au foyer.
On emploie les miroirs paraboliques dans la construction des télescopes; l’axe est dirigé vers l’astre; les rayons lumineux venant de l’astre se réfléchissent sur le miroir, et forment au foyer une image très-brillante de l’astre.
On emploie aussi la forme parabolique dans la construction des porte-voix et des cornets acoustiques.
242 — Corollaire III. Réciproquement la parabole est la seule courbe qui jouisse de cette propriété que la tangente en chacun de ses points fasse des angles égaux avec la parallèle à une droite fixe et le rayon vecteur mené d’un point fixe au point de contact. Imaginons que chacun des points M du plan soit déterminé par sa distance MF au point fixe F et sa distance ME à unedroite DE perpendiculaire à la droite fixeFB(fig. 136); désignons par v et uces deux coordonnées. Quand on passe du point M de la courbe au point voisin M', ces deux coordonnées éprouvent des. accroissements Au=M'C, Ac= M'C/, et l’on a
Av M'T/ M'K
~Au MC AF H"
Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la droite M'M devieut tangente et l’angle H devient droit. Les deux triangles rectangles GMH, GMK (fig. 137), limites des deux triangles GM'H, GM'K, sont égaux, comme ayant l’hypoténuse commune et l’angle GMH égal à GMK par hyppothèse. On a donc
Au
et en remontant à la fonction primitive «=«-(- C. En déplaçant la droite DE d’une quantité égale à la constante C, on aura v=u.
PROBLÈME IX
248— Mener une tangente par un point M donné sur la parabole.
Première méthode. Soit T (fig. 139) le point où la tangente rencontre le prolongement de l’axe, ME la perpendiculaire bh. U
abaissée du point M sur la directrice. On sait que la tangente est bissectrice de l’angle FME; l’angle FTM étant égal à l’anglealterne-interne TME, et par suite à l’angle FMT, il en résulte que le triangle TFM est isocèle, et les deux côtés FM et FT égaux entre eux.
Ainsi, pour construire la tangente au point M, il suffit de porter sur l’axe une longueur FT égale au rayon vecteur FM et de joindre TM.
Cette méthode ne convient pas quand le point M est trèsvoisin du sommet A de la parabole, parce que les deux points M et T, étant alors très-rapprochés l’un de l’autre, ne déterminent pas la tangente avec une assez grande précision. Dans ce cas on emploiera de préférence la méthode suivante.
Deuxième méthode. La tangente MT, divisant en deux parties égales l’angle au sommet M du triangle isocèle FME, est perpendiculaire sur le milieu de la base FE.
Ainsi, pour construire la tangente, il suffit d’abaisser du point M une perpendiculaire ME sur la directrice, et de mener du point M une perpendiculaire sur la droite FE.
Il résulte de celte construction que la tangente au sommet A de la parabole est perpendiculaire à l’axe de la parabole.
Remarque. Il est bon de remarquer que tous les points de la tangente, excepté le point de contact M, sont situés à l’extérieur de la parabole. Soit P un point quelconque de la tangente ; la tangente étant perpendiculaire sur le milieu de FE, les distances PF, PE sont égales; mais l’oblique PE est plus grande que la perpendiculaire PK; donc la distance PF est plus grande que PK, et par suite le point P est à l’extérieur de la parabole. lien résulte que la parabole est une courbe convexe.
240 — Corollaire. Le lieu des projections du foyer sur la tangente à la parabole est la tangente au sommet. On voit, en
Fig. 139.
L1V. III, CHAI*. VII.— FOYERS ET DIRECTRICES. 211 effet, que le point I, milieu de FE et projection du foyer sur la tangente, se trouve sur la parallèle à la directrice menée par le point A, milieu de FD, c’est-à-dire sur la tangente au sommet A.
PROBLÈME X
2 50 — Mener une tangente à la parabole par un point extérieur I’.
Supposons le problème résolu et soit PM (lig. I AO) la tangente demandée. Si l’on abaisse du point M une perpendiculaire ME sur la directrice et si l’on joint FE, on sait que la tangente PM est perpendiculaire sur le milieu de FF]; il en résulte que la distance PE est égale a PF, et l’on en déduit la construction suivante.
Du point P comme centre, avec un rayon égal à la distance PF de ce point au foyer, décrivez tin cercle qui coupera la directrice au point E. Joignez FE, et du point P menez une perpendiculaire sur la droite FE, vous aurez la tangente demandée. Le point de contact M sera déterminé par l’interseelion de la tangente avec une parallèle à l’axe menée par le point E.
Le cercle coupe la directrice en un second point E'. On mènera de même du point P une perpendiculaire sur FE' et l’on aura une seconde tangente PM'.
Ces constructions peuvent être effectuées sans que la parabole soit tracée. Il suffit que l’on connaisse le foyer et la directrice.
PROBLÈME XI
251 — Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite donnée KL.
Supposons le problème résolu et soit MT la tangente demandée (fig. l it). Si du point de contact M on abaisse une
perpendiculaire ME sur la directrice et que l’on joigne FE, on sait que la tangente est perpendiculaire sur le milieu de FE. On en déduit la construction suivante :
Du foyer F abaissez une perpendiculaire sur la droite donnée KL jusqu’à sa rencontre avec la directrice en E, et sur le milieu de FE élevez une perpendiculaire MT, vous aurez la tangenlc demandée. On déterminera le point de contact M en menant par le point E une parallèle EM à l’axe.
PROBLÈME XII
259 — Trouver les points de rencontre d'une droite donnée et d’une parabole definie par son foyer et sa directrice.
Prenons le point F, symétrique du foyer par rapport à la droite donnée (fig. 142). Le point M, étant également distant des points F, F, et de la directrice , est le centre d’un cercle passant par ces deux points et tangeni à la directrice. Pour avoir le point de contact E, on porte sur la directrice à partir du point 1 une longueur 1E moyenne proportionnelle entre les deux longueurs 1F, IF,.
THÉORÈME VII
253 — La limite d’une ellipse ou d’une hyperbole dont le paramètre conserve une valeur finie, tandis que le grand axe ou l’axe transverse augmente indéfiniment, est une parabole.
Nous avons vu que, dans la parabole, l’ordonnée du foyer est égale au paramètre p ; par analogie on appelle paramètre d’une ellipse ou d’une hyperbole l’ordonnée du foyer qui est
égale à—, et ou désigne ce paramètre par p. L'ellipse rap-
portée à son grand axe* et à la tangente au sommet, a une
équation de la forme , 2 b' bt ,
ou
fi
M* = 2px — — X*.
~~T Supposons maintenant que le sommet A restant fixe, et le paramètre p conservant une valeur finie , on fasse augmenter le grand axe 2a in-
Fic ,43- définiment , l’équation de
l’ellipse se réduit à l’équation
y*=2px,
qui représente une parabole. Si l’on considère les points qui correspondent à une même valeur de x, on voit que chaque point de la parabole est la position limite vers laquelle tend le point correspondant de l’ellipse, quand on fait augmenter a indéfiniment; ce qu’on énonce en disant que la parabole est la limite de l’ellipse.
L’hyperbole, rapportée à son axe transverse et à la tangente au sommet A, a de même pour équation
y* =2px+— xJ;
si l’on fait augmenter a indéfiniment, le paramètre p, conservant une valeur finie, cette équation se réduit aussi à
y*=2px.
La parabole est la limite de la branche d’hyperbole à laquelle appartient le sommet A; l’autre branche s’est éloignée indéfiniment vers la gauche.
Dans ce qui précède nous avons supposé que le paramètre de l’ellipse ou de l’hyperbole conserve une valeur finie. On arrive à la même conclusion, en supposant que la distance AF du sommet A au foyer voisin F conserve une valeur finie. En effet, en appelant a cette distance, on a, dans l’ellipse, c—a — <*, et par suite
6* _ fl5 — c* (a — c) (a+c) (a a.\
le paramètre ;> ayant pour limite la quantité finie 2 a, l’équation de l’ellipse se réduit à y' — Aax. Il en est de même pour l’hyperbole.
254 — Remarque. Cetle transformation de l’ellipse en parabole a une grande importance. Elle permet de déduire des propriétés de l’ellipse celles de la parabole comme cas particuliers. Ainsi nous avons vu que dans l’ellipse le diamètre, ou le lieu des milieux d’une série de cordes parallèles, est une droite passant par le centre; si l’on suppose que le centre s’éloigne à l’infini, l’ellipse se change en parabole, et les diamètres deviennent parallèles à l’axe.
L’ellipse est le lieu des points également distants du foyer F et du cercle directeur décrit du foyer F' comme centre. Le foyer F' s’éloignant à l’infini, le cercle directeur devient la directrice de la parabole.
La tangente à l’ellipse fait des angles égaux avec les rayons vecteurs qui vont du point de contact M aux deux foyers; le foyer F' s’éloignant à l’infini, le rayon vecteur MF' devient parallèle à l’axe.
THÉORÈME VIII
255 — Si l’on mène deux tangentes à une courbe du second degré, la droite FP qui va du foyer F au point de concours hv__ P des deux tangentes est bissectrice
de l'angle des rayons vecteurs FM, FM', qui vont de ce foyer aux points contact des deux tangentes, ou de l'angle extérieur, suivant que les deux tangentes touchent une même branche de courbe, ou deux branches différentes.
Considérons deux tangentes PM, PM' à une ellipse (fig. 144) ; prolongeons le rayon F'M d’une longueur MH égale à
MF et de même FM' d'une longueur M'H' égale à M'F ; les. tangentes étant perpendiculaires sur les milieux de FH et de F'H', on a PH=PF et PH'=PF', et les deux triangles F'PH, H'PF sont égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun, savoir : F/H=FH' = 2a, PH=PF, PF'=PH'; on en conclut que les angles PHM, PFM' sont égaux; mais l’angle PHM est égal à PFM; donc les angles PFM, PFM' sont égaux et la droite FP est bissectrice de l’angle MFM'.
Le même théorème a lieu dans la parabole, que l’on peut considérer comme la limite d’une ellipse, et aussi dans l’hyperbole quand les deux tangentes touchent une même branche; mais quand les tangentes touchent deux branches différentes de l’hyperbole, il est aisé de voir que la droite FP est bissectrice de l’angle formé par l’un des rayons vecteurs FM, et le prolongement de l’autre.
THÉORÈME IX
250 — Les tangentes menées d’un point extérieur P à une ellipse ou à une hyperbole font des angles égaux avec les droites qui joignent ces points auofdeux foyers.
Dans les mêmes triangles égaux (flg. 144), on a les angles égaux F'PH, H'PF ; en retranchant la partie commune F'PF, on a FPH = F'PH', et, en prenant la moitié, FPM=F'PM'.
La même propriété a lieu dans la parabole en remplaçant la droite PF' par une parallèle à l’axe.
THÉORÈME X
257 — LadroiteYK, qui joint le foyer d’une courbe du second degré au point où une sécante quelconque rencontre la directrice, est bissectrice de l’angle extérieur des rayons vecteurs allant du foyer aux points où la sécante coupe la courbe, ou bissectrice de l’angle même des rayons vecteurs, suivant que les deux points d’intersection M et M' sont situés sur la même branche de la courbe ou sur deux branches différentes.
Des points M et M' abaissons des perpendiculaires sur la directrice (fi g. 145); on a
•21 fi GfcOMKTME ANALYTIQUE.
ME- M E
*' et par suite
K MF _ ME _ MK
Lorsque les deux points M et M' appartiennent à une même branche de la courbe, le point K, étant situé sur le prolongement de la corde MM', la droite FK est bissectrice de l’angle extérieur au triangle MFM'.
Corollaire. Si l’on mène des tangentes à la courbe aux points M et M', et que l’on joigne le foyer F au point de concours P de ces tangentes, les deux droites FK, FP, étant bissectrices de deux angles supplémentaires, sont perpendiculaires entre elles.
THÉORÈME XI
258 — Si par un point P pris sur la directrice, on mène des tangentes à une courbe du second degré, la droite des contacts MM' passe par le foyer correspondant F et est perpendiculaire à la droite FP qui joint le point P au foyer (fig. 146).
Imaginons que la tangente PM soit la limite d’une sécante dont les deux points d’intersection se sont réunis en un seul; en vertu du théorème précédent, la droiteFPest perpendiculaire à FM; elle est de même perpendiculaire à FM'; donc la ligne MFM' est droite et perpendiculaire à FP.
THÉORÈME XII
259 — Le produit des distances des deux foyers à une tangente quelconque de l’ellipse ou de l'hyperbole est constant.
Soient FH, F'H' les perpendiculaires abaissées des foyers sur une première tangente; FK, F'K' les perpendiculaires
Fig. 140.
abaissées sur une seconde tangente, P le point de rencontre
des deux tangentes. En vertu du théorème IX , les triangles rectangles FPH , F'PK' sont semblables, ainsi que les triangles FPK, FPH' , et l'on a
ÉQUATION DES COURBÉS DU SECOND DEGRÉ EN COORDONNÉES POLAIRES
200— Nous prendrons pour pôle un foyer F, et pour axe polaire la droite qui va de ce foyer au sommet voisin A de T la courbe.
©Considérons d’abord une ellipse;
prenons pour pôle le foyer F- et pour
axe polaire le grand axe dirigé vers le
sommet voisin A. Nous avons trouvé (n° 218) pour expression de la distance f‘b U8, du foyer à un point quelconque M de
la courbe _
la courbe étant rapportée à ses axes ; si l’on projette la ligne brisée OFM sur le grand axe, il vient x—c+ pcosw ;
en remplaçant x par cette valeur dans l’équation précédente
et désignant par e l’excentricité —, on en déduit
^ ? l-fecoso>'
Supposons maintenant qne la courbe soit une hyperbole.
Prenons pour pôle le foyer F7 et pour axe polaire l’axe transverse pris dans la direction F' A'. Nous avons vu (n°233) que la distance du foyer F7 à un point quelconque de la courbe est exprimée par la formule
le signe — s’appliquant à la branche de gauche, le signe -f à la branche Fie- de droite. Projetons sur l’axe trans-
verse OX la ligne brisée OF7M, on a
X— — C+ p COS i».
Il en résulte que la première branche de l’hyperbole est représentée par l’équation
^ P 1 + e cos w’
la seconde par l’équation
Mais si l’on convient de porter les rayons vecteurs négatifs en sens contraire de la direction indiquée par l’angle o>, il est facile de voir que l’équation (t) représente à elle seule les deux branches de l’hyperbole. Soit M' un point quelconque de cette seconde branche, m7 l’angle correspondant A'F7M7, p7 le rayon vecteur F'M7; en vertu de l’équation (2), on a
ç/= — r. Dans l’équation (1), donnons à l’angle w lava-
1 — ecoW
leur w'-f-TC , il viendra
^ t — ecosi»' ^ *
on obtient ainsi pour p une valeur négative — p7; mais la valeur u>7 -J-ir attribuée à w, indique la direction F'M, opposée de F'M7. Si p avait une valeur positive, il faudrait la porter dans la direction F'M,; p ayant une valeur négative — p7, on convient de porter la valeur absolue p’ en sens inverse, c’est-à-dire dans la direction F'M7, ce qui donne le point M7. Il résulte de là que l’équation (1) suffit pour représenter les deux branches de
l’hyperbole, la première par les valeurs positives de p, la seconde par les valeurs négatives.
Considérons enfin le cas où la courbe est une parabole.
Prenons encore pour pôle le foyer F et pour '\vii ; axe polaire la droite FA dirigée vers le sommet. On a (n° 243)
JL
Fig. 150.
d’où l’on déduit
En projetant sur l’axe AX la ligne brisée
AFM, on a, comme précédemment,
X = — -fpCOS^ir — w J= p COS co ;
(3) P~t +CO.So/
Il résulte de ce qui précède que l’équation (1) représente les trois courbes du second degré; la courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que l’excentricité e est inférieure, égale ou supérieure à l’unité.
EXERCICES
1° M et M' étant deux points d’une parabole, P le point de concours des tangentes en ces deux points et F le foyer, dé-
PM’’ MF
2<* Dans une courbe du second degré, la perpendiculaire abaissée du foyer sur une corde et le diamètre conjugué de la corde se coupent sur la directrice.
3° Un demi-diamètre d’une ellipse ou d’une hyperbole est moyen proportionnel entre les droites qui joignent les foyers à l’extrémité du diamètre conjugué du premier.
4" Dans l’hyperbole équilatère la distance d’un point quelconque de la courbe au centre est moyenne proportionnelle entre les distances de ce point aux foyers.
5° Trouver dans le plan d’une ellipse un cercle tel que la longueur de la tangente menée au cercle de chacun des
points de l’ellipse soit une fonction rationnelle, entière et du premier degré des coordonnées de ce point.
Démontrer que la somme des tangentes menées de chacun des points de l’ellipse à deux cercles jouissant de la propriété précédente, et complètement intérieurs à l’ellipse, est constante.
6“ Lieu du sommet d’un angle constant circonscrit à une parabole.
7° Par le foyer d’une parabole on mène une corde, et sur la corde comme diamètre on décrit un cercle, puis on mène au cercle des tangentes parallèles à une droite donnée; trouver le lieu des points de contact.
8° Un angle constant tourne autour du foyer d’une courbe du second degré; aux points où les côtés de l’angle rencontrent la courbe, on mène des tangentes à cette courbe ; trouver le lieu du point d’intersection de ces tangentes.
9° Étant donnée une ellipse; en un point quelconque M, on mène la tangente que l’on prolonge jusqu’aux poinls P et Q, où elle rencontre les tangentes aux extrémités du grand axe; trouver le lieu du point de rencontre N des droites F'P et FQ, et du point de rencontre N7 des droites FP et F'Q. Démontrer que les deux poinls N et N' sont situés sur la normale au point M.
10° On joint un point quelconque M d’une ellipse aux deux
FTM FF'M
foyers; démontrer que le produit lang—^~ tang ^ - est constant.
11° L’angle sous lequel du foyer d’une courbe du second degré on voit la portion d’une tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est constant.
12° Un triangle étant circonscrit à une parabole, le point de concours des hauteurs est sur la directrice, et le cercle circonscrit au triangle passe par le foyer.
13° Si en un point quelconque M d’une ellipse, on mène une normale, la portion de cette normale comprise entre le poîfit M et le petit axe a pour projection sur les rayons vecteurs
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menés du point M aux deux foyers une longueur égale au demi grand axe.
1T° La poriion de la normale comprise entre le point M et le grand axe a pour projection sur les rayons vecteurs une longueur égale au paramètre de l’elli|»se.
15° Deux courbes du second degré ont un foyer commun; si l’on mène de ce foyer des rayons vecteurs aux extrémités d’un diamètre quelconque de l’une des courbes; la somme ou la différence des rapports de ces rayons aux rayons de la seconde courbe qui ont la même direction est constante.
lti° On prolonge les rayons vecteurs qui vont d’un point quelconque M de l’ellipse aux deux foyers F et F' jusqu’à leur rencontre en P et Q avec la courbe; démontrer que la somme MF MF'
fp + Pü CSt constanle-
17u Une rose des vents formée de m rayons' tourne autour de son centre placé au foyer d’une ellipse; démontrer que la somme des inverses des longueurs comptées sur chaque rayon depuis le foyer jusqu’au point où il coupe l’ellipse, est constante.
18° D’un point quelconque P situé dans le plan d’une ellipse, on mène des tangentes à cette ellipse; on abaisse du point P une perpendiculaire PC sur la corde des contacts AB; les droites PC et AB coupent le petit axe en D et E; démontrer que le cercle décrit sur DE comme diamètre passe par les deux foyers.
19° Étant données deux ellipses homofocales; par un point P on mène à l’une d’elles des tangentes qui rencontrent la seconde, l’une en A et B, l’autre en C et D; démontrer que l’on a
PA PB PC PD
20> On décrit un cercle sur le grand axe d’une ellipse comme diamètre; l’ordonnée d’un point quelconque M de l’ellipse rencontre le cercle en un point N ; si l’on appelle o> l’angle que fait avec le grand axe le rayon vecteur FM, et u
l'angle que fait avec le grand axe le rayon ON du cercle, on a
les relations
P = a (1 — ecosu),
En désignant par S l’aire du secteur elliptique AFM, on a aussi S=~(u — esm
21° Une hyperbole équilatcrc homofocale à une ellipse intercepte sur les côtés d’un angle droit circonscrit à l’ellipse deux cordes égales.
22" Un rectangle quelconque étant circonscrit aune ellipse, on joint les points de contact consécutifs, ce qui forme un parallélogramme inscrit; démontrer que deux côtés consécutifs du parallélpgramme inscrit font des angles égaux avec le côté correspondant du rectangle circonscrit, et que le périmètre de ce parallélogramme est constant.
23° Soient A le sommet, F le foyer d’une parabole, (p, w,), (p1, c/), les coordonnées de deux points M et M' de la courbe, 0 l’angle MFM', S l’aire du secteur AFM, A celle du secteur MFM', l la longueur de la corde MM'; démontrer les formules suivantes, employées en astronomie,
2PP'sm^ _
V — ; — jj, 2/pp'cos-=/ (p + pO* — /*,
P+p' — 2 / pp'cos-
S=-(p + p)^p(2P-p) = ^<an!/- ^3 + lang -Y
A = 3 v PP s,,l2 [P+P + V PP+oSÿJ
= g(p + P' + / P P'C0SvÎ) V (p + P' ~ 2 / PP' C0S |)
THÉORÈME I
261 — La section d’an cylindre circulaire droit par un
plan quelconque oblique à la base est une ellipse.
Par l’axe CC' du cylindre (fig. 151), menons un plan perpendiculaire au plan sécant; nous prendrons ce plan pour plan de la figure. Ce plan coupe le cylindre suivant deux génératrices opposées GG', HH', et le plan sécant suivant la droite AA'. Dans le plan de la figure, décrivons deux cercles C et C' tangents à la droite AA' et aux deux génératrices GG', HH' du cylindre ; il suffit pour cela de mener les bissectrices des angles A et A', jusqu’à leur rencontre en C et C' avec l’axe du cylindre ; si du point C comme centre, avec le rayon du cylindre, on décrit un cercle, ce cercle touchera les génératrices en G, H, et la droite AA' au point F ; le cercle décrit du point C' comme centre touchera de même les génératrices en G', H', et la droite AA' au point F'. Imaginons maintenant que la figure tourne autour de l’axe CC'; la génératrice GG' engendrera la surface du cylindre, tandis que les deux cercles engendreront deux sphères inscrites dans le cylindre et le touchant intérieurement, la première suivant la circonférence de grand cercle GLH, la seconde suivant la circonférence de grand cercle G'L'H'. En outre, les deux sphères sont tangentes au plan proposé, la première au point F, la seconde au point F'. En effet, le plan de la ligure et le
plan proposé sont perpendiculaires entre eux ; la droite CF, qui est tracée dans le premier plan perpendiculairement à leur intersection AA', est perpendiculaire au second plan ; le plan AMA', étant perpendiculaire à l’extrémité du rayon CF, est tangent à la sphère C au point F. On verrait de même que ce plan est tangent à la sphère C' au point F'.
Cela posé, soit AMA' la courbe suivant laquelle le plan sécant coupe le cylindre; nous allons démontrer que cette courbe est une ellipse ayant pour foyers les points F et F7. Joignons un point quelconque M de celle courbe aux deux points F et F' ; par le point M passe une génératrice LL' du cylindre, et cette génératrice touche la sphère supérieure au point L, la sphère inférieure au point L'. Les deux droites MF, ML, tangentes menées du même point M à la sphère C, sont égales; de même , les deux droites MF' , ML' , tangentes menées du point M à la sphère inférieure, sont égales. Ainsi la somme des rayons vecteurs MF + MF' est égale à ML-f ML', c’est-à-dire à la portion LL' de la génératrice comprise entre les deux cercles de contact ; longueur constante, car dans le mouvement de révolution autour de CC', la génératrice GG' vient coïncider avec LL'. On voit par là que la somme des distances de chacun des points de la courbe aux deux points fixes F et F' est constante et égale à GG' ; on en conclut que la courbe est une ellipse ayant pour foyers F et F'.
262 — Corollaire. Les droites DE, D'E', intersections -du plan sécant et des plans des cercles GH, G'H', suivant lesquels les sphères inscrites louchent le cylindre, sont les directrices de l’ellipse. En effet, par le point M menons un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre, ce plan coupera le cylindre suivant un cercle NMN'. La droite DE, intersection de deux plans perpendiculaires au plan de la figure, est elle-même perpendiculaire à ce plan, et par suite à la droite AA' ; il en est de même de la droite MF, intersection du plan du cercle et du plan sécant. Le rayon vecteur MF étant égal à ML ou à NG, et la perpendiculaire abaissée du point M sur la directrice DE étant
LIV. III, CHAI’. VIII. -SECTIONS CONIQUES. 2-25 égale à PD, le rapport des distances du point M au foyer et à la directrice est exprimé par pg ; mais, à cause des parallèles PN et GD, ce rapport est égal à celui de AG à AD, rapport constant, puisque ces deux dernières longueurs sont constantes.
Au foyer F correspond la directrice DE ; au foyer F' correspond la directrice D'E', droite d’intersection du plan sécant et du plan de contact G'H'.
THÉORÈME II
— La section d’un cône circulaire droit par un plan est une courbe du second degré.
Menons par l'axe du cône un plan perpendiculaire au plan sécant; ce plan coupe le cône suivant deux génératrices SG', SH', et le plan sécant suivant la droite AA'.
1° Considérons d’abord le cas où le plan sécant ne coupe qu’une nappe du cône (fig. 152). Décrivons deux cercles 0 et O' tangents à la droite AA' et aux deux arrêtes SG', SH'. Si l’on fait
tourner la figure autour de l’axe SO', pendant que l’arête SG' engendre le cône, les deux demi -cercles engendrent deux sphères tangentes au cône suivant les cercles de contact GH, G'H'.
Le plan sécant est tangent à l’une des sphères au point F, comine perpendiculaire à l’extrémité du rayon OF; il est aussi tangent à l’autre sphère au point F'.
Cela posé, soit M un point quelconque de la courbe d’intersection; la génératrice SM qui passe en ce point touche les sphères aux points L, L'; je br. 15
Fig. 152.
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joins MF, MF'. Les droites MF et ML sont égales comme tangentes menées du même point M à la sphère 0 ; les droites MF' et ML' sont égales comme tangentes menées du point M à la sphère 0'; donc
MF + MF' = ML + ML' = LL
Or la portion LL' de la génératrice comprise entre les cercles parallèles GH, G'H' est constante et égale à GG'; donc la somme des distances de chacun des points de la courbe aux deux points fixes F, F' est constante, et par conséquent cette courbe est une ellipse dont les points F et F' sont les foyers.
La somme constante GG' est égale au grand axe AA'. Si par le point A' on mène A'K parallèle à GH, on détermine sur la génératrice une portion AK égale à la distance focale FF'. Car, si des longueurs égales GG', AA' on retranche, d'une part AG, KG', d’autre part les longueurs égales AF, A'F', il reste deux longueurs égales AK, FF'.
Considérons les droites DE, iyE', suivant lesquelles le plan sécant est coupé par les plans des cercles de contact GH, G'H'. Si du point M on abaisse une perpendiculaire MP sur le grand axe, la distance du point M à la droite DE est égale à PD Soit NMN' le cercle parallèle qui passe par le point M ; la longueur MF ou ML est égale à GN. A cause des parallèles DG, PN, on a
GN _ AG _ AK DP AD AA
Ainsi les distances de chacun des points de l’ellipse au foyer F et à la droite DE sont entre elles comme la distance des foyers au grand axe. Cette droite DE est une directrice de l’ellipse. La droite D'E' est la seconde directrice.
2° Lorsque le plan sécant rencontre les deux nappes du cône (fig. 153), on a
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droites d’intersection du plan sécant et des plans de contact
sont de même les directrices de l’hyperbole.
3» Supposons entin que le plan sécant soit parallèle à une génératrice du cône , c’est-àdire que la droite AA' soit parallèle à l’arrête SH (fig. 152) ; décrivons une sphère tangente au cône suivant le cercle GH et au plan sécant en F. Soit DE l’intersection du plan sécant avec le plan du cercle de contact GH. Par le point M de la section menons la droite ME perpendiculaire à DE, et la génératrice SM, qui rencontre en L la courbe de contact ; ME sera parallèle à AA' et à S1I ; donc les trois droites ME, SM, SH sont dans un même plan, et les trois points H, L, E sur une même ligne droite. Les deux triangles MLE, HSL sont semblables, et puisque SL = SH FiB. i54. on a aussi ML = ME; mais
ML=MF, comme tangentes à la sphère menées du point M ; par conséquent MF=ME. Ainsi chacun des points de la courbe est également distant du foyer F et de la directrice DE.
Cette méthode, si élégante pour trouver les propriétés des foyers et des directrices dans les courbes du second degré, est due à Dandkun.
SS64— Placer ine coirbe du second degré sir in cône donné. — I» La courbe est une ellipse. Dans le triangle AA'K (fig. 152), on connaît deux côtés AA', AK, qui sont le grand axe
et la distance des foyers, ainsi que l’angle opposé à AA' qui est le complément de la moitié de l'angle au sommet du cône. Comme le grand axe surpasse la distance focale, on peut toujours construire ce triangle; la perpendiculaire sur le milieu de A K détermine le point S, et par suite tout ce qui fixe la position du plan sécant.
2<* La courbe est une hyperbole. Dans le triangle AA'K (fig. 453), on connaît également deux côtés, ainsi que l’angle opposé à l’un d’eux; mais comme le côté opposé à l’angle donné est le plus petit, la construction du triangle n’est pas toujours possible. Il faut que l’on ait a>c cos y (2 a étant l’axe transverse, 2 c la distance des foyers de l’hyperbole, 2y l’angle au sommet
du cône); d’où cosy<-<IeosQ, en appelant 8 l’angle de l’a-
symplote avec le grand axe; donc l’angle des asymptotes doit être plus petit que l’angle du cône.
3° La courbe donnée est une parabole. En joignant le centre O de la sphère au point G, on forme un triangle OGA (fig. 154), dans lequel on connaît le côté AG qui est le demi-paramètre de la parabole, et l’angle OAG complémentaire de y. Après avoir construit ce triangle, on élèvera OS perpendiculaire sur OA jusqu’à la rencontre de AG ; une fois connue la distance SA, le problème est résolu.
En résumé, sur un cône donné on peut placer toutes les ellipses, toutes les paraboles et toutes les hyperboles dans lesquelles l’angle des asymptotes est plus petit que l’angle du cône.
305— Remahque.— Supposons que les sphères employées précédemment soient toujours inscrites dans le cône, mais coupent le plan sécant; il suffit pour cela que les cercles générateurs soient tangents aux deux lignes SA, SA' et coupent AA'; les iulersections des sphères par le plan sécant sont des cercles, et l’on verra, dans le cas de l’ellipse ou de l’hyperbole, que la somme ou la différence des tangentes menées à ces cercles d’un point quelconque de la courbe est constante ;
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dans le cas de la parabole, la tangente menée au cercle d'un point quelconque de la courbe est égale à la distance de ce point à une certaine droite.
Les géomètres grecs connaissaient les courbes du second degré comme sections d’un cône à base circulaire par un plan. Apollonius (247 avant J. -G.) a fait sur les sections coniques un traité en huit livres, dans lequel il rapporte ce qui a été trouvé avant lui, et expose ses propres découvertes sur cette matière. Le traité d’ApoLLONius contient les principales propriétés des sections coniques ; nous citerons les deux théorèmes sur les diamètres conjugués (n,,s 164, 165etl94), les propriétés des asymptotes de l’hyperbole, les propriétés élémentaires des foyers.
CHAPITRE IX
Condition» néce»»nire» pour la détermination d’uue courbe du secoud degré.
266— L’équaiion générale du second degré
A x ' -f B x y -f C y ' + D x -f E y 4- F = 0 , contient six coefficients; mais, comme on peut diviser tous les termes par l’un des coefficients, pourvu que ce coefficient soit différent de zéro, on voit que l’équation ne renferme que cinq paramètres arbitraires, savoir les rapports de cinq coefficients au sixième. Pour déterminer une courbe du second degré, il faut donner les valeurs des cinq paramètres, ou bien cinq relations entre ces cinq paramètres ; mais, dans ce cas, il est nécessaire d’examiner si les cinq équations de condition admettent un système de solutions réelles, et si en outre l’équation du second degré correspondante représente bien une courbe; autant les cinq équations de condition admettront de systèmes de solutions réelles jouissant de cette propriété, autant il y aura de courbes du second degré satisfaisant aux conditions proposées.
En général, les relations entre les paramètres proviennent de conditions géométriques auxquelles doit satisfaire la courbe. Ainsi on peut assujettir la courbe à passer par des points donnés, à être tangente à des droites données, etc. On exprimera que la courbe passe par un point donné, en écrivant que les coordonnées du point vérifient l’équation de la courbe, ce qui donne une relation entre les coefficients. On exprimera que la courbe est tangente à une droite donnée, en écrivant que l’équation qui fournit les abscisses des points d’intersection de la courbe et de la droite a deux racines égales, ce qui donne aussi une relation entre les coefficients. Une condition géométrique qui se traduit par une relation entre les coefficients est regardée comme une condition simple. Une condition géométrique qui se traduirait par deux relations serait regardée comme double; si, par exemple, on assujettissait la courbe à toucher une droite donnée en un point donné, l'équation qui donnerait les abscisses des points d’intersection devant admettre une racine double donnée , il en résulterait deux relations entre les coefficients; la condition géométrique énoncée devrait donc compter comme deux conditions simples. D’après cela, ou dira qu’il faut cinq conditions géométriques pour déterminer une courbe du second degré. Mais, comme nous l’avons déjà fait observer, il sera nécessaire d’examiner si les cinq équations admettent un système de solutions réelles.
207 — Supposons que l’on assujettisse la courbe du second degré à passer par cinq points donnés. En désignant par od , y/ les coordonnées de l’un des points, on aura cinq relations de la forme
Aa/, + Ba/y' + Cî^ + Da/ + Ey'-fF=0, entre les rapports de cinq des coefficients au sixième. Ces équations, étant du premier degré, admettent en général un système de solutions réelles et finies et un seul ; cependant il faut examiner s’il n’y a pas d’exception. Pour faciliter la discussion, nous choisirons d’une manière particulière les axes des coordonnées.
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Considérons d’abord le cas où, parmi les cinq points donnés, trois ne sont pas en ligne droite. Soient A, B, C, D, E les cinq
points donnés; prenons pour axes des coordonnées les deux droites AB, CD, qui se rencontrent en O.
Appelons ad et x)' les abscisses des points A et B, y' et y" les ordonnées des points C et D, xt et y, les coordonnées du point E. Soit Xx *+ B xy + C y * 4- D a?+ E y +F =' 0> l’équation d’une courbe du second degré. Cette courbe passera par les points A et B, si l’équation
Xx' + Dx+V=Q,
à laquelle se réduit l’équation proposée, quand on fait y= 0, admet pour racines ad et x/1 ; pour cela il est nécessaire et il suffit que les coefficients de l’équation satisfassent aux relations
Fig. 15S.
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De même la courbe passera par les points C et D, si I équation Cyî + Ey + F=0,
que l’on obtient en faisant x=0, admet pour racines y1 et y"; pour cela il est nécessaire et il suffit que les coefficients satisfassent aux relations
ou
Si l'on remplace les coefficients A, I), C, E par les valeurs trouvées, et si l’on divise tous les termes par F, l’équation de la courbe s’écrit
On peut la mettre sous la forme
en posant «=- — y'ôr/'"‘ ®ue"e ^ue ^ va^eur
du paramètre a, l'équation (3) représente une courbe du second degré qui passe par les quatre points A, B, C, D.
La courbe passera par le cinquième point E, si les coordonnées x„ y, de ce point satisfont à l’équation (3), ce qui donne une relation qui détermine la valeur de a. Si l’on attribue à a la valeur ainsi déterminée, l’équation (3) représentera une courbe passant par les cinq points donnés A, B, C, D, E.
Puisqu’on obtient un seul système de valeurs pour les coefficients, il n’y a qu’une seule courbe du second degré qui passe par les cinq points donnés.
Ainsi, par cinq points donnés, dont trois ne sont pas en ligne droite , passe toujours une courbe du second degré et une seule.
268— Lorsque, parmi les cinq points donnés, trois, C, D,E, sont en ligne droite, on peut encore faire passer par ces cinq points, un lieu du second degré; ce lieu se compose du système de deux droites CDE, AB. Il n’y en a pas d'autre que celui-là. Nous savons, en effet (n° 58) , que, lorsqu’une droite a trois points communs avec un lieu du second degré, elle appartient tout entière au lieu. Le premier membre de l’équation du second degré se décomposera en un produit de deux facteurs du premier degré ; les deux équations, que l’on obtient en égalant séparément chacun de ces facteurs à zéro, représentent les deux droites.
Lorsque parmi les cinq points donnés, quatre sont en ligne droite, il y a indétermination. Le lieu se composera de la droite, à laquelle appartiennent les quatre premiers points, et d’une droite quelconque passant par le cinquième point.
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L’équation du second degré renfermera un paramètre arbitraire.
Enfin, si les cinq points donnés étaient en ligne droite, l’indétermination serait encore plus grande ; le lieu , formé de celte droite et d’une autre droite quelconque, dépendrait de deux paramètres arbitraires.
L’équation (2), dans laquelle le paramètre - est arbitraire,
représente toutes les courbes du second degré qui passent par les quatre points A, B, C, D. Ces quatre points suffisent pour
déterminer une parabole : car la condition - ) = 0
donnera le paramètre -. Si le produit x'od'xjy*' a une valeur positive, on aura deux paraboles passant par les quatre points donnés; mais, si le produit avait une valeur négative, il serait impossible de faire passer une parabole par les quatre points.
ÉQUATION GÉNÉRALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ PASSANT PAR QUATRE POINTS DONNÉS.
26® — L’équation (3), qui renferme un paramètre arbitraire o, représente toutes les courbes du second degré qui passent par les quatre points donnés A, B, C, D, quand on prend pour axe des coordonnées deux côtés opposés du quadrilatère inscrit ABCD (fîg. 136). En général soient A=0, A'=0 les équations de deux côtés opposés AB, CD du quadrilatère, B = 0, B' = 0 celles des autres côtés BC, DA, il est aisé de voir que l’équation
(4) AA' + aBB'=0, dans laquelle a désigne un paramètre arbitraire , représente toutes les courbes du second degré qui passent par les quatre points donnés. En effet, quelle que soit la valeur attribuée à «, on reconnaît d’abord que la courbe passe par les quatre points ;
car ies coordonnées du point B, par exemple, annulant à la fois facteurs A et B, vérifient l’équation. D'un autre côté, cette équation représenle toutes les courbes du second degré qui passent par les quatre points donnés ; car un cinquième point définit la courte, et l'on peut toujours déterminer le paramètre i de manière que la courbe passe par ce cinquième point.
Il est a remarquer que, parmi les lignes du second degré qui passent par les quatre points donnés , se trouvent trois couples de droites, savoir: le couple des droites AB, CD, le couple BC, DA, et enfin le couple AC, BD.
Les polynômes du premier degré A, A', B, B' désignent, à des facteurs constants près, les distances du point M qui a pour coordonnées x et y, aux quatre côtés du quadrilatère, distances que nous appelerons p, p/, q, q7, de sorte que l’équation (4) peut être mise sous la forme
k étant un rapport constant. 11 en résulte ce théorème : le produit des distances d’un point quelconque d’une courbe du second degré à deux côtés opposés d’un quadrilatère inscrit est au produit des distances aux deux autres côtés dans un rapport constant. En faisant varier le rapport k, on obtient toutes les courtes du second degré circonscrites au quadrilatère ABCD.
COURBES DU SECOND DEGRÉ INSCRITES DANS UN ANGLE DONNÉ
270 — Supposons que l’on assujettisse une courbe du second degré à toucher deux droites données OA, OB en deux points
donnés A et B, et à passer par un point M, ce qui fait cinq conditions géométriques; le calcul du no 267 pourra s’appliquer à ce cas; si l’on prend les deux droites OA, OB pour axes des coordonnées, que \ l’on appelle xf l’abscisse du point
7’ A, y' l’ordonnée du point B, et que
l’on fasse ensuite y= 0 ou x=0 dans l’équation générale
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du second degré , il suffit d’écrire que l’équation admet la racine double x = x1 ou ij = y' ; l’équation générale des courbes du second degré tangentes aux deux droites données en A et B, pourra se mettre sous la forme
) +axy=°-
On déterminera ensuite le paramètre a par la condition que la courbe passe par le point M.
Ainsi, il existe une courbe du second degré et une seule tangente à deux droites données en deux points donnés, et passant par un point donné.
27Ë. — Cela posé, supposons que les axes des coordonnées aient une position quelconque dans le plan ; désignons par A=0, A'=0 les équations des deux tangentes OA, OB, et par B=0 l’équation de la corde des contacts AB; l'équation (a) AA’ -j- ocB» = 0,
dans laquelle a est un paramètre arbitraire, représentera toutes les courbes du second degré tangentes aux deux droites données en deux points donnés. En effet, si l’on cherche les points communs à la courbe et à la droite A = 0, l’équation (5) se réduit à B = 0 , ce qui donne un seul point A; ainsi la courbe est tangente à la droite OA au point A; elle est de même tangente à la droite OB au point B. D’un autre côté, l’équation (5) représente toutes les courbes du second degré tangentes à ces deux droites aux points A et B; car on peut déterminer le paramètre a par la condition que la courbe passe par le point M.
Si l’on appelle p et p' les distances d’un point quelconque M de la courbe aux deux tangentes, q la distance à la corde des contacts AB, l’équation (5) peut se mettre sous la forme
Il en résulte ce théorème : le rapport du produit des distances d’un point quelconque d’une courbe du second degré à deux
tangentes au carré de la distance de ce point à la corde des contacts, est constant.
ÉQUATION GÉNÉRALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ PASSANT PAR TROIS POINTS DONNÉS.
272— Soient A=0, B=0, C=0 les équations des côtés bc, ca, ab du triangle abc ; toutes les courbes du second degré qui passent par les trois points a, b, c, seront représentées par l’équation
(6) «BC + pCA + yAB = 0,
qui renferme deux paramètres arbitraires, savoir les rapports
de deux des trois coefficients «, P, y au troisième. On voit d’abord que toute courbe représentée par l’équation (6) passe par les trois points a, b, c; d’autre part, on peut déterminer les deux paramètres de manière à assujettir la courbe à passer en outre par deux points pris à
2 7 3— Cherchons l’équation de la tangente au point a; toute droite passant en ce point a une équation de la forme C + XB=0. Les points d’intersection de cette droite et de la courbe sont donnés par le système des deux équations C + XB = 0, B [XaB + (Xp — y) A] = 0, qui se décompose en deux ; l’un B = 0, C = 0 fournit le point a; pour que l’autre
système fournisse aussi le point a, il faut que l’on ait X=^-;
ainsi la tangente au point a a pour équation
UV. III, CHAP. IX.— COURBES DU SECOND DEGRÉ. 237 De même les tangentes en 6 et c ont pour équations
Les points d’intersection p, q, r des tangentes avec les côtés opposés sont donnés par les trois systèmes d’équations
on voit que ces trois points sont situés sur la même droite
Les trois tangentes forment un triangle circonscrit a, 6,c,. Le point a,, intersection des tangentes en 6 et c, est défini par les équations de ces deux tangentes; en les retranchant membre à membre, on a une nouvelle droite
passant par le point a, ; mais cette droite passe aussi par le point a ; c’est la droite oa,. De même les droites 66, , cc, ont pour équations
On voit que ces trois droites passent par un même point », représenté par les équations
CONDITIONS MULTIPLES
27 4 — Reprenons l’examen des conditions géométriques
par lesquelles on peut définir une courbe du second degré. Jusqu’ici nous n’avons parlé <|ue des conditions simples, comme les points et les tangentes. Le centre équivaut à deux conditions; car si l’on prend le centre pour origine des coordonnées, l’équation du second degré, étant privée des termes du premier degré, ne contient plus que trois paramètres arbitraires ; ainsi la courbe est définie par son centre et trois points.
Un diamètre avec la direction des cordes équivaut à deux conditions; car si l’on prend le diamètre pour axe des x et une parallèle aux cordes pour axe des y, l’équation, étant privée des deux termes du premier degré en y, ne contient plus que trois paramètres arbitraires.
Un système de diamètres conjugués équivaut à trois conditions; car, si on les prend pour axes des coordonnées, l’équation, devant se réduire à la forme ax’ + by* 4-c=0, ne contient plus que deux paramètres arbitraires. En général, soient A = 0, B = 0, les équations de deux diamètres conjugués, les polynômes A et B étant proportionnels aux distances de chaque point aux deux diamètres conjugués et par conséquent aux coordonnées de ce point, relatives à ces diamètres, la courbe sera représentée par une équation de la forme
(7) «A*-HB* + t=0,
avec deux paramètres arbitraires.
L’équation
A' + aB=0,
est l’équation générale des paraboles dont la droite A=0 est un diamètre, et la droite B=0 la tangente à l’extrémité de ce diamètre.
On sait que l’équation de l’hyperbole, rapportée à ses deux asymptotes, est de la forme xy= a. En général, soient A= 0, B=0, les équations des deux asymptotes, l’hyperbole sera représentée par une équation de la forme (8) AB=«,
ne renfermant qu’un paramètre arbitraire a. Ainsi les deux
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asymptotes équivalent à quatre conditions, et la courbe est déterminée par les deux asymptotes -et un point ou une tangente. Si l’on ne donnait qu’une asymptote A=0, l’équation B = 0 de l’autre asymptote étant indéterminée, l'équation (8) contiendrait trois paramètres arbitraires, de sorte qu’une asymptote équivaut à deux conditions.
Nous avons vu que toute courbe du second degré a un foyer et une directrice ; il en résulte que l’équation
(9) (#-!*)*+ (y — p)*=(ma: + ny + p)1,
par laquelle on exprime la propriété du foyer et qui renferme les cinq paramètres arbitraires a, p, m, n,p, représente toutes les courbes du second degré. Un foyer équivaut à deux conditions; car si l’on donne un foyer, ses coordonnées a et p étant connues, l’équation (9) ne contient plus que trois paramètres arbitraires. De même une directrice équivaut à deux conditions; car, en donnant l’équation de la directrice, on détermine les rapports de deux des paramètres m, n, p au troisième.
La perpendiculaire abaissée du foyer sur la directrice a pour équation
c’est un des axes de la courbe. Un sommet situé cet axe équivaut à deux conditions ; on écrira que les deux coordonnées du sommet vérifient les équations (9) et (10).
27 &— On peut se rendre compte d’une autre manière des résultats que nous venons d’obtenir. Il est clair que les deux coordonnées d’un point remarquable d’une courbe du second degré, comme le centre, un foyer, un sommet, etc., peuvent être exprimées à l’aide des coefficients de l’équation générale du second degré ; si donc on donne un pareil point, on aura deux relations entre les coefficients. De même, les deux coefficients de l’équation d’une droite remarquable, comme la directrice ou un axe, etc., peuvent être exprimés à l'aide des
coefficients de l’équation du second degré ; si cette droite est donnée, on aura encore deux relations entre les coefficients.
CONSTRUIRE CNE COURBE DD SECOND DEGRÉ, CONNAISSANT LE FOYER ET TROIS POINTS.
276— Pour montrer une application de ce qui précède, proposons-nous de construire une courbe du second degré, | connaissant un foyer F et trois points A, B, C (fig. t59). Le problème admet plusieurs solutions.
Supposons le problème résolu et les trois points appartenant à une même branche ; le point D où la sécante AB est coupée par la bissectrice de l’angle extérieur au triangle AFB appartient à la directrice (n° 257); la sécante BC donnera de même un second point IV de la directrice. Le foyer F, la directrice DD7 et le point A définissent une courbe du second degré et une seule; ce sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que la distance AF sera inférieure, égale ou supérieure à la distance AE du point A à la directrice, il est facile de voir que cette courbe passera par les deux points B et C ; en effet, à cause de la bissectrice FD, on a
AE BE
donc la courbe passe par le point B. On démontrera de même qu’elle passe par le point C. On a ainsi une première solution.
On peut supposer que les trois points ne sont pas sur une même branche; si, par exemple, les deux points A et B sont sur une même branche et le point C sur l’autre branche de l’hyperbole, les bissectrices des angles A FC, BFC donneront deux points de la directrice. Les trois solutions obtenues de celle manière sont des hyperboles. On a donc en tout quatre solu-
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tions; des quatre courbes du second degré qui admettent le foyer donné et passent par les trois points donnés, trois sont toujours des hyperboles, la quatrième est une ellipse, une hyperbole ou une parabole suivant la disposition des points.
277 — Le calcul conduit à la même conséquence, si l’on appelle a et p les coordonnées du foyer, x', y'; x'1, y'",
les coordonnées des trois points donnés, S', 8'', leurs distances au foyer, et que l’on représente par l’équation (9) la courbe cherchée, on aura pour déterminer les trois paramètres m, n, p, les trois équations de condition &=±(mx’ + ny' + p),
du premier degré. Chaque combinaison de signes donne un système d’équation ; il y a huit combinaisons; mais on remarque que, si l’on change les signes dans les trois équations, les valeurs de m, n, p changent de signes, et la courbe reste la même; on a donc quatre solutions. En vertu des remarques faites aux n°5 218, 233 et 243, quand on prend le même signe, cela signifie que les trois points appartiennent à une même branche; quand on prend des signes différents, cela signifie que les points appartiennent à des branches différentes.
CONSTRUIRE UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ CONNAISSANT UN FOYER ET TROIS TANGENTES.
278— Supposons le problème résolu; si du foyer F on abaisse des perpendiculaires sur les trois tangentes , et qu’on prolonge chacune d'elles d’une longueur égale à elle-même on obtient trois points II, H', H", appartenant au cercle directeur (fig. 160), qui a pour centre le second foyer F', le rayon F'H de ce cercle est égal à l’axe 2a qui passe par les deux foyers. Les deux foyers F, F' avec la lon-
gueur 2 a définissent une courbe du second degré et une seule. Il est aisé de voir que cette courbe est tangente aux trois droites données; en effet, soit M le point où le rayon F'H coupe la droite MT, la somme ou la différence des rayons vecteurs MF' et MF étant égale à F'H ou à 2a, le point M appartient à la courbe ; en outre, la droite MT, étant perpendiculaire sur le milieu de FH, est tangente à la courbe au point M; le problème admet ainsi une solution et une seule.
Si les trois points H, IF, W" étaient en ligne droite , la courbe cherchée serait une parabole ayant pour directrice cette droite.
POINTS ET DROITES IMAGINAIRES
279— Un système de valeurs réelles de x et de y détermine un point du plan; par analogie, nous appellerons point imaginaire un système de valeurs imaginaires attribuées à x et y. Si deux systèmes de valeurs imaginaires sont de la forme x=a + pt, y=f + Si, x = a — 3 i, y=y — Si, nous dirons que les deux points imaginaires sont conjugués.
Une équation du premier degré Ax + By + C=:0 à coefficients réels est vérifiée par les coordonnées d’une infinité de points réels, dont le lieu est une ligne droite; mais elle est vérifiée aussi par une infinité de systèmes de valeurs imaginaires attribuées à x et à y; car, si Fon attribue à x une valeur imaginaire quelconque, on en déduira pour y une valeur imaginaire correspondante. Si Fon attribue à x deux valeurs imaginaires conjuguées, les deux valeurs de y seront aussi conjuguées.
Par analogie, nous appellerons droite imaginaire une équation du premier degré à coefficients imaginaires. II est à remarquer qu’une droite imaginaire passe par un point réel ; Soit, en effet,
(A' + A"*) x + (B' +B" i) y-HC'+ C" t) = 0,
(A'x + B'y-f C') +t (A"x+ B" y + C") = 0 , une droite imaginaire. Cette équation sera vérifiée par les coordonnées du point d’intersection des deux droites réelles
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L’équation générale du premier degré, renfermant trois coefficients, et par suite deux paramètres arbitraires, deux points, réels ou imaginaires, détermineront la droite. Si l’on appelle 3/, y', x" , y ", les coordonnées des deux points donnés, la droite qui passe par ces deux points aura pour équation x' — x' _ y— y x" — x/ y1' — y''
La droite, qui passe par deux points imaginaires conjugués, est réelle. Soient, en effet, #'=:<* + flt, j/'= y + Si,a//=«— pi, y"= y — 81; l’équation de la droite se réduit à
Le point qui a pour coordonnées
xf + x/' *. = — s —
sera dit le milieu de la droite qui joint les deux points donnés ; si les deux points sont imaginaires conjugués, le milieu sera un point réel.
280 — Deux équations, l’une du premier degré, l’autre du second degré en x et y , admettent deux systèmes de solutions. On dira donc qu’une droite rencontre une courbe du second degré en deux points réels ou imaginaires. Une droite réelle rencontre une courbe du second degré réelle en deux points, réels ou imaginaires conjugués. Ceci permet d’expliquer un fait qui s’est présenté déjà plusieurs fois; quand on cherche, par exemple, le lieu des milieux d’une série de cordes parallèles dans l’ellipse, on trouve par le calcul une droite indéfinie, et cependant le lieu, tel qu’il est défini géométriquement, ne se compose que de la partie du diamètre intérieure à l’ellipse; les sécantes extérieures rencontrent l'ellipse en deux points imaginaires conjugués, le milieu de la corde est encore un point réel, et le diamètre se prolonge ainsi en dehors de la courbe.
281 — Nous avons démontré que cinq points réels déterminent une courbe du second degré; la même mode de démonstration s’applique quand, parmi ces points, se trouvent des points imaginaires conjugués. Supposons, par exemple, que les deux points A et B soient imaginaires conjugués, ainsi que les deux points C et D; on prendra pour axes des coordonnées les deux droites réelles AB et CD ; l'équation
G+S-XM-O
-)- axy = 0
représentera toules les courbes du second degré qui passent par les quatre points A, B, C, D; un cinquième point E, réel ou imaginaire, déterminera le paramètre a.
INTERSECTION DE DEUX COURBES DU SECOND DEGRÉ
282 — Soient P=0, Q = 0 les équations de deux courbes du second degré; si l’on élimine y ’ entre ces deux équations, on a une équation du premier degré en y , de la forme (qx+r) yz=mx'-\- nx-\-p;
en portant celte valeur de y dans Tune des deux équations proposées, on obtient une équation du quatrième degré en x; à chaque valeur de x correspond une valeur de y. On en conclut que deux coxirbcs réelles du second degré se coupent en quatre points réels ou imaginaires et conjugués deux à deux-
L’équation
P + XQ=0,
dans laquelle X est un paramètre arbitraire, représente toutes les courbes du second degré qui passent par les quatre points communs aux deux courbes proposées; car on peut déterminer le paramètre a de manière que la courbe passe par un cinquième point pris à volonté.
Parmi ces courbes se trouvent trois couples de droites, et il est à remarquer que l’un des couples est toujours formé de deux droiles réelles. En effet, si les deux courbes se coupent en quatre points réels A, B, C, D, les trois couples AB et CD, BC et AD, AC et BD, sont formés de droites réelles. Lorsque les deux courbes se coupent en deux points réels A et B, et en
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deux poinls imaginaires conjugués C et D, le couple AB, CD est formé de droites réelles; les quatre autres droites sont imaginaires; car si la droite AC, par exemple, était réelle, elle couperait la droite réelle CD en un point réel C, ce qui est contraire à l’hypothèse. Enfin , lorsque les deux poinls A et B sont imaginaires conjugués, ainsi que les deux points C et D, le couple AB, CD est encore formé de deux droites réelles.
11 résulte de ce qui précède que deux courbes réelles du second degré admettent au moins deux sécantes communes réelles.
283 — Pour donner une application de ce qui précède, considérons, par exemple, deux ellipses ayant un foyer commun. Ces deux ellipses ne peuvent se couper en plus de deux points réels; car, d’après ce que nous avons dit au n° 275, deux ellipses, qui ont un foyer commun et trois points communs, coïncident; elles admettent donc deux sécantes communes réelles.
Soient
[x— «) ’ + [y— p)' * = [mx + ny + p) *,
[x— «)*+(y— P) = (m'x+nhj+p1) »
les équations des deux ellipses; les deux sécantes communes réelles ont pour équations
mx -+- ny + p = ± (m'x + n'y -f p) ;
Fig. 161.
elles passent par le point d’intersection I des direc-
trices DI, D'I (fig. 161). Si l’on appelle 8 et 8' les distances d’un point quelconque de ces sécantes aux directrices, on a, en vertu de l’équation précédente.
Cette
propriété géométrique permet de déterminer un second point de chacunedes sécantes communes, et par suite de construire ces
24f> GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
droites. Supposons que les deux ellipses se coupent en deux points réels A et B; l’une des sécantes communes réelles est la droite AB qui passe par ces deux points; l’autre IL ne rencontre pas les courbes. Pour déterminer celte seconde droite, joignons le point A au foyer F et abaissons de ce point des perpendiculaires AE, AE' sur les directrices, on a n’= ,
TT AF S AE
Vm +» =AEj,, et par suite . Prolongeons la
perpendiculaire AE d’une longueur EH égale à elle-même; par le point H menons une parallèle HL à la première directrice, et par le point A une parallèle AL à la seconde directrice; le point d’intersection L de ces deux parallèles appartiendra à la seconde sécante commune réelle IL.
*841 — La recherche des points d’intersection de deux courbes du second degré dépend en général de la résolution d’une équation du quatrième degré; maison peut ramener la question à la résolution d’une équation du troisième degré. L’équation P+XQ=0, dans laquelle le paramètre X est arbitraire , représentant toutes les lignes du second degré qui passent par les points communs aux deux premières, on peut déterminer le paramètre X de manière que cette équation représente deux droites; les deux courbes admettent trois couples de sécantes communes, la valeur de X sera donnée par une équation du troisième degré.
Soient
(1) ax*+bxy + cyi-\- dx-\-ey +f=0 ,
(2) a'x'+b'xy + c'y' + d'x + e'y + fz^O,
les équations des deux courbes proposées. L’équalion P-fXQ=0 sera
(3) (a + Xa') x ’+ (b + W) xy + (c + \c')y * + ....= 0.
Pour abréger, nous la représenterons par
Ax* -f Barÿ-f- C y’-f- Da? -f Ey -j- F = 0.
En la résolvant par rapport à y, on a
V==—I^r±i~ *aC)®*+*(BE— ! 2CD).r+(Es— ■ 4CF).
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Pour que cette équation représente deux droites, réelles ou imaginaires, il est nécessaire que le polynôme placé sous le radical soit un carré parfait, ce qui exige que la condition
(BE — 2CD)* — (B5 — A AC) (E* — 1CF)=0 soit remplie. Cette relation, après la suppression du facteur IC, s’écrit
( i ) AE5 + CDS — BDE+ (B’— 1AC) F = 0 ; si l’on remplace les lettres A, B,.... par leurs valeurs a+ la', b + lb',.... on arrive à une équation du troisième degré en X. Il suffira de calculer l’une des racines de cette équation avec u ne certaine approximation , pour avoir un couple de sécantes communes ; cherchant ensuite les points d’intersection de chacune de ces droites et de l’une des courbes proposées, à l’aide d’une équation du second degré, on obtiendra les coordonnées des quatre points d’intersection.
On pourrait aussi calculer deux racines de l’équation (4), afin d’avoir deux couples de droites, dont on chercherait ensuite les points d’intersection.
Une racine réelle donnera un couple de droites réelles, si elle rend positive la quantité B* — 4ÂC. Il y a plusieurs cas à considérer : 1° Si l’équation du troisième degré en X a ses trois racines réelles , et si pour deux de ces racines la quantité B* — 4AC est positive, ces deux racines donneront deux couples d’équations du premier degré à coefficients réels, d’où l’on déduira quatre solutions réelles; les deux courbes du second degré se coupent en quatre points réels et admettent en effet trois couples de sécantes réelles communes. La troisième racine rendra aussi positive la quantité B’ — 4AC; 2° Si l’équation du troisième degré n’a qu’une racine réelle, ou si, l’équation ayant ses trois racines réelles, une seule rend positive la quantité B*— 4AC, les deux courbes du second degré admettent un seul couple de sécantes réelles communes; dans ce cas, elles se coupent en deux points réels ou ne se rencontrent pas ; les deux équations proposées auront, on deux solutions réelles et deux imaginaires, ou quatre solutions imaginaires.
EXEMPLES
385 — Soient les deux équations
qui représentent, la première un cercle, la seconde une hyperbole.
L’équation du troisième degré
à laquelle on arrive, a ses trois racines réelles et comprises, l’une entre 2 et 3, l’autre entre — 2 et — 3, la troisième entre — Set — 9; d’ailleurs la quantité B’ — 4AC=X*— 4 est ici positive pour chacune d’elles. Donc les deux courbes se coupent en quatre points réels dont on calculera les cordonnées par l’un des deux procédés indiqués.
386 — On résoudra les deux équations
2 xy — 1 =0,
à l’aide de l’équation du troisième degré Xs— X— 1 = 0,
qui n’a qu’une racine réelle; cette racine est positive, et donne deux droites réelles
S=(-X±J=)*±lA.
En substituant ces deux valeurs de y dans la seconde des équations proposées, on obtient les deux équations du second degré.
La condition de réalité des racines est l/X’-<±2. Cette condition n’est pas remplie si l’on prend le signe inférieur. Elle l’est, au contraire, si l’on prend le signe supérieur ; car, dans
ce cas, la condition se réduit à X < j/ 4 , et si Ton substitue
ce nombre i/ 4 — dans l’équation en X, on a un résultat 3 — 1/4 évidemment positif, ce qui prouve que la valeur de X est plus
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petite que \/A. Il résulte de là qu’une seule des deux sécantes rencontre la courbe, et par suite que le cercle et l’hyperbole proposés se coupent en deux points réels et en deux points imaginaires et conjugués.
287 — La résolution des deux équations x* + y*— 2x=0, xy— 4 = o,
est ramenée à celle de l’équation du troisième degré Xs — 4X — 1 =0,
qui a ses trois racines réelles, une positive et deux négatives. La première seule rend positive la quantité
B«— 4AC=X« — 4 = i
et donne deux droites réelles
Ces valeurs de y, substituées dans la seconde des équations proposées, conduisent aux deux équations du second degré
v'Xx — 4 = 0.
La condition de réalité des racines est V Xs<;±2. Il est évident que cette condition n’est pas remplie si l’on prend le signe inférieur. Elle ne l’est pas non plus si l’on prend le signe
supérieur; car, dans ce cas, la condition se réduit à X < t/ 4,
et si l’on substitue cette valeur i/ 4 dans l’équation en X, on a
un résulat négatif 3 — 4i/4, ce qui prouve que la valeur po-
sitive de X est plus grande que i/4. Des deux sécantes communes réelles, aucune ne rencontre les courbes. Ainsi les deux courbes proposées se coupent en quatre points imaginaires.
288 — Lorsque deux hyperboles ont une asymptote parallèle, l’un des points d'intersection s’éloigne à l'infini, et l’é-
quation résultant de l’élimination de l’une des coordonnées entre les deux équations se réduit au troisième degré. Soient, par exemple, les deux hyperboles
xy—yi—x=0 ,
qui ont chacune une asymptote parallèle à la droite y=x ; si, dans la seconde, on substitue la valeur de x, tirée de la première. on obtient l’équation du troisième degré
qui a une racine réelle et deux imaginaires. Les deux hyperboles ne se coupent qu’en un point réel; elles admettent deux sécantes communes réelles ; l’une, passant par ce point et le point situé à l’inüni, est parallèle à la droite y=x ; l’autre passe par les deux points imaginaires conjugués.
289 — Supposons que, dans les deux équations, les coefficients des termes du second degré soient proportionnels, et rien n'empêche alors de les supposer égaux; si l’on retranche ces deux équations
axt-\-bxy cyt -\-dx-\-'ey+f= 0, axT+ bxy -j- cyi-\-dlx- f e/y + f = 0 , membre à membre, on obtient l’équation du premier degré C d—d')x+(e—e')y + f—f=0, et l’élimination de y conduit à une équation du second degré en x. Les deux courbes ne se coupent plus qu’en deux points réels ou imaginaires conjugués ; les deux autres points se sont éloignés à l’infini. L’une des sécantes communes réelles passe par les deux points d’intersection ; l’autre, du même couple, s’est éloignée à l’infini. Cette circonstance se présente lorsque les courbes sont des hyperboles ayant leurs asymptotes respectivement parallèles; et, en général, comme nous le verrons plus tard, lorsque les deux courbes sont semblables et semblablement placées.
290 — Dans certains cas, la recherche des points d’intersec-
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lion de deux courbes du second degré se ramène à une équation du second degré ou à une équation bicarrée.
1° Lorsqu’un même diamètre divise en deux parties égales les cordes parallèles dans les deux courbes, si, par une transformation de coordonnées, on rapporte les courbes à ce diamètre commun pris pour axe des x et à une parallèle aux cordes pour axe des y, les deux équations ne contiendront pins l’inconnue y qu’à la seconde poissance ; l’élimination de y1 donnera un équation du second degré en x.
2° Si ces deux courbes sont des hyperboles ayant une asymptote commune, en les rapportant à cette asymptote prise pour axe des a; et à une droite quelconque pour axe des y, on a des équations dans lesquelles le terme en xy contient seul la lettre æ/ en éliminant ce terme, on obtient une équation du second degré en y.
3u Lorsque les deux courbes ont même centre, si on les rapporte à ce centre commun pris pour origine des coordonnées, les deux équations ne contenant plus de termes du premier degré, l’élimination de y donnera une équation bicarrée en x.
291 — Les considérations précédentes sur les points et les droites imaginaires sont très-utiles, parce quelles permettent d’établir des analogies entre des propriétés qui, sans cela, ne pourraient être rattachées les unes aux autres. En voici un exemple assez remarquable : un cercle coupe en quatre points réels ou imaginaires une courbe du second degré; soit (x — <*)’ + (y— P)* — R’=0 l’équation du cercle, A=0 et B=0 celles d’une couple de sécantes communes réelles, l’équation delà courbe du second degré pourra toujours être mise sous la forme
(x— «)« + (y — p)*— R*=XAB.
Le premier membre représente le carré de la longueur de la tangente menée d’un point quelconque de la courbe au cercle; il en résulte ce théorème : un cercle étant placé d’une manière quelconque dans le plan d’une courbe du second degré, la
tangente menée de tout point de la courbe au cercle est à la moyenne propjrlionnelle entre les distances de ce point à deux sécantes com aunes réelles dans un rapport constant.
Supposons que le cercle soit tangent à la courbe en deux points réels c u maginaires conjugués , la droite des contacts sera réelle, et l'équation de la courbe prendra la forme (*-«)*+ (y- P)*- R*=XA*.
Ainsi, lorsque un cercle est doublement tangent à une courbe du second degré, la tangente menée d’un point quelconque de la courbe au cercle est à la distance de ce point à la corde des contacts dans un rapport constant.
Le foyer d’une courbe du second degré peut être considéré comme un cercle d’un rayon nul ayant avec la courbe un double contact imaginaire; la directrice est la corde des contacts.
EXERCICES
1° Construire une courbe du second degré, connaissant la directrice et trois points.
2° Construire une parabole, connaissant le foyer et deux points ou deux tangentes, ou un point et une tangente.
3° Construire une parabole, connaissant la directrice et deux points.
4° Construire une hyperbole, connaissant trois points et la direction des asymptotes.
5° Construire une hyperbole, connaissant une asymptote, un sommet et un point.
6° Construire une parabole passant par quatre points donnés.
7° Construire une parabole tangente à quatre droites données.
8° Trouver le lieu du sommet d’une parabole ayant un foyer donné et tangente à une droite donnée.
9° Trouver le lieu du foyer d’une parabole ayant son sommet en un point donné et tangente à une droite donnée.
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iO> Trouver le lieu du centre d'une hyperbole équilatère circonscrite à un triangle équilatéral.
tl° Trouver le lieu des foyers ou des sommets d’une hyperbole, ayant une asymptote et une directrice données.
d2° Trouver le lieu des centres des courbes du second degré tangentes à quatre droites données.
43° Étant donnée une conique, inscrite dans un angle; une tangente mobile roule sur la courbe, et on joint à deux points fixes les points où cette tangente coupe les deux côtés de l’angle; trouver le lieu du point de rencontre de ces deux droites.
14° Étant donnée une ellipse ; un cercle, ayant son centre fixe et son rayon variable, coupe l’ellipse ; trouver le lieu du point de rencontre des sécantes communes.
15° Étant donnée une ellipse, un cercle d’un rayon constant et dont le centre décrit un cercle concentrique à l’ellipse, coupe cette ellipse ; trouver le lieu du point de rencontre des sécantes communes.
16° Un cercle mobile coupe une ellipse donnée en deux points fixes A et B; trouver le lieu du point de rencontre des tangentes communes aux deux courbes.
Le lieu reste le même quand la sécante commune AB se déplace parallèlement à elle-même.
Étant données deux coniques liomofocales, démontrer que, si par deux points de l’une on mène des tangentes à l’autre, ces quatre droites sont tangentes à un même cercle.
17° Trouver le lieu du centre d’une hyperbole qui a un foyer donné et qui coupe en un point donné une droite donnée parallèle à l’une des asymptotes.
18° Trouver le lieu du foyer d’une parabole qui touche deux droites données, l’une en un point fixe, l’autre eu un point variable.
19° Trouver le lieu du point de rencontre de deux paraboles, qui admettent pour foyer un point donné, qui touchent une droite donnée et qui se coupent sous un angle donné.
20° Étant donnés trois points A, B, C et une droite indéfinie,
on prend sur cette droite un segment variable MN, vu du point A sous un angle constant; trouver le lieu du point d’intersection des deux droites BM et C.W
2lu Beux angles de grandeurs constantes tournent autour de leurs sommets placés aux extrémités du grand axe d’une ellipse, le point de rencontre de deux des côtés décrit l’ellipse; trouver le lieu du point de rencontre des deux autres côtés.
22u Trouver le lieu des sommets d'une hyperbole équilatère passant en un point donné et ayant pour asymptote une droite donnée.
23° Étant données une série de coniques ayant pour foyers F et F', et une droite fixe passant par le foyer F; les tangentes à ces diverses coniques, aux points où chacune d’elles est coupée par cette droite, sont tangentes à une même parabole, qui a pour foyer le point F', et pour direction la sécante.
La partie de chaque tangente comprise entre la conique et la parabole est vue du foyer F' sous un angle droit.
CHAPITRE I
Construction des Courbes en coordonnées rectilignes.
29® — La construction d'une courbe n'est autre chose que la représentation graphique de la marche d’une fonction réelle d’une seule variable, lorsqu’on fait varier d’une manière continue celte variable. Si l’on a calculé les valeurs de y qui répondent à diverses valeurs de x, on connaît un certain nombre de points de la courbe à construire. Mais ces points ne peuvent suffire, même pour un tracé grossier de la courbe ; car on peut les réunir de bien des manières différentes ; et d’ailleurs, il peut arriver qu’entre deux ordonnées, même très-rapprochées, la courbe ait des branches infinies. Il est donc indispensable de connaître préalablement, d’une manière générale, la marche de la fonction dont la courbe doit représenter les variations. Nous distinguerons deux cas, suivant que l’équation est ou n’est pas résolue par rapport à l’une des variables.
ÉQUATIONS RÉSOLUES
293— Lorsque l’équation est résolue par rapport à l’une des variables, y par exemple, on considère chacune des déterminations de y en particulier, et on examine entre quelles limites doit varier x pour que y reste réelle. Soient a et d, deux limites. Si la valeur de y reste finie dans cet intervalle, elle donne une branche finie de courbe; si la valeur de y devient infinie pour une Ou plusieurs valeurs intermédiaires b, c....
de la variable, on a diverses brandies infinies asymptotes aux droiles qui correspondent aux valeurs dex qui rendent y infini; on subdivise alors l’intervalle de a à d en plusieurs autres; un premier de a à b, un second de 6 à c, etc., de manière que dans chacun d’eux l’ordonnée ne devienne pas infinie.
VARIATIONS DE L’ORDONNÉE. — TANGENTE
294— On examinera ensuite comment varie y dans chacun des intervalles, par exemple, quand x varie de a à 6. Quelquefois, on aperçoit immédiatement, d’après l’expression de y, comment varie cette quantité. Mais le plus souvent, il n’en est pas ainsi ; dans ce cas, on a recours à la dérivée. On sait, en effet, que la variable x croissant à partir d’une certaine valeur, si la fonction reste finie, elle varie dans le même sens, tant que la dérivée conserve le même signe; elle croît, si la dérivée est psitive; elle décroît si la dérivée est négative. Soient a, fi, Y,.... les valeurs successives de a- comprises enlre a et 6, pour lesquelles la dérivée change de signe. La variable x croissant de a à a, la dérivée conserve le même signe, par exemple, le signe +, la fonction croît ; de a à p, la dérivée est négative et la fonction décroît, etc.
Nous avons démontré (n<> 88) que le coefficient angulaire de la tangente en un point quelconque de la courbe est égal à la valeur de la dérivée en ce point. Ainsi le sens dans lequel varie l’ordonnée de la courbe est indiqué par le coefficient angulaire de la tangente.
MAXIMA ET MINIHA DE l/ORDONNÉR.
295— Lorsque la dérivée change de signe, de positive devenant négative, l’ordonnée cesse de croître pour décroître ensuite; elle passe donc par une valeur maximum. Si, au contraire, la dérivée de négative devient positive, l’ordonnée cesse de décroître pour croître ensuite; elle passe donc par une valeur minimum.
Il faut remarquer que ces mots maximum et minimum ne doivent pas cire pris avec leur sens absolu; ils indiquent
LIV. I V, CH AP . I. — COURBES EN COORDONNÉES RECUL
seulement la comparaison d’une valeur particulière de l’ordonnée avec les ordonnées voisines.
En général la dérivée, restant finie et continue, change de signe en passant par zéro, et par conséquent les tangentes aux points dont les ordonnées ont des valeurs maxima et minima sont parallèles à l’axe OX. II faut remarquer que toute valeur de x qui annule la dérivée ne donne pas nécessairement un maximum ou un minimum de l’ordonnée; on devra examiner si la dérivée change effectivement de signe ; mais, dans tous les cas, la tangente est parallèle à l’axe OX.
Nous allons appliquer ces principes à quelques exemples.
206 — Exemple I. Construire la courbe
(1) y=x*— 2xJ — 3xz=x{x + l)(x— 3).
Portons sur l’axe OX et dans le sens OX (fig. 162) une longueur OA égale à 3, et en sen§ contraire une longueur OB égale à l’unité; la courbe coupe l’axe OX en trois points B, 0, A. Pour chaque valeur réelle de x, on a une valeur réelle de y et une seule. L’équation
Fig. 162.
0 à 3 , y devient négative, et il y a encore incertitude sur le sens de la variation ; enfin, quand x croît de 3 à l’infini, y croît constamment de 0 à l’infini.
Pour déterminer le sens des variations de y, lorsque x varie de 1 à + 3, prenons la dérivée, on a
Cette dérivée s’annule pour les deux valeurs
HH
Lorsque x varie de — 1 à x, la dérivée est positive, la fonction continue à croître; de a;, à x, , la dérivée est négative, la fonction décroît, pour croître ensuite de x, à 3. L’abscisse x, donne une ordonnée maximum Diy=0,88, et l’abscisse x, une ordonnée minimum — EE'= — 6,06.
297— Exemple II. La strophoïde définie au n« 31 a pour équation
Quand x varie de 0 à a , la valeur numérique de y augmente constamment de 0 à l’infini ; on obtient de la sorte les deux branches infinies OM, OM' asymptotes à la droite HH’ (fig.22). Quand x varie de — a à 0, l’ordonnée y part de 0 pour revenir à 0, en conservant des valeurs finies; elle commence donc par croître pour décroître ensuite, et, par conséquent, elle passe par un maximum; mais on ne voit pas si dans l’intervalle la fonction n’éprouve pas plusieurs alternatives de croissance et de décroissance. La valeur positive de y a pour dérivée , x 5 — ax — a4
Le numérateur s’annule pour deux valeurs de x, l’une négative x„ l’autre possitive x,. Quand x varie de — a à x„ la dérivée est positive, la fonction croît; de x, à 0 la dérivée est négative, et la fonction décroît. L’ordonnée est maximum pour la valeur
plus grande numériquement que
*98— On détermine souvent la tangente en certains points
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de la courbe, ou, ce qui est la même cbose, certaines valeurs particulières de la dérivée , sans avoir recours à l’expression générale de cette dérivée. Considérons, par exemple, le point Ode la strophoïde; joignons ce point à un point voisin M, ayant pour coordonnées a: et y; le coefficient angulaire de la
sécante OM est égal au rapport on aura le coefficient angulaire de la tangente au point O, en cherchant la limite de ce rapport lorsqu’on fait tendre x vers zéro. Or, on a
quand x tend vers zéro, ce rapport a pour limite ±1. Les deux branches qui passent au point 0 ont pour tangentes en ce point les bissectrices des angles des axes. On obtiendrait
la tangente au point A en considérant le rapport ce
rapport augmentant indéfinement lorsque x tend vers — a, la tangente au point A est parallèle à l’axe OY.
ÉQUATIONS NON RÉSOLUES
299— Quand l’équation supposée algébrique n’est pas résolue, soit parce que cette résolution n’est pas possible, soit parce que l’on juge inutile de l’effectuer, on peut quelquefois, en s’appuyant sur les théorèmes concernant les racines des équations, construire la courbe.
On aperçoit immédiatement certaines propriétés de la courbe à l’inspection de l’équation ; lorsque l’équation ne ren ferme que des termes qui sont tous de degrés pairs, ou tous de degrés impairs, il est clair, que si elle est vérifiée par x=<x, y=p,elle sera aussi vérifiée par x=z — a, y= — P; or, les deux points (a, p) , (— a, — p) sont placés symétriquement par rapport à l’origine; donc ce point est centre de la courbe.
Si l'équation ne contient que des puissances paires de l’une des variables, y par exemple, les valeurs réelles de y, qui correspondent à une même valeur de x, sont deux à deux égales et de signes contraires; lorsque les axes sont rectangulaires,
on en conclut que les points du lieu sont placés symétriquement par rapport à la droite OX, qui est un axe de la courbe.
Lorsque l’équation de la courbe ne change pas par le changement de x en y et de y en x, si l’équation est vérifiée par x = ol, y=P, elle sera vérifiée également par x = $,y — a; ces deux points sont placés symétriquement par rapport à la bissectrice de l’angle YOX, qui est, dans ce cas, un axe de la courbe.
On voit de même que, si l’équation ne change pas par le changement de x en — y et de y en — x, la bissectrice de l’angle YOX7 est un axe.
Soit
l’équation de la courbe ; on sait que la dérivée y' est donnée par la formule
L’expression de y7 contient à la fois les deux variables x et y, elle donne le coefficient angulaire de la tangente en tout point dont on connaît les deux coordonnées.
300— Exemple I. Construire le lieu des points tels que le produit de leurs distances à deux points fixes F, F' soit égal à un nombre donné.
Prenons pour origine le milieu 0 de la droite FF7, OF pour axe des x, une perpendiculaire pour axe des y ; appelons 2 c la distance FF7, a* le produit constant, l’équation du lieu est (1) y‘+2(a;, + c*)y,-Hxt— cV— a*=0.
Celte équation, ne renfermant que des puissances paires de chacune des variables, chacun des axes est un axe de symétrie de la courbe, et l’origine est un centre. En considérant y* comme l’inconnue, l’équation (1) est du second degré, le binôme B‘ — 4 AC se réduit ici à quantité esssentiel-
lement positive, les racines sont donc toujours réelles. Lorsque le dernier terme (.r’ — c1)’ — a* est positif, les valeurs de y* ont le même signe, et comme leur somme — 2 [x* + c* ) est
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toujours négative, Jes deux valeurs de y * sont négatives et les quatre valeurs de y imaginaires. Pour que l’équation (1) ait des racines reelles, il faut donc que l’on ait
ou
(a:1— c* — a1) ( x * — c* + a*)<0, et par conséquent
+ et æ*>c’ — a».
Alors une des valeurs de y 1 est positive, l’autre négative.
Prenons OA=OA/ = l/o, + 6*; la courbe est comprise entre les parallèles à l’axe des y menées par les points A et A'. La seconde condition exige que l’on distingue plusieurs cas.
1° a<c. Prenons OB = OB'=: Vc- — a* et par les pointsB
et B; menons des parallèles à OY (fig. 163), la courbe se compose de deux parties comprises, l’une entre les parallèles menées par les points B et A, l’autre entre les parallèles menées par les points B' et A'.
Quand on donne à Fig. i63. x l’une des valeurs
OB ou OA, l’une des valeurs de y s est nulle , l’autre négative; a; croissant de OB à OA, la valeur de y *, qui d’abord est nulle, devient positive et s'annule de nouveau. On obtient ainsi une courbe fermée BCAD. Les valeurs négatives de x donnent une seconde courbe B'C'A'D', égale a la précédente.
Le coefficient angulaire de la tangente est déterminé par la formule
x(x' + yt-~c*) y(x' + y’ + c*)’
Aux points A et B, y est nulle et y' infinie, la tangente est parallèle à Taxe OY. Le numérateur de y' devient nul, quand on a (3) Æ* + y*=c*.
Du point O comme centre, avec OF pour rayon, décrivons un cercle; ce cercle coupe la courbe en quatre points C.DjC^iy, donnés par les formules
Gomme l’arc BC est intérieur au cercle, en l’un quelconque des points de cet arc, la fonclion x* + y’ — c* a une valeur négative et y' est positive. Pour les points de l’arc CA, le facteur a? -f y* — c* est positif et y' négative. Ainsi, de B en C l’ordonnée croît, et de C en A elle décroît; l’ordonnée du pointe est maximum.
2° a=c. La seconde condition est satisfaite quelle que soitas;
as peut varier de — c/2 à c/2. Quand x varie de 0 à c/ 2,
la valeur positive de y’ part de zéro et redevient nulle ; on a une courbe fermée OCADO (flg. 164) qui passe à l’origine ; les valeurs négatives de y donnent une courbe symétrique de la précédente par rapport à OY. Le cercle de rayon OF coupe la courbe en quatre points,
dont les ordonnées ont une valeur numérique ^ maximum.
l’abscisse de ces points a pour valeur absolue — — .
Cette
courbe se nomme lemniscate.
A l'origine, la valeur de y' se présente sous la forme
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-jp il est facile de concevoir qu’il en est ainsi aux points
multiples d’une courbe algébrique quelconque. En effet, la valeur de y' est donnée par la formule
f'Ax.y)'
Or, f (x,y) étant un polynôme entier par rapport aux variables x et y, les dérivées partielles f£(x, y), fy (x, y) sont aussi des polynômes entiers par rapport aux mêmes variables. Si ces polynômes ne devenaient pas nuis, lorsqu’on y remplace # et y par les coordonnées du point multiple, yf aurait en ce point une valeur unique, tandis qu’elle doit avoir autant de valeurs différentes qu’il y a de branches qui passent au point multiple. Dans le cas actuel, l’équation étant bicarrée peut être résolue par rapport à y ; à chaque valeur de y correspond une dérivée qui a une valeur déterminée, quand on y remplace x par zéro. Cette valeur de la dérivée est, ainsi que nous l’avons re-
marqué au n° 298, la limite du rapport —, lorsque x tend
OC
vers zéro. On peut obtenir plus simplement la limite de ce
rapport sans résoudre l’équation. Posons -=<, ou y= Ix; en
OC
substituant dans l’équation (1), il vient
Lorsque x est très-petit, l’une des valeurs de est voisine de l’unité, l’autre est négative et très-grande ; donc, en se bornant
il \F<
0 Vi 1
Fi|*. 1«S.
aux valeurs réelles de y, on
a limite — = ± i. Les tan-
as
gentes au point O sont les bissectrices des angles des x axes.
3» a>c. La seconde condition est encore satisfaite quelle que soit x, qui peut
varier de — /c* + «! à
m GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
+ Pour x=zO, la valeur positive de y* est a’— c*.
Prenons, sur l’axe des y, OB=OB'= /<ïC^*,la courbe passe par les deux points B et B' (fig. 165). Si l’on fait variera; de O à
y/ c» + a1, y* part de a* — c* et devient nul; le lieu est une courbe fermée qui a pour sommets les points A, A', B, B'.
Pour que le cercle coupe la courbe, il faut que l’on ait a<cf/ 2. Lorsque cette condition est satisfaite, l’ordonnée croît de B en C et diminue de G en A; l’ordonnée du point B est minimum, celle du point C maximum.
Si, au contraire, on a o>c^/ 2, le cercle est intérieur à la
courbe, dont l’ordonnée diminue de B en A (fig. 166); l'ordonnée du point B est maximum. Dans ce cas on donne à la courbe le nom d’ovale de Cassini. La figure suppose que a est égal à c /a.
Fig. 166.
SOI — Exemple II. Construire la courbe (1) 2ÿ5 — -f- a:'=0.
Cette équation , étant du cinquième degré par rapport à chacune des variables, ne peut être résolue par rapport à aucune d’elles ; elle ne renferme que des termes de degrés impairs; donc l’origine est centre de la courbe. Examinons combien l’équation, dans laquelle on considère y comme étant l’inconnue, a de racines réelles pour les diverses valeurs attribuées à x.
Supposons d’abord x positive, l'équation (1) aura au plus deux racines réelles positives, puisque son premier membre n’a que deux variations. La dérivée du premier membre par rapport à y est
Cette dérivée est négative depuis y =0 jusqu’à y— i/cc.
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positive depuis celte valeur jusqu’à l’infini. Le premier membre, qui est positif pour t/=0, décroît, lorsque y varie de
0 à 1/ x , et croît ensuite indéfiniment. L’équation a donc deux racines positives, ou elle n’en a pas, suivant que la valeur
yz=.\/x rend le premier membre négatif ou positif ; c’est-àdire suivant que l’on a a?,0<;27, ouæ10>27. Si l’on change y en — y, le premier membre offre une variation et une seule ; donc l’équation a une racine négative et une seule.
Pour &=0, les ciuq racines de l’équation (1) sont nulles ;
x croissant de 0 à VTl , l’équation a deux racines positives
et une racine négative; lorsque x atteint la valeur v27 , les deux racines positives deviennent égales, puisqu’elles an-
nulent la dérivée. Quand x dépasse l/27 , l’équation n’a
plus qu’une racine réelle qui est négative. Lesdeux racines positives donnent uneboucle OABO (fig. 167), . comprise dans l’angle YOX , et la racine négative une branche infinie OC placée dans l’angle Y'OX. Aux valeurs négatives de x correspondent une boucle OA^O et une branche infinie OC', symétriques des précédentes par rapport au centre.
La valeur maximum de l’abscisse pour la boucle OÀBO est
1/27 , elle correspond à un point A pour lequel la tangente est parallèle à OY, puisque les coordonnées de ce point annulent f'y (x, y). En considérant y comme variable arbitraire, on trouve que le maximum de y pour la même boucle
est l/4 ; ce maximum donne un point B, pour lequel la tangente est parallèle à OX.
La méthode précédente de discussion est applicable toutes les fois que l’équation ne contient que trois termes ; car on
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sait toujours déterminer le nombre des racines réelles d’une équation trinôme à une seule inconnue.
EMPLOI D’USE VARIABLE AUXILIAIRE
303 — Lorsqu’il est impossible de résoudre l’équation par rapport à l’une des variables x ou y, on peut dans certains cas exprimer les deux coordonnées à l’aide d’une variable auxiliaire t ; et, en suivant les variations simultanées de x et y, lorsque t varie entre les limites qui rendent ces quantités réelles, tracer la courbe.
Si l’on considère y comme une fouction de x, et x comme une fonction de t, on a, en prenant la dérivée de y par rapport à t, d’après le théorème des fonctions de fonctions, 1 D,y=D xy X D,x; on en déduit la formule
qui donne le coefficient angulaire de la tangente au point qui correspond à une valeur quelconque de t . Les valeurs de fqui annulent D<y donnent les points pour lesquels la tangente est parallèle à OX, et les valeurs qui annulent D,x, les points pour lesquels la tangente est parallèle à OY.
303 — Exemple I. Construire lacourbe
(t) yK — y3x -f a:* — 2x’y=0.
Posons y=tx) la substitution dans l’équation (1) donne
N. // l il en résulte
J? u 1 et l’on construit la cou rbe au moyen
des formules (2) et (3), en faisant // varier t de — oo à -foo . Poursuivre
Fig. 168. les variations de x et de y, prenons
es dérivées
* Pour désiguer la dérivée d’une fonction, on emploie fréquemment la
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Les numérateurs ne s’annulant pour aucune valeur réelle de t ne changent jamais de signe. Les valeurs de a; et de y
deviennent nulles pour <=-, infinies pour <=0, ou t = i.
là
Si l’on fait varier l de — »à 0, a; est négatif et décroît de 0 à — ao, y est positif et croît deO à l’infini; on obtient ainsi la branche infinie OA (fig. 168).
La variable l allant de 0 à-^ , a; et y deviennent positifs et
décroissent de ao à 0, ce qui donne la branche infinie OB.
La variable t allant de - à d , x et y sont négatifs et dé-
là
croissent de Oà— », on a la branche infinie OC. Le coefficient
angulaire de la tangente en 0 à la branche BOC est -.
Enfin, si t varie de 1 à oo , x et y deviennent positifs et décroissent de oo à 0, on obtient la branche infinie OD.
Lorsque l’équation entre x et y ne renferme que deux groupes de termes, l’un du degré m, l’autre du degré m — 1, si l’on prend, comme nous venons de le faire, pour variable
auxiliaire le rapport > Ie8 coordonnées x et y sont des
fonctions rationnelles de cette variable. Lorsque l’équation contient trois groupes de termes , le premier du degré m, le second du degré m — 1 , le troisième du degré m — 2, en conservant la même variable auxiliaire, les coordonnées s’ob-
lellre D, initiale du mol dérivée ; et on indique la variable par rapport à laquelle on prend la dérivée en écrivant cetle variable comme un indice audessous de la lettre D et un peu à droite. Ainsi D as et D,y indiquent les dérivées des fonctions x et y par rapport à la variable t, D^y la dérivée de y par rapport à x.
tiennent par la résolution d’une équation du second degré, et on peut encore suivre leurs variations simultanées.
304— Exemple II. Construction de la courbe
(t) x*y* — xy — x — 2=0.
Si l’on pose xy = t,
on obtient x— ’tv~C
On peut considérer la courbe comme étant définie par les équations
Examinons comment varient x et y , lorsqu’on fait varier
la variable auxiliaire t de — oo à -f-oo. Pour cela
prenons les dérivées des deux fonctions, on a
Fig. 169.
La valeur de D(x s’annule pour deux valeurs a et 6 de t comprises,la premièreentre
. — - et — 2, la seconde entre — t et 0. La valeur de Diÿ s’an-
nule pour trois valeurs c, d, e de t, comprises, la première
entre — - et— 2, la seconde entre —2 et 0 et la troisième entre
Oetl . On reconnaît facilement, en outre, que l’on a a<c, d<lb. Cela posé, considérons la suite des quantités
— oo, a, c, — 2, — 1 , d, b, e, +t, oo, rangées par ordre de grandeur. Si l’on fait varier t de ooàn, x est négatif, part de 0 et décroît ; y est positif, part de l’infini
L1V. IV, CHAP. II.— CONVEXITÉ ET CONCAVITÉ. 269 et décroît également; on a la branche AB asymptote à l'axe OY (fig. 169).
La variable t allant de a à c, x est négatif et croissant, y positif et décroissant ; branche BC.
La variable t allant de c à — 2, a: est négatif et croît j usqu’à 0; y positif et croît jusqu’à l’infini ; branche CI.
La variable t allant de — 2 à — 1 , x croît de 0 à oo , y croît de — oo à 0; double branche infinie DE, asymptote à OY' et à OX.
La variable t allant de — 1 à d, x part de — oo et croît, y part de 0 et croît; branche infinie FG, asymptote à OX'.
La variable t allant de d a b, x continue à croître, etydécroît en restant positif; branche GH.
La variable t allant de b à e , x et y décroissent ; branche HK, qui coupe OX' en un point dont l’abscisse — 2 correspond à t=0.
La variable t allant de e à -fl, x décroît, y augmente; branche-infinie KL, asymptote à OX'.
Enfin t variant de -f 4 à + oo, x décroît de oo à 0, et y croît de 0 à oo ; double branche infinie MN, asymptote à OX et OY.
Les tangentes aux points C, G, K, qui correspondent aux valeurs c, d, e de t qui annulent D,y, sont parallèles à OX; les tangentes aux points B et H sont parallèles à l’axe OY.
CHAPITRE II
Convexité et Concavité.
305 — Soit AB un arc de courbe correspondant à une détermination de y , et aux valeurs de x comprises entre a et b ; nous supposons que dans cet intervalle la dérivée seconde y" conserve le même signe, par exemple, reste positive. Menons la tangente RS en un point quelconque M de cet arc , ayant pour abscisse x, , désignons par y\ la valeur de la
dérivée en ce point, ou le coefficient angulaire de la tangente, et par Y l'ordonnée d’un point quelconque de cette droite; la différence y — Y s’annule pour x=x0, et il en est de même de sa dérivée y' — Y' ou y' — y'o (fig. 170). L’abscisse x croissant de a en b, et la dérivée y " étant positive, la fonction y' — y', va en croissant; comme elle s’annule pour x=xn , elle est négative de a à x0 , et positive de #0 à b. Considérons maintenant la fonction y— Y, qui admet pour dérivée y'- t/ » ; quand x varie de a à x0 , la dérivée étant négative, la fonction décroît; comme elle s’annule pour x=x0 , elle était positive auparavant; a- variant dex0à6, la dérivée est positive et la fonction croît; comme elle s’annule pour x=x0, elle est aussi positive de x 0 à b. Il en résulte que la différence y— Y reste positive dans l’intervalle de a à b. On conclut de là que l’arc de courbe AB est situé tout entier d’un même côté de chacune de ses tangentes; c’est un arc convexe. Il en serait de même, si la dérivée seconde restait négative ; mais la différence y— Y étant négative, l’arc serait situé tout entier de l’autre côté de la tangente. Il est facile de distinguer ces deux côtés ; par le point M menons une parallèle MY, à l’axe OY, et dans la direction des y positifs; dans le premier cas, l’arc est situé du même côté de la tangente que la demi-droite MY, ; dans le second cas, il est de l'autre côté. Dans le premier cas, on dit que l’arc AB tourné sa concavité dans la direction MY, ; dans le second cas, dans la direction opposée.
On sait que le signe de y'' indique le sens de la variation de y' quand x croît. Si donc on imagine que le point M parcourre l’arc AB, le coefficient angulaire ira en croissant si y" est positive, et, au contraire, en décroissant, si y" est négative.
306— On appelle points d'inflexion les points où la concavité change de sens, c’est-à-dire les points où la dérivée
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seconde change de signe. En général, la quantité y", étant finie et continue, change de signe en passant par zéro. Supposons que y " change de signe pour x=zx/a en passant par zéro, on verra facilement que la dérivée première yf — y' 0 ne change pas de signe, mais que la fonction y — Y change de signe ; de sorte qu’en ce point la courbe passe d’un côté à l’autre de la tangente.
307 — Exemple I. Soit la courbe
y—x (x+1) (x — 3)=x5 — 2æ* — 3x, construite au n° 296, on a
y/z=3xt — \x — 3, et
La dérivée seconde est négative quand x varie depuis — co
jusqu’à -, et positive au delà. La courbe a un point d’in-
flexion dont l’abscisse est à gauche de ce point, la conca-
vité est tournée vers les y négatifs, à droite vers les y positifs.
308 — Exemple IL Sinussoïde. Construire la courbe
y = sin x.
Quand x croît de 0 à ir, l’ordonnée est positive ; elle part de 0 pour revenir à 0, ce qui donne l’arc OAC (fig. 171) symétrique
par rapport à l’ordonnée qui correspond à x——. Quand x croît de w à 2*, y devient négatif, et l’on obtient l’arc CBO égal
au premier. De 2ir à 4ir, l’ordonnée reprend les mêmes valeurs _ que de 0 à 2*, de meme de 4tc à 6tt, etc. Ainsi la courbe se compose d’une infinité d’ondulations égales.
Le coefficient angulaire de la tangente est donné par la formule
y! = cos x ;
A l’origine, y/ = l, la tangente est la bissectrice de l’angle YOX des axes. Au pointe, y'ir: — i, la tangente est parallèle à
l’autre bissectrice. Pour la dérivée s’annule et de
positive devient négative; l’ordonnée du point A est maximum. Pour x = 3^, la dérivée s’annule également, de né-
gative devenant positive; l’ordonnée du point B est minimum.
Quand x varie de 0 à n, le coefficient angulaire de la tangente cosx décroît constamment, la concavité est tournée vers Jes y négatifs; de it à 2w, le cosinus augmente, la concavité est dérigée vers les y positifs, le point C est un point d’inflexion.
Il est à remarquer que cette courbe a une infinité de centres, situés à égale distance les uns des autres, sur l’axe X'X, les points 0, C, CK, dont les abscisses sont les mul-
tiples de tc. Chacun d’eux est un point d’inflexion.
300— Exemple III. Construire la courbe (y — X*)i—xi = 0, ou
Les valeurs de y ne sont réelles que lorsque x est positif. Prenons d’abord le signe -f devant le radical; la fonction
y = a5, + a:f augmente de 0 à l’infini, quand x varie de
0 à oo. La dérivée y'= 2;r -f- -x* part de 0 et augmente aussi
constamment, on a donc une branche infinie OD tangente en Oà l’axe OX et qui tourne sa concavité vers les y positifs. Prenons maintenant le signe —devant le radical; la valeur de
LIV. IV, CHAP. II. — CONVEXITÉ ET CONE A VITE. 273 y est positive de O à i, et négative au delà. Portons sur OX une longueur OA égale à l’unité, la courbe passe en A. La
dérivée y'—lx—^x', nulle au point
O, est positive tantque x reste moindre
que 25 ’ et négative quand x dépasse ce nombre; l’ordonnée MP, qui correspond à — est maximum, et la tangente en M est parallèle à
aD
OX. La dérivée seconde 2 -x1 reste positive depuis 0 jus-
qu’à —, négative au delà ; le point N, qui correspond à
l’abscisse— est un point d’inflexion ; de O en N, la concavité
est tournée vers les y positifs; au delà, elle est tournée vers les y négatifs.
Deux branches de la courbe sont tangentes au point O à la droite OX, sans être la continuation l’une de l’autre ; les points qui offrent cette particularité se nomment points de rebroussement. Dans celte courbe, les deux branches sont du même côté de la tangente. En considérant la courbe ( y—x 1 ) * — æ5=0,
on aurait deux branches situées de part et d’autre de la tangente; la cissoïde présente à son sommet A (fig. 20) un rebroussement de cette sorte.
310 — Exemple IV. — Soit la courbe
(i) y=2\ea+e“ )
On suppose que a désigne une ligne donnée ; alors l’équation (1) est homogène et définit une courbe, à laquelle on a donné le nom de chaînette, parce que c’est la courbe que forme un fil flexible pesant, dont les extrémités sont attachées à deux points fixes.
L’équation (I) donne des valeurs de y égales pour deux valeurs do x égales et de signes contraires, la droite OY est
un axe de la courbe. Quand x varie de 0 à « , le terme e «
augmenterais le terme e a diminue ; pour savoir comment varie y, prenons la dérivée. On a
Cette dérivée est positive pour toutes F'e- 173- les valeurs positives de a;; donc quand
x croît de 0 à », la valeur de y augmente constamment de a à», ce qui donne une branche infinie BC (fig. 173) ; on obtient la branche BC' symétrique par rapport à OY en donnant à x des valeurs négatives.
La valeur de y1 augmente constamment quand x varie de — » à -f » , la courbe a sa concavité tournée vers les y positifs.
31 i— Exemple V. — Construire la courbe
Donnons à x une valeur positive très-petite , y est positif et
très-grand; x croissant de 0 à oc , y décroît constamment de oo à I ; ce qui donne une branche AC (fig. 474) , asymptote d’une == part à OY, d’autre part à la droite G'G menée parallèlement à OX et * à une distance de cette droite Fig. i74. égale à l’unité. Quand on donne
à x une valeur négative très-petite numériquement, y est positif et très-petit, x variant de 0 à — » > y croît constamment de 0 à 4; on a ainsi une branche OD partant de l’origine et asymptote à la droite BG'.
Cette courbe présente une particularité que nous n’avons pas encore rencontrée; la branche DO s’arrête brusquement
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au point O ; on donne aux points de cette espèce le nom de points d'arrêt.
Pour avoir le sens de la concavité, prenons d’abord la dérivée première ; on a
Lorsque x varie de 0 à », les deux facteurs — et e* dimi-
SC
nuent; à cause désigne —, y augmente; la concavité de la branche AC est tournée vers les y positifs ; x variant de — » \ 1
à 0, le facteur augmente, le facteur ex diminue; on ne sait
SC
pas immédiatement comment varie y'; la dérivée seconde Ya nous l’apprendre. On a
SC
Quand x varie de — ce à — la dérivée seconde est négative;
prenons OP égal à et soit M le point correspondant de la
courbe; l’arc DM a sa concavité dirigée vers les y négatifs; x \
croissant de — — à 0, y" est positif, l’arc MO est concave vers
ZS
les y positifs et le point M est un point d’inilexion.
SI®— Remarque.— On ne voit pas, d’après la formule (2), ce que devient le coefficient angulaire de la tangente quand x
est négatif et très-pçtit numériquement. Posons x— — — , m
étant très-grand, la valeur numérique de yf prendra la 111 *
forme Donnons d’abord à m des valeurs entières, et comme
em
e est plus grand que l’unité, posons e 3=1 +*; ona
m . m(m~ 1)_t^mj*n— t)(m— -2) ,
d’où
+ina + +
si m augmente indéfiniment, on voit que — croît au delà de
toute limite. Lorsque m est fractionnaire, il est compris entre deux entiers consécutifs n et n-f 1; il en résulte t" em e'‘+i (n-H)‘ <~mr<~nr'
— , étant compris entre deux nombres très-grands est lui-
même très-grand ; ainsi de quelque façon que m augmente £ m
indéfiniment, -r croît au delà de toute limite. Un raison- ’ m'
nement analogue est applicable à —, quel que soit le nombre positif p.
Le rapport inverse ^ tend donc vers zéro, lorsque m aug-
mente indéfiniment. Ainsi la tangente au point 0 de la branche OD est l’axe OX'.
my
313— Considérons le cas où l’équation de la courbe
n’est résolue par rapport à aucune des variables x et y ; la dérivée xf est donnée par l’équation
(2) fi, (x, y) + f‘y(x, y)ÿ~ 0.
Puisque y et yf sont deux fonctions de x , le premier membre de l’équation (2) est une fonction composée de la variable indépendante x; cette fonction a pour dérivée
rsi+2/‘iiy/+r:.ÿ,,+r»y";
comme elle est constamment nulle, sa dérivée est aussi nulle et l’on a l’équation
(3) A'*+ + fW * + fly"= o, qui donne la valeur de y". Si l’on remplace, dans cette équation, y1 par sa valeur tirée de l’équation (2), il vient
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C'est à l’aide de cette formule que l’on détermine le sens de la concavité, ainsi que les points d’inflexion.
314— Appliquons à la courbe définie n° 300. L’équation de cette courbe peut se mettre sous la forme
On en déduit
f'xz=.x(x' + yl — c*), (1y=y{xt -\-y% + cs)
fcz=(x'+y*—c') + 2x’, fl[=2xy, /^(Æ’+ÿ’+O+fy’- Si l’on substitue ces valeurs dans la formule précédente, on obtient, après avoir réduit en tenant compte de l’équation (1),
Pour chaque portion de la courbe comprise dans l’un des angles des axes de coordonnées, le dénominateur conserve le même signe; la valeur de y" ne peut donc changer de signe que lorsque le numérateur passe par zéro. Les coordonnées des points qui annulent le numérateur doivent satisfaire à la fois à l’équation (I) et à la suivante
De ces deux équations on déduit
Dans le premier cas, lorsque a est plus petit que c, les valeurs de x et de y données par les équations (1) et (3) étant imaginaires, le numérateur de y" a le même signe pour tous les points de l’axe BA ; on vérifie aisément qu’il est négatif aux points B et A , la concavité de cet arc est dirigée vers les y négatifs. Dans le second cas, a—c, le numérateur devient nul au point O seulement ; il est positif de O en A, et la concavité de l’arc OA est dirigée vers les y négatifs. L’arc A'D'OCA présente au point 0 un point d’inflexion. Dans le troisième cas, on a a>c ; pour que les valeurs de x et de y
soient réelles, on doit avoir en même temps a<c t/2". Lors-
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<|ue a est plus gfand que le numérateur est négatif en tous les points de l’arc BA , et la concavité tournée vers les y négatifs; si a est plus petit que c / 2 , le numérateur s’annule pour un Certain point G situé entre B et C ; de B en G il a le même signe qu’au point B 5 il est positif, et la concavité est tournée vers les y positifs; de G en A le numérateur a le même signe qu’au point A ; il est négatif, et la concavité dirigée du côté des y négatifs. Le point G est un point d’inflexion.
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CHAPITRE III
Aftymptote».
315— Lorsqu’on a une branche de courbe infinie MN
(tig. 175) , il peut arriver que la
une même abscisse et désignons avec l’axe des y , on a
distance MH d’un point M de cetlecourbe à unedroite CD tende vers zéro, lorsque le point M s’éloigne indéfiniment; dans ce cas,. la droite CD est dite asymptote de la branche de courbe.
Considérons la différence MR entre les ordonnées de la courbe et de la droite, qui correspondent à par p l’angle de la droite CD
on voit que, si l’une des quantités Mil et MP tend vers zéro, il en est de même de la seconde. On peut donc définir l’asymptote une droite telle que la différence des ordonnées de la courbe et de la droite ail pour limite zéro quand x augmente indéfiniment.
On ne peut pas transformer ainsi la déiiuitioti lorsque
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l’angle p est nul, c’est-à-dire quand l’a- '/ // symptote est parallèle à l'axe des y. Dans
/ // ce cas, si l’on mène la droite MR (fig. 176)
/ 7/n~ parallèle à l’axe OX , la droite MR tend vers
/ / / zéro, quand le point M s’éloigne à l'infini,
o/"'" — /fi' "T c’est-à-dire quand l’ordonnée croit Indéfini* FiB. us. ment. Si l’on appelle a l’abscisse qui fixe la position de la droite CD, l’abscisse d’un point M de la branche MN tend vers a quand y augmente indéfiniment, ou, inversement y croît au delà de toute limite, lorsque x tend vers a .
Fig. 176.
ASYMPTOTES PARALLÈLES A L’AXE DES y.
310 — D’après ce qui précède, on obtiendra les asymptotes de cette espèce en cherchant les valeurs finies de x qui rendent y infinie. Lorsque l’équation de la courbe est résolue par rapport à y, on obtient en général immédiatement ces valeurs à l’inspection de la valeur de y. Nous pouvons citer comme exemples la cissoïde et la strophoïde , construites aux n™ 28 et 31 . Quand l’équation de la courbe est algébrique, mais non résolue par rapport à y, on obtient les asymptotes de la manière suivante. Soit m le degré de l’équation, n le plus haut exposant de y, on peut écrire l’équation sous la forme
?(*)yB +x(*)yB-*+
<f, %, .... désignant des polynômes en x, de degrés au plus
égaux à m — n, m— n+1, m — n-f 2, ....,et, après avoir divisé
par yn,
Si, lorsque y augmente indéfiniment, x tend vers üne limite finie a, pour un couple de valeurs dans lequel y est très-grand et x voisin de a, tous les termes, à partir du second, étant très-petits; on en conclut que l’abscisse a doit annuler le premier terme. Ainsi les asymptotes parallèles à l’axê des y sont déterminées par les racines réelles de l’équation
Lorsque x tend vers a, l’une au moins des n valeurs de
données par l’équation (i), tend vers zéro, puisque le produit des racines est très-petit. Si a annule <p(x) sans annuler
une seule des valeurs de — tend vers zéro, et cette valeur est
nécessairement réelle ; car les racines imaginaires étant deux à deux conjuguées, quand l’une d’elles tend vers zéro, il
en est de même de la seconde. La valeur de - considérée
changera ou ne changera par de signe, quand x passera par a, suivant que a sera racine d’ordre impair ou d'ordre pair del’équalion (2); la droite indéfinie sera toujours asymptote à deux branches de courbe correspondant, l’une à des valeurs de x plus petites que a, l’autre à des valeurs plus grandes. Mais lorsque +(ac) devient nul en même temps que cp(x), ce raisonnement n’est plus applicable; il peut y avoir un nombre pair
de valeurs imaginaires de - qui tendent vers zéro, lorsque x
s’approche de a et la droite peut n’être asymptote d’aucune branche réelle ; ce cas demanderait une discussion plus approfondie.
317 — Exemple I. — Soit la courbe définie par l’équation
x*y4 + (x* — 4) (y — x)* = 0, qui, ordonnée, s’écrit
L’équation bicarrée
(2) <p (x)=xk -f-x1 — 4 = 0,
a deux racines réelles simples égales et de signes contraires x=±[// ^ K1~— — ± a.
Comme les valeurs de x n’annulent pas 4<(x), chacune des droitesx=±a est asymptote de deux branches situées, l’une du côté des y positifs, l’autre du côté des y négatifs, et de part et d’autre de la courbe.
318— Exemple IL — Soit la courbe
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L’équation <p (x) = 0 devient
Cette équation admet la racine double x = 1, or quand x s’approche de l’unité les deux valeurs des y sont imaginaires, la droite x = l n’est donc pas asymptote.
ASYMPTOTES NON PARALLÈLES A L’AXE DES y.
319— Considérons une branche de courbe infinie ayant une asymptote non parallèle à l’axe des y; une pareille asymptote a pour équation
y, = cx + d,
c et d étant deux constantes inconnues qu’il s’agit de déterminer. Représentons par y et y, les ordonnées de la courbe et de la droite qui correspondent à une même abscisse, par S la différence y — y,; d’après la définition, S est une fonction de x qui a pour limite zéro quand x augmente indéfiniment. La branche de courbe infinie que nous considérons est donc représentée par l’équation
(1) y=yt + &=cx+d + S.
Quelquefois on peut mettre facilement l’équation de la branche de courbe sous la forme précédente et alors on a de suite l’asymptote. Considérons, par exemple, l’équation
/■(x)etF{x)représentantdeuxpolynômesentiersenx, le premier du degré m, le second au plus du degré m -f 1 ; les valeurs finies de x qui annulent le dénominateur donnent des branches infinies ayant leurs asymptotes parallèles à l’axe des y. Il y a, en outre, deux autres branches infinies que l’on obtient en donnant à x des valeurs très-grandes, positives ou négatives. Nous cherchons actuellement l’asymptote de ces deux branches. Si l’on effectue la division en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de x, on obtient un quotient entier cx + d, qui est au plus du premier degré, et l’on a
y = cx + d-
<f(x) étant un polynôme entier d’un degré inférieur à m; cette dernière fraction tendant vers zéro, quand x augmente indéfiniment, on voit que la droite y,=zcx+d est asymptote aux deux branches que nous considérons.
Nous citeronsencore, comme exemple, la courbe transcendante
J ex
qui a une branche intime dans l’angle YOX asymptote à la droite ÿ=a".
En général, on n’obtient pas aussi facilement les asymptotes. Revenons à l’équation (1). On en déduit
Puisque d a une valeur finie et que 8 tend vers zéro quand x augmente indéfiniment, on a
(2) c~ limite de -•
Le coefficient angulaire de l’asymptote est égal à la limite
vers laquelle converge le rapport - » quand x définiment.
La même équation (I) donne
c = y — dx — 8,
d’où
augmente in
(3) délimite de (y — ex).
L’ordonnée à l’origine de l'asymptote est égale à la limite de la différence y— ex, quand x augmente indéfiniment .
Ces deux propriétés servent à déterminer les asymptotes d’une courbe.
380— Supposons d’abord l’équation résolue par rapport à y, et considérons une détermination de y qui donne une branche réelle infinie. Quand x augmente indéfiniment ,
on prend, pour cette branche, le rapport -. Si ce rapport
ne tend pas vers une limite finie, la branche n’a pas d’asymptote. Si le rapport tend vers une limite finie c, on considère
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la différence y — ex-, lorsque cette différence ne tend pas vers une limite finie, la branche n’a pas d’asymptote; si, au contraire, elle tend vers la limite d, on aura y — cx=d + 5,
S tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment; donc
la droite , ,
y^cx + d
sera asymptote de la branche que l’on étudie.
321 — Exemple I.— Construire la courbe (l) y~±x \/
rapportée à des axes de coordonnées rectangulaires. L’axe OX est axe de la courbe. Lorsque x varie de 0 à l’unité, y reste fini; il est d’abord nul et redevient égal à zéro; on a ainsi la boucle OAO (fig. 177). Pour les valeurs de x comprises entre 1 et 2, y est imaginaire. Quand x dén, passe 2 d’une petite quantité, y est réel et très-grand; si donc on prend OB égal à 2 et que l’on mène G'G parallèle à OY, cette droite sera asymptote de deux branches de la courbe.
Si l’on fait croître y à partir de 2, y commence par diminuer et redevient très-grand quand x est grand ; on obtient ainsi les deux branches CND, C'N'D'. Lorsque x est négatif, y est toujours réel ; x variant de O à — ao , la valeur numérique de y varie également de 0 à oo , et l’on a les deux bran-
di c'
Fie. ‘H.
ches OE, OE'.
Considérons l’une des branches infinies, ND par exemple, on l’obtient en prenant le signe + dans l’équation (1) et en supposant x positif et très-grand. On a
la limite de — est l’unité. Un a ensuite
xj-x-x]y — - ij— * ’
et, en multipliant les deux termes par la somme des radicaux
/ x—ii^x — 1 + l/x— 2)
la limite est — ; donc la droite
est asymptote de la branche considérée.
La même droite est asymptote de la branche OE' ; à cause de la symétrie de la figure, les deux branches N'IT et OE ont pour asymptote la droite
32*— Exemple IL— Construire la courbe y* + x,=l.
La bissectrice de l’angle YOX est axe de la courbe. A chaque valeur réelle de x correspond une valeur réelle de y et une seule; la courbe est formée de deux branches qui s'étendent à l’infini, l’un du côté des x positifs, l’autre du côté des x négatifs (fig. 178).
Considérons la branche AD, on a
Quand x est positif et très-grand, y est négatif et très-grand numériquement ; donc y -f x a pour limite zéro, et la droite
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est asymptote de la branche AD, et par suite de la .branche BE.
323— Exemple III.— Construire la courbe
>=±xyx^-
Les branches de la courbe sont disposées comme celles de la figure 177. Les branches qui correspondent aux valeurs de x très -grandes numériquement n’ont pas d’asymptote, parce
que la valeur numérique du rapport— croît au delà de toute
OC
limite, en même temps que x.
324 — Exemple IV. — Considérons la courbe
y* — y3x-\- x 3 — '2xty= 0,
construite au n° 303. Nous avons exprimé les deux coordon-
nées x et y à l’aide de la variable auxiliaire t=- . On obtient
les deux branches OA et OB en faisant croîlre indéfiniment la valeur numérique de t-, elles n’ont pas d’asymptote. On obtient les deux branches infinies OB et OC, quand t tend vers
l’unité. Pour ces branches, on a lim -=i. Cherchons si la dif-
férence y — x a une limite. Les formules (2) et (3), par lesquelles on exprime a: et y au moyen de t donnent
y — x=(t— \)x = —jr~ ;
cette différence tend vers l’unité, quand l tend vers la même limite. Il en résulte que les deux branches considérées ont pour asymptote la droite
yz=x+l.
325— Exemple V.— Soit la chaînette construite au n° 310.
Qa A
D’après la remarque n°3l2, le rapport — croit indéfiniment
OC
avec x ; la chaînette n'a pas d’asymptote.
320 — Considérons maintenant le casoù l’équation, supposée
algébrique et entière, n’est pas résolue par rapport à la variable y. Réunissons les termes du même degré ; représentons par y{x,y) l’ensemble des termes du degré le plus élevé tn, par ty{x,y) l’ensemble des termes du degré m — i, par x(Æjÿ) les termes du degré m — 2...., l’équation s’écrira
Désignons par u le rapport - » et dans l’équation (t) rem-
plaçons y par ux\ le polynôme f(x,y), homogène etdu degré m en a: et y, renfermera le facteur xm commun à tous ses termes, et l’on aura <p (a?,y)=a?m<p(l, u), ou, pour abréger, <f(x,y)=xm<f(u). De même, les polynômes ty(x,y),y.(x,y) deviendront xm_l^(u), ar"~ax(u).... L’équation entre x et u sera donc
aüm(p(u) + xm~l |(u) + a;m“2x(u) + ....=0. et, si l’on divise par xm,
(2) ?(«)+-^'Hm) + 4îX(«)+-* = 0-
%Ju oc
Cette équation est par rapport à u du même degré que l’équation (t) par rapport à y; elle donne pour chaque valeur
de x les diverses valeurs du rapport — . Quand la valeur nu-
OC
mérique de x augmente indéfiniment, si l’une des valeurs de u tend vers une limite finie c, pour un couple de valeurs, dans lequel x est très-grand et u voisin de c, tous les termes de l’équation (2), à partir du second, étant très-petits, on en conclut que le nombre c doit annuler le polynôme <p (u). Ainsi les coefficients angulaires des asymptotes sont racines réelles de l’équation
Soit c l’une des racines réelles de cette équation. Posons
d’où
y—cx=v,
Si dans l’équation (2) on remplace « par cette valeur, ou
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obtient l’équation qui donne les valeurs de v pour chaque valeurde#. Après avoir fait la substitution, développons chaque terme, l’équation devient •
Ÿ(e) + Ÿ,(e)j + Çr
Puisque l’on a 'f(c)=0, multiplions par x tous le ternies, cette équation prendra la forme
L?'(c)-H(c)] +Ai+B-i.... = 0.
Quand x augmente indéfiniment, si l’une des valeurs de v tend vers une limite finie d, comme un couple de valeurs dans lequel x est très-grand et v voisin de d rend tous les termes à partir du second très-petits, on en conclut que le nombre d doit satisfaire à l'équation
d’où l’on tire pour d une valeur unique
Lorsque la valeur de c annule ÿ'(c) sans annuler <j/(c), aucune des valeurs de r ne tend vers une limite finie, quand x augmente indéfiniment. Si une valeur de c annule en même temps f'(c) et |(c), l’équation (A), multipliée par æ*, prend la forme
?''(cU‘ + f(c)0+x(c)+ A+! + ...>==0;
Dans ce cas, en général, deux valeurs de v tendent vers des limites finies, lorsque x augmente indéfiniment; ces limites sont les racines de l’équation
32T— Revenons à l’équation (4), et supposons que c soit
une racine simple de l’équation tp(c) = 0. Le raisonnement du n° 316 prouve que lorsque v tend vers la quantité d, définie par la formule (5), sans annuler le polynôme (6), une valeur réelle de x et une seule augmente indéfiniment ; de plus cette r valeur change de signe quand v passe par la valeur d. Si OC' est la droite qui a pour équation y=cx, on aura v=y — cx=MQ, et en construisant la courbe à l’aide des coordonnées
x et v, on voit que la courbe a deux branches infinies, asymptotes à la droite que l’on obtient en portant sur OY une longueur OB égale à d, et en menant par le point B une ligne CD parallèle à C'D'. Les deux branches sont dirigées vers les deux extrémités de la droite, et elles sont situées de part et d’autre de la droite. Cette droite a pour équation
yt=cx + d.
Ainsi toute racine simple de l’équation (3) qui n'annule pas le polynôme (6), donne une asymptote et une seule.
La discussion relative aux racines multiples, ou aux racines simples qui annulent le polynôme (6), demande des développements plus étendus; on reconnaît qu’une droite qui correspond à une racine pareille n’est pas toujours une asymptote de la courbe.
328 — L’équation (3) est au plus du degré «par rapport à u, puisque le plus haut exposant de y dans l’équation (1) est n; à une racine simple de celte équation correspond une asymptote; à une racine double au plus deux, etc. ...; donc la courbe a au plus n asymptotes non parallèlos à l’axe des y. D’ailleurs, d’après ce qui a été vu au n° 316, la courbe a au plus m—n asymptotes parallèles à la même droite. Ainsi, une courbe de l’ordre m a au plus m asymptotes.
320 — Remarque. — Si l’on cherche les points de rencontre de l’asymptote
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y=cx + d
avec la courbe , les abscisses des points sont les racines de l’équation du degré ro — 2,
Une courbe de l’ordre m n’est jamais coupée par une de ses asymptotes en plus de m— 2 points.
330 — Exemple I.— Soit la courbe
déjà étudiée au n° 322.
On a 9(m)=m3 + 1, ']/(u)=0; l’équation <? (u)=0 a une seule racine réelle — 1. Les termes du degré m — 1 manquant, on a d=0, et comme cette valeur de d n’annule pas le polynôme (6), il en résulte que la droite y= — x est asymptote, ainsi que nous l’avons reconnu d’une autre manière.
331 — Exemple II.— Soit la courbe
yK — ÿ3® -j-x3 — 2j,ÿ=0,
construite au n° 303. On a dans ce cas y(u)=ul> — u3=u3(u — I). L’équation <p(u)= 0 a une racine triple égale à zéro et une racine simple égale à 1. Considérons la racine simple, la valeur correspondante de d est t ; cette valeur n’annule pas le polynôme (6) ; donc la droite
est asymptote de la courbe.
La racine triple ne pourrait donner que des asymptotes parallèlesàOX; mais il est évident d’après l’équàtion de la courbe qu’aucune des valeurs de y ne tend vers une limite finie, quand x augmente indéfiniment ; cette racine doit être rejetée.
33 2— Nous avons remarqué qu’une asymptote d’une courbe algébrique du degrém coupe la courbe au plusen m — 2 points. Les courbes transcendantes peuvent couper leurs asymptotes en une infinité de points.
«it. ,19
Par exemple, la courbe
3 sinx
oscille indéfiniment de part et d’autre de la droite OX à laquelle elle est ^smyptote, puisque la valeur de y a pour limite zéro (fig. 180). Les oscillations ont d’ailleurs une amplitude constante et égale à w.
La courbe
sinx *
oscille aussi indéfiniment de part et d’autre de son asymptote OX; mais ici l'amplitude des oscillations va en diminuant (fig. 481).
Fig. 181.
333—11 arrive quelquefois que deux branches infinies n’ont pas d’asymptote rectiligne et que cependant la différence de leurs ordonnées tend vers zéro; dans ce cas on dit que les deux courbes sont asymptotes l’une de l’autre, et si l’une d’elles est une courbe simple bien connue, on pourra s’en servir pour tracer l’autre. Reprenons l’équation
et supposons que le degré du numérateur surpasse de plus
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d’une unilé le degré du dénominateur; le rapport — croissant
indéfiniment avec a;, les branches qui correspondent aux valeurs très-grandes de x, positives ou négatives , n’ont pas
d’asymptote rectiligne. Si l’on effectue la division, on a
y=axn+bxn-' + .... +k+J^>
elles deux branches considérées sont asymptotes à la courbe
y=axn-\-bx"-t + -fA.
Quand n=2, cette seconde courbe est une parabole. Par exemple la courbe
Fig. 182.
est asymptote à la parabole y=x *
(fig. m-
CHAPITRE IV
Construction des Courbes en Coordonnées polaires.
334— Nous avons défini les coordonnées polaires au n° 3; dans ce système un point quelconque, pris isolément dans le plan, peut être déterminé par une valeur de w comprise entre 0 et 2tc, et par une valeur positive de p ; cependant on est conduit, ainsi que nous allons l’expliquer par divers exemples, à faire varier chacune des coordonnées m et p de — oo à -)- oo.
1° Hyperbole. Nous avons vu que, l’un des foyers de l’hyperbole étant pris pour pôle, les deux branches sont représentées par deux équations distinctes, quand on se borne aux rayons vecteurs positifs; mais que l’une des équations suffit, si l’on admet les rayons vecteurs négatifs, en convenant de porter la
valeur absolue de chacun d'eux dans la direclion opposée de celle qu’indique la valeur de w.
2° Limaçon de Pascal. Nous avons démontré (n° 35) que la courbe est représentée par les deux équations p=r a cos w±b,
quand on fait varier m de — — à -f — et que l’on admet les
It A
valeurs négatives de p ; mais il est facile de voir que la première équation suffit pour représenter toule la courbe. Considérons, en effet, un point M' de la seconde branche dont les coordonnées p' et «/ vérifient l’équation p ' — acosd — b; si dans la première équation on remplace w par w' + n, on a p= — acosi»' + b= — (/ , ce qui montre qu’en portant la valeur de p dans le sens convenable, on obtient le point ML Ainsi la première équation, dans laquelle on fait varier «> de 0 à 2n, représente toule la courbe.
3° Spirale d’Archimède. Un point M se meut d’un mouvement uniforme et dans le sens G'G sur une droite indéfinie G'OG, laquelle tourne elle-même d’un mouvement uniforme autour de l’un de ses points O, la courbe décrite par le point M est la spirale d’Archimède.
Prenons pour axe polaire la position OX, occupée par la droite OG lorsque le mobile M passe en 0 , et comptons les angles polaires positivement dans le sens du mouvement de G'OG ; soit a 1a longueur dont le mobile s’avance sur la droite, pendant que celle-ci fait une révolution entière. Si l’on considère le mobile dans l’une quelconque de ses positions après son passage en O, en appelant «» l’angle dont a tourné la direction OG à partir de OX, et p la distance du mobile du point O, on a
ou
en posant ^-=b.
2ic
Considérons le mobile avant son passage en O, appelons w, la valeur absolue de l’angle dont il faut faire tourner la direction OG pour que le mobile vienne en O, le point M
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étant placé sur la direction OG', opposée à celle qui correspond à l’angle o>„ le rayon vecteur de ce point est négatif et l’on a
— P__ M. , a 2 tt
Si l’on convient également de regarder les angles polaires, comptés dans un sens opposé au premier, comme négatifs, on aura w = — w„ et la relation précédente coïncide avec l’équation (1) qui représente la courbe indéfinie. Les valeurs de « comprises entre 0 et 2ir, 2 w et Air..., 0 et — 2ir..., donnent les spires successives. Si l’on se bornait aux valeurs positives de P et aux valeurs de m comprises entre 0 et 2w, il faudrait une équation particulière pour représenter chacune des spires,
p—bui, p—n j-bo),.... p=a — bo>, p=2 a — 6w,....
La spirale d’Archimède se compose de deux parties
OB.C.D.A.B et OB.E.D,
^B, .... (fig. 183) symétriques l’une de l’autre par rapport à la perpendiculaire OY à l’axe polaire. Chaque partie comprend une infini té de spires, et T les portions d'une droite quelconque menée par le pôle et comprises entre deux spires consécutives ont toutes pour longueur a.
335 — RemabqceI. — Un même point M du plan peut être défini par une infinité de couples de valeurs de p et de «o. Si l’on appelle a l’angle positif moindre que 2« que fait la direction OM avec l’axe OX et a la x distance OM (fig. 184), on peut prendre pour Fig. 184, coordonnées du point M, les couples de valeurs.
....[— 4 ir + a,aj, [—' 2w+a,o]. [a, a], [2ir -fa, a], [4ir + a, a],... dans lesquels le rayon vecteur est positif, ou les couples
Digilized by Googli
[ — — a],[ — jr-f-»,— a],[*+“, — a],f37t+a, — a],[5ir-f-a> — a] dans lesquels le rayon vecteur est négatif.
Lorsque le point M appartient à une courbe définie par une équation
ses coordonnées, quoique bien déterminées, ne peuvent être indiquées à la seule inspection du point; il faut, pour les obtenir, suivre le tracé de la courbe.
330 Remarque IL — Dans les formules de transformation établies au livre I, chapitre iii, nous avons supposé le point M déterminé par un rayon vecteur positif et par un angle polaire compris entre 0 et 2*. Conservant d’abord le rayon vecteur ' positif, on peut prendre pour angle po-
./ x laire l’un quelconque des angles que forme la direction OM avec OX (fig. 185), yo s angle compté positivement en tournant
y de OX vers OY, et négativement dans le
FiB. 135. sens opposé ; ceci revient à augmenter ou à diminuer l’angledésigné primitivement par « d’un multiple de 2 ir ; le sinus et le cosinus ne changeant pas, les formules restent les mêmes. Supposons maintenant le point M défini par un rayon vecteur négatif, l’angle w sera l’un des angles formés par la direction OM' avec OX. La projection de OM sur OX est ( — p) X cos (Tt-j-üt) ou pcosto; ainsi on a encore x=pcoso>, et de même x= psiiua. Les formules sont générales.
Lorsque l’axe polaire OX' ne coïncide pas avec OX, on définit la position de OX' en donnant l’angle de OX' avec OX, angle compté en tournant de OX vers OY, soit a cet angle. Si l’on considère l’axe polaire auxiliaire OX, on aura les formules
X — pCOSio,
y = psin<a.
On a de plus w = (o' -f «; d’où
X — pcos (u/ -)- a), y —p sin (J + a).
Supposons les axes des coordonnées obliques, et prenons OX
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pour axe polaire, on obtient les formules de transformation en projetant les deux chemins OM et OPM successivement sur une perpendiculaire à OX et sur une perpendiculaire à OY ; on trouve ainsi _ p sin (0 — to)
sin 9 p sinu> sin 0
0 étant l’angle YOX.
337— Remarque III.— Dans le cas où l’on obtient toute la courbe en faisant varier o> de 0 à 2tc, on reconnaît la symétrie par rapport à l’axe polaire OX, quand les valeurs a et 2w — a attribuées à to reproduisent la même valeur de p, ou quand les valeurs « et tc — a donnent des valeurs de p égales et de signes contraires. On reconnaît de même la symétrie par rapport à la perpendiculaire OY, quand les angles a et w — a donnent la même valeur de p, ou les angles a et 2 w — a des valeurs égales et de signes contraires. Enfin , on reconnaît la symétrie par rapport au pôle, quand les angles a et tc + a donnent la même valeur de p.
Mais lorsque, pour avoir toute la courbe, il est nécessaire de faire varier to au delà de 2w, la symétrie peut se présenter d’une autre manière. Par exemple, s’il est nécessaire de faire varier to de 0 à A w, la symétrie par rapport à l axe polaire aura lieu si les angles a et 2n — a, ou a et An— a, donnent des valeurs égales pour p, ou si les angles a et « — a, ou a et 3* — a, donnent des valeurs de p égales et de signes contraires. Si les limites de «■> sont plus étendues, le nombre des comparaisons à faire augmente.
Considérons, par exemple, la courbe définie par l’équation
to
p = cos — •
Quand to augmente de deux fois 27r, la direction du rayon redevien t la même ; d’ailleurs, — augmentant de Sn, p reprend
la même valeur; ainsi on retrouve un point déjà obtenu antérieurement. Il suffit donc de faire varier u de 0 à 4tc. Si Ton augmente «o de 2 ir, le rayon revient à la même direction ;
mais — augmentant seulement de ir, p conserve la même va-
leur numérique en changeant de signe. On en conclut que la portion du lieu donnée par les valeurs de w comprises entre 2 n et 4 ir est symétrique par rapport au pôle de la partie donnée par les valeurs de o* comprises entre 0 et 2 ic ; en d’autres termes, le pôle est centre de la courbe. Pour w=a età=2ic— «, les valeurs de p sont égales et de signes contraires ; on a de la sorte deux points placés symétriquement par rapporta la perpendiculaire OY à l’axe polaire (fig. 187) ; cette droite OY est un axe de la courbe. La variable w allant de 0 à ir, p diminue
de 1 à 0, on a l’arc ABO tangent au point 0 à la droite OX7. Les valeurs de w comprises entre « et 2tc donnent l’arc OBA7 symétrique du premier par rapport à OY, et les valeurs de w comprises entre 2ir et 4 7t, la courbe A'B'OB'A symétrique de ABOBA' par rapport
Fi* ,87- au pôle. La courbe est formée de
quatre arcs égaux. L’axe polaire est aussi un axe de la courbe.
ce qu’on voit directement en remarquant que l’on a des valeurs
égales de p pour les valeurs a et 4t — a attribuées à <«.
TANGENTE
33$ — On détermine la direction MT de la tangente au point M par l’angle a qu’elle fait avec la prolongement MA du rayon vecteur.
Soient p et <o les cordonnées du point M, p-fAp et t» + Aw celles d’un point voisin M7 (fig. 1 88) ; menons la sécante MM7, et du pôle comme centre avecOM pour rayon décrivons l’arc de cercle MN; l’angle MOM7 est l’accroissement Ao> de l’angle polaire,
LIV. IV, CHAP. IV.— COURBES EN COORDON. POLAIRES. 207 M'N est l’accroissement Ap du rayon vecteur. Dans le triangle NMM', on a
stnOM'M corde MN_
sfeNMM/~' ’
corde MN arc MN
corde MN pAto arc MN X Ap
M'N arc MN M'N
Si l’on fait tourner la sécante autour du point M, de manière que le point M' se rapproche indéfiniment du point H , la sécante MM' a pour limite la tangente MT, la corde MN a pour limite la tangente à l’arc de cercle , et par suite la perpendiculaire au rayon OA ; on a donc
/tmOM'M = OMT' = a. Km NMM'= - - a ;
on sait d’ailleurs que la limite
du rapport d’un arc de cercle à
sa corde est l’unité ; l'équation
précédente devient ainsi
sin a A to
— =p iim — .
cos a A p
ou
tang a = — = — •
,imp. *
A co
p/ désignant la dérivée de p considéré comme fonction de tu.
On a supposé dans la figure précédente que le rayon vecteur croît avec l’angle to; s’il décroît, le triangle NMM' (fig. 1 89) donne sin OM'M
— sinNMM'
corde MN arcMN
corde MN pAto_ arc MN X Ap
arcMN ''—M'N
les angles OM'M, NMM' ayant pour limites a et a — ^ ; on retrouve encore
la même formule.
Quand w croît, on s’avance sur la courbe dans un certain sens; a désigne l’angle que fait la tangente menée dans le sens du mouvement avec la direction déterminée par l’angle &>. On voit aussi que la même formule convient au cas où le rayon vecteur est négatif.
339— Remarque.— Lorsque le rayon vecteur s'annule pour
une valeur particulière w0 de w, on a une branche de courbe OG passant au pôle, et la tangente à cette branche au pôle est précisément la droite OA donnée par l'angle w,. En effet, si l’on prend un point voisin M , et si l’on fait tourner la sécante OM de manière que Fig. i9o. je p0int M se rapproche du point O, p
s’annule et la sécante tend vers la direction OA.
340— Exemple I. — Spirale d’Archimède. — L’équation de cette courbe étant p = b u>, on en déduit p' =b, d’où
tang =~ = ia.
Si le point M part du pôle et s’avance sur la courbe, l’angle w d’abord nul, augmente constamment et tend vers un angle droit.
341 — Exemple II. — Spirale logarithmique. — On appelle spirale logarithmique la courbe dont l’équation polaire est
p = aemw,
a désignant une ligne donnée et m un nombre. Supposons la
constante m positive; si l’on fait croître <o de 0 à l’infini , p va constamment en croissant de a à l’infini, ce qui donne une branche indéfinie ABC...., faisant une infinité de circonvolutions autour du pôle. Si l’on fait ensuite varier w deOà — », p diminue constamment et tend vers zéro , on obtient une seconde branche indéfinie AB'C'... qui fait une infinité de circonvolutions autour du pôle, en se rapprochant constamment de ce point. Lorsque la constante m est négative , les valeurs positives de w donnent la branche qui se rapproche du pôle, et les valeurs négatives celle qui s’en éloigne.
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On a p' = maemu — mp; il en résulte tang«= —
La tangente à la courbe fait avec le rayon vecteur un angle constant.
348 — Exemple III. — Épicycloïde. — Lorsqu'un cercle mobile roule, sans glisser, sur un cercle fixe, un point du
cercle mobile décrit dans le plan une courbe à laquelle on a donné le nom d’épicycloide.
Bornons - nous au V cas où les deux cercles sont égaux. Soit C le cercle fixe, C' la position initiale du cercle mobile , a le Fi«- 19î- rayon; supposons que
ce soit le point de contact A qui, dans le mouvement du cercle C', engendre l’épicycloïde. Lorsque le cercle mobile a roulé de l’arc AE, le point A est venu en M; les deux arcs EA, EM sont égaux. Prenons le point A pour pôle, le prolongement de CA pour axe polaire ; la droite AM, perpendiculaire sur la tangente commune aux deux cercles, est parallèle à CE; l’angle AEN est la moitié de ACE, et par conséquent la moitié de (u ; le triangle rectangle ANE donne
mais
donc
AN= AE sin^;
AE= 2 asin
• » 0) p ==4asin* -
=2a(l— cosm).
Telle e3t l’équation de l’épicycloïde.
Il suffit de donner à w les valeurs comprises entre 0 et 2*. Quand co varie de 0 à ir, p croît de 0 à 4a, ce qui donne l’arc ADB. Pour 10 = 0), et w = 2it — co„ les valeurs de p sont égales; donc, en faisant varier &> de ir à 2ir, on obtient un arc symétrique du premier par rapport à Taxe polaire, et par conséquent l’axe polaire est axe de la courbe.
Puisque la dérivée de cos co est égale à — sin co, la dérivée de p, considérée comme une fonction de co, est égale à
2a sin co.
On a donc
langn=:
2 a sin co
—tang
Du point A au point B, a croit de 0 à en B la tangente
est perpendiculaire sur le rayon vecteur. Il est aisé de voir que la normale à l’épicycloïde en un point quelconque M passe au point de contact du cercle mobile avec le cercle fixe; en effet
l’angle MEN est égal à et par suite à « ; donc EM est perpendiculaire sur MT.
343— Exemple IV. — Construction de la courbe
P =4 -f- cos 5to.
Il suffit de faire varier w de 0 à 2 tt. Le rayon vecteur P reste toujours compris entre 3 et 5 ; décrivons donc _ du pôle comme centre deux cercles avec les rayons 3 et 5, la courbe sera tout entière située entre ces deux cercles. Quand w varie de
TC , 4 TC
Si l’on fait varier w de — à l’angle 5w variera de 2w à
i-K, et les memes valeurs de p se reproduiront dans le même ordre ; on obtiendra donc un second arc A'B'A" égal au premier, puis un troisième, et ainsi de suite. Après le cinquième arc, on reviendra au point de départ.
En prenant la dérivée, on trouve
tang a. =
5sin5w
Aux points A et B, sin 5w = 0,
344 — Exemple V.— Les extrémités d’une droite de longueur constante glissent sur deux droites rectangulaires OX, OY ; d'un point lixe I, situé sur la bissectrice, on abaisse une perpendiculaire sur la droite mobile ; trouver le lieu du pied de cette perpendiculaire (fig. 194}.
Construction géométrique. — Il est évident que le lieu sera symétrique par rapport à la bissectrice 01. Plaçons d’abord la droite mobile dans la position PQ perpendiculaire sur la bissectrice, on a le point A du lieu. Faisons glisser la droite de manière à ce que l’extrémité Q descende sur l’axe des y; dans une certaine position P'Q', la droite passera par le point I qui, de la sorte, appartient au lieu ; on a ainsi l’arc AE1, dont la tangente en 1 est perpendiculaire sur P'Q'. L’extrémité Q/ continuant à descendre, la droite vient s’appliquer sur OX, et l’on a l’arc 1FC qui passe au point C, pied de la perpendiculaire abaissée du point I sur OX. L’extrémité Q glisse sur OY', la courbe passe au-dessous de OX; mais la droite arrive dans une position P^Q" telle que l’angle IF'Q" est droit, ce qui donne le point P" du lieu; on a ainsi l’arc CGP". Si l’extrémité Q" continue à descendre, la courbe revient au-dessus de OX; bien-
tôt, dans la position PWQW, la droite prolongée passe en I ; on a ainsi l’arc P"I dont la tangente en I est perpendiculaire sur
p/l/Q/ll'
L'extrémité P/w continuant à se rapprocher de O, la droite s’applique sur OY' et l’on obtient l’arc IHD, qui passe par le point D, pied de la perpendiculaire abaissée du point I sur OY. L’extrémité P'" glisse sur OX', et la droite arrive dans une position PIVQIV telle que l’angle IP,VQ,V est droit ; le point PIV ap-
Fig. 194.
partient au lieu, et l’on a l’arc DP,V. Ensuite la droite, dans la position QVPV, devient perpendiculaire sur la bissectrice OB, ce qui donne l’arc P1VB.
Si, revenant à la position primitive PQ, on fait mouvoir la droite en sens inverse jusqu’à la position finale PTQV, il est clair qu’on obtiendra une portion de courbe symétrique par rapport à AB de celle obtenue précédemment.
Prenons OX, OY, pour axes des coordonnées, appelons 2a
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la longueur constante de la droite mobile, b les coordonnées égales du point I, p et q les distances variables de l’origine aux extrémités de la droite mobile, x et y les coordonnées d’un point quelconque du lieu. Puisqu’un point du lieu est l’intersection de la droite mobile avec la perpendiculaire abaissée du point I, ce point est donné par les équations de ces deux droites
p(x-b)=q(y—b); on a d’ailleurs la relation
p*-f-qf, = 4a*.
Si entre ces trois équations on élimine les quantités variables p, q, on obtient l’équation du lieu
(i ) [x(x— b) +y(!/-b)}'[(x-b)'+ (y-b)')-ia'(x-b)'(y- b)*=0. La courbe est du sixième degré.
Quand on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point I, cette équation se simplifie et devient
(2) [x, + ÿ* + 6(x + y)],(Æ* + y,)-4a‘xV = 0.
La courbe ayant pour axe de symétrie la bissectrice de l’angle YOX, si l’on fait tourner les axes de 45°, l’équation (2) se réduit à
(3) (x*-f y’-fcx)’ (x'+yi)—a*(x'—yt)*=0; c désignant la distance 01.
Enfin si l’on prend pour axe polaire la droite IA prolongement de 01, celle-ci devient
( p — c cos w) 1 — a* cos* 2w=0,
d’où
(4) p = — c cos oj+ a cos 2a>.
On peut rejeter le signe — , et la courbe se construit facilement au moyen de cette équation.
ASYMPTOTES
345— Considérons une branche infinie, asymptote à la droite CD; si l’on joint le pôle à un point M de la courbe, et si l’on suppose que le point M s’éloigne indéfiniment sur la courbe, la direction OM aura pour limite la direction OL de l’asymptote. .
as
Fig. !9S.
Ainsi, lorsque le rayon vecteur p devient infini pour une valeur particulière a de iM, si la branche infinie ainsi obtenue a une asymptote, cette asymptote est parallèle à la direction déterminée par l’angle a qui rend p infini.
Pour avoir la distance OC de l'asymptote à la droite OL, du point H de la courbe abaissons une perpendiculaire MK à cette droite ; le triangle rectangle MOK donne MK = MO sin KOM= p sin (a — tu).
Si le produit p sin (a — ta) ne tend vers aucune limite, la branche inünie n’a pas d’asymptote. Si, au contraire, ce produit tend vers une limite finie d, la branche de courbe admet pour asymptote la droite CD, située à la distance d du rayon OL ; car la distance MK ayant pour limite d, la distance MH aura pour limite zéro.
Lorsqu’on obtient la branche infinie en faisant croître oj vers a, il est évident que , si cette branche a une asymptote, l’asymptote sera placée par rapport à OL, comme l’indique la figure. Si l’on obtenait la branche infinie en faisant diminuer ta vers a, l’asymptote serait placée de l’autre côté de OL et sa distance à OL serait la limite du produit p sin (ta — a).
Nous avons supposé la branche de courbe donnée par un rayon vecteur positif; si elle était donnée par un rayon vecteur négatif, on aurait, dans le premier cas MK= — p sin (a — ta), dans le second MK = — p sin {ta — a).
340— Exemple VI. —Construire la courbe
cos 2 ta F
Il est d’abord évident qu’il suffit de faire varier <o de 0 à 2ir. Lorsque w augmente de u, on obtient une direction opposée à la première, le numérateur de p ne change pas, le dénominateur
LIV. IV, CHAP. IV.— COURBES EN COORDON. POLAIRES. 308 change de signe en conservant la même valeur, donc p change de signe et conserve la même valeur numérique ; il en résulte que la valeur <*+ir de <o donne le même point que la valeur a ; il suffit donc de faire varier w de 0 à it. Cherchons les valeurs de <o, comprises entre ces limites pour lesquelles p change de signe. Le numérateur s’annule et change de signe pour les valeurs
w — 4’ W==^4’ *e diviseur s’annule et change
de signe pour Dis-
posons ces angles par ordre de grandeur, on a la
suite i’ r 3t
Soient OQ, OR, OR, les directions qui correspondent aux
angles -♦ - . 3 - ; quand w varie de 0 a — , p reste négatif;
il est d’abord égal à— 2 et augmente indéfiniment, ce qui donne la branche infinie CD, comprise dans l’angle X/OQ'.
La variable w allant de £ à 7, p devient positif; il est d’abord u 4
très-grand et tend vers zéro, on obtient une nouvelle branche infinie AO, comprise dans l’angle QOR. Faisons varier <0 de
K TT
- à 3—» p reste négatif, il est d’abord nul et redevient égal
à zéro; on obtient de la sorte la boucle OBO. Enfin, w variant
de 3 ^ à u, p est positif et varie de 0 à 2, ce qui donne
l’arc OC.
Cherchons si les branches infinies ont des asymptotes. On a, pour un point de l’une des branches CD ou AO,
MK = psm (“ — g^=cos2w;
lorsque <*> tend vers -r > MK tend vers cos ou vers i ; ainsi il br. 20
y a une asymptote placée à la distance - 6e Q'Q. De plus,
Tt
lorsque w croît de 0 à — , cos ? w 4pÇr9ÎMO|l^fl|Onient;
dope l’arc CD est situé en dehors de la partie du plan comprise entre l’asymptote et la parallèle QQC De même, lorsque
TT 7Ï
w décroît de -j à —, cos 2 o> augmente et l’on voit que l’arc 4 o
04 est compris entre les deux droites.
34f— Exemple VII. — Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné P aux diverses courbes du second degré ayant pour foyers deux points donnés F et FC
Prenons pour axes la droite F'F et la pependiculaire élevée à cette droite en son point milieu ; l’équation générale des coniques ayant pour foyers les points F et f ' est x * «’
c désignant la distance OF et a un paramètre variable ; lorsque
a est plus grand qpe c, \g. courbe est une ellipse, et lorsque a est plus petit que c (fig. 197), c’est une hyperbole. Soient a, 6 les coordonnées du point donné P ; l’éqyation de la corde des contacts des tangentes menées du point P à la conique (1) est
On obtient l’équation du lieu en éliminant le paramètre a entre les équations (1) et (2). Si l’on retranche ces équations membre à membre, il vient
«*— ■« ïy'—py
nt a1— r c*
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aî=_£ü£!nf!fL, a. c._ -c,(y*— M .
x'+y'— 0iX-py' x* + y'-^ax— py’
en subslituant dans l’équalion (1) , on obtient l’équation du lieu
(3) (x' + y*-^ax — pj/) — *»/] + c*(45-r-*) (y— p)==Q.
Le lieu est du troisième degré, il passe par le point donqé P, par les foyers F, F', et par les projections du point P sur les deux droites OX, OY.
En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au point P, l’équation du lieu devient
(4) (æ*-f y'+ax + py) (px — zy)+c*xyszO.
Si l’on transforme celle-ci en coordonnées polaires, en prenant pour pôle le point P, et la droite PX' pour axe polaire, ou a
(P* — a* -j-C’JSf’ntoCOSto — aj3(sm*«) — COS* w)
* ' ^ a Slft to — p COS to
On obtient tous les points du lieu en faisant "varier todt 0 à r. Le dénominateur s’annule pour la valeur n de to déterminée par
la formule lungu.=-; celte valeur dopne la droite qui va du
point P à l’ancienne origine 0. Si l’on égale le numérateur à zéro , en divisant par cos* to, on a une équation du second degré par rapport à tang to ; les deux racines sont r 6e J (es et déterminent deux droites rectangulaires. Comme le résultat
de la substitution de ^ à la place de tang tô dans le premier
membre de l’équation
ajî langto> — (p* — a* q-c’) tang to — ap = 0 est négatif (on suppose « et p positifs), la racine po-
sitive est plus grande que par conséquent les droites
OC
PQj PO7 , qui correspondent aux valeurs X, V de to qui annulent le numérateur, et la droite PO sont disposées, comme l’indique la figure.
Lorsque u varie de 0 à g. , p est négatif , on a la Iiranche Infinie BF' ; de p à X, p est positif , on a la branche infinie CP ; de
X à X', p est négatif et l’on obtient la boucle PAFP ; enfin, de X' à iT, p redevient positif et l’on trouve l’arc PB. Les branches infinies ont une asymptote dont la distance à OP est
C« «ft
En changeant la direction de l’axe polaire, on ramène facilement l’équation (5) à la forme
cos 2ü>
sin («— w,)
discutée dans l’exemple précédent.
348— Exemple VIII.— Construire la courbe donnée par F équalion
2io 1
P=fl2^TÏ=a
2co
La v .leur de p s’annule pour w =0, et devient infinie pour
to.-^:-; menons par le pôle la droite L'L , qui fait avec
l’axe polaire l’angle dont la mesure est — . Lorsque « varie de
0 à ^,p est négatif et varie de 0 à — a> , on a une branche infinie OA'B', tangente à l’axe polaire et comprise dans l’angle
X'OL'. Quand w dépasse ^ et croît de — à ao , p devient posi-
n lif et décroît de ao à a, on “ obtient ainsi une première -^'i. branche infinie AB, puis une seconde AE qui fait une infinité de circonvolutions autour du cercle décrit du pôle comme centre, avec a pour rayon, en se rapprochantconstammentdu cercle.
Quand to varie de 0 à — « , o reste nosilif et va en croissant de
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0 à a, ce qui donne la branche OE; intérieure au cercle qui fait une infinité de circonvolutions en se rapprochant constamment du cercle.
Considérons l’une des branches infinies A'B', AB, la distance d’un point de l’une de ces branches à la droite 17 L est donnée par la formule
la limite de cette expression, lorsque t» tend vers— > est — •
M jL
Les deux branches A'B', AB ont pour asymptote la droite CD,
distante de L'L de — •
349 — Exemple IX— Hyperbole. L’équation polaire de cette courbe est (n° 260)
t -H cos u>’
dans laquelle e est plus grand que 1. -Soit a l’angle dont le co-
sinus est quand w croît de 0 à a, p croît de-71_ à », on
a la branche A'E'; w allant de a
à tt, p devient négatif et varie
de — » à •
-,on a la branche
E'A'. Les valeurs de «o, comprises entre 7t et 2it, donnent deux branches symétriques des précédentes par rapport à l’axe polaire. La distance MK d’un point de l’une des branches AE, A'E' à la droit# OL est
P St fl (a — ta) psitl (a — ta)
Mk= =
f- e cos ta e (cos w — cos a
Celle dislance a pour limite
esma V er— 1
On obtient ainsi l’asymptote CD. Les deux autres branches ont pour asymptote la droite symétrique de CD pdr rapport à l’axe polaire.
On voit immédiatement la position de la branche AE par rapport â son asymptote, car lorsque ta tend vers a eh croissant, le numérateur dans l'expression de MK va en croissant, tandis que le dénominateur va en décroissant; la distance MK va donc en augmentant., et par conséquent la brahche AE est située entre l’asymptote et la parallèle OL. On ne voit pas aussi facilement la position de la branche A'E7; car lorsque <» tend vers a en décroissant, les deux termes de la fraction augmentent et on ne sait pas immédiatement dans quel sens celle-ci varie. Appelons S la différence entre la perpendiculaire MK et sa limite, on a
P COÎ Y (“—ta)
psi«i|
e sin-^ (a. + ta J
( esittd
e’sma sin
Quand ta est plus grand que a, la différence S est positive, et par conséquent la branche A'E/ est située en dehors de la partie du plan comprise entre l’asyrhptote et la parallèle.
350— Exemple X. — Construire la courbe
p=t ± | y/lsin ta— 1
Slflca
Le rayon vectehr reprenant la même valeur quand on augmente ta de de 2it, il suffît de faire varier ta de 0 à 2*. Pour que le rayon vecteur soit réel, il faut que la fraction placée
LIV. IV, CHAP. IV.— COURBES EN COÜRDON. POLAIRES, 3Ü sous le radical soit positive; Le numérateur change de signé
TC 5 TT
pour les valeurs—» -^-attribuées à », le dénominateur
pour les valeurs O et ir ; en rangeant les angles par ordre de grandeur
on voit que la quantité placée sous le radical est négative de
_ , ir it , 5w , ,
O a -x-, positive do •— a —, négative de — a w , positive de o bu b
K à 2it; on obtiendra donc toute la courbe, en faisant
, » , bit . , .
varier w de— a—» et de * a b b
2 ir. On remarque d’ailleurs que les valeurs supplémentaires de ta reproduisant les mêmes valeurs dé p ,1a courbé est symétrique fiar rapport à la perpendiculaire OY à l’axe
polaire ÔX (flg. 200).
Du pôle comme centre, avec un rayon égal à l’unitéy déerivons un cercle ; ce cercle divisera en deux parties égales chacune des cordes qui passent par le centre ; quand « » varie de
à -^-,'ld valeur du radical, que nous désignerons parp,,
en posant p = l ± p, j croit de O à 1 , ce qui donné les deux arcs AB et AO, qui se raccordent au point A, tangentiellement à la droite OA ; l’arc AO est langent au point O à la droite OY.
TC S TC
En faisant varier w de — à — , on obtiendra la partie BA'O.
symétrique de BAO pat rapport à la dtoite OY.
Quand « varie de
P, décroît de «e à /î ; ce qui
donne les deux branches infinies EF et CD ; en faisant varier
«de ^ à 2«, on obtiendra les deux branches FE', DC', symé-
triques des précédentes; cos branches infinies sont asymptotes à l’axe polaire.
I 351— Remarque — La dislance variable MK d’un point M d’une branche infinie (fig. 193^ à la direction OL, pour laquelle P devient infini, a pour expression
± p stn « — a) ;
quand <o s’approche de a, le premier facteur croît indéfiniment et le second tend vers zéro. Dans les exemples précédents, on a pu découvrir sans peine ce que devenait ce produit pour des valeurs de « voisines de a ; lorsqu’il n’en est pas ainsi, on a recours à la règle suivante.
Le produit peut s’écrire
Sin(ta — a) . p
Le premier facteur a pour limite l’unité ; si l’on considère —
comme une fonction de «, le numérateur du second est l’ac-
croissement de — quand l’angle polaire passe de la valeur a à P
la valeur «; le diviseur étant l’accroissement de l’angle, le rap-
port a pour limite la valeur de la dérivée de - , considérée
comme une fonction de «, quand on y remplace « par à. Lorsque cette dérivée est nulle , la branche considérée n’a pas d’asymptote ; si la dérivée a une valeur d différente de zéro, la
branche a une asymptote, située à la distance^ de la droite OL.
EXERCICES
1» Trouver le lieu du sommet d’une parabole variable qui a un foyer fixe et qui touche une conique de même foyer (conchoïde) .
2° Trouver le lieu du sommet d’un triangle variable, dont la base a est fixe, et dont les deux autres côtés b et c et la mé-
LIV.IV, CHAP. IV.— COURBES EN COORDON. POLAIRES. 313 diane correspondante m vérifient la relation & — c=m/ 3 (lemniscate).
3° On donne un point fixe O et une droite fixe OP; on demande le lieu du sommet M d’un triangle variable MON qui remplit les conditions suivantes : le côté ON a une longueur
constante a, le côté NM = a v/ 2 , enfin les angles vérifient la relation cos ( MON — 20MN)=cos MOP (lemniscate); démontrer que la tangente en un point quelconque M du lieu passe au centre du cercle circonscrit au triangle qui a donné ce point.
4° Le triangle ABC est inscrit dans un cercle donné, le sommet A reste fixe et l’angle A constant ; on demande le lieu ou centre du cercle inscrit dans le triangle ABC (limaçon).
5° Trouver le lieu du sommet d’un angle constant dont les deux côlés sont tangents à deux circonférences données (limaçon).
6» Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont une corde commune et une tangente commune, parallèle à cette corde.
7° On donne un cercle fixe , un cercle variable touche le premier en un point fixe; on demande le lieu du point de contact sur ce dernier cercle de la tangente commune aux deux cercles.
8» Trouver le lieu du sommet ou du foyer d’une hyperbole équilatère, dont le centre est fixe et qui passe en un point fixe.
9° Trouver le lieu du centre d’une hyperbole équilatère donnée, assujettie à passer par deux points fixes.
10° On donne un angle droit YOX, et un point fixe P sur la bissectrice de cet angle; on demande le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du point P sur une sécante variable qui intercepte dans l’angle un triangle dont l’aire est constante.
11° En un point quelconque M d’une parabole on mène la normale que l’on prolonge jusqu’au point N où elle rencontre l’axe ; on demande le lieu du point de rencontre de la tangente en M à la courbe avec la perpendiculaire à l’axe au point N.
314 géométrie analytique.
12° On remplace la parabole du problème précédent par une hyperbole; on prend le point N sur l’un des deux axes dfe la courbe ; trouver le lieu.
UJ'’ Une parabole tourne autoür de son foyer ; on demande le lieu des points de contact des tangentes menées parallèlement à une droite donnée.
14« Trouver le lieu du point milieu d’une corde normale à une hyperbole donnée.
15° Étant donnée une ellipse, le centre d’un cercle de rayon constant parcourt un diamètre de l’ellipse ; trouver le lieu des poi n ts de concours des sécantes communes au cercle et à l’elli pse.
1G° Étant donnée une hyperbole équilatère, le centre d’un cercle, qui passe constamment par le centre de l’hyperbole, décrit une asymptote ; trouver le lieu des points de eoücoars des sécantes communes.
17° Lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné aux cercles qui touchent une droite donnée en un point donné.
18° Lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné aux cercles qui passent par un point donné et qui touchent une droite donnée.
19° Trouver le lieu des milieux des cordes inscrites dans une hyperbole donnée et tangentes à un cercle concentrique à l’hyperbole.
20° Construire les lieux représentés par les équations y* — as ‘+2 a &’£=(), x',-\-yl‘ — 2 ay% — %bx'y — 0,
(ir'+ÿ’)’ — 6 axy* — 2 ax3-f- 2aî;r1=ü, y=a + b(x—c)m ,
ÿ‘ — il®’ — 4fr*s=0>
yi — xk — 2 bxy% -J-2aæ8 = ü, y’" — x* — 2x,ÿ* -f 2x=0, y* — xk—96aty*+ i00a*xi = 0,
21° Construire les courbes représentées par les équations
CHAPITRE V
De In Similitude.
359— t)n appelle polygones semblables, en Géométrie élémentaire, deux polygones qui ont leurs angles B c égaux deux à deux et disposés dans le même ordre, et les côtés compris entre les angles / I égaux proportionnels. Cette définition ne peut ''"in pasj d'une manière simple, s’étendre aux figures courbes. Considérons deux polygones semblables ABCD, A'B'C/D/ (fig.201), et supposons que l’on fasse tourner le second de manière tjue le côté A'B' soi! parallèle à son homologue AB ; les côtés B'C'j GW... seront aussi parallèles à leurs homologues BC, CD...;
i rv
il en sera de même des diagonales homologues A'C', AC. Si l’on joint les points A et A' et que l’on prenne sur cette droite
un point O tel que l’on ait^ = deux sommets homologues quelconques seront placés sur une droite passant par le point O, et l’on aura les rapports égaux
DÉFINITION DE LA SIMILITUDE
353— Soit un système quelconque de points A, B, C...,
situés dans un plan; ces points pouvant être isolés les uns des autres, ou former des lignes continues; d’un point O, pris arbitrairement dans le plan, menons aux différents points du système des rayons OA, OB, OC ..., et prenons sur ces rayons des points A', B', C',... tels^que l'on ait
OA _OB _OC
OA' OB' OC' k:
le système des points ainsi obtenus est dit semblable au système proposé et sem-
Fig. îoa.
blablement placé.
Si les points A', B', C',... étaient pris sur les prolongements des rayons vecteurs en sens inverse, les deux systèmes seraient semblables et inversement placés. Par une rotation de 180° autour du point 0, le second système coïncide avec un des systèmes semblables et semblablement placés.
LIV. IV, CHAP. V.— DE LA SIMILITUDE
Pour abréger le langage, M. Cbasles a désigné cette similitude de forme et de position par le nom d’homolhétie, directe dans le premier cas, inverse dans le second. Le point O est dit centre de similitude ou d'homothélie des deux systèmes, le nombre k est le rapport de similitude , et on appelle points homologues les points A et A' placés sur un même rayon. Si l’on fait varier le rapport k de 0 à ao et aussi la position du centre O de similitude , on obtient tous les systèmes homothétiques au système proposé.
Un système est semblable à un système donné, lorsqu’il est égal à l'un des systèmes homothétiques au système donné.
AB _ OA A'B' ” O' A
Ainsi la droite qui joint deux points A et B du premier système et celle qui joint les deux points homologues A' et B' du second système sont parallèles, et dans le rapport constant k.
Soient A, B, C trois points en ligne droite, les droites A'B', A'C' respectivement parallèles à AB et à AC coïncident; donc quand trois points sont en ligne droite, leurs homologues sont aussi en ligne droite. Il en résulte que la figure homothétique d’une droite est une droite parallèle à la première. Si la première droite passe par le centre de similitude, les deux droites coïncident. Les droites homothétiques étant parallèles, on voit que l’angle de deux droites est égal à l’angle des droites homothétiques.
Les cordes qui joignent les points homologues de deux courbes homothétiques, étant parallèles, tendent, lorsque les deux points d’une même courbe se rapprochent indéfiniment, vers des directions parallèles; on en conclut que les tangentes à deux courbes homothétiques en des points homologues sont parallèles.
35$ — Si deux systèmes sont tels que les droites menées d’un point I aux différents points du premier système et celles menées d’un point \ aux différents points du second soient respectivement parallèles et dans un rapport constant k, ces deux systèmes sont homothétiques. En effet, prenons sur El un point O tel que
l’on ait jji = Ar, les deux rayons OA, OA' auront même direction et auront pour rapport k ; donc les deux systèmes sont homothétiques et le point O est le centre d’homothétie.
356 — Deux systèmes homothétiques à un troisième sont
homothétiques entre eux.
Avec le centre de similitude
Fifi. *03.
O et le rapport k construisons un premier système A'B'...I/ homothétique au système AB....I; avec le centre 0/ et le rapport k' construisons un second système A"B"....I".
Les droites I'A', I"A", respectivement parallèles à IA, sont parallèles entre elles. On a d’ailleurs
d’où
1 A _ , IA _ l'A' I"A"“
Ainsi les droites I'A', 1"A" sont parallèles et dans un rapport constant; donc, en vertu du théorème précédent, les deux systèmes A' et A" sont homothétiques.
Deux systèmes A' et A" homothétiques à un troisième A et construits avec le même rapport sont égaux entre eux ; car si k — k', les rayons parallèles l'A' et 1"A" sont égaux et les deux systèmes pçuyent être superposés. On conclut de là qu’au moyen d’un seul centre O, en faisant varier le rapport k de 0 à çp , on peut construire tous les systèmes homothétiques au système donné.
LlV. IV, CHAP. V.-DE LA SIMILITUDE.
Lorsque les deux systèmes A' et A sont tous deux homothétiques directs ou homothétiques inverses, par rapport au système A, ils sont homothétiques directs entre eux; mais si l’un est homothétique direct, l’autre homothétique inverse, ils sont entre eux homothétiques inverses.
Le s centres de similitude de trois systèmes homothétiques deux à deux sont en ligne droite. En effet, la droite G CK considérée coqqme appartenant au premier système a pour homologqesjdans le second et dans le troisième système, cette droite elle-même, puisqu’elle passe par les centres O et CK. Cette droite est donc à elle-même son homologue dans les deux derniers systèmes, et par conséquent passe par leur centre de similitude G".
35 7— -Lorsque deux figures d centre sont homothétiques directes, elles sont aussi homothétiques inverses, et réciproquement.
Soient C et C' les centres des figures, A et X' deux points homologues ; je prends sur le prolongement de C'A' un point A', tel que C'A', =GA', le point A', appartient aussi à la seconde
figure ; or ^,=A- > donc = k ; puisque les rayons ho-
u A liAj *
mologues CA et C'A', sont dirigés en sens contraire, les deux courbes sont homothétiques inverses.
Il en résulte que les deux ligures ont deux centres de similitude, l'un direct ou externe 0 placé sur le prolongement de la ligne des centres, l’autre inverse ou interne CK placé dans l’intervalle CG'.
Lorsque trois figures à centre sont homothétiques deux à deux, elles ont trois centres de similitude externes et trois in-
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ternes. Les trois centres de similitude externes sont en ligne droite; de même deux centres de similitude internes et le centre externe qui correspond au troisième interne sont aussi en ligne droite.
358— Les côtés homologues de deux polygones homothétiques ayant constamment pour rapport le nombre k, leurs périmètres sont dans le même rapport; ainsi le rapport des périmètres de deux polygones homothétiques est égal au rapport dé similitude .
Si l'on abaisse de deux sommets homologues de deux triangles homothétiques des perpendiculaires sur les côtés opposés, ces perpendiculaires seront des droites homologues dans les deux systèmes, leur rapport sera égal à k, et par suite le rapport des aires des triangles sera égal à k*.
En décomposant deux polygones homothétiques en triangles homothétiques deux à deux, on voit que le rapport des aires des figures est encore égal à A'; ainsi le rapport des aires de deux polygones homothétiques est égal au carré du rapport de similitude.
Les deux théorèmes précédents s’étendent à des figures planes, terminées par des contours homothétiques quelconques.
CONDITIONS DG SIMILITUDE DE DIVERSES COURBES
359— Un a vu que l’on obtient toutes les courbes homocourbe donnée S, avec un seul centre de similitude O, pris à volonté dans son plan. Considérons divers exemples :
d" La courbe S est un cercle. Si l’on prend le centre du cercle pour centre de similitude, la seconde courbe sera un cercle, dont le rayon pourra avoir telle grandeur que l’on voudra.
Fig. tus. i° La courbe S est une parabole (ûg. 205). La courbe étant rapportée h son axe et à la tangente au sommet,
LIV. V, CHAP. IV.— DE LA SIMILITUDE. 321 les coordonnées as et y d’un point quelconque M de cette courbe vérifient l’équation
yi — 'ipx.
Si l’on prend le sommet pour centre de similitude et que l’on représente par x/ et y1 les coordonnées du point homothétique M', on aura
x_ y OM
aT~7— OM' — * ’
d’où
x=.kod, y=ki/,
la courbe homothétique est représentée par l’équation
c’est une parabole , dont le paramètre peut avoir telle grandeur que l’on voudra, à cause du rapport arbitraire k ; on en conclut que deux paraboles quelconques sont semblables.
3° La courbe S est l’ellipse
Si l’on prend le centre de la courbe pour centre de similitude, la courbe homothétique, représentée par l’équation
CT
est une ellipse, dont les axes peuvent avoir des valeurs quelconques proportionnelles à celles des axes de la première ellipse. On en conclut qu e deux ellipses sont semblables lorsque leurs axes sont proportionnels.
Le même théorème a lieu pour l’hyperbole.
4° La courbe S est la spirale logarithmique p= aem“,
a étant une ligne et m un nombre. Quand on prend le pôle pour le centre de similitude, les courbes homothétiques ont pour équation
m GÊ0MÉTR1Ê ANALYTIQUE,
si l’on poso k^ze**, cotte équation devient
P =ac"w;
elle représente la spirale proposée , que l’on a fait tourner de l’angle a autour du pôle. Il en résulte que la seule courbe semblable à une spirale logarithmique est cette spirale ellemême ; à un premier point M de la courbe correspond un autre point M' de la même courbe, que l’on peut prendre à volonté, à cause du nombre arbitraire k.
Soit
\r l’équation d’une courbe S. Prenons
l’origine pour centre de similitude V-fci et construisons avec le rapport k une courbe S' homothétique à la première. Si l’on désigne par Æ-et y T les coordonnées d’un point quel- Fie. 206. conque M de la première courbe,
par x1 et y' celles du point homologue W de la seconde, les triangles semblables OPM, 0'P/M/ donnent * y . . 0M _ .
et, si l’on substitue dans l’équation (1), on a l’équation (2) f (kx*, ht/’ ) = 0,
qui représente toutes les courbes homothétiques h la proposée et ayant l’origine pour centre d’homothélie. Dans cette équation, on donnera à k une valeur positive lorsque riiomothélie sera directe, une valeur négative lorsque l’homothétie sera inverse.
Laissant fixe la courbe S, transportons la courbe S' dans le plan , de manière qne l’origine 0 vienne en 0' (p, q ) , et que les axes restent parallèles à leur position primitive ; la courbe S' a pour équation , par rapport aux axes O'X' cl O'Y'', f (kxf, ky', = 0, et, par rapport aux axes fixes OX et OY,
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Dans cette nouvelle position , la courbe 9/ est homothétique à S ; car les rayons vecteurs menés des points O et CK sont parallèles et dans le rapport constant k. L’équation (3) représente donc toutes les courbes homothétiques à la courbe proposée, quelle que soit la position du centre de similitude.
301— En même temps que nous transportons l’prigipç en (y, faisons tourner les axes de l’angle <*; la courbe ÿf occupera alors une position quelconque dans le plan et sera simplement semblable à la proposée. La courbe S', rapportée aux axes mobiles CKX' et 0/Y/, a pour équation f{hx', kÿ)3= 0}
au moyen des formulas de transformation , les axes étant supposés rectangulaires,
x’=.(x—p) cos a + ( y—q ) sin a, y* =—■ (*— p) tin a + (y~q) cos a, on obtient l’équation de la courbe par rapport aux deux axes fixes OX et OY. Cette équation représente toutes les courbes semblables à la proposée.
301- Comme application , cherchons les conditions pour que deux courbes du second degré
A x ’■ -f- B# y *f Cy 1 -f Dp -f E y •+■ F=? I»,
A'i’ + B !çcy + C'y + D 'y + EV+F'^ ü, soient homothétiques. L’équation générale des courbas homothétiques à la première courbe est
AkV+Bk’iry-l-CkV^-tBk’a+ÎAk^-Pk)*— (Bks|4-2(:k*î— F.k)i/
-}-( Ak’p’+Bk’pg-J" Ck V — DJfp — J£kg-|-F):=:0.
En identifiant cette équation avec la seconde, on a
ABC — 1 Bî-2ÀP+- — Bp-2CH-- Api+Bpg+Gf^-^-^-f^-
L’élimination des trois paramètres p,q, k , entre ces cinq équations, donne deux équations de condition; or, les deux ABC
premières équations — , =* jÿ ne renfermant pas les
paramètres à éliminer, sont précisément les deux équations
de condition. Donc, pour que deux courbes du second degré soient homothétiques , il faut que les coefficients des termes du second degré soient proportionnels.
303 — Il reste à examiner si les valeurs des paramètres p, q, k sont réelles et finies; on évite cette discussion de la manière suivante. Puisque les coefficients des termes du second degré sont proportionnels, on peut les rendre égaux en multipliant tous les termes de l’une des équations par un facteur convenable; prenons donc les deux équations sous la forme
(t) Arc’-f- Bxy+Cy’+Dx-f Ey + F=0,
(2) kx' + Yïxy Cy’-}- iyx-j- E'y-f- F= 9.
Nous distinguerons plusieurs cas suivant le signe de la quantité B* — A AC.
1° B1— 4AC=0. Les deux lieux sont du genre parabole ; si ces lieux sont effectivement deux paraboles, ils sont certainement semblables, puisque toutes les paraboles sont semblables; de plus, les axes des deux courbes, ayant le même coefficient B *
angulaire — —, sont parallèles, et par suite les courbes sont homothétiques.
2° B* — 4AC<0. Les lieux sont du genre ellipse. Si, pour chaque courbe, on transporte les axes parallèlement à euxmêmes au centre de la courbe, les équations (t) et (2) deviennent
(3) AÆ’-f-Bæy-f Cÿ*-f-F,= 0,
(4) A^+Barÿ-f CÿV+F/=0.
Les axes des courbes , dont les directions sont déterminées par l’équation
sont parallèles. Si l’on fait tourner les axes des coordonnées de l’angle a, les équations (3) et (4) se réduisent à la forme
(5) Maj*+Ny*-f F,=0,
(6) MÆ*4-Ny*+F,'=0.
LIV. IV, CHAP. V. — DE LA SIMILITUDE
Les coefficients M et N, dont les valeurs sont données par les relations
M— N= /B‘ + (A— Cj*,
ont le même signe ; pour que les équations (5) et (6) représentent deux ellipses, il faut que les quantités F,, F/ soient également de même signe et que, de plus, ce signe soit contraire au précédent. Lorsque cette condition est remplie , les
axes des deux ellipses ayant le même rapport les
ellipses sont homothétiques.
3» B' — 4 A C > 0. Les deux lieux sont du genre hyperbole. En faisant les mêmes transformations que dans le cas précédent, on arrive aux équations (5) et (6) dans lesquelles M et N ont des signes contraires. Lorsque F, et F', sont différents de zéro, chacune des équations représente uue hyperbole. Si F, et F', ont le même signe, les axes réels des deux courbes sont parallèles, et comme le rapport des axes est le même, les courbes sont homothétiques. Lorsque F, et F', ont des signes contraires, l’une des hyperboles est semblable à la conjuguée de l’autre. Dans tous les cas, les deux courbes ont leurs asymptotes parallèles.
On conclut de ce qui précède que, lorsque deux équations du second degré ont les coefficients des termes du second degré proportionnels, et représentent deux courbes, ces courbes sont homothétiques ; cependant, quand les courbes sont des hyperboles, il peut arriver que l’une soit homothétique à la conjuguée de l’autre.
ÉQUATION GÉNÉRALE D’UNE ESPÈCE DE COURBES
364— On appelle courbes de même espèce les courbes comprises dans une même définition géométrique, et qui ne diffèrent les unes des autres que par les valeurs attribuées aux paramètres qui entrent dans la définition générale. L’équation générale des courbes de l’espèce considérée est une équalionqui, dans un système de coordonnées, donne toutes ces courbes,
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quelle que soit leur posittion dans le plan» quand on allribue diverses valeurs aux paramètres variables qu’elle renferme. Ainsi, lorsque les axes fixes sont rectangulaires, l’équation générale de l’espèce cercle est
Celte équation renferme trois paramètres variables, savoir : le rayon r et les deux coordonnées du centre a et p.
365 —Souvent oh cherche d’àborü l’équation de la coulrbe par rapport à des axes particuliers que l’on choisit de manière à simplifier le calcul; alors, pour obtenir l’équation générale, on la rapporte à des axes fixes par une trahsformation de coordonnées.
On a défini la lemniseate le lieu des poihts tels que le produit dés distances de chacun deux à deux points F et F' soit égal ah carré de la moitié de la droite F'F. Si l’on prend pour origine le milieu 0/ de là droit F'F, pour axes des coordonnées O'F et uhe perpendiculaire à O'F, et si l’on désigne par 2c la distance F'F, la courbe, rapportée à ces axes particuliers variàblëé, est représentée par l'équation (n° 300)
On rapporte ensuite la -, courbe aux axes fixes rectangulaires OX, OY, au moyen des formules de transformation
^cosa-fiy— b)sin*, t/=—(x—a)$inai+U/—b)cosa, dans lesquelles a et b désignent tes coordonnées du point O' par rapport aux axes fixes et a l’angle de la droite O'F avec OX. On arrivera ainsi à une équation F (x, y, c, a, b, a) = Ü
renfermant quatre jwramètres arbitraires, et qui représente toutes les lemniscates; c’est l’équation générale de l’espèce.
Fig. 207.
366— L'équation générale d’une espèce de courbes, par rapport à des axes fixes, contient trois paramètres de plus que
LIV. IV, CHAP. V.— DE LA SIMILITUDE
l’équation des mémos courbes rapportées à des axes liés aux courbes d’une manière déterminée. Soit n le nombre total des paramètres, ou pourra toujours remplacer ce système de paramètres par un autre système, tel que les variations de trois d’entre eux, ne lassent que déplacer la courbe dans son plan, tandis que les variations des n — 3 autres changent sa forme ou ses dimensions.
307— *Le nombre des points, et, en général, le nombre des conditions nécessaires pour déterminer complètement une courbe d’espèce donnée est égal au nombre des paramètres arbitraires que renferme l’équation générale de l’espèce. Les remarques faites, à propos des courbes du second degré (n<> 274) sur les conditions multiples sont ici applicables. Toutefois, il importe de s’assurer préalablement que le6 paramèlres qui entrent dans l’équation ne peuvent être réduits à un nombre moindre. Considérons, par exemple, le lieu des points tels que le rapport de leurs distances à deux points fixes, dont nous désignerons les coordonnées par (a, b), (a’, b'), soit constant et égal à k. Ce lieu, qui a pour équation
(t) (x-ay+iy-br-k'Kx-a'y + iy-b')'] = 0, est une circonférence de cercle. L’équation (4) renferme cinq paramètres; mais si l’on développe et que l’on ordonne, elle devient
/a\ a—kla' b—kW , as+f>s— fr-^'+b1')
"> *’+*'-* Ï=£T »+ ~ ' i-lt- =°-
Trois des coefficients seulement renferment les paramètres; si on les représente par A, B, C l’équation (2) prend la forme (3) a;'-f ÿ’-j- Ax-j-Bÿ-f-C=0.
Trois poinlssuffisent pour déterminer les coefficients A, B, C, et, par conséquent la circonférence. Si l’on veut ensuite obtenir a, b, a1, b ’ , k, on aura un système de trois équations à cinq inconnues; il y aura indétermination, et deux des inconnues pourront être prises à volonté; ceci signifie que, pour une même circonférence, on peut trouver une infinité de couples de deux points tels que le rapport dos distances de chacun
des points de la circonférence à ces deux points fixes soit constant. Si l’on donnait quatre points, il serait, en général, impossible de déterminer les cinq quantités a, 6, a', b1, k, de manière que le lieu représenté par l'équation (1) passât par ces quatre points; caron aurait quatre équations auxquelles devraient satisfaire les trois constantes A, B, C. Dans le cas particulier où ces équations seraient compatibles, on pourrait supprimer le quatrième point.
Supposons que la courbe soit algébrique et de l’ordre m; l’équation générale du degré mentre deux variables x et y, renfermant m — ~ termes, toute courbe de l’ordre m est
déterminée par^™~^ g”*— ■■ — 1 points; si l’équation renferme
un plus grand nombre de paramètres, un certain nombre d’entre eux pourront être pris à volonté.
308 — La définition géométrique d’une espèce de courbes indique elle-même le nombre des paramètres arbitraires que renferme son équation générale. La définition du cercle exige la connaissance du centre, dont la position est déterminée par ses deux coordonnées, et celle du rayon, en tout trois constantes ou paramètres arbitraires. La définition de la lemniscate exige la connaissance de deux points fixes , ce qui fait quatre constantes; pour l’ellipse , comme il faut connaître en outre la somme des rayons vecteurs , la courbe dépend de cinq paramètres. Dans la définition de la spirale d’Archimède entrent, un pôle, ce qui fait deux constantes, la position de la droite à l’instant où le mobile passe au pôle, et un rapport, en tout quatre constantes. La conchoïde dépend de cinq constantes, un point fixe et une droite fixe, déterminés chacun par deux constantes, et une longueur.
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(1) f{x,y,a) — 0, l’équation qui représente toutes es courbes, abstraction faite de leur position dans le plan. Si l’équation (1) a été obtenue sans spécifier l’unité linéaire , elle est nécessairement homogène par rapport à x, y, a. Quand on change le paramètre linéaire A, ce qui revient , l’unité restant la même, à faire varier le nombre a , l’équation (1) définit une série de courbes homothétiques. En effet, soit A0 un paramètre ayant pour mesure a0 ; à ce paramètre correspond la courbe particulière
Les courbes homothétiques à la courbe (2), l’origine étant le centre d’homothétie et k un rapport arbitraire , sont représentées par l'équation (n° 360)
(3) f{kx,ky,a,)= 0.
Désignons par A, un second paramètre ayant pour mesure un nombre a,, tel que — = k , l’équation (3) pourra s’écrire
f [kx, ky,kai)=kmf[x,y, a,) =0, ou
ce qui signifie que les courbes homothétiques à la courbe (2) sont les diverses courbes que l’on obtient en faisant varier le paramètre A.
370— En général, supposons qu’il faille n paramètres linéaires A, B.... pour définir toutes les courbes d’une même espèce, abstraction faite de leur position dans le plan; désignons par a, b, c.... les mesures de ces paramètres au moyen d’une unité arbitraire ; l’équation des courbes de l’espèce (5) f (x, y, ü, b, ....) — 0
sera homogène par rapport à x, y, a, b,.... Les courbes définies par l’équation (5) et qui correspondent à deux séries de paramètres proportionnels A0 , B0, .... et A,, B, , ...., sont homothétiques ; car, si l’on désigne par k le rapport des paramètres
les courbes homothétiques à la courbe
sont représentées par l’équation
f[kx,ky, kaltkb, ) tsakn f(x, y, at>blt ....)ssO,
11 résulte de ce qui précède que, lorsque la courbe, abstraction faite de sa position dans le plan est définie par une seule longueur, toutes les courbes de l'espèce sont semblables. Ainsi, le cercle étant défini par son rayon, la parabole par la distance du foyer à la directrice , la lemnlscate par la distance des foyers, la spirale d'Archimède par la longueur que parcourt le mobile sur la droite pendant une révolution de cette droite, toutes les circonférences sont semblables , et de même toutes les paraboles, toutes les lemniscatei, etc.
L’ellipse étant définie par les deux axes, la condition de similitude de deux ellipses est que ces axes soient proportionnels, comme nous l’avons déjà reconnu au n° 363. II en est de même de deux hyperboles.
CHAPITRE VI
Des Problèmes déterminés.
îlTl — Potlr mesurer les grandeurs d’une certaine espèce, on les compare à une grandeur de même espèce, prise pour unité, et on les représente ainsi par des nombres. On conçoit par là comment les questions d'un ordre quelconque, et etl particulier les questions géométriques, peuvent se ramener à des questions de nombres, et comment une relation entre les grandeurs d'une figure n’est autre chose qu’une équation entre les nombres qui les mesurent.
Avant l’invention de Descartes, chaque problème de géométrie se résolvait par un procédé spécial ; la représentation des figures par des équations donne une méthode uniforme, applicable à toutes les questions géométriques. En effet, si
LIV. IV, CHAH. VI.— DES PROBLÈMES DÉTERMINÉS
l’on suit pas à pas l’énoncé, on voit qu'il s’agit de mener des lignes d’après certaines conditions; cos lignes, par exemple, de* vront passer par des points déterminés, être perpendiculaires ou tangentes à d'autres lignes. Or si, au fur et à mesure, on cherche les équations de toutes ces lignes, la vérification du théorème ou la détermination des inconnues du problème, sera évidemment ramenée à une simple question algébrique. C’est ainsi que l'on a opéré dans l’étude de la ligne droite et des courbes du second degré. Mais cette méthode n’est pas toujours la plus simple, et, dans beaucoup de cas, il vaut mieux recourir à des procédés particuliers,
Quelquefois les théorèmes de la Géométrie élémentaire donnent immédiatement les équations nécessaires pour résoudre la question.
Exemple. — Trouver les trois côtés d'un triangle rectangle, connaissant la surface et le périmètre ,
En représentant par a le périmètre, par S la surface, par jc et y les deux côtés de l’anglé droit, et par z l’hypoténuse, on a de suite, au moyen de deux théorèmes simples, les trois équations
Îx-f
suffisantes pour la détermination numérique des incôn nüés. Par une combinaison convenable, on trouve que
et que x et y sont les racines de l’équation du second degré
Pour que le problème soit possible, il faut 1" que l’on ait a*>iS; 2° que les racines de l’équation (2) soient réelles et positives. Or, ces racines ne peuvent être réelles sans être positives, puisqu’elles sont de même signe et que leur somme est positive. Si donc on a en même temps
a’>4S, («’ + ASj’^aaa’S,
la question admet une solution et une seule. La dernière inégalité peut se mettre sous la forme
et pour qu’elle soit compatible avec la première on doit avoir
Ainsi parmi tous les triangles rectangles de même périmètre a, le plus grand, a une surface égale à
3 T* — Souvent on ne connaît pas de relation immédiate entre les éléments de la figure qui entrent dans l'énoncé; on emploie alors une ou plusieurs inconnues auxiliaires que l’on choisit dans la figure, de manière qu’il existe des relations connues entre elles et les quantités proposées. Après avoir établi un nombre suffisant d’équations, on pourra, si l’on veut, éliminer les inconnues auxiliaires, et obtenir de la sorte des équations qui ne renferment plus que les données et les inconnues cherchées.
Exemple.— On demande la diagonale BD d’un quadrilatère
©inscrit ABCD dont on connaît les quatre côtés.
Représentons par a, b, c, d les quatre côtés, par x la diagonale cherchée, et prenons pour inconnues auxiliaires les deux angles opposés A et C, qui sont sup- Fig 208 plémenlaires, on a les trois équations
x1 = at+di — Z ad cos A, x b s + c* — 3i.be cos C,
A + C=it ou cos A — — cos C,
qui, par l’élimination de A et C, donnent x*(ad+bc)=ad(b'+ci)+bc (a*+d3)= (ac+6d) ( cd+ab );
LTV. IV, CHAP. VI.— DES PROBLEMES DÉTERMINÉS. 333 on trouverait pareillement pour l’autre diagonale y * ( ab+ cd) = ( ac+bd ) (ad+ôc) ,
d’où
x'y'= (ac+bd)', xy—ac+ab et
x 1 (cd+ab)' x cd+ab
y' (ad+bc)' ’ y ad+bc
Il en résulte que, dans un quadrilatère inscrit, le produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés ; que le rapport des diagonales est égal au rapport des sommes des produits des côtés qui aboutissent aux extrémités de chacune d’elles.
DES DIFFÉRENTS CAS D’UNE MÊME QEESTION
373 — Lorsqu’une question géométrique présente plusieurs cas différents on considère chacun d’eux comme une question particulière, et, faisant la figure qui s’y rapporte, on met le problème en équation. Ordinairement les divers systèmes d’équations obtenus de la sorte se ramènent à un seul par l’emploi des quantités négatives.
Exemple I. — Par un point M mener une droite telle que la
partie interceptée entre les deux droites données AA', BB' ait une longueur donnée.
Appelions 0 l’angle des deux droites dans lequel est situé le point M, a et b les coordonnées de ce point par rapport aux deux droites, x et y les coordonnées des points où la droite cherchée, qui peut avoir les diverses positions PMQ, MP"Q", MQ',,P',/, rencontre les axes des coor-
données; l’équation de cette droite sera, en désignant parX et Y les coordonnées courantes,
et puisqu’elle doit passer au point M on a la relation
ou yx — ay — bx = 0.
D’autre part la longueur l s’exprime par la formule l*=zxt-\-y' — Ixycosb.
Ainsi les deux équations
Ixy — ay — b. r=0,
I x* + y * — Ixy cos 6 = 1*, au moyen des conventions faites sur les signes des coordonnées, résolvent tous les cas du problème. L’élimination de l'une des inconnues conduit à une équation du quatrième degré.
Si le point M est situé sur la bissectrice de l’angle AOB, c'està-dire si ses coordonnées a et b sont égales, l’équation du quatrième degré se ramène à des équations du second degré ; mais dans ce cas il vaut mieux opérer de la manière suivante : Les équations (i) deviennent
xy — a[x + y) = 0,
(x+y)* — ixy cos* — =
on en tire
æ + y=%acos* — ± y ialcosK— -j- /*,
vyzzZcPcos'— ± a y \a* cos4 — + /*.
Les inconnues x et y sont donc les racines de deux équations du second degré. Celle que l’on obtient en prenant le radical avec le signe — dans les formules (2) a toujours ses racines réelles, puisque le produit xy est négatif, elle donne les deux solutions MP//Q/', MQ/,/P///, qui existent toujours. Si l'on prend le même radical avec le signe -f-, on trouve pour condition de réalité des deux racines qui sont alors posi-
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égalé a 2 asm -, cette condition est />2CD. 11 en résulte
que la plus petite corde que l’on puisse tracer par le point M dans l’angle AOB est la corde P0Q0 parallèle à CD et égale à 2CD. Si la longueur l est plus grande que œ minimum, on aura deux solutions, PQ, P'Q', symétriquement placées par rapport à P0Q„.
Exemple II. — Par un point M mener une droite telle que le triangle formé par cette droite et deux droites fixes AA', BB' ait une surface donnée.
Conservons les mêmes notations que dans le problème précédent et appelons S la surface donnée ; on a dans tous les cas xy — ay—bx = 0.
Si la droite occupe la position PMQ, la surface S a pour valeur
_ xysin»
tandis que dans les deux autres cas on a c_ xysinQ ’ — 2 *
Les solutions du premier -cas sont donc données par le système ^
ixy — ay—bx~(),
(1) | c xy sin 0
celles des deux autres cas par le système xy — ay — bx= 0,
(2) • xysinO
Les solutions du second système sont toujours réelles. Quant à celles du premier, la condition de réalité est S>-2 absin 6, il en résulte que le triangle minimum formé dans l’angle AOB est déterminé par la corde partagée en deux parties égales au point M. Si la surface S est plus grande que le minimum, on a deux solutions PQ, P'Q’.
374 — Souvent les équations du problème admettent plus de systèmes de solutions réelles que n’en comporte l’énoncé; on cherche alors à modifier ce dernier , de telle sorte que chaque solution des équations corresponde à un cas du pro* blême ; c’est ce qu’on appelle généraliser l’énoncé.
Exemple I.— Partager une droite donnée AB en moyenne et extrême raison.
Soit a la longueur donnée AB, x le plus grand segment AM, on a
x* + ax — a’=0.
Cette équation a deux racines réelles de signes contraires ;
cependant le problème, — tel qu’il est proposé, n’admet qu’une solution, qui rig. îio. correspond à la racine
positive de l’équation. Si l’on désigne par x la racine négative, cette valeur vérifie la relation x'*=a(a+xi);
on voit que si l’on prend AM,=^r' , la distance M A est moyenne proportionnelle entre M'B et AB. Si donc on convient de porter la racine positive à partir de A dans la direction AB et la racine dans la direction, opposée l’équation (i) résout la question suivante : Trouver sur fa droite indéfinie AB un point
tel que sa distance au point A soit moyenne proportionnelle
entre sa distance au point B et la longueur AB.
Exemple II. — Circonscrire à un cylindre un cône dont le volume soit égal à un volume donné V.
Désignons par r le rayon de la base, par h la hauteur du cylindre n 211i donné, par x la hauteur
OM, par y le rayon de la base du cône, on a
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y r rx
0Uy = ^=Â’
V =— ity* x
d’où, par l’élimination de y,
Celte équation ne peut pas avoir de racines négatives ; elle a toujours une racine positive comprise entre 0 et h, qui ne convient pas à la question proposée; ainsi lorsque la question proposée a une solution les trois racines de l’équation (2) sont réelles. La condition de réalité des trois racines est
■k rlh.
Lorsque le volume donné est plus grand que le volume
— Ttr * h , l’équation admet une racine comprise entre h et 3 h,
une autre plus grande que 3A; ces deux racines donnent deux solutions de la question. Lorsque le volume donné est égal
à ^ ir r*h, les deux racines deviennent égales à 3 h et les deux
cônes se confondent. Le cône circonscrit minimum a pour
volume —Ttr’ h.
Soit x' la racine comprise entre 0 et h, — y' la valeur négative de y correspondante, les équations deviennent
rx'
X = -hy'*x';
or, si l’on prend 0M/=x/ et que l’on mène la droite RM, on
trouve ^=0^, par suite -ny^x1 est le volume engendré par
la rotation du triangle rectangle M/0P/ autour de 00'. Ainsi l’équation (2), par ses trois racines, résout la question suivante: Étant donnés un cercle BB', un plan AA', parallèle au plan du cercle, et la ligne droite OJI perpendiculaire aux deux plans et passant par le centre du cercle, trouver sur cette ligne droite br. 22
un point tel qu'en le prenant pour sommet dun cône dont la directrice serait la circonférence, le volume compris entre le sommet et le plan AA' soit égal à un volume donné.
3 T 5 — En général les conditions d’un problème sont traduites algébriquement par un certain nombre d’équations et d’inégalités simultanées ; tout système de valeurs réelles qui satisfont à la fois aux équationset aux inégalités donne une solution de la question. Dans les exemples qui précèdent, on a vu que l’on pouvait transformer l’énoncé de manière à lui donner toute l’étendue des équations, de manière, par conséquent, à supprimer les inégalités. Les équations sont de la sorte la traduction Adèle du nouvel énoncé, et tout système de valeurs réelles qui satisfont à ces équations donne une solution de la question ainsi transformée. Mais cette généralisation n’est pas toujours facile, et pour l’opérer, il faudrait souvent faire subir à l’énoncé des modiAcations très-considérables qui changeraient en quelque sorte la nature de la question.
Exemple I. — Couper une sphère par un plan, de manière que le volume du segment soit égal au volume du cône qui aurait pour base la base du segment et pour sommet le centre de la sphère.
Soit x la distance du centre au plan sécant: le volume du
cône sera— ■RX[rt — a:’), celui du seg-
ment, qui doit être la moitié du secteur,
— * r*(r — x); d’où l’équation
x(r*-‘X*)=ri(r— x), ou
Fig. îiï. La longueur x doit être comprise entre 0 et r, c’est-à-dire qu’à l’équation précédente il faut joindre les inégalités
L’équation (t) a d’abord une racine égale à r; elle donne un
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segment et un cône nuis ; si on en fait abstraction, l’équation se réduit au second degré
(2) x‘-f rx— r*= 0.
Cette équation est celle que l’on obtient quand on veut partager le rayon, en moyenne et extrême raison, de façon que le plus grand segment parte du centre. Elle a une racine positive plus petite que r et une racine négative numériquement plus grande que r-, à la première correspond une solution de la question ; quant à la seconde, elle donne un plan sécant qui ne rencontre pas la sphère; donc, en se bornant à ce corps, il n’y a pas lieu de chercher une généralisation de l'énoncé primitif.
Exemple II. — Couper une sphère de rayon r par un plan, de manière que le volume du segment obtenu soit égal à celui d’une sphère de rayon a.
Supposons le plan sécant perpendiculaire au diamètre AA'; appelons x la distance OM du centre à ce plan, prise avec le signe + ou le signe — , suivant quelle est portée sur OA ou sur OA'. En évaluant le volume du segment, on a, dans tous les cas, l’équation
- tto5 = - itr* (r— x) — ^ a: (r*-»*),
ou
(1) xs — 3r*x-|-2(rs — 2a’)=0,
à laquelle il faut joindre les inégalités — r <x< r.
L’équation a une racine positive plus grande que r qui ne convient pas à la question. Comme a est plus petit que r, elle a une racine négative numériquement plus grande que r, qui ne convient pas non plus à la question. La troisième racine comprise entre — r et-j-r, donne la solution de la question. ,
Pour avoir un énoncé tel qu’à toute racine réelle de l’équation corresponde une solution, il faudrait employer, concurremment avec la sphère, un autre corps, l’hyperboloïde de révolution à deux nappes.
Exemple III. — Trouver une circonférence telle qu’en portant, à partir de l'un de ses points , trois cordes données à la suite l’une de l’autre, mais dans un sens quelconque, on arrive au point diamétralement opposé.
Appelions x le rayon cherché, 2a, 26, 2c les trois cordes rangées par ordre de grandeur, a>6>c; 2a, 2fi, 2y les angles au centre correspondants, angles positifs ou négatifs, suivant que les eordes sont portées dans un sens ou dans l’autre, on a
(1) a — hxsina, b — ±xsin$. c=±x siny,
L’équation (2) donne
«n’a-t- «!»»*§ +sin*r, + 2sûi asinpsiny — i = 0;
d’où
Cette dernière se décompose en deux équations qui ont leurs racines égales en valeur absolue et de signes contraires; il suffit de considérer l’une d’elles
(4) x a — (a^è’-fc*) x — 2a6c=0.
L’équation (4) a:t”une racine positive comprise entre
a et a-f-6+c; 2» une racine négative comprise entre— a et — (a+6-l-c);30uneracine négative comprise entre 0 et — c. Cette dernière doit être rejetée; les valeurs absolues des deux premières racines donnent deux cercles satisfaisant à la question. Dans le cercle qui correspond à la première, les trois cordes
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sont portées dans le même sens, et dans celui qui correspond à la seconde, les deux plus grandes cordes sont portées dans le même sens, et la plus petite en sens contraire; l’ordre dans lequel on porte les cordes est d’ailleurs indifférent, et il n’y a que ces deux combinaisons possibles.
376 — Quelquefois la multiplicité des racines de l'équation finale provient, non pas de ce que la question admet plusieurs solutions, ou qu’il entre dans l’équation des racines étrangères à la question, mais de ce que les équations du problème renferment les inconnues symétriquement, c’est-à-dire ne changent pas lorsqu'on permute ces inconnues ; alors l’équation finale, étant la même pour ces diverses inconnues, les renferme toutes, et doit être par conséquent d’un degré au moins égal à leur nombre. Le problème du n° 371 présente cette circonstance, les équations sont symétriques par rapport à x et y, aussi on a trouvé que ces deux inconnues étaient racines d’une même équation du second degré.
Exemple. — Déterminer les côtés x, y, z, d'un triangle, connaissant sa surface S, le rayon r du cercle inscrit, et le rayon R du cercle circonscrit.
Les équations
x + y+z=%p , ' p ip-n) ( P— y ) (p— z) = s *, pr=s, xyz =4RS, x<P, y<p, z<p,
obtenues au moyen de l'inconnue auxiliaire p qui désigne le demi-périmètre, étant symétriques par rapport àx, y, z, conduisent à une équation finale qui sera au moins du troisième degré, et qui, par ses diverses racines, donnera les valeurs des trois inconnues.
En effet, de la première et de la troisième, on déduit x+y+z=~; de la seconde, développée,
xy+y2+&r=rI+4Rr+ — .
On connaît ainsi la somme des produits des côtés, combinés, un à un, deux à deux, trois à trois; ces côtés sont donc les racines de l’équation du troisième degré
(t) u» — u* -f- (r' + 4Rr+pJ u— 4RS = 0.
Cette équation n’a pas de racines négatives; en l’écrivant sous la forme
(2) u («— 7) +4Rr («— •|)+r’«=0,
on voit que ^ est une limite supérieure des racines -, or ~
est la demi-somme des racines ; donc si la condition de réalité est satisfaite, chacune d’elles étant plus petite que la demi-somme des trois ou plus petite que la somme des deux
autres, le triangle sera possible. Si l’on pose u=u'-f-— , le second terme disparaît, et l’équation devient
p> "'*_(ë-r'_4Rr)“'+ir(^"+r-îR)=0'
La condition de réalité est
Le premier membre étant un trinôme du second degré en S*, les deux racines de l’équation obtenue, en égalant ce trinôme à zéro, doivent être réelles, sans quoi le trinôme serait constamment positif; désignons ces deux racines par S7’ et S"*, on a
S7,=r’[2Rs+tORr— r*+2(R— 2r) / R (R — 2r)], S"*=r*[2R.-i-10Rr— r*— 2(R— 2r) / R (R— 2r)]. Quand ces quantités sont réelles, elles sont nécessairement positives. La condition (4) se transforme dans les suivantes R>2r , S7>S>S7/.
Ainsi, dans tout triangle, le rayon du cercle circonscrit est supérieur ou égal au double du rayon du cercle inscrit.
CONSTRUCTION DES FORMULES
377— En résolvant, si cela est possible, les équations d’un problème, on obtient des formules qui indiquent les opérations arithmétiques qu’il faut effectuer sur les nombres qui mesurent les grandeurs connues pour avoir les valeurs numériques des inconnues. Mais ne pourrait-on pas déduire de chaque formule, ou même de chaque équation, une construction graphique propre à donner, non plus la valeur numérique de l’inconnue, mais l’inconnue elle-même ? En un mot, est-il possible de remplacer les opérations numériques par des opérations graphiques? Dans la Géométrie élémentaire, on ne considère que les constructions qui peuvent être effectuées au moyen d’un nombre limité de lignes droites et de cercles, et qui, par conséquent, n’exigent que l’emploi de la règle et du compas. Comme le cercle est la plus simple des courbes et la plus facile à décrire, les anciens géomètres attachaient beaucoup de prix à ces sortes de constructions; d’un autre côté, ignorant l’analyse algébrique, ils manquaient de moyens pour décider si la question qu’ils avaient en vue est susceptible d’une solution de ce genre, et ce n’est qu’après avoir fait bien des efforts inutiles qu’ils se décidaient enfin à recourir à d’autres courbes. Leurs recherches ont rendu célèbres certains problèmes que l’on démontre aujourd’hui ne pouvoir être résolus par la ligne droite et le cercle. Tels sont les problèmes de la duplication du cube, de la trisection de l’angle, etc.
Nous supposerons que l’inconnue est une ligne droite ;
quand l’inconnue est une surface ou un volume, on la représente par a jou a'x, a étant une ligne prise arbitrairement, la construction de là ligne x donne un rectangle ou un parallélipipède équivalents à la surface ou au volume cherché. La détermination d’un angle donné par une de ses lignes trigonométriques se ramène aussi à celle d’une droite. Nous supposerons encore que toute les lettres désignent, ainsi que x, des lignes droites.
La formule doit être homogène et du premier degré, elle peut d’ailleurs être entière, rationnelle ou irrationnelle. Quand elle est entière, elle a la forme
et la longueur x s’obtient en portant à la suite l’une de l’autre, dans un sens ou dans l’autre, les longueurs a, b, c.
378 — Monôme rationnel. — Considérons d’abord la formulé
ab x= — •
L’inconnue est une quatrième proportionnelle que l’on construira par deux parallèlesou par un cercle.
Soit maintenant
abcd
a b cd
OU X— - X TT X —r
L’inconnue x s’obtiendra par une série de quatrièmes proportionnelles,
cd ^ b-j ^ a p
Par la construction précédente un monôme du degré m
a^c ge ramènera a |ü forme a »....!, ou encore à
celle-ci Xm-' t, \ étant une ligne quelconque et t une ligne déterminée par la formule
ai I
379— Fonction rationnelle. — Considérons la formule
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dans laquelle A, B, C désignent des monômes du degré m-fl, A', B', C' des monômes du degré m. On ramène d’abord chacun de ces monômes aux formes simples
\ma, lmb, Xmc, Xm-'a', Xm_'c
et l’on a
L’inconnue a; s’obtient par une quatrième proportionnelle à P> a, X.
Si la fraction était du degré m, les opérations qui précèdent la ramèneraient à la forme
Xm-I Al _Xm-l i
380 — Formule irrationnelle du second degré. — Soit d’abord l’équation
X— J ab ou — .
L’inconnue x est une moyenne proportionnelle entre les lignes a et b; on l’obtient par un triangle rectangle ou par une tangente au cercle.
Lorsque le radical porte sur une fonction rationnelle du degré m, on le ramène à la forme
/lFiT= /x'»-n(=xv x.
Considérons maintenant une formule irrationnelle du second degré dans laquelle nous supposons que les quantités réunies par le signe + ou le signe — sont homogènes et du même degré. Pour plus de clarté nous imaginerons la valeur de x ramenée à la forme
N et D désignant des fonctions dans lesquelles n’entre pas le signe de la division ni d’exposant fractionnaire on négatif; on peut supposer aussi qu’il n’y a pas de produit de deux radicaux ni de produit d’un radical par une quantité entière. Pour
obtenir la valeur du numérateur N, il faut effectuer certaines opérations dans un ordre déterminé; le premier signe radical porte sur une expression entière, on le ramènera à la forme
X* « ; si cette quantité doit être ajoutée à d’autres, on ramènera celles-ci à la même forme et par suite aussi leur somme. Un nouveau signe radical peut porter maintenant, soit sur une
quantité entière, soit sur une quantité affectée de l’exposant^, m étant impair. Dans tous les cas, on ramènera le radical à
la forme X * v ; on ajoutera ce terme à d’autres de même forme,
et ainsi de suite. On voit ainsi que le numérateur N prendra la
fi
forme X t. lien sera de même du dénominateur D; l’inconnue x étant du premier degré, on l’obtiendra par une quatrième proportionnelle.
On démontre que les hypothèses que nous avons faites sur la composition de la formule sont nécessaires pour qu’elle soit homogène.
Ainsi, toute expression homogène du premier degré, composée d’une manière quelconque, au moyen des signes d’opérations simples, addition, soustraction, multiplication, division, élévation à une puissance entière, racine carrée; en un mot, toute expression irrationnelle du deuxième degré peut être construite au moyen d’un nombre limité de lignes droites et de cercles.
On démontre aussi que les expressions de cette nature sont seules susceptibles d’être construites de la façon indiquée; mais cette démonstration ne peut trouver place ici. Ainsi, par exemple, le côté x du cube double d’un autre dont le côté est a, côté donné par la formule
ne peut pas s’obtenir par la règle et le compas; il en est de même, en général, des racines des équations du troisième et du quatrième degré, puisqu’il entre des radicaux cubiques dans l’expression de ces racines.
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381— Remarques. — Les seules opérations élémentaires absolument indispensables pour la construction d’une formule irrationnelle du second degré sont celles qui déterminent les quatrièmes proportionnelles et les moyennes proportionnelles. Dans certains cas, on peut arriver plus rapidement au résultat. Ainsi les formules
aj=/a’ + 6s, ierr/a* — 6», se construisent directement au moyeu du théorème du carré de l’hypoténuse; la première représente l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit sont a et b; la seconde un côté de l’angle droit d’un triangle rectangle dont l’autre côté est b et l’hypoténuse a.
On obtiendrait de la même manière, par une suite de triangles rectangles, la valeur de l’expression
Soit encore la formule
X a3+a*b— ab' — b 3
L’application du procédé général serait fort longue, mais si l’on observe que la valeur de x peut se mettre sous la forme
X~ (a+bf (a— b) '
on arrivera très-promptement au résultat.
382 — Lorsqu’on veut obtenir les inconnues d’un problème, il importe de combiner de la manière la plus simple les opérations graphiques élémentaires propres à conduire au résultat.
Exemple l.— Partager une droite en moyenne et extrême raison (n° 374).
Il faut construire les racines x! et — x!' de l’équation aj’ + ax — o‘ = 0,
d’où
Au point B élevons la perpendiculaire BC=-; il en résulte
AC=j/ a* + ^\ x = AC — RC, x"=AC + BC.
Si du point C comme centre, avec CB pour rayon, on décrit
unedemi-circonfé-
renee DBD', on a
X 'X x’=AD, x"=Aiy ;
/ \ si l’on prend
AM= AD
j AM'=Aiy,
M et M' sont les deux points cherchés. On retrouve ainsi la construction indiquée en Géométrie élémentaire.
Exemple II. — Prenons encore le problème du n° 373 : lorsque le point M est placé sur la bissectrice et que, de plus, l'angle 0 est droit.
Les équations du problème, dans ce cas particulier, se réduisent à
x+y=a± /a* -HS xy=a (x-j-y).
Fig.îU.
Prolongeons l’ordonnée du point M d’une longueur ME=f, joignons DE, puis du point D comme centre, avec DE pour rayon, décrivons une demi-circonférence FEF'; les deux valeursdex-f-y sont MF' et — MF.
Considérons la première valeur
Digilized by GoogI
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x+y=MF'=2a-4-MF=2DI (I étant le milieu de MF).
Soit x=DI + z, y =DI — z,
on aura a,y=DI* — s*=2aDI.
d’où z*=DI*— 2aDI=(a+MI)'— 2a(a+MI)=MI*— a*; Sur MF comme diamètre, décrivons une demi-circonférence MP' PF, elle coupe la droite A'A en deux points P et P', et si l’on mène P'H perpendiculaire sur IH, on a IH=s, ce qui donne les deux solutions PQ et P'ty. La condition d’existence de ces solutions est
MI>a, DE>3«, J>2a/Ï>2CD.
On obtiendrait de même les deux autres solutions par la demi-circonférence décrite sur le diamètre MF'.
383— Quelquefois une simple remarque sur les équations d’une problème indique une construction synthétique.
Exemple. — Construire un triangle, connaissant les longueurs des trois médianes.
Désignons par a, b, c les trois côtés inconnus, par a', b', d les médianes correspondantes; on a entre ces six grandeurs les relations suivantes
3a*-f4a'!=36*+46',=3c‘-f4c'î=2(a,+èî+c,)=^(a/,-|-6')+c/*)-
ou
Soient a,, ô,, c , les médianes du triangle dont a', b1, c' seraient les côtés; on aura pareillement
Fig. 216.
3a”+ 4aî=3è'4-f46t=3c/*-i-4cî=2(a'î+ô',+c,,)=^(aî+6î + cj). ou
a/*H-|«ï==6'*H-|6ï=c/’+|cî=| (al + ?)- |(«/*+6’+c'*).
La comparaison de ces relations donne
Et comme les médianes d’un triangle se coupent en un point situé aux deux tiers de chacune d’elles à partir des sommets, il en résulte cetle construction graphique très-simple:
Formez le triangle qui a pour côtés les doubles des médianes données ; les lignes qui joignent les trois sommets de ce triangle au point de concours de ses trois médianes sont précisément les côtés du triangle cherché.
CONSTRUCTION DES RACINES DE L’ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ
et de l’équation bicarrée.
384— L’équation du second degré à une seule inconnue se ramène à la forme x’-j-px-f-qczO; pour qu’elle soit homogène, il faut que p soit une quantité de première dimension, et q une quantité de seconde dimension; si ces quantités sont rationnelles ou irrationnelles du second degré, on pourra construire une ligne a équivalente à la première et un carré 6* équivalent à la seconde ; et l’équation du second degré, en mettant en évidence les.signes de ses divers termes, aura l’une des quatre formes suivantes
Æ,+a,r-|-&*=0, xi+ax— 6*=0, x* — ax+b*=.0, x' — ax — 0.
Les racines de la première et de la seconde sont celles de la troisième et de la quatrième, prises en signes contraires ; il suffit donc de considérer celles-ci; or, si on les écrit x{a — x) = &*, x(x—a)=bi,
on voit qu’il s’agit de construire un rectangle équivalent à un carré b', et dont la somme ou la différence des côtés soit égale à une ligne donnée a, problèmes que l’on résout en Géométrie élémentaire. La résolution des équations et la construction
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des formules feraient au besoin retrouver les solutions de la Géométrie.
L’équation bicarrée se ramène pareillement à l’un des types
x'-f-ab oc* — c*d*= 0, a?*— abx*-\-ctd*=0, oc*— abx'— c*d*=Q;
car il est inutile de considérer l’équation x*-\-abx*+c*d*= 0, qui n’a que des racines imaginaires. Si l’on pose xt=cz, ces équations deviennent
On détermine, comme on vient de le dire, les racines z de celles-ci, puis on trouve x par une moyenne proportionnelle entre c et z.
CONSTRUCTION DES SOLUTIONS DE DEUX ÉQUATIONS A DEUX INCONNUES L’UNE DU SECOND DEGRÉ ET L’AUTRE DU PREMIER DEGRÉ.
385 — Ces deux équations sont de la forme
(1) Ax’+Bxjy+Cy’+D.E-f Ey+F =0,
(2) Px+Qy+R=0.
L’élimination de l’une des inconnues, y par exemple, conduit à une équation homogène en x du second degré, dont les racines s’obtiennent d’après les constructions précédentes. Quand les deux valeurs de x sont connues, on détermine les deux valeurs correspondantes de y par la formule
l’équation (1 ) représente une courbe du second degré, l’équation (2) une ligne droite; donc les points de rencontre d’une courbe du second degré et d’une ligne droite s’obtiennent par la règle et le compas , sans qu’il soit nécessaire de construire la courbe.
Nous avons donné (livre III, chapitre vm) la construction à l’aide de laquelle on obtient ces points.
CONSTRUCTION DES RACINES DE L’ÉQUATION DU TROISIÈME OU DU QUATRIÈME DEGRÉ.
386— Considérons deux équations à deux inconnues x et y
chacune d’elles définit une courbe.
Au système de ces deux équations, on peut substituer une infinité de systèmes équivalents; prenons en particulier le système
formé de l’une des équations proposées et de celle que l’on obtient en éliminant entre elles la variable y. Les racines réelles de l’équation (3) sont, en général, les abscisses des points communs aux courbes (!) et (2). Cependant si le système des équations (1) et (3) était vérifié par un couple de valeurs de la forme x—z, y=p-f-y*, dans lequel les quantités a, fi, y sont réelles, ces valeurs vérifieraient le système des équations (t) et (2); mais la quantité a ne serait pas l’abscisse d’un point commun aux deuxeourbes. L’exception que nous venons designaler ne se présente jamais lorsque l’équation <? (x,y)=0 est une équation algébrique ne renfermant la variable y qu’au premier degré.
387 — L’équation à une seule inconnue
qu’il s’agit de résoudre, étant donnée, on peut choisir d’une infinité de manières différentes les courbes déterminées par les équations (1) et (2). La seule condition à remplir, c’est que l’élimination de y entre les équations (I) et (2) donne l’équation proposée. Une première combinaison est
elle revient à considérer les valeurs de l’inconnue comme étant les abscisses des points de rencontre de la courbe
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avec l’axe des x. Cette combinaison est rarement la plus simple. On démontre en algèbre que si on élimine une inconnue y entre deux équations algébriques à deux inconnues dont les degrés sont m et n, l’équation en x est généralement du degré mn. Par conséquent, si l’équation proposée est algébrique et que l’on veuille obtenir ses racines par des intersections de courbes algébriques, le produit des degrés des équations des deux courbes devra être égal au degré de l’équation à résoudre. Nous allons appliquer la méthode à la résolution de l’équation du quatrième degré.
388— L’équation du quatrième degré se ramène aisément à la forme
(1) x^+px^qx+r^O ;
on peut la considérer comme provenant de l’élimination de y entre les deux équations du second degré
(2) x * — wty=0,
(3) m}y*+pmy+qx+r=Q,
qui définissent chacune une parabole. L’équation (2) ne renfermant y qu’au premier degré, toutes les racines réelles de l’équation (!) sont des abscisses de points communs aux deux courbes.
On peut remplacer la parabole (3) par une autre courbe du second degré passant par les points communs aux courbes (2j et (3). L’équation générale des courbes du second degré satisfaisant à cette condition est
(4) lxi+miy't -{-qx-\-m{p— X)ÿ-f r — 0,
X étant un paramètre arbitraire. Si l’on pose la courbe
(4) ne pourra être qu’une circonférence de cercle. On obtient les coordonnées a et p du centre et le rayon K de cette circon-
férence par les formules
que l’on construira, si les coefficients des équations ne renferment que des irrationnelles du second degré.
Lorsque la valeur de R* est positive, l’équation (4) représente br. 23
effectivement un cercle, et les racines réelles de l’équation (1 > sont les abscisses des points de rencontre de ce cercle et de la parabole (2). Lorsque R’ est négatif, l’équation (4) n'ayant pas de solutions réelles (n° 85), il en est de même du système des équations (3) et (2) ou du système équivalent des équations ( 1) et (2) ; les quatre racines de l’équation proposée sont imaginaires.
3 89— Considérons maintenant l’équation du troisième degré ramenée .à la forme
x,-\-px-\-q = o.
Si l’on multiplie par x, ce qui introduit la racine æ=0, dont on ne tiendra pas compte, on obtient l’équation du quatrième degré
x‘-fp.r*+qx = 0 ;
à laquelle on appliquera la méthode précédente. La valeur de R1 étant égale à est toujours positive. Le cercle et la parabole passent à l’origine des coordonées; l’abscisse de ce point est la racine 0, que l’on doit écarter.
La même parabole x * — my= 0 peut servir pour la résolution de toutes les équations du troisième ou du quatrième degré ; le cercle seul change suivant les valeurs des coefficients de l’équation proposée. Cette méthode ne peut être employée, avec avantage, que lorsque l’on doit résoudre successivement un grand nombre d’équations; alors on trace avec beaucoup de soin une parabole ayant un paramètre arbitraire; et, dans chaque exemple particulier, il ne reste plus qu’à déterminer le cercle.
CONSTRUCTION DES SOLUTIONS DE DEUX ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX INCONNUES.
390 — L’élimination de y entre deux équations du second degré à deux inconnues x et y conduit en général à une équation du quatrième degré en x, dont il est impossible de construire les racines par la règle et le compas. Cette construction pourra se faire comme nous l’avons vu, au moyen d’une parabole et d’un cercle; cependant, si la courbe représentée par
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l’une des équations proposées est déjà tracée, on préfère s’en servir pour la résolution.
Exemple I. — Mener une normale à une parabole par un point donné P. Soit
(t) ÿ*=2 px
l’équation de la parabole, as, et y, les coordonnées du point P; si l’on désigne par as et y les coordonnées du pied M de la normale, par X et Y les coordonnées courantes, cette normale a pour équation
Fie- 2I7- Comme elle doit passer par le point p,
on a la relation
y —y—— ou
(2) xy = (xl—p)y+pyl,
qui, jointe à l’équation (1), détermine les inconnues as et y. On aurait donc à considérer l’intersection de la parabole par une hyperbole.
Si l’on multiplie les deux membres de l’équation (2) par y, et si l’on remplace y* par 2 pas, on obtient une autre parabole
(3) as,=(as1— p)x+^y.
Enfin, en ajoutant membre à membre les équations (2) et (3), on obtient un cercle
(4) x'+y'=(xt+p)x+ -y.
Ce cercle, par son intersection avec la parabole donnée, déterminera le point M.
Exemple II. — Mener une normale à une ellipse par un point donné P. Soit
l’équation de l’ellipse; en conservant les mêmes notations que dans l’exemple précédent, on voit que le pied M de la nor-
male est déterminé par l’intersection de l’ellipse et de l’hyperbole
(•2) c'xy = atxly — b'yl x.
L’élimination de y conduit à l’équation
(3) x‘ — 2— x, jr'-j- - .(a*#; +b'yt. — c‘)af -f2^r x.x — — vjt’=;üc* c c c
Si l’on élimine y entre l’équation (1) et celle du cercle
on trouve
(3)jD*-^4^tfleFs-l-^(4a,a,+46,p,-f-2c,pV,~4^p,«-F+^;(P‘— 46'p*)=0,
en posant pour abréger
On ne peut pas en général identifier les équations (3) et (5); car on aurait quatre équations entre les trois paramétres arbitraires a, p, r; mais si l’on remplace dans l’équation (3) r par mx, m étant un nombre arbitraire, l’identification devient possible. On l’opère en posant
(7) 2*-^. Aa'**+lb'p'+*c'p'=;^(a*X*+byt-c'),
d’où l’on tire
a’ ap J mr:
a3xf+c‘
fi’t/î+c*
Désignons en outre par f et g les deux quantités
la valeur de m* devient
et les formules précédentes se construisent facilement.
Les abscisses des pieds des normales ne sont pas les mêmes (jue celles des points de rencontre de l’ellipse et du cercle, mais on les obtient en multipliant les dernières par m.
Si le point P vérifiait l’cquation
Digilized by GoogI
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on aurait m=i ; donc les points desdeux droites ÿ,=±: xt
jouissent de cotte propriété que les pieds des normales menées par chacun d’eux sont situés sur une circonférence de cercle.
Il est des cas où la construction des solutions de deux équations du second degré à deux inconnues peut être effectuée avec la règle et le compas; nous avons déjà signalé ces cas particuliers quand nous nous sommes occupés de l’intersection de deux courbes du second degré.
RÉSOLUTION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS
301— Dans ce qui précède nous avons supposé que les inconnues sont des lignes et que les équations sont homogènes par rapport à ces lignes et aux paramètres linéaires dont dépendent les coefficients. On peutse servir des memes procédés pour déterminer approximativement les racines d’une équation numérique, c’est-à-dire d’une équation qui ne renferme qu’une seule lettre x, laquelle désigne un nombre inconnu. Si l'on prend une longueur arbitraire pour unité, on imaginera que le nombre inconnu x est la mesure d’une certaine ligne; on construira celte ligne ; en la mesurant ensuite à l’aide de l’échelle choisie, on aura le nombre cherché.
Exemple I. — Résoudre l’équalion
Au moyen d’une échelle bien faite, construisons une fois pour toutes la parabole x'—y, dont nous nous servirons constamment. Décrivons le cercle dont le centre G a
_ pour coordonnées a=-^-,
fs=^ * et qui passe à l’origine ; ce cercle coupe la pa-
raboleenun seul point M; donc l'équation proposée n’a qu’une racine réelle, l’abscisse OP du point M. En mesurant cette longueur au moyen de l’échelle employée, on trouve x— 2,09. Une bonne échelle permet d’évaluer les centièmes. On a de la sorte la racine de l’équation proposée à un centième près. Exemple II. — Résoudre l’équation
Décrivons le cercle dont le centre C a pour coordonnées <*=— » p=3, et qui passe par l’origine ; ce cercle coupe la
parabole en trois points ; on en conclut que l’équation a ses trois racines réelles; en mesurant les abscisses, on trouve que les deux racines positives sont 0,20 et 2,13 à un centième près.
ÉQUATIONS TRANSCENDANTES
392 — Soit l’équation
xlangx— 1.
Cette équation résulte de l'élimination de y entre les deux suivantes.
y—tangx, xy= 1.
La première représente une courbe composée d’une infinité de branches égales qui ont des asymptotes perpendiculaires à l’axe des x; la seconde une hyperbole équila- — tère. Les racines de l'équation (1) sont les abscisses des points d’intersection.
Il est évident que la branche de droite de l’hyperbole rencontre au moins une fois chacune des
Tm
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branches OA, B' A', B" A" .... delà courbe transcendante; d’ailleurs, il n’y a sur chaque branche qu’un seul point de rencontre, car lorsque x varie, les ordonnées des deux courbes varient en sens contraire; si ces ordonnées sont égales pour une certaine valeur de x, elles sont nécessairement inégales pour toute valeur différente. Les racines de l’équation sont deux à deux égales et de signes contraires; il ya une première
racine positive comprise entre 0 et^- * une seconde entre w
et 3-^-» une troisième entre 2ir et 5-^> etc ; le nombre
des racines est infini, en appelant xn le nième racine, la différence entre (2n+4) et xn est très-petite lorsque «est
très-grand. La courbe donne, pour valeur de la première, 0,86 à un centième près.
On pourrait aussi se servir des deux équations y=tang ^ y—x;
et, en posant — x—xf,
y= tangod , y=- —xi.
L’hyperbole serait remplacée par une ligne droite.
Le tracé de la courbe transcendante y = tangx,
pour obtenir les racines réelles de l’équation
xtangx=i
n’offre quelque avantage que lorsque l’on doit résoudre un grand nombre d’équations de la même forme, ou du moins pour lesquelles cette courbe peut être employée avec une autre ligne facile à construire.
393 — Remarques. — Les procédés graphiques que nous venons d’indiquer ne donnent jamais les valeurs des inconnues
avec une bien grande précision ; on ne doit pas espérer une approximation plus grande que un centième de la racine.
On se sert quelquefois de deux courbes tracées grossièrement pour déterminer le nombre des racines réelles d’une équation. Or tant que l'on n’a pas étudié avec soin Informe des deux courbes, on ne peut déduire aucune conclusion rigoureuse de celle construction. En général la discussion des courbes et la détermination de leurs points de rencontre présente les mêmes difficultés que la question proposée.
COORDONNÉES RECTILIGNES
2®^— Soient XOY, YOZ, ZOX trois plans fixes, qui se coupent deux à deux suivant les droites XX, YY, Z'Z; trois plans
mobiles MD, ME, MF, parallèles à ces plans fixes, déterminent par leur intersection un point M de l’èspace; la position de chaque plan mobile est déterminée par sa distance au plan fixe auquel il est parallèle, distance comptée parallèlement à l’intersection des deux autres plans fixes. Les trois Fie îî0- distances OD, OE, OF, qui dé-
terminent la position des plans mobiles, distances affectées du signe -f ou du signe —, suivant qu’elles sont portées dans br. 24
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les directions OX,OY,OZ, ou dans les directions opposées OX', OY', OZ', sont les trois coordonnées rectilignes du point M ; on les désigne ordinairement par les lettres x, y, z. Par leurs rencontres mutuelles, les trois plans fixes forment huit angles trièdres, et on obtient tous les points de l’espace en faisant varier x , y, z de — ooà + oc.
Les plans mobiles forment avec les plans fixes un parallépipède ayant pour arêtes des longueurs égales aux valeurs absolues des coordonnées du point M; les points A, B, C sont les projections du point M sur chacun des plans fixes, parallèlement à l’intersection des deux autres; l’un d’eux, A par exemple, a pour coordonnées, relativement aux axes OY, OZ, deux des coordonnées y et z du point M. Les points D, E, F sont les projections du point M sur chacun des trois axes OX, 0Yr, OZ, parallèlement au plan des deux autres; de sorte que les lettres x, y, z désignent les projections du rayon OM sur les axes des coordonnées, pourvu que l’on regarde les projections comme positives lorsqu’elles sont comptées sur les directions OX, OY, OZ, comme négatives dans le cas contraire.
Ordinairement les Irois plans fixes, et par suite les trois axes, sont rectangulaires deux à deux ; alors le parallépipède est rectangle, et les projections sont orthogonales.
COORDONNÉES POLAIRES
395— Soient encore trois axes rectangulaires OX, 0\T, OZ ;
la position du point M pourra être déterminée par la longueur p du rayon vecteur OM, l’angle 0 que fait ce rayon vecteur avec l’axe OZ, et enfin l’angle | du plan ZOM avec le plan fixe ZOX. Si ON est la projection de OM sur le plan XOY, l’angle XON mesure l’angle dièdre on le compte dans un sens con- Fig. 221. venu , par exemple en tournant
de OX vers OY.
REPRÉSENTATION DES SURFACES PAR DES ÉQUATIONS
396— Considérons une surface quelconque dans l’espace.
Par un point O, menons trois axes fixes OX, OY, OZ ; dans le plan XOY prenons un point P arbitraire, et par ce point menons une parallèle PM à l’axe OZ jusqu’à sa rencontre avec la surface au point M ; la longueur de l'ordonnée PM est parfaitement déterminée. Quand le point P se déplace dans le
plan XOY, l’ordonnée PM varie simultanément. Mais puisque le point P se déplace d’une manière arbitraire dans le plan, ses coordonées x et y sont deux variables indépendantes; il en résulte que l’ordonnée z d’un point H de la surface est une fonction des deux autres coordonnées a: et y considérées comme deux variables indépendantes. On conçoit que l’on puisse, de la définition géométrique de la surface, déduire une équation entre x, y, z, servant à définir la fonction z de ar et de y. Cette équation s’appelle l’équation de la surface.
397— Supposons réciproquement que l’on donne une équation
entre les trois coordonnées; chaque système de valeurs réelles qui satisfont à cette équation détermine un point de l’espace;
l’ensemble de toutes les solutions réelles constitue un système de points qui forme, en général, une surface.
En effet, considérons d’abord le cas où l’équation, ne renfermantqu’une seule des coordonnées, z par exemple, est de la forme z=c. Puisque les coordonnées x et y sont arbi-
Fig, 223.
traires, par un point P quelconque du plan XOY on mènera une ordonnée constante PM; le lieu des points M est évidemment un plau parallèle au plan XOY. Supposons maintenant que l’équation renferme deux coordonnées, x et y par exemple.
L’équation f(x, y)= 0, dans le plan XOY , représente une ligne AB.
Par un point quelconque de cette ligne, menons une parallèle PM à l’axe OZ; puisque l’ordonnée z,qui n’entre pas dans l’équation, est arbitraire, les coordonnées de tous les points de la droite PM satisfis ut. font à l’équation. Donc l’équation
f(x,y)= 0 représente dans l’espace un cylindre parallèle à l’axe OZ.
Considérons enfin un équation f[x, y, z)=0 entre les trois coordonnées. A une distance arbitraire 0C=c, menons un plan
ACB parallèle au plan XOY ; les 1 coordonnées a; et y de tous les
points du lieu situés dans ce plan
~y — ~ doivent satisfaire à l’équation
'7/1 — f[x, y, C)=0; or, cette équation — ""^1/ représente dans le plan ACB
' une ligne AB. Si l’on donne à z
/o i une valeur d voisine de c, on
aura dans le plan A'C/B/ une Y seconde courbe A'B' qui diffé-
Fig. îî5. rera très- peu dé la précédente.
En général, quand s varie d’une manière continue entre certaines limites, on a une série continue de courbes, lesquelles forment une surface.
Par cette méthode, non-seulement on démontre l’existence de la surface, mais encore on se fait une idée assez exacte de sa forme, à l’aide d’une série de coupes parallèles que l’on représente par leurs projections sur l’un des plans des coordonnées. .
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REPRÉSENTATION DES LIGNES
308 — Une ligne dans l’espace peul être regardée comme l’intersection de deux surfaces; on représentera donc cette ligne par un système de deux équations simultanées Ci) f(x, y> *)=0, ft (x, y , z)= 0.
Le système (t) peut être remplacé par une infinité d’autres équivalents, par exemple par le suivant,
f= 0, f+lft= 0,
dans lequel X désigne une constante quelconque, c’est-à-dire que la surface /‘+X/,l=0, passe, quelle que soit X, par la ligne d’intersection des deux premières.
Si, entre les deux équations (I), on élimine successivement x et y, on aura deux équations
qui représentent les deux cylindres projetants de la ligne sur le plan des xz, et sur celui des yz. Ces deux cylindres, par leur intersection, déterminent la ligne.
La représentation des figures dans l’espace par des symboles algébriques permet d’étendre aux figures à trois dimensions les méthodes analytiques employées dans l’étude des figures planes.
DIRECTION D’üNE DROITE.
399— Pour déterminer dans l’espace une direction 01, que
l’on peut supposer appartenir à une droite passant à l’origine, on donne les angles o, p, y de cette direction avec les trois directions OX, OY, OZ des coordonnées positives. Deux de ces angles ne suffisent pas ; car si l’on décrit autour de OX et de OY deux demi -cônes dont les angles au sommet soient respectivement a et p,ces deux cônes se coupent suivant deux
génératrices placées symétriquement par rapport au plan XOY; la connaissance dey est donc indispensable. Il est évident d’ailleurs que ces trois angles ne sont pas tous arbitraires, et que, lorsque deux d’entre eux sont connus, le troisième ne peut avoir au plus que deux valeurs distinctes. Au lieu des angles, on peut prendre leurs cosinus, puisque de 0 à il n’y a qu'un seul angle ayant un cosinus donné. Les sinus, au contraire, laisseraient de l’ambiguïté.
400 — Considérons d’abord le cas où les coordonnées sont rectangulaires. Désignons par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque M de la droite 01, et appelons l la distance OM. Les coordonnées du point M sont les arêtes OD, OE, OF du parallélipipède rectangle dont OM est la diagonale, affectées de signes convenables; ce sont aussi les projections orthogonales de la diagonale OM sur les axes ; on a donc
x—lcosa, y=lcos$, z=zlcosy.
Mais on sait que le carré de la diagonale d’un parallélipipède rectangle est égal à la somme des carrés des trois arêtes, ce qui donne
remplaçant x, y , z par leurs valeurs, et supprimant le facteur P, on obtient la relation
(1 ) COS *a -f- COS1 JÜ + COS*y = t ,
qui existe entre les cosinus des angles formés par une même direction avec les axes rectangulaires.
401 — Appelons fT, ■/ les angles que fait une seconde direction OF avec les mêmes axes, et cherchons l’angle V des deux directions 01, OF. Les projections de la droite OM et de la ligne brisée ODCM sur la droite OF étant égales, on a
Icos N^ZXCOSOI1 -\- yCOS jS' + Z COSy*, ou, en remplaçant x, y , z par leurs valeurs,
(2) COSV = COS a COS a' + COS P COS P’ -j- COS Y COS Y'
Les directions 01, OF sont perpendiculaires entre elles, si la condition
!9) cosX:
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(3) COS a COS a' -f COS p COS -f- COS yCOS y1 = O
est vérifiée.
402 — Supposons maintenant les coordonnées obliques, et désignons pour X, n, v les trois angles YOZ, ZOX, XOY, que font les axes deux à deux. En projetant orthogonalement sur chacun des trois axes la droite OM et la ligne brisée ODCM, on a
Ilcos a— X + yCOSv + ZCOSp, lcosp=xcosv+y -J- z cos X , lcosy=xcos (A+ÿcosX +z ; en projetant ces mêmes lignes sur la droite 01, on a (5) l=xcosi + ycosp + zcosy.
Si des équations (4), on tire les valeurs de x, y, z,
C0$a(1 — CO^XJ-j-COSpfcOSXcOSjJi — COSv)-j-COSf(COSXcOSv — COSj*) J
1 — COS*X — CO«V— COSsv + 2COSXcOS[ACOSv
et qu’on les substitue dans l’équation (S), on obtient la relation
(7) cos^sm’X+cos’pst'nV+cos^smN-f^cosacosfHcosXcosp. — cosv)
+ 2cOSpcO«Y(cOSpCOS v — COSX) -j-2C0SYC0Sa(C0SvC0SX — COSa)
=t — cos’X — COS V — cos’v -f-2cosXcosu.cosv, entre les trois angles formés par une direction quelconque avec les axes obliques.
Si dans, l’équation (5) on remplace cos a, cos p, cos y par leurs valeurs tirées des équations (4), on a la formule
(8) l'z^x'-J- y'-j- z’+Zy zcos \+2zx cos p-j-2 xy cos v, qui donne la distance OM.
En projetant .sur la droite OF la droite OM et la ligne brisée ODCM, on a, comme précédemment,
lco$\=x cos a-'+y cos p' +zcos y' ; en remplaçant x, y, z par leurs valeurs (6), on obtient la formule
co»xcotz’tiri,\-\-cotr.c.oitpltin*iJ.-\-cos/co»yl tint/-\-{cosxCO*ji'-\-co»ilcofz') (ros'tcotfi- 1 — cos1 y — cos'/i — cosi/-\-icosj.cosjj.cos-/
qui donne l’angle des deux directions.
Le dénominateur commun ou le déterminant des formules(6)
peut être mis sous une forme remarquable qu’il est bon de connaître ; on a
t — COS ' X — cos' fx — COS1 v -f-2 COSX COS |x COS v = ( t — COS ' X) ( 1 — COS * fx) — cos' X COS * IX — COS ' v-j-2 COS X COS [X COS V =sin'y.$in'ii — (cos X cos |x — cos v) *
= (st'nXsmix — cosXcos |x-f cosv) (smX sinjx-f cos X cosix — cos v)
= [cos v — COS (X-j-fx)] (cos (X — (x)— cos vl
. X-f-IX-f-V . u-f-V X . V+X IX . X4-IX V
=4sm ■ ^ sin — „ — sm sin-~
DÉPLACEMENT DE L’ORIGINE
403— On veut remplacer les trois axes OX, OY, OZ par
trois autres axes OX’, CKY', O'Z', respectivement parallèles aux premiers et dirigés dans le même sens. La position des nouveaux axes sera déterminée par les coordonnées a, b, c de la nouvelle origine 0', relativement aux anciens axes. Appelons x, y, z les coordonnées d’un point quelconque M de l’espace par rapport aux anciens axes, x', y', z' les coordonnées du même point par rapport aux nouveaux axes ; en projetant successivement sur chacun des trois axes primitifs, parallèlement au plan des deux autres, la droite OM et la ligne brisée OCTM, on
a les relations
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rection des axes, l’origine demeurant la même. Désignons par a, a', a" les cosinus des angles que fait l’axe OX' avec les trois axes OX, OY, OZ, par b, b', b" et c, c', c " les quantités analogues pour OY' et OZ', et enfin par X, [x, v les angles YOZ, ZOX, XOY.
Soit M un point quelconque de l’espace; par le point M, menons une parallèle MC à l’axe OZ, et par le point C où celte
droite perce le plan XOY, une parallèle CD à l’axe OY ; les trois longueurs OD, DC, CM, prises avec les signes convenables, sont les coordonnées x, y, z du point M, par rapport aux anciens axes. Par le point M menons Une parallèle MC' à l’axe OZ', et par le point C' où elle perce le plan X'OY', une parallèle C'D' à l’axe OY' ; les trois longueurs OD', DC', C'M, prises avec les signes convenables, sont les coordonnées x\ ÿ > ~ du point M, par rapport aux nouveaux axes. En projetant les deux lignes brisées ODCM, OD'C'M, successivement sur chacun des trois axes OX, OY, OZ, on obtient les trois relations
Ix+ycosv+zcosp=a xf + b y1 +&z' ,
. xcosv-j-y +zcosl=a/x,+b/ ÿ+c' z1 , x cos jx-fÿ cos X-f-z = a"x'-\- Wy' -\-c"z' ,
desquelles on peut déduire pour x, y, z des expressions du premier degré en xJ, y', z’. Le déterminant de ces équations est le même que celui des équations du n° 402.
Il faut se rappeler que a, a', a" ne sont pas arbitraires, mais liées par une équation de condition; il en est de même de b > b1 , b" et de c, d, c". 11 y aurait entre ces mêmes quantités trois nouvelles relations, si l’on voulait que les nouveaux axes fussent rectangulaires, ou plus généralement, qu’ils fissent deux à deux des angles donnés.
— Quand les axes primitifs sont rectangulaires, on a
cosX=coS[x=cosv=cosc)= 0, les équations (2) se réduisent à
f x—ax'+by' + cz',
3) | y = alx/ + b/y/-\-c'z',
% ( z = a"af+U'yf +&'z' .
Alors, les relations entre les cosinus sont
Si les nouveaux axes sont aussi rectangulaires, on a en outre les relations
ab + aW-f- a"b" = 0 , 6c+&y+&"c"=0, ca+cV+cV^O.
Si l'on multiplie les deux membres des équations (3) par a, a', a", puis par b, b', b ", et c, c' , c ", et qu'on ajoute, il vient, en ayant égard aux relations (4) et (S),
t x'= ax+a/y+af'z,
(6) | y' = bx+Vy+Wz, v z' — ex c?x + c''z.
On obtient ces formules directement en projetant les lignes brisées ODCM, OD'C'M sur les axes OX', OY', OZ'.
Puisque les nouveaux axes sont rectangulaires, les quantités (a, b, c), { a ' , bl , &), (a" ,6",c"), qui désignent les cosinus des angles des directions OX, OY, OZ avec les nouveaux axes, doivent satisfaire aux relations
f al/t+b"'+c,,'—l ; analogues aux relations (4) et (5).
aa! +bV -fcc' =0, a'a'l+b'b>/+c'c'l=zO, a11 a -\-b"b-\-c''c—0‘,
400 — Des relations précédentes entre les neuf cosinus, on en déduit un grand nombre d’autres parmi lesquelles nous citerons les suivantes, qui sont particulièrement utiles. En éliminant c" entre les deux dernières des équations (5), on à
LIV. V, CHAP. II. — TRANSE. DES COORDONNÉES
et, par symétrie,
a'd1 — b!o!‘ a" b — Va ad — b a1
= ± Jçt+d'+d"
^{a'd,—dal,y+(a,,b-b,,a)'+(ab,—baly
Mais on a
(a,b"-blal')'+{a,'b— b"a)'+(ab'— ba1)' =(a,+a',+a"’) (b'+V'+W')— {ab+a'b'+a"b")'=\. Il en résulte
v aV'—da" a"b—b"a ad — ba1
On prendra l’un ou l’autre signe suivant la disposition du trièdre OX'Y'Z'. Quand on fait coïncider OX' avec OX, OY' avec OY, OZ; prendra la direction OZ ou la direction opposée. Dans le premier cas, puisque a=&'=c" = 1, a'=a"=6=&"=c= d=0, il faut prendre le signe + ; dans le second cas, le signe — . Ces formules (9) déterminent une direction OZ' perpendiculaire à deux droites rectangulaires OX', OY'.
FORMULES D’EULER
407 — Les formules précédentes, pour passer d’un système rectangulaire à un autre également rectangulaire, offrent l’avantage d’être symétriques par rapport aux angles ; mais, quoique les angles soient au nombre de neuf, il n’y en a réellement que trois arbitraires, c’est pourquoi il ne faut jamais perdre de vue les relations qui les lient. Cetle dépendance des neuf cosinus est, dans certains cas, un obstacle à constater l’identité de deux expressions. On a donc cherché des formules, dans lesquelles n’entrent que trois constantes; le choix de celles-ci était naturellement indiqué dans plusieurs questions de mécanique et d’astronomie, où l’on emploie de préférence les nouvelles formules.
On peut déterminer la position des nouveaux axes par l’an-
gle <j< que fait avec OX la trace OA du plan X'OY' sur le plan
XOY, l’inclinaison 6 du plan X'OY' sur le plan XOY, inclinaison mesurée par l'angle ZOZ', enfln l'angle 9 de l'axe OX' avec la trace OA.
Or, il est possible d’amener le premier système sur le second , par trois rotations successives. Faisons tourner d’abord les axes primitifs de l’angle autour de OZ; tandis que Taxe OZ reste immobile, les axes OX et OY tournent dans leur plan de l’angle <{<; l'axe OX vient donc occuper la position OA ou OX,, et OY une certaine position OY,. Remarquons que Taxe OZ', perpendiculaire sur le plan X'OY' , et par suite sur la trace OA, est contenu dans le plan Yr,OZ perpendiculaire à OA. Actuellement , faisons tourner de l’angle 0 autour de OA; tandis que Taxe OX, reste immobile, les deux axes OY, et OZ tournent dans leur plan de l’angle 9 ; donc OZ vient occuper la position OZ', et OY, une certaine position OY,. Remarquons que les plans X,OY, et X'OY', tous deux perpendiculaires sur OZ', coïncident. Enfin, faisons tourner de l’angle 9 autour de OZ'; puisque les deux axes OX„ OY, tournent dans leur plan de l’angle 9, il en résulte que OX, vient se placer sur OX', et OY, sur OY'. Après ces trois rotations successives, les axes primitifs coïncident avec les axes nouveaux.
On a, de cette manière, quatre systèmes d’axes à considérer, savoir ; OXYZ, OX,Y,Z, OX,Y,Z', OX'Y'Z'.
Puisque deux systèmes consécutifs ont un axe commun, on passera de Tu 11 à l’autre par les formules de transformation employées dans la Géométrie plane. On a ainsi, pour les transformations successives,
Æ=a-,cos| — y,sm<l», y,=y,cos9 — z'sfnô, xt=x'cos 9 — y'sin 9, y=.T,sm|-|-y,cos<|', z = y,sin O+z'cosO, y,= x/sin^+y/cos<f.
L’élimination des auxiliaires x„ y,, y, donne
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|x= a’ (cos y cos p —s in fiitiip cos 6)-f-{/'( — sin o cos p — cos fSin p cos 0)-\-~ sin p sine, U—x' ( cos y sin p-\ -sin y cos p cos 6)+{/ '( — sin y sin p-j-cos y cos p cos 6)+a' ( — cos p sin 6) , *—x' sin y sin e-\-y' cos y sin 6 •+•*' cos 0.
Telles sont les formules connues sous le nom de formules d’ElILER.
La comparaison de ccs formules, avec celles du n°405, conduit aux relations suivantes :
a —cospcos'\i — sinpsintycosb , a' —cospsinty+sinpcostycosQ,
b = — sin p cos b — cos <p si nty cos 9,
(11) ( b' =— smipsin^+cosipcos'l'coss, b" —cospsinf); c =sinÿsinb,
& =—costysinb, l &r — cos 0 ;
d’où
lang<p=z
tang}=-~ 7-
408— Remarque. lorsqu’un corps tourne autour d’un axe fixe, la rotation peut s’effectuer dans deux sens différents
qu’il importe de distinguer. Considérons, par exemple, une rotation autour de l’axe OZ; en vertu de cette rotation, un rayon OA, mobile autour du point 0, tournera dans le plan XOY. Imaginons qu’un observateur soit placé sur l’axe OZ, les pieds en 0, la tête en Z ; cet observateur verra le rayon mobile OA tourner, soit de gauche à droite, soit de droite à gauche en passant devant lui ; on dira que la rotation est directe pour l’observateur dans le premier cas, inverse dans le second cas. Dans la figure, la rotation est directe, si OA tourne de OX vers OY dans le sens indiqué par la flèche ; elle est inverse, si OA tourne en sens contraire.
Fig. 231.
Deux systèmes d’axes rectangulaires OXYZ, OX'Y'Z', ne sont pas toujours susceptibles de coïncider. Pour le reconnaître, imaginons deux observateurs placés l’un sur OZ, l’autre sur OZ'; le premier observant la rotation de OX vers OY, le second celle de OX' vers OY7; si les deux rotations s’effectuent dans le même sens, par exemple dans le sens direct, comme cela a lieu dans la figure du numéro précédent, les deux systèmes d’axes peuvent coïncider. En effet, si l’on place OZ sur OZ', et si l’on fait tourner autour de l’axe commun, de manière à amener OX sur OX', nécessairement OY coïncidera avec OY'; car OY' et OY' forment tous deux un angle droit avec OX ou OX' dans le même sens. Mais si les deux rotations étaient de sens contraire, après avoir fait coïncider OZ avec OZ', OX avec OX', on verrait OY se placer, non plus sur OY', mais sur son prolongement.
Dans les formules d'Euler, on suppose que les deux systèmes d’axes rectangulaires offrent la même disposition, c’est-à-dire sont susceptibles de coïncider. On a amené le système primitif sur le système nouveau, par trois rotations directes. L’angle
de la rotation autour de OZ varie de 0 à 2tt; l’angle 6 de la rotation autour de OA est compris entre O et ■*, pourvu que sur l’intersection des plans XOY' et X'OY" on choisisse convenablement la direction OA; la rotation de ep autour de OZ' varie de 0 à 2ir.
400 — Formules générales. — Lorsqu’on change à la fois l’origine et la direction des axes, en menant par la nouvelle origine 0', dont les coordonnées relativement à l’ancien système sont a, b, c, trois axes 0X„ 0Y„ 0Z„ parallèles aux premiers et de même direction, on a x=a+a;1, y=b- f-y„ z~c+zl ; ensuite, x„ z, s’expriment en oc/, y/ , z' par l’un des groupes d’équations écrites précédemment; il suffit donc, pour avoir les formules générales, de remplacer dans ces équations x, y, z respectivement par x — a, y — b, z — c.
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gébriques et transcendantes, suivant que leurs équations sont elles-mêmes algébriques ou transcendantes. Quand l’équation est algébrique, elle peut toujours se ramener à la forme entière, et une transformation d’axes rectilignes ne change pas son degré. Le nombre qui exprime ce degré sert à classer les surfaces en ordres; ainsi, on dit qu’une surface est du premier, du second, du troisième ordre, etc., lorsque son équation est du premier, du second, du troisième degré, etc.
Pour que l’équation algébrique entière du degré m f(x, y, z)= 0,
représente réellement une surface de l’ordre wt, il faut que son premier membre ne puisse pas se décomposer en un produit de deux fonctions entières, ou qu’elle soit irréductible. Deux équations irréductibles distinctes représentent deux surfaces qui peuvent avoir une ou plusieurs lignes communes, mais ces surfaces n’ont jamais d’éléments superficiels communs; car pour avoir des systèmes communs de solutions des deux équations, on ne peut pas prendre arbitrairement, même entre des limites très-resserrées, deux des variables.
Un plan coupe une surface algébrique de l’ordre m suivant une ligne algébrique dont l’ordre ne peut dépasser m; en effet, si l’on rapporte cette surface à un système de trois plans coordonnés, dont fasse partie celui que l’on considère, on obtient l’équation de la ligne d’intersection, par rapport à deux des axes coordonnés, en remplaçant dans l’équation de la surface l’une des coordonnées par zéro; le polynôme à deux variables qui en résulte ne peut évidemment être d’un degré supérieur à m. Si la surface avait dans un plan plus de points qu’il n’en faut pour déterminer une ligne de l’ordre m, le plan tout entier ferait partie de la surface, et l’équation se décomposerait en deux facteurs. Une ligne droite rencontre une surface de l’ordre m en m points au plus, ou bien elle est située tout entière sur la surface.
SECTION D’UNE SURFACE PAR UN PLAN
411— Supposons d’abord que le plan passe par l’origine,
sa position 8e détermine comme au n« 407, par les deux angles 9 et tandis que la position des axes OX', OY', auxl 1 r quels on rapporte la courbe, est
donnée par l’angle 9. Ordinairement, on fait coïncider l’axe OX' avec la trace du plan sécant sur le plan XOY, alors on a 9=0. Dans l'équation de la surface f(x, y, z) =0, il faut donc mettre à la place de x, y, z les seconds membres des formules (10), puis faire 9=0 et z' = 0, ce qui revient à remplacer simplement x , y, z par les expressions
/ x=x'cosb — y'sin^cos 9,
(12) 1 yz=x/ sinty + y' costycos 9,
> z=y,sin 9,
que l’on obtient en faisant 9=0et s'=0 dans les formules(IO).
On trouve ces formules directement par deux rotations, l’une <|< autour de OZ, l’autre 9 autour de OX'.
Si le plan sécant défini de la même manière, quant à sa direction, au lieu d’être mené par l’origine, passait en un point ayant pour coordonnées a, b , c, dans les formules précédentes, on mettrait x—a, y — b, z — c à la place de x, y, z.
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES RECTILIGNES EN COORDONNÉES POLAIRES
zl
412 — Le système polaire défini au n« 393 étant assez fréquemment employé, il est bon d’indiquer comment on passe du système rectiligne rectangulaire au système polaire, et réciproquement. Considérons le cas où l’axe fixe est OZ, le plan ZOX le plan fixe à partir duquel se comptent les angles La projection de OM sur OZ est pcos 9, la projection OP de la même ligne sur
LIV. V, CHAP. II.— TRANSE. DES COORDONNÉES
le planXOY est psiraO; enfin les projections de OP sur les axes OX, OY sont psinàcos^, psinQsinty. Si donc on projette sur chacun des trois axes la droite OM et la ligne brisée OPM, on obtient les relations
i x=pcoS']isin^ ,
(13) < psm Asm 9,
I Z=pCOS0.
On en déduit les formules inverses
(U) P=A’+y‘+2', lang^=L cose_-^~=r.
Si les deux systèmes occupaient des positions relatives différentes, il faudrait se servir d’un système rectiligne auxiliaire.
Dans le système polaire, une direction OM est complètement déterminée par les deux angles 9 et A; on s’en sert fréquemment à ce point de vue. En astronomie, si la droite OZ est la verticale d’un lieu, le plan ZOX le plan méridien du lieu, et que le rayon OM soit le rayon visuel d’un astre, l’angle 0 sera la dislance zénithale de cet astre et l’angle <j/ son azimut. En géographie, on prend pour OZ la ligne des pôles, alors 0 est le complément de la latitude et ^ la longitude.
DISTANCE DE DEUX POINTS
413— Nous avons déjà trouvé la distance de l’origine à un point en coordonnées rectangulaires ou obliques. Soient ix’> y'> z')> (x", y1’, zf') les coordonnées de deux points M; et M", / la distance M' M" de ces deux points. Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, en MC Si les axes sont rectangulaires, on a (n» 400) :
I — y/ \od'—xf) * -f {y"—ÿ) ' -4- (z"— 2' ) * .
Si les axes sont obliques, on a (n° 402)
l = /(x/'~xl)'+(y"— 2(ÿ"-ÿQ yz"—z')co$\ +2 [z"—z') [x"—x') cos g.+t(x‘'—x/) (y11 — y') cos7.
CONSTRUCTION DE L’ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ
414 — L'équation générale du premier degré entre les variables x, y, z est
(1) Ax-f-By-|-C2-f-D=0 •
elle renferme trois paramètres arbitraires qui sont les rapports de trois des quantités A, B, C, D à la quatrième. D’abord, si deux des coefficients A, B,C sont nuis, elle se réduit à la forme
Cz-f-D=0 ou z=z —
Ij
elle représente un plan parallèle au plan XOY, lequel coupe
l’axe des z à une distance — pde l’origine. Si un seul des
mêmes coefficients est nul, on a l’équation AÆ-|-Bÿ-f D— 0 ,
qui représente, dans le plan XOY une droite, et dans l’espace un plan parallèle à OZ mené par cette droite.
Supposons enfin qu’aucun des coefficients A, B, C ne soit nul. On obtient les traces de la surface sur les trois plans coordonnés XOY, XOZ, YOZ, en faisant dans l’équation proposée 3=0, ou y — 0, ou x=0, ce qui donne trois droites PQ, PR, QR, ayant pour équations
Ax-f-Bÿ-f D=0,
Ax-j-Cz-j-D = o ,
Bÿ + C3+D=0.
Coupons la surface par un plan z=c, parallèle à XOY ; la projection de l’intersection sur le plan XOY a pour équation Ax+By+Cc-|-D= 0 ÿ
c’est une droite G'IP parallèle à PQ. L’intersection elle-même étant la ligne suivant laquelle le plan z=c, parallèle à XOY,
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rencontre le plan projetant mené par G' IL, est une droite GH, parallèle à G/H/, et par conséquent parallèle à PQ. D’ailleurs la droite GH rencontre la droite PR au point G. On peut donc regarder la surface comme décrite par une droite GH, qui se meut parallèlement à la droite PQ, en s’appuyant constamment sur une autre droite PR ; donc la surface est un plan.
ÉQUATION DU PLAN
445 — Réciproquement, tout plan est représenté par une équation du premier degré entre les variables x, y, z. Car lorsque le plan est parallèle à l’un des plans coordonnés, XOY par exemple, si l’on appelle c la coordonnée z du point où il rencontre l'axe OZ, son équation est z—c. En second lieu, si le plan est seulement parallèle à l’un des axes , OZ par exemple, sa trace sur le plan XOY a une équation de la forme Aa;+Bÿ-f-D=0; celle-ci représente, dans l’espace, le plan donné.
Enfin, supposons que le plan ne soit parallèle à aucun des axes; soient
z=ax + Y, z — by +?
les équations de ses traces PR et QR sur les plans XOZ et YOZ. On peut disposer des coefficients de l’équation (1) \x -{- By -(- Cs -j— D zzz 0,
de manière que le plan qu’elle représente coïncide avec le plan proposé. En effet, les traces du plan représenté par l’équation (1) sur les plans XOZ et YOZ ont pour équations Aar+Cz-f D=0, By+C~ + D=0,
ou
elles coïncideront avec les traces PR, QR du plan proposé, si
l’on a
ou
A= — Ca, B=— C6, D=-Cr.
L’équation (t), dans laquelle on substitue les valeurs précédentes, devient, après la suppression du facteur C,
s — ax — by —
CONDITIONS i*OCR UCE DEUX PLANS SOIENT PARALLÈLES.
416 — Soient
A.r -}- By -f- L z -}- D — 0,
les équations de deux plans. Pour que ces plans soient parallèles, il est nécessaire et il suffit que leurs traces sur deux des plans coordonnés soient respectivement parallèles. Les traces sur le plan XOZ ont pour équations
Ax -f- Ce -J- D — 0 ,
A'x + QJz -)- D7= 0 ;
ces deux droites seront parallèles, si elles ont le même coeffi-
G Cl
cient angulaire, ce qui donne lacoudition — -= — ou
-- — — . De même les traces sur le plan YÜZ ont pour équa-
ÉQUATION GÉNÉRALE DES PLANS QUI PASSENT PAR UN POINT DONNÉ
417— L’équation générale du premier degré renfermant trois paramètres arbitraires, savoir les rapports de trois des coefficients au quatrième, il faut trois conditions pour déterminer un plan.
Cherchons d’abord l’équation générale des plans qui passent par un point donné M; ayant pour coordonnées x! , y', z'. Soit (1) Ax+ By + Cü + D— 0
l’équation d’un plan quelconque. Pour que ce plan passe par le point M', il faut que les coordonnées de ce point vérifient l’équation du plan, ce qui donne l’équation de condition (3) Aod + B?/ + Czf + D=0,
qui déterminera l’un des coefficients, par exemple le coefficient D. Nous éliminerons ce coefficient en retranchant les deux équations (1) et (3) membre à membre; l’équation (4) A(x— a/) + B(ÿ— y') + C(z— z')=0, qui renferme deux paramètres arbitraires, les rapports de deux des trois coefficients A, B, C au troisième, est l’équation générale des plans passant par le point ML Si l’on voulait mener par un point un plan parallèle à un plan donné, l’équation du plan demandé étant de la forme (4), il suffirait de prendre les coefficients A, B, C proportionnels et plus simplement égaux aux coefficients de x, y, z dans l'équation du plan donné.
PLAN PASSANT PAR TROIS POINTS DONNÉS
448 — Pour qu’un plan
Ax -}- -}- Cz -j- 1) — 0
passe par trois points donnés (a?', y', z'), (x",y", z"), (as"', y"', z"'), il faut que les trois équations de condition Kx' + By1 + Cz' -f D =0,
Ax" + B y" + C z'1 + D=0,
AoJ" + B y1" + C z"' + D=0
soient vérifiées. De ces équations du premier degré, on déduira
ABC
les rapports g » > "jj de trois coefficients au quatrième.
Lorsque les trois points donnés sont situés sur les axes des coordonnées, l’équation du plan prend une forme très-simple. Appelons a, b , c les coordonnées des points P, Q, R, où le plan coupe les axes. On obtient le point P en faisant, dans l’équation du plan
Ax -f- B y C z -|- 1) — 0,
3/=0 et z~ 0, ce qui donne a =— 5 ; on a de même le point
Q en faisant z =0 et x =0, d’où b= — et le point R en
faisant æ=0 et y=0, d’où c= — J). Si Ton remplace les
rapports ^ ^ par leurs valeurs — -, — — - tirées des D 1)U abc
relations précédentes, l’équation du plan se met sous la forme
INTERSECTION DE TROIS PLANS
410 — La recherche du point d’intersection de trois plans revient à la résolution de trois équations du premier degré Ax -f- Bÿ -}- Cs + D= 0,
A'x + B' y + C's ET =0,
à trois inconnus x, y, z. Si les trois plans se coupent en un point, les trois équations admettent une solution finie et une seule. Si les trois plans n’ont pas de point commun, ce qui arrive quand les plans se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles, ou quand deux des plans sont parallèles, les trois équations n’ont pas de solution. Si les trois plans passent par une même droite, ou se confondent, il y a une infinité de solutions. Dans le premier cas, on peut prendre à volonté Tune des variables; dans le second cas, deux des variables.
ANGLES DE LA NORMALE AU PLAN AVEC LES AXES
420— Jusqu’à présent nous n’avons fait aucune hypothèse sur les coordonnées; dans ce qui suit, nous supposerons les coordonnées rectangulaires. Soit
A.x + Bÿ -f- Cz -f D = 0
i’équation d’un plan; les coordonnées a, b, c des points P, Q,R,
où ce plan coupe les axes, sont données par les formules
i De l’origine 0 abaissons une
perpendiculaire OL sur le plan r (fïg. 233), et joignons le pied L
/ \\ de la perpendiculaire aux points
I \L\ P, Q,R, de manière à former
/ trois triangles rectangles OLP,
/ .//k ^ ' T * OLQ, OLR. La distance OL, que nous désignerons par l , est la y/Q projection sur la droite OL des
Fie j35 droites OP, OQ , OR ; on a donc
l=acosa=zb cos c cos y; et, en remplaçant a, b, c par leurs valeurs,
/<s3 / COS a COS p COSy
Chacun de ces rapports est égal au nouveau rapport
COSta-\-COS' p-t-COS’f 1
~ /A*+ B’+C"’ /A’+BM-C* ’
en vertu de la relation co»ia+cosip+cos'y=\ . On en déduit ^ cosa cosfi cosy i
Ces formules déterminent les angles que fait la normale au plan avec les axes des coordonnées, et par conséquent les angles que fait le plan avec les plans des coordonnées. Le double signe se rapporte aux deux directions opposées de la normale.
UKOMKTHIK ANALYTIQUE.
ANGLF. DF. DEUX PLANS
4SI —Soient
Ax + Bÿ4-C= + D=0, A'x + B'y +C's + iy=0
les équations des deux plans. L’angle cherché est égal à l’angle «les normales menées de l'origine aux deux plans donnés. Désignons par a, p, y les angles que fait avec les axes la première normale, par a', p', y/ les angles de la seconde normale, et par V l’angle cherché. Les axes élant supposés rectangulaires, on a (n° 401)
cos X— cos » cos al -f- cos p cos p' -(- cos y cos Y ; d’où, en vertu des formules (7),
DISTANCE D UN POINT A UN PLAN
42*— Quand nous avons cherché les angles que la normale OL au plan
Ax + By + Cz + D=0
fait avec les axes (n° 420), nous avons désigné par l la longueur de cette normale, et nous avons trouvé les rapports égaux
l COSûl cos p COSf 1
Il en résulte
Cette formule donne la distance de l’origine au plan en coordonnées rectangulaires.
Il est facile d’en déduire la distance d’un point quelconque M ayant pour coordonnées y,, z,. Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point M, l’équation du plan devient
A^ -f - B. /'+ Gy' + (A.r, + Bÿ, + Cs, + D) =0.
LIV. V, CHAP. III.— DE LA LIGNE DROITE. 389 En vertu de la formule (10) , la distance du point M au plan aura pour expression
m) f _Ag,+By1+C»l+P
/ÂMÿÜ'+C*
DE LA LIGNE DROlfu.
PROJECTIONS D’üNE DROITE.
423 - La manière la plus simple de définir une droite dans l’espace est de la considérer comme l’intersection de deux plans. Une droite sera donc représentée par le système de deux équations du premier degré
Ax -f- By -j- G z D=0,
Si l’on élimine ÿ ou i entre les deux équations, on obtiendra deux équations de la forme
(1) x = az-\-p, y = bz+q;
ce sont les équations des plans qui projettent la droite sur le plan XOZ ou sur le plan YOZ. On peut aussi considérer chacune de ces équations comme étant celle de la projection ellemême dans son plan.
Si dans les équations (t), on fait = = 0, on obtient les coordonnées x=p , y=q de la trace de la droite sur le plan XOY.
Quand deux droites sont parallèles, leurs projections étant respectivement parallèles, les coefficients angulaires a et b sont les mêmes dans les équations de ces droites.
Les équations générales d’une droite renferment quatre paramètres arbitraires a, b, p, q.
ÉQUATION GÉNÉRALE DES DROITES QUI PASSENT PAR UN POINT DONNÉ
424 — Pour qu'une droite
(t) x=az+p, y=bz + q
passe par un point donné M, ayant pour coordonnées x/, y1 , z', il faut que les coordonnées de ce point vérifient les deux équa-
tions de la droite , ce qui donne les deux équations de condition
x'—az' + p, 1/ =bz! -fq,
servant à déterminer deux des paramètres, par exemple p et q. Si l’on retranche ces équations des équations (i), on obtient les équations
(2) x—%xJz=.a(z—z'), y—y'—b{z—z'), dans lesquelles les deux paramètres a et 6 sont arbitraires, et qui représentent toutes les droites passant par le point donné.
DROITE PASSANT PAR DEUX POINTS DONNÉS
425 — Les équations (2) représentent une droite quelconque passant par le point M; cette droite passera par un second point M' ayant pour coordonnées x", y" , z", si les conditions x" — x’=za (z" — z'), fi" — f/=b ( z " — z') sont vérifiées ; on en déduit
xf’—xf b_ y " — y 1
AF M Ât *“ A*
et la droite cherchée a pour équations
rrJf yl' 1 J
(3) x-x' = (s-zf), y-y1 (z-z'),
À) — A! AF Af
ou plus simplement
x — cd y—;/ z—z'
x/' — xf y " — y' z" — z'
On obtient immédiatement les équations (2) et (3), en remarquant que, lorsqu’une droite passe par un point , les projections de la droite passent par les projections du point.
INTERSECTION D’UNE DROITE ET dT’N PLAN.
420— Les coordonnées du point de rencontre d’une droite et d’un plan s’obtiennent, comme celles du point de rencontre de trois plans, par la résolution de trois équations du premier degré à trois inconnues. Si les équations de la droite sont, x=az + p, y=bz + q.
et celle du plan
Aar + By-f C3 + D=0,
LIV. V, CHAP. III.— DE LA LIGNE DROITE. 391 en éliminant a; et y, on obtient de suite la coordonnée z du point d’intersection
Ap+By+D
Aa4-B6+C
Si l’on a
(5) Aa + B& + C=0,
la valeur de 3 devenant infinie, le point de rencontre s’éloigne à l’infini et la droite est parallèle au plan.
Si l’on a en même temps
(0) Aa+B6+C=0,
Ap + Bq4-D=:0,
la valeur de z est indéterminée, la droite a une infinité de points communs avec le plan, c’est-à-dire qu’elle est située dans le plan. La première des conditions (G) exprime que la droite est parallèle au plan ; la seconde que la trace de la droite sur le plan des xy , trace qui a pour coordonnées (p, q ,0) , est située dans le plan.
CONDITION POUR QUE DEUX DROITES SE RENCONTRENT
427 — Deux droites placées dans l’espace ne se rencontrent pas en général ; pour qu’elles se rencontrent, il faut que leurs équations
( x=az+p, | x=a'z+p',
I y = bz+q, { y=Vz+q',
soient satisfaites par un même système de valeurs de x, y, z. Ceci n’aura lieu que si la condition
(7) (a—af)[q -q’) — (b — V)(p — p/)=0, obtenue par l’élimination de x, y, z, est remplie.
ÉQUATION GÉNÉRALE DES PLANS QUI PASSENT PAR LA DROITE D’INTERSECTION DE DEUX PLANS DONNÉS.
428 — Soient A=0, B=0 les équations de deux plans. L’équation
(8) A + XB=0,
dans laquelle le paramètre X est arbitraire, représentera tous les plans qui passent par la droite d’intersection des deux pre-
miers plans. Il est évident d’abord que, quelle que soit la valeur attribuée au paramètre X, le plan représenté par l’équation (8) passera par la droite d’intersection des plans A =0, B=0 ; car celte équation est vérifiée par les coordonnées de chacun des points communs aux deux plans. On voit ensuite que l’équation (8) représente tous les plans qui passent par la droite d’intersection des deux plans donnés; car l’un quelconque de ces plans est défini par la droite d’intersection , et un point (x', y', z') pris arbitrairement dans l’espace ; or, on peut déterminer le paramètre X, de manière que le plan (8) passe par ce point.
MENER UN PLAN PAR UN POINT ET UNE DROITE DONNÉS
429— Soient x1, y', z' les coordonnées du point donné,
( Ax-{- By + Cz + D=0, j A'z+B'y+C'z+D^O,
les équations de la droite. Le plan cherché passant par la droite aura une équation de la forme
Ax + By + Cz + D + X (A'x + B’y + C'z + DO =0 ; on déterminera le paramètre X de manière que le plan passe par le point donné, ce qui donne l’équation de condition Ax1 + By + Cz' + D + X (A'x' + B 'y' + C'zf -f 1T ) =0, d’où l’on déduit la valeur de X. Le plan cherché a pour équation
Ax + Bi/+ Cz + D __ A'x + By -f C'z + D'
(J) Ax'+Bÿ'-fCz'+D— A'x'+By-l-C'z/-t-D' '
PLAN DONNÉ
430 — Soient
j Ax -}- B y -f- Cz -j- D xx 0,
( A'x+B'y+C’s+D'rrO, les équations de la droite donnée,
celle du plan donné. Le plan cherché, passant par la droite, a une équation de la forme
Ax + By + Cz + D + X (A'x + B' y + C'z + DO = 0.
L1V. V, CHAI». III — DE LA LIGNE DROITE. 303 Ce plan sera perpendiculaire au plan donné, si la condition A" (A + XA') + B" (B + XB') + C" (C + XC')=0 est vérifiée (n0^), les axes étant supposés rectangulaires; on en déduit
et le plan cherché a pour équation ( 1 0) (A'A"+B' B"+C'C")(AH-B(/-f Cî+P)=( A"A+B"B+C''C)( \ix+H'y+C î+D ') .
Les trois plans donnés forment un trièdre; par l’une des arêtes nous avons mené un plan perpendiculaire à la face opposée. Les plans menés par chacune des autres arêtes perpendiculairement à la face opposée ont de même pour équations (A,'A+B’'B^-C'C)(A'a■-l-B'ÿ-|-C'2-^-ü')=(.AA'-^-BB'+CC';(A''x-^-B''ÿ+C''s-^-D,'), (AA‘-l-BB,q-CC')(A''x+B''ÿ+C’'i-l-D")=(A'A''-f-B/B"-|-0'C''j(Ax+B|/-l-Cs-l-D). En ajoutant les deux premières équations membre à membre, on trouve la troisième ; on en conclut que les trois plans passent par une mêmç droite.
ANGLES u’iNE DROITE AVEC LES AXES.
431 — Dans les questions que nous avons traitées jusqu’à présent sur la ligne droite, excepté dans la question précédente, nous n’avons fait aucune hypothèse sur les coordonnées; dans ce qui suit, nous supposerons les coordonnées rectangulaires.
Soient
x—az + p, y — bz+q
les équations d’une droite. La parallèle OL menée par l’origine (lig. 23ü) aura pour équations
x =az, y=bz.
Désignons par a, fi, y les angles que fait la droite OL avec les axes. Prenons sur cette droite un point M, situé à une distance l de l’origine. Les coordonnées x, y, z du point M étant les projections orthogonales de la droite OM sur les axes, on a
X — l COS a , y — lcosfi, Z=lcOS‘{,
et par suite
COS a COS p COS Y
Le point M étant sur la droite OL, on a x=az, y—bz; on en déduit
cos a cos p cos y
az bz z
ou, en multipliant par z ces rapports égaux,
cos a cos ^ cos y
Chacun de ces rapports étant égal au rapport
t^COS* a-j^COS* P+COS’y 1
on a les formules
cosa
cos p
COS Y
qui déterminent les angles que fait la droite donnée avec les axes. Le double signe se rapporte aux deux directions de la droite.
PAR UN POINT MENER UNE DROITE QUI FASSE AVEC LES AXES DES ANGLES DONNÉS.
432 — Proposons-nous de mener par le point M', dont les coordonnées sont x>, y’, z', une droite qui fasse avec les axes des coordonnées rectangulaires les angles a, p, y- La droite cherchée est représentée par des équations de la forme
Mais on a
co s ol cos p cos y
si l’on divise ces rapports égaux deux à deux, il vient
(i2) — y—tf — z~~
cosa cos p cos y
On peut obtenir directement ces équations ; si l’on désigne par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque M de la
LIV. V, CIIAP. III.— DE LA LIGNE DROITE
droite, et par p la distance M M, les différences x — x', y — y', z — z' sont les projections de la longueur M'M sur les axes des coordonnées. D’un autre côté, si la longueur M'M est comptée à partir du point M' dans la direction qui fait avec les axes les angles a, p, y, ces projections sont égales à pcos a, pcosp, p cos f ; si la longueur M'M est comptée dans la direction opposée, ces projections sontégales à — pcos a, — pcos p, —pcosy. On a donc, dans tous les cas,
X — x’ = pCOSa, y — J/'=pCOSP, Z — z' == p COS f ,
COS a COSp COS Y
en convenant de regarder la longueur p comme positive ou négative , suivant qu’elld, est parcourue dans la première direction ou dans la direcfîjpn opposée.
ANGLE 1)E DEUX DROITES
433— Soient
x—az-\-p, j x=a'z-\-p ',
y=bz+q, ( y = bz+q‘ ,
les équations de deux droites. On déterminera les angles (a, p, y), («', P? /) de chacune d’elles avec les axes, puis on exprimera l’angle V qu’elles font entre elles par la formule connue (n° 401). On a
cos <x cos p cos y . 1
cos
J cos f/_
d’où
(13) cosV=:
Vd%+b'*+ 1
l/V+ô’+I l/a',+ô',+l Les droites sont perpendiculaires entre elles lorsque lu relation
(14) aa' + 6ô'+l=0
est satisfaite.
GÉOMÉTIUE ANALYTIQUE.
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ANGLE DINE DROITE ET d’CN PLAN.
434 — Soient
x=az + p, y=bz + q les équations de la droite,
A^ + Bÿ+Cz + D=0
celle du plan. L’angle V de la droite et du plan est complémentaire de l’angle que forme la droite avec la normale au plan.
Si l’on appelle a , p , y les angles que fait la droite avec les axes, a', p', i les angles que fait la normale au plan, on a
COS a COS P COS y 1
a b t ±yat_|_6’-j-j
et par suite
cos®' cos p' cos Y t
05) sin\= Aa_+yC
CONDITIONS POCR QU’UNE DROITE ET IN PLAN SOIENT PERPEN- DICILAIRES
435 — Soient, comme précédemment, x=az+p, y — bz + q les équations de la droite, * *
Ax-fBÿ-(-Cs + D=0
celle du plan. En désignant par ®, p, y les angles de la droite avec les axes, par a', p', Y ceux de la perpendiculaire au plan avec les mêmes axes, nous avons
cos a cfcsp cos y
COS a' COS P' COS Y7
Si la droite est perpendiculaire au plan, les angles a, p, y étant respectivement égaux à a', p', Y, on a, en divisant les rapports précédents deux à deux,
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Réciproquement, lorsque les conditions (16) sont remplies, la droite est perpendiculaire au plan. On en déduit, en effet, A=aC, B=6C, et par suite
cosa cos p cos y*
~âcT~~bc~~ ~C~*
ou, en multipliant par C ces rapports égaux, cos o! cos 6' cos y'
On a d’aillf urs
COS a
COS P COS y
Si Bon divise ces rapports égaux deux à deux, il vient
COSa cosp COSy l/cOS’a-f-COS’p+COS'Y Kj .
COS a' cosp COSy1 l/cos’a'+cos’p'+cosv
les angles a et a! , p et $ , y et y' étant respectivement égaux ou supplémentaires, on en conclut que la droite est perpendiculaire au plan.
Des relations (16) on déduit aisément ce théorème dont on se sert en géométrie descriptive : lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan , la projection de la droite sur un plan quelconque est perpendiculaire à la trace du plan. La projection de la droite sur le plan XOZ a pour équation x—az+p, l'équation de la trace du plan est Ax-|-Cz-f-D=:0 , la relation
a = — exprime que les deux droites sont rectangulaires. De
même, la relation b— — exprime que la projection de la droite
ti
sur le plan YOZ est perpendiculaire à la trace du plan.
PLAN DONNÉ
436— Soient x1, y', z‘ les coordonnées du point donné M, Ax-f Bî/ + Gz + D=0
l’équation du plan. Les équations de la droite cherchée seront île la forme
br. 26
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Celle droite sera perpendiculaire au plan donné, si les relations
sont 'vérifiées ; on en déduit
et, par suite, la droite cherchée a pour équations x—x1— ^ (*—*’)> y—y'= ou, plus simplement,
x xf _ y-y! _ W ' 1 A — B ~ C
On obtient immédiatement ces équations, en remarquant que les numérateurs sont proportionnels aux cosinus des angles que la droite fuit avec les axes, tandis que les dénominateurs sont proportionnels aux cosinus des angles que la normale au plan fait avec les axes; la droite coïncidant avec la normale, ces deux séries de quantités sont proportionnelles.
437 — Les coordonnées du pied de la perpendiculaire, c’està-dire du point P où la perpendiculaire perce le plan, seront données par les deux équations (17) jointes à l’équation du [dan. On peut mettre l’équation du plan sous la forme A(x— x')+ B (y — 1/0 .4- G (z — 2') = — (Aa^ + Bÿ' +C;' + D); en ajoutant les numérateurs et les dénominateurs des rapports égaux (17), après avoir multiplié les deux termes du premier par A, ceux du second par B, ceux du troisième par C, on forme un nouveau rapport égal à chacun des précédents
A (x— zO-f B {y—ÿ)+ C ( z—z'j _ — (Aa/-f- By’+Cs’-fD) A‘-fB‘-fC’ ~ A’+B’+O5 ;
on a ainsi les équations
x—x1 _ y— y' _ s— z1 _ — (Ax'+By'+Cz'+D)
qui déterminent le pied de la perpendiculaire.
On obtiendra la longueur de la perpendiculaire en rempla-
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çant les différences x—x1, y— y1, z—zf par leurs valeurs dans la formule
/= i/(x—x') i+{y-y'),+(z—zV,
ce qui donne
I A&'+Bÿ' + Cz'-f D
On retrouve ainsi la formule à laquelle nous avons déjà été conduits par une autre méthode (n» 422).
PAR «JN POINT llONNÉ MENER UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE DROITE DONNÉE.
438 — Soient a*, y', z ' les coordonnées du point donné M,
x=as+p, y—bz+ q
les équations de la droite. Le plan cherché, passant par le point M, a une équation de la forme
\(x— a/) +B(iy — y1) +C(z — z0=O.
Ce plan sera perpendiculaire à la droite, si les relations
A__ B __ JC a b 1
sont vérifiées. En remplaçant les rapports — et — parleurs
valeurs a et b, l’équation du plan cherché devient (19) a(.r-.r,) + 6(y— y') + (* — s')=0.
On obtient encore immédiatement cette équation , en remarquant que les quantités a, b, 1 sont proportionnelles aux cosinus des angles que fait la droite donnée avec les axes, tandis que les quantités x — x', y — y', z — z' sont proportionnelles aux cosinus des angles que fait avec ces mêmes axes la droite qui va du point M à un point quelconque du plan ; ces deux directions étant rectangulaires, la somme des produits de ces quantités deux à deux doit être égale à zéro.
439— On aura le point P où le plan coupe la droite, en joignant l’équation du plan aux deux équations de la droite ; celles-ci étant mises sous la forme
iOO
x — x'—a (z — z') — (x 1 — az! — p) ,
V — y' — b (z—zl) — (t/ — bz' — q), on en déduit, en remplaçant x — xt et y — y1 dans l’équation du plan,
_ a (x1 —az1 —p)+b ( y’—bz’—q )
A l’aide de ces formules , on calculerait aisément la distance MP du point à la droite donnée. Mais nous l’obtiendrions plus rapidement par une autre méthode.
PAH UN POINT DONNÉ MENER UNE DROITE PERPENDICULAIRE A UNE DROITE DONNÉE.
440— Soient x1, if, z' les coordonnées du point donné,
x=az -f-p, y=bz + q
les équations de la droite donnée. La droite cherchée est l'intersection de deux plans, l’un mené par le point et la droite donnés, l’autre mené par le point donné perpendiculairement à la droite donnée. Le premier a pour équation (n° 429'
x — az — p y — bz — q
x/ —az' — p y' — bz! —q ’
le second (n° 438)
a(x—x?)+b{y — yl) + [z—z') = 0; les deux équations simultanées représentent la droite cherchée.
DISTANCE d’un POINT A UNE DROITE DONNÉE.
441— Appelons toujours x\ \J , zf les coordonnées du point donné M. Supposons d’abord que la droite donnée OL passe par l’origine , et désignons par a, p, y les angles qu’elle fait avec les axes des coordonnées rectangulaires. La perpendiculaire MP, abaissée du point M sur la droite OL, étant un côté d’un triangle rectangle OMP (fig. '■237), on a
f*=MP,=ÔM* — OP*.
La distance OM est connue; elle est donnée par la formule Quant à la distance OP, c’est la projection de la droite OM sur
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la droite OL; en écrivant que la projection de la droite OM est égale à celle de la ligne brisée OABM, dont les côtés sont les coordonnées x', y1, z' - du point M, on a
OP=.t/ COS a -f- 1 / COS P + z' COS f.
Fi t37 II vient de la sorte
(20) l*=X,, + y'*-\-Z/t — (x1 COS a -f 1/ COS P + Z1 COS y)*.
O11 peut mettre cette formule sous une autre forme. Si l’on multiplie la quantité x '* -f y'J -J-z'1 par cos ’a-f cos ’p-fcos’y, c’est-à-dire par l’unité, on a
P=(.r,,+ÿ'*+z'*)(cos,a+cos,p+«)S,Y) — (x'cos'A+i/cos^-\-z'coS'ty, en effectuant les calculs et groupant convenablement les termes, il vient
(21) r=(i/'cosy — z'cos p)’-f (z'cosn — x’cosy),+(x'cos P — iJCOS <*)*.
Supposons maintenant que la droite donnée ne passe pas par l’origine, et soient
x=az + p, y=bz-\-q
les équations de cette droite. Imaginons que l’on transporte les axes, parallèlement à eux-mêmes, en un point de la droite, par exemple au point (p, q, 0) où elle perce le plan XOY ; les coordonnées du point M relativement à ces nouveaux axes étant x'—p, y — q, z! , on aura, en appliquant la formule (21), /*=[(»'— q)cos-/— , p)cot/— s'co*oc]*4-[(*'— p)cos, 8— [y'—q)coix]\ si l’on remplace enfin cos a, cos p , cos y par leurs valeurs, on obtient la formule
. {x'—a z'—pY+ (y'—bz'—q )* + (x'—p)— a (y'—q) )« a'+b'+l
PLl'S COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES.
442 — Soient
x=az-\-p, y=bz-\-q les équations de la première droite AB,
x = a'z+p’ , y=zb'z-\-q'
celles de la seconde droite CD (fig. 238). On sait que la perpcn-
diculaire commune MN à ces deux droites mesure leur plus courte distance. Ou sait aussi que la longueur l de cette perpendiculaire commune MN est égale à la distance d’un point quelconque de la droite CD au plan P mené par la droite AB parallèlement à CD. Cherchons d’abord l’équation du plan P; tout plan mené par la droite AB a une équation de la forme
(x—as—p) + \(y—bz—q) = 0; ce plan sera parallèle à CD, si la condition (n° 426)
{a'+W)- {a+lb)=0 est remplie; on en déduit
et par suite le plan P a pour équation
(23) (b — b') (x — az — p)—(a—a') (y — b: — q) =0.
La distance à ce plan d’un point quelconque de la droite CD, par exemple du point (p1 ,qf , o), où elle perce le plan XOY’, a pour expression (n«> 422)
(2.4) iz={b~b') (P— P/> — (g— a') M— fl’).
± \/(a—a/)'+(b—by+ {aV-ba')'
Telle est la plus courte distance des deux droites données.
443 -Si l’on demandait les équations de la perpendiculaire commune MN, il faudrait, par chacune des droites données AB, CD, mener un plan perpendiculaire au plan P; ces deux plans, par leur intersection, détermineraient la droite MN. Un plan
{x — az — p) + X (y — bz — q) = 0, mené par la droite AB, sera perpendiculaire au plan P représenté par l'équation (23) , si la condition (n° 421)
(b — b’) — X(a — a1)— (a +X6)(a6/ — èa’j = 0 est vérifiée; on en déduit la valeur de X, et le plan cherché a pour équation
SPHÈRE
444— La surface de la sphère, étant le lieu des points distants du centre d’une quantité constante égale au rayon, a pour équation, en coordonnées rectangulaires,
Si, à l’équation d’une sphère, on joint celle d’un plan, on aura les équations de la ligne d’intersection, c’est-à-dire d’un cercle dans l’espace.
EXERCICES
1° Étant donné un système de trois axes rectangulaires et un point sur chacun des axes; trouver en fonction des coordonnées des trois points, 1° les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle qui aurait pour sommets les trois points, 2« les coordonnées du centre du cercle inscrit dans le même triangle.
2° Une ellipse et une hyperbole sont disposées dans deu plans rectangulaires, de façon que les sommets do l’une des courbes sont les foyers de l’autre ; démontrer, 1° que, si l’on joint un point quelconque de l’ellipse à deux points fixes de l’hyperbole, la somme des rayons vecteurs est constante lorsqu’il y a un des points fixes sur chacune des branches de l’hyperbole, et que la différence des rayons est constante lorsque les deux points fixes appartiennent à la même branche de l’hyperbole ; 2° que, si l’on joint un point quelconque d’une branche de l’hyperbole à deux points fixes de l’ellipse, la différence des rayons vecteurs est conslante.
3° Démontrer que, si par chacune des arêtes d’un angle trièdre et la bissectrice de la face opposée , on fait passer un plan, les trois plans ainsi obtenus se coupent suivant une même droite.
4° Étant donné un trièdre et une droite passant par son sommet, par la droite fixe et chacune des arêtes on fait passer un plan qui partage la face opposée en deux angles; démontrer que le produit des sinus de trois segments non consécutifs est égal au produit des trois autres. (Réciproque. )
5° Étant donné un trièdre, par le sommet on mène un plan quelconque qui détermine sur chaque face deux segments ; démontrer que le produit des sinus de trois segments non consécutifs est égal et de signe contraire au produit des trois autres. (Réciproque.)
6° Trouver l’aire d’un triangle en fonction des coordonnées des sommets, les axes étant rectangulaires.
7® Trouver le volume d’un tétraèdre ayant l’un de ses sommets à l’origine en fonction des coordonnées des trois autres sommets.
8° Démontrer que les trois droites qui joignent les milieux des côtés opposés d’un tétraèdre passent par un même point.
9° Trouver l’équation d’un plan mené par un point de l’axe des x, perpendiculairement à cet axe, les coordonnées étant obliques.
Application à la détermination du centre d’une sphère donnée par son équation en coordonnées obliques, au moyen de plans perpendiculaires aux axes.
40° Les six plans des cercles d’intersection de quatre sphères prises deux à deux se coupent en un même point.
CHAPITRE IV
Génération des Snrrnce».
445— Soient
F (x, y, z, «)= 0, F, (x, y, z, «)=0 les équations d’une ligne renfermant un paramètre arbitraire <*; si l’on fait varier a d’une manière continue, la ligne se meut dans l’espace et engendre une surface. On obtiendra l’équation de cette surface en éliminant le paramètre a entre les deux équations de la ligne mobile (n° 98).
Supposons que* les équations d une ligne mobile F (x, y, z, <*, p)=0, F, (x, y, z, a, p)=0 renferment deux paramètres variables a et p, assujettis à vérifier la relation
Un seul de ces paramètres sera arbitraire, et la ligne, dans son mouvement, engendrera encore une surface dont on obtiendra l’équation en éliminant les deux paramètres a et p entre les trois équations précédentes.
En général , si les deux équations d’une ligne mobile renferment n paramètres variables , assujettis à vérifier n — 1 équations de condition, cette ligne engendrera une surface dont on obtiendra l’équation en éliminant les n paramètres variables entre les deux équations de la ligne et les n — 1 équations de condition.
On donne le nom de génératrice à la ligne mobile qui engendre la surface. On définit ordinairement le mouvement de la génératrice en l’assujettissant à glisser sur certaines lignes fixes, que l’on nomme directrices. Soient f(x,y,z) = 0, fi(x,y,z) = 0
les équations d’une directrice; pour que la génératrice rencontre la directrice, il faut que les quatre équations de ces deux lignes soient vérifiées par un même système de valeurs de x, y, z; si donc, entre ces quatre équations, on élimine
x, y, z, on obtiendra une équation de condition entre les paramètres a, p,... que renferment les équations de la génératrice. Chaque directrice donnera ainsi une équation de condition entre les paramètres variables. Si donc les équations de la génératrice renferment n paramètres variables, il faudra assujettir cette ligne mobile à glisser sur n — 1 directrices.
On appelle surfaces réglées les surfaces engendrées par le mouvement d’une ligne droite. Les équations générales d’une ligne droite renfermant quatre paramètres variables, il faut trois directrices pour définir le mouvement d’une ligne droite. Parmi les surfaces réglées , nous étudierons particulièrement les surfaces cylindriques, les surfaces coniques et les surfaces conoïdes. *
SURFACES CYLINDRIQUES
446— On appelle surface cylindrique une surface engendrée par une droite qui se meut en restant constamment parallèle à elle-même.
La génératrice sera représentée par les équations x—az + 't, y—bz-{-$,
dans lesquelles les paramètres a et b sont constants, et les deux paramètres a et p variables. On définira le mouvement de la génératrice, en l’assujettissant à glisser sur une directrice donnée, ce qui fournira une équation de condition
entre les deux paramètres variables a et p. On obtiendra l’équation de la surface, en éliminant les deux paramètres a et p entre les deux équations de. la génératrice et l’équation de condition; remplaçant, dans cette dernière, a et p par leurs valeurs x — az, y — bz, tirées des deux premières, on aura l’équation de la surface cylindrique
(1) o[x — az, y — bz) = 0.
447 — Plus généralement, la génératrice peut être représentée par les deux équations
ax -f by + cz -f- d = « , a’x -j- b' y dz -f- d'— p,
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dans lesquelles les deux paramètres a et fl sont seuls variables; car, chacune de ces équations étant celle d’un plan qui se meut parallèlement à lui-mêine, la droite d’intersection conserve aussi la même direction. Les deux paramètres a et p sont liés par une équation de condition© (a, p) = 0; l’élimination des deux paramètres a et p donne l’équation de la surface cylindrique
(2) 9 (ax + by+cz + d, a'x + b1 y + c7 z+d')=().
Réciproquement, toute équation de la forme (2) ne peut représenter qu’une surface cylindrique. Si l’on pose, en effet, ax-\-by-\~cz-\-d — <t, a'x + b'y +c,2 + d'=P; l’équation proposée devient
à tout système de valeurs réelles de a et ?, vérifiant cette équation , correspond une droite ayant une direction déterminée; l’ensemble de ces droites forme une surface cylindrique.
Ainsi, l’équalion générale des surfaces cylindriques est une équation quelconque entre deux polynômes du premier degré en x, y, z.
Cependant, il peut arriver que l’équation 9 (a, P)=0 n’admette qu’un nombre fini de solutions réelles; dans ce cas, l’équation (2) ne représente qu’un nombre limité de droites.
448— Supposons que la surface ait pour directrice une courbe plane , située dans le plan XOY (fig. 239), et soit 9 (x, y)=0 l’équation de cette courbe dans son plan. La trace G de la génératrice GH
x=az + a, y=bz -f (3
sur ce plan a pour coordonnées x=9, »/ = ?; cette trace
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devant appartenir à la directrice, on aura l’équation de condition <p(«, p)=0, et la surface cylindrique sera représentée par l’équation
<f(x — az, y—bz)= 0.
On voit que, si la directrice plane est algébrique et de l’ordre m, la surface cylindrique est aussi algébrique et de l’ordre m.
SURFACES CONIQUES
440 — On appelle surface conique une surface engendrée par une droite qui tourne autour d’un point fixe.
Désignons par x0, y0, z0 les coordonnées du point fixe, c’est-à-dire du sommet du cône; les équations de la génératrice seront de la forme
a et p étant deux paramètres variables. On définira le mouvement de la génératrice en l’assujettissant à glisser sur une directrice donnée, ce qui fournira une équation de condition cp (a, p) = 0 entre les deux paramètres variables a et p. En éliminant a et p entre cette équation et les deux équations de la génératrice, on obtiendra l’équation de la surface conique
C’est une équation homogène entre les trois différences® — x0 ,
Réciproquement, toute équation homogène entre les trois différences®— x0, y— y0, z — z0 ne peut représenter qu’une surface conique; car on pourra mettre cette équation sous la forme (3); si l’on pose ensuite
l’équation proposée devient
à tout système de valeurs réelles de a et p, satisfaisant à cette équation, correspond une droite passant par le point fixe
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(x0 , y0 , z0) ; l’ensemble de ces droites forme une surface conique.
Cependant, si l’équation o(«, B)=0 n’avait qu’un nombre limité de solutions réelles, on n’aurait qu’un nombre limité de droites. Dans le cas où cette équation n’a pas de solutions réelles, il peut arriver que l’équation (3) soit vérifiée parles valeurs x0, y0, z0 ; alors elle représente un point unique.
Quand on place l’origine des coordonnées au sommet du cône , l’équation de la surface conique se réduit à la forme
C’est une équation homogène entre les trois coordonnées x, y, z.
450 — Considérons le cas où la directrice est une courbe plane. Prenons le sommet du cône pour origine des coordonnées, et supposons le plan XOY parallèle au plan de la courbe. Soient z=c,y(x,y)= 0 les équations de la directrice, xzzzaz, y = pz, celles de la génératrice ; la trace de la génératrice sur le plan de la di- -rectrice ayant pour coordonnées z=c, x=ac, y — p>c, pour que ce point G appartienne à la directrice il faut que l’équation de condition s? (ac, pc)z=0 soit vérifiée. En éliminant a et p entre cette équation et celles de la génératrice, on obtient l’équation de la surface conique
Fig. Î40.
On voit que, si la directrice plane est algébrique et de l’ordre m, la surface conique est aussi algébrique et de l’ordre m.
SURFACES CONOÏDES.
451— On appelle surface conoide une surface engendrée
par une droite qui se meut en restant constamment parallèle à un meme plan que l’on nomme plan directeur, et en glissant sur une droite fixe appelée axe du conoïde et sur une seconde directrice quelconque.
Prenons la directrice rectiligne pour axe des z, et supposons le plan XOY parallèle au plan directeur. La génératrice sera représentée par des équations de la forme
La directrice donnera une équation de condition 9 (a, ft)=0 entre les deux paramètres variables a et [3. La surface conoïde aura pour équation
452 —Supposons que l’axe OZ soit perpendiculaire
au plan directeur (fig. 2-41), et que la directrice soit un cercle dont le plan soit aussi perpendiculaire au plan directeur. Faisons passer l’axe OX par le centre C du cercle ; ce cercle parallèle au plan
Pour que la génératrice GH s’appuie surie cercle, il faut que les paramètres a et fi satisfassent à la relation o*p*-f a*=r*.
Le conoïde est donc représenté par l’équation du quatrième degré
xizl+aty* — r,x* = 0.
SI l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan direc-
YOZ aura des équations de la forme
x=a, y'-\- zt=r\
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leur, on obtient évidemment deux génératrices GH, GH'; l’angle de ces deux génératrices diminue à mesure que le plan sécant s’élève; enfin, le conoïde se termine par une arête DB.
Coupons la surface par un plan EFE' parallèle au plan du cercle; ce plan a pour équation x=a'; la courbe d’intersection
est une ellipse dont le demi-axe IF est constamment égal à r et dont l’autre axe EE' diminue jusqu’à zéro, quand le plan sécant se rapproche de l’axe du conoïde.
SURFACES DE RÉVOLUTION
453 — On appelle surface de révolution une surface engendrée par la rotation d’une ligne autour d’un axe fixe auquel elle est invariablement liée. Chaque point M de la génératrice décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire
à l’axe et qui a pour centre le pied P de la perpendiculaire ' abaissée du point M sur l’axe.
/ Les cercles décrits par les diflë-
j ' ' \ rents points de la génératrice
— ~ j_ ont été nommés les parallèles de
' ' la surface. Les sections faites par
\ / f des plans qui passent par l’axe
sont égales entre elles; ce sont H' les méridiens de la surface. Or-
dinairement on choisit pour Fig. ut. génératrice de la surface une
courbe méridienne.
On peut aussi concevoir une surface de révolution comme engendrée par le mouvement d’un cercle, de rayon variable, dont le centre parcourt une ligne droite, dont le plan reste
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perpendiculaire à celte droite, et qui rencontre la génératrice donnée.
Supposons d’abord que l’on prenne l’axe de rotation pour axe des z, les coordonnées étant rectangulaires ; un parallèle de la surface sera représenté par des équations de la forme
en exprimant que ce cercle rencontre la génératrice donnée, on obtiendra une équation de condition <p(a,p)=:0 entre les deux paramètres variables a et p. Si l’on élimine a et p entre cette équation et les deux équations du parallèle, on aura l’équation
(6) ?(x,+y,,«) = 0 de la surface de révolution.
454 — Cherchons, par exemple, l’équation de la surface engendrée par une droite AB, tournant autour d’un axe OZ.
Prenons l'axe de rotation pour axe des z, la perpendiculaire commune entre l’axe et la droite AB dans une de ses positions pour axe des y, et une perpendiculaire au plan YOZ pour axe des x.
La droite AB, dans cette position particulière, aura pour équations y = a, x=mz,
a étant la plus courte distance OA, m la Fig. 243. tangente trigonométrique de l’angle ZOB’ que fait l’axe OZ avec la droite OB' parallèle à AB. Pour que le cercle parallèle
rencontre la droite AB, il faut que l’équation de condition ot — m'P’rzra',
que l’on obtient, en éliminant x, y, z entre les équations de la droite et celles du cercle, soit vérifiée; l’élimination des deux paramètres variables a et p entre cette équation de condition et celle du cercle, donne l’équation de la surface de révolution
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Si l’on fait y=0 dans cette équation, on obtient la trace de la surface sur le plan XOZ; c’est une hyperbole x*—tn'tzi = a* ,
ayant son axe transverse OD dirigé suivant OX , et pour asymptotes les droites OB' et OC' également inclinées de part et d’autre sur OZ. On peut considérer la surface comme engendrée par cette hyperbole méridienne tournant autour de son axe imaginaire. C’est pourquoi on lui a donné le nom d ’hyperboloïde de révolution à une nappe.
L’équation (7) ne renfermant le coefficient angulaire m qu’au carré, il est clair que la même surface sera engendrée par les deux droites AB et AC, toutes deux perpendiculaires à OA, et également inclinées de part et d’autre sur la droite AZ' parallèle à OZ.
455 — Considérons en particulier le cas où la génératrice est la courbe méridienne que l’on peut supposer placée dans le plan XOZ et représentée par les équations V — O, 4-(x,2) = 0.
Si l’on élimine x, y, z entre les deux équations et celles du parallèle
x%+y' = *, Z=P, on obtient l’équation de condition
L’équation de la surface de révolution est donc
On l’obtient en remplaçant x par ^*,+y1 dans l’équation du méridien.
Par exemple, si la courbe méridienne est l’hyperbole x% — m,2*=a1, l’hyperboloïde de révolution à une nappe aura pour équation
— mizi — at.
Comme second exemple, considérons le tore, c’est-à-dire la surface engendrée par un cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan sans passer par le centre. Si l’on prend br. -27
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pour axe des s l'axe de révolution, et pour axe des x une perpendiculaire abaissée du centre du cercle sur l'axe, l'équation du cercle dans le plan des xs étant
(x — o)*+x, = r1, celle de la surface sera
4K0— -Supposons maintenant que l’axe de rotation OL passe par l'origine, mais ait une direction quelconque dans l'espace.
Soient
x __ y _ i_ abc
les équations de cette droite. Tout paral- / lèle de la surface sera donné par l’intersection d’une sphère décrite de l’origine comme centre et d’un plan perpendiculaire à l’axe; ce cercle sera donc représenté par deux équations de la forme x'+y' + z'=a,
Fîg. ax-\-by-\-cz + d= 6.
En écrivant que le parallèle rencontre la génératrice donnée, on aura une équation de condition ç (a, (5) =0 entre les deux paramètres variables a et p. L’élimination de ces deux paramètres entre cette équation de condition et les deux équations du cercle conduira à l’équation de la surface de révolution (8) y{x'+y'+z', ax-HjH-cz + d)=0.
C’est une équation entre Je polynôme du second degré x’-fy'-f-z* et un polynôme quelconque du premier degré.
Réciproquement toute équation do cette forme représente une surface de révolution autour d’une droite passant par l’origine. Considérons, en effet, la droite OL qui a pour équations
et posons
ax+ôy-fcz-f rf=
LIV. V, CHAP. IV.— GÉNÉRATION DES SURFACES. 4K> l’équation proposée (8) devient »'<*, (3) = o. A tout système de valeurs réelles de a et de Jî (a étant positive) vérifiant celte équation, correspond un cercle donné par l’intersection d’une sphère ayant l’origine pour centre, et d’un plan perpendiculaire à la droite OL; le centre du cercle sera situé sur la droite OL et le lieu des cercles formera une surface de révolution autour de cette droite.
Supposons enfin que l’axe de rotation ne passe pas par l’origine ; prenons un point fixe (xe) y,, z„) sur cet axe dont les équations seront
Tout parallèle de la surface sera donné par l’intersection d’une sphère
Or— x„)‘+(y— ?/0)*+(= — ’.)*= * ayant son centre au point fixe, et d’un plan ax+by+cz+d =. p
perpendiculaire à l’axe, l’équation de la surface (je révolution sera donc de la forme
(9) o[(x— ar,)*+(»/— s,)’, a.r-ftu/ + c=-M] = 0.
PLAN TANGENT
457 — Nous commencerons par rappeler un théorème démontré en algèbre ; supposons que les lettres y et ; désignent deux fonctions de la variable x, assujetties à vérifier l’équation (1) f(oct y, =)= 0.
Si l’on désigne par y’ et z' les dérivées de ces deux fonctions par rapport à la variable x, ces deux dérivées sont liées entre elles [tar la relation
En effet, quand y et z sont des fonctions quelconques de la variable x, la fonction f{x, y, z) est une fonction composée du cette même variable, et cette fonction a pour dérivée /l+ÿ'/y-h- I1.-
Si l’on suppose maintenant que les fonctions y et; véiifient l’équation (I), la fonction f {x, y , z) étant constamment nulle,
sa dérivée est aussi constamment nulle, et, par conséquent, les deux quantités y' et z' véritienl l’équation (2).
458 — Cela posé, considérons la surface représentée par l’équation (1). Soit M un point de cette surface ayant pour t coordonnées x, y, s; parle point M traçons sur la surface une courbe quelconque MA; quand le point M parcourt la courbe, \yy / «'eux des coordonnées y et z peuvent être
V ' regardées comme des fonctions de la troi-
FicTiis. sième x; la nature de ces fonctions dépend de la courbe MA tracée sur la surface ; mais elles satisfont constamment à l’équation (t), et par suite leurs dérivées à l’équation (2). Appelons xlt yl , s, les coordonnées d’un second point M, appartenant à la courbe, et voisin du point M; la sécante MM, est représentée par les équations
les lettres X, Y, Z désignant les coordonnées d’un point quelconque de la droite. Quand le point M, se rapproche indéfini-
t/ - îy ^ ___
ment du point M, les rapports — — * — ont pour limites
X j i JC Xf-X
les valeurs des dérivées y' et s' des deux fonctions y et z au point M ; la tangente MT à la courbe au point M est donc représentée par les équations
Ces équations renferment deux paramètres variables y' et z 1 assujettis à vérifier l'équation (2). On obtiendra le lieu des tangentes au point M à toutes les courbes tracées sur la surface et passant par ce point, en Aminfnt ces deux paramètres entre les deux équations de la tangente et l’équation de condition (2). Ce lieu a pour équation
(3) (X x) fl+(\—y) fl + (Z-z) fl= 0.
C’est un plan qu’on appelle le plan langent à la surface au point M.
La normale à la surface au point M est la perpendiculaire
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menée par le point M au plan tangent à la surface en ce point. Elle a pour équations
459— Nous avons démontré qu’en général les tangentes aux diverses courbes tracées sur une surface par un point M sont dans un même plan; il y a cependant des exceptions; c’est lorsque les trois dérivées partielles /"£, fc, f'z sont nulles au point M; car alors l’équation de condition (2) devient une identité, et pour trouver le lieu des tangentes, il faut recourir à un calcul plus compliqué. Celte circonstance se présente au sommet d’un cône; les tangentes aux diverses courbes tracées sur la surface par ce point sont les arêtes du cône, et le lieu des tangentes est le cône lui-même. Lorsqu’une surface a un point singulier de cette sorte, le lieu des tangentes en ce point, au lieu d’être un plan, est un cône d’un degré plus ou moins élevé.
460 — Si par le point M on trace deux courbes sur la surface, et qu’on mène leurs tangentes, le plan de ces deux droites est Je plan tangent. Lorsque, par le point M passe une droite située sur la surface, cette droite, étant elle-même sa propre tangente, est comprise dans le plan tangent. Certaines surfaces réglées, parmi lesquelles nous citerons le cylindre et le cône, jouissent de celte propriété que le plan tangent est le même pour tous les points d’une même génératrice. Mais ceci n’a pas lieu pour toutes les surfaces réglées ; considérons, par exemple, le conoïde dont nous avons trouvé l’équation au n°452; les sections par des plans parallèles au plan YOZ sont des ellipses dont l’un des axes est constant et l’autre variable; les tangentes à ces diverses ellipses aux points situés sur une même génératrice GH ne sont pas parallèles, et par conséquent, le plan tangent tourne autour de la génératrice GH quand le point de contact se meut sur cette droite. Par exception, le plan tangent est le même le long de la génératrice DB. En chaque point G de l’axe OZ, il y a deux plans tangents OGH, OGIF.
Nous rappellerons encore que le plan tangent à une surface de révolution est perpendiculaire au plan méridien qui passe au point de contact, ou, en d’autres termes, que la normale à la surface est contenue dans le plan méridien.
Une courbe dans l’espace étant définie par l'intersection de deux surfaces, sa tangente sera donnée par l’intersection des plans tangents aux deux surfaces.
EXERCICES
1° L’axe d’un cône de révolution passe à l’origine des coordonnées et fait avec les axes des angles a, p, y ; l’angle du cône est 0 ; trouver l’équation de la surface.
Comme application, trouver tes conditions pour que l’équation du second degré
kx' -f h! y* -(- A "z* + 2B y z + SB ’zx + SB "xy =0
représente un cône de révolution.
2° Étant donné un ellipsoïde de révolution aplati (surface engendrée par une ellipse tournant autour de sort petit axe) ; le cône, engendré par une droite qui tourne autour du foyer de l’une des ellipses méridiennes en s’appuyant sur la section faite dans la surface par un plan passant par la directrice qui correspond à ce foyer, est un cône de révolution.
3° Étant donné un ellipsoïde de révolution allongé (surface engendrée par une ellipse tournant autour de son grand axe), le cône, qui a pour sommet l’un des deux foyers des sections méridiennes et pour base une section plane quelconque, est de révolution.
4U La projection d'une section plane du cône circulaire droit sur un plan perpendiculaire à l’axe mené par le sommet du cône, a pour l’un de ses foyers le sommet du cône, et pour directrice correspondante la droite de rencontre des deux plans.
5° Lorsqu'une section plane d’un cône circulaire droit est une ellipse, la somme des arêtes qui aboutissent aux extrémités d’un diamètre de l’ellipse est constante.
L1V. V, CHAP. IV. -GÉNÉRATION DES SURFACES
üu Démontrer qu’un plan langent au tore et passant par le centre coupe la surface suivant deux cercles.
7° Trouver la section droite, d’un cylindre circonscrit à un tore.
8° Démontrer que les six arêtes de deu* trtèdres trirectangles, ayant même sommet, appartiennent à un mêrttë cône du deuxième degré.
9» Étant donné Un conoïde dont l’axe est perpendiculaire au plan directeur et qui enveloppe une sphère ; trouver les prbjeclions de la courbe de contact sur le plan directeur et sur le plan mené par l’axe et le centéc de la sphère.
10° Étaht donné Ün système d’axes rectangulaires, un tore a pour méridien dans le plan ZOX un cercle qui â sort Cehtée sur l’axe OX; cet axe rencontre le cercle en un point A, centre d’un nouveau cercle égal au premier et compris dans un plan parallèle à ZOY, une débité qui reste parallèle au plan XOY décrit un conoïde en s’appuyant sur ce second cercle et sur l’axe OZ ; on demande la projection sur le plan XOY de la courbe de rencontre des deux surfaces.
H° On suppose que le plan du second cercle du problème précédent s’enroule sur Un cylindre circonscrit au tore et ayant des arêtes parallèles à l'axe du tore , et on remplace la directrice courbe du conoïde par la courbe en laquelle s’est transformée le cercle après l’enroulement du plan j trouver la projection sur le plan XOY de la ligne de rencontre du nouveau conoïde et du tore (spirale d’Archimède).
12° Lorsque deux surfaces réglées ont une génératrice Commune , il y a généralement deux points de cette génératrice pour lesquels le plan tangent à chacune des surfaces est le même; déterminer ces deux points^ Si les deux surfaces ont le même plan laugent pour trois points de lu génératrice, elles se hiccordent le long de cette droite.
13° Lorsque deux surfaces réglées, décrites par des droites qui se meuvent en restant parallèles au même plan , ont une génératrice commune, il y a généralement un point de cette droite , pour lequel les deux surfaces ont le même plan tan-
genl; déterminer ce point. Si les deux surfaces ont le même plan tangent en deux points de la génératrice commune, elles se raccordent le long de celte droite.
14" Une sphère a son centre à l'origine des coordonnées que l’on suppose rectangulaires , l’axe OX perce la sphère en un point A; dans le plan XOY, sur OA comme diamètre, on décrit un cercle qui sert de base à un cylindre dont les arêtes sont parallèles à OZ; trouver, 4» les projections sur les trois plans coordonnés de la courbe de rencontre du cylindre et de la sphère ; 2° l’équation du cône qui a pour directrice cette courbe et pour sommet le point A, ce cône est un cône de révolution; 3° les traces sur les plans des coordonnées des tangentes à la courbe.
CHAPITRE Y
De la similitude.
461— Les définitions de 1 ’homolhétie et de la similitude pour les figures à trois dimensions sont les mêmes que celles des figures planes (livre IV, chap. v). En Géométrie plane, si l’on fait abstraction de la position des systèmes, l’homothétie inverse ne donne pas d’autres figures que l’homothétie directe; il n’en est plus de même pour les figures dans l’espace. Considérons un premier système de points A, B, C...., et après avoir choisi arbitrairement un centre de similitude, construisons un système A', B', C'.... homothétique direct et un système A", B", C".... homothétique inverse avec le même rapport de similitude k; ces deux systèmes sont symétriques l’un de l’autre par rapport au point 0. On les rend symétriques l’un de l’autre par rapport à un plan quelconque, mené par le centre de similitude, en faisant tourner l’un d’eux de 180° autour d’une perpendiculaire menée par le point 0 à ce plan. Il résulte de là que les systèmes homothétiques inverses du système donné sont les symétriques des systèmes homothétiques directs.
L1V. V, CHAP. V.— DE LA SIMILITUDE
402 — On sait (n° 35-i) qu’une droite a pour homothétique une droite parallèle. Considérons un plan P et, dans ce plan, une série de droites passant par un même point M; chacune d’elles aura pour homothétique une droite parallèle passant par un point M' homothétique de M. On en conclut que la figure homothétique d’un plan est un plan parallèle.
Si le plan P passe au centre de similitude, il est à lui-même son homothétique.
Puisque deux plans ont pour homothétiques deux plans parallèles, l’angle de deux plans est égal à l’angle des plans homothétiques.
Les sécantes, qui joignent deux points homologues de deux courbes homothétiques quelconques , étant constamment parallèles, on en conclut que les tangentes aux points homologues sont parallèles.
Si l’on trace sur deux surfaces courbes deux séries de lignes homologues qui passent toutes par deux points homologues M et M’, les courbes homologues auront en M et M' des tangentes parallèles ; donc, les plans tangents en deux points homologues de deux surfaces homothétiques sont parallèles.
403 —Si, par deux points fixes, on mène des rayons parallèles, et, dans un rapport constant k , on forme deux systèmes homothétiques ; la démonstration est la même que celle du u° 355. Il en résulte également que deux systèmes homothétiques à un troisième sont homothétiques entre eux ; quand les deux systèmes sont construits avec le même rapport de similitude, on peut les superposer. Ainsi, avec un seul centre de similitude, en faisant varier le rapport k de 0 à oo , on obtient tous les systèmes homothétiques à un système donné. En particulier, si le système donné est compris dans un plan , les centres de similitude extérieurs au plan ne donnent pas d’autres systèmes que les centres compris dans le plan.
404 — Les six centres de similitude de quatre systèmes homothétiques deux à deux sont compris dans un même plan.
Soient A, A', A", A!" les quatre syslèmes donnés ; par les trois centres de similitude O7, 07, O7' des systèmes A et A', A et A", A et A7/ faisons passer un plan P; ce plan, passant par le point CK, est à lui-même son homologue dans les systèmes A et A', il est aussi son homologue dans les systèmes A et A7 ; par conséquent, le plan P est à lui-même son homologue dans les systèmes A' et A"; donc, il passe par leur centre de similitude. Le même raisonnement s’applique aux combinaisons A' et A"', A7 et A'".
Lorsque deux figures à centres sont homothétiques directes, elles sont aussi homothétiques inverses; et réciproquement. La démonstration est la même que celle du n° 357. 11 résulte de là que si les quatre systèmes considérés dans lé théorème précédent ont des centres, on aura six points dans un même plan, en prenant, soit les six centres de similitude eitferttes, soit, d une manière convenable, ‘.rois centrés externes et trois internes.
465 — Le rapport des aires de deux polygones homothétiques étant égal à A1, on voit que le rapport des aires de deux polyèdres homothétiques , et par suite, le rapport des aires de deux surfaces homothétiques quelconques est égal à k*.
Lorsqu’on abaisse des perpendiculaires de deux somrrtcts homologues de deux tétraèdres homothétiques sur les faces opposées, ces perpendiculaires sont deux droites homologues, elles ont pour rapport A, le rapport des bases étant A*, il en résulte que le rapport des volumes de deux tétraèdres homothétiques est égal à k*. Ce dernier théorènie s'applique à deux polyèdres et même à deux solides quelconques homothétiques.
466— Une figure est semblable à une figure donnée lorsque, par un déplacement convenable, elle peut coïncider avec l’une desügures homothétiques à la figure donnée. Il résulte du n° 4<)3 que l’on obtiendra toutes les surfaces semblables à une surface donnée, en prenant arbitrairement Un centre de similitude, et en construisant avec ce centre les diverses sur-
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faces homothétiques qui correspondent aux valeurs de k comprises entre 0 et oo .
Exemple I. La surface donnée est une sphère. Prenons le centre de la sphère O pour centre de similitude; le rayon OA étant constant, le rayon OA' sera également constant; une surface semblable à une sphère esl une autre sphère qui peut avoir un rayon quelconque.
Exemple II. La surface donnée est un cône. Prenons le sommet pour centre de similitude, deux points homologues seront compris sur la même génératrice du cône donné. La seule figure semblable à un cône est ce cône lui-même.
Exemple III. La surface est un cylindre. Prenons un point arbitraire O pour centre de similitude, et traçons sur le cylindre donné une courbe arbitraire C que nous prendrons pour directrice du cylindre. A la courbe G correspond une courbe homothétique C7, et à toute génératrice du premier une droite parallèle passant par le point de celte courbe homologue du point où la courbe C est rencontrée par lu première génératrice; ainsi, deux cylindres sont homothétiques lorsqu'ils ont pour directrices deux courbes homothétiques et leurs génératrices parallèles.
Considérons deux cylindres homothétiques, ayant le point O pour centre de similitude; si l’on mène par ce point une parallèle OO7 aux génératrices des deux surfaces, tout point de cette droite esl un centre de similitude des deux surfaces. Il en résulte que les sections de deux cylindres homothétiques par le même plan sont des courbes homothétiques ayant pour centre de similitude le point où le plan coupe la droite OO7. Comme les sections d'un cylindre par des plans parallèles sont égales, les seclions de deux cylindres homothétiques par des plans parallèles sont homothétiques.
467 — Les .sections d’une surface du second degré par des plans parallèles sont des courbes homothétiques. L’équation générale des surfaces du second degré est
(1) Ar'-f A'ÿ»+AV-j-2Dÿ;+2B 2Cx+-’C'i/+2C'';-fF= 0 ;
on obtient la projection sur le plan XOY de l’intersection de cette surface et du plan
(2) ax-\-by + cz=l,
en éliminant la variable z entre les équations (I) et (2). Or, dans l’équation ainsi obtenue, les coefficients des termes du second degré sont indépendants de l, on en conclut que, lorsque l varie, a, b, c restant fixes, c’est-à-dire lorsque le plan se déplace parallèlement à lui-même, les projections sont homothétiques; les cylindres projectants, ayant pour directrices des courbes homothétiques, sont coupés par deux plans parallèles suivant des courbes homothétiques. Quand ces courbes sont des hyperboles, l’une peut être homothétique à la conjuguée de l’autre (n*>363).
CHAPITRE I
Centre et Plans diamétraux.
468 — L’équation générale du second degré entre les trois variables x, y, z est de la forme (1) Aa:*+A'»!+A"2’+^Bÿs+2B/sÆ:+2B"xÿ+2Cx+2C'y-i-2C''i+F=0 ; elle renferme dix termes, ou neuf paramètres arbitraires. Nous représenterons le premier membre par f (x, y, z). On pourrait, en suivant la marche adoptée en Géométrie plane pour l’étude des lignes du second degré, examiner les diverses formes du lieu défini par cette équation; mais, à cause du grand nombre des cas à considérer, cette discussion serait longue et pénible. Nous commencerons par simplifier l’équation (f) et nous ne nous occuperons ensuite que des équations réduites. Nous baserons cette réduction sur les propriétés du centre et des plans diamétraux dont nous allons nous occuper d’abord.
DU CENTRE
409— Un point I est le centre d’une surface lorsque les points de la surface sont placés symétriquement, deux à deux, par rapport à ce point. Comme une ligne droite ne rencontre une surface du second degré qu’en deux points, il faut, pour qu’un point I soit le centre de la surface, que toutes les cordes menées par ce point y soient divisées en deux parties égales.
Lorsque l’origine des coordonnées est centre d’une surface du second degré, l’équation de la surface ne contient pas de termes du premier degré. En effet, les équations d'une droite menée par l’origine sont de la forme
(2) x=mz, y—ny.
Les coordonnées z des points de rencontre de la surface et de la droite sont déterminées par l’équation (3) (Am’+A'a»+A,’+iBn4-2B'«+ap"iB«)**-|-2(Cm-fC'n-l-C')5+F=0, que l’on obtient en éliminant x el y entre les équations (t) et (2). Si l’origine est centre, l'équation (3) a ses racines égales et de signes contraires , ce qui exige que le coefficient Ctn+C'n+C" soit nul; et comme ceci doit avoir lieu pour une infinité de valeurs de m et de n, prises arbitrairement, il faut que l’on ait séparément
La réciproque est vraie.
4TO — D’après cela, pour déterminer le centre d’une surface du second degré, on transporte l’origine en un point I de l’espace, dont nous désignerons les coordonnées par a, b, c,el l’on cherche s’il est possible de choisir ces valeurs de manière que la nouvelle équation ne contienne pas de termes du premier degré par rapport aux coordonnées nouvelles.
Lorsqu’on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, les formules de transformation sont
x=a+x’, y—b+y', z=c+s'; substituons dans l’équation (i) et effaçons les accents, nous aurons
(») A.tJ-f-A/y*-|-A',jJ-f2Bÿî+;B'îx-|-2B'^+T/^(a,6,e)-)-y/^(a,i, c) +ï£.(a, b,c)-\-f[a, b, c) — 0.
Les coordonnées du centre sont donc déterminées par les équations
fu(a,b,ç) = 0, fl (a, b,c)=0, f[a,b,c)= 0; si l’on divise par 2 et si l’on remplace les lettres a, b, c par x, y, z, ces équations s’écrivent
; Ai+B"ÿ+B’:+C =0, .
(5) R''*+A'2H-Bc-f-C'=:0,
Ainsi, on obtient les coordonnées du centre en égalant à zéro les dérivées partielles du premier membre de l'équation de la sur face prises par rapport aux variables x, y, z.
LIV. VI, CHAP. I.— CENTRE ET PL^NS DIAMÉTRAUX
471- 51 r on regarde x. y, z comme étant les coordonnées d'un point variable, chacune des équations (5) définit un plan; le centre de la surface est le point commun aux trois plans. Plusieurs cas peuvent se présenter.
t° Les trois plans se coupent en un point unique; la surface admet alors un centre unique.
2° Les trois plans se coupent deux à deux suivant des droites parallèles, ou d’eux d’entre eux au moins sont parallèles; dans ce cas, les trois plans n'ayant pas de point commun, la surface n’a pas de centre.
3° Les trois plans se coupent suivant la même droite ou se confondent en un seul; tous les points de la droite ou du plan sont centres de la surface.
La résolution des équations (5) donne pour valeur du dénominateur commun D,
D = A A' A''— AB * — A'B' *— A"B"*+2 BB'B
Lorsque D n’est pas nul, les équations sont vérifiées par un système de valeurs finies et par un seul ; la surface admet un centre unique. Lorsque D est nul, il y a impossibilité ou indétermination, et par conséquent, la surface est dépourvue de centre, ou elle en admet une infinité.
47 2— Supposons que tons les points de la droite CC' (fig. 246) soient des centres. Si Ton joint un point M de la surface à un point quelconque I de la droite CC', et que Ton prolonge d’une longueur IN égale à Ml, le point N appartient à la surface; en joignant ainsi le point M à tous les points de CÇ', on obtient une droite N IV parallèle à CG'. Si l’on joint maintenant le point N à tous les points
rig. î*e. de CC', on forme de même une seconde
droite MM' parallèle à NN'. La surface se compose donc de droites parallèles à CC' et situées deux à deux dans un même plan avec cette droite et à égale distance de part et d’autre; c’est un cylindre qui a pour axe CC', et comme la trace du
cylindre sur un plan non parallèle aux arêtes est une courbe du second degré , ce cylindre est un cylindre elliptique ou hyperbolique.
Le raisonnement précédent démontre que, dans le cas que nous considérons, l’équation (1) ne peut pas représenter d’autres surfaces courbes que des cylindres elliptiques ou hyperboliques; mais il peut arriver que cette équation représente une seule droite ou deux plans, et enfin qu’elle n’ait pas de solutions réelles.
On démontre de la même manière que, lorsque tous les points d’un plan sont des centres, l’équation (i) représente, ou deux plans parallèles, ou un plan unique, ou qu’elle n’admet pas de solutions réelles.
473 — Lorsque la surface admet un centre 1 ayant pour coordonnées a, b , c, si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes en ce point, l’équation (1) se réduit à
(7) Ax’-fA/yî + A//z’+2B.yz+2B/za:-f-2B'/xy+F1=0, en posant
F,=zAa*+A/*4-A’'eî+2Béc-ftB'ca4-2B''a6-l-2Cfl4-l2C'*4-2C’'c-j-F.
Les nombres a, b, c vérifient les relations (5), c’est-à-dire que l’on a
. Aa-f B"6 + B'c + C=0,
B"a-f-A'& + Bc + C'=0,
Si l’on multiplie les deux membres de chacune de ces égalités respectivement par a, b, c et que l’on ajoute, on a
Aa^-AV+AV-f 2Bt>c-f 2B'ca+2 B"ai-f Ca+C '6-fC'c=0.
La valeur de F, se réduit donc à
F1=F+Ca + C'6-f C"c;
on l’obtient en ajoutant à l’ancien terme constant la moitié des valeurs que prennent les termes du premier degré lorsqu’on y remplace x, y, z par les coordonnées du centre.
Lorsque la nouvelle constante F, est égale à zéro, l’équation (7), étant homogène par rapport à x, y, z, ne peut représenter qu’un cône ayant pour sommet l’origine; cependant, le lieu peut se réduire à deux plans, à une droite, ou à un point.
LIV. VI, CHAP. I.— CENTRE ET PLANS DIAMÉTRAUX
474 — Nous avons vu que les tangentes aux diverses courbes tracées par un même point sur une surface sont situées dans un même plan ; il n’y a d’exception que lorsque les coordonnées du point annulent à la fois les trois dérivées partielles du premier membre de l’équation par rapport à x, y, z. Dans le cas des surfaces du second degré , un pareil point est centre de la surface ; ce point étant aussi situé sur la surface, quand on y transporte l’origine des coordonnées, la constante F, est nulle; ainsi, pour les surfaces du second degré, l’exception n’a lieu que dans le cas du cône, quand le point est Je sommet.
PLANS DIAMÉTRAUX.
475 — Une ligne droite ne perce une surface du second degré qu’en deux points; la surface, qui partage en deux parties égales les cordes parallèles à une même direction, a été appelée surface diamétrale.
Soient m et n les paramètres constants qui définissent la direction des cordes; transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en un point quelconque de l’espace, ayant pour coordonnées a, b, c, l’équation (1) prend la forme (4). Une droite, menée par la nouvelle origine dans la direction donnée, est représentée par les équations
x=mz , y =.nz.
On obtient l’équation qui donne les coordonnées z des points de rencontre de la droite et de la surface, en remplaçant, dans l’équation (4), a; par ms, y par ns ; on a ainsi (8) [Am*-f-A '»*-(-A"-l-2B»+2B'
Pour que le point (a, b, c) soit le milieu de la corde menée par ce point dans la direction donnée, il faut que l’équation précédente ait ses deux racines égales et de signes contraires, ce qui exige que les coordonnées a, b, c vérifient la relation w»Æ+n#+/ï=0.
Cette équation, étant vérifiée par les coordonnées du point milieu de l’une quelconque des cordes de la série considérée,
4ao GÉOMÉTRIE ANAÉYTIQl'E.
représente le lieu cherché. Remplaçons a, b, c par jr, y, z ; cette équation s’écrit
(9) y, z)+nf,{x, y, z)+f,(x, ÿ, s) = O ;
comme elle est du premier degré , elle représente un plan . Ainsi, dans les surfaces du second degré, pour toutes les directions de cordes, la surface diamétrale est un plan.
476— Si les paramètres m et n satisfont à la relation Am *+ A V-f A"+ 2Bn+ 2B'm + 2 B"m n=0 ,
l’équation (8) s’abaisse au premier degré, c’est-à-dire que les droites parallèles à la direction donnée ne percent la surface qu’en un point, il n’v a pas de plan diamétral correspondant à cette direction.
L’équation (0) est vériliée, quelles que soient m et n, par les valeurs de x, y, z qui satisfont à la fois aux trois équations qui déterminent le centre
fi=0, /l=0, £=0;
il en résulte que tous les plans diamétraux passent par le centre de la surface, quand il en a un, ou par le lieu des centres s’il y en a une infinité.
477 — Lorsque la surface est dépourvue de centre, les trois plans définis par les équations (5) sont parallèles, ou la droite d’inlersection de deux d’entre eux est parallèle au troisième. Dans le premier cas on a
fl—-afz +P> /Ü = P/i+<f>
a, 8, p, q désignant des constantes; l’équation (9) se réduit à fl,(xm+£n+i)+mp+nq=0-)
elle représente, pour toutes les valeurs de m et de n, des plans parallèles entre eux. Dans le second cas, si les plans définis par les deux équations f'x — 0, fy = 0 se coupent suivant une droite parallèle au plan f:= 0, l’équation générale des plans qui [tassent par la droite d’intersection des deux premiers étant “/ï+,8/* = 0, on a
fz=*fr+?n+r,
LIV. VI, CHAP. I.— CENTRE ET PLANS DIAMÉTRAUX. 431 a, fi, r étant des constantes; et par suite Péqualion (9) prend la forme
(m+a) /l+fn+fi) /"y+r= 0;
elle représente des plans parallèles à la droite d'intersection des deux plans
ft = 0, fi—0.
Ainsi les surfaces dépourvues de centre ont leurs plans diamétraux parallèles à une même droite ou parallèles entre eux.
478 — Considérons une direction à laquelle corresponde un plan diamétral ; si l’on prend pour axe des z une des cordes, pour axe des x et des y deux droites situées dans le plan diamétral, l’équation de la surface devra être vérifiée par deux valeurs de z égales et de signes contraires pour chaque système de valeurs attribuées arbitrairement aux variables x et y. Elle aura donc la forme
Ps’+/;(x,y)=0,
f ( x , y) désignant une fonction qui ne renferme plus que les variables x et y et dont le degré ne surpasse pas 2. Déplaçons les axes des x et des y dans le plan XOY en conservant à l’axe des z sa direction; ce changement de coordonnées s'effectue par les formules de la Géométrie plane. Lorsque la fonction f,(x,y) est du second degré, nous avons vu (liv. III, chap. u), que l’on peut, d'une infinité de manières choisir les nouveaux axes Ox, Oy, de telle sorte que cette fonction se réduise à l’une des formes
Mx’+Ny’+F, , NyM-Qx, Ny*+F„ et alors l’équation de la surface sera elle-même ramenée à l’une des formes
(I) Mx*+Ny!+Ps*+Ft=0,
(II) Ny’+PzS-Q^O,
(III) Ny’+Ps’+F^O.
Si la fonction F, est du premier degré, on la ramène par le même changement à la forme Qx, et l’équation de la surface devient
(IV) P-1 + Qx=U.
Enfin, si F, ne contient pas les variables x et y, l’équation de la surface est
(V) Py*+Ft=0.
479— Dans ce qui précède M, N, P, Q désignent des constantes différentes de zéro et Ft une constante qui peut être nulle. L’équation (III), si elle a des solutions réelles, représente un cylindre elliptique ou hyperbolique, une droite ou deux plans qui se coupent. L’équation (IV) représente un cylindre parabolique. Si l’équation (V) a des solutions réelles, elle représente deux plans parallèles ou un plan unique. Ainsi quand on fait abstraction des cylindres, on voit que l’équation du second degré peut, d’une infinité de manières, être ramenée à l’une des formes (I) et (II).
Considérons l’équation (I); en égalant à zéro les dérivées partielles de son premier membre, on obtient trois équations qui ont une solution unique; la surface admet donc un centre unique, l'origine des coordonnées. Chacun des plans des coordonnées est le plan diamétral des cordes parallèles à l’intersection des deux autres ; à cause de cette propriété, on les nomme plans diamétraux conjugués.
L’équation (II) représente des surfaces dépourvues de centre, puisque l’équation /^= 0 se réduit «à Q=0. Le plan XOZ partage en deux parties égales les cordes parallèles à OY et le plan XOY les cordes parallèles à OZ ; les lignes parallèles à OX ne percent la surface qu’en un point, et il n’y a pas de plan diamétral correspondant.
PLANS DIAMÉTRAUX PRINCIPAUX.
480 — Parmi les plans diamétraux d’une surface du second degré, on distingue en particulier ceux qui sont perpendiculaires aux cordes qu’ils divisent en deux parties égales; ce sont des plans de symétrie de la figure. Dans ce qui précède, les axes de coordonnées étaient quelconques ; dans la recherche des plans principaux, nous supposerons les axes rectangulaires. Si l’on désigne par a, , a'1 les cosinus des angles que
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fait avec les axes une direction donnée, les équations d’une corde peuvent se mettre sous la forme
a, b, c étant les coordonnées d’un point particulier de cette corde, et x, y, z celles d’un point quelconque de cette même corde. La lettre p désigne la distance du premier point au second, affectée du signe + ou du signe — , suivant qu’elle est comptée dans la direction donnée ou dans la direction opposée.
On obtient l’équation qui donne les distances du point I aux points de rencontre de la corde et de la surface en remplaçant dans l’équation (4) les lettres x, y, z par «p, ftp, yp, ce qui donne
(H) Sp*+2TP+R=0, en posant, pour abréger
j S=Aa*+A/a«-fA//a//1-f2Ba'a//-f2B'a''« + 2B''aa',
(12) T=a/'(a, b, c)+x'f'b(a,b,c)+*"ft(a, b, c) ,
Si l’on suppose le point 1 fixe et que l’on fasse varier les angles «, a', a", on peut regarder l’équation (1 1) comme représentant la surface en coordonnées polaires. Le coefficient S de p’ ne dépend que de la direction du rayon vecteur, le terme constant R ne dépend que de la position du point I, tandis que le coefficient T varie à la fois avec la direction du rayon vecteur et la position du point I.
484 — L’équation du plan diamétral des cordes parallèles à la direction (a, a', a") prend la forme
c’est-à-dire
( 1 3) (A*+BV+ BV) '+B«r') y+(tf,.+It*'+AV) t+Ca+CV+CV=.0.
Soient X, [x, v les cosinus des angles que fait avec les axes des coordonnées la normale à ce plan diamétral, 8 l’angle de la normale avec la direction des cordes, on a
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Aot+B'V+BV — B'a+A'a'-fBa" — l?a+B«'-t-AV'
aX-)-“V + a"v COS 0
«(A4-f-B"a’-)-B a")-f-a’(B//a-{-.»..)-|-.... S Pour que le plan diamétral soit un plan principal , il faut que la normale au plan coïncide avec la direction des cordes; on doit donc avoir les relations
Â^BV+BV = B^+AV+Bct" — B'a+Ba +AV'- S ’ alors l’équation du plan principal devient
(15) S («a;+a'y+a"*)+Ca+CV+CV=0.
4ÉU8 — Les équations (U) donnent les suivantes (A — S) a-|-BV+ B'a" =0 ,
(16) B"a+(A'— S)«'+Ba"=ü,
B'a+Ba'+(A"— S)<*"=0; en y joignant la relation
on a à résoudre un système de quatre équations à quatre inconnues.
Les trois inconnues a, a', a11 ne pouvant être nulles en même temps, puisque la somme de leurs carrés doit être égale à l’unité, l’une au moins, par exemple est différente de zéro. Pour résoudre ce système d’équations, on imaginera les premiers membres des trois équations (16) divisées par «<’, on
tirera des deux premières les valeurs des rapports — » — ;
substituant dans la troisième, on aura une équation ne renfermant plus que l’auxiliaire S; la quantité S connue, comme
otf
on a déjà les valeurs des rapports — — » on obtiendra les
cosinus au moyen de l’équation (17).
Au lieu de diviser par a", supposons qu’on tire des deux premières des équations (16) les valeurs de a et a', et qu’on substitue dans la troisième, on arrivera à une équation de la forme D,a''=0; puisque a” est différent de zéro, on aura
LIV. VI, CHAP. I.— CENTRE ET PLANS DIAMÉTRAUX. 435 D, = 0; c’est l’équation en S. Mais il est évident que le poly* nôme D, n’est autre chose que le dénominateur commun des formules de résolution du système (16) considéré comme un système à trois inconnues a, a' , a1’. On observe aussi que l’on peut former ce polynôme en remplaçant dans le polynôme que nous avons appelé D (n° 471) les lettres A, A', A" par A-S, A'— S, A''— S. L’équation qui donne l’inconnue S est donc (18) (A -S) (A'— S) (A"— S) -(A-S) B* — (A' — S) B/J — (A" — S) B">+2BB' B"=0; quand on développe le polynôme par rapport aux puissances de S, on voit que le terme indépendant de S est la quantité D elle-même.
483*- Afin d’arriver à une forme d’équation plus commode à discuter, nous allons faire l’élimination d’une autre manière: multiplions les équations (16) respectivement par B, B/, R';, et retranchons les résultats deux à deux, il vient
I. — Supposons que les trois nombres
que nous désignerons, pour abréger, par a, b, c, soient différents; rangeons-les par ordre de grandeur, et soit
a<Cb<_c.
Substituons successivement à la place de S, dans le premier membre de l’équation (20), les nombres a±t, b±t', c±t",
(s, t/, t" désignant de très-petites quantités positives). Par la première substitution, le premier terme de l’équation prend B B"
la valeur ±— g- , très-grande numériquement, tandis que
les autres termes conservent des valeurs finies; ce premier terme donne donc son signe au polynôme. De même, par la seconde substitution, le second terme prend la valeur très-
grande ± — * tandis que les autres termes conservent des
valeurs finies; ce second terme donne donc son signe au polynôme. De même, par la troisième substitution, le troi-
jyg *
sième terme ± -, donne son signe au polynôme. Ainsi les B £
résultats des substitutions ont respectivement les mêmes signes que les quantités
^ B'B" ^ B 'B B B -~bT’ ~ BV ’
ou que les quantités
±BB'B"£, ± BB"Be', ±BB'B'£", que l’on obtient en multipliant les précédentes respectivement par les nombres positifs*B!£*, B'V1,
Quand S varie de a+£ a 6 — t1. le premier membre reste fini
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et varie d'une manière continue; puisque ces deux nombres donnent des résultats de signes contraires, iis comprennent entre eux une racine réelle de l’équation ; ainsi il y aune racine réelle de l’équation comprise entre a et b. On reconnaît de la même manière qu’il y en a une seconde entre b et c. Il y en a une troisième plus grandeque c ou plus petite que a, suivant que BB'B(/ est positif ou négatif; en effet, quand on donne à S une valeur très-grande numériquement, le premier membre de l’équation (20) se réduit à — t ; donc si la quantité BB'B" est positive, le premier membre change de signe quand S varie de c+e"à +oo, et, par suite, il existe une racine réelle plus grande que c; lorsque la quantité BB'B'' est négative, le premier membre change de signe quand S varie de — « à a — e ; dans ce cas, la troisième racine est plus petite que a.
Ainsi, dans le cas que nous considérons, les trois racines de l’équation sont réelles et inégales. A chacune de ces racines correspond une direction des cordes unique et déterminée. En effet, aucune des quantités a, b, c ne satisfait à l’équation (20) ; car chacune de ces quantités rend infini un seul terme; si donc on substitue l’une des racines à la place de S, dans les relations (19), les trois parenthèses seront différentes de zéro, ce qui donne pour les trois cosinus des valeurs finies et déterminées.
II. — Supposons que deux des trois quantités a, b, c, par exemple aetb, soient égales. Les trois racines sonteneore réelles et inégales; mais l’une d’elles devient égale à a. L’équation (20), dans laquelle les deux premiers dénominateurs sont égaux, se réduit, abstraction faite de cette racine, à une équation du second degré
BIP
qui a ses deux racines réelles.
Pour chacune des deux racines de cette équation, aucune des trois parenthèses n’étant nulle, les relations (19) donnent une
direction unique et déterminée. Pour la première racine a, les deux premières parenthèses sont nulles, sans que la dernière le soit; il en résulte a''=0; les trois équations (16) se réduisent à
B'a-j-Ba'— 0,
ce qui détermine encore une direction unique parallèle au plan des xy.
III. — Entin si les trois quantités a, b, c sont égales, deux, racines deviennent égales à a, et l’équation (20), dans laquelle les trois dénominateurs sont égaux, se réduit, abstraction faite de cette racine double, à une équation du premier degré
B'B" B"B BB- B + B' ‘ B
A cette racine simple correspond une direction unique. Pour la racine double, les trois équations (16) se réduisent à une seule
B'B'a+B''Ba+BB'a"=0;
il y a indétermination; toutes les directions parallèles au plan
B'B"x+B,/By4-BB/s = 0
conviennent à cette racine double.
485— Considérons maintenant le cas où les trois coefficients B, B', B;' ne sont pas différents de zéro.
I.— Un seul coefficient est nul, par exemple B". L’équation du troisième degré (18) devient
Soit A<A'; la substitution de — » , A, A', +x> dans le premier membre donne des résultats affectés respectivement des signes — , — , -f- ; donc l’équation a ses trois racines réelles
et inégales, et les équations (16) donnent pour chacune d’< lie > une direction déterminée, puisqu’elles ne deviennent pas identiques.
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II. — Deux coefficients sont nuis, par exemple B' et B". L’équation du troisième degré (18) se réduit à
(S- A) [ (S— A7) (S— A")— B M=0; les trois racines sont encore réelles et inégales, et les équations (16) donnent pour chacune d’elles une direction déterminée.
Cependant si la racine A annulait la parenthèse, c’est-à-diré si la relation
était satisfaite, cette racine A serait racine double. Pour cette racine double, les équations (16) se réduiraient à une seule (A7— A)ot'-f-Ba'7=0.
A cette racine double correspondraient toutes les directions parallèles au plan
(A' — A) ÿ-t-Bz=0.
III. — Lorsque les trois coefficients B, B', B77 sont nuis à la fois, l'équation en S prend la forme
et admet pour racines A, A', A". Quand ces trois racines sont inégales, les équations (16) montrent qu’à ces racines correspondent des directions respectivement parallèles à chacun des trois axes coordonnés. Si A=A7, à cette racine double correspondent toutes les directions parallèles au plan des xy. Enfin, si A=A7=A77, à cette racine triple correspondent toutes les directions de l’espace; il y a ici indétermination absolue; car les équations (16) deviennent alors des identités.
Ainsi, en résumé, l’équation du troisième degré en S a toujours ses trois racines réelles. A une racine simple correspond une direction déterminée ; à une racine double toutes les directions d’un plan ; à une racine triple toutes celles de l’espace.
480— Soient (a, a7, a7'), $, p7, p7') les cosinus des angles que font avec les axes des coordonnées les directions qui correspondent à deux racines différentes S et S7. On a, en vertu des équations (16),
Aa+B'/«'4-B'a"=Sot, | A‘S+B''p,+B-p// = S'p,
B"«+AV+Ba"=S« j ! B"p+A'p’+Bp" = S'p',
B' a +B a' + AV= Sa"’ | B’p+Bp' +A"p''= S'P".
Multiplions les premières équations respectivement par p, p', p ", les secondes par a, a!, a", et de la somme des premières retranchons celle des secondes ; il vient (S— S0(aB+a'p'+a''p"):=O, ou
ap-fa/p,+«('/P'/=0.
Donc les directions qui correspondent à deux racines différentes sont perpendiculaires entre elles.
Il en résulte que les directions qui correspondent à une racine double sont toutes perpendiculaires à celle qui correspond à la troisième racine.
NOMBRE DES BLANS PRINCIPAUX
487 — Le plan diamétral des cordes parallèles à la direction (a, a/, a") est donné par l’équation (15)
S(aa:-(-a'y+a"2)-|-(Ca-|-C/a'-(-C//a'0 = O. ■
Il en résulte qu’à chaque direction des cordes donnée par une racine S différente de zéro correspond un plan principal.
Si une racine S est nulle, le plan principal n’existe plus. Cependant si l’on a
l’équation (45) devient une identité, et la position du plan principal est indéterminée; tout plan perpendiculaire à la direction des cordes est un plan principal. Dans ce cas, la surface est cylindrique.
D’après l’équation (14),’ si une racine S est nulle, les cordes ne rencontrent la surface qu’en un seul point.
Il est bon d’observer que l’équation en S a toujours au moins une racine différente de zéro; car les trois racines ne sont égales que si l’on a B=B/=B'/=0; alors ces racines, étant égales à A, A', A", ne sont pas toutes trois nulles, sans quoi l’équation proposée ne serait pas du second degré. On peut d’ailleurs démontrer cette propriété de l’équation (48), indé-
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pendamment de l'étude que nous en avons faite; en effet, si les trois racines étaient nulles, on aurait, en égalant à zéro les coefficients de S* et de S,
AA'+A'A''-f A"A— B *— B'«— B'*=0 ; si du carré de la première, on retranche le double de la seconde, on a
A,+A's-fA",+2B’+2B's+2B"*=0,
d’où
On conclut de là que toute surface de second degré a au moins un plan principal.
488 — Nous avons vu que, si l’on fait abstraction des cylindres, l’équation du second degré peut être ramenée à l’une des deux formes
(«) M.r,+Ny,+Pz*+F,=0,
(P) Nÿ’+Pz*+Q*=0;
la première convient aux surfaces qui ont un centre unique, la seconde à celles qui sont dépourvues de centre. Si le plan diamétral qui a servi à effectuer la réduction est un plan principal, comme on peut effectuer les réductions ultérieures en prenant dans le plan principal deux axes rectangulaires, l’équation de la surface sera ramenée à l’une des deux formes (a) et (p) eu coordonnées rectangulaires.
CHAPITRE H
Réduction de l'Kqnatlon du «econd degré.
Dans le chapitre précédent, nous avons vu que l’équation du second degré peut se ramener à l’une des formes simples Mx*+Nÿ,+Pz1-1-R = 0, Ny*+P*’+Qx=0,
Ny’+Pz’+R =0,
P;*+Qa;=ü,
Ps* + R =0,
en coordonnées rectangulaires. Il nous reste à indiquer un moyen pratique d’effectuer cette réduction.
• l'r cas. D^O.
489— On commence par transporter les axes parallèlement à eux-mêmes au centre de la surface; l’équation générale du second degré
(1 ) Ax«+ A 'ÿH-AV+SBÿi+î B'îx+2B,,x/,/-f-2Cx-f-20 ^+2C ’î+F =0. devient
(8) A£,+Ay+AV+2B,v3+2B/3£+2B".xy+F1=0 ;
les coefficients des termes du second degré ne changent pas, et nous avons appris à calculer la constante F, (n° 475).
Supposons d’abord les trois racines de l’équation du troisième degré en S différentes entre elles et désignons-Ies par S, S', S"; soient de plus (a, a', a"), (fi, ft"), (y, f, y") les cosinus des angles que font avec les axes les directions qui correspondent à ces trois racines. Si l’on change les axes des coordonnées en prenant ces trois directions pour celles des nouveaux axes, les formules de transformation sont
i X—ZX' + +Y Z1,
(3) ] y=<x'xl+ py+y'z',
( 3=aV+fjy+TV, et l’équation de la surface aura la forme
M^*+Ny/1+P*M-1-F1=0,
puisqu’elle ne doit plus contenir les produits des variables. Mais on a
M=A«?+AV‘-|-AV'*-f2BaV'+2B'a//c^2B'W, c’est-à-dire M= S (n° 480). Par la même raison on a N=S' et P=S". Ainsi, dans ce cas, l’équation réduite est (4) Sx'*+S/y/î+S',z's+F1==0.
490 — Il est facile de vérifier que les coefficients des rectangles des variables dans la nouvelle équation sont nuis. Prenons par exemple le coefficient B," du terme en x’y' . Ce coefficient est
B1''=A/9y+Ay/-t-AVV'-fB(^/'+y' n+W
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Ap+B"p'+B'p,/=S'p,
Si l’on multiplie ces équations respectivement par y, y', y" et que l’on ajoute, il vient
B,*=S'(Pr+PY+PY).
Les deux directions (3, p', p"), (y, y', y") étant rectangulaires, on en conclut que B,',=0. On verrait de même que B^B/zzO.
401 — Lorsque deux racines de l’équation du troisième degré sont égales , à la racine double correspondent une infinité de directions comprises dans un même plan; si l’on prend pour nouveaux axes deux droites rectangulaires comprises dans ce plan et la perpendiculaire au plan, la méthode précédente est applicable et l’on obtient l’équation S Gc' *+y' *) +SV *+F, = 0 ,
qui représente une surface de révolution autour de l’axe OZ'. Enfin, si les trois racines sont égales, en prenant trois nouveaux axes quelconques rectangulaires entre eux, l’équation est toujours
S («'•+*'■+*' •J+F.rrO,
elle ne peut représenter qu’une sphère.
2* cas. D=0.
403 — Dans ce cas, commençons par changer la direction des axes, en prenant pour nouveaux axes les directions qui correspondent aux racines de l’équation du troisième degré, ou , si cette équation a des racines égales, un des systèmes en nombre infini de trois directions rectangulaires déterminées par ces racines. On démontre, comme on l’a fait algébriquement dans le cas précédent, que Bl=BI'=B,"=0; les coefficients des carrés des variables ont encore pour valeurs S, S', S". Si donc une seule racine S est nulle et que l’on prenne pour axe OX'' la direction déterminée par cette racine, l’équation de la surface est
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S'y' J+S"z' ,+2C,x'+2C1/y'+2Cl"z'+F=0.
Les coefficients C, , C/, C," ont pour valeurs C, ^^Ca-j-C a/-|-C’'a//,
C,’=Cp+C'P'+C"p",
c.^Cy+C'yVcv-
En déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, on ramène l’équation précédente à la forme
S'y,+S/'z’-f2C,a:=0, si C, est différent de zéro, et à la forme
si C, est nul. Le coefficient C, qui subsiste dans l’équation réduite est celui qui correspond à la racine simple S— O.
493 — Si deux racines S et S' sont égales à zéro, par la première transformation l’équation devient
S'z',+2Clx' + 2 C,'y'+2C1"z'-j-F=0.
Nous avons vu que les relations qui existent entre les trois cosinus de l’une des directions qui correspondent à la racine double S=0 se réduisent à deux. Pour déterminer l’une de ces directions , on peut joindre à ces deux équations une troisième prise à volonté ; nous prendrons
de cette manière on aura C/ = 0. L’autre direction sera ensuite complètement déterminée, ainsi que le coefficient C,. Cela posé, en déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, on ramènera l’équation à la forme
S"z,+2C,æ-=0, si C, est différent de zéro, et à la forme S"z‘ + R=0,
si C, est nul.
CHAPITRE III
De l'Ellipsoïde.
494 — Nous avons ramené l’équation des surfaces du second degré qui ont un centre unique à la forme S*,-{-Sy-fS'V=H,
en rapportant la surface à ses trois plans principaux.
Supposons d’abord que les trois racines aient le même signe, par exemple le signe +. Si le terme constant H est négatif, l’équation n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point de l’espace. Si le terme constant H est égal à zéro, l’équation n’est satisfaite que pour x=y—z= 0; elle représente un seul [joint, l’origine. Considérons enlin le cas où II est plus grand que zéro, et posons
l’équation se met sous la forme
La coordonnée x ne peut varier que de — a à + a, y de — b à +6, s de — cà+c; prenons sur l’axe des x, de part et d’autre de l’origine, des longueurs OA et OA' égales à a, sur l’axe des y deux longueurs OB et OB' égales à b, sur l’axe des : deux longueurs OC et OC' égales à c (flg. 247). Par les points A et A', B et B’, C et C', imaginons des plans respectivement parallèles aux plans YOZ, ZOX, XOY, la surface sera entièrement comprise dans le parallélipipède rectangle ainsi formé. On a donné à cette surface le nom d 'ellipsoïde.
49$ — L’origine est un centre de l’ellipsoïde. Les plans coordonnés, qui sont les trois plans principaux de l’ellipsoïde, coupent la surface suivant trois ellipses ABA',BCB', CAC', que l’on appelle sections principales de l’ellipsoïde.
br. 2‘J
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Si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan YOZ,
on obtient pour section l’ellipse
dont le centre I est sur l’axe des x. Les points de la courbe étant deux à deux symétriques par rapport au centre I, les points de la surface sont symé- F|e- î47- triques deux à deux par rapport
à la droite OX, qui est ainsi un axe de la surface. A mesure que le plan sécant s’éloigne du plan principal YOZ, c’est-à-dire quand x varie de 0 à a, l’ellipse d’intersection reste toujours semblable à l’ellipse CBC', mais diminue jusqu'à se réduire à un point. 11 en est de même des sections parallèles à chacun des deux autres plans principaux. Ainsi l’ellipsoïde admet trois axes qui sont les intersections des plans principaux deux à deux. Les extrémités des axes sont les sommets de l’ellipsoïde. Si l’on suppose a>è>c, '■2a sera l’axe majeur, 2 b Taxe moyen, 2c l’axe mineur.
Il est clair qu’un plan quelconque coupe l’ellipsoïde suivant une courbe fermée; cette courbe du second degré est une ellipse. Coupons la surface par un plan quelconque mené par le grand axe AA' (flg. 248); à cause de la symétrie, l'ellipse d’intersection admettra pour axes, d’une part la droite AA'jd’autre part le diamètre DI)', suivant lequel le plan sécant
coupe l’ellipse principale CBC'!!'; ce sera donc une ellipse avant AA’ pour grand axe et DD' pour petit axe. 11 en résulte que le demi grand axe OA est le plus grand rayon de l’ellipsoïde.
De mème,un plan quelconque mené par le petit axe CC' couellipse, ayant pour petit axe CC'
FiC. as.
pera la surface suivant une
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et pour grand axe le diamètre RE', intersection de l’ellipse principale ABA' et du plan sécant. Il en résulte que le demi petit axe OC est le plus petit rayon de l’ellipsoïde.
De même encore, un plan mené par l’axe moyen BB' coupera la surface suivant une ellipse ayant pour axe3 la droite BB' et l’un des diamètres de l’ellipse principale ACA'; mais ici ce second axe sera tantôt plus grand que BB', tantôt plus petit; il peut même devenir égal à BB', et dans ce cas la section sera un cercle.
PLANS DIAMÉTRAUX.
497— Considérons une série de cordes parallèles à la droite
le plan diamétral correspondant (n» 471) a pour équation
Üü 4- 11 a* b1 cs
Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan diamétral; soit le plan
A x-j-Bÿ-f-C * — 0 ;
ce plan coïncidera avec le plan diamétral précédent, si l’on a
(3) JL — JL — JL .
Telles sont les relations qui existent entre la direction des cordes et celle du plan diamétral conjugué. Il est évident que le plan diamétral coupe la surface suivant une courbe fermée du second degré et par conséquent suivant une ellipse. Chaque point de cette ellipse est le point de contact d’une droite parallèle aux cordeset tangente à la surface ; ces tangentes forment un cylindre tangent à l’ellipsoïde tout le long de cette ellipse et l’enveloppant.
DIAMÈTRES
498 — Nous savons que les sections faites par des plans
parallèles dans l’ellipsoïde sont des ellipses homothétiques (n° 407) ; cherchons le lien des centres de ces ellipses. Soit Ax-j-By-j-Ci — i }
l’équation d’un plan, dans laquelle A, B, C sont des coefûcients constants, l un paramètre variable. Si l’on élimine s entre cette équation et celle de l’ellipsoïde, on a l’équation de la projection de la courbe d’intersection sur le plan XOY, fÇ* , (Aa+By— /)»
Le centre de cette courbe se projette au centre de la courbe projection ; ce dernier point est donné par les deux équations
x , A(Ax+By — /) n
y H[\x+By — l)
en y joignant l’équation du plan sécant, on a le centre de la courbe dans l’espace. Si entre ces trois équations on élimine le paramètre variable l, on obtient le lieu des centres x _ y z
C’est une droite passant par le centre. On a donné à celte droite, lieu des centres des sections parallèles, le nom de diamètre.
La direction du diamètre est conjuguée du plan diamétral parallèle aux plans sécants; car les coefficients de la droite et du plan vérifient les relations (3).
Réciproquement, toute droite menée par le centre est un diamètre; car si l'on mène le plan diamétral conjugué de cette direction, et des plans sécants parallèles, le lieu des centres coïncidera avec la droite donnée.
DIAMÈTRES CONJUGUÉS
500— On dit que trois diamètres forment un système de diamètres conjugués , quand chacun d’eux est conjugué du plan des deux autres. Nous avons déjà reconnu l’existence de pareils systèmes de diamètres (n° 479); menons arbitrairement un premier diamètre OD et considérons le plan diamétral conjugué; ce plan coupe l’ellipsoïde suivant une ellipse; prenons deux diamètres conjugués quelconques OE, OF de
cette ellipse; les trois diamètres OD, OE, OF formeront un système de diamètres conjugués; car si l’on prend pour axes des coordonnées les trois droites OD, OE, OF et que l’on appelle a1, b1, c' les longueurs des trois rayons OD, OE, OF, d’après le raisonnement qui a été fait précédemment, l’équation de l’ellipsoïde se mettra sous la forme
ait ^ J,/* T dt
On en conclut que les trois axes des coordonnées forment un système de diamètres conjugués, ou, ce qui revieni au même, que les trois plans des coordonnées forment un système de plans diamétraux conjugués.
On voit bien, à l’aide de cette équation, comment varient
les sections parallèles; si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan diamétral Y'OZ', on a une ellipse
r 4. _ fl
homothétique à l’ellipse diamétrale EOF et ayant son centre au point I sur le diamètre OD; celle ellipse \aen diminuant à mesure que le plan sécant s’éloigne du plan diamétral; elle se réduit au point D, quand le plan sécant passe par ce point et alors le plan est tangent à la surface; au delà le plan ne rencontre plus la surface; en d’autres termes, il la coupe suivant une ellipse imaginaire dont le centre est réel et situé sur le prolongement de OD. 11 en est de même de l’autre côté.
501— Cherchons maintenant les relations qui existent entre les directions des trois diamètres conjugués OD, OE, OF. Désignons par a, p, y les coefficients du premier diamètre, par a', p', y' ceux du second, par a", p", y” ceux du troisième. Le plan conjugué du diamètre OD a pour équation
+ M + If = o-
ce plan contenant le diamètre OE, on a la relation
On obtient ainsi les trois relations
+üL+jrç:=o „« ~ /,« < Cî ’ >
qui expriment que chaque diamètre est conjugué du plan des deux autres.
La première de ces relations signifie que les deux diamètres OD, OE sont conjugués entre eux.
502 — Considérons deux systèmes de diamètres conjugués ODEF, OP'E’F' (fig. 2a0). Soit QG Je diamètre suivant lequel se
Fig. 350.
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coupent les deux [dans EOF, E OF' , OU et OH' les diamètres conjugués de OG dans ces deux plans. Si, conservant OD, on remplace les diamètres conjugués OE, OF par deux autres diamètres conjugués OG, OII de la même ellipse, la somme des carrés ne change pas; de même, si , conservant OD' , on remplace les deux diamètres conjugués OE', OF' par deux autres diamètres conjugués OG,OH' de laihêine ellipse, la somme des carrés ne change pas. On a alors deux systèmes de diamètres conjugués OGHD,OGH 'D ', qui ont un diamètre commun OG; les deux autres, étant situés dans le plan diamétral conjugué de OG, appartiennent à la même ellipse. Donc la somme des carrés est la même. Ainsi la somme des carrés de trois diamètres conjugués est constante et par conséquent égale à la somme des carrés des axes.
On démontre de la meme manière que le volume du parallélépipède construit sur trois diamètres conjugués est constant: lorsqu’on remplace le système ODEF par le système ODGH, le volume ne change pas; car les deux parallélipipèdes ont des hases équivalentes, les parallélogrammes EOF, GOH, et même hauteur , la perpendiculaire abaissée du point D sur le plan des hases.
SECTIONS CIRCULAIRES
503— Parmi les sections planes de l’ellipsoïde, il importe d’examiner surtout les sections circulaires. Supposons qu’un plan diamétral coupe l’ellipsoïde suivant un cercle; soit OD le diamètre conjugué; si, dans le plan du cercle, on prend la projection OE de OD et un diamètre OF perpendiculaire à OE, on aura un système de trois diamètres conjugués; or, le diamètre OF est perpendiculaire au plan diamétral conjugué DOE; donc ce plan est un plan principal etOF l’un des axes de la surface. Ainsi les plans
diamétraux qui coupent l’ellipsoïde suivant des cercles, passent par l’un des axes de la surface.
Cet axe est l’axe moyen BB' de l’ellipsoïde; car, nous avons vu (n° 496) que, lorsque le plan sécant passe par le grand axe AA', ou par le petit axe CC', les deux axes de l’ellipsoïde diffèrent nécessairement.
Lorsque le plan sécant passe par l’axe moyen BB', les deux axes de l’ellipse d’intersection sont l’axe BB' et le diamètre DD '
suivant lequel le plan sécant coupe l’ellipse principale ACA'. La longueur de ce diamètre DD' variant de CC' à AA', pourra être égale à BB', et alors la section sera un cercle.
Du point O comme centre, avec un rayon égal à 6 et dans le plan principal ACA' décrivons un arc de cercle qui coupera l’ellipse principale en D et E; menons les diamètres OD et OE ; les deux plans diamétraux BOD, BOE couperont l’ellipsoïde suivant des cercles. On conclut de là que l’ellipsoïde à (rois axes inégaux admet deux séries de sections circulaires.
Quand l’ellipsoïde est de révolution, les deux plans BOD, BOE se confondent avec le plan principal perpendiculaire à l’axe de rotation, c’est-à-dire avec l’équateur de la surface. On n’a plus alors qu’une série de sections circulaires.
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étant homogène par rapport à x, y, z, ne peut représenter qu’un système de droites ou un point. Posons
tang <*= tang p= ,
l’équation s’écrira
(i) — — — | — -Ll—
tang 1 a (anj. p
Le plan principal XOZ coupe la surface suivant deux droites 7 OA, OA' faisant avec OZ un angle égal à
^ “> plan principal YOZ suivant deux
droites OB, OB' faisant avec OZ un angle ' Vit T'j y égal à p. Le plan principal XO\T coupe la
\ \ / // surface suivant un seul point 0. Tout plan \U )/ parallèle au pian XOY donne une ellipse
% ^ ABA' ayant pour équation
4 tang1 a ' tang1 fi ' ’
Fig. 253. cette ellipse qui a son centre I sur l’axe OZ, augmente indéfiniment à mesure que le plan sécant s’éloigne du sommet. Ainsi le lieu est un cône que l’on peut considérer comme engendré par une droite OM, qui tourne autour du sommet en glissant sur l’ellipse ABA'. En supposant S plus petit que S' et, par conséquent, a plus grand que p, on voit que l’angle que fait la génératrice 0.U avec l’axe OZ varie de a à p. Le cône est formé de deux nappes égales situées de part et d’autre du sommet. L’équation des cônes du second degré se ramenant à la forme (1), il en résulte que tout cône du second degré peut être considéré comme un cône droit à base elliptique.
Les plans perpendiculaires à chacun des deux autres axes OX et OY coupent le cône suivant des hyperboles ayant leurs centres sur ces axes. Les trois axes des coordonnées sont des
axes du cône; l’un OZ est situé à l’intérieur du cône, les deux autres à l’extérieur. Par rapport à chacun de ceux-ci, un point quelconque du cône a son symétrique sur l’autre nappe;
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par rapport au premier, un point a son symétriquo sur la même nappe.
HYPEMiOLOÏDE A l'NK NAPPE,
505 — Supposons que le terme constant H ait une valeur positive et posons
l’équation de la surface prendra la forme
(2)iL* + ^— ^=t.
Le plan principal XOY coupe la surface suivant une ellipse
ABA; le plan principal XOZ suivant une hyperbole dont A'A est l’axe transverse et OZ l’axe imaginaire, le plan principal YOZ coupe de même la surface suivant une hyperbole dont BB'est l’axe transverse et OZ Taxe imaginaire. Si l’on coupe la surface par des plans parallèles au plan XOY, on a des ellipses homothétiques x 1 y* z ’
1 qui ont leurs centres sur OZ. et qui
Fig. ss*. vont en augmentant indéfiniment
à mesure que le plan sécant s’éloigne du plan principal d’un côté ou de l’autre ; l’ellipse minimum ABA' déterminée par le plan principal s’appelle ellipse de gorge. On voit par là que la surface est formée d’une seule nappe coutinue qui s’étend indéfiniment en s’ouvrant de plus en plus de chaque côté du plan de l’ellipse de gorge. On a donné à cette surface le nom d’ hyperboloïde à une nappe.
Les plans parallèles au plan XOZ coupent la surface suivant des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur OY ; de même les plans parallèles au plan YOZ coupent la surface suivant des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur
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OX. Il résulte de là que l’hyperboloïde à une nappe admet trois axes, deux réels AA' et BB-, un imaginaire OZ. Les deux axes réels sont les axes de l’ellipse de gorge; l’axe imaginaire OZ est situé à l’intérieur de la surface.
Lorsque les deux axes réels deviennent égaux, les sections parallèles au plan XOY étant des cercles, la surface est do révolution; elle est engendrée par une hyperbole tournant autour de son axe imaginaire OZ.
HYPEUBOLOÏDE A DEUX NAPPES.
506 — Examinons enfin le cas où le terme constant II a une valeur négative ; si l’on pose
l’équation prend la forme
a’- bt c’
Les deux plans principaux XOZ, YOZ coupent la surface suivant des hyperboles dont l’axe transverse CC' a une longueur égale à 2c et est dirigé suivant l’axe OZ. Le plan principal XOY ne rencontre pas la surface. La section faite par un plan parallèle au plan XOY est une ellipse
at + b' c» ’
mais cette ellipse n’est réelle que si la valeur absolue de z est plus grande que c ; si donc par chacun des points C et C' on mène un plan parallèle au plan XOY, il n’y aura aucun point du lieu situé entre ces deux plans. Si le plan sécant s’éloigne à partir du point C, l’ellipse, qui est d’abord réduite à un point, augmente indéfiniment; et de même de l’autre côté, à partir du point C'. On voit par laque la surface se compose de deux nappes infinies et séparées
l’une de l’autre; on lui a donné le nom d’hyperboloïde à deux nappes. La surface a trois axes, un réel CC', deux imaginaires OX et OY.
Quand les deux axes imaginaires 2 a et 2 b deviennent égaux, la surface est de révolution ; elle est engendrée par une hyperbole tournant autour de son axe transverse CC7.
CÔNE ASYMPTOTE
507 — Considérons les deux hyperboloïdes représentés par les équations
et que nous nommerons hyperboloïdes conjugués; tout rayon réel de l’un est imaginaire dans l’autre, et a même longueur. Un plan sécant mené par l’axe OZ coupe ces deux surfaces suivant des hyperboles conjuguées; l’hyperbole située sur l’hyperboloïde à deux nappes a pour axe transverse CC7 ; celle qui est située sur l’hyperboloïdc à une nappe a pour axe transverse le diamètre suivant lequel le plan sécant coupe l’ellipse de gorge.
Soit y=mx l’cquation du plan sécant; l’équation
provenant de l’élimination de y donne les projections des courbes d’intersection sur le plan XOZ; ces courbes projections sont des hyperboles ayant pour asymptotes communes x' m'x1 s’
Fig. ÏS6. fl* . b1 C*
Si à cette équation on joint celle du plan sécant y—mx, on aura les asymptotes des hyperboles dans l’espace. Imaginons actuellement que le plan sécant tourne autour de l’axe OZ ; ces asymptotes décriront un cône que nous appellerons cône asymptote des hyperboloïdes ; on obtient son équation en éli-
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minant le paramètre variable m entre les deux équations précédentes, ce qui donne
SO§ — Plus généralement le cône asymptote est le lieu des asymptotes de toutes les hyperboles déterminées dans les deux surfaces par des plans passant par le centre. En effet, soit z=.mx-\-ny l’équation du plan sécant, les courbes d’intersection ont pour projections sur le plan XOY
(mx+ny) i c5
les asymptotes sont données par l’équation x * . y* (mx+ny)'
jointe à celle du plan sécant. Il arrive ici que l’on peut éliminer à la fois les deux paramètres variables metn entre ces équations, ce qui reproduit le cône asymptote
, yj
Les deux hvperboloïdes conjugués ont même cône asymptote. L’hyperboloïde à deux nappes est situé à l’intérieur du cône, l’hyperboloïdc à une nappe à l’extérieur.
SECTIONS PLANES
509 — Considérons les surfaces représentées par l’équation
dans laquelle X est un paramètre arbitraire. On a les deux hyperboloïdes ou le cône asymptote, quand on attribue au paramètre X les valeurs ±1 ou la valeur 0. Si l’on coupe ces surfaces par un même plan
A;r-f-By-f-C= — l ,
les projections des courbes d’intersection sur le plan XOY ont pour équation
x% , y* (f— . \x— By)’ _
as + b' c’C — A’
le paramètre X n’entrant que dans le terme constant, il en résulte que les courbes projections, et par suite les courbes dans t’espace, sont homothétiques; car ce sont les intersections de cylindres homothétiques par des plans parallèles (n°466); elles sont en outre concentriques, si elles ont un centre; quand ce sont des paraboles, elles ont même paramètre, et par conséquent sont égales.
510 — Il résulte de là que pour reconnaître l’espèce de la section d’un hyperboloïde par un plan , il suffit d’étudier la section du cône asymptote par le même plan. On sait d’ailleurs que les sections parallèles sont homothétiques.
Par le centre, menons un plan parallèle au plan sécant ; il y a trois cas à distinguer. 1° Si le plan mené par le centre ne coupe le cône qu’en un seul point, les deux nappes du cône sont situées, l’une d’un côté de ce plan, l’autre de l’autre ; il est clair que tout plan parallèle coupera toutes les droites d’une même nappe et par conséquent déterminera sur le cône une courbe fermée qui sera une ellipse ; les sections faites par ce même plan dans les hyperboloïdes seront aussi des ellipses. 2° Si le plan mené par le centre coupe le cône suivant deux droites, il partage chacune des nappes en deux parties situées de part et d’autre du plan; tout plan parallèle rencontrera la partie de chacune des nappes qui est du meme côté que ce plan, et par conséquent coupera le cône suivant deux branches séparées et s’étendant indéfiniment; car si une génératrice du cône se rapproche de l’une des génératrices déterminées par le plan mené par le centre, elle devient parallèle au plan sécant, et le point d’intersection s’éloigne à l’infini; la courbe est donc une hyperbole. Cette hyperbole aura ses asymptotes parallèles aux droites déterminées par le plan passant parle centre. 3® Enfin, si le plan mené par le centre est langent au cône asymptote, l’une des nappes du cône sera située tout entière d’un côté du plan, l’autre nappe de l’autre côté, excepté l’arête de contact, qui est dans le plan; un plan parallèle ne rencontrera que la nappe qui est du même côté que ce plan et la cou-
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pern suivant une brandie infinie ; la courbe sera une parabole.
Nous examinerons plus tard en détail les diverses variétés que présentent ces courbes, et leur déformation quand on fait mouvoir le plan sécant.
PLANS DIAMETRAUX.
511 — Considérons les surfaces représentées par l'équation
dans laquelle X est un paramètre arbitraire, et qui donne le cône asymptote ou les deux byperboloïdes, quand on attribue au paramètre X la valeur 0 oujes valeurs ±1.
Le plan diamétral conjugné de la droite
a pour équation
Ce plan est le même dans les deux byperboloïdes et dans le cône asymptote. On pourrait d’ailleurs le reconnaître à priori. En effet, considérons une sécante qui rencontre le cône on deux points; le plan mené par cette sécante et le centre coupe le cône suivant les asymptotes des hyperboles déterminées par ce plan dans les byperboloïdes; les portions de celte sécante comprises entre les hyperboles et les asymptotes étant égales, il en résulte que les cordes ont même point milieu.
512— L’espèce de la section déterminée par le plan diamétral dépend de la direction des cordes. Par le centre, menons une parallèle aux cordes; si cette droite est située à l’intérieur du cône asymptote, il est évident que chaque sécante rencontre les deux nappes du cône et, par conséquent, le point milieu est entre les deux nappes; le plan diamétral, ayant tous ses points entre les doux nappes, coupe le cône suivant un point. L’hyperboloïde à une nappe, étant situé à l’extérieur du cône asymptote, sera coupé par le plan diamétral suivant une ellipse réelle; cette ellipse est la courbe
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de contact d’un cylindre ayant ses génératrices parallèles aux sécantes et circonscrit à l’hyperboloïde; le cylindre circonscrit est situé à l’intérieur de l’hyperboloïde. L’hyperboloïde à deux nappes étant situé, au contraire, à l’intérieur du cône asymptote, le plan diamétral ne rencontre pas la surface; aucune des sécantes ne devient tangente, et il n’existe pas de cylindre circonscrit dans cette direction.
Si la droite menée par le centre est située à l’extérieur du cône asymptote, une parallèle percera une même nappe en deux points et, par conséquent, le point milieu sera situé à l’intérieur du cône; le plan diamétral, pénétrant à l'intérieur du cône, coupera ce cône suivant deux droites, et, par conséquent, les hyperboloïdes suivant des- hyperboles conjuguées. Chacune de ces hyperboles sera la courbe de contact d’un cylindre circonscrit.
513 — Il est un cas où il n’y a plus à proprement parler de plan diamétral; c’est lorsque la droite menée par le centre appartient au cône asymptote; dans ce cas, toute parallèle ne rencontre la surface qu’en un point et le point milieu est à l'infini. Cependant l’équation (6) représente encore un plan passant par le centre; c’est la position limite vers laquelle tend le plan diamétral, quand la droite (5) se rapproche de plus en plus du cône. Le plan tangent au cône a pour équation xX . yX srL
si le point de contact appartient à la droite (5) , cette équation devient
«X yZ
c’est l’équation ((i); ainsi quand les sécantes deviennent parallèles à une arête du cône asymptote, le plan diamétral coïncide avec le plan tangent au cône suivant cette arête.
DIAMÈTRES
514— Les sections faites dans les hyperboloïdes et dans le cône asymptote par un même plan étant concentriques, le lieu
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des centres des sections parallèles est le même dans les hyperboloïdes et dans le cône ; or, il est évident, à cause de la similitude, que dans le cône ce lieu est une droite passant par le sommet du cône.
Lorsque les sections sont des ellipses, le lieu des centres, ou le diamètre, étant situé à l'intérieur du cône, rencontre l’hyperboloïde à deux nappes, mais ne rencontre pas l’hyperbo- Ioïde à une nappe. Lorsque les sections sont des hyperboles, le diamètre étant à l’extérieur du cône, rencontre, au contraire, l’hyperboloïde à une nappe et ne rencontre pas l’hvperboloïde à deux nappes.
On obtient un système de trois diamètres conjugués de l'hyperboloïde à une nappe en prenant un diamètre quelconque, et, dans le plan diamétral conjugué, deux diamètres conjugués de la section. Il est aisé de voir que, de ces trois diamètres conjugués, deux OD, OE sont toujours réels, un OB' imaginaire. En effet, si le premier diamètre est réel, le plan diamétral, comme nous l’avons dit(n»5t2), coupe la surface suivant une hyperbole, dans laquelle un second diamètre sera réel, le troisième imaginaire. Si, au contraire, le premier diamètre est imaginaire, le plan diamétral conjugué coupe la surface suivant une ellipse réelle, dans laquelle deux diamètres conjugués sont réels. L’équation de la surface, rapportée à ces diamètres conjugués, prend la forme
L’hyperboloïde conjugué admettant le même diamètre pour la même série de plans sécants, les deux surfaces ont les mêmes systèmes de diamètres conjugués; seulement un diamètre, réeldans l’une, est imaginaire dans l’autre, de sorte que, dans l’hyperboloïde à deux nappes, de trois diamètres conjugués, deux sont toujours imaginaires, et un réel.
Pour former un système de diamètres conjugués, nous avons pris l’un d’eux arbitrairement; il faut toutefois que cette droite n’appartienne pas au cône asymptote.
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515 — Il nous est facile maintenant de compléter l’étude des sections planes des hyperboloïdes. Imaginons la surface rapportée à un système de plans diamétraux conjugués dont l’un soit parallèle au plan sécant; l’équation prendra la forme
jL t-i
Considérons d’abord l’hyperboloïde à une nappe. Si le plan sécant est parallèle au plan DOE, la section est une ellipse
toujours réelle, dont le centre est sur le diamètre imaginaire OF, et qui augmente indéfiniment à mesure que le plan sécant s’éloigne du plan diamétral, d’un côté ou de l’autre. Si le plan sécant est parallèle au plan EOF, la section est une hyperbole
dont le centre est situé sur le diamètre réel OD, et dont les asymptotes sont parallèles à celles de l’hyperbole déterminée par le plan diamétral x=0; cette hyperbole admet aussi deux diamètres conjugués respectivement parallèles à OE et à OF. Quand x varie de 0 à a', le diamètre réel est parallèle à OE, et diminue de b1 à 0; pour x=a', l’hyperbole se réduit à deux droites passant au point D, et le plan devient tangent à la surface au point D; quand x croît ensuite à partir de af, le diamètre réel est au contraire parallèle à OF et augmente de zéro à l’infini ; l’hyperbole a changé de disposition ; d’abord située dans les angles des asymptotes qui comprennent le diamètre OE, elle a passé dans les angles supplémentaires. La transition s'opère par le, système de deux droites.
516— Considérons maintenant l’hyperboloïde à deux nappes. Les sections parallèles au plan DOE sont des ellipses
dont les centres sont situés sur le diamètre réel OF ; quand z varie de 0 à c/} l’ellipse est imaginaire ; pour z=:d, elle se
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réduit à un point ; quand z croît à partir de c', l’ellipse devient réelle et augmente indéfiniment. Les sections parallèles au plan EOF sont des hyperboles
Ü7* c'* * cF* *
dont le diamètre réel est toujours parallèle à OF et augmente indéfiniment. L’hyperbole a toujours la même disposition.
51 y— Nous n’avons parlé jusqu’à présent que des sections elliptiques ou hyperboliques. La transformation précédente n.e peut plus être effectuée, lorsque le plan sécant est parallèle à un plan tangent au cône asymptote; dans ce cas, la section est une parabole, égale à celle que détermine le plan sécant sur le cône asymptote, et il est évident, d’après la similitude, que le paramètre de la parabole tracée sur le cône par le plan sécant augmente proportionnellement à la distance du plan sécant au centre.
Pour étudier la position de la courbe, nous nous servirons d’une autre forme extrêmement simple, sous laquelle on peut mettre l’équation de l’hyperboloïde. Prenons pour axe des y et des s deux arêtes quelconques du cône asymptote et pour axe des x le diamètre conjugué du plan YOZ, l’équation des hyperboloïdes se réduira à la forme
Alx’-t-Byz =± t.
Car elle ne doit pas contenir de terme du premier degré, et lorsqu’on y fait x=0, on a une hyperbole rapportée à ses asymptotes. On peut toujours supposer que les deux constantes A et B sont positives. La surface est un hyperboloïde à une ou à deux nappes suivant que le second membre est positif ou négatif ; car le plan z =0 coupe la surface dans le premier cas et ne la rencontre pas dans le second cas. Les sections des deux sur-
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faces par le plan Y'OZ sont des hyperboles conjuguées. Le cône asymptote a pour équation
Ax* -f Bys = 0.
Les plans XOY et XOZ sont tangents à ce cône suivant les arêtes OY et OZ. Si la surface est un hyperboloïde à une nappe, elle est coupée par le plan s =0 suivant deux droites AB, A'B' parallèles à OY (fig. 257); tout plan parallèle z=y coupe la surface suivant une parabole Aa?,+B‘ï'ÿ = l, qui a pour diamètre la trace CD du plan sécant sur le plan YOZ. L’extrémité C de ce diamètre appartient à l’hyperbole GH, G'H', suivant laquelle le plan YOZ coupe la surface. La direction du
diamètre change avec le signe de y. Les sections faites dans l’hyperboloïde à une nappe par les plans z=dby ont la disposition indiquée sur la figure 257. Quand les \ deux plans sécants se rapprochent du plan XOY, les points C et C' s’éloignent indéfiniment sur les branches d’hyperbole CG, C'G', et les deux paraboles tendent vers le système des deux droites parallèles AB, A'B'.
Si la surface est un hyperboloïde à deux nappes, le plan z=0 ne rencontre pas la surface, et les deux paraboles données par les plans z=±y ont la disposition indiquée par la figure 258. Quand y tend vers zéro, les deux paraboles s’éloignent à l’infini.
Fig. 258.
SECTIONS CIRCULAIRES
518 — Considérons d’abord l’hyperboloïde à une nappe. D’après les raisonnements qui ont été faits sur l’ellipsoïde, on reconnaît qu'un plan diamétral, qui coupe l’hyperboloïde suivant un cercle, doit passer par l’un des axes de la surface ; or tout plan mené par l’axe imaginaire OZ coupe la surface suivant une hyperbole; le plan passera donc par l’un des axes réels.
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Lorsqu’un plan BOD, mené par l’axe OB, coupe la surface suivant une ellipse, l’un des axes de l’ellipse est OB, l’autre la trace
OD du plan sécant sur le plan XOZ; mais la longueur de OD est plus grande que OA ; pour que OD soit égal à OB, il est nécessaire que OB soit plus grand que OA. Ainsi, Je plan sécant passera par le plus grand axe de l’ellipse de gorge. Du point O comme centre, avec OB pour rayon, décrivons dans le plan XOZ un cercle qui coupe l’hyperbole en deux points D, IY ; les deux plans BOD, BOD' couperont l’hyperboloïde suivant des cercles.
Deux séries de plans parallèles à ces deux plans couperont suivant des cercles l’hyperboloïde proposé, le cône asymptote et l’hyperboloïde conjugué. Lorsque la surface est de révolution, les deux séries de sections circulaires se confondent et deviennent perpendiculaires à l’axe de rotation.
SECTIONS ANTIl'ARALLÈLES 1)0 CÔNE CIRCULAIRE OBLIQUE.
519 — Il résulte de ce qui précède que tout cône du second degré peut être considéré comme un cône droit ou oblique à base circulaire. Lorsque le cône est oblique, il existe une
seconde série de sections circulaires qu’il est facile de trouver géométriquement. Soit S le sommet d’un cône oblique ayant pour base le cercle AB; par la droite SOqui va du sommet au centre 0 de la base, menons un plan ASB perpendiculaire au plan de la base ; tout plan parallèle à la base coupant le cône suivant un cercle qui a pour diamètre la trace du plan sécant sur le plan ASB, il en résulte que ce plan ASB divise le cône en deux parties symétriques; c’est donc un plan principal et
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l’ensemble des deux droites SA et SB est la section principale correspondante. La bissectrice de l’angle ASB est l’axe intérieur du cône, la bissectrice de l’angle supplémentaire est un second axe, une perpendiculaire menée par le sommet S au plan principal ASB est le troisième axe. On connaît ainsi les trois axes et les trois plans principaux du cône. Dans le plan principal ASB menons la ligne B' A' antiparallèle à AB, c’està-dire telle que l’angle SA'B' soit égal à SAB ; puis, par la droite A'B', faisons passer un plan perpendiculaire au plan principal ASB; la section du cône par ce plan sera un cercle B'HAC En effet, par un point quelconque II de la courbe B'HA' menons un plan parallèle à la base; ce plan coupe le cône suivant un cercle, et le plan B'HA' suivant une ligne HI perpendiculaire à la section principale. Dans le cercle DHE on a
HI!=DIXIE.
D’autre part, les triangles semblables DIB', EIA' donnent DIX1E=BIXIA/;
donc
ÏÏT^BIxIA',
et par conséquen t le point II est un point du cercle décrit sur B' A' comme diamètre. Les sections parallèles à B'ILV sont dites antiparallèles à la base.
GÉNÉRATRICES RECTILIGNES DE l’hYPERBOLOÏDE A CNE NAPPE.
5*0— Nous avons vu (n° 410), que lorsqu’une droite a plus de deux points situés sur une surface du second ordre, elle est tout entière située sur la surface. D'après cela, on comprend qu’il est impossible de placer sur un ellipsoïde une portion de droite, si petite qu’elle soit. Car, si cette portion de droite avait seulement trois points communs avec la surface, la droite indéfinie serait située tout entière sur la surface, et il est évident qu’une droite.indéfinie ne peut appartenir à une surface limitée comme l’ellipsoïde. Il est impossible aussi de placer une droite sur l’hyperboloïdc à deux nappes; nous remarquons d’abord que cette droite ne peut être parallèle au plan de l’ellipse de gorge, puisque toutes les sections parallèles à ce plan sont
L1V. VI, CHAP. IV.— DES HVPKRBOLOIDES. 46, des ellipses. La droite irait donc d’une nappe à l’autre , et il y aurait une portion intermédiaire qui n’appartiendrait pas à la surface. La même impossibilité n’existe pas pour l’hyperbo» loïde à une nappe. Nous avons déjà reconnu, en étudiant les sections planes (n° 515J, que, lorsque le plan sécant, mené par un point de la surface, est parallèle au plan diamétral conjugué du diamètre qui passe en ce point, la section se réduit à deux droites ; il en résulte que, par tout point de la surface passent deux droites situées tout entières sur la surface. Nous allons étudier les propriétés des droites situées sur l’hyperboloïde à une nappe; mais nous reprendrons d'abord la démonstration du théorème fondamental.
521 — Soit M un point quelconque de la surface; prenons pour axe des x le diamètre qui passe en ce point, et pour axes des y et des z deux diamètres conjugués de la section diamétrale correspondante ; l’équation de l’hyperboloïde prendra la forme
£ . J!Z _ fl _ i
En coupant la surface par le plan x—a', on a deux droites
Ainsi, par tout point M de la surface passent deux droites situées sur la surface.
522 — Dans le même système de coordonnées , le cône asymptote a pour équation
si l’on coupe le cône par le plan x=0, on a les deux arêtes
HT* cf* °‘
Elles sont respectivement parallèles aux deux droites déterminées par le plan x= a' sur la surface de l’hyperboloïde. Ainsi, les droites situées sur l'hyperboloïde sont respectivement parallèles aux arêtes du cône asymptote.
Si l’on coupe la surface par le plan x — — a', on a deux droites parallèles aux précédentes; ainsi les droites qui passent par deux points M et M', symétriques par rapport au centre, sont respectivement parallèles entre elles, et aux mêmes arêtes du cône asymptote.
533 — Remarque. Nous avons déjà fait observer (n°474) que les tangentes à toutes les courbes tracées par un même point sur une surface du second degré sont situées dans le même plan ; il n'y a d’exception que pour le sommet du cône. Par le point M passent deux droites situées sur la surface; le plan de ces deux droites est le plan tangent. 11 en résulte que par le point M il ne passe pas une troisième droite située sur la surface;
. car, s’il y en avait une troisième, elle serait aussi contenue dans le plan tangent x—a! ; or, ce plan ne coupe la surface que suivant deux droites.
Nous ferons remarquer aussi que la surface est coupée par le plan tangent; une partie est située d’un côté de ce plan, l’autre partie de l’autre côté.
534 — Nous allons faire voir que les droites situées sur l’hyperboloïde peuvent être distinguées en deux séries, dont chacune constitue toute la surface. On opère commodément cette distinction, et l’on se rend bien compte de la position des droites, à l’aide de l’ellipse de gorge.
Puisque par tout point de la surface passent deux droites, il est clair que, par tout point D de l’ellipse de gorge, passent deux droites DG, DH situées sur la surface (fig. 261).
Si, conservant pour axe des z l’axe imaginaire de la surface, on prend pour axe des x le diamètre OD de l’ellipse de gorge, et pour axe des y le diamètre conjugué OE, l’hvperboloïde a pour équation
ÔT + F* “ 7r~ ‘
Le planx=a', mené par le point D parallèlement au plan
JL _ = 0
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ZOE, a pour trace, sur le plan de l’ellipse de gorge, la tangente ST à cette ellipse ; ce plan coupe l’hyperboloi'de suivant deux droites
qui se projettent sur le plan de l’ellipse de gorge suivant la tangente ST. Ainsi, toute tangente à l’ellipse de gorge est la projection de deux droites situées sur l’hyperbolo'ide.
Le cône asymptote a pour équation
fl + ül _ *1 = 0-
il est coupé par le plan a; =0 suivant deux droites OG,, OH, , qui ont pour équation
il il— o
br'~ c‘ —
et qui sont respectivement parallèles aux deux droites DG, DH situées sur l’hyperboloïde. Les deux axes des coordonnées OE et OZ étant rectangulaires, il résulte de ce qui précède que les deux droites DG, DH font des angles égaux avec le plan de l’ellipse de gorge, ou avec la parallèle à l’axe OZ menée par le [joint D ; si l’on appelle y ce dernier angle, on a
tangy=~-
525— Itnaginons maintenant que le point D parcoure l’ellipse de gorge dans le sens AB ; toutes les droites, dont les parties supérieures au plan de l’ellipse de gorge font avec les tangentes prises dans le sens du mouvement des angles aigus, formeront un premier système; toutes celles, dont les parties supérieures font avec cette même tangente des angles obtus, formeront un second système. Ainsi, la droite DG appartient au premier système, la droite DH au second. Il est clair que ces deux systèmes, tels que nous venons de les définir, comprennent toutes les droites situées sur la surface; nous
remarquons d'abord qu’une droite quelconque située sur la surface n’est pas parallèle au plan de l’ellipse de gorge, puisque les sections parallèles à ce plan sont des ellipses; cette droite percera donc le plan en Un point I) de l’ellipse; or, par le point D, passent seulement deux droites DG, DH, appartenant, l’une au premier système, l’autre au second ; la droite considérée coïncidera donc avec l’une de ces deux droites.
Si, en même temps que le point D se meut sur l’ellipse,
l’angle y varie d’après la formule tang^— -, la droite DG
coïncidera successivement avec toutes les droites du premier système, la droite DH avec toutes celles du second système. Il est visible que chacune d'elles engendre la surface entière de l’hyperboloïdc. Ainsi l’hyperboloïde à une nappe est une surface réglée, qui peut être engendrée de deux manières par le mouvement d’une ligne droite. Voilà pourquoi les droites de chaque système ont été appelées les génératrices rectilignes de l’hyperboloïde.
Il est bon de se rendre compte de la variation de l’angle y. Cet angle acquiert sa valeur minimum quand la droite passe par l’un des sommets A du grand axe de l’ellipse de gorge, et sa valeur maximum, quand elle passe par l’un des sommets B du petit axe. Le point D allant de A en B, l’angle y croît de sa valeur minimum à sa valeur maximum; cet angle décroît ensuite pour croître de nouveau, etc. Lorsque a=b, c’est-àdire lorsque l’ellipse de gorge devient un cercle, l’angle y est constant, et la surface est engendrée par chacune des deux droites DG, DH tournant autour de l'axe OZ et liée invariablement à cet axe; c’est l’hyperboloïde de révolution à une nappe que nous avons déjà considéré comme exemple des surfaces de révolution (n°454),
526— Chacune des droites mobiles engendrant la surface entière, il est clair que les deux droites gui passent par un point quelconque de la surface appartiennent , l’une au premier système de génératrices , l'autre au second système. On
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le reconnaît d’ailleurs d’une manière très-nette en construisant ces deux droites à l’aide de l’ellipse de gorge.
Soit M un point de la surface, que nous supposerons situé au-dessus du " plan de l’ellipse de gorge ; ce point se projette sur ce plan en un point m extérieur à l’ellipse; par le point m menons des tangentes mD, mE à l’ellipse; par le point de contact D de la première tangente, menons la droite DG du premier système, et par le point de contact E de la seconde tangente la Fic- 262- droite EL du second système. Les plans
projetants GDm, LEm de ces deux droites se coupent suivant une droite MM' perpendiculaire au plan de l’ellipse de gorge; cette perpendiculaire élevée par le point m perce la surface en deux points ; l’un est le point M situé au-dessus du plan de l’ellipse, l’autre est le point symétrique M' situé au-dessous. La droite DG, faisant avec Dm un angle aigu, rencontre la partie supérieure mM de la droite MM', et elle passe au point M, puisque cette partie supérieure ne rencontre la surface qu’en un point. De même la droite EL, faisant avec le prolongement de mE un angle obtus, ou avec Em un angle aigu, rencontre la partie supérieure mM de la même droite au même point M. Ainsi par le point M passent les deux droites MD, ME, qui appartiennent, l’une au premier système, l’autre au second.
&27 — Nous avons vu que les génératrices rectilignes de la surface se projettent sur le plan de l’ellipse de gorge suivant des tangentes à cette ellipse. La même propriété a lieu par rapport à chacun des plans principaux.
Considérons leplan principal COAmené par l’axe imaginaire OC et le grand axe OA de l’ellipse de gorge (fig. 263); on démontrera comme précédemment que la tangente MD, au point
M à l’hyperbole principale est la projection de deux droites MD, MD' situées sur la surface.
Quand le point M s’éloigne à l’infini sur l’byperbole, la tangente D,M tend vers l’asymplole OH, ; cette asymptote est la projection des deux droites BH, B' H', qui passent par les sommets du petit axe de l’ellipse de gorge. L’autre asymp- \ tôle OG, est la projection des droites riB. 263. BG, B'G^ qui passent par ces mêmes
points.
538 — Les génératrices rectilignes de l’hyperboloïde jouissent de quelques autres propriétés remarquables que nous allons démontrer. Soient DG, EL deux génératrices de systèmes différents; ces droites se projettent sur le plan de l’ellipse de gorge suivant des tangentes Dm, Em à cette ellipse ;
en général les deux tangentes se " coupent en un point m et les deux plans projetants suivant une droite MM' perpendiculaire au plan de l’ellipse. Comme nous l’avons expliqué plus haut, les deux droites * DG, EL, appartenant à des systèmes différents, rencontrent la perpendiculaire MM' d’un même côté du plan de l’ellipse de gorge et par conséquent se coupent au point M, où cette perpendiculaire perce la surface. Ainsi en général deux génératrices de systèmes différents se rencontrent.
1,1 peut arriver que les projections des deux droites soient parallèles; ceci a lieu, quand les deux droites, telles que DG et D'H', passent par deux points D et iy diamétralement opposés
Fig. 264.
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de l’ellipse de gorge. Dans ce cas, les deux plans projetants sont parallèles ; un plan parallèle mené par le centre coupera le cône suivant deux arêtes OG„ OH,; il est clair que les deux génératrices DG, D'H' sont parallèles à la même arête
OG, du cône asymptote, et, par conséquent, sont parallèles entre elles. 11 résulte de ce qui précède que deux génératrices de systèmes différents se rencontrent ou sont parallèles, c’est-àdir sont toujours dans un même plan.
529— Considérons maintenant deux génératrices DG, EK du même système. Les plans projetants de ces deux droites se coupent suivant la droite MM' perpendiculaire au plan de l’ellipse de gorge. La droite DG, faisant avec sa projection Dm un angle aigu, rencontre la droite MM' au-dessus du plan de l'ellipse de gorge ; la droite EK, faisant avec le prolongement de mE un angle aigu, rencontre cette même droite au-dessoos du plan; le plan DMM' qui contient la première droite DG et un point M' de la seconde, ne contient pas cette seconde droite; ainsi les deux droites ne sont pas dans un même plan.
Il peut arriver que les projections soient parallèles; soient les deux droites DG, DG' du même système, passant par deux points diamétralement opposés de l’ellipse de gorge; ces deux droites sont parallèles respectivement aux deux arêtes OG,,
OH, du cône asymptote; le plan GDD', qui contient la première et un point D de la seconde, ne contient pas cette seconde droite; ainsi les deux droites ne sont pas dans un même plan. On conclut de là que deux génératrices du même système ne sont jamais dans un même plan.
530— Chaque arête OG, du cône asymptote est parallèle à deux génératrices DG, D'H' de systèmes différents ; on les obtiendrait de cette manière : soit OF la trace sur le plan de l’ellipse de gorge du plan ZOG,; menons le diamètre DD conjugué de OF ; les tangentes en D et D étant parallèles à OF, les plans tangents GDH, G'DH' en ces points sont parallèles au plan ZOG, qui coupe le cône suivant deux arêtes 0G„ OH,; les deux génératrices DG, D'H' de systèmes différents sont paral-
lèles à OG,; les deux autres génératrices 1)H, D'G' sont parallèles à OHt. 11 est impossible qu'une troisième génératrice de l’hyperboloïde soit parallèle à l’arête OG,; car si trois génératrices de l’hyperboloïde étaient parallèles à une même arête du cône, deux appartiendraient au même système et seraient parallèles entre elles, ce qui ne peut pas être.
Le plan des deux génératrices parallèles I)G, D'H' est tangent au cône asymptote suivant l’arête OG,. Car ce plan contient la droite OG,, et il ne peut couper le cône suivant une autre droite, puisque la section est du genre parabole.
Remarquons encore qhe trois génératrices du même système ne peuvent être parallèles à un même plan; car, en menant par le centre des parallèles à ces génératrices, on aurait trois arêtes différentes du cône asymptote situées dans le même plan, ce qui est impossible.
531 — Ce qui précède nous permet de distinguer les deux systèmes de génératrices par un autre procédé. Soit DH une droite quelconque située sur la surface, toutes les droites telles que DG, EK, .... qui rencontrent cette droite fixe, avec une droite I^G' qui lui est parallèle, constituent l’un des systèmes, par exemple, le premier système. Toutes les autres constituent le second système.
532— Nous savons qu’il faut trois directrices pour définir le mouvement d’une ligne droite. Prenons comme directrices trois droites fixes A, B, C appartenant au second système, et supposons qu’une droite mobile glisse sur ces trois directrices ; si, par un point quelconque M de la droite A et chacune des droites B et C, on fait passer un plan, l’intersection de ces deux plans déterminera la position de la droite mobile qui passe en ce point; la droite mobile coïncidant ainsi successivement avec toutes les droites du premier système, engendrera l’hyperboloïde à une nappe. De même, une droite mobile, glissant sur trois droites fixes, appartenant au premier système, engendrera l’hyperboloïde. 11 résulte de là que l’on peut engen-
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533 — Nous allons faire voir que, réciproquement une droite mobile qui glisse sur trois droites fixes quelconques, non parallèles à un même plan , engendre un hyperboloïde. Soient AB, CD, EF les trois directrices données. Si par chacune d’elles on fait passer un plan parallèle à l’une des deux autres, on a six plans qui forment un parallélipipède; prenons pour origine le centre du parallélipipède et pour axes des coordonnées des parallèles aux arêtes, dont nous désignerons les longueurs par 2a, 26, 2c. Les équations des trois directrices sont, pour la disposition adoptée dans la figure 265 ,
AB
CD
EF
Représentons leséquations de la génératrice mobile MP par
(i)®=tns-fp, y=ns+q.
Pour que cette droite rencontre les trois directrices, il faut que les quatre paramètres variables m, n, p, q vérifient les trois équations de condition
p—a + mc, q~ — 6 — ne, a+P + b—q
Si l’on remplace p et q par leurs valeurs tirées des' deux premières équations de condition, les deux équations des génératrices deviennent
(3) x — a—m (i+c), y-\-b = n {z — c) , et la troisième équation de condition se réduit à
ni »
On obtient l’équation du lieu en éliminant m et n entre les équations (3) et (4), ce qui donne
(5) ayz-\-bzx+cxy-]-abc=0.
Le lieu est une surface du second degré ayant un centre unique; ce n’est pas un cône, puisqu’elle ne passe pas par le centre; c’est donc un hvperboloïde à une nappe.
Les trois directrices appartenant à la surface, les trois axes des coordonnées sont des arêtes du cône asymptote ; on peut remarquer que les trois arêtes AC, DE, BF qui, dans le parailélipipède, sont parallèles et opposées aux directrices, appartiennent aussi à la surface; par exemple, la droite AC, qui rencontre les deux directrices AB et CD, et qui est parallèle à EF, est une position particulière de la génératrice, et, par conséquent, appartient à la surface. Il résulte de là que les faces parallèles ABF, CDE du parallélipipède sont tangentes à la surface aux points B et D, el de même les autres. Les trois directrices et les trois arêtes opposées forment un hexagone gauche situé sur la surface.
534 — Étant donné un hyperboloïde à une nappe, soient AB et CD deux droites quelconques du même système (fig. 265); A un point fixe pris à volonté sur la première droite, C le point correspondant de la seconde, c’est-à-dire le point où cette seconde droite est rencontrée par la génératrice mobile de l'autre système, quand elle passe par le point A. A l’aide de la droite EF du premier système qui est parallèle à AC, on peut former le parallélipipède considéré précédemment. La génératrice mobile, dans une quelconque de ses positions , rencontre les deux droites fixes en M et N; elle a décrit sur ces deux droites, à partir de sa position initiale AC, des longueurs AM et CN que nous désignerons par o et p, en les affectant du signe -(-, quand elles sont portées dans les directions AB ou CD, et du signe — , quand elles sont portées dans les directions contraires. Si l’on projette la droite MNP sur le plan ABF, parallèlement à la
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droite EF, la longueur CN se projettera en vraie grandeur suivant AN'. En prenant pour axes des coordonnées, les droites AB et AD' et en écrivant que la droite mobile MN' tourne autour du point fixe F, on a la relation
Réciproquement, lorsqu'une droite mobile MN décrit sur deux droites fixes AB, CD, à partir d'une position initiale, des longueurs qui vérifient la relation (6), cette droite engendre un hyperboloïde à une nappe. En effet, soit AC la position initiale de la génératrice; par le point A, menons une parallèle AD' à la droite CD, formons le parallélogramme AD'FB, dont les côtés AB et AD' sont égaux à 2a et à 2 b, et par le point F, menons une parallèle FE à la droite AC ; si l’on prend AB et Aiy pour axes des coordonnées dans le plan du parallélogramme, l'équation (6) signifie que la droite MN', projection de la droite MN sur le plan du parallélogramme, parallèlement à AC, passe constamment par le point F ; donc la droite MN rencontre la droite EF. Cette droite, glissant sur trois droites fixes AB, CD, EF, engendre un hyperboloïde à
une nappe.
535 — Nous avons dit que l’hyperboloïde à une nappe admet deux systèmes de génératrices rectilignes. Il est facile de déduire de l'équation de la surface celles de ces deux systèmes de droites. Reprenons l’équation de l’hyperboloïde rapporté à ses axes,
x* yî z1
et écrivons cette équation sous la forme
yj _zl .
chacun des membres, étant la différence de deux carrés, peut être décomposé en facteurs du premier degré, et l’équation devient
rr. .11
Considérons les deux équations du premier degré
dans lesquelles le paramètre X est arbitraire. Pour chaque valeur de X, ces équations représentent une droite. Or, si l’on multiplie ces deux équations membre à membre, on retrouve l’équation (1) ; il en résulte que les équations (X) représentent un système de droites situées sur la surface.
Si l’on combine autrement les facteurs, on obtient deux autres équations du premier degré
renfermant un paramètre arbitraire (*, et qui représentent un second système de droites situées sur la surface.
On peut attribuer aux paramètres X et n des valeurs nulles
ou infinies. Si l’on pose X=™* les équations (1) prennent la
forme
on fera dans ces équations m=0 ou n=0.
536 — 11 est clair que, par tout point de la surface, passent deux droites, une de chaque système. En effet, soit M un point dont les coordonnées ,r/, y1, z' vérifient l’équation (i);
LIV. VI, CHAP. IV.— DES HYPERBOLOIDES
si 1 on attribue à À la valeur X=: -, (]e manière que la
première des équations (X) soit vérifiée par les coordonnées de ce point, la seconde équation le sera également, puisqu’en divisant membre à membre l’équation (1) par la première des équations (X), on trouve la suivante. Ainsi les équations (X), dans lesquelles on attribue au paramètre X une valeur convenable, représentent une droite passant par le point M. En attribuant de même au paramètre [4 une valeur convenable, on aura une seconde droite passant par le point M. D’ailleurs, ces deux droites différent; car, pour que les droites représentées par les équations (X) et ((tx) fussent les mêmes, il faudrait que l’on eût
xA+£) = i(,_-ry
quelle que soit x , c’est-à-dire à la fois
ce qui est impossible. 11 résulte de là que les équations (X) et et (|x) représentent toutes les droites situées sur l’hyperboloïde à une nappe.
^es parallèles menées par le centre aux droites (X) ont pour équation
l’élimination
asymptote
du
paramètre X
donne l’équation
du cône
,yf ir*
Les parallèles menées par le centre aux droites (g) ont pour équations
b c jx a et l’élimination du paramètre tx conduit encore au cône asymptote. On voit d’ailleurs que les deux systèmes de paral-
lèies coïncident; car si l’on donne à fx la valeur—^-» les
équations (3) sont les mêmes que les équations (3). Ainsi les droites de l’un et l’autre système sont respectivement parallèles aux arêtes du cône asymptote.
— Nous allons faire voir maintenant que les droites représentées par les équations (X) constituent l’un des systèmes que nous avons définis précédemment par des considérations géométriques à l’aide de l’ellipse de gorge, et que les droites représentées par les équations (u) constituent l’autre système.
11 suffit pour cela de démontrer que toutes les droites du premier groupe rencontrent une droite fixe du second groupe, excepté une, qui lui est parallèle. Considérons deux droites représentées par les équations (X) et (jx), quand on attribue à X et à .a des valeurs quelconques ; on obtiendra le point d’intersection de ces deux droites, en regardant ces quatre équations comme simultanées; en comparant la première et la quatrième, la seconde et la troisième, on en déduit les deux équations
qui se réduisent à une seule et qui donnent
St le dénominateur X -1 — n’est pas nul, on obtient pour x, y.z !*
LIV. VI, CHAI». V.— DES PARABOLOIDES. 481 des valeurs Unies et déterminées vérifiant les quatre équations; ainsi les deux droites se coupent. Si l’on a l—~
les parallèles (2) et (3) menées par le centre à ces deux droites coïncident, et, par conséquent, les droites sont parallèles.
PARABOLOÏDE ELLIPTIQUE
530— Considérons le cas où les deux racines S' et S" ont le même signe, par exemple le signe +. On peut supposer P
négatif. Si l’on pose
l’équation devient
il+ ü -x
La surface passe à l’origine ; les sections faites par les plans principaux YOX, ZOX sont deux paraboles P et 0, qui ont pour axe com-
mun la droite OX (fig. 266).
Coupons la surface par des plans perpendiculaires à la
droite OX. Pourx=0, la section se réduit au point O; en attribuant à x des valeurs positives de plus en plus grandes.
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on obtient des ellipses homothétiques qui ont leur centre sur lai droite OX et qui augmentent indéfiniment. Les plans situés à gauche du plan YOZ ne coupent pas la surface. Ainsi, la surface se compose d’une nappe indéfinie située tout entière à droite du plan YOZ; on lui a donné le nom de paraboloïde elliptique. La droite OX est un axe de la surface; le point O en est le sommet.
Les sections par des plans parallèles au plan principal XOY sont des paraboles égales à la parabole P, et qui ont leurs sommets sur la parabole Q et leurs axes parallèles à OX. Il en résulte que l’on peut regarder la surface comme engendrée par la parabole P qui se meut parallèlement à elle-même, son sommet décrivant la parabole Q. De même, les sections par des plans parallèles au plan principal XOZ sont des paraboles égales à la parabole Q, et l’on peut regarder la surface comme engendrée par la parabole Q se mouvant parallèlement à ellemême, son sommet décrivant la parabole P.
540 — Les sections de la surface par des plans 'Ax-J-By~l-Cz = l,
non parallèles à l’axe, sont des ellipses ayant pour projections sur le plan YOZ
On voit, en outre, que les projections sont des ellipses homothétiques entre elles, quelle que soit la direction du plan sécant. Lorsque le plan sécant
By-f Cz=zl
est parallèle à l’axe du paraboloïde, la section, qui a pour projection sur le plan XOYjj
y» ' (I-By)’
est une parabole dont l’axe est parallèle à l’axe du paraboloïde. Le paramètre de cette parabole étant indépendant de t , il en résulte que des plans parallèles entre eux et parallèles à l’axe coupent la surface suivant des paraboles égales.
LIV. VI, CHAP. V. — UES PAHABOLOIDES
541— Considérons en particulier le cas où p=zq; l’équation de la surface devient
.V* + z*=2pa;;
les seclions par les plans perpendiculaires à l’axe ÜX sont des cercles; ainsi, la surface est de révolution; elle est engendrée par la parabole P tournant autour de son axe OX. Les sections par des plans non parallèles à l’axe sont des ellipses qui se projettent sur le plan YOZ suivant des cercles. Les sections par des plans parallèles à l’axe sont des paraboles égales.
PLANS DIAMÉTRAUX.
542— Le plan diamétral conjugué de la droite
X IJ z
— SX * CE —
a pour équation
c’est un plan parallèle à l’axe. Ce plan coupe la surface suivant une parabole; cette parabole est la courbe de contact du paraboloïde et d’un cylindre circonscrit ayant ses génératrices parallèles à la direction des cordes. Réciproquement tout plan parallèle à l’axe est un plan diamétral.
Lorsque les droites sont parallèles à l'axe, chacune d’elles ne rencontre la surface qu’en un point, et il n’y a plus de plan diamétral. Lo plan diamétral s’est éloigné à l’infini.
DIAMÈTRES
543 — La section de la surface par le plan A*-4-By + Cs=l
a pour projection sur le plan YOZ la courbe définie par l’équation
V' . -* 1-Bÿ-Cs
Le centre de cette courbe est donné par les deux équation*
AM
jointe à l’équation du plan sécant. Ces deux équations, ne renfermant pas le paramètre variable l , représentent le lieu des centres des sections parallèles ; ce lieu est une droite parallèle à l’axe. En d’autres termes, les projections des sections parallèles sur le plan YOZ sont des ellipses homothétiques et concentriques. Réciproquement toute droite parallèle à l’axe est un diamètre.
544— Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque M de la surface, pour axe des x le diamètre qui passe en ce point, pour plan des xy un plan quelconque mené par la droite MX; ce plan coupe la surface suivant une parabole; nous prendrons pour axes des y la tangente à la parabole au point M, et pour axe des s la parallèle menée par le point 31 à la direction conjuguée du plan XMY. L’équation de la surface, ne contenant pas de terme du premier degré en =, et devant se réduire à celle d’une parabole rapportée à son diamètre et à la tangente à l’extrémité quand on fait z=0, sera de la forme
les deux paramètres p' et q' auront le même signe, par exemple le signe +, sans quoi les sections par des plans quelconques seraient des hyperboles. On voit par là que le plan XMZ est conjugué de la direction MY. Les sections faites par des plans parallèles au plan YMZ sont des ellipses rapportées à deux diamètres conjugués.
On peut obtenir d’une autre manière les axes des coordonnées auxquels nous venons de rapporter la surface. Considérons un plan quelconque non parallèle à l’axe du paraboloïde; ce plan coupe la surface suivant une ellipse ; par le centre de l’ellipse, menons une parallèle à l’axe jusqu’à la rencontre de la surface, et par ce point, des parallèles à deux diamètres conjugués de l’ellipse ; l’équation de la surface se réduira à la forme précédente.
LIV. VI, CHAP.V.— DES PAllABOLOIDES
SECTIONS CIRCULAIRES
545 — Considérons un plan coupant la surface suivant un cercle; par le centre G passe un diamètre CX'; le plan mené
par ce diamètre perpendiculairement au plan du cercle, divisant ce cercle et tous les cercles parallèles en deux parties symétriques, est un plan principal de la surface. Ainsi, ' les plans des sections circulaires sont perpendiculaires à l’un des plans principaux.
Fîg. 267. Supposons le plan du cercle per-
pendiculaire au plan principal XOZ, et la surface rapportée à ses deux plans principaux. Prenons pour nouveaux axes des coordonnées le diamètre MX', la tangente MZ ' à la parabole principale, et la perpendiculaire MY' au plan principal; la coordonnée y ne changeant pas dans la transformation des coordonnées, si l’on désigne par 6 l’angle Z'MX', l’équation de la surface deviendra
stn’ 0
Les sections parallèles au plan Y'MZ' étant îles cercles, on doit
avoir q—p$in'b, d’où stn9 = \/ ^ •
Le paramètre q étant moindre que p, et l’angle 6 pouvant recevoir deux valeurs supplémentaires , on en conclut que le paraboloïde admet deux séries de sections circulaires qui sont perpendiculaires sur la section principale de moindre paramètre, et également inclinées sur l’autre section principale.
PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE
540 — Considérons maintenant le cas où S' et S" sont de signes contraires. Admettons que P ait le même signe que S1' et posons
Fig. Ï68.
vant deux droites OA, OB qui
l’équation devient y* 3*
— — Les sections faites par les plans principaux XOY, XOZ sont deux paraboles P et Q dont les axes sont dirigés en sens contraires. Le plan ZOY coupe la surface suifout avec OZ un angle dont la
tangente a pour valeur \/\ • Les sections faites par des plans
parallèles à YOZ sont des hyperboles homothétiques entre elles ou à l’hyperbole conjuguée; si le plan est du côté OX, l’axe réel de l’hyperbole est parallèle à 0\T ; s’il est de l’autre côté, l’axe réel est parallèle à OZ. La surface se compose d’une nappe qui s’étend indéfiniment à droite et à gauche du plan YOZ. On lui a donné le nom de paraboloide hyperbolique. La droite OX est un axe de la surface; le point O en est le sommet.
Les sections par des plans parallèles au plan principal XOY sont des paraboles égales à la parabole P et ayant leurs sommets sur la parabole Q. De même, les sections par des plans parallèles au plan principal XOZ sont des paraboles égales à la parabole Q et ayant leurs sommets sur la parabole P; de sorte qu’on peut concevoir la surface comme engendrée par une parabole qui se meut parallèlement à elle-même, son sommet décrivant une autre parabole.
547 — Les sections par des plans
Ax + By + Cz=l,
L1V. VI, CHAP. V.-DES PARABOLOIDES
non parallèles à l’axe, sont des hyperboles ayant pour projections sur le plan YOZ
Il _1 il = *~By— Ci 2p 2y A
On voit, en outre, que ces projections sont des hyperboles homothétiques entre elles, quelle que soit la direction du plan sécant.
Lorsque le plan sécant ’
By + Cs=/
est parallèle à l’axe du paraboloïde, la section qui a pour projection sur le plan XOY
y» (l— By)’
'ip 2 C’y —X>
est une parabole dont l’axe est parallèle à l’axe du paraboloïde ; les sections parallèles sont des paraboles égales. L’équation précédente peut s’écrire
f 1 B* \ 2B ly P
V2 p 2C iq)V_ 2C 'q <iÇ.'q~X:
quand on a ^-=± — « l’équation se réduit au premier-
degré; ainsi, il y a deux directions pour lesquelles le plan coupe la surface suivant une droite. Ces deux séries de plans sont parallèles aux deux plans
ces deux plans sont les plans AOX, BOX qui passent par l’axe OX, et chacune des droites OA, OB, suivant lesquelles le plan tangent au sommet O coupe la surface.
PLANS DIAMÉTRAUX ET DIAMÈTRES
548— Le plan diamétral conjugué de la direction
a pour équation
il est parallèle à l’axe. Lorsque les droites deviennent paral-
lèles à l’axe, elles ne rencontrent la surface qu’en un point, et le plan diamétral s’éloigne à l’infini. Une droite parallèle à l’un des deux plans AOX, BOX ne rencontre aussi la surface qu’cn un point; car le plan, mené par cette droite parallèlement à l’un de ces deux plans, coupe la surface suivant une droite. Si l’on considère une série de droites parallèles au plan AOX, mais non parallèles à l’axe, l’équation du plan diamétral représente un plan parallèle à l’axe et passant par celle des droites qui est située sur la surface.
Tout plan parallèle à l’axe est un plan diamétral, excepté lorsque ce plan est parallèle à l’un des plans AOX, BOX.
On verrait, comme pour le paraboloïde elliptique, que le diamètre, ou le lieu des centres d’une série de sections parallèles, est une droite parallèle à l’axe.
549— Si l’on prend pour origine des coordonnées un point quelconque M de la surface, pour axe des x le diamètre qui passe en ce point, pour plan des xy un plan quelconque mené par la droite MX, pour axe des y la tangente à la parabole au point M, et pour axe des z une parallèle à la direction conjuguée du plan XMY, l’équation de la surface prendra la forme
Ceci nous permet de compléter l’étude des sections planes; le plan YMZ coupe la surface suivant deux droites; les plans parallèles à ce plan coupent la surface suivant des hyperboles homothétiques, [mais dont la disposition change suivant que le plan sécant est d’un côté ou de l’autre du plan YMZ. Si l’on prenait pour axes des y et des z les deux droites qui passent par le point M, l’équation de la surface se réduirait à la forme
yz — kx.
LIV. VI, CHAP. V — DES PARABOLOIDES
Mais la même impossibilité n’existe pas pour le paraboloïde hyperbolique. Nous venons de reconnaître, en étudiant les sections planes, que par tout point M de la surface passent deux droites situées tout entières sur la surface. Le plan de ces deux droites est le plan tangent à la surface au point M. Nous remarquons d’ailleurs que par le point M, il ne passe pas une troisième droite située sur la surface; car, s’il y en avait une troisième, elle serait aussi contenue dans le plan tangent; or ce plan ne coupe la surface que suivant deux droites. Nous avons vu aussi que tout plan parallèle à l’un des deux plans AOX, BOX coupe la surface suivant une droite ; les deux droites qui passent par le point M sont donc parallèles, l’une au plan AOX, l’autre au plan BOX. Il résulte de là que les droites situées sur la surface du paraboloïde hyperbolique peuvent être distinguées en deux séries, dont chacune constitue toute la surface. La première série se compose des droites parallèles au plan AOX, celles de la seconde série sont parallèles au plan BOX; ces deux plans ont reçu le nom de plans directeurs.
Mais on opère commodément cette distinction et on se rend bien compte de la position des droites, en se servant de l’une des paraboles principales.
5&1 — Puisque par tout point de la surface passent deux droites, il est clair que par tout point D de la parabole principale P passent deux droites DG, DH situées sur la surface. Si
l’on prend pour axes des coordonnées le diamètre DX', la tangente DS à la parabole principale, et la perpendiculaire DZ' au plan principal, et si l’on désigne par 6 l'angle SDX', la surface aura pour équation
y'* «in *6
ip
Le plan Z' DS a pour trace.
sur
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le plan principal, la tangente ST à la parabole principale ; ce plan .t7 = 0 coupe la surface suivant deux droites
qui se projettent sur le plan principal suivant la tangente ST. Ainsi, toute tangente à une parabole principale est la projection de deux droites situées sur la surface.
Les deux droites DG, DH font des angles égaux avec le plan principal ou avec la perpendiculaire W/J à ce plan ; si l’on appelle 7 ce dernier angle, on a
langy = 1/ - x * y q sin 6
553 — Imaginons maintenant que le point D parcoure la parabole principale P dans le sens OD ; toutes les droites, dont les parties supérieures au plan principal font avec les tangentes, prises dans le sens du mouvement, des angles aigus, formeront le premier système ; toutes celles dont les parties supérieures font avec ces mêmes tangentes des angles obtus, formeront le second système. Ainsi, les droites OA et DG appartiennent au premier système, les droites OB et DH au second système. Il est clair que ces deux systèmes, tels que nous venons de les définir, comprennent toutes les droites situées sur la surface; nous remarquons d’abord qu’une droite quelconque, située sur la surface, rencontre le plan principal en un point D de la parabole P, puisque les sections parallèles à ce plan sont des paraboles; or, par le point D passent seulement deux droites DG, DH appartenant, l’une au premier système, l’autre au second ; la droite considérée coïncidera donc avec l’une de ces deux droites.
553 — Cette manière de distinguer les deux systèmes de droites s’accorde avec celle que nous avons donnée d’abord au moyeu de deux plans directeurs. Nous allons faire voir, en effet, que toutes les droites du premier système sont parallèles à un même plan AOX, toutes celles du second système au plan
L1V. VI, CHAP. V.— DES PAHABOLOIDES
BOX. Les deux droites I)H, DG percent le plan principal X07. aux points H et K appartenant à la parabole principale Q, et situés sur la verticale élevée par le point T où la tangente DS rencontre le prolongement de l’axe OX; les projections HD/, KD' de ces deux droites sur le plan principal XOZ sont tangentes à la parabole Q, et passent par le point D' projection du point D. Le point D se projette en D" sur le plan YOZ; les points H et K se projettent enH' et K"; en joignant D"H', D"K", on aura les projections D"H', D"G" des deux droites DH, DG sur le plan YOZ. Les points D et H appartenant aux paraboles principales, on a DD'’=2p x Oiy, HT*=2gxOT; les deux longueurs OIT et OT étant égales entre elles, il en résulte
OD"_DD/ _ . /F • OH' — HT “ F q ‘
Ainsi, la projection D"H' de la droite DH sur le plan YOZ conserve une direction constante et reste parallèle à la droite OB du même système. De même, la projection K"D"G" de la droite DG conserve une direction constante et reste parallèle à la droite OA. En d’autres termes, la droite DG du premier système reste parallèle au plan AOX, et la droite DH du seeond système reste parallèle au plan BOX.
Quand le point D parcourt la parabole principale P en partant du sommet O, l’angle y que font les deux droites DG et DH avec la verticale DZ' augmente de plus en plus, et tend vers un angle droit.
554— Les deux droites DD7', HH' étant égales et parallèles, nous remarquons que la figure DD"HH' est un parallélogramme, et, par conséquent, que les diagonales I)H, D''H' se coupent mutuellement en deux parties égales; ainsi le point I, où la génératrice DH perce le plau YOZ, est le milieu de la portion DI1 de cette droite comprise entre les deux plans principaux; le lieu du point I est la droite OA du premier système.
555— Par chaque point de la surface passent deux droites.
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une de chaque système; il est facile de les construire. Soit M un point de la surface que nous supposerons situé au-dessus du plan principal XOY (fig. 270) ; ce point se projette en un point m extérieur à la parabole P; par le point m menons des tangentes mD,mE à la parabole; par le point de contact Dde la première tangente, menons la droite DG du premier système, et, par le point de contact E de la seconde, la droite EL du second système. Les plans projetants GDm, LEm de ces deux droites se coupent suivant une droite MM' perpendiculaire au plan XOY ; cette perpendiculaire élevée par le point m perce la surface en deux points; l’un est le point M situé au-dessus du plan principal, l’autre le point symétrique M' situé en dessous. La droite DG, faisant avec Dm un angle aigu, rencontre la partie supérieure m M de la droite MM', et elle passe au point M, puisque celle partie supérieure ne rencontre la surface qu'en un point. De même, la droite EL faisant avec le prolongement de m E un angle obtus, ou avec Em un angle aigu, rencontre la partie supérieure tnM de la même droite au même point M. Ainsi, par le point M passent les deux droites MD , ME , qui appartiennent, l’une au premier système, l’autre au second.
556— Soient DG, EL deux génératrices de systèmes différents (fig. 270) ; ces droites se projettent sur le plan principal suivant des tangentes Dm, Em à la parabole principale; ces deux tangentes se coupent en un point m, et les deux plans projetants suivant une droite MM' perpendiculaire au plan principal. Comme nous l’avons expliqué plus haut, les deux droites DG, EL, appartenant à des systèmes différents, rencontrent la perpendiculaire MM' d’un même côté du plan principal, et, par conséquent, se coupent au point M, où cette perpendiculaire perce la surface. Ainsi, deux génératrices de systèmes différents se rencontrent toujours.
rie. ”*>•
LIV. VI, CHAP. V — DES PARAR0L01DES
557 — Considérons maintenant deux génératrices DG, EK du même système. Ces droites, étant situées dans deux plans respectivement parallèles au même plan directeur, et par conséquent parallèles entre eux, ne peuvent se rencontrer. Elles ne sont pas non plus parallèles; car leurs projections sur un plan principal ne sont pas parallèles. On conclut de là que deux génératrices du même système ne sont jamais dans le même plan.
Ce qui précède nous permet de distinguer les deux systèmes de génératrices par un autre procédé. Soit DH une droite quelconque située sur la surface ; toutes les droites, telles que DG, EK, qui rencontrent cette droite , constituent l’un des systèmes, par exemple le premier système. Toutes les autres constitueront le second système.
55$ — Nous savons qu’il faut trois directrices pour définir le mouvement d’une droite. Prenons comme directrices trois droites fixes A, B, C appartenant au second système , et par conséquent parallèles au second plan directeur, et supposons qu’une droite mobile glisse sur ces trois directrices, elle coïncidera successivement avec chacune des droites du premier système, et, par conséquent, engendrera le paraboloïde hyperbolique.
On peut aussi définir le mouvement de la génératrice en l’assujettissant à glisser sur les deux droites fixes A et B et à rester parallèle au premier plan directeur. En effet, si par un point quelconque M de la droite A et par la droite B on fait passer un plan, que par ce même point M on mène un plan parallèle au plan directeur, l’intersection de ces deux plans déterminera la position de la droite mobile qui passe par le point M ; elle coïncidera donc avec la droite du premier système qui passe par ce point. II résulte de là que le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite mobile qui glisse sur trois droites fixes parallèles à un même plan, ou bien qui glisse sur deux droites fixes en restant constamment parallèle à un même plan.
HR
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550— - Les réciproques sont vraies. Supposons d’abord que la géuératrice soit assujettie à glisser sur deux droites tixes OZ et AB(fig.27t),en restant parallèle à un même plan. Prenons pour axe des y une position particulière OA de la génératrice, pour axe des s la directrice OZ, pour plan des xy un plan parallèle au plan directeur, et pour plan des zx un plan parallèle à la droite AB. Cette seconde directrice AB aura pour équations (\) y— a, x=m a.
Soit MN une position quelconque de la génératrice; cette droite, étant parallèle au plan XOY et rencontrant l’axe OZ, a des équations de lu forme
(2) z=p, y=mx,
avec deux paramètres variables m et p. Pour qu’elle rencontre la seconde directrice AB, il faut que l'équation de condition
(3) « mp—a
soit vérifiée. Si l’on élimine les deux paramètres ni et p entre les équations (2) et (3), ou obtient l’équation du lieu
(4) a yz—ax.
La surface est du second degré; elle est dépourvue de centre; ce n’est pas un cylindre parabolique, puisque les droites OZ et AB, non parallèles, sont situées sur la surface ;.c’est donc un paraboloïdo hyperbolique.
500 — Supposons maintenant que la génératrice sait assujettie a glisser sur trois droites fixes AB, OZ, CD(fig. 272) parallèles à un même plan. Prenons pour axe des s l’une des directrices OZ, pour axe des y une position particulièreACdelagénératricejpar le point de rencontre 0 de ces deux droites, menons des parallèles OG, OH aux deux autres directrices AB, CD; puisque les trois directrices sont
Fig.
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parallèles à un inème plan , les trois droites OZ , OG , OH seront situées dans un même plan ; nous prendrons pour axe des x une droite quelconque menée par le point O dans ce plan. Cela posé, la directrice AB est représentée par les équations
(\) y=a, x=az,
et de même la directrice CD par les équations (2) y=ùl , x—a ' z.
La génératrice MN, qui rencontre la droite OZ en P, aura des équations de la forme
(3) y =mx , z=nx + p.
La génératrice rencontrant les deux directrices AB, CD, on a, entre les trois paramètres m, n, p, les deux relations
(4) —=zan + mp,
ce
(o) -2 —a'n-^mp.
En retranchant ces deux relations membre à membre, on trouve
oc a
Ceci nous apprend que le paramètre n a une valeur constante; ainsi la projection de la génératrice sur le plan ZOX a une direction constante ; si l’on prend l’axe OX parallèle à celle direction, on aura n=0,et les équations de la génératrice se réduiront à
y=mx, z— p,
les deux paramètres variables m et p étant liés par la relation
amp=a.
On est ramené au cas précédent; la génératrice MN glisse sur les deux droites OZ, AB, en restant constamment parallèle au plan XOY; elle engendre donc un paraboloïde hyperbolique.
561 — Nous avons trouvé la relation qui existe, dans l’hyperboloïde à une nappe, entre les deux longueurs décrites sur deux droites fixes AB, CD de l’un des systèmes par ime droit
mobile de l'autre système. La relation est beaucoup plus simple n dans le paraboloïde hyperbolique. Soient MN,M'N7,M7/N77(ûg. 273) trois positions quel- \ in'.." conques de la droite mobile ; si par chacune
m l d’elles on mène un plan parallèle au plan
directeur, on aura trois plans parallèles ^ Mf entre eux; or, on sait que trois plans paral-
A‘ *' lèles déterminent sur deux droites AB, CD
Fig. 273. des segments proportionnels ; on a donc la relation
NN7 NN
Ainsi, dans le paraboloïde hyperbolique, une droite mobile de l’un des systèmes décrit sur deux droites fixes de l’autre système des longueurs proportionnelles.
Réciproquement, lorsqu’une droite mobile glisse sur deux droites fixes AB, CD, en décrivant sur ces droites des longueurs proportionnelles, elle engendre un paraboloïde hyperbolique. Soient MN, M’N' deux positions particulières de la génératrice; concevons le plan parallèle à ces deux droites. Soit maintenant M77N'7 une position quelconque de la génératrice; on a la relation
M,\l" _ MM7 NN7' — NN7 ‘
Si par chacune des deux droites MN, M'N7 on mène un plan parallèle au plan défini précédemment, et que par le point M7/ on mène un plan parallèle au même plan, on aura trois plans parallèles qui déterminent sur les deux droites AB, CD des segments proportionnels; le plan mené par le point M77 passera donc par le point N77 et contiendra la droite M77N77 ; on en conclut que la génératrice mobile M7'N77 reste constamment parallèle à un, même plan; elle engendre donc un paraboloïde hyperbolique.
56$ — C’est d’après cette propriété remarquable que l’on construit des modèles en fil représentant le paraboloïde hyper-
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bolique. Imaginons que l’on ait fait lin cadre en bois ACDB, ayant la forme d’un quadrilatère gauche; si l’on divise les deux côtés opposés AB, CD en un même nombre de parties égales, et que l’on joigne par des fils tendus les points de division correspondants , ces fils représenteront l’un des systèmes de génératrices rectilignes d’un paraboloïde hyperbolique. Si l’on divise de même les deux côtés opposés AC, BD en un même nombre de parties égales, et que l’on joigne par des fils les points correspondants, on obtiendra le second système de génératrices.
Si le quadrilatère ACDB était plan , les fils seraient tous situés dans le plan du quadrilatère ; mais, que l’on déforme le quadrilatère de manière à le rendre gauche, les fils oesseront d’être situés dans un même plan et formeront un paraboloïde hyperbolique ; c’est pourquoi on a donné aussi à cette surface le nom de plan gauche.
503 — Il est facile de déduire de l’équation du paraboloïde hyperbolique
celles des deux systèmes de génératrices. En effet, cette équation peut être mise sous la forme
Les deux équations du premier degré
dans lesquelles le paramètre X est arbitraire, représentent un système de droites situées sur la surface; car, en multipliant ces deux équations membre à membre, on retrouve l’équation (1). Les deux équations
_JL L.=£L.
\ /2p y/îq f*
dans lesquelles le paramètre ja est arbitraire, représentent un second système de droites situées sur la surface. Il est clair que par tout point de la surface passent deux droites, une de chaque système. D’ailleurs, la première des équations (X) montre que toutes les droites du premier système sont parallèles au plan
/ 2 p v Zq
et de même la première des équations (g) montre que toutes les droites du second système sont parallèles au plan
/2 p y/iq
Ainsi, les systèmes d’équations (X) et (jx) représentent bien les deux systèmes de génératrices rectilignes du paraboloïde hyperbolique, tels que nous les avons définis géométriquement.
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n’est pas nécessaire d’effectuer tous les calculs indiqués. On commence par former l’équation du troisième degré qui donne S; il y a ensuite plusieurs cas à distinguer.
1° Quand l’équation du troisième degré n’a pas de racine nulle, on sait que la surface a un centre unique, et que son équation peut être ramenée à la forme
S*, + S'y+S"z*+Fl=0.
Pour déterminer la nature de la surface, il suffit de calculer F, et de voir les signes des racines S, S', S", signes qui sont donnés immédiatement par le théorème de Descartes.
2° Quand l’équation du troisième degré a une seule racine nulle, l’équation peut être réduite à l’une des deux formes S'ÿ* + S"z«-t-Pa:=:0, sy+s'^’ + F, =0.
La première représente des surfaces dépourvues de centre, et la seconde des surfaces ayant pour centres tous les points d’une droite. Pour connaître la forme qui convient à l’exemple donné, on aura recours aux équations qui déterminent le centre. Lorsque ces équations sont incompatibles, le lieu est un paraboloïde, elliptique si S' et S" ont le même signe, hyperbolique si S' et S" ont des signes contraires. Lorsque le lieu admet une infinité de centres, ce lieu est un cylindre, dont on détermine la nature par une section Don parallèle à l’axe.
3° Lorsque l’équation du troisième degré a deux racines nulles, l’équation peut être réduite à l’une des formes S"5« + P.r = 0,
La première représente une surface dépourvue de centre, et la seconde une surface qui admet pour centres tous les points d’un plan. On aura encore recours aux équations qui déterminent le centre. Si ces équations sont incompatibles, le lieu est un cylindre parabolique. Si elles se réduisent à une seule, le lieu est l’ensemble de deux plans parallèles, un plan unique, ou l’équation n’a pas de solutions réelles; une section non parallèle au plan des centres déterminera la nature du lieu.
ôoo GEOMETRIE ANALYTIQUE.
565— La discussion est résumée dans le tableau suivant.
I" CLASSE
L'équation du troisième degré n'a pas de racine nulle.
Surfaces ayant un centre unique.
f Les trois ra- I cines de même
( signe.
I Genre ellip- 1 solde.
S Deux racines de même signe, une de signe contraire.
Genre hyperbole loïde.
F, a un signe contraire à celui des racines.
F, de même signe.
F, a un signe contraire à celui des deux premières racines.
Ftde même signe.
Ellipsoïde.
. . Un point.
Rien.
Ilyperboloïdeà une nappe.
. .Cône.
Ilyperboloïdeà deux nappes.
! Une seule ra-/ Les deux autres / ! cine nulle et pas l racines de même 5 de centre. J signe. (
Paiaboloïde
elliptique.
CLASSE
L’équation du troisième degré a une ou deux racines. uulles.
Surfaces n’ayant pas de centre, ou une infinité de centres.
Genre paraboloïde.
Une seule racine nulle et uue infinité de ceutres en ligne droite.
Deux racines milles et pas de centre.
Deux racines nulles et une infinité de centres dans un plan.
De signes con- I Paraboloïde traires. ( hyperbolique.
Les deux autres racines de même signe.
Cylindre elliptique.
Une droite.
Rien.
i Cylindre hy- De signes con- I perbolique.
traires. j Deux plans qui
( se coupent.
Cylindre parabolique-
Deux plans parallèles- Un plan.
Rien.
Remarque. — La réduction expliquée au chapitre II suppose les axes primitifs rectangulaires. Or, il est évident que si l’on construit, avec deux systèmes d’axes différents, les lieux représentés par une même équation du second degré, ces lieux seront toujours de même espèce ; cependant l’une des surfaces pourra être de révolution sans que la seconde le soit. Les conclusions précédentes s’appliquent donc a un système d’axes quelconques.
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DEUXIÈME MÉTHODE
566— On forme les équations qui déterminent le centre de la surface. II y a plusieurs cas à distinguer.
1° La surface admet un centre unique. Dans ce cas, pour simplifier, on transporte les axes au centre, et l’équation se réduit à
(f ) Ax '+A,y*+A,'z ’-f-2 B yz + 2 B <zx + 2 IV'a^-fF, = O. Lorsque le terme constant F, est nul, le lieu est un point unique ou un cône. Pour décider la question on fait une section par un plan parallèle à l’un des plans coordonnés ; si la section est une courbe réelle, le lieu est un cône. Si la section est imaginaire, le lieu est un point.
Le cas où F, est différent de zéro se subdivise en deux, suivant que l’équation renferme le carré de l’une des variables ou que les trois carrés manquent. Supposons que le coefficient A", par exemple, soit différent de zéro, et résolvons l’équation (1) par rapport à z, nous aurons
A "z— — (B'x+By) ± / Mx’4-2 N.xÿ+Pyî — A" F, , en posant, pour abréger,
M = B'*— A"A, N=B'B — A'TF', P=B* — AWA'.
Le plan
(2) A"z = -(B'*+By)
est le plan diamétral des cordes parallèles à l’axe OZ. La trace de la surface sur ce plan diamétral se projette sur le plan XOY suivant la courbe définie par l’équation
(3) Ma;*+2N£Cÿ+Pÿ* — A^F, = 0.
Cette courbe admet un centre unique ; car on a N* — MP= — A"D,
D étant le dénominateur ou le déterminant relatif aux équations du centre. En outre le terme constant — A"F, est différent de zéro.
Supposons que le lieu défini par l’équation (3) soit du genre ellipse ; ce lieu sera une ellipse réelle ou une ellipse imaginaire, mais pas un point. Si le lieu est une ellipse réelle, la courbe a pour centre l’origine, et l’on sait que le polynôme
M.r*-f2N.r//4-P»/! — A" F, conserve un signe invariable, lorsqu’on remplace .r et y par les coordonnées d’un point intérieur (ce signe est celui du terme — A''F,) ; pour tous les points extérieurs le polynôme a un signe contraire. Si la quantité — A"F, est positive, tous les points de la surface se projettent à l’intérieur de l’ellipse ; la surface estdonc un ellipsoïde. Si — A"F, est négative, les points de la surface se projetteut en dehors de l’ellipse, et l’on a un hypcrboloïdo à une nappe. Lorsque le lieu est imaginaire, la fonction 2 Nxy-fPty’ — A7/F, con-
serve un signe invariable pour tous les points du plan XOY (ce signe est celui du terme — A''F,) et ne s'annule pas; si — À"Ft est positive, la surface se compose de deux nappes indéfinies séparées par le plan diamétral; c’est un hvperboloïde à deux nappes; si — A"F, est négative, la valeur des étant toujours imaginaire, l’équation (1) n'a pas de solutions réelles.
Supposons actuellement que l’équation (3) définisse un lieu du genre hyperbole ; le terme — A"F, étant différent de zéro, le lieu est toujours une hyperbole, et non le système de deux droites. Si — A^F, est positive, tous les points de la surface se projettent entre les deux branches de l’hyperbole ; la surface est donc un hyperboloïde à une nappe. Si — A"F, est négative, la surface est un hyperboloïde à deux nappes.
Ôn peut remarquer que le signe de la quantité — A"F, indique si l’axe des z est un diamètre réel ou un diamètre imaginaire. Ce diamètre, joint à deux diamètres conjugués de la section, forme un système de trois diamètres conjugués de la surface qui permet de reconnaître immédiatement l’espèce de cette surface. Supposons que la section diamétrale soit une ellipse réelle; cette ellipse admet deux diamètres conjugués réels ; si la quantité — A"F, est positive, le troisième diamètre étant aussi réel, la surface est un ellipsoïde; si cette quantité est négative, le troisième diamètre étant imaginaire, la surface est un hyperboloïde à une nappe. Lorsque la section est une ellipse imaginaire, elle admet deux diamètres conjugués imaginaires; si le troisième diamètre est réel, le lieu est un hyperboloïde à deux nappes; s’il est aussi imaginaire, le lieu
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est un ellipsoïde imaginaire. Supposons maintenant que la section soit une hyperbole; de deux diamètres conjugués de cette hyperbole, l'un est réel, l’autre imaginaire; si le troisième diamètre est réel, la surface est un hyperboloïde à une nappe; s’il est imaginaire, la surface est un hyperboloïde à deux nappes.
Nous ferons encore remarquer que la section diamétrale est la courbe 'de contact d’un cylindre circonscrit à la surface et ayant ses arêtes parallèles à l’axe des s.
Lorsque les trois coefficients A, A', A " sont nuis à la fois, l’équation se réduit à t
(4) 2Bys+2B'#5+2B//Æÿ+F,==0; alors chacun des coefficients B, B', B" est différent de zéro; autrement la surface aurait une infinité de centres. La surface déterminée par l'équation (4) s'étend à l'infini, puisque s est réelle pour un couple quelconque de valeurs de x et de y; cette surface est l’une des deux hyperboloïdes. Le cône asymptote a pour équation
2 By=-f2B'rj"-(-2B'/a!y =0.
Les trois axes des coordonnées sont des arêtes du cône. Si la surface est un hyperboloïde à une nappe, on peut appliquer sur cette surface deux droites parallèles à OZ. Or, les équations d’une parallèle à OZ sont
Pour avoir la coordonnée s du point de rencontre de la droite et de la surface, on élimine gî et y entre les équations (4) et (5), on obtient ainsi l'équation
2 s (Bp+B'a)+2B"«p+F1 = 0.
Pour que la surface soit un hyperboloïde à une nappe, il faut que l’on puisse choisir « et Me manière que l’équation précédente soit vérifiée quelle que soit z, c’est-à-dire de manière que l’on ait simultanément
Bp+B'o^O, 2B,/ap4-F1 = 0.
De ces équations on déduit
PB'B" ’ B
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La surface est un hyperboloïde à une nappe, si
iive, un hyperboloïde à deux nappes, si —
^eslposi-
est négative.
2° La surface est dépourvue de centre. Cette surface ne peut être que l’un des paraboloïdes ou le cylindre parabolique. Si la surface est un paraboloïde, l’un au moins des trois plans coordonnés n'est pas parallèle à l’axe, et donnera une section, elliptique ou hyperbolique suivant que le paraboloïde est elliptique ou hyperbolique. Si la surface est un cylindre parabolique, les sections par les trois plans coordonnés sont des sections paraboliques.
3° La surface a pour centres tous les points d’une droite. La surface est un cylindre ; l’un, au moins, des trois plans coordonnés n’est pas parallèle à son axe; la section du cylindre par ce plan détermine son espèce.
4° La surface a pour centres tous les points d’un plan. Dans ce cas le lieu est l’ensemble de deux plans parallèles, un plan unique, ou l’équation ne représente rien. Pour décider la question, on fait une section par l’un des plans coordonnés non parallèle au plan des centres.
Exemple I. 4x,4-3y’+95,+8a:;4-4Æy-|-4y4-8;-|-9=0.
Les équations qui déterminent le centre sont 3x + y+2= = 0,
Ces équations admettent un système unique de solutions,
x=r» y=— 3, z= — 2. Si l’on transporte l’origine au
centre, le terme constant prend la valeur — 5, et l’équation se réduit à
4a;,+3ÿ’+9z,+8xz+Aa;y — 5=0.
Résolvons celle-ci par rapport à x , on a
2x=— y— 2s± / — 2y' — 5*’4-4ys + 5. L’équation
— 2 y* — 5z’ + 4yz+5=0
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représente une ellipse réelle ; le terme constant sous le signe radical étant positif, la surface se projette sur le plan des yz à l’intérieur de l’ellipse ; la surface est un ellipsoïde.
Si l’on remplaçait, dans l’équation donnée, le terme constant 9 par 14, la nouvelle équation ainsi obtenue ne représenterait plus qu’un point. Si l’on remplaçait le terme constant par un nombre plus grand que 14, l’équation n’admettrait plus de solutions réelles.
Exemple II.
4a; 1 — 1 5 ÿ *4- 1 4 y z+4z x — 4 xy+ix — 3 4 y+ 2 4 s — 1 8=0. Les équations qui déterminent le centre sont Zx—y + z + 1 = 0,
Elles admettent un système unique de solutions, #= —
ÿ= — 2* "= — *• Lorsqu’on transporte l’origine au centre,
l’équation de la surface devient
4x,+l 5y*+l \yz-\-kzx — 4 xy — 0 = 0.
Celle-ci résolue par rapport à x donne
2 x=y—z±J s’ — 1 4//!— 1 4ÿz+ 0
L’équation
s» — 14ÿ«— 14ÿa+6=0
représente une hyperbole; le terme constant sous le signe radical est positif, par conséquent la surface est un hyperboloïde à une nappe.
Lorsqu’on remplace dans l’équation proposée le terme constant — 18 par —12, on obtient une nouvelle équation qui représente un cône ; si l’on remplace le terme constant par un nombre plus grand que — 12, on a un byperboloïde à deux nappes.
Exemple III.
4xs+4ÿ’ + 42z' — 12ÿz + 4xÿ+4.î:+2y+ 3z=0. Les équations qui déterminent le centre sont
Si l’on relrancbe la première de la seconde, on obtient l’équation
y— 2z = 0, ou
incompatible avec la troisième. L’équation proposée représente donc une surface dépourvue de centre. L'équation de la section de la surface par le plan des xy est
4x* + 4ÿ*+4xy + 4x+2ÿ = 0;
cette section étant une ellipse, la surface est un paraboloïde elliptique. Les équations (a) représentent les plans diamétraux des cordes parallèles aux axes des coordonnées ; deux de ces plans se coupent suivant une droite dont les coefficients angulaires sont — t et 2 ; la droite de rencontre de deux plans diamétraux étant parallèle à Taxe, il en résulte que l'axe a pour coefficients angulaires —1 et 2.
Le plan tangent au sommet du paraboloïde est perpendiculaire à l’axe; lorsque les axes sont rectangulaires, les coordonnées de ce point doivent donc vérifier à la fois l’équation de la surface et les équations
c’est-à-dire,
(fl) — (8x + 4ÿ + 4)=2x + 4ÿ— 6s +1 = 2 4s— 1 2y + 3. Les équations (fs) représentent une droite dont les coefficients angulaires sont encore —1 et 2; cette droite est par conséquent l’axe du paraboloïde.
Exemple IV.
4x’ — 2ÿ* — 1 2sl+ 12ys-f 4xÿ + 4x+2y + 3z = Ü.
Les équations qui déterminent le centre sont
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ix — 2y + 6z + 1 = 0,
Si l’on retranche la seconde de la première, on obtient
cette équation étant incompatible avec la troisième, la surface n’a pas de centre. Le plan des xy coupe la surface suivant une hyperbole définie par l’équation
4x*— 2y, + 4xÿ+4x + 2// = 0; la surface est un paraboloïde hyperbolique. Si les coordonnées sont rectangulaires, les équations de l’axe sont — (8x+4y+4)=— 2y*f6z+2a;-M=— 24z + l2y + 3. Exemple V.
x' + 'ly* -f 4z* — Ayz — '2xy-\-2x — 2 y — 4 = 0.
Les équations qui déterminent le centre sont
En ajoutant les deux premières membre à membre, on obtient la troisième; donc la surface admet pour centres tous les points de la droite
sa trace sur le plan XOY est l’ellipse définie par l’équation af’-f -2 y’ — 2 xy + Vx — 2 y — 4 = 0.
Ainsi, la surface est un cylindre elliptique.
TROISIÈME MÉTHOUB.
567 — Cette méthode est basée sur certaines transformations que l’on peut faire subir à une fonction du second degré à trois variables, et elle revient, comme nous le verrons, à une transformation des coordonnées. Dans ce qui suit, les lettres a, b, c, k désigneront des quantités constantes, et les lettres P, Q, R des fonctions linéaires d’une ou de plusieurs des variables x, y, z.
Considérons en premier lieu un polynôme du second degré à une seule variable x,
(1) Ax’-fBx + C;
le coefficient A étant différent de zéro, on peut écrire le polynôme
et, par conséquent, le ramener à la forme
Soit maintenant un polynôme du second degré à deux variables
(3) Ax^Bxy-HCy’ + Dx-J-Ey+F, dans lequel nous supposerons d’abord que l'un des coefficients de x* et de y* , C par exemple, n’est pas nul. Le polynôme (3), qui est du second degré par rapport à y, ordonné par rapport à cette variable, s’écrit
Cy*-f- (Bx-f Ejy + Ax’-f-Dx+F.
Si on lui fait subir la transformation précédente, il devient
c{y+^^j+Ax^ï)x + ¥-
La seconde partie A*’+ l)x+ F-
(Bx + E)’ 4C
est un polynôme
en x, au plus du second degré, ou une constante. Si elle est du second degré, on la mettra sous la forme ôQ’-j-À ; il en résulte que, lorsque C n’est pas nul, on peut réduire le polynôme (3) à l’une des formes
(4) aP’ + 6U‘ + A-,
(5) aP’ + Q,
(6) aP’ + À-
Lorsque A et C sont nuis à la fois, B est nécessairement différent de zéro, et l’on a
Bxy-f-Dx+Ey-|-F=x ^By + D^+ Ey + F = (x+ 1) (By + °) +
le polynôme prend la forme
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(7) PQ + k.
Il est bon de remarquer que la forme (7) se ramène à la forme (4); car on a identiquement
PQ+i=(£±oy+(P-oy+t.
Les polynômes
contiennent toutefois les deux
variables x et y, taudis que dans le polynôme (4) la fonction Q ne renferme que la variable x.
Considérons enfin un polynôme à trois variables
(8)A**+A/y,+A"z,+2Bys+2B/ZÆ+2B"a5ÿ+2CÆ:+2C/y+2C"z4-F, et supposons que l’un des carrés, s* par exemple, ait son coefficient différent de zéro. Ordonné par rapport à z, le polynôme s’écrit
A//z’-f2(Bÿ+B/a:+C/')s-|-Aa;,+A/y,+2B',a-y+2Cx-f2C'ÿ+F,
ou
j+Ag’+Ay+aB^ÿ+acj+sc fr+F-(B,+B*+C— .
La seconde partie est un polynôme au plus du second degré par rapport aux variables x et y; si elle est du second degré, on peut la mettre sous l’une des formes (4\ (5), (6), il en résulte que le polynôme (8) prendra l’une des formes
(9) oP* + bQ*+cR' + /.,
(10) aP* + &Q’ + R,
(H) aP’-f 6Q5 + k,
(12) aP’ + Q,
(13) aP’ + L
Lorsque les trois coefficients A, A', A." sont nuis à la fois l’un au moins des coefficients B, B', B", par exemple B, est différent de zéro; alors on a
2Bys -f <ïWzx + 2B/'a: y + 2Cæ + 2 Gy -f 2 C"z + F = z (2 B y -f 2 B'x + 2 C") -f- 2 B"a? y -f 2 C x + 2 C'y + F
= (z + x + ^ (2B y + 2 B' x + 2 C") + 2 Cx + F
B X B X VTX B •
La seconde partie étant un polynôme en x qui est au plus du second degré, le polynôme proposé peut être ramené à l’une des formes
(14) PQ + cR’-f/r,
PQ+A
Si l’on remplace le produit PQ Pai'(~^^) — (~~a > les
formes (14), (15), (16) se ramènent aux formes (9), (10), (11).
56§ — Cela posé, lorsque l’on donne une équation numérique du second degré, on commence par ramener le premier membre de cetle équation à l’une des formes précédentes, et il est facile d’en déduire l’espèce de la surface. Considérons, par exemple, le cas où l’équation peut s’écrire sous la forme (17) aP’-f 6Qî + cR,-f-À = 0.
Imaginons que l’on effectue une transformation de coordonnées en prenant pour plans des yfd des z' x/ , et des x'y' les plans définis par les équations
D’un point quelconque M de l’espace fig. 274)abaissonsune perpendiculaire MN sur le plan X'CK Y' et menons MI parallèle à OZ'; désignons par x, y, z les anciennes coordonnées du point M, par x!,y/,d les coordonnées nouvelles , par y1 l’angle des deux droites MN, MI, angle qui est le même pour tous les points de l’espace, et soit enfin R =m æ + «y + pz + g. La perpendiculaire MN a pour expression dans le premier système de coordonnées (n° 422)
LIV. VI, CHAP. VI.— DISCUS. DES ÉQUATIONS NUMÉR
Dans chacune des formules le signe du second membre change lorsque le point M passe d'un côté du plan X'OY' à l’autre ; si
donc on appelle h la valeur du produit cos Y /^is+n,+Ps » prise avec un signe convenable, on aura pour tous les points de l’espace la relation R = hz'. On démontrerait de même les relations Q= gy', P=/ir/. Il en résulte que l’équation de la surface, par rapport aux nouveaux axes, est
(18) af'x1' +bg*y'*+ch'z'*+k = 0.
La surface est une surface à centre unique, et les nouveaux plans des coordonnées sont trois plans diamétraux conjugués. L’espèce de la surface est déterminée immédiatement d’après les signes des nombres a, b, c, k.
560 — Remarque I. La transformation des coordonnées suppose que les plans définis par les équations P=0, Q=0, Rz=0 se coupent en un point unique. Cette condition peut n’être pas remplie, lorsque les fonctions linéaires P, Q, R sont prises arbitrairement; mais elle est toujours satisfaite, lorsque ces polynômes proviennent de la transformation d’une fonction du second degré d’après la méthode indiquée.
Remarque IL Supposons a et b positifs, c et k négatifs, l’équation (17) représentera un hyperboloïde à une nappe. Si l’on pose c= — ct, A = — A, , l’équation de la surface rapportée aux axes primitifs peut s’écrire
(19) aP* — c,R* = A, — 6QL
Les valeurs de x, y, s qui satisfont aux deux équations simultanées
9^ a-j-R*/ ct— x[y/ A‘,+Qy/ ô]j
dans lesquelles A désigne un paramètre arbitraire, vérifient l’équation (19), quel que soit X; or, pour chaque valeur de X, les équations (20) représentent une droite ; on a de la sorte un premier système de génératrices rectilignes de la surface. Les équations des génératrices du second système sont
( IV a-f Rv/ c,=[x|v^ A, — Qv/è],
570 — Lorsque le premier membre de l’équation se réduit à la forme (10), on reconnaît par la même transformation que la surface est un paraboloïde, elliptique ou hyperbolique suivant que «et b ont le même signe ou des signes contraires. Dans ce dernier cas, si l’on suppose a positif, b négatif et égal à — 6,, on voit que les deux systèmes de génératrices rectilignes sont définis par les équations
et
IV a — Q/ bi=ii,
Lorsque le premier membre se réduit à la forme (t 1), en prenant pour nouveaux plans des coordonnées les deux plans P=0, Q=0, et un troisième non parallèle à la rencontre des deux premiers, on voit que le lieu est un cylindre, elliptique ou hyperbolique. La forme (12) correspond au cylindre parabolique, et la forme (13) au système de deux plans parallèles.
Les formes (14), (15), (16) se ramènent aux précédentes; mais cette réduction n’est pas nécessaire. On voit directement que la formc(14) donne, un hyperboloïde à une nappe si c et k ont des signes contraires, un hyperboloïde à deux nappes s’ils ont le même signe. Dans le premier cas, soit c positif, k négatif et égal à — kt; les équations des deux systèmes de génératrices rectilignes de la surface sont
Rt/c-J- l/A, = XP,
et
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R Vc- i/A-, = u I>,
Rl/c-f i^=_Û
JJL
La forme (15) correspond au paraboloïde hyperbolique; les génératrices rectilignes sont définies par les deux systèmes
et
Enfin la forme (16) donne un cylindre hyperbolique.
5T1— Dans ce qui précède nous avons supposé les axes rectangulaires; néanmoins, d’après la remarque du n» 565, les conclusions, auxquelles nous avons été conduits, subsistent encore, si les axes sont obliques. On pourrait, du reste, appliquer la même méthode de transformation de coordonnées, et l’on reconnaît sans peine que la formule
R=±a/ eosy' / ma-j- n*+p', doit être remplacée par la suivante
co s y
Y et Y étant les angles que la normale au plan R=0, fait avec les axes OZ et OZ'; il en résulte, comme dans le premier cas, R=Az', h étant une constante.
Exemple I.
Le premier membre de l’équation, ordonné par rapport à x, s’écrit
4aO-f-4 x (ÿ+2 z)-f-3y*+9 zsq-4y-{-8z + 9 , ou
(2*+y-|-2z) 1 — (y+2 z) >+3y ’-)-9 a’-(-4t/+8z+9 et, en faisant les réductions dans la seconde partie,
(2 x+y+2z) *+2 y «+5 z *— Ay s + 4 y +8 z+9.
La seconde partie, ordonnée par rapport à y, devient 2 y'—iy (z— l)45zs48z+9 =2 (y — z+i)’ — 2(z— 1)*+5z,48z49>
Enfin la dernière partie de ce nouveau polynôme est 3 z *4 1 2 z47 = 3 (*42) ’ — 5-
11 résulte de ce qui précède que' l’équation proposée peut se mettre sous la forme
Cette équation représente un ellipsoïde, et les trois plans définis par les équations
sont trois plans diamétraux conjugués de la surface. Ces plans
se coupent au point x = - , y = — 3, z = — 2, qui est le centre de la surface.
Exemple IL
4x’--t by’+l Ayz+Azx — 4 xy+4x — 34y + 24z — 1 8=0. On a successivement
4x’— t 5y’41 4yz+4zx — 4xy+4x — 34y42 4z — t 8 = 4x,+4x(z — y+1) — 1 5,y’-f 1 4 yz — 34y42*2 — 1 8 =(2x — y+z-f-1) ! — 1 6y ’41 Cyz — z’ — 3 2 y+22z — i 9 ; puis
et enfin
L’équation proposée prend la forme
(2x-y-i-z+t)’— 4(2 y— z+2)’+3(z-M)*— 6 = 0 ; elle représente un hyperboloïde à une nappe. Les équations des deux systèmes de génératrices rectilignes de la surface sont
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/ 2.r+3y— = + r.=Xll/C+(a+1)l/3],
et _
2x— 5y+3z— 3= -L^ë+ta+l)^.
L’équation du cône asymptote est
Exemple III.
4a:, + 4ÿ, + i2z, — 12ÿz + 4a:ÿ-|-4a: + 2y+3z = 0.
On a
4a:*+4x(y+l) + 4ÿ*-M2s‘— t2yz + 2y-f3z =(2x + y -(-t)1 + 3^’+ 1 2 z* — 12ÿz +3 z — 1 ,
puis
3y*+ 12z,-12yz + 3z — t = 3(y— 2z)* + 3z— 1. L’équation de la surface peut se mettre sous la forme (2x + ÿ+l)* + 3(y— 2z)*+ 3z— 1 =0; elle représente un paraboloïde elliptique.
Exemple IV.
L’équation se met sous la forme
(2*-f ÿ + 1)’— 3 (y — 2z)‘ + 3z— 1=0; elle représente un paraboloïde hyperbolique.
Les deux systèmes de génératrices rectilignes de la surface sont donnés par les équations
( Zx+y+i+(y— 2z)l/3 = X,
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Exemple V.
Æ* + 4y, + ;’ — 4yz — 2sa: + 4;ry + 6a;+4y — 52 + 3=0. Ordonné par rapport à x, le premier membre s’écrit x' + Zx&y — z + 3) + 4y, + s‘— 4yz + 4y— 5z + 3 = (x + 2y— z + 3)’— 8y + z— 6, et l’équation proposée prend la forme
(a; + 2ÿ— 2 + 3)’— 8y + z — 6=0; elle représente un cylindre parabolique; les arêtes du cylindre sont parallèles à la droite déterminée par les deux équations x+2y — z + 3=0,
CHAPITRE VII
De» condition» nécessaires pour définir une surface du second degré.
572— L’équation générale du second degré
(I ) A-rM-AV+AV+ÎBy2+2B'M+2B":rÿ+2Ca+2C'y+2C’'s+F=0, entre les trois variables x, y, z, renferme dix termes, et la surface définie par cette équation dépend de neuf paramètres arbitraires, les rapports de neuf coefficients au dixième. Il faut donc neuf conditions géométriques pour définir une surface du second degré, en supposant que chaque condition géométrique s’exprime par une relation unique entre les coefficients. Ainsi, par exemple, une surface du second degré est déterminée par neuf points.
573 — Pour exprimer qu’un plan
(®) A x + By + Cz + D 0 est tangent à une surface
on observe que les coordonnées x, y, z du point de contact doivent vérifier à la fois les équations de la surface et du plan.
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De plus, les cosinus des angles que fait la normale à la surface au point x, y, z avec les trois axes des coordonnées sont proportionnels à Fi. (x, y, z), Fy(x, y, z), ¥'t(x, y,z); on doit donc avoir
L’élimination de x, y, z entre les équations (a), (a'), (a") donne une relation entre les coefficients variables renfermés dans l’équation de la surface. Puisque le contact d’un plan et d’une surface quelconque s’exprime par une seule équation, il faut également neuf plans tangents pour déterminer une surface du second degré.
574— Pour qu’une droite
J x—az + y,
\ y — bz + q,
soit située entièrement sur la surface (a'), il faut que l’équation que l’on obtient par l’élimination de x et z entre les équations (a') et (P) soit vérifiée quelle que soit z. Si l’équation (a7) est algébrique et du degré m,la condition précédente donne m-H relations entre les paramètres variables de la surface. On arrive à la même conclusion, d’une autre manière, en observant que, pour que la droite appartienne à la surface, il faut et il suffit que les coordonnées de m-fi de ses points vérifient l’équation de celte surface. En particulier, si la surface est du second degré, une droite équivaut à trois conditions, et trois droites déterminent la surface. Si, parmi les points donnés, quatre ou un plus grand nombre sont sur une même droite, ces points ne devront être comptés que pour trois.
575 — Supposons que l’on donne neuf points; cinq dans un plan P et les quatre autres dans un plan P' qui rencontre le premier suivant la droite D. L’ensemble des deux plans P et P' constitue un lieu du second degré renfermant les neuf points ; généralement il n’y en a pas d’autre. Car si le plan P n’appartient pas au lieu , il le coupe suivant une ligne du
second degré C complètement déterminée par les cinq points renfermés dans ce plan. La droite D coupe la ligne C en deux points qui devraient être avec les quatre points du plan P sur une même ligne du second degré, ce qui n’a pas lieu en général, lorsque les quatre derniers points sont pris arbitrairement dans le plan F. Cependant, si cette dernière condition était satisfaite, outre la première solution, il y en aurait une infinité d’autres, et les neuf points ne devraient compter que pour huit. Prenons, en effet, les plans P et F pour plans des xy et des xz, et un troisième plan quelconque pour plan des yz. Soient
ax*-\- a''z' + ‘2b'xz -\-1cx -\-<ic'lz+ f— 0
les équations des lignes C et C' du second degré qui passent d’une part, par les cinq points du plan P, d’autre part, par les quatre points du plan F et les deux points de rencontre de la droite D et de la courbe C. On peut supposer que le coefficient de xi est le même dans les deux équations , et comme l’axe des x rencontre les courbes aux mêmes points , les coefficients de x et les termes constants doivent aussi être les mêmes. Pour que la surface définie par l’équation (1), dans laquelle on suppose A = a, soit coupée parles plans des xy et des xz suivant les deux courbes précédentes, il faut et il suffit que l’on ait
A =a, A '—a!, k"z=a",W=b/, B"=V', C=e,C,=e',C',=e", ¥q=f. L’équation
zx-^b" xy-\-1cx-\-'îc'y-\-(ïc" z-\-f — 0
renferme encore un paramètre arbitraire B, que l’on peut choisir de manière que la surface passe par un point quelconque donné en dehors des deux plans XOY, XOZ.
5 7 O— Lorsque , parmi les neuf points donnés, six sont dans un même plan P, le lieu est en général l’ensemble de deux plans, savoir le plan P et le plan P' qui passe par les trois autres points. Cependant, si les six points étaient sur une
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conique, on verrait, comme dans le cas précédent, que, outre cette solution, il y en aurait une infinité d'autres, déterminées chacune par un nouveau point pris en dehors des deux plans.
Lorsque sept des neuf points sont dans un même plan P, si ces sept points ne sont pas sur une même ligne du second degré, le lieu est l’ensemble du plan P et d’un second plan mené arbitrairement par la droite qui joint les deux autres points. Mais si les sept points sont sur une même courbe du second degré, outre ces solutions, il y en a d’autres, déterminées chacune par deux points arbitraires. Les cas, dans lesquels huit ou neuf points sont dans un même plan, donnent lieu à des remarques analogues.
&77 — Considérons deux surfaces du second degré définies par les deux équations
L’équation
représente, quelle que soit la valeur de X, une surface du second degré qui passe par la courbe d’intersection des deux premières surfaces. On peut choisir X de manière que la surface (3) passe par un point quelconque M pris en dehors des surfaces (1) et (2). D'ailleurs, il est facile de s’assurer qu’il n’existe qu’une surface du second degré passant par le point M et la courbe d’intersection des surfaces (1) et (2). Supposons, eri effet, que deux surfaces S et S' satisfassent à ces conditions; menons par le point M un plan quelconque P; ce plan coupera les surfaces (1) et (2) suivant deux lignes du second degré ayant quatre points communs; il coupera aussi les deux surfaces S et S' suivant deux lignes du second degré passant par les quatre points communs aux deux premières et par le pointM; mais ces quatre points et le point M déterminent complètement une ligne du second degré. Les deux surfaces S et S', étant coupées suivant la même courbe par tout plan mené par le point M, coïncident. Ainsi, la ligne de rencontre de deux surfaces du second degré et un point déterminent complètement une surface
du second degré; en d’autres termes, réquation (3) est l’équation générale des surfaces du second degré qui passent par la courbe d’intersection des surfaces (t) et (2).
5X8 — On peut supposer que l’une des équations (1) et (■2) représente deux plans, alors son premier membre est le produit de deux fonctions du premier degré P et Q des variables x , y, z. Donc réquation
(T) F+XPQ = 0
représente toutes les surfaces du second degré qui passent par les sections faites dans la surface (t) par les deux plans P=0,Q=0.
Par la même raison l'équation
(5) PQ-fXRS = 0
est l’équation générale des surfaces du second degré qui passent par les quatre droites d’intersection des plans P=0, Q = 0, avec les plans R=0, S = 0.
5 79— La ligne d’intersection de deux surfaces du second degré est généralement une courbe gauche, sur laquelle on peut, d’une infinité de manières différentes, prendre neuf points, de telle sorte que trois d’entre eux ne soient pas en ligne droite, ni quatre dans un même plan, et par ces neuf points on peut toujours faire passer une infinité de surfaces du second degré. Ainsi, lorsqu’on demande de faire passer une surface du second degré par neuf points donnés, ce n'est pas en examinant combien il y a de ces points sur une même droite ou dans un même plan que l’on pourra décider si le problème admet une ou plusieurs solutions.
580— Considérons deux surfaces du second degré ayant cinq points communs dans un même plan P; ces cinq points déterminent une courbe du second degré C, qui appartient aux deux surfaces. Prenons trois points communs aux surfaces, non compris dans le plan P, et par ces trois points imaginons un plan P' ; le plan P' coupe la courbe C en deux points qui, avec les trois premiers, déterminent une courbe du second
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degré C ', également commune aux deux surfaces. Les deux surfaces ne peuvent pas avoir un nouveau point commun, non situé sur les courbes G et C', sans quoi elles coïncideraient (r.0 575).
Ainsi, lorsque la ligne d’ intersection de deux surfaces du second degré a cinq points dans un même plan, cette ligne se compose de deux courbes planes.
581 — Considérons deux surfaces du second degré qui se touchent en deux points A et B. Soit C un troisième point commun aux deux surfaces; par les trois points A, B, G faisons passer un plan P; ce plan coupera chacune des surfaces suivant une courbe du second degré ; ces deux courbes ont trois points communs A, B, C, et les mêmes tangentes en deux points A et B; donc elles se confondent. Car nous avons vu (n°270) qu’il n’y a qu’une courbe du second degré remplissant ces conditions. Puisque le plan P coupe les deux surfaces suivant la même courbe, il résulte du théorème précédent que la ligne d’intersection des deux surfaces est formée de deux courbes planes. Ainsi, deux surfaces du second degré, qui se touchent en deux points, se coupent suivant deux courbes planes , et les plans des deux courbes se coupent suivant la droite qui joint les points de contact donnés.
La démonstration précédente suppose que les plans tangents en A et B ne se coupent pas suivant AB, c’est-à-dire que les points donnés n’appartiennent pas à une droite située sur la surface. Dans ce cas, nous verrons qu’en général la ligne d’intersection se compose d’une ligne droite et d’une ligne gauche dont la projection sur un plan est du troisième degré.
588— Considérons enfin deux surfaces du second degré qui se toucheut en trois points A, B, C; d’après le dernier théorème, tout point commun aux deux surfaces doit se trouver dans un même plan avec chacune des cordes AB, BC, CA ; les surfaces n’ont donc pas de point commun en dehors du plan P déterminé par les points A, B, C. Ce plan P coupe les deux sur-
faces suivant une même courbe S, et les deux surfaces ont le même plan tangent en chaque point D de la courbe. En effet, par le point D et le point A, par exemple, menons un plan quelconque différent du plan P, ce plan coupe les deux surfaces suivant deux courbes qui passent en A et D; ces deux courbes sont tangentes en A. et, comme elles n’ont pas d’autre point commun que le point b, elles sont aussi tangentes en ce point. Ainsi, lorsque deux surfaces du second degré se touchent en trois points, elles sont tangentes en tous les points d’une ligne plane située dans le plan des trois points.
583 — Nous avons vu que l’équation F + XPQ = 0
représente une surface du second degré qui passe par les courbes d’intersection de la surface F=0 avec les plans P = 0, Q=0. 11 en résulte que les surfaces représentées par l’équation (6) F + XP’=0
sont tangentes à la surface F=0 suivant la courbe d’intersection G de cette surface et du plan P=0.
L’équation (6) renferme un paramètre arbitraire X qui permet de faire passer la surface par un point arbitraire; d’autre part on démontre, comme au n°577, qu’une surface, qui doit être tangente à une surface du second degré en tous les points d’une courbe plane et passer par un point donné, est complètement déterminée. On peut donc regarder l’équation (6) comme l’équation générale des surfaces du second degré qui touchent la surface (1) aux points où elle est coupée par le plan P=0.
Si l’on a deux surfaces du second degré circonscrits à une même surface du second degré F =0, ces deux surfaces sont représentées par des équations de la forme F + XPa = 0,
elles se coupent suivant deux courbes du second degré situées dans les plans
LIV. VI, CH,VP. VII.— COND. POUR DÉFINIR UNE SURF
584 — Cherchons, comme application, Féquation du cône circonscrit à un ellipsoïde
et ayant pour sommet uu point donné P dont les coordonnées sont xt, yltzt.
L’équation du plan tangent à l’ellipsoïde au point x, y, z est ïX jï zZ , a'+b' + ?~ 1 = 0-
Pour que ce plan passe au point P, il faut que les coordonnées xi> Vu si vérifient la condition
(8 )?£ + *£ + ** a 1 b 5 cs
La courbe définie par les équations (7) et (8) est la courbe de contact du cône et de l’ellipsoïde ; l’équation générale des surfaces du second degré qui touchent l’ellipsoïde suivant cette courbe plane est
a* + 6*+c*' l + \Tf + + -°‘
Si l’on prend X de manière que l’équation précédente soit vérifiée par les coordonnées xl , yt, z , du point P, elle représentera le cône circonscrit, puisqu’il n’existe qu’une surface du second degré tangente à l’ellipsoïde suivant la courbe considérée et passant par un point donné; on obtient ainsi l’équation demandée
585 — On sait que l’élimination de z entre deux équations du second degré à trois inconnues x, y, z conduit, en général, à une équation du quatrième degré entre x et y. Ainsi, la ligne d’intersection de deux surfaces du second degré se projette généralement sur un plan suivant une courbe du quatrième degré. Certains cas font exception. Considérons deux surfaces du second degré qui ont le même plan diamétral pour une même série de cordes ; si l’on prend ce plan diamétral pour plan des
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xy et une parallèle aux cordes pour axe des z, les équations des deux surfaces auront la forme
Az*-fP = 0, A'z‘+P'=0,
P et F désignant deux polynômes du second degré qui ne renferme que les deux variables x et y. L'élimination de z entre les deux équations précédentes, donne une équation du second degré
AT— AF
Ainsi, lorsque deux surfaces du second degré ont un même plan diamétral pour une certaine série de cordes, la projection de leur ligne d’intersection sur ce plan, faite parallèlement aux cordes considérées, est une courbe du second degré.
Lorsque les deux surfaces ont une génératrice rectiligne commune, la ligne d’intersection des deux surfaces se projette sur un plan quelconque suivant une ligne droite et une courbe du troisième degré.
586 — Soient
F(*,M‘=^®*+A'»H-A''*,4-2Bÿ*-|-2B,*x-f-2B,*ÿ+2C*-fSC>+-2C''2+D==0
i-\-dz=Si,
les équations de deux surfaces du second degré. Toute surface passant par la ligne d’interseclion des deux premières est représentée par l’équation
On peut se proposer de déterminer le paramètre X de manière que cette nouvelle surface soit un cône. Si l’on considère un cône comme une surface dont le centre appartient à la sur- .face, on a les équations
( Fl + lf:=0,
qui, jointes à l’équation (10), détermineront les coordonnées du centre et le paramètre X. Si l’on multiplie le équations (11)
respectivement par que l’on ajoute et que l’on re-
tranche de l’équation (10), on a l’équation
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(1 2) C x+h'y+C'z -f D+X [cx+&y+c"z+d)= 0.
En tirant des équations (10) les valeurs de x, y, z, et substituant dans l’équation (11). on arrive à une équation du quatrième degré en X. On conclut de là que par la ligne d’intersection de deux surfaces du second degré on peut faire passer quatre cônes du second degré.
Si l’on considère les sections d’une surface du second degré /■= 0 par les deux plansP=0, Q=0, toute surface du second degré passant par ces deux courbes est représentée par l’équation
PQ+X
II est clair que le système des deux plans PQ=0 forme un premier cône du second degré passant par les deux courbes. Cette première solution correspond à une racine double X=0 de l’équation du quatrième degré en X, qui s’abaisse ainsi au second degré. Pour simplifier le calcul, prenons les deux plans pour plans des yz et des xz; l’équation (13) devient xy+lf=0,
et les équations (11) et (12) se réduisent à
x+\fÿ—0,
cx-\-c'y-\-c"z-\-d=0,
Si des deux dernières on tire les valeurs de x et y en fonction de z, qu’on les substitue dans les deux premières, et qu’on élimine ensuite z, on arrivera évidemment à une équation du second degré en X. Ainsi, par deux sections planes d’une surface du second ordre, on peut faire passer deux cônes du second degré.
EXERCICES
1° On mène des normales à un ellipsoïde par les différents points d’une section plane ; trouver le lieu de la trace de ces normales sur l’un des plans principaux. Examiner le cas où le plan de la section est perpendiculaire au plan principal.
2° Etant donné un ellipsoïde, on mène des plans diarnébr. 34
traux qui coupent le solide suivant une ellipse d’aire constante; trouver le lieu : 4° de la perpendiculaire menée par le centre à ce plan ; 2» du diamètre conjugué.
3« L'œil étant placé en un point de la surface d’un ellipsoïde, les perspectives de toutes les sections planes de la surface sur le plan diamétral conjugué du rayon qui aboutit à l'œil, sont des courbes homothétiques; le centre de chacune d'elles est la perspective du sommet du cône circonscrit à l’ellipsoïde suivant la section plane considérée.
4° Démontrer que le lieu de la droite d’intersection de deux plans rectangulaires menés par deux droites données, est un hyperboloïde à une nappe dont les sections circulaires sont perpendiculaires à chacune des deux droites données.
5° Un cône a pour sommet un point d’un hyperboloïde de révolution à une nappe et pour base le cercle de gorge; démontrer que les sections anti-parallèles de ce cône sont perpendiculaires au plan du cercle de gorge.
6° Les quatre perpendiculaires abaissées des sommets d’un tétraèdre sur les faces opposées sout situées sur un hyperboloïde à une nappe. Le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre, le centre de gravité du tétraèdre et le centre de l 'hyperboloïde sont en ligne droite.
7° Trouver le lieu des points tels que le rapport des distances de chacun d’eux à deux droites données soit constant. Déterminer ensuite, pour une surface du second degré susceptible de ce mode de génération, les divers couples de droites que l’on peut employer.
9° Le lieu des normales à une surface réglée quelconque le long d’une même génératrice est un paraboloïde hyperbolique.
10° Étant donné un point et deux plans rectangulaires, trouver le lieu des points tels que la distance de chacun d’eux au point Axe soit moyenne proportionnelle entre ses distances aux deux plans fixes.
4t° Par une génératrice d’un paraboloïde hyperbolique on mène un plan perpendiculaire au plan directeur auquel cette
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génératrice est parallèle ; ce plan est langent à la surface en un point de la génératrice que l’on appelle le point central de la génératrice; trouver le lieu de ce point pour les génératrices du même système. (Ce lieu est la ligne de striction de la surface.)
12° Par une génératrice d’un hyperboloïde à une nappe on mène un plan tangent au cône asymptote et au plan perpendiculaire au précédent ; ce dernier touche la surface en un point qu’on appelle point central de la génératrice; trouver le lieu du point central ou la ligne de striction de la surface.
13» Par un point O pris sur l’arête d’un angle dièdre, on mène dans l’une des faces une droite OA et dans la seconde face une droite OB perpendiculaire à OA; trouver le lieu de la perpendiculaire menée par le point 0 au plan AOB.
14° Indiquer les diverses surfaces représentées par l’équation
x,-H2fn’4- 1 )(ÿ, + s’) — 'ï[yz-{-zx-srxy) — <lmi — 3 m -fl, quand on donne au paramètre m toutes les valeurs possibles.
15° Étant donné un cercle et deux points fixes A et B dans l’espace; par le point B et la droite des contacts relative à un point quelconque P du plan ou cercle, on mène un plan; trouver le lieu du point d’intersection de ce plan avec la droite AP.
16° Lorsque deux surfaces du second degré passent par deux droites non situées dans un même plan, l’intersection des deux surfaces se compose de ces droites et de deux autres droites, réelles ou imaginaires.
17° Lorsque deux surfaces du second degré se raccordent suivant une même génératrice, il y a en général sur cette génératrice deux points tels que la seconde génératrice qui passe par chacun d’eux est la même sur les deux surfaces.
t8» Les perspectives sur un même plan des sections planes d’une surface du second degré ont un double contact réel ou imaginaire avec le contour apparent de la surface.
19° Étant données les trois équations
dans lesquelles on suppose a>b>c, p<.c, c<iq~<^b, b<r<.a, et qui représentent, la première un ellipsoïde la seconde un hyperboloïde à une nappe, la troisième un hyperboloïde à deux nappes; démontrer: 1° que ces surfaces se coupent deux à deux à angle droit ; 2° les deux courbes suivant lesquelles une des surfaces est coupée par les deux autres ont pour tangentes en leur point d’intersection des droites parallèles aux axes de la section faite dans la première surface par un plan parallèle au plan tangent en ce point.
19« Étant données deux des surfaces considérées dans le problème précédent, trouver une surface de révolution du second degré (ayant pour axe l’un des axes de ces surfaces) à laquelle appartienne la ligne d’intersection.
20° Étant donnés les paraboloïdes représentés par l’équation
zi
dans laquelle a est un paramètre arbitraire ; si l’on attribue au paramètre <* deux valeurs telles que les paraboloïdes correspondants se coupent, ils se couperont à angle droit. Lorsqu’un paraboloïde est coupé par deux autres d’espèces différentes, les tangentes aux deux ligdes d’intersection au point commun sont parallèles aux axes de la section faite dans la première surface par un plan parallèle au plan tangent en ce point.
21° Étant donnés deux des paraboloïdes considérés précédemment, on propose, lorsque ces paraboloïdes se coupent, de trouver une surface de révolution du second degré (ayant pour axe l’axe commun des paraboloïdes) à laquelle appartienne la ligne d’intersection.
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