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AVERTISSEMENT
Au point de vue mathématique, les programmes de TEnseignement secondaire moderne ne se confondent pas avec ceux de l'Enseignement secondaire classique. Nos Editevirs ont donc pensé que nous ferions une chose utile, en publiant des Leçons de Géométrie absolument conformes aux programmes du nouvel ensei-
-^ gnement, tel qu'il doit fonctionner dans les Lycées et
>;;- Collèges.
Ces Leçons sont divisées en quatre Parties qu'on *"X pourra acqviérir séparément, et qui sont destinées "respectivement aux élèves des classes de quatrième, "^ de troisième, de seconde et de première (Sciences).
:' Autant que possible, chaque Leçon épuise un sujet ' déterminé, et elle est accompagnée d'exercices et de problèmes soigneusement gradués et choisis de manière que leur solution repose en quelque point sur les propriétés démontrées dans la Leçon.
Certains de plus en plus que la pratique doit toujours être associée à la théorie, si Ton veut que celle-ci porte
AVERTISSEMENT
fruits, nous avons cru qu'il j aurait grand ur les élèves à pouvoir étudier, régulièrement aent, les solutions détaillées de ces exercices aes.
ous sommes donc décidés à les publier en ips que les Leçons, en quatre Parties corresux quatre parties du texte.
ons eu soin, pour les questions simples, d'inilement la trame de la démonstration, afin de tout en l'aidant, le travail et l'effort de l'élève. ir les questions plus difficiles, nous avons ause de la perte de temps, d'imposer parfois lençants une trop longue recherche, et nous itrés alors dans tous les détails nécessaires.
nous permette d'ajouter que, comme nos sont précédées des énoncés, les lecteurs de Ouvrages de Géométrie pourront les consiiient. Ils pourront d'ailleurs reconnaître euxaméliorations que nous avons apportées au dans le détail desquelles nous ne saurions
Décembre 1895.
PREMIÈRE LEÇON
Introduction.
1. Le volume d'un corps matériel est l'étendue du lieu qu'il occupe dans l'espace. Ce volume est essentiellement limité, et la limite qui le sépare de l'espace environnant constitue ce qu'on appelle la sur/ace du corps.
Les différentes faces d'un corps sont autant de surfaces dont les limites où les rencontres mutuelles sont appelées lignes.
Enfin, on donne le nom de points aux extrémités d'une ligne limitée ou aux intersections mutuelles des lignes.
En considérant un dé à jouer, on voit que son volume est compris sous six faces qui se coupent mutuellement suivant douze lignes, lesquelles se rencontrent mutuellement en huit points distincts.
2. La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite, dont la notion est familière à tout le monde, et dont un fil tendu offre l'image.
R. et DE C. — Leçons, I. 1*
Goog|
te ligne est caractérisée par la propriété sui vante ^ regarde comme évidente : Deux points déternt une droite; en d'autres termes, par deux points ut toujours faire passer une droite, et Ton n'en faire passer qu'une.
ésulte de là que dçux droites qui ont deux points luns coïncident, non seulement entre ces deux s, mais encore dans toute leur étendue; et, par ^:
quent, que deux drmtes distinctes ne peuvent
i droite AE est àilQ plus grande qu'une autre CD, e sa longueur est la somme des longueurs de lulre et d'une troisième, remarquera que nous n'avons pas défini le mol
qu un point commun. \
En Géométrie, on indique un point par une lettre^
roite par deux lettres affectées à deux de ses points. ^
, on dit le point A, la droite AB {Jig* i).
Lix portions AB et CD, prises respectivement sur
droites indéfinies, ont la même longueur lors-
es sont superposables. La droite CD étant trans-
î de manière que le point G tombe en A, si l'on
imener le point D sur le point B en faisait tourner
ite CD autour du point A, la portion CD aura une
eur égale à celle de la portion AB.
ir ajouter deux portions de droites AB et CD, on
la portion CD à la suite de AB, sur la droite in-
e dont AB fait partie : BE étant la nouvelle posi-
le CD {fi g. i), on dit que AE a une longueur
à la somme des longueurs de AB et de CD.
Fig. I.
lori'g^uéur; c*est que l'idée de longueur est une de ces notions premières qu'on ne sait ramener à aucune autre. Aussi bien, hâtons-nous de le dire, il n'est pas nécessaire de savoir définir une grandeur pour pouvoir la mesurer, c'est-à-dire la comparer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité; il suffit de posséder la notion des grandeurs de cette espèce et d'avoir défini leur égalité et leur addition. C'est ainsi qu'après avoir défini, comme nous venons de le faire, Tégalité et l'addition des lignes droites, on conçoit nettement ce que c'est qu'une portion de droite double, triple, etc., d'une autre» et en général ayant avec cette autre un rapport quelconque. On n'emploie jamais, en réalité, le mot longueur que lorsqu'il y a comparaison; et, quand on parle de la longueur d'une droite, on entend toujours par là le rapport de cette ligne à l'unité.
On nomme distance de deux points A et B la longueur de la droite qui joint ces deux points.
4. Toute portion de droite AB a un milieu O, c'està-dire un point qui la partage en deux parties égales.' Car, si un mobile parcourt cette droite en marchant de A vers B, sa distance au point A, d'abord nulle, croît d'une manière continue jusqu'à la longueur AB, tandis que sa distancé au point B, d'abord égale à AB, décroît d'une manière continue jusqu'à devenir nulle. Il passe donc par une position pour laquelle il se trouve à égaledistance des extrémités Aet B. Cette position est unique, puisque, avant de l'atteindre et après l'avoir dépassée, le mobile se trouve à des distances inégales des points AetB.
5i On nomme ligne brisée une ligne formée de plusieurs portions de droites distinctes; telle est la ligne
ABCD {Jig* 2). On confond sous la dénomination commune de lignes courbes ioules les lignes autres que la ligne droite ou les lignes brisées.
Fig. 2.
6. La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont une glace polie peut donner l'idée. La définition géométrique du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points de cette surface y est contenue tout entière. C'est ainsi, par exemple, que, pour vérifier si une table est plane, on s'assure qu'on peut y appliquer dans tous les sens une règle bien dressée, sans qu'il reste aucun vide entre la table et la règle.
Une surface formée de plusieurs portions de plans distinctes est dite brisée; et l'on confond sous la dénomination commune de surfaces courbes toutes les surfaces autres que le plan et les surfaces brisées.
On divise la Géométrie en deux parties : la Géométrie plane, relative aux figures situées dans un plan unique, et la Géométrie dans Vespace, relative aux figures dont les éléments peuvent être disposés d'une manière quelconque dans l'espace.
Un théorème e^i une vérité qui exige une démonstration
Un problème est une question posée qui exige une solution ; il est déterminé lorsqu'il a un nombre fini de solutions, indéterminé lorsqu'il en a une infinité, impossible lorsqu'il n'en a aucune.
Un lemme est une proposition préliminaire facilitant la démonstration d'un théorème.. . v
Un corollaire est une. conséquence immédiate d'un théorème..
Un scolie est une remarque sur un ou plusieurs théorèmes.
L'énoncé de tout théorème ou de toute proposition géométrique consiste dans une hypothèse et une conclusion qui en découle. La démonstration de la proposition est la suite des.raisonnements qu'il; faut faire pour passer de l'hypothèse à la conclusion, en s'appuyant sur des vérités évidentes ou déjà établies.
8. On nomme réciproque d'une proposition une seconde proposition dont l'hypothèse et la conclusion sont respectivement la conclusion et l'hypothèse de la première, hsi proposition contraire d'une proposition est une autre proposition dont l'hypothèse et la conclusion sont respectivement là négation de l'hypothèse et de la conclusion primitives. Ainsi, la proposition « Si A égale B, G égale D » a' pour réciproque: « Si G égale D, A égale B », et pour contraire : « Si A n'est pas égala B, G n'est pas égala D ».
La vérité de la réciproque d'une proposition entraîne celle de la proposition contraire. Ainsi, soit la proposition : « Si A. égale B, G égale D » ; de la réciproque : « Si C égale D, A égale B », il résulte que u si An^est pas égal d B, G n^est pas égal à D » ; car, si G était égal à D, A serait égal à B.
De même, la vérité de la proposition contraire d'une proposition entraîne la vérité de la réciproque.
9. En général, lorsque dans une proposition ou dans une série de propositions on a fait toutes les hypothèses possibles sur un sujet déterminé et que
*onduit à des conclusions respect distinctes et dont chacune exclut peut affirmer que les réciproq ues ablies sont toutes vraies. No us un fréquent usage de ce princlp e, 1 Loi des réciproques.
rcices et problèmes.
a distance du milieu O d'une portion nt quelconque G pris sur cette droite ints est égale à la demi-somme ou à distances AC et BC, suivant que le delà des points A et B ou entre ces
si l'on considère n droites qui se , le nombre de leurs points d'inter -
)n) est égal a — ^ -'
lus grande commune mesure de deu x ;ueurs données, en supposant qu'ell e le rapport numérique des deux lo n-
DK8 ANCLfS. — ANGLES OPPOSES PAIl LE SOMMET. 7
DEUXIÈME LEÇON
Des angles. — Angles opposés par le sommet*
10. La considération de deux droites AB et AC qui se rencontrent {^fig^ 3) conduit à une idée nouvelle, qui est celle ai inclinaison mutuelle ou dH angle, et qui, comme l'idée de longueur, ne saurait être définie, c'està-dire ramenée à une idée plus simple; ce qu'on définit, c'est \ égalité et V addition des aiii»:les.
Les deux droites AB et AC sont les côtés de l'angle, et leur point d'intersection A est son sommet.
On désigne un angle isolé par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles ont même sommet, on indique celui des angles qu'on considère au moyen de trois lettres, savoir : deux lettres placées sur les côtés et la lettre du sommet qu'on énonce au milieu. Ainsi, dans \difig, 3, on dit simplement l'angle A; dans \di fig, 4? on distingue les trois angles BAC, CAD, BAD.
Deux angles, tels que BAC et CAD, qui ont le même
DES ANGLES. — ANGLES OPPOSÉS PAR LE SOMMET
sommet A, un côté commun AC, et les deux autres côtés AB et AD situés de part et d'autre du côté commun, sont appelés adjacents.
11. On dit que deux angles sont égaux lorsqu'on peut les porter l'un sur l'autre, de manière qu'ils coïncident. Ainsi, lorsqu'on aura placé le côté A'B' sur AB, de façon que le sommet A' soit en A et que le côté A'C tombe comme AG au-dessus de AB {fig* 5), il faudra, pour que les angles A et A' soient égaux, que le côté A' C
s'applique sur AC.
Fig. 5.
Pour ajouter deux angles BAC, FEG, on transporte le second à la suite du premier {Jig» 6), de manière à former les deux angles adjacents BAC, CAD; l'angle BAD des deux côtés non communs AB et AD est la somme des
deux angles proposés.
Fig. 6.
12, Il importe de remarquer :
I® Que, d'après les définitions précédentes, la grandeur d'un angle est indépendante de la longueur de ses côtés;
2** Que deux angles égaux peuvent être amenés à coïncidence, soit directement comme nous venons de
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l'expliquer (ii), soit par retournement, c'est-à-dire de manière que A'B' tombe sur AG et Pi! CI sur AB {fig- 5).
13. On novavae bissectrice d'un angle la droite qui, menée par le sommet, divise cet angle en deux parties égales.
Tout angle a une bissectrice et n'en a qu'une seule.
Soit, en effet, un angle AOB. Si l'on suppose qu'une droite mobile OM, d'abord appliquée sur le côté OA, tourne autour du sommet O comme une branche de compas autour de sa charnière, en se rapprochant du côté OB, l'angle AOM, d'abord nul, croît d'une manière continue jusqu'à l'angle AOB, tandis que l'angle BOM, d'abord égal à AOB (12, 2®), décroît d'une manière continue jusqu'à devenir nul. La droite OM passe donc par une position où elle fait des angles égaux avec les côtés OA et OB. Cette position est unique; car, avant de l'atteindre et après l'avoir dépassée, la droite OM fait avec les côtés OA et OB des angles inégaux.
14. Ou dit qu'une droite AO est perpendiculaire sur une droite BC {fig- 7), lorsque les deux angles adjacents AOB, ÀOG, qu'elle forme avec celle-ci, sont
Fig. 7. Fig. 8.
égaux. Si la droite AO est telle {fig. 8), que les angles adjacents AOB, AOG, soieni inégaux, on dit que cette droite est oblique sur BC. Le point O est le pied de la perpendiculaire ou de l'oblique AO.
ANGLES OPPOSES PAR LE SOMMET
15, Deux angles sont dits opposés par le sommet lorsque les côtés de l'un sont les prolongements des côtés de Tautre. D'après cela, deux droites indéfinies BB* et ce {fig» 9) forment, en se coupant au
point A, quatre angles, BAC et B'AC, CAB' et BA€', qui sont deux à deux opposés par le sommet.
THÉORÈME
Les angles opposés par le sommet sont égaux {fig
Il faut démontrer l'égalité des angles AOD, BOC.
Soit la figure O'A'B'G'D', reproduction exacte de la figure primitive OABCD. Transportons cette seconde figure sur la première, en la retournant de façon que, O' tombant en O, O' A' s'applique sur OB et O' B' sur OA. Alors, O'C, prolongement de A'O', viendra sur le prolongement OD de BO et O'D', prolongement de B'O', viendra sur le prolongement OC de AO (2).
L'angle B'O' G' coïncidera donc avec l'angle AOD et,
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comme il est la reproduction de Tangle BOC, oa a AOD = BOG.
Corollaires.
17. Les deux droites AG, BD {fig. lo) forment quatre angles, deux à deux adjacents (10) ou deux à deux opposés par ]e sommet.
Si deux des angles adjacents sont égaux, les quatre angles formés par les deux droites sont nécessairement égaux entre eux.
Dans ce cas, les deux droites AG, BD sont perpendiculaires l'une sur l'autre (14).
Ainsi, lorsqu'une droite BD est perpendiculaire sur une droite AG, la droite AG est réciproquement perpendiculaire sur la droite BD.
On appelle angle droit tout angle dont un côté est perpendiculaire sur l'autre (14,yî^. 7),
Exercices et problômes.
1. Lorsque, d^un point O d'une droite AB, partent, en sens opposés, deux droites OC et OD telles, que les deu\ angles AOD, BOC, qui sont dans la position d'opposés par le sommety soient égaux, les deux droites OC et OD n'en forment qu^une seule, c'est-à-dire sont en prolongement l'une de l'autre.
2. Si quatre droites OA, OB, QC, OD partent successivement d'un môme point O, de manière que les angles AOD, BOC d'une part, et les angles AOB, COD d'autre part, qui sont dans la position d'opposés par le sommet, soient égaux, les côtés OA et OC sont en ligne droite ainsi que les côtés OB et OD.
Di^ld by VjOOQIC
TROISIÈME LEÇON
Droites perpendiculaires. — Égalité des angles droits. Angles adjacents supplémentaires.
THÉORÈME
18. Par un point donné A., on peut toujours mener une perpendiculaire à une droite donnéeXY^et Von ne peut en mener qu^une,
i** Supposons le point A sîtué hors de la droite XY
Fig. II.
Désignons par A' le point sur lequel vient s'appliquer le point A, lorsqu'on plie la figure autour de la droite XY, de manière à en rabattre la partie supérieure sur la partie inférieure. Replaçons ensuite la figure dans sa première position et menons la droite déterminée par les deux points A et A' (2). Cette droite est perpendiculaire à XY qu'elle rencontre au point B.
En eff'et, si Ton replie de nouveau la figure autour de XY, BA coïncide avec BA', et les angles adjacents ABX, A'BX sont égaux. Par suite, XB ou XY est perpendi-
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culaire sur AA' (14) et, réciproquement, AA' ou AB est perpendiculaire sur XY (17).
Toute autre droite AC, distincte de AB et passant par le point A, est oblique sur XY (14).
En effet, si l'on replie encore la figure autour de XY, A vient en A', et l'angle ACB est égal à l'angle A'CB avec lequel il coïncide. D'ailleurs, comme on ne peut mener qu'une droite entre les deux points A et A', GA' diffère du prolongement CD de AG. L'angle ACB égal à l'angle A'CB est donc, comme lui, différent de l'angle DCB ou de l'angle ACX opposé par le sommet à l'angle DCB (16).
2® Supposons le point A situé sur la droite XY
Considérons dans le plan de la figure une autre droite ZU et l'unique perpendiculaire OH (i°) abaissée
Fig. 12.
du point extérieur O sur cette droite. Transportons alors, cette nouvelle figure sur la première, de manière que le point H vienne au point A et que la droite ZU coïncide avec la droite XY. La droite OH deviendra la droite AB et sera une perpendiculaire élevée en A à la droite XY.
On ne peut pas mener par le point A d'autre perpendiculaire à la droite XY; en d'autres termes, toute droite telle que AG, distincte de AB, est oblique à XY. En effet, l'angle BAX étant, par hypothèse, égal à l'angle BAY, on voit que l'angle GAX, égal à la somme des
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angles BAX et BAC, diffère nécessairement de l'angle (ÎAY égal à la différence des mêmes angles.
Corollaire.
Tous les angles droits sont égaux
Soient {fi g* i3) les deux angles BAC, B'A'C, qui ont été formés, le premier en élevant la perpendiculaire AB sur AC, le second en élevant la perpendiculaire A'B'
sur A'C; ces de ux angles sont droits, etj^il faut démontrer qu'ils sont égaux. Transportons à cet effet la deuxième figure sur la première, de façon que le point A' tombe en A et que le côté A'C s'applique sur AC; le côté A'B' deviendra alors perpendiculaire sur AC au point A : il s'appliquera donc sur AB, puisque par le point Aon ne peut élever sur AC qu'une seule perpendiculaire. Donc les deux angles BAC, B' A'C coïncideront, c'est-à-dire (11) seront égaux.
ScOLÎE.
20. L'angle droit est donc un type invariable auquel on peut rapporter les autres angles.
On dit qu'un angle e^st aigu ou obtus suivant qu'il est plus petit ou plus grand que l'angle droit. Ainsi, dans là 7?^. 12, l'angle CAY est aigu et l'angle CAX est obtus, . .
Deux angles sont dits complémentaires lorsque leur
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somme est égale à un angle droit. Ainsi, dans \dijig. 12, chacun des angles BAC, CAY est le complément de Tautre. Deux angles qui ont des compléments égaux sont égaux.
Deux angles sont dits supplémentaires lorsque leur
somme est égale à deux angles droits. Ainsi, dans la
Jig. 1 2, chacun des angles CAX, CAY est le supplément
de Tautre. Deux angles qui ont des suppléments égaux
sont égaux.
THÉORÈME
21. Deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires si leurs côtés extérieurs AG et CB sont en ligne droite {fig» i4)«
En effet, si CD est perpendiculaire sur AB, le théorème est évident, puisque les angles adjacents ACD, BCD sont droits tous les deux.
Si CD est oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD sont inégaux ; soit ACD le plus grand. La perpendiculaire CE, élevée au point C sur AB, tombera dans l'intérieur de cet angle et le décomposera en deux autres ACE et ECD. On ^ura donc
ACD -h BCD = AGE -f- EGD -f- BCD.
Or Tangle ACE est droit, et la somme ECD 4- BCD est égale à Tangle droit BCE. Donc enfin
^ ACD -+- BCD == 9. angles droits.
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22. . II résulte de ce théorème que, pour avoir le supplément BCD d'un angle ACD, il suffit de prolonger Tun des côtés AC au delà du sommet.
23. Réciproquement, si deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires, leurs côtés extérieurs AC et BC sont en ligne droite.
Car le prolongement de AC doit former avec CD (22) un angle égal au supplément de ACD, c'est-à-dire, à cause de l'hypothèse, un angle égal à BCD; le prolongement de AC ne diffère donc pas de BC.
Corollaires.
24. La somme de tous les angles consécutifs ABD, DBE, EBF, FBC, que Von peut former autour du point B d^une droite AC, d^un même côté de cette droite, est égale à deux angles droits {fig^ i5); car leur somme est évidemment la même que celle des deux angles adjacents ABF, FBC.
Fig. i5. Fig. i6.
25. La somme de tous les angles consécutif s kO^^ BOC, COD, DOE, EOA, que Von peut former autour d'un même point 0, est égale à quatre angles droits [fig^ i6); car, en prolongeant OC, par exemple, suivant OC, on voit que cette somme équivaut à celle des angles C'OA, AOB, BOC, situés d'un côté dé CC, plus celle des angles COD, DOE, EOC, situés de
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l'autre côté; et Ton vient de prouver que chacune de ces deux sommes partielles est égale à deux angles droits.
Exercices et problèmes.
1. L'angle DOI que forme la bissectrice 01 d'un angle AOB avec une droite quelconque OD, menée parle sommet O, est égal à la demi-somme ou à la demi-différence des angles AOD et BOD, suivant que la droite OD est extérieure ou intérieure à l'angle AOB.
2. Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémentaires sont perpendiculaires l'une sur l'autre.
3. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet sont dans le prolongement Tune de l'autre.
k. Les bissectrices des quatre angles déterminés par la rencontre de deux droites indéfinies forment deux droites perpendiculaires l'une à l'autre.
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— TRIANGLE ISOCELE.
ÈME LEÇON
— Triangle isocèle.
INITIOKS.
de polygone à une portion de le toutes parts par des lignes ptions de droites AB, BC, CD, s du polygone ; Itensemble de )ur ou le périmètre du poly- ' sommets les points A, B, C,
les angles ABC, BCD, CDE, urement par deux côtés coniîn, toute droite qui, comme
sommets non consécutifs du aie.
u polygonale est dite convexe itière d'un même côté de cha- ;omposent, prolongées indéfi-
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niinent. Tel est, par exemple, le polygone ABGDEF {fig. 18). Le polygone ABCDE, au contraire (yî^. 19), n'est pas convexe; car le côté DE, prolongé indéfiniment, laisse le polygone en partie au-dessus et en partie au-dessous de lui.
Une droite quelconque, tracée dans le plan d^une ligne polygonale convexe, ne peut la rencontrer en plus de deux points; car, si une droite XY {fig> 19) rencontrait la ligne polygonale AEDC en trois points Q, R, S, les points Q et S se trouvant de part et d'autre du côté DE, la ligne AEDC ne serait pas tout entière d'un même côté par rapport à DE prolongé, c'està-dire qu'elle ne serait pas convexe.
28. Le plus simple de tous les polygones est le triangle {fig- 20), qui n'a que trois côtés. Après lui viennent : le quadrilatère, qui a quatre côtés; le pentagone, qui a cinq côtés; V hexagone, qui a six côtés, ... ; Voctogone, qui a huit côtés , ... ; le décagone, qui a dix côtés, ...; le pentédécagone , qui a quinze côtés. Vi^fig, 18 représente un hexagone.
Parmi les triangles, on distingue le triangle isocèle, le triangle équilatéral et le triangle rectangle.
Fig. 20
Fig. 22.
Un triangle est isocèle quand il a deux côtés égaux : tel est le triangle ABC {fig. 21), dans lequel AB est égal à AC. Le troisième côté BC prend spécialement le nom
— TRIANGLE ISOCELE.
èle, et le sommet opposé A le
igle isocèle.
uéral lorsqu'il a ses trois côtés
dit rectangle lorsqu'il a un Z {fig- 22), opposé à Tangle hypoténuse,
gles sont égaux lorsqu'on peut mtre de manière qu'ils coïnci-
ÉORÈME.
fe isocèle, les angles opposés gaux,
isocèle ; par hypothèse le côté t il faut démontrer que l'angle B
1 triangle A'B'C, reproduction ransportons-le sur ABC en le [ue A' tombe en A et G en B, jue le côté A'C, reproduction e l'hypothèse, être égal à AB.
les mêmes, le côté A'B' prendra me A'B', reproduction de AB, it B' tombera en C; donc les 5nt; par suite, l'angle G' coïn-
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cidant avec l'angle B et n'étant que la reproduction de l'angle G, on a B =: C.
30. Réciproquement, si deux angles d'un triangle sont égaux, les côtés opposés sont égaux et le triangle est isocèle {fig. aS).
Soit ABC un triangle dont les angles B et G sont égaux; il faut démontrer que AB ^ AG.
Gonsidérons un second triangle A' B' G', reproduction exacte du premier, et transportons-le sur ABG, en le renversant, de manière que B' tombe en G et G' en B. Le côté G'B' coïncidera avec son égal BG. L'angle G' étant égal à l'angle G et par suite à l'angle B, si l'on fait tomber les deux triangles d'un même côté par rapport à BG, le côté G' A' prendra la direction BA, et le point A tombera quelque part sur la droite indéfinie BA. De' même, l'angle B' étant égal à l'angle B, et par suite à l'angle G, le côté B'A' prendra la direction GA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie GA. Le point A', devant se trouver à la fois sur les deux droites BA et GA, tombera donc sur leur intersection A, et les deux triangles ABG, A'B'G', coïncideront. Puisque le côté A'B', qui est égal à AB, vient recouvrir exactement le côté AG, on en conclut que AB et AG sont égaux.
ScOLIE.
31. Les démonstrations qui précèdent mettent en évidence la propriété propre au triangle isocèle d'être superposable à lui-même par retournement, Gette propriété est la clef des autres propriétés du triangle isocèle.
Ainsi {fig- 24), dans ce retournement du triangle isocèle BAG,B venant en G et G en B, le milieu I deBG
DES TRIANGLES. — TRIANGLE ISOCELE
retombe sur lui-même aussi bien que le sommet Par suite, l'angle AlC vient recouvrir son adjacent supplémentaire AIB, et l'angle GAI son adjacent B. Donc, dans tout triangle isocèle BAC, la droite ( joint le sommet A au milieu I de la base BC est p pendiculaire sur cette base et divise V angle au se met en deux parties égales.
La droite AI satisfait donc aux quatre conditions s vantes : elle passe par le sommet A, par le milieu I la base BC, elle est perpendiculaire sur cette base, < est bissectrice de l'angle au sommet.
Or, deux de ces quatre conditions suffisent pour terminer la droite AI ; car on sait que par deux poi on ne peut mener qu'une droite, qu'un angle n'adr qu'une bissectrice, et que par un point on ne p mener qu'une perpendiculaire à une droite. Donc to ligne droite, assujettie à deux des quatre conditi( indiquées, remplira nécessairement les deux autres.
32. On appelle hauteurs d'un triangle quelconc les perpendiculaires abaissées des difiérenls somm sur les côtés opposés.
Tout triangle a donc trois hauteurs, comme il a tr bissectrices : ce sont les bissectrices de ces angles.
Enfin^ on entend par médiane d'un triangle la drc
DES TRIANGLES. — TRIANGLE ISOCELE. a3
qui joint un sommet de ce triangle au milieu du côté opposé; un triangle a aussi trois médianes.
Dans un triangle isocèle, on appelle plus spécialement Aa^^^ei/r du triangle la perpendiculaire AI abaissée sur le côté BC qui n'a pas d'égal, c'est-à-dire sur la base du triangle (28). La droite AI est à la fois hauteur, bissectrice et médiane.
33. Tout triangle dont les trois angles sont égaux est équilatéral, et, réciproquement y tout triangle équilatéral a ses trois angles égaux ou est équiangle.
Exercices et problèmes.
1. Quand un triangle a l'un de ses côtés confondu avec la base d'un triangle isocèle et son sommet opposé situé sur la hauteur de ce triangle (32), il est lui-même un triangle isocèle.
2. Toute perpendiculaire à la bissectrice d'un angle coupe ses côtés en deux points également éloignés de son sommet, et le milieu de la distance de ces deux points est sur la bissectrice.
a4 CAS d'égalité des triangles quelconques.
BG = B'G', B = B', G = C
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que le côté B'C coïncide avec son égal BC, B' étant en B et C en C. Puisque l'angle B' est égal à l'angle B et que les deux triangles sont supposés tomber d'un même côté de BC, le côté B'A' prendra la direction BA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie BA. De même, puisque l'angle G est égal à l'angle C, le côté C'A' prendra la direction CA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie CA. Donc le point A', devant se trouver à la
CAS d'Égalité des triangles quelconques. i5
fois sur les deux droites BA et CA, tombera nécessairement sur leur point d'intersection A. Par suite, les deux triangles coïncideront.
2° Soient (Jig» aS) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ait
A = A', AB = A'B', AG = A'C
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que l'angle A coïncide avec son égal A', le côté A'B' tombant sur le côté AB et le côté A'C sur le
côté AG. Ces côtés ayant alors même direction, même longueur et une extrémité commune, leurs autres extrémités se confondront, c'est-à-dire que le point B', tombera sur le point B et le point C sur le point G. Par suite, les deux triangles coïncideront.
3** Soient (yî^. 26) les deux triangles ABG, A'B'C', tels qu'on ait
AB = A'B', BG = B'G, AG = A'G
Portons le triangle A'B'C' à côté de ABG, en le retournant de manière que B' tombe en B, G' en G et A' en A", au-dessous de BG (en supposant que A soit audessus de cette droite). Puisque BA" = B'A' =: BA, le triangle ABA'' est isocèle et la bissectrice de l'angle ABA" est (31) perpendiculaire sur le milieu de AA"; mais, le triangle AGA'' étant aussi isocèle à cause de A"G = A'G' = AG, la perpendiculaire sur le milieu de
26 CAS d'Égalité des triangles quelconques.
AA" passe par C (31); donc la bissectrice de l'a ABA'' n'est autre que BC, et l'angle ABC est é{ A"BC, c'est-à-dire à l'angle A'B'C; donc les triai
Fig. 26.
ABC, A'B'C sont égaux comme ayant un angle compris entre deux côtés égaux chacun à chacun
AB = A'B', AC = A'G', BG = B'C, G = G', B = B', A = A
Chaque cas d'égalité renferme trois de ces condi groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisfi les six soient remplies. Par suite, quand on aur connu dans une certaine figure l'égalité de triangles par l'application de l'un des trois cas éno on devra en conclure immédiatement l'égalité des éléments non employés, et l'on aura acquis ainsi de velles données qui permettront d'aller plus avant la recherche que l'on poursuit. Tel est l'usage théorie de l'égalité des triangles.
Il est essentiel de remarquer que, dans deux tria égaux, les côtés égaux sont toujours opposés aux a égaux.
CAS D EGALITE DES TRIANGLES QUELCONQUES
Exercices et problèmes.
j. Étant donné un triangle ABC, on prolonge les côtés de Pangle A en sens inverse, en prenant respectivement sur ces prolongements AB' = AB, AC = AC.
En désignant par D et D' les milieux des droites BC et B'C, on demande de prouver que les trois points D, A, D' sont en ligne droite et que le point A est le milieu de DD'.
2. ABC étant un triangle quelconque, on prend sur AB, prolongé s^il le faut, une longueur AC égale à AC; on prend de même sur AC une longueur AB' égale à AB, et Ton mène la droite C'B' qui coupe BC en I.
On demande de démontrer que la droite AI est la bissectrice de l'angle BAC.
3. Deux triangles ABC, DEF, qui ont deux côtés égaux chacun à chacun et une médiane (32) égale, sont égaux entre eux. Il y a deux cas à distinguer.
4. Lorsque, dans un triangle ABC, une même droite AD est à la fois hauteur et bissectrice, ce triangle est isocèle.
5. Lorsque, dans un triangle ABC, une même droite AD est à la fois hauteur et médiane, ce triangle est isocèle.
SIXIÈME LEÇON
A.utres propriétés des triangles.
THÉORÈME
n triangle a deux côtés inégaux, l'angle plus grand de ces deux côtés est plus V angle opposé à Vautre.
r, 27) le triangle ABC, dans lequel on a il faut démontrer que l'angle ABC est plus 'angle ACB.
AD = AB et menons la droite BDK; le $D étant isocèle, l'angle ABD est égal à B ou à son opposé par le sommet KDC; Z est donc moindre que ABC.
le point B au milieu I de DC, prolongeons igueur lE égale à BI et tirons la droite DE; 5 DIE, BIC ont un angle égal DIE = BIC Te deux côtés égaux DI = IC, El = IB; ils igaux et l'angle EDI est égal à ICB; mais,
d'après la construction, le point E est situé dans Tangle RDC; donc l'angle RDC est plus grand que EDI ou que son égal AGB.
Donc enfin, l'angle RDC étant supérieur à ACB et inférieur à ABC, il faut que l'angle ACB soit moindre que l'angle ABC.
37. Réciproquement, si un triangle a deux angles inégaux, le côté opposé au plus grand de ces deux angles est plus grand que le côté opposé à Cautre^
Ainsi, si l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB, on doit avoir AC > AB.
En efiet, si l'on avait AC = AB, on aurait (29)
angle ABC = angle AGB,
et, si l'on avait AC < AB, on aurait (36)
angle ABC < angle AGB.
38. Dans un triangle, un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
11 suffit de démontrer que le plus grand côté BC est moindre que la somme BA + AC des deux autres
{fig. 28).
Fig. 28.
Prolongeons BA d'une longueur AD = AC, et menons CD. Le triangle ACD étant isocèle, l'angle D est égal à l'angle ACD et, par suite, moindre que
l'angle BGD; donc (37) dans le triangle BCD, le côté BG est moindre que BD, c'est-à-dire que
BA-hAD ou BA-t-AG.
Corollaires.
39. Dans tout triangle ABC, un côté quelconque BC est plus grand que la différence des deux autres AC et AB. En effet, soit AB le plus grand des deux côtés AC et AB, on auraj d'après le numéro précédent,
BG>AB — AG
Trois droites de longueurs arbitraires ne peu\?ent pas toujours former les trois côtés d^un triangle. Il faut que la plus grande d'entre elles soit inférieure à la somme des deux autres. Par exemple, il n'existe pas de triangle dont les côtés aient des longueurs respectivement égales à 7 mètres, 5 mètres, i mètre.
THÉORÈME
40. La ligne droite est plus courte que toute ligne brisée ayant les mêmes extrémités.
Soit AB une ligne droite et ACDEFB une ligne brisée ayant les mêmes extrémités {fig. 29).
Fig. 29.
En joignant le point A aux sommets D, E, F de la
ligne brisée, on a successivement
FB, EF, DE, CD
d'où, en ajoutant et supprimant les quantités AF, AE, AD communes aux deux membres de l'inégalité,
AB < AC 4- CD -H DE -f- EF -f- FB.
Corollaire.
41. Toute ligne polygonale convexe ABGD est moindre que toute ligne polygonale enveloppante AMND, terminée aux mêmes extrémités {Jig. 3o).
En laissant de côté la partie commune AD, prouvons que le contour ABCD est inférieur au contour AMND.
Fig. 3o.
Prolongeons les côtés AB et BC jusqu'à ce qu'ils coupent en E et en F le contour polygonal AMND. Nous pourrons écrire les inégalités suivantes :
AB
-h BE < AM
GD<GF
-hFD.
Si nous ajoutons ces inégalités membre à membre, il
viendra, en opérant les réductions et additions,
AB H- BG H- CD < AM H- MN -f- ND.
On prouverait de la même manière que toute ligne polygonale com^exe ABGD est moindre que toute ligne polygonale EFGHIR qui V enveloppe de toutes parts {fig, il).
42. Si deux côtés d^un triangle sont égaux à deux côtés d^un autre triangle chacun à chacun, et si Vangle compris entre les premiers est plus grand que Vangle compris entre les seconds, le troisième côté du premier triangle est plus grand que le troisième côté du second {Jig* 32).
Fig. 32.
Soient les deux triangles ABC, A'B'C dans lesquels on suppose AB = A'B', AC = A'C, angle BAC > angle B'A'C; il faut démontrer que le côté BC est plus grand queB'C.
Transportons le triangle A'B'C en ABC, de façon que A'B' coïncide avec AB; TangleBAC, égalàB'A'C, étant moindre que BAC, le côté AC tombera dans Tintérieur de l'angle BAC. Soit I le point où la bissectrice de l'angle CAC rencontre BC; les deux triangles CAI, CAI ayant un angle égal CAI = CAI, compris entre un côté commun AI et deux côtés égaux AC= AC
seront égaux, et l'on aura IC"=IG; mais, dans le triangle BCI, on a
BG''<BI-+-IG''; donc
BC''<B1-+-IG ou B'G'<BC.
43. Réciproquement , si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, et si le troisième côté du premier est plus grand que le troisième côté du second, V angle opposé du premier triangle est plus grand que V angle opposé du second.
Ainsi, en supposant
AB = A'B', AG = A'G', BG > B'G
on a
angle BAG > angle B'A'G'.
En effet :
. I** Si Ton avait angle BAC = angle B'A'C, les triangles seraient égaux (34, 2°) et l'on aurait BC = B'C;
2° Si Ton avait angle BAG < angle B' A' C, on aurait (42) BC < B'C
Exercices et problèmes.
1. I étant le milieu de la base BC d'un triangle isocèle ABC et M un point pris à volonté sur le côté AC, la différence des longueurs IB et IM est moindre que celle des longueurs AB et AM.
2. Le périmètre d'un triangle ABC est plus grand que la somme des droites qui joignent à ses trois sommets un point O quelconque pris à Fintérieur du triangle, et moindre que le double de cette somme.
3. Quand le point O de l'exercice précédent appartient R. et DE G. — Leçons, I. 3
S côtés du triangle ABC, sa distance au sommet st comprise entre la somme des deux autres a demi-différence entre cette somme et le pre-
devient la proposition du n® 2, lorsque le point O eur au triangle ABC?
médiane AD d'un triangle ABC est moindre îmi-somme des deux côtés AB et AC issus du omet A, et plus grande que la moitié de l'excès me de ces deux côtés sur le troisième côté BC. périmètre d'un triangle est plus grand que la î ses trois médianes et moindre que le double de me.
sque deux triangles ABC, OBC, qui ont un mun BC, s'entrecoupent en D, la somme des s AB et OC, qui ne se croisent pas, est moindre nme des deux côtés AC et OB qui se croisent.
s toute figure formée par des triangles juxtaposés,
nombre des côtés sur le nombre des sommets 1 nombre des triangles moins un.
j un triangle isocèle ABC, les bissectrices BN et ipondentaux extrémités de la base BC, sont égales ;.
is un triangle isocèle ABC, les médianes BD et répondent aux extrémités de la base BC, sont re elles.
ts un triangle équilatéral, les trois bissectrices >is médianes sont respectivement égales entre
-»-.. -: \- -ZT^J^ -._,..-
SEPTIÈME LEÇON
Perpendiculaires et obliques.
THÉORÈME
44. Si, d'un point O pris hors d'une droite AB, on mène à celte droite la perpendiculaire 01 et plusieurs obliques OC, OD, OE, . . . :
I® Deux obliques OC et OE, dont les pieds C e/ E sont également distants du pied I de la perpendiculaire^ sont égales;
2** La perpendiculaire 01 est plus courte que toute oblique OC et^ de deux obliques OC et OD ou OE et OD, celle dont le pied s'écarte le plus du pied l de la perpendiculaire est la plus longue.
En effet :
1** Les deux triangles OIC, OIE (Jîg> 33)» sont
Fig. 33.
égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir : Fangle droit OIC égal à Fangle
droit OIE, le côté 01 commun, et le côté IC égal à lE par hypothèse; donc
OI<OC<OD
Si Ton considérait deux obliques OD et OE situées de côtés différents par rapport à la perpendiculaire 01, on commencerait par prendre sur lA une longueur IG égale à lE; les obliques OG et OE seraient alors égales comme s'écartant également du pied de la perpendiculaire. Or, si lE est moindre que ID, IG le sera aussi; et, d'après l'alinéa précédent, l'oblique OG sera moindre que l'oblique OD. On aura donc encore
OE < OD
GOROLLAIRES.
45. La perpendiculaire 01 abaissée d^ un point O sur une droite AB est la ligne droite la plus courte que Von puisse mener de ce point à la droite : sa longueur est ce qu'on appelle la distance du point O à la droite AB.
46. La perpendiculaire 01 étant plus courte que toute oblique OG, il suit du n® 36 que l'angle OGI est moindre que l'angle droit OIG. Donc, lorsque deux
droites AB et OC se coupent, la perpendiculaire 01, abaissée d^un point de Vune sur l'autre, est située dans V intérieur de V angle aigu 0GB formé par ces deux droites.
On peut conclure de là que, dans tout triangle rectangle, les deux angles autres que Tangle droit sont aigus.
ScOLIES.
47. L'exactitude des réciproques des propositions qui précèdent résulte immédiatement du principe général énoncé au n® 9.
I** Si une droite est la plus courte qu^on puisse mener d^un point à une autre droite, ces deux droites sont perpendiculaires entre elles,
1^ Si deux obliques à une même droite partent d'un même point et sont égales entre elles, elles' s'écartent également du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite,
3® Si deux obliques à une même droite partent d'un même point et sont inégales, la plus grande s'éloigne le plus du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite,
48. D'un même point, on ne peut mener à une droite que deux obliques égales, et ces obliques sont situées de part et d'autre de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
Exercices et problèmes.
1. Dans tout triangle ABC, une hauteur quelconque AH est moindre que la demi-somme des deux côtés AB et AG
qui partent du même sommet. On en conclut que la somi des hauteurs d'un triangle est moindre que son périmètr
2. Par un point donné A, mener une droite qui fasse d angles égaux avec deux droites données BC, BD.
3. Si, d'un point O pris hors d'une droite XY, on mè sur cette droite différentes obliques OA, OB, OC, . . dont les longueurs soient en progression arithmétique, 1 distances AB, BC, . . . , des pieds des obliques successivi vont en décroissant.
4. Par le sommet A d'un triangle ABC, on mène droite indéfinie XY, perpendiculaire sur la bissectrice l'angle A. Démontrer que, si M est un point quelconqi de XY, le périmètre du triangle BMC est plus grand q celui du triangle donné ABC.
CAS d'Égalité des triangles bectangles.
Deux triangles rectangles sont égaux
1° Lorsqu'ils ont V hypoténuse égale et un angle
aigu égal;
a° LorsquHls ont V hypoténuse égale et un côté de
V angle droit égal.
En effet :
i« Soient {fig. 34) les deux triangles ABC, A'B'C,
Fig. 34.
rectangles en A et en A', et dans lesquels on a
BG = B'G' et B = B'.
Portons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que B'C coïncide avec BG, B' étant en B et Cl en G. Si l'on fait tomber les deux triangles du même côté de BG, l'angle B' étant égal à l'angle B, le côté B' A' prendra la direction BA; dès lors, le côté G' A', qui est
4o CAS d'égalité des triangles rectangles.
LIEUX GEOMETRIQUES.
NEUVIÈME LEÇON
Lieux géométriques.
DÉFINITION
50. Lorsque les conditions auxquelles est astreint un point mobile ne suffisent pas pour fixer sa position, mais lui laissent décrire sur le plan une certaine ligne, on dit que cette ligne est le lieu géométrique du point.
Dans cette leçon, nous établirons l'existence de deux lieux géométriques particuliers, dont la considération revient constamment dans la démonstration des théorèmes et problèmes.
THÉORÈME
51. Tout point M de la perpendiculaire CD élevée sur le milieu d^une droite AB est également distant des extrémités A et B de cette droite (Jig' 35).
En efiet, G étant le milieu de AB, on a CA= CB, donc MA et MB sont des obliques qui s'écartent égale-
LIEUX GÉOMÉTRIQUES
ment du pied de la perpendiculaire CD. On a donc MA = MB (44, 2°).
52. Réciproquement, tout point M équidistant des extrémités A e/ B d'une droite AB appartient à la perpendiculaire CD menée à cette droite par son milieu C.
En effet, le triangle MAB étant isocèle par hypothèse, la droite MG, qui joint le sommet au milieu C de la base, est perpendiculaire sur cette base (31).
Corollaires.
53. Il résulte de là que tous les points de la perpendiculaire menée à une droite par son milieu sont équidistants des extrémités de cette droite, et que les points de cette perpendiculaire sont les seuls points du plan qui jouissent de cette propriété.
On peut donc exprimer la double proposition qui précède en disant :
La perpendiculaire éleçée sur le milieu d'une droite est le lieu géométrique des points équidiUants des extrémités de cette droite.
Deux points suffisent pour déterminer une droite. Donc, dès qu'une droite a deux points équidistants des extrémités d'une seconde droite, on peut affirmer que la première droite est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.
THÉORÈME
54. Tout point M pris sur la bissectrice AD d'un angle BAC est également distant des deux côtés de cet angle {fig* 36).
La distance du point M au côté AB est la longueur
LIEUX GÉOMÉTRIQUES
de la perpendiculaire ME abaissée du point M sur AB ; de même, la perpendiculaire MF, abaissée du point* M sur AC, mesure la distance du point M au côté AG. Il s'agit de démontrer Tégalité de ME et de MF. Or cette égalité résulte de celle des deux triangles MAE, MAF, qui, rectangles en E et en F, ont l'hypoténuse AM commune et un angle aigu égal^ savoir MAE = MAF, puisque la droite AD est la bissectrice de l'angle BAC.
85. Réciproquement, tout point M pris à Vintérieur d^un angle BAC, à égale distance ME = MF de ses deux côtés AB et AC, appartient à la bissectrice de cet angle {fig* 36).
En effet, en menant la droite MA, on obtient deux triangles rectangles, MAE, MAF, qui sont égaux comme ayant l'hypoténuse MA commune et un côté de l'angle droit égal : ME = MF. Donc l'angle MAE opposé au côté ME est égal à l'angle MAF opposé au côté MF, et la droite AM est la bissectrice de l'angle BAC.
Corollaire.
56. La bissectrice d^un angle est le lieu géométrique des points qui, situés dans l'intérieur de cet angle, sont équidistants de ses côtés,
ScOLIE.
DIXIÈME ET ONZIÈME LEÇON
Droites parallèles.
DÉFINITIONS
58. Lorsqu'une sécante EF rencontre deux droites quelconques AB et CD, elle fprme avec ces deux droites huit angles, dont quatre autour du point G et quatre autour du point H {Jig> S^).
On distingue alors trois parties sur la sécante : une partie intermédiaire GH comprise entre les deux droites AB et CD, deux parties extrêmes GE, HF non comprises entre ces droites.
Les quatre angles i, 4> 5, 8, dont un des côtés est confondu avec la partie intermédiaire de la sécante EF, sont appelés internes; les quatre autres 2, 3, 6, 7, dont un côté est confondu avec l'une des parties extrêmes de la sécante, sont appelés externes. Il en résulte les dénominations suivantes :
Deux angles qui sont internes, non adjacents et
situés de part et d'autre de la sécante, sont dits alternesinternes : tels sont les angles i et 5, 4 ^^ 8.
Deux angles qui sont externes, non adjacents et situés de part et d'autre de la sécante, sont dits alternesexternes : tels sont les angles 2 et 6, 3 et 7.
Deux angles situés d'un même côté de la sécante, l'un interne, l'autre externe, et non adjacents, sont dits correspondants ; tels sont les angles i et 7, 4 et 6, 2 et 8, 3 et 5.
Enfin, les angles i et 8, 4 et 5, sont dits intérieurs d^un même côté, et les angles 2 et 7, 3 et 6, extérieurs d^un même côté.
59. Deux droites sont dites parallèles lorsque, étant situées dans un même plan, elles ne peuvent se rencontrer, si loin qu'on les prolonge.
THÉORÈiME.
60. Deux droites AC et BD perpendiculaires sur une troisième droite EF sont parallèles (Jig* 38).
Car, si elles se rencontraient, on pourrait de leur point d'intersection abaisser deux perpendiculaires
surEF(17).
Corollaire.
61. Par un point A, situé hors d'une ligne droite BC, on peut mener une parallèle à cette droite
Mg. 38.
Fig. 39.
Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BC,
et menons à AD la perpendiculaire AE. Les deux droites AE et BG, étant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont parallèles.
ScOLIE.
62. Om ADMET que, par un point pris hors d'une ligne droite, on ne peut mener quune parallèle à cette droite. De là résultent les deux propositions suivantes :
63. Si une droite A en rencontre une autre B, elle rencontre toute parallèle C à cette autre; car si A était parallèle à C, du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener deux parallèles à C.
64. Deux droites A et B, parallèles à une troisième C, sont parallèles entre elles; car, si A et B se rencontraient, de leur point de concours on pourrait mener deux parallèles à C.
THÉORÈME
65. Lorsque deux droites AB et CD sont parallèles, toute droite^Y^ perpendiculaire sur l'une KR^ est perpendiculaire sur Vautre {fi g. 4o).
Fig. 4o.
D'abord la droite EF rencontre QD (63). Concevons par leur point d'intersection F la perpendiculaire à EF. Cette perpendiculaire, devant être parallèle à AB (60), coïncidera avec CD, puisque par le point F on ne peut
Uèle à AB. Donc, CD est perpendî inversement, EF est perpendiculaîri
souvent ce théorème d'une manier sant : Deux parallèles ont leur communes,
ix droites parallèles AB et CD son ne sécante EF {fig^ 40 • Iter nés-internes sont égaux; Iternes-ex ternes sont égaux; orrespondants sont égaux; itérieurs d'un même côté sont sup l en est de même des angles exté côté.
Fig. 4i.
O, milieu de la partie intermédiair menons sur les parallèles AB et CI ! commune IK; 01 tombera dan et OK dans Tangle aigu OHD (46) ctangles OGI, OHK, ont leurs hypo égales, puisque le point O est le mi igles aigus lOG, KOH, égaux comm imet : ils sont donc égaux (49, i**) el
par suite, les deux angles alternes-internes OGI, OHK, sont eux-mêmes égaux. Les deux autres angles alternesinternes BGH, GHG, sont aussi égaux comme suppléments des précédents.
2® Les quatre angles alternes-externes EGB et FHC, EGA et FHD, sont égaux deux à deux comme opposés par le sommet aux angles alternes-internes;
3** Les huit angles correspondants sont égaux deux à deux, Tun des angles du groupe considéré étant toujours opposé par le sommet à l'angle alterne -interne ou alterne-externe de l'autre ;
4® Les quatre angles intérieurs d'un même côté sont supplémentaires deux à deux, l'un des angles du groupe considéré étant toujours le supplément de l'angle qui est le correspondant de l'autre.
Les quatre angles extérieurs d'un même côté sont aussi supplémentaires deux à deux pour la même raison.
68. Réciproquement, deux droites AB et CD, étant coupées par une sécante EF, ces droites sont parallèles {fig' 4^) *.
Si les angles alternes-internes sont égaux ;
Ou, si les angles alternes-externes sont égaux;
Ou, si les angles correspondants sont égaux ;
Ou, si les angles intérieurs d^un même côté ou les angles extérieurs d'un même côté sont supplémentaires.
Il suffit d'établir cette réciproque dans le premier cas; car, si les angles alternes-externes sont égaux^ ou si les angles correspondants sont égaux, ou si les angles intérieurs ou extérieurs d'un même côté sont supplémentaires, l'égalité des angles alternes-internes en ré- R. et DE C. — Leçons, I. 4
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suite immédiatement d'après ce qui précède (67, 2°, 3**,
Supposons donc {fig. 42) que lès deux angles alternes-internes HGA et GHD soient égaux, et conce-
vons par le point H la parallèle à AB. Celle parallèle doit, d'après la proposition directe, faire avec GH un angle égal à Tangle HGA et, par suite, à l'angle GHD; cette parallèle coïncide donc avec HD, et la droite CD est parallèle à AB.
ScOLIE.
69. La proposition directe et la proposition réciproque étant démontrées, les propositions contraires sont vraies par cela même. Ainsi :
Deux droites étant coupées par une sécante, si les angles formés ne satisfont pas aux relations qu'on a énoncées (68), les deux droites ne sont pas parallèles. En particulier :
Lorsque deux droites font a\^ec une transversale deux angles intérieurs d^un même côté dont la somme diffère de deux angles droits, ces droites se rencontrent du côté de la sécante où cette somme est inférieure à deux angles droits.
C'est l'axiome XI de la Géométrie d'Euclide ; on pré-
fère aujourd'hui prendre pour axiome la proposition énoncée au n° 62.
Voici deux autres remarques souvent utiles
I** Deux droites {fig' 43), Vune AB perpendiculaire, et l^ autre CD oblique sur une troisième droite AC, doivent se rencontrer ; car la somme des deux angles intérieurs BAC, DCA, est moindre que deux angles droits.
2° Deux droites EF, GH (Jig- 44)? respectivement perpendiculaires à deux droites CA et CB qui se coupent, doivent se rencontrer; car, en menant la droite EG, on voit que chacun des angles intérieurs FEG, HGE, est moindre qu'un angle droit : la somme de ces angles est donc inférieure à deux angles droits.
THÉORÈME
71 . Deux parallèles AC, BD, comprises entre deux autres parallèles AB, CD, sont égales {fig* 45).
En effet, menons AD. Les deux triangles AJBD, ACD seront égaux comme ajant un côté commun AD adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, savoir : l'angle BAD égal à l'angle ADC comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB, CD, coupées par la se-
cante AD ; et l'angle ADB égal à l'angle DAC comme al ternes-internes par rapport aux parallèles AC, BD, cou pées par la même sécante. Donc le côté BD opposé l'angle BAD est égal au côté AC opposé à l'angle ADC
Fig. 4S.
Fig. 46.
Corollaire.
72. Si les deux lignes AC et BD {fig. 46) élaieni perpendiculaires sur AB et, par suite, sur CD (65), elles mesureraient les distances des points A et B de la droite AB à la droite CD. Ces deux distances étant égales comme parallèles comprises entre parallèles, et les deux points A et B étant pris d'une manière quelconque sur AB, on voit que deux parallèles sont partout également distantes.
THÉORÈME
73. Si, par le milieu D du côté AB d^un triangle ABC, on mène une parallèle DE au côté BC, elle passe par le milieu E du côté AC et est égale à la moitié du côté BC {fig- 47)»
Fig. 4?.
Menons par le point E, jusqu'à la rencontre d BC, la parallèle EF au côté AB.
Les deux triangles ADE, EFC sont égaux (34, i®). En effet, le côté EF étant égal à DB (71) est égal au côté AD. L'angle EFC est égal à l'angle ADE, puisque tous deux sont égaux à l'angle ABC comme correspondants (67, 3°) : le premier, par rapport aux parallèles EF, AB coupées par la sécante BC; le second, par rapport aux parallèles BC, DE coupées par la sécante AB. Enfin, les angles FEC, DAE sont égaux, comme correspondants par rapport aux parallèles EF, AB, coupées par la sécante AC.
Les deux triangles ADE, EFC étant égaux, on a AE = EC, et^le point E est le milieu de AC.
On a de même DE = FC et, comme BF est aussi égal à DE (71), le côté DE est la moitié de BC.
74. Réciproquement, la droite qui joint les milieux de deux côtés d^un triangle, est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié.
En effet, d'après la proposition directe (73), la droite qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle ne fait qu'un avec la parallèle menée par l'un de ces milieux au troisième côté du triangle.
Exercices et problèmes.
1. Toute droite KL passant par le milieu M d'une droite AB, comprise entre deux parallèles et limitée elle-même à ces parallèles, a son milieu au même point M.
2. Si deux droites égales non parallèles AB, CD, comprises entre deux parallèles AC, BD, se coupent en un point (intérieur ou extérieur aux deux parallèles), on a AO = CO et OB = OD,
3. Trouver le lieu géométrique des milieux des portions de droites qui vont d'un point donné à une droite donnée.
k. On donne un angle ABC et un point dans cet angle. Mener par ce point une droite telle, que la partie MN interceptée par les côtés de l'angle ait pour milieu le point 0. ,
5. On donne un angle ABC, et l'on demande de déterminer sur son côté BC un point 0, également distant de l'autre côté AB et d'un point M marqué sur le premier côté BC.
6. On donne une portion de droite AB et^son milieu C. Par les points A, B, C, on mène dans une direction quelconque trois parallèles venant rencontrer une droite xy en D, E, F. Démontrer que la longueur CF est la demisomme ou la demi-différence des longueurs AD et BE, selon que les points A et B sont situés du même côté ou de c
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troîç côtés, est constante et égale à la hauteur du triangle (deuxième exercice de la huitième Leçon).
H. Lorsque le point O est extérieur au triangle équilatéral ABC, comn>ent la solution précédente se trouvet-elle modifiée ?
12. Étant donné un triangle isocèle ABC, on tire une droite quelconque BD de l'extrémité B de la base BC jusqu'au côté AC, et deux droites ME, MF, d'un point quelconque M de la base jusqu'aux côtés AB et AC, ces deux droites faisant avec BC, de part et d'autre du point M, un angle égal à celui que BD fait avec BC. Démontrer l'égalité BD = ME 4- MF,
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DEF, DHC sont égaux comme correspondants par rapport aux parallèles EF, HC, coupées par DH. Donc, l'angle ABC est égal à l'angle DEF.
2** Supposons que les côtés parallèles soient dirigés deux à deux en sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, GEH ; BA et EH sont parallèles et dirigés, le premier de bas en haut, le deuxième de haut en bas; BG et EG sont parallèles et dirigés, l'un de gauche à droite, l'autre de droite à gauche : les deux angles considérés sont égaux.
En effet, en prolongeant les côtés de l'angle GEH au delà du sommet E, on forme un angle DEF égal d'une part à GEH comme oppose par le sommet, et d'autre part égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés dans le même sens.
3** Supposons enfin que deux côtés soient parallèles et de même sens, et les deux autres parallèles et de sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, DEG ; BA et ED sont parallèles et dirigés l'un et l'autre de bas en haut, BC et EG sont parallèles et dirigés, le premier, de gauche à droite, le deuxième, de droite à gauche : les deux angles considérés sont supplémentaires.
En effet, en prolongeant GE au delà du sommet E, on forme un angle DEF, qui est, d'une part, le supplément de DEG, et qui est, d'autre part, égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés dans le même sens.
En résumé, deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont égaux si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans le même sens, ou encore si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux en sens contraires ; ils sont supplémentaires si deux côtés
ANGLES DONT LES CÔTÉS SONT RESPECTIVEMENT PARALLELES
parallèles sont de même sens et les deux autres de sens contraires.
Corollaire.
76. Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires.
1 <» Considérons deux angles aîgus ABC, DEF {fig. 49) ;
le côté DE est perpendiculaire sur BA, et le côté EF
est perpendiculaire sur BC : les deux angles considérés
sont égaux.
Fig. 49-
En effet, si Ton fait tourner l'angle DEF tout d'une pièce d'un angle droit autour de son sommet E, le nouvel angle D'EF', reproduction de DEF, aura ses côtés respectivement parallèles à ceux de ABC : ED' et BA seront parallèles comme perpendiculaires à DE; EF' et BC seront parallèles comme perpendiculaires à EF. D'ailleurs, les angles ABC, D'EF', qui ont leurs côtés parallèles, étant tous les deux aigus, ne peuvent être supplémentaires : ils sont donc égaux; par suite, les angles ABC, DEF le sont aussi.
1^ Si les deux angles comparés étaient obtus, on démontrerait de la même manière leur égalité.
3** Considérons enfin deux angles d'espèce différente, c'est-à-dire l'un ABC aigu, l'autre DEF obtus (.fis* 5o). En prolongeant EF au delà du sommet E, on forme un angle DEFi, qui est le supplément de
ANGLES DONT LES CÔTÉS SONT RESPECTIVEMENT PARALLÈLES
DEF : cet angle DEF^ est donc aigu comme Tangle ABC; d'ailleurs, il a ses côtés respectivement perpendiculaires à ceux de ABC. Les angles ABC et DEF/
Fig. 5o.
sont donc égaux et, par suite, les angles proposés ABC et DEF sont supplémentaires.
Exercices et problèmes.
1. Si deux angles ont leurs côtés respectivement parallèles, leurs bissectrices sont parallèles ou perpendiculaires entre elles.
2. Si deux angles ont leurs côtés respectivement perpendiculaires, leurs bissectrices sont perpendiculaires ou parallèles entre elles.
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SOMME DES ANGLES d'UN TRIANGLE, d'uN POLYGONE.... 6l
extérieur (Vun triangle, c'est-à-dire tout angle formé par un côté et le prolongement d'un autre côté, est égal à la somme des deux angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.
Corollaires.
79. Un triangle ne saurait avoir qu^un seul angle droit et, a fortiori, qu^un seul angle obtus.
80. Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires,
81. Un angle quelconque d^un triangle est le supplément de la somme des deux autres. D'où il suit que si deux triangles ABC, A'B'C, ont deux angles égaux chacun à chacun, A = A' et B :^ B', le troisième angle C du premier triangle est égal au troisième angle G' de l'autre. Il en résulte que deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et deux angles égaux chacun à chacun, que ces angles soient ou non adjacents au côté égal.
82. Deux triangles ABC, A'B'C, qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires chacun à chacun. Ont leurs angles égaux chacun à chacun.
En effet, deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires étant égaux ou supplémentaires, on a
ou
A-f.A'=2rf,
ou
ou
On ne peut donc faire que les trois hypothèses suivantes :
B-HB'=2rf, Gh-G'=2^,
B-hB'=:2rf, G-i-G'=2«',
B = B', et, par suite (81 ), G = G'.
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Or, dans le premier cas, la somme des angles des deux triangles vaudrait 6 angles droits; dans le second cas, cette somme surpasserait 4 angles droits de la quantité A + A'= 2 A. La troisième combinaison est donc seule possible.
THÉORÈME
83. La somme des angles intérieurs d'un polygone convexe ABGDEF est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés moins deux
iJig. 52).
Fig. 52.
En joignant l'un des sommets A à tous Içs sommets non adjacents, on décompose le polygone en autant de triangles qu'il a de côtés moins deux ; car chaque triangie contient un seul côté du poljgone, excepté les deux triangles extrêmes, qui renferment chacun deux côtés de ce polygone. La somme des angles du polygone est égale à celle des angles de tous ces triangles ; elle vaut donc autant de fois deux angles droits qu'il y a de triangles, c'est-à-dire autant de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins deux.
ScoLi
84. Si l'on désigne par n le nombre des côtés du polygone, la somme de ses angles aura pour expression, en prenant l'angle droit pour unité,
2(/î— 2) ou 2/1—4.
Si l'on fait dans la formule précédente /i = 4? on
SOMME DES ANGLES d'uN TRIANGLE, d'UN POLYGONE.... 63
trouve 4 pour la somme cherchée. La somme des angles d^un quadrilatère est donc égale à quatre angles droits; d'oîi il suit que, si un quadrilatère a tous ses angles égaux, chacun de ces angles est droit.
Corollaire.
85. La somme des angles qui! on forme à Vextérieur d'un polygone convexe, en prolongeant successivement ses côtés dans le même sens, est égale à quatre angles droits {fig* 53).
Fig. 53.
En eflFet, la somme d'un angle extérieur quelconque NAG et de l'angle intérieur adjacent FAB est égale à deux angles droits; donc, la somme des angles, tant întérieurs qu'extérieurs, du polygone est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de sommets ou de côtés. Cette somme surpasse donc de quatre angles droits (84) la somme des angles intérieurs : en d'autres termes, la somme des angles extérieurs est égale à quatre angles droits.
86. Il convient de remarquer qu'un polygone convexe ne saurait avoir d'après cela plus de trois angles intérieurs aigus; sans quoi il aurait plus de trois angles extérieurs obtus, et la somme de ses angles extérieurs surpasserait quatre angles droits.
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soit égale à la distance du sommet intérieur (A' ou A) aux. extrémités de la base commune, l'angle à la base du triangle isocèle A'BC est égal au quart de son angle au sommet, et Tangle à la base du triangle isocèle A'^BC est égal à deux fois et demie son angle au sommet.
iO. Si, d'un point A, pris hors d'une droite xy^ on mène à cette droite la perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, AE, . . . , situées d'un même côté de la perpendiculaire et telles que les angles BAC, CAD, DAE, ... soient égaux , les distances successives des pieds des obliques vont en croissant, et l'on a
BG<GD<DE
lU Dans tout quadrilatère convexe :
\^ L'angle des bissectrices de deux angles consécutifs est égal à la demi-somme des deux autres angles du quadrilatère;
2° L'angle des bissectrices de deux angles opposés est égal à la demi-différence des deux autres angles.
12. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère convexe déterminent un autre quadrilatère dans lequel les angles opposés sont supplémentaires.
R. et DE C. — Leçons, I. 5
oogi
AB = GA'=GB', BG = AG' = AB', AG = BA' = BG
Par suite, chaque sommet du triangle ABG partage le côté correspondant du triangle A'B' G' en deux parties égales entre elles et au côté du triangle ABG opposé au sommet considéré.
THÉORÈME
89. Les trois hauteurs (Tun triangle concourent en un même point {fig, 55).
Gette proposition résulte du lemme précédent et du théorème du n" 87.
En effet, d'après le lemme (88), les sommets du triangle ABG sont les milieux des côtés du triangle A'B' G'. Les côtés des deux triangles étant d'ailleurs parallèles, les hauteurs AD, BE, GF du premier triangle se confondent alors (65) avec les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du second : ces hauteurs concourent donc en un même point (87).
POINTS DE RENCONTRE REUARQUARLES DANS LE TRIANGLE
La droite EF est alors parallèle au côté BC et égale à sa moitié (74). Joignons dans le triangle BGG les milieux K et L des côtés GB et GG. La droite KL sera à son tour parallèle à BG et égale à sa moitié, c'est-à-dire égalé et parallèle à EF. Les deux triangles GEF, GKL auront, par suite, un côté égal adjacent à deux angles respectivement égaux comme alternes- in ternes, et seront eux-mêmes égaux. Il en résulte BK = KG = GE et CL = LG = GF. Le point de rencontre G est donc au tiers de BE à partir de E et au tiers de GF à partir de F.
La troisième médiane AD du triangle ABC devant, d'après cela, couper respectivement en son tiers, à partir du côté correspondant, chacune des deux autres médianes, passera au point G, et GD sera le tiers de AD.
THÉORÈME
92. Les trois bissectrices des angles d'un triangle concourent en un même point {fig^ 57),
Soit le triangle quelconque ABC. Menons les bissectrices des angles B et G. Ces bissectrices se coupent nécessairement en un point O {11, 70, 2°), qui est à la fois à égale distance des côtés BA et BC et à égale distance des côtés BC et CA (S6), c'est-à-dire à égale distance des trois côtés du triangle. Ce point O appartient donc aussi à la bissectrice de l'angle A.
REMARQUABLES DANS LE TRIANGLE
THÉORÈME
ngle, la bissectrice de Vun des les bissectrices de deux angles n supplémentaires de P angle , concourent au même point
[uelconque ABC. Menons, par ices des angles extérieurs KBC,
Fig. 58.
s angles étant moindre que quatre urs moitiés est moindre que deux triées; se coupent nécessairement a**) situé au-dessous de BC. Ce e dislance des côtés AB et BC le distancé des côtés AC et CB e distance des côtés AB et AC et [ucnt, au prolongement de la bisintérieur A.
points de rencontre remarquables dans le triangle. 7t Corollaire.
94. En considérant successivement deux par deux les quatre autres angles extérieurs du tpiangle ABC et en menant leurs bissectrices, on obtient deux autres points de concours O'^ et O''', situés respectivement sur les prolongements des bissectrices des autres angles intérieurs B et G. Les trois points O'^ O", O'" sont les sommets d'un triangle dans lequel le triangle ABC est inscrit.
Gomme les bissectrices de deux atagles supplémenr taires sont à angle droit (2^ Exercice de la troisième Leçon), les bissectrices intérieures d triangle ABG so;it les hauteurs du triangle O'O^O'".
Exercices et problèmes.
1. Mener par un point donné M une droite qui aille passer par le point de concours A, supposé inaccessible, de deux droites données BD, CE.
2. Dans tout triangle, à un plus grand côté correspond une plus petite médiane.
3. Si, par le point d'intersection O des bissectrices des angles d'un triangle ABC, on mène, entre les côtés de Tun des angles A du triangle, une parallèle DE au côté opposé BC, la longueur interceptée DOE est égale à la somme BD 4- CE.
4.. Si, dans le problème précédent, la parallèle DE au côté BC est menée par l'un des sommets du triangle CO^'O*^ formé par les bissectrices des angles extérieurs du triangle ABC (93), chercher de quelle manière l'énoncé de la proposition doit être modifié?
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PROPRIETES DES PARALLELOGRAMMES.
QUINZIÈME LEÇON
Propriétés des parallélogrammes.
DÉFINITIONS
95. Parmi les quadrilatères convexes, on distingue : I** he parallélogramme {fig> Sg), qui a ses côtés
opposés parallèles deux à deux ;
2° Le rectangle {fig* 60), qui a tous ses angles
égaux entre eux : il résulte du n° 84 que les quatre
angles d'un rectangle sont droits;
Fig. 60.
Fig. 61.
Fig. 63.
Fig. 63.
3® Le losange {fig> 61), qui a tous ses côtés égaux entre eux : nous démontrerons dans cette leçon que le rectangle et le losange sont des parallélogrammes;
4® Le carré {fig> 62), qui a ses côtés égaux et ses
JETÉS DES PARALLËLOGRAMUES.
carré est à la fois un losange et un rec-
^fiS' ^^)î ^^^^ deux côtés opposés
parallèles. Le trapèze est rectangle
côtés non parallèles est perpendicu-
côlés parallèles; il est isocèle lorsque
m parallèles sont égaux.
THÉORÈME
parallélogramme :
oposés sont égaux deux à deux;
opposés sont égaux deux à deux:
rtales se coupent mutuellement en
aies,
logramme ABCD {fig» 64).
opposés quelconques AB et CD, par aux entre eux; car ce sont, par hypoites parallèles comprises entre deux rallèles AD et BC (71).
s opposés quelconques, DAB et BCD, t égaux entre eux; car ils sont formés 'allèles deux à deux et de sens con- IB et CD sont en eflFet parallèles et de X il en est de même de AD et de CB.
s diagonales AC et .BD est coupée par 0, en deux parties égales. En effet, les OB, DOC ont un côté égal adjacent à X, savoir : le côté AB égal au côté DC, osés du parallélogramme ; l'angle OAB D, comme alternes-internes par rapïles AB et CD coupées par AC; et il à l'angle ODC, comme ahernesort aux mêmes parallèles coupées par
TTr-n^^
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BD; Les tt^iangles AOB, BOC sont donc égaux. Par suite, le c6lé OB, opposé à Tangle OAB, est égal au côté OD opposé à Tanglé OCD, et le côté OA opposé à l'angle OBA est égal au côté OG opposé à l'angle ODC.
Fig. 64.
Fig. 65.
Fig. 66.
THÉOREMJE. . . ,
97i ifn quadrilatère est un parallélogramme :
1° Si ses côtés opposés sont égaux deux à deux;
ft** Si ses angles opposés sont égaux deux à deux;
3® Si cieux côtés opposés sont à la fois égaux et parallèles;
4** Si ses diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales f .
Soit le quadrilatère ABCD (yî^. 65).
i*^ Menons la diagonale AC. Les deù^ triangles ABC, ADG sont égaux comme ayant les trois côlés égaux, «savoir : AC commun, AB et CD égaui entre eux par hypothèse, ainsi qiie AD et BG. Par suite, Pângle BAC opposé là BG est égal' à l'angle ACD opposé à AD ; et comme ces angles occupent, par rapport aux deux droites AB ^l GD et à la sécante AC, la position d'all^rnés-internes, les deux côtés AB et CD sont paraîl-
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égalité des angles BCA et CAD des deux autres côtés AD et BG.
ABCD ayant ses côtés opposés est un parallélogramme, es A et G étant égaux entre eux, t D (^fig> 66), on voit que deux 3onques, B et G par exemple, ont loitié de la somme des angles du e à deux droits. Ces deux angles B ires, et, de plus, intérieurs d'un aux deux droites AB et GD cous droites sont parallèles (68). On que, les angles A et B étant supautres côtés opposés, AD etBG, idrilatère ABCD est donc un pales deux côtés opposés que l'on Hèles {^fig^ 65). En menant la e deux triangles ABG, ADG, qui pris entre deux côtés égaux, saà l'angle AGD, comme alternesux parallèles AB et GD coupées al au côté GD par hypothèse, et De l'égalité des triangles ABG, angles AGB et GAD; et comme îs-internes par rapport aux deux )ées par AG, ces mêmes droites adrilatère ABGD ayant ses côtés IL à deux est un parallélogramme, ose OA = OG et OB = OD AOB et GOD étant d'ailleurs , les deux triangles AOB, GOD, igle OAB est égal à l'angle OGD.
étant alternes-internes par rap-
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port aux droites AB et CD coupées par AC, les côtés opposés AB et CD sont parallèles. De l'égalité des triangles AOD, BOC, on déduirait pareillement l'égalité des angles OAD, OCB et, par suite, le parallélisme des deux autres côtés opposés AD et BG. Le quadrilatère ABCD, ayant ses côtés opposés parallèles deux à deux, est donc un parallélogramme.
THÉORÈME
98. Tout rectangle est un parallélogramme dont les diagonales sont égales {fig> 67).
Fig. 67.
D'abord, tout rectangle est un parallélogramme, puisque ses angles opposés sont égaux (97, 2**). En second lieu, les deux triangles DAB, CBA, par exemple, sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir : l'angle droît DAB égal à l'angle droit CBA, le côté AB commun, et le côté AD égal au côté BC, comme côtés opposés d'un parallélogramme; donc, les diagonales AC et BD, hypoténuses des triangles rectangles égaux DAB, CBA, sont égales.
99. Réciproquement, tout parallélogramme dont les diagonales sont égales est un rectangle {fig- 67). Car les triangles DAB, CBA, sont alors égaux comme ayant leurs trois côtés égaux : donc, l'angle DAB est égal à l'angle CBA, et comme chacun d'eux est égal à son opposé (96, 2**), on voit que le parallélogramme considéré a tous ses angles égaux et, par suite, est un rectangle.
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THÉORÈME
100. Tout losange est un parallélogramme les diagonales sont : i® perpendiculaires l'un l'autre; 2^ bissectrices des angles opposés i^fig
D'abord, tout losange est , un parallélogra puisque ses côtés opposés sont égaux (97, 1°).
Ea second lieu, les t^riangles ABC et ADC étai cèles, puisque les quatre côtés d'un losange sont i la diagonale BD, qui passe par le milieu O de la ( nale AC, est à la fois perpendiculaire sur AC et 1: trice des angles B et D. Pour une raison analog diagonale AC est bissectrice des angles A et C.
101. Réciproquement, tout parallèle graràm un losange : 1° si ses diagonales sont perpen laires l'une sur Vautre; 1^ si Vune d'elles es sectrice des angles donc elle unit les sommets.
Dans le premier cas, en effet, chaque diagonale le Heu des points également distants des extrémi l'autre diagonale, deux côtés adjacents quelconqi parallélogramme sont égaux, de sorte qu'il a ses ( côtés égaux.
Dans le second cas, si AC, par exemple (^g est la bissectrice des angles dont elle joint les mets, les moitiés AO et CO de cette diagonale 1
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la fois médiane et bissectrice dans les triangles BAD et BCD qui sont alors isocèles (voir le 2® Exercice de la neuvième Leçon). Les quatre côtés du parallélogramme ABCD sont donc encore égaux.
ScOLIE.
102. Tout carré est un parallélogramme dont les diagonales sont égales, perpendiculaires entre elles et bissectrices des angles opposés; réciproquement, tout parallélogramme est un carré lorsque ses diagonales sont : i^ égales et perpendiculaires, entre elles; 2® égales, Vune déciles étant en outre la bissectrice des angles dont elle unit les sommets.
Le carré étant à la fois un rectangle et un losange (95, 4**), cet énoncé est évident d'après les propositions démontrées du n" 98 au n® 101.
Exercices et problèmes.
1. Deux quadrilatères convexes sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal et leurs quatre côtés égaux chacun à chacun el disposés de la même manière.
Enoncer le théorème correspondant pour deux parallélogrammes, deux rectangles, deux losanges ou deux carrés.
2. Toute droite comprise entre deux côtés opposés d'un parallélogramme et passant par le point d'intersection de ses diagonales (c'est-à-dire par ce qu'on appelle le centre du parallélogramme), est divisée par ce point en deux parties égales et partage elle-même le parallélogramme en deux quadrilatères égaux.
!S PARALLELOGRAMMES.
Il la moitié du parallélogramme int par les extrémités de chaque e des parallèles à Tautre dia-
sition précédente que deux quace lorsque leurs diagonales sont e èoupent sous le même angle.
nent successivement les milieux 'e quelconque forment un paral-
irement, mais de la même maé, et en joignant successivement [ forme un nouveau carré inscrit
Iconque de la base d^un triangle allèles aux deux autres côtés du allélogramme dont le périmètre
socèle, les angles opposés sont
Jlélogramme ABCD, on prend en es opposés AB, CD, deux lonlires mais égales; de même, sur G, on prend en sens inverse les s égales AH et CG.
Lrer que : i° la figure EGFH est it dans le parallélogramme proillélogramme donné est en même parallélogrammes qu'on peut y
ntre O des droites qui joignent s côtés opposés d'un quadrilatère I milieu de la droite qui unit les onales AC et BD de ce quadri-
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11. ABCD étant un parallélogramme, E et F les milieux des côtés opposés AB et CD, les droites DE et BF, qui coupent la diagonale AC en G et en H, la divisent en ces points en trois parties égales.
12. Étant donnés deux parallèles XY et X'Y' et deux points A et B situés hors de ces parallèles et de côtés différents, on demande de trouver le plus court chemin de A en B par une ligne brisée telle que la portion MN comprise entre les deux parallèles ait une direction déterminée.
13. Les bissectrices des angles d'un parallélogramme forment un rectangle dont les diagonales sont parallèles aux côtés du parallélogramme et égales à la différence de ses côtés adjacents. — Lorsque le premier quadrilatère est un rectangle, le second est un carré.
14. On donne un triangle ABC et ses médianes BE, CD. On tire alors DF parallèle à BE et EF parallèle à AB, jusqu'à leur rencontre en F, et Ton joint CF. Démontrer que les trois côtés du triangle CDF représentent les trois médianes du triangle ABC.
15. D'un triangle isocèle ABC, détacher un trapèze BCDE qui, ayant l'une de ses bases égale à celle du triangle, ait ses trois autres côtés égaux entre eux.
16. Dans tout trapèze, les quatre points milieux des deux côtés non parallèles et des deux diagonales sont sur une même droite parallèle aux deux bases du trapèze; la distance des points extrêmes est égale à la demi-somme de ces bases, la distance des points intermédiaires est égale à leur demi-différence.
17. ABCD étant un paralléfogramme, on mène par le sommet A une droite quelconque XY. Démontrer que la distance du sommet C à cette droite est la somme ou la différence des distances des sommets B et D à cette même droite, suivant qu'elle tombe en dehors ou en dedans du parallélogramme.
R. et DE C. — Leçons, I.
t à une d »oint.
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létriques ] est le mili
Deux figures sont symétriques par rapport à un point O, lorsque tout point de chacune de ces figures a son symétrique sur l'autre. Le point O prend le nom de centre de symétrie. Les points symétriques des deux figures sont dits homologues.
THÉORÈME
La figure symétrique (Tune droite est une droite
i^ Considérons d'abord la symétrie par rapport à un axe {fig- 71).
Soient AB la droite donnée et G le point où elle rencontre l'axe xy, M étant un point quelconque de AB,
Fig. 7t-
\ay
et M' étant son symétrique, les deux triangles CM m, GM'/n sont égaux (34, 2**) et, par suite, l'angle M'Cm est égal à l'angle MCm. Le point M' est donc constamment situé sur la droite menée par le point C et faisant avec xy,, et de l'autre côté de cet axe, un angle égal à l'angle de AB avec xy.
Si la droite AB était parallèle à xy {fig^ 72), le quadrilatère AA'M'M, formé par le point A, un point quelconque M de AB et leurs symétriques, serait un parallélogramme, puisque les parallèles AA', MM'
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seraient égales. Le point M' resterait donc constamment sur là parallèle à xy menée par le point A'.
Fig. 72.
2.^ Considérons maintenant la symétrie par rapport à un centre O {fig» 73).
Soient AB la droite donnée et M un point quelconque de cette droite. Le quadrilatère, formé par les points A et M et par leurs symétriques A' et M', est un parallélogramme, puisque ses diagonales se coupent mutuellement en parties égales au centre O (97, 4*')« Le point M' se trouve donc constamment sur la parallèle à AB menée par le point A'.
SCOLIE
107. Remarquons que, dans la symétrie par rapport à un point, deux droites homologues sont parallèles, tandis que, dans la symétrie par rapport à un axe, deux droites homologues quelconques sont également inclinées de part et d'autre de l'axe qu'elles rencontrent au
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même point. Elles ne peuvent donc être parallèles entre elles que si elles sont parallèles à Taxe.
THÉORÈME
108. La distance de deux points est égale à celle de leurs points symétriques.
En effet, dans le cas de la Jig, 71, on a, par la démonstration même (106, i**), CM = CM' et, aussi, CA= CA', d'où, par soustraction, AM = A'M'.
Dans le cas de la fig. 78, on a (106, 2®) AM'= A'M' comme côtés opposés d'un parallélogramme.
THÉORÈME
109. L* angle de deux droites AB et CD est égal à V angle formé par leurs symétriques A'B' et CD'.
En effet, considérons un point A sur AB, un point C sur CD et le point I d'intersection des deux droites. Soient A', C, F, les symétriques de ces trois points. Les deux triangles AIC, ATC, ayant leurs trois côtés égaux (108), sont égaux et, par suite, Tangle ATC est égal à l'angle AIC.
Si les deux droites AB et CD étaient parallèles, il en serait de même des droites symétriques (107).
THÉORÈME
HO. Deux polygones symétriques ABC, yA^WO...
sont égaux.
En effet, leurs côtés homologues et leurs angles homologues sont égaux (108, 109); mais, pour montrer qu'ils sont superposables, il convient de distinguer les deux espèces de symétrie.
Dans la symétrie par rapport à un centre O
{^fig* 74)> uii observateur, debout au point A sur le plan de la figure et regardant le point B, voit le sommet suivant Ça à sa droite.
De même, un observateur, debout en A' sur le plan de la figure et regardant le point B', voit le sommet suivant G' à sa droite.
Donc, si Ton déplace la figure A'B'C... dans son plan, de façon à faire coïncider A' avec A et B' avec B, le point ÇJ tombera à droite de AB et, comme l'angle en B' est égal à l'angle en B et le côté B'C égal au côté BC, le sommet G' tombera sur le sommet G, ..., et ainsi de suite. Par conséquent, les deux polygones . coïncideront.
Dans la symétrie par rapport à un axe (fig» 70), les deux observateurs, placés comme on vient de le dire précédemment, verraient, au contraire, le premier, le sommet G à sa droite et, le second, le sommet G' à sa gauche.
Donc, si l'on déplaçait la figure A'B'G'... dans son plan, de façon à amener A' en A et B' en B, les sommets G' et G se trouveraient de part et d'autre de ABet
ne pourraient coïncider. Mais, en retournant la figure A'B'C ..., puis en la déplaçant dans son plan de façon à amener encore A' et B' en A et en B, le sommet C
Fig. 75.
tombera à droite de AB et coïncidera avec le sommet C, d'après l'égalité des angles B' et B et des côtés B'C et BC, ...,*et ainsi de suite. Par conséquent, les deux polygones coïncideront encore.
En résumé, deux polygones symétriques par rapport à un centre sont superposât les directement, tandis que deux polygones symétriques par rapport à un axe ne le sont^ en général, qu^vuks retournement de l'un d'eux.
ScOLIE GÉNÉRAL.
m. Si une figure est telle que ses points considérés deux à deux soient symétriques par rapport à une droite, on dit que cette droite est un axe de symétrie de la figure.
Ainsi, le triangle isocèle a pour axe de symétrie la perpendiculaire abaissée de son sommet sur sa base, et
MÉTRIQUES
►ur axes de symétrie ses trois
li joint les milieux de deux [le est un axe de symétrie de lonc deux axes de svmétrie, jue ses diagonales sont deux î n'en a que deux (32).
Ile que ses points considérés iques par rapport à un point, lin centre de symétrie de la
[le a pour centre de symétrie ts diagonales (2® Exercice de
RÈME
e possède deux axes de sylie a pour centre de syméction de ces deux axes
leux axes de symétrie de la îndiculaires entre eux au
lectivement symétriques d'un gure par rapport aux axes xy B partie de cette figure.
Les deux triangles 10 A', l'OA" sont alors égaux entre eux (34, 2°), et Ton a OA'=OA''. De plus, l'angle FOA' est égal à l'angle lA'O et, par suite, à l'angle A'Oy égal au précédent comme alterne-interne (67, i^). Or, les deux angles égaux TOA'', A'Oy sont dans la position d'opposés par le sommet et ont deux côtés en ligne droite ; leurs deux autres côtés OA", OA' forment donc une seule et même ligne droite (i®' Exercice de la deuxième Leçon), dont le point O est le milien .
Ainsi, à tout point A de la figure donnée, répondent deux autres points A' et A" de cette figure qui sont symétriques par rapport au point O. Ce dernier point est donc un centre de symétrie de la figure donnée.
Exercices et problèmes.
1. On donne une droite a:y et deux points A et B situés d'un même côté par rapport à a^y : déterminer sur cette droite le point M pour lequel la somme des distances AM et MB est la plus petite possible (ou est un minimum). — Importance de ce problème au point de vue physique.
2. On considère un billard XYZU, et l'on demande dans quelle direction il faut lancer une bille A pour qu'elle vienne rencontrer une autre bille B, après avoir touché les quatre bandes du billard.
3. Quelle route doit suivre la bille A du problème précédent pour revenir à son point de départ, après avoir touché les quatre Bandes du billard ?
4. On donne une droite a^y et deux points A et B situés de côtés différents par rapport à a^y : déterminer sur cette droite le point M pour lequel la différence des distances
DIX-SEPTIÈME LEÇON
Usage de la règle et de l'équerre.
114, Pour tracer des lignes droites sur le papier, on se sert de l'instrument bien connu appelé règle. C'est une barre en bois ou en métal dont les faces doivent être parfaitementplanesetles arêtes parfaitement droites et parallèles.
Dans la règle ordinaire, la largeur et l'épaisseur, bien que comparables entre elles, sont très petites relativement à la longueur. Dans les règles employées pour le dessin graphique, l'épaisseur est en outre petite par rapport à la largeur, d'où le nom de règles plates.
Pour tracer sur un plan une droite déterminée par deux points, on pose la règle sur ce plan par l'une de ses faces, et l'on amène l'une des arêtes correspondantes à passer par les deux points donnés; puis, l'on fait glisser le long de la règle, suivant cette arête, la pointe d'un crayon bien taillé ou d'un tire-ligne à branches égales.
Pour vérifier une règle, on la place d'abord dans la position ABCD {fig> 77) et l'on trace une ligne le long du bord AB. On rabat ensuite la règle autour de AB, de manière à l'amener dans la position ABCD', et l'on trace une seconde ligne le long du même bord AB.
Si la règle est juste, les deux traits ainsi obtenus doivent coïncider exactement; sinon, les inégalités pré-
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que ces deux droites ne se coupent pas sous un angle trop petit; car, dans cette hypothèse, l'épaisseur inévitable des traits qui représentent les deux droites rendrait incertaine la véritable position de leur point de rencontre.
H7. Pour tracer sur le papier des droites parallèles, on se sert de l'instrument spécial appelé équerre. C'est une planchette en bois ayant la forme d'un triangle, ordinairement rectangle. Elle présente une petite ouverture circulaire, ou œil^ qui la rend plus facile à manier.
Pour vérifier une équerre, oix applique l'un des côtés AB de son angle droit contre une règle bien exacte {fis- 79)î et l'on fait glisser le crayon ou le tire-ligne le long de l'autre côté AC de l'angle droit. On retourne ensuite l'équerre ABC en AB'C, comme l'indique la figure, et l'on trace une nouvelle droite le long de AC.
Fig- 79-
Suivant que les deux droites AC et AC ainsi obtenues coïncident ou divergent, c'est-à-dire suivant que les deux angles identiques BAC, B'AC sont ou non supplémentaires, l'angle BAC de l'équerre est droit ou non; en d'autres termes, l'équerre est juste ou fausse.
H8. .Lorsque l'équerre est juste, on peut évidemdemment s'en servir pour mener d'un point donné une perpendiculaire sur une droite donnée. On n'a qu'à
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faire coïncider le petit côté de l'angle droit de l'équerre avec l'arête d'une règle bien exacte dirigée suivant cette droite, puis à faire glisser l'équerre le long de la règle, jusqu'à ce que l'autre côté de cette équerre vienne passer par le point donné (sur la droite ou hors de la droite). Le grand côté de l'équerre représente alors la perpendiculaire demandée.
En réalité, une équerre n'est jamais juste. Aussi, ne se sert-on pas de l'équerre pour le tracé direct des perpendiculaires, et on l'emploie surtout, très commodément, pour le tracé des parallèles.
H9. Pour mener à l'aide de l'équerre une parallèle à une droite AB par un point C {fig* 80), on place l'hjpoténnse DE de l'équerre sur la droite AB; puis, on appuie la règle GH contre le petit côté FD de l'angle droit de l'équerre. En maintenant d'une main la règle immobile, on fait, de l'autre main, glisser l'équerre le long de la règle jusqu'à ce que l'arête qui coïncidait d'abord avec la droite donnée AB vienne passer par le point C.
Fig. 80.
Il suffit alors de tracer, le long de l'arête amenée ilans cette nouvelle position, la droite D'E' qui est la parallèle demandée, puisque les angles correspondants EDF, E'D'F sont égaux (68, 3").
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Ce procédé ne suppose pas d'ailleurs que l'équerre soit juste, c'est-à-dire ait un de ses angles droit (H7); ses arêtes doivent être seulement bien dressées.
120. La Géométrie dite pratique comprend l'exposé des constructions ou des tracés que l'on peut avoir à exécuter sur le papier ou sur le terrain, à l'aide de quelques instruments spéciaux, pour résoudre certaines questions.
Suivant les instruments qu'on se borne à employer, on a à considérer une branche particulière de cette Géométrie pratique. Si l'on fait usage seulement de la règle, c'est la Géométrie de la règle ; si l'on associe la règle et l'équerre, c'est la Géométrie de la règle et de Véquerre; si l'on n'emploie que le compas, c'est la Géométrie du compas (* ), etc.
Exercices et problèmes.
1. Trouver le milieu d'une portion de droite AB, à l'aide de la règle et de l'équerre.
2. On donne une distance AB sur une droite indéfinie D, et l'on demande de la reporter sur elle à partir d'un de ses points O, à l'aide de la règle et de l'équerre.
(1) Il faut citer, parmi les savants qui ont traité de la Géométrie pratique: Schooten^ i656; Servais, Solutions peu connues de différents problèmes de Géométrie pratique, i8o3 ; Brianchon; Mascheroni, Géométrie du compas, 1797, etc. Tout dernièrement, M. G. de Longchamps a publié, chez MM. Gauthier-Villars et fils et Gh. Delagrave, un Volume fort intéressant sur la Géométrie de la règle et de Véquerre,
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lonnée D.
plate, la bissectrice de Tangle lonnées D et D'.
tes D et D' se coupant en O et point, à l'aide de la règle et de ée aux droites données et dont
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DIX-HUITIÈME LEÇON
La circonférence de cercle. — Intersection d'une droite et d'une circonférence.
DÉniflTIONS.
121. La circonférence est une ligne courbe ABGD ijig' 81), dont tous les points sont également distants d'un point intérieur O qu'on nomme centre.
Le cercle est l'espace limité par la circonférence.
Fig. 81.
Dans le langage usuel, on confond très souvent les deux mots circonférence et cercle, quand il s'agit d'un simple tracé. Il ne peut, en somme, eni résulter aucuu réel inconvénient,
122. On appelle rayon toute droite menée du centre à la circonférence. Tous les rayons OA, OB, OC, ... d^un cercle sont égaux, d'après la définition même de la circonférence.
On désigne habituellement une circonférence par son centre ou par son rayon. Ainsi, l'on dit la circonférence O ou la circonférence OA.
R. et DE C. — Leçons, I. 7
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127. On donne le nom de sécante à toute droite EF qui coupe la circonférence en deux poinls C et D. On appelle corde la partie CD intérieure au cercle, et l'on réserve le nom de diamètre aux cordes qui passent par le centre.
Tous les diamètres d^un cercle sont égaux, car un diamètre quelconque AB est la somme de deux rayons OA et OB.
i*' Le diamètre est la' plus grande corde du cercle
2*" Tout diamètre AB divise la circonférence et le cercle en deux parties égales {fig, 83).
En effet :
1^ Une corde quelconque CD est moindre que la somme OC+OD des deux rayons qui aboutissent à ses extrémités : elle est donc moindre qu'un diamètre.
2° Si l'on plie la figure autour du diamètre AB, un rayon quelconque OC de la partie supérieure prendra la direction du rayon OC qui fait de l'autre côté de AB un angle C'OA égal à l'angle COA; et, à cause de l'égalité des rayons, le point C de l'arc supérieur AGB tombera en C sur l'arc inférieur AHB. Ces deux arcs AGB, AHB, se recouvrant exactement, sont donc égaux, ainsi que les espaces compris entre chacun d'eux et le diamètre AB.
129. Une corde quelconque CD, autre qu'un diamètre, divise d'après cela la circonférence en deux arcs inégaux, l'un CGD moindre que la demi-circonférence, l'autre CHD plus grand. On dit que la corde CD sous-tend ces deux arcs. Toutefois, quand nous parlerons de Varc sous-tendu par une corde CD, il faudra toujours entendre, à moins d'avertissement con-
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traire, qu'il s'agit du plus petit des deux arcs correspondant à cette corde.
Exercices et problèmes.
1. Une droite A13 de longueur constante /restant parallèle à elle-même, tandis que l'une de ses extrémités A décrit une circonférence O, on demande de trouver le lieu de son autre extrémité B.
2. Étant donnés un cercle O et un point A pris dans^ son plan, trouver le lieu des milieux des droites qui joignent le point A aux différents points de la circonférence O.
3. Trouver le lieu géométrique des sommets des triangles qui reposent sur une base fixe BG et dans lesquels la médiane BM, issue du sommet B, a une longueur donnée /.
k. On donne la base BG d'un triangle ABG et la différence de ses deux autres côtés AB et AG : trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de la base BG sur la bissectrice de Tangle A.
5. Même problème, en remplaçant la différence des côtés AB et AG par leur somme, et l'angle A par l'un de& angles extérieurs supplémentaires.
Dans un même cercle ou dans des cercles égaux
I** Deux arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales;
2** De deux arcs inégaux, le plus grand est soustendu par la plus grande corde {fig- 84).
Fig. 84.
Soient O et I deux cercles égaux :
i** Si Parc AMB est égal à l'arc CND, les cordes AB et CD seront égales. En effet, portons le cercle I sur le cercle O de manière que le rayon IC coïncide avec son égal OA, I étant en O et G en A. Les circonférences coïncideront, l'arc CND tombera sur son égal AMB, et le point D viendra en B. La corde CD s'appliquera donc sur la corde AB, et, par suite, lui sera égale.
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PROPRIÉTÉS DES ARCS ET DES CORDES. I
En effet, soient O le centre de la circonférence et I le point de rencontré du diamètre AB et de la corde CD. Les rayons OC, OD, étant, par rapport à la perpendiculaire 01, deux obliques égales, s'écartent également du pied de cette perpendiculaire. On a donc CI = ID.
En d'au 1res termes, la corde CD est divisée au point I en deux parties égalés.* Dès lors, AB étant perpendiculaire sur le milieu de CD, tout point de AB, et en particulier le point B, est équidistant des points C et D. Les cordes BC et BD sont donc égales, et, par suite, les arcs BC et BD sont aussi égaux. En d'autres termes, l'arc CBD est divisé au point B en deux parties égales. On démontrerait de même que Tare CAD est aussi divisé en deux parties égales au point A.
Co
BOLLAIRES.
134. La droite AB satisfait, d'après cela, aux cinq conditions suivantes : elle passe parle centre O, par le milieu I de la corde CD, et par les milieux A et B de chacun des arcs que cette corde sous-tend ; elle est enfin perpendiculaire sur la corde CD. Or, deux de ces cinq conditions suffisent pour déterminer la droite AB; car on sait que, par deux points, on ne peut mener qu'une droite, et que par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire sur une droite. Donc, toute ligne droite, assujettie à deux des cinq conditions énoncées, rem-
lETES DES ARCS ET DES CORDES.
lent les trois autres. De là une séri^ de le lecteur énoncera sans difficulté, et nous ne citerons que les siiivantes :
ulaire élevée sur le milieu d^une le centre et par le milieu de chacun te corde sous-tend, Hrique des milieux d'un système de s est le diamètre perpendiculaire à la une de ces cordes, [La circonférence ymétrie tous ses diamètres (IH ).]
THÉORÈME
2 même cercle ou dans des cercles
les égales sont également éloignées
or des inégales, la plus petite est la i centre {fig- 86).
deux cordes égales AB, CD, et soient pendiculaires menées du centre O sur Les longueurs de ces perpendiculaires ances du centre à ces deux cordes, et il erque ces distances sont égales. Or les les OEB, OFC sont égaux comme ayant le et un côté égal, savoir : OB = OC
PROPRIETES DES ARCS ET DES CORDES. Io5
comme rayons d'un même cercle, et EB = FG comme moitiés de cordes égales, puisque les pieds E et F des perpendiculaires OE et OF sont (133) les milieux des cordes AB et CD. Donc OE, troisième côté du triangle OEB, est égal à OF, troisième côté du triangle OFC. 2** Soient les deux cordes inégales AG et GD. On suppose AG moindre que GD, et il faut démontrer que la perpendiculaire OH, menée du centre sur la première corde, est plus grande que la perpendiculaire OF. Par le point A, menons une corde AB égale à GD. La distance OE du centre à cette corde sera égale à OF, et il reste à démontrer que OE est moindre que OH. Or, la corde AG étant moindre que la corde AB, l'arc AG est inférieur à l'arc AB, et, par suite, le centre O du cercle et le milieu H de la corde AG sont situés de part et d'autre de la droite AB. Donc AB rencontre OH en un point I situé entre O et H, et l'on a 01 <^ OH. Mais, puisque OE est perpendiculaire sur AB, 01 est oblique,
et l'on a
OE<OI; donc, a fortiori,
OE < OH
136. Du théorème qu'on vient de démontrer et du principe général du n® 9, il résulte que :
Réciproquement, dans un même cercle ou dans des cercles égaux, deux cordes également éloignées du centre sont égales ; et, de deux cordes inégalement éloignées du centre, la plus éloignée est la plus petite.
1. Si, du sommet A d'un triangle isocèle ABC comme centre, on décrit une circonférence coupant la base du
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VINGTIÈME LEÇON
Tangente et normale à la circonférence. — Parallèles dans le cercle.
DÉFINITION
137. On nomme tangente au cercle toute droite CD {fig* 87) qui n'a qu'an point commun avec la circonférence. Ce point commun A est appelé point de contact.
THÉORÈME
138. Toute perpendiculaire CD, à l'extrémité d'un rayon OA {Jig. 87), est tangente à la circonférence.
Fig. 87. Fig. 88.
£n effet, en joignant au centre O un point quelconque B de CD, autre que le point A, on obtient une droite OB oblique sur CD, puisque OA est la perpendiculaire à CD qui passe parle point O- Cette droite OB est donc plus grande que le rayon OA (44, 2®), et, par suite, le point B est extérieur au cercle (»125). La droite
)oint A, angente
la cir- 71 té du
îg.Sj).
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TATCGENTE ET NORMALE A LA CIRCONFÉRENCE. IO
à toutes les courbes. D'ailleurs, nous verrons plus tard qu'outre sa généralité cette définition a , sur celle du n° 137, l'avantage de mettre en lumière l'intime corrélation de certains théorèmes qui sembleraient sans cela tout à fait distincts.
On dit qu'une courbe ou qu'un arc de courbe est convexe lorsque cette courbe ou cet arc tombe entièrement d'un même côté de chacune de ses tangentes (27). Il résulte du n** 138 que la circonférence de cercle est une courbe convexe.
Nous avons vu au n** 126 qu'une droite quelconque ne peut rencontrer une circonférence en plus de deux points. Tout arc de courbe convexe jouit de la même propriété; car, si une droite coupait cet arc en trois points, le premier et le dernier point seraient situés de part et d'autre de la tangente au point intermédiaire.
143. On appelle normale en un point d'une courbe la perpendiculaire élevée par ce point à la tangente correspondante.
La normale en un point d'une circonférence est donc dirigée suivant le rayon qui passe par ce point, c'està-dire que toutes les normales à la circonférence passent par son centre.
Il en résulte que/?ar un point pris sur la circonférence on peut toujours lui mener une normale, mais une seule; tandis que par un point O, extérieur ou intérieur à cette courbe {Jig* 89), on peut en mener deux : la normale OA et la normale OB.
Toute droite qui n'est pas normale à la circonférence lui est oblique,
THÉORÈME
144. Toute oblique OE, issue d^un point O qui n^ appartient pas à la circonférence G, a sa longueur
', ''yr
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milieu (le FarcEMF que sous-tend la corde EF, elle milieu de l'are GMH que sous-tend la corde GH-, on a donc
arc EM = arc FM, arc GM = arc HM ;
d'où, en soustrayant membre à membre,
arc EM — arc GM = arc FM — arc HM,
c'est-à-dire
arcEG== arcFH.
2** Supposons (Jig' 91) que les parallèles AB et CD soient l'une sécante et l'autre tangente. Alors le rayon OK, qui aboutit au point de contact, est (138, 141)
Fig. 90.
rr\H D
FB
Fig. 92.
une perpendiculaire commune à la tangente CD et à la
corde EF qui lui est parallèle; il divise donc l'arc EKF,
sous-tendu par cette corde, en deux parties égales, et
l'on a
arc EK = arc FK.
3° Supposons enfin (/ig< 92) que les deux parallèles AB et CD soient tangentes, l'une en L et l'autre en K. Les deux rayons 01 et OK, respectivement perpendiculaires à AB et à CD, seront dans le prolongement l'un de l'autre, puisque des droites parallèles ont leurs perpendiculaires communes. Les deux arcs KPI, KQI sont donc égaux l'un et l'autre à une demi-circonférence.
On remarquera que les arcs égaux sont comptés sur
VINGT ET UNIÈME LEÇON
Trois points non en ligne droite déterminent une circonférence. — Positions relatives de deux circonférences.
THEOREiME.
148. Par trois points A, B, C, non situés en ligne droite, on peut toujours faire passer une circonférence et Von ne peut en faire passer qu^une Lfig' 93).
Fig. 93.
Il s'agit de prouver qu'il existe un point, et un seul, situé à la même distance des trois points donnés A, B^ C.
Or, tout point équidistant de A, B, G doit se trouver sur la perpendiculaire DE élevée sur le milieu de AB, parce qu'elle est le lieu des points équidistants de A et de B; il doit aussi appartenir à la perpendiculaire FG élevée sur le milieu de BG, parce qu'elle est le lieu des points équidistants de B et de G. Gomme deux droites DE, FGne peuvent avoir qu'un point commun, on voit d'abord qu'il ne saurait jamais exister qu'un seul point équidistant des points A, B, G. En second R. et DE C. — Leçons, I. 8
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POSITIONS RELATIVES DE DEUX Cl RCONFÉR EXCES. Il5
THÉORÈME
151. Lorsque deux circonférences se coupent y la droite 00' qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde commune AJB et divise cette corde en deux parties égales {fig* 94).
Fig- 94-
Fig. 95.
En effet, la perpendiculaire élevée sur la corde commune AB par son milieu I doit passer par le centre de chacune des deux circonférences O et O' (Î34).
COROLLAIRE
152. Supposons que la circonférence O restant fixe, ainsi que le point A, la circonférence O' tourne autour du point A, de manière que le second point d^ntersection B se rapproche de plus en plus du premier et vienne à la limite se confondre avec lui, comme dans la fig* 9^* ^^^ deux circonférences n'ayant plus alors qu'un point commun A seront tangentes en ce point. D'ailleurs, la droite 00' passant toujours entre A et B, ces deux points ne peuvent se réunir que sur la ligne des centres 00'. Enfin, en vertu de ce mouvement (142), la corde commune devient à la limite tangente en A à chacune des deux circonférences. Donc :
Lorsque deux circonférences O et O' sont tangentes, leur point de contact A est situé sur la droite des centres, et la perpendiculaire CD élevée en ce
ne
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5° Si elles sont intérieures , la distance des centres est moindre que la différence des rayons.
En effet :
i** A et A' {Jig- 96) étant les points où la ligne des centres coupe les deux circonférences, on a
00' = OAh-AA'h-0'A' ou 00'>OAh-0'A'.
2*^ Le point de contact A {fig* 97) est situé entre les
deux centres et sur la droite 00' qui les joint. On a
donc
3" Les deux points communs {fig- 98) étant situés
Fi g. 96. Fig. 97.
Fig. 98.
Fig. 100,
hors de la ligne des centres (151), en joignant l'un d'eux B aux deux centres, on forme un triangle dans lequel on a (38, 39)
00'<OB-hO'B et 00'>0B — O'B.
4® Le point de contact A {fig* 99) est situé au delà des deux centres sur la droite qui les joint. On a donc
0A = 00'+0'A, d'où 00'=0A — O'A.
POSITIONS RELATIVES DE DEUK CIRCONFERENCES. 1 I9
que les deux circonférences sont tangentes intérieurement; car on a i5 = 21 — 6, ou D = R — r.
Exercices et problèmes.
1. Une circonférence étant donnée, combien faut-il de cercles ayant même rayon qu'elle, tangents entre eux el à cette circonférence, pour l'entourer complètement?
2. Faire passer, par un point donné M, une circonférence qui soit à la même distance de trois points donnés A, B, C, non situés en ligne droite.
3. Si deux circonférences égales O et 0' se coupent orthogonalement (153), la corde commune AB est égale à la ligne des centres 00'.
k. Lorsque deux circonférences et 0' se coupent en deux points A et A', les longueurs qu'elles interceptent sur deux parallèles de direction quelconque BAC, B'A'C, menées par les points A et A', sont égales.
5. On donne deux circonférences sécantes O et O', et l'on demande de mener, par l'un de leurs points d'intersection A, une sécante BAC limitée aux deux circonférences et divisée au point A en deux parties égales.
6. Inscrire, dans une circonférence donnée O, une corde CD de longueur donnée /, et qui soit partagée en deux parties égales par une autre corde donnée AB.
7. Décrire une circonférence O tangente à une circonférence donnée C et qui touche en un point donné A une droite donnée MN.
lE
grandeur qu'on appelle alors leur commune mesure; dans le cas contraire, elles sont incommensurables entre elles. ^
Pour mesurer une grandeur, on cherche une commune mesure entre celte grandeur et une autre de même espèce, arbitraire, mais bien connue, et qui reçoit le nom à^ unité.
Si cette commune mesure est Tunité elle-même, et que la grandeur proposée la contienne, par exemple, trois fois sans reste, on dit que la grandeur est mesurée par le nombre entier 3.
Si cette commune mesure est une partie aliquote de Tunité et si, T unité étant partagée, par exemple, en cinq parties égales, la grandeur proposée est la somme de trois de ces parties, on dit que cette grandeur est les trois cinquièmes de Tunité et qu'elle est mesurée par le nombre trois cinquièmes, que l'on écrit |, et qu'on qualifie de fractionnaire pour le distinguer des nombres entiers.
En résumé, mesurer une grandeur commensurable avec l'unité, c'est chercher combien cette grandeur renferme d' unités ou de parties aliquotes de V unité. Suivant que la grandeur est un multiple de l'unité ou un multiple d'une partie aliquote de l'unité, le nombre qui exprime sa mesure est entier ou fractionnaire.
Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou fractionnaire est commensurable avec l'unité; car elle est un multiple de l'unité ou d'une partie aliquote de Tunité.
Deux nombres entiers ou fractionnaires sont égaux, lorsqu'ils expriment les mesures de deux grandeurs égales, l'unité étant la même.
La somme de deux nombres entiers ou fractionnaires est le nombre qui mesure une grandeur égale à la
MKSURË DES GRANDEURS.
sion, et l'on démontre en Arithmétique que les i de calcul concernant les fractions à termes entiers applicables à ces rapports ou fractions générales -
PROPORTIONNELLEMENT
160. Lorsque deux grandeurs de nature diflFé ont une dépendance telle, que le rapport de deu: leurs quelconques de la première soit égal au ra] des valeurs correspondantes de la seconde, on dii ces deux grandeurs sont proportionnelles.
Deux grandeurs sont proportionnelles Cu Vautre si, à deux valeurs quelconques, mais ég de la première grandeur, répondent deux va égales de la seconde, et si^ de plus, à la somn deux valeurs quelconques de lapremière réponc valeur qui soit la somme des deux valeurs co pondantes de la seconde*
En effet, soient a et a' deux valeurs quelconqu la première grandeur, et b et b' les deux valeurs ce
pondantes de la seconde. Supposons que le rapp<
soit, par exemple, t> c'est-à-dire que a soit les t c
n désignant par p le cinquième de a', on aura ah
a = 3/? et a' = 5p*
Mais , si l'on appelle q la valeur de la seconde deur qui répond à la valeur p de la première, valeurs
p-hp ou 2/7, ^p-hp ou 3/?, ^p-\-p ou 4/?, ip-hp de la première grandeur répondent respectivemer
valeurs
-hq ou 5q
es valeurs aleurs 3p ': on aura
sont pro-
-dlre que, deur coride; 2^ la
urs quelspond la tes de la
t correslUx conditionnalité
>lie, il n'j
)ur un arc
respondent des cordes égales (130); mais la corde de la somme de deux arcs est moindre que la somme des cordes de ces arcs (38).
162. On dit qu'une grandeur M est à la fois proportionnelle à plusieurs autres grandeurs A, B, C, lorsque, ces dernières grandeurs sauf une restant constantes, la grandeur M est proportionnelle à celle qui varie.
Lorsqu'une grandeur^ est proportionnelle à plusieurs autres grandeurs A, B, C, le rapport de deux valeurs quelconques de la grandeur M est égal au produit des rapports des valeurs correspondantes des autres grandeurs.
insî, soient
Cj
deux séries de valeurs correspondantes des grandeurs M, A, B, G, obtenues en rapportant chaque grandeur à une unité de son espèce. On aura
En effet, soient m, la valeur de M qui correspond ux valeurs a', 6, c de A, B, G, et m^ celle qui répond L a', b\ c; on aura, d'après la définition ci-dessus.
nti b
rrii c
mi a'
mi~ b'
En multipliant ces trois égalités membre à membre !t en simplifiant, on trouve
m abc m' "" a' b' ?*
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VINGT-TROISIÈME LEÇON
Angles au centre. — Angles inscrits. — Angles dont les côtés se rencontrent intérieurement ou extérieurement à la circonférence.
DÉFINITIONS
164. On nomme angle au centre tout angle qui a son sommet au centre d'un cercle, et angle inscrit tout angle formé par deux cordes qui se coupent sur la circonférence d'un cercle.
THÉORÈME
Dans le même cercle ou dans des cercles égaux
I® Deux angles au centre égaux interceptent des arcs égaux ;
2** Si un angle au centre est la somme de deux autres angles au centre^ Varc intercepté par cet angle est la somme des arcs interceptés par les deux autres {fi g* loi).
I® Soient AOB, A'0'B',deux angles au centre égaux entre eux ; les deux arcs correspondants AB et A'B' seront égaux. En effet, en menant les cordes AB, A'B', on forme deux triangles AOB, A'O'B', qui sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés
égaux, savoir; FaDgle AOB égal à l'angle A'O'B' par hypothèse, et les côtés OA = O' A', OB = O'B', comme rayons de cercles égaux. Donc la corde AB est égale à la corde A'B', et, par suite (131), les arcs AB et A'B' que ces cordes sous-tendenl sont égaux entre eux.
au centre; 5 du second, 1 qui soit la BC sera évi- G, et comme
correspon- ABC sera la
ns le même ort de deux ? arcs qu'ils 3 au centre ^espondant.
3 Varc quHl ite de son quelconque, gle l^ angle
au centre qui intercepte sur cette circonférence l'arc choisi pour unité d'arc.
En effet, soient {fig. 102) AOB Tangle à mesurer et AB Tare qu'il intercepte sur la circonférence de rayon arbitraire OA; AC étant l'unité d'arc, l'angle correspondant AOG sera, par hypothèse, l'unité d'angle. On
AOB AOG
arc AB arc AG
Or le premier rapport est égal au nombre qui mesure Tangle AOB, et le second est égal au nombre qui mesure l'arc AB. Donc, dans le système d'unités adopté, le nombre qui mesure l'angle AOB est le même que celui qui mesure l'arc AB.
Fiff,
Comme ce théorème est d'un usage très fréquent, on préfère l'énoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte. D'abord, on sous-entend la condition relative à la correspondance des unités ; puis on dit a pour mesure, au lieu de a la même mesure que ; et l'on arrive ainsi à cet énoncé usuel : tout angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés.
ScOLIE.
168. Lorsqu'on prend l'angle droit pour unité, l'arc unité est le quart de la circonférence ou le quadrant ;
R. et DE C. — Leçons, 1. 9
roil {fig, 102) OA, formés pa Iroils, et par s ;D, DA sont c t le quart de la
un cercle a p entre ses côtés
m cercle O. P îsure la moitié convient de dis
des côtés AC le rayon BO ; le Aet B sont égaux, ut à l'angle exté- »itié de BOC; mais aet au centre du ic l'angle proposé îBG.
Fig. io5.
r de l'angle BAC^ >; l'angle BAC est li, d'après le premre^BDet^DC.
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La somme de ces deux arcs, c'est-à-dire la moitié de l'arc BDC, est donc la mesure de Tangle proposé BAC. 3"* Le centre O tombe en dehors de l'angle BAC ifig' io5). Menons le diamètre AOD; l'angle BAC est la différence des angles BAD, CAD, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure ^BD et ^CD; la différence de ces arcs, c'est-à-dire la moitié de l'arc BC, est donc la mesure de l'angle proposé BAC.
Corollaires.
170. Supposons {fig- io5) que, le côté AC restant iixe, la corde AB tourne autour du sommet A, de manière à devenir la tangente AT au point A; dans toutes les positions de la corde AB, l'angle inscrit BAC aura pour mesure la moitié de l'arc correspondant BC; donc, à la limite, V angle TAC, formé par une tangente KY et une corde AC issue du point de contact, a pour mesure la moitié de Varc AC compris entre ses côtés.
On peut d'ailleurs démontrer ce théorème, indépendamment de toute notion de limite. Il suffit, par exemple, d'observer que l'angle TAC est l'excès de l'angle droit TAD sur l'angle inscrit CAD; sa mesure est donc l'excès de la moitié de la demi-circonférence ABD sur la moitié de l'arc CD, ou enfin la moitié de l'arc AC.
171. On appelle segment la portion de cercle comprise entre un arc et sa corde. A chaque corde AB correspondent deux segments ACB, AMB {fig» io6). Ou dit qu'w/î angle est inscrit dans un segment lorsque son sommet est situé sur l'arc du segment et que ses côtés passent par les extrémités de la corde sous-tendante. Ainsi les angles ACB, AEB^ sont inscrits dans le
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segment AGB, et l'angle AMB est inscrit dans le segment AMB.
Tous les angles inscrits dans un même segment sont égaux; ainsi, les angles AGB, AEB sont égaux comme ayant Tun et l'autre la moitié de l'arc AMB pour mesure.
Fig. io6.
Tout angle inscrit dans l'un des deux segments déterminés par une même corde est le supplément d' un angle quelconque inscrit dans Vautre segment. Ainsi les angles AGB, AMB sont supplémentaires, car leurs mesures | arc AMB et \ arc AGB forment en somme la moitié de la circonférence.
Tout angle inscrit dans un segment est aigu, droit ou obtus, suivant que ce segment est supérieur, égal ou inférieur à un demi-cercle ; car l'arc compris entre les côtés de l'angle est alors inférieur, égal ou supérieur à une demi-circonférence.
On dit qu'w/i segment de cercle est capable d^un angle donné, lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à l'angle considéré; ainsi le segment capable d^un angle droit est un demi-cercle.
THÉORÈME
172. Tout angle BAG, formé par deux sécantes qui se rencontrent à l'intérieur du cercle, a pour mesure la demi-somme des arcs BG et DE compris entre ses côtés et entre ses côtés prolongés {Jig^ 107).
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En effet, en menant DC, on voit que Tangle BAC, extérieur au triangle ACD, est égal (78) à la somme des
Fih. 107.
Fig. 108.
angles inscrits ADC, ACD, qui ont respectivement pour mesure |BC et IDE.
173. Tout angle BAC, formé par deux sécantes qui se rencontrent hors du cercle, a pour mesure la demi-dijfférence de Varc concave BC et de Varc convexe DE compris entre ses côtés {fig* 108).
En effet, en menant DC, on voit que Tangle BDC, extérieur au triangle DAC, est la somme des angles A et C; par suite, l'angle A est Texcès de Tangle BDC sur l'angle C; sa mesure est donc l'excès de ^BC sur \ DE, c'est-à-dire ^(BC — DE).
En faisant tourner autour du sommet A l'un des côtés, ou même les deux côtés de l'angle, jusqu'à ce qu'ils deviennent tangents à la circonférence, on voit que le théorème subsiste pour l'angle formé par une tangente et une sécante qui se coupent hors du cercle, et pour l'angle de deux tangentes.
l3{ MESVhE DES ANGLES.
Exercices et problèmes.
f . On donne deux circonférences concentriques autour de O, et Ton demande de les couper par une sécante telle, que la partie interceptée sur cette sécante par la plus grande des deux circonférences soit double de la partie interceptée par la plus petite.
2. On donne deux cercles égaux A et B, dont chacun passe par le centre de Tautre. Si une corde commune quelconque est tirée parallèlement à la ligne des centres AB, en déterminant la corde CF sur la circonférence A et la corde ED sur la circonférence B, les figures ACEB, AFDB sont des parallélogrammes. De plus, si l'on prolonge AF, de manière à couper encore la circonférence A en G et la circonférence B en 11, on a EF = FH et CDzrrGH. .3. Si l'on mène à une circonférence une tangente quelconque, la partie interceptée sur celte tangente par deux tangentes fixes, menées aux extrémités d'un même diamètre, est vue du centre de la circonférence sous un angle droit.
k. A étant un point quelconque pris sur un diamètre (ou son prolongement) d'une circonférence donnée O, on mène le rayon OB perpendiculaire à ce diamètre. Si la droite AB coupe une seconde fois. la circonférence en P, et si la tangente en P coupe en C le diamètre OA., on a AC = CP.
5. On donne dans une circonférence O deux cordes AB et CD, la corde CD passant par le milieu E de la corde AB. On mène des tangentes à la circonférence par les extrémités de la corde CD, et l'on prolonge la corde AB jusqu'aux points P et Q où elle rencontre ces tangentes. Prouver que les segments compris sur AB entre ces tangentes et la circonférence sont égaux, c'est-à-dire qu'on a AP = BQ.
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6. A, B, C étant trois points quelconques d'une circonférence O, D le milieu de Tare AB et E le milieu de Tare AC, la droite DE coupe respectivement en F et en G les cordes AB et AC : démontrer que AF = AG.
7. ABC étant un triangle inscrit dans une circonférence O (149), on joint le centre O au milieu D de Tare BC et Ton mène AD. Démontrer que l'angle ADO est la moitié de la difFérence des angles B et C du triangle.
8. Si, par l'un des points d'intersection A de deux circonférences O et O', on trace une sécante quelconque BAC, les tangentes BM et CM, menées en B et en C à chacune des deux circonférences, se coupent sous un angle constant.
9. On donne deux circonférences O et O' qui se coupent en A et en B. On mène, par un de leurs points d'intersection A, une sécante commune déterminant dans les deux circonférences deux cordes AB et AC en prolongement, ou deux cordes AM et AN en recouvrement. On demande d'étudier les variations de longueur de la somme des cordes ainsi interceptées par les deux circonférences sur la sécante commune, lorsaue cette sécante occupe toutes
)urnant autour du point d'in-
l36 LIEU DES POINTS d'oU l'oN VOIT UNE DROITE.
VINGT-QUATRIÈME LEÇON
Lieu des points d'où l'on voit une droite' sous un angle donné. — Quadrilatère inscriptible.
THÉORÈME
174. Dans la portion de plan située au-dessus d^une droite BC, le lieu des points d'oà Von voit cette droite sous un angle donné est un arc de cercle passant par les extrémités ^ et C de cette droite {fig. 109).
Fig. 109.
En effet, soient A un point du lieu et BMACN la circonférence déterminée par les trois points A, B, C. i« De tout point M de Tare BMAC on voit la droite BC sous un angle é^al à BAC (171 J ; 2° de tout point I pris à l'intérieur du segment BMAC, on voit la droite BC sous un angle BIC plus grand que BAC, puisque (172) sa mesure excède la moitié de Tare BNC; 3*^ de tout point E extérieur au segment BMAC et situé au-dessus
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le la droite BG, on voit cette droite sous un angle BEC moindre que BAC, puisque sa mesure est plus petite que la moitié de l'arc BNC (173). L'arc BMAC est donc le lieu cherché.
11 résulte de là que l'arc BA'C, sur lequel s'applique l'arc BMAC, lorsqu'on replie la figure autour de BC, est, au-dessous de BC, le lieu des points d'où l'on voit la droite BC sous l'angle donné.
Donc, enfin, le lieu des points d^oîi Von voit une droite BC sous un angle donné se compose de deux arcs de cercle égaux entre eux et passant par les extrémités B et C de cette droite.
Remarquons, en outre, que l'ensemble des arcs BNC, BN'C représente le lieu des points d'où l'on voit la droite BC sous un angle supplémentaire de l'angle considéré (171).
Si l'angle considéré est droit, les deux arcs BAC, BA'C sont des demi-circonférences décrites sur BC comme diamètre. Donc, le lieu des points d^où l'on voit une droite sous un angle droit est le cercle décrit sur cette droite comme diamètre.
THÉORÈME
175- Bans tout quadrilatère conçexe inscrit dans un cercle, les angles opposés sont supplémentaires.
En effet {Jig- iio) considérons par exemple les angles opposés, B et D. La corde AC détermine deux
i wi i}^'iiPfy ^ u ^ jitiBUrtiMtfipj.
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segments ADC, ABC, et nous avons vu (171) que tout angle D inscrit dans le segment supérieur est le supplément de tout angle B inscrit dans le segment inférieur.
176. Réciproquement, si, dans un quadrilatère convexe ABCD, deux angles opposés B et D sont supplémentaires, le quadrilatère est inscriptible ; en d'autres termes, la circonférence déterminée par les trois points A, B, C, passera par le quatrième sommet D.
En effet, le sommet D est un point situé au-dessus de AC, et d'où Ton voit la corde AG sous un angle supplémentaire de l'angle B; or l'arc AMC est le lieu des points du plan quijouissent de cette propriété (17i).
1. Par l'un des points d'intersection A de deux circonférences O et O' qui se coupent, on mène deux sécantes quelconques BAC, DAE : démontrer que les cordes BD et CE, qui joignent respectivement leurs extrémités, se rencontrent en M sous un angle constant.
2. Les hauteurs AÀ', BB', CC d'un triangle quelconque ABC sont les bissectrices des angles du triangle A'B'C^
3. Sur les trois côtés d'un triangle quelconque ABC, on construit, extérieurement à ce triangle, les triangles équilatéraux BCA, CAB', ABC, et l'on demande de démontrer : jo que les trois droites AA', BB', CC sont égales; 2° qu'elles concourent en un même point O; 3<» que, de ce point O, on voit sous le même angle les trois côtés du triangle ABC.
k. Dans une circonférence O, on mène par le milieu A
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d'un arc BAC deux cordes quelconques AD et AE qui coupent en F et en G la corde BC. Démontrer que le quadrilatère DFGE est inscriptible.
5. Un triangle équilatéral ABC étant inscrit dans une circonférence, Tare qui sous-tend chaque côté est le lieu des points dont la somme des distances aux extrémités de l'arc ou aux sommets correspondants du triangle est égale à la distance au troisième sommet du triangle.
6. Les bissectrices des angles extérieurs d'un quadrilatère convexe forment un quadrilatère inscriptible.
7. Lorsque les côtés d'un angle rencontrent deux circonférences, les cordes des arcs interceptés sur ces deux cirr conférences, convenablement prolongées, forment un quadrilatère inscriptible.
8. Si, d'un point quelconque de la circonférence circonscrite (14.9) à un triangle ABC, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle, les pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite.
l4o USAGE DE LA RÈGLE ET DU COMPAS.
YINGT-CINQUIÈME LEÇON.
Usage de la règle et du compas. — Construction des angles. — Division de la circonférence. — Rapporteur.
177. Les solutions des problèmes doivent se traduire pratiquement à l'aide du dessin, et il faut alors recourir à l'emploi de quelques instruments.
On se sert surtout, dans la construction graphique des figures, de la règle et du compas, et l'on ne regarde habituellement, comme résolubles géométriquement, que les problèmes qui n'exigent, pour être construits graphiquement, que l'emploi de ces deux instruments.
Nous avons déjà parlé de Tusage de la règle (H4 et suiv.) avec laquelle on peut tracer des droites passant par deux points donnés.
Quant au compas, instrument également bien connu, il permet, soit de prendre la distance de deux points, soit de décrire autour d'un" centre donné un cercle de rayon donné. Il est formé, comme on le sait, de deux tiges métalliques terminées en pointe à l'une de leurs extrémités, et qui constituent les branches du compas. Ces branches sont, à leur autre extrémité, assemblées à charnière, et cette charnière permet d^ ouvrir plus ou moins le compas en écartant ou en rapprochant ses branches, c'est-à-dire de faire varier leur angle et la distance de leurs pointes.
Quand il s'agit seulement de prendre des distances à l'aide du compas, on emploie le compas à pointes
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sèches. Mais, pour décrire une circonférence de centre et de rayon donnés, Tune des branches devant être fixe et l'autre mobile, on termine la branche mobile par un crayon bien taillé ou par un tire-ligne qu'on ajuste sur elle par l'intermédiaire d'une vis, et qui remplace sa pointe sèche. On ouvre ensuite, le compas de manière que la distance de ses pointes soit égale au rayon imposé, et, la pointe sèche de la branche fixe étant placée au centre indiqué, on fait tourner le compas en appuyant contre la feuille de dessin la pointe du crayon ou du tire-ligne de la branche mobile, qui décrit alors la circonférence.
178. Par un point B d'une droite BC, mener une seconde droite qui fasse avec la première un angle égal à un angle donné A {fig- m).
Fig. III.
Du point A comme centre, avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, décrivez un arc de cercle qui coupe en D et E les côtés de l'angle donné A : avec la même ouverture, et du point B comme centre, décrivez un second arc de cercle GF, qui coupe en F la droite BC. Prenez avec le compas la longueur de la corde DE (il est inutile pour cela de tracer celte corde), et du point F comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en H l'arc GF; la droite BH sera la droite demandée.
En effet, les arcs.HF et DE ayant des rayons égaux
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179. On divise la circonférence en 36o parties égales qu'on nomme degrés, le degré en 6o parties égales appelées minutes, et la minute en 6o parties égales appelées secondes. D'après cela, la circonférence contient 36o.6o = 2 1 6oo minutes, ou a 1 600.60 == i 296 000 secondes; la demi-circonférence contient 180 degrés, ou 10800 minutes, ou 648000 secondes; enfin le quadrant vaut 90", ou 5400 minutes, ou 824000 secondes.
On évalue un arc quelconque en degrés, minutes et secondes de la circonférence. Ainsi Ton dit : un arc de 36 degrés i5 minutes 21 secondes, que l'on écrit ; arc de 36^ 1 5' 21''.
Deux arcs AB ei h!B! {fig, 112), décrits entre les côtés d'un même angle XOY, de son sommet comme
centre, contiennent le même nombre de degrés, minutes et secondes. En effet, le rapport de l'arc AB au quadrant AC est le même que le rapport de l'arc A'B' au quadrant A'C, puisque chacun de ses rapports esl égal à celui de l'angle XOY à l'angle droit XOZ. Or, comme le quadrant AC vaut 90 degrés de la clrconfé-
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rence OA, et que Je quadrant A' G' vaut 90 degrés de la circonférence OA', les arcs AB et A'B' vaudront le même nombre de degrés, minutes et secondes de leurs circonférences respectives.
D'après cela, on appelle angle de 36*^ 1 5' 21" l'angle qui intercepte entre ses côtés, sur toute circonférence décrite de son sommet comme centre, un arc de 36«i5'2i".
Connaissant le nombre de degrés, minutes et secondes d'un angle, on obtient son rapport à l'angle droit en prenant le rapport de ce nombre de degrés, minutes et secondes à 90 degrés; il faut avoir soin, bien entendu, d'évaluer les deux angles en unités de même espèce, soit en degrés, soit en minutes, soit en secondes. Ainsi, comme 36*'i5'2i'' valent i3o52i secondes, et que 90 degrés renferment 324 000 secondes, le rapport de l'angle 36°i5'2i'' à l'angle droit est
exprimé par la traction -:r—, ou — r— ^ •
180. Pour évaluer le nombre de degrés d'un angle, ou pour tracer un angle ayant un nombre de degrés donné, on emploie un instrument nommé rapporteur . C'est un demi-cercle en corne ou en cuivre dont le bord circulaire ou limbe est divisé en 180 parties égales ou degrés; les rapporteurs qui ont un décimètre de rayon sont même divisés en demi-degrés. Le centre est marqué par un petit trou ou par une échancrure.
Pour mesurer un angle DOG (Jig. ii3), on place l'instrument de manière que son centre coïncide avec le sommet de l'angle, et que le diamètre AB, qui va de zéro à 180 degrés, s'applique sur l'un des côtés OG. On lit alors le nombre de degrés de l'angle au point où le limbe est traversé par le second côté OD.
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YINGT-SIXIÈME LEÇON.
PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES
Construction des angles et des triangles.
181 . Connaissant deux angles oLet^ d^un triangle j construire le troisième y.
Tracez une droite indéfinie AB {fig- 1 14) j P^^^* 1'^'^ de ses points O, menez une droite OG qui forme avec
OA un angle COA égal à a ; menez par le même point O une autre droite OD qui fasse avec OB un angle DOB égal à p. L'angle COD sera Pangle cherché; car la somme des trois angles formés autour du point O et au-dessus de AB équivaut à deux angles droits (77).
ScOLIE.
182. Nous allons apprendre à construire un triangle, >nnaissant : i® un côté et deux angles; i^ deux côtés U. et DE C. — Leçons, l. i o
AIRES
S et l'angle opposé à )ans ces quatre pros côtés par a, 6, c, et 5s par A, B, C; ainsi l'angle B au côté fr,
connaissant un côté a
s B et C adjacents au et l'un des angles ad- 5 au premier en com- 5 angle (181).
,é a et les deux angles
^C {fig> Il 5) égale à BA formant avec BG
;;le ABC égal à Tangle >int C une droite CA de c^tte ligne, un G. Le point de ren- 1 le troisième sommet
ible, il faut et il suffit coupent, c'est-à-dire
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(69) que la somme des deux angles B et C soit moindre que deux angles droits.
184. Construire un triangle, connaissant deux côtés a et b et V angle compris C.
Fig. ii6.
Tracez une droite GB {Jig* ii6) égale à a\ au point G, menez une droite GA formant avec la première un angle AGB égal à l'angle donné G; puis prenez sur cette droite, à partir du point G, une lon- ,gueur GA égale à b] enfin tirez AB, et vous aurez le triangle cherché.
185. Construire un triangle, connaissant deux côtés a et b et l'angle B opposé à Vun d'eux.
Tracez une*droite BG {fig- 117) égale à a, et au point B menez une droite BA formant avec la première un angle ABG égal à Fangle donné B; puis, du point G comme centre, avec une ouverture de compas égale à
•ïtr
ELEMENTAIRES.
le. Si A est un point d'interîet arc de cercle, il suffira de riangle ABC satisfaisant aux
lant ce problème, c'est-à-dJre jue doivent remplir les donle soit possible, et, dans ce qui peuvent exister.
?" {fiS^ ^^1)1 pour que le faut que l'arc de cercle reni-dire que le côté b soit au ilaire CD abaissée du point C
;elte perpendiculaire CD, le t il n'y a qu'une solution :
ABC
us {fig* n8), la perpendilans l'angle B, mais dans sou ' que le problème soit posle l'arc de cercle coupe la 1 faut que le côté b soit plus 1 pouvait prévoir, car dans 1 angle doit être opposé le
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plus grand côté. D'ailleurs, lorsque cette condition est remplie, les deux points d'intersection A et A' sont de part et d'autre de B; le triangle A'BC doit être rejeté, car son angle en B est le supplément de l'angle donné, et il n'y a qu'une solution : c'est le triangle ABC.
Eig. ii8.
3^ L'angle B étant droit, le problème est impossible si h est inférieur ou égal à <z; il admet une solution unique si h est supérieur à a.
La discussion est résumée dans le Tableau suivant :
[ h < CD problème impossible,
^ . 1 ^ = CD. . une solution,
D 3I£rU {
^ )a>^> CD . . . deux solutions,
\^ = aou>a... une solution.
„- . - l6<aou = «... problème impossible,
B droit ou obtus. } , i .•
( £> > a une solution.
Ainsi, lorsque b est supérieur à a, le problème a toujours une solution et une seule; en d'autres termes, on peut toujours construire un triangle, et un seul, connaissant deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, pourvu que l'angle donné soit opposé au plus grand des deux côtés donnés. De là ce théorème :
Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés égaux chacun à chacun, ainsi que V angle opposé au plus grand de ces deux côtés.
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187. Construire un triangle connaissant les trois côtés a, 6, c.
Tracez ( fig, 1 19) une droite BC égale à a, c'est-à-dire
Fig. 119.
au plus grand des côtés donnés. Du point C comme centre, avec une ouverture de compas égale à 6, décrivez, au-dessus de BC, un arc de cercle; du point B comme centre, avec une ouverture de compas égale à c, décrivez au-dessus de BC un autre arc de cercle. Enjoignant aux points B et C le point d'intersection A de ces deux arcs, vous aurez le triangle demandé ABC.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les deux arcs de cercle se coupent, c'est-à-dire (156, 3**) que le plus grand côté a, qui est la distance des centres, soit moindre que la somme et plus grand que la différence des deux autres côtés 6 et c qui sont les rayons. Ce résultat est conforme à la remarque du n«39.
Exercices et problèmes.
1. D'un point donné A, tirer trois droites de longueurs données M, IN, P, telles que leurs extrémités soient sur une mêrtie droite et déterminent des distances égales.
2. Construire un triangle ABC, connaissant deux côtés AB et AC et une médiane (deux cas à considérer).
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3. Construire un triangle ABC, connaissant un côté BC et deux médianes (deux cas à considérer).
4. Construire un triangle ABC, connaissant ses trois médianes.
5. Construire un triangle ABC, connaissant un angle, le côté opposé et la somme des deux autres côtés.
6. Construire un triangle ABC, connaissant un angle, le côté opposé et la différence des deux autres côtés.
7. Construire un triangle ABC, connaissant un angle, Tun des côtés adjacents et la somme des deux autres côtés.
8. Construire un triangle ABC, connaissant un angle, Tun des côtés adjacents et la différence des deux autres côtés.
9. Construire un triangle ABC, connaissant un côté, Tun des angles adjacents et la longueur de sa bissectrice.
10. Construire un triangle ABC, connaissani ses trois angles et son périnaètre.
11. Construire un triangle ABC, connaissant ses trois angles et la somme de deux quelconques de ses côtés.
12. Construire un parallélogramme ABGD, connaissant ses diagonales et l'angle qu'elles forment.
13. Construire un triangle ABC, connaissant un angle, la longueur de sa bissectrice et la hauteur issue du même somme.
H. Une droite PQ de longueur donnée se meut entre les côtés d'un angle quelconque ûcAy, en s'appuyant constan\ment sur eux. Dans chaque position de PQ, les perpendiculaires menées en P sur Aœ et en Q sur A y se coupent en un point R, tandis que les perpendiculaires abaissées de P sur Ay et de Q sur Ao? se coupent en un point S. Démontrer que le lieu du point R et celui du point S, quand PQ occupe toutes les positions possibles, sont des cercles ayant A pour centre commun.
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YINGT-SEPTIÈME LEÇON.
PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES
(suite).
s parallèles et des perpendiculaires.
un point donné A, pris hors d^une mener une parallèle à cette droite
Fig. 120.
BC et la parallèle cherchée AD doivent avec une sécante quelconque AC issue leux angles alternes-internes DAG, ACB, ux. De cette considération et de la solulème du n^ 178, résulte la construction
V comme centre, avec une ouverture de [•aire, mais assez grande, décrivez un arc 1; du point G, avec la même ouverture, îcond arc de cercle AB, qui passera néces- ' A. Prenez avec le compas la longueur de et du point G comme centre, avec cette îcrivez un arc de cercle qui coupe en D
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l'arc DC. En tirant AD, vous aurez la parallèle demandée.
Il est clair, en effet, qu'on a construit de cette façon un angle DAC égal à AGB. Il est inutile de tracer la droite AC, qui ne sert que dans la démonstration.
On a vu (119) comment l'équerre permettait de tracer rapidement, par un point donné, une parallèle à une droite donnée. Il est inutile de faire ressortir la supériorité de ce procédé.
Mener une perpendiculaire sur une droite en son milieu
Soient {fig> 12 1) A et B deux points donnés; il s'agit de mener une perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint ces deux points.
La perpendiculaire sur le milieu d'une droite étant le lieu des points équidistants des extrémités de cette droite (S3), il suffît d'obtenir deux points qui soient chacun également distants de A et de B, puis de joindre ces deux points. De là cette construction :
Fig. 121.
Du point A comme centre, avec un rayon sensiblement plus grand que la moitié de AB, décrivez une cir-
fTAIRES.
centre, avec la même de circonférence; ces )nt, puisque, les deux nt la moitié de AB, la mprise entre la somme lacun des deux points istant de A et de B ; et, )endiculaire demandée, it pas les cercles comx: petits arcs de chacun dans la région où l'on ^oirlieu(^^. 122). Ce roite AB soit tracée.
IX suivants :
ix parties égales;
,e droite donnée pour
réduit, en effet, à la 3, qui est le centre du
"i ou un angle ^c
sait que la perp 1 corde divise I ppliquera donc O de Tare est d int équidistant
. Du point O !, on décrira un droite OE qui
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cel arc en deux parties égales sera évidemment la bissectrice de l'angle AOB.
En appliquant ce procédé aux deux moitiés, aux quatre quarts, etc., de Tare, on divisera l'arc et l'angle eii 4î 8, etc. parties égales.
Fig. 124.
191. 11 peut arriver que le sommet de l'angle sorte de la feuille de dessin; en d'autres termes, on a besoin parfois de trouver la bissectrice de Van g le formé par deux droites AB et CD qu^on ne peut pas prolonger jusqu'à leur point d"* intersection.
On mène {fig. 124) une perpendiculaire quelconque EP sur AB et une perpendiculaire quelconque FQ sur CD. Sur ces perpendiculaires, on prend deux longueurs égales HF et GE; puis, par H, on mène une parallèle à CD, et, par G, une parallèle à AB; le point de rencontre M de ces deux lignes est un point de la bissectrice cherchée. En effet, ce point M est (S6) à des distances égales GE et HF des deux droites proposées. En prenant deux autres longueurs égales surEP et FQ, on obtiendrait un second point M' de la bissectrice, et il ne resterait plus qu'à tirer MM'.
192. Mener par un point donné C une perpendiculaire sur une droite donnée AB.
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11 y a deux cas â distinguer :
i*» Le point donné C est sur la droite AB {Jig. laS). En prenant de part et d'autre de G deux longueurs égales GA et GB sur la droite donnée, le problème est ramené à celui du n® 189. Seulement, ici, la droite AB est tracée, et l'on connaît son milieu, de sorte qu'il suffit de trouver un seul point D de la perpendiculaire. De là cette construction :
Avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, prenez sur la droite donnée, et à partir du point G, deux distances égales GA et CB. Ouvrez davantage le compas, et des points A et B comme centres décrivez successivement, avec cette nouvelle ouverture, deux petits arcs de cercle au-dessus de AB. Enjoignant au point G le point D d'intersection de ces arcs, vous aurez la perpendiculaire cherchée.
Fig. 125. Fig. 126.
2® Le point G est hors de la droite AB ^^fig» 126). En traçant, du point G comme centre, un arc de cercle qui coupe la droite AB en deux points A et B, on est ramené au problème du n*^ 189, avec cette différence qu'on connaît déjà un point G de la perpendiculaire et qu'il suffit d'en trouver un second. De là la construction suivante :
Du point G comme centre, avec un rayon assez grand, décrivez un arc de cercle qui coupe la droite
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donnée en deux points A et B. De ces points comme centres, avec une ouverture de compas sensiblement plus grande que la moitié de AB, décrivez successivement deux petits arcs de cercle au-dessous de AB. En joignant au point C le point E où ces arcs se coupent, vous aurez la perpendiculaire demandée.
. 193. En bonne construction, on ne doit jamais se servir directement de Téquerre pour le dessin des perpendiculaires (118). Toutefois, il est un cas très fréquent dans la pratique où l'emploi, en quelque sorte indirect, de cet instrument fournit d'excellents résultats : c'est celui où l'on doit mener sur une droite des perpendiculaires par plusieurs points. On commence par tracer avec soin l'une de ces perpendiculaires à l'aide du compas, puis on lui mène à l'équerre des parallèles par les autres points. On opère de même lorsqu'on veut élever une perpendiculaire à V extrémité d^une droite qu'on ne pçut prolonger ; on trace à l'équerre, par ce point extrême, une parallèle à une perpendiculaire que l'on a préalablement menée sur cette droite en un autre point à Taide de la règle et du compas.
Exercices et problèmes.
1. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle A, la longueur de sa bissectrice et l'une des hauteurs opposées à l'angle A.
Construire un trapèze ABCD, connaissant ses quatre cotés
k. Mener, entre deux circonférences données et 0',
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une droite parallèle à une direction donnée et ayant une longueur donnée /.
5. Construire un triangle x\BC, connaissant deux angles et l'une des trois hauteurs.
6. Construire un triangle ABC, connaissant deux côtés et la hauteur qui part de leur sommet commun.
7. Construire uil triangle ABC, connaissant deux côtés et Tune des hauteurs qui ne répond pas à leur sommet commun.
8. Inscrire dans une circonférence donnée un angle de grandeur donnée, de manière que Tun de ses côtés passe par un point donné, et que l'autre côté soit parallèle à une droite donnée.
9. Construire la bissectrice de l'angle de deux droites MN, PQ qui ne se coupent pas dans les limites du dessin et qu'on ne peut prolonger jusqu'à leur point de rencontre A. (Autre procédé que celui indiqué au n® 191.)
10. Par l'un des points d'intersection A de deux circonférences O et O' qui se coupent, mener une sécante commune BAC qui ait une longueur donnée /.
11. Décrire un cercle de rayon donné, passant par deux points donnés.
12. Décrire un cercle qui prisse par un point donné et qui touche une circonférence donnée en un point donné.
13. Décrire un cercle qui touche une droite donnée en un point donné et qui soit, en outre, tangent à une circonférence donnée.
14-. Décrire sur une droite donnée comme corde une circonférence qui coupe une circonférence donnée, de manière que leur corde commune soit parallèle à une direction donnée.
15. Construire un triangle ABC, connaissant les pieds A',B',C' de ses trois hauteurs.
PROBLEMES ELEMENTAIRES.
VINGT-HUITIÈME LEÇON
PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES
(suite).
Tracé des tangentes. — Décrire sur une droite donnée un segment capable d'un angle donné.
194. Mener par un point donné K une tangente à un cercle donné O.
11 faut distinguer deux cas :
i** Le point A {fig> 127) est sur la circonférence. Il suffit d'élever par le point A une perpendiculaire AT sur le rayon OA (138).
Fig. 127.
Fig. 128.
1^ Le point A est hors du cercle ^^. 128). Supposons le problème résolu; soient AB une tangente menée par A au cercle O, et B son point de contact. La tangente étant perpendiculaire à l'extrémité du rajon, du point de contact B^ on voit la droite AO sous un angle droit OBA. Donc (174) le point B est situé sur la cir-
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décrite sur AO comme diamètre; ce point iirs sur la circonférence donnée O, il est à n de ces deux circonférences, et Ton voit 1 y a deux solutions.
décrira sur AO comme diamètre une circonen joignant au point A les points B et B^ îonférence rencontre la proposée, on aura igentes BA et B^A.
AIRE
deux tangentes AB et AB' que Von. peut i cercle O par un point extérieur A sont e elles ^ et la droite qui joint ce point excentre du cercle divise en deux parties gle BAB' des deux tangentes, ainsi que B' des deux rayons OB et OB' qui aboupoints de contact,
les deux triangles rectangles OBA, OB' A îomme ayant l'hypoténuse AO commune et ; Tangle droit OB et OB' égaux entre eux ms du cercle donné. On a donc
gleBAO = angleB'AO, angleBOA = angleB'OA.
r mener à un cercle une tangente parallèle donnée, on mène le diamètre perpendicu- 3ite donnée, et les extrémités de ce diamètre its de contact des deux tangentes qui satisîstion.
rire sur une droite donnée AB un segment m angle donné.
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Supposons le problème résolu, et soit AFB (^fig^ 1 29) le segment cherché : la tangente BC au point B de ce segment fait avec la corde AB un angle ABC qui, comme tout angle AFB inscrit dans le segment, a (170) poiir mesure la moitié de l'arc situé au-dessous de AB; cet angle est donc égal à l'angle donné et, par suite j l'angle
Fig. 129.
ABO formé par AB et le rayon BO est égal au complément de l'angle donné. D'après cela, on aura une droite BO passant par le centre en construisant au point B, au-dessus de AB, un angle ABO égal au complément de l'angle donné. Le centre du cercle cherché sera à l'intersection de cette droite BO et de la perpendiculaire EO élevée sur le milieu de AB; on décrira donc ce cercle en plaçant l'une des pointes du cofnpas en O et en donnant aux branches une ouverture égale à OB.
Exercices et problèmes.
1. On donne deux points A et B, par lesqueKon mène deux droites AC, BG faisant entre elles un angle donné ACB. Quelle que soit la position du point d'intersection G, la bissectrice de l'angle AGB passe par un point
lENTAIRES.
S côtés d'un triangl écessairement une seconae sur ces côtés prolongéi
isocèle ABC , connaiss ur BD correspondante
re AB prolongé d'un ce] mène de ce point une t de cette tangente entr< soit égale au diamètre
re ABCD, connaissant
S.C et BD, l'angle I qu'€
et D du quadrilatère.
►nnés sur une circonfére les AC, BD dont la son
t M de deux circonférei es communes AB, CD, respectivement sur cha le ces cordes, sont pa
intersection A de deux 3ent, on mène deux coi ►ites BD, CE, qui joigi onférence les extrémité angle constant, quilatéral qui ait ses s esX, Y, Z.
JP, circonscrire un tria
A,B,Ci.
[P, circonscrire un tria
Dnférence O un diamètre
'un même côté par rap
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à ce diamètre. On demande de trouver, sur la circonférence et de l'autre côté du diamètre AB, un point M tel qu'en menant les droites MG et MD, les segments OE, OF qu'elles déterminent sur AB à partir du centre O soient égaux.
13. Décrire un cercle qui touche une droite donnée BC et qui soit, en outre, langent à une circonférence donnée O, en un point donné A,
14. On donne une circonférence O, et l'on demande de décrire, d'un point donné O' comme centre, une seconde circonférence qui intercepte sur la première un arc do^t la corde ait une longueur donnée /.
15. Trouver le lieu géométrique des centres des circonférences de même rayon donné, qui coupent sous un même angle donné une circonférence donnée,
16. Trouver le lieu géométrique des centres des circonférences de même rayon donné, qui partagent en deux parties égales une circonférence donnée.
Goofile
r CERCLES INSCRIT ET EX-INSCRITS.
ÎUVIÈME LEÇON.
cercles inscrit et ex-inscrits m triangle.
lOBLEME.
conférence qui passe par trou G non situés en ligne droite
! trouver (148) à l'intersection rées, l'une sur le milieu de AB, BG, il suffira, pour avoir ce fois la construction du n® 189.
racer les droites AB et BC. Le n décrira la circonférence deverture de compas égale à l'une >A, OB, OC.
î ainsi obtenue est le cercle ABC qui a pour sommets les
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200. Pour trouver le centre dune circonférence déjà tracée, on prendra volonté trois points A, B, G sur cette circonférence, et Ton applique la solution qui précède (198).
Inscrire un cercle dans un triangle donné , ABC
On dit qu'un polygone est circonscrit à un cercle lorsque chacun de ses côtés est tangent à la circonférence; le cercle est alors inscrit dans le polygone.
Gela posé, soit ABG (^^. i3o)le triangle proposé dans lequel il faut inscrire un cercle. Supposons le problème résolu. La droite AO, qui joint le centre du
cercle cherché au point de rencontre A des deux tangentes AD et AE, est, d'après un problème précédent (194, i"", 195), la bissectrice de l'angle A du triangle. On voit de même que le point O doit encore se trouver sur les bissectrices BO, GO des angles B et G. D'après cela, on mènera deux de ces bissectrices et, de leur intersection O comme centre, avec une ouverture de compas égale à la longueur commune des perpendiculaires OD, OE, OF, abaissées de ce point sur les côtés, on décrira une circonférence qui touchera, en D, E, F, les côtés du triangle donné.
ScOHES.
On retrouve ainsi cette propriété déjà démon
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trée (92) que les bissectrices des trois angles d^ un triangle concourent en un même point. Et aussi (93, 94) que les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ABC {fig- i3i) forment un second triangle
Fig. i3i.
O'O^'O"' dont les sommets sont situés sur les bissectrices des angles intérieurs. Chacun de ces sommets est le centre d'un cercle exinscrit, c'est-à-dire d'un cercle tangent à l'un des côtés du triangle et aux prolongements des deux autres côtés. Il existe donc, en général, quatre circonférences tangentes à trois droites données,
203. Si l'on désigne par a, 6, c les côtés BC, CA, AB du triangle ABC, et par/? le demi-périmètre de ce triangle, on aura, pour les distances du sommet A aux points où la droite AB touche les quatre cercles :
AM = jD, kD =p— a, M=p--b, kK=p — c.
En effet, l'égalité
2/> = AB -+- BH + HG H- GA = AB -h BM ^- CN -f ^ *
= AM-hAN = 2AM
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donne d'abord
On obtiendrait de même
BK=/?, CL=p, et, par suite,
AK = BK— AB =p — c, AI = AL = CL - GA =p — 6.
Enfin, on a*
ip = (EA -H AD) -h (DB -hBF)-i-(FG-hGE) = 9.AD-f-2BF -H2FG = 2AD-+-2a,
d'où , ■
AD = p — a.
Exercices et problèmes.
1. Étant donné un triangle ABC, on le coupe par une sécante DEF menée par un point quelconque D pris sur le côté BC. On trace les circonférences DEC, BDF, qui se coupent en D, et l'on demande quel est le lieu de leur second point d'intersection M, lorsque la sécante DEF varie.
2. Le cercle déterminé par deux sommets quelconques d'un triangle et le point de rencontre des hauteurs est égal au cercle circonscrit au triangle.
3. I étant le point de rencontre des hauteurs d'un triangle ABC, si l'on prolonge l'une de ces hauteurs AD jusqu'à son point de rencontre K avec le cercle circonscrit au triangle, on a ID = DK.
h-. Construire un triangle ABC, connaissant les centres 0', O'', O"' des trois cercles ex-inscrits à ce triangle.
5. Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la différence des deux autres côtés et le rayon du cercle inscrit.
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6. Dans un triangle ABC, la dislance de deux quelconques des quatre points de contact de l'un des côtés du triangle avec le cercle inscrit et les trois cercles ex-
X autres côtés du triangle, à leur différence.
, le diamètre du cercle in- »mme des côtés de Tangle
conscrit à une circonféà Tare BC, qui tourne sa e l'angle BAC, détermine figle dont le périmètre est té est vu du centre O sous
Mener une tangente commune à deux cercles O et O
Supposons le problème résolu.
1** Soit AA' une tangente commune extérieure, c'est-à-dire qui laisse les deux cercles d'un même côté {fig- iSa). Si, par le centre O' de l'un des cercles,
Fig. i32.
on imagine une parallèle O'B à AA', cette parallèle sera, comme AA', perpendiculaire sur le rayon OA. Elle sera donc tangente en B au cercle décrit du point O comme centre avec OB pour rayon ; or, la figure ABO'A' étant un rectangle, on a
AB = A'O', et, par suite, OB = OA — AB = OA — O'A'.
On est ainsi conduit à la construction suivante : décrivez une circonférence du point O comme centre,
avec un rayon égal à la différence des rayons des cercles | donnés, et par le point O' menez une tangente à circonférence auxiliaire; B étant le point de co obtenu, tirez OBA, menez O'A' parallèle à OA joignant les points A et A', vous aurez la tanj cherchée.
Pour que le problème soit possible, il faut et il que le point O' ne soit pas à l'intérieur du cercle liaire.
On doit donc avoir
00'>0B, c'est-à-dire OO'^OA-O'A',
ce qui revient à dire (136) que les deux, cercles posés O et O' ne doivent pas être intérieurs 1 l'autre.
Si les deux cercles O et O' sont extérieurs, tan extérieurement ou sécants, on a 00'>>0A — 0^ point O est extérieur au cercle auxiliaire, et l'on par ce point mener deux tangentes à ce cercle; les deux cercles donnés ont, dans chacun de ceî deux tangentes communes extérieures.
Si les deux cercles sont tangents intérieuremen a 00'= OA— O'A'; le point O' est sur la cire rence auxiliaire; on ne peut donc mener par ce qu'une tangente à ce cercle et, par suite, les cercles O et O' ont une seule tangente commune rieure.
2° Soit EE' une tangente commune intérieure, à-dire qui laisse les deux cercles O et O' de côté férents {/ig- i33). En imaginant, comme ci-dessuî parallèle O'F à EE', on verra que cette parallèl tangente à un cercle concentrique au cercle O et ( avec un rayon OF égal à la somme OE+O'E rayons des cercles donnés, d'où l'on déduira la
siruction suivante : décrivez du centre O de l'un des cercles une circonférence, avec un rayon égal à la somme des rayons des cercles proposés, et du point O' menez une tangente à ce cercle auxiliaire; F étant le point de
contact, lirez OEF, menez O'E' parallèle à OF, et, en joignant les points E et E', vous aurez la tangente demandée.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le point O' ne soit pas à l'inlérieur du cercle auxiliaire; on doit donc avoir
OO'èOF ou OO'^OE-4-O'E',
ce qui revient à dire (156) que les deux cercles proposés O et O' doivent être extérieurs Tun à l'autre ou tangents extérieurement.
Dans le premier cas, on a 00'> OE -f- O'E'; le point O' est extérieur au cercle auxiliaire; on peut donc mener par ce point deux tangentes à ce cercle, et les deux cercles O et O' ont deux tangentes communes intérieures. Dans le second cas, on a 00'= OE -f- O'E'; le point O' est sur la circonférence auxiliaire; on ne peut donc mener par ce point qu'une tangente à ce cercle, et, par suite, les cercles proposés O et O' ont une seule tangente commune intérieure.
En résumé :
Deux cercles extérieurs {fig> li^) ont quatre tan- | génies communes, deux extérieures, deux intérieures
Fig. i3^.
Deux cercles tangents extérieurement (/ig- i35) on trois tangentes communes, deux extérieures, une intérieure.
Fig. i35. Fig. i36.
Deux cercles sécants {/ig- 1 36) ont deux tangentes communes qui sont extérieures.
Deux cercles tangents intérieurement {/igune seule tangente commune, qui est extériei
Fig. 137.
Deux cercles intérieurs l'un à l'autre n'oni tangente commune.
On voit aisément que les tangentes, soit intérieures^ soit extérieures {Ji g, i33), se coupent sur la ligne des centres, qui est la bissectrice commune de leurs angles, et qu'elles sont égales entre elles (195).
Exercices et problèmes,
1. Construire un triangle ABC, connaissant le cercle inscrite et Tun des trois cercles ex-inscrits O', O^', O'^.
2. Construire un triangle ABC, connaissant deux des trois cercles ex-inscrits.
3. Construire un triangle ABC, connaissant Tanglç A» le côté opposé BC et le rayon du cercle inscrit.
k. Construire un triangle ABC, connaissant l'un ders côtés BC, la somme des deux autres côtés et le rayon du cercle inscrit.
5. Construire un triangle ABC, connaissant son périmètre, l'angle A et le rayon du cercle inscrit.
6. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle A, la hauteur h abaissée du sommet A sur le côté opposé BC et le périmètre 2p,
7. Des sommets d'un triangle ABC, comme centres, décrire trois circonférences qui se touchent deux à deux.
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