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PRÉFACE
Ces Leçons datent de bien longtemps dëji, car elles sont essentiellement le cours que mon illustre et vénéré maître, Augustin Cauchy, a fait de 1820 à i83o à rÉcole Polytechnique et à la Faculté des Sciences. Je Tavais fidèlement recueilli et rédigé^ Caucby, de son côté, a fait imprimer dans ses Exercices de Mathémati" gués et dans ses Nouveaux Exercices de Géométrie et de Phjrsique analytique, les théories' plus complètes qui, comme celle des moments linéaires et de la recherche des équations générales d^équilibré, faisaient la base de sou enseignement. De i838 ii843, j'ai pris ces Leçons autographiées pour texte du cours que je faisais a TÉcole Nor» maie ecclésiastique de la rue des Postes; et si Tincident douloureux, dont j'ai rendu compte dans la préface de mes Leçons de Calcul intégral^ n'était pas venu bouleverser mon existence, elles auraient paru il y a longtemps. La pensée d'en reprendre l'impression ne m'a pas quitté un instant, depuis vingt-quatre ans*, elle m'a surtout obsédé depuis que Cauchy n'est plus ; je regardais cette publi* cation comme un devoir sacré, parce qu'à mes yeux l'enseignement des Mathématiques supérieures, tel que Cauchy l'avait compris et l'avait fait, était l'enseignement classique par excellence. Mais, hélas ! j'ai toujours été depuis cette époque dans une situation matérielle ou morale qui me condamnait forcément à ne jamais faire ce que j'aïu'ais voulu, à faire toujours ce que je ne voulais pas. Sans place, sans chaire, sans appointements, obligé
XXII PRÉFACE
d'aller toujours au plus pressé pour gagner ma vie et la vie de ceux que la bonne Providence mettait à ma charge, je n'ai pu qu'attendre et me résigner.
Quand l'impression du Calcul des variations (ui ache* vée, il me parut trop dur de laisser enfoui dans des cartons un manuscrit précieux et riche d'avenir, à une époque surtout où l'enseignement des Mathématiques, grandement amoindri, demande d'urgence à être relevé, où la Mécanique n'est plus représentée en France que par les Leçons trop élémentaires de Navier, de Duhamel, de Slurm. Je me mis donc à l'œuvre, et je commençai une impression fatalement empêchée par une foule d'obstacles imprévus. On ne saurait se figurer ce qu'absorbent de temps la rédaction consciencieuse d'un journal comme le Cosmos ou les Mondes, et la mission de vulgarisation à laquelle je n'ai pas pu me soustraire. Mais voici que j'ai pu achever enfin le premier volume de ce grand ouvrage : la Statique analytique des corps solides et des systèmes de points matériels.
Avoir commencé par la Statique, cVst, dans les idées régnantes, en présence de programmes d'enseignement profondément bouleversés, au grand détriment de la prospérité et des progrès en France des Sciences mathématiques, une faute et presque un délit dont j'ai, avant tout, k me justifier. Je publie les Leçons de Cauchy, je devais donc lui rester fidèle. A l'époque où Cauchy enseigait, personne n'aurait eu l'idée de commencer l'étude de la Mécanique analytique par la Cinématique, qui n'existait pas encore, ou par la Dynamique. On suivait alors la marche naturelle et plus facile du simple au composé. Parce que l'idée de repos est plus élémentaire queVidéede mouvement, en ce sens qu'il n'exige point de cause ; parce que la Statique ne considère que la tendance au mouvement et sa possibilité, tandis que la Cinématique et la Dyna-
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mîque mettent en jeu le mouvement et le temps, le déplacement réel dans Tespace et dans le temps^ on débu*' uîtpar la Statique. Et, en effet, si l'idée de point matériel et de force est commune à la Statique, à la Cinématique et à la Dynamique, la Cinématique et la Dynamique, qui lui ajoutent les idées de vitesse et d'accélération, doivent nécessairement venir plus tard. Si Ton objecte qu'il est mal, dans une science toute de faits, d'emprunter à la métaphysique l'idée des forces ou des causes efficientes du mouvement qui ne sont le plus souvent que des êtres de raison, je répondrai qu'en tout cas l'idée de force est une idée première, nettement définie, dont on ne pourrait affranchir son esprit que par un effort contre nature, rajouterai que, très-disposé k ne voir dans le monde matériel que de la matière et du mouvement, à ne donner aucune existence réelle à des forces purement explicatives, comme l'attraction universelle ou moléculaire, je ne puis cependant me résoudre à admettre que les mois force de traction, d^impulsion^ de tension, depres^ non, ne soient pas des réalités positives, qu'il est permis de ramener d'abord à une idée abstraite, pour les représenter plus tard par des longueurs et par des noodsres, et les soumettre à toutes les opérations de la Géométrie et de l'Analyse. Or, la Statique ne fait pas autre chose.
Il y a sans doute du vrai dans ce passage de d'Alembert (préface de la première édition du Traité de Dynami^ue, p.xv): (( Tout ce que nous voyons bien distinctement dans le mouvement d'un corps, c'est qu'il parcourt un certain espace, et qu'il emploie un certain temps à le parcourir ; c'est donc de cette seule idée qu'on doit tirer tous les principes de la Mécanique, quand on veut les démontrer d'une manière nette et précise. Aussi ne sera-t-on pas surpris qu'en conséquence de cette réflexion j'aie, pour ainsi dire, détourné la vue de dessus les causes motrices,
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pour n'envisager uniquement que le mouvement qu'elles produisent. » Mais d'abord au mot Mécanique il faudrait dans ce passage substituer le mot Dynamique; et il n'en reste pas moins vrai que les idées de repos, d'équilibre, de force, de simple possibilité de mouvement, compté^ temenl indépendantes des idées de déplacement dans l'espace et dans le temps, ont an moins autant de réalité objective et subjective. Qui pourrait dire que l'idée de deux bommes de force ^ale, tirant ensemble sur les deux extrémités d'une corde rigide, et se faisant mutuellement équilibre, n'est pas une idée positive et complète? D'Alembert, en outre, ne faisait pas tellement abstraction des causes motrices, qu'il cessât d'attribuer un pouvoir moteur réel à la matière inerte.
Pour jeter plus de jour sur ces questions délicates, qu'il me soit permis de citer ici un passage digne d'attention de la Notice sur la vie et les ouvrages de Pierre-Louis- Georges, comte du Buat, l'auteur des Principesd'hjrdrau^ lique, et de son fils Louis-Josepb du Buat, capitaine an corps du génie, par M. Barré de Saint-Yenant. Cet opuscule, très-original, est malheureusement peu connu, parce qu'il n'a été publié que dans les Mémoires de la Société impériale des Sciences, de V Agriculture et des jé ris de Lille, année i865.
« Dans les trois Mémoires sur la Dynamique, im- » primés in-4^ chez Didot en i8a4} L.-J. du Buat défi- » nit les forces accélératrices de simples accroissements » de vitesse, et les forces motrices des produits de ces » accroissements par les masses, sans définir ces dernières » quantités. Il observe que le mot force a, dans l'usage » ordinaire, une signification différente ', qu'on désigne » ainsi la cause qui produit le mouvement et qui réside » soit dans les êtres animés, soit dans les propriétés de la » matière \ mais que la Mécanique ne considère et ne
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V mesure les forces que dans leurs effets, qui sont des )i vitesses imprimées à des masses; que Tëquilibre n'est tt que le cas particulier où les vitesses ne produisent pas » de mouvement, et que c'est, par conséquent, pour » abréger l'expression, que Ton donne à l'effet le nom de » la cause, etc. Sous celte réserve, ou avec celle définition, » du Buat emploie le mot force dans la suite de ses Me-- » moires.... Ampère (c'est toujours M. de Saint- Venant » qui parle) me disait en i834 que ces Mémoires du fils » de du Buat étaient faits avec beaucoup de talent, ei » fournissaient ainsi la preuve quV/ serait à jamais » impossible de faire une Mécanique sans forces enyi* » sagées et calculées comme telles. 11 est permis de ne » pas acquiescer à cette deuxième partie du jugement
V porté par l'illustre Académicien, et de ne point engager » ainsi l'avenir le plus éloigné. Le sage Ecossais Reid, » le philosophe moderne le moins rêveur qu'il y ait eu, » et chez qui les connaissances géométriques venaient » suffisamment en aide à un admirable bon sens pour lui » permettre de parler pertinemment de ce que les Sciences » physico-mathématiques o:it de plus général, remar- » que fort bien que leur objet n'est pas de déterminer » et d'évaluer les causes ej^cientes inconnues des 9 phénomènes, mais de découvrir et d'appliquer les lois w qu'observent constamment ceux-ci dans leur succes- » sion. Dans le fait, quel que soit un problème de Mén canique terrestre ou céleste proposé, les forces n'entrent » jamais ni dans les données, ni dans le résultat cherché 1» de la solution. On les fait intervenir pour résoudre, » et on les élimine ensuite, afin de n'avoir finalement » que du temps, ou des distances, ou des vitesses, comme » en commençant. On conçoit très-bien qu'im jour, à la » place de ces sortes d'intermédiaires d'une nature occulte » et métaphysique, on puisse n'introduire et n'invoquer,
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» pour la solution des divers problèmes de l'ordre physi- » que, que ces lois avérées des vitesses et de leurs chan- D gements suivant les circonstances, lois dont on ferait I) Papplicalion, comme un juge, à l'espèce, c*est-à-dire » aux données de chaque problème, et dont on calculerait » pour chaque cas Taccomplissement. Ce ne sera pas » bouleverser la science, ce ne sera qu'en modifier le n langage. ... Il est donc possible que les forces, ces sortes )> d*êtres problématiques, ou p1ut6l d'adjectifs substances » qui ne sont ni matière, ni esprit, êtres aveugles et » inconscients, qu'il faut douer cependant de la mer-, )) veilleuse faculté d'apprécier les distances et d'y propor- » tionner ponctuellement leur intensité, soient de plus » en plus expulsées et écartées des sciences mathéma- » tiques. Elles feraient place aux lois non-seulement » géométriques, mais aussi physiques^ qui règlent les » circonstances, les durées et les grandeurs des change- » ments de vitesse et de situation *, et cela, quel qu'en » soit l'agent excitateur, unique ou multiple, ayant ou » n'ayant pas grandeur et direction variables comme les » changements produits. Le temps n'est peut-être pasbien » loin, où, sans nier aucunement le principe de causa- » lité, qui appartient à une sphère d'idées plus élevée, » mais en laissant la cause ou les causes à leur vraie » place, qui n'est point la physique, on renoncera à la » prétention d'en faire un sujet de calculs. Aujourd'hui » certaines locutions ou alliances de mots, telles que » forces d^inertie, trav^ail d*inertie^ servent utilement » sans doute à établir l'homogénéité, en remplaçant dans » le langage les faits par des causes, ou le visible par » l'occulte, de manière à n'avoir que des équations entre » causes. Mais on trouvera sans doute le moyen de rem- » placer ces locutions par d'autres n'offrant pas, comme )) celles-ci, quelque chose de contradictoire, et opérant
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9 dans le même but une substitution inverse; ou, pour » mieux dire, de n'exprimer plus, en Mécanique, que T» les faits réels de temps et d^espace, en énonçant et en « appliquant les lois de leur succession. »
M. de Saint-Venant est allé plus loin : il a passé de la spéculation k la pratique, en publiant, en i85i, chez Bachelier, ses Principes de Mécanique fondes sur la Ciné^ matique (in->4^ lithographie).
Ces lignes renferment tout ce que Ton peut opposer de plus fort au parti que j^ai pris de commencer renseignement de la Mécanique par la Statique, en la fondant sur la notion de la force et du point matériel . Or, il suffira de quelques réflexions exposées sans ordre, pour prouver que j'ai eu raison de rester fidèle aux doctrines de Cauchy.
1® Et d'abord, du Buat ne renonce pas plus que d'Alembert i l'emploi du vaoi forces et à leur mise en jeu ; comme d'AIembert encore, il attribue un pouvoir moteur réel i la matière, ce qui est proclamer la force une réalité dans le cas le plus inadmissible. Je fais, moi aussi, grand cas des espaces parcourus, des vitesses, des accélérations, même de plusieurs ordres; mais une fois admis le principe de l'inertie de la matière, mon esprit exige qu'on fasse de ces vitesses et de ces accélérations les effets des causes dont elles mesurent naturellement et nécessairement l'intensité.
a® Il résulte des paroles citées par M. de Saint-Venant, que je suis d'accord avec Ampère, un de mes maîtres les plus illustres et les plus chers. Il ne déclarait pas seulement impossible la Mécanique sans forces : quoique ce soit a lui que revienne l'honneur d'avoir divisé la Mécanique en trois branches distinctes : Statique ^ science de l'équilibre des forces, abstraction faite du déplacement réel dans l'espace, mais sans exclure la tendance au mouvement, le mouvement possible ou virtuel; Cinématique^ science du mouvement, abstraction faite des forces;
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Dynamique, science des rapports des forces avec les déplacements et les vitesses qu'elles déterminent dans Tespace et dans le temps, ou des rapports des déplacements et des vitesses avec les forces qui les ont engendrés, il s^esl bien gardé de défendre à ses élèves de déduire les lois d'équilibre des lois du mouvement: il nous a appris au contraire à ramener les lois du mouvement aux lois de Téquilibre, comme Tout fait du reste du Buat,d'Alembert, Lagrange.
3° M. de Saint- Venant nous permettra -t «il de lui rappeler qu*il n'est pas vrai que dans la solution des problèmes de Mécanique on élimine complètement les forces pour n'avoir finalement que du temps, ou des distances, ou des vitesses? Par exemple, dans le problème du mouvement des planètes autour du soleil, une des équations fondamentales et finales est celle qui exprime que la force qui fait graviter les astres agit proportionnellement aux masses et en raison inverse du carré de la vitesse. Je veux bien, je veux même plus que tout autre, que cette force ne soit qu'explicative, que tout se passe comme si les corps s^attiraient, sans que l'attraction soit réelle; je conçois même que l'on remplace cette force explicative par l'accélération qui est une réalité et sa mesure véritable; mais je n'en maintiens pas moins qu'ici, comme dans une foule d'autres exemples, la notion de force attractive est très-naturelle, invincible même, qu'elle n^a absolument rien de contradictoii*e, matbématiquement parlant, que sans elle, au contraire, la Mécanique céleste ne serait plus intelligible.
4^ Que M. de Saint-Venant veuille bien ausM le remarquer, les forces ou causes du mouvement que nous intro* duisons dans la Statique et la Dynamique ne sont nullement ces principes de causalité physique et métaphysique qu il relègue avec raison dans une sphère d'idées plus élevée. Nous ne cherchons pas du tout comment peuvent
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sepfxxluirela traction, rimpalsion, la pression, la tension^ l'attraction qui n'est qu^une traction mutuelle idéale, la répulsion qni n'est qu^une impulsion mutuelle hypothétique, etc. Nous voyons seulement, dans ces réalités ou dans ces idéalités, des grandeurs mathématiques que nous représentons par des longueurs d*abord, puis par des nombres rapports de ces grandeurs, et que nous soumettons au calcul, sans que la notion primitive de forces cesse d^êtrc présente à notre esprit^ alors même qu'elle se transforme en déplacement dans l'espace et dans le temps, en vitesse et en accélération.
5^ Certains esprits trouvent étrange qu'on déGnisse la force une cause de mouvement, alors que le mouvement devient lui-même une cause de mouvement et par conséquent une force. Je ne comprends rien à ce scrupule exagéré. Parla même que le mouvement est Teffet de la force, ou qu^il est né de la force, il a en lui, si nous pouvons nous exprimer ainsi, la réalité de la force et peut produire ce qu'elle produisait. Qui pourrait nier que la pierre lancée par la main, emmagasine et emporte avec elle l'effort exercé par la main, et qu elle peut par conséquent l'exercer k son tour.
En résumé: il est légitime, premièrement, de conserver la notion de forces, inséparable de notre nature, et à laquelle on ne renoncerait que pour y revenir malgré soi-, secondement^ il est non moins légitime de commencer par la Statique fondée sur la seule idée de forces, et de forces se faisant équilibre, tandis que la Cinématique, par cela même que dans son enseignement actuel elle comprend les accélérations, implique à la fois et l'idée de force et ridée de déplacement dans l'espace, tandis que la Dynamique à l'idée de forces et de déplacement dans l'espace ajoute encore l'idée de temps ou de déplacement dans le temps.
Et qu'on ne dise pas qu'en introduisant dans laSla tique
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la notion de vitesse virtuelle nous nous mettons en contradiction avec nous-mème ! Sturm, esprit excellent, qui ne montra jamais de tendance au paradoxe, a depuis longtemps fait bonne justice de ce semblant d^objection, et on nous permettra de rappeler ce qu'il disait peu de temps avant sa mort (Avertissement de son Cours de Mécani^ que édité par M. Proubet ; Paris, Bachelier, 1.861).
(( La Statique emprunte à Texpérience la notion du V point matériel et celle de la force: avec ces seuls prin- » cipes elle s'achève comme une science purement géo- » métrique. La Dynamique se distingue de la Statique » par Tintroduction de plusieurs notions nouvelles, tout » à fait étrangères à la Statique, telles que le mouvement, » la masse, le temps. Dans Tordre naturel, où l'on passe » du simple au composé, on doit donc commencer par » la Statique. Mais nous avons changé tout cela, ou » plutôt on a changé tout cela! Les conditions d'équilibre ^ )» sont indépendantes des idées de temps et de mouve* )) ment. Il ne faut pas dire que le théorème des vitesses » virtuelles soit le principe de la Statique, il n'en est que )) le résumé. Le véritable principe est le théorème de la » composition des forces. »
D'accord avec Slurm, quant au fond, je me permets de me séparer de lui dans quelques détails, et ce que je vais dire jettera un jour nouveau sur les questions délicates que nous avons déjà discutées. Nous n'admettons pas que les notions du point matériel et de la force soient emprunttécs a l'expérience *, ce sont au contraire deux notions abstraites de notre esprit comme toutes les grandeurs géométriques, de sorte que la Statique analytique est essentiellement une étude mathématique. C'est comme telle que je l'offre a mes lecteurs, et, parce que je la voulais ainsi, j'ai adopté les méthodes de Cauchy qui sont toujours des chefs-d'œuvre d'analyse. Sous ce rapport, l'ouvrage que je publie avec confiance et sécurité contribuera
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k relever ea France renseignement inaibématique, dont tout le monde avoue l'aflaiblissement et la décadence. Chose étrange! pendant que Fécole allemande, notre rivale autrefois, notre maîtresse aujourd'hui, reste fidèle aux principes, à la manière, aux notations de Cauchy, eu France chacun se fait une méthode et des procédés à lui, méthode hybride, mélange inconsidéré d'analyse et de géométrie^ procédés indirects, sortes de petits tours de force imaginés dans chaque cas particulier pour les besoins du moment, mais qui ne constituent pas un enseignement logique et complet, que rien ne grave dans l'esprit, et qui ne préparent pas à l'étude des œuvres des maîtres.
Sturm attribue la notion de masse à la Dynamique; avec Cauchy je Tai introduite dans la Statique, parce qu'elle se rattache essentiellement à la notion de la force, du corps et même du point matériel. Je suis d'ailleurs intimement convaincu que la matière ou les corps sont for* mes essentiellement de points matériels, non pas géométriques, mais physiques ; et dans cet ordre d idées, force est de maintenir plus que jamais l'ancienne définition de la masse : quantité de matière contenue dans un corps, ou mieux nombre d'atomes physiques qu'il contient; et de la densité : masse sous P unité {te volume^ ou rapport de la quantité de matière au volume qui la contient. Outre que la décomposition actuelle de la matière en éléments simples est une vérité physique et métaphysique incontestable, recourir trop tard, pour définir la masse, à la vitesse ou à l'accélération de la vitesse, c'est certainement faire un paralogisme, passer d'un genre à l'autre, et marcher à rebours, du composé au simple. Comment une somme d'éléments simples peut-elle faire masse ou poids? c'est le mystère de la matière et de la pesanteur, le plus écrasant des mystères de la nature.
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Puis(|ue je suis en train de rétablir les principes, je veux répondre à cette autre question : Empruntons -nous à Texpérience le théorème du parallélogramme des forces, ou bien est-il une vérité nécessaire, à la démonstration de laquelle la raison et le raisonnement suflBsent pleinement? Beaucoup de géomètres, et parmi eux M. de Saint- Venant, affirment que la résultante de deux forces et de deux vitesses n^est pas essentiellement représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces ou les deux vitesses données. Ils accordent qu^il en est ainsi dans Tordre de choses établi, mais qu^il pourrait en être tout autrement dans un ordre de choses différent, et que par conséquent le parallélogramme des forces doit être accepté comme une donnée d^expérience. Je suis d'une opinion diamétralement opposée^ dans ma conviction intime, et dans la réalité des choses, le parallélogramme des forces est une vérité d'ordre à la fois géométrique et métaphysique. Deux forces de même nature, ramenées a l'idée première de traction et d'impulsion, agissant dans deux directions formant un angle et représentées par deux longueurs, sont nécessairement, essentiellement éf{uivalentes à une force unique représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les longueurs qui représentent les forces. La raison eu est : i^ que chacune des forces, même sous l'influence antagoniste de l'autre, doit produire dans sa direction tout l'effet dont elle est capable; a^ que les trois forces, les deux composantes et les résultantes, par la nature même des choses, tendent à produire et doivent produire un effet proportionnel à leur intensité; or les deux composantes ne produiront leur maximum d*effet, et les trois forces, composantes et résultantes, n'agiront proportionnellement à leur intensité, qu'autant que le mobile n'aura aucune tendance à quitter la diago-
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nale du parallélogramme construit sur les forces, et que la résultante sera représentée en grandeur et en direction par cette diagonale. Cette déduction, que j^avais conçue et formulée il y a bien longtemps, a été assez nettement exposée dans les Mondes^ livraison du as& novembre 1866, t. XII, p. 469, par M. Tabbé Soufflet, mon élève et mon ami. Je crois pouvoir ajouter que s'il est difficile, pour ne pas dire impossible, de démontrer le parallélogramme des forces, c'est précisément parce qu'il est une vérité essentielle, un premier principe plus évident en lui-même que tout ce par quoi on voudrait l'établir. Si je Tosais, j irais presque jusqu'à dire que toutes ou presque toutes les démonstrations du parallélogramme des forces essayées jusqu'ici sont entachées d'un cercle vicieux visible ou caché. Par exemple, quand je vois que dans la première démonstration que je donne, p. 6 et suiv., il a fallu passer du cas plus simple de deux forces dans un plan au cas plus complexe de trois forces dans l'espace, je suis forcé de la considérer comme défectueuse- La seconde démonstration de M. Cauchy, p. i3 et suiv., comme celles de Monge et de Sturm, procèdent par le recours à Tabsurde, et toutes les démonstrations par Tabsurde son t pour moi fatalement suspectes, quoique dans certains cas elles puissent être exactes.
Mais c'est assez faire de la métaphysique, il est temps, plus que temps de dire en quoi ce volume diffère principalement des ouvrages du même genre, et ce qu'il contient, nous ne dirons pas de nouveau, mais de propre ou de caractéristique, f^e fond est de M. Cauchy : on y trouvera tout ce qui a été publié sur la matière par Timcomparable géomètre; mais, comme pour le Calcul différentiel et le Calcul intégral, j'ai consacré une large place à l'analyse des travaux-accomplis par les auteurs de Traités ou Mémoires relatifs à la Mécanique analytique.
Le couple de Poiusot joue un très-petit rôle dans ma I. c
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Statique : c*est k peine si je lui ai consacré quelques pages. C'est que le couple est essentiellement une conception géomëlrique, tandis que le moment linéaire introduit par Cauchy, quoique géométrique aussi dans sa définition première, se prête admirablement bien à Tanalyse.
J'aurais pu renvoyer au Calcul int^ral la plus grande partie de la septième Leçon, consacrée à la détermination des arcs de courbe, des surfaces courbes et des volumes; mais Cauchy croyait nécessaire de revenir dans son Traité de Mécanique sur ces notions fondamentales, et j*ai laissé la Leçon telle qu'il Ta écrite.
Dans la huitième Leçon, je me suis fait un devoir de réunir le plus grand nombre possible d'exemples de la détermination du centre de gravité, parce que les théories ne deviennent tout à fait familières a l'esprit que par de nombreuses applications.
La neuvième Leçon est une des dernières rédactions de Cauchy, elle fait double avec la septième; mais mon maître y tenait beaucoup, quoiqu'elle fût peut-èlre moins digne de sa haute réputation, et, après beaucoup d^hésitations, je me suis décidé à la reproduire en l'abrégeant. Elle contient d'ailleurs beaucoup de notions et de définitions importantes et précises; elle m'a permis aussi de combler une lacune très-regrettable de tous les Traités de Géométrie, en définissant et caractérisant mieux qu^on ne le fait ordinairement l'^alité de deux rapports cornmensurables ou incommensurables.
La dixième Leçon, toute neuve pour la France, résume une des plus belles synthèses de Mœbius et de Min* ding; elle donnera une idée des progrès accomplis en Allemagne. Je n'ai guère fait que traduire la rédaction de mon savant ami M. Broch, de Christiania, dont la Mécanique en deux volumes m'a été si grandement utile pour l'achèvement de ce Traité. L'application de cette
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curieuse théorie à la recherche des conditions d^équîlibre des corps à la fois pesants et magnétiques est très-simple et je ne devais pas Tomettre.
La onzième Leçon est presque littéralement une des Leçons de Physique mathématique données par Ampère au Collège de France. La transformation de Téquation de la chaînette et le mode de calcul de ses deux coefficients sont de M. Broch, ainsi que ie tableau numérique que j'aurais pu, à la rigueur^ laisser de c6té. La chaînette d'égale résistance de Coriolis ne méritait pas Toublî auquel on Ta condamnée \ on la retrouvera avec plaisir.
La douzième Leçon est certainement un des chefsd^œuvre de Cauchy ^ je la recommande d^autant plus à Tattention de mes lecteurs, qu^on tend à lui substituer d'autres théories qui n'ont ni la même généralité ni la même rigueur. La démonstration du principe des vitesses virtuelles est admirable d'élégance, mais les vitesses virtuelles n'y font leur entrée que comme moyen accessoire d'élimination, et voilà pourquoi je lui ai joint la démonstration d'Ampère, plus indépendante et plus directe, facile, en outre, à convertir en démonstration purement géométrique, de manière à pouvoir entrer dans les éléments de Mécanique physique, dont le principe des vitesses est l'âme, âme, hélas ! méconnue de presque tous les auteurs français modernes.
J'ai puisé les matériaux de la treizième Leçon dans le Traité de M. Broch ^ elle est belle dans sa simplicité, et je la recommande spécialement aux jeunes gens qui se préparent à la licence ou au doctorat. Le passage du polygone funiculaire à la chaînette est de bonne et savante analyse. L'application du principe des vitesses virtuelles au cas de forces invariables agissant sur un corps mobile dans l'espace est intéressante.
La quatorzième Leçon, Des changements rie coorâon^
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nées dans les questiotu de Mécanique y est neuve, et j'y ai réuui ce qui a éxé publié sur ce sujet par les auteurs modernes. L'ënumération de celles des fonctions de coordonnées qui ne changent pas dans le passage d'un système à Tautre est très-importante, et elle n^avait pas été faite assez complètement. Quoique la manière analytique de M. Lamé soit tout à fait différente de celle de Cauchy, je ne devais pas négliger sa fonction -de- point, ses coordonnées curvilignes et ses «urfaces orthogonales. L'établissement des conditions d'orthogonal ité et l'évaluation des paramètres différentiels du premier et du second sont arides et difficiles, surtout en raison des notations par trop arbitraires*, mais elles sont indispensables à ceux qui voudront lire les savants Traités de Télasticité et de la chaleur.
Jusqu'ici, je ne sais pourquoi, on renvoyait la théorie des moments d'inertie et des rayons de gyration à ta Dynamique, où elle avait l'inconvénient grave d'interrompre ou de scinder en deux la théorie capitale du mouvement de rotation d'un corps autour d'un axe ou d'un point fixe. Elle se rattache naturellement à l'étude des changements de coordonnées; on me saura gré de l'avoir déplacée et de lui avoir consacré deux Leçons tout entières, la quinzième et la seizième*, je Tai faite, d'ailleurs, aussi complète que possible. Incomplète chez Cauchy, la démonstration de la réalité des trois racines de l'équation du troisième degré ne laisse ici rien à désirer. J'ai pris dans les Traités de M. Broch, de M. Macquorn Rankine et du R. P. Jullien toutes les applications intéressantes ou instructives, sans omettre le tableau de la page 428* La seizième Leçon est tout à fait capitale, et elle demandera une étude particulière, d^autant plus que les problèmes qu'on y résout n'ont nullement fixé l'attention des géomètres français. La manière dont
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M. Peslin rattache la surface des ondes de Fresnel à la théorie des moments d'inertie et des axes de gyration est aussi originale qu'imprévue. Je me serais fait un scrupule de laisser entièrement de côté la précieuse addition que cette même théorie doit à M. Haton de la Goupillière, et je me félicite d'avoir ouvert le premier les portes de renseignement classique au moment d'axe et au paramètre du moment de cet habile géomètre.
La dix-septième Leçon est Texposé le plus direct, le plus rigoureux et le plus parfait à la fois de la grande et belle théorie de Fattraciion des corps ; on le doit k M. Dirichlet, et j'avais déjà publié la partie analytique de ce beau travail dans mes Leçons de Calcul intègraL La rédaction que j'en donne aujourd'hui a été faite par M. Broch, et l'on s'étonnera qu'il ait pu établir à si peu de frais des théorèmes auxquels l'illustre auteur de la Mécanique céleste arrive si longuement et si péniblement.
En réalité, cet exposé, beaucoup plus complet qu'on n'aurait même pu l'espérer, suffisait amplement; mais il est, relativement à rattractix>n, des théorèmes célèbres, ceux de Newton, de Maclaurin, d'Ivory, auxquels on ne doit pas rester étranger; et le plus éminent de nos géomètres modernes, M. Chasles, est arrivé, par une voie très-différente, à présenter la théorie de l'attraction des corps sous un jour synthétique qui fait mieux ressortir une foule de propriétés nouvelles ou de théorèmes nouveaux. Grâce à l'afiection dont il veut bien m'hooorer, j'ai pu consacrer aux découvertes de M. Chasles une Leçon tout entière, la dix-huitième, où l'on trouvera réunis un grand nombre de travaux épars dans les Mémoires de V jicadémie des Sciences, les Comptes rendus^ le Jour^ nal de r École Polytechnique et la Connaissance des Temps. Les calculs de l'attraction des paraboloïdes par
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M. Bourget, de raUractîon des polyèdres par M. Mahler, de rattraclioD d^un ellipsoïde par M. Mathey, dans le cas où raction ëlémentaire est en raison inverse de la puissance a/t de la distance, sont à peu près tout ce qu^on a ajouté à la vieille doctrine de Tatlraction des sphéroïdes; nous leur avous réservé une place exiguë, mais honorable.
Dans la dix-neuvième Leçon je reviens au potentiel entrevu par Laplace, calculé par Poisson, mais dont Gauss seul a conçu la portée, et qui est aujourd'hui un des principes les plus féconds des Sciences mathématiques. M. LindelœfT, et jeTen remercie, a bien voulu faire pour la théorie du potentiel ce qu'il avait déjà fait pour moi des théories du calcul des variations; il la ramène à une simplicité très-grande, en même temps qu il analyse avec une fidélité absolue les beaux Mémoires de Gauss.
La vingtième Leçon contient l'application de la théorie du potentiel à l'établissement des lois des phénomènes du magnétisme terrestre, le chef-d'œuvre de Gauss, et une élude abrégée des célèbres fonctions P„, ¥„, X„, Y„ de Laplace, Poisson et Legendre, rédigée par M. Laurent, jeune géomètre très-distingué, qui continuera dans une autre direction la gloire de son père, l'éminent chimiste que la France pleure encore. Le jeune répétiteur de l'Ecole Polytechnique, qui, dans la Statique, ne m'a prêté qu'un faible concours, m'aidera au contraire très-activement dans la rédaction des deux autres volumes de cet ouvrage, \aL Dynamique, V Hydraulique statique et dynamique.
Il restait enfin, pour terminer, à donner un aperçu général, mais aussi entier que possible, toujours d'après Cauchy, de la théorie des actions moléculaires. M. Barré de Saint-Venant, élève et continuateur du grand maître, m'a offert de la rédiger, et j'ai accepté de grand cœur. Fatalement amoindri dans notre France dont il est, cepen* dant,une des gloires mathématiques les plus pures, M. de
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Saint- Venaut jouit à Tétranger d'une réputation que nous oserions appeler grandiose.
Dans le champ des théories et des calculs relatifs à l'élasticité^ aux pressions, aux torsions, aux flexions avec glissement, il a devancé tous les autres, et il n'est personne au delà de la Manche et du Rhin qui ne le place au premier rang. Toutes les fois que, pour ces matières si délicates, je me suis adressé à un savant anglais ou allemand, je recevais toujours la même réponse : «Vous avez prés de vous Tautoritépar excellence, M. de Saint- Venant, consultez-le, écoutez- le, suivez-le. » C'est, par exemple, ce que m'écrivit un jour M. von Ettingshausen à qui je demandais s'il avait achevé sa Théorie de V élasticité ^ il ajoutait que notre Académie des Sciences a grand tort, très-grand tort, de ne pas ouvrir son sein a un géomètre si haut placé dans l'opinion des juges les plus compétents. Espérons que ce tort sera bientôt réparé. La rédaction des vingt et unième et vingt-deuxième Leçons de ce volume ne peut qu'ajouter a sa réputation ; je l'aurais comprise peut^'ètre autrement, mais je ne l'aurais certainement ni mieux, ni même aussi bien faite.
Encore quelques souvenirs d'amitié reconnaissante et une justification. M. Radau, mon collaborateur habituel, élève de la grande école de Kœnigsberg, si riche des traditions des Bessel, des Jacobi, des Richelot, des Neumann^ m'a plus d'une fois aidé de la sûreté de son jugement et de l'habileté de son analyse.
Deux amis dévoués qui m'ont souvent donné des preuves de leur aiTection, M. Henri Giffard, l'inventeur heureux et à jamais célèbre de Tinjecteur, M. Hippolyte Marinoni, un de nos plus habiles mécaniciens, le chef en France de la grande industrie des presses typographiques et lithographiques à grande vitesse, à qui l'Exposition de 1867 devait la plus élevée de ses récompenses, ont
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bien voulu faire pour moi la plus grande partie des frais d'impression de ce volume; je ne l'oublierai jamais. M. Gautbier-Villars m'a rendu facile l'impression du reste du volume, et M. Bailleul, en me harcelant sans cesse, m^a enfin arraché les derniers feuillets de copie. Je les remercie de leur bon concours.
On trouvera étrange que le nom de M. Poncelet, le législateur en France de la Mécanique appliquée, ne soit pas prononcé dans cet Ouvrage-, cela vient de ce que j'ai dû faire ici et que j'ai fait de l'analyse, de Téquilibre et du moment virtuel, tandis que M. Poncelet est le chef d'école de la synthèse, du mouvement et du travail.
Mais j'ai pour M. Poncelet une admiration sincère, une estime profonde, une affection reconnaissante et j'espère lui causer bientôt une agréable surprise. J'ai dit que je publierais la Mécanique rationnelle et physique d'Ampère; or, la Mécanique de mon second maitre fut et sera un triomphe pour M. Poncelet. Ampère le comprenait et relevait à sa grande hauteur, quand Cauchy, empêché par une différence énorme de tempérament scientifique, hésitait et faisait des réserves.
La Dynamique analytique pourra paraître prochainement en trois grosses livraisons : i° Cinématique '^ 2° Djnamique proprement dite^ 3° Equations générales de la Mécanique.
En tout cas la Statique forme un tout complet.
Au Coslen, près Guéméné-sur-ScoriT (Morbihâo), 3i âoût 1867.
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PREMIÈRE LEÇON
Définitions : Mécanique, mâssc, point matériel, résultante, coniposantes. — Résultante de deux ou plusieurs forces appliquées k un point matériel.
1 . La science de la Mécanique, qui sera T objet de ces leçons, se divise en deux parties, la Statique et la Dynamique. Dans la mécanique on suppose les corps sollicités au mouvement par des causes qu'on appelleybrce5, et l'on cherche les conditions d'équilibre ou de mouvement de ces mêmes corps. La détermination des équations d'équilibre appartient à la statique, celle des équations de mouvement à la dynamique.
2. On appelle masse d'un corps la quantité de matière qu'il renferme. Cette quantité de matière peut être plus
OU moins considérable sous un volume donné. Et réciproquement, on peut, sans changer la masse, admettre que le volume est augmenté ou diminué. Cela posé, concevons que, la masse restant la même, les dimensions du volume viennent à décroître indéfiniment, on finira par obtenir une masse finie concentrée sensiblement sur un seul points ou ce qu'on appelle un point matériel, Â ce point matériel, pris dans Tétat de repos, pourront être appliquées une ou plusieurs forces dirigées suivant une ou plusieurs droites données. Si, pour fixer les idées, on suppose d'abord qu'une seule force lui soit appliquée^ il en résultera dès le premier instant une tendance au mouvement dans la direction de cette force. Et si à ce même instant le mouvement est arrêté par un obstacle fixe, le mobile exercera contre cet obstacle un certain effet appelé pression. C'est ainsi, par exemple, qu'un corps abandonné à l'action de la pesanteur, et posé sur un des bassins d'une balance, exerce contre la surface horizontale de ce bassin une pression k laquelle on a donné le nom de poids,
3. Comme les pressions sont les seuls effets que les forces produisent dans le cas d'équilibre, on est convenu, en statique, de mesurer l'intensité d*une force appliquée à un point matériel, par le moyen de la pression que ce point matériel exerce contre un plan fixe perpendiculaire à la direction de la force. Cette convention une fois admise, si l'on désigne par p la pression que produit la force P appliquée à un point matériel donné, les pressions
2/?, 3/?, 4p7'"i pourront résulter, soit de l'application faîte au point matériel donné de 2 , 3, 4 9 • • • 9 forces égales à P et dirigées dans le même sens, soit de l'application d'une force unique que Ton prendra successivement égale à
aP, 3P, 4P,....
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Oc même, 6\ Ton désigne par P, P', P', . . . , plusieurs forces capables de produire séparément les pressions
Py P ^ P »' "f
la pression
pourra résulter soit de Taclion simultanée des forces P, P', V^\ . . . , appliqué^ au poin( donné, dans la même direction, soit de Taction d'une force unique
P-hP'-hP'H- ....
En général, lorsque plusieurs forces P,P', P^, ..., sont appliquées a un point matériel, soil dans la même direction, soit dans des directions différentes, il en résulte une pression unique suivant une direction déterminée. La force R qui serait capable, à elle seule, de produire cette pression unique, est ce qu'on appelle la résultante de toutes les forces données. Celles-ci prennent le nom de composentes. Si les directions coïncident, la résultante R, d'apris ce qui a été dit ci-dessus, aiira la même direction et sera égale à leur somme, c'est-à-dire que Ton
aura
4. Supposons maintenant que parmi les forces appliquées au point matériel donné, les unes
PTj' p" n/f
soient dirigées suivant une certaine droite el dans le même sens, les autres
suivant la même droite, mais dans le sens contraire^ concevons d'abord, pour fixer les idées, le système des forces P, P', . . . , réduit à la seule force P, et le système des forces Q, Q', . • ., à la seule force Q. Si les forces P, Q, dirigées suivant la même droite, mais en sens con-
iraires, sont égales entre elles, le point matériel restera évidemment en équilibre, sans que Ton soit obligé d*arrêter son mouvement par un obstacle fixe; et par suite la pression se trouvera réduite à zéro, toutes les fois que l'on aura
Si au contraire les intensités des forces P et Q sont inégales, en sorte que, P désignant la plus grande, on ait
le point matériel se trouvera dans le même cas que s'il était sollicité au mouvement, i^ par deux forces Q égales et agissant en sens contraire, 2^ par une force R dirigée dans le sens de la force P; on pourra faire abstraction des forces Q qui se neutralisent réciproquement, et con* sidérer le point comme uniquement soumis à l'action de la force R = P — Q.
Cette dernière force sera donc la résultante des deux forces P et Q. La même résultante serait Q — P et dirigée dans le sous de la force Q, si l'on avait
Lorsque le point matériel est soumis, 1° à l'action des forces P, P', P', . . . dirigées suivant une même droite et dans le même sens, a** à l'action des forces Q, Q', Q", . . . dirigées suivant la même droite, mais en sens contraire, on remplace les forces P, P', P", . . . par une force unique égale à P -f- F-f- P+ . . . et les forces Q, Q', Q^, . . . par une force unique égale à Q -H Q' 4- Q" 4- . . . .
Cela posé, les deux forces
P -h P' 4- ?'' + .,. et Q-hQ' + Q'' + ...,
dirigées suivant la même droite, mais en sens contraires, auront une résultante égale à
P-hP'-HP''4-... — Q — Q' — Q'— ...
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lît dirigée dans le sens des forces P, P' , . . . ; ou une résultante unique
Qh- Q' ■+■ Q" . — P — P' — P*' — . . . dans le sens des forces Q, Q' , . . . , suivant qu^on aura
P H- P' -+- P'' -+^ . . . > Q -+- Q' + Q'^ + . . . ou
Q -f-Q'-HQ"-+- . . . >P -hP' -^P"-h . . ..
En résumé, la résultante sera égale à la valeur numérique de la difTérence
et dirigée dans le sens des forces P, P', P'', ... ou en sens contraire, suivant que cette dîflereuce sera positive ou négative.
Si Ton avait
P -h P'-hP'H- . . . = Q -H Q' + Q" -4- . . . ,
le point matériel se trouvant sollicité au mouvement par des forces égales et directement opposées, resterait en équilibre, et la résultante
R = ±(P-hP'4-P"-t-..— Q — Q' — Q^— ...) se trouverait réduite ci zéro.
5. Considérons à présent un point matériel sollicité au mouvement par plusieurs forces agissant dans des directions différentes ; ce point matériel ne tendra à se mouvoir que dans une seule direction et avec une certaine intensité : rien n'empêche évidemment d'attribuer cette tendance au mouvement dans une direction unique et avec une certaine intensité à Faction d'une force unique, apte par là même à remplacer les forces primitives, et qui sera leur résultante*, les forces primitive* ment appliquées seront h leur tour les composantes de la résultante unique.
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6. Supposons que ces forces se réduisent à deux, appliquées au point A ; concevons que Ton représente Tintensité de chaque force par une longueur portée sur sa direction, à partir du point où elle est appliquée.
Soient AB, AC (fig- i), ces longueurs ou ces forces, et R leur résultante : i^ cette résiJtante sera dans le plan ABC des deux forces, parce que, s^il y avait quelque raison pour que le point A tendit à sortir de ce plan d'un côté, en dessus ou en dessous, la même raison existerait pour qu'il en sortit de Tautre côté^ a^ cette résultante sera dirigée dans Tangle BAC formé par la direction des deux forces, car il n'existe aucune raison pour que le point A tende à sortir de* cet angle; au contraire la force Q tend à l'éloigner de l'angle BAC, la force P de l'angle B'AC, et les deux forces réunies de Tangle B'AC; il restera donc dans l'angle BAC ; 3** dans le cas où les deux forces P et Q seraient ^ales, la résultante couperait évidemment en deux parties ^les l'angle des deux forces.
LcHMÈ I. — Si ton désigne pàr'K la résultante de deux forces P e^ Q simultanément appliquées au point A, et par X un nombre quèlconquey là résultante des deux forces égales aux produits Px, Q x et dirigées suivant les mêmes droites que les forces P e« Q, sera représentée par le produit Rx et dirigée suii^ant la même droite que la force R.
Démonstration, — Premier cas, x est nn nombre entier m. Les deu^ forces Vx = Pm, Qx = Qm, équivalent à m forces égalées à Pou Q. Or chaque paire de forces P, Q, a, par hypothèse, une résuliatile R; donc les m forces P, Q auront m résultantes R, dirigées toutes suivant la même droite que R, qui s'ajouteront par conséquent et donneront une résultante unique mR ou R.r.
Deuxième cas, x est une fraction -î n étant un nombre
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eotier. Appelons R' la ré&ultanie des deux forces
Pjt = - = P', Qx = ^ = Q',
puisque ron a P = nP', Q = nQ[y la résultanle R des forces P et Q devra (i*"" cas) coïncider en direction avec R' et être égale à nB!'^ on aura donc
/iR'=R, R'=- = P^a:,
c'est-à-dire que la résultante des deux forces Pjt, Qx, coïncide en direction avec la résultante R de P et Q et est ^ale à Rx.
Troisième cas. J? est un nombre fractionnaire —9 m et n
étant des nombres entiers. Les forces
P4: = — P = iw -=/wP', Qx = — Q =//!- = //iQ, n n n n
équivalent à n forces P', Q'; or, si Ton appelle R' la ré-
sultante de P'= -> 0'= — t cette résultante R' (a'' cas)
aura la direction de la résultante R des deux forces P, Q,
et sera égale à — *, d'autre part [i*' cas) la résultante des forces Par = m P, Qx = mQ', aura la direction de R' et sera escale à m R' == — R = Rx: donc la résultante de Px,
Qx coïncide en direction avec R et est égale k Rx.
Quatrième cas* x est un nombre irrationnel. On pourra faire varier les nombres entiers m et /i de manière que
la fraction — converge vers la limite x, et il est clair que, n
dans ce cas, la résultante des forces > —-^ > toujours
lit R dirigée suivant la même droite, et toujours égale à — 9
tendra de plus en plus à se confondre en grandeur et en direction avec la résultante des forces Par, Qx. Donc cette dernière résultante sera dirigée suivant la même droite que la force R, et elle aura pour mesure la limite du pro-
duit > c'est-à-dire le produit Rx.
Corollaire, — Désignons par les notations PQ, PR,
QR les angles compris entre les directions des deux forces P, Q et leur résultante R) et concevons pour fixer les idées que les forces P, Q, R soient représentées {Jig- 2) par les trois droites AB, AC, AD. Menons par le point A la droite AE qui fasse avec AB ou P Pangle
QR, et la droite AF qui fasse avec AC ou Q l'angle PR. Si, suivant AD et AE, on appliquait deux forces Px et Qx, elles auraient pour résultante une force Rx dirigée suivant AB, et comme rien n'empêche de faire
Rx = P, a: = -g-î ce qui donne Vx = ■— > Qx = -^j il
R H. Il
en résulte que la force P peut être remplacée par deux
, P* . . î PQ
forces, Tune -- dirigée suivant AD, l'autre -rr- dirigée
suivant AE. On prouvera de la même manière que la force Q peut être remplacée par deux autres, l'une ~
dirigée suivant AD, l'autre -^ dirigée suivant AF. Les
deux forces P, Q peuvent donc être remplacées par deux
forces ~7 ^ ayant la direction de la résultante R, et par
doux forces égales -^5 -:^ diiigées suivant les lignes AE
et AF,
Lemme II. — La tésultanlc R de deux forces P, Q
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^itt se coupent à angle droit, est représentée en gran^ deur par la diagonale du rectangle construit sur les deux composantes, en sorte qi^on a
Démonstration. — Concevons quon remplace la force
pj PQ
P par les deux composantes -^ et -~^9 qui forment avec elle
les angles PR et QR ou dirigées [fig* 3) suivant AD, AE;
Q' PO
et la force Q par deux composantes ^ et -^9 qui forment
avec elle les angles QR et PR ou dirigées suivant AD, AF. Les deux forces équivalentes à -~ formant chacune avec
la direction AD de R un angle égal à PQ, formeront entre elles un angle égal au double de r(^. Donc, puisque Vangle PQ est droit par hypothèse, AF sera le prolongement de AE, les deux forces -Régales, mais directement oppo-
sées , se feront équilibre , tandis que les forces ^ 9 —- 9
dirigées suivant la même droite AD que la résultante R,
s'ajouteront et devront reproduire Rj on aura donc
d'où Ton déduit immédiatement Téquation
R' = P' 4- Q'; ce qu il fallait démontrer.
Lemm£ III. — La résultante Q de deux forces P, Q^ ijui se coupent à angles droits^ est représentée non-seu- Icment en grandeur, ainsi quon vient de le prou^er^
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mais encore en direction^ par la diagonale du rectangle construit sur les deux composantes.
Démonstration, — Cette proposition est évidenle dans le cas où les forces P, Q, sont égales entre elles, car alors la résultante R, devant nécessairement diviser
Tangle PQ en deux parties égales, coïncide a^ec la diagonale du carré construit sur les deux forces, et le lemme II donne
R»=aP% R = Pv/2.
Le Icmme III se démontre encore facilement dans le
cas où l'on suppose Q' tî= aP', ou Q = Py^. En effet, considérons trois forces égales P dirigées suivant trois droites qui soient perpendiculaires Tune à Tautre. Ces trois forces seront représentées par trois arëles d'un cube qui aboutiront à un même sommet. De plus, la résul-
unte de deux de ces forces étant égale à Py^a, et dirigée suivant la diagonale d'une des faces du cube, la résultante R des trois forces sera nécessairement comprise dans tout plan qui renfermera Tune des forces P, et la diagonale du carré construit sur les deux autres. Or il existe trois plans de cette espèce, et ces trois plans se coupent suivant la diagonale du cube. Donc la résultante des trois forces P, ou, ce qui revient au même, la résultante des forces P et P ^2, qui se coupent à angles droits, sera dirigée suivant la diagonale du cube, laquelle est en même temps la diagonale du rectangle construit sur les
forces P et P ^2.
On prouverait absolument de la même manière que si Ton désigne par m un nombre entier, et si Ton suppose
le lemmc III démontré dans le cas où Ton a Q == P ^m, la résultante de trois forces respectivement équivalentes à
l>, P, Pv^,
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et représentées par trois droites perpendiculaires entre elles, sera dirigée suivant la diagonale du parai léli pi pède rectangle qui aura pour côtés ces mêmes droites. On en conclut que, dans lliypothèse admise, le lemroe III subsistera encore si Ton prend pour Q la résultante des
forces P et P ^/?*, c'est-à-dire si l'on fait Q == P ^m 4- i . D'ailleurs le lemme III est évident quand on a Q := P ou, ce qui revient au même, m = i . Donc ce lemme subsistera encore si l'on prend Q = P ^i -f- 1 = P v'a , ou
Q == P v^2 + i = P v^, . . . ou en général Q = P ^m^ m étant un nombre entier quelconque.
Concevons tnaintenant que, m et n désignant deux nombfes entiers, ton construise un parallélipipède rectangle qui ait pour côtés trois droites propres à représenter les trois forces
P, P^, Pv^.
La résultante de ces trois forces sera évidemment comprise : \^ dans le plan qui renferme la force V^ln et la diagonale Pvm-ï-i du rectangle construit sur les forces P, P^fW5 2*^ dans le plan qui renferme la force P ^i et la diagonale V^n -f- i du rectangle construit sur les forces P, P sfn^ Donc cette résultante sera dirigée suivant la diagonale du parallélipipède, et le plan qtti i^nferme la même résultante avec la force P, coupera le plan des deux forces Py^, P^n suivant la diagonale du rectangle construit sur ces deux forces. Donc la ré-
sulunte des forcés PV'^i, P^, qui doit évidemment être comprise dans le plan dont il s'agit, sera dirigée suivant cette dernière diagonale. Donc le lemme III subsistera quand on remplacera les forces P et Q par deux
forces égales à P\^, PV" ? c'est-à-dire par deux forces dont les carrés soient entre eux dans le rapport de m à n ;
~ = — ou
donc le lemme III subsistera encore entre les forces P et Q si Ton suppose
Q = PV/?-
Soit maintenant Q = Px, X désignant un nombre quelconque. On pourra faire varier les nombres entiers
m et riy de manière que le rapport — converge vers la
limite x*, et il est clair que, dans ce cas, la résultante des
forces P, P i/ — j dirigées suivant deux droites perpen-
dictdaires Tune k Taulre, tendra de plus en plus à se confondre en grandeur et en direction, d'une part avec la résultante des forces P, Par, et d'autre part avec la diagonale du rectangle construit sur ces deux forces. Donc la résultante des forces P, Par sera représentée par la diagonale dont il s'agit.
Corollaire ' I . — Si la force R est représentée par la longueur ÂB (fig* 4)9 portée, à partir de son point d'application, sur la droite suivant laquelle elle agit, et si Ton mène par le point Â deux axes perpendiculaires Tun à l'autre, on pourra substituer à la force R ou AB les deux forces représentées en grandeur et en direction par les projections ÂC, AD de la droite AB sur les deux axes.
Corollaire II, — Concevons maintenant que, deux forces P, Q étant appliquées à un même point A et représentées par deux droites AB, AC [fig^ 5 ) , qui forment entre elles un angle quelconque, on trace, dans le plan de ces deux forces, deux axes dont l'un coïncide avec la diagonale du parallélogramme auquel elles servent de côtés, et dont l'autre soit perpendiculaire a cette diagonale : on pourra substituer aux deux forces P, Q les quatre forces représentées en grandeur el en direclion par les projerlions
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AB', AB*, AC, AC", des droites AB, AC, sur les deux aTCs. Or de ces quatre forces, deux, étant directement opposées et égales, se feront équilibre; les deux autres, dirigées suivant la diagonale du parallélogramme, s'ajouteront et donneront pour somme une force représentée en grandeur et en direction par cette même diagonale, puis-* que AC'= B' D. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Théorème I. — La résultante R de deux forces P,Q, Simultanément appliquées à un point matériel A, et dirigées dune manière quelconque^ est représentée^ en grandeur et en direction, par la diagonale du parallé^ logramme construit sur ces deux forces.
Réciproquement^ une force quelconque R peut être remplacée par deux autres forces P, Q, à /a seule condition que ces deux forces seront représentées, en grandeur et en directionj par les côtés iun parallélogramme dont R serait la diagonale.
Par cela même, en effet, que la force R équivaut en grandeur et en direction aux deux forces P etQ, les deux forces P et Q équivalent à la force unique R.
Corollaire I. — Comme la diagonale R du parallélogramme construit sur les deux forces P, Q, est en même temps le troisième c6té du triangle que Ton forme en menant par l'extrémilé de la première force une droite égale et parallèle à la deuxième, et que T angle opposé dans ce triangle au côté R est le supplément de Pangle
PQ, on a nécessairement, en vertu d'une formule connue de trigonométrie,
( 1 ) R» = P» -f- Q' + 2 PQ 005 PQ.
Corollaire II* — Dans le cas où les forces P, Q deviennent égales entre elles, leur résultante R est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du
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loaange construit sur ces mêmes forces. Alors la for-> mule (i) se réduit à
R»=2P»(h-cosPQJ.
De plus, si Ton suppose PR = 9, on aura dans le cas de deux forces égales,
PQ = 2e, R'=: 2P^(H-COS 2 9);
et comme on a cos 2 0=2cos*6 — i, l'équation qui donne R devient
(2) R = 2PcosO uu {l = 2PcoaPa.
On peut, au reste, s^assurer directement que le second membre de la formule (2) représente la diagonale du losange construit sur deux forces égales à P.
7. Il est facile de démontrer le théorème I pour le cas où les forces P, Q ont entre elles un rapport quelconque, quand une fois on a établi ce théorème pour le cas où Ton a Q = P, c'est-à-dire quand on a établi la formule
(2) R = 2pcosPR.
Or on peut donner de cette formule une démonstration directe, déduite de l'équation cos 2^=2 cos' 6 — i , et trèssimple.
Admettons que la formule (2) soîi vérifiée pour le cas
où Ion a PR = t, r désignant un angle droit ou aigu. Je dis qu^el le subsistera encore si Ton suppose
PR = - ou PR =
En effet, dans ces deux hypothèses Tangle PQ, compris entre les directions des deux forces égales P, Q, sera équivalent à l'un des angles t, tt — t, et Ton prouvera, en raisonnant comme dans le lemme II, que l'on p£^ut substituer au système des deux forces P, Q, ou à leur résul-
COMPOSITION DBS FORCES. I^
unie R, quatre composantes égales à ---9 parmi les-
quelles deux seront dirigées suivant la même droite et dans le même sens que la force R, tandis que les deux autres formeront chacune avec la résultante R un aùgle
équivalent à PQ c'est-à-dire à t ou tt — t. Or, puisque Ton suppose la formule vériGée dans le cas où Ton a
rR = T, les deux, demi ères composantes pourront évidemment être remplacées par une force unique égale
pï
à a ^ cos r, et dirigée dans le sens de la résultante R ou
R dans le sens opposé^ par conséquent on trouvera définitivement
Ipj p» pj
R»=2P»(i±cost), le signe ± devant être réduit au signe + dans le cas où
Ton aura PR = - 9 et au signe — dans le cas où Ton
aura PR = • On tirera d'ailleurs de la formule
cos 2 0 = 2 cos' 9 — I9 en y posant successivement
0 = - et 0 = ,
R = 2PC0S
Donc si Féquatîon (2) subsiste quand on attribue à Tangle
PR la valeur t, elle subsistera encore quand pn attri-
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T tt T
buera au même anslc Tune des valeurs -> • Or
cette équation se vérifie quand on suppose PR = - ou PR = jy car on a évidemment dans la première hypothèse R = o, aP cos rR = aP cos - = o, et dans la seconde, lemme III,
R=Py^, 2PC08PR = 2Pc0S^ = 2Pi/i = PV^>
donc, et il aurait suffi de considérer le cas de PR =■ 9 ' 7.
Inéquation sera également vraie si Ton prend
i^ I TT ir
PR=-. = .. ou PR = -^.-^j = -g-,
donc elle sera encore vraie si l'on attribue â Tapgle PR Tune des valeurs
l TT TT
1 Srr SîT
I / 3;r\ Stt
En continuant de même, on prouvera que la formule ( 2)
a généralement lien lorsque Tangle PR reçoit une va-
2 fît I I leur de la forme ~ — 9 n désignant un nombre entier
quelconque, et 2 m -h i un nombre impair inférieur à 2". Si on représente par 0 un angle aigu pris à volonté, on pourra faire varier les nombres entiers m, et n de ma-
nière que le rapport - — - — s'approche indéQniment de
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la limite 6-, et la résultante R tendra de plus en plus à se confondre d'une part avec une force équivalente à aP cosd et d*aatre part avec la résultante de deux forces égales à P qui formeraient entre elles un angle double de 6. Donc cette dernière résultante sera représentée en grandeur par a Pcosd et vérifiera encore la formule ( a ).
Quand le théorème du parallélogramme des forces a été démontré pour deux forces égales, faisant entre elles un angle quelconque, on Téiend facilement au cas de deux forces inégales à l'aide des deux scolies suivants.
ScoLiB I. — La résultan ta de deux forces rectangulaires quelconques est représentée en grandeur et en direc^ tion par la diagonale du rectangle construit sur ces detix forces.
Soient P = AB, et Q = AC {(ig. 6) les deux forces, construisons le rectangle A6DC : les deux diagonales AD, CB sont égales et se divisent en deux parties égales. Cela posé, en menant EF parallèle à CB, la force AB peut être remplacée par deux forces égales AO, AE; la force AC, par les forces AO, AF, et les deux forces P et Q par les quatre forces AE, AO , AF, AO. AE, AF égales et opposées se détruisent, les deux forces AO s'ajoutent et équivalent à une force unique AD diagonale du rectangle ABDC. Donc le théorème, vrai dans le cas de deux forces ^ales, est vrai encore dans le cas de deux forces rectangulaires quelconques,
ScoLiB II. — La résultante de deux forces objiques quelconques est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces.
Construisons (fig» 7) le parallélogramme ABDC ei menons AE perpendiculaire à la diagonale AD, la force P = AB peut (scolîe I) être remplacée par les deux forces
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rectangulaires AG, AE, la force Q par les deux forces AH, AF; les forces égales AE, AF se détruisent: restent les forces AH, AG qui s^ajouteot et équivalent, à cause de AH := GD, à ÂD, diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces.
8. La construction géométrique qui sert a déterminer la résultante de deux forces P, Q, appliquées à un point matériel Â, peut être facilement étendue à la composition de plusieurs forces P, P', P", . • . , appliquées suivant des directions quelconques à ce point matériel. En effet, après avoir composé entre elles les forces P, P', on pourra composer de la même manière la résultante des forces P, P' avec la force P'', puis la résultante des forces P, P', P", avec la force P*, . . .; en continuant ainsi, on aura composé successivement toutes les forces, on arrivera à une résultante dernière qui les représentera et les remplacera toutes, et Ton peut énoncer la règle suivante, qui est en même temps un théorème fondamental.
Théoremb II. — Pour obtenir la dernière résultante^ oUf ce qui revient au même, la résultante de toutes les forces données, il suffira évidemment de mener par Tex* trémité de la droite qui représente la première force P, une seconde droite égale et parallèle à la force V\ par Fextrémité de cette seconde droite, une troisième droite égale et parallèle à la force P^j par Fextrémité de la troisième droite ^ une quatrième droite égale et parallèle à la force P'". . . . Si l'on joint ensuite le point matériel donné avec l'extrémité de la dernière droite, on obtiendra la résultante cherchée, qui se réduira, dans le cas de deux ou de trois forces^ à la diagonale du parallélogramme ou du parallélipipède construit sur ces mêmes forces, et qui, dans le cas général, formera le dernier côté d'un polygone dont les autres côtés setvnt les forces données.
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DEUXIÈME LEÇON
Propriétés absolues el relatives des compoftantes H de la réaultanle de plusieurs forées appliquées à un point matériel. — Projectioos. — Moments linéaires. — Relations entre les moment» linéaires de la résultante et des composantes.
9. La constraction donc nous avons fait usage pour dëterminer ta résultante de plusieurs forces P, P', W appliquées à un point matériel A, subsiste quelles que soient les directions de ces mêmes forces, et par conséquent dans le cas où elles sont dirigées suivant une même droite^ les unes dans un sens, les autres en sens cotitraire. Cest au reste ce qu'il est facile de vérifier à posteriori. En effet, la construction indiquée consiste à mener par Textrémité de la droite qui représente la première force P, une deuxième droite égale et parallèle à la force P', par Textrémîté de cette deuxième droite une troisième droite égale et parallèle à la force P", par l'extrémité de la troisième droite une force égale et parallèle à la force P'*^, .... Si l'on joint ensuite le point matériel donné avec l'extrémité de la dernière droite, on obtiendra la résultante cherchée, qui se réduit dans le cas de deux on de trois forces k la diagonale du parallélogramme ou du parallélipipède construit sur ces mêmes forces, et qui, dans le cas général, forme le dernier côté d'un polygone dont les autres côtés sont les forces données. Or, si l'on construit de cette manière la résultanie de plusieurs forces P, P', P", . . . , Q, Q', Q"^, . . . , dirigées suivant une même droite, les unes dans un sens, les autres en sens contraire, on trouvera que cette résultante est égale à la somme des forces qui agissent dans un sens, moins la somme des
forces qui agissent daiis Tautre seDS, ei qu'elle est dirigée dans le sens des forces qui composent la plus grande somme, ce qui devait être. Ainsi, par exemple, pour obtenir la résultante de deux forces P, Q, appliquées au point A ctdirigées suivant la même droite, il suffiradepor-» ter sur cette droite, à partir du point A, A6=P [fig- 8), dans le sens de la première force, puis, à partir du point B, BD ou BD' = Q, dans le sens de l'autre force. La force représentée en grandeur et en direction par la droite AD ou AD', force évidemment égale à la valeur numérique de P + Q) dans le cas où les deux forces sont dirigées dans le même sens, ou à la valeur numérique de P — Q, et dirigée dans le sens de la plus grande des forces quand elles agissent en sens contraire, sera précisémicnt la résultante cherchée. Ce qui s'accorde avec les principes développés précédeuimenl.
10. ConvEMTiONS, DÉFiMiTiOMS. — Lorsqu uuc force P, appliquée au point matériel A, est représentée en grandeur et en direction par une certaine longueur AB comprise entre le point A et le point 6, si Ton projette la longueur AB sur un plan ou sur une droite, la projection pourra être censée représenter en grandeur et en direction une nouvelle force dirigée de la projection du point A vers la projection du point B. Cette nouvelle force est ce qu'on appelle la projection de la force donnée P sur le plan oti siu* la droite que Ton considère. Cela posé, concevons que tous les points de l'espace étant rapportés à trois axes rectangulaires OX, OY, OZ (fig* g), desx, j', z, on projette successivement la force P sur trois parallèles à ces trois axes menées par le point A. Les trois projections seront évidemment les côtés d'un parai léli pi pède rectangle qui aura la force P pour diagonale \ par conséquent la force P sera la résultante des trois forces représentées
par les projections dont il s'agit. Ces trois forces se nom* ment par cette raison les composantes rectangulaires de la force donnée, parallèles aux axes. Comme les projections d'une longueur sur deux droites parallèles sont nécessairement égales, il est clair que les projections de la force P sur les axes mêmes des coordonnées doivent être égales en intensité à ses composantes rectangulaires. Lorsque la force P est dirigée suivant une droite comprise dans l'un des plans coordonnés, ou dans un plan parallèle, par exemple dans le plan xy^ cette force a seulement deux composantes rectangulaires parallèles, Tune à l'axe des x, l'autre à l'axe des j^ et se réduit à la diagonale du rectangle construit sur ces deux forces.
Les conventions ou définitions précédentes admises, concevons que plusieurs forces P, P', P'', ..., dirigées dans l'espace d'une manière quelconque, soient appliquées simultanément au point matériel A, et que Ton cherche : i" la résultante de ces forces, 7? la résultante de leurs projections sur un plan fixe, 3° la résultante de leurs projections sur un axe fixe.
Pour obtenir ces trois résultantes, il faudra, d'après la règle trouvée précédemment, porter à la suite les unes des autres à partir du point A on de ses projections : 1° des droites égales et parallèles aux forces P, P', . . ., a" des droites égales et parallèles à leurs projections sur le plan fixe, 3*^ des droites égales à leurs projections sur l'axe fixe et dirigées dans le même sens. En joignant le point A ou ses projections avec les extrémités des dernières droites, on obtiendra dans chaque cas la résultante cherchée. Or, les droites ainsi construites sur le plan ou sur l'axe fixe étant évidemment les projections des droites construites dans l'espace, on doit nécessairement conclure que la résultante des projections des forces P, P', P", . . . , sur re plan, ou sur cet axe, est précisément la projection
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(le la résultante de ces mêmes forces. On peut donc énon* cer le théorème suivant.
Théorème I. — Plusieurs forces P, P', P'', . . . , étant appliquées au même point suii^ant des directions quelconques, si on les projette, ainsi que leur résultante R, sur un plan ou sur un axe donné, la projection de cette résultante ne sera autre chose que la résultante de leurs projections.
Pour montrer une application de ce théorème, supposons que Ton projette à la fois sur l'un des plans coordonnés une force et ses trois composantes rectangulaires^ comme parmi les projections de ces trois composantes Tune s'évanouira, les deux autres projections respectivement égales aux composantes qui leur correspondent, auront nécessairement pour résultante la projection de la force donnée.
11 . II est facile de traduire eu analyse les résultats que nous venons d^ obtenir, nous allons tout à Fheure eu donner les moyens ; mais auparavant il est nécessaire de fixer le sens de certaines expressions dont nous ferons un fréquent usage dans ce qui va suivre.
Pour que Teffet d^une force soit complètement déterminé, il ne suffit pas de connaître son intensité, son point d'application et la droite suivant laquelle elle agit, il faut connaître de plus dans quel sens elle est dirigée suivant cette droite, on, en d'autres termes, quelle est sa direction: car deux forces qui agissent suivant une même droite, peuvent être dirigées en sens contraires. On ne sera doncpoint étonné de nous entendre dire qu'une seule droite comprend deux directions dilTérentes. On n 'obtient qu'une seule de ces deux directions, lorsqu'à partir d un point donné on prolonge indéfiniment colle droilr dans un sens détermine.
Souvent on appelle axe une droite menée par un point quelconque dans l'espace et prolongée indéfi ni ment dans les deux sens. Nous dirons qu'un axe de cette espèce se divise en deux demi-axes aboutissant au point que l'on considère, et dont chacun se prolonge indéfiniment dans un seul sens. Par conséquent chacun de ces deux demiaxes aura toujours une direction déterminée. Si Ton considère trois axes, rectangulaires, OX, OY, OZ {fig- 9)9 desx, desj^, des z^ chacun d'eux sera divisé à l'origine en deux demi-axes sur Tun desquels se compteront les coordonnées positives, tandis que l'on comptera sur l'autre les coordonnées négatives.
D'après ces définitions, il est clair que si Ton lient compte seulement des angles qui renferment au plus 180% deux axes ou deux droites tracées de manière à se couper formeront toujours Tune avec l'autre deux angles, l'un aigu, l'autre obtus, tandis que deux directions ou deux demi -axes aboutissant à un point donné formeront un seul angle tantôt aigu, tantôt obtus. Lorsque deux droites ou deux demi-axes aboutiront à deux points différents de l'espace, ils seront censés former entre eux le même angle que formeraient deux demi-axes parallèles et prolongés dans le même sens, à partir d'un point unique. Cela posé, l'angle que deux forces formeront entre elles sera toujours complètement déterminé, et l'on en pourra dire autant des angles formés par une force avet* les demi-axes des coordonnées positives.
Soient a, o, y, ces trois angles pour une certaine force, en sorte que a, 6, y désignent les angles formés par .la direction de cette force avec les demi-axes des x, j^, z positives, il est clair que la direction de la force P sera complètement déterminée si l'on connaît son point d'application avec les angles a, 6, y. En effet, menez par le point d'application trois demi-axes parallèles à ceux des
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coordounées positives, et construisez ensuite autour de ces demi-axes trois cônes droits, dont les génératrices forment respectivement avec ces mêmes demi-axes les angles a, 6, y. La direction de la force P devra être celle d^une géné- .ratrice commune aux trois cônes ; or il est bien vrai que les surfaces des deux premiers cônes se coupent suivant deux génératrices, mais on doit observer que ces génératrices formant avec le troisième demi-axe deux angles différents, Tun aigu, l'autre obtus, une seule se trouve comprise dans la surface du troisième cône.
Lorsque les angles a, q, y sont connus avec l'intensité de la force, on en déduit encore les valeurs des composantes rectangulaires de la force ou, en d'autres ternies, ses projections sur les axes, et même le sens dans lequel chacune de ses projections est dirigée. Considérons, par exemple, la projection de la force P sur l'axe des x ; elle sera, d'après un théorème de trigonométrie, égale au produit de cette force par le cosinus de Tangle aigu qu'elle forme avec Taxe dont il s^agit.Or la direction de la force P forme avec les deux demi-axes des x positives et des X négatives deux angles suppléments Tun de Tautre, dont le premier est représenté par a et le second par k — ce. En conséquence la projection de la force P sur l'axe des x se trouvera représentée, si Tangle a est aigu, par le produit Pcos a, et, si l'angle est obtus, par
P ces ( TT — a) = — P ces a,
c'est-à-dire dans les deux cas par la valeur numérique du produit P cos a. * .
Il est d'ailleurs évident que cette projection sera diriger dans le sens des x positives si Tangle a est aigu, dans le sens des x négatives si Fangle a est obtus, et que le produit Pcos a sera positif dans le premier cas, négatif dans le second. En résumé, le produit P cos a sera équivalent
à la projection de la force P sur l'axe des Xy prise avec le signe -H ou avec le signe — , suivant que cette projection sera dirigée dans le sens des x positives ou des x négatives.
De même les produits Pcos S, P cos y seront respectivement égaux aux projections de la force P sur les axes des y et des 2, prises tantôt avec le signe -h, tantôt avec le signe — , suivant que chacune de ces projections sera dirigée dans le sens des coordonnées positives ou négatives.
12. Les trois produits Pcos a, Pcosê, Pcos 7, dont uous connaissons maintenant la signification, sont ce que nous appellerons désormais les projections algébriques de la force P sur les axes des oc, des y, des z. Comme les va leurs numériques de ces trois produits représentent pré- Gisement les composantes rectangulaires de la force P, et que ces trois composantes sont les arêtes d'un paralléli* pipède rectangle qui a la force elle-même pour diagonale. • il est clair que la somme des carrés de ces produits doit être égale au carré de P. On a donc
P'= P'cos'a 4- P»coâ'6 -♦- P'cos-7.
On en conclut, en divisant par P',
1 = CD»' a -H ces' 6 "h cos' 7.
Cette dernière équation, qu'on pouvait écrire à pnon\ exprime que a, S, y sont trois angles formés par une même droite avec les axes des coordonnées.
13. Considérons à présent plusieurs forces P, P, P", . . . , simultanément appliquées à un point matériel A. Soit R leur résultante, et supposons que les forces P, P', P\ . . . R, forment respectivement avec les demi-axes dcsx, desy
ei des z posilivcs des angles
a, a', a',. . ., «; 6, 6', 6",. . ., ^; l>l'yl"y ••»'*•
Si Ton projette ces dillërentos forces sur l'axe des x, la projection de la résultante R étant la résultante des projections P, P', P", . . . , sera équivalente à la somme de ces dernières projections prises tantôt avec le signe -h, tantôt avec le signe — , suivant qu^ elles seront dirigées dans le même sens ou dans le sens opposé. D*ailleurs la somme ainsi obtenue sera évidemment égale au signe près à la somme des projections algébriques des forces P, P', P', . . ., c'est-à-dire à
P cos a -f- P' cosa' -t- 9" cos «"-+-...,
puisque dans cette seconde somme deux forces dont les projections sont dirigées en sens contraire fournissent toujours deux termes de signes différents. Ajoutons que les deux sommes seront affectées du même signe ou de signes contraires suivant que la projection de la résultante agira dans le sens des x positives ou dans le sens des X négatives. Cette projection étant elle-même égale à R cos a pris avec le signe 4- dans le premier cas, avec le signe — dans le second, ou doit en conclure que les deux quantités R cos a, et P cosa H- P' cos«' 4- . . . , auront non-seulement la même valeur numérique, mais encore le même signe. On aura donc
R cosa = P cosa 4- P' cos a' -h ... .
En d'autres termes, la projection algébrique de la résultante sur Taxe sera équivalente à la somme des projections algébriques des composantes sur le même axe. La même relation devant évidemment subsister entre les
projections algébriques des forces
sur les axes des y et des z, il est clair qu'à réqualion précédente, on pourra joindre celles qui suivent :
R CCS 6 = P ces 6 -h P' cos€' -f- . . . , R CCS c = P C0S7 H- P' ces 7' 4- . . . •
Lorsque les forces P, P', P", . . . , sont connues en grandeur et en direction, les trois équations
IR ces a = P CCS « -h F ces a' -4- ... , R cos6 = P cos6 -f- P' cos6' -+-..., R ces c = P C0S7 •+- P' CCS 7' H- ... ,
servent à déterminer la grandeur et la direction de la résultante. En effet, on connaît alors les seconds membres des équations dont il s^agit, et si, pour abréger, on les désigne par X, Y, Z, on aura simplement
(1) Rcosa = X, Rcos6 = Y, Rcosi: = Z;
or on tire de ces dernières équations
R'(cos^ a H- ces' ^ -H cos*c) = X'-h Y' -h Z%
ou, puisque les angles a, &, c, sont assujettis à Féquation de condition cos* a -+- cos' b •+- cos*c = i ,
(3) R»=X'-}.Y»-hZ%
R =:v^X»-hY^-+-Z'.
14. La valeur de R étant ainsi déterminée, on obtiendra les angles a, &, c, dont cbacuu renferme au plus 180'', par le moyen des équations
( 4 ) ^'os n = —^ r<»s h = — n cos (•=-—•
On voit par ces équations que les rosinui» des angles cherchés sont positifs ou négatifs en nirmo temps que les
quantités X, Y, Z qui leur correspondent respeclivemenl. Par suite les angles a, &, c seront aigus ou obtus suivant que les quantités X, Y, Z seront positives ou négatives.
Lorsque dans la formule (3) on substitue pour X, Y, Z leurs valeurs en ayant égard aux équations de condition
cos^a -h cos'6 -j- cos'y = i , ces' a' -h ces' 6' -+- cos*7' == I ,
ou trouve
l -t- 2 PP' (cos a cos a' -4- ces 6 cos6'-H ces 7 6037') (5) /
j 4- 2 PP*' (cos a cos a" -h cos 6 cos6''-H cos 7 cos 7^^ ) -f-. . .
( -f-2P'P"(cosa'cosa"-f-cos6'cos6"-4-cos7'cos7")4-....
Dans le cas particulier où la résultante est formée seulement par la composition des deux forces P, P', Téquation précédente se réduit à
R'= P' -+- P"-f-2PP'(C0Sa fOS«'-h COSêcOsS' -h COS7 COS7').
Mais^ d'après ce qui a été dit, on doit avoir aussi
R' = F» H- P'» + 2PP'cosPP'.
Les deux valeurs de R' devant être égales, on en conclut
co» PP' = cos a cos a' -h cos 6 cos 6' -|- cos 7 cos 7'.
Par conséquent, pour obtenir le cosinus de Tangle compris entre deux directions, il suffit de multiplier deux à deux les cosinus des angles que ces mêmes directions forment avec les demi-axes des coordonnées positives, et d'ajouter les produits : ce qui forme un théorème connu d'analyse appliquée. En vertu de ce théorème, on aura encore, dans le cas général et quel que soit le nombre des
forces P, P', P ', . . .
ces PP" = cosa cos a" -h cosS cos6" -h ces 7 cosy", cos P'P" = cos o! cos a" + cos6'co8 6* -h cosy' CO87",
par suite Téquation (5) se trouvera réduite à
(6) ( +2PP'c0SPP'H-2PP''c0SPP"-h...
( H-2p'P"cosP'P"H-
Ainsi le carré de la résultante de plusieurs forces est ^al à la somme des carrés des composantes, plus la somme de leiurs doubles produits respectivement multipliés par les cosinus des angles compris entre les directions de ces mêmes forces composées deux à deux.
Les composantes rectangulaires de la résultante R ou ses projections sur les axes des x, y^ z étant précisément ^ales aux valeurs numériques des quantités X, Y, Z, il est facile d^en conclure que les projections de celte résultante sur les plans coordonnés respectivement perpendiculaires aux mêmes axes, c'est-à-dire sur les plans ^2, z:r et jey, seront représentées par les expressions
v/Y»-t-ZS v^Z'4-X', v^X' -f- Y".
IS. Après avoir exposé les propriétés d^une résultante relativement aux projections, nous passons à celles qui regardent les moments.
Si d'un point O (fig* 9) pris dans Fespace, à volonté, on abaisse la perpendiculaire OE sur la direction d'une force donnée AB=P, le produit de celte perpendiculaire par la force elle-même représentera le double de la surface du triangle AOB qui a pour base la force AB, et pour sommet le point O. Ce même produit, équivalent, comme on vient de le dire, au double de la surface OAB, est ce qu'on
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appelle le moment de la forée P par rapport au poiiil O. De plus, le plan du triangle OAB, ou, en d^autres termes, le plan qui passe par le point O et par la force AB est ce qu^on nomme le plan du moment* Cela posé, il est clair que le moment d^une force ÂB reste le même, lorsque, sans changer l'intensité et la direction delà force, on déplace le point d'application A, de manière à le transporter en un autre point A' {fig» lo) de la direction dont il s'agit. En effet, si sur la droite AB prolongée on prend A'B'= AB, les deux triangles OAB, OA'B', ayant même base et même hauteur, auront é\ idemment des surfaces égales.
16. Le moment d'ime force n'étant autre chose que le produit de cette force par la perpendiculaire abaissée d'un point donné sur sa direction, le point à partir duquel on abaisse la perpendiculaire s'appelle Torigine ou le centre des moments. Le plus souvent on place le centre des moments k Torigine même des coordonnées. La droite OA menée du centre des moments au point d'application de la force sera désignée sous le nom de rayon vecteur. Ce rayon vecteur est l'un des côtés du triangle OAB dont la surface doublée équivaut au moment de la force AB^ d'où il est aisé de conclure que l'on obtiendra encore un produit égal à ce moment, si l'on multiplie le rayon vecteur OA par la perpendiculaire BC (fig* n) abaissée du point B sur ce rayon vecteur, ou, ce qui revient au même, par la projection AB' de la force AB sur un plan perpendiculaire au rayon vecteur.
17. Si l'on projette sur un plan quelconque le centre des moments et la force AB, on obtiendra en même temps pour projection du triangle OAB un nouveau triangle qui aura pour sommet la projection du point O, et pour base la projection de la force AB. Ce nouveau triangle sera donc celui dont la surface doublée mesure le moment
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(le la force projeléc par rapport h la projection du centre dès moments. Ainsi le moment de la projection d'une force sur un plan quelconque est égal à la projection sur ce même plan d'une surface équivalente au moment de la force donnée et comprise dans le plan du moment. Cest ce que nous exprimerons en disant que le moment fie la projection (Tune force ne diffère pas de la pro'^ jection de son moment.
18. Le plan du moment d'une force AB=P peut tourner dans deux sens différents autour du centre des moments. Si l'on vient à fixer ce même rentre, et que le rayon vecteur se change en une droite rigide, la force appliquée à l'extrémité mobile de cette droite tendra évidemnoient à imprimer au plan du moment un seul des deux mouvements de rotation qu'il peut recevoir. Suppoeoos que ce mouvement ait lieu, et que Ton ait élevé par le centre des moments un demi-axe perpendiculaire au plan. Un spectateur, qui aurait les pieds posés sur ce plan, et qui serait appuyé contre le demi*axe, verrait les diOerents points du plan se mouvoir en passant devant lui, de sa droite à sa gauche, ou de sa gauche à sa droite, ce que nous exprimerons en disant que le mouvement de rotation a lieu dedi*oite à gauche ou de gauche à droite. On doit observer au reste que si par le centre des moments on élevait à la fois deux demi-axes perpendiculaires au plan du moment, le même mouvement de rotation paraîtrait s^efiectuer autour de l'un de ces demi-axes de droite à gauche, et autour de l'autre de gauche à droite. Revenons maintenant au cas où l'on trace un seul demi-axe, et sup« posons que ce soit précisément celui autour duquel le mouvement de rotation s'effectue de droite à gauche. Si à partir du centre des moments on porte sur ce demi-axe une longueur numériquement égale au moment de la force
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P, on obliendra ce que nous appellerons le moment linéaire de cette force. La direction de ce momen t linéaire sera celle du demi-axe sur lequel il se compte^ et son intensité SLursL pour mesure le moment même de la force P.
19. Concevons à présent que dans le plan du moment de la force P ou AB (fig- la) on fasse varier cette force en grandeur et en direction, de sorte qu'elle se ôhange en une nouvelle force P' ou AB' toujours appliquée au point A, et propre à faire tourner le plan dans le même sens que la première autour du centre des moments. Les moments linéaires des deux forces P et P' devront être portés sur le même demi -axe; et si Ton projette ces deux forces AB, AB' sur un plan mené par le point A perpendiculairement au rayon vecteur^ les projections AC^ AC auront encore la même direction. Imaginons ensuite que le plan du moment de la force P' vienne à se détacher du plan du moment de la force P en tournant d'une certaine quantité autour du rayon vecteur. Pendant ce mouvement deux demi-axes perpendiculaires au rayon vecteur, aboutissant à deux points différents de ce rayon, et assujettis h tourner autour de ces points avec le plan du moment de la force P', décriront évidemment des angles égaux . Or, comme on peut supposer que ces deux demi-axes coïncident le premier avec la projection AC de la force P' sur le plan mené par le point A perpendiculairement au rayon vecteur, le second avec le demi-axe OL' mené par le point O, et sur lequel on compte le moment linéaire de la même force, nous devons conclure qu'après l'arrivée de la force P' dans sa nouvelle position le^ moments linéaires OL, OL' des forces P', P comprendront entre eux le même angle que les projections AG, AC de ces forces sur le plan perpendiculaire au rayon vecteur. Il est d'ailleurs essentiel d'observer qu'il suffit de choisir convena-
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biement Tîntensité de la force P, sa direction par rapport an rayon vecteur dans le plan, et la quantité dont on fait tourner ce même plan, pour que cette force parvenue dans sa nouvelle position coïncide avec une force quelconque menée par le point A. Ou peut donc énoncer la proposition suivante :
Théorème II. — Si deux forces quelconques appli-quées au point A sont projetées sur un plan perpendiculaire au rayon vecteur^ qui joint le point A auec le centre des moments, les projections formeront entre elles le même angle que les moments linéaires dçs forces données,
20. Considérons maintenant avec deux forces P, P', simultanément appliquées au point A, la résultante de ces deux forces. $oient O le point pris pour origine des moments, OA le rayon vecteur; et supposons que l'on ronstruîse tout à la fois les moments linéaires des forces P, P', R^ avec les projections de ces forces sur le plan mené par le point A perpendiculairement au rayon vecteur. D'après ce qu^on vient de dire, les moments linéaires formeront entre eux les mêmes angles que les projections des forces correspondantes \ et, de plus, ces moments seront, en vertu de leur définition même, respectivement égaux aux produits qu'on obtient en multipliant le rayon vecteur par les projections dont il s'agit. Cela posé, concevons : 1^ que les droites AB, AC, AD représentent en grandeur et en direction les projections des force» P, P', R; a° que les droites OE, OF, OG représentent en grandeur et en direction leurs moments linéaires. Ces trois dernières droites seront proportionnelles aux tix)is premières, puisque Ton a
OE = OAXAB, OF=:OAXAC, OG = OAXAD;
et, prises deux à deux, elles formeront cnirc elles les I. 3
mêmes angles. Par suite les deux figures ABCD, OEFG seront des figures semblables. Or la force projetée AD étant la résnliante des forces projetées AB, AC, puisque {n^ 8) la projection de la résultante est aussi la résultante des projections , la figure ABCD est nécessairement un parallélogramme, donc la figure OEFG en sera un également. Donc le moment linéaire OG de la résultante R sera la diagonale du parallélogramme construit sur les moments linéaires des composantes ; et pour l'obtenir il suffira de mener, par l'extrémité du moment linéaire de la force P, une droite égale et parallèle au moment de la force P^ puis de joindre le centre des moments avec Textrémité de cette droite. Ainsi les moments linéaires se composent comme les forces elles-mêmes et à Taide de la même construction. Cette remarque ne se borne pas au cas où Ton considère deux composantes, elle s*étend à un nombre quelconque de forces P, P', P", . . . ; car il est clair qu^en répétant plusieurs fois de suite la construction indiquée, d'une part sur les forces combinées deux à deux, de' Tautre sur les moments linéaires correspondants, on obtiendra par le même procédé: i^ la résultante de toutes ces forces ; a® le moment linéaire de cette résultante. Enfin la remarque subsiste, quelles que soient les directions des forces données, et celles de leurs moments linéaires respectifs, et par conséquent dans le cas même ou quelques-unes de ces directions viendraient à coïncider.
Pour indiquer que le moment linéaire de la résultante de plusieurs forces P, P', P'', . . • , résulte de la composition de leurs moments linéaires, nous le désignerons désormais sous le nom de moment linéaire résultant.
Dans le cas particulier où le plan des moments de deux forces coïncide^ c'est-à-dire lorsqu'un seul plan renferme à la fois le centre des moments et les deux forces,
mohbuts linéaires des forces. 35
leurs moments linéaires se comptent évidemment sur un seul axe perpendiculaire au plan dont il s^agît. De plus, ils se comptent sur cet axe, dans le même sens ou dans des sens opposés, suivant que les forces données tendent à faire tourner le plan qui les renferme dans le même sens ou en sens contraires. Si toutes les forces P, P', P^, • • . , appliquées au point matériel A se trouvaient comprises avec le centre des moments dans un plan unique, tous les moments linéaires se comptant alors sur le même axe, le moment linéaire de la résultante serait égal à la somme des moments linéaires des composantes, pris avec le signe + ou avec le signe — , suivant que les forces correspondantes tendraient à faire tourner le plan de tous les moments dans le même sens que la résultante ou en sens inverse.
21 • Revenons au cas où les moments linéaires des forces P, P', . . . , ont des directions quelconques. Dans ce cas, au lieu de construire géométriquement le moment linéaire de la résultante^ on pourrait déterminer analyttquement son intensité et sa direction. En effet, soit R cette résultante et désignons par
les perpendictdaires abaissées du centre des moments sur les directions des forces
K^y ET f M. ,...,X«.|
leurs moments linéaires seront représentés par
et si l'on suppose que les directions de ces moments linéaires forment respectivement, avec le demi-axe des x positives les angles
avec le demi-axe des y positives les angles
avec le demi-axe des z positives les angles
les produits
P/7COS1, PV'cosV, P"/>"cosX",. . ., Rrcos/^ P/;cosfi) V p^ CQ/i \tf ^ P"/;" cos ^" , . . . , Rrcosm, P/> cos V , P'/?' cos v' , P'^/?" ces v" , . . . , R r ces «,
seront ce qu^on peut appeler les projections algébriques des moments linéaires dont il s^agit sur les axes x^ y^ z. Cela posé, puisque le moment linéaire R r est à Fégard des autres ce qu'est la résultante R à T égard des forces P, P', P",..., les relations trouvées entre les projections algébriques des forces P, P, P^, « . • , R subsisteront entre les projections algébriques des moments linéaires P/?, V f/^ V" //', . • , ,R r. En conséquence la projection algébrique sur chaque axe du moment linéaire résultant sera égale à la somme des projections algébriques sur le même axe des moments linéaires des composantes. On aura donc les trois équations
IRrcos/ = P/> cos X 4- PiP' cos X' 4- P V cos 1" H ^ Rr cosm = P/^cosfn + V'p' cos fi' H- P^'^os f**'-!- . . . , Rrcos/i =P/icos v-f P'/?'cos v'+P'^/i'^cos v''4-. . . .
Si à ces trois équations on réunit la suivante,
(a) cos'/4-cos'/w-f-cos'/i = i,
on obtiendra quatre équations suffisantes pour déterminer les valeurs des quatre inconnues Rr, /, "m, /i, c'est-àdire la direction et Fintensité du moment linéaire résultant, toutes les fois qu'on connaîtra en grandeur et en
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direction les moments linéaires des forces P, P^, P'^, .... Les seconds membres des équations (i) étant dans cette hypothèse des quantités connues, si, pour abréger, on les désigne par L, M, N, on aura
(3) Rrcos/ = Ly Rrcosiit = M, Rrcos/islf.
Or on tire de ces dernières équations, en ayant égard à la formule (2),
Donc, par suite,
(4) Rr=^L»4-M»-f.N«.
L'intensité Rr ou la grandeur du moment linéaire résultant étant ainsi déterminée, on obtiendra les angles /, m, n, que sa direction forme avec les axes des coordonnées positives, par le moyen des équations
(5) cos/=— , cos/ii = — , cos/i = — ;
ces angles seront aigus ou obtus, suivant que les quantités L, M, N seront positives ou négatives.
22. Les calculs qui précèdent subsistent quel que soit le point de l'espace qu'on ait pris pour centre des mo* nients. Dans le cas particulier où ce centre coïncide avec l'originedes coordonnées, on peut exprimer les projections algébriques du moment linéaire de chaque force au moyen de Tintensitéde cette force, des coordonnées de son point d'application et des angles que fait sa direction avec les demi-axes des coordonnées positives. On y parvient facilement à Taide des considérations suivantes.
Le moment de la force P appliquée au point A, savoir P^, représente, comme on l'a dit ci-dessus, le double de la surface du triangle OAB, qui a pour base la force
âB =: P, et pour sommet le point O centre des moments^ c'est-à-dire dans le cas présent l'origine des coordonnées. Xa surface de ce triangle est donc 7 Pp. En la multipliant par cos X, c'est-à-dire par le cosinus de Tangle que forme la direction du moment linéaire avec le demi -axe des X positives, on obtient la moitié de la projection algébrique de ce moment linéaire. Or le moment linéaire .se comptant sur Tun des deux demi-âxes perpendiculaires au plan du moment Pp, et Taxe des x étant perpendiculaire au plan des yz^ Tangle X sera évidemment Tun des angles que le pfan des moments fait avec le plan àesyZj angles qui, étant suppléments Tun de Tautre, ont, au signe près, le même cosinus. D'ailleurs si Ton multiplie une surface plane par le cosinus de l'angle aigu compris entre le plan qui la renferme et un autre plan pris à volonté, on aura pour produit la projection de la surface plane sur ce dernier plan. Donc le produit | Vp cos X sera égal, au signe prés, à la projection du triangle OAB sur le plan des yz. Donc, par suite, la projection algébrique du moment linéaire, savoir Pp cosX, sera égale, au signe près, au double de la surface du triangle projeté, ou, en d'autres termes, au moment de la force P projetée ellemême sur le plan desyz. Ajoutons que le produit Fp cos X sera positif ou négatif, suivant que Tangle X, formé par la direction du moment linéaire avec le demi-axe des x positives, sera aigu-ou obtus, c'est-à-dire, en d'autres termes, suivant que la force P tendra à faire tourner le plan de son moment de droite a gauche ou de gauche à droite, autour du demi-axe perpendiculaire à ce plan, et qui forme avec le demi-axe des x positives un angle aigu. Ur il est clair que la projection de la force P sur le plan des yz tendra elle-même à faire tourner ce dernier plan autour du demi-axe des x positives, de droite à gauche dans le premier cas, et de gauche à droite dans le second. On
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peut donc conclure que le produit Vp cos X, c'est-à-dire la projection algébrique du moment linéaire de la force P sur l'axe des x, sera égal au moment de la force "projetée sur le plan des yzj ce dernier moment étant pris avec le signe -h ou avec le signe — , suivant que la force projetée tendra à faire tourner le plan des yz de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe des x positives. On prouvera de même que la projection algébrique du moment linéaire de la force P sur Taxe des y ou des z est égale au moment de la force projetée sur celui des plans coordonnés auquel cet axe est perpendiculaire, le dernier moment étant pris avee le signe + ou avec le signe — , suivant que la force projetée tend à faire tourner le pian dont il s'agit de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe desj^ ou des z positives.
23. Considérons maintenant Tangle solide trièdre qui a pour arêtes les trois demi -axes des coordonnées positives, et concevons qu'un rayon mobile d'une longueur indéfinie, mené par Torigine, fasse le tour de cet angle solide en s' appliquant successivement sur ses trois faces. Son mouvement sur chaque face sera un mouvement de rotation, de droite à gauche ou de gauche à droite, autour de l'arêle perpendiculaire à cette face. De plu8) il est aisé de voir que les trois mouvements de rotation sur les trois faces, c'est-à-dire, en d'autres termes, sur les trois plans coordonnés seront de même espèce. Par exemple, si la disposition des demi-axes des coordonnées positives est celle que représente \^fig> lAy ^^ ^^î se trouve la plus usitée, les trois mouvements de rotation auront lieu de droite à gauche, autour de ces trois demiaxes, lorsque le rayon mobile, faisant le lourde Tangle solide, passera successivement de la position OX à la position OY et de celle-ci à la position OZ, pour revenir en-
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suite a la position OX. Si le demi-axe des z positives se trouvait transporté de l'antre côté du plan des xy^ alors les mouvements de rotation auraient lieu de droite à gauche, dans le cas où le rayon mobile prendrait successivement les trois positions OX, OZ, OY ^fig» iS), pour revenir ensuite directement de la position OY à la position OX.
Afin de bien distinguer les deux espèces de mouvement que peut prendre un rayon mobile, assujetti à passer par Toriginc et à parcourir Tune après Tautre les trois faces de Tangle solide OXYZ, nous dirons que ce rayon mobile a dans chacun des trois plans coordonnés un mouvement direct de rotation, s^il passe successivement de la position OX à la position OY et de celle-ci à la posi^ tion OZ. Nous dirons dans le cas contraire que le rayon a un mouvement de rotation rétrograde. Cela posé, si Ton adopte la disposition U plus ordinaire pour les demiaxes des coordonnées positives, les mouvements directs de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de droite À gauche et les mouvements rétrogrades de gauche à droite, c'est-à-dire que dans cette disposition le mouvc^ ment est direct lorsqu'il se fait dans Tordre des lettres.
24. La force P pouvant être remplacée par ses trois composantes, la projection algébrique de son moment linéaire sur Taxe des x sera égale à la somme des projections algébriques sur le même axe des moments linéaires de ces trois composantes , ou, en d'autres termes, à la somme des moments des mêmes composantes projetées sur le plan des yz^ ces derniers moments étant pris avec le signe + ou avec le signe — suivant que les forces projetées tendront a imprimer au plan des yz un mouvement de rotation direct ou rétrograde. Or les compo* santés de la force P parallèles aux axes des x^y^ Zy sont
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respectivement égales aux valeurs numériques des trois produits Pcosâc, PcosS, Pcosy. Quand on les projette sur le plan des yz^ le premier se réduit à zéro, tandis que les deux autres conservent leurs intensités respectives. De plus, les projections des deux deriiières composantés agissent évidemment suivant des droites menées parallèlement aux axes des y et des 2, par la projection du point d'application de la force P. Soient x^ y y z les coordonnées de ce point dans Tespace. La projection de la composante parallèle à Taxe des z aura un moment égal au produit de son intensité par la perpendiculaire abaissée de Torigine sur sa direction, c'est-à-dire par la valeur numérique de j*. Ce moment sera donc représenté car la valeur numérique du produit Pcosy.j'. On trouvera de même que la projection de la composante parallèle à Taxe des^ a un moment représenté par la valeur numérique du produit Pco^o.z. Ajoutons que des deux projections dont il s'agit, la première tendra à produire un mouvement de rotation direct si Pcosy et y sont de même signe, c'est-à-dire si le produit Pcos 7.^ est positif, la deuxième si PcosS et z sont de signes diflérents, c'està-dii*e si le produit PcosS . z est négatif. Les mouvements de rotation deviendront rétrogrades dans les suppositions contraires. Par suite, pour obtenir les projections algébriques sur Taxe des x des moments linéaires que fournissent les deux composantes de la force P parallèles aux axes desz et des y, il faudra prendre le produit Pj^cosê avec le signe -f- et le produit Pz cosê avec le signe — . La somme des deux résultats, savoir P(ycos7 — zcosê), devant être équivalente à la projection algébrique sur l'axe des x du moment linéaire de la force P, on aura nécessairement
P/) cos X = P {/ cos 7 — z cos 6).
4 a STATIQUE.
On trouverait de même en projetant les moments linéaires de la force P et de ses composantes sur les axes des y et desj^r
P/>coSfx=P(zcosa — XC0S7), P/?cosv = P(xcos6 — ^cosa).
Il est au reste essentiel d'observer que les trois équations
IP/> ces ^ = P (/ cos 7 — % ''OS 6) , P/>cosfA = P (z cos a — XC0S7), P/^ cos V = P (x cos 6 — ^'cosa),
ont lieu seulement dans le cas où Ton adopte pour les
demi-axes des coordonnées positives la disposition la
plus ordinaire, c'est*à-dire lorsque les mouvements de
rotation de droite à gauche autour de ces demi-axes sont
en même temps des mouvements directs et tendent a faire
passer un rayon mobile :
• daas le plan yz de la direct, des y posit. à la direct, des z posit.,
dans »zj: i>» z» »» x •
dans V xy » » .r n » » y it
Si les mouvements de rotation de droite à gauche autour des mêmes demi-axes devenaient rétrogrades, alors il faudrait remplacer les formules (6) par les suivantes :
IVp cos X = P (« cos 6 — ) cos 7 ), P/)cos|A=: P (j:cos7 — «cos a), P/? cos V = P ( j cos a — X cos 6 } .
Lorsque dans chacune des équations (6) et (7) on supprime le facteur P, commun aux deux membres, elles se réduisent à
p cos X =r / cos 7 z cos 6 ,
( 8 ) ( p cos \L= z cos a — X cos 7 ,
p cos V = x cos % — y C05 JL ,
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et
!/? cos \ == z cos 6 — X cos 7 , ^^, /? cos ft = x cos 7 — zcosa,
( p cos v^ijr cos a — j: cos 6 .
Enfin on peut compreudre les équations (8) et (9) dans la seule formule
. ^0037— jscosê zcosa — j:cos7 xcosS — ycxisoL _,
(10) = = =^dbp.
cos a cos ul cos V '
On peut retrouver au besoin ces formules par une règle de mnémonique très-simple : on écrit deux fois sur une première ligne x^ y^ z, deux fois sur une seconde ligne et au-dessous de x^jr^ je, cos a, cos 6, cos y :
X jr s x jr z
cos a cos 6 cos 7 cos a cos € cos 7
séparant cette suite de termes en trois groupes de deux termes chacun, on multiplie en croix Tun par l'autre les deux termes supérieurs de chaque groupe par les deux termes inférieurs, et Ton retranche le second produit du premier. On obtient ainsi les différences
X cos 6 — y cos a , z cos a — x cos 7 , jr cos 7 — z cos 6 ,
qui sont les numérateurs des trois fractions (10). On donne pour dénominateur à chaque numérateur le cosinus re^ laiif k l'axe qui n^apparaît dans le numérateur ni par la lettre, ni par le cosinus, cos v au premier numérateur, cos jx au second, cos X au troisième, et Ton égale enfin les fractions les unes aux autres ei k ±p\ \e signe + étant relatif au cas où les mouvements de rotation directs ont lieu de droite à gauche autour des demi-axes des coordonnées positives, et le signe — au cas contraire j ajoutes que dans Tun cl Tautrc cas on tirera des équations (8)
ei (9)
Ip^ = [y COS7 — s cos 6)* 4- (« cos a — x C0S7)* -|-(xcos6 — j'cosa)* =r jc^-+-j*-l-z* — (j?cosa+ Jco$6 + 2COS7)'.
On trouvera par suite pour l'expression de la perpendiculaire abaissée du centre des moments sur la direction de la force P
^ = [(^cos7 — 2 cos 6)'+ («ces a — 4rco57)*+(jccos6 — jcosa)'] »
=[«' +/*-+- «* — (x cos a 4- 7 cos 6-+- «cos 7)*]^.
25. D*après ce qui a été dit, si l'on nomme P une force appliquée au point quelconque K\ x^ y^ z les coordon-« nées du point A \ a, 6, y les angles que forme la direction de la force avec les demi-axes des coordonnées positives ; p la perpendiculaire abaissée sur cette direction de Torigine des coordonnées prise pour centre des moments; X, fA, y les angles que forme la direction du moment linéaire l?p avec les demi-axes mentionnés plus haut, on aura
[ P/?C0S> =:z!lP(jC05 7 — ZCOs6),
(6) < P/'cosfA=dbP(zcosa — XC0S7),
( Pp cos V = ± P (« cos 6 — j' cos a),
et par suite
I/^cosX = ± {/cos 7 — z cos6)y ^cosfA = ± (zcosa — J-C0S7), pcos v=it(jccos6 — jcosa),
on, ce qui revient au même,
j*C0S7— zcosp «cosa — jrcoS7 xcosS— jcosa ^.
' COS A COS p COS V ^
te signe supérieur devant être adopté dans le dernier membre do chaque formule toutes les fois que les mouvc-
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ments de droite à gauche autour des demi -axes des coordonnées positives sont des mouvements directs, et le signe inférieur dans le cas contraire.
Si aux é({uations ( 7) on réunit la suivante
cos' > H- cos* Il H- cos' V = I ,
on en tirera
(n) p =[(j:*-4-7'-hz')— (xcosa4-/cos6-f «cos7)'J » ,
et après avoir ainsi déterminé la valeur dep^ on obtiendra celle des angles X, fx, v, par le moyen des formules :
/ ^ _i_7C0S7 — secs 6 _^«rosa — xcosy
* _, XCOSb— rcosa
ces V = ± •
Les valeurs précédentes de cos X, cos fx, cos v, satisfont évidemment aux deux équations de condition
cos a cos \ + cos 6 cos \i -f- cos 7 cos v =z u , xcosX+/cosftH-«cosv = o.
Or comme les demi-axes des coordonnées positives formen t les angles a, €, 7, avec la direction de la force P, et les angles X, (A, V 9 avec la direction de son moment linéaire Vp^ la somme
cos a cos X + cos € cosfA + cos 7 cos y
représente nécessairement le cosinus de Tangle compris entre les deux directions ; donc la première équation de condition exprime que ce cosinus est nul, ou, ce qui revient au même, que les deux directions se coupent à angles droits. De même, puisque le rayon vecteur mené de Torigioe au point d'application de la force P a pour projections algébriques sur les axes les coordonnées x^y^ z, et forme,
par conséquent, avec les demi-axes des coordonnées positives des angles qui ont pour cosinus respectifs
Tangle compris entre la direction de ce rayon vecteur et celle du moment linéaire aura aussi évidemment pour
cosinus
X ces X -+- X ces fA H- « ces v
Donc la deuxième équalion de condition, que Ton obtient en égalant ce cosinus à zéro, exprime que la direction du moment linéaire se compte sur une droite en même temps perpendiculaire a la force P et au rayon vecteur. On aurait pu immédiatement poser ces deux équations , desquelles on déduit la formule
y cos 7 — z cos 6 z cos a — .r cos y x cos 6 — y cos a cos \ cos fA cos y
par Téli mi nation successive des trois coordonnées x^y^z. Ajoutons que l'équation (i i) peut elle-même se démontrer directement. En effet, le rayon vecteur mené de l'origine au point d'application de la force P est représenté
par V^J^M-jM-^j et Tangle que forme la direction de
ce rayon Vecteur avec celle de la force P, ayant pour co^
X cos v.-^- y cos 6 -h « cos 7 sinus — "i aura nécessairement pour
sinus
[(x cos a -f- ^ cos 6 -f- « cos 7 )1 ' [x^-hj^*-l-«' — ( ar cos a -h ,r cos 6 -h «cos 7)*]»^
et, en multipliant ce sinus par le rayon vecteur lui-même.
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on obtiendra évidemment la valeur de la perpendiculaire p et par conséquent Téquation (i i).
Des formules (jii) et (la) réunies on déduit facilement la formule (lo). Pour le démontrer, il suffit de remarquer
que si plusieurs fractions données t) p> jûy» • • • » ^^^ équîfvalenies entre elles et ont des dénominateurs de
même signe, la fraction ^"^ ,, rTr— sera encore équi-
valente à toutes les autres^ d'où il résulte que la formule
entraine toujours la suivante:
b b' b" yJb^^b'^^b'^K,.
Cela posé, il est clair quW tirera des formules (i i) et ( 1 3) réunies
/ cos 7 — z ces 6 z 008 a — j: cos 7 x cos 6 — x ^^^ *
cos \ "^ cos |A cos V
[x' + 7'-+- »' — (x cosa -♦- 7 ces 6 4- «ces 7)]» ,
Mais il importe de faire remarquer que la méthode à Taide de laquelle on vient de trouver la formule (10), ne donne pas le moyen de décider quel signe on doit attribuer dans cette formule à la quantité p,
96. Concevons maintenant que plusieurs forces P, P, P'', . • . , se trouvent simultanément appliquées au point A» qui a pour coordonnées x^y^z^,. .'^ désignons par R leur réstd tante, et supposons que les forces P, P', P'', . . . ,R,
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formeDt avec \g$ demi-axes des coordonnées positives les angles a, o/, gl"^. ., ,a, 6, 6', 6^', . . . ,i, y, /, j^, . . . ,r, Si l'on exprime les projections algébriques des moments linéaires de ces mêmes forces sur les axes des coordonnées en fonction des diverses quantités que nous venons de représenter par des lettres, et si Ton égale ensuite la projection algébrique sur chaque axe du moment linéaire résultant à la somme des projections algébriques des nK>ments linéaires des composantes, on obtiendra les trois équations
R (y CCS c — z cos ô) = P [y cos y — z cos 6)
-h P'(/cos7' — 2cose')-f-. . .
, R(zcostf — d;cosr)= p («cosa — xcosy) ^' ' ^ -f-P'(2COSa'— xcos7')4-. . .
R [xQOsb — jcosa) = P(:pcos6— ^cosa)
-H P' [x cos 6' — X COS a') -h ... .
Or si Ton fait varier le point d^application de toutes les forces, en transportant toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes, les seules quantités jr, y^ x, varieront dans les équations (i3). Ces équations doivent donc subsister, lorsqu'on y considère les ordonnées Xy y y z^ comme indéterminées; et par conséquent les coefficients de^, /, z, doivent avoir les mêmes valeurs dans les seconds membres de chaque formule. En égalant deux à deux ces coeffi* cients, on retrouve les équations
[ R cosfl = P cos a H- P' cos a' -H . . . ,
{i4) \ Rco5A = Pcos€h- P'cos€'-f-. . >
( Rcosc= PC0S7-+- P'cosy'-h. ..,
déjà obtenues précédemment. Ainsi les trois équations relatives aux moments des forces entraînent celles qui se rapportent aux projections. Réciproquement, les équations (i4) étant données, il est clair qu'on en déduira immédiatement les équations (i3).
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27. Dans ce qui précède, nous avons supposé que Ir point O, centre des moments, coïncidait avec rorigiue des coordonnées. Imaginons k présent que l'on transporte ce même centre en un point.' Oo dont les coordonnées soient respectivement Xo, y©? ^oj et cherchons à exprimer les projections algébriques du moment linéaire de la force P par le moyen des quantités P, «, 6, 7; r, r, z*
Pour y parvenir, on observera que si Ton transpoitait à la fois le centre des moments et Torigine des coordonnées au point 0©, les coordonnées du point A par rapport à cette nouvelle origine étant alors exprimées par les difierences x — Xo^y — Xo ? ^ — Zq^ les projections algébriques du moment linéaire de la force P, par rapport h la même origine, seraient égales, au signe près, au:^ trois produits
I P[(r — .r«)C0S7 — (3— Za)cOs6],
;i5) / P[(3 — «,)cosa — (t — jr,jcos7l,
[ P[(^— a:«)cQ56— (/ — Jo)cosa].
Ces trois derniers procluits, pris avec le signe •+- dans les cas où les mouvements de rotation directs ont lieu de droite à gauche autour 'des demi-axes des coordonnées positives, et avec le signe — dans le cas contraire, représentent donc les projections algébriques du moment linéaire de la force P, par rapport au point O».
28. Si Ton donne a la fois les projections algébriques d'une force et les projections algébriques de son moment linéaire, on connaîtra par suite l'intensité de la force, la droite suivant laquelle elle agit, et le sens dans lequel elle est dirigée. En effet, soit P la force en question, Pp son moment linéaire, et a, 6, 7, X, (a, v, les angles que la force et son moment linéaire font avec les demi- axes des coordonnées positives. Si l'on suppose données les six quan-
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tités
Pcosa, Pcosê, PCO87,
P/>COSl, P^COSfJt, P/7C0SV,
on en déduira immédiatement les valeurs des suivantes
P, a, 6, 7; P/7, >, ft, V,
c'est-à-dire les intensités de la force et du moment linéaire avec les angles qui déterminent leurs directions respectives. On pourra donc construire : i^ le moment linéaire en grandeur et en direction ; fi? une force nonseulement égale et parallèle à la force P, mais encore dirigée dans le même sens. En. menant par le centre des moments un plan perpendiculaire à la direction du moment linéaire, on obtiendra le plan du moment delà force P, plan qui devra contenir cette force (on pourrait supposer que la force égale et parallèle à P est construite, comme le moment linéaire, à partir du centre des moments; alors la force construite se trouverait dans le plan du moment de la force P) : ce pian devra donc être parallèle à la force construite, ce qui aura lieu si là direction du moment linéaire et celle de la force construite comprennent entre elles un angle droi t, ou , en d'autres termes, si l'éqUation de condition
{ 16) cosa cosX 4- cos C cosf* -h C0S7 cosv = o
est satisfaite.
Cette condition étant supposée remplie, on divisera Pintensitë P/> du moment linéaire par Tintensité de la force P) pour obtenir la perpendiculaire p abaissée sur la direction de cette force du centre des moments ; puis on tracera dans le plan du moment de la force P deux droites parallèles à la force construite et situées départ et d'autre du centre des moments k la distance p* Cela posé, il ne restera plus qu'à transporter la force construite
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parallèlement à elle-même^ de manière qu'elle agisse smvant l'une de ces droites, et tende i faire tourner leur plau de droite à gauche autour du centre des moments. L'obligation où Ton est de satisfaire à cette dernière con<dition déterminera quelle est la parallèle que Ton doit préférer. Quant au point d^ application de la force P sur cette parallèle, il restera complètement indéterminé*, ce qu'il était facile de prévoir. Car si Ton porte sur la même droite, mais à partir de deux points différents, deux forces égales et dirigées dans le même sens, leurs projections algébriques seront évidemment égales, et il en sera de même de leurs moments^ ainsi que des projections algébriques de leurs moments linéaires.
U est bon d'observer que Téquaiion (i6) multipliée par V*p peut être présentée sous la forme
(17) Pcosa.PpcosX4-Pcos6. P/?cosfA-f-PcoS7.P/?cosv= o.
De plus, en attribuant des valeurs finies quelconques aux six quantités
Poosa, Pcos6, PCO87, P^cos)., P/^ costx, Ppcosv,
on en déduit évidemment des valeurs finies pour les suivantes :
P, a, 6, 7; Ppj )., fA, V,
et même pour la quantité
Pjj
k moins toutefois que la force P ne s'évanouisse, auquel cas ses projections algébriques sont toutes nulles simultanément. Lorsqu'on fait abstraction de ce cas particulier, la seule condition nécessaire pour que six quantités
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prises aa hasard puissent être censées représenter : i° les projections algébriques d'une force, ù? les projections algébriques de son moment linéaire, se réduit i celle que fournit Téquatîon
P cos «. Vp cos X -f- P ces 6. Pp cos f* -4- P cosy. Pp cos v = o,
c*esi-à-dire à Tévanouissement total de la somme qu'on obtient en multipliant deux à deux les projections algébriques correspondantes, puis ajoutant les trois produits ainsi formés.
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TROISIÈME LEÇON
Détermina tion de la résultanle d*an nombre quelconque de force» appliquées au m6me point, de son intensité, de sa direction, du sens dans lequel elle agit. — Conditions d'équilibre d'un point matériel i<> libre dans l'espace; i^ assujetti k rester sur une surface donnée; 3<* assujetti à rester à la fois sur deux surfaces ou sur une courbe donnée.
29. En vertu des principes que nous venons d'établir, il est clair que si plusieurs forces étant appliquées au même point, on donne : i^ les sommes X, Y, Z, de leurs projections algébriques sur les axes des x^y^ z^7?les sommes L, M, N, des projections algébriques de leurs moments linéaires sur les mêmes axes, on pourra déterminer rintensité de la résultante, la direction suivant laquelle elle agit, et le sens dans lequelelle est dirigée.
Comme les six quantités
représentent précisément les projections algébriques de cette résultante et de son moment linéaire, on devra obtenir une somme nulle en les multipliant deux i deux» et ajoutant les produits ainsi obtenus. On aura donc (n^ !28)
(î) LX-+-MY-hMZ=:o;
de plus, la résultante ne pourra s'évanouir que dans le cas particulier où ses trois composantes, c'est-à-dire les trois quantités X, Y, Z seront nulles simultanément.
Soient en général, R cette résultante; a, &, c les angles que sa direction fait avec les demi-axes des coordonnées positives 5 Rrson moment linéaire; enfin, /, w, n les
angles que forme la direction du moment linéaire avec les mêmes demi-axes; les valeurs des huit quantités
R, û, by c, r, /, /w, n,
se trouveront déterminées par le moyçn des huit équations
!R cosa = X, R cos é = Y, R cosc = Z, cos^ a -f- cos^ à -h co»*c = i , !Rrcos/ = L, Rrcos/w=M, Rrcos/i^N, c<is'/ -h cos'm 4- ces' n =. i^
desquelles on tirera
R sr ^X» H- îr* -H ZS
cosa=~9 C0S0 = — î C0SC = 7-»
r = VL'+M' + N' X ^>
cos/ = — . cos m = j^, cos« = — •
Cela posé, R aura évidemment une valeur finie et différente de zéro, excepté dans le cas particulier où X, Y, Z s'évanouiraient simultanément. Si Ton fait absti^action de ce cas particulier, les quantités a, b^ c, r auront toujours des valeurs finies complètement déterminées ; et il en sera de même des trois angles ly m, n, à moins toutefois que R ne s'évanouisse, c'est-à-dire à moins que les trois quantités [j, M, N ne deviennent nulles en même temps. Mais dans ce dernier cas le moment linéaire Rr se réduisant à zéro, il n'y aurait plus lièa de chercher les angles /, m, n que aa direction fait avec les demi-axes» des coordonnées positives. Dans la même hypothèse la force R agirait suivant une droite menée par le centre dos moments de manièixî à former avec ces demi-axes les
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angles a^ b^c. Ajoutons que dans le cas général la direction du moment linéaire Rr devant être perpendiculaire a celle de la résultante R, les valeurs de a, b^ c, /, m, n devront vérifier Féquation de condition
(6) cosa cos/ + cos6 cosm + co9ccos/i =o.
Or cette équation se réduit en vertu des formules (4)
et (5) à
LX-f-MY-4-NZ
"sTr = ^'
et par conséquent à Féquation
(i) LX-I-MYh-N2 = o.
30. Les valeurs de X, Y, Z, L, M, N, ou, ce qui revient au même, celles des quantités R, a, fr, c, r, l^m^n^ supposées connues , ne suffisent pas pour déterminer le point d^applicatiôn de la résultante R. Soient Ç, 13^ ^ les coordonnées de ce même point. Si Ton adopte pour les demi-axes positifs là disposition la plus ordinaire, on pourra donner aux trois premières équations (3) la forme suivante :
R (u cos c — »- 1; cos ^) = L,
(7) \ R(;cosa — Çcosc) = My
R(Çcos^ — iicosa)=X<.
On en conclura, en ayant égard aux trois premières équalions (a),
lïZ — ÇY = L,
(8) ( ÇX — ÇZ = M,
gY— *ïX = N.
n semble au premier abord que ces trois formules fournissent le moyen de déterminer les trois inconnues (, 19, ^ en fonction des six quantités X, Y, Z, L, M , N) mais il faut observer que si Ton ajoute les équations (8) après avoir
multiplié la première par X, la deuxième par Y, la troisième par Z, on trouvera la condition LX -H MY -h NZ = o . Cette condition devant toujoiirs être remplie par les valeurs données de X, Y, Z, L, M, N, il en résulte que deux des équations (8) entraînent la troisième. Donc il n'existera en réalité que deux équations entre les coordonnées ^9 >7) C* ^^^ deux équations étant du premier degré, les dilTérents systèmes de valeurs qu'elles fournissent pour ces coordonnées correspondent à des points situés sur une même droite. Cette droite sera précisément celle suivant laquelle agit la résultante R. Sa projection sur le plan des yz sera représentée par la première des équations (8), sur le plan des xz parla deuxième, et sur le plan des xy par la troisième.
3i l'on fait passer une parallèle à cette même droite par Toriginc des coordonnées, les trois équations de laparallèle seront rcspectivemejit :
uZ^tY=:o,
ÇX — ÇZ = o,
çY— iîX = o,
rt pourront être remplacées par la formule
X"" Tf "" z'
à laquelle on parviendrait directement en observant que cette parallèle comprend la direction d'une force qui, appliquée à Torigine, aurait pour projection algébrique sur les axes les quantités X, Y, Z.
Si Ton plaçait le centre des moments au point jto, 7^09 ««9 les étfuations (8) se trouveraient remplacées par les
suivantes :
(Lutin, si le centre des moments coïncidait avec un point
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situé sur la direction de la force R, on aarail a la fois
ei les équations (9) se trouveraient comprises dans la s^ule formule
on aurait par suite
Ç — X, n — /„ Ç — «• cosa cos^ cosc
Cette dernière formule présente sous la forme la plus simple les équations d^une droite qui passe par le point ^•» Xù'9 ^ù et qui, prolongée dans un certain sens, fait avec les demi-axes des coordonnées positives les angles a, i, c.
Appliquons maintenant ces propriétés analytiques de la résultante à la recherche des conditions d'équilibre d'un point matériel soumis à Faction de forces quelconques.
31. Considérons un point matériel soumis à Faction des forces P, P', P", . . . , dont la résultante est représentée par R, et supposons d'abord que ce point matériel soit entièremeut libre. Pour qu'il ne prenne aucun mouvement, il faudra et il suffira que la résiiltante R se réduise a zéro. Or^ si l'on rapporte la position du point à trois axes rectangulaires des or, y^ z et que l'on désigne par X, Y, Z les sommes des projections algébriques des forces
données sur ces trois axes, on aura R = v'X' H- Y* -h Z*. Donc l'équation
entraînera les trois suivantes
(10) X=:o, Y = o, Z=io.
Réciproquement, si ces trois dernières équations se trouvent \érifiées^ la première le sera aiisbi. Par suite,
pour qu^un point malériel libre soumis à raction de plusieurs forces P, P\ V"^ . . • , reste en Àjuilibre dans Tespace, trois conditions sont nécessaires et suflSsantes : savoir que les sommes des projections algébriques de ces forces sur trois axes rectangulaires se réduisent à zéro.
32. Supposons maintenant le point matériel assujetti à rester sur une surface donnée, il ne sera plus nécessaire que la résultante R se réduise à zéro; mais il suffira évidemment qu'elle soit normale ou perpendiculaire à la surface donnée, auquel cas elle se trouvera détruite par la résistance même de cette surface. Soit
tf = o
Téquation de la surface en question, u désignant une certaine fonction des coordonnées Xf^yZ'^ la normale menée par le point auquel appartiennent les coordonnées X, y^ z étant prolongée dans une certaine direction formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont les cosinus seront représentés par :
du dx
du du
De plus, si Ton suppose la résultante R appliquée à ce
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point, et si Ton appelle a, b^ c les angles formés par la direction de cette résaltante avec les demi-axes des coordonnées positives, on trouvera
cos a = -- =
^ ^X^-hY^-hZ»'
cos & = — - =
cos c = — =
R ^X»-t-Y»-HZ'
Cette direction devant coïncider avec celle de la normale prolongée dans un sens ou dans un autre, il faudra que Ton ait dans le cas d'équilibre
du X , dx
v/(êy-($)'-(è)''
du
du
dz
le môme signe devant être adopté à la fois dans les seconds membres. des trois équations. Il est essentiel d'observer qu'on peut remplacer le système de ces trois équations par*la formule
6o STATIQUE.
de laquelle il résulte que noa-seulement les trois fraclioiM
sont égales enlr« elles, mais encore
\dx) \dr) \dz)
que chacune d*elles est ëgale à
Cela posé, comme la formule (i i) équivaut à deux équations seulement, il est clair que les conditions d'équilibre d'un point sur une surface se réduisent à deux. On énonce à la fois ces deux conditions en disant queles sommes des projections algébriques des forces appliquées au point donné doivent être respectivement proportionnelles aux cosinus des angles que forme la normale à la surface avec les demi -axes des coordonnées positives, ou, ce qui revient au même, aux dérivées partielles de la fonction qui forme le premier membre de l'équation de la surface.
Pour donner un exemple de l'équilibre dont il s'agit ici, supposons que deux points qui ont pour coordonnées respectives, le premier a:© > J^o 5 ^0 » le deuxième, Xyjr^ z^ soient liés entre eux par une droite rigide et invariable, et que le premier de ces deux points devienne fixe \ le second, resté mobile, ne pourra se mouvoir que sur la surface de la sphère qui a pour équation
r désignant la distance invaiiable des deux points. Kn présentant cette équation sous la forme
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on aura dans le cas présent :
du . du f/u
Par suite, si l'on suppose les forces P, P', . . . , appljqué<*s au second point, et si l'on désigne, comme k l'ordinaire, par X, Y, Z les sommes des projections algébriques de ces forces sur les axes, 011 trouvera, au lieu de la formule (ii),
Les deux équations comprises dans cette formule suffisent donc pour assurer l'équilibre du point matériel situé sur la surface de la sphère. Elles expriment que la résultante R des forces P, P', P^, . . . , est perpendiculaire à cette même surface, c*est-à-dire dirigée suivant le rayon de la sphère ou suivant son prolongement. On pourrait déduire la même conclusion des remarques faites dans la dernièie leçon, puisque, d'après ces remarques, la double équation
appartient à la droite qui passe par le point dont les coordonnées sont Xo, j^0 9 ^09 et suivant laquelle agit la force dont les projections algébriques sont X, Y, Z. Ainsi pour qu'une droite invariable dont une extrémité reste iixe et dont l'extrémité mobile est sollicitée par les forces P, P', . . . , demeure en équilibre, il faut, et il suffit que la résultante R de toutes les forces données agisse suivant cette même droite dans un sens ou dans un autre.
Nous avons supposé implicitement que la surface sur laquelle un point matériel était en équilibre présentait une résistance' indéfinie. Si elle ne pouvait sans se briser
résister au delà d'une certaine limite, il deviendrait nécessaire pour Tëquilibre que la résultante R des forces données ne dépassât pas cette limite. Enfin si le point matériel était simplement posé sur la surface, il faudrait que ce point matériel fût appuyé contre elle'par la résultante R, et par suite qu'elle fût dirigée dans un sens déterminé.
Dans le cas, par exemple, du point matériel posé sur la surface de la sphère, les trois quantités X, Y, Z doi* vent être affectées de signes contraires à ceux des diffé* rences x — J o» y — J^o» z — z^.
33. Considérons maintenant un point matériel assujetti à rester à la fois sur deux surfaces, ou, ce qui revient au même, sur la courbe qui résulte de leur intersection. Pour que ce point matériel reste en équilibre sous l'action de plusieurs forces P, P', P^, . . . , il sera nécessaire et il suffira que la résultante R puisse se décomposer en deux forces perpendiculaires aux deux surfaces; celte condition sera remplie si la résultante R est normale à la courbe d'intersection. Soient
tt = o. p = o
les équations des deux surfaces, ou, en d'autres termes, les deux équations de la courbe. Ces équations détermineront j- et X eu fonction de x, et la tangente à la courbe au point dont les coordonnées sont x, j^ Zy prolongée dans un certain sens, formera, avec les demi*axes des coordonnées positives, des angles qui auront pour cosinus les fractiouB
dx df dt
^dx^^dr^-^dz* ^dx^-i- dy -h dz^ ^ dx" -{- dy^ -^ dt^
Supposons la résultante R appliquée à ce même point et désignons par X, Y, Z les sommes des projections algé-
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briques des forces P, P, P', . . . ,
V^X'-hY»-l-Z»' \/X»-hY»-hZ'' v^X»-f-Y' + Z»'
seront les cosinus des angles que la direction de la résultante R forme avec les demi-axes des coordonnées positives, et la somme
représentera le cosinus de Tangle compris entre cette direction et celle de la tangente à la courbe. Cet angle devant être droit, son cosinus devra être nul \ et par conséquent les conditions d'équilibre du point matériel sur la courbe se réduiront à une seule exprimée par l'équation
(la) Xd:»-f-Y<(r-HZ^« = o.
Prenons pour exemple un point matériel assujetti â rester sur le cercle tracé dans le plan xy et qui a pour équation
(x— j-,)*-f-(r— .n)»=r% zz=o.
On a dans ce cas
fijr dx flz
par suite Téquation (la) deviendra
Y(.r — jr,)— X(r — r»)=0» 0«
ces équations prouvent que la résultante coïncide avec le rayon mené du centre du cercle au point x, y^ ou qu^elle est normale â la circonférence du cercle.
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QUATRIÈME LEÇON
Propriétés d*UD système de forces appliquées à différents points matériels dans l'espace. — Couples. — Moment et moment linéaire d*un couple. — Force principale, moment linéaire principal, axe principal. —Cas de une, de deux, de trois fo^es. Application à la recherche des conditions d*équilibre d'une droite invariable et d'un triangle invariable.
34. Après avoir trouvé les conditions d'équilibre d*mi [K>int matériel soit libre, soit assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface donnée, nous devons rechercher les équations d'équilibre d'un système composé de plusieurs points liésiiivariablcment entre eux, et sollicités par des forces quelconques. Pour faciliter cette recherché nous allons d*abord faire connaître quelques propriétés générales d'un semblable système.
Soient respectivement a:, y, z] orf^y'y ^'3 a:", j", z"\ . . . , les diflërents points que l'on considère; P, P, P",^, ., les différentes forces qui les sollicitent réduites à une seule pour chacun d'eux. Concevons de plus qu^ ces mêmes forces foiment respectivement avec les demi-axes des coordonnées positives les angles
Les projections algébriques de la force P sur les axes seront
P cos a, p cos €, P cos 7 ;
tandis que les projections algébriques de son moment linéaire se trouveront représentées, si l'on place le centre des moments à l'origine des coordonnées, par les trois
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pitxlttits
P(jcoS7 — icosê), P(»cos a— jrco»7), P(j:cos6 — ^cosa),
et, si Ton place le centre des moments au point qui a pour coordonnées Xo^jr^^ ^09 pstr les suivants
P [tr— r»)«» 7— (*—*•) *^^]» P[(»— *.)cosa— («— jp,)co87l, P [(x — x.) CCS € — (^ — ^0) ces a].
On peut remarquer d'ailleurs que, pour obtenir ces trois derniers produits, il suffit d^ajouter respectivement aux trois premiers les quantités
P(/«co$7— «,cbS6), V{z^cd<a — j:,coi7), P(j:.cos6 — ^/•cosoc),
prises en signe contraire, c'est-à-dire, en d'autres termes, les projections algébriques sur les axes du moment linéaire d'une force égale et parallèle à P, maïs dirigée en sens contraire et appliquée au point Xo, 7^0» •^o) ce moment linéaire étant calculé pour le cas où Ton place le centre des moments k Torigine des coordonnées. De cette remar^ que on déduit immédiatement la proposition suivante :
Théorème L — Si\ en plaçant le centre des moments à Forigine des coordonnées^ on construit: t^ le moment linéaire de la force P, 2** le moment linéaire ^ une force égale et parallèle^ mais dirigée en sens contraire et ap^ pliquée au point x^, y^f Zo, le moment linéaire résultant transporté parallèlement à lui-métne au point dont il s'agit^ représentera en grandeur et en direction le mo^ ment linéaire de la force P par rapport à ce même point.
35. Nous dirons avec M. Poinsot que deux forces forment un couple Ioi:squ' elles sont égales et parallèles, mais dirigées en sens contraire, suivantdeux droites différentes, elle moment de ce couple ou son moment linéaire sera ce que devient le moment ou le moment linéaire de l'une des forces, quand on prend le point d'application de l'autre pour centre des moments. Cela posé, le moment du I. S
couple sera évidemment égal au produit de l*uQe des forces par leur distance mutuelle, c'est-à-dire, eu d'autres termes, à la surface du parallélogramme construit sur les deux forces^ et le plan du moment du couple sera précisément le plan de ce parallélogramme, ou, si Ton veut, celui qui renferme les deux forces données. De plus le moment linéaire du couple élevé par le point d'application de l'une des forces se comptera sur le demi-axe perpendiculaire au plau du couple, et autour duquel l'autre force tend à produire un mouvement de rotation de droite à gauche. Enfin, comme dans la proposition ci-dessus les points d'application des deux forces P et Torigine des coordonnées peuvent être des points quelconques de Tespace, il est clair que cette proposition se réduira simplement à celle que nous allons énoncer :
Théoième II. — Lorsque deux forces forment un couplcy le moment linéaire résultant pour le système de ces deux forces est égal et parallèle au moment du couple et dirigé dans le même sens, quelque soit le point de r espace quon prenne pour centre des moments.
36. Revenons maintenant au système des forces P, P, P", . . . , appliquées k différents points de l'espace. Soient respectivement X, Y, Z, L, M, N les sommes des projections algébriques des forces et de leurs moments linéaires dans le cas ou l'on place le centre des moments à l'origine des coordonnées. On aura
X = P cos a -h P' ces a' -h ... , Y = Pcos.€ -4- P'cosS' -+-..,
Z = Pros7 -^- P'^'O^v' -+-.... L = P (,)• C0S7 — z cos 6 ) H- . . , M= P (scosa — XCOS7) -f- . . . , N = P fr ces fi — r cas a'i -h , . . .
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Cela posé, si par un poini quelconque on mène des forces P> P'» P'^ . . . , égales et parallèles aux forces données, leur résultante, que je désignerai par R^ aura pour valeur
et formera avec les demi-axes des coordonnées positives dçs angles a, b^ c, déterminés par les équations
(3) COSÛ=--, COS&r=^, COSC=:
ti A R
De plus, si, prenant le point dont il s'agit pour centre des moments, on construit les moments linéaires des forces données, on pourra composer ces moments entre eux de manière a obtenir en définitive un moment linéaire résultant. Soit K ce dernier moment et désignons par /, m, n les angles que forme sa direction avec les demi -axes des coordonnées positives. Si le point pris pour centre des moments se confond avec l'origine des coordonnées, on aura évidemment
(4) K=:s/L»-hM»-i-NS
\0) €OS/=--» COSW = --» COS/t=— ,
puisque les projections algébriques du moment linéaire résultant devront être respectivement égales aux sommes des projections algébriques de tous les autres. Si le même points supposé distinct de l'origine, avait pour coordonnées Xo^jo^ ^0) il faudrait, d'après ce qui a été dit ci-dessus, lui appliquer des forces égales et parallèles atix forces P, F, P",.!., mais dirigées en sens contraire. En joignant ces nouvelles forces au système des forces données, et composant les uns avec les autres les moments linéaires de toutes les forces pris par rapport à Torigine, on formerait un moment linéaire résultant égal et parallèle à celui que l'on cherche et dirigé dans le même sens. Or les nou-
velles foixes étant égales et parallèles aux forces données, maisdîrigées en sens contraire, leur résultante serait ^ale et directement opposée à la force R. Par suite les sommes des projections algébriques de leurs moments linéaires seraient respectivement égales aux projections algébriques du moment linéaire de la force R prises en signe contraire, c'est-à-dire à
R [z^ cos b — x^ ces c) == z,Y — j'.Z, R(j:«cosc — ZoC08a)=x,Z — «tX, R ( Jo cos a — x, cos B) =/, X — x^Y.
Donc, si k ces trois dernières expressions on ajoute les quantités L, M, N, on trouvera pour sommes les projections algébriques du moment linéaire représenté par K ; donc, en plaçant le centre des moments au point x^, y^^ 2», on aura
/ Kcos/ = L — j«Z-h «.Y, (6) I Kcosiw = M — 2|X-i-«oZ,
( Kcos/i = N— a:tY4-r«X.
On aurait pu obtenir immédiatement les seconds membres de ces dernières équations en exprimant au moyen des quantités X, Y, Z, L, M, N, les sommes des projections algébriques des moments linéaires des forces P, P, P', . . . , par rapport au point Xo, j^o, ^o? c'est-à-dire, en d* autres termes, les trois polynômes
-+-P'[(r'— r.) «>•/-(«'— «•)cose']-h...,
P [(»-:-«•) cos a — (ar — x,) cos 7]
-f- ?'[(«' — z.) cos «' — (x'— Xo} cos 7'] -h . . . ,
P [ (x — Xo ) cos 6 — ( J — Ja ) co s a ]
COS/I
37. Pour plus de commodité, la résultante R,à laquelle se réduit le système des forces P^ P, V\ ... y lorsque toutes ces forces sont transportées parallèlement à ellesmêmes et appliquées au même point, sera nommée désormais \aL force principale du système. Le moment linéaire K, résultant de la composition des moments linéaires des forces données, sera de même appelé moment linéaire principal. Cela posé, il est clair que la direction et Fintensité du moment linéaire principal dépendront de la position du centre des moments, tandis que la direction et Tinteusité de la force principale seront indépendantes de son point d'application. De plus, quand on aura construit le moment linéaire principal relatif à l'origine des coordonnées, il suffira de le composer avec le moment linéaire de la force principale appliquée au pointXo, 7^09 ^o? et agissant en sens contraire de sa direction naturelle, puis de transporter à ce dernier point le moment linéaire résultant, pour obtenir le moment linéaire principal re* latif à ce même point. On en conclura par une déduction géométrique facile que la projection du moment linéaire principal sur la direction de la force principale est une quantité constante indépendante de la position du centre des moments. Cette proposition, due à M. Coriolis, peut être démontrée analytiqiienient de la manière suivante:
Pour déterminer la projc^riion du moment linéaire prin-
cipal sur la direction de la force principale, il suffit de multiplier le moment lui-même par le cosinus de Tangle compris entre sa direction et celle de la force, et de prendre la valeur numérique du produit. Or le cosinus de Fangle compris entre les deux directions est équivalent à la somme
ces a ces / H- ces b cos m + ces c cos /t,
laquelle en vertu des équations (3) et (8) se réduit à la (raction
LX -f. MY -t- NZ
Cette dernière expression, ainsi qu on devait s'y ^ttendre^ ne dépend pas des coordonnées du centre des moments, mais seulement des six quantités X, Y, Z, L, M, N, qui conservent les mêmes valeurs quelle que soit la position de ce centre.
38. La projection du moment linéaire principal sUr la direction de la force principale étant une quantité invariable, représente nécessairement la plus petite valeur que puisse admettre ce moment linéaire, ou, en d'autres termes, son minimum. Pour obtenir ce minimum j il faut évidemment placer le centre des moments dans un(^ position telle, que la direction du moment linéaire principal devienne parallèle à celle de la force principale. Ccltr rondilion sera remplie si l'on a
cos / cos /// cos N
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OU, ce qui revient au même,
par conséquent, si Ton nomme ^, r/, ^ les coordonnées d'un point qui, pris pour centre des moments, remplisse la condition énoncée, on aura
^ i LX-hMY-hNZ
Celle dernière formule équivaul aux irois équalions
I 7U..V ^ LX + MY + NZ
(10) { M — ÇX-+-ÇZ = — ^^ ,
N r-r , ^_Z LX + MY + WZ
Comme ces trois équations sont du premier degré relativement aux coordonnées (, 77, ^^ et que la troisième équation se déduit immédiatement des deux autres, îl est clair qu'elles appartiennent à une droite sur laquelle il suBîra de placer le centre des moments pour que le moment linéaire principal devienne un minimum. Cette droite sera désignée désormais sous le nom daxe principal,
39. Lorsque le système des forces données se réduit à une seule, les six quantités X, Y, Z, L, M, N appartiennent à cette force unique; elles i*eprésentenl les projections algébriques de cette force sur les axes et celles de son moment linéaire par rapport à rorîgine» Dans la même
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hypothèse on a nécessairement LX 4- MY -h NZ = o, et par suite les équations ( lo) se réduisent à
(il) Zn— YÇ = L, XC — 2;ç = M, Y? — X>î = N,
ou en substituant pour X, Y, Z, L, M, N leurs valeurs, et transformant, a
ces a cos € cos 7
équations de la droite suivant laquelle agit la force donnée. Donc alors Taxe principal se confond avec cette droitp.
40. Lorsque le système des forces données se réduit ;i deux forces P, P', on a
X = P cosa H- F cos a', Y = Pcos6-hP'cos6', 2 = Pcos 7 -f- P' cos 7'.
Alors la force principale est la résultante de$ forces P, P' transportées au même point, elle moment linéaire principal est la diagonale du parallélogramme construit sur les moi^ents linéaires des deux forces données. Dans la même hypothèse la force principale s'évanouit lorsque les deux forces P, P' forment un couple, auquel cas on a nécessairement
( COSa'==: — COSa^ COSê' = — COS 6, co^7' = — COS7.
Dans ce cas, les projections algébriques (6) du moment linéaire principal deviennent indépendantes de la position du centre des moments ; par suite le moment linéaire principal conserve toujours la même valeur et n^admet plus de mininium, en sort« que Taxe principal disparait entièrement. La valeur constante du moment linéaire principal est alors équivalente au moment du roupie, c'csi-à-dirc au moment lin^ire de l'une des forces quand on place le contre des moments sur la direc-
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lion de l'autre force, ainsi que nous l'avons déjà expli^ que. On arriverait aux mêmes conclusions en observant que dans le cas présent, les projeclions algébriques du moment linéaire principal se réduisent, en vertu des formules (i^), à
( L=P[(7— /)cos7 — (z — z')cos6], (i3) I M=P[(« — «'jcosa — (x— ar')coS7],
( 5 = P[(ar— j:')cos€ — (jr_/)cosa],
c'est-à-dire aux projections algébriques du moment linéaire de la force P dans le cas où Ton prend pour centre des moments le point d'application de la force P'.
Si pour le système des forces P, P' la force principale et 1^ mompnt linéaire principal s*évanouissaient en môme temps, on en conclurait que ces deux forces sont égalof^ et agissent suivant une même droite, mais en sens contraires.
En général, quel que soit le nombre des forces P, P', P*, . . . , lorsque X, Y, Z s'évanouissent, la grandeur et la direction du moment linéaire principal deviennent indépendantes de la position du centre des moments. Par suite, si, la force principale étant nulle, le moment linéaire principal se réduit à zéro pour une certaine position du centre des moments, il s'évanouira également pour toutes les autres.
41 . G>nsidérons encore, pour mieux fixer les idées, un système composé seulement de trois forces ,P, P', P". Si pour ce système les six quantités X, Y, Z, L, M, N s'évanouissent, non-seulement la force principale s'évanouira, mais encore le moment linéaire sera lui-même nul, quel que soit le centre des moments. Cela posé, supposons que l'on fasse coïncider le centre des moments avec le point d'application de la force P". Dans ce cas, le moment linéaire de la force P'' étant nul, ceux des deux
autres forces devront être égaux ^t dirigés suivant une même droite, mais en sens contraires, afin que le moment résultant se réduise à zéro. Par suite les directions des forces P, P' devront être comprises dans un plan unique mené perpendiculairement à la droite dont il s'agit par le point d'application de la force F'. Ce plan unique renfermant les points d'application des trois forces P, P', P" sera nécessairement le plan du triangle formé avec ces trois points. Comme.au point d'application de la force W où peut substituer à volonté celui de la force P ou celui de la force P', on déduira évidemment des remarques que nous venons de faire la proposition suivante :
Théorème III. — Si pour le système des trois forces P, P', I^, les six quantitésX^ Y, Z, L, M, N s^é^auouissent, chacune ries trois forces sera comprise dans le plan du triangle qui renferme les trois points d'application.
42. Cela posé, cherchons les conditions d'équilibre de deux points matériels A et Â' soumis à l'action des deux forces P, P' et liés entre eux par une droite invariable. Si l'équilibre subsiste entre les forces appliquées aux extrémités de cette droite, ou ne le troublera pas en fixant l'une de ces extrémités, par exemple le point A'. Dans cette supposition le point A, restant seul mobile, ne pourra décrire que la surface d'une sphère, et la force P pour le maintenir en équilibre devra être normale à cette surface, par conséquent dirigée suivant A A', ou suivant son prolongement. On prouverait de même, en fixant le point A, que la force P' doit encore être dirigée suivant le rayon AA' prolongé dans un sens ou dans un autre. Concevons maintenant que, les forces P, P' agissant l'une cl l'autre suivant la droite qui joint leurs points d'application, on rende à rcs deux points leur mobilité primitive.
ÉQUILIBRE d'uKE DKOITE itv^lABLK. 75
Pour que réquilîbre <x>ntînue à subsister, il sera évidemment nécessaire que la droite soit tirée à ses extrémités par les deux forces dans deux sens opposés, et autant dans un sens que dans Tautre. Par suite les deux forces devront être égales et dirigées en sens contraires. Réciproquement, si les deux forces P, P' appliquées aux extrémités de la droite invariable A Â' sont égales entre elles et agissent suivant cette droite, mais eu sens opposés, il y aura évidemment équilibre.
Lorsque deux forces sont ^ales et agissent suivant une même droite en sens contraires, leurs moments linéaires sont nécessairement égaux et directement opposés. En conséquence, pour le système composé de ces deux forces. le moment linéaire principal s'évanouit aussi bien que la force principale. Réciproquement, si pour un système composé de deux forces P, P' la force principale et le moment linéaire principal s^évanouisseut, on pourra conclure que ces deux forces sont égales et agissent en sens contraires, suivant la droite qui joint leurs points d'application. Donc alors, si cette droite est invariable, elles se feront équilibre.
43. Pour traduire en analyse les conditions d'équilibre que nous venons de trouver, désignons par or, /, ^, jr', y\ z\ les coordonnées des points A, A'-, par a, o, y, a\ S', y' les angles que forment les directions des forces P, P' avec les demi-axes des coordonnées positives; enfin, par X, Y, Z, L, M, N les sommes des projections algébriques des deux forces sur les axes des x, ^, z et les sommes des projections algébriques sur les m^ootes axes de leurs mon^ents linéaires, dans le cas où l'on place le rentre des moments à Torigine des coordonnées. La force
principale étant représentée par v^X* -f- Y* -{-7? et le momrnl linraire principal par y^L^ -h RP ~h N*, il sera né-
ceasaire et suffisant pour l'équilibre que Ton ait i la fois
(i4) X»-^T»-hZ» = o, L» -h M» 4- N» r= o,
et par suite
Si dans ces dernières équations on remet pour X, Y, Z, L^ M, N leurs valeurs respectives, on trouvera
IP cosa -+- F cOs a' = o, P cos6 -h P' cos6' = o, P cos 7 -h P' cos 7' = o, IP (/cos 7 — «cos6) -f-P' (y cos 7' — »'cos6') =0, P (zoos a — xcos7)-4-P*(»'cosa' — x'cos7') = o, P(xcos6 — /cosa)-hP' (j/cos€' — y cos a') = 0.
En vertu des équations (16), les équations (17) deviennent
( P[{r — y)cos7 — (« — z')cos6]=ro,
(18) I P [{z — a') cos a — {x—x') COS7] = O,
[ P[^'jr — jc')cos6— (7— j')cosa] = o,
et peuvent être remplacées par les deux équations comprises dans la formule
, , Pcosa PcosS PCOS7
Ea conséquence, les six équations d'équilibre que nous avons trouvées se réduisent à cinq, savoir aux équations (16) et à celles que comprend la formule (19). Les équations (16) expriment que les forces P, P' sont égales et agissent en sens contraires suivant la mèine droite, ou suivant des droites parallèles. La formule (19) exprime que la force P agit suivant la droite qui joint les points d'application des deux forces. Ajoutons que les <^qua-
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lions (16) et la formule (19) peuvent être remplacées par une seule formule, savoir :
(P CCS a P ces 6 P cos y X — -c' Y — r' » — z' (ao) \ -^ . ^ ^ ^ P'cosa' P'cosS' P'cos7'
En vertu de ce qui précède, une force P appliquée au point A et agissant suivant la droite AA' fera équilibre à une deuxième' force F = P appliquée à un autre point A' de la même droite et dirigée suivant cette droite, mais dans un sens contraire, pourvu que Ton suppose les deux points liés invariablement entre eux. Cet équilibre subsisterait encore si l'on transportait le point d^application de la force P de A en A', sans changer la direction de cette force, puisqu^alors on aurait au point A' deux forces égales et directement opposées. Le point A' pouvant d'ailleurs être choisi arbitrairement sur la direction de la force P, nous devons conclure qu'une force dirigée suivant une droite dont tous les points sont liés invaria« blement entre eux produit toujours le même effet en quelque point de cette droite qu'on la suppose appliquée^ C'est ce qu'on peut encore exprimer en disant que deux forces appliquées aux extrémités d'une droite invariable et agissant suivant cette droite dans le même sens sont équivalentes.
n est d'ailleurs e3sentîel d'observer qu'en transportant le point d'application d'une force partout où l'on voudra sur la direction de cette force, on ne changera jamais ni ses projections algébriques , ni celles de son moment linéaire.
Si, la droite A A' demeurant toujours invariable, l'extrémité A de cette droite était soumise à l'action de plusieurs forces P, Q, • . . , et l'extrémité A' à l'action de
^8 STATIQIJK.
plusieurs autres forces F, Q', . . ., il seiait nécessaire, et il suffirait pourTéquilibre que la résultante des forées P, Q, . . . , fut égale à la résultante des forces F, Q', . . . , et que ces deux résultantes fussent dirigées suivant la même droite, mais en sens contraire^ par suite , il serait nécessaire et il suffirait que, pour le système de toutes les forces données, la force principale et le moment linéaire principal se trouvassent réduits à zéro.
Si Ton désigne toujours par X, Y, Z, L, M, N, les sommes des projections algébriques des forces données sur Jes axes et celles de leurs moments linéaires, les deux conditions qu'on vient d^énoncer seront encore exprimées par les deux équations
(i4) X»-+-T» + Z»=ro et L' + M»-hN»=o,
ou
(i5) X = o, Y=o, Z=ro et L = o, M = o, Nr=o.
Il semble donc au premier abord qu'il y ait dans le cas présent six équations d'équilibre, mais on prouvera facilement, comme on Ta déjà fait dans un cas semblable, que la sixième équation se déduit des cinq autres.
44. On passe sans peine du cas d'une droite invariable au cas d'un triangle invariable, c'est-à dire de trois points A, A', A" liés par trois droites invariables, et soumis à Faction de trois forces données P, F, P'. Si l'équilibre subsiste, il ne sera pas troublé lorsqu'on fixera deux sommet» du triangle, par exemple les points A , A^; dans cette supposition, le point A^ restant seul mobile ne pourra décrire qu un cercle dont le plan sera perpendiculaire à celui du triangle, et dont le centre se trouvera situé sur la droite A A'. De plus, la force F' devant maintenir le point A'^ en équilibre sur la circonférence du cercle, sera nécessairement perpendiculaire à la tangente
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au cercle mené par le poiiil A^', et, par conséqueiU, comprise dans le plan du triangle donné.
On arriverait encore à la môme conclusion en observant qne si la force P' n'était pas comprise dans le plan du triangle, elle ferait tourner ce plan autour de i^axe A A' devenu fixe en vertu de Thypothèse admise. Cela posé, on pourra c«>ii8truire un parallélogramme (jui ait pour dia* gonale la force P^ et dont les côtés coïncident en direction avecles droites A'^A, A^'^A^ ou avec leurs prolongements. Par snile, on pourra décomposer la force P appliquée au sommet A^^ en deux autres qui agissent suivant les côtés adjacents. Soient Q, Q^, les composantes dont il s*agit : il sera permis de transporter la force Q agissant suivant le côté A'^'A du point A'^ au point A, et la force Q' agissant suivant le côté A'' A' du point A'' au point A'; on obtiendra par ce moyen, au lieu des trois forces P, P, P', appli* quées aux trois sommets d'un triangle invariable , quatre forces P, Q, P9 Q' appliquées aux deux extrémités d'tmr; droite invariable, et qui devront encore se faire équilibre. Donc, pour le système des quatre dernières forces, la forée principale et le moment linéaire principal devront s'évanouir. D'ailleurs, la décomposition de la force P en deux antres et le transport de ces deux composantes ne peuvent changer en aucune manière, ni la force principale , ni le moment linéaire principal du système des trois forces P, P, P^ Donc aussi, lorsque le triangle invariable est en équilibre, cette force principale cl le nM>ment linéaire principal s'évanouissent. Cela posé, si l'on appelle X, Y, Z, L, M, N les sommes des projections algébriques des forces P, P, P', et celles des projections algébriques de leurs moments linéaires, on aura dans le cas d'équilibre :
(i4) X'-f-Y' -hZ'=r o, L^-hM'-f-ÎV' = o,
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et, pai'mit^,
45. Réciproquement , on peut affirmer que le triangle invariable sera en équilibre toutes les fois que les équations (i5)serontsatisfaites,c'est-â-dire, en d'autres termes, toutes les fois que , pour le système des trois forces appliquées au sommet du triangle, la force principale et le moment linéaire principal se réduiront à zéro. En efTet, dans cette hypotbèse les directions des trois forces seront, ainsi qu'on Ta précédemment démontré, comprises dans le plan du triangle. Par suite, on pourra décomposer la force P' en deux autres dirigées vers les points A, A', et transporter ces dernières composantes de manière k les appliquer aux points dont il s'agit. On substituera^ par ce moyen, au système des trois forces données un système de quatre forces appliquées aux extrémités A, A' d'une droite invariable; et comme la force principale et le moment linéaire principal ne changeront pas de valeurs dans le passage du premier système au second, ces deux quantités seront encore nulles pour le nouveau système, d'où Ton petit conclure qu'il y aura équilibre.
Si, le triangle AA'A'^ restant invariable, chacun de ses sommets était soumis à l'action de plusieurs forces , on pourrait remplacer les différentes forces appliquées à chaque sommet par une résultante unique. Cela posé, comme le système des trois résultantes aurait la même force principale et le même moment linéaire principal que le système des forces données, on trouverait que les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre se réduisent à l'évanouissement de cette force principale et de ce moment linéaire principal, ou, ce qui revient au même, k l'évanouissement des six quantités qu^on obtient
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en ajoutant : i^ les projections algébriques des forces données; a^ les projections algébriques de leurs moments linéaires.
Dans les deux cas que nous venons de considérer, et qui sont relatifs à l'équilibre d^un triangle invariable, la siziènie équation d'équilibre ne se déduit plus des cinq autres, comme il arrive quand on considère l'équilibre d'une droite invariable.
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CINQUIÈME LEÇON
Conditions d'équilibre d'un systÀme invariable quelconque. — Conditions d*équiTa1ence de deux systèmes de forces. — Réduction d*un système de forces appliquées à des points liés inTariableroent entre eui. — Cas où le système se réduit à une force, à un couple, à deux forces. — Équilibre d'un système invariable assujetti à tourner autour d'un point ou d'un axe, ou posé sur un plan.
46« Soient A, Â', A'', . . . , des points, en nombre quelconque, liés entre eux invariablement. Ces points forment ce qu'on appelle un système invariable. Cela posé, cberchons les équations d'équilibre de plusieurs forces P, P, P^, . . . , respectivement appliquées i ces mêmes points.
Désignons encore par X, Y, Z, L, M, N les sommes des projections algébriques de ces forces et de leurs moments linéaires, le centre des moments étant toujours placé à Torigine des coordonnées. Si Ton suppose d'abord que le plan mené par les trois points A, A^, A'^ ne renferme aucun des autres points donnés, chacune des forces P"', P"', . . . , pourra être remplacée par trois composantes respectivement dirigées suivant les trois arêtes d'une pyramide qui aurait pour base le triangle AA'A^, et le point d* application de chacune de ces composantes pourra être transporté à Fun des trois sommets du triangle dont il s'agit. Quand h l'aide de ces opérations on aura substitué au système des forces données celui de plusieurs forces appliquées aux trois sommets d'un triangle invariable , il sera nécessaire et il suffira pour Téqui* libre que la force principale et le moment principal relatifs au nouveau système s'évanouissent. Or cette force principale et ce moment linéaire principal se trouvent
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représentas pour le premier système par les deux quantités
y/a* -H Y» -H Z% v^L»-|-M»-hW».
Et comme, en passant du premier système au second, on De change ni les sommes des projections algébriques des forces, c'est-à-dire les quantités X, Y, Z, ni les sommes des projections algébriques de leurs moments linéaires , c^est-à-dire les quantités L, M, N, il est clair que les conditions nécessaires et stiffisantes pour Téquilibrc seront exprimées par les équations
(i) X»-f-Y« + Z» = o, L»-f-M»-hN'=:o,
auxquelles on f»eul substituer les suivantes
Si l'une des forces P'", P*', . . . , avait son point d'application situe dans le plan du triangle, KA! h!' il arriverait de deux cboses Tune : ou cette force serait elle-même comprise dans le plan du triangle, et alors elle pourrait être remplacée par deux composantes appliquées à deux sommets de ce triangle, par exemple aux points A, A'; ou elle serait dirigée suivant une droite qui percerait le plan, et pourrait être alors appliquée à un nouveau point de cette droite que l'on supposerait invariablement lié avec tous les points du système. Ce nouveau point étant situé hors du plan du triangle, toute difficulté disparaîtrait. Dans l'un et l'autre cas, on parviendra également aux conclusions que nous avons déjà obtenues. On arriverait aussi au même résultat en substituant au triangle AA'A'' un triangle quelconque dont les trois sommets seraient liés invariablement au système des points donnés.
Donc , en définitive, pour que des forces quelconques appliquées aux différents points d'un système invariable
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se fassent équilibre , il csl nécessaire et il suffit que la force principale et le moment linéaire principal s^évanouissent, ou, en d^autres termes, que les sommes des projections algébriques des forces données et des projections algébriques de leurs moments linéaires se réduisent à zéro.
47. Lorsque le système des forces données ne satisfait pas aux conditions d'équilibre, on peut à ce premier système de forces en joindre un autre choisi de manière que réquilibre se trouve rétabli.
Soient dans cette hypothèse
Xj, Ti, Z|,. L|, M|, N|, ce que deyiennent les quantités
lorsqu'on passe du premier système au second ; on aura nécessairement, puisque les deux systèmes se font équilibre,
(X-f-Xi = o, T + Y,=o, Z-hZ.=o, ^' |L-f.L,=o, M-hM, = o, N-hN, = o, ou , ce qui revient au même ,
jX. = -X, Y. = -Y, Z.=^Z, ^^^ I L, = — L, M, = •- M, N, = — N.
Réciproquement, si les équations qui précèdent subsistent, la réunion des deux systèmes produira l'équilibre.
Donc, pour que deux systèmes de forces appliquées à des points liés invariablement les uns aux autres se fassent mutuellement équilibre, il est nécessaire et il suffit que dans le passage du premier système au second les sommes des projections algébriques des forces et des projections algébriques des moments linéaires conservent les mêmes valeurs numériques, mais changent de signe.
ÉQUIVALENCE DES SYSTEMES DE FORCES
48. Ce qui précède nous conduit iinmëdiatement aux conditions d'équivalence de deux systèmes de forces appliquées à des points liés invariablement les uns aux autres.
On dit en mécanique quC'deux systèmes de forces dont les points d'application se trouvent assujettis i des liaisons quelconques, sont équivalents lorsqu^un troisième système choisi de manière à faire équilibre au premier fait en même temps équilibre au second. Cela posé, si les points d^application ont été liés invariablement entre eux, il est clair que dans le passage du premier système au troisième, ou du second au troisième, les six quantités cidessus représentées par X, Y, Z, L, M, N, devront conserver les mêmes valeurs numériques, mais changer de signe.
En effet, représentons par .
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les forces des trois systèmes, les projections de leurs forces principales et de leurs moments linéaires principaux.
Puisque le troisième système fait, par hypothèse, équilibre aux deux premiers, on aura
X.4-X,= o, Y, -hY,=:o, Z,4-Z, = o
L4-L,= o, M H-Ma=o, N-fN, = o,
L, 4-La = o, M, -hMa = o, . N, 4-Na=o,
et par suite
Ainsi, pour que deux systèmes de forces appliquées à des points liés par des droites invariables soient équivalents, il est nécessaire et il suffit que, de part et d'autre, les projections algébriques des forces ecde leurs moments linéaires fournissent les mêmes sommes, ce qui revienf à
dire que ces deux systèmes doivent avoir la même force principale et le même moment linéaire principal.
49. Il a été prouvé : i^que les six quantités représentées par X, Y, Z, L, M, N*, c'est-à-dire les projections algébnques sur les trois axes de la force principale et du moment linéaire principal , conservent les mêmes valeurs en changeant de signe, pour deux systèmes de forces successivement appliqués à des points liés entre eux par des droites invariables, lorsque ces deux systèmes se font équilibre; a^ que deux systèmes seront équivalents entre eux toutes les fois que les six quantités dont il s'agit ne varieront pas dans le passage de l'un à l'autre. On peut donc dire que ces six quantités étant données pour un système, son effet, relativement à Téquilibre» est complètement déterminé. On a vu d'ailleurs que, des six quantités X, Y, Z, L, M,N, on déduit immédiatement : i^ l'in-tensité de la force principale et du moment linéaire principal ; *i? les angles que les directions de cette force et de ce moment linéaire forment avec les demi «axes des coor^ données positives.
50. Concevons maintenant que pour un système de forces appliquées i des points liés invariablement les uns aux autres, on connaisse les six quantités
Pour que ce système soit réductible à une force unique, ou, en d'autres termes, pour qu'on puisse le remplacer par une force équivalente, il sera nécessaire et il suffira que les six quantités données soient propres a représenter les projections algébriques d'une seule force et de son moment linéaire. Par suite il sera nécessaire et il suffira que l'on ait en même temps
(5) X'-hY»-hZ'>o,
(iV) LX-hMY4->Z = o.
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Ces conditions étant supposées remplies, la force équivalente au système donné sera ce qu'on nomme sa résul^ tante^ et cette résultante ne sera pas autre chose que la ibrce principale appliquée i Fun des points de la droite éoax les coordonnées ^, 77, ^ véri&ent les trois équations
(7) ',Z — CY = L, $X — ÇZ = M, |Y — nX = N.
Si Ton avait à la fois
Téquation (6) serait toujours vérifiée, mais Tinégalilé (5) se trouverait remplacée par Téquation
Dans ce cas le système donné sera évidemment réductible à deux forces égales et parallèles, mais dirigées en sens contraire, de manière à former un couple. En effet, pour obtenir un couple équivalent au système dont il s'agit, il suffira de choisir ce couple de telle sorte que son moment linéaire ait pour projections algébriques sur les axes les trois quantités
Pour y parvenir, on tracera un demi-axe qui fasse avec ceux des coordonnées positives des angles dont les cosinus soient respectivement
On mènera par un point quelconque de Tespace un plan perpendiculaire à ce demi-axe, et par deux points pris arbitrairement dans ce plan deux parallèles quelconques. Enfin on divisera le radical VL'4-M*-+-]N' par la distance des deux parallèles, puis on portera sur elles, dans des sens opposés, deux forces égales représentées par ce quo-
tient et dirigées de manière que chacune tende à faîie tourner le plan de droite à gauche, soit autour du demiaxe primitivement construit, soit autour d'un demi-axe parallèle dont l'origine coïnciderait avec le point d'application de l'autre force. Il résulte de ces observations qu'après avoir obtenu un couple équivalent au système donné, on pourra, sans changer Teffet de ce couple relativement à l'équilibre, transporter son plan parallèlement à lui-même partout où Ton voudra, et faire varier arbitrairement dans ce plan^ non-seulement les points d'application des deux forces, mais encore les droites suivant lesquelles elles agissent. Ces droites étant supposées connues, on en déduira immédiatement l'intensité de chaque force. Il est bien entendu que les points d'application des deux forces du couple sont censés liés invariablement Vun à Tautre et à tous les points que Ton considère.
51, Si pour le système de forces donné l'équation (6) cessait d'être vérifiée, on pourrait lui substituer la réunion de deux autres tellement choisis, que les sommes des projections algébriques des forces et de leurs moments linéaires fussent respectivement :
Pour le premier système,
Et pour le sscond,
Oj o, o, X', M, N.
Le premier des deux nouveaux systèmes pourrait être remplacé par la fiorce prindpale appliquée à Torigine des coordonnées et le second par un Icouple. Par suite, cette force et ce couple réunis seraient équivalents au système donné. De plus, il serait permis de faire passer le plan du couple par ToriginCf et même d'appliquer à cette originç une des forces du couple, en la suppost-^nt dirigée suivant
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Dne droite quelconque dans ce plan. Ajoutons que Torigine des coordonnées peut être transportée en un point quelconque de l'espace, d*où il suit que le système donné, quelles que soient les valeurs de X, Y, Z, L, M, N, pourra toujours être remplacé par la force principale appliquée à un point quelconque de Tespace et par un couple.
On arriverait aux mêmes conclusions, en considérant ce système comme formé par la réunion de deux autres pour lesquels les sommes des projections algébriques des forces et de leurs moments linéaires seraient respectivement de la forme
0, o, o, L — /,Z-h»iY, M— ZtX+x.Z, N— ar,YH-j^,X.
Le couple qui, joint à la force principale, peut remplacer un système donné, est ce que nous nommerons le couple principal de ce système. D*aprèsce qu'on vient de dire, ce couple principal dépend du point d'application de la force principale, et son moment linéaire est égal et parallèle au moment linéaire principal, quand on prend le point dont il s'agit pour centre des moments.
Comme^ dans le cas où Ton applique au même point la force principale et une force du couple principal, rien n'empêche de composer ensuite ces deux forces entre elles, il est clair qu'on pourra, si Ton veut, substituer au système donné, au lieu d*une force et d'un couple, un système composé de deux forces seulement.
52. Nous terminerons en observant que Téquation (6) est satisfaite dans deux cas dignes de remarque, savoir : 1** quand les forces données sont parallèles à une même droite, par exemple à Taxe des 2, puisque Tou a dans celte hypothèse
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a" quaad elles sont comprises dans un même plan, par exemple dans le plan des jy, puisqu'on a dans ce cas
On en conclut que dans Tune et Tautre hypothèse le système donné peut être réduit soit à une force unique, soit a un couple unique de deux forces parallèles à Taxe des z ou comprises dans le plan des xy. Ajoutons que les quantités X, Y^ Z, L, M, N ayant des valeurs quelconques^ on pourra toujours décomposer le système qui leur correspond en deux autres tellement choisis, que ces mêmes quantités deviennent respectivement :
Pour le premier système,
Pour le socond,
par conséquent en deux systèmes, dont l'un renferme seulement des forces parallèles a Taxe des 2, et Tautredes forces compnses dans le plan des xy.
53. Nous avons fait voir qu'un système de forces, ap« pliquées à des points liés invariablement entre eux, pouvait toujours être remplacé par la force principale appliquée à un point quelconque de Tespace et par un couple; qu en outre il était permis de supposer l'une des forces du couple appliquée au même point que la force principale, et dirigée suivant une droite menée arbitrairement par ce point dans le plan du couple. En partant de ces principes, nous trouverons facilement les conditions d'équilibre d'un système invariable retenu par un ou deux points fixes.
Concevons d'abord que le système invariable soit retenu par un point fixe et prenons ce point fixe pour origine des coordonnées. Soient à l'ordinaire X, Y,Z,L, M, N, les sommes des projections algébriques des forces données et
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des projections algébriques de leurs moments linéaires, Torigine étant prise pour centre des moments ; le système de ces mêmes forces pourra être remplacé par la force principale
appliquée à Torigine, et par un couple de deux forces Q qui agiraient en sens contraires suivant deux droites parallèles, séparées Tune de Tautre par la distance D, Tintensilé Q de chaque force étant liée à la distance D par Téqualion
QD = \/ï7+lÂM^.
Ajoutons qu^il sera permis d'appliquer la première force du couple, aussi bien que la force R, au point fixe, pris pour origine des coordonnées. Alors cesdeux forces se trouveront immédiatement détruites par la résistance du point fixe, et la deuxième force du couplé pourra seule produire un mouvement de rotation autour de ce point. Pour que toute tendance à un semblable mouvement disparaisse, ou, en d'autres termes, pour que l'équilibre subsiste, il sera nécessaire et il suffira que la deuxième force du couple s^évanouîsse ou passe par Torigine, c^est-â-dirc que l'un des facteurs Q et D du produit QD s'évanouisse; par suite il sera nécessaire et il suffira que ce produit lui-même se réduise à zéro^ ce qui donnera l'équation
à laquelle on pourra substituer les trois suivantes : (8) L = o, • M=o, N = o.
En conséquence, des six équations d'équilibre qui se rapportent à un système invariable libre dans Tespace, les trois dernières subsistent seules, lorsque ce systèm<; rst assujetti à lounier autour d'un point fixe, et que ce
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point fixe est pris pour origine des coordonnées. Ces trois dernières équations expriment que pour le système donné le moment linéaire principal relatif à Torigine s'évanouit.
Si le système des forces données était composé seulement de deux forces P, P^ son moment linéaire principal ne pourrait être nul qu^autant que les moments linéaires des deux forces seraient égaux et directement opposés, ou, ce qui revient au même, qu^autant que les deux forces seraient comprises dans un même plan passant par Porigine des coordonnées, et auraient dans ce plan des moments égaux. On arriverait aux mêmes conclusions en partant des équations (8) qui, dans le cas présent, prendraient la forme
Pp ces \ + P'p' cos X' == o, Pp cos fX + V'p' cos pi' = o , Pp cosv + P'/?' cosv' = o.
L'équilibre que nous venons de considérer est évidemment celui d'un let^ier coudé qui a pour point d'appui l'origine des coordonnées, et pour bras les droites invariables menées de cette origine aux points d'application des forces P, P'. Les deux forces devant avoir des moments égaux dans le cas d'équilibre, seront alors eu raison inverse des perpendiculaires abaissées de l'origine sur leurs directions. Si le levier est droit, et que les deux forces soient parallèles, on pourra substituer, à la raison inverse des perpendiculaires, la raison inverse des deux bras de levier.
5i. Passons maintenant à l'équilibre d'un système invanable autour de deux points fixes, ou, ce qui revient nu même, autour d'un axe fixe, et prenons cet axe pour axe des z. En conservant les mêmes notations que ci-
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dessus, on pourra toujours remplacer le système des forces données par la force principale
appliquée à l'origine, et par deux forces Q formant un couple dont le moment QD sera déterminé par IVquation
QD = \/u 4- M» -t- N'.
L'origine se trouvant située sur l'axe fixe, et par suite étant elle-même un point fixe, si on lui applique, ce qui est permis, la première force du couple aussi bien que la force R, la deuxième force du couple pourra seule produire un mouvement de rotation du système invariable autour de l'axe fixe. Pour que ce mouvement devienne impossible, il sera nécessaire et il suffira que la deuxième force du couple agisse suivant une direction qui coupe l'axe des z, ou, en d'autres termes, que le plan du couple passe par l'axe des z. Cette condition sera remplie si le moment linéaire du couple est perpendiculaire à l'axe des js, auquel cas sa projection algébrique sur cet axe, c'est-à-dire la quantité N, devra se réduire à zéro. Donc, pour le système invariable assujetti à ne pouvoir que tourner autour de l'axe des z, une seule équation d'équilibre subsiste, savoir l'équation
Lorsque les forces données se réduisent à deux, l'espèce d'équilibre que l'on vient de considérer se réduit à l'équilibre du treuil.
On prouverait de même que l'équation M = o exprime la condition unique d'équilibre dans le cas où Ton fixe l'axe des y, et l'équalion L= o dans le cas où Fou fixe l'axe des x.
Si le système invariable pouvait non-seulement
tourner autour de Taxe des z, mais encore glisser parai* lèlement à cet axe, il faudrait à l'équation de Tëquilibre N := o joindre la suivante
(lo) Z=o.
En cSet, les forces du couple pouvant être censées agir suivant deux droites parallèles entre elles, mais perpendiculaires à Taxe, pourqu^il n'y eut pas de mouvement dans le sens de Taxe dans cette hypothèse, il serait nécessaire et il suffirait que la force principale R fût ellemême perpendiculaire à Taxe : or cette condition se trouve exprimée par la formule (lo).
56. Si plusieurs points du système invariable étaient assujettis à demeurer dans un plan fixe donné de position, par exemple dans le plan des xy^ on décomposerait le système des forces qui correspond aux six quantités X, Y, Z, L, M, N, en deux autres tellement choisis, que CCS quantités devinssent respectivement :
Pour le premier
EU pour le second
Le premier système de forces serait réductible ou à une force unique parallèle à Taxe des z, ou à un couple de deux forces qui, se trouvant comprises dans un plan parallèle à Taxe des z, pourraient être censées dirigées dans ce plan suivant deux droites parallèles à ce même axe; et comme, dans' Thypothèsc admise, les forces parallèles à Taxe des z ou perpendiculaires au plan des xy ne sau* raient produire aucun effet, il est clair que les forces du second système seraient les seules qui pussent tioubler Téquilibre. Or ce second système peut évidemment se réduire soit à une force unique comprise dans le plan
ÉQUILIBRE SUR LN PLiN FIXE. ()5
des xy^ soit à un couple de deux forces renfermées dans ce même plan, à moins que les trois quantités X, Y, Z ne s'évanouissent, c'est-à-dire à moins que Ton n'ait à la fois
(il) X = o, Y=o, N=:o.
Si ces trois équations ne sont pas vérifiées, la force ou le couple équivalent au deuxième système tendra certainement à produire un mouvement de translation ou de rotalion des points situés dans le plan desx^, et l'équilibre ne pourra subsister. Au contraire, si les conditions ( 1 1 ) sont remplies, les forces eomprites dans le plan àesxy pourront êire remplacées par une résultante nulle, d'où il suit qu'elles se feront mutuellement équilibre. Par consé*quent, dans l'hypothèse admise, les conditions d'équilibre se réduisent aux équations (ii). Si plusieurs points du système invariable étaient simplement assujettis à rester dans un plan parallèle au plan des ocy^ aux trois conditions qui précèdent il faudrait en ajouter une quatrième Z = o.
Il est bon de remarquer que l'espèce d'équilibre dont nous venons de nous occuper en ce moment, comprend, comme cas particulier, l'équilibre de plusieurs forces situées dans le plan des xy^ et appliquées dans ce plan à un système de points invariables, que l'on suppose entièrement libre.
De même, l'équilibre d'un système invariable assujetti à tourner autour de Taxe des z comprend, comme cas particulier, l'équilibre de plusieurs forces situées dans le plan des xy^ et appliquées dans ce plan à un système invariable de points, assujettis à tourner autour de l'origine.
Nous remarquerons en finissant que les diverses conséquences déduites, dans ces deux dernières leçons, de la théorie des moments linéaires ne diffèrent pas de celles auxquelles on parvient en suivant la théorie des couples. {Foirla. Statique de M. Poinsot.)
SIXIÈME LEÇON
Composition d*nn Bystème de forces parallèles. — Résultante et moment linéaire de la résultante. — Résultante unique ou couple. — Centre des forces parallèles. — Application à la pesanteur.
57. Considérons un système de points liés invariablement les uns aux autres. Soient toujours
Xs *> '"^ t X * f . .
les coordonnées de ces mêmes points, et supposons qu^on leur applique des forces
dirigées suivant des droites quelconques. Enfin désignons à l'ordinaire par
les angles que ces différentes forces forment avec les demiaxes des coordonnées positives, et par
les sommes que Ton obtient en ajoutant : i® les projections algébriquesde toutes les forces ; a° les projections al-gébriques de leurs moments linéaires. On aura, comme l'on sait,
X = Pcosa + P' COS a' -f- P" ces a" -h . .., (i) { Y = P cosp -4- P' cosf -H P" cosp" H-. . . ,
Z =:Pcos7 4-P'coS7'-f-P"coS7''4-.. ., L = P(7-cos7 — z cosp) H-. . .,
(a) { M=:=P(zcosa — arcosy) -f-. . .,
N = P(xcosp— /cosa) +. . ..
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De plus, les forces P, P^, . . . étant dirigées suivant des droites parallèles, les angles (i\ |3', y' sont égaux aux angles oc, j3, y ou à leurs suppléments, suivant que les deux forces agissent dans le même sens ou en sens contraires. On trouvera par suite
cosa' = ±cosa, cosS' = rt:cosp, cos7' = ±cos7,
le signe supérieur devant être préféré dans le premier cas et le signe inférieur dans le deuxième. On aura de même
cosa'' = ± ces a, CCS p" = ± cos p, cos 7" = dbcos 7 . . . . Cela posé, les équations (i) et (^) deviendront
(3) \ Y=:(P±P'±:P"±...)t'"sp,
•( Zr=(P±P'dtP"=iz...)cos7,
/ LzrrlPrdzF/dt ..)cos7-(p3±P'2'±...)cosg,
(4) ) M=(P»±P'z'±:...)cosa — (P:cdzP'a;'±...)c0S7,
I N = {Pjr±P'x'±.. )cosp — (Pj±P'^'±:..,)cpsa,
et Ton en conclura
IL cosa H- M cos P -f- N cos 7 = 0, LX-f-MY-i-NZ = o, X^ + Y'-hZ' = (P±P'±P"±:...)'.
II suit de la seconde de ces équations que le système dos forces données sera réductible à une résultante unique ou h on couple. Il pourra évidemment se réduire à un coup1(! dont le moment linéaire aura pour projections algébriques les <|uantités L, M, IN, si Ton a
• X'-4-Y*4-Z'=o, ou, ce qui revient au même,
Pd:P'±P"lt...rr.O,
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c'est-à-dire, en d'autres termes, si la somme des forces
parallèles dirigées dans un sens équivaut à la somme des
forces dirigées en sens contraire. Dans la même bypo-
thèse, le plan du couple sera, en vertu de la première des
équations (5), parallèle à chacune des forces données, et
par suite on pourra supposer les deux forces du couple
parallèles à toutes les autres. Si , au contraire , les deux
sommes dont nous venons de parler sont inégales ^ on
trouvera
et le système proposé sera réductible à une résultante unique
formant avec les demi -axes des angles dont les cosinus
seront
Ajoutons que si la force P est du nombre de celles qui composent la plus grande somme, la somme P=i:P'±:F^.. sera positive, et Ton tirera de la dernière des équations (5)
VX»-|-Y»-|-Z»=:P±:P'±:P
par conséquent,
et les cosinus des angles formés par la force R avec les demi- axes des coordonnées positives deviendront
cosa, cosp, C0S7;
donc la résultante R sera équivalente à la différence des deux sommes ci -dessus mentionnées, parallèle à toutes les forces du système, et dirigée dans le sens de celles qui composent la plus grande somme.
Il reste à déterminer la droite suivant laquelle elle
COMPOSITION DES FOftCES PARALLELES. QQ
agit 9 c'esi-à-dire la suite des points auxquels on peut la supposer appliquée. Or, si Ton désigne par
les coordonnées de Tun de ces points, on aura nécessairer ment
R(ïjco67 — Çcosp)t=L,
B((cosa — SCO87) = M, R(Çcot^ — î)COSa) = N,
et IW en conclura , en substituant à L, M , N leurs valeurs ,
Kn C0S7 — RÇcosp = {Pj±:Py±. . .)cos7
— [PZ± P'2'±...)C0Sp,
RÇ cosa— RÇco»7 = (p3±:P'z' db. . .)cQSa
— (PxiP'jr'lt ..)co87, RÇcosp — Riï cosa=(Pj:±:P'a:'±: ..)co5p
— (PjdtPydl. . .jcosa;
ces trois dernières équations sont celles de la droite suivant laquelle agit la résultante. On y satisfera, quelles que soient les valeurs des angles a, /3, 7, si l'on suppose
l RÇ = Px±P'x'±. ., (6) < Kn==Py±P'y±.. ,
' RÇ — PzdiP'*'
et Ton déterminera ainsi des valeurs de |, lo , ^ indépendantes des angles dont il s'agit.
58, Concevons maintenant que les forces P, P, P', . . . restant toujours appliquées aux mêmes points viennent à tourner autour de ces mêmes points, sans cesser d'cire parallèles. Les valeurs des coordonnées ^y n^ ^ déterminées par les équations (6) ne varient pas; et le point unique auquel appartiennent ces coordonnées est ton-
lOO STATIQUE.
jour» un des points auxquels la résullante R peut èlre appliquée. Ce point unique est ce qu^on appelle le centre (les forces parallèles P, P', P", .... On ne doit pas oublier que les forces P, P, P', . . . peuvent agir les unes dans un sens, les autres en sens contraire, que la force P est du nombre de celles qui , agissant dans un même sens, composent la plus grande somme, et que dans les équations qui donnent soit la résultante R, soit les coordonnées de sou point d'application, chacune des forces P, P, P', . . . est précédée du signe -\- quand elle agit dans le sens de la. force P, et du signe — dans le cas contraire.
L<*s produits d'une force par les coordonnées de son point d*appIication sont ce qu'on appelle les moments de cette force par rapport aux plans coordonnés. Ainsi
Pjt, Pj, Pz
sont les moments de la force P par rapport aux plans des yz, des zx, des xj. Cela posé, il suit évidemment des équations qui donnent |, ^9 ^^ que si Ton calcule par rapporta Tun quelconque des plans coordonnés, 1*^ les moments des forces parallèles P, P, P'',. . . ; a^le moment de leur résultante R appliquée au centre des forces parallèles, ce dernier moment^scra équivalent à la somme des moments de tons les autres pris tantôt avec le signe +, tantôt avec le signe — , suivant que les forces correspondantes agissent dans le sens de la résultante ou en sens contraire.
Si Ton supposait les points d'application P, P, ..• tous situés dans le plan des zj^ on trouverait
cl, par suite,
donc alors le centre des forces parallèles serait luimême situé dans le plan des yz. Comme on peut d'ailleurs
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prendre pour plan drs yz un plan quelconque, nous devons conclure généralement que, si les points d'application de plusieurs forces parallèles sont situés .dans un plan unique, ce plan renfermera aussi le centre des forces parallèles. On pourrait encore arriver directement à la même conclusion de la manière suivante.
Les points d'application des forces P, P, . • . étant supposés tous compris dans un seul plan , concevons que de l'origine on abaisse sur ce plan une perpendiculaire, puis désignons par h sa longueur, et par l^ m y m ^ les angles (|ue sa direction forme avec les demi-axes des coordonnées positives. Le rayon vecteur mené de l'origine au point du plan qui a pour coordonnées x, y, z formera évîdemmenl avec la direction de la perpendiculaire un angle dont le
cosinus sera
X cos / -h r (OS m -4- z i*ns n
et comme, eu projetant ce rayon vecteur sur la direction Je la perpendiculaire, on devra évidemment retrouver la longueur A, on aura nécessairement
jr ces i -{- y cos /w -H z cos /i = A ;
or cette dernière formule, lorscju'on y considère x, ^ , z comme variables, n'est pas autre chose que l'équation générale d'un plan présentée sous la forme la plus utile dans les applications.
Dans la question qui nous occupe cette équation doit être satisfaite non-seulement lorsqu'on choisit pour x, j-, z les coordonnées du point d'application de la force P, mais encore lorsqu'on remplace ces coordonnées par u'',j', 2', ou par ocf\y>i 2", . . , etc. 5 on aura donc à la fois
X cos / "h y «.os m -h z cos n :=: k ^ X cos / 4-^ ' cos m 4- 2' cosn = / , .r"cos/ -h^"cc»s//j \ z" cos/j ^=^ f* , etc.
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Concevons maintenant que Ton ajoute eulre elles les équations qui donnent ^, yi, ^, après avoir multiplié la première par cos/, la seconde par cos m, la troisième par cos/z, on trouvera, en ayant égard aux formules qni précèdent,
R (Çco8/-h >î cosm + Çcos/ï) = (Pdb P'± P^'dr. . . ) ^* = ï^ ^»
el, par suite,
Ç cos / -h »ï cos /w -f- Ç cos /i = /• ;
donc les coordonnées ^^ >7, ^ satisfont à Téquation du plan qui contient les points d'application des composantes , et, par conséquent, le point d^application de la résultante ou le centre des forces parallèles se trouve lui-même dans ce plan .
Si les points d'application des forces parallèles P, P',. . . se trouvaient à la fois situés dans deux plans donnés, ou, en d^autres termes, sur la droite qui résulte de leur intersection, le centre des forces parallèles se trouverait situé dans ces deux plans et par conséquent sur cette droite»
Lorsque les forces P, F, F',. . • agissent toutes dans le même sens^ les équations qui donnent R et les coordonnées ^, 77, Ç deviennent
R =:P 4-P' H-P" H-...= 2P, RÇ =Px-+.PV+ P'V'^. . .= 2Px, Rïï î=: pjr -f-py ^-p'^y ^- . . . =: 2Pr ,
RÇ = Px+P'z'-i-P''2'' + ...= 2Pz.
Donc alors la résultante R équivaut à la somme d(^ forces données; et si l'on conçoit cette résultante appliquée au centre des forces parallèles, son moment par rapport à chacun des plans coordonnés sera la somme dis moments des autres forces. On a, en outre,
, ïP.r i?y :Pr
(7) ^ = TF^ "^TF* ^^TF'
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Lorsque les forces données se réduisent à deux, on a
(P±:P')Ç=rPjr±:P'x',
(P±P')« = Pr±P'/, (P±:P')i; = Pt±P'«',
et Ton en conclut, i^ en supposant que les deux forces P, P agissent dans le même sens :
P Ç — jt' « - 1
[(x-Ç)'H-(j-,)»-H(z-Ç)'f ' a" en supposant qu'elles agissent en sens contraire :
Il résulte de cesderuières formules nou-seulemeul que le centre des forces parallèles P, V est situé sur la droite qui joint leurs points d^application , mais encore que les distances de ce centre aux points dont il s'agit sont réciproquement proportionnelles aux intensités des deux forces. De plus, le centre des forces parallèles est ou nVst pas situé entre les deux points d'application suivant que les deux forces agissent dans le même sens ou en sens contraire. On pourrait arriver directement à ces résultats par des considérations géométriques.
En efiety prenons pour exemple le cas où les deux forces agissent dans le même sens. Soient Â, A' (fig* ^^) l^urs points d'application, AB, A'B'les longueurs qui les représentent. Portons sur les prolongements de la droite A A' deux forces Q égales et directement opposées^ ces nou-
velles forces étant représentées par les droites AC, A'C, contruisons les parallélogrammes ABCD,'A'B'C'iy, dont les diagonales prolongées se rencontreront en un point E ; enfin menons la droite EF parallèle aux droites AB, A'B'. Comme Tadjonction de deux forces égales, opposées et agissant aux deux extrémités d'une même droite, ne change rien au système, les deux forces parallèles A6, A'B^ pourront être remplacées par les deux résultantes AD, A'iy. De plus on pourra transporter ces deux résultantes au point E, ou les remplacer par deux forces EH, EH' qui leur soient respectivement égales -, chacune de ces deux forces, à leur tour, pourra être remplacée par ses deux composantes £G, EK, EG', EK' suivant les droites EF et GG' parallèles à AB et AA^ Aux deux forces parallèles doniiées on peut donc substituer les quatre forces EG = AC, EG' = A'C, EK = AB, EK' = A'B'. Mais les deux premières EG, EG' sont, par construction, nécessairement égales et opposées, elles se détruisent, par conséquent, et on peut les supprimer. Les deux secondes, au contraire, EK, EK', sont dirigées dans le même sens, suivant la même droite, et s^ajoutent^ la résultante des deux forces données est donc dirigée suivant EF et égale à la somme
EK-f.EK' = AB-hA'B'.
On a d'ailleurs, évidemment,
lEF _ AR EF _ A/£ aF *"BD' A'F^BD''
et, par suite, à cause de B'iy = BD,
AB AB ^ ^ ,^, «._
Â^ = -ÂF' ABXAF = A'B'XA'F,
c'est-à-dire que le point d'application de la résultante est situé entre les points d*application des composantes, à
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des distances de ces points réciproquemeut ou inversement proportionnelles aux intensités de ces forces. Par là même, si, en conservant aux deux forces dbnnées leurs intensités relatives, on change leur direction, ou si on les fait tourner autour de leurs points (inapplication en les laissant toujours parallèles et dirigées dans le même sens; la position du point E qui ne dépend que du rapport des intensités des forces reste la même sur la ligne AB, et le point F est bien le centre des deux forces parallèles.
Si, au lieu d'être dirigées dans le même sens, les deux forces données étaient dirigées en sens contraire, la figure changerai tj mais la construction et le raisonnement resteraient les mêmes ; la résultante serait égale à la différence des foixes et leur serait toujours parallèle; son point d'application^ centre des forces parallèles, serait en dehors de la portion de droite qui unit les points d'application des deux composantes, du côté de la plus grande force, à des distances de ces points inversement proportionnelles aux intensités des forces.
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SEPTIÈME LEÇON
Application de la théorie des forces parallèles au cas de la pesanteur. — Définitions : verticale, pesanteur, poids, masse, densité. — Corps homogènes et non homo(jèncs.— Densité constante ou variable. — Déter* mination des volumes, des surfaces, des arcs de courbes. — Calcul de la masse renfermée sous ces volumes, ces surfaces, ces arcs.
59. Tous les corps de la nature sont pesants ou tendent à se précipiter vers le centre de la terre, sous l'action d'une force qu^on appelle pesanteur. Lorsqu'on suspend un corps à un fil parfaitement flexible, de manière à former un fil à plomb, le fil se tend en ligne droite, ou prend une direction rectiligne que l'on prouve èlre celle de la pesanteur, ou suivant laquelle la pesanteur s'exerce* La direction du fil à plomb ou de la pesanteur s'appelle la verticale du lieu: prolongée en haut et en bas jusqu^à la voûte céleste, elle marquerait deux points qu^on a nommés le zénith sur notre tête et le nadir sous nos pieds; elle est aussi perpendiculaire ou normale à la surface des eaux tranquilles ou des fluides en repos et libres. Tout plan, toute ligne perpendiculaire à la verticale, parallèle à la surface des eaux tranquilles, est un plan horizontal^ une ligne horizontale^ un plan ou une ligne de niueau. Si la terre était sphérique et formée de couches concentriques uniformes, l'attraction qu'elle exerce sur tous les corps pourrait être censée s'exercer du centre, la verticale serait le prolongement du rayon terrestre, ou, prolongée dans l'intérieur de la terre, elle irait passer par le rculrc. Il nen est pas tout à fait ainsi, mais néanmoins
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les verticales prolongées passent très-près du centre de la terre, et, parce que ce centre est très-loin, parce que le rayon de la terre est très-grand, relativement au^ dimensions des corps dont nous étudions les conditions d'équi* libre ou de mouvement à la surface de la terre, les direc* tionsdes actions exercées sur les divers points d'un même corps, ou les verticales menées par les divers points du corps peuvent être regardées comme parallèles, de sorte que la théorie des forces parallèles s^applique naturellement k la pesanteur.
Nous avons déjà dit que lorsqu^un corps pris à l'état de repos est soumis à Faction d'une force, il en résulte, dès le premier instant, une tendance au mouvement; et que si , à cet instant, le mouvement est empêché par un obstacle, ce corps exercera contre cet obstacle un eSbrt que Ton désigne du nom de pression. Nous avons appelé poids la pression exercée par un corps pesant contre le plan horizontal sur lequel il repose, et nous avons pris soin de faire remarquer que les quantités désignées en statique sous le nom de forces ne se manifestent que par des poids ou des pressions ; que cet équilibre entre des poids ou des pressions est le seul qu'on puisse observer dans la nature. Pour retenir le corps lorsqu'il est suspendu à un fil, on est obligé d'exercer un certain effort dirigé verticalement de bas en haut. Cet effort est évidemment égal et directement opposé au poids qui sollicite le corps â tomber suivant la verticale de haut en bas. En faisant varier le point d'attaché, on remarque que l'effort nécessaire pour retenir le fil est le même dans toutes les positions ; et, si l'on regarde plus attentivement, on constatera que la direction du fil passe toujours par un même point du corps qui remplace ici le centre des forces parallèles, et prend le nom de centre de granité ^ cette observation est plus facile à faire lorsque le corps est un prisme très-
plat à bases parallèles ou une masse convexe de substance transparente. Un corps abandonné à Jnî-mênie est donc dans le même cas que s'il était sollicité à se mouvoir par une pression verticale, unique, égale à son poids et appliquée à son centre de gravité.
60. On dit qu^un corps est homogène lorsque toutes ses parties sont de même nature. L*expérience démontre que le poids d'un corps homogène est indépendant de sa forme et proportionnel à son volume, tandis que des corps non homogènes peuvent avoir des poids très-différents sous le même volume. Parce qu'il est naturel de supposer que les corps homogènes renferment des quantités égales de matière sous des volumes égaux, on conclut des observations fournies par Texpérience, comme aussi du raisonnement, que le poids d'un corps est proportionnel à la quantité de matière qu'il renferme ^ etTon explique la différence des poids sous le même volume entre des corps hétérogènes, en concevant que ces corps renferment des quantités différentes de matière sous des volumes égaux.
La quantité de matière que renferme un corps, homogène ou non, est ce que Ton appelle sa masse. Pour un corps homogène, le rapport de la masse au volume, ou bien la masse comprise sous l'unité de volume, est une quantité constante que l'on appelle densité du corps. Pour un corps hétérogène, le rapport de la masse au volume n'est plus une quantité constante, il varie avec le volume du corps, et prend pour un volume donné le nom de densité moyenne.
Soit M la masse d'un corps homogène, V son volume et D sa densité (masse sous T uni té du volume), on aura, vn venu Ac ce qui précède,
^ = 1), on M^DV.
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Si 1 on fait vaiîcr le volume V, la masse M variera en même temps, mais le rapport de M à V restera toujours le même et égal à la densité D.
Pour un corps hétérogène, le rapport — - n'est plus
constant, et tandis que le volume varie, ce rapport varie aussi. Considérons en particulier, dans cette hypothèse, un des points du corps et une portion de volume qui renferme ce même point. Si cette portion de volume vient à décroître indéflniment, la portion de masse qu'elle ron* ferme décroîtra sans cesse, mais le rapport de la masse au volume ou la densité moyenne s'approchera indéfiniment d'une certaine limite qui ne sera pas nulle en général, et que Ton appelle la densité du corps au point dont il s*agii . Le poids d'un corps étant proportionnel à sa masse, si Ion désigne par P le poids du corps qui a M pour mass( % et par g le poids de Tunité de masse, on aura
- = g^, ou P=gM.
Nous nous réservons d'approfondir ailleurs, dans nos Leçons de Mécanique physique et synthétique, d'après les méthodes d'Ampère, les notions délicates de pesanteur, de verticale, de masse, de densité, etc., que nous venons d'effleurer rapidement. Notre tâche ici, et nous nous empressons d'y revenir, est de montrer comment on peut déterminer analytiquement le volume d'un corps, Faire d'une surface, la longueur d'une ligne, leurs masses et les coordonnées de leur centre de gravité.
61. Si l'on considère une surface plane ou courbe, mais entièrement fixe, la position d'un point sur cette surface se trouvera déterminée par le moyen de deux coordonnées rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, etc., que nous désignerons dans tous les cas
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possibles par les lettres
^ et jr;
une ligne quelconque tracée sur cette surface pourra être représentée par une équation dont le premier membre renferme les deux yariables x et jr^ ou au moins Tune d'entre elles. Dans le dernier cas, c'est-à-dire lorsque l'équation donnée renfermera une seule variable x ou jr, nous dirons que la ligne correspondante est de première espèce. Ainsi les lignes de première espèce sont celles qui auront des équations de la forme
/{x) = o, on f(x) = o,
par conséquent celles dont les équations résolues par rapport à Tune des variables se réduiront à
X = constante, ou j^ = constante.
Au contraire nous appellerons lignes de deuxième espèce toutes celles dont les équations seront de la forme
ou, ce qui revient au même,
Ces définitions étant admises, il est clair qu'à chaque valeur donnée de x ou de y correspondra toujours une ligne de première espèce, et que par un point donné on pourra toujours faire passer deux de ces lignes. Nous appellerons lignes coordonnées des x et des jr les deux lignes de première espèce qui ont respectivement pour
équations
yzssOj x = o.
li' origine des coordonnées sera le point d'intersection de ces deux lignes, c'est-à-dire, en d'autres termes, le point dont les coordonnées se réduisent à séro.
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62. Soit maintenant : p le point qui a pour coordon* nées xeljTy n un second point qui ail pour coordonnées x-h^x^ y+^j\ Ax, Ajr étant deux accroissements très-petits attribués aux variables x et /; et désignons par a la petite aire mnpq (fig. 19) comprise entre les quatre lignes de première espèce qui passent par les pointa p et n. L*aire a dépendra en général des quatre quantités
et s'évanouira toujours en même temps que le produit
car il suflSra, pour la rendre nulle, d'égaler à zéro un des facteurs de ce produit; mais si Ton fait décroître indéfiniment Ax et Ajr, le rapport
convergera vers une limite qui ne pourra plus dépendre que des variables x et y^ et qui, dans plusieurs systèmes de coordonnées, se réduira simplement k une quantité constante. Ainsi , par exemple, on aura, pour un système de coordonnées rectangulaires tracées sur une surface plane,
a = tkxiLX'j
et par suite
Pour un système de coordonnées obliques tracées sur une surface plane et comprenant entre elles l'angle 0,
a = àxàjr sînO,
= SID ô.
àx^jr
Donc, si l'on fait, en général, (i) lim = «,
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on aura u = i dans le cas des coordonnées rectangulaires, if=:sin9 dans le cas des coordonnées obliques, etc. D^au très systèmes de coordonnées pourront fournir pour la quantité u, au lieu d'une valeur constante, une valeur variable, c'est-à-dire une fonction de x et de y. Ajoutons qu^après avoir trouvé la valeur de u^ on en déduira sans peine Taire comprise dans un contour quelconque : c'est ce que nous allons faire voir.
63. Considérons d'abord {fig* 20) un contour formé par quatre lignes de première espèce, savoir celles qui passent par le point fixe Mo, dont les coordonnées sont XQ^y^ ^^ celles qui passent par le point variable M, dont les coordonnées sont X, y\
L'aire MM 0 contenue dans ce contour sera variable ellemême, et nous la représenterons en conséquence par
Cela posé, il est facile de voir que si Ton désigne par la caractéristique Aj, l'accroissement que reçoit une fonction de X dans laquelle on fait croître x de Ajr, et par la caractéristique Ay l'accroissement que reçoit une fonction de jr dans laquelle on fait croître y de A^, on aura, en vertu de l'équation (1),
e étant une quantité très-petite.
En divisant les deux membres de Téquation précédente par Ax Ay et passant aux limites, on conclura
dy dx "" "'
OU, dans les notations admises^
En intégrant celte dernière écjualion par rapport à y
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à partir de y ^^fa 9 et ayant ^ard à la condition qai doit être vérifiée quel que soit x, on trouvera
Int^rant de nouveau par rapport à a: à partir de x=a7o9 en ayant égard à la condition
qui doit être vérifiée quel que soity, on obtient
X(*>r)= / ^^ / «^r= / / adxdjr. Il est essentiel d'observer que de Téquation
^'X{^>X) = j udy
on tire
par conséquent Ajr;((x, j^), c'est-à-dire Faire comprise d'une part entre les lignes de première espèce qui correspondent aux abscisses x et a; + Ax, de Tautre entre les lignes de première espèce qui correspondent aux ordonnées j'oyj^» est représenté par un produit de la forme
Ax(H-f') r udy,
fl étant une quantité très-petite.
Si l'on fait/ = Y, Y désignant une quantité constante, le produit précédent deviendra
Ax(i-+-e') r wly
Jy.
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et représeniera Taire comprise entre les lignes de première espèce qui répondent d'une part aux abscisses x^ X -h Ax, de l'autre aux ordonnées j^o et Y.
64. Concevons maintenant que, Xo désignant toujours une quantité constante, on représente par yô^ Y, non plus deux valeurs constantes de j', mais deux fonctions de la variable Xj et cherchons Taire comprise d^une part entre les lignes de deuxième espèce qui ont pour équation
r=ro, r = Y,
de Tautre entre les lignes de première espèce qui correspondent aux abscisses Xo et a:. Cette aire sera variable avec x, et si on la représente par <p(x), elle recevra pour accroissement A<f(x)^ quand on fera croître x de Ax. Soit pqrs {Jîg. 2i) Taccroissementdont il s'agit renfermé d'une part entre les lignes de première espèce ;7r et qs correspondantes aux abscisses x, jr + Ax, de Tautre entre les portions pq^ rs des lignes de deuxième espèce qui ont pour ordonnées aux points p et q^ jr^ et Y \ il est clair qu'on pourra, sans changer la valeur de Taire pqrs^ remplacer séparément ou simultanément : i^ la ligne de deuxième espèce pq dont l'ordonnée au point p est Y par une ligne de première espèce//^' ; 2^ la ligne de deuxième espèce rs dont Tordonnée au point r est ro par une ligne de première espèce r'/, on aura donc encore
De plus, la ligne /•'/.coupera évidemment la ligne r5, et, par suite, aura une équation de la forme
e' désignant un certain accroissement que reçoit y^ considéré comme fonction de x lorsqu'on fait croître x d'une certaine quantité plus petite que Ax. De même la
PESANTEUR ET CENTRE DE GRAVITÉ. Il5
\\çsïej/(f aura une équation de la forme
Y-f- e^ étant Tordonnée d'un point de la ligne pq correspondante à une abscisse comprise entre x et a: -h Ajc ; cela posé, on trouvera (n** 63)
et par conséquent aussi
6, t et î!' étant des quantités qui décroîtront indéfiniment avec Ax. Si on divise par Ax les deux membres de Téquation précédente, on en conclura, en passant aux limites,
puis en intégrant à partir de x = Xq, et ayant égard à la condition o (x^) = o,
ffx j ndy =1 I udxdjr \
mais il faut se rappeler alors que la première intégration doit être faite par rapport ky entre les limites y^ et Y qui dépendent de la variable x, et la seconde par rapport à X, à partir de la limite x^ qui est une quantité constante.
Si en désignant par j^q, Y deux fonctions de x, et par x<j, X deux quantités constantes, on cherchait l'aire comprise d'une part entre les lignes de deuxième espèce qui ont pour équations
r=/o et r = Y,
de l'autre entre 1^ deux lignes de première espèce qui
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ont pour équations
a: = a:, et x = X ,
on trouverait pour la valeur de cette aîre que nous appellerons A ,
A = <p(X)=r f udrifyi
dans le cas particulier où y^^ Y deviennent constantes, la valeur précédente de Â se réduit, comme on pouvait le prévoir, à la valeur précédemment obtenue pour
En résumé , si l'élément de surface compris entre les lignes de première espèce qui correspondent aux coordonnées
est représentée par
e désignant une quantité qui décroisse indéfiniment avec Ax, Ay; si, de plus, on représente par j^^, Y deux fonctions de la variable x, et par jCo, X deux quantités constantes, la surface ou aire Â comprise entre les quatre lignes de première et de deuxième espèce qui auront pour équations
sera donnée par l'équation
Y udxdy.
Scolie, — Il est essentiel d'observer que la méthode cidcssiis exposée peut servir à déterminer non-seulement la surface comprise entre les lignes que représentent les équations qui précèdent, mais aussi toute autre quantité
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assujettie à croître ou à décroître avec cette même surface. Une semblable quantité se trouverait encore exprimée par Finlégrale qui précède, si l'on désignait par
non plus réiément de la surface, mais Télément correspondant de la quantité cherchée. Enfin si la surface donnée se trouvait terminée par un contour quelconque, il serait facile de la décomposer en plusieurs parties à chacune desquelles on pourrait appliquer la méthode précédente.
65. Passons au problème des cubatures ou à la détermination du volume des corps.
La position d'un point dans Fespace se trouve complètement déterminée par le moyen de trois coordonnées rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, polaires, etc., que nous désignerons dans tous les cas par les trois lettres
Cette notation étant adoptée, une surface quelconque pourra être représentée par une équation dont le premier membre renfermera les trois variables a:, ^, 2, ou deux de ces variables, ou au moins Tune d'elles. Pour distinguer ces trois cas Tun de Tautre, nous dirons qu'une surface est de preimèrcy de deuxième, de troisième espèce, suivant que son équation renferme une, deux ou trois variables. En conséquence, l'équation d'une surface de première espèce aura l'une des trois formes
ou, ce qui revient au même, Tune des suivantes, X = constante, y = constante^ z = constante.
L'équation d'une surface de deuxième espèce aura Tune
Il8 STATIQUE.
des trois formes
/(•^>/)=0, /(X,*)=0, f[y^z)z=iO^
OU, si Ton veut, Tune des trois formes
Enfin l'équation d'une surface de troisième espèce sera de la forme
à laquelle on peut substituer la suivante
Cela posé, il est clair qu*à chaque valeur donnée de x, j^ ou ^ correspondra toujours une surface de première espèce, et que par un point donné on pourra toujours faire passer trois semblables surfaces. Nous appellerons surfaces coordonnées des yz^ des zx et des xj les trois surfaces de première espèce qui auront pour équations respectives
Ces surfaces se couperont suivant trois lignes que nous appellerons lignes coordonnées ou axes coordonnés des jc', des Y et des 2, et ces axes en un point qui sera V origine des coordonnées; par suite, Torigine sera le point dont les trois coordonnées se réduisent à zéro.
Une ligne pouvant être considérée comme l'intersection de deux surfaces, sera naturellement représentée par deux équations; si ces équations sont de la forme
la ligne se trouvera située sur la surface coordonnée des .xr, et ne sera pas autre chose que F intersection de cette surface coordonnée avec la surface de deuxième espèce a laquelle appartient l'équation
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Eu général y il est clair que toute surface de deuxième espèce, représentée par une équation entre deux variables, coupera Tune des trois sui*faces coordonnées suivant une ligne de deuxième espèce à laquelle appartiendra Téquation dont il s^agit. Nous dirons que cette ligne est la base de la surface.
66. Considérons maintenant l'élément de volume terminé par les six surfaces de première espèce qui passent par les deux points dont les coordonnées sont respectivement
Ce volume, équivalent, dans le cas des coordonnées rectangulaires, au produit
AotAj'Az,
s'évanouira dans tous les cas avec ce produit, et pourra être représenté par une expression de la forme
(w-H j) Aj:A/Az,
w désignant la limite vers laquelle converge, pour des valeurs décroissantes de Ajr,. A^, Az, le rapport du volume ci-dessus mentionné au produit Ax Aj'Az, et la quantité t étant assujettie à décroître indéfiniment avec ce même produit. Dans chaque système de coordonnées, la quantité w ne pourra être qu'une quantité constante ou une fonction déterminée des variables
De plus, après avoir trouvé la valeur constante ou variable de cette quantité \v^ on en déduira facilement l'expression du volume renfermé dans une enveloppe quelconque.
En effet, cherchons d'abord le volume v compris entre les six surfaces de première espèce qui passent par les
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points dont les coordonnées sont
On pourra considérer ce volume comme Taccroissement relatif k xeik y d*un autre volume renfermé entre les surfaces de première espèce qui passent par les deux points dont les coordonnées sont respectivement
*•> y^f ^oy *> X* ^'
Désignons par fp[x^y^js) ce dernier volume, et admettons que les caractéristiques A, , A^ , A. indiquent les accroissements que reçoivent les fonctions de x, j^ z, quand on y fait croître x de Ax, on y de Ay^ ou z de Az, le volume cherché v sera
et de plus on aura, en vertu de ce qui précède,
ôktày.^g^ (x, jr, z) = («r -f- s) Ajc ^Jr àz.
En divisant par Az les deux membres de l'équation précédente, puis faisant converger Az vers la limite zéro, on obtiendra la formule suivante :
^ — ^ = (fv-^«)AxA^;
puis en intégrant par rapport à z, à partir de z = Zo , et observant que Ton a, quels que soient x ety^
on obtiendra
V =r A^û,4»{x, Xy 2) = Ax Aj I (w 4- «)//«,
OU, ce qui revient au mème^
p = A,A.4>(x, j, z) = (i -f-«)AxAj / tvfhf
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e désignant une quantité qui aura des valeurs différentes dans les diverses formules, mais toujours des valeurs trèspetites quand Ax et A^ seront eux-mêmes très-petits.
Si Ton voulait obtenir le volume compris, d'une part, entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
de l'autre, entre les surfaces de première espèce qui ont pour équations
il suffirait de remplacer z par Z dans le second membre de l'équation qui donne f^; on trouverait ainsi pour représenter le volume cherché une expression de la forme
(i -4- c) AorA^^ I (V£lZf
€ désignant toujours une quantité infiniment petite.
67. Concevons maintenant que x^ et X désignent deux quantités constantes, jtq et Y deux fonctions de la variable X, z» et Z deviennent des fonctions de deux variables x eiy^ et cherchons le volume compris, d'une part, entre les surfaces de première et de deuxième espèce, qui ont pour équations
de l'autre, entre les surfaces de troisième espèce qui ont pour équations
Ce volume croîtra ou décroîtra en même temps que Taire comprise entre les quatre bases des surfaces de première et de seconde espèce, et si l'on désigne par
(h -h t)^x àj-
rélément auquel se réduit ce volume, dans le cas où Ton remplace les surfaces x=Xoj x=X, ^=j^oi y = Y, par les quatre surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
on obtiendra pour l'expression du volume cherché
udxdy.
Il reste à trouver la valeur de u, ou, ce qui revient au môme, celle du volume élémentaire
compris, d'une part, entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
de l'autre, entre les surfaces de troisième espèce qui ont pour équations
Or, sans changer ce volume élémenlaire, on pourra évidemment remplacer : i° la petite portion de suiface de troisième espèce qui prend son origine au point dont les coordonnées sont
. "^J Xf ^o»
çl qui se termine à celui dont les coordonnées sont
jT-f-Ao:, x-+-^jrj z^-^'àz^
par une portion correspondante de surface de première espèce dont Féquation serait de la forme
e' étant une quantité inGniment petite en même temps que Aa, Ay\ 2^ la petite portion de surface de troisième
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espèce qui s'étend depuis le point correspondant aux coordonnées
'y fy Z,
jusqu'à celui dont les coordonnées sont
par une portion correspondante de surface de première espèce dont l'équation soit de la forme
^' désignant encore une quantité inGniment petite. De plus, pour obtenir le volume compris, d'une part, entre les surfaces de première espèce qui sont représentées par les équations*
de l'autre, entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées Xj x -h- Ajr; y, 7 -h ^JTj il suffira évidemment de remplacer dans la formule
Zo par Zo-h e', et Z par Z 4- e". On trouvera, eu conséquence, pour représenter ce volume une expression de la forme
(i-|-«")Aj:Aj I wdZf
e'" étant une quantité inGniment petite. Eu égalant cette expression à (a -{- e) Aa: Ay, on trouvera
puis, en passant aux limites,
wdz.
ia4 STATIQUE.
La valeur de n étant ainsi déterminée, la formule qui exprime le volume compris entre les surfaces données deviendra
•/ar, Jjr^ »/#,
On aura donc, en désignant par V le volume cherché et supposant les intégrations faites i° par rapport à z entre les limites variables Zo, Z; a® par rapport à y entre les limites variables ^^, Y; 3° par rapport à x entre les limites constantes or^, X,
V= f f f 9dxdydz.
Jx^ Jy^ Jz^ •
Scolie, — Il est essentiel d^observer que la méthode précédente peut servir à déterminer non-seulement le volume compris entre les surfaces dont il s^agit, mais encore toute autre quantité assujettie à croître ou k décroître avec ce même volume. Une semblable quantité se trouverait encore exprimée par Tintégrale qui forme le second membre de la dernière équation, si Ton désignait par
non plus rélément de volume V, mais l'élément correspondant de la quantité cherchée.
Ajoutons que si le volume donné se trouvait terminé, non par les surfaces données, mais par un contour quelconque, il serait facile de le décomposer en plusieurs parties, de manière que chacune de ces parties ou le volume correspondant, pût être facilement calculé par la méthode que nous venons d'exposer.
On peut remarquer encore que si Ton divise par iixùkyùkz les deux membres de Téqualiou
A, A^A,>|; (.r, ^> , s) = (iv -f- s) A.r A / A2,
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on en conclura, en passant aux limites,
"^-^ dxdjdz ~"v**l^'^'^^
de plus, il est permis de prendre pour ^ [p^-^Jy 2) le volume compris entre les six surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
il suffit donc de connaître ce dernier volume pour en déduire la valeur de w.
68. Faisons servir à la détermination des masses les principes que nous venons d'établir.
Dans un corps hétérogène considérons un point qui ait pour coordonnées
Xy yy Z.
Soit V un élément de volume qui renferme ce même point et m la masse comprise sous le volume v\ lorsque Télément v sera très-petit, la masse m sera également trèspetite, mais le rapport
ou la densité moyenne relative au volume v conservera en général une valeur finie. De plus, si on fait décroître indéfiniment les trois dimensions de l'élément v^ sans que cet élément cesse de renfermer le point x, y^ z, le rapport
convergera vers une limite fixe. Cette limite est ce qu'on appelle la densité du corps, au point dont les coordonnées sont j:, /, z, elle est une fonction des trois variables x, y^ z que nous désignerons par la lettre p. Cela posé, on aura
hm — = p.
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et, en supposant les trois dimensions du volume ^ trèspetites,
- r=:p(H-e), m =r pp(i H-g).
Dans ces dernières formules, e désigne une quantité infiniment petite. Si, pour fixer les idées, on imagine que le volume élémentaire «^ soit compris entre les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
la vak'ur de i^ sera de la forme
<'=:«'(i -ht') ^xàyAz,
w étant une fonction des seules variables x^y^Z'^ et, par suite, la valeur de m prendra la forme suivante
m =: (i + 6")p iv LxLy A a.
Soient maintenant M la masse entière du corps, V son volume, et concevons que ce volume soit enfermé ; i° entre deux surfaces de première espèce qui ont pour équa* tions
x^ et X étant des quantités constantes; a^ entre deux surfaces de deuxième espèce qui ont pour équations
y fi et Y étant deux fonctions de x; 3^ entre deux surfaces de troisième espèce qui ont pour équations
z^ et Z étant des fonctions des deux variables x et y. En vertu des principes établis dans des paragraphes précédents, on trouvera pour la valeur de V
J^^ Jy^ •/.-,
( 1 ) V = / / / ivdxdydz.
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Si, dans le second membre de la formule, on i^cril ûwau lieu de w, on obtiendra (u^ 67, Scolie) la valeur de M, savoir
I 1 ^(vdxdydz.
Lorsque le volume V n'est pas terminé comme on le suppose ici, on parvient sans peine à le décomposer en plusieurs parties dont chacune peut être calculée par le moyen de la formule (i). La masse correspondante à cha« cane de ces parties peut alors se déduire de la formule ( 2 ) .
69. Il est essentiel de se rappeler que Ton peut, dans chaque système de coordonnées, déterminer facilement la valeur de w, dès que l'on connaît le volume compris entre les six surfaces de première espèce qui passent par Torigine et par le point dont les coordonnées sont a:, y^ z. En effet, soit ^ (a:, y^ z) ce dernier volume; on aura, comme on Ta fait voir,
Pour donner une première application des formules précédentes, supposons d'abord les coordonnées x, y^ z rectangulaires. Dans cette hypothèse, le volume «f/ (^, j, z) compris entre les six surfaces de première espèce, ou entre les six plans qui passent par Forigine et le point dont les coordonnées x, j^, ^, se trouve déterminé par Téquation
^{x,yyz) = xyz, de laquelle on tire
_ d^^[x^y^z) ^^ dxdydz
On aurait pu encore arriver au même résultat, en observant que le volume renfermé entre des plans rectangulaires qui passent par les points dont les coordonnées
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sont :
se rcduit à un parallélipipède rectangle, dont les dimensions sont respectivement égales à Aor, Aj^, A^, en sorte qu'on a
et, par suite (n^ 68),
Cela posé, les formules qui donnent V et M deviendront
V=/ / / dxdydz=\ / (Z — z,)£Ù:i(r,
.X /.Y nZ
f / I ^dxdydz.
Si Ton considère des coordonnées obliques, mais toujours rectilignes, en désignant par a le volume du parallélipipède qui aurait pour arêtes trois droites respectivement parallèles aux axes des coordonnées, et de plus égales à l'unité de longueur, on trouvera
et, par suite,
Cela posé, les formules (i) et (si) deviendront
r.X /•¥ ^Z pX /.Y
V = a I f I dxdydz = a\ j {jL^z^)dxdy^
J/^X /»Y /»Z I f I pdxdydz.
Concevons maintenant que la position du point dans Tespace se trouve déterminée par le moyen des coordon-
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nées polaires
r désignant le rayon vecteur mené du point que Ton considère à un poÎDt fixe pris pour origine; 0 Tangle que forme ce rayon vecteur avec un axe fixe, ou plutôt avec un demi-axe passant par Torigine^ et p Tangle formé par un plan fixe qui renferme ce demi-axe, avec le plan qui passe par le même demi-axe et le rayon vecteur. Les surfaces de première espèce, c'est-à-dire les surfaces représentées par des équations de la forme
0 =r constante, ou /y ^ constanle^ ou r= constante,
seront évidemment : les premières, des surfaces coniques droites à bases circulaires qui auront pour axe Taxe fixe ; les secondes, des plans passant par Taxe fixe-, les troisièmes, des surfaces sphériques qui auront pour centre
1» • • ongme.
Les équations
appartiendront en particulier, la première au plan fixe, la seconde à Faxe fixe, la troisième au point unique pris pour origine.
Cela posé, le volume, représenté par
se trouve terminé : i^ par deux plans qui renfermeront l'axe fixe, et comprendront entre eux un angle ^al à p ; 2** par une portion de surface conique dont la génératrice formera avec l'axe fixe Tahgle 6] 3^ par une portion de zone sphérique dont la hauteur est équivalente à
r(i — cos9), et Taire, au produit
2wr[r(i — cos0)] = 27rH(i — cosO).
Le volume sera donc une portion de secteur sphérique. I- 9
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. qui a pour base cette zone et dont le volume est, en conséquence,
-r2irr*(i — cosô) t= ^7rr»(i — cosé).
Ajoutons que le volume ^(O^p, r) s^ra au secteur sphérique dans le rapport de p k a tt, d'où Ton conclura
f(0,;>,r)=f-^/-(i-.cosô),
on, ce qui revient au même,
On aura d'ailleurs, en remplaçant, dans la formule w=: D^^^Kx, j, z), x,y, z, par 9, p^ r,
«f=Dj^^|(0, /?, r)=:r*sin0, ou w' = r'sinO.
La valeur de tv étant ainsi trouvée, on tirera des équations (i) et (a), en écrivant 0, /?, r au lieu de a:, j, z, ^09 /^oî 'o au lieu de a:©, jo» ^o> et 0, P, R au lieu de X, Y,Z,
I I I r'sinô<fOdf/?«/r,
J/.e /»p /.R I I / pr^smBdBdpdr.
Dans ces dernières équations, Tq et R sont des fonctions des variables 0 etp\ po et P des fonctions de la seule variable 6, et^o) ® àes quantités constantes.
70. Après avoir appris a déterminer les masses comprises sous un volume donné, considérons des masses concentrées sur des surfaces ou sur des lignes. La masse d'un corps sous un volume donné est évidemment d'autant plus grande que sa densité en chaque point est plus considérable-, et, si Ton vient à diminuer le volume, il suf-
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fira, pour que la masse demeure constante, d'augmenter partout la densité. On peut même, en faisant croître in-dëfiniment la densité, renfermer une masse donnée sous un Tolume dont les dimensions soient aussi petites quW le Toudra. Si les trois dimensions viennent à décroître simultanément, la masse finira par être concentrée sensiblement en un seul point. Si deux dimensions seulement viennent à décroître, la masse finira par être sensiblement concentrée sur une ligne ; enfin si une seule dimension vient à décroître, la masse finira par être concentrée sur une surface. C'est de cette manière que Ton arrive à la notion des points matériels, des lignes matérielles, des surfaces matérielles.
Concevons, par exemple, que Ton considère un cylindre d^une longueur constante et d'un diamètre variable; on pourra, sans changer la masse du cylindre, diminuer indéfiniment son diamètre, pourvu que Ton augmente indéfiniment sa densité, et toute l'a masse finira par se trouver sensiblement concentrée sur Taxe du cylindre qui, par ce moyen, deviendra une ^droite matérielle. Quoique les concentrations de cette espèce ne puissent jamais s'effectuer entièrement, néanmoins dans la' mécanique analytique on les regarde comme achevées.
Lorsqu'une masse donnée a été concentrée sur une ligne ou sur une surface, le rapport de cette masse i la ligne ou à la surface en question est ce qu'on appelle la densité moyenne de cette ligne ou de cette surface. Si Ton considère en particulier une portion de la même ligne ou de la même surface qui renferme un point déterminé, la densité moyenne de cette portion, tandis que ses éléments diminuent, s'approche indéfiniment d'une certaine limite. Cette limite est ce qu'on appelle la densité de la ligne ou de la surface au point dont il s'agit.
Considérons, pour fixer les idées, une surface plane ou
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courbe sur laquelle on fixe la position d*un point au moyen de ses coordonnées x et jr. Désignons par A une portion de cette surface courbe renfermée: i^ entre les lignes de deuxième espèce qui ont pour équations
/o 6t T étant deux fonctions de X ; 2° entre les lignes de première espèce qui ont pour équations
Xo et X étant des quantités constantes. Enfin, supposons qu'une certaine masse M ait été concentrée sur la surface Ay de telle manière que la densité de cette surface, au point qui a pour coordonnées x, jr, soit une fonction de ces coordonnées représentée par p. Si Fou désigne par a un tout petit élément de surface qui renferme le point dont il s^agit,et par m la masse concentrée sur Télémenta^ on aura
6 étant une quantité très-petite. De plus, si on suppose l'élément a terminé par les quatre lignes de première espèce qui correspondent aux coordonnées
a sera de la forme
fl = ( I -4- B)uàx£ix,
et par stdte la valeur de m sera de la forme
//t = (i -h«')ptt t^x Ajr.
Ajoutons qu'en vertu des principes établis n^ 64 la masse M se déduira de son élément m, comme la surface A se déduit de son élément a, et puisque Ton a
A = I • I udxdy.
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on aura
M = / / fudxdy.
71. Concevons maintenant que chaque point de Tespace étant déterminé par le moyen des trois coordonnées X, /, Zj on substitue & la surface coordonnée des xy une surface quelconque, et soit B la portion de cette dernière surface comprise entre les quatre lignes suivant lesquelles elle se trouve coupée par les surfaces de première et de deuxième espèce qui ont pour équations
Soient en outre :
M une certaine masse concentrée sur la surface B;
p la densité de la surface B au point qui a pour coordonnées X, Y 5
b rélément de la surface B compris entre les quatre surfaces de première espèce qui répondent aux coordonnées X, a: -h Ax,^, y -h Ay ;
m rélément de masse concentré sur la surface h.
L'élément de la surface b sera déterminé par une
équation de la forme
u désignant une certaine fonction des variables x, y y et e une quantité très-petite. De plus, le rapport 7- devant être
très-peu différent de p^ la masse élémentaire m sera de la
forme
/w = (l -ht')p« AxA/.
Cela posé, en raisonnant comme ci-dessus, on trouvera
I / udxdf'y. M= / I pudxdy.
sec
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Supposons que Taire 6 soit une portion de la surface courbe qui a pour équation
et soit 6 l'inclinaison de cette surface courbe par rapport au plan des xy^ au point qui a pour coordonnées x ely. On aura
^ = (i -|-«)sécGAx A/, et par suite
U =:.sécô.
Cela posé, les valeurs de B et de M seront
Si Ton appelle a et A les projections des surfac es b et B sur le plan des xy, on trouvera
a = Ax A/, et par suite
dxdjr.
On arriverait encore à cette dernière formule, en supposant que l'équation z =y(a:, y) se réduit à z = o, c'està-dire en supposant que la surface B est une portion du plan des zy. Dans cette hypothèse, en effet, sécd = i, et les équations qui donnent B et M se réduiront, comme cela devait être, à
A=l / dxdy, fA=: I f pdjçfijr.
Concevons que la position d'un point dans un plan si' trouve déterminée par le moyen de deux coordonnées
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polaires
r dësignanl le rayon vecteur mené du point que Ton considère à un point fixe pris pour origine, et p l'angle que forme ce rayon vecteur avec un axe fixe ou plutôt avec un demi-axe passant par Torigine. i^es lignes de première espèce, représentées par des équations de la forme
p = constante, ou r = constante,
seront des droites passant par Torigine, ou des arcs de cercle qui auront Torigine pour centre.- Les équations
appartiendront en particulier, la première au demi-axe fixe et la deuxième à Torgine elle-même. Cela posé, soit
la surface plane comprise entre les lignes de première espèce qui répondent aux coordonnées
Cette surface plane n'étant autre chose qu'un secteur circulaire décrit du rayon r et correspondant à l'angle p^ on aura
Soit de plus a = (i + e]|u A/^Ar l'élément de surface compris entre les ligues de première espèce qui répondent aux coordonnées
Py ''> P"^ ^Pi '^ + A r.
On aura, en vertu des principes établis ci-dessus,
- dpdr - '
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et l'on en conclura
Par suite, si A représente la surface comprise i^ entre les lignes de première espèce qui ont pour équations p=;7o, p = Pj poyP étant deii^x quantités constantes; a^ entre les lignes de deiixième espèce qui ont pour équations r == Tq , r = R, To et R éunt deux fonctions de p^ on aura
Supposons en outre une certaine masse M concentrée sur la surface A, de manière que p soit la densité de cette surfacç au point qui a pour coordonnées p et r, on aura encore
flîl = / / prdpdr.
Jp^ Jr^
72. Considérons maintenant une masse concentrée sur une ligue donnée, et supposons chaque point de Tespace déterminé par le moyen de coordonnées quelconques x,j^, z.
Désignons par S la ligne donnée, par x^ , X les abscisses des points extrêmes, par f [x) la portion de la longueur S comprise entre les points x^y x^ par 5 un élément de S compris entre les points qui répondent aux abscisses x et a: + A jr, enfin par M la masse concentrée sur la longueur donnée S, et par m la masse élémentaire concentrée sur l'élément s.
L'élément 5 sera donné par l'équation
*= (i -Hc)ttÂx,
u étant la limite du rapport de 5 à Ax; et si on appelle p la densité de la ligne S au point dont l'abscisse est x,
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on aura
— = p(i-\-g')f 111 = ( I -H «")p«Ax. Cela posé, on trouvera
et par suite
puis, en intégrant les deux membres entre les limites x^y X, et ayant égard aux équations
(p(X)=S, (p(ar.) = o, on aura
S= f udx»
En opérant de la même manière sur Féquation m^={i'\-s)pudx, on passera de m à M, et on trouvera
M = f purix.
73. En résumant ce qui précède et remplaçant dans les calculs relatifs aux volumes la lettre w par la lettre u, on arrive aux conclusions suivantes.
Supposons chaque point de Fespace déterminé par le moyen de trois coordonnées x^y^ z. Soient Zo , Z deux fonctions des variables 3Cy y^y^^^Y deux fonctions de Ja seule variable x^ Xq, X deux quantités constantes.
I ^ Si l'on désigne par (i+e)uAx ^y A z l'élément de volume %f compris entre les surfaces de première espèce qui répondent aux coordonnées
l38 STATIQtJE.
u étant la limite du rapport du volume u au prodmt Ax Ay A z -, par Y le volume compris entre les surfaces de première, deuxième et troisième espèce, qui ont pour équations
par M la masse comprise sous ce volume et par p la densité au point qui a pour coordonnées x, /, z, en aura
I / / udxdftiz, /•X /.Y /»Z
•^jf. •/r, Jz^
2® Sirondésignepar(t + e)iiAxAjl élément a d'une surface courbe compris entre les lignes d'intersection de cette surface courbe avec les surfaces de première espèce qui correspondent aux coordonnées
u ét^nt la limite du rapport de a au produit Ax A^, par A la portion de la même surface courbe comprise entre les surfaces de première et de seconde espèce ayant pour équations
par M la masse concentrée sur la surface A et par p la densité de la surface A au point qui a pour coordonnées X, jr^ on aura
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3^ Si Ton désigne par (i+£)iiAx rélémeni 5 d*ane ligne comprise entre les points d'intersection de cette ligne avec les surfaces de première espèce qui répondent aux coordonnées x, x + Ax; u étant la limite du rapport de 5 à Ax\ par S la longueur de cette ligne entre les points qai répondent aux abscisses Xo , X; par M la masse concentrée sur la ligne S, et par p la densité de la ligne S au point dont Tabscisse est x, on attra
M = f putLe.
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HUraÈME LEÇON.
Centres de gravité. — Proposition générale relative à la décomposition en éléments inflniment petits des volumes, des surfaces et des lignes. — Application à la détermination des masses et des coordonnées du centre de gravité. — Détermination approchée. — Centre de gravité des volumes. — Centre de gravité des surfaces. — Centre de gravité des courbes. — • Applications. — Théorèmes de Guldin.
74. Nous commencerons par démontrer quelques propositions dont la connaissance nous sera fort utile pour la détermination des centres de gravité.
TnÉo&ÈME. — Supposons que 'A représente une longueur, une surface, ou un volume, et que Ton divise A en éléments ^i , a^ , . . . , a^, dont toutes les dimensions soient fort petites, de sorte que Ton aie
Désignons par (a:, y, «), (xi^ji, ^i),..., (x„, jr„, z„), les coordonnées de points situés dans les éléments ai, â], . . . , a„, ou très-voisius de ces éléments, et désignons par U], z/t, . . . , u„ les valeurs correspondantes d'une fonction u=f(x^ y y z)} enfin, soient ei, e^,..., e„ des quantités positives ou négatives qui deviennent infiniment petites, en même temps que les .éléments ^i , <it , . . . , a„ ; et faisons
(i) S = (a, -|-t|)a, 4-(tf3 -+-•,) <7a -h . . . 4- (w« -+-•«)««,
la somme S conservera sensiblement la même valeur quel que soit le mode adopté pour la division de A en éléments très-petits, et quelles que soient les valeurs supposées très-petites des quantités Ci , 6t , . . . , e„.
Démonstration, — On tirera de l'équation qui dé-
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finit S :
S = ii, a, -h «,«,-+-... -ha«a«-4-Ailf(i,,t,,..., t.),
■3f (ci, e,,. . ., 6„) désignant une moyenne entre la plus grande et la plus petite des quantités e,, «i, . . ., €„; et comme le dernier terme de cette équation sera toujours infiniment petit, il est clair que les valeurs de 6,, e,,..., e^ n'auront pas d'influence sensible sur la valeur de S. De plus, si la fonction u se réduit à une quantité constante on aura
et par suite S différera très -peu du produit i/A.
Supposons maintenant que la fonction u ne se réduise pas à une quantité constante, et concevons que du mode de division adopté Ton passe a un nouveau mode tellement choisi, que chacun des éléments du premier mode soit formé par la réunion de plusieurs éléments du second.
Soient a', a",. . ., les éléments du nouveau mode qui résultent de la subdivision de Télément a^. Dans le passage du premier mode au second, on devra remplacer le produit (li, + ei ) «j par une somme de la forme
= «.;!!/(«' -ht', «"+«"...).
e\ ef^. . . désignant des nombres très-petits, et m', u", . . . les valeurs de u correspondantes à des points situés dans les éléments a', a", . . . , ou très-voisins de ces éléments, c'est-à-dire des valeurs de u correspondantes à des points très-rapprochés du point (t, j, z). En conséquence
et même la moyenne
difierent très-peu de w, et l'expression («' -h e')a' pourra
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être présentée sous la forme (</i + £1)^1; le nombre e, étant toujours très'-petit, mais pouvant différer de celui que renfermait le produit (uj+ei)^! dans le second membre de Téquation qui définit S. On prouvera de même que la subdivision des éléments a%ja^y,..j n'aura d^autre effet que de convertir les produits
en des sommes équivalentes à des produits de même forme, dans lesquels les nombres e^, es, . • . , auront des valeurs différentes, mais toujours très-petites. Par suite, le passage du premier mode au second ne faisant varier que les nombres et , e« ,...,£„ ne changera pas sensiblement la valeur de. S.
Reste le cas où Ton passe d^un premier mode, dans lequel les éléments de a seront très-petits, à un second dans lequel les éléments soient encore très-petits, mais ne résultent pas de la subdivision des éléments du premier. Pour prouver que la valeur de S n'est pas sensiblement altérée dans le passage du premier mode au second, il suffira d'observer qu'elle ne varierait pas d'une manière sensible dans le passage du premier ou du second mode à un troisième tellement choisi, que chaque élément du premier ou du second mode se trouve formé par la réunion de plusieurs éléments du troisième.
Dans toute cette discussion, dont nous aurions pu nous dispenser, en renvoyant à la première de nos leçons de calcul intégral, on pourrait supposer S déterminée par une équation plus générale, ou de la forme
75. Soit M une masse comprise sous un volume donné ouconcenirée sur une surface ou sur une ligne donnée-, désignons par A ce volume, cette surface ou cette ligne,
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par a un de ses éléments, par m la masse correspondante à l'élément a.
Divisons la masse M en éléments /ni, mj, . . . , m», désignons par ^1 , Af,. . . , a„ les éléments correspondants de la quantité A, et par (x^ , j^, , ^j), (xtjjTt, ^,),. . ., (^n) /n9 ^n) l^s coordonnées des points d'application des forces parallèles qui représentent les poids de ces divers éléments. Enfin, soit g le poids de Tunité de masse et I) ^9 C) ^^^ coordonnées du centre des forces parallèles dont il s'agit; ces forces étant respectivement
on aura
gM = gmi -h gmt -h . . . + gm^ , gM% = gmiXi-i- gm^je^-jr .. . -hgninX^, grMïï = gm^ji -h gmiXi ■+-...-<- /^'''.^rn , grMÇ = ^m,«, -H ^/w, 2,-1-.. .'hgm^z„.
et, par suite,
M = ITli H- /B» -l- . . . + /w„ ,
MÇ = /W| Xt + ntiXi + , . • -f-/WnXn,
M Ç = 'Wi Zi -f- /lîj z, "f" • • • ~H '''il Sfl •
De plus, en supposant les dimensions de Télément a trèspetites, et désignant par t une quantité très-rapprochée de zérO) de l'équation
p = lim — > ^ a
qui définit la densité d, on tirera
et, par conséquent,
£], €t,. . ., €„, désignant des quantités très-petites, et |0,,
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pt,..., p^ les densités correspondantes aux points
Cela posé, les formules qui donnent les valeurs de M et de Ij riy (^, pourront être remplacées par les suivantes :
M= (H-«i)pifli-l-(i4-i»)paat-l-.. . + (i+i,) p«a„
Mvi = (i-H «,) PiXtOi-h (n-iï) p»r»<»»+ • • • -^ (ïH- ««)piir««»>
MÇ=(i4-«i)pi2itfi-H(H-«a)pi«tfla-l-.. . -+-(i4-««)p,z,a,.
Pour déduire de ces équations les valeurs de M, Ç, 19, f , il suffit de chercher les valeurs que prennent les seconds membres quand les éléments ai, at^^.^yGf^ deviennent , infiniment petits. On obtiendra de cette manière : i^ la masse M \ 2^ les coordonnées ^, y?, Ç de son centre de gravité. Cette masse et cette densité sont ainsi données par les quatre équations
M = Mm Ipa^
lîm lûxa Hm 2 p ja lim ^pza
liinZpa ïimlpa limlpa
et ces limites, suivant qu il s^agit d'un volume, d'une surface ou d'une ligne, seront évidemment, comme nous Tavons longuement exposé dans le calcul intégral et dans la leçon qui précède des intégrales triples, doubles ou simples, prises entre des limites qui embrassent le volume entier, la surface entière ou la ligne entière. Ce centre de gravité, évidemment, ne changera pas de place si le corps vient à tourner sur lui-même*, en effet, les valeurs de Ç, 17, Ç ne varient pas si Ton conçoit que les plans coordonnés tournent avec le corps.
76. Considérons un corps terminé par deux surfaces courbes, par deux cylindres perpendiculaires au plan des
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xjrei par deux plans parallèles au plan des zy. Désignons parz = Zo et z=Zi les deux surfaces courbes, z^ et Z étant fonctions de x et dej^^ désignons encore par^=: o, jr=Y les équations des deux cylindres perpendiculaires au plan des ocy^y^ et Y étant fonctions de la seule variable Xj enfin désignons par a: = Xo , x = X les équations de deux plans perpendiculaires à V&\e des x; X et Xo seront des constantes. On pourra prendre a=ihùxÛLyAz^ k devenant égal k i quand les coordonnées sont rectangulairesy et Ton aura, en vertu de ce qui précède,
I / ^dzdydXy
et, par conséquent,
pxdZfdjfdx
I I I pdzdjrdx •Ar, Jr, A
on aura de même
/ / / pydzdjrdx
/•X /»Y /»Z j 1 I pdtdydx •'«o •'^o •'«•
J/*X /»Y /«Z I / 1 pzdzdydx
j 1 I pdzdjrdx •AT, •/>, t/r.
Supposons que la densité p soit constante, et posons
I. ^ • lO
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la valeur de $ deviendra dans cette hypothèse
I V xdx
dx
Voyons ce que signifie la quantité U.
Coupons le corps par un plan parallèle au plan des zj;. Les courbes dHntersection de ce plan avec les surfaces z=ZQy z = Z auront pour projection sur le plan des zy deux courbes dont les coordonnées seront 2o et Z ; l'aire du segment compris entre ces deux courbes et Taxe des^ sera
/»Y /.Y /»Y • pY r.Z
•/to •/^« •/r. t/To •/«.
par conséquent U représente la section faite dans le corps par un plan perpendiculaire à Taxe des x.
Quand le corps sera de révolution autour de Taxe des X, on aura U = ttj^', y étant l'ordonnée de la courbe génératrice qu'on suppose située dans le plan des xy et représentée par l'équation j^==/'(j:). Lorsque le corps sera terminé par deux surfaces de révolution, la quantité^* signifiera la différence entre les carrés des coordonnées des deux courbes génératrices.
La valeur de Ç sera donc donnée par Téquation
I jr^xdx
Exemples. — I. Soit donné un cône oblique ou une pyramide à base plane quelconque ^ toutes les sections parallèles à la base seront semblables entre elles, et, par conséquent, leurs aires seront dans le rapport des carrés
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de leurs distances au sommet. Si Ton prend ce dernier point pour origine des coordonnées, et pour plan des j^^ un plan parallèle à la 'Base du solide, Taire U sera égale au produit de x* par une constante, et la formule (4) donnera
En supposant Xq = o, pour aller de la base au sommet, on trouve
c'est-à-dire que le centre de gravite d'un cône ou d'une pyramide entière est à une distance de la base égale au quart de la hauteur. Comme les formules (i), (12), (3) subsistent également pour des coordonnées obliques, on peut prendre pour axe des x la ligne qui passe par le sommet et par le centre de gravité de la base \ cet axe alors passe par les centres de gravité de toutes les sections, parallèles, et, par suite, semblables à la base. Dans cette hypothèse les deux intégrales
s'évanouiront pour une valeur quelconque de x, et il s'ensuit que les deux coordonnées 17 et ^ seront égales à zéro, en vertu des formules (a) et (3). Le centre de gravite du cône ou de la pyramide, soit entière, soit tronquée parallèlement à la base, est donc situé sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de' la base.
n. Cherchons maintenant le centre de gravité d'un octant de la sphère. Soit a son rayon, et plaçons l'ogigine des coordonnées au centre de la sphère. On trouve alors
lO.
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par suite
a (a^ — .r* ) xcLr
,_Jo 3
Comme on peut indifféremment choisir pour axe des X l'une quelconque des trois arêtes de Toctant, il est évident qu'on aura aussi
m. Soitj^ = or™ l'équation de la génératrice d'une surface de réyolution. La formule (5) donnera
x """♦"' dx ^o 2m -H X^-*"'__ 2/ii-f- 1
IH-2 X*^' ~~ 2/W
s = -ix: = ——.7^ = — ^x.
I x^^dx
Pour m = 2, on aurait
C'est le centre de gravité d'un solide en forme d*entonnoir qui est engendré par la révolution d'un arc de parabole autour de la tangente au sommet. S'il s'agit du volume compris entre la surface parabolique et le plan de rota<^ tion de l'axe de la parabole, il faudra prendre pour j"* Ja diâérence Y* — j^ laquelle, multipliée par tt, représente l'aire d'un anneau circulaire. Dans ce cas, on aurait /»X /»X
[ {^X'—j^)dx \ {^lL^^x^)dx 5^
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IV. Prenons pour équation de la courbe génératrice jr* = ax; le centre de gravité du paraboloïde sera déterminé par son abscisse
5 = -tni =^x.
xdx o
V. Considérons un tétraèdre aux arêtes a, i, c, l'équation de sa base, en coordonnées rectangulaires ou obliques, étant
abc
Nous aurons
ni xdxdydi
Intégrant par rapport àj', on aura
et enfin
On trouvera
de la
même manière
Un plan parallèle à la base a^ira pour équation
et s'il passe par le centre de gravité, on pourra faire
ce qui donne
La distance de ce plan au sommet du tétraèdre est donc égale au3c trois quarts de la hauteur.
VI. Appliquons encore la formule (5) à un ellipsoïde de révolution . L'équation de Tellipse génératrice sera
par suite
valeur indépendante de la grandeur du petit axe, et qui sera la même pour tous les ellipsoïdes qui auront le même grand axe. On la retrouve d^ailleurs encore pour un ellip-
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soïde à trois axes. Dans le cas d'un demi-sphéroïde, ou aura
JT» = Oy X ^= a,
et par suite
Cette expression s'applique évidemment aussi à un hémisphère.
Daos le cas d'un solide de révolution, on peut prendre l'axe de révolution pour axe des x, et, en appelant r la distance d'un point queltonque M à cet axe , a Tangle de rotation, on aura
jr = rcos a, z = r sin a , dxdydz = rdrdxdoL ;
par suite, les formules (i), (2), (3), p. i45, donneront
I I rxdr€ljcd%
rdrdxdcL
r^ cosadTdxdoL
rdrdxda.
Hsina^rc/jr^a
rdrdxdoL
J/»A /»n /»ii
En désignant par / la distance à Torigine des coordonnéesi^ on aura
91 -2.1 i j j '_ij-i/ rldldoidz /» =r /^ 4- JT», dxdydz = - drrdctdl = - f
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par conséquent
rldrdidoL
Exemples. —I. Soit donné un segment de sphère compris entre deux plans qui passent par l'axe de» x, ^ terminé par un fuseau^phérique. Les limites des intégrations seront, par rapport àa, a = oet'a = A*, par rapport à r,
r = o et r = ^a* — x* f par rapport à x, a: = — a et x=:-\-a. De cette manière on obtient pour la valeur du dénominateur de f , yj, ^, dans (6), (7) et (8),
Le numérateur de ( s'évanouit, nous avons par conséquent Ç = o. Les numérateurs de tî, ^ deviennent respectivement
(û» — x*y dx = ^ sin A
et
— ir
(«' — x')* €/j7 = ^(i — cos A)a*;
par conséquent
3 sinA
3 I — cosA
Ç = -^ ira
IL Cherchons en second lieu le centre de gravité d'une pyramide triangulaire, terminée par une surface sphérique ayant le sommet pour centre et Rq pour rayon.
Soient donc A, B, C les trois angles du triangle sphé-
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ri(pie donné ou de sa projection sur une sphère concentrique; a, i, c les côtés opposés aux angles A, B, G', le centre sera Torigine des coordonnées. Taxâmes x passera par le sommet Â, et le plan des xz par le côté c. Nous nous servirons, cette fois, de la valeur exprimée par la formule (9), p. i52, pour Tordonnée Ç, et nous désignerons par f Tare compris entre le sommet A et un point quelconque du côté opposé a, de manière que, le long de ce côté, on ait r = R = /sinf . Alors il s'agit d'intégrer d'abord sur une sphère du rayon /, entre les limbes a =0 et a = A, rr=o et r = /sin(p, et d'étendre ensuite la troisième intégration depuis /=:o jusqu'à Z=Ro. L'intégration relative à r donnera premièrement
I l'dl l (i — ços if) da, 0 c/o
Maintenant il est facile de voir que les trois arcs différentiels rduj Ida et ld(f forment un petit triangle rectangle dont le côté rda est opposé à l'angle (3 compris entre les arcs (f et a. On aura donc rda =± Ida sin (3 ; or r=:/sinf, et ^nf sinj3 == sinisinC , par suite, siu*<f da. = sinbsinCda. D'un autre côté, la formule
cosp ^= — cosa cosB + sin a sin B cos c
donne facilement — cosf ^a =: ^f (3 ; et les limites a = o, a = A se changent, pour a, en a = o et a = a ; pour (3, en P = w — B et/3 = Cj par conséquent
A sin'cpr/a rzzasinb sinC
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et
f (i^coiç)fi?»= A-H 1 </p== A-hB-hC — ff.
De cettç manière, et en exécutant la dernière intégration par rapport à /, on obtient
3^ asïnbslnC 5 = 5lU
A-+-B-+-C — TT
C'est la dislance, au sommet de la pyramide, de la projection de son centre de gravité sur Tarète qui passe par le point A. On trouverait des expressions analogues pour les deux autres coordonnées.
77. Centre de grauité des surfaces. — Supposons maintenant que la masse est conceittrée sur une surface courbe; soient b^, £,,..., 6„ les éléments de cette surface^ ai , a^ , . . . , a„ leurs projections sur le plan des xy^ 01 , 0j 5 . • • 5 ^« » l^s angles qu'ils forment av«c le plan des xjr : on aura
M =:r IimZ/71 =:\imlbpz=ziimtp€t^cQy
ouy puisque a =s AxAy^
et, par suite,
M$ = \imXmx^=\imlpbx = MtnlpxaèécB^ on en conclura
Jl I pxsécôeiydx
psécô^'^
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on aura de même
I I pWcBdjrdx
Jl I p%èc^zdfdx p séc 0 djdjc
équations dans lesquelles
Si la surface est plane, la valeur de ^ sera inutile et les deu:K premières formules suflEiront ; alors aussi
9 = o, séc6 = I , (4) Ç— ^x /.Y '
ff
/•Y En supposant la densité p constante et i dy=^l^
1 56 ancÂTiqviR,
on aura
•/jCq
Ixdx
Idx
l est la longueur de la ligne d^intersection de Faire plane par une parallèle à l'axe *des j^. Les mêmes formules subsislent d'ailleurs pour des coordonnées obliques.
Si séc 6 est constant comme pour un cône ou pour un cylindre droit dont les axes seraient parallèles à l'axe des z, les formules ci-dessus deviennent
f f pxdydx
pdyeix
^ydydx
^dydx
^zdydx
^dydx
Dans ce cas, g et y? ont les mêmes valeurs que les coordonnées du centre de gravité de la projection delà surface sur le plan des xy^ et par conséquent le centre de gravité de la surface se trouve sur la perpendiculaire au plan des 3cy^ menée par le centre de gravité de la projcK*tîon. Alors en désignant par V le volume du corps, par R
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sa projection, on a
Dans un cône droit dont Taxe coïnciderait avec Taxe des z^ on aura
Si la surface est de révolution autour de Taxe des z, on aura, en introduisant les coordonnées semi-polaires, ou faisant x = r sina, y = r cosa,
séc 0 = ^i -h (Drzy, dxdy = rdrd%,
pr* sina sécBdrda
p r séc 0 drda R /«A
pr^ cosa sécB drdx
prsécô drda
ff
J/»R /«A I I prz^cBdrdoL
prsccBdrdd
Pour une surface plane,
I I pr^sinaz/r^a I j pr^cosadrdoL
i / prdrda i | prdrda
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Exemples. — I. Cherclions d'abord le centre de graviié de la demi-surface d'un ellipsoïde à trois axes io^aux. Son équation sera
d'où
sec
par cpnséquent, en venu de la formule (3),
Quant à I, 73, il ^est facile de voir que ces coordonnées seront égales à zéro. En effet, séc 6 et z sont fonctions de X* et de j^* 5 par conséquent
xdxdy . sécO
xdxdr , sécÔ = 0,
puisque Fintégrale se décompose en deux parties égales, mais de signe contraire; on trouve également
y dy dx séc 0 =0.
Il s'agit donc seulement de déterminer ^. En posant
- = rsiDa, 7t=:rcosa,
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on obtient la transformation suivante :
j I rdrda i/ i -f- rW — sîn'a -♦- j^ cos*a — i \
en faisant
A = --sin'a -f- -r-cos'a — i,
le namérateuir devient
air
et le dénominateur
o \i Jo =. I rfa( H -=r-arctang^j
' tfa — =r-arclangYA,
o si A
VA et par conséquent
J/»2îr o
ir H — i =— arc tang JÂ dot
2 Jo v/A
U serait inutile, ici, d'aller plus loin, parce que ces intégrales dépassent déjà les fonctions elliptiques.
II. Considérons maintenant quelques surfaces planes. Prenons d'aboixl un triangle dont la base serait parallèle
i6o STATIQUE,
à Taxedes y el le sommet à rorigîne; nous désignerons la base par i, et la hauteur du triangle par ft. La formule
I Ixdx
Idx
donnera alors, puisque - = 79
x^dx
?=— ^ÎT^ — 0:=^ 7..
xdx
telle serait l'abscisse du centre de gravité d'un trapèze ou triangle tronqué. Pour le triangle entier on fera Xo=o, X = /i, ce qui donne
Le centre de gravité d'un triangle se trouve donc à une distance de la base égale au tiers de la hauteur ^ et cette remarque s'appliquant aux trois côtés également, on en déduit sans peine ce théorème que le centre^ de gravité du triangle est à l'intersection des trois lignes droites qui joignent chaque sommet au centre du côté opposé.
III. Cherchons à présent le centre de gravité de l'aire d'une branche de cycloïde, et celui de sa moitié. L'équation de la cycloïde peut être mise sous cette forme :
xr=.a[\ — cosb>)y ^ = fl (» -f- sin w), d'où
dx=rasintt^&>, <(7^ = a(i+cosw)rfw, 4:rfj = a*sin'«£fw.
pesauteur et çestre de gravité. i6i
Nous avons k déterminer les trois intégrales
La première devient
I /£& = XY — I xdx = XY — fl* I sin»w£/6» i/o t/o «/o
= XY — iflMn — -sinaaj.
La deuxième sera
I (i — coso») $in'6i^6> o
= - X»Y— - flM -ft — 7 8in2a — - sin'a I . 9. a \2 4 2 /
Enfin la troisième
= - XY» — «' / (» H- sin ») 8in»«£/» == - XY» \-a»f j(a— sinan)-!-^— jcosn— gcos20 + — cos3û).
On obtient ^, >} en divisant la deuxième et la troisième intégrale par la première des trois. Pour l'aire totale de la cycloïde, on aura X= o, Y= 2a7r, 12= 27r, ce qui donne
IV. Soit donnée une zone sphérique de hauteur A
Nous nous servons des formules (7), (8), (9). L'intégration relative à a, depuis a = o jusqu'à a = aTi, donne d'abord
fR
?.-.„=. o, et ^= \
Mais
et
rdr = — Zf/z, par conséquent,
Js 1 ZH-^'— z' _^ I .
Le centre de gravité d'une zone est donc situé à moitié de la hauteur.
V. Centre de gravité d'un triangle sphérique. Eu adoptant les notations dont nous avons fait usage pour déterminer le centre de gravité d'une pyramide à
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base sphériqae , nous aurons , puisque
/=R<, et ^1-+. (Dr »)» = —> I I rdrdoL j sin'y
donc enfin, en procédant comme p. i53,
R9 a sin ^ sin C
2 A-hB-f- C — ïT
Si Ton projette le centre de gravité sur les trois arêtes, ou rayons extrêmes du triangle spbérique, les distances des trois projections au centre de la sphère seront ^ et deux antres expressions analogues ; et ces distances seront proportionnelles aux cosinus des angles que le rayon passant par le centre de gravité forme avec les trois arêtes. On voit aisément que ces distances et ces cosinus sont
dans les rapports -, — : -r— ; : -: — • Les distances au centre ^^ sma sin6 smc
de la sphère, des deux centres de gravité de la pyramide
et de sa base spbérique , sont entre elles comme 3:4-
VI. Centre de gravité de la surface d'un hémisphère dont la densité est proportionnelle à la distance à la base.
En supposant, dans la formule (7)9 jO proportionnel à ^, on obtiendra
I 1 zrdrda j rilr\/Kl — r'
^^ ^«0 ^iTT ~" ^
rdr
( 1 rdrdz j
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donc enGn
Ro étant le demi-diamètre de la sphère.
78. Centre^de gravité des lignes. — Supposons maintenant que la masse est concentrée sur une ligne ; soient ^19 ^19 ^S9 • • «9 l^s éléments de la longueur de la ligne 5, ti^UyU'i' ' ')^^^ angles de ces éléments avec l'axe des x,
M = lim Z /n = lim Zp5 =1 psécidxy
par suite
p sec txdx
séc/</.r
I p sèctydx
(il) >,=
pséctdx
f ^%êctzdx
pséc/dlr
Si la courbe était une hélice, alors séc t devenant une
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quantité constante, on aurait
xdx
dx
Si la courbe est plane, alors
ei ToD peut supprimer (^.
Si la courbe est à double courbure ,
Exemples. — I. Centre de grauùé d'un polygone. — Soient Xj ,yi , Xt ,/«,«.., les coordonnées des sommets dtt polygone. Les intégrales
I séctilx, j iéctxdx, I Èécijrdx,
56 décomposent en sommes d'intégrales pour chacune desquelles séc t sera constant ^ on trouvera donc
2 séc/ I xdx
I 2;(X' — g;)séc/^
•^ 2 2{X — Jr,)5éc/
s séc/ I dx
éct I
or, en désignant par /i« , /sa , . . . , les longueurs des côtés, on aura (X — x^) séct = /, et par conséquent
, _ 2. ^(X + irQ/ _ (x, H- gi) Aa ■+- ( Jg> -4- Xa ) /» -h . . .
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De même
zaécr f ydx iscc^tangfl xdx
_ Jx, *^^o
2séc/ f dx
II. Trouver le centre de gravité d'un arc d'hëlice. Prenons pour équations de la courbe
xzzi b arccos — ?
En faisant x, = o, nous avons d'abord
ensuite
XX /«X
Comme on a rfj: = — b ' > il vient
De même
79. I ** L'élément d'une surface de révolution est a Jtyds ou bien 2 7rjsécf<ir, en supposant que l'axe des x est
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Taxe de révolation, sa surface sera
B= 2ir I y^tdx\
séc tydx
mais » = ^^ y y n étant Tordonnée du centre de
séc tdx gravité, et si nous appelons s la longueur de Tare généra-
leur. 5=1 séctdx. On a donc
^ s= j sei
B = nimSf
c'est-à-dire <pie Voire de ta surface de révolution est égale au produit de l'arc générateur par la circonférence que décrit le centre de gratuité de cet arc.
Exemple. Pour trouver le centre de gravité d'un arc de cercle, supposons que sa corde c soit parallèle à Taxe des X, on aura pour la surface de la zone sphérique
B =: 2ir/ic = 2iciif , d'où u = —
2^ L'élément du volume d'un corps de révolution est 2 71 (Y* — yl)dx^ et par suite
X /*Y V = 2ir I I rdydx;
mais comme, en désignant par Yi l'ordonnée du centre de gravité de la surface génératrice, on a
Xdjrd:r
dydx
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OQ aura
V=2fc7nfïB.
Le volume engendré est égal au produit de la surface génératrice par la circonférence que décrit le centre de grav^ité de cette surface. Ces deux propositions sont connues sous le nom de Théorèmes de Guldin, qui les formula le premier.
80. Nous ne terminerons pas cette leçon sans signaler deux propriétés élémentaires, mais remarquables, du centre de gravité d*un système quelconque de corps ou de points.
I. Soient A, A'^ . . . les centres de gravité de plusieurs corps dont les poids sont respectivement p^ p',. . . , et soit A] le centre de gravité commun du système de ces corps ^ appelons r, /*^,. . ., les distances Ai A, Ai A',. .. ; si Ton applique au point A| suivant Ai A, Ai A',. . . des forces pr^ p' r^^, , , proportionnelles â la fois an poids et a la distance au centre de gravité commun, ces forces se feront nécessairement équilibre. En effet, menons par le point Ai trois axes rectangulaires que nous prendrons pour axes des coordonnées, et soient {x^y^ 2), (a/, y^ z')y. . . les coordonnées des points A, A', . • • î puisque le centre de gravité conmiun Ai (Xi,/i, ^i) est à Torigine des coordonnées, on aura nécessairement
Spx ipr "Lpz
ou simplement
l,px = o , ipy = o , ipz = o .
Mais en appelant (a, S, 7), (af^ S', 7'), . . • les angles que les lignes Ai A, Ai A'?- • • font avec les axes, on aura
X ■= r cos a , / = '' ces 6 , z=zr COS7 ; x' =r r' cos a', . . .
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et CD substituant
2/>rco8a = o, 2/?rcos6 = o, 2/?rcos7 = o.
Mais les trois sommes des premiers membres de ces équations sont. les composantes de la résultante des forces pr, pV, . . . ; ces trois composantes sont donc nulles ; la résultante est nulle aussi, par conséquent, et les forces pr^f/r'^ ... se font nécessairement équilibre.
Si les poids p^ p'^* - * sont égaux, les équations qui précèdent deviennent
Zrcosa:=o, 2rcos6 = o, 2rcos7 = o,
et Ton en conclut que des forces représentées en grandeur et en direction par les lignes Ai À, Ai A V • • se feraient équilibre.
Réciproquement, si des forces appliquées au point Ai^ et représentées en grandeur et en direction par les lignes Al A = r, Al A' = r', . . . se font équilibre, des corps également pesants et ayant respectivement leurs centres de gravité en A, A',. . ., formeront un système dont le centre de gravité commun sera en Ai. En effet, si Ton conserve les mêmes notations, les équations
2rcosa = o, 2rcos6=ro, 2;rcos7 = o,
entraîneront les suivantes :
ipx=o^ lpjr^=Oj Zpz=:Oj
*i = o> ri = o> z, =0.
n. Cessons de prendre le centre de gravité commun Ai pour origine des coordonnées, plaçons celte origine en un point quelconque O ^ soient toujours /?, ^^ . • . les poids des corps ayant leurs centres de gravité en A, A',.. .; (x^jr^ z)^ (j/, y^ y),. . . les coordonnées rectangulaires de ces points ; r, /*', ... les distances de ces points à Tori-
gine; Xif jij Zi les coordonnées du centre de gravité commun, ri sa distance au point O, et faisons -
On aura nécessairement
P z, =y?z -4- p* z'-¥ ... ; carrant et ajoutant, il viendra
Or
= r» 4- r" — 2 (ira/ 4-^/ + ««')> et, par conséquent,
2(xa?' -4- j/ -H za') = r' H- r" — AA' , on aurait de même •
2(a:x"-hr/'-f-zz")=r'-»-r"'-.AA" ;
En substituant, il viendra PVJ =/?V» -f-/;'»r"-4-p"V"
ou, à cause de ^ H- ^ -f- p"-f- . . . = P,
PV; = p(pr=' -+-/?' r" 4-,.. ) — (/?/?'ÂÂ7V/?/>"ÂÂ^V ...)■
Cette équation donne la distance ri du centre commun
PESANTEUR ET CENTRE DE GRAVITÉ. I7I
de gravité à un point quelconque O, en fonction des distances des points A, A^ • • ^ ^^ même point, et des distances mutuelles des centres partiels de gravite. On en tire
Quand le point O se déplace, le premier terme T?r] varie seul dans le second membre \ et comme la somme qui forme le second terme est essentiellement positive, on en conclut que Fexpression
atteint sa plus petite valeur quand r, = o, c'est-à-dire quand Torigine O coïncide avec lé centre de gravité commun du système. On en conclut encore que la somme des poids appliqués aux points A, A', . • • 9 respectivement multipliés par les carrés de leur distance i un même point, sera la même, quelque part que soit placé ce point sur la surface d'une sphère dont le cehtre de gravité commun occuperait le centre.
IJI STATIQUE.
NEUVIÈME LEÇON
Des grandeurs coexistantes et des rapports différentiels. — Masses. — Densités. — Masses et densités des Tolumes, des surfaces, des lignes droites ou courbes.
81 . Nous croyons utile de résumer la question intéressante du calcul des volumes, des masses et des coordonnées des centres de gravité, par quelques considérations générales et élémentaires auxquelles M. Cauchy attachait une grande importance, sur lesquelles il est souvent revenu, qu'il a développées une dernière fois dans le second volume de ses Exercices d^ analyse et de physique mathé^ matiqucy pages i88 et suivantes.
Nous appelons grandeurs ou quantités coexistantes deux grandeurs, ou quantités qui existent ensemble, et varient simultanément, de telle sorte que les éléments de l'une existent^ varient et s'évanouissent, en même temps que les éléments de l'autre. Tels sont, par exemple, le volume d'un corps et la masse ou le poids de ce corps ; le temps pendant lequel un point se meut et l'espace parcouru par ce point ^ le rs^on d'un cercle et sa surface; le rayon d'une sphère et son volume; la hauteur et la surface d'un triangle ou d^un parallélogramme ; la hauteur et le volume d'un prisme ou d'une pyramide ; la base et le volume d'un cylindre, etc.
Des grandeurs ou quantités coexistantes peuvent d'ailleurs varier simultanément dans un ou plusieurs sens divers. Ainsi , par exemple, le volume d'un prisme ou d'un cylindre dont la base est constante, varie avec la hauteur dans un seul sens: mais si Ton suppose la hau-
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tear constante et la base variable, le volume pourra varier avec cette base dans deux sens dîflerents. De même encore la masse d'un parallélipipède, ou généralement d'un corps quelconque, pourra varier avec ]e volume de ce corps dans trois sens correspondants aux trois dimensions de Tespace, etc.
Cela posé, soient A et B deux grandeurs ou quantités coexistantes qui varient simultanément dans un ou plusieurs sens divers. Concevons d*ailleurs que la. grandeur B soit décomposée en éléments '^
dont les valeurs numériques soient très-petites, et nommons
les éléments correspondants delà grandeur A. Enfin supposons que, l'un quelconque des éléments de la grandeur B étant représenté par &, et l'élément correspondant de la grandeur A par a, la valeur numérique de l'élément b vienne à décroître indéfiniment dans un ou plusieurs sens ^ l'élément a s'approchera lui-même indéfiniment de zéro \
mais on ne pourra pas en dire autant du rapport t' qui
convergera en général vers une limite finie différente de
zéro.
Cette limite est ce que nous appellerons le rapport différentiel de la grandeur A à la grandeur B. Ce rapport différentiel sera d'ailleurs du phsmier ordre, ou du second, ou du troisième, etc., suivant que pour l'obtenir on aura fait décroître l'élément b dans un, ou deux, ou trois,... sens difierents.
Concevons que l'on indique, à l'aide de la lettre M placée devant plusieurs quantités, une moyenne entre ces quantités I c'est-à-dire une quantité nouvelle comprise
entre la plus petite et la plus grande de celles que Ton considérait d'abord : si les éléments
de la grandeur ou quantité désignée par B sont positifs, les éléments'
de la grandeur ou quantité désignée par A pouvant être affectés de signes quelconques , on aura , en vertu d'un théorème connu ,
fli H- fla + » . . + ^„ m/— Î! — \
et par suite les deux équations
B = ^, -4- ^a -t- . . . -f- b^y entraîneront la suivante :
(i) j^ = mI^^,^,...,^V
^^ B ""V^.'*,' 'bj
D'ailleurs cette dernière équation continuera de subsister, si, le nombre n devenant de plus en plus grand, chacun des éléments
devient de plus en plus petit, et alors chacun des rapports
a, aj an
bi ba b^
finira par différer aussi peu que Ton voudra d'une certaine valeur du rapport différentiel. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème I. — Le rapport entre deux grandeurs ou
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quaDtitës coexistantes A et B, dont la première varie dans un ou plusieurs sens avec la seconde supposée toujours positive, est une moyenne entre les diverses valeur» de leur rapport différentiel.
Corollaire, — Le théorème I s'étend évidemment, avec la formule (i), au cas même où la seconde quantité 6 serait toujours négative.
82. Lorsque deux grandeurs coexistâmes varient proportionnellement Tune à Tautre, leur rapport est constant, aussi bien que le rapport de leurs éléments^ et la limite de ce dernier rapport, ou le rapport diilérentiel. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Théorème IL — Si deux grandeurs ou quantités coexistantes A et 6 sont entre elles dans un rapport constant, ce rapport constant sera aussi leur rapport différentiel. La proposition inverse peut s'énoncer comme il suit :
Théorème III. — Si le rapport difiéreutiel de la grandeur ou quantité A à la grandeur ou quantité constante B est constant, ce rapport constant sera aussi celui des grandeurs ou quantités elles-mêmes.
Démonstration, — Supposons d'abord que la grandeur B, ^tant positive, puisse être considérée comme uniquement formée d'éléments positifs. Alors le théorème III sera une conséquence immédiate du théorème I; et par suite, si Ton noipme p le rapport différentiel des grandeurs A et B, on aura
Ajoutons qu'en vertu du corollaire du théorème I l'équation (li) subsistera encore, si la quantité B, étant
n^ative, peut être considérée comme uDiquemetit composée d^éléments négatifs.
Supposons, en second lieu, la grandeur ou quantité B formée d'éléments dont les uns soient positifs^ les autres négatifs. On pourra la décomposer en diverses parties
Bf Tiff n*
dont chacune soit considérée comme uniquement formée d'éléments affectés du même signe ; et, en nommant
A. j «Il y jHL y • • • ,
les parties correspondantes de la grandeur ou quantité A, on aura, en vertu de Téquation (2),
par conséquent,
A' = pB', A''=pB", A'nrpB*',..., et
A'-hA"4-A*4-... = p(B' + B"-|-B*'-H...).
ou, ce qui revient au même,
(3) A = pB.
Or cette dernière formule entraine évidemment Téquation (a).
Corollaire, — Si le coefficient difiérentiel p est constamment nul, Téquation (3) donnera simplement
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Théorème IV. — Une grandeur ou quantité s'évanouit toujours, lorsque le rapport différentiel de cette
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grandeur ou quantitë à une autre grandeur ou quantité coexistante est constamment nul.
83. Le rapport différentiel de deux grandeurs, constant ou variable, reçoit souvent divers noms particuliers relatifs à la nature même de ces grandeurs. Donnons à ce sujet quelques exemples.
Considérons d'abord une certaine masse ou quantité de matière M, renfermée dans un solide dont le volume est V, ou concentrée sur une surface dont Faire est Â, ou enfin concentrée sur une ligne dont la longueur est S. Si M varie proportionnellement à la quantité V, ou A, ou
SI M M M
, le rapport constant •== 9 ou —» ou -^f sera la densité
constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnée. Soient, dans la même hypothèse, m l'élément de la masse M, et i^, ou a, ou 5, l'élément correspondant de la quantité Y, ou A, ou S. La densité constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnée, pourra encore être
* représentée par le rapport —9 ou —9 ou — 9 ainsi que par«
la limite de ce rapport. Cette densité constante sera donc le rapport différentiel de la masse M à la quantité V, ou A, ou S.
Supposons maintenant que la masse M varie, par exemple, avec le volume V, mais sans lui être proportionnelle.
IVf m
Alors les rapports t? et ~ pourront différer Tun de Fautre
et représenteront ce qu'on nomme la densité moyenne du corps sous le volume V ou sous le volume v. Si d'ailleurs le volume élémentaire ^ change graduellement de forme, sans jamais cesser de renfermer un certain point P du corps que l'on considère, et si, en vertu de Ce changement de forme, les trois dimensions du volume viennent à décroître indéfiniment, la masse élémentaire m décroîtra I. 12
indéfiniment avec le volume élémentaire (^ ; mais le rapport—9 ou la densité moyenne du corps sous le volume ^,
convergera en général vers une certaine limite différente de zéro. Or cette limite, qu^on nomme la densité du corps au point P, représentera évidemment pour le même point le rapport différentiel de la masse au volume. En d'autres termes, ce rapport différentiel est la limite vers laquelle converge la densité moyenne d'un élément infiniment petit, appartenant au corps que Ton considère et renfermant le point P.
Pareillement, si la masse M ou m, concentrée sur une surface ou sur un élément de surface, varie avec Taire A ou a de cette surface ou de cet élément, sans être propor-
tionnelJe a cette aire, le rapport ---ou — représentera ce
qu^on nomme la densité moyenne de la surface ou de Félément dont il s'agit. Soit maintenant P un point renfermé dans la surface élémentaire a ; et concevons que les deux dimensions de cette surface élémentaire décïY>îs- ' sent indéfiniment sans qu'elle cesse jamais de renfermer le point P. La masse élémentaire m décroîtra indéfiniment
avec a; mais le rapport—» ou la densité moyenne de
Télément de surface, convergera en général vers une certaine limite diflerente de zéro. Cette limite, qu'on nomme la densité de la surface au point P, ne sera autre chose que le rapport différentiel de la masse M à Faire A, calculé pour le point P.
Pareillement encore, si la masse M ou m, concenti^ sur une ligne ou sur un élément de cette ligne, varie avec la longueur Sou s de cette ligne ou de cet élément , sans être
proportionnelle à cette longueur, le rapport — ou — re-
iJ s
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prësenlera ce qa on nomme la densàc moyenne de la ligne ou de Félément dont il s^agît. Soit maintenant P un point situé sur la ligne élémentaire s ; et concevons que cette ligne décroisse en longueur sans cesser jamais de renfermer le point P. La masse élémentaire m décroîtra indéfiniment avec s ; mais le rapport — ou la densité moyenne de la ligne élémentaire convergera en général vers une certaine limite différente de zéro. Cette limite , qu'on nomme la densité de la ligne au point P, ne sera autre chose que le rapport différentiel delà masse M a la longueur S, mesuré au point P.
Si l'on applique successivement le théorème I aux masses, aux vitesses, aux pressions hydrostatiques, etc., on obtiendra les propositions suivantes :
Le rapport de la masse dun corps à son volume est Mine moyenne entre les densités correspondantes aux divers points de ce volume.
horsqiiune masse est concentrée sur une surface ou sur une ligne, le rapport entre cette masse et l'aire de la surface ou la longueur de la ligne est une moyenne entre les densités correspondantes aux dii^ers points de cette surface ou de cette ligne.
Lorsqu'un point mobile parcourt une ligne droite ou coufbe^ le rapport de V espace au temps est une moyenne entre les vitesses que le point mobile acquiert successive^ ment dans ses diverses positions sur cette ligne.
Lorsquune surface est pressée par un liquide pesant,
le rapport entre la pression totale et Vaire de cette sur^
face est une nwyenne entre les diverses valeurs de la
pression hydrostatique cotrespondantes aux divers
points de la surface.
Ces diverses propositions justifient les noms de densité moyenne, de vitesse moyenne, de pression liydrosia-^
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tique moyenne, précédemment donnés aux divers rapports qui s^y trouvent mentionnés.
84. Le rapport différentiel d^une grandeur à une autre n'est un rapport constant que dans le cas où ces deux grandeurs sont proportionnelles Tune à Tau ire. Dans le cas contraire, non-seulement le rapport différentiel des deux grandeurs est variable , mais il peut varier dans un ou dans plusieurs sens suivant que la seconde grandeur peut varier elle-même dans un seul sens ou dans plusieurs sens divers. Il en résulte quun rapport différentiel peut être fonction d'une ou de plusieurs variables indépendantes. Ainsi en particulier, si la seconde grandeur est une ligne, ou une surface, ou un volume, le rapport différentiel sera généralement déterminé pour chaque point de la ligne donnée, de la surface donnée, ou du volume donné. Mais il pourra varier d'un point à l'autre et dépendre des coordonnées de ce point, savoir : d'une seule coordonnée si la seconde grandeur est une ligne , de deux coordonnées si la seconde grandeur est une surface, de trois coordonnées si elle est un volume.
Concevons maintenant que les deux grandeurs coexistantes A et B puissent varier simultanément dans deux, trois, • . . sens divers. On pourra en dire autant de leurs éléments correspondants \ et l'on obtiendra pour limite du rapport entre ces éléments un rapport différentiel p, du premier, du second, du troisième^ . . . ordre, qui sera une fonction de une, deux, trois, . . . variables indépendantes. Dans un grand nombre de cas , le rapport différentiel p est une fonction continue des variables dont il dépend, c'est-à-dire une fonction qui prend une valeur unique et déterminée pour chaque système de valeurs attribuées à ces variables , et qui varie avec elles par degrés insensibles. Dans cette hypothèse, si un élément b
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de la grandeur B devient infiniment petit dans tous les sens, on pourra dire en quelque sorte qu'à cet élément h correspond un seul système de valeurs des variables indépendantes , et par suite une seule valeur de p. Mais aux diverses parties de la grandeur B, ou plutôt à ses divers éléments infiniment petits, correspondront divers systèmes de valeurs des variables indépendantes, et par conséquent en général diverses valeurs de p. Les limites, entre les« quelles les variables devront rester comprises dans ces divers systèmes, dépendront de la valeur attribuée à la grandeur B ; et, si la grandeur B est toujours positive, ces limites s'étendront de plus en plus avec cette valeur même.
Supposons , pour fixer les idées , que la seconde grandeur soit une aire ou un volume, et nommons P un point quelconque de celte aire ou de ce volume. La position du point P se trouvera déterminée par deux ou trois coordonnées qui seront les variables indépendantes. Cela posé, prenons, dans la seconde grandeur, un élément infiniment petit qui renferme le point P, et divisons par cet élément l'élément correspondant de la première. Le quotient obtenu différera généralement très-peu de sa limite, qui sera le rapport différentiel de la première grandeur à la seconde, correspondant ^ point P. Ajoutons que ce rapport différentiel, variable avec les coordonnées du point P, en sera, dans beaucoup de cas, une fonction continue. D'ailleurs les divers systèmes de valeurs de ces coordonnées, correspondants aux divers éléments de Taire ou du volume que Ton considère^ devront être censés connus dès que Ton connaîtra cette aire ou ce volume; et les limites, entre lesquelles resteront comprises les valeurs des coordonnées dans ces divers systèmes , seront évidemment déterminées par les équations des lignes qui envelopperont cette aire ou de la surface qui enveloppera ce volume.
l8a STATIQUE.
Lorsque, la seconde grandeur étant toujours posilive, le rapport différentiel p est une fonction continue des variables dont il dépend, et par suite varie avec elles par degrés insensibles, une moyenne entre les diverses valeurs de p correspondantes aux divers éléments de la seconde grandeur est encore nécessairement l'une de ces valeurs. Donc le théorème I entraine la proposition suivante :
Théorème V. — Si le rapport dîfférenliel d'une première grandeur à une grandeur coexistante et toujours positive est une fonction continue de la variable ou des variables dont il dépend, une des valeurs de ce rapport différentiel correspondantes à la seconde grandeur représentera le rapport qu'on obtient en divisant la première grandeur par la seconde.
Corollaire I. — Concevons, pour fixer les idées, que la seconde grandeur se réduise à une longueur S mesurée sur une certaine ligne droite ou courbe, et la première grandeur à une masse M concentrée sur cette ligne. Les diverses valeurs du' rapport différentiel p correspondantes aux divers éléments infiniment petits de la longueur S ne seront a^tre chose que les diverses valeurs de la densité dans les divers points que renferme cette longueur. D'ailleurs la position de chaque point P^ sur la ligne que l'on considère, pourra être déterminée à l'aide d'une seule coordonnée x\ et la densité p sera fonction continue de âr, lorsque, étant complètement déterminée pour un point donné P, elle variera, avec la position du point P, par degrés insensibles. Donc le théorème V entraine la proposition suivante :
S désignant la longueur dHune ligne droite ou courbe sur laquelle se trouve concentrée une masse M, si la densité p, étant complètement déterminée en chaque
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point V delà longueur Sy varie a\fec la position du point P par degtw insensibles, le rapport de M à S, ou, en d^autres termes, la densité moyenne de la ligne, sera Vun^ des valeurs de p correspondantes aux diuers points ifUe rer\ferme la longueur S.
Corollaire II. — Concevons que la seconde grandeur se réduise à une aire A, mesurée sur une certaine surface plane ou courbe, et la première grandeur à une masse M concentrée sur cette surface. Les diverses valeurs du rap* port dîflérentiel p, correspondantes aux divers éléoienis infiniment petits de Faire A , ne seront autre chose que les diverses valeurs de la densité relatives aux divers points que renferme cette aire. D'ailleurs la position de chaque point P sur la surface que Ton considère pourra être déterminée à Faide de deux coordonnées rectangulaires Xj /, ou de deux coordonnées polaires r, a, ou même à Taide de deux coordonnées quelconques ; et la densité p sera une fonction continue de ces coordonnées , lorsque, étant complètement déterminée pour un point donné P, elle variera avec la position du point P par degrés insensibles. Donc le théorème V entraine la proposition suivante :
A désignant Vaire d'une surface plane ou courbe sur laquelle se trouve concentrée une masseM^si la densité p^ étant complètement déterminée en chaque point P de V(Ure A| "^an'e ayec la position du point P par degrés insensibles, le rapport deMà A, ou, en d^ autres termes^ la densité moyenne de la surface, sera Vune des valeurs de p correspondantes aux di\^ers points que renferme Vaire A.
Corollaire IIL — Concevons que la seconde grandeur se réduise au volume V d'un solide dont la m%a$e soit M. Les diverses valeurs du rapport différentiel p^ corr^spon-
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dantes aux divers éléments infiniment petits du volume Y, ne seront autre chose que les diverses valeurs de la densité relatives aux divers points que renferme ce volume. D'ailleurs la position de chaque point P, dans ce volume, pourra être déterminée à Taide de trois coordonnées rectangulaires a:, y, z^ovL de trois coordonnées polaires r, 0^ Uy ou généralement à Taide de trois coordonnées quelconques ^ et la densité p sera fonction continue de ces coordonnées, lorsque, étant complètement déterminée en un point quelconque P, elle variera, avec la position du point P, par degrés insensibles. Donc le théorème V entraine la proposition suivante :
V désignant le volume d'un solide dont la masse est M, si la densité p de ce solide ^ étant complètement dé" terminée en chaque point quelconque P du volume Y, varie avec la position du point P par degrés insensibles, le rapport de M àY^ ou, en d^ autres termes, la densité moyenne du solide, sera Vune des valeurs de p correspondantes aux divers points que renferme le volume Y*
La comparaison des éléments correspondants
a et h de deux grandeurs coexistantes
A et B
peut donner lieu à la formation de l'un ou l'autre des deux rapports
suivant que l'on divise le premier élément par le second, ou le second par le premier. Or ces deux rapports, inverses Tun de Tautre, auront pour limites, si les éléments a e\,b viennent à décroître indéfiniment, deux quantités
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inverses aussi l'uiie de Fantre, c'est-à-dire deax quantités dont le produit sera l'unité. On peut donc aux propositions précédemment énoncées joindre la suivante :
TnécakiCE VI. — Si deux grandeurs ou quantités coexistent et varient simultanément, le rapport différentiel de la première à la seconde sera Tinverse du rapport différentiel de la seconde à la première.
Observons encore que si Ton désigne par X, {i deux facteurs ou. coefficients constants, et par a, b les éléments de deux grandeurs ou quantités coexistantes A, B, les produits Xa, [ib, représenteront les éléments des grandeurs exprimées par les produits XA, (xB. Cela posé, soit a la
limite du rapport t» ou, ce qui revient au même, le rapport différentiel de A à B. Le rapport différentiel de 1 A à fxB sera évidemment la limite du rapport
fto \L b p
Si Fun des facteurs |ui, X est Tunité, le même produit, réduit à
AdC ou -9
représentera le rapport différentiel de X A à B, ou de A à ftB. On peut donc énoncer encore le théorème suivant :
Théoeèmb Vn. — Soient A, il deux facteurs constants, et a le rapport différentiel de deux grandeurs ou quantités coexistantes
Les rapports différentiels
de > A à B^ de A à fiB, de >A à fxB seront respectivement
a ^ Aa, —5 —a.
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86. Jusqu'ici nous nous sommes bornas à comparer deux grandeurs entre elles. Si les grandeurs que l'on compare Tune à l'autre sont au nombre de trois, de quatre^ ou même en nombre quelconque, on obtiendra sur les rapports difierentiels de nouvelles propositions que nous allons successivement établir.
Observons d'abord que, si
A, Bf C, désignent trois grandeurs coexistantes, et
a, bf c,
trois éléments correspondants de ces grandeurs, on aura
identiquement
or en supposant que dans Cette équation les éléments a, £, c. deviennent infiniment petits, on obtiendra la proposition suivante :
Théorème VIIL — Si trois grandeurs ou quantités coexistent et varient simultanément, le rapport différentiel de la première à la seconde, multiplié par le rapport différentiel de la seconde à la troisième , donnera pour produit le rapport différentiel de la première à la troisième.
On démontrerait de la même manière le tbéorème que nous allons énoncer.
Théorème IX. — Si plusieurs grandeurs ou quantités coexistent et varient simultanément, le rapport différentiel de la première à la dernière sera le produit des rapports différentiels de la première à la seconde, de la seconde à la troisième, de la troisième à la quatrième,... enfin de l'avant-dernière à la dernière.
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Le théorème VIII entraîne évidemment le suivant :
Théorème X. — Lorsque trois grandeurs coexistent et varient simultanément, si l'on divise le rapport différentiel de la première k la troisième par le rapport différentiel de la seconde à la troisième , on obtiendra pour quotient le rapport différentiel de la première k la seconde
Nota. En vertu des théorèmes II et III, si le rapport de la première grandeur à la seconde est constant, ce rapport constant sera en même temps leur rapport différentiel', et réciproquement, si le rapport différentiel de la première grandeur à la seconde est constant, ce rapport différentiel constant sera le rapport des grandeurs elles-mêmes. Cela posé, il est clair que le théorème X entraine encore les deux propositions suivantes.
Théorème XI. — Supposons que deux grandeurs ou quantités coexistantes A et B soient entre elles, tandis qu'elles Tarient, dans un rapport constant fx, les rapports différentiels a et 6 de ces deux grandeurs A et B i une troisième grandeur ou quantité coexistante C, seront entre eux dans le même rapport constant^ en d'autres termes, Téquation
(6) A=fiB
entraînera la suivante
Théorêmb XII. — Réciproquement si les rapports différentiels a, 6 de deux grandeurs ou quantités coexistantes A et B successivement comparées à une troisième grandeur ou quantité C sont entre eux dans un rapport constant ju, ce rapport constant sera aussi celui de A a B ; en d'autres termes, l'équation (7) entraînera toujours l'équation (6).
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Corollaire. — En supposant dans le théorème XII le nombre jui réduit à Funité, on obtient la proposition suivante :
Théorème XIII. — Si les rapports différentiels de deux grandeurs ou quantités A et B, successivement comparées à une troisième grandeur ou quantité C| sont égaux, les grandeurs ou quantités A, B seront égales entre elles.
Considérons maintenant la somme de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes
Ay Ify Kaj • • m •
Nommons S cette somme, et
les éléments correspondants des grandeurs ou quantités
Enfin comparons celles-ci à une nouvelle grandeur ou quantité K, dont Télément soit k\ on aura non-seulement
(8) S = A + B-hC-|-...,
mais aussi
(g) xrra -h A -4- c4-.. . ,
et par suite
Or, si Ton conçoit que, dans cette dernière équation, les éléments
deviennent infiniment petits, on obtiendra, en passant aux limites, la proposition suivante :
Théorème XIV. — Si Ton calcule non-seulement les
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rapports différentiels
de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes î
mais aussi le rapport différentijel ç de la somme {
A-hB + C-h...,
à une nouvelle grandeur ou quantité K, le dernier rapport c, ou le rapport différentiel de la somme
sera en même temps la somme des autres rapports différentiels, en sorte qu'on aura
Supposons à présent que, dans la somme S, les grandeurs ou quantités
se trouvent respectivement multipliées par des facteurs constants
en d'autres termes, supposons que la grandeur ou quantité S représente une fonction linéaire des grandeurs ou quantités
décerminée par la formule
(la) S=r>A + fAB -hvC-h
Si Ton nomme toujours
les éléments des grandeurs
et si Ton compare encore ces diverses grandeurs ou quan-
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titës à une nouvelle grandeur ou quantité K doni Vêlémentsoh Al, on trouvera, eu égard à la formule (12), nonseulement
(i3) * = Xa-|-fxZ>-H vc-h. . .,
mais aussi
puis en supposant que^ dans cette dernière équation, les éléments
s'approchent indéfiniment de la limite zéro, on se trouvera conduit à la proposition suivante :
Théorème XV. — Si Ton calcule, non-seulement les rapports différentiels
a, 6, 7» . . . , de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes
mais aussi le rapport différentiel c d'une autre grandeur
ou quantité
>A + fxBH-vC-+-...,
représentée par une fonction linéaire des premières, à une nouvelle grandeur, ou quantité coexistante K, le dernier rapport ç sera exprimé en fonction linéaire de tous les autres, tout comme S s'exprime en fonction linéaire de A, B, C, . . . ^ en sorte qu'on aura
(i5) çi=Xa4-fi€ -h vy -!-•..
Il est bon d'observer que, dans le théorème XV, les coefficients
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peuTent être ou positifs, ou négatifs. Si, pour fixer les idées, on suj^sait
>=!, ^=: — I, v = 0, etc...,
le théorème XY pourrait être énoncé comme il suit :
Théoùmb XVI. — Si Ton calcule non<-seiilement les
rapports différentiels
de deux grandeurs ou quantités coexistantes
A, B, mais aussi le rapport différentiel de leur différence
k une nouvelle grandeur ou quantité coexistante K, le dernier rapport c, ou le rapport différentiel de la différence A — B à K, sera en même temps la différence des deux autres rapports différentiels a, S, en sorte qu'on aura
(17) szzza — 6.
Observons aussi que le rapport différentiel , désigné par c dans le théorème XIQ, s'évanouira toujours avec la somme S, et que réciproquement en vertu du théorème XIV, cette somme s'évanouira toujours avec le rap* port différentiel «. Donc Téquation
(18) XA + f*B-f-¥C-+-... =0 entraînera toujours la formule
(19) >a-|-ft6 4-v7.. . =0,
et réciproquement cette formule entraînera toujours l'équation (18). On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Théoremb XVII. — Si plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes sont liées entre elles par une équation linéaire quelconque^ la même équation linéaire exis-
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tera eutre les rapports différentiels de ces grandeurs ou quantités à une autre; et réciproquement, si ces coefficients différentiels sont liés entre eux par une équation linéaire, la même équation linéaire existera entre les grandeurs données.
Remarquons encore que les formules (8), (1^)9 (16), et les formules (11), (i3),(i7), sont, tout comme les formules (18) et (19), des équations linéaires qui lient entre elles, d'une part les grandeurs ou quantités coexistantes
d^autre part les rapports différentiels
«> €> 7»»» et ç,
des grandeurs ou quantités dont il s'agit à une nouvelle grandeur ou quantité K. Par suite, on pourra remonter de la formule (il), (i5) ou (17) à la formule (8), (la) ou (16), tout comme on remonte de la formule (19) à la formule (18).
Donc aux théorèmes XIV, XV, XVI, on pourra joindre les théorèmes inverses qui sont compris, comme eux, dans le théorème XVII, et que nous allons énoncer.
Théorème XVIII. — Soient plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes, et
a, 6, 7,. . . , Çy
les rapports différentiels de ces mêmes grandeurs ou quantités comparées à une nouvelle grandeur ou quantité coexistante K. Si le rapport différentiel c est la somme de tous les autres a, 6, 7, . . . , la grandeur ou quanti^ S sera pareillement la somme des grandeurs ou quajQtités A, B, C, • . • En d'autres termes, Téquation
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entraînera l'équation
S = A4-B-hC4-
Théorème XIX. — Les mêmeç choses étant posées que dans le théorème précédent, si le rapport dîfTérentiel ç s'exprime en fonction linéaire de tous les autres, la grandeur ou quantité S s'exprimera de la même manière en fonction linéaire des quantités A, B, C , . . . . En d^autres termes, la formule
ç = >.a -h fi6 H- V7 -h . . .
entraînera la suivante
S = XA-hf*B4-vC-h
Théorème XX. — Soient
A, B, S, trois grandeurs ou quantités coexistantes, et
les rapports différentiels de ces mêmes grandeurs ou quantités, comparées à une grandeur ou quantité coexistante K. Si le rapport différentiel c est la différence des deux autres a et 6, la grandeur ou quantités sera pareillement la différence des grandeurs ou quantités A et B. En d'autres termes, l'équation
ç = a— 6 entraînera l'équation
Lorsque deux grandeurs ou quantités coexistantes se réduisent à une variable j: et à une fonction j- de celte variable, le rapport différentiel de la fonction à la variable est précisément ce qu'on nomme la déwée de la fonction, ou le coefficient différentiel,
Lorsque deux grandeurs ou (quantités coexistantes se réduisent au produit de n variables x,/, 2 , ...» et à une fonction f de ces variables , le rapport différentiel de la fonction f au produit xyz, . . , est précisément ce qu'on nomme la Êérïuée de F ordre n de la fonction (f, prise par rapport à toutes ces variables.
D'ailleurs, pour que la variable x, ou le produit xyz, . ., et la fonction <f de x, ou de x, y, z,. . ., représentent deux grandeurs coexistantes, il suflGt que la fonction (f s'évanouisse avec la variable x, ou avec les variames x% 'j y 2 y • • • •
87. Problème. — Soit K une grandeur toujours positive, dont cbaque élément varie dans un ou plusieurs sens avec une ou plusieurs variables indépendantes; et supposons que, pour chaque système de valeurs attribuées à ces variables, le rapport différentiel p d'une seconde grandeur ou quantité S à la première ait une valeur connue et déterminée qui varie avec elles par degrés insensibles. On demande une méthode qui puisse servir à calculer la grandeur S, avec un degré d'approximation aussi grand que Von voudra.
Solution. — En vertu du théorème V, le rapport
sera, dans l'hypothèse admise, une des valeurs du rapport différentiel p correspondantes à la grandeur K. On aura donc, pour l'une de ces valeurs de p^
ou, ce qui revient au même,
(20) S = pK.
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Pareillement, si Ton nomme k un élément de K, et^ l'élément correspondant de S , Tune des valeurs du rapport différentiel p correspondantes à l'élément k vérifiera la formule
{21) s=.pk»
Mais si l'élément k décroit indéfiniment dans tous les sens, les diverses valeurs de p correspondantes k cet élément se déduiront les unes des autres par des variations de plus en plus petites des variables indépendantes, et, en conséquence, ces diverses valeurs finiront par différer entre elles de quantités inférieures à tout nombre donné £. Donc alors, en prenant Tune quelconque d'entre elles pour la valeur de p qui devra satisfaire à la formule (sài), on commettra sur la valeur de s une erreur dont la valeur numérique ne surpassera pas le produit
Cela posé, divisons la grandeur K en éléments
dont chacun soit assez petit pour que les valeurs correspondantes de p diffèrent entre elles de quantités inférieures au nombre e. Multiplions ensuite chacun de ces éléments k par Tune quelconque des valeurs de p correspondantes a ce même élément, et considérons le produit obtenu comme représentant une valeur approchée de Félément s de la grandeur S correspondant à l'élément k de la grandeur K. La somme des produits ainsi calculés, représentée par un polynôme de la forme
représentera une valeur approchée de S, et en posant
(22) S= piX-, -+-p»^j-+-. . .-hp«X„,
iq6 statique.
on commettra une erreur qui ne pourra dépasser la somme des produits de la forme
c'esl-à-dîre le produit
«(A-,-1- A-,-h.. .4-A-«) = cK.
Donc l'équation (22), qui fournirait la valeur exacte de S si Ton pouvait choisir convenablement les coefficients
fournira seulement une valeur approchée de S^ si Ton prend pour pt Tune quelconque des valeurs de p correspondantes À l'élément /il, pour p^ Tune quelconque des valeurs de p correspondantes à Télément At , . . ., pour p^ l'une quelconque des valeurs de p correspondantes à Télément A». Mais, en prenant pour n un nombre suffisamment grand, et pour
des éléments suffisamment petits, on fera décroître autant que Ton voudra le nombre e, et avec lui la limite sKde l'erreur commise; et par suite on rendra le degré d'approximation aussi grand que l'on voudra.
Corollaire /. — La formule (aa) fournirait encore une valeur très-approchée de la somme S, pour de très-petites valeurs des éléments.
si Ton prenait pour coefficient de chaque élément A, non plus l'une des valeurs de p correspondantes à cet élément, mais une quantité très-peu difTérente de ces mêmes valeurs , la différence étant assujettie à décroître indéfiniment avec Télément/r. En effet, si les coefficients désignés dans la formule (22) par
pi, pi, ... , pn,
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sont altérés de telle sorte que, pour des valeurs de
suffisamment petites, la variation de chaque coefficient devienne inférieure a un très -petit nombre e, la valeur de S, déterminée par la formule (aa), se trouvera elle-même altérée, mais de manière que sa variation soit inférieure au produit
Or cette dernière variation deviendra évidemment trèspetite quand le nombre e sera lui-même très-petit.
Corollaire II. — La formule (22) fournirait encore une valeur très- approchée de la grandeur S pour de très-petites valeurs des éléments
si, dans le calcul de cette somme , on faisait abstraction de quelques-uns des éléments dont il s'agit, pourvu que la somme des éléments omis s'approchât indéfiniment de zéro pour des valeurs croissantes du nombre n. En effet, nommons
les éléments omis et x leur somme. La somme des termes omis dans la valeur de S fournie par Téquation [in) sera de la forme
et pourra être représentée par le produit
(/•'4-r4-...)M(p', p'^,..,j = xM(p', p",...).
Or ce produit décroîtra indéfiniment pour des valeurs décroissantes du facteur x, ou, ce qui revient au même, pour des valeurs croissantes du nombre n .
Corollaire III. — D'après ce qui a été dit dans les corol-
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laires précédents, on peut énoncer la proposition suivante :
Théoremb XXI. — Étant donnée une grandeur K toujours positive, dont chaque élément varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs variables indépendantes , si) pour chaque système de valeurs attribuées à ces variables , le rapport différentiel p d'une seconde grandeur ou quantité S à la première obtient une valeur déterminée qui varie avec elles par degrés insensibles, alors, pour calculer S avec un degré d'approximation aussi grand que l'on voudra, on pourra se contenter de partager la grandeur positive K en éléments suffisamment petits
puis de recourir à la formule
(aa) S = pi*i4-pjXï-h ..-f-pn^"»»
dans laquelle chaque élément k aura pour coefficient ou l'une des valeurs de p correspondantes à cet élément , ou du moins une quantité très-peu différente de l'une de ces valeurs, la différence étant assujettie à décroître indéfiniment avec l'élément k. Ajoutons que, dans le calcul de la grandeur S, on pourra faire abstraction de quelques-uns des éléments
pourvu que la somme x des éléments omis décroisse indé-
tiniment avec —
Corollaire I. — Si tous les éléments ou du moins ceux dont on ne fait pas abstraction, de-
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vienaint ëgaux, en désignani par k leur valeur commune, on aura
ou du moins
X désignant la somme des éléments omis ; et par suite la formule (aa) donnera
(a3) S = pK,
ou du moins
(24) S = p(K-x)=pK-px,
la valeur de p étant ceUe que détermine Téquation
(a5) P = - (Pi •+• P» •+• • • • -H p» ) •
Or, en vertu de l'équation (aS), la valeur de p sera la somme des rapports différentiels
Pu p»i • • • 1 P«>
divisée par leur nombre, ou ce qu'on nomme la moyenne arithmétique entre ces rapports. Elle sera donc inférieure au plus grand de ces rapports, et si x décroît indéâniment pour des valeurs croissantes de n, on pourra en dire autant du produit pyt. Donc alors, pour des grandes valeurs de 7?, la formule (sà4) se réduira sensiblement à la formule (a3). On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Théorème XXII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème XXI pour obtenir S avec un degré d'approximation aussi grand que Ton voudra, on pourra se contenter de partager la grandeur K en élé-
menis suffisamment petits , qui seront tous égaux entre eux, à l'exception de quelques-uns dont la somme x décroisse indéfiniment , tandis que le nombre total n des éléments égaux devient de plus en plus considérable, puis de calculer n valeurs
du rapport différentiel p, qui correspondent respectiveçient aux n éléments égaux, ou qui du moins diffèrent très-peu de n valeurs respectivement correspondantes à ces mêmes éléments, les ilifférences étant assujetties à décroître indéfiniment avec -9 et enfin de multiplier la
grandeur K par la moyenne arithmétique entre les quantités
Pour montrer une application des théorèmes XXII ou XXni, considérons une droite matérielle dont la longueur soit désignée par H, et sur laquelle on ait concentré une certaine masse M. Soit d'ailleurs |0 le rapportdifFérentielde M à H, ou^ en d'autres termes, la densité de la droite matérielle pour le point P dont l'abscisse est n, et supposons que la densité p, étant fonction continue de cette abscisse, varie en conséquence avec elle par degrés insensibles.
Les quantités désignées par
Pn Pï> • • • > p«i
dans les formules ( 22) et ( 25), devront représenter rigoureusement, ou à très-peu près, les valeurs de la densité correspondantes à divers points
* I > Pa » • • ? Pn »
respectivement situés sur des éléments égaux ou inégaux, mais toujoiu's très-petits, de la longueur H. Cela posé, le
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ihéorëme XXI entraînera évidemment la proposition suivante :
H étant la longueur (Tune droite matérielle sur la- (juelle se trouve concentrée une certaine masse M, si la densité p de cette droite est connue et déterminée en chaque point T? de la longueur H, et varie ai^ec la posi" tion du point P par degrés insensibles^ alors pour obte-nir la valeur de la masse M ai^ec un degré d^ approximation aussi grand que Ton voudra^ on pourra se con^ tenter de partager la longueur H en éléments suffisamn ment petits
puis de recourir à la formule
M = Pi /it + p, A, -4- . . . + p,A„, *
dans laquelle chaque élément h aura pour coefficient ou la densité correspondante à F un quelconque des points de cet élément, ou une quantité très-peu diffê'rente de cette densité^ la différence étant assujettie à décroître indéfiniment avec télément lui-même. Ajoutons que dans le calcul de la masse M on pourra faire abstraction de quelques-uns des éléments
pounni que la somme x des éléments omis décroisse
indéfiniment avec —
Si les éléments de la longueur H, ou du moins ceux de
ces éléments que Ton n'omet pas, deviennent égaux entre
eux, on pourra faire coïncider
Pu Pa> • • • » P«»
avec les valeurs de la densité correspondantes aux points
qui représentent les origines ou les extrémités des élé-ments égaux, c'est-à-dire à des points équidistants, mais
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très-rapprochés les uns des autres, et situes sur la longueur H. D'ailleurs si entre les extrémités de la longueur H on place des points équidistants, cette ligne pourra être par ce moyen divisée en éléments qui soient tous égaux entre eux, ou tous égaux k Texception des deux extrêmes , qui pourront être supposés inférieurs aux autres *, et comme, dans cette dernière supposition , les éléments extrêmes pourront être évidemment omis, leur somme étant très-petite, aussi bien que cbacun d'eux, il est clair que le théorème XXU entraînera la proposition suivante :
H étant la longueur cTune droite matérielle sur laquelle se trouve concentrée une certaine masse M^ sita densité p de cette droite est connue et déterminée en chaque point V de la longueur H, et varie as^ec la position du point P par degrés insensibles, pour obtenir la masse M avec un degré d^ approximation aussi grand que Von voudra, il suffira de partager la longueur H par des points équidistants en éléments qui soient tous égaux entre eux, ou du moins tous égaux à V exception des éléments extrêmes, que Pon pourra supposer infé^ rieurs aux autres^ puis de multiplier la longueur H par la mojenne arithmétique entre les valeurs de la densité correspondantes aux origines ou aux extrémités des éléments égaux»
Les théorèmes XXI et XXU s' appliqueraient encore immédiatement à la détermination des masses concentrées sur des lignes courbes, ou sur des surfaces planes ou courbes, ou même des masses comprises sous dès volumes donnés. Cette détermination se trouverait ainsi ramenée à celle des longueurs, des surfaces et des volumes.
88. Nota. Dans le Mémoire que nous venons d'analyser, M. Cauchy étend les principes posés par lui, relative-
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ment aax grandeurs coexistantes et aux rapports différentiels, à la définition et à la recherche du rapport des grandeurs proportionnelles. Après avoir établi ce théorème fondamental : Deux grandeurs coexistantes sont certainement proportionnelles Vune à Vautre^ lorsqu'à des éléments égaux de Vune correspondent des éléments égaux de l'autre, il montre par un très-grand nombre d'exemples et d'applications à la géométrie élémentaire ou analytique, comment, en s'appuyant sur ce théorème, on peut aisément démontrer la proportionnalité d'une multitude de grandeurs diverses. Qu'il nous soit permis à cette occasion de revendiquer pour Fillustre Ampère et pour nous une priorité à laquelle nous attachons quelque prix.
Ampère a protesté le premier contre une lacune incroyable des livres élémentaires d'algèbre et de géomé-trie, l'absence complète d'une définition de l'égalité de deux rapports commensurables ou incommensurables. Le premier aussi, dans ses leçons du Collège de France, en 1827 et 1828, il énonça cette définition ou formula ce caractère distinctif : Deux rapports commensurables ou incommensurables sont égaux, lorsque, pratiquant sur chacun d'eux t opération du plus grand commun dii^i^ seur, les quotients successifs que Von obtient de Vun sont respectii/ement égaux aux quotients successifs que Von obtient de Vautre, soit que V opération se termine, soit quelle ne se termine pas. D'où l'on tirait cette conclusion : Lorsque en exécutant sur deux grandeurs A ^t B, ainsi que sur deux autres grandeurs G, D, Vopération du plus grand commun dis^iseur, on a de part et d* autre les mêmes quotients, on peut remplacer le rapport des deux gran» deurs AetB par le rapport des deux grandeurs C et D.
Nous avons publié le premier la démonstration donnée par Ampère, de ce théorème dans le Traité de Géométrie deNicollet, imprimé en i83o chez Bachelier, et les appli-
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cations que nous en fimes prouTaîent surabondamment son utilité et sa fécondité. Mais cette démonstration, quoique très-simple au fond , exigeait un appareil de notations et de formules qui effrayait par trop les commençants. Deux années plus tard, nous fûmes heureux de pouvoir substituer à la définition d^ Ampère un autre caractère distinctif incomparablement plus accessible de deux rapports égaux. Deux rapports commensurahles ou incom"
A C mensurables -—> -- sont égaux lorsque la wi'*'** partie
b deB est^ quel que soit m, contenue autant de fois dans A que la m'^"^ partie ddeD est contenue dans C. C'est presque l'énoncé de Cauchy^ mais sans le mot trop vague d'éléments. Cette fois la démonstration est d'une simplicité extrême. En effet on a, par la supposition même,
les restes r, r' étant plus petits que b ou d^ et décroissant indéfiniment avec m. Or de ces équations on tire
A /îfr-h r
"b mb
D"" md
donc, puisque -5-» ï^» plus petits encore que rou r', décroîtront de plus en plus, et autant qu'on voudra à mesure que n% sera plus grand, la grandeur variable — peut approcher autant que l'on veut des deux grandeurs constantes — î — ? et par conséquent ces deux grandeurs constantes ou ces deux rapports commensurables ou incommensurables sont ^aux. Ce théorème a été publié par le R. P. David, de la Société de Jésus, notre élève, dans un programme intitulé : Positiones ex physicd et mathesi
zm ^—
mb
md
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selectœ^ imprimé à Sion (Suisse), en août i83a : si d^autres géomètres Pont publié avant cette époque, nous sommes tout prêt à reconnaître leur droit de priorité.
Notre démonstration, comme celle d* Ampère, s^appuyait sur un lemme que nous énoncions comme il suit : Si une même grandeur ^variable X peut approcher autant que Von "veut de deux grandeurs constantes A e£ B, ces deux grandeurs constantes sont nécessairement égales entre elles. Depuis, nous énonçons plus simplement, il nous semble, ce lemme tout à fait fondamental en mathé* matiqnes et dont il est absolument impossible de se passer : Démontrer que la différence entre deux quan^ tités constantes A «f B est plus petite que toute grandeur assignable y c^est démontrer que ces deux quantités constantes sont égales entre elles. Eu effet, si les deux quantités constantes ne sont pas égales, leur différence est elle-même une grandeur constante et il est impossible qu^on puisse prouver qu'elle est plus petite que toute grandeur assignable. Une grandeur constante et une grandeur qui peut devenir aussi petite qu'on voudra, sont contradictoires dans les termes. S'il s'agit, par exemple, des deux
rapports —9 -=:' satisfaisant à la condition énoncée, puisque leur différence
est plus petite que -^ ou j-^ qui peuvent devenir à leur
tour aussi petits que Ton voudra, cette difTérence est nécessairement nulle et les deux rapports sont égaux.
On nous' pardonnera cette digression, que nous avons crue utile et légitime.
DIXIÈME LEÇON
Conditions d'équilibre d'an système de forces agrissant sur un corps on ensemble de points liés invariablement entre eux, avec des intensités et dans des directions toujours les mêmes, quelle que soit la position occupée par le corps. — Point central. — Lig^e centrale. — Plan central du système. — Cas où le corps est assujetti à tourner autour d'un point ou d'un axe fixe. —Application de la théorie aux corps à.la fois pesants et magnétiques.
89. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le système de points liés invariablement entre eux était absolument fixe dans l^espace ^ nous admettrons actueUement qu^il se meut sans cesser d'être soumis à Taction des forces toujoui^ les mêmes en intensité et en direction qui le sollicitent. 11 s'agit de trouver les conditions né* cessai res pour que les forces emportées avec le corps ne cessent pas de se faire équilibre, et de mettre en évidence quelques propriétés générales très-dignes d'attention d'un semblable système.
Tant que le corps se meut parallèlement à lui-même, il n'y a rien de changé dans la situation relative du corps et des forces qui le sollicitent*, il ne peut donc être question que d'un mouvement de rotation autour d'un point que nous prendrons pour origine des coordonnées. Pour mettre cette rotation en équations menons dans le corps, par Torigine des coordonnées, trois axes rectangulaires absolument fixes dans le corps, mais qui se meuvent avec lui dans l'espace. Soient : P l'une quelconque des forces données; x^y^ z les coordonnées de son point d'application -, Ç, y?, Ç les coordonnées de ce même point d'appli-
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cation par rapport à trois axes fixes dans Tespace. Appelons ^ l'angle que Tintersection du plan des \yi avec le plan des xy fait avec l'axe des t, f l'angle que cette même intersection fait avec l'axe des \. 0 l'angle que les axes des z et des ^ font entre eux ; on aura, comme on sait,
X = Ç ( — sïn^ sin ô) 4- n ( — sin ^ ces ^ + cos ^ sin 4> cos ô)
+ Ç (cos (f co8\|; + sin 9 sin ^ cos B)y X = Ç( — cosi|/sinô) -4-D(sinysin>î> +cosf cos>|> cosO)
4- Ç { — cos f sin^ -h sin ^ cos ^ cosô), a = î; (cosO)4- h (cosipsinO) H- Ç (sin y sin 6),
Les conditions d'équilibre d\in corps solide sont d'ailleurs
2X=:0, 2T=0, ZZ =r O,
ï(Yz - Zy) = o, l(Zx — X») = o, 2(X/ —Y^) = o.
Si Ton substitue dans ces équations kx^ y^ z leurs valeurs en ^, yj, ^, et si l'on remarque d'ailleurs qu'elles doivent avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de (p, f , 6, on aura
IX = 0, 2T = o, 2Z = o, îXÇ = o, 2X»} = o, 2XÇ=o,
2TÇ=:0, 2Td = 0, 2TÇ=:0, 2ZÇ = o, 2Zîi = 0, 2Z Ç = o.
Si l'on fait coïncider les axes arbitraires des |, >î, Ç* avec les axes des ar, y, z, on aura jr = ^, ^ = >9, r = f ; les équations de condition de l'équilibre d'un corps solide pour toutes les positions qu'il peut occuper, lorsque les forces qui agissent sur lui ont constamment la même intensité et la même direction, sont donc
. . 2Xx = 0, 2X7 = 0, 2X2 =rO,
* 2Yx = o, 2Yj = o, 2Y3=o,
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Si ces conditions sont remplies pour Tune des positions du corps, elles le seront pour toutes les autres, et le corps sera en équilibre dans tous les lieux qull occupera, c'està-dire qu'il sera asiatique.
90. S'il arrive, au contraire, que toutes ces équations ne soient pas satisfaites, on pourra toujours introduire dans le système une ou plusieurs forces qui fassent que le corps soit en équilibre dans toutes ses positions, pourvu que les nouvelles forces, comme les premières, conservent aussi dans toutes les positions du corps les mêmes intensités, les mêmes directions, et les mêmes points d'application. Ces nouvelles forces, appliquées en sens contraire aux mêmes points d'application, formeraient nécessairement un système équivalent au système des forces primitives, et pourraient le remplacer dans toutes les positions du corps.
Considérons d'abord le cas où, pour rétablir l'équilibre, il suffit d'introduire une seule force — R^, appliquée au point oTq, 7o, Zo» et dont les composantes soient — Xo, — Yo, — Zo. Prise positivement, cette force équivaudra au système donné ; les conditions d'équilibre (i) sont alors remplacées par les suivantes :
2X — X« = o, 2Y — Y, = o, 2Z — Zo = o, 2Xx — X«x, = o, sYjc — Y,jro = o, iZx — Z»Xo = o,
2Xj^ — Xoj^t = 0, lYjr — Yo7.= 0, 2Z/— Zojr. = 0,
2X« — Xt««=o, 2Yz — Y, «, = o, 2Zz--Z««, = o.
Si la force principale du système donné n'est pas nulle, c'est-à-dire si l'on n'a pas à la fois ZX = o, £Y = o, SZ = o, on pourra éliminer entre les équations qui pré-
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cèdent Xq, j^09 ^«9 ^0) ^09 ^0) et Ton trouvera
iXx _ lYx _ iZx iXx __ lYx __ 2Z^
Tx""""iY"""Tz ' 7x"'~"iT ""Iz"' Tx "~Tr""^TZ*
On aura en outre
R.= V(2X)'4-(2Y)^H-(2:ZjS , , 2X« 2Tr ZZ»
(") ''^ix' ^•=Tr' -=^-
Le point x©, j^o? ^o d'application de la force R© qui saffit à rendre le corps asiatique, prend le nom de point central du système des forces données.
S'il s'agit d'un système de forces parallèles, et que leur somme ne soit pas nulle , en désignant par a, S, y les angles que la direction commune fait avec les axes, on aura
2X = C08a2P, 2T=:C0S62P, 2Z=COS7SP,
2Xj? = co8a2Pj:, 2Tj = cos62Pj, 2Zz = cos72Pz, 2Xar 2Px lY y 2P/
_ 2Px _2;P/ _-P2
'••-Tp-' -^--^p-' ^*-7p'
or ces valeurs de Xc^o? ^o? sont les coordonnées du point que nous avons déjà nommé centre des forces parallèles, et qui devient ainsi le point central.
91 . Si les relations ou conditions du numéro qui précède ne sont pas remplies, les forces du système ne pourront plus être remplacées par une force unique; mais on pourra essayer de leur substituer deux forces, ou, ce qui revient au même, une force et un couple. Désignons par Ro la force isolée, par Xo, Yq, Zq ses composantes, parxo,yo> ^0 les coordonnées de son point d'application, J. i4
par Rf — Ri les deux forces du couple, par Xi, Y|, Zi les composantes de Ri , par Xi , j^i , «i , x\ , y\ , z\ les coordonnées des points d'application de Rt et — Rf, par p,, Çtj ri les projections du bras du couple K| sur les. trois axes, projections égales aux difTërences des coordonnées des points d'application, de sorte que Ton a
Appliquées à ce cas particulier, les équations (i) donneront, pour conditions d'équilibre entre les forces données, et les forces Ro, + Rt> — Rj :
2Xar = X,a:,H-X,/?,, SXj^ = X,/,-»- Xi7, , lYx = Y,jr.4- Y,/^,, SY^ = Y.j. H- Y,7, , iZx = Z.7o-î-Z,/?,, lZx= Zo/«-f-Z,7,,
îYz = Y,ï. + Y,r,,
Si entre ces équations on élimine d'abord X^, ¥#, Zq,
Xi, Yj, Zi, on trouve
7, 2X:ï- — /?, IX J — (7, j:. — />,/«) SX = O ,
7,SY.r — /?,2Y/ — (7,x, — /?,jr«)2Y = 0,
7,lZx— /7,2Z7— f^.x, — /?,j,)2:Z =0,
' r.SXo: — /7|£Xz — (r,Xo — /9| 3,)2X = o,
r.sYj— />,2Y2 — (r,Xo — />, Zo)2Y = o,
r, 2Zx — />,2Z« — [ryX^ — /?, 3,)2Z = o.
Si la force principale n'est pas nulle, ou si Ton n^a pas 2X = 2Y = SZ = o, on pourra éliminer encore ^i^o — P«Jo5 ^\X^ — Pi^oi et Ton aura
7,[2;YsX.r — zX2Yx]=y?,r2:Y2:Xj'— 2X2Y/],
7,[2Z2Xj: — 2X2 Zx] =?/?,[ 2Z2X^— 2X2Zj], r,[2Y2Xx — 2XsY.rJ = /7,[2Y2X z — ïXSYz], r,[2ZlX.r— ïXSZz] = /^,[5;ZsX«— SXsZzj.
Eliminant enfin Pi, r^y q^ ou divisant membre à membre les deux premières et les deux dernières équations, on arrive enfin aux deux équations de condition
2X(2Yx2Zj— 2ZxlTj) -|-2T(2Xj2Zx — 2Z/SXj?) 4- 2Z(2Y/2Xx— 2X/2T.r) = o,
2X(2Yar2Zz— iZxSYz) -h 2Y(2Xz2Zjr — îZaZXjtr) '^-h-2Z(2Ya2Xar— 2X»2Ya:)=o.
Si ces conditions sont satisfaites, et si en même temps on nV pas ZX = o, 2 Y =: o, SZ = o, c'est-ànlire si la force principale du système des forces données n'est pas nulle; et si Ton fait, pour abréger,
2Y2Xx— 2X2Yx=rSx, 2Y2Xj— 2X2Yr=S,,
2Y2X« — 2X2Yi = S„
en se donnant arbitrairement pt, on trouvera
Sjr S«
Par conséquent, en appelant X, fx, v les angles que le bras du couple K| fait avec les axes, ou aura
C0SX=:
COS fA =
COSV =
Sr
sa direction est donc complètement déterminée et indépendante de la valeur arbitraire attribuée h px- Si, pour abréger plus encore, on pose
ÏY/2X*— 2X/2Yj: = Ty, 2Yz2Xj:— 2X*2Yjc = T,,
on tirera des équations (2)
c'est-à-^ireque le point d'application de la force Bq pourra être un point quelconque de la droite
parallèle à Taxe du couple -, cette ligne invariable dans le corps a reçu le nom de ligne centrale du système. Les composantes Xo, Y©, Zo, Xi, Yi, Zt, sont d'ailleurs déterminées par les équations
SZjr — JToSZ
En résumé, lorsque les deux équations de condition (4) sont satisfaites, on peut réduire le système donné à une force et à un couple. Le point d'application de la force, égale et parallèle à la force principale du système, peut être choisi arbitrairement sur la ligne centrale. Le bras du couple pourra être pris arbitrairement sur une ligne quelconque parallèle à la ligne centrale, la force du couple dépendra à la fois et de la longueur arbitraire attribuée au bras, et des coordonnées du point d'application de la force égale et parallèle à la force principale. A la force Ro et au couple (R, — Rj) on pourra substituer deux forces appliquées à deux points de la ligne centrale; les composantes de ces forces et les coordonnées de leurs
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points d'application seront
Xp — X| , Yp — Il , Zf — Z| , x« , y^^ Zq y Xi, Yi, Z,, ^o-Hpi, J«4-yi> »«-f-»'|.
Les équations de condition (4) sont toujours satisfaites, lorsque toutes les forces du système sont dans un même plan, qu^on peut supposer parallèle au plan des xy^ parce qu'alors tous les z sont nuls.
Lorsque la force principale est nulle , ou lorsque
Ton a
ï&% équations (3) donnent
2Xx_2Yar_2Zx 2Xa:_ 2Yx_ iZar
^ ^ iXjr""iYr ""iZj' ixT "" Tyz ~ ïzT'
Ces conditions remplies, l'une des projections du bras du couple^ Pi, par exemple, pourra éttre prise arbitrairement, et l'on aura pour déterminer les deux autres,
— ^^J" «- iXg
On aura, en outre,
sXx lYx iXz
Pt Pi Pi
Les forces données se réduiront donc à un couple dont le bras aura une longueur et un point d'application arbitraires, mais une direction déterminée.
Soient X, fx, v les angles que cette direction fait avec les axes, on aura
2Xx
cos> =
COSf* =
COSv =
v/(iXx)»^-(2Xr)^+(5:X^r sXr
v/(2Xj?)»H-(2Xj)»-h(lX«)»' iXz
v/(2Xx)'+{2:X/)'-i-{2Xz)''
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Les conditions (6) sont toujours remplies d'ellesmêmes lorsque toutes les forces du système sont parallèles, sans résultante, mais non pas en équilibre.
93. Si l'une des conditions (6) n'est pas remplie, les forces données^pourront cependant être toujours remplacées par trois forces, ou, ce qui revient au même, par une force et deux couples , à moins toutefois que la force principale ne s^évanouisse. Désignons, en conservant toujours les mêmes notations, par Rt Tune des forces du second couple Rs — Ri, par Xt, Yt, Zs ses composantes, par pt9 ^s) f*\ les projections de son bras. U faudra, dans les équations n® 91, remplacer Xi^i par Xi/?i •+- X^p^t Yipi par Yi^i Hh Y,;?tî etc. Si Ton fait, pour abréger,
s = ux^ -h p/o -h wz^ .
2X(2Zz2Y/— 2Y«2Zj^)-f-2Y(2Z/2Xs— 2Z22Xr)
-h2Z(2Ys2Xr — 2Yr2X«) = U, 2X(2Yz2Zx— 2Z«2Yj:)+ 2Y(2Z32Xx — 2Zx2X«)
-4- 2Z(2Yj: 2Xz — 2Yz2Xx) = V , 2X(2Yj:2Zj— 2Z«2Y^)H-5Y(2Zx2Xj — 2Zr2Xj;)
+ 2Z(2Y/2Xa:— 2Yx2X^) = W, 2Xr(2Zz2Y/— 2Y3 2Zj)-h2Ya:{2Z/2X«— 2Zz2Xj^)
-h2Zjc(2Yz2X/— 2Y72X«) = S,
réliminaiion des neuf quantités Xo, Y^, Z^^, Xi, Yj, Zi, Xa, Y), Zi, si Ton n*a pas ZX = ZY=:ZZ= o, donnera
tf _U V _ V (v_ W
En choisissant arbitrairement les six quantités j:^, y^^ Pif 7i 9 P%f 7s ^^ déterminera les trois autres par les équa-
lions
Zo=-
U/»,+ Vy.
Il en résulte : i^ que le point (oTo, j^o» ^o) d'application de la force principale pourra être choisi arbitrairement dans le plan
Ux-4-Vy-+-Wz = S;
2^ Que les bras des deux couples devront être parallèles à ce plan, auquel on donne le nom de plan central du système, et qui est entièrement fixe dans le corps ou ensemble de points invariablement liés entre eux.
Les composantes de la force principale et des forces des couples sont d'ailleurs
Xo=2X, Y.= 2Y, Zo=5;Z; 9,2Xx — PiZXx — (Çi^^ — PiXit)^^ Pi ^» — 9iPt -. <7,2Tj:—/?,2Y7—(<7,aro — /»,/.) 2Y
Ptq^—qiPi Piq^—ÇiPi
^ ^, 2X r — <7i 2 Yj: — (piro—Qt^») ^X /?,2Y7— ^,2Yx— (/?,/•— ^.•^•)2;Y
~" Piqt—giPt
En résumé, tant que la force principale n'est pas nulle.
Sll6 STATIQUE.
le système est toujours réductible à une force unique et h deux couples. Le point d'application de la force unique, égale et parallèle à la force principale, peut être un quelconque des points du plan central. Les bras des deux couples doivent être pris sur deux lignes parallèles à ce plan ^ leur longueur est arbitraire, mais les forces des couples dépendent à la fois de la longueur et de la position arbitraire des bras, ainsi que des coordonnées du point d'application de la force unique. A la force unique et aux deux couples on pourra substituer trois forces appliquées à trois points quelconques du plan central; les composantes et les coordonnées des points d'application de ces forces sont
X„ Y,, Z,, ar«-f-/»i, rt-f-Çi, «•-l-r,, X„ Ta, Za, ^«-h/?j, Xt-hÇif 2«-f-r,.
94. Parmi les diverses positions qu'on peut assigner au point d'application de la force unique et aux bras des deux couples, il en est qui conduisent à quelques propriétés remarquables. Ce sont celles tellement cboisiesque des trois forces Bo ^u ^i cbacune soit perpendiculaire aux deux autres, et que les deux bras des couples soient aussi perpendiculaires entre eux. Pour que ces conditions soient remplies, les quantités Xo, j^o) Pn Çiy pt) Çt doivent être tellement cboisies que l'on ait
X,X,H-Y.Y,H-ZoZ,=o,
X«Xa -h Yo Ya -f- Z«Za = G ,
X.X,-hY.Ya4-Z.Za=o
Si dans les deux premières de ces équations on substitue les valeurs trouvées précédemment pour Xo, Yo, Zo, Xi,
Y|, Z|, Xa, Yt, Zs, on aura
7,(2X2Xx -I- 2T2Yx -♦- iZlZx)
— Pi (2X2X^ -H 2Y2T7 ■+- 2Z2Z^)
^,(2X2Xar-h2T2Tx-h2Z2Zx) — /?, (2X2X^ -h 2Y2Yj^ -h 2Z2Z/)
el on en tirera
_ 2X2Xj?-h2Y2Yx-f-2Z2Zx *•■" l2X)»-f-(2Y)'-f-(2Z)' ■'
_ s — U X. — Y7. _ 2X2Xz-f- 2Y2Yg-h 2Z2Zz *•"" W "" (2X)«-f-(2Y)»-f-(2Z)»
Ce point Xo, j^o» '^o est actuellement le centre de toutes les composantes des forces données suivant la direction de la force principale Ro* En effet une quelconque de ces composantes a pour expression
X2XH-Y2Y-4-Z2Z
et les coordonnées du centre de ce système de forces parallèles seraient évidenunent données par des équations identiques avec celles qui donnent x^^^joy ^o*
Le point Xo, ^o» '^o ^ i^ti le nom de centre du plan central. Nous le prendrons désormais pour origine des coordonnées, et nous supposerons le corps ou système invariable amené â une position telle, que le plan des xy coïncide avec le plan central; nous placerons en outre les bras des deux couplesdansce même plan central, et comme nous admetlons qu'ils sont perpendiculaires entre eux, ils feront
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avec Taxe des x des angles u, - +i/, et il faudra détermi-
ner u par la condition que les forces Ri, Rt soient perpendiculaires, ou que l'on ait X, Xj H- Yj Yj -f- Zj Zt = o. Or puisque Xo, j^o) ^o sont nuls, les valeurs de Xi , Y] , Zj , X|, Ys, Zs deviennent
Piqi—qtPt
PiÇt—giPi Piq7 — qiP2
_p,VLy '-q^l.Zx
p^q^—qxPi
substituant ces valeurs dans Xi Xj -h Y, Yj -f- Zj Z,, = o, on trouve
[pxqi—qip^f
(Pxq7—qiP2Y
Mais, dans le cas actuel,
q, =/7, tangtt» 7,= — /?, cotii, et, par suite,
Piq2-hqiPi = — ^PiPiCOilàUf 7,7,= — /?,/?„
substituant, efTaçani le facteur commun , ^^ — -> et
(Ptq^ — qip^y
SYSTEME MOBILE, FOECES GONSTAHTES. !Àig
transposant, il viendra
2Xa:lXj-f-2Yx2Yjr4-2Zx2Z^
Deux droites menées par le centre du plan central parallèlement aux directions des deux bras des couples, dé-
^ terminées par les valeurs de ci et de — h « ainsi trouvées,
s'appelleront les lignes centrales du plan central,
95. Lorsque la force centrale est nulle, ou lorsque l'on a SX = o, ZY = o, SZ = o, U, V, W sont aussi nuls, et pour que Ton ait Xo = j^o == ^o •= o, c'est-à-dire pour que l'origine coïncide, comme nous le supposons, avec le centre du plan central, et que le plan central coïncide avec le plan des xjr^ on devra nécessairement avoir (n°93) S = o; si cette condition est satisfaite, on trouvera
u _ sXjzYg — sXzsYr
w "~ iXxlYx — 2X/2Ya?'
V _ iXzlYx — iXxlYz
«;■" 2Xx2Yr — iXjsY*'
Les six projections pi, ^i, Tj, p^^ ^,, r, ne sont plus liées entre elles que par deux équations; si l'on se donne ^j, 9i^Pii Çtj les valeurs de r^y r^ seront
c^est-i-dire que les bras des couples devront être parallèles au plan
x(2X72Y«— iXzlYy)
y{2X«2Yx — ïX^îYz) -f-z(2Xx2Y^— sXr2Yx)=o
Leur grandeur et leur direction dans le plan restent com-
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plétement arbitraires ^ les composantes de la force unique et des forces des deux couples sont d^ ailleurs
X«=Oy Y«=o, Z«==o,
Il = >
Pi^i—giPt
Lx = j
Piqt—qxPi pyq^--qxP7
_pxtYy--qxtYx
pxq^^qxp^ p.VLy — q.VLx
in = •
Piq^^-qiPi
96. Enfin lorsque la force principale sera nulle sans que S le soit, le système pourra toujours être remplacé par trois couples ou réduit k trois couples. Soient Xi, Ti, Zi, Xi, Yf, Zi, Xs, Ys, Zs les composantes des forces des trois couples, p^^ Çi, r», p„ 9,, r^, ^5, ^j, r, les projections de leurs bras sur les trois axes, les conditions générales d'équilibre ou les équations (i) (n^ 89) deviendront
2Xx = Xi/?i -♦- Xa/>2-H Xs/'s> 2X7 = X,^, 4- Xj^j-h Xj^,, 2X« = X,r, -f- X»rj -♦- Xjrj,
2 Yo: = Y^px -h Y,/?, -h Y3/?,, 2Y^ = T,^t -+- Y,q, -+- Y3173, 2Yz=Y,r, 4-Y,r, -hYjr,,
2Za? = Z|/7, -4- ZiPi ■+■ Zipiy 2Z/=Z,y, -+-Zj72 -hZa^,, 2Z« =Z,r, -f-Zjrj H-ZaTs.
Les quantités p,, ç», r,, ^„ q^, r„ ^j, i/,, r, qui déterminent la longueur et la position des bras des couples, peuvent être prises tout à fait arbitrairement; les compo* santés X|, Y^, Zi, Xi, . . . des forces seront alors déterminées par les équations
' ^ Pi ('•»^>-- 9^^-i) -*- ^1 [r^Pi — P^r^) -4- r, (p^q^-— q^pt)
Y __ 2Yx(r3ya— ysr,) -^ SY j (r,/?3— p^r^) 4- tYz(p^q, -— y,;?.,)
97. Nous venons de voir qu'un système de forces de direction et d'intensité invariables, sollicitant toujours les mêmes points d'un corps donné, dans toutes les positions de ce dernier, se réduit k une force unique et à deux couples, à moins que la force principale du système ne soit nulle. La force unique, égale et parallèle i la force principale, peut être appliquée à un point quelconque du plan central. Les bras des deux couples, de longueurs arbitraires, peuvent être pris parallèles aux lignes centrales; les forces du couple seront alors perpendiculaires entre elles et à la force principale. Dans chaque position du corps, ces deux couples pourront être composés en un seul; et (n^ 38) parle transport de la force unique en un point quelconque de l'axe central correspondant à cette position, le couple résultant et le couple né du transport pourront se composer en un couple unique, perpendiculaire à l'axe central. Ce couple alors sera minimum ou le plus petit possible pour la position actuelle du corps, et ^al à la projection du premier couple résultant sur un plan perpendiculaire à la direction de la force principale (n^ 38). Si cette position du corps vient à changer, la position dans le corps de Taxe principal changera aussi ; il en sera de même du moment du couple résultant minimum.
et il est intéressant de chercher quelle doit être la position de Taxe central pour que le couple minimum soit nul, ou pour que le système des forces données se réduise à la force ou résultante unique. C'est ce que nous allons faire, mais, au lieu de tout rapporter à des axes fixes dans Tespace, ou de considérer les directions des forces comme invariables dans toutes les positions mobiles du corps, nous supposerons au contraire que c'est le corps qui reste fixe, et que ce sont les directions des forces qui varient, en continuant néanmoins de faire les mêmes angles entre elles, et avec trois plans coordonnés mobiles dans Tespace. Nous prendrons comme origine des coordonnées pour les trois axes fixes dans le corps le centre du plan central, devenu plan des ;r^, et pour axes des x et des j^ les deux lignes centrales, en sorte que l'on ait
x^=Of jo=o, Zo=o; ^1 = 0, r, = o, /?,=:o, r,= o.
Les composantes Xi, Yi, Z|, Xi, Y], Zs ont alors pour valeurs
X, = — 2X«, Y, = — 2Yar, Z, =— SZx, P\ Pi Pi
X,=-2Xr, Y,= -2Yr, Z,= ~2Z^.
q, qi 7
Si Ton calcule les composantes L, M, N du moment linéaire résultant de ces deux couples, on trouvera
L = YiT, -H YaT, — Z,7, — Z3^2= — Za^a»
M = Z,/?,-|-Za/?i — XiT, — Xara = Z,/?,,
N = X| 7i -h Xa^a Y,/?, — Ya/?a = Xa<72 — Y,/?,.
Pour avoir le couple minimum, il faut, n^ 38, projeter le moment linéaire résultant sur la force principale qui
fait avec les axes des angles dont les cosinus sont |p>
r^7 ^; ce couple minimum, que nous appellerons K, sera
donc
qi (ZpXa — XqZi) 4- Pi ( Y«Z| — ZpY,)
Si maintenant ou rapproche l'es deux identités
(Z.Y,- Y.ZO X,+ (X.Z,-Z«X,) Y,+ (Y,X,-XoY,) Z, = o,. (Z;Y,— Y.Z,) X,-h (XoZ,- Z.X,) Y. -+■ { Y«X, - XoY,) Zo = o,
des deux équations
X,X,4-Y.Y,H-Z,Z,=:o, Xi Xo -h Y, Yft-h Z| Za = o,
on en conclura
Za j a — X « iuj A.^ ù^ — ù^ Xj 1 0 A.2 — X-a I j
^^ÇZ^yT- YoZ,)^-h(XoZ,>>ZoX,)»^ (YoX.~XoY,p
_ Vr; Rî — (XaX. -i- YpYa + ZoZ.) _RoB,
Za Yj — Y0Z2 = — rr — X|,
XgZj — Z0X3 = — =; — Yi,
YaXa — XtYj=z „ Z|,
on trouverait de même
X|Za— Z|Xo== ~^ — Yj,
Y 1 Xo — Xi Y« = — =j — Z, y
et, par conséquent,
Il s'agit maintenant de trouver les conditions qu'il faut remplir pour que ce couple minimum soit nul. Si Ton désigne par Ç, >}, ^ les coordonnées de l'un quelconque des points de l'axe principal ou central, ou aura. (n°38)
Ko Ko
Ko
et si le couple minimum K doit être nul,
Y.Ç -. Zou =L == — Z,^„ ZoÇ — XoÇ = M = Z,y?, , Xoii — YoÇ=N = X,<72 — Y,/?,;
ces trois équations se réduisent réellement à deux , c'està-dire que l'une quelconque d'entre elles se déduit des deux autres, parce que la condition K=o entraÎDe l'équation suivante :
LXo -h MYo 4- NZo = o.
11 reste à voir comment on pourra y satisfaire indépendamment de la direction des forces, ou quelle que soit cette direction. Si l'on fait d'abord ^ = o, on aura
XoÇ= — Zi^,, Xoii = Xs9, — Y,/?,;
carrant ces deux équations ^ divisant la première par pjRJ, la seconde parpJRJ — ^^RJ» et ajoutant, on trouve
p? { Yj + Z!) - 2/,. 7,X,Y, + 9Î (li - ^) Rî
~ /'.rî-î.r;
Mais puisque les trois forces Ro, Ri, R| sont toujours perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des cosinus des angles qu'elles font avec Taxe des x est égale à Tunité ; on a donc
on a aussi
et, par conséquent, Y
rî"^r; r: Rf r; r;""r; r:*
Substituant ces valeurs et ayant égard à Téquation K' = /'W^-2A'.?.X,Y.4-75R}^ = o,
on trouve
-f--ï^ = r-j> pendant que Ç=o.
p\R]^q\Rl p]R] r;
Si, au lieu de faire |= o, on avait fait vj = o, on aurait trouvé
-^Z^^=El^ avec 7ï = o.
Ces deux équations représentent deux courbes du second degré situées dans deux plans perpendiculaires au plan central \ Tune est une ellipse, Tautre une hyperbole, parce que des deux différences ^'RJ — p\^]^ p]R] — <7ÎRî, Tune est nécessairement positive et Tautre négative. Le grand axe de Tellipse etl'axe réel de Thyperbole coïncident avec Taxe des ^, et le centre des deux courbes est à Torigine des coordonnées. Les foyers de Tune coïncident en outre avec les sommets de Tautre. Si, par exemple, ^sRs est L i5
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plus grand que ^t Ri, l'ellipse sera dans le plan des ^^, et l'hyperbole dans le plan des yjç, on aura pour le sommet de rellipsc
Ç=o, ; = di7,g-»
et pour son foyer
■ Ri
5 = 0, ^=±Pi
R«^ pour le sommet de Thyperbole
et pour son foyer
Les plans de Thyperbole et de Fellipse, ou les plans menés par les deux lignes centrales perpendiculairement au plan central, s^appelleront les plans milieux du système. Le théorème renfermé dans ces prémisses et qui a été découvert d'abord par M. Minding, peut s'énoncer comme il suit :
Théorème de Mindîkg. — Lorsque les forces çui sollicitent un corps ou un système de points liés im^ariable^ ment entre eux conservent dans toutes les positions du corps les mêmes intensités, les mêmes directions et les mêmes points d"* application, et que ^ comme on peut le faire d'^un nombre infini de manières, on a amené le corps dans une position telle, que toutes les forces puissent être remplacées par une résultante unique, ce qui suppose nécessairement que la force principale du système n^est pas nulles la direction de la résultante unique sera telle j qu'elle rencontrera toujours dans le corps une même ellipse et une même Ityperhole qui ont pour centre commun le centre du plan central, qui sont situées Vune
dans Vun, Vauti^ dans Vautre des deux plans milieux du système, perpendiculaires entre eux et au plan central, et qui sont liées Vune à Vautrç de telle sorte que le sommet de Vune coïncide auec le foyer de Vautre.
98. Supposons maintenant cpie le corps ou système de points auquel sont appliquées des forces ayant toujours la même intensité, la même direction et les mêmes points d'application ne soit plus mobile qu'autour d'un axe donné, et cherchons dans ce cas les conditions d^équilibre et de réduction du système de forces au plus petit nombre possible d'éléments. Si Ton prend l'axe fixe pour axe des 2, on démontrera , comme au n^ 89, que les conditions d'équilibre sont :
2X = o, zY==o, zZ = o,
2X;s=:Oy 2Y» = o, 2Zx = o, lZjr = Oy
lUx-^tYy^On îX/— 2Yx = o.
Si ces conditions sont remplies , le corps sera en équilibre quelle que soit la position qu'il occupe dans sa rotation autour de l'axe des z,
99. Si toutes ces conditions ne sont pas remplies, les forces du système pourront au moins être réduites à une, deux ou trois forces. Cherchons d'abord les conditions de Ifur réduction k une force unique. Soient Xo, Yo, Z^ les composantes de cette résultante unique, et x^, /oj z^ les coordonnées de son point d'application, on aura
Xo=2X, T. = 2T, Z.= 2Z, 2X«=X.«o, 2Za:=Z.j:o, 2Ys=T.3o, 2Z/=Zoro, 2X* 4- 2Yr = XoXo -h Y,/o, 2X/ — 2Yx= Xoj. — Y.x..
En supposant que la force principale du système ne soit pas nulle ou que l'on n'ait pas à la fois ZX = o, ZY = o,
2Z=:o, rélimînatioo deXo, Yo, Zo, Xo^ jo^ Zf^donnersL
IY2X* — 2XzY2r=o,
(iZlXi?— ZXsZj:)— (ïZSYj-— 2Y2Zr) = o,' (2Z2X^ — ZX 2Z7) -h ( 2Z2YX — SYsZ-r) = o.
Si la force principale était parallèle à Taxe des z, on aurait en outre SXz = o, T,Yz = o.
Si ces diverses conditions sont satisfaites , on trouvera
__ 2Zj _ 2Y(2Xx4-2Yj) -f- 2X(2Xj — 2Y.r)
"zz "■
_ 2Xz _ 2Yz
•""Tx *~1y
^* 2Z (2Xj»-+- (2Y)*
les forces données ont toujours une résultante unique, laquelle dans toutes les positions du corps passe par le point J^o 9 yo 9 ^0 9 que Ton appelle le point central des forces données relatwement à l'axe des z.
Lorsque les forces données sont toutes dans le plan des j^, les équations de condition sont nécessairement remplies, car ou a alors Z = o, z =z o. Dans ce cas particulier, le point central peut être obtenu au moyen d'une construction géométrique très-simple. Soient P et Q deux forces appliquées, l'une en A, Tautre en B {fig* aa), et R leur résultante passant par le point d'intersection C de leurs deux directions ^ parles trois points A, B, C menons un cercle ; le point D, où le cercle viendra couper la direction de la résultante R, sera le point central cherché. Pour le démontrer, concevons qu'au lieu de faire tourner les trois points A, B, D on fasse tourner les trois forces P, Q, R de telle sorte qu elles fassent toujours entre elles les mêmes angles; soit EP' la nouvelle direction de la force P, celle de la force Q sera nécessairement EQ^ et celle de
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R, ER'5 car od a ACD = AED, DCB= DEB, ACB = AEB. D est donc bien réellement le point central des deux forces P etQ. S'il y avait une troisième force, on la composerait de la même manière avec la résultante R pour obtenir le nouveau point central. On pourrait aussi remplacer chaque force par ses deux composantes suivaut les axes des x et des y^ réunir en une seule les forces parallèles à chacun des axes et chercher, comme on vient de le faire, le point central des deux résultantes partielles.
100. Si les conditions de réduction à une force unique ne sont pas satisfaites , on pourra essayer de ramener le système à une force et à un couple. Soient toujours Xo^ Yo, Z^ les composantes de la force isolée; x^^y^y z^ les coordonnées de son point d^appli cation ; Xi, Y,, Zi les composantes de la forceRi du couple (Ri — Ri); ^i, ^j, Vi les projections de son bras , on aura
îXz = Xo5o-hX,r, , 2Yz= Y,Zo-+- Y,r, ,
îZjc = ZaXo 4- Z,/7,, iZj = Z«/o -H Z, y, ,
iXx -+■ lYy = X.Xe -+- Yaj. -h X,/?, -h Y,^, ,
l.\jr — lYx = X«7» — YoJ?» -*- X,ç, — Y,/?,.
Eliminant
X«| Yo, Zf, X|, Yi, Z| ,
on trouvera
p,(z,lX— 2X2) -h 7,(2.2Y— lYz) -\- /-.(ïX-r H- 2Y^— Xo2X--^.2Y) = 0, (i) { pi{lYz—z.lY)^q,{z.lX--l\z)
-h r, (2Xj — 2 Yx — J.2X -f- XolY) = 0, /?,(/o2Z — 2Zjr)-hy,(2Z.r — jro2Z)=0.
Tant que la force principale ne sera pas nulle ou que
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l'on n'aura pas à la fois £X=: SY = ZZ = o, ces conditions pourront toujours être remplies, et on pourra se donner arbitrairement deux des coordonnées du point d'application de la force isolée avec Tune des projections du bras du couple. Si entre ces trois équations on élimine Pu ^19 ^i 6( qu'on pose^ pour abréger,
A = lZ{lYlXz — 2X2Yz),
B = 2Z[2X(2Xa'-h 2Yj)-4- 2Y(2Yx — iXjr)] -2Zx[(2X)»4-{2Y)»],
C =2Z[2X(2Yx~2X7) — 2Y(2Xji-h#Y^)] H-2Z7[(2X)^-h(2Y)'],
D =2Z[2Yi!(2X*-4-2Y/) — 2X2;(2Ya:— 2X^)3
— 2X»(2Y2Zar4-2X2Z^)4-2Y«(2X2Za: — 2Y2Z/),
E = — 2Z[2X»(2Xx-h2Y^)-h2Yz(2Yjr — 2Xj;
H-2X«(2X2Za:— 2Y2Z/)-h 2Yz(2X2Z/-+- 2Y2Zj:),
F =(2Xx-h2Y^)(2X2Z/— 2Y2Z:r) -i-(2Y*— 2X/)(2X2Zj?Hi2Y2Z^),
G = ( 2Xx -h 2Yj) ( 2XZ2Z7 — 2YZ2Z4:)
— (2Xj— 2Yj:) (2Y»2Zr-h 2Xs2Zx) ,
on obtient
(2) A(x;-f-j^;)-+-B/.«.-hCx.z. + Djr.-hEjr.— F«, + G=o.
Si dans cette équation on remplace Xq^ ^09 ^0 p&r des coordonnées courantes x, y, z, elle représentera une surface du second degré sur laquelle le point d'application Xo, /oî ^0 de la force unique pourra être pris à volonté. Cette surface a un centre dont les coordonnées Xo, yo 9 z» sont
2ACF — DB»-f-BCE 2ABF — C'E-hBCD
_ _^ 2AF-f-CD + BE
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Paîsqu'on peut prendre arbitrairement une des projections Piy qtf Ti du bras do couple, on pourra le faire commencer où Ton voudra et lui donner une longueur arbitraire; cboisissons pour point de départ de ce bras le point Xo^ jTo', «0 9 et appelons j^i , /i , «i les coordonnées de la seconde extrémité, on aura
et, en substituant pour />], ^i, r, ces valeurs dans les équations(i),on verra qu'elles sont composées absolument de la même manière en Xo,j^o) '^o 9 •^19^19 ^t] le point or,, /i, z, ou la seconde extrémité du bras est donc lui-même sur la surface (a), et puisque, la longueur du bras étant complètement arbitraire, cette seconde extrémité est Tun quelconque des points du bras, le bras tout entier est situé sur la surface qui ne peut être qu'un fayperboloïde à une nappe et de révolution. Le point d'application de la force résultante peut être un |K>int quelconque de cet hyperboloïde, et le bras de longueur arbitraire du couple résultant sera parallèle à l'une des droites du paraboloïde menée par le point d'application de la force. Cette force d'ailleurs et la force Ri du croupie sont déterminées par les équations \
Ai = î li = 1
Au lieu d'une force et d'un couple, on pourra substituer au système donné deux forces dont les points d'application seront, dans toutiss les positions du corps, sur Tuno quelconque des génératrices de Thyperboloïde.
Si 2X= o et £ Y= o, c'est-à-dire si la force principale
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est parallèle à Taxe des z^ les coefficients A, B, C, F sont nuls et la surface (2) se réduit à un plan parallèle au plan des j>y,
101. Si la force principale est nulle, c'est-à-dire si SX = SY=: SZ = o, les équations qui donnent p^^ Çi, T] deviennent
iXx -h lYx = X,/?, -h Y,ç, , sXj— 2Y1? = X,7, — YtPt , 2Xs = X,r,, 2Yz = Y,r,, 2Z-c = Z,/?,, 2Z/ = Z,y,,
et, en éliminant Xi, Yi^ Zi, pi, ^i, Ti^ on trouve
(2Xx+2Yj)(2X«2Zj — lYzlZx) — (2X^ — 2Tx) (ïYzSZ^-h 2X«2Zx) = G = o.
Si cette condition se trouve remplie, on aura
_ 2Xz(2XxH-2Yj^)~^Yg(2Xj— 2Yjc) ^'""''' (2X2)'-h(2Yz)» '
_ 2Yg(2X3?-h2Yr) + 2Xz(2Xr — 2Yjr) ^'~''"' (2Xz)>-i-(2Yz)» '
2X« 2Yz 2Zx 2Zr
le système des forces données sera donc réductible au seul couple (Ri — Ri).
lOS. Si la force principale est nulle sans que la condition G= o soit satisfaite, les forces du système pourront néanmoins être toujours remplacées par deux couples. Soient Xi, Yi, Zi les composantes de la force Ri du premier couple, P\')<J\% ^1 les projections de son bras; Xt, Yt, Z] les composantes de la force R] du second couple, p^^ ^,, Tt les projections de son bras; les conditions d'équili-
bre seront
2Xar-f- 2Yj = X.jD, -f- T,ç, + X,/?,H- Y,ç„
2Xj — ZY j? = X,9, — YtPi + X,ç,— Y,;>„
2Zjr = Z,/?,-f-Z,/?,, 2Z/=Z,^, -f-ZaÇ,.
Toutes les projections p^, ^i, r,, p,, ^j, r^ et par conséquent les directions et les longueurs des deux bras des couples peuvent être prises arbitrairement; on déterminera ensuite facilement par les équations qui précèdent les composantes X], Yi, Zj^ Xs, Ys, Z, des forces R| et Ri des couples.
103. On ditqu un corps est asiatique lorsqu'il est tellement fixé qu'il reste en. équilibre dans toutes les positions qu'on lui fait prendre. Les conditions nécessaires pour qu'un corps entièrement libre et soumis à Taction des forces d'intensité et de direction invariables, toujours appliquées au même pojnt, soit asiatique, ont déjà été établies à la fin du n" 89; nous rechercberons actuellement ces mêmes conditions pour un corps assujetti à tourner autour d'un point ou d'un axe fixe.
S'il existe dans le corps un point fixe autour duquel il paisse tourner librement, il ne pourra être asiatique qu'autant que le système de forces données aura un point central, et que ce point central sera le point fixe du corps. S'il existe dans le corps un axe fixe, autour duquel il puisse tourner librement^ il ne pourra être asiatique qu'autant que le point central des projections des forces données stir un plan perpendiculaire à l'axe fixe sera luimême situé sur cet axe, ou qu'autant que ces projections se feront mutuellement équilibre (n^98). Alors toutes les composantes des forces parallèles à Taxe et tous les couples résultant du tran^sport des composantes situées dans
un plan perpendiculaire à l'axe sont détruits par la résistance ou la fixité de cet axe.
104. Cherchons quelle position particulière il faut donner au corps pour que, sans être astatique, il soit en équilibre autour du point ou de Taxe fixe, en commençant d'abord par le cas où il est assujetti à tourner autour d'un pofnt fixe. La position à donner au corps doit être telle, que le système des forces données ait une résultante unique passant par le point fixe. Si le système des forces données a un point central, il faudra faire tourner le corps autour du point fixe jusqu'à ce que ce point central arrive à se trouver sur la direction de la force principale menée par le point fixe^ cette condition détermine deux positions oppddéesou renversées du corps doftt il s'agit. Si le système des forces données a une ligne centrale, on peut toujours (n^ 91 ) réduire les forces données i deux forces ayant pour points d'application deux points quelconques de cette ligné. Cela pos^, si la force principale n'est pas nulle, il faudra, pour obtenir l'équilibre, faire tourner le corps autour du point fixe jusqu'à ce que la ligne centrale soit dans un plan passant par le point fixe et parallèle au plan des deux forces-, alors, en eflet^ les deux forces seront, elles aussi, dans ce plan, et on pourra leur substituer une résultante passant par le point fixe. Le cqrps pourra encore tourner autour d'un axe perpendiculaire à ce plan ; mais, par rapport à cet axe, les deux forces situées dans un jplan qui lui est perpendiculaire auront (n^ 99) un point central par lequel la résultante des deux forces doit toujours passer, et, pour que l*équi<lil^re ait lieu, il suffira de faire tourner le corps jusqu'à ce que ce point central se trouve sur la direction de la (brce principale menée par le point fixe, direction qui coïncide nécessairement avec le plan des deux forces.
Cetle série de conditions conduit encore à deux positions du corps opposées ou inverses.
Si la force principale est nulle, et si, par conséquent, les forces données (92) peuvent être remplacées par un couple dont le bras a une longueur arbitraire, mais doit être pris parallèle à la ligne centrale, il faudra, pour obtenir Téquilibre, faire tourner le corps autour du point fixe jusqu'à ce que la ligne centralq soit parallèle aux forces du couple ; alors, en effet, le bras et les forces du couple formeront une seule ligne droite et le moment du couple sera nul. Cette condition fournit encore deux positions opposées du corps. Le point considéré jusqu'ici comme fixe n'a plus besoin de l'être, j>uisqa'il n'a plus aucune pression à supporter.
Admettons, enfin, que le corps ait seulement un plan central et que la force principale ne soit pas nulle. Nous avons vu (n^ 97) que, dans ce cas, aussi souvent que les forces données peuvent être remplacées par une résultante unique, cettQ résultante doit rencontrer deux courbes du second degré, une ellipse et une hyperbole tracées dans les deux plans milieux du système. Cela posé, menons par le point fixe une droite pamllèle à la droite qui couperait les deux sections coniques, et faisons tourner le corps jusqu'à oe que cette droite coïncide en direction avec la force principale^ on obtiendra ensuite la position cherchée d'équilibre en faisant tourner le cçrps autour de cette ligne droite. En effet, l'équilibre aura lieu lorsque le moment K du couple minimum qui s'ajoute à Is^ force principale sera nul. Or nous avons trouvé {n? 97)
équation dans laquelle pi est la longueur du bras d'un couple coïncidant avec une des lignes moyennes, Çi la
longueur du bras d'un second couple coïncidant avec Tautre ligne moyenne, Ri la force du premier couple, R, la force du second couple, perpendiculaires toutes deux l'une à l'autre et à la force principale, Yj la composante de la force Rj parallèle au bras Çi, X, la composante de la force Rt parallèle au bras pi. Si maintenant on mène un plan perpendiculaire à la force principale passant par le point fixe et autour de laquelle le corps peut tourner dans la position d'équilibre comme autour d'un axe de rotation, les deux forces Rj et Ri seront parallèles à ce plan. Menons dans ce plan, par l'axe de rotation, deux lignes parallèles à ces deux forces et que nous appellerons A, B; désignons de plus par C l'intersection de ce plan avec le plan central, par <f l'angle que les deux lignes A, C font entre elles, par
(f H- l'angle de B avec C, par 6 l'angle du bras p^ du
premier couple avec C, par 9 H — l'angle du second bras
Çt avec C, par (p l'angle du plan central avec le plan des lignes A et B, par X l'angle du bras pi avec la ligne B, par yi enfin l'angle du bras q% avec la ligne A, on aura
cosp = coS(p cos ( ® -f- ■" ) — sinç sin ( 0 + - j cos ^
= — cosf sin 0 — sin f cos 9 cosx|; ,
cosX = cos r f H — j cosO — sin I ç -f- - j sin 0 cos^*
= — sin ^cos9 — cosç sin^ cos 4* , Xî = R3C0s>=r — R,(sinf cosd + cosf sin0eosi|/), Y| = R,coS(A= — R, (cosçsinô-4-sinçcos0cosi|/),
K = /^, Xa — i — ^jYi ^ = sin f (qi Rj cosO cos 4» — pi R| cosO) Rj Ri
co»^ (qi Rj sîn 9 — /7| R, sin 0 cos^)« Pendant la rotation autour de la direction de la force
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principale menée par le point fixe, langle <f changera, et la valear de <f correspondante à 1 état d'équilibre du corps devra être celle qui rend- K nul, ou qui sera donnée par Téquation
-/?, R,COS^^— <7aR,
taogfl» = tango ^-— 1 ^i—,
dans laquelle 6 et (p ne varient pas. Le moment du couple étant nul et le système des forces données pouvant être remplacé par une force unique passant par le point fixe, le corps sera nécessairement en équilibre dans la position que lui assigne l'angle f .
Si la force principale est nulle en même temps que le système conserve un plan central, les forces données pourront (n^95) être remplacées par deux couples dont les bras seront parallèles au plan centrai. Dans ce cas, pour amener le corps à la position d'équilibre, il faudra d'abord le faire tourner jusqu'à ce que le plan central devienne parallèle au plan des forces des deux couples. Les deux couples alors seront dans deux plans parallèles entre eux, et, en faisant tourner de nouveau le corps autour d'un axe perpendiculaire à ces plans, on pourra (n^lOl) composer les deux couples en un seul. II ne restera plus qu'à faire tourner une seconde fois Je corps autour de cet axâ jusqu'à ce que les deux forces du couple résultant soient dans le prolongement l'une de l'autre.
Si enfin, la force principale étant toujours nulle, le système (96) n'a pins de plan central, on pourra mener par le point autour duquel le corps peut tourner et qui n'a plus besoin d'être fixé, deux forces égales et de sens contraires H-P, — P. La force P et le système des forces données auront alors un plan central; et, en faisant tourner le corps autour de ce point de la manière qui a été décrite, on pourra Tàmener dans une position telle, que ces forces se réduisent à une seule passant par le
point fixe \ cette force alors sera détruite par la force — P, et le corps, par conséquent, sera en équilibre.
105. Arrivons au cas où le corps, ou ensemble de points liés invariablement entre eux, est assujetti à tourner autour d'un axe fixe. Menons un plan perpendiculaire à Taxe fixe et décomposons chacune des forces données en deux autres, l'une parallèle à Taxe, l'autre parallèle au plan. Projetons^ en outre, tous les points d'application des forces sur le plan et menons par la projection de chaque point d'application deux forces égales et parallèles à la composante parallèle au plan. De cette manière nous aurons : un ensemble de forces parallèles à Taxe ; un ensemble de couples, dont les bras seront tous parallèles à l'axe fixe, et qui donneront, par conséquent, un couple résultant dont le bras coïncidera avec Taxe : enfin un svstème de forces située^ dans un plan perpendiculaire a Taxe. L'effet de toutes les forces parallèles à l'axe et de tous les couples sera détruit par la résistance de l'axe, et on n'aura plus à tenir compte que des forces contenues dans le plan perpendiculaire à l'axe. Si leur forte principale n'est pas nulle, elles auront (n^99) un point central relatif à Taxe fixe; et, pour que le corps soit en équilibre, il suffira de le faire tourner jusqu'à ce que le point central se trouve dans Itt prolongement de la direction parallèle à la force principale menée par Taxe fixe. Si, au contraire, la force principale est nuUe^ les forces (n^ 101) pourront être remplacées par un couple, et, pour procurer l'équilibre, il suffira de faire tourner le corps autour de l'axe fixe jusqu'à ce que le bras et les forces de ce couple fassent une seule et même ligne droite.
106. Il n'est pas sans intérêt de faire l'application des th^ries qui précèdent aux corps à la fois pesants et magnétiques, ou sollicités à la fois par les forces du magné-
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lisme et de la pesanteur. Le magnétisme terrestre fait naître dans chaque élément des corps sensibles à son action un couple ; la position du bras de ce couple dépend de la distribution du magnétisme dans le corps, mais les forces des couples sont toutes parallèle^ entre elles, et leur direction est celte de la force magnétique. Cette direction est déterminée par deux angles : i^ Tangle qu^elle fait avec le plan horizontal; 2^ Tangle que le plan vertical mené par la direction de la force, ou ce qu'on nomme ]e méridien magnétique, fait avec le méridien astronomique; le premier de ces angles est Vinclinaison, le second la déclinaison magnétique. Tous deux sont variables en un même lieu de la terre, en ce sens qu'ils sont soumis k des variations en partie régulières, en partie irrégulières; mais, dans ce qui va suivfe, nous ne tiendrons pas compte de ces variations et nous r^ardcrons ces deux angles comme constants en un même lieu.
Un corps à la fois pesant et magnétique est sollicité par deux systèmes de forces parallèles, mais ces deux systèmes agissent parallèlement à un même plan, le plan du méridien magnétique, et, par conséquent (n® 91), ils ont toujours une ligne centrale. Si l'on prend pour origine des coordonnées du système le centre de gravité du corps, si Ton désigne par S les sommes relatives aux forces de la pesanteur, par Z' les sommes relatives aux forces magnétiques, par P Tune des forces du couple magnétique agissant sur un des éléments du corps, par a, 6, ^ les angles que cette force fait avec les axes coordonnés, on aura
2Xjr=o, 2X/ = o, 2X«=o, 2Yjr=o, 2Yj = o, lYz=:o, 2Za:=0, 2Z/=:0, 2Z8 = 0,
parce que les coordonnées du centre de gravité sont nulles,
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et
= cos 6 2' Par . cos a2' P j — cos aS' P x . cos ^l'Py = o,
= cos62'p4:.cosa2'Pz — cosal'Px.cosfil'Pz = o,
ces valeurs, substituées dans les équations de la ligne centrale (n^ 90) donnent
__ï.Yl'lir—lXl'Yy _ zTr ^""sYs'Xx — 2X2'Yx^~ 2'Pj-^'
__ SYZ^X» — sXS^Yz _ tPz * ~ 2Y2'Xa:— 2X2'Yi * "" Fpi '''
la ligne centrale passe donc par l'origine ou par le centre de gravité du corps. Sa direction, indépendante de la position du centre de gravité, et qui ne sera pas changée si l'on ajoute au corps des parties non magnétiques, pourra être déterminée par l'observation, lorsqu'on aura donne le centre de gravité du corps et la direction de la force magnétique. En effet, si Ton dispose un corps magnétique de telle sorte qu il puisse tourner librement autour de son centre de gravité immobile, et qu'on l'amène à la position d'équilibre, le couple magnétique résultant devra alors cire nul, et par conséquent la ligne centrale pour cette position coïncidera avec la direction de la force magnétique menée par le centre de gravité.
107. Si l'on fait tourner le corps jusqu'à ce que la ligne centrale se trouve dans le plan mené par les deux directions de la force magnétique et de la pesanteur, c'està-dire dans le méridien magnétique, les forces, lorsque le corps ne fera plus que tourner autour d'un axe perpendiculaire à ce plan, auront, par rapport à cet axe, un point central. En effet, si l'on continue à prendre le
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centre de gravité pour origine de« coordonnées^ si, en outre, ou prend pour aice des z ifne ligne menée par ce centre parallèlement à Taxe de rotation, perpendiculaire, par conséquent, à la direction de la pesanteur et de la force magnétique, tous les Z seront nuls; et parre que Taxe des Z est aussi perpendiculaire à la ligne centrale, on devra avoir z = o, et, n*' 106,2'Pz = o.Les conditions du n^ 99 seront alors satisfaites. Si Ton prend pour axe des X. la verticale, ZY serâf nul, SX sera égal au poids du
corps, et parce que 6 = a, les coordonnée» du point
central deviendront
cosaS'Pjr-f-sînaS' P/ cosa S'P/— sin a s'Pj:
'•== ix ' ^'"^ iX ' ^• = °'
la quantité cos aSl Py — sîn «E'Px = HlLy — Yl\x est d'ailleurs le moment du couple magnétique dans la position actuelle du corps.
Désignons par I Tinclinaisou de la force magnétique; par M le moment du couple magnétique, lorsque le corps a été amené dans une position telle, que la ligne centrale soit perpendiculaire à la force magnétique, et qu'en même temps le couple ait sgn moment maximum ; par Y Tangle que la ligne centrale fait avec Taxe horizontal des y^ ou Tinclinaison de la ligne centrale \ par S le poids du corps : on aura
2'P^ = Mcosr, 2'Px = !Hsînr, a =: - — ï, S = îX,
et les coordonnées du point central seront
Mcos(I-r) Msin(I — r)
et, par suite,
5 = Ung(I-l').
Mais I — r est Taiigle que la direction de la ligne centrale ou le bras du couple magnétique fait avec la force magnétique, et cet angle a sou tour est égal à celui que la ligne unissant le centre de gravité avec le point central de toutes les forces fait avec Taxe des x ou avec la direction de la pesanteur.
108. Si un corps à la fois pesant et magnétique est fixé eu Tun de ses points, il faudra, pour que Téquilibre ait lieu, amener le corps à une position telle, que son centre de gravité soit sur la verticale menée par le point fixe, et que la ligne centrale soit parallèle à la direction de la force magnétique. Si le corps magnétique ne peut que tourner autour- d*un axe fixe horizontal, perpendiculaire k la fois à la ligne centrale et à la direction de la pcsan* teur, ou trouvera sa position d'équilibre de la manièi'e suivante. Prenons {fig» a3) pour origine O des coordonnées le point d'intersection de Taxe fixe par un plan vertical mené par la ligne centrale, ponr axe des z Taxe fixe, pour axe des x la verticale, pour axe desj" la ligne horizontale menée dans le plan vertical passant par la ligne centrale; appelons [k l'angle du plan des ocy avec le méridien magnétique, r la distance OB du centre de gravité k l'origine des coordonnées, cf l'angle ABO de la ligne OB avec la ligne centrale, Xo, jo les coordonnées du centre de gravité parallèles aux axes des x et Ae&y, Alors (n^105), pour trouver la position d'équilibre, il faudra projeter toutes les forces sur le plan des xy^ ce qui laissera intact le poids S du corps appliqué au centre de gravité B, et ne conservera des forces magnétiques que les composantes parallèles aux axes des x et des j^. Le point central des nouvelles forces situées dans le plan des :cjf devra, dans laposition d'équilibre, tombersur l'aiedeso:; ou, puisque /o est son ordonnée parallèle à Taxe des^, on devra avoir
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j^ = o. Cela posé, en remontant aux équations du n° 99 et remarquant que Ton a
2Y = o, ï'Y = o, 2X=S, 2'X = o, iX^^Sy., 2Yx = o, 2Xar = Sx„ 2Yjr=o, Z' X jr = cos aZ' Px = Mt^os a sin I' = M &in I un 1% Z' X j- = cosaZ' P^ = M cos a cos I' = M sin I cos I', 2' Yj^ = cos€2'P^- = Mcos$ cosl' = McosjACOsIcosr, Z'Yor = cos€2'Px = M cos 6 sin I' = Mcosft cosIsinT,
on trouvera
Sx, + M(siplsinr-hcosftcoslcosr)
Sy# -*- M (sin I cos I' — cosft cosl sinl') r. = g »
et, par conséqueM, la condition d'équilibre, y^ = o, deviendra
Sy, -f- M (sin I cos 1' — cosf* cosl sin F) = o; mais
y.= — rcos(4. — r),
on aura donc, en substituant,
M (sin I cosl' — cospcosIsinV)*- Srcos(i|f — F) = 0
MsinI — Srcosip
tane 1 =? ^. 7; — : — : >
^ McoSftcosI + S^sln^p
^ _ Srcos(4, - r)
sin I cosl' — cos /A cos I sin I'
M ( cos fA cosl sin 1' — sin I cosl' ]
Lorsque jx sera nul, c'est-à-dire lorsque le plan de rotation du corps coïncidera avec le méridien magnétique, on
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aura
Msinl--Srcos4> ^ _^rcos(^ — y)
tang I = ^ = 5 : — 7 > M = : — — rrf- y
^ Mco8l-f-S/sin4» siii(I — 1')
Msin(I— n
Si l'axe iîxe passe par le point central, ou si l'on a aussi Xq = o^ le corps sera asiatique. En outre des équations qui précèdent, et qui résultent de ^o = o, on a encore
Sx« + M (sinlsinl' + cosftcoslcosr) = o
ou, parce que Xo = ''sin (^ — F),
M(sinl8inl' +cosfACOsl€Osl') -f-S/-8in(4' — I')=:o
et, par suite,
,, \,. sinlsinF + cosucosIcosI'
tang (^1 — r) = — -r-= =7-^- £- r^-p'
"^^ sinlcosr — cosftcoslsinr
M* r* = — (sin*I ■+ cos*fACOS*I), i9
équations qui fixent la position du centre de gravité du corps. Si par l'addition de parties non magnétiques on arrive à faire coïncider le centre de gravité avec le point ainsi déterminé, le corps deviendra asiatique par rapport à Taxe fixe. Si fx est nul, les équations qui précèdent donnent
tang(4,-r) = cot(r-I), 4^ = ^ + 1, r=^.
Si Taxe fixe passe par le centra de gravité du corps, r sera nul et la condition d'équilibre, réduite à tang I' = ^"^ ,
COS fA
sera indépendante du moment magnétique. Si, déplus, |x=:--9 on aura aussi 1' = -, la ligne centrale sera verii-
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cale ; si au contraire fi = o, on aura V = I, la ligne centrale coïncidera en direction avec la force magnétique. Si l'on désigne par D la déclinaison de la force magnétique et par A l'azimut astronomique de la ligne centrale, on aura
et dans la position d'équilibre, lorsque Taxe fixe passera par le centre de gravité,
,, tangl
^ cos(A — D)
En appelant F la valeur de V correspondante à une nou«velle valeur A' de l'azimut de la ligne centrale, on aura
ungr=— î?5il—
et par conséquent
cos A' tang l" — cos A tang V
^^^ ~ ~ sin A' tang V — sId A tang I' ' UDgI== taDgrcos(A — D) = tiingrcos(A'— D).
Ces deux équations pourront servir à déterminer par deux observations la déclinaison et l'inclinaison magnétiques.
ONZIÈME LEÇON
Conditions d'équilibre d'un tystème de forces appliquées à des points liés entre eux par des lignes inflexibles mais mobiles, on flexibles mais inextensibles. — Équilibre du polygone funiculaire. — Équilibre d'un cordon flexible et inextensible.
t09. Considérons plusieurs forces appliquées aux différents sommets d'une portion de polygone dont les différents côtés sont des droites inflexibles mais mobiles autour de leurs points de jonction, et cherchons les conditions de leur équilibre, en admettant que les sommets du polygone soient libres, même ceux des extrémités.
Soit ABCDEFG [fig* ^4^^ polygone dont il s'agit. Désignons leis différents sommets B, C, D, . . . , par les numéros
les forces qui leur sont appliquées par
et les angles qu*elles font avec les axes par
^1 j ^ïf • • • ^«f
Si les extrémités A et G ne sont pas fixes, il faudra, pour que le polygone reste en équilibre, appliquer au point B une force dans la direction BA, et au point F une force dans la direction FG 5 ces deux forces seront respectivement ce qu^on appelle les tensions des côtés AB, FG; nous les désignerons par T© et T„ . Chaque côté inflexi-
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ble du polygone ne pourra évidemment rester en équilibre qu'autant qu'il sera sollicité à ses deux extrémités par deux forces égales et dirigées en sens contraires. Chacune de ces deux forces est ce qu'on appelle la tension du côté dont il s'agit; soient Ti cette même tension pour le côté situé entre les sommets (i) et (a), Tt la tension du côté situé entre les sommets (a) et (3), etc., enfin T^-i la tension du côté situé entre les sommets {n — i ) et (n). Désignons en outre par
et,, «1,. . . a»— I, «H) 6g, 6,,. . . 6^_i, %, 7g, 71,. . . 7ii-», 7«,
les angles que font avec les axes les directions des côtés du polygone auxquels sont appliquées les tensions Tq, Ti,..., T..1, Tm, ces directions étant comptées pour chaque côté à partir du sommet le plus voisin de rextrémité A. Il devra évidemment y avoir équilibre a chaque sommet entre les forces appliquées à ce sommet et les tensions qui sollicitent ïes côtés voisins. On aura par suite au sommet (i)
— TgCosag H- P, cosX, -f- T, cosa, = o ,
— ToCt>s6o-l-PiCosfA, -|-T| cosS, = o ,
— ToCOS7o-|-P|COSv, -h T,cos7, = o;
au sommet (2)
— TiCosai -+- Pa CosÀ, H- Tjcosas = o ,
— T, CO86, -f- Pacospi, -H T,cos6, = o ,
— Ticos'/, -t- P3COSV3 -f-T,cos7, = o;
de même pour le sommet (3 ), etc. En faisant U somme de toutes ces équations, on éliminera les tensions intermédiaires inconnues, et Ton trouvera pour les équations d'équilibre :
— TgCosao-l-PirosX, -H-PiCOsX, -h. . . -f-T„cos«n = o, (i) { — T,cos6a-|-P,cosfA, 4- PiCOSfAi -f-. . .H-TnCos6, = o ,
— T,cos7(,-HP,cosv, -f-PjCosv, -H. . . -HTrtC0S7« = o.
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Les équations (i) expriment évidemment que, pour l'équilibre du polygone funiculaire, il faut, dans tous les cas, que toutes les forces du sysième, c'est-à-dire les tensions des deux cordons extrêmes, et les forces appliquées aux sommets, transportées parallèlement k elles-mêmes en un point quelconque de l'espace, se fassent équilibre, ce que Ton démontrerait facilement à Taide du simple raisonnement. Quand cette condition sera remplie, on pourra toujours donner au polygone une forme telle, que Téquilibre existe, en supposant", coname nous le faisons, que les côtés sont inflexibles. En effet, soit n — i le nom* bre des sommets du polygone, n le nombre de ses côtés, on aura a déterminer n — i sommets, in — 3 angles, n — I tensions, c'est-à-dire 5n — 5 quantités. Or nous avons vu que chaque sommet donnait 3 équations de condition, ce qui fait 3n — 3 équations; de plus, les 3n — 3 angles sont liés entre eux par fi'^^ i équations de la forme
enfin, n — i équations exprimeront Tinextensibilité des cordons ou des côtés du polygone; nous aurons donc aussi 5/1 — 5 équations, c'^est-à-dire autant d^équations que d'inconnues. Donc, etc.
Si Pi , Pt9 • • • sont des poids, et qu'on suppose Taxe des X horizontal, Taxe des y vertical; si, de plus, tous les côtés du polygone sont compris dans un plan vertical , cosyo9 cosyi , • • . , cosy„ seront nuls ; on aura
cos6o=='sinao,... , cos6A = sinan, cos^i = o, cos^,=o,..., cosXj,=o,
la troisième des équations (i) disparait nécessairement, et les deux autres deviennent
— T,cosofQ 4- T„ cosan = o
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— T«8Îoat-+- (P,4-Pf-H. ..)H-T*sinafli=o.
Admettons que ces poids se réduisent aux poids, /?i, p,, Ptf ' • ' Pn des côtés pesants du polygone ; on aura
et les condition^ d'équilibre seront
T«cosa«= T»cosa«9 T,sina«=r (/JiH-2/?,H-2;7j-+ . . .H-;7,)-hT,Sîna,.
liO. Passons à la recherche des conditions d'équilibre d'une corde flexible et inextensible A A' [fig- 25) sollicitée en ses différents points par des forces données. Le principe qui nous guidera dans cette recherche est très-simple et très-fécond; on peut le formuler comme il suit :
Concevons que Ton solidifie un élément mm' de la coixle : il est évident que par là on ne troublera pas Téquilibrc, s'il existait auparavant; il faut donc que cet élément considéré isolément se trouve être en équilibre sous l'action des forces qui le sollicitent. Réciproquement, si les divers éléments sont en équilibre sous Faction des forces qui les sollicitent, il est incontestable qu'il en sera de même du svslème entier.
Soient X, Y, Z les forces qui sollicitent l'élément mm' en chacun de ses points. Cet élément sera en outre sou-* mis à l'action de deux tensions T, T' inégales et contraires, qui s'exerceront suivant les tangentes aux points m, m'. Pour se faire des tensions T, T' une idée nette, il faut concevoir qu'en m et /n^ on coupe tout à coup la corde, pais qu'on remplace l'action des portions m A et m'A^ sur l'élément mm' par deux forces convenables ou équiva-r lentes; ces deux forces seront les deux tensions T, T'.
Dans toute )a longueur de l'élément infiniment petit
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mm'= dsy on peut supposer la corde homogène^ la densité de l'élément sera alors constante et sa masse sera proportionnelle à sa longueur. En désignant par p la densité qui dans tout Télément reste constante, la masse sera représentée par p ds ; et comme elle se réduit presque à un point, que les forces données qui la sollicitent peuvent être supposées parallèles, Faction totale de ces forces, proportionnelle à la masse, aura pour composantes pXrii, pYris^ pZds, auxquelles il faudra ajouter les tensions T, T^, dirigées suivant les tangentes aux extrémités de 1 élément. L*équilibre devra donc exister entre ces cinq forces, qui peuvent être censées appliquées en un même point; et en nommant (jf, J^, ^), (a/, y', js') les coordonnées des points m, m\ les trois équations d'équilibre seront
Il importe de faire remarquer que la tension varie en passant d'un point de la corde à Tautre, ou doit être représentée par une fonction de x, jr^ z que nous nommerons f (ar, y-j z).
Puisque la longueur de l'élément mm\ ou la distance des deux points m, m^ est infiniment petite, les trois différences
as as as as ils as
peuvent être remplacées par les différentielles
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et les équations (a) deviennent
(3) I ,/^T^^ -hpTtf^=o,
d(T^^-hpZds=o.
Telles sont donc les équations de Téquilibre de la corde flexible et inextensible.
111 . Pour calculer la valeur de la tension T, mettons* les sous la forme
f/x dx
— rfT H- Tif -- -4- P yids = o, ds ds ^
ds ds ^
dz -^ Mm , dz _ ,
— dT -hTd — '\- ûZds := o; ds ds *^
, . ,. I dx dy dz .
roultipuons-les respectivement par — » —-» T ^^ ajoutons, il viendra
[(ly-(l)-(^)"] "--(14-14-^5)
H- p (X/ir-f- Yrfj -i- Zdz) = o.
On a toujours
puisque «fc*= fix* -{- cfy^ -+- dz* , et, eu différenliant,
r/x , r/:r dr . r(r r/z . fiz ds as ds ds ds ds
Par là même, Téquation qui donne T se réduit à
fl^T -h p (Xdx -h Ydx -^Zdz) = o.
Si la quantité p{TLdx-h Ydy -i-Zdz) est une différentielle exacte, on pourra intégrer, et Ton aura
T = c —fp (Xdx -h Ydx -f- Zdz), ou, en j^osaLtil f p (Xdx -h Y dy -i-Zâz) = 9(x,j', z),
Soient Xo, j^09 «^o l<^s coordonnées d'un des points de la corde, et T^ la tension correspondante; ou aura aussi
et par conséquent
T — T. = y (xo, r«» «•) — ? (^y y> «)>
T = T.— { ff{x, r, e) — ^ (x., jr«, «.) j.
Il en résulte que, connaissant la tension en un point quelconque de la corde en équilibre^ on pourra la calculer immédiatement pour tous les autres points.
Si la corde est homogène sur toute sa longueur, p est constant, et pour que Ton puisse calculer directement la tension T, il suffira que ^dx -^Ydy -^-Tàdz soit une différentielle exacte.
La tension T sera constante dans les deux circonstances suivantes, que la corde soit ou ne soit pas homogène :
1° Dans le cas particulier où X = o, Y = o, Z = o; mais alors la corde n'étant sollicitée par aucune force est nécessairement en équilibre et la tension est nulle.
1^ Si la résultante des forces X, Y, Z est en chaque point perpeadiculaire à la tangente. En effet, en appelant
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R cette résultante, on aura, dans Thypothèse admise, X £/jr Y dx Z dz ^ ^ ^ ,
et par suite f(Xjy, «) = o,
112. La particularité la plus intéressante du problème que nous discutons consiste à déterminer la forme que la corde doit prendre dans le cas d'équilibre, et nous allons montrer comment on peut y parvenir.
On pourrait reprendre les équations
dx dx
-7- €/T -h T1/-7- -f- plLds = 0,
ds ds ^
^dT^Td^'^pYds=o, ds ds
dz dz
— rfT -h Trf— -f- pZrfj = o,
ds ds ^
et élimiuer entre elles T et ^T, ce qui se ferait aisément, puisque nous avons trouvé déjà
rfT = — p (X^ir + ^dy + Zdz), T: = C'-f^{XdX'^Ydx'hZdz).
On obtiendrait ainsi deux équations différentielles, et, eu les intégrant, on trouverait que les coordonnées x, ^, z d'un point quelconque de la courbe sont liées entre elles par dettx équations finies de la forme
qui seraient les équations de la courbe que le cordon devra nécessairement former pour être à l'état d'équilibre. On' peut aussi éliminer d'abord dT entre les équa-
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tioiis (3) prises deux à deux, et mettre pour T sa valeur dans les équations résultantes.
L'élimination de dT donne
ces trois équations ne sont distinctes qu'en apparence; car, à cause de la relation JT = |o(Xéir+Y£#^-hZrfr), chacune se déduit des deux autres.
En mettant pour T sa valeur dans deux d'entre elles, prises à volonté, et intégrant, on retomberait encore sur les équations
C'est tout ce qu*on peut dire en général et quand- on ne définit ni la densité p ni les composantes X, Y, Z.
Dans le cas particulier où, en chacun des points do cordon, la résultante R des forces X, Y, Z est dirigée suivant la tangente, le fil se tend en ligne droite. Alors, en effet, on a
/ir dy dz ds ds ds ,
par conséquent,
^ dy dx «. ^* ,,dY dx -^ dz ^^
ds ds ' ds ds ' ils ds
et les deux dernières, par exemple, des équations (4) deviennent
dz ^dy dy ,dz elx ,dz dz ,dx
ds ds ds ds ds ds ds ds
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d'où Ton déduit par rintégration
équalîons d^une ligne droite. Ainsi^ dans ce cas, le cordon se tend en ligne droite; ce que, d'ailleurs, on pouvait prévoir immédiatement et sans calcul.
La réciproque est vraie, c'est-à-dire que si le fil se tend en ligne droite, c'est que la force qui le sollicite en cliacun de ses points est dirigée suivant cette même droite; voilà pourquoi le fil à plomb donne la direction de la pesanteur, comme nous Tavons affirmé n? S9.
113. Les principes que nous venons d'exposer donnent la solution d'un problème qui a longtemps occupé les géomètres, le problème de la chaînelte.
On déduirait sans trop de peine l'équation de cette courbe des formules générales que nous venons d'établir; mais il sera plus simple de résoudre directement le problème.
La chaînette est la courbe suivant laquelle s"* arrondit une duUne pesante et parfaitement flexible^ lorsque ^ suspendue à deux points fixes par ses deux extrémités ^ elle est abandonnée à elle-même sous l'action de la pesanteur. Pour ne pas compliquer inutilement la question, nous admettrons que la chaîne est homogène sur toute sa longueur « Toutes les forces qui la sollicitent étant verticales, la courbe qu'elle dessinera sera évidemment comprise dans le plan vertical passant par les deux points fixes. Prenons dans ce plan pour axes coordonnés deux axes rectangulaires, l'un horizontal OX, l'autre vertical OT. En solidifiant, comme nous l'avons fait dans le. cas général^ un élément mm'^ et répétant le raisonnement connu, on arrive immédiatement aux deux équations
a56 STATIQUE.
et cette fois p est une quantité constante sur toute la longueur de la courbe, puisqu*on suppose la chaîne homogène. Intégrée, la première de ces équations donne
Au point le plus bas, la tangente est nécessairement horizontale ou parallèle à Taxe des .r, ce qui entraine
dx
-r- == I ; et, en appelant To la tension en ce même point,
on aura To = c; la constante c représente donc la tension au point le plus bas. Posons
T. = r = apy
a étant une constante que nous apprendrons plus tard â déterminer; nous aurons
T—=zap, d'où T=:-4— , (U ' dx
substituant cette valeur de T dans la seconde équation (5), il viendra
d lap — \ =^pds ou pad -j- zizpdsj ad-j- ^=ids.
En représentant la dérivée — par j^', ou posant -j- ^=ft on Si ds=^dx^i -î-^'* ; on aura donc
ady
adx'=- dx v^i-hy% d'où dx = et en remplaçant dx par -^»
dr=: "^'"^^
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Intégrées, les deux équations
donnent
et comme on a en outre
on trouvera de même
Admettons qu'en choisissant conveniablemont l'origine des coordonnées, ou en la plaçant en un point O que nous apprendrons bientôt à déterminer, on ait fait disparaître les constantes Cj , Ct , et ramené les équations qui expriment x et j en fonction de j'' à la forme plus simple
Pour trouver le point où la courbe rencontre le nouvel axe des^, il faudra faire x = o, ce qui donne y = o, y = fl -, ce point sera donc celui où la tangente à la courbe est horizontale, ou le point le plus bas. Si Ton convient, en outre, de compter les arcs à partir de ce point, s devra être nul pour a: = o, j = a ^ comme alors j':= o , la constante c, sera nulle à son tour, et l'on aura
(7) sz=ay.
En éliminant j'entre les deux équations (6), on obtient
:=«i('l:tv^),
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et, eu multiplia Di membre à membre ces deux dernières équations pour éliminer x^ on aura
et Ton pourra calculer a , au moins par approximation, quand b, l et h seront donnés en nombres.
En élevant au carré les deux membres de la dernière équation, ajoutant 4 a' et extrayant la racine carrée, nous avons
nous prenons le second membre avec le signe 4-, parce que le premier est toujours positif. Si l'on ajoute ensuite la somme et la différence dos exponentielles, il vient
ou bieiK en faisant = tang n ^»
afr cot/A
sinpi 2
d'où Ton tire
. = lantç u. I cot - u. ;
équation dans laquelle ■ est toujours plus petit
que 1 . Pour faciliter le calcul de (x, M. Brocb a dressé la
Table suivante, qui donne de degré en degré la valeur de
1 1 tang |uil cot -fx.
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lO
tangftlcot|pi.
o,5oi 47^8
o^ii5^2''TO83
o,bi5 5587
tangfil cotjfA.
o,855 il 10
II
0,944 ^5oo
tangpil cot|fi.
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Quand ou aura trouvé fA par interpolation avec une approximation suffisante, on calculera a à Taide de Téquation
a ==- tang f* ^/*— A' .
Enfin, pour déterminer la position de Torigine 0, il nous suffira de calculer, par rapport à cette origine, les
coordonnées x -h h.r H — A du milieu Dde la corde ADÂ'.
Reprenons les équations
ae
X / 2h \ X I _2fc \
Si Ton multiplie la seconde par e" elles deviendront
et, divisées membre k membre, elles donneront
et eQiin
Si, au lieu de les diviser Tune par l'autre, on les ajoute, il viendra
àb
aft
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d'ailleurs donc
ir-— I
Connaissant les coordonnées X H- & etj^ + -A du point milieu D, on en déduira Torigine O, en menant par le milieu D la verticale DE =y H- - A, et par le point E l'horizontale EO = jc -H i-
115. La chaînette jouit d'un grand nombre de propriétés qui ont été successivement mises en évidence par les géomètres. Mous pouvons k peine en indiquer quelquesunes.
1® Nous avons déjà vu qu*elle est reclifiable, ou que
a° L'aire ou la surface A du segment BOPM (fig. ay) vsifydx'^ or réquation différentielle de la chainette est
y = —^ 9 ou /fr = j
et Ton a, par conséquent,
On ne met pas de constante arbitraire, parce que l'aire BOPM, comptée à partir de 08, s'évanouit pour y = a ; on a donc A = BOPM = OB.BM, c'est-à-dire que l'aire jà est égale au rectangle constnût sur l'ordonnée constante OB et sur l'arr BM.
as.
3° Le volume V de révolution engendré par le segment BOPM est 71 ^ * ^ ; or
Jydx = as^ ydx = ad9\ *
doue
Mais iTifyds est Taire de la surface de révolution engendrée par Tare BM ; en la nommant «S, on aura
ce qui établit entre la surface et le volume de révolution une relation analogue à la relation j4 = as qui existe entre Tare générateur et l'aire plane correspondante.
4? Dans la chaînette, le rayon de courbure R est partout égal à la normale N. En efiet, d'une part la normale N a pour valeur
''=v-(Ey=v
de l'autre le rayon de courbure R est donné par l'équation
li zir -, — a '
=^=N; donc R=N.
5^ La chainetle se construit sans peine par points, au moyen de deux logarithmiques. Construisons en effet les deux logarithmiques ayant pour équations
j = ae , y = ae
Prenons le milieu m de la droite MM/ {fig, 28) qui passr
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par deux points des logaritliroiques situés sur une même parallèle MP à Taxe OYj le point m sera un point de la chaînette^ car on a
POT=PxM'-HM'i?i = M'P-h-(MP— M'P)==-(i\rP-4-MP)
ce qui est bien Tordonnée d'un point de la chainetle.
6** Cherchons enfin le centre de gravité d'un arc et dW segment de chaineltc. En prenant pour origine le point le plus bas, B (fig* 27), Féquation delà courbe sera
et en comptant les arcs à partir de ce même point B, les coordonnées ^, r^ du centre de gravité de l'arc compris entre le point B et le point M qui a pour coordonné(?s X, j, seront données par les équations
Jçx px I , ^v
dx
•Jo Jo
X je
e -h e I dx
Or
=: ?. r V r '-h 2 ^i-f- 2 fO >
dx
= — ^a ^x^-^-ii-ax
-{-{y -¥a) yjjr^-^- na^-^ax = (r — a)V^j'H-^«7H-«»
Jo \^""+"^ ^y ^ = av^^H-2£fj=2j; on aura, par conséquent,
ç — a:— ■ nr. = *— — 9
ï o ax Y a ax
îQ = -r 1 — — 1
2 ^2 V^*H-2ûJ 2 2 25
Pour le segment M' BM, on a
I dy I JTtir 0 J^x
Jo J — X
^SSydx^_
//rfxrfy
dx
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mais
I djr M xdx z=z o y o J—x
f y^y I dx=2 f xydy o •/— ;r «/o
=/*x II* j: «(/— 3tf) vr*-Hî*«/>
J\ dj { dxzs:^! xdx = ^^jr — al [_ — a H- ff** -f- tf "* J
et, par conséquent,
7*jr «'X (x — 3fl) V^/*4-2<i/
^=0, ïî= / , •
2x7^ -f- 2ÛX — aa Y^'H-2d'j^
Dans nos leçons de calcul des variations, nous établissons d'autres propriétés intéressantes de la chaînette. On tombe, en eflet, sur son équation quand on cherche : 1^ page 2049 quelle est la courbe plane par laquelle il faut unir deux points donnés, pour que la surface engendrée par sa réyolution autour d'un axe donné soit un minimum; a® page 2149 entre toutes les courbes de même longueur, quelle est celle qui par sa révolution autour d'un axe donné engendre la plus grande ou la plus petite surface; 3^ page 357, de toutes les courbes menées entre deux points donnés, quelle est celle dont le centre de gravité est le plus bas possible, etc.
116. Coriolis a considéré le premier le ras où Tépaisscur de la chaîne pesante et parfaitement flexible varie
d'un point à l'autre proporlionnellement à la tension, ce qui est le cas d'une chaînette d'égale résistance n'o/Irant pas plus de chance de rupture en un point qu'en un autre. Désignons par p le rapport entre le poids d'un élément ds et sa longueur, par T la tension, dont la valeur au point le plus bas B [fig. 29) sera T©. Représentons parx etj^ des coordonnées horizontale et verticale. Ou aura pour Téquilibre en un point M quelconque de la courbe
Tînlégrale commençant au point le plus bas de la courbe où Ton a ^ = o. Ces deux équations donnent
'f d^y p ds
dx^ To dx Par la condition d'égale résistance, on doit avoir
T==ap, a étant une constante; Téqualion de la courbe sera donc
d'y _ T ds Hj^ "" ïTïï dx'
Remettant pour T sa valeur tirée de la première des équations qui précèdent, on aura
ou bien, en posant -f- =j' ,
dy' „ dx dr'
dx -^ ' a 1-4- y»
En prenant pour origine des x le point le plus bas de la
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courbe, et en intégrant à partir do ce point pour lequel X = o, j^'= o, on trouve
J = arc tang :r', ^' = ^=tangî.
Int^rant encore à partir du point le plus bas que l'on prendra pour origine des y, on obtiendra
— = l 9 ou bien e
cosa
^co» (-1 == I.
Telle est Téquation de la chaînette d'égale résistance, rapportée à son point le plus bas pris pour origine des coordonnées. La valeur de la constante a résultera de la relation T= ap* En l'appliquant au point le plus bas, on a To = a/^o* Ainsi, en concevant une portion de chaîne ayant l'épaisseur constante qui existe au point le plus bas, a sera la longueur qu'il faudra donner à cette poirtion de chaîne pour que son poids ap^^ soit égal à la tension To au point le plus bas, ou , ce qui revien^t au même, à la composante horizontale de la tension aux points d'attache Â ou A^ La plus grande abscisse de cette
courbe répond à j^'= -» ou, puisque
y'^=tang-î a - = -7
donc la limite X de xou la demi -largeur de la courbe sera
X = fl - = •
Celte limite est telle, qu'une chaîne ayant celte demilargeur pour longueur et la même force qu'au point le
plus bas aurait pour poids -Tq-, la hauteur correspon-
dan te esijr = oo . Donc la courbe, quelle que soit la longueur de la chaîne, n'atteindra jamais la largeur 7:a, qui est ainsi une limite. Si Ton veut avoir l'épaisseur p de la chaîne en fonction de Tabscisse, on trouve
T« ds ' a fix"
acoaa
On peut remarquer qu'en appelant a l'angle que fait la tangente à la courbe avec l'axe des x ou arc tang j^', on a l'équation
aa =r X,
Par conséquent Parc de cercle décrit du point C comme centre avec le rayon a, et compris entre Taxe des x et une parallèle CN à la tangente au point M, sera égal à l'abscisse de ce point M.
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DOUZIÈME LEÇON
Rechercha des éqvaUooB géDériles d'éqailibre d'un tysième de points mstériels assujettis à des liaisons quelconques et sollicités par des forces aussi quelconques — Cas où il n'existe entre les points qu'une seule liaison. — Gss où le nombre des liaboQs est quelconque. — Principe des viteeses ▼irtuelles.
il7. Considérons un système de points matériels A, A', A'^, . . . sollicités par certaines forces; si ces points matériels sont libres et indépendants les uns des autres, il sera nécessaire, pour Téquilibre, qu'après avoir réduit à une résultante unique toutes les forces appliquées à chaque point, on trouve chaque résultante égale à o; mais si les mêmes points sont assujettis à certaines liaisons, comme ces liaisons opposeront au mouvement du système certaines résistances, il ne sera plus nécessaire pour l'équilibre que la résultante des forces appliquées a chaque point s'évanouisse.
Il s'agit ici de faire voir comment on peut déduire les formules d'équilibre de la nature des liaisons supposées connues. Nous examinerons d'abord le cas particulier où il n'existe qu'une seule liaison représentée par une seule équation entre les coordonnées des différents points; nous traiterons ensuite le cas général où les liaisons sont en nombre quelconque.
Supposons donc que les différents points se trouvent assujettis à une seule liaison. Soient dans cette hypo-thèse JC,j^, Zy x\y\ z\ etc., les coordonnées rectangulaires des différents points A, A', A". . . , P, P', P^ les
aya statique.
forces qui leur sont appliquées, réduites pour chaque point aune résultante unique; et enfin
l'équation de condition qui exprime la liaison donnée, L étant une fonction des variables x,y, z , x\y\ z\ etc. Nous disons que l'équilibre pourra s'établir au moyen de la liaison, sans que la force P s'évanouisse, et même en général quelle que soit T intensité de cette force. Pour le démontrer, commençons par imaginer que Ton fixe tous les points du système, à l'exception du point A qui a pour coordonnées a:, j*, z, et qu'en même temps on supprime les forces P', P". . . , appliquées aux points A', A''. . . .Les coordonnées x^j^ z demeurant seules variables dans l'équation L = o , la liaison exprimée par cette équation n'aura plus d'autre eflet que d'assujettir le point A à rester constamment sur une certaine surface courbe *, et si cette surface présente une résistance indéfinie , comme la résistance a lieu suivant la normale, il suffira, pour que la force P ne trouble pas l'équilibre, qu'elle soit ellemême dirigée perpendiculairement à celte surface.
Supposons maintenant que l'on restitue au second point A' sa mobilité primitive. L'équilibre sera troublé en général, et le système des deux points se mettra en mouvement. Mais il est clair qu'on pourra toujours empêcher ce mouvement parle moyen d'une nouvelle force F appliquée au point A' dans une certaine direction. La force P' étant choisie comme on vient de le dire, restituons encore au point K" sa mobilité primitive. Pour retenir ce troisième point à sa place, il suffira évidemment de lui appliquer une troisième force P' dans une direction déterminée. En continuant de même, on conclura définitivement que tous les points redevenus mobiles et liés seulement par l'équation L = o pourront être main-
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tenas en équilibre à Taide de cerlaines forces P, P, P*.., appliquées à ces mêmes points suivant des directions données. Dans ce cas, la direction de chaque force sera perpendiculaire à la surface que son point d'application est obligé de décrire eu vertu de Téquation L = o, lorsqu'on fixe tons les autres points du système. De plus, rîutensité d^une force F pourra être choisie arbitrairement, mais les intensités de toutes les autres forces dépendront nécessairement de l'intensité de la première.
Pour appliquer ces principes a un exemple, concevons que le système donné se compose seulement de deux points A, A' sollicités par les forces P, P', et liés par une droite A A' de longueur invariable; auquel cas l'équation L = o sera de la forme
(x— ar')»4-(7--y)» -4-(*— a')»= coDSUnle.
Alors si Ton vient à fixer le point A', le point A ne pourra plus se mouvoir que sur la surface d*une sphère décrite du point A' comme centre avec AA' pour rayon; par suite, pour que le point A demeure en repos, la force P devra être perpendiculaire à la surface de la sphère, et par conséquent dirigée suivant le rayon AA', ou suivant son prolongement. Comme on peut faire uu raisonnement semblable à Tégard de la force P'^ il est permis de conclure que, dans le cas d'équilibre, chacune des forces P, P agira suivant la droite AA' prolongée dans un sens ou dans un autre. De plus, afin que la tendaoce de cette droite au mouvement reste la même dans les deux sens, il sera évidemment nécessaire que les deux forces P et V aient les mêmes intensités et agissent en sens contraires. Réciproquement, si les forces P, P sont égales et agissent en sens contraires, suivant la droite A A', il est clair qu'elles se feront équilibre aux extrémités de cette ligne. I. i8
148. Revenons maintenant au cas où plusieurs points A, A, A''^, . • . , se trouvent assujettis à une liaison repré* sentée par Téquation L = o. Soient toujours x, j^, z^ a/, y, js', • . . les coordonnées de ces points, P, P, P",.les forces qui leur sont appliquées, et désignons par X,Y, Z, X', Y', Z', etc., les projections algébriques des forces P, F, P'',.,. sur les axes des jc, des j' et des z. Chaque force devant être perpendiculaire à la surface que son point d'application doit décrire, en vertu de la liaison L = o, lorsque tous les autres points deviennent fixes, od aura nécessairement
\di) \lfy) \di)
\dx') \dy) \dz')
et par suite
dx dy dz
X, X\ etc., désignant des coefficients dont le premier dépendra de rintensîté de la force P, le second de l'intensité de P', etc. De plus, comme l'intensité de la force P est une quantité arbitraire, mais de laquelle dépendent nécessairement les intensités des forces P, F^, • . .^ il est clair qu'on pourra choisir à volonté la valeur du coefficient X, mais que la valeur de a étant donnée, celles de X', X'',. . . devront s'en déduire immédiatement. Pourdécouvrir-Ja relation qui existe entre X' et X, supposons que
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tons les points deviennent fixes, à Texception des deux points A et A'-, alors ces deux points restant seuls mobiles^ si la liaison L = o a pour effet de les maintenir constamment à la même distance l'un de l'autre, il faudra que les fi>rce8 P, P soient égales et dirigées en sens contraires, ou, en d'autres termes, que Ton ait
Or, dans la même hypothèse, Téqualion L = o se réduisant k la forme
(a: — j:')» -h ( j — / )» -h (« — »')» = consunte , on en conclura
dL dL dL dL
d£ ~ dx' df^ dy'
dL dL dz' "" dz '
te, les formules (3) donneront
dL dL
dx dy
dz
X'= V'^^, Y'= V^^, dx dy
Z'= X'''^, dz
et les valeurs de X, Y, Z, X', Y', Z', vérifieront les équations (4) s> ^^^^ A
Supposons maintenant que dans le cas où les points A, A' restent seuls mobiles, la liaison L = o n'oblige plus ces deux points i rester constamment à la même distance Fun de l'autre, on pourra joindre à la liaison L = o celles qu'on établit entre les deux points, en les unissant par une droite invariable, et fixant le milieu de cette droite. Cela posé, si Ton désigne par /?, ^, c les coordonnées du point milieu et par D la longueur de la droite, on aura
ay6 STATIQUE.
entre les six variables x, j, z^ ^\y^i «' •«* cinq éqaalioiis
L = 0, .r-+-jt'==2ii, j-h/=aA, z-4-î'=ar,
dont la dernière peui être remplacée par la suivante :
En vertu de ces équations au nombre de cinq, les positions des points A, A' ne seront pas complètement déterminées ; mais ces points devront décrire deux courbes correspondantes tracées sur la surface d'une même sphère, de manière à se trouver situées aux extrémités d'un même diamètre; et sur ces courbes, les cordes correspondantes, et par suite les tangentes menées par des points correspondants, seront évidemment parallèles. Si Von suppose
la courbe décrite par le point A en particulier sera déterminée par le système des deux équations
/(x, j, 3, 2û — x, 2A — ^, ar — «,...) = o,
De plus, si Ton décompose la force P en deux autres, Tune perpendiculaire i la courbe que peut décrire le point A, Tautre dirigée suivant la tangente à cette courbe, la force perpendiculaire étant incapable de produire aucun effet, on pourra en faire abstraction, et ne considérer que la force dirigée suivant la tangente. On pourra de même remplacer la force P' par sa composante suivant la tangente à la courbe que peut décrire le point A^ Cela posé, comme les points A, A' sont situés à Textrémité
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d'une même droite invariable dont le milieu est fixe, et que les tangentes menées par ces points aux courbes qu'ils peuvent décrire sont parallèles, il est clair que les forces dirigées suivant ces tangentes, pour maintenir en équilibre les points A, A', doivent être égales et agir dans le même sens; ce qui exige que les forces P, F respectivement multipliées par les cosinus des angles que forment leurs directions avec la direction de Tune des tangentes prolongée dans un sens déterminé, fournissent des produits ^aux et de même signe. Or la tangente à la courbe que peut décrire le point A, prolongée dans un certain sens, forme avec les axes des angles qui ont pour cosinus
dx dy dz
• ^dx^-h df^-hdz^ ^dx^ -+- dy^ -f- dz^ * s\dx^ -f- dy'^ -f. dz" *
tandis que les cosinus des angles formés avec les mêmes axes par les directions des forces P, V sont respective* ment
par suite, les cosinus dés angles compris entre la direct tion de la tangente et celles des forces P, F seront respectivement égaux, le premier à
el le second à
XV/3?H-r^7-hZVig P' yjdx'' 4- df 4- dz^ '
En multipliatit. le premier par P, le second par F, et éga^
lant les produits, on trouvera
Xfùn -f- Ydj 4- Zdz yjdx -h Tdy -4- Z'dz
^dx^ -h df^ H- dt^ ydz^ 4- dj'^ •+- dz^
X^-h Ydx H- Z<fa = X'<ir -H"Y'4^ -k-Z'dz.
Si dans cette dernière éqaation on remet pour X, Y, Z, X', Y', Z' leurs valeurs tirées des formules (3), elle deviendra
^\dh^ dh ^ dL^Ï .,\dh^ dL , dL ,
D'ailleurs, en différentiant la première des équations (7), on en conclut
dL . dL^ dh ^ dh ^ dh ^ dh , -dx^-dy^-dz^-dx^^dr^-dz-,
donc, par suite, on aura généralement
On trouvera de même X = ï!'^ X = X"', . , , . Cela posé, les équations (3) prendront la forme
et Ton en conclura
i—\ (ik\ (^\ (gj , \^/ W/ W^J
Vr^x'j V/j [dzO Donc, pour quil y ait équilibre entre les forces P, Pî
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P^, . . ., dans le cas où leurs points d'application A, A', A",. • . se trouvent assujettis à la seule liaison L = o, il est nécessaire et il suffit que les projections algébriques de des forces sur les axes des coordonnées soient res* pectivement proportionnelles aux dérivées de la fonction L, prises par rapport aux variables x^ y^ z, x^, y\ z\* , , , Alors, si Ton désigne par n le nombre des points A, A', A^^-,.. , la formule (9) fournira 'in — i équations distinctes, qui seront précisément les équations d'équilibre. Ajoutons que les résistances opposées par la liaison L = o aux mouvements des points A, A', A"^, ...
seront employées à détruire les forces P, P, P', Donc
ces résistances seront égales et directement opposées aux forces dont il s'agit. Donc les projections algébriques de ces résistances sur les axes coordonnés seront respectivement égales aux seconds membres des équations (8) prises avec le signe — , c'est-à-dire aux quantités
, , r/L dL dL dh ilL rlL
119. Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, supposons qu'en vertu de l'équation L = o la somme des distances AA', A' A", A" A'",. • •> respectivement comprises entre les points A, A\ A'V . . , rangés dans un certain ordre, doive demeurer constante. Dans cetle hypothèse, Téquation L = o pourra être re* . présentée sous la forme
-f- ^(x'' — x')»-h(y'— y)«-f. (2" — 2')» -H . . . = constante ; et si Ton fait, pour abréger,
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la formule (9) deviendra
ff t' f'
En égalant les trois premières fractions entre elles, on trouve
JT— JT y — y z — »
et l'on en conclut que dans le cas [d'équilibre la force P est nécessairement dirigée suivant la droite AA'. En galant les trois fractions suivantes, on trouve
et comme on a nécessairement ou devra avoir évidemment
ÉQUILIBRE D^UN SYSTEME A LIAISONS QUELCONQUES. tkSl
OU, ce qui revient au même,
X' jf'^ — jt' Y' /'—y Z' «''-.»'
Cette dernière équation exprime que la force P' forme avec les deux droites ÂA', A' A'' des angles égaux. De plus, comme en prenant pour plan des xy celui qui renferme ces deux lignes, on a 2=10, z'=:o, z" = o,..., et par conséquent Z' = o, il est clair que la direction de la force P est comprise dans le plan de ces mêmes droites , elle est donc dirigée de manière â diviser Tangle des droites AA', A'A'' en deux parties égales.
On se trouverait conduit aux mêmes conclusions par la géométrie, en observant que la force P' doit être perpendiculaire à la surface que le point A' est obligé de décrire quand il demeure seul mobile. En effet, dans cette hypothèse, il ne reste de variable que les longueurs A A', A'A'^, dont la somme doit être constante. Le point A' décrit donc alors un ellipsoïde de révolution dont les points fixes A^ A''' sont précisément les deux foyers; et la force P^ devant être normale à Tellipsoïde, et par conséquent à Tell ipse génératrice, divisera nécessairement Tangle formé par les rayons vecteurs menés aux foyers en deux parties égales.,
ISO. Considérons actuellement desforces P, P^, P'', . . . dont les points d* application A, A', A", . . . soient assujettis k des liaisons quelconques. Soient toujours x, j", 2, x', j'j z\. , , les coordonnées de ces points-, X, Y, Z, X', Y', Z' , ... les projections algébriques des forces P, P', . . . sur les axes coordonnés , et supposons que les diverses liaisons soient exprimées par les équations
(11) L=:0, M = 0, NrrrO,...,
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L^ M,N, . . . désignant des fonctions des variables x^y^ z. x\y\ r'. ... Si l'équilibre a lieu en vertu des liaisons données entre les forces P, P', P", , . . , on pourra, sans troubler cet équilibre, substituer à la première liaison L = o le système des résistances qu elle oppose au mouvement des différents points^ c'est*à-dire un système de forces dont les projections algébriques sur les axes seraient (n^ 118) des quantités de la forme
rZr dy d%
On pourra ensuite supprimer la seconde liaison, pourvu qu'on la remplace par un systèmeéquivalent de forces dont les projections algébriques sur les axes seraient de la forme
^M ^M JM ^M dVi
En continuant de même, on finira par supprimer toutes les liaisons dont chacune se trouvera remplacée par le système des résistances qu*elle oppose au mouvement des différents points. Alors ces points étant devenus libres et indépendants les uns des autres, il devra y avoir séparément équilibre entre la force et les résistances appli* quées à chacun d'eux. Or, Téquilibre entre la force et les résistances appliquées au point A fournira les équations
^ ^ d\. d\l rfN
^^ , rfL rfM rfN
dy ' dy dy
,, , r/L rfM ^N
dz ^ dz dz
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OU, ce qui revient au même,
dh </M <fN
x = :^-7:H-fx
dx dx dx
, „ ^ dh //M rfN
('") i ^^^dj^'^d^^-^'dp-^'"'
^ ^dh dM dm
dz ^ d% d%
On trouvera pareillement, en considérant Féqullibre des forces appliquées au point A',
^, , dh dtà dfi
__ rfL dM c/N
^, ^rfL rfM . dîi
^ ^^dF^^d^^'d?-^ •' \
Si n désigne le nombre des points A, A', A'',« . . et m le nombre des liaisons L=o, M = o, N=:o,..., Zn sera le nombre des équations (i a), ( i a'), . . . , et lorsqu'on aura éliminé entre ces équations X, (a, v, . . . il restera 3 /» — m équations d'équilibre. Les variables Xyj, z , x\y\ z',. . . étant elles-mêmes au nombre de 3 /i et liées par ni équations, 3/} — m sera aussi le nombre des variables indé* pendantes.
Les 3 n — m équations indiquées, nécessaires dans le cas d'équilibre, suffisent évidemment pour Tassurer. En effet ces 3/1 — m équations expriment qu'on peut satisfaire simultanément par des valeurs convenables de X, |ui, v,. . . aux formules ( ta), ( la^) . . . . Or, dans cette hypothèse, la force P pourra être remplacée par des forces P{, P» , . . » dont les projections sur les axes soient respectivement
. rfL , r/L ^dV f/M rfM rfM
'^' ^rfT' ^^' ^T^' ^^' ^Tz'^"
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la force P^ par des forces F/ , F„, ... . dont les projections algébriques sur les axes soient respectivement
^dL .dL ^dh </M dfA dM
^d?' ^^' ^;^' ^d?' ^df' ^M'""
En conséquence, au système des forces P, P'^... on pourra en substituer plusieurs autres, savoir : i^ le système des forces P^^ P< v * • V^^ seront détruites par la liaison L = o ; a° le système des forces P„, F^,, . . • qui seront détruites par la liaison M = o, etc. Donc le système des points A, A',. • • sera dans le même cas que s^l n'était sollicité par aucune force. Donc il y aura équilibre.
121. La recherche des équations d'équilibre de plusieurs forces P, P', P'^, . . . dont les points d'application (x,jr, z)y {x\y, zf)^. . . sont assujettis à des liaisons représentées par les équations L=:o, M=o, • . . peut être réduite, comme on Ta vu précédemment, à Télimination des inconnues X, |ul, v,... entre les équations (la), (la^).... Or un moyen fort simple d'effectuer cette élimination est de recourir à la considération des vitesses virtuelles.
Lorsqu'un point matériel se meut sur un plan ou dans Tespace, les coordonnées x, jr, z ainsi que Tare s de la courbe décrite varient avec le temps t\ et si Ton suppose cet arc compté de manière à prendre un accroissement positif A5, dans le cas où l'on attribue au temps t un accroissement positif At, la limite vers laquelle convergera le rapport — 9 tandis que ses deux termes convergent
vers zéro, ou, ce qui revient au même, le rapport entre' les accroissements infiniment petits et simultanés de l'arc s et du temps t^ sera ce qu^on nomme la vitesse du point matériel à la fin du temps /. Donc si Ton désigne
par <ù cette vitesse, on aura
_ d> _ ^fl.T^-hày -hfh^ '^ fit Tti
De plus la direction de cette vitesse ne sera autre chose que la direction de la tangente menée par rextrémité de l'arc 5 à la courbe décrite, prolongée dans le sens du mouvement; d'où il résulte que les cosinus des angles ff, 6, y, formés par cette direction avec les demi-axes des coordonnées positives seront représentés par
dx ^ dy dz
cosa=: -T-» cos6=-r» coS7=-r-ds ds ' ds
Cela posé, si Ton imagine que la vitesse &> soit représentée par une longueur portée sur sa direction à partir de Textrémité de Tare 5, les trois produits
ucosa, fticosS, UC0S7,
exprimeront ce qu'on doit appeler les projections algébriques delà vitesse sur les axes dcsx^y, z^ et se trouveront déterminées par les équations
dx ^ dr dz
wCOSa=:-7-ï wCOS6 = — T-> wCOS7=--dt dt ' dt
Supposons maintenant que plusieurs points
A, A', A'', . . • soient assujettis k certaines liaisons
Lf M, N,... étant fonctions des seules coordonnées j:,j^, Zy x',y', z\.... Tous les mouvements que le système de ces points pourra prendre par l'effet d'une cause quelconque, sans que les liaisons soient troublées, seront ce qu'on appelle des mouvements virtuels ^ ai les vitesses des différents points dans un mouvement virtuel quelconque seront ce qu'on nomme des vitesses virtuelles. Or comme
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il suffira de connaître les valeurs de ar,y, Zy ^ty\ 2', . . ■ exprimées en fonction de f, pour en déduire immédiatement celle des quantités
dx
dy
dz
da!
dy
dJ
Tt'
lû'
dt""'
il est clair que les projections algébriques des vitesses virtuelles seront liées entre elles par autant d'équationsque les coordonnées des différents points. En effet on aura dans tout mouvement compatible avec les liaisons données
dhdx dL(fy dXudz dL dj/ _ d^'dt'^ dx'^'^ dz dt'^d^'di ■*" ®*
"dx dt djr dt dz dt dx' dt
Cela posé, concevons que les différents points étant parvenus au bout du temps t dans de certaines positions, puissent y être maintenus en équilibre par le moyen de forces P, P^ P'^ . . . , dont les projections algébriques sur les axes des x, y^ % soient respectivement X, Y, Z, X^, Y', Z', etc. Alors, pour obtenir les équations d'équilibre, il suffira d^éliminer les inconnues A, jx, v, . • . entre les formules ( la), [\^) du n® 120. Or on y parviendra évidemment si Ton ajoute ces formules, après avoir mnlti-
plié la première par -7-9 la deuxième par ^y la troi-
. . dz y »y dx . .
sième par — ) la quatrième par —9 etc. ^ car on trouve ainsi
dt dt dt dt
Donc, lorsqu'il y a équilibre, on doit avoir dans un moment virtuel quelconque,
Rëciproquement, si réquaiion (i 5) subsiste dans
un mouvement virtnel quelconque, il est certain qu'il y
aura équilibre. En effet, dans cette hypothèse, Téqua-
tion (i5) sera satisfaite par tout système de valeurs des
quantités
dx dy dz dx^
dt dt^ dt^ dt '
qui seront propres à vérifier les équations ( 1 4 )• P^i" suite, si au moyen de ces équations (i4) on élimine de la formule (i5) m de ces quantités, toutes les autres pouvant être choisies arbitrairement^ leurs coefficients devront se réduire à zéro. Or, pour effectuer l'élimination, il suffira d^ajouter k la formule (i5) les équations (i4) respective* ment multipliées par des facteurs indéterminés
et d'égaler ensuite à zéro les m premiers coefficients de
dx df dz dx' dt dt dt dt '
Les facteurs ^, /x, v, . . . étant choisis de manière à remplir ces conditions, cVst-à-dire de manière à faire disparaître les m premiers termes de Téquation
\ dx dx ilx J dt
(^ ^ dL dM dH \ dr
\ tiy ^ dy dy ) dt
(^ . dL rfM d^ \ dz
1^, ^ d-L r/M r/N \ dx' \ dx' ^ d£ dx' 1 dt 4- = o,
les coefficients des Zn — m derniers termes devront être encore séparément nuls. En conséquence, on pourra réduire à zéro les coefficients de tous les termes, c'est-à-dire
satisfaire aux équalious (i^)t (i^)- • • ^u ii*' ISO, par des valeurs convenables des facieurs X, |ui, v, . . . D'où il résulte qu^il y aura équilibre dans le système des points
1S4. Dans ce qui précède, nous avons admis que les résistances opposées aux mouvements des divers points par les liaisons établies entre eux pouvaient croître indéfiniment, et au delà de toute limite. Concevons maintenant que ces résistances ne puissent dépasser certaines limites sans que les liaisons se trouvent rompues; alors il ne suffira plus pour Téquilibre que Ton puisse déterminer les coefficients X^ fi, v^ . . . de manière à vérifier les équations (12), (12'),. . . dun^MSO, il faudra encore que les valeurs de X, |ui, V, . . . , tirées de ces équations cl substituées dans les produits
fournissent des nombres dont les racines carrées ne dépassent pas les limites des résistances que la première, la deuxième, la troisième,... liaison peuvent opposer sans se rompre au mouvement du premier point. Il sera de même nécessaire que les racines carrées des produits
ne dépassent pas les limites des résistances que les diver-
ses liaîsous peuvent opposer au mouveiuent du deuxième point, et ainsi de suite.
125. On nous saura gré de donner de Vëquation fondamentale du principe des vitesses virtuelles une démonstration^ sinon plus générale, plus élégante et plus simple que celle donnée par Cauchy, et que nous venons de développer longuement, du moins plus directe, moins abstraite, et à ce point de vue plus élémentaire. Nous l'avons rédigée sur les indications qui nous furent données par Ampère, k qui la gloire en revient.
Définitions, — Soient P, P', P', . . . des forces appliquées à des points M, M', M'^... liés entre eux d'une manière quelconque; supposons que l'on communique à ce système de points un mouvement infiniment petit et compatible avec la liaison du système, de manière que les points M, M', M",..., soient transportés en N, N', N",... : les droites infiniment petites MN, M'N', M"W, ..., décrites par les points M, M', M'^, . . . , sont ce qu'on nomme les- 'vitesses virtuelles de ces points. Les projections /i, p', //, ... des droites MN, M'N', WN\ . . . , sur les directions des forces P, P, P", . . . , sont les vitesses virtuelles des points M, M', M'^, . . . estimées suivant les directions de ces forces. Enfin, en multipliant respectivement les forces P, P', P'', . . . par les projections p , //, />", . . . , on forme les produits P/>, P'/?', F'p",... qui sont ce qu'on nomme les moments virtuels des forces P, I^, P'', . . .. Ainsi, le moment virtuel d* une force P est le produit lie cette force par la vitesse virtuelle de son point d application estimée suiv^ant la direction de lajorce.
Si Ton nomme ds\^ petit arc MN parcouru par le point d'application de la force P, (P, s) Tangle de la force avec la tangente à ce petit arc, p sera égal à dsco& (P, 5), et le
moment virtuel Pp de la force P sera Pfls cos (P, j). Mais I. 19
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P cos (P^s) est aussi la projection de la force P sur la tangente à Tare 5, ou sur la direction de la vitesse virtuelle, donc le moment virtuel Vp (Tune force est encore égal au ptyyduitdela vitesse virtuelle de son point d'application par la projection de la force sur la direction de cette vitesse. 11 s'agit maintenant de prouver que lorsque des forces P, P, P',..., appliquées à des points M, M', M'', . . . liés entre eux d'une manière quelconque se font équilibre, la somme de leurs moments virtuels P/?, P^//, Vp"^.., est nulle) et, réciproquement, que les forces P, P, P'^... sont en équilibre lorsque la somme de leurs moments virtuels est nulle pour tous les mouvements que le système peut prendre.
126. Considérons d'abord le cas de deux points M, M' liés entre eux de telle sorte que le mouvement de Tun des points détermine celui de l'autre ^ désignons par P, P les résultantes des forces appliquées à chacun des points; nous disons que si les deux forces se font équilibre, la somme Vp + V p' sera nulle. En effet, unissons les points M, M' par des droites inflexibles AM, AM', à un troisième point A, qu'ils entraînerontdans leurs mouvements; appliquons aux points A, M d'une part, A, M' de l'autre, suivant les droites AM, AM', deux forces égales et directement opposées + R, — R, -4- R', — R' : ces forces, évidemment, ne troubleront pas Téquilibre, s'il existait, et ne changeront rien à la somme des moments virtuels, puisque les moments virtuels égaux et opposés des forces introduites se détruisent. Si donc la somme des moments virtuels était nulle avant l'introduction des forces, elle le sera encore; et si elle est nulle après l'introduction des forces, c'est qu'elle l'était auparavant. Comme les forces introduites sont arbitraires, on pourra choisir la force R de manière à faire équilibre à la force P, et la force R' de manière à équilibrer la force V \ or, ce choix fait, il
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devient très-facile de prouver que la somme des moments virtuels des six forces, et par conséquent la somme des moments virtuels des deux forces P, V! est nulle. En effet, appelons r, t' les angles que les forces P, P^ font avec les tangentes aux arcs décrits par les mobiles M, M'; t, r' les angles que font avec ces mêmes tangentes les forces auxiliaires R et R^; enfin, 9, ff les angles que font les forces — R^ — R' avec la tangente à l'arc suivi par le point mobile auxiliaire A. Pour que la force R fasse équilibre à la force P, il faudra et il suffira que la résultante de ces deux forces soit perpendiculaire à la courbe décrite par le mobile M, ou, ce qui revient au même, que la composante de cette résultante suivant la tangente soit nulle, ou enfin que la somme Pcos/ -f- Rcosr soit nulle; on devra donc avoir
Pcos/-h ROOST = o.
On aura de même pour l'équilibre des deux forces P' et R'
P' cos/' -h R' cos r' = o, et enfin pour Téquilibre des deux forces — R, — R'
Rcos© + R'cosô' = o.
Ajoutons ces trois équations, après les avoir respectivement multipliées par les différentielles ds^ d/^ da des arcs décrits par les mobfles M, M', A ^ il viendra
^ j P*cos/-+-P'<i>'cos/'H-R(cost£/^-f- cos9i/<t) 1 -+• R' {cmr'd/ 4- cosô'rfff) =0;
mais les droites MA, M'A sont invariables; et^ par consécfueni, si Ton appelle x^ y, «, a/^ y\ z\ Ç, >3, Ç les coordonnées des points M, M', A, et c, d deux quantités constantes, on aura
(x-.Ç/-h(/-«)'+(z-Ç)»=cS
et, en différentiant,
(a:—i)idx-^di)-hir^n){dr'^dr.yh(z-K){dz-^di:)=o,
OU, ce qui revient au lùème,
\ c ds c ds c ds)
\ c ao" c dd c dfr ]
fx^^ijdx' y^r^dy zf^ï^dz'x
\ c' ds'^ d ds!^ e d^)
-4- dfs I — — -\ — ■— H -— __ = o.
\ r tfff e dd c do)
Mais on a évidemment
\ c ds c ds c ds I
-^\</ ds'~*~ </ 'dP^~ë~d7r
\ C an c dtr c dd j
~\ c^ dd^ t>' dd^ c' dd)
COST
ces
cos donc
± (cos rds -h cos Qdd) = o , db ( cosr'^i!/ H- cos O'rfff ) = o, ou enfin
cosTd>4- cos Bdd = o,
cosT'd/-!- cos B'dd = o, et, par conséquent, en remontant à l'équation (i6),
. Pr/fcosr-h P'd!f'cosr'=:o,
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et, parce que
Pdscostz^Fpy P' di cos i' = P'/;' , OD aara nécessairement dans le cas d*équilîbre
127. Réciproquement, si Féquation Pp-hl?'p'=o est satisfaite, il y aura équilibre. En effet, si l'on a
Pp H- P'p' = o, ou Fds cos/ -h P'fi/y cos/'= o,
et si, après avoir lié les points M et M^ par des droites invariables AM, AM' on applique encore aux points M et M' quatre forces R, — R, R', — R' égales deux à deux et opposées, choisies de manière à mettre en équilibre les forces P et P', on aura toujours
Pcos/ + Rco8T = o, Fcos/'-h R'cost'= o.
Et si , après avoir posé
Rcose H-R'cosO'= A,
on ajoute ces trois équations après avoir multiplié la première par dis, la seconde par ds'y la troisième par da^ ou aura
P«/*cos/ -h Fi/y cos r' + R (cosTiif -h cos ôi<r)
-h ïi'(CMT'd/ -h COSG'Jff) = Âdv,
Mais Tinvariabilité des droites AM , AM' entraînera toujours les équations
cosrds '^co/^Bd<f = Oi cos'r'</f' + cosO'^9:= o;
on a d'ailleurs, par hypothèse,
Pcosre&+ P'cost'ds'z^ o;
donc
Atiç = o,
«t, par suite,
rfff = o, ou X- = R cos 9 -h R' cos 0' = o.
Mais, d^uue pari, r/a, Tare que A est censé décrire, ne peut pas être nul, ou la somme A: des composantes des forces qui sollicitent le point A suivant la tangente à la courbe qu*il décrit, ne peut pas s'évanouir sans que ce point soit en équilibre; de l'autre, Téqnilibre du point A entraioe évidemment celui des points M et M' qui lui sont liés invariablement et ne sont plus sollicités par aucune force: donc on ne peut pas avoir Pp H- V'p'= o sans que les forces qui sollicitent les points M et M 'se fassent équilibre.
1^. Plus généralement, soient: M, M', M'\... des points en nombre quelconque, liés entre eux d'une manière complète j c'est-à-dire telle, que le mouvement de l'un d'eux détermine celui de tous les autres et qu'il n'y ait pour tout le système qu'un seul mouvement possible; P, P', P'^, . . . , les forces appliquées à ces points ; s'il y a équilibre dans le système, la somme des moments virtuels
sera nulle. Cette proposition ayant été démontrée pour un système de deux points, il suffit de prouver que si elle est vraie pour m points, elle sera encore vraie pour m + 1 points. Cela posé, désignons par M , M', M^, . . m les (m -f- 1) points considérés, et par P, P', P", . . . , les forces qui agissent sur eux ; on pourra appliquer à l'un de ces points, à M', par exemple^ deux forces égales et opposées, R, — R, et déterminées de telle sorte, que Tune d'elles, R, fasse équilibre à la force P, appliquée en tm autre point M du système : il suffira pour cela que la somme P^ + Rrdes moments virtuels des deux forces P, R, soit nulle. On pourra alors supprimer les deux
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forces P, R et ne pi as tenir ttompte du point M *, ainsi il ne restera plus que les m points M\ IVF, • . . , soumis à Taction des (m -f- 1) forces, — R, F, P', ... ; or la proposition étant supposée vraie pour m points, Téquilibre
donnera
— Rr+ Py -H P'y -h. . .= o;
mais on a aussi
Rr-HP;?=: O.
Ajoutant cette dernière équation k la précédente, ii en
résultera
Fp H- py + Fy -f.. . .= o.
Réciproquement, si Téquation
Fp -4- py -t- py^-- • • = o
est satisfaite, l'équilibre existera. La démonstration de cette proposition réciproque est entièrement semblable à celle qu'on a déjà donnée pour un système composé de deux points.
129. Enfin lorsque^ la liaison des points considérés M, M', M%... n'étant pas complète, le mouvement de Tun d'eux ne détermine plus celui de tous les autres , il faut encore, s'il y a équilibre, que la somme des moments virtuels Pp, F/;', . • • 5 soit nulle pour tous les mouvements que le système peut prendre. En effet, supposons qu'il y ait équilibre, et que, pour un certain mouvement, la somme des moments virtuels ne soit pas nulle. En rendant ce mouvement seul possible par de nouvelles liaisous, ou ne détruira pas l'équilibre préexistant; mais» puisque la liaison du système sera alors complète, l'équilibre ne pourra avoir lieu qu'autant que la somme des moments virtuels sera nulle ^ donc l'équation
{17) Fp -h py -H p'y + . . .= 2P/> = o
doit être satisfaite, lorsqu'il y a équilibre, quelles que soient les liaisons du système.
2Q6 SXATKjlJE.
Béijproqucmeiil, si la somme Pp -h P'/Z-h P"p" des monfien is viriuels est nulle pour tous les mouvements possibles, il y aura équilibre ; car si le mouvement avait lieu, on ne Tempécherait pas en liant les points de telle manière que ce mouvement fût seul possible; et il en résulterait que dans un système dont la liaison serait complète, la somme des moments virtuels pourrait être nulle sans qu il y eut équilibre, ce qui est contraire à ce qu'on a déjà démontré.
En résumé, quel que soit le système de points que Ton considère, on aura toutes les conditions de Téqtiilibre en égalant à zéro la somme des moments virtuels des forces pour tous les mouvements possibles ou compatibles avec les liaisons du système; c'est ce qu'il fallait prouver.
130. L'équation générale d'équilibre ou du principe des vitesses virtuelles n^ Iffî
prend une forme très-simple, lorsque l'intensité et la direction de la force qui agit sur chaque point sont seulement fonctions des coordonnées de ce point, et indépendantes des coordonnées des autres points. Désignons, en effet, par P la force dont X, Y, Z sont les composantes, qui agit sur l'un quelconque des points (x, j^, z) du système, et qui, par hypothèse, est fonction des seules coordonnées de ce point. Par tous les points de la ligne droite ou courbe que le point M décrirait sous l'influence des liaisons du système, menons une série de lignes représentant les directions successives de la force P, et construisons ou concevons une surface orthogonale ou normale a toutes ces directions. Appelons M {^g* 3o) le point dont il s'agit^ ou dont 1rs coordonnées sont x,y, z ; Ml une seconde position de ce point dont les
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coordonnées sont a:+Ajr,^-rH A^, 2 + Az; m, m^ les poinls correspondants de la surface orthogonale, ;; la dislance M/n, p + Ap la distance Mi //i| ; menons par M^ un plan parallèle à la ligne //im, et soit N le point d'inlersection de ce plan avec celle des lignes P qui passe par le point M; Taugle M^NM sera un angle droit, et Ton
aura par conséquent cos M. MN = -7—- = — • D^ailleurs *^ ^ ' MM| As
les cosinus des angles que les lignes MN, MMi font
avec les trois axes coordonnés sont : pour la première
X Y Z , , ^x Ar As ,
TT^ Tc^ ;.' pour la seconde — ^ --^^ï — ; on aura donc P P P *^ As as As
aussi
cosM,MN = dz(-— -h
àS
Y Ar Z Az\
P aj ^p A#y'
par conséquent,
As "~\PA.f PA.V PA'/
et en passant aux limites,
X<te-hYûf^-+- Z<5& = ±P«//?.
Ce raisonnement et cette transformation s'appliquant évidemment à tous les points du système, Téquation générale d'équilibre deviendra
Si chaque longueur p, ou ce qu'on pourrait appeler le rayon de la surface orthogonale, est lui-même, comme P, une fonction des seules coordonnérs x, j^, 2, chaque pro^ duit Pdp et par suite la somme Zdb (Pdp) sera une différentielle exacte, et on pourra l'intégrer. C'est ce qui arrivera, par exemple, si chacune des forces du système émane d'un centre fixe et est fonction de la distance de son point d'application au centre fixe.
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Dans ce cas, en effel, soient a^ b, c les coordonnées du centre fixe, d*oà émane la force P, r la distance du poiot d'application de la force P à ce centre, on aura
rdr=z (x — a)dx -k-(f — b) djr -^ (z — c)rf»,
Donc, en effet, si P est fonction de r, le binôme sera une différentielle exacte.
La même chose arrivera encore si les forces du système se réduisent à des attractions ou à des répulsions réciproques, fonctions de leurs distances mutuelles. Soient, en effet, x, ^, «, x\j\ z' les coordonnées de deux des points qui s'attirent ou se repoussent, r leur distance, et f (r) la fonction de r qui exprime l'intensité de Fatlraction ou de la répulsion ; si l'on a
X=f(r):^^-^', Yr=f(r)-L-_Z!, Z = f (r)
on aura
et par suite
^dx-^Ydj -{-Zdz -h \'iLe' -hY' dy -hZ' dz' ^^[{x^x^){dT--dx')^(,Y^yXdx-dy)^{z^z')[dz^dz^)\
= ^^rdr=((r)dr, puisque
rdr= (*— x' ) (^ -/ùr') -*. [y-y )(dr-dy) -h (»— »'j(rf»-rfs');
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Donc, en groupant les trinômes deux à deux, on les transforme en une différentielle exacte, et J'on aura évidemment
l[XdX'hYdx-\-Zdz)=zl((r)dr.
En général, lorsque la somme £ (X£{a:+T<^ + Zdz) est une différentielle exacte^ si nous représentons son in^ tégrale par U, U devra être une fonction des coordonnées x^jTj Zj, , .y dont les dérivées partielles seront
dV_ rfU_„ dV_„ dV_^, ^U__.,
et Téquation générale d'équilibre ou du principe des vitesses virtuelles
l{\dx -h Ydy-^Zdt) = o, deviendra
/dV ^ dU ^ dV ,\
L'équation
qui subsiste lorsqu'il y a équilibre pour tous les mouvements compatibles avec les liaisons du système, et qui renferme le principe des vitesses virtuelles, reprend trèsfacilement la forme sous laquelle ce même principe se
présente dans la démonstration d'Ampère. Soient ta = -j-
la vitesse virtuelle du point (j:,/, «), (P, w) l'angle com-
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pris entre la direction de cette vitesse et celle de la force P. Comme les cosinus des angles formés par les deux directions sont respectivement pour la vitesse
dx dx dt \ dx dy \ dy ds dt ds «•</(' ds (A dt
dz 1 dz ds M c//'
pour la force
on aura
-(f..)-ii(x^+vf
r.dz\
^ dx ^^dy ^dz ^ ,^ x
on trouverait de même, en désignant par a>' la vitesse virtuelle du point (x\y'^ z') ,
X'!?^ ^ Y' ^ 4-Z'^' =P'«'cos(P,«')»- • .»
dt dt dt V » /» »
et Téquation (iS) deviendra
(17) 2Pwcos(P,») = 2P/? = 0.
On appelle quelquefois tension d'une force la composante Pcos(P, (i>) de la force suivant la tangente à la courbe que son point d'application tend à décrire, et tra-uail virtuel de la force le produit P&> cos&i de la tension par la vitesse virtuelle. Le théorème renfermé dans Téquation P(k) cos (P, a>) peut alors s'énoncer comme il suit : pour que les forces qui agissent sur un système de points liés entre eux d'une manière quelconque se fassent équilibre , il faut que la somme de leurs travaux virtuels soit nulle dans tous les mouvements que le système peut prendre, ou qui sont compatibles avec ses liaisons.
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132. Si la somme des moments virtuels est nulle, c'est nécessairement parce que quelques-uns des moments virtuels sont positifs et les autres négatifs. Lorsque Tangle de la force avec la vitesse virtuelle est aigu, ou lorsque la composante de la force suivant la direction de la vitesse est dirigée dans le sens de la vitesse, le produit P cos (P, o)) et le moment virtuel Pco cos (P, co) sont positifs, la force P alors tend i produire cette vitesse, oh peut dire qu'elle joue le rôle de puissance. Au contraire, si rangle-(P, a») est obtus,si la composante est dirigée en sens contraire de la vitesse virtuelle, le produit Pcos (P, cd) et le moment virtuel P cocos (P, od) sont négatifs, la force tend à empêcher le point de se mouvoir et joue le rôle de résistance. Désignons par P les projections ou tensions des forces puissances, par /{ les projections on tensions des forces résistances, ces projections étant prises en valeur abso-
lue; appelons ;^' j- lc« vitesses virtuelles des points d'application des puissances et des résistances, Féquation des vitesses virtuelles pourra se mettre sous la forme
IP-Ç -— iR -r = o.
£Ù de
Il devient alors facile de prouver que si cette équation est satisfaite, l'équilibre aura nécessairement lieu. En effet, si quelques-uns des points du système, dont nous désignerons les vitesses virtuelles par y 9 avaient encore un mouvement, on pourrait les empêcher de se mouvoir, ou rétablir l'équilibre en introduisant des forces S d'intensité convenable, appliquées en sens contraire du mouvement; et puisqu' alors il y aurai t équilibre, on aurait
(il at dt
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ou bien, puisque par hypothèse 2P-~ — ^^T = ^»
Or, puisque tous les termes de la somme qui compose le premier membre sont de même signe et négatifs, chaque terme devra être séparément nul; c'est-à-dire
qu*on devra avoir généralement, soit 5= o, soit ^ = o^
mais par là même, et quelle que soit celle des deux hypothèses que 1 on adopte, le point auquel la force S est appliquée sera en repos; puisque «S =o signifierait qae pour le mettre en repos il suffit d'appliquer une force
ds nulle, et— = o exprimerait que sa vitesse est nulle. Donc
Téquation
^dp ^ tir
dt dt
entraine nécessairement l'équilibre du système, et nous retrouvons cette proposition fondamentale : Les' conditions d'équilibre d'un système quelconque de points dont les liaisons indépendantes du temps peui^ent être exprimées par des fonctions de leurs coordonnées , seront toutes données par la condition que In somme des moments ou travaux virtuels sera nulle dans tous les mou^ uements compatibles avec les liaisons du système.
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TREIZIÈME LEÇON
ApplieatioDB dœ équations générales d*équilibre soua leun deui formes principales. — Applications des équations primitives. — Équilibre d*un point. — Équilibre d*un corps solide. — Équilibre d'un polygone funiculaire. — Forme d'équilibre de la chaînette. — Chatnelte des ponts suspendus. — Cordon sans pesanteur enroulé sur une surface. — Applications de réquation des vitesses Tirtuelles.— Nombre des équations d'équilibre. — Cas d'un corps solide.
133. La théorie que nous venons de développer est si importante) que nous croyons devoir nous étendre sur ses applications aux divers cas de la statique, et présenter ces applications «ous deux formes, en faisant servir à la recherche des conditions d'équilibre et les équations primitives avec les indéterminées i, fx, v,.*** que nous remplacerons pour plus de symétrie par Ai, Xf, Xg,..., et les équations transformées par la considération des vitesses virtuelles.
Premier cas. — * Équilibre itun point Mj. — Si le point est libre dans Fespace, Téquation L^ =: o est une équation identique 0 = 0, et Ton doit avoir nécessairement
X|Z=o, Y, = 0, Zi = o.
Si le point est assujetti à rester sur une surface dont réquation est L, =: o, on devra avoir
et les équations d'équilibre seront X, Y. 2, v^XÎ+Y:-I-Z?
et elles expriment, comme on le savait déjà, que la forco P, est normale à la surface L, = o.
Si le point est assujetti à rester à la fois sur deux surfaces Li = o, Lt = o, ces deux surfaces seront les liaisons du système; une seule des coordonnées reste indépendante ou arbitraire, il n'y aura plus qu^une équation d'équilibre, et cette équation sera
ou, en multipliant par -^»
as ils a$
et elle exprime que la direction de la force P| est située dans le plan normal k la courbe que le point mobile peut décrire.
134. Deuxième cas. — ÊqidUbre d*un corps solide, — Si tous les points du système sont liés inyariablement entre eux, les équations qui établissent les liaisons sont celles qui expriment que les distances mutuelles de trois des points du système sont invariables, et que les autres points sont toujours k la même distance des trois premiers. Soient (xi, ji, z^)^ (x,,j,, je,), (jr,, j,, z») les trois points auxquels on rapporte tous les autres, les 3/1 — 6 liaisons seront
L, = (x, — ar,)' -f- (/i — rO' 4- («. — *,;* — r' = o,
L, — (x, — Xyf -h (jr, —/s)' -h [z, — ZyY — r' = o, Ls = (^1 — ^^y 4- (r» — Ja)' -h (2, — «s)' — cj = o, L4 = (:r, — X,y -h {y^ — J«)* -h («1—^0' — ^\ = O»
Ls = (.r, — X4 )« + [y, -- ^4 )» 4- ( », - «4 )' — c; = o,
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U^» = (^1 — j^«)' 4-{r. —XnY H- («. — 2«)' — c]^, = O,
L,„-m = (x, — j:„)' -*- CTs — r„)' + (zj — z„y — cj^^ = o.
On aura donc
X, = a>, (x, — X,) -h 2^( X, — Xj) -f- 2>4(x, — X4)
Y,= 2^,(^1 — rO -h 2^,(7,— j,) + 2X4(7, — Ji)
-h 2^, (ri — r») -!-•*. + 2>,„,g(7, — j«),
Z, = 2>,(a, — zO + 2>,(z, — Z3) -h 2X4(2, —z,}
X,= — ^.>i(x, —X,) -4- 2X,(Xj— Xaj-h 2>s(.ra--X4)
^ -♦-2X.(j:, — Xs)-h...-t-2X,„„,(*,— X,),
X, = — 2X,(X, Xi) — 2X3(Xj X3)-h 2X«(X8 — 3:4)
H- 2Xb(j?, — Xj ) -t- . . .4- 2).3«_,(a:3 — x„)
X4 = — 2X4(x, — X,) — 9X(Xa—Xt) — 2Xfl(x3 — X4),
X„ = — 2X3„_» (x, — Xn) — 2X3;>., (xj — x,) — 2X3^_, (or, — xj,
Y, = — 2X3„^3(/, —y^) — ^l^^j{y, — 7„) — 2X3„_«(/3 —rn), Z« = 2X3»_,i(2, — «„) — 2X8„_,(Z, — Zn) — 2X3«_.(»j — «,).
Or si entre ces 3/t équations on élimine les 3/i — 6 indéterminées X|, Af, . . . , X,„_,, on trouvera
X, -h X, 4- . . . -h X. = ZX = o, Yi + Y, -h . . . 4- T„ = 2 Y = o, Z, -f-Z,-h ..-hZ, = 2Z=o,
(Y.«, — Z.r.) -4- . . . -f (Y„z« — Z„r,) = 2(Yz-~Z7) = o, (Z.x, — X,z,)H-...-|-(Z„x„ — X„z«) = 2(Zx — Xz)=ro,
(X,7. — Y,x,)-h... + (x,r„— Y,r.)=3;(Xr-Yx) = o.
Telles sont donc les équations d'équilibre, et ce sont bien celles que nous avons déjà établies.
i35. Si l'un des points du système invariable est fixe, et qu^on le prenne pour origine des coordonnées, les '^n — 3 liaisons seront
L, = X, = o, Lj=j, =o,
Lj =: », = O,
L. = ( jr, — x,y + {y, — /,)> + (», — 8,)» — el = o
L, = (.r, — x.y 4- Cr» — /4 V -h (z, — 2,)' — c[ = o,
L, = (or, — jF4)»-h (^3 — r4)'-4- (»3 — »4)* — c\ z=z o, on aura donc
Xt = Al)
y, = i\y^ + aX, {xr—yzl + 2X,(/,— jj-^. . . -f- 2 Xs,«4f /!—/«)» Z, =2^4 2,4- a>« («a — »s)4-2X,(zj — 24)4--..4-2>,„_,(«,— a»), X8 = 2X|JCs — a>,(x,^a:3) + 2X,(dp3 — ^4)-h...+2X8n-3(j^r-J?«)f
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Si entre ces 3n équations on élimine les 3/t — 3 constantes indéterminées X|, 1,,. . .i^sn^s, on aura les trois équations suivantes qui seront les équations d'équilibre :
{T,z, — Z,j,)-+- h(Y«z,~Z,j,)=:2(Ys--zY)=:o,
(Z,*! — X,«,)-4-. . .-h (Z«;t« — X«S«)= Z(Zx — a:Z)=0, (X,^i— T,ar,)-+-...-4-(X.7,— YhJf«) = Z(Xj — Y4:) = o.
La pression exercée sur le point fixe (j^it^D ^j) est au point (Xfl,/t9 't) normale à la surface L4 = o, c'est-àdire qu'elle s'exerce suivant la ligne c^, ses cotùposantes suivant les trois axes coordonnés sont
IL4D,, L4 =r 2^ JP„ >4 Dj.Li = 2X4 Ja, >4 Dg, L4 = 2X4 «1;
la pression au point (arg, j^s, «s)* exercée suivant la ligne c,, est de même
\ D,, L» = 2X1 jTj, Xfc D^.L» = 2>fc Xsi ^1 I>i, Lfc = 2X» «», celle au point (x^jj^^ z^)^ suivant c^ X, D,^ L, = 2 >, «4, >7 D;.^ L, = 2X7^4, X, D,^ L, = 2>, «4,
celle enfin au point {x^^jr^^ z„) le long de la ligne Cs„., Xs«-^ D», I^»-» = 2 ^8«-» *«> ^»»-* Prn L»»-* = 2 X,^» Xn f
Les trois composantes Xt, X,, X, exercent d'ailleurs immédiatement leur action sur le point fixe. Il en résulte que les trois composantes suivant les trois axes de la pression toule exercée sur le point fixe, sont
X,4-2X|X,'4-2X|a:,-4-...4-aXt,»«»a:,=X,4-Xa-h...-i-X«=2X, X,-+-2X4r,-h2X»j-,-h,..H-?Xfc^7,= Y,4-Y,-|-...-hY,= ïY, X,-H 2X4 Zi 4-2X|«j -»-...4-2lX,„_^«„=Z, + Z, 4-. ..-h Z> = IZ.
Si le système a deux points fixes (Xt, /i, Zi
(^ti Jiî ^i)^ et qu'on prenne pour axe des z la ligne pas-
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sanl par ct^s deux poîiils, les 3/i — i liaisons seront
L, =4r, =o, L, = /, = o, L3 = », --rj=o, L4=rjr, = 0, Ls=^a = 0, Le = 32 — rgr=0,
L, = j?j-hr î-f- (zr — z,/ — c;= o ,
L,=jrî-i-j-;-h(2,— 24)'- ^; = o,
L,i= ( jps — •îFi )' + (r» — r* ) -+- (»3 — «4 )' -- ^î , = o,
L3„-, = x^ -+- jr ;; 4- ( s, - 2„)» — c;„_, = o,
Lm-1 = (jp» — *«)* -H (r» — r«)' -H (*ï — 2^")' — ^3— « = «•
On aura donc
X|^=A|, I,= As, X3 ^ A4 1 i2^^A4|
Z, =>3-h2>î(Zi — «sî-f-2>, (Z, 24)-+-.. .4-2^j»-^{», — »!,),
Zj =>«4-2Ag(z2 — »3)-4-2>„(s2 — «4) + . . .-4-2>3,_2(z, S,),
X3 = 2>,X8 4- 2>,X3 -H 2X,, (X, — X4) -h ... -h Hl^^i (Xj — x«) , Y3 = 2X,j3-»-2Xg/3-+-2X„{j'5— ^4)4-. . .+2>3,.,^^3— J,),
Zs =--2>,(z, — 53 j — 2>.{z, — Z3)-4-2>,,{z3— 84) -h
Xji — 2 A},t__3.rH -f- 2 Àsa— a -ï» 2 Aj».! [X^ — J^ii )»
Y„ = aXa._,^«H- 2X,^2 j-,— 2 A3^,(^-, — .r«),
5fi« = 2>3,_3 (l, — Z„) — 2>3ii-a(s»— »«) — 2X3j,«, (Z3 — Z,) .
Si entre ces in équations on élimine les 3/i — 1 indéterminées X], ^tf ' "i ^sn-n on trouvera pour Téquation nécessaire et suffisante d^équilibrc,
= ifX^-— Yx\ = o.
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Les composantes suivant les axes des x et des > de la pression exercée sur le point fixe (tj, j'i, 2, ) sont à ce point immédiatement
au point (0:3, y%^ z^) suivant la ligne C7,
au point (xi, /«, Z4) suivant la ligne c»,
A» 1^*4 L» = 2 A» X4 , A9 Djr^L» = 2A9 r4,
Les composantes delà pression totale sur lepoint X] , j 1 , ^j , suivant les axes des x et des j^, seront donc
Aj -f— 2A;X3 -^ 2A9X4 -+-. . . -f- ^f'in-'Z'^n — - -^i>
On trouverait de même pour les composantes suivant les axes des X et des j de la pression exercée sur le point
A4 -4- 3 Aj^s -+• 2A11X4 ■+-..• -|— 2A3i,__fX„ = >ij, ij H- 2X,/3 -H 2X10/4 + . . . 4- 2>3»-ir« = -f^î,
on en déduit
= 2(Y3-Zj)= r.s. H-r.3,,
<Z,.r, — X, 3,)h-(Z,.t, — X,Zî)-h. . .-|-(Z,jr„ — X«z„)
Nous écrivons dans ces équations, par raison de symétrie. •^» î Ji ? ^ï » .> 1 1 quoique ces coordonnées soient identique-
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ment nulles. On lire de ces équations
At = 1
Zx— X«)-|-2,2X
Ai= »
^ 2(Y5-Z/)-z,zY
Enfin la pression commune aux deux points (Xj ,/i , Zi)^ (X| , ^t , z^)le long de la ligne qui les unit ou le long de Taxe des z, est
^r ^1 -f- ^j -^ • • « ^n ^ïs 2/4*
137. Si le corps solide est â^ppuyë contre plusieurs plans ou contre plusieurs surfaces courbes, il ne pourra rester en équilibre qu'autant qu'aux points de contact la pression exercée par lui sera normale au plan ou à la surface. Si Top désigne par (a'. S', /), (afy &"^ /)•••» les angles que les normales au point de contact (^r!/^ ^)t (x!\y\ ^')9 . . . font avec les axes coordonnés, les trois composantes des pressions seront
Vcosa', *a'cos6', VCO87'; V cos a", V cosC^, V COS7'' . . . ,
X', X"..., étant des constantes indéterminées dont on choisi ra le signe de telle sorte que la pi*ession qu elles expriment ait pour elfet d^appuyer le corps contre la surface. On peut évidenfiment remplacer tes surfaces appuyantes par les pressions prises en signes loniraireset
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considérer de oouTeau le Bystème ciwnroc libre. Les conditions d'équilibre sont alors
SX— lVcosa' = o, 2T— 2Vcos6' = o, 2Z — 2Vc087' = O, 2(Y« — Zy) — tk'{z cos6' ^ jr cos7') = o, X(Zpp — Xs) — 2>'(;roos7' — icos«') es o, 2(Xy^Y«)-.2V(rcos«' — «cose'jaro.
S'il n*7 a qu'un seul plan appuyant, que nous prendrons pour plan des xjr^ on aura
C0S7' = cos7"s= I ; cosa' = cosa''...= cos6' = cosS'^.. . =t o ; et les équations d'équilibre deviendront
2(y»— Z7)=— 2Vj, Z(Za:_X2)=:2V^, 2(Xj — Yx)=o.
Les indéterminées V, X'',.*-) <{ui expriment les pressions aux points de contact, doivent avoir le même signe, le signe positif si. le corps est si lue du côté des z négatifs, le signe négatif si le corps est situé du côté des z positifs. Dans la première hypothèse, les conditions d'équilibre sont d'abord que l'on ait
2X = o, 2Y = o, 2{X/ — Yd:) = 0}
en second lieu, que les valeurs de X', X^. . . , déterminées par les équations
2Z= tk'y Z[Yz — Zf) = — 2V J, 2(Zx — X«)= 2>'*,
soient toutes positives. Si le nombre des points d'appui est de plus de trois, ou si les trois points d'appui sont situés sur une même ligne droite, trois seulement des constantes V, ^"j"", dans le premier cas, deux seulement dans le second, sont déterminées par les équations qui précèdent; les autres resteront indéterminées ou arbitraires.
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1 38. Troisième cas. — Équilibre d'un système flexible. — Soient Ml Mt 9 MfMs, MsM^^..., (fig» 3i) des lignes droites de longueur invariable qui peuvent tourner librement autour de leurs extrémités, de manière à former un polygone flexible ou mobile autour de ses angles ; on applique aux points Mi , Mt , M^ . • . > des forces Pi , Ps , Ps . . . ^ et Ton demande les conditions de leur équilibre. Les liaisons sont ici
L, = (x, — x^y -f- (ri — rO' ■+- (»• — ^Y -- r\ = o.
Les composantes des forces Pi , Pt , . . . suivant les axes des coordonnées seront donc
Xj = — 2X,(:c, — jr,)+2X,(j:, — -3:3),
X||„i - — — 2 Am_2(X|,_3 — ■ J?„_| j -\r 2>||.| (Xm., — — Xn]t ^»-— 2An— I (X„_| — X„),
Y, =2X,(ri — Ja)»
Y, = — 2X,(/, — jr,j4-2>,(r, — J3),
Zj = — 2X,(«, S3) 4- 2>3(«3 Zj),
Ai^ = — ^X„ . I («rt . , — z„).
Si entre ces 3 n équations on élimine les /t — i indéterminées Xi , X, , X3 , . . . , X„.] on obtient les 2 n +- i équations d'équilibre
X, 4-X,-H. . .-f-X, = SX = o, 2Y = o, 2Z = o,
■JPi
Ja
.-hY„_.
Les trois premières équations expriment évidemment que les forces du système transportées en un même point de Tespace doivent se faire équilibre.
Les normales aux surfaces Lj=o, Lj=o,..., L„_i=:o^ ou les tensions edectives le long des lignes ou côtés r, , /'i,... , r;i.i9 sont, d'après les principes déjà établis :
Au point (xj , yi , ^, ) suivant î^ ,
= 2X. r. == v/xyTYfTzy = T. , au point (Xf , y^ , z^) suivant r\y
= ^2>./-. = — v/x;-i-Y;-f-zî =-T..
au point (Xt,j^tf ^t) suivant /'s,
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au point (x^^j^, z^) suivant r, ,
au point (X| , j^, 9 2») suivant r^ , J
au point (x„,jr„, z„) suivant r„^,, = — v^{X,+X,-h...-HX,-,)»4-(Y,-hY,4-...+Y»-,)»+(Z,-hZ,H-...-HZ,i-.|'
=-vx:+y:4.z:=-.t..
La tension T,„.i en un point quelconque de jonction des côtés ou en un sommet quelconque [x^,y^^ zjj du polygone, le long de la Dgne r,„^|, sera par conséquent la résultante de toutes les forces Pi, Pt,.-*) ^m-i transportées parallèlement à elles-mêmes au point {x^^y^^j z^)^ mais appliquées en sens contraire \ la tension T^ suivant r^ sera la résultante des forces Pj, Pt,-.., P». transportées parallèlement à elles-mêmes i ce même point (x^,^..! ^«)* Les tensions T,„ et T^^i exercées au point [x^^Jm^ *■•) auront donc toujours pour résultante la force P^, c està-dire que la force P„ sera en équilibre avec les tensions -T«et-T_..
139. Désignons par^x,, 61, 7,, a,, ë^^ 7ii*'-% ^n-i^ 6„_,, 7„.i les angles que les lignes /'i, /,,. . ., r„_i font
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avec les axes coordonnes; on aura
jr, — «1 = r,cos«„ j, — j^, = r, ços6|, a, — *,:^ r, cos 7,, j, — X, = rscosoc,» ^, — /, =; r,cos6>y 2, — Z| = rjcosy,,
' Ces valeurs, substituées dans les équations des para-
graphes précédents, donnent
X| r= aXi ( j?, — «3) = 2^, r, cosai =:T, cosai ,
X,= — 2>, (x, — «,) 4- aXa (.r, — or,) = — T, COSa» +TaOOSa,,
X, = — aX, ( j?j — ^8 ) -+- 2>, ( j:, — X4 ) = — T, cosa,-|- T» cos «3,
X. = — aX^, {x^t — X, )= — T,-» cosa
Y, = aX,(j, — jTi) =2X,r,cos«, =T,co86„
Y,= — aX»(/,— j,)4-2>,(j,— ./,) = — T»eos€,4-T,cos6„
Y, = — 2X,(7,— 7,)H-2X,(^3— ^4) = — T,cos€,4-T3COs65,
Y.= — aX»-i (r»-i — r.) = — T,^i cos««-, ,
Z, :^2X, (z, — «,) = 2X,r, cosy, =T,coS7i,
Za = — 2X1(2, — z,)-^ 2X2(2,— z,) = —T,cos7, -hT,coS7„
Z, = — 2X,(z, — 2,) -|-aX,(2, — 24) = — T,coS7,-hT3Cos7s,
Z« == — î%X„ (2,,, -» 2.) =;=; — Ti^^ï cas 7»^i.
Les angles «i , êj , 7, , . . . , «„_, , 6„^i, y^^j , sont d'abord liés entre eux par les équations connues
cos' 01, -t- cos^ §1 -f- cos' 7, = i ,
ros»a«._, H- cos'S««, -+- cos'7,«, = i.
3l6 STATIQUE
et Ton a trouvé précédemment
T, = v/[X,-hXO'-f-(Y,-+-Y,)'-*-(Z.H-Z.)S
T„_,= ^(X.-hX, + ...H-X,^.)'-^--+ = VX„' + Y; + Z„';
on aura donc
CX>S«i = 7—- = -7====== = — î
f. s/xî+Y^-t-z; »".
T. ^x;-+-y; + zj p.''
Zi Z| Z|
COS7. _ - _
Xi-f-Xj Xi -f- A.J
cos a, =
cos 6, =
T, v/{X. -+- X,)' 4- {Y,-hYO' -h (Z, -h Z,r'
Y,+Y. Y. -fY,
"" tT "" v/(X. 4- X,r-4- (Y. H- Y,;» 4- (Z. h- Z,)' '
X,=— (X,4-X3...-hX„), Y. =-(Y,4-Y3-f-...-+-Y,),
Z, = — (Z, -hZ,4....4-Z„).
L'ensemble de toutes ces équations suffit à déterminer les directions des lignes de jonction ou des côtés /'t , r,, . . . , r„_i, ainsi que les forces Xj, Yi, Zi qui mesurent la résistance du point initial de la portion de polygone, quand les autres forces sont connues. Si Ton assigne en outre les longueurs des côtés et les coordonnées Xi, >i, «i du point initial, on déterminera les coordonnées des autres points à Taide des équations suivantes, qui sont une conséquence
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du principe des projections :
X2 = ^, — r, cosa,, 7, = j, — r, cos6„ 2, = z, ~ r, COS7,, x.v=jr,-— Ticosa, — r,cosaa, fi=jri — ''icosê, — rjCOsSj, Zj==.. ,
-r,=jr, — r,cosai — r^cosai — ... — /•/i-iCOSa;,.,, ^.=..., s^=..,.
Si les deux extrémités sont fixes ou si leurs coordonnées (^nji» ^1)1 (-^«9 Jî> ^f) sont données et constantes, les deux forces Pi, P„ appliquées à ces extrémités, ou leurs composantes Xi, Y|, Zi,X„, Y^, Z„ qui mesurent les résistances des deux extrémités fixes, devront être comptées parmi les inconnues du problème; on n'a plus a déterminer les inconnues x„,j^„, z„ qui sont alors données, mais elles sont remplacées par les trois inconnues X„, Y„, Z„. On a alors, toujours en vertu du principe que la projection algébrique de la somme est égale à la somme algé> brique des projections,
jr, — ^n = r, cosa, -f- r,cosa, -f- • • • -f-''ii-i cosa„_, , ri — /#, = n cos6, -h r^ cosê, -h ... -H r^i cos6«_, , 2, — z„ = r, COS7, -h rjCOS7, -h ... -h r^^ cosfn-i ,
et en substituant pour cosai, cos Si, cpsyi , cos^t, cosëi , . . . leurs valeurs, on a pour déterminer X,, Yj , Zi les équations
VXJ-hYÎH- ZJ VIX. -h X.)' -h (Y. -t- Y,y -h iZ. -h Z,;2
r,_,(X, -hX.,-f- ..-f-X„_,)
v/x;VY;+2f v'(x. -1- x,)'-+-(Y, + y,)' -<- (z, 4-z.)'
\/ix.7-+- . . . +x7Ii)'+(YH^7";"-hy^'",)>H-(Zi+ . • -hZ„-i)' ' ^' ^"'
3l8 StATIQVE.
V^Xy^YÏ+Z; v^(X,-f-X,VH-(T.-+-T0'4-(Z.4-Z,)*
r„.fZ^^^Z,-f-...-^Z^.) ^(X,-4- . . . +X._,)»-h(Y.-f- . . .•+-Y._,)'H-(Z,+ . . .H-Z^.)'
Xm , Y„, Z. , seront données par les équations
An ^ — [ X| -f- X| -+- . • . + X|»»| ),
Y« = — (Y. -hT,4-, . . 4-T^O.
les angles «i 9 êf, /i , «i ,. .., seront exprimés comme précédemment an moyen des forces Xf , Y| , Zi , X| , . . . .
Si le pol]^ne est fermé, il faudra faire dans les équations qui précèdent
et Ton en déduira les valeurs de X, , Y| , Z| , ainsi que les angles «i , S| , 71 , «i^ . . « yn^f Les composantes de la force exercée au point de jonction des lignes r^ et /*„ seront
X -hX*=: — {X, 4- X,-f-. . . H- X.^.), Y. 4- Y, = - (Y, -|-Y,H-. . . H- Y...), Z, 4-Z. = — (Z,-|-Z,+...H-Z._.).
140. Si les directions de toutes les forces, à rexception de celles exercées aux deux extrémités du polygone, sont parallèles, et qu^on prenne pour axe des z une ligne parallèle à la direction commune, on aura
Xj = Xs = . . . = X,^_i =0, Yj := Y, = . . . = Y,H-i = o. Ces valeurs, substituées dans les équations dn n^ 138,
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ramènent les équations d'équilibre aux suivantes :
•^1 — ^t *3 — J"3 __ _^ ^n— I "*" ^m ___ Xi Xa
ji — rt "^ri - ^'3 r—i — r» "~ t;^ "" X'
Xi Zt -+- Zj
Xa — Xf Z% — ï, .
X, _Z.+Z,-hZ,
J^j ^"^ ^4 Zj ■■■■ S4
X| Z| -f- Zj -ï- . • . -+- Zj|_i
X, -+- X„ = o, Y, -f- T„ = o, Z, -h Z, H- . . . -h Z, = ov
Il résulte des premières équations que tous les points du système doivent être situés dans un même plan vertical» Si Ton prend ce plan pour plan des z.r, on aura
ri =r> = • • • = J"» = o> Y, = Y„ = o ; si Ton désigne en outre par 71 9 71 ^ • • • 9 7n-t « 1^^ angles que les lignes r^ , r, , . . . , r..i font avec l'axe des z, on aura
.ir, — X, =■ r, sin 71 , Xj — x^ = r, siny, , • . . ,
4r,^-, — «„ =r r,^,sîn7,^-„ z, -*- 2, =3 r, COS71 , 2j — Z3 =r r, COS79 . . . ,
Les équations d'équilibre deviendront alors
sin7i COS71 X, Z, -f- Z,
sin7, COS73
X, Z.-f-Za-f-Zs
SID73 COS
X| Z| ^— Zj •+• • . . -|— Z/,..|
Mn7«-, cos7,_,
et si Ton se rappelle que lorsque deux fractions sont égales, elles sont aussi égales à la troisième fraction que Ton obtient en divisant la différence des numérateurs par la différence des dénominateurs, on aura
Al —
colyi col7a — coty, coty^— coty,
Zn— I Z,|
cot7,_, — col7„_, cot7„_,
Si dans ces fractions on multiplie à la fois et respectivement les numérateurs et les dénominateurs par sinyï, sinyisinytj siuyjsinys,. . . , siny«_, , on pourra donner aux équations d'équilibre celte nouvelle forme
V — T sjpyi __ sin7,siD7, __ sin7,8in7,
A| — ijy -z T- — £j2 — : — i^i —. — ; = ...
gjn /5 \ «°17'~7») sin(7,— 7,)
un g -7.)
_« sin7n_aSiD7»,i __^ sm7^_,
sin 7„«a — 7„_,
sin
>in(7.:,-^)
La tension T,„ en chacune des extrémités de Tud quelconque des côtés r„ sera (n^ 138) la résultante d'une force horizontale ±: X, et des forces verticales Zj, Z) , . . . , Z„ transportées à ces extrémités. On a ainsi
Tm=± v^Xf-h(Z.-hZ,-*-...-hZ«)'
V sm'7« sin7,
La composante horizontale de la tension sera donc partout égale à ±: X, = =h X„.
Si Tune des extrémités du polygone est fixée, c'est-àdire si .r, et z^ ont des valeurs fixes déterminées; si de plus les lignes de jonction ou les côtés /"i , r,,..., r„ ainsi
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f{De les forces Zi , Zf ,..., Z„ , X,, sont données, les angles 7i > 7t VI 7ii 1 ainsi que les forces Xi el Zi qui représentent la résultante du point fixe, seront déterminées par les équations suivantes,
Xi = — \kf Z, = — (Z, -h Z, H-. . .Z„),
Art
coi7»«, = — i
Z» -|— Z,i,_i -|— . . . -f- Z? Z| Zf
61 les coordonnées des points de jonction ou des sommets du polygone par les équations
jr, = 4r, — /-, siny,, 2i=2i — r, C0S7,,
j-, = «, — r, sin7, — r, sinY, , Zj = r, — r, cosy, — r, cosy, . . .
Si les deux extrémités du polygone sont fixes, si par conséquent x^, z^, a:„, z„ sont des quantités données, X, et Zi , X„ et Zii deviennent des grandeurs inconnues, représentant les pressions supportées parles deux points fixes, et Ton déterminera leurs valeurs parles équations
Xi -h X« = o, Z, -+- Z, -f- . . . -h Zfc = o, r.Xi ra(X, -hXa)
V/Xf+Yf s/XÎH-(Z.+Z,r
v^x; -h{z. +Za4- . . . -^^n^^y
Vx;-i-z; ^xî-i-(z,+z,)
r,,.(Z,-hZ3 + .. -hZ,_.) _
s/XÎ-4-(Z.-f-Z,4- ...-4-Z.«.)
3a 2 STATIQUE.
Les angles y, , yi,..., y„ el les cooinloniiécs des poînls de jonction seront d'ailleurs déterminés comme précédemment.
141. Si le système donné de points est un cordon parfaiiemcnt flexible, de poids uniforme et de longueur invariable, la courbe suivant laquelle il s'arrondit dans le cas d'équilibre, ses deux extrémités étant fixes, prend, comme nous l'avons déjà dît, le nom de chaînette.
Appelons s la longueur d'un arc de chaînette, k le poids de Tunité de longueur, Q l'angle que la tangente au point (x, z) fait avec Taxe des z, on aura
les équations d équilibre établies dans les numéros qui précèdent
Y __Z«sin7«_,sin7„ sm(7«., — 7«) deviendront
Y -. /• sin' Ô €Ù
dô
cl l'on en tirera
^ si»'Ô X sinô
dz = cosQds = .
A' sin'O
Si Ton prend le point le plus bas de la chaînette pour
origine des coordonnées, on aura en ce point ô=-; et si
l'on intègre les équations qui précèdent par rapport à 9
depuis -jusqu'à ff, on aura
# =r — colG,
A* 2 X- \5mô /
On CD tirera encore
sinO=— ^-— , co90 = y ^ , ,
Xi -i- kz X, H- Az
9 iH-cosô X, -+- H'+- v/a^X.z-f-^'z»
COt - = r-T — = TZ
2 smO X|
X, -H ^« — VaAX.i -h X»z'
et par conséquent, en posant — = n,
et en passant aux nombres
et nous retrouvons Téquation de la chainette sous sa forme habituelle.
Si Ton désigne par T la tension au point quelconque (jT, z)^ puisque la composante horizontale de cette tension est partout égale à Xi, on aura
TsinOrrX., T=-^ = X.Vn-cot^Ô,
sm 0
et, parce que i= — col»,
U en résulte que la composante verticale de la tension est égale à ks^ comme on pouvait le conclure du n^ 140, c^est-à-dire qu'il est égal au poids de la portion du cordon comprise entre le point {^r^j) et le point le plus bas. Si Ton appelle p le rayon de courbure de la chainette au point (or, j^), on aura, comme on sait,
dz^ lïF
mais on a pour la chaînette
^ a dx
dx dz
Tz
et cndiflférentiant
ds dx d^x
dz dz df '
OU en substituant pour 5 sa valeur
ds dx^ d'x
mais
dx ds . ^
et, par suite,
dx ^ rr ' n ï * ^* ak ds ih dz dz dz T dz
dx
on aura donc, en substituant cette valeur de -t->
as
a^k^d^ d*x ' \dz) V
ds*
et, par conséquent, p étant le rayon de courbure dé la chaînette, on aura
Au point le plus bas, 6 = -^ donc
f = fl = -7- et Xi = p ^' ,
c*e8t-a-dire que la tension horizontale de la chainette est égale au poids d'une portion de la courbe dont la longueur serait égale au rayon de courbure du point le plus bas.
Si, reprenant l'équation
»= — û -h ifl I c** -f-e • )♦ on développe les expouentiellea en série, on aura
X^ IX
Pour de très-petites valeurs de j7, c'est-à-dire tout près du sommet ou du point le plus bas, on aura
X = - — y X' = 2az,
3a6 STATIQUE.
Près de ce point la chaînette se confond donc avec une parabole dont le paramètre est a.
\ 42. Il est intéressant de chercher les conditions d'équilibre d'une chaînette liée à un pont horizontal qui lui est suspendu par des tirants verticaux très-rapprochés Tun de r autre. On peut communément négliger le poids de la chaîne et des tirants, et ne tenir compte que du poids beaacoup plus considérable du pont. Appelons k le poids d'une longueur du pont égale à Tunité, on aura
Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation d'équilibre (nMiO)
T — 7 si"7i'»-tsi"7ii _ V
A.| — li^ , . - — — Au ,
on aura
ksin'O dx
JO
d'où, en posant toujours -rT = ^)
d^ j , ^ cotOrfO
dx='^a . ,-y dc = arcot9 = — a — r-rr- • sm^O sin'O
Si Ton prend pour origine des coordonnées le point le plus bas A (^g. 32) de la chaînette pour lequel 9 = -i
et que Ton intègre par rapport à Q depuis ~ jusqu'à 0,
on aura
X = fl cet 0 , z = - cet' 0 ,
et, en éliminant 9,
équation d'une parabole. Ainsi donc la chaînette d'un
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. S'i^
pont suspendu, lorsqu'on néglige le poids de la chaîne et des tirants^ est une parabole dont le paramètre est a a. Soient Xiy 2|, — Xt, z^ les coordonnées des deux points de suspension; oi) pourra regarder r^, Z| et ^1 + ^1 comme des grandeurs connues, et Ton aura, pour déterminer les trois inconnues X| , x^ , Xi les trois équations
• . *i Al
/ étant la longueur du pont comprise entre les points de suspension. On trouve alors
JT»
ces équations serviront à déterminer les longueurs des tirants, la position du point le plus bas, et la compo* santé horizontale de la tension de la chaîne. La tension au point {Xy z) sera donnée par Téquation
sin ô
La composante verticale de la tension sera égale, comme on Ta déjà vu, au poids de la portion de chaîne comprise entre le point (x, z) et le point le plus bas de la chaîne.
143. Reprenons les formules des n®* 138 et 139 qui expriment les conditions d'équilibre d*un système quelconque de forces appliquées aux sommets d^un polygone funiculaire, et appliquons-les au cas où toutes les forces P, , P| , . . . , P„.i partagent en deux parties égales les angles (lu polygone. Puisqu^à chaque point ou sommet (^myy'm'i ^m) I» foicc P^ cst U résuluntc des deux leu-
SKins T^.f , T^, et qu'ici la force P., fait des angles égaux avec les deux cordons, on devra avoir
La tension sera donc la même à tous les sommets du polygone, et égale à celle que les deux forces égales P^ et P„ exercent k ses deux extrémités.
Si Ton désigne par a„ Tangle du polygone au point (x^jXmy ^m)) oïï aura, puisque P^ est la résultante des tensions T^ et T,»»i ,
P-, T, T„sin« I
«j — = , P«i = =r 2Ta, COS - qe.
Sina . 1 .1 2
8in -a sin — a
Si les deux côtés r„ et r„^i sont égaux, et qu on appelle pm le rayon du cercle qui passerait par le point (x^^y^^z^) et les deux sommets les plus voisins du polygone, à droite et à gauche, on aura
r„ = 2p«cos-a, et par suite P^ = =
144. Considérons encore le cas où les points de jonction, les sommets du polygone, sont assujettis à rester sur une surface dont Péquation serait L = o ; c'est comme une liaison nouvelle ou une nouvelle condition d'équilibre. Dans les équations déjà établies^ il faudra remplacer les composantes X^, Y«, Z« par les quantités
En outre des tensions subies par les côtés du polygone, cl qui ont la même valeur qu'auparavant, il faudra tenir compleen chaque point jrB.jj'rt,, z^ d'une pression nornlalc à la surface L = o. Si Ton désigne cette pression par N«, on aura
et, si l'on appelle «,„, A^, c^ les angles que la normale fîit
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avec les axes coordonnes,
cosaM =
cos6« =
V(D,.L)' + (D^.L)' + (D..Ly'
v/(D,^L)»4.(D,.Ly4-(D,,L)»
l,D,^L=N»,cosii^, ^«D,^L = N«cos^«, X,D,^L=N«cosi?«.
Il faudra donc dans les équations des n°* 139, 140, 141 , i^emplacer X„, , Y« , Z^ par
X« — N«cosa«, Y« — Nwcosiai, Z«— •Nwcosci».
Les mêmes modifications s'appliqueront au cas d'un cordon pesant, parfaitement flexible et de longueur invariable, qui serait assujetti à s'appuyer sur une surface L= o. Si Ton fait la substitution relative à X„ , Y^, Z„ dans les équations du n? 139, on aura pour les équations d'équilibre ;
Xi — N, cos<», =i T, cosQt, ,
Xj — NiCOSfla = — T,cosai -hTaCOSa,,
X3 — N3 coa ^s = — Ti cos a» +Ts ces a^ ,
X, — N„ cos fl, = — T»-., ces a„_i ,
Y| — N| cos 6, s=:T|C086, ,
Yj — Na cos ^j = — T| cos 61 + Ta COS 6a ,
Yi — N3 COS ^3 = — TjCOsSa H- T3 COS 63 ,
Yn— N, COS Ô« =: — T^, COS 6^, ,
Z| — N, oos Cl = T| C0S7, ,
Za — Na COS Ca = — T| COS71 •+■ Tj COS^a, Zj N3 COS f , = — T2 cos 7a + Tj COS73 ,
Z„ — N„ cosr;,:=: — T„_, ros7„l, .
33o STATIQUE.
On tire de ces équations
T«cosafl,=(X|-hX,-h. . . -f-X«) — (N,cosû,-»-...-+-N«cosa«'i, T«cos 6«=:(Y, -I- Y, -h . . . -f- Y») — (N, cos 6,-f-. .. +N,cos^«), T«cos7„=(Z, 4-Z,4-. . .-f-Z«) — (N.cosc, -+-... -h N„cosc,).
145. Pour trouver les équations d'équilibre d'une chaînette assujettie à reposer sur une surface donnée, il faudra dans les équations qui précèdent, en désignant par Al le poids de Tunité de longueur de la courbe, faire
X«=o, Ym=o, Z,=irftf,
dx dy dz
cosa« = — F cos€«=-~» cos7«=— î N,=:N4r,
N étant la pression supportée par une longueur de la courbe égale à Tunité, dans la supposition que cette pression est partout égale à celle qui s'exerce au point {x^j^ z). Les équations du numéi*o qui précède deviennent alors
T^=X,— /Ncosûi/i," T^=:Y.— /Ncosirfi,
ds "^ ds *'
T ^ = Z| + A /rfj -^flicoscds,
V — T ^' V — T ^•^' «7 — T ^*' dst dsx dsix
X|-f-X« — yNcosaW!r=o,
Y|-hY„~/Ncos*rfj=o,
Z, -f-Z„ — J"Ncoseds=o.
Diilérentiées par rapport à 5, les trois premières éciuations donnent
djdx ^^__j.. ^^ tILI — _Ncos^
ds ils ds^ ' ds ds ds^
d'Tdz ,^d'z , ^^
—••7- 4-T-— - :r=:/— NcOSr.
as ds ds^
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Si l'on niuliiplie respect! vement ces équations par
dx dr dz » i • ^ -^ ,
— > —-» —1 et qu on les ajoute en ayant égard aux équations
\di) ~^\dl) "^ W "^'^ ^J 'dF'^dJ'dP'^didF^^'
on aura
ds t àz -. f dr , djr dz\
-r- = A --- — NI COS a -7- 4- COS 6 H^ -H COS C "7 ) = o,
dt ds \ ds ds ds)
Mais puisque a, h^ csont les angles que la normale fait avec les axes, on a
dx dy dz
cosa -; — h C08 6 -r- -h cosc -p = o ,
ds ds d%
on aura donc
ds ds
Si Ton prend pour origine des coordonnées le point de la chaînette où la tangente est horizontale, et si Von appelle To la tension en ce point , Fintégraliou donnera
1 46. Si le cordon est sans pesanteur et étendu sur une surface courbe de forme telle que le (il puisse la suivre partout ou la toucher en tous ses points, il faudra dans les équations du paragraphe précédent faire A=o, ce qui donnera T = T» , c'est-à-dire que la tension sera la même en tous les points \ on a en outre •
33a STATIQUE.
dT et, parce que — = o,
T-— 4-NcoSflf = o, T-rr-hNcosô=o, T-r--hNcosc=o, ds^ ds* ds*
1Û^ _ ds^ __ ds*
cos a *^ cos b cos c
c'est-à-dire que le rayon de courbure coîacide avec la normale à la surface. On aura enfin, puisque
ces' a -+- cos' h -h cos'c = i ,
et, comme en appelant p le rayon de courbure de la courbe ,
il viendra
fd^xy (d^ry {dHy^
la pression normale N est donc inversement proportionnelle au rayon de courbure, ce qui s'accorde avec le résultat déjà obtenu n^ 143.
147. Nous nous arrêterons moins longtemps aux applications du principe ou de Téquation des vitesses virtuelles, parce qu'elles sont beaucoup plus connues.
Nous avons vu que pour un système donné de points matériels soumis à Paclion de certaines forces, le nombre des équations d'équilibre est nécessairement égal au nombre des variables indépendantes, c^est-à-dire au nombre des coordonnées variables dont il faudrait déterminer la valeur pour rendre chaque point entièrement fixe.
Considérons d'abord un point isolé : sMl est libre, SCS trois coordonnées pourront varîer indcpcndammeut
Tune de Tautre, il y aura donc trois équations d^équilibre. Si le point est assujetti à rester sur une surface, Tune des coordonnées sera fonction des deux autres , et le nombre des Yariables indépendantes se trouvant réduit alors à deux, il n'y aura plus que deux équations d'équilibre. Enfin si le point est assujetti a rester sur une courbe, deux coordonnées seront fonctions de la troisième, qui pourra être regardée comme seule variable indépendante, et il n'y aura qu^une équation d'équilibre.
Considérons encore un système de forme invariable, et du reste libre dans Tespace, on fixera tous ses points en en fixant trois pris à volonté. Les positions absolues de ces trois points dépendront de nepf coordonnées ou variables liées entre elles par trois équations de condition exprimant Tinvariabilité de leurs distances mutuelles. Il restera donc en tout six variables indépendantes, et, par suite, il n'y aura pour un système de forme invariable, mais libre dans Tespace, que six écpations d'équilibre.
Si Tun de ces trois points devient fixe, ses trois coordonnées deviennent constantes, les six variables indépendantes se réduisent à trois; par suite il n'existe que trois équations d'équilibre pour un .système de forme invariable assujetti à tourner autour d'un point fixe.
Enfin si le système est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, il n'y aura plus qu'une seule variable indépendante, et par suite qu'une équation d'équilibre.
Après avoir déterminé quel est, pour un système donné, le nombre des équations d'équilibre nécessaires et suffisantes, nous allons montrer comment on peut déduire toutes ces équations du principe des vitesses virtuelles.
Lorsqu'on connaîtra un mouvement compatible avec les liaisons du système ou que le système puisse prendre, il suffira évidemment de calculer les valeurs particulières
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, ilx dy dz . . -Il
des composantes — > -^j ~9 des vitesses virtuelles relatives au mouvement en question, et de les substituer dans la formule
(i) 2{Xi/r-+-*Y^/-+-Zrfz) = o
pour obtenir une équation d'équilibre. Si donc Ton connaît d'avance autant de mouvements distincts compatibles avec les liaisons du système qu'il y a de variables indépendantes, on en déduira immédiatement toutes les équations d'équilibre dont on a besoin.
Le nombre de ces mouvements virtuels devra évidemment être 3n — m, si. n désigne le nombre des points donnés et m le nombre des liaisons auxquelles on les suppose assujettis.
148. Pour montrer une application de la formule (i), concevons que les liaisons établies entre différents points M, M', M",... permettent d'imprimer à ces mêmes points un mouvement commun de translation parallèlement à l'axe des x. Ce mouvement de translation sera un mouvement virtuel, dans lequel les vitesses virtuelles u, &>', (ù'\ . . . seront égales entre elles ; et si, pour fixer les idées, on suppose le mouvement dirigé dans le sens des x positifs, on aura évidemment
dx _dT' _(lr^__ _ dy_ df __ dy" _ _
Tt-^'^'dr "*' lî'"Tt~~dF ""'
dz _dz^_dz^_ _ di~~ dt 'dî ' *
par suite 9 la formule (i)« donnera
et comme, par hypothèse , la vitesse commune o) n'est pas nulle 9 on tirera de l'équation (2).
De même, si un mouvement commun de translation ^ en vertu duquel les différents points acquerraieut simultanément des vilesses égales et parallèles à Taxe des j^, ou à Taxe des z, est virtuel, c'est-à-dire compatible avec les liaisons données, la formule (i) entraînera Téquation
ou la suivante
Concevons maintenant que, «ans troubler les liaisons établies, on puisse imprimer au système des points A', A"^ A"', ..• un mouvement général de rotation autour de Taxe Aes x\ et supposons, pour fixer les idées, que ce mouvement soit direct : la courbe décrite par le point {Xyy^ ^), dans le mouvement virtuel dont il s^agit, sera un cercle dont nous désignerons le rayon par r, et dont les équations seront
(6) * = consunte, *» +/' = r*.
Or, si Ion différentie ces équations par rapport au temps,
on trouvera
, . dx Hy dz
D'ailleurs, dans un mouvement de rotation direct autour de l'axe des x, le point (a:, y^ z) sera porté du côié des z positifs ou du côté des z négatifs, suivant que l'ordonnée j^ sera elle-même positive ou négative, et parconséquent le coefficient différentiel -7 sera une quantité
de même signe que j. Cela posé, on tirera de la seconde équation (7)
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Ajoutons que si Ton nomme 5, 5', . . . les arcs de cercle décrits par les difterents points à la fin du temps t \ r, r',... les rayons de ces mêmes cercles, et A^^ As',. . . les accroissements infiniment petits que prennent les arcs 5, s'^. . , pendant l'instant Af, on aura évidemment
^s As* 1 As I as'
r r' ' r At / M
.et par suite
I (is I ds'
ou plus simplement
donc les vitesses virtuelles des différents points seront proportionnelles aux rayons des cercles décrits. Si Ton appelle u la vitesse du point situé «à Tunité de distance, pour lequel r = i, h sera la vitesse an§;ulaire du sys- • tème, et Ton aura
(10) to = «r, »' = «/•', »"=:«/•",.. .
Cela posé, les équations (7) et (8) donneront dx dy dz
on trouvera pareillement
dy dy , dz'
puis on tirera de la formule (1)
[(jï-2Y)-+-(r'Z'.-z'Y')-H...J«=^o, et comrae^ par hypothèse, la quantité a n'est pas nulle,
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on trouvera déGnid vendent *
De même, si un mouvement général de rotation en vertu duquel chacun des points M, M', M",.--» décrirait autour de Taxe des j- ou des z un arc de cercle proportionnel à sa distance à cet axe élftit virtuel, C*est-à-dire compatible avec les liaisons données, la formule (i) entraînerait l'équation
(12) (sX — xZ) -^ (s'X'— x"l) + . . . = 2(Xz — Zx) = o,
OU la suivante
(i3) (xY— rX)4-(x'Y'~j'X') + ... = 2(Y^-Xj) = o.
Les équations d'équilibre ainsi trouvées, (3), (4), (5), (il), (la), (i3) sont précisément, comme on devait s^y attendre, celles qu'on obtient en égalant à zéro les soipmes des projections algébriques des forces P, P, P",. . ., ou de leurs moments linéaires sur les aices des x, ^, z. Ajoutons que chacune des sommes ainsi calculées coïncide avec Tune des projections algébriques de la force principale ou du moment linéaire principal*
149. lorsque les points M, M', M'', • . . , composent un système invariable de forme, mais entièrement libre dans l'espace, les six mouvements généraux de translation pa* rallèlement aux axes coordonnés et de rotation autour db cesaxes sont compatibles avecles liaisons dece système. Par saife la formule (i) entraine les six équations (3), (4), (5), (il), (12), (i*3). D'ailleurs, dans la même hypothèse, celles desyariablesa:,^, *,x', j', z', x",y, z",x"',y", z"',..., que l'on peut considérer comme indépendantes, se réduisent évidemment à six. En effet, puisqu'on suppose les points M, M^ M'^, . . ., liés invariablement les uns aux ï. 22
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a&tres, la position de chacun d'eux sera coinpléleineul déterminée dans Fespace, si Ton connaît la position des trois premiers, c'est-à-dire les coordonnées x^ y^ z^ •^^ y\ ^\ ^"i j\ ^"' De plus les trois points M, M', W étant liés eux-mêmes par trois droites invariables, les neuf coordonnées dont il s'agit seront assujetties à trois équations de condition, en vertu desquelles trois de ces coordonnées deviendront fonction des six autres. Donc il n'y aura eilectivement que six variables indépendantes^ et les six équations qu'on obtient en égalant à zéro les sommes des projections algébriques des forces données ou de leurs moments linéaires sur les axes des x^jy z suffiront pour assurer l'équilibre. En d'autres termes, il suffira pour l'équilibre que la force principale et le moment linéaire principal s'évanouissent: ce que nous savions déjà.
Si un système invariable de forme était retenu par un point fixe, les mouvements de translation dirigés parallèlement aux axes cesseraient d'être des mouvements virtuels, puisqu'ils ne pourraient avoir lieu sans rompre les liaisons établies. Mais, en prenant le point fixe pour origine des coordonnées, on pourrait encore imprimer au système des points M, M\ M",. . «, un mouvement de rotation autour de l'un quelconque des axes coordonnés. Par suite, la formule (*]) entraînerait toujours les trois équations (ii), (i2),(i3)^ et ces équations,dont le nombre serait précisément égal à celui -des yariablcs indépendantes, suffiraient pour assurer l'équilibre.
Si le système iuTariable était retenu par deux points fixes, un mouvement virtuel ne pourrait être qu'un mouvement de rotation autour de l'axe fixe passant par ces deux points, et la formule (i) ne fournirait plus qu'une seule équation d'équilibre relative à ce mouvement vir* tuel. Si l'on prenait l'axe fixe. pour axe des 2, l'équation unique d'équilibre serait celle qu'on obtient en ajoutant
les projcclions algébriques des moments linéaires des forces sur cet axe, et égalant la somme à zéro, c'est«>àdire TëquatioD (t3). Il est d'ailleurs facile de voir qu'il n'existe dans le cas présent qu'une seule variable indépendante.
Si le système invariable pouvait recevoir, non-seulement un mouvement de rotation autour de l'axe des z^ mats encore un mouvement de translation parallèlement k cet axe, ces deux mouvements virtuels fourniraient les équations (5) et (i3), qui suffiraient pour assurer l'équilibre i^
Enfin si les points renfermés dans le plan des ay sont assujettis à n^en jamais sortir, le mouvement de rotation autour de Taxe des z et les mouvements de translation dirigés parallèlement aux axes des x^ y fourniront pour le système invariable trois équations d'équilibre, savoir les formules (3), (4)) (>*^)* Comme dans la même hypothèse le nombre des variables indépendantes sera égal à trois, les équations dont il s'agit suffiront pour exprimer les conditions d'équilibre.
Les conséquences que nous venons de déduire du principe des vitesses virtuelles s'accordent donc évidemment avec les résultats auxquels nous étions déjà parvenus par la considération directe des projections algébriques des forces et de leurs moments linéaires.
150. Concevons maintenant que les points M, M', M'' étant assujettis à des liaisons quel'conques , les forces P, P', P' qui sollicitent ces mêmes points, se réduisent à des poids. Admettons en outre que Taxe des x soit vertical et que les .r positives se comptent dans le sens de la pesanteur, on aura dans ce cas
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et la formule (i) donnera
(Ix dx' dx"
(l4) p:if-KP'î^-hP"~--|-...=rO.
^ ^' (U dt dt
D'ailleurs si Ton nomme \ Tabscisse du centre des forces parallèles P, P', P'^ respectivement appliquées aax points M, M', M'^. . ., c'est-à-dire, en d'autres termes, l'abscisse du centre de gravité du système, ou aura
et par snite
^ dx ^ (br? ,^ ^, , #/ Ç
P^-^hF -7- -4-...= P-f-P'-l-.. -/• di dt ^ ' dt
Donc la formule (i4) pourra être réduite à
Or il résulte de cette dernière équation que dans tout mouvement compatible avec les liaisons du système, la vitesse virtuelle du centre de gravité, étant projetée sur l'axe des x, donnera une projection nulle. Donc pour qu'il y ait équilibre entre différents poids, il est nécessaire et il suffit que dans cbaquc mouvement virtuel la direction primitive de la vitesse du centre de gravité soit horizontale, ou, ce qui revient au même, que l'ordonnée du centre de gravité soit un maximum ou un minimum.
151. Nous avons vu que dans le cas ou toutes les forces du système sont soit des attractions ou des répulsions émanant d'un centre fixe, soit des attractions ou des répulsions maténelies exercées entre les divers points du système, la somme 2 (Xdx -f-Yr/^-hZrfz) était la différentielle //U d'une fonction U des coordonnées de ces
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points; comme dans le cas d'équilibre on doil avoir
on devra avoir aussi
(16) dV = o,
et il résulte de cette dernière équation que Téquilibre correspond à une valeur maximum ou minimum de la fonction U. Mais il y a entre le maximum et le minimum de cette fonction une différence essentielle sur laquelle il importe d'appeler Tatteution.
On dit que l'équilibre d'un corps ou d'un système de points est stable lorsque, eji écartant tant soit peu les points de leur position d'équilibre, ils tendent à y revenir. . On ditau contraire que l'équilibre, est instable^ lorsque écartés de leurs positions d'équilibre les points non-seulement ne tendent pas à y revenir, mais tendent à s'en écarter de plus en plus, de sorte que le corps finisse par chavirer. Enfin l'équilibre est indifférent^ le corps est asiatique^ si , lorsqu'on écarte les points de leurs positions d'équilibre, ils ne tendent ni à y revenir, ni à s^en éloigner davantage. Cela posé, les équations fournies par le principe des vitesses virtuelles, ou, ce qui est la même chose, par la condition du maximum ou du minimum de la fonction U, sont communes aux deux états d'équilibre; mais le maximum convient à la stabilité et le minimum à l'instabilité, comme on le prouve en dynamique par le calcul des variations. Dans le cas de la pesanteur ou des corps pesants, Tordonnée du centre de gravité est, comme on l'a vu plus haut, la quantité qui devra être un maximum ou un minimum lorsque le système sera en équilibre, et réciproquement \ de plus, le maximum de l'ordonnée répondra au cas de l'équilibre stable, son minimum à l'équilibre instable ou instantané. En résumé, la condition d'équilibre
34^ STiLTIQDfl.
d'un système quelconque de corps pesants oonsûte en ce que le cenure de gravité du système entier soit le plus bas ou le plus haut possible : s*îl est le plus bas possible, Féquilibre est stable ^ s'il est le plus haut possible, Téqui* libre est instable. En d'autres termes, si, quand on écarte infiniment peu le corps de sa position d'équilibre, le centre de gravité monte, l'équilibre est stable, le corps y reviendra ; si le centre de gravité descend, Féquilibre est instable, le corps s'en écartera de plus en plus ; si le centre de gravité ne monte ni ne descend, le corps restera dans la seconde position qu'on lui a donnée, il est asiatique.
152. Appliquons enfin le principe des vitesses virtuelles au cas où des forces invariables de direction comme d'intensité, et toujours appliquées aux mêmes points, agissent sur un système de points assujetti à des liaisons quelconques et mobile dans l'espace. L'équation générale d'équilibre
devra encore être vérifiée pour tous les mouvements pos* sibles du système. Mais puisque dans tous ces mouvements les forces exercent leur action avec les mêmes intensités et dans les mêmes directions, X, Y, Z peuvent être regardées comme des constantes, la somme sous le signe £ s'intègre immédiatement, on a
telle est donc ici la fonction qui dans le cas d'équilibre devra être un maximum ou un minimum.
Si toutes les forces sont parallèles, qu'on prenne la direction commune pour axe des x, et qu'on admette que la force centrale du syslème n est pas nulle, on a
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el£X;r est la qaantilé qui dans le cas d^équilibre doit être un maximum ou un minimum. Mais comme eu appelant l l'ordonnée du centre des forces parallèles on a
^ = Tx •
^ devra être a son tour un maximum ou un minimum; c'est-à-dire que dans Vétat d'équilibre dun système sou» mis à des forces parallèles^ le centre de ces forces pon rallèles, compté à partir. d'un plan perpendiculaire à la direction des forces^ ileura être le plus bas ou le plus haut possible ^ c'est ce qui a lieu^ par exemple^ pour la chainette.
Si toutes les forces sont parallèles à un même plan, au plan des xj par exemple, on aura Z = Of et, sous la condition que la force centrale ne sera pas nulle, U = 2 (Xx -+- Y^) devra être un maximum ou un minimum. Si Ton projette toutes les forces sur le plan des xy^ et qu'on appelle Xo, Jo les coordonnées du point central des projections dans ce plan, on aura (n^ 99)
'^•"" (2;X)»-h(sy)» '
_ lY(2X;g-H;Yj)— 2X(2Xj'-lYx) •^•"" (2X)»-4-(2Y)»
Si.maintenant on choisît le système des coordonnées de telle sorte que l'axe des x devienne parallèle à la direction de la forée principale ou centrale du système,
» = v^(ZX)*-h(ZY)», on aura
,Y=o, ..= — j3r^^=ix'
et puisque dans le cas d'équilibre U doit être maximum ou minimum, il en sera de même de x^. Ainsi dans le cas
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d^ équilibre de plusieurs forces parallèles à un plan y la distance du point central des projections des forces sur ce plan à un second plan invariable perperidicU" laire à la direction de la force principale, défera être un maximum ou un minimum.
Continuons de prendre pour axe des x une ligne pa* rallèle à la direction de la force principale, que nous sup* posons n'éire pas nulle, et désignons par x^^y^ les coordonnées du point central des forces projetées sur le plan des 3cy\ puisque %Y = o, R = SX, ou aura
Si Ton appelle x\^ z\ les coordonnées du point central des forces projetées sur le plan des zx^ on aura de même
Z(Xx-hZ«) , _ ï(X? — îx)
Désignons enfin par x\^ y\^ z\ les coordonnées du point central de toutes les composantes des forces données parallèles à la résultante principale R, on aura
. 2Xa:
et, par suite,
U = 2:(Xjr-+-Y^--+-Zz)=R(^a-4-x, -u.;) = Rx,, '
Xi étant Tabsciase du point central de trois forces égales et* parallèles appliquées aux points (xo, y^, o), (x\y o, 2 J, (x\^ y\^ z\)^ les deux premières dans le même sens, la (roisième en sens contraire. 11 eu résulte que la dislance de ce point central à un plan perpendiculaire à la difaction de la force principale sera, dans le cas d'éifui" libre, un maximum ou un minimum.
Comme on a
'^ di fit
on en conclut que si Ton applique la force principale du système au point central dont Tabscisse est x^ le moment virtuel Je cette force centrale sera égal à la somme des moments virtuels des forces données, et sera nul comme elle dans le cas d'équilibre.
QUATORZIÈUË LEÇON.
Du changement de coordonnées dans les questions de mécanique. — Transformation des coordonnées rectilignes et rectangulaires en coordonnées rectilignes et rectangulaires — Expressions dÎTorses qui ne Tarient pas dans le passage d'un système à Tautre. — Paramètres différentiels du premier et du second ordre. — Conditions que doit remplir une fonction de deux on trois coordonnées rectangulaires pour dcTcnir indépendante de la direction des coordonnées. — Expression du paramètre du second ordre en coordonnées polaires. — Coordonnées cnrrilignes de M. Lamé. — FoncUons-de-point. — Conditions d'orthogonalité. — Constance des paramètres. — Lignes et rayons de courbure des surfaces orthogonales.
153. Soient x, y y z les coordonnées rectilignes d*un point M relatives à trois axes rectangulaires; x\ y\ z' ce que deviennent ces coordonnées quand on fait tourner d^une manière quelconque le système de ces trois axes autour de Torigine; (a, i, c), (fl', V^ </), {al\ b^^d^y les cosinus des angles que les nouveaux axes font avec les anciens; et par conséquent (a, a', a"), (i, b\ V)^ (c, </, d') les cosinus des angles que les anciens axes font avec les nouveaux; on aura
X* ^ ax •\- hy -h c» ,
(i) ^ X = ax' -h fl'y-f- a** z\
x=bj/ •^by^b'^z',
z =1 ex' -^ c'y -H c"z',
JP' H- /' -+- 2' =: «'' H-y ' + 2'S
CHANGEMENT DE COORDONNÉES
ei les neuf cosinus seront liés entre eux par les équations
ac -hfl'r' -l-«"c"=o, ^c H" b'c' -H ^»"c''= o,
flfl' -h ^^' H- ce' = o, aa" -f- *^" -h ce" = o,
«'û"-h^'6"-hc'c"=:0.
134. Si l'on nomme (xi,j^i, z.), {x\^j\^ z\) les coordonnées d'un nouveau point Mf relatives au premier et au second système des coordonnées, on aura
x\ = axt -f- 6j, -h «, , et par suite
Jonc la transformation des coordonnées n altère point la valeur de la somme xx' -hjy'-h zz\ Et en effet cette somme représente le produit des rayons vecteurs menés de l'origine aux points M, Mi par le cosinus de rangle que ces rayons vecteurs comprennent entre eux, quantité indépendante de la direction des axes coordonnés.
155. Soit maintenant F une fonction quelconque des coordonnées primitives x, j', z-^ si Ton passe du cas
OÙ ces coordonnées sont prises pour variables indépen* dentés au cas où l'on prend pour variables indépendantes les coordonnées x\ y\ z\ on aura, en vertu des équations qui lient les anciennes coordonnées aux nouvelles :
D^F = a D,F 4- b D^F 4- c D,F = (a D, -f- h D,-|- c D,)F, DyF =a'D,F-^ 6'D^F-hc'D,F = (fl'D,4- A' D^4- c'D,)P, DyF =fl''D,F-+-^''PyF4- ^D,F= (fl''D,-i-^''Dy-+-c*D.)F.
Réciproquement, on aura
D,F = flDyF H- a'D/F -+- ii"D,/F =r (nD^-f- «'D/ -f <i''D^)F, D^F=^D^FH-^'DyF-h^^D..F=(ôD^+^'D/-i-rDy)F, D,F = cD^F + c'D/F-+-</'D^F = (cD;/-hc'Dy4-c''D./)F,
et Ton en conclura
(D^F)> H- (DyF)» -h (D,/F)" = (D,F)« -h (D^F)» ^ (D.F)'.
On peut écrire plus simplement ces équations sous la forme symbolique
Dj|/ = fl D, H- ô D^ -h c D», D/ = fl'Dx H- ^'D^ H- c/ D,, Dy = «''D, -h h^T^y -h c" D.,
D, = /i D,/ •+• fl'D/ -h a" D/,
D, =cDxfH"r'D/H-c"D^,
(D,0*-l-(Dy)«-|-(D,0*=(D,)'-+-(D,)'4-(DO'.
Donc <ian5 les transformations des coordonnées rectangulaires, les relations gui existent entre les anciennes coordonnées x^j y z et les nouvelles x\ y, »', existent pareillement entre les caractéristiques D,, D^, D., D,/, Dy, D.', qui indiquent des différentiations effectuées par rapport aux coordonnées anciennes et nouvelles^ considérées tour à tour comme variables indépendantes.
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Si l'on dtfférentie respectivement par rapport à x*^j\ zMes équations qui donnent D^F, D^'F,D./F en fonction de D,F, D^F, D.F, en tenant compte du principe qu on peut intervertir Tordre des diiTéreuti allons, on aura
D^, F = aD,DyF -h bD^ly^Y + cD,D^F, D^F = fl'D,D^F + ^'D^DyF -+- ^I>,DyF, D]. F == u'^D.D,/ F 4- h" D^ D,/ F 4- c'' D, D/F ; ajoutant membre à membre, il viendra
D^,F+D*,FH-D;.F = D,(flDyF-ha'D^F4-û''D,/F)
H-p^(^D^F-+-*'DyF-f-rD,.F)H-D,(rDyF-4.c'D/F4-r"D,/F),
et en substituant aux trois trinômes du second membre leurs valeurs D;fF, D^F, D,F,
ou simplement, en négligeant F et ramenant IVquatîon à la forme symbolique,
Donc si une fonction des trois coordonnées rectangulaires X, y y z est différentiée deux fois de suite par rapport à chacune de ces coordonnées^ la somme des carrés des trois dérivées du premier ordre et la somme des trois déris^ces du second ordre ^ cest-à-dire les deux sommes
offriront des Dateurs indépendantes de la direction des axes coordonnés. La racine carrée du premier trinôme et le second trinôme sont ce que M. Lamé appelle les paramètres diflTérentiels du premier el du second ordre de
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la fonction F, et qu'il désigne par les caractéristiques Aij ùfj que nous reinplacerous par A^^^ A^*^
156. Des équations qui expriment x, ,y,, z\ en x, , y,, 2i et Dy , Dy , D^ en fonction de D,, D^ , D., on lii-c
r, D^F-hy,DyF-hz. D,/F = j:, D,F-hr. D^F -h 2, D,F;
donc une transformation des coordonnées rectangulaires n'altérera pas le produit symbolique,
L'équation précédente subsistera encore, si en nommant toujours Xj jTy z ofi x\ y\ z^ les coordonnées du point M, on désigne celles du point Mj, non plus par Xi, y^^ z,, ou a/, , y, , <, mais par x -4- x» , j 4.^, , z-^-z, ou x'-Hx, , ^'-f^y,, «'-hV, . Alors si AFest Taccroissement que reçoit la fonction F quand on passe du point M au point Mi , on aura, en vertu du théorème de Tajlor ramené à une forme symbolique
p_^ ^p_^*,0,-+.r,IV-+-*.D, p__ ^*, 0*'-+-./, Dj'-h*. Dir'p
:r,1)x4-r,DrH-t, Di X, D*'-+-y|Dr'-h«',D«'
Donc la caractéristique A, considérée successivement comme fonction des caractéristiques Dj^ , D^, D,, D^, Dy, D,/, sera représentée tour à tour par les deux expressions symboliques qui précèdent^ et pour passer de la première expression à la seconde, il suffira de chercher ce que devient la première quand on opère la transformation des coordonnées: nous avons d'ailleurs prouvé que le trinôme exposant de e ne change pas de valeur dans le passage d'un syslème à Tautre.
Ces formules s'étendent évidemment au cas particulier où Ton passerait d'un premier système de cooixlonnées au
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second) en faisant tourner, seulement dans leur plan les axes des x et des j- autour de Taxe des z\ alors c, c* se* raient nuls, ainsi que a"^ b^\et les équations qui lient x\ y h Xy jr et réciproquement, pourraient s'écrire comme il suit:
x' = JTCOSa -hj^sinot, /'=/cosa — ;rsina, X =x'cosa — j^sîna, j^ =rj'co8 a H-.c' sin a,
x" H- 7'> = x» H- jS x' j/,-+-/j', = jtj:, 4-/r.,
D^ = cosa Dx -f- sin a D^. , Dy= cosaD^ — sina D, , Df = cosa Ds' — sina Dy, Dj = cosa D^/ -4- sina Dy ,
(D^)'-f-(Dy)' = (D,)'-+.(D^)', D^-hD; = D^ + D;.
157. Ces préliminaires posés, on déterminera sans peine les conditions que doit remplir une fonction de deux ou de trois coordonnées rectangulaires, pour devenir indépendante de la direction des axes coordonnés. Il suffira pour cela de prendre pour point de départ une proposition évidente par elle-même et dont voici Téiioncé.
Lemme. — Si une équation entre plusieurs variables indépendantes .r, y, z, et plusieurs paramètres ou constantes arbitraires a, &, c,..., doit subsister quelles que soient les valeurs réelles attribuées à ces variables et à ces paramètres, elle continuera de subsister, quelles que soient les variables x, j)^, z,. . ., quand on établira des relations entre ces variables et les paramètres a, &, c,..., en transformant ces paramètres ou quelques-uns d'entre eux en fonction de x, j^, z. On conçoit, en effet, qu'une équation qui se vérifie indépendamment des valeurs attribuées à diverses quantités, subsiste par cela même dans le cas où Ton établit entre ces quantités des relations quelconques. Cette proposition entraine le théorème suivant :
Tbéorèmb I. — Soient or, y, z plusieurs variables in* dépendantes, tx x\y\ z\. . ,^ des fonctions qai, renfer^ mant avec ces variables certains paramètres a, £, c,..., se réduisent à x, j-, z, . . . pour des valeurs particulières de ces paramètres^ puis, supposons que des relations convenables établies entre les paramètres a, by c, et les variables indépendantes a:,j^, z,. . . puissent faire évanouir toutes les fonctions x\y\ «',..., à Texception d'une seule, de x^ par exemple, en réduisant celle-ci à une fonction déterminée R de x, j", £,•••; si l'expression f(x\y^ -»',.••) considérée comme fonction de x^y^ «f..., conserve la même forme, quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres a, i, c, . . ., en sorte que Féquation
soit identique, on aura encore identiquement
Cela posé, les différents points de l'espace étant rapportes à trois axes rectangulaires x, j^ z, considérons Tun des points auxquels appartiennent les deux coordonnées x, y^ et concevons que Ton fasse tourner les axes des Xyj autour de l'axe des z \ les deux coordonnées x, ^ se trouveront remplacées par' deux coordonnées nouvelles x\j' liées aux premières par deux équations linéaires et de la forme
.r' =r x cosa 4-ysina, j'rrr/cosa — xsina;
pour qu^une expression de la formey( j/, y ) devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que Ton ait constamment
on
fixcosa H- jsina, jcosa — xsin a) =/(x, y),
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quelles que soient les valeurs non-s3uIement de x et de /, mais encore de l^angle oe. D^ailleurs pour faire évanouir^', il suffira d^aduiettre entre a, x et y^ la relalioti exprimée parTéquation
y cos a — JT sin a = o, d^où l'on lire
cos a sin a . i , i^
donc, lorsque Ton aura, quel que soit jr, j,
on aura aussi
et, par suite,
On arrive ainsi au théorème suivant :
Théorème II. — Pour qu^uue fonction y (x, j) de deux coordonnées x, j' d*un même point M, relatives à deux axes rectangulaires, conserve la même valeur, tan« disque l'on fait varier les coordonnées, non eu changeant la position du point M, mais en faisant tourner les deux axes dans leur plan autour de Torigine, il est nécessaire que f{^^ y) se réduise à une fonction du rayon /• mené de Torigine à la projection du point donné M sur le plan des xy^ et même à une fonction de r qui ne varie pas quand on y remplace r par — r.
On démontrera encore facilement le théorème qui précède en substituant aux coordonnées rectangulaires X, jr on xf, y deux coordonnées polaires r, a ou r', 14', dont la première r serait toujours le rayon vecteur mené de Forigine à la projection, la seconde u ou n désignant
l'angle formé par ce rayon vecteur avec le demî-^axe des x ou des X* positives. Alors, en eflet, on aurait entre Xy y et i\ M ou a/, j^ et r', li les équations
x = rcostt| j = r5in«, .r' = rcos«', ^' = rsinw';
en outre,
tt' = u — a
Cf. ayant la même signification que ci-dessus, et, par suite,
y(rcostt', rsin a') =/(rcos a, rsina),
d'où il résulte que la fonction/*(jr,j) =y(rcosi/, rsinu), ne varie pas quand on fait varier m, et se réduit, par conséquent, à la fonction J[±f\ o) dans laquelle elle se transforme quand on fait m = o, ou u=7r, le double signe pouvant être réduit arbitrairement au signe + ou au signe — .
Supposons maintenant que Ton fasse tourner autour de Torigine, d'une manière quelconque, les trois axes rectangulaires des x, desj^ et des z : les trois coordonnées T, y^ z d'un point M se trouveront remplacées par trois coordonnées nouvelles a/, y', z', exprimées au moyen des premières par les équations
x' = /m: -4- A/ + rz ,
a'« +y -H z'» = jr> -f- ^ ' -h z\
dans lesquelles les neuf coefficients a, £, c, a', &', c\ a"^ V\ cf' sont liés entre eux pai six équations, de sorte que y trois étant donnés, on puisse calculer les six autres. Pour qu'une expression de la forme y*(2r',j', z') devienne indépendante de Ja direction des axes mobiles, il faudra
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que Ton ait constamment
quelles que soient les valeurs non-seulement de x^y^ z^ mais encore de trois des neuf coefficients a, b^ c, al^ V^ c\ aP ^ V^ c^, dont on pourra disposer de manière à faire évanoui rj)^', z'. D^ailleurs, si l'on nomme r le rayon vecteur mené de Torigine au point donué M (jc, /, z), on aura
Or dans le cas dej^' = o, 5' = o, celte dernière équation donne
régalîlé f{x^y^ z)^=f[x^^y^ z') entraine donc les suivantes :
/(r, o, o)=/{— r, o, o), et Ton arrive ainsi au théorème suivant :
Théoheme III. — Pour qu'une fonction des trois coordonnées x^j^ z d'un même point M, relatives à trois axes rectangulaires, ne change point de valeur, tandis que Ton fait varier ces coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner le système des trois axes rectangulaires autour de Torigine, il est nécessaire quej (x, j^, z) se réduise à une fonction du rayon vecteur r mené de l'origine au point donné, et même à une fonction de r qui ne change pas de signe quand on y remplace r par — r.
On démontrera facilement et immédiatement le théorème qui précède^ eu substituant aux coordonnées rectangulaires X, y^ z ou x\ y\ z' des coordonnée» polaires
/', u, u OU r, u\ (^' liées aux premières par les équations
X = rcos a , jr = r sin u cos p , z = r sin // sin c, ar'=rcos«', j'=r8intt'cos«^, z'=rs\nu's\n»\
En effet, Téquation
deviendrait alors
/*(rcosM', rsina'cosp', rsinit'sin/) =:?/*(r cos II, r sin I» cos t'y rsin/isini');
et comme, la direction dos nouveaux axes étant complètement arbitraire, on peut en dire autant des variables ou angles u', u\ la fonction /'(x,j^, z) ne devra pas varier avec II' et u' ou avec u et i^, et devra, par conséquent, conserver la valeui*y(±r, o, o) qu'elle prend quand on fait u = o ou IX = TT.
Lorsque les fonctions de x^jr ou de x^y^ z désignées pary(x, j^), J (x^jr^ z) sont des fonctions entières composées d'un nombre fini ou inGni de termes, les fonctions y(r, o), f[r^ o, o) sont elles-mêmes des fonctions entières de r, et même des fonctions entières de /*, c'est-àdire deic'-+-^', ou a:'-h/' + 2', on peut donc encore énoncer les théorèmes suivants :
Théorème IV. — Pour qu'une fonction entîèrcy(ar, r) des deux coordonnées x,j^ d'un même point relatives à deux axes rectangulaires, ne change point de valeur, tandis que Ton fait varier ces coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les deux axes dans leur plan autour de Torigine, il est nécessaire et il suffit que f{x^ y) se réduise à une fonction entière de r*= x* -*-^'.
Théorème V. — Pour qu'une fonction entière/(ar,^, z)
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des trois coordonnées jr,j^, z d'un même point relatives à trois axes rectangulaires, ne change point de valeur, tandis que Ton fait varier ces coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner le système des trois axes coordonnés autour de Torigine, il est nécessaire et il suffit que/* (x,j^, z) se réduise à une fonction entière de x* -k-y^ -h -z*.
Nous avons vu que si Ton nomme jc, ^, z ou x\j\ z' les coordonnées d'un même point relatives à un premier et & un second système d'axes rectangulaires, les caractéristiques D;^/, Dy, D,/ s'expriment en fonction des caractéristiques D,, D^, D. de la même manière que les nouvelles coordonnées x\j\ z' s'expriment en fonction des anciennes x,y, z, on pourra donc, dans les théorèmes qui précèdent, remplacer les coordonnées x,y, z par les caractéristiques D,, D,,, Df , et énoncer le théorème suivant :
TetOBÈME VI. — x^j ou x,j^, z étant deux ou trois coordonnées rectangulaires et D^^ D^ ou D^, D^, D,, les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coordonnées, pour qu'une fonction entière de ces caractéristiques ne change point de valeur, tandis que l'on fait tourner les deux axes des x et des j* dans leur plan, ou les trois axes des x, des j", et des z dans l'espace, autour de leur origine, il est nécessaire et il suffit que cette fonction se réduise à une fonction entière de
(D,)»-h{D^/ ou de {D,)^H-(D,)»-|-(D.^
Reprenons les équations
leâ deux dernières donnent
b^c^^b^i^ ^oT-^a' a*b"^a''h*
abc _ ab'c" — ab''e -»- be* a" — hc" n' >4- ca'h"—ca"y
mais on a d'une part de Tautre
donc
On arriverait encore à ce résultat, en observant qae les neuf quantités a, hy c, a'^ h\ c\ d\ W^ d* représentent les projections algébriques de trois longueurs égales à r unité, mesurées sur les ^xes des x,y, z^ et projetées sur les axes des x\y\ z'. En effet, le volume qui a pour côté ces trois longueurs se réduira simplement à Tunilé, et l'on sait que ce volume est représenté au signe près par la somme ou résultante
ab'e" -^ gb^c' H- a' b"c — a' bc'' -^ (i"bc'^a" b' c.
Ajoutons que le double signe ± devra se réduire à + , ou que Ton aura
ab'c"^ab"c' + n'b"c - n' bv" -f- a" bc' — a" b' c = i ,
si Ton admet que pour obtenir le second système d'axes
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coordonnés, en faisant tourner le premier autour de To-* rlgine, les mouvements de rotation exécutés de droite h gauche dans les plans coordonnés autour des demi-axes des coordonnées positives, seront pour Tun et Tautre système d^axcs des mouvements directs^ ou pour Fun et pour 1 autre des mouvements rétrogrades. Cette somme ou résultante étant égale à i, on aura
Ces équations devant évidemment rester vraies quand on remplace a, &, c par vl^ V^ c^, ou par o^, Vy cf^ on aura de même
n' =z ô" c -- bc"', b' = c''a--ca'\ c' =z a" b-^ab", a"= bc' — b*c, b''= m' - c'a, c"z=zab* -^a' b.
159. Soient maintenant x^, j^^ Z|, x', , y, , z\ les coordonnées d^un nouveau point Mi , relatives au premier et au second système d'axes coordonnés, on aura
y, = ax, -h bf^ -H rz, ,
y, = «' -r, -h b'yy -4- r' 2, , •
z', =r /i"x,-f <^''ri-<-<^^i»
d'où Ton conclut, comme nous Tavons déjà vu,
x' ./, + y 'y, + z' z, = xj-, -+-rri -^ **i y
c'est-à-dire que la transformation des coordonnées n'altère pas la valeur de la somme xXi + j^i -4- ^^f . Dans le cas particulier où les deux points M, Mi se confondent, la somme des produits devient une somme de carrés, et Ton a, comme nous le savions,
On tire encore des équations qui donnent les valeurs
de J^i, /i, Zif X,, y,, z\ joinies aux valeurs précé* deutes de a, 6, c, a'j b\ c\
yz\ —y, z'=a(xzx —y, z) H- h{zx., — z,x) H-c (jr>-, — x,^ ), s' X, — z, *'=/i'(r«i-'Ji*) + ^'(«^i — *i^) -f-^^V/i— ««^«r)»
d*où Ton conclut
//o/ic /a transformation des coordonnées h*alt^re pas la valeur de la somme
Cette somme, en eflet, représente une quantité indépendante de la direction des axes coordonnés , savoir le carré de la surface du parallélogramme qui a pour c6tés les rayons vecteurs OM, OMi . On arriverait immédiatement à Téqualion qui exprime Finvariabilité de celte somme, en combinant les deux équations
avec Téqualion identique
= (x*-+-j'-Vz^)(x»H-jj4-2j) — (xx, -hyj.-f-zz,)'.
Quant aux trois binômes zji — z^ y^ xz^ — XiZ, yzx — y\X^ ils représentent les projections algébriques de Taire du parallélogramme dont il s* agit, successive* ment projetée sur les trois p)ans coordonnés des yz^ des zx et des xy, ou, ce qui revient au même, les projections algébriques d'une longueur mesurée sur une perpendiculaii^e au plan du parallélogramme, égale à Taire de ce
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parallëlogramme, et successivement projetée sur les axes des Xj des y et des z. Ajoutons qu^en partant de cette simple remarque on pourrait déduire immédiatement les équations qui expriment les différences^' z\ — j\ -z ',..., en fonction des différences yzi — 2,7,... des équations qui lient les nouvelles coordonnées x'jj'y z' aux anciennes x^j^z.
Concevons que Ton considère, en outre des points M, M|, un troisième point Mt dont les coordonnées relatives aux deux systèmes d^axes rectangulaires soient respectivement x%9 jty Zj, x\ ,j', , z\^ on aura encore
cl de ces équations jointes à Téqualion
x'* 4- /' 4- -'' = Jc^' +7' 4- z\
et à celles qui donnent la valeur des différences I ' z\ — )', «',... en fonction des différences j^Zi — z^y^,,. on tirera
donc la transformation des coordonnées ne change pas la "valeur de la somme
Celte somme représente effectivement, au signe près, le volume du parallélipipcde construit sur les trois rayons OM, OM 1 y OMt ; et d'ailleurs son signe dépend uniquement des positions respectives des trois demi-axes OM, OM, , OMj . Elle sera positive, si le mouvement de rotation exécuté autour du demi-axe OM, par un rayon
36a STATIQUE.
mobile passant de la posiiioa OM à Ja position OM| est un mouvement direct ou de droite à gauche, tel que nous Tavons déjà défini.
160. Considérons une grandeur qui puisse être rcpré* sentée par une droite, une force par exemple, ou le moment linéaire de cette force. Les projections algébrîqur-s de cette grandeur sur trois axes rectangulaires dépendront uniquement de la longueur de la droite, et de sa direction ] et si la grandeur en question se confond avec un rayon vecteur r mené de l'origine des coordonnées à un certain point il/, les projections algébriques de cette grandeur seront précisément les coordonnées du point M, Donc les relations qui subsistent entre les coordonnées rectangulaires d'un ou de plusieurs points rapportés à un ou à plusieurs systèmes d'axes coordonnés, subsisteront aussi entre les projections algébriques d'une ou de plusieurs grandeurs diverses projetées sur ces mêmes axes. Ainsi, en particulier, si Ton nomme X, T, Z les projections algébriques d'une certaine force P sur trois axes rectangulaires x^j^ z^ et X', Y', TJ les projections algébriques de la même force sur trois autres axes rectangulaires des x\y\ z^\ si d'ailleurs les neuf coeflGcients rt, i, c, ô', h\ c/, a", V\ d^ représentent Jes cosinus des angles formés par les demi-axes des coordonnées positives a/, j^, z' avec les demi -axes des coordonnées positives x, ^, 2, on aura
Y'=û'X-f-6'YH-rZ, Z' =fl*'XH-A"Y-hc"Z,
X" + Y" H- Z'» = X' -h Y» -h ZS X==aX'-+-fl'r4-/7"Z',
z =cX'-f-^'Y'-+-f"Z'.
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11 y a plus : si, en supposantla forcePappHquée au pointM dont les coordonnées sont jr, y^ z, ou xf^y, z\ on nomme L, M, N, L', M', IS' les projections algébriques du moment linéaire de la force P successivement projeté sur les axes des a:, y^ z et sur les axes des x'i J^^ ^t on aura encore
L'=éiL-+- i'M H-cN,
L'14. M" H-N'^ = L' -h M' -+- N' , L = i7L'-4-fl'M'-f-a"N',
Ces équations pourraient se déduirexlirectcment de celles qui donnent les diflférencesj^z', — y\ «'...5 en effet, pour obtenir les valeurs de L', M', K', il suffit de remplacer dans ces équations les projections algébriques x\^y\^ z\ ou Xi^yx , Zi de la distance r^ comprise entre Torigine des coordonnées et un certain point il/|, par les projections algébriques X', Y', Z', ou X, Y, Z de la force P, et d'avoir égard aux valeurs connues des projections du moment linéaire
L=jZ— *Y, M=«X— ^Z, N=^Y — ^X, L'=yZ' — z'Y', M'=*'X'— x'Z', N'=yY'— /X'.
L'équation L'» -h M'* 4- N'« = L« 4- M» 4- N% quand on y substitue pour I/, M',. . . leurs valeurs, devient
(j'Z' — z'TY H- (z'X' — x'Vy -h (x'Y' — y'yi'Y
= (jZ-2Y)'H-(zX-:rZ)'-h(xY— rX)%
ou, ce qui revient au même,
(x"-+-/' 4- »") {^"H- Y'^ -4-Z'') -~ (.r'X' 4-/ ï' -h 2'Z')' ^ (x> 4- J' -f- *') (X ^ Y' -h Z') - (Xx- -f- Y/ -4- Zz)».^
Cette dernière équation, et par suite celle qui précède, pourra être écrite à priori quand on a établi Tégaiité
X'x' -hT' j' -4- ZV = Xx -f- Yf -h Zz,
à laquelle on parvient immédiatement en remplaçant les projections algébriques de la dislance Ti par les projections algébriques de la force P dans Téquation
161. Supposons maintenant que le point matériel ilf ayant reçu un mouvement virtuel, on désigne par r/, i^, tv, u\ f^, If/ les projections algébriques de la vitesse virtuelle Oi) de ce point sur les deux systèmes d^axes x^y^ z, a/, y\ 'Z'- II y aura entre ces projections la même relation qu'entre les coordonnées et qu'entre les projections X, Y, Z de la force R, c'est-à-dire que Ton aura
u' = au -^ bo -h Cfv, v' = a'u -4- b'v -\~c' H», «'' = «"«-4- b"p -h c"w^
« = oa' -h rt'p' -4- c^tv',
Les projections algébriques du moment linéaire de la vitesse 0) sur les deux systèmes d*axes sont d'ailleurs
yw — ««;, zu — Xiv^ xv — yu\
cl Ton aura encore
y\v^ — z'c' = a(/«' — «p) -f- ^(«tt — a:fv)-|-c{jpp — ja), z'a' — j/r«/=a'(j«' — zr) -f- ^'(za — xw) -f- c'(^v — j^a), x' v' — y u' •=. a!' [y {,K' — zc ) H- A"(ïw — .r«/) -f- c''(xi' — /«),
=r:(/«v — Zf)^ -f- (z/i — .rwj^-j-^jrv — ^«)*» * jr'rt/ -h y* V* 4- z'cv' = x« -i- j«' -h zw.
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Les projections algébriques de la vitesse du point M peuvent être regardées comme des fonctions des trois coordonnées Xy y^ z ou af^ y\ z' Ae ce même points et diflléren liées par rapport à ces coordonnées; or, ainsi que nous Favons vu, il existe entre les caractéristiques D;r, D,, D», D;^', Dy, D./, les mêmes relations qu^entre les coordonnées x, j^, «, x', y^ z', et par conséquent dans les équations qui lient les projections </, u^ tv, i/, ^, ti/, de la vitesse eo aux coordonnées, on pourra substituer les caractéristiques aux coordonnées. On aura donc
D^i/— D/f/ = fl*'(D^n' — D,i')4-6''(D.ii — D,«')
= (D,«' — D.p)» -f- (D, a — D,«0* ■+- (ï>x'' — Pr'OS
Ces mêmes équations subsisteraient encore si l'on y remplaçait les projections algébriques u, y^ tv, ou i/, %/^ -kv* de la vitesse eo d^un poiut matériel, par les projections algébriques d'une autre grandeur relative au même point, et représentée par une portion de ligne droite, par exemple, les projections algébriques du déplacement absolu de ce point sur les deux systèmes d'axes. Appelons (, y?, ^, X'i ^> Ç 1®^ projections de ce déplacement absolu sur les axes des x^y^^ z ; négligeant les équations qui donneraient les relations entre les deux valeurs successives des différences,
on aura
n^ Ç -h D/>î -h D, ç = D,Ç -h D^Tj 4- D,Ç;
or le trinôme D^^ 4- D^v? H- D. (f, somme des trois dilatations linéaires, est ce que l'on appelle la dilatation u du volume ^igÇ, et l'équation qui précède prouve que cette
dilatation, comme le déplacement absolu ^Ç* + >7* + ^9 conserve une valeur indépendante de la direction des axes coordonnés.
i62. Soient X, y^ z les coordonnées rectangulaires d^un point matériel, u une fonction quelconque des coordonnées or, y^ z^ et A^*^ u le paramètre dilTérentiel de la fonction h défini par Téquation
Si Ton substitue aux coordonnées rectangulaires des coordonnées polaires liées aux premières par les trois équations
ar=:rco«/>, j^ = rsin^cos^, 2r= rsin/^smç, et qu'on fasse cos^ = f , ou trouvera
A<«>« = -D;(ra)-|-^!— ^D;«-t.D f(i — y»)D «]l, puis si l'on pose tang - = e , ou ip = I tang -9 il viendra
A'»ii=iDVr«)-f-
équation qu'on peut encore écrire comme il suit,
,A(')« = D;(r«) +(^^-^tf_j [D;(r«)-t-Dj(r«)].
163. Nous terminerons celte leçon par une courte revue des coordonnées curvilignes de M. Lamé, qui ont l'avantage considérable de gâiéralîser et de simplifier un
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irès-grand nombre des formules et des équations fondamentales de la Mécanique.
M. Lamé donne le nom de fonciion-de-pomt k toute quantité qui a une valeur déterminée et particulière en chaque point d'un espace limité ou indéfini, et change de valeur d'un point à un autre. Cette quantité ou cette fonction*de-point est évidemment exprimable à l'aide d'un système de coordonnées quelconques, rectilignes ou curviligDiis. On admet qu'elle varie d'une manière conti* nue, lors même qu'elle n'aurait de valeurs assignables que pour des points disséminés, et non contigus, tels que Ton imagine que doivent être les molécules matérielles des corps pondérables. On conçoit, en eflet, que Tinterpolation puisse déterminer une fonction qui reproduise pour chacun des points matériels la valeur qui leur appaj^tient. Ce sera alors cette fonction interpolaire qui représentera la fooction-de*point, et qui, parce qu'elle est nécessairement continue, donnera des valeurs nulles pour les points géométriques intermédiaires. D'ailleurs, quand on l'introduira dans les sonmiations de la physique mathématique, elle s'y trouvera toujours multipliée par un facteur analogue à la masse ou la densité, ce qui écartera Tinfluence des points géométriques pour lesquels ce facteur sera nul.
Une fonction-de-point égalée à une constante peut représenter une famille de surfaces dont cette constante sera le paramètre^ réciproquement le paramètre de toute famille de surfaces est une fonclion-de-point. Dans l'un on l'autre cas, chaque surface individuelle est le lieu géomélrîque des points de l'espace pour lesquels la fonction a une même valeur.
Une fonction de trois coordonnées et du temps t donne à chaque instant une nouvelle famille de surfaces, ou une fonction-de-poînt nouvelle, que l'on peut étudier isolé-
ment en regardant t comme constant. Mais une équation entre les coordonnées et le temps a une tout autre signification ; elle représente une famille de surfaces d^onde, dont t est le paramètre; alors le temps lui-même est une fonction-de*point fixe et déterminée.
Au point de vue de la géométrie, une certaine fonction* de-point particularise Tétendue à trois dimensions, comme une certaine surface ou comme une certaine courbe particularisent retendue à deux ou A une seule dimension. De même que la surface, de même que la courbe, la fonction-de-point peut être indifféremment rapportée â une infinité de systèmes coordonnés différents. Mais en chaque point de la courbe, la direction de la tangente et la grandeur de la courbure simple ou double; en chaque point de la surface, Torientalion du plan tangent, les directions des lignes de courbure et la grandeur de la courbure sphérique, sont complètement indépendantes du système de coordonnées auquel la surface et la courbe sont rapportées. Ces divers éléments caractéristiques restent invariables, lorsqu^on passe d'un système à un auli^. Â la fonction-de-point doivent correspondre des éléments tout aussi caractéristiques qui partagent la même indépendance; et nous en avons déjà indiqué plusieurs dans les paragraphes précédents.
164. Une fonction-de-point étant exprimée successivement i Taide de deux systèmes de coordonnées rectilignes et orthogonales, nous avons prouvé que les premières dérivées partielles de F, D^F, D^'F, D./F relatives aux nouvelles coordonnées a/, j\ z'sont liées aux dérivées partielles D^^^, D^, D, relatives aux premières variables, comme les coordonnées nouvelles x',^, jz' sont liées aux coordonnées anciennes x, /, z ; de sorte que dans les équations linéaires qui lient entre elles les anciennes et
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les nouvelles coordonnées, on peut substituer à chaque coordonnée la dérivée de F par rapport à cette coordonnée, nous en avons conclu que Ton avait :
i*» (D^F)^-h(DyF)'-h(D,.F.)'=(D,F)^-h(D,F)'-h(D,F)%
et, en effet, on déduirait immédiatement cette équation de Tidentité x^ -h j'* -H 2'* = x' 4-7' -H a', en remplaçant chaque ordonnée par la dérivée de F relative à cette ordonnée;
2" D'F-hD'F-hD',F = D'F4- D'Fh-D'F.
Ainsi toute fonction -de-point jouit de la double propriété que les deux expressions différentielles
\/(0,F)'H-(D^F/-h{D,Fj'=A(')F, D'F-h D'F -f- D'F =: A^F,
que Ton nomme les paramètres diilérentiels du premier et du second ordre de la fonction-de-point F, conservent les mêmes formes et reproduisent les mêmes valeurs numériques en chaque point, quel que soit le système de coordonnées reclilignes orthogonales que Ton ait employé. Ajoutons que toute fonction F qui contient trois coordonnées parmi ses variables peut être traitée comme une fonction-de- point; les expressions A^*^F, A^*^F que Ton calcule alors en laissant constantes les autres variables, sont partielles comme les dérivées qui les composent.
165. On conçoit que trois familles de surfaces représentées par des équations de la forme
puissent se rencontrer à angles droits et découper l'espace en prismes rectangles élcuientaiies qu'on peut supposer réduits à des points dont p^, pty fa ou f j , f| , fs seraient les coordonnées curvilignes orthogonales. Ces systèmes I. 24
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orthogonaux jouissent de propriétés très- remarquables que nous allons établir le plus brièvement possible, en suivant M. Lamé pas à pas dans ses Leçons sur les coordonnées cun^iUgnes^ page 7 et suivantes. Mais avant tout, et pour n'avoir à manier que des formules simples, symétriques et courtes, nous ferons avec l'illustre géomètre les conventions suivantes : La lettre u ou p' désigne une quelconque des trois coordonnées rectilignes J:, r, z-^ quand x, y, z seront les coordonnées courantes, u, v désigneront Tune quelconque d'entre elles. Avec l'indice / ou 7, p, ou py désigne Tune quelconque des trois fonctions Pu Pi 9 P« • L* lettre S, placée devant une expression contenant M, indique la somme de trois expressions semblables dans lesquelles u est successivement remplacée par .r, r, z. La lettre Z, placée devant une expression contenant l'indice i, représente la somme de trois expressions semblables dans lesquelles l'indice i est successivement égal à I, a, 3. Lorsque les deux lettres 1/, p», existent dans une expression précédée du signe S, elles désignent deux coordonnées quelconques x,^, 2, mais difierentes l'une de l'autre. Lorsque les deux indices i\ j existent dans une expression précédée du signe 2, ils désignent deux quelconques des indices i , 2, 3, mais différents l'un de l'autre.
166. Revenons maintenant aux conditions d'orlhogo* nalité des trois surfaces ,
et aux relations qui en résultent. Le plan tangent à la surface p, a pour équation
SD„pi(ii — k) = o> et si Von désigne par /i, le paramètre diflerentiel A^'^p,
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du premier ordre de la fonction |0., ou si Ton pose
S {DupiY = (I>xpi)*-h ( D^p,)»-t-(D,p,)> = h) ,
la normale à la surface fera avec les axes des x, j^ z des
angles dont les cosinus seront r j = 7- D„p,. D^ail-
ni au ai '
leurs les normales aux trois surfaces orthogonales pouvant être considérées comme trots nouveaux axes coordonnés rectangulaires, les neuf cosinus des angles qu'elles font avec les axes satisferont aux conditions des n°' 153 et 1S8; on aura, par exemple,
SD,p,D«py==o, 2p-(D«p,)' = i, :s^ D„piD,pi = o.
Si Ton désigne par drii l'élément de la normale à la surface Pi, et collectivement par du les trois projections de cet élément sur les trois axes, on a
du 1 dpi _^ I ^
-- = ----!-, ou D„ a = 7- D„ p. ; fl/î| ni au * fit '
multipliant par du^ faisant la sommation S et observant que
S(duyz= dn. 9 S -~ du-=.d p„ ^ ' du • '
on obtient la relation fondamentale
d^i dpi
fii dni
On peut donc dire qu'en tout point d'une surface p. la fonction hi donne la limite du rapport de V accroissement du paramètre p,-, quand on marche vers la surface infiniment voisine , à r épaisseur dni de la couche tra^ i^ersée. Ce rapport varie généralement, non*seulement
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d^uue surface à une autre, mais aussi sur toute l'élendue d'une même surface.
167. Si Ton substitue ia valeur de {/ni dans l'équation 9 on obtient
fiu I dpi dfii hi du
du I dpi d Pi a du
dpi h ' du du * dût
OU
Si Ton désigne par F une fonction-de-point que l'on peut concevoir exprimée soit en coordonnées rectilignes x^j^ 2, soit en coordonnées curvilignes p, , px'i pif on conclura de la seconde des deux équations qui précèdent,
SD„p,DuF = h] SD^FDpU =h'Dp F;
en même temps, Téquation
' combinée avec l'équation identique
Pp.('>P,«)=D/..(Do^.«),
donne
T>pf^Dup^\=Dpf-l^,DuPj
Si Ton différentie par rapport à i/, c'est-à-dire par rapport à x, ovLjy ou z, Téquation
S Du Pi Da py = o , on a
S (D„ Pi D] Pj -f- D„ pj Dl Pi) = o ;
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mais en faisant tour à tour, dans Téquation
SD„p,D.F=/i;D..r, F = D„py, F = D„p,, on trouve
SD, p, D* py = h] Dp . ( D„ py ) , s D„ pj D^ p, = //' D^ ( D« p, ) , et, par conséquent, en substituant,
h] Do . i D„ p^ ) -h a; Dr. . ( D„ p,} = G . Si Ton développe la relation
on aura
JjDp. D«py) = ^Dp//,D„p,~p
ji^P (D.p*)- y^l>P.'ï>«Py) = /jTl>Py^'/I>«P/ ~ p-D^.A,D.py, * y ' y
et, en éliminant I)^ (D„py) au moyen de Téquation
A;Dp.(D.py)^/i;Dp.(D.p,)=o,
n,^ (D. p.) = - Dp^. A,.D,p,— ^ D/,. A,D„ py,
équation dans laquelle les indices i et/' sont essentiellement différents, et qui donnera les dérivées par rapport aux pj des fondions D,»p,.
Si, désignant momentanément par \f une quelconque dfs coordonnées x, > , r, on différentie par rapport à v r équation
on trouvera
* SD.p, D«(D,p,) = //,D,A,,
^ restant le même dans les trois termes du premier mem^ bre ; or Téquation
donne généralement
D^.F = ^SD.p,D„F,
et , par suite, en faisant F = D^p,, on aura donc
ou bien en remplaçant p* par u, et développant le second membre,
1>P. (D. Pi) = i- ^D^^ hiDu p, -h Dp^hiD„p, -h Dp^ /i,D„p3). Cette équation, jointe à celle qui exprime Dp{D„pi) donnera toutes les premières dérivées des quantités D„p, considérées comme fonctions des coordonnées pi, pj, p,.
Reprenons l'équation
Dp.(D,p,) = - Dp/,D.p,— ^Dp./«,D.py.
Si on la multiplie successivement par D„p,, D». u,
Dû w, et qu'on fasse, . après chaque multiplication, la
sommation indiquée par S, en ayant égard aux relations
S (Du piY = h]^ SD„ p,D„ py = o,
on trouvera
iSDap,Dp.(D„p,)=:>i,Dp.//,,
SD, pil>p, (D. p,) = — -^ Dp^ //y ,
y Sn„pftD/5.(D„p,) = o. <»
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Dans cette dernière équation, les trois indices 2,;\ A' sont essentiellement différents et reproduisent dans tous les ordres possibles le groupe (i, 2, 3).
168* U s'agit maintenant d'évaluer les paramètres difTérentiels du second ordre des fonctions-de-point ou coordonnées pi. Nous avons déjà dit que les neuf cosinus r- D^jD/
des normales aux trois surfaces orthogonales devaient satisfaire à toutes les équations de condition qui lient entre eux deux systèmes d'axes rectilignes et rectangulaires ; ils devront donc, en particulier, vérifier les deux équations (n^ 158)
et Ton aura, par exemple,
I>, p, = -j^ ( D, pi D, p3 — Dy p, D, p j } ,
P;.pi= T-T- (DxpjD^pa — D, OjDxpa).
Egalant la dérivée par rapport à j^ de la première de ces équations à la dérivée par rapport à j: de la seconde, on a •
(D, p, D, p3 - Dj. p,D. p3)D, ^ = (D,p,D,p3~D,p,D,pj)D, '
-+- ^ (D^ p, D, p3 -hD^ p,D;^ p3 — D], p,D, p, — D. p,D^ P3) Ajoutant et retranchant le terme
appliquant quatre fois réquation
SD«p,D«F = /i'.DpF, dans laquelle oti fera tour à tour
pour ramener quatre trinômes à la forme d'un mon6me, et remplaçant la somme des dérivées secondes par le symbole A'^^\ on trouvera
= AT [^' P''^'" °' "^ *' ^^ ^"'p'^] ■^^' p'''' "''i A" ■
Divisant enfin par le produit h^h^h^^ substituant au quotient de la diiTérentielle d'une quantité par cette quantité la différentielle du logarithme népérien de celte même quantité, et remplaçant z par u, car évidemment en prenant pour point de départ un autre couple d'équation, on serait arrivé à des équations toutes semblables en jr ou en a: , on a
Or parmi les neuf relations
K ^P. ( D. pj) -f- /r D^ . ( D„ G, ) = o, il en est une qu on peut mettre sous la forme
donc, dans l'équation à six termes, en ne considérant que
COORDONNÉES CURVILIGNES
les seconds termes, «on peut, en vertu de cette dernière relation, supprimer l'un et doubler l'autre; doublons celui du premier membre, en supprimant celui du second, multiplions par D^jOi et faisons la sommations, il restera, après les réductions que les équations S(Du|Ot)' = A/, SD„pyD„|0/ = o, SD^ piDp,(D^ Pi) = hiDpjhi permettent
d'opérer.
OU
^='".{'ar)
Pareillement si l'on double le deuxième terme du second membre de l'équation à six termes, en supprimant celui du premier, que Ton multiplie par Dupi^ ^^ qu'on fasse la sommation S, on arrive à
Avec un autre couple d'équations au départ, on aurait trouvé de même
Ces trois équations, qu'on peut mettre sous la forme donnent les paramètres différentiels du second ordre des
fonctions pi , Pi^ Pit à Taide de cci^x du premier ordre ei de leurs dérivées.
169. Soit maintenant une fonction-de-point F exprimée à l'aide des coordonnées curvilignes pi ^ p*^ Pz^ ^t cherchons comment s'expriment ses paramètres dilTérentiels â l'aide des mêmes coordonnées. En désignant toujours par u Tune quelconque des coordonnées rectilignes, on aura
D„F=2DpFD«p,;
élevant au carré, faisant la sommation S, et réduisant à l'aide des relations souvent rappelées, S (D„p;)' = /*/, SD„ Pi D„ py = o , il viendra
Eu diflfércntiant D„F par rapport à w, on aura
D;F = 2[D;F.(D«pi)»4-Dp.FD;pJ
Toutes réductions faites , la sommation S des deux membres de cette dernière équation donnera
ou bien, en développant le Z, mettant hih^h^ en facteur commun, remplaçant les tractions par leurs va-
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leurs déjà trouvées,
A.A..{D,,(Ji-D,F)-^D,.(^D,.F)+D,.(^-^D,.F)].
Si Ton po§e h^h^hz =^ ts , les équations qui donnent les paramètres différentiels du premier et du second ordre des fonctions p et de F, prennent la forme plus simple
Pi cr [A(')F]' = îA; (Dp,F)S AC)F= «.2Dp, (ï""/^)-
170. Nous avions déjà constaté que les deux paramètres différentiels définis par les coordonnées rectilignes conservent leur même forme et leur même valeur dans tous les changements possibles de coordonnées ; or les formules qui précèdent montrent que cette invariabilité de forme et de valeur se maintient dans le cas de coordonnées curvilignes orthogonales.
Ne faut-il pas en conclure que les deux paramètres A(^> elû^'^ sont, en quelque sorte, les éléments caractéristiques des fonctions-de-point, indépendants du système des coordonnées, et ayant toujours la même valeur au même point de l'espace.
En effet, lorsqu'une classe de phénomènes physiques dépend des variations d une certaine fonctiou-de-point, c'est presque toujours par le paramètre de second ordre A^*^ que s'expriment les équations aux dérivées partielles dont les problèmes dépendent. Le potentiel de l'attraction proportionnelle aux masses et en raison inverse du carré des distances, la température, la dilatation cubique, etc. , sont des fonctious-de-point dont le paramètre second A^'^ s^évanouit dans rètat d'équilibre; les projections des dépla-
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céments moléculaires et les composantes des forces élastiques vérifient de même l'équation û^*^ (A^*^ F) = o,...; A^'^ semble donc être une sorte de dérivée naturelle plus essentielle et plus complète que toutes les dérivées partielles ordinaires.
Dans Tétat variable des températures V, on^
A(»)V = KD,V,
et, en supposant K = i ,
et comme dans la dynamique on appelle accélération la limite du rapport de T accroissement de la vitesse à celui du temps, M. Lamé propose d'appeler accélération calorifique, ou plus simplement augment, la limite du rapport de l'accroissement de la température à celui du temps, et, par suite, le paramètre différentiel du second ordre. Il propose aussi d'appeler le paramètre premier A^*^ force de la fonction-de^point, parce que, lorsque P est le potentiel défini par le paramètre du second ordre, AjP représente la résultante des forces D„P, en ce sens que Ton a
et que les cosinus des angles de direction de ces forces
fictives ont pour expressions D„P.
Dans le cas particulier où les familles de surfaces coujuguées sont trois familles de plans parallèles, les /i, ou les paramètres différentiels du premier ordre des p sont tous égaux à Tunité*, et Véquation qui donne le paramètit devient, comme cela devait être,
A(')F=:SD'F
Lorsqu'il arrive que le système orthogonal est formé de trois familles de surfaces pour lesquelles on a A^'^p = o,
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ie paramètre différentiel du second ordre de la fonctionde-point devient
* Pi
Lorsqu'une des trois familles de surfaces orthogonales p se compose de plans parallèles au paramètre p^ t= z y on a • '
les deux autres familles de surfaces sont cylindriques ; les fonctions-de-point px , p^ donnent un système de courbes orthogonales sur le plan des bases de ce^ cylindres; leurs paramètres différentiels du premier ordre. Al, /?,, sont indépendants de p^ ou de z ; et ceux dir second ordre sont donnés par les équations ^
et ces relations conduisent, par difTérentiation , à Téquation
17i. Pour nous faire une idée plus parfaite des coordonnées curvilignes ou sVirfaccs orthogonales, considérons un instant leurs lignes et leurs rayons de courbure. Soient pi une quelconque de ces surfaces; {x^jr, z) les coordonnées d'un de ses points M; (j/, j^ z') celles du point M' située sur la normale en M et centre d'une des courbures dont le rayon est Ri, on aura
DjPi n^pi n^p, h
X* — X r' — r z' — z Ri Soit M 1 un point infiniment voisin de M, situé sur la
ligne de courbure correspondante au rayon Ri ; et soient x-i- diXy j'-\- dij^ z -h diZ ses coordonnées; les quantités x\ y' y z\ Rt ne devront pas changer lorsque dans les équations qui précèdent on substituera les coordonnées de Ml à celles de M; c'est-à-dire qu'on pourra regarder a/, j^, s! y Ri comme des constantes quand on différentiera en r/i ces rapports égaux ou mieux les logarithmes népériens de ces rapports, ce qui donnera
dx (Dxp») d,x _ d, (Dy p,) d,y
D,p, jt' — j Dyp, r'—jr
^i(D»pi) dxz //,/i, I
Dg Pi z* — z /*, R,
ou, ce qui revient au même,
rf,(D,p,)=-^D,p,— ~ d,x,
En multipliant respectivement ces équations par les facteurs binômes
Dsp.rfi.r — D^p,,r/,3,
Dxpi^iZ — D,p,^,x, Dj^ydyX — Dxp,</,r,
et les ajoutant on ferait disparaître les coefficients -4-' et ~ • Rien n'empêche, en outre, de poser
Dxpir/,7 — D^p, ^, s ^Xrfjj;,
Dx PidiZ — D, p, //, X = X djj- ,
D^p, r/, X — Dgpidtjr = \diZ'y
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x-hdt x^y -i-d^y^z -^ dfZ étant les coordonnées d'un second point M» irès-voisîn de M, et qui servirait en quelque sorte d'intermédiaire entre M et Mj. Ces dernières équations, additionnées deux fois après avoir été multipliées la première fois par D^ p^ , D^ pi , D.^i , la seconde fois par d^ x, d^ y^ d^z^ donnent
ï>x pi d^x-^ D^p, r/j/ -f-Dxp.rfjS = o, d^x d-iX -\- d^y d^y -h rf| z rf, s = o .
La première de ces nouvelles équations montre que le point Ms est situé sur le plan tangent à la surface |0 en M;
la seconde que les deux directions MM| , MMs sont perpendiculaires entre elles ^ donc si le point Mj est situé sur une des deux lignes de courbure, le point M, se trouvera sur Tautre. D'un autre côté, si Ton effectue la multiplication indiquée par les facteurs binômes et l'addition consécutive, on trouvera, en remplaçant les facteurs binômes par leurs valeurs simplifiées, "kd^x^ 'kdiy^ Xd^z^
</axrf, (D,p,)-|-</j/rf,(D^p,) -h</iZ^,(D,p,) = o,
relation qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la direction correspondante à un déplacement tangentiel di soit celle d'une ligne de courbure, le déplacement pareillement tangentiel d^ s'opérant dans une direction perpendiculaire à la première. Les normales des surfaces p, et pf sont perpendiculaires entre elles et tangentes à la surface ps; si donc d^ correspond à dpi^ df correspondra k dp^^ et Ton aura
di (D.,p,) =Dp,(D„p) rfp,, d,u=iDp,udpi = -rrl^u^z dp,.
Les valeurs de d^x ^d^ (D,pi), rf,>', d^ (D^jOi), etc., tirées de ces relations et substituées dans ré(]uatioii qui précède,
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conduisent à l'équation de condition
^^'SD.p,D,.(D.p.)=o.
Or nous avons vu n° 167, p. 874^ que la somme S esl identiquement nulle; donc les directions /iio» et dpi sont celles des deux lignes de courbure de la surface p^ en M; donc, et c'est le théorème important connu sous le nom de M. Dupin : Dans tout $jstème onhogonal les surf aces de deux des Jamilles conjuguées tracent ^ sur une surface de la troisième famille , toutes ses lignes de courbure.
Dans Tordre de diflérentiation que nous représentons par di , et qui a lieu suivant la direction dpi on a
dki du I dpi
d, h, = -—dp-,, dy w = -— d^y = — -j-dp:,; doi dpj ' /ij du *
la substitution de ces trois valeurs dans les trois équations qui donnent rf| (D,pi), rfj (D^p,), r/, (D.p,), les fait rentrer dans la formule unique
Do,(D.p,) =-Dp,A.D,p. — ^~ D..p,.
Or Téquation
D,^. ( \yupi)= j Dc^ hi D„ Pi — Il Dp hj D. pj
donne
Egalant les deux valeurs trouvées de Dp, (H^pi), on a
telle est donc la valeur de la courbure clxerchée. Si Ton désigne parTÎ, le rayon de courbure de la surface p^ qui
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correspond à la seconde direction dp^. on aura de la même manière
L'équalion
-i- = j^Dp.«,.
que Ton peut mettre sous la forme
devient, quand on y substitue pour 7^ Dp^ Af, -r^ Dp^ /is,
leurs valeurs ^ > -5- »
Ri Ji\
expression remarquable de la somme des deux courbures de la surface jOi , ou de ce que Gauss a appelé sa courbure sphérique.
On trouvera dans les Leçons de M. Lamé et dans le tome n de nos Leçons de calcul différentiel et intégral divers exemples de systèmes de surfaces orthogonales.
QUINZIÈME LEÇON
Moments d'inertie d'un système de points. ~ Définition. — Ellipsoïde des moments d'inertie. — Axes principaux et moments principaux d'inertie, -r- Moments d'inertie maxime et minime. <— Moments d'inertie calculés snccessiTement par rapport à divers axes. — Moments d'inertie d'un corps continu. — Cas où le corps est de révolution. — Applications diverses.
172. Au premier rang des quantités dépendantes du choix des axes coordonnés, et qui jouent un rôle important dans les questions statiques de Télasticité comme dans les questions dynamiques du mouvement d*un corps solide autour d'un axe ou d'un point fixes, il faut placer la quantité qu'on a désignée du nom de moment d* inertie^ et que nous allons apprendre à calculer. Soient M, M',. . . un ensemble de points matériels dont les masses soient m, m!. . . \ concevons qu'après avoir multiplié chaque masse m par le carré d^ de sa distance à un axe ou droite quelconque OA, on fasse la somme Z md^ de tous ces produits : cette somme est précisément le mcAnent d'inertie du système de points matériels donnés. Ce moment varie nécessairement avec l'axe par rapport auquel il est déterminé, mais il varie suivant des lois générales faciles à établir.
Pour plus de simplicité, prenons pour origine des coordonnées le point O, c'est-à-dire un des points de Taxe fixe; désignons par x, y^ z les coordonnées d'un point quelconque M, par d la dislance MP, par rie rayon vecteur OM mené de Torigine au point M ; par X, fji, v, i
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les angles que fait Taxe OA avec les axes coordonnés et le rayon vecteur r^ on aura évidemment
C0S^=-9 CO%u.z=i<-y COSV=-9
- xcos^ -h r cosu-f-scosv
COS J = i- >
r rcos^= xcosX -+- j COS fi -4- « COS V, <fa=r»sin*^ = r»(i — cos'J) = x*-f.j»-+-«"
— (xcOSÎl-hJCOSfAH- »C08v)%
1/» = X»(l — C0$U)-4-r'(* COS»pi)-h2'(l — cos*v)
— Q,xy COS \ COS fA — 2X2 COS îl COS V — 22JC0S f* COS V ,
rf' = X* sin»> 4- 7* sîn'fA -+- z' sin* v
— ax/ cosX COS p — a AT cosX cosv — asj cospcosv,
ou enfin, en vertu des équations connues,
COS* \ -h cos' fi 4- cos' V =r 1 , 8in*> = cos* f* -f- cos* v, sîn* fi = cos*X 4- cos^ V , sin' V = cos* X -f- cos' fi,
rf' = (jr» 4. Z>)C0S»X -f- (»» 4- X») COS' fi + (x' 4- J"') cos» V
— 2X)r COsX COS fi — 2ZXCOsXcOSv — 29/ OOSfiCOS V.
Cela posé , si Ton fait, pour abréger,
A = Im (/» 4- z% B = Im (z' 4- x'), C = "Lm (x» 4- r')»
G = î/wx% H = 2«rS I = 2mz%
on trouvera
2«/f'=sK= Acos*X4- Bcos'fi -h Ccos*v
— sDcosfiCosv — aEcosXcosv — aFcosXcosfi,
OU
K=Gsin»X-h Hsin'fi + IsiDS
— 2DcosfACOSv — 2EcosX cosv — 2F cosXcosfi.
Les quantités A , 6, C étant ce que devient R quand on fait tour à tour
COS X = I , COS fA =: o , cos V = o , COS X =: O , COS fA = I , cos v = O , COSX = o , COS fA = o , COS V = 1 ,
sont précisément les moments d'inertie relatifs aux trois axes des x, desj^ et des z,
1 73. Concevons maintenant que par rorigiiie on mène divers axes analogues à OÂ, et que sur chacun de ces
axes on porte une longueur k = -=^y Rétant le moment
d^inertie correspondant; on aura, en appelant ^, yî, ^ les coordonnées de Textrëmité de Tune quelconque de ces longueurs Ar,
E ji "C
X- = ^Ç» -h îi' -h ÇS cosX=jî coSf* = -7 cosv
En substituant ces valeurs de cosX, cos/i, cosv dans la première des équations quidonnent le moment d'inertie K, on trouve
AP-t- B»i>4- CÇ* — aDÇn — 2EÇÇ — aFÇ», = 1.
Les coefficients Â, B, C étant essentiellement positifs, de plus le moment d'inertie K, et par suite le* rayon vecteur Ar, étant toujours une quantité finie, la surface représentée par la dernière équation est nécessairement un ellipsoïde qui a pour centre Torigine des coordonnées, et l'on arrive ainsi au théorème suivant :
Théoaème P'. — - Considérons un système fie points
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matérieis M, M', M '',..., ee supposons qu après avoir mené par un point O pris à volonté dans r espace une infinité d'àxes on détermine les moments dUnertie du système par rapport à ces mêmes axes^ si à partir du point O on porte sur chaque axe une longueur numériquement équii^alente à F unité divisée par la racine carrée •du moment d^inertie correspondant, les extrémités de ces diverses longueurs feront partie de la surface d'un ellipsoïde dont le point O sera le centre.
Si tous les points matériels du système étaient situés sur un même axe, le moment d'inertie relatif à cet axe deviendrait nul, et la longueur correspondante serait infinie, d^où il résulte que Tellipsoïde se transformerait en une surface cylindrique.
174. La direction des axes coordonnés étant arbitraire, on pourra toujours faire coïncider ces axes avec ceux de Tellipsoïde dont nous venons de parler. L'équation de cet ellipsoïde ne devra plus dès lors re^ifermer les doubles produits xjr^ xz ^yz , de sorte que Ton aura
D = o, E=o, F = o, et, par suite,
2 myz = o , S/nzjc =; o , Imxjr = o.
On arrive alors à cette importante conclusion :
Théokème il — On peut toujours faire passer par nn point donné O trois axes rectangulaires tellement choisis y quen les prenant pour axes coordonnés on fasse évanouir les sommes que Von obtient en multipliant la masse de chaque point matériel par les doubles produits des coordonnées de ces points. Ces trois axes sont ceux qu'on a nommés les axes principaux du système relatifs
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au point O. On appelle moments d* inertie principaux ceux qui se rapportent à ces mêmes axes.
Lorsque Tellipsoïde est de révolution^ il exbte une infinité de systèmes d'axes rectangulaires propres à faire disparaître de son équation les douMes produits, et propres, par conséquent, à faire évanouir les trois sommes
l^myzj I mzx , 2 mxy ;
en d'autres termes, il existe une infinité de systèmes d'axes principaux. Chacun de ces systèmes se compose : i^ de Taxe de révolution; 2^ de deux autres axes passant par le centre de Tellipsoïde et se coupant à angle droit dans le plan de son équateur.
Si Tellipsoïde se réduit à une sphère, tout système de troia axe& rectangulaires passant par rorigine fait disparaître les doubles produits, et forme par conséquent un système d'axes principaux.
175. n existe, éomme nous venons de le prouver, des relations nécessaires entre les moments dMnertie pris par rapport à divers axes passant par le point O et les rayons vecteurs d'un certain ellipsoïde. Dès lors toute propriété de ces rayons vecteurs, toute relation qui les fera dépendre l'un de Fautre entraînera nécessairement une propriété correspondante des moments d'inertie, et établira entre eux des relations plus ou moins importantes, qui dans un grand nombre de cas permettront de les déduire les uns des autres.
Ainsi : 1^ comme en vertu de Téquation
la valeur du moment d'inertie k augmente tandis que le rayon vecteur k diminue, et réciproquement, il est clair '
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que Tun des moments d'inertie, celui qui cori^espondra au grand axe de rellipsoïde sera le moment d'inertie minimum; tandis qu'un autre, celui qui correspondra au petit axe de l'ellipsoïde, sera le moment d'inertie maximum.
a^ Quand l'ellipsoïde est de révolution, les rayons vecteurs qui font le même angle avec l'axe de révolution sont égaux ; il en sera donc aussi de même des moments dMnertie par rapport a des axes qui formeront des angles égaux avec ce même axe de révolution.
3^ Si Tellipsoïde devient une sphère, tous les moments d'inertie seront égaux.
4*^ Si Ton fait coïncider les axes coordonnés avec les axes principaux, Téquation de l'ellipsoïde et celles qui donnent la valeur d'un moment d'inertie quelconque deviennent
Ax»-hB/»-hC«'=i, K. = AcosU 4- Bcos»fA-h Ccos'v, K = G sin» > H- Hsin> 4- I sinS .
En désignant par K', K^, K'^', les trois moments d'inertie principaux, ou les moments d'inertie relatifs aux axes actuels des jr, jr, 2, nous aurons
K' = A, K*' = B, K-'zrrC, et, par suite,
K = K' cos'> + K" cos» fx -t- K*' cosS ;
cette dernière formule donne un moyen très-facile de calculer les moments d'inertie relatifs à un axe quelconque, quand on connatt les moments d'inertie principaux et les angles que forme Taxe dont il s'agit avec les axes principaux.
5^ Considérons un système de trois axes rectangulaires
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quelconques, et désignons par Ki, Kj, K| les moments d'inertie relatifs à ces trois axes; par X|, fXj, V|, X», |ui,, Vt? ^s 1 f^s ) Vs 9 les angles que ces mêmes axes font avec les axes principaux ; on aura
cos' X| -h cos' X, -t- cos' Xj = I , cos' fil 4- ces' fAi -f- cos' pij = I , cos* »i -h cos* V, -h ces* V, = I ,
K, == K' cos^X, 4- K" cos>, 4- K" cos» v, , K,=K'cos»X,-+-K''cDsVt4-K*' cos»v„ K3 = K' cos*X5-h K" co»V, -h K*' cos» V, ,
de sorte que la somme des moments d'inertie relatifs à ces trois axes rectangulaires est constante et égale à la somme des moments d'inertie principaux.
176. On détermine les axes et les moments principaux dHnertie en déterminant en grandeur et en direction les axes principaux de rellipsoïde. En^ effet, le rayon mené du centre de Tellipsoïde au point ^, y?, ^^ situé sur la surface sera un axe principal sMl devient perpendiculaire au plan tangent, c'est-à-dire s*il vient k coïncider avec la normale. Or Téquation de Tellipsoïde étant
a = AÇ»4-B»î»4-CC»— 2D19Ç — 2EÇÇ— 2FÇ1Ï — 1 = 0,
le rayon vecteur et la normale font avec les axes des angles dont les cosious sont respectivement proportionnels aux quantités
Ç, ^ = 2(AÇ-F„-EÇ),
n, ^=2{-FÇ4-Bi,-DÇ),
C, ^=2(-E5 — D^-hCt).
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Dès lors, pour que le rayon vecteur coïncide avec la nonnale et devienne un axe principal, il faudra que Ton ait
Ag — Fi> — El; --Fg-f-Bn-Ds_ — Kg — P»»-+-CS.
mais ^, y], ^ sont aussi proportionnels à cos X, cosfx^ cos v, on aura donc
AcosX — Fcosfi — Ecosv — F cos X -h Bcosft — Dcosv
cos X cos ft
— E cos X — D cos pi 4- C cos v cos y
Acos^X+Bcos'pi-i-Ccos'v— 2D cosp cos^—aE cosX cosi»— aFcos) cos fi ^
cos' X -I- cos' f* 4- cos' V
K étant le moment d^nertie correspondant au rayon vecteur devenu axe principal, et, par conséquent, un des moments principaux. On tire des équations qui précèdent :
(K — A) cos X 4- F cos f* -f- E cos v = o , FcosX -f- (K — B) cosfi + Dcosv =o, £cosX4- Dcosft4- (K.— C)cosv = o.
L^élimination de X, |ui, v, entre ces trois équations conduit â Téquation du troisième degré
— C'{K — C)-t-2DEF = o,
qui aura trois racines réelles et finies; ces racines seront précisément les valeurs des moments d^inertie principaux. A ces moments correspondront trois systèmes de valeurs des angles X, [ly v déterminées par les équations qui précèdent, d'où l'on tire
COSX cos fi cosv
€68 trois systèmes de valeurs déterminent la direciion des trois axes principaux.
177. L'équation du troisième degré à laquelle nous sommes parvenus se présente dans un grand nombre de questions importantes. M. Binet aï démontré le premier que ses racines représentaient les moments d'inertie prin* cipaux ^ on peut lui donner une autre forme qui fasse apercevoir immédiatement la réalité de ces racines.
L'équation
(K — A)cosX-l-FcoSf*4-Eco5v = o donne
F cosft -f- E cosv = ( A — K) cos l ,
ou, en divisant par EF et ajoutant^ux deux membres — =r-9 cos> cosp cosv cos> / EF \
On trouverait de même
cos> cosp cosv cosf* / DF \
~D- "^ ~Ë~ "^ ~r ="dF \^+ T-*^ j'
cosX cosiA cosv cosv /_ DE „\
et en posant
K — Z ' K—M ' K—N ' DEF
On voit facilement sous cette forme très-simple que Téquationdu troisième degré, en supposant les quantités Lj M^ N rangées par ordre de grandeur, a trois racines réelles, comprises entre les quantités — <X) ^ L^ M^ N\ on les quantités L^ M^ iV, -|-oo , suivant que le produit DEF est positif ou négatif.
Pour que l'ellipsoïde des moments d^inertie
. A5>-f-Bu»-t-CÇ^ — 2DiïÇ— 2EK— 2F?n= i
soit de révolution, il faut que Téquation
K — Z 1L—M • K— iV • DEF
ait deux ri^cines égales. Or chacune de ces deux racines ^ales devra annuler à la fois et le premier membre de l'équation primitive et son polynôme dérivé
(K— L)»^(K — il/)»^(K— AT)' '
après toutefois qu'en chassant les dénominateurs on les aura écrits sous formes finies
^,(K-A/)(K-iV)+^(K-Z)(K-iV)
Or celte condition ne sera remplie qu^autantqueTon aura
En effet, la valeur K = L = M vérifie en apparence les deux équations; mais si avant de faire K = Lz=zMjei si, pour faire disparaître les facteurs communs, on divise la première par K — Z = K — M^ la seconde par
(K — Ly = (K — My, elles deviennent
et Ton ne pourra vérifier ces dernières qu'autant que Ton fera aussi K== iV, et que Ton aura, par conséquent,
Donc pour que Téquation des moments d'inertie principaux ait deux racines égales, il ne suffit pas, conune on Ta souvent affirmé» que Tune des conditions
L=zMy M=z]V, N=Ly
soit vérifiée; il faut encore que Ton ait
Lz=M=N.
Pour que les trois racines fussent égales ou que Fellipsoïde fût une sphère, il faudrait, eu outre de
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que Ton eût
et, par conséquent,
178. Supposons maintenant qu^on veuille déterminer le moment d'inertie du système des points matériels M, M', . . . par rapport à un axe qui forme toujours avec ceux des x, j^, 2, les angles ï, fx, v, mais qui passe par un point CV distinct de Torigine* Soit toujours K le moment dUuertie relatif à Taxe parallèle passant par Torigine, K' ce même moment relatif à l'axe passant par le point Çy^ ay &, c, les coordonnées de ce point; d^ eid' les distances de Torigioe O et du point M au nouvel axe; fi la somme 2m des masses m, m', ... ; et enfin Xx^ y\^ Zi, les coordonnées du centre de gravité du système des points M, M'. . . -, on aura
De plus, pour déduire la distance d' de la distance^ déterminée par Téquation
d^ = .r» -I- ^» -i- 2» — (x cos> -h/ cosft -h z cos v)*,
il suffira évidemment de transporter Torigine au point O' dont les coordonnées sont a, 6, c, en changeant x^y^ z en a: — û, j — i, z — c, on aura donc
rf'« == {x — aY 4- (r ^ ^Y -^ («—0'
— [(« cosX -+-/ cosfi 4- z cosv) — (a cosX + b cos|*-f-coosv)f .
En faisant dans cette dernière équation
^ = 0, r = o> ;: = o, on aura la distance d^ de Torigine au nouvel axe, distance
déterminée par Téquation
</J = a»4- b^-^c* — (acosX -♦- b coSfi-4-ccosT»)% on trouvera par suite
4-2(^1 cosX 4- bcosit.-\-ccosv)(xcos\ -hJ^co$fiH-«cosv); puis en ayant ^ard aux équations
2m^/'» = K' = K H- pL£/; — 2fx (fl.«, -f- bxt -h «i )
-4- 2f*(a COS> -h^COSp+roOSv) (x, COS X-+-J^, COSfi+^i cos>).
Si l'on fait coïncider Torigine avec le centre de gravité du système des points M, M',. . •, Xi, j^i,Z|, s'évanouiront et r équation qui précède donnera
cette dernière formule comprend le théorème suivant :
Théoreke m. — Pour obtenir le moment d^ inertie d*un système de points matériels par rapport à un axe quelconque, il sujfit d^ ajouter au moment d^inertie relatif à un axe parallèle passant par le centre de gratuité la somme des masses des différents points multipliée par le carré de la distance entre les deux axes.
Il en résulte que le moment d'inertie relatif à un axe quelconque est toujours plus grand que le moment relatif à un axe parallèle mené par le centre de gravité; et, par conséquent, que le plus petit des moments d'inertie relatifs à des axes passant par le centre de gravité est minîmum minimorum^ ou le plus petit possible de tous les moments d'inertie du système.
Les théorèmes ci-dessus démontrés s'étendent au
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cas même où le nombre des points matériels M, M', . • . devient infini, et où le système de ces points se transforme en un corps solide.
Lorsque le corps est bomogène, et qu'un plan mené par l'origine ou par le point commun à tous les axes que nous avons considérés dans le premier théorème, divise le corps en deux parties symétriques, ce plan renferme évidemment deux axes de Tellipsoïde des moments d'inertie, et par conséquent deux des axes principaux relatifs au point commun à tous les axes. De cette remarque on tire immédiatement la proposition suivante :
Théorème IV. — Lorsque par te centre de gra\fiié (Tun corps solide homogène on peut mener trois plans dont chacun divise le corps en deux parties ^métriques y les droites d^ insersection de ces mêmes plans sont précisément les axes principaux relatifs au centre de grai^ité.
Ainsi, par exemple, dans un parallélipipède rectangle et dans un ellipsoïde homogènes les axes principaux relatifs au centre coïncident avec les droites menées par le centre parallèlement aux arêtes du parallélipipède ou aux axes de Tellipsoïde.
180. On peut résoudre d'une autre manière, et plus analytiquement, le problème relatif à la détermination des positions des trois axes dMnertie principaux et rectangulaires. En effet, soient x,j^, z, les coordonnées relatives aux axes actuels, x, y, z les coordonnées relatives au système cherché de trois axes principaux rectangulaires, Torigine restant la même , et posons, comme.nous Tavons déjà fait,
Im^z = D , Imxz = E , Imx/ = F. (Dans tout ce qui va suivre, si, au lieu d'un système de
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poînls matériels on considérait un corps solide, les sommes
2/iix% X/ïl>^% 2/W3', 2 mxy^ 2 mxz , 2 ntzy-j
seraient remplacées par les intégrales définies
Appelons («, 6, y), (a', 6', /), («^ 6^ y'') les angles que les trois axes principaux des x, des y, des z font avec les axes des x, y^^ z^ et posons encore
2/wx*=X, 2/?iy'=Y, 2iWZ»=Z.
Puisque par hypothèse les trois axes des x, y, z sont des axes principaux, on aura
2/7zyz=o, 2/?îzx = o, 2/wyx=o.
Comme on a, d'ailleurs,
x = 4rcosa-i-j^cos6+2COS7, j?=:xcosa -f-ycosa'-hzcosa",
xar = x(xco5a-+-^cos6 H- zoosy) = X (xeosa -h y CCS a' -f- zoos a"),
et, parce que
2//ïyx = o, 2/WXZ=:0, ces a 2 /wx' 4- cos 6 Zmjry 4- cos 7 2 mjrz = cos a 2 w x',
OU
(G — X) cos oc + F cos 6 H- E cos 7 = o ;
on trouvera de même
F cos a -h ( H — X) cosê H- D COS7 = o , E cos a -4- D cos 6 -H (I — X ) cos 7 = 0.
Si entre ces équations on élimine cos a, cos 6, cos 7, 00
trouve
-F*(I— X)4-aDEF= ô.
Si dans les développements qui précèdent on avait introduit y et z au lieu de x , on aurait obtenu deux équations tout à fait semblables, dans lesquelles Y et Z prendraient la place de X. Les trois grandeurs X, Y, Z, sont donc les trois racines de cette équation du troisième degré résolue par rapport à X. Pour prouver que ces trois racines sont réelles, posons, pour abréger,
G cos a -4- F cos 6 -+- E cos^ = a , F rosa-h H cos 6 -h D 0057 = ^, E cos a 4- D cos 6 -f- I cos 7 = c .
Représentons toujours parX, Y, Z les trois racines de Téquation du troisième degré, et par a, h^ Cy <J^ V ^ </^ a". A", c" les valeurs de a, A, c respectivement correspondantes à X, Y, Z', on aura, en vertu de ce qui précède,
a = X cos a , fl' = Y cos a% a" ■= Z cos a", ^r=Xcose, b'=Ycosî', b*' = Zcos^\ c = X cos 7 , c' = Y cos 7', f" = Z cos 7".
Si Tune des trois racines de Téqaation, X par exemple, était imaginaire, comme Cous ses coefficients sont réels, une autre des racines, Y par exemple, serait conjuguée de la première^ et coecz, cosa', cosê, cos 6', cosy, cos/ seraient aussi des couples de racines imaginaires conjn* guéesj on pourrait donc poser
cosft =3= > -J- f* ^ — I, cosa'=> — f* ^— ij cos6 = V -+- p' v'^, cos 6' = V — p' V^^^,
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Mais on tire des dquations qui définissent les quantités a, />, c, «',&', c\
a cos «' H- A cos6' -f- c ca&y' a' cos a-h 0' cos 6 -+- </ r€>s 7
= cos a cos a' -H cos 6 cos S' 4- cos 7 cos 7'.
Les dénominateurs des deux fractions sont seuls inégaux, leurs numérateurs sont égaux entre eux et à
Gcosacosa' + l|ces€cos€'-1-' ICOS7 cos 7' -h D{co56c0S7' H- cos6' coS7)-+- E (cosa COS7' -4- cosa' COS7)
-h F(cos6cosa'-r cosS'oosa);
il faut donc, pour que Tégalité subsiste, que les numérateurs soient nuls, et que Ton ait aussi, par conséquent ,
cosa cosa'-H cos 6 cos€' -h co$7 cos 7' = o, ou
ce qui est absolument impossible. Les trois racines de Téquation du troisième degré en X sont donc réelles, et par conséquent on pourra toujours trouver des valeurs réelles pour les angles qui déterminent les directions d^s axes principaux. Des trois équations qui donnent les cosinus de ces angles, en supposant que les yaleurs de X, Y, Z satisfassent k Téquation du troisième d^ré, on tire encore
cosa[EF — D(G — X)]=cos6[DF— E(H— X)]
= cos7[DE — F(I-X)],
d'où, puisque
cos^ a -H cos' 6 H- cos' 7 =p i ,
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et en faisant , pour abr^cr,
/* l£F~D(G-X)]«^[DF-.E(H — X)f
on tirera
DE — F(I-Z
En outre, les moments A» B, C d'inertie relatifs aux trois aices principaux ainsi déterminés seront donnés par les
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équalioiis
481 • S'il 8*agit d'un corps solide , et que dans ce corps il existe uo point qui jouisse de cette propriété que Iç^s moments d'inertie relatifs aux axes principaux passant par ce point soient égaux, on déterminera sans peine, de la manière suivante, les coordonnées de ce point. Prenons pour origine des coordonnées x^ y, zle centre de gravité, en sorte que Ton ait
et en outre, pour axes, les trois axes principaux relatifs au centre de gravité , afin que Ton ait aussi
fyzflfi ■= o , f JczdyL = o , Jxydy. :^ o .
Concevons maintenant qu'on mène par le point cherché dont les coordonnées soient ^9 vi» (^, trois nouveaux axes des coordonnées x, y, z parallèles aux premières, on anra
et pour que les nouveaux axes des x , y, z soient des axes principaux, il faudra que Ton ait
/xyrfp =/(.r - Ç) (jr _ „) ,/p = Ç>r/^fA = o, /xzrfpt=/(.r— Ç)(;:-Ç)rV = «/rff* = o, /yzr/fi =/( j- — >,) ( 2 — Ç) ^p = «ïÇ/'^p = o,
rt, par conséquent,
\n = o, $; = 0, nÇ = o,
c'est-à-dire que le point cherché doit toujours être situé sur un des axes principaux passant par le centre de gravité. Si Ton appelle A', BS C les moments d'inertie priu-
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cipaux relaiifs âVL% axe& dea x, y, z, on aura (n^ 178)
Sî l'on doil avoir, comme nous le supposons, A'=== B' =^ C, on devra avoir aussi
A — fxÇ' = B — pwî^ r= C — pÇ^
Si, par conséquent, on avait Ç = a^ vi :?= o, ou si le point
cherché était aitné sur Taie principal des z^ il Caiidrait
que l'on eût
A = B et C>A,'
et comme alors on aurait
;==ti/^.
il existerait sur Taxe^es z deux points jouiséant de la propriété énoncée. Si le point ^, y}, ^ avait été sur Taxe des y^ on aurait du avoir
Si enfin il avait élé sur Taxe des .r, les deux conditions
auraient dû être remplies. Donc pour qu'il existe dans un corps un pcnnt doué de cette propriété que tous les moments d'inertie relatifs à des axes principaux passant par ce point soient égaux, deux des moments d'inertie relatifs aux axes principaux passant par le centre de gravité doivent être égaux, et le moment relatif au troisième axe principal doit être .plus grand que les deux moments égaux. Il existe alors sur le troisième axe, à égales distances du centre de gravité, deux points qui possèdent la propriété cherchée. Si les trois moments relatifs aux axes |>rincipaux passant par le centre de gravité sont égaux,
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il n'existe dus le corps aucu autre poinl pour leqvel cette même égalité ait lieu.
i82. Chaque axe principal passant par le centre de gravité est aussi un axe principal relativement à chacun de ses autres points. En effet, soient x» y^ z les coordonnées relatives aux trois axes principaux passant par le centime de gravité, et O^ un point situé sur Taxe des x^ i ia distance a du cenu^e de gravité; menons par ce point Cy deux nouveaux axes des^ et des s, et appelons t, y, z les coordonnées relatives à la nouvelle origine; on aura
x = x — fl, j=x, * = «, et, par suite,
fikjdyL =Jxyd}f. — afyd^^ fxL d^ =Jxyd^ — â/s</p.
MsLisfxydii = o, fxzdyi = o, parce que Taxe des x est un axe principal, et •
parce que l'origine est le centre de gravité du corps; donc
fxjd^ = o, /XZ </fA =r o,
c'est-à-dire que Taxe des x est encore un axe principal relativement au point 0^. Cette démonstration prouve en même temps qu'un axe qui ne passe pas par le centre de gravité n'est axe principal que relativement à un de ses points.
i83. Si Ton appelle p la densité au point x, y^ «, on aura dii=ipdxdydz, et, par conséquent, les moments d^nertie relatifs aux axes coordonnés, moments que nous désignerons par A, B, C , seront donnés par les équations
A = ///(/' + z^)pdxdxdz, B=fff(x^ + z^Ypdxdjdz,
C = fff{j:*-i-X^)edxdydz.
Si le corps est homogène, bu s'il a partout la même den-
site, et que, pour abréger, on pose
fffx^dx<fydzz:zG, Jffj^dxdrdz^zH, ffft^dxdydz;=.I,
on a
A=rp(F4-/), B = p(G-hi), C = ^{G^B).
Les limites des intégrale! doivent naturellement être prises de manière à embrasser le corps entier.
i84. Faisons quelques applications de ces formules : 1^ supposons que le corps est un prisme ou un cylindre droit de section quelconque; prenons le centre de gravité pour origine des coordonnées, et pour axe des x Taxe longitudinal du cylindre dont la longueur est égale a aa; après les intégrations relatives à x faites depuis x= — a jusqu'à X = + a, on aura
dfdz.
L'axe des x sera toujours un axe principal , parce que, en vertu de Téquation I xdx = o , les deux intégrales
1 / / xjrdxdydzy 1 f 1 ^ndxdydz
sont identiquement nulles.
Admettons maintenant que le prisme est à base carrée, ou que la section normale à l'axe du prisme est un carré dont ai et a c soient les côtés parallèles aux axes des j" et des x, les limites dej^ seront — i, +&, celles de z — c^ -^ c^ et Ton aura
/ dzdy = ^bc, J I y^d;ydz = ^b*c,
f f z'djdz=z^bc'.
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et, par conséquent,
Le volume du prisme ^st %abcy sa masse Spo&c; en Tapp^lant fi^on aura définitivement
lies axes des jr et des ^ sont^ comme Taxe des x, des axes principaux, parce que
Si les trois dimensions a, i, c sont rangées par ordre de grandeur, de telle sorte que a>» & ^ c, on aura aussi
A>B>Ci si
// = 6., on aura A = B, si
a =z b =Cy on aura A = B = C.
Si la section du cylindre est une ellipse dont les demiaxes parallèles aux axes des y et des z soient b et c, on aura
X4-C /»-t-4 /»-h« / s,\T ir
W TT
= - A*r 1 cos*(fr/y = ^ A^c 1 cos*^(/f ,
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en posant Mais
/M . r/cOs4f COS2* 3\ ,
sin4f sin 2f 3
et par suite
on aura de mèroe
par conséquent,
Le volume du prisme est ^nabc^ sa masse (x = intpabcy et l'on a définitivement
les axes des j:, jr^ z sont encore ici des axes principaux. 2° Considérons un ellipsoïde dont les trois demi-axes parallèles aux trois axes des coordonnées x^ y^ z sont a, b^ c, ou don^ Téquation est
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En posant
a on aura
G= f f ix^dxdxdz
irr* 'kÙ {a^ — x*)
de même»
Le Volume de Tellipsoïde est
sa masse
et l'on a définitivement
Les trois axes sont encore des axes principaux; et si Ton a a^b'^Cy on aura C>B>A. Si a=zb=c^ ou si l'ellipsoïde est une sphère, on a A=B = C, les trois moments d'inertie principaux sont égaux, et le moment d'inertie de la sphère relativement à un axe quelconque passant
par le centre est ? fA^*» a étant le rayon de la sphère.
185. Quand on se propose d'ëv^laer le moment d'inertie d'an corps solide homogène, le moyen le plus simple est d'employer la formule (n^ 175)
K = G sinn -H H sinV + I sin'v«
et de déterminer les constanles G, H, I a l'aide de la division du corps solide en tranches infiniment minces comprises entre des plans parallèles aux plans coordonnés. Ainsi 9 en particulier, pour déterminer la constante
G = lmx\
ou (n® 173) le moment d'inertie du corps relatif au plan desjrZf on cherchera d'ahord le momeni d'inertie d'une
tranche très-mince du même corps, renfermée entre deux plans perpendiculaires i l'axe des x et correspondants aux deux abscisses x, x + Ax» Soit U l'aire de la section faite par le premier de ces deux plans dans le corps solide et p la densité du corps. La masse de la tranche dont il s^agit et son moment d'inertie par rapport au plan des jrz seront exprimés par deux produits de la forme
(i -t-t)pUAjr, (i -Hi)/>Ua:*Ûjr,
S désignant une quantité qui s'évanouira avec û^x et qui pourra changer de valeur quand on passera du premier prodoit au second. Cela posé, si l'on divise le corps en un très-grand nombre de tranches semblables à celles que nous venons de considérer, on trouvera pour la somme des moments d'inertie de tontes ces tranches
G=Z(i-ht)pUx»ùir,
le signe S se rapportant aux différentes valeurs de .r et de £kX'y puis, en faisant couverger ûx vers zéro, ou
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passant aux limita, on obUeiidra réquatian
pUx'dlr,
Xq et Xt représentant la plus petite et la plas grande des valeurs de Tabscissc x.
Cette formule est relative au cas général où la densité p est variable avec l'abscisse x\ et quand le corps est homogène, elle se réduit â
x*dx\
OU trouvera de la même manière
on aura donc définitivement , dans le cas général «
pourvu que Ton désigne par y^ et j^i la plus petite et la plus grande des valeurs é&jr relatives aiLX divers points du solide; par z^ et Zx la plus petite et la plus grande des valeurs de z\ enfin par V et W les aires de deux sections faites dans le corps par des plans perpendiculaires aux axes des y et des z, correspondants le premier à Tordon* née j^, le second à l'ordonnée z .
186. Pour montrer une application de ces formules, roncevous que le corps solide soit un parallélipipède rectangle et homogène, dont le centre coïncide a%e€ lo-
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rigint^ et dont les arêtes soient parallèles anx axes des x, y^ z. Si l'on désigne par a, b^ c ces trois arêtes et par p la masse du parallélipîpMe, on aura évidemment
H--rt -h- «
On trouvera de même
CI, par suite, Ton aura
a'sin'X -f- ^'sin';* -f- <?*sîn'v
Tel sera le moment d^nertie du parallélipipède relativement à un axe mené par le centre de figure de manière à former les angles X, fx, v avec les direclions des trois arêtes.
Si le parallélipipède se transforme en un cube, la valeur de K deviendra indépendante des angles A, |i, v^ car en ayant égard à la formule
sin'l -+- sin*j* -4- sin'v = 3 — (cos'X -h cos'fx -♦- cos'v) = 2,
on trouvera
Considérons encore un ellipsoïde qui ail pour centre Torigine et qui soit représenté par l'équation
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La section faite dans cet ellipsoiide par un plan perpendiculaire à Taxe des a: et correspondant à Tabscis^e x sera une ellipse qui, étant elle-mèine repréa^tëe par Téquation
H ; rr = i
aura pour demiTaxes deux longueurs mesurées par les produits
De plus , comme pour déterminer la surface U de cette ellipse, il suffira de multiplier le produit des deux demiaxes par le nombre tt , on aura
On trouvera d'ailleurs, en désignant par fx la masse de Tellipsoïde ,
Cela posé, on tirera de la formule qui donne G
ou
, en faisant ~ = r, G = - pta' I r*(i — r')<//=^f»<t'.
On aura de même
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cl par soi le
K = fA -3— i^ TT-, ,-.
Tel sera le moment d'inertie de l'ellipsoïde relativement à une droite menée par le centre de manière à former les angles ^, {x, v avec les directions des trois axes.
Si Fellipsoïde se transforme en une sphère, la valeur de K deviendra indépendante des angles X, fi^ v et se réduira simplement k
i87. Le calcul du moment d'inertie d'un corps de révolution par rapport à son aie est très*simple.
En effet, prenons Taxe de révolution pour axe des x. Le moment d'inertie relatif à cet axe sera donné par l'équation
r étant la distance d'un point quelconque à Taxe des x. Soit A6 {Jig» 33) la courbe génératrice supposée plane, et partageons le volqmedu solide engendré en tranches infi* niment minces par des plans perpeu4içulaires à Taxe des X. Le vojume (^ de l'élément d'une de ces tranches engendré par la révolution du rectangle mnpq est la différence entre les volumes de deux cylindres dont la hauteur commune est ùkX et les rayons des bases r et r + Ar*. Donc
OU, en négligeant Ar par rapport à ar,
La masse m de cet élément et son moment d'ineriie k seront
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La somme des moments d'inertie de toutes les tranches s'obtiendra évidemment en intégrant rexpressioii inpr^dxdrj i® depuis r=o jusqu'à r^^j-^ jrz=if[x) étant l'ordonnée de la courbe génératrice; a^ depuis a: = aro jusqu'à j:=:x, x = Xo, a: = j: étant les équations des plans qui terminent le corps de révolution, de sorte que l'on aura
K = 2^trp / I r^djtdr (2)
1 =2wp \ dx \ r^drz^-L I jr*dx.
S'il s'agissaitde trouver le momentd'inertierelatÎTementà un axe pris pour axe des r, et perpendiculaire à l'axe de révolution devenu axe desjr^ on mfaierait, par le centré de gravité du cylindre déterminé par deux plans perpendiculaires à l'axe desj^, un second axe parallèle à Taxe desx, et Ton chercherait d'abord le moment d'inertie du, cylindre élémentaire par rapport à cet axe. Soient ABCEA [Jîg' 34) le cylindre élémentaire, D son centre de figure, DC Taxe parallèle à l'axe des x. Appelons (f l'angle ODC^ X le rayon vecteur DO, la masse d^i du cylindre élémentaire ABCEA sera
c/|A ^ pk d\dxdf , sa distance r à l'axe DC sera
r = >siDf,
et par conséquent le moment d'inerlie du cylindre ABCEA, par rapport à DC, sera
pdj j I \*sm^ifdldff:=npdx j > VX = -r icp xV/ .
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La masse du cylindre ABCEA est d^ailleurs
son moment par rapport à l'axe des x sera donc
irpx^X*^X--hj7tpx*djr,
Si X ^=f(jr) est l'équation de la génératrice, le moment d'inertie cherché K relatif à Taxe des x sera
(3) K.= «P r ' jr'[/(r)]'-i- î [/(r)]' jrfr-
jipplications. Dans les cinq premières l'axe des moments est l'axe de rcWolution. i^ A la sphère. L'équation de la courbe génératrice est
d'où
8 ^ Lei volume de la sphère est
sa masse
f* = ^ irp «•, d'où wp a* = -T f*fl*,
K = I fta».
a^ Au cylindre engendré par la révolution d'une droite parallèle à Taxe. En appelant rie rayon du cylindre, h sa hauteur, on pourra prendre
j=r, x#=o, x\=zh^ L 27
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et l'on aura
î^a masse fi=5 itpr^h^ d'où T:pr^h = fir^j
.s SI
3® A une portion de paraboloïde engendrée par la parabole j^* =px, et terminée d'un c6lé par le plan j^x, de Tautre par le plan x = h. On a
JV: — : •
Vo ""■"
on a d'ailleurs
donc
4® Au cône engendré par la droite^ ss ax, et terminé par le plan x = A. On aura
j« = fl*j^, xt=Oy 4:1 = A, *=r>
y __irp a^h* irpr*A _ 3 ^
5® A un cône tronqué par rapport à son axe. Soient (fis* 35) 0C = a, BA = i les deux rayons du tronc de eône, BE =? A sa hauteur, et posons
ta9gODC = 0,
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dr
La masse (i du c6ne est d'ailleurs ,
donc
6^ A un tronc de cône par rapport à une ligne perpendiculaire à son axe. Soit (fig^ 36) OX Taxe par rapport auquel on cherche le moment d'inertie ; posons comme prëcédemment
OC=fl, BA = *, BO = A, tangODC = 0y
on a
a — « - dx
La masse /tdu tronc de cône est d'ailleurs
430 STiTtQDE.
donc
7*^ A UQ 5^;ment de spbère par rapport à un axe pei> pendîculaire au plan de la base. Soient (Jîg- Sy) ABCD le segment sphéri que, r = CD son rajon, A^DE sa baaleur, OX l'aie des x parallèle an rayon CD on perpendiculaire à la base du segment et situé à une distance OE^}*, on aura
EP = ar, Pm"=[2i— (A-x)]{A — x).
Le moment d'imne du segment relatif à l'axe DC sera
= -? jC [4''(»-»)'-4'-(*-«)'+(*-»)'1''(*-')
La masse n du segment est d'ailleurs
')] [A -')'^ = "?('*'- 5*')' on aura donc pour le moment K' relatif it l'axe DC
t pour le moment K. relatif k l'axe des x
8° Avec M. Haton de la Goupillière, à un tore par rap>
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port à un de ses rayons équatoriaux. Rapporlons le tore à son axe de figure OZ et à deux rayons rectangulaires OX et OY. Le moment d'inertie par rapport à ce dernier axe OT est donné par Téquation
En raison de la symétrie du corps autour de Taxe de figure, les deux sommes Z/no:', Z/n^' ont la même valeur, qui est aussi celle de leur demi -somme
i 2/îi Ix* -h r^ ) = - l«f ^% d étant la distance à l'axe de figure; on a donc encore
Pour trouver Z/nz', décomposons le tore en tranches horizontales ayant pour épaisseur dz (fig. 38). Chacune de ces tranches aura pour section verticale t^t^dz, ^ étant Tordonnée horizontale du cercle générateur par rapport à des axes parallèles aux premiers, mais passant par le centre o de ce cercle générateur, dont r est le rayon* La distance du centre de gravité de la tranche à Taxe de révolution est égale à la distance à ce même axe du centre du cercle générateur, ou au rayon R du cercle décrit par ce centre. Le volume engendré par la tranche est donc
2Çc/zX2trR = ^icKlidz^ et la masse
4irpRÇi£s; on a donc
= 4irpR p''îlj^l^==4irp[Rr'./(2)-R./(4)],
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en faisant, po«r abréger,
Pour trouver de même £md', décomposons le tore en couronnes cylindriques d^épaisseur di {fig* Sp), ayant chacune pour section verticale 2£^d, et comme la distance du centre de la section à Taxe de révolution est }, le volume engendré par elle sera
et la masse contenue sous ce volume
^fepz9d9y on aura donc
4irp I ,. «Ç
— R (R' — 3r') ./(2) 4- SRT» /(i) + r>R»./(o)].
Il est évident d'abord que J (n) s'annule quand n est impair, puisque entre o et — r on retrouve, aveciin signe contraire, les mêmes éléments qu'entre o et -^-r. On peut donc supprimer dés à présent les termes en^(i), y'(3),y*(5). Il vient alors simplement
K = 2irpR[-5./(4)-+-(5r*-.R»)./(a)H-R»r»./(o)J. r\ J» -Il C" *"^* I .3.5.7. . .(/f — 0 _« .
On a d ailleurs / , ■ = 1 à d' ' ^ '^i cl
•/o sJr*'^ê* 2.2.4»0.o. .- *
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pour étendit!, dam le cts de n pair, rintëgraie de — r à 4- r, ou pour obtenir /(n), il suffit de donbler le résultat, car de — r ko on retrouve les mêmes éléments que de o s r; on aura donc
et par suite, tout calcul fait,
•li introduisant la masse totale |uis= air'pRr* du tore«
M. Haton de laGoupillière ajoute : i^ qtie le momeut d'inertie du tore relatif à son axe de figure est
a^ que son moment d*inertie par rapport au centre est
188. Revenons à la définition du moment d'inertie d'un certain nombre de points matériels dont les masses sont m'y m", m*', . . . , et les distances à l'axe r', r*, r^, . . . ^ on aura , en vertu d'un théorème connu,
= (m'-hm''-+. jw*'., .) moyenne entre (r'% r"% r'^',. . .)
en désignant par jx la masse totale du système, et par r* carré une quantité moyenne entre r'*, r''*, r^, . . ,. , ou entre les carrés des distances des divers points matériels k l'axe. La distance moyenne r^, racine carrée du quotient du
moment d'inertie K par la masse p du corps, prend quelquefois le nom de rayon d*inertie ou de gf ration autour de l'axe que l'on considère ; et les rayons de gyration relatifs à divers axes ont entre eux les mêmes relations que le& moments d*inertie. Si, par exemple, on appelle /> % r^ les rayons de gyration pris par rapport à deux axes parallèles, dont lejpçemier passe par le centre de gravité du corps et dont la distance est $, on aura
189. Supposons, pour donner un exemple, qu'il s'agisse de trouver le rayon de gyration d'une lentille biconvexe homogène autour d'une parallèle à Taxe de révolution; on suppose la lentille terminée par deux surfaces sphériques égalesi II suffira évidemment de considérer une seule des deux lentilles plan-convexes dont Tensemble forme la lentille proposée. Soient r le rayon de la surface sphérique, a la flèche de la lentille plan-convexe, b Je rayon de la base, jx la masse, p la densité, r^, r^ les rayons de gyration autour de Taxe proposé et de l'axe de révolution, i la distance des deux axes. Cherchons d'abord r\. Pour cela , considérons une tranche infiniment mince et perpendiculaire à Taxe \ si nous nommons j le rayon de cette tranche et x la distance au sommet de la lentille, le moment d'inertie de la tranche autour de l'axe de ré* volution sera
et par conséquent le moment d'inertie fxr^ de la demilentille sera
o ^' Jo
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or
donc
'*'-.= 2^^ 3 i -^Sj
= ^'^^-^ («< H- 5a' A» + io*M , o.io^
et, puisque fx= ^7rp(a*H-3aft*),onaura
r = :: tttz > ©' / =r -♦-a'.
* lo a^H-S^» g f
190. On trouve énoncées dans les Problèmes de Mécanique rationnelle du R. P. Julien (t. 11^ p. 55) les propositions suivantes relatives aux rayons /*, de gyration de divers corps, lignes, surfaces ou volumes, supposés homogènes :
I® Pour une droite AB de longueur / autour d'un axe qui passe par lextrémité Â et fait un angle ê avec la
j . s /*sin'6 droite : r = — 5
a^ Pour une droite autour d'un axe perpendiculaire et non situé dans le même plan, a a étant la longueur de la droite et b la perpendiculaire abaissée du milieu de la
droite sur l'axe, 'ff = 0 ^*H- i*«
3^ Pour un arc de cercle autour d^un axe perpendicu*
laire à son plan et passant par son centre de gravité :
R étant le rayon, c lacorde et a la longueur de Tare domié,
4^ Pour un arc de cercle autour d'un axe perpendiculaire à son plan et passant au milieu de Tare , les nota-
2R' tiens restant les mêmes, rj = — (a — c).
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5^ Pour la surface d'une ellipse dont a a est le grand
axe et 2 i le petit : autour du grand axe, r^ = -7-; autouc
du petit axe, r^ = -j'
6^ Pour la surface d'un triangle isocèle autour d« la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base a&,
7^ Pour la surface d'un triangle ABC autour d'un axe perpendiculaire passant par le sommet A , les côtés opposés aux sommets A, 6, C étant respectivement a, &,c,
8^ Pour la surface d'un triangle autour d'un axe per» pendiculaire passant par le centre de gravité, o, b^ c étant
les trois côtés du triangle, r* = ^ (a* -4- i* -+- c" ) .
9^ Pour la surface d'une ellipse autour d'un axe perpendiculaire passant au centre, aa, 2& étant les axes de
l'ellipse, r; = i{a«+i«).
10° Pour la surface d'un parallélogramme autour d'un axe perpendiculaire passant parle centre, a a, 2& étant les
côtes, ri = — 5 — •
11^ Pour la surfaced'un polygone régulier autour d'un axe passant par le centre de gravité, n étant le nombre
j 2 4- cos
des côtés et c leur longueur, r^ = —
12 2fr
I — cos —
12^ Pour une sphère creuse autour d'un diamètre, a
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et b étant les rayons de la surface externe et de la surface
interne, r, = g ^ZTf^'
i3° Pour un cône droit autour de son axe, a étant le
rayon de la base, Vg = — a*.
14** Pour un cylindre, le rayon de la base étant a, la
longueur 2 b : autour de son axe, r^ =£ -a*'^ autour d'une
perpendiculaire au milieu de l'axe, rj = -s a* -+■ ^ 4*.
zS*' Pour un cône droit autour d'une perpendiculaire
à Taxe mené par le centre de granité, a étant le rayon de
la base et cla hauteur du cône, r^ = jç- (4a*+ c*).
16^ Pour une lentille biconvexe autour d'un diamètre de la base commune des deux lentilles plan-convexes qui la composent, les notations restant toujours les mêmes
que n** 189, ri = — ^ , . ^,,
191 • Le tableau suivant dressé par M. Macquom Rankine fournit le moment d'inertie et le rayon de gyration des corps qui se présentent le plus souvent dans les applications pratiques. La première colonne montre le nom du corps ; la seconde dé6nit Taxe pour lequel on prend le moment d'inertie ; la troisième donne la valeur K de ce moment d'inertie; la quatrième le carré tg du rayon de gyration ; p est la densité. En divisant le moment d'inertie par le carré du rayon de gyration, on aura la masse du corps; en divisant la masse par la densité on aura son volume.
SEIZIÈME LEÇON
Moments d'inertie et rayons de gyration. — Autre moyen de trouver les axes principaux dMnertte. — Représentation géométrique des équations dont dépendent les axes principaux.— Directions des rayons principaux degyration. — Valeurs de ces rayons, en fonction des paramètres des surfaces homofocales. — Lieu de tous les axes principaux d'iilertie parallèles à une direction donnée. — Lieu des axes principaux passant par un point donné.— Lieu des points dont les axesd'inertie passent parun point donné. — Points pour lesquelsdeuxdes rayons de gyration principaux sont égaux. — Lieu de tous les points de Tespace pour lesquels un des rayons de gyratlon principaux conserye une yaleur donnée. — Surface de l'onde luminease. — Moment de Taxe. — Paramètre du moment. — Influence de la rotation du plan sur la valeur du paramètre. — Plans nuls. — Paramètre principal.^^ Lieu géométrique des paramètres'. — Monfents parallèles. — Axe dont le moment parallèle a une valeur donnée. — Représentation géométrique des variations des moments parallèles. — Foyers. — Propriétés nouvelles des axes principaux d'inertie.
192. Considérons un premier axe passant par le centre de gravité et faisant les angles a, S, y avec les trois axes principaux d'inertie relatifs à ce centre ; puis un second axe mené par le point a, i, c parallèlement au premier;
appelons d la distance des deux axes, et r^, r^, \^A, ^B, v^ les rayons de gyration correspondant aux deux axes parallèles et aux trois axes principaux d'inertie : il viendra (n»M75, 178etl88)
r'J = r^ H- ^ = A cos'a H- B cos»6 H- C cos»7 -h fl'-f- Z^>-+- c^
— (flJCOSa^-^cos6 + ccos7)^
Comme aux extrémités des axes principaux de l'ellipsoïde qui sont en même temps les axes principaux d'inertie le plan tangent est perpendiculaire au rayon vecteur h de l*ellipsoïde, ces extrémités, et par conséquent les axes principaux^ doivent vérifier l'équation dh = o, et par
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conséquent rfr. = o, dr^ = o,
puisque d^une part
et de l'autre r^ dr^ = r'g dr^ ;
c^e8t*i*dire que pour déterminer les axes priDcipaux il suffit de trouver les valeurs de a, S, y qui rendent dr^ nul. En diflérentiant Téqualion qui précède, on trouve
/ df' z=: [Acosa — a(if cosa -h 6cos6 -|-ccoS7)]i/.cosa
4-[Bcos6 — 5 (acosa -f- ^cos6 -f-ccos7)]//*cosÇ -|-[Ccos7 — c (flcosa-f- 6cos6-4-cooS7)]i/.oo67.
OD«a d'ailleurs,
cos'a -f- co$*6 -H cos'7 = i ,
et, par conséquent,
cosa</.cosa + cos6^.cos6 + cos7i/.cos7 = o.
Multipliant cette dernière équation par une indéterminée X, et rajoutant a celle qui donne la valeur de ^^^ ^ on trouve
r'€ir^=[(XH- A)cosa — a (0co9a+^coa6+«cos7)]^«oosfli -f-[(^+B) coft6 — &(aG(Ma+^cos6+ecos7)]<^« oo«( -|-[(^-hC) C0S7 — c(ff cosa+^cos6-|-ccos7)]</.coS7.
Admettons que dans cette équation a, 6, y représentent les angles qui se rapportent à Tun des axes principaux d'inertie, et donnons à l'indéterminée X la valeur déterminée par l'équation
{\ -h A)cosa = « (acosa -H ^cos6 -f-ccoS7);
alors la valeur île Vgdr^ ne renfermera phia que deux différentielles complétoment indépendantes d* cos 6, d. 00s y;
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et comme eUe detra èire sulle quelles que soient cet différentielles, il faudra que les coefficients de ^.cos 6 et d.cosy soient nuls séparément, ou que les quantités a, S,y,'k satisfassent aussi aux deux équations
(X-hB)co$6 = b{acosa-h icosS -^coosy), (X 4- C) COS7 = c (fl cosa 4- 6cos€h-ccos7).
Les trois dernières équations, jointes à
cos*a -f- cos^6 -+- cos*7 = i ,
suffisent en général à la détermination des quatre quantités a, 6, y et X. Si nous posons
a cos oL-h b cos 6 H- c COS7 = m ,
m devenant une nouvelle inconnue auxiliaire, les équations qui expriment que Taxe que Ton considère est un axe principal d'inertie, prennent la forme suivante :
Substituant ces valeurs dans l'expression de m, et aussi dans l'équation de condition cos' a -f* cos' 6 + cos* y = i , on trouve
H-A X-h-B \-hC
r fl* b* ^* 1
(») '*'L{n:Â7"*"(>^TBy'"*'(TTcr'J =
Les trois équations (i), (s), (3) renferment la solution cberchée du problème proposé -, on déterminera d'abord X par Téquation (a), puis m par l'équation (3) ; les équations (1) donneront enfin a, 6, y.
498. IfCS directions correspondantes aux valeurs ainsi cidieulées de a, 9, 7 peuvent être représentées géométri-
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quement d'une manière assez simple. Prenons rellipsoïde rapporté à ses axes principaux
toutes les surfaces du second degré homofocales à cet ellipsoïde seront comprises dans Téquation
(4) TTÂ "^ T+B -^ ITc = ' •
Celles de ces surfaces homofocales qui passent par le point a, by c sont au nombre de trois, et leurs paramètres X sont donnés par Téquation du troisième d^ré
fl» b^ c^
La quantité X qui entre dans les équations (z), (a), (3), n'est donc qu'un des trois paramètres des surfaces du second degré homofocales à l'ellipsoïde (4) et passant par le point (a, b, c). Quant aux directions a, 6, y, ce sont celles des normales aux trois surfaces homofocales. En effet, la droite déterminée par ces directions a pour équations
X — a y — h % — e cosa cos€ C0S7
ou, en substituant pour cosa, cosS, cosy leurs valeurs tirées des équations (i), et multipliant par m,
>-l-A >-^B X-hC
Or ces dernières équations sont précisément les équations de la normale au point (n, &, c) & la surface (4). On sait que les trois surfaces homofocales d'espèce dif-
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férente passant par le point (a, b^c) s'y coupent mutuellement à angle droit suivant leurs lignes de courbure; les trois axes principaux d'inertie relatifs à ce point sont donc les trois normales à ces surfaces, ou les trois tangentes à leurs lignes dMntersection.
i94. Pour trouver, non plus les directions, mais les valeurs des rayons de gyration principaux, reprenons les équations
{\ -h A)cosa=:£i (acosa + 6cos6 -+-<?C0S7), ("k -+-B)coso = b{acosoi -+- ^ cos 6 4- ^ COS7 ) , (> -f-C)cos7 = c(flcosa-f- 60056 + ccosy);
multiplions là première par cosa, la seconde parcosS, la troisième par cosy, et ajoutons-les, il vient
X-HAcos'a -f-Bcos*6-hCcos*7 = (acosa-4-6co
L'équation qui donne la valeur cherchée r^g du carre du rayon principal de gyration se réduit alors à
r étant la distance du point a, &, c au centre de gravité du système. Le carré du rayon de gyration relatif à un des axes principaux d'inertie passant par un point quelconque M est donc égal au carré du rayon vecteur allant du centre de gravité à ce point M, diminué du paramètre de la sui^ face homofocale. à laquelle cet axe est normal. On peut déduire de ce théorème quelques conséquences remarquables.
195. Cherchons le lieu de tous les axes principaux d'inertie parallèles à une direction donnée a, S, y. Considérons un quelconque de ces axes passant par le point
M (a^ £, c) ; il aura pour équations
ces a cos6 COS7 '
on aura d'ailleurs
et, par conséquent,
Gosa m m ces 6 m m COS7 m m
ces a CCS 6 COSa ces 7 COS<> COS7
(5) _f_(B-C) + -^(C— A)-+--i-(A — B) = o. ' cosa^ / COS6 ' C0S7^
Cette équation, où n'entrent plus que les variables x^y^ z, est Téquation du cylindre formé par tous les axes principaux d'inertie parallèles à la direction donnée ; or oo ▼oit que ce cylindre se réduit à un plan passant par le centre de gravité et parallèle a la direction donnée. Voyons maintenant quel est dans ce plan le lieu des points M (a, i, c) auxquels ces axes principaux d'inertie se rapportent. La quantité m dans les équations qui précèdent représente Texpression a cos a -|- ft cos 6 + c cos y, de sorte que pour les points a, &, c, en question, on aura
acosa-f- ^cos»>-f-ccos7 = 7— = = —7
cosa cos6 cosa C0S7 cosS 00S7 Ainsi, outre l'équation du plan ( 5), on aura, par exemple,
(«cosa + ^cos6 4- CCOS7) 1 i 1 = A — B.
^ " \cos« cos6/
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Si'de réquation (5) on tire la valeur de r ou de c pour la reporter dans Téqualion qui précède, on aura Téquation de la projection de la courbe cherchée sur le plan des JC, j^5 et l'on voit que celte projection est une hyperbole ayant pour centre l'origine, et pour asymptotes les droites
= o , a cos a -4- ^ cos6 -f- c cos 7=0.
ces a cos €
Donc dans l'espace on a une hyperbole située dans le plan (5), et dont les asymptotes sont, Tune l'intersection
du plan (5) avec le plan projetant, -=o,
c'est-à-dire la droite
cos ff ces 6 cos 7 ^
et l'autre, l'intersection du même plan (5) avec le plan
xcosa 4-jcosS-hzcos7 = 0.
Or^ ce dernier n'est autre que le plan mené par l'origine perpendiculairement à la direction donnée. La seconde asymptote, par conséquent, est perpendiculaire à la première, et l'hyperbole en question est équilatère» Pour la définir complètement, il suffit de constater que son paramètre p est donné par l'équation
p\ — (A — B)» cos' a cos' 6 4- (A — C)»cos^aeo8»7-|-(B — C)'cos'6cos'7,
ou que son équation est xj t=p*.
196. Considérons encore les axes principaux d'inertie passant par un nouveau point (|, yj, ^). Les coordonnées a:, y, £, d'un point quelconque de chacun de ces axes,
vérifieront encore les équations
cosa ces 6 , CCS a COS7 cos6 cosy
et comme a, S, y sont les angles que l'axe d'inerûe fait avec les axes coordonnés des jr, jr^ z, on aura
cosa =
cos<> =
cos7 =
Substituant pour cos a, cos S, cos y, leurs valeurs, et multipliant par \/(x — U*"*"(y — »))*•+-(« — f)% il viendra
mv/(x — 5)» + (jr -„)«-!.(« — ç)> A — B A — C B — C
ou bien, en remarquant que
X Ç y ïj
(6) mv/(x~ç)'-h(r~>,)'H-(z-0'
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d'où Ion lire, pour réquation du lieu cherché, '
Le lieu des axes principaux passant par le point ^, 19, ^^ est donc un cône du second degré dont Téquation sous forme entière est
{B~C)Ç(r-n){*~Ç)-h(C-A)>,(:r-Ç)(s — Ç) -h(A-B)Ç(ar-Ç)(7-„) = o.
Cette équation montre immédiatement que les tix>is parallèles aux axes coordonnés
jr=5, jr=ri; x=Ç, z=;; y = n, 2=^,
sont trois génératrices du cône. La droite qui unit l'origine au point (^, y;, ^) est une quatrième génératrice, car réquation (7) est évidemment vérifiée par a: = o, j^ = o, z=o. Pour définir complètement ce cône, il suffit de conuaitre en outre un de ses plans tangents; or on voit sans peine que le plan tangent au cône suivant Tarète qui va de Torigine au point (^9 ^> ^)} a pour équation
et que ce plan tangent est celui qui contient tous les axes principaux d'inertie parallèles à Tarête dont il s'agit. Un résultat digne encore d'attention est que, si le point ^, 17, C, varie en restant toujours sur cette même arête passant par l'origine, le cône ne change pas de forme, et se transporte parallèlement à lui-même. Eneflet, lecône (7), transporté parallèlement à lui-même de manière que son sommet vienne coïncider avec l'origine, a pour équation
et Ton voit que quand le point ^j rj, ^, reste sur un même rayon passant par l'origine, ou quand les coordonnées ^, Y}, Ç, conservent entre elles les mêmes rapports, Tëquation du cône transporté parallèlement à lui-même ne change pas. Si Ton suppose que le point ^, 77, Çf s'éloigne jusqu'à Tinfini, en restant toujours sur la même droite passant par Torigine, le sommet du cône ira à Tinfini ; et la partie qui reste à une distance finie de l'origine se réduit au plan tangent suivant cette droite^ on retrouve ainsi ce résultat que le plan tangent commun à tous les cônes ayant leurs sommets sur la ligne qui va de Torigine au point ( ^, 19, ('), est le lieu des axes principaux d'inertie parallèles à cette ligne.
197. Déterminons enfin le lieu des points dont les axes d'inertie principaux passent par le point (^, m^ ^). Soient a^b^c, les coordonnées d'un de ceë points ; substituées a jr, y y z, elles vérifieront d'abord les équations (6), et comme on a, en outre, m == acosa -f- b cos 6 -f- ccosy, il viendra,
en multipliant par ^{a — Ç)*-+- (b — >?)*-+- (c — Ç)',
= «(«I — ^)-+. 6 (6 — Tj) -4- c(c — Ç),
et, en substituant cette valeur du radical dans les équations (6) on trouvera enfin que les coordonnées a, &, c, satisfont aux relations
fl (« — Ç) 4- ^( 6 — «) -h- c{c— K) A— B A — C B — C
ce sont les équations de la courbe cherchée; elles se réduisent réellement à deux. La première, celle que l'on obtient en égalant entre eux deux quelconques des trois
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derniers membres de' l'^alité, est Téquation du cône da second degré (7) ; la seconde, obtenue en égalant le pre* mier membre de Fégalité k Tun des trois derniers, est Té* quation d'une surface du troisième degré qui coupe le cane suivant la' courbe cberchée. Chaque génératrice du cône doit rencontrer la surface du troisième degré en trois points ; mais il est facile de voir que deux de ces points se réunissent au sommet (^, 77, ^); et en négligeant cette solution étrangère, on ne trouve qu'un point sur chaque génératrice. Considérons une de ces génératrices faisant avec les axes des angles a, 6, y, et appelons r la distance du point inconnu (a, i, c), qui se trouve sur cette génératrice au sommet (Ç, y}, (^) ^ on a
r=v^(«~Ç)»H-(6-7,J'-h(c — Çj", a — Ç = rcosay b — ij = rcos€, c — }^ = rcosy-
Substituant dans Féquation (8) et négligeant les valeurs r = o, nous aurons
r -h Ç cos a 4- >î cog 6 -h Ç ces 7 A— B A — C B — C
cosa cos6 cosa ces 7 cos6 C0S7
ce qui ne donne' réellement qu'un point unique sur chaque génératrice; ce résultat était facile à prévoir, puisqu'une droite n'est axe principal d'inertie que pour un de ses points.
198. L'équation r'g = r* — X, qui donne la valeur des rayons de gyration principaux, conduit de même à quelques conséquences qui ne sont pas sans intérêt. Prenons un point (a, &, c) et concevons les trois surfaces homofocales du second degré qui passent par ce point. Soit V le paramètre de l'ellipse, X'' celui de l'hyperboloïde à une
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nappe, W^^ celui de Thyperboloïde à deux nappes. Soient r'gj Tg^ f'gy les rayons degyralion pour les axes principaux normaux à ces surfaces; en supposant A ^ B }> C, nous aurons pour :
Tellipsoïde
V-hA>o, )/-f.B>o, V-^C>o
Thyperboloïde à une nappe
rhyperboloïde à deux nappes
X"'-hA>o, r-|-B<o, X*'-|-C<o;
d'où Tou déduit la série d'inégalités
et en ajoutant /^ à tous les termevS
Ainsi des trois rayons de gyration principaux, et par suite des trois moments d'inertie principaux, le plus petit correspond à Taxe normal à Tellipsoïde, le moyen à Taxe normal à ITij'perboloïde à une nappe, le plus grand à Taxe normal à l^yperboloïde à deux nappes.
L'équation qui détermine la valeur de X est
>-f-A A-+-B >.-hC
par suite l'équation qui donne les trois valeurs de r^ est
a^ b^ tf»
Si on la met sous forme entière, en faisant disparaître les dénominateurs, on trouve que la somme des racines,
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^ale au coefficient du second lerme pris en signe con-
traire, est
/'-h/^''-h^'=:(/^-+-A)^(r»-hB)-h(A»-|-C)— fl>-ô^~c>
= 2r»-f-AH-B-f-C;
et l'on constate que la somme des carrés des trois rayons de gy ration principaux reste la même pour tous les points de la spliëre de rayon r. Il en est ainsi, par conséquent, de la somme des carrés de gy ration relatifs à trois axes rectangulaires quelconques, passant par le point (a, &, c), puisque, comme on l'a vu, cette somme est égale à la somme des carrés des rayons de gyration principaux relatifs à ce même point.
199. S'il existe des points pour lesquels deux des rayons de gyration principaux, le plus petit, par exemple, et le moyen, deviennent égaux, et où, par conséquent, Tellipsoïde des moments d'inertie soit de révolution, on devra avoir en ces points
et, en vertu de l'inégalité — i'< C < — X'^
Ces points se trouvent donc sur l'intersection de Tellipsoïde — i'= C, et de l'hyperboloïde à une nappe — V=^C», Mais ces deux surfaces limites se réduisent toutes deux au plan des a:, y^ et Ton ne voit pas bien quelle est leur intersection. Pour la découvrir, prenons d'abord deux surfaces très- voisines, rellipsbïde, — V= C — e'*, et l'hyperboloïde à une nappe, — i''= C -H s"*, dont les équations sont
(A — C)-hs'' (B — €)-»-«
(A~.C)—£"' fB— C)--s"» ff
L'ellipsoïde qui a pour axe des z la longueur €\ est extrêmement aplati, et à mesure que i* décroît, il tend à se réduire aux points du plan des Xy y compris dans Tintérieur de Tellipse
Quant à l'fayperboloïde à une nappe qui a pour axe imaginaire la longueur s'', il tend, quand ^^ diminue, à se réduire aux points du plan des x^y extérieurs à Tellipse limite
Donc Tintersection toujours réelle des deux surfaces a pour limite Fellipse
* = o, -Ti-^zi :;= M
c'est le lieu des points cherchés. Il est facile de trouver pour ces points les directions des axes principaux d'inertie et les grandeurs des rayons de gyration. En eiïet, les axes du plus petit et du moyeu moment d'inertie sont deux axes quelconques rectangulaires entre eux, dans le plan normal à l'ellipse qui précède; et pour tous les axe^ compris dans ce plan normal, le rayon de gyration est
L'axe du plus grand moment d'inertie est situé dans le plan xy^ tangentiellement à cette même ellipse, et son rayon de gyration est donné par l'égalité
/^' = 2/^-h A-H B -t- C — /^' — /' = A-hB + C;
il est constant pour tous les points de l'ellipse.
On trouvera de même que les points pour lesquels le
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plus grand et le moyen moment d'inertie sont égaux, sont donnés par l'égalité
et, par suite, qu'ils appartiennent à Thyperbole située dans le plan des x, z^
•^="' Â:rB-B3c = ''
Pour tous ces points le plus gi*and et le moyen moment d^inertie sont deux axes quelconques rectangulaires, dans le plan normal à l'hyperboloïde qui précède. Les rayons de gy ration correspondants sont rj'* = f^*=: r* -+- B. L'axe du plus petit moment d'inertie est la tangente à l'hyperbole ; son rayon de gyration est r^' = A H- B -H C 5 il est par conséquent constant pour tous les points de l'hyperbole.
L'ellipse et l'hyperbole sont situées dans des plans rectangulaires ; de plus, il est aisé de voir que les sommets de l'une sont les foyers de l'autre, -et réciproquement*, ce sont donc les deux courbes focales conjuguées. Comme ces deux courbes n'ont pas de point commun, il n'y a pas de point dans l'espace pour lesquels les trois moments principaux d'inertie deviennent égaux, et où l'ellipsoïde des moments devienne une sphère.
SOO. On peut se proposer un dernier problème : Quel est le lieu de tous les points de l'espace pour lesquels un des rayons de gyration principaux conserve une valeur donnée r^ = k. Pour le résoudre, il suffit de reprendre l'équation.
qui donne les rayons de gyration principaux en fonction
de a> ^9 C] el de supposer que, k y conservant la valcïur
donnée, a, i, c et r= ya*H-i* + c' varient de manière à satisfaire toujours à cette équation; le lieu cherché aura donc pour équation
C'est sa forme la plus simple \ si pour la mettre sous forme entière on fait disparaître les dénominateurs, elle devient
--ar'(X-— A)[X- — B-|-i{- — C]— r'(^ — B)[X- — A+it — G] ! = o — z»(^ — C)[/- — A-f-^ — B)-h(A- — A)(/- — B)(X — C) )
Ce lieu est une surface du quatrième degré symétrique relativement aux plans coordonnés ; ses intersections avec ces plans se décomposent en deux courbes du second degré dont une est un cercle réel ou imaginaire. Ce n'est pas autre chose que la surface des ondes de Fresnel, qui représente le mouvement du rayon lumineux dans les substances biréfringentes^ M. Peslin, à qui nous avons emprunté cette théorie, Ta discutée complètement dans sa Thèse de Doctorat, soutenue en i858, et imprimée chez M. Mallet-Bachelier.
201. Un jeune géomètre, M. Haton de la Goupillière, a étudié d'une manière toute particulière non plus les sommes Smx et Z/Tix* relatives aux centres de gravité et aux ^ moments d'inertie, mais la somme 2/7i;r^, et cette étude l'a conduit a quelques résultats intéressants qu^il est utile de résumer ici .
Cette somme Ytmxy^ que nous appellerons le moment de taxe z, peut être représentée par fxXY, ^ étant la masse totale du système et X, Y deux quantités assujetties
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Simplement à vérifier Téquation
Cette équation ne suffit pas à déterminer ces deux quantités, et on peut prendre pour elle les deux coordonnées d'un point quelconque d'un cylindre à base d'hyperbole équilatère asymptotique aux plans coordonnés. Ce cylindre est tel, que le moment ne change pas lorsque Ton condense toute sa masse sur sa surface, en l'y répar tissant du reste d^une manière quelconque. Mais une hyperbole dont on a les asymptotes est entièrement connue, et de la manière la plus nette, si Ton donne en outre son sommet ou son demi-axe transverse^ en le désignant par X, Téquation devra prendre la forme
XY = ^. d'où X'=ii^.
Cettequantité X,qui représente une1ongueui% est analogue au rayon de gyration ; nous l'appellerons le paramètre du moment»
202. Considérons un second système de plans fixes (j', y) qui fasse avec le premier (x, ^) un angle 9, on passera du premier système au second à Taide des formules
j/=j^sin^-f-^co8ç, ^'=^co5«p — xsiuf^y d'où l'on tire
a^y = ( j' — x^ ) sin «p cos y -f- jry ( cos'y — sin*^ ) , a2mj/j'=sina^2/ii(/* — ji^)-^ ilmxy .cosii^.
Si maintenant nous prenons sur l'axe une origine arbitraire O pour y rapporter des coordonnées 2, nous aurons identiquement
en désignant par u et m les rayons de gyration relatifs aux axes des x et des j^. Cela posé, en divisant par (i et appelant a\ X les paramètres des deux systèmes de plans, il viendra
y* = ( tt' --(»*) sin !x <p -f- ^* ces Xf ;
cVst la formule à Taide de laquelle on déduira un paramètre quelconque des valeurs connues du paramètre et des rayons de gyration pour un système particulier de plans.
Cette valeur de X' devient nulle quand on a
il existe donc toujours pour un axe quelconque un système de plans et un seul qui donne un moment nul ; pour abréger, nous appellerons ces plans plans nuls.
203. Si Ton prend pour plans fixes (X, Y) les plans nuls, et qu'on désigne par U, V, $, ce que deviennent 4<, ^, f , Xsera nul, et l'on aura
V» = (U» — V»)sin2*.
La plus grande valeur de cette expression correspond à <I> = 45*^5 si on rappelle /, on aura
Ce paramètre principal correspond aux plans bissecteurs des plans nuls, tandis que (J« V sont les rayons de gyration des axes nuls eux-mêmes. Substituant pour U* — V* sa valeur /*, on a
et il en résulte que le paramètre W varie comme te rayon vecteur /Tune lemniscate é^uûatère qui aurait pour demi-
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axe transyerse en grandeur et en direction le paramètre principal l {Jig* ^o ) .
M. Haton de la Goupillière appelle en général lemniscate la courbe lelle, que le produit des distances p^p\ de chacun de ses points à deux foyers fixes est égal à un carré donné a*, et, en particulier, lemniscate équilatère celle où le côté du carré est la demi-distance focale. On a pour cette dernière, en posant [fi g. 4*)
FM = p, F'M=:p', 0M=/-, MOF = », a< = p'p'*=: (H 4- a» — 2<ircoS6»)(r*+a^ H- 2flrcos») = (r*-+.ûO* — 4^*'*c®****= (r^-l-û')*— 2a»r"(i + co8 26i) = r* — 2ii'r»cos2ft)H-a*,
d'où r*= aa'cossGO.
Si nous représentons par / le demi-axe a^ et par 6 Fazimut rapporté â la tangente au centre et non à Taxe, d'où w = 9 — 45^» l'équation qui précède devient H = /'sin 2O, identique quant au fond et à la représentation géométrique avec X* = /'sin 2 4>.
204. Si pour représenter géométriquement les paramètres, comme on a représenté les moments d'inertie, on portait sur chaque bissectrice des longueurs inversement proportionnelles aux paramètres correspondants, la courbe lieu des extrémités de ces longueurs aurait pour équation
^sin 0. 9 c*=H8in2Ô = 2r*sinOcosô=:2rsîn0.rços6 = ajrx,
et il en résulte que \e paramètre varie en raison inverse du rayon vecteur d'une hyperbole équilatère qui a pour axes les axes nuls. La valeur de l'axe transverse de cette hyperbole reste indéterminée, et cela doit être, puisque
toutes les hyperboles équilatères sont des courbes sem» blables.
205. Voyons maintenant de quelle manière le paramètre varie quand on passe de Fune à l'autre des droites qui forment un système ou faisceau de droites parallèles, ou quand Taxe des moments est transporté parallèlement à lui-mAme. Nous appellerons axe central celui qui passe par le t:entre de gravité G du système^ pour simplifier, nous mènerons par ce point un plan perpendiculaire â tout le faisceau, et nous appellerons pieds des droites les points où elles rencontrent le plan perpendiculaire. Prenons pour origine le centre de gravité et pour axes des x, j^ deux droites rectangulaires menées dans le plan perpendiculaire à Taxe central^ soient O (|, y?) le point ou l'axe parallèle rencontre le plan x, j^, et OX', OY', deux axes parallèles aux premiers, on a
x'f == xy — Ç j — 7,;r H- Çtj l.mx'y = imxy — ^^fiy — nlmx -h pÇij.
Mais comme le centre de gravité est situé à la fois sur les axes des x et des j', Zmx et 2m^ sont nuls, et il reste
c'est-à-dire qu'on obtient un moment quelconque en ajoutant au moment central parallèle celui de la masse totale réunie au centre de grauité.
Si Ton prenait pour plans fixes les plans centraux nuls, ^niay s'évanouirait, et Ton en conclurait qu'ii/ï moment quelconque parallèle aux plans centraux nuls est le même que si toute la masse était concentrée au centre de gravité. Si au contraire on prenait pour^l'undes plans fixes le plan qui réunit Taxe que Ion considère à Taxecen*
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tral, ce sera le terme (i^n qui disparaîtra^ et Ton arrivera à cette proposition que le moment ne change pas si Taxe central se déplace dans un de ses plans. Enfin si Taxe considéré est situé dans un des plans centraux nuls, son moment sera nul, et Ton arrivera à ce nouveau théorème, que les plans centraux nuls sont nuls en tous leurs points, ce que Ton aurait pu conclure tle la propriété bien connue qu'un axe principal est axe d'inertie en chacun de ses points.
206. On peut se proposer le problème inverse, ou chercher un axe dont le moment parallèle ait une valeur donnée. Ce problème est indéterminé, lors même que la direction des plans fixés est assignée, puisque pour déler* miner ^, t} on n'a qu'une seule équation
tmi^ y* — l.mxy
laquelle prouve au moins que les axes de même moment parallèle formant un cylindre à base d'hyperbole équilatère asymptotique aux plans centraux adoptés. Pour obtenir Féquation générale de ces courbes, rapportons-les à des coordonnées polaires, en prenant pour axe fixe Taxe nul central Gli(/ig. ^2). On aura, en posant GM = r,PGX = ç, MGP = e,
Ç = GP = rcos(e— y), u = MP = rsin(ô— <p) et ^=X»6may,
en désignant par X le paramètre principal de Taxe central -, il vient ainsi
Hsin 2 (Ô — f>) == X'' — X'sin 1 f,
équation dans laquelle r et 0 sont des coordonnées courantes, X une constante fixe qui caractérise le faisceau I. 29
parallèle, ï! et ^ deux constantes arbitraire5 relatives, Tune W à la valeur du moment que Ion se donne, Tauire ^ à la direction fixe que Ton adopte. Si Ton considère la direction des plans comme assignée, ou (f comme une constante, et qu'on porte sur chaque axe, à partir de son pied, une longueur égale à son paramètre, ce qui revient à considérer W comme une ordonnée, le lieu des extrémités formera une surface du second ordre qui ne peut être qu'un hyperboloïde équilatère de révolution k une nappe. En effet, i^ si pour avoir sa trace sur le plan perpendiculaire au faisceau on fait X' = o, ou aura
r*sin2(ô — ^) = — X2sin2f,
hyperbole équilatère entre les directions fixes ^ 2** si on la coupe par un plan perpendiculaire à la bissectrice des directions fixes, en faisant 0 c=3Ç^- i35", il viendra
V2+r»=X»sin2<p,
équation d'un cercle. Ainsi donc : le paramètre des mo^ ments parallèles varie comme r ordonnée d^un J^perboloïde équdatère de ré\^oliition à une nappe qui a pour axe la bissectrice des directions fixes et pour rayon de gorge le paramètre central qui leur correspond. Si dans Téquation
r'sin2 (ô — «p) = — Vsinay,
on fait 0 = o, il vient r = ±: i ; et si Ton porte sur Taxe GX de part et d'autre du centre là longueur i, on obtiendra deux points F, F* que Ton peut appeler foyers et où se croisent toutes les hyperboles équilatères. Ces foyers sont uniques, car deux hyperboles de même centre ne peuvent se couper qu'en deux points symétriques. La propriété caractéristique de ces foyers est évidemment que la direction des plans nuls y est indéterminée, puisque.
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pour chaque point, elle esl celle des asymptotes de l'hyperbole qui y passe. Ainsi donc, i7 existe toujours dans un faisceau deux axes ^ et rien que deux y pour lesquels les plans nuls sont quelconques^ de telle sorte que tous les paramètres, et parmi eux le paramètre principal^ y sont nuls y ou que les rayons de gy ration de toutes les droites menées parleur pied dans le plan sont égaux. Ces axes sont situés de part et d'autre de Taxe central le long de celai des axes nuls qui a le plus grand rayon de gyratîon (pour que X soit réel) et à une distance égale au paramètre central principal, de sorte que les foyers sont précisément les sommets de la lemniscate équilatère (n^203).
207. On sait depuis longtemps qu'un axe principal est axe d^inertie en tous ses points : si Ton veut se représenter la série des autres axes sur tout son parcours, rien n'est plus facile, car ils sont respectivement parallèles aux deux axes principaux perpendiculaires ; ils forment donc par leur ensemble les deux plans principaux qui passent par Taxe considéré, et ils les décrivent en restant parallèles à eux-mêmes. On sait de plus qu^un plan principal est plan d'inertie dans toute son étendue, c'est-à-dire qu'en tous ses points l'un des axes d'inertie lui est perpendicuhire; or les autres axes situés dans le plan principal peuvent être considérés comme les axes nuls de chaque, point du plan, et, appliquant à ce cas particulier les résultats précédents, on arrive à cette conclusion : La série des points d^un plan principal pour lesquels les axes dUncrtie ont une direction fixe, forme une hyperbole équilatère qui a pour asymptotes les droites menées par le centre de gratuité dans ces directions. Toutes ces hyperboles se croisent aux deux foyers principaux, et la série de leurs sommets forme une lemniscate équilatère qui a ses pro'
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près sommets en ces deux foyers. Pour ces derniers ^ les deux axes d'inertie sont quelconques, et V ellipsoïde d^ inertie est de résolution.
Nous n'irons pas plus loin : ceux de nos lecteurs qui désireraient plus de détails sur cette théorie de la géométrie des masses^ comme l'appelle M. Haton de la Goupillière, les trouveront dans sa Thèse pour le Doctorat, imprimée chez M. Mallet-Bachelier en 1857, et dans le trente-septième cahier du Journal de TÉcole Polytechnique.
DIX-SEPTIÈME LEÇON
Théorie de rattraction nniTenelle, proportionnelle aux masses et en raison inTerse du carré de la distance. — Attraction d^on point sur un point; ses composantes.— Composantes de Tattraction totale d'un corps sur un point. — Fonction des forces. — Paramètre différentiel du second ordre. — Sa Taleur pour un point intérieur ou extérieur. — Cas où la distance du point attiré est très-grande par rapport aux dimensions du corps attirant. — Attraction d'une couche sphérique homogène et concentrique sur un point extérieur ou intérieur. — Attraction d'un corps formé de couches concentriques et homogènes; cas où la densité diminue proportionnellement à la dislance au centre. — Attraction d'un ellipsoïde. — Composantes et résultante de l'attraction dans le cas d'un point intérieur et dans le cas d*un point extérieur. — Attractions égales des ellipsoïdes homofocaux. — Attraction d'un ellipsoïde de révolution. — Cas où l'excentricité est très-petite. — Composantes des attractions exercées parallèlement et perpendicuUirement à l'axe de révolution, sur un point de la surface. —Application à la terre; calcul de son attraction sur un point extérieur. — Calcul de la pesanteur a l'équateur, à la latitude X et la hauteur h au-dessus du sol. — Attraction des con* tinents. —Attraction des masses sous volumes finis.
208. L'expérience montre que deux corps quelconques de la nature, mis en présence à des distances finies, semblent exercer Tun sur Fautre une attraction directement proportionnelle au produit des masses des deux corps, inversement proportionnelle au carré de leur distance ; et nous avons k donner la théorie de cette attraction, à déterminer par l'analyse la résultante des actiotis mutuelles des éléments des deux corps , actions variables avec leurs formes et leurs dimensions.
Considérons d* abord un point matériel A attiré par un corps de forme quelconque^ cette attraction est exercée par chacun des éléments du corps, et la résultante des attractions élémentaires constitue Tattraction totale exer-
fée par le corps. Prenons pour origine O (J^g- 43) "" point quelconque fixe dans rintérieur da corps, et pour axes coordonnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ; séparons par la pensée dans le corps attirant un élément infiniment petit dont la masse dm puisse être considérée comme concentrée en un point P de l'élément, ayant pour coordonnées x, y, z; appelons x^y^ z les coordonnées du point matériel attiré A , m sa masse et r la distance AP des deux points déterminée par l'équation
L'attraction exercée par Télément P sur le point matériel A sera, en' vertu même de la définition, — : — > k étant
une constante nécessairement égale à Tattracdon de Tuniié de masse sur Funitë de masse placée à l'unité de distance. Cette force d^attraction s'exerce par hypothèse dans la direction AP; les cosinus des angles que sa direction fait avec les trois axes sont donc.
et les trois composantes de l'attraction élémentaire suivant les trois axes sont
kmdm î kmdm =-» Amdat •
Si maintenant on désigne par X, Y, Z les trois composantes de l'attraction totale exercée sur le point A, od
aura
Cx — X X =:^ Am I ; — fim ,
i Cl-i
Z = Âm 1 ^ 1 dm i
Y = km I ' — — i- r/rii,
l'intégration devant s'étendre à toute la masse du corps attirant. Si l'on désigne par U la fonction des forces , ou qu'on pose
U = j(Xdx-hYdx-hZdz.]='-Am i —
les trois intégrales ou composantes X , Y, Z seront exprimées par la seule intégrale U, c'est-à-dire que l'on aura
Cette propriété remarquable subsiste même dans le cas où la densité du corps attirant est variable, et où l'attraction s'exerce suivant une fonction quelconque de la distance. Dans ce cas général , en effet , les composantes de l'attraction exercée par le corps sur le point matériel A seront, en appelant p la densité du corps au point P, et F ( r) la fonction de la distance suivant laquelle s'exerce l'attraction,
X=:m Ç Ç Çp fSllY(r]dxdydz, Y = /iJ Ç Ç Ç^llZJ^Y(r]d%.dydz, Z = m I I 1 p^-^^^F[r)dxdydz:
on a d'une part
dr X — X
dr r— y
dr z — z
dx r '
dz r
et si, appelant ^ (r) la fonction dont la dérivée par rapport à rest F(r), on pose
on aura évidemment, en admettant toutefois que la fonction 9 (r) ne passe pas par riniini entre les limites des in-
tëgratîoDs,
U =/(XrfxH- YdTj-f. Z</z),
S09. Revenons au cas particulier de rattraciion en raison inverse du carré de la distance. La fonction des forces U et ses dérivées par rapport à x, y^ z sont des fonctions finies et continues de ces variables, à la seule condition que la densité ne sera pas supposée infinie; c'est ce qui résulte immédiatement des équations qui expriment U, X, Y, Z, lorsqu'on admet que r est toujours plus grand que zéro, ou lorsque le point attiré est extérieur au corps attirant. Pour prouver qu'il en est encore de même lorsque le point attiré appartient au corps attirant, ou est situé dans l'intérieur du corps attirant , il suffira de remplacer les coordonnées rectangulaires par les coordonnées polaires en faisant
X =:a:-|-rcosf , y =^-|-/"sin^cosi|*, z = s-h rsin^siD^»;
f étant Tangle que la distance r fait avec l'axe des x et <)i l'angle que fait avec le plan xy le plan passant par la distance r et par Taxe des x. L'élément du volume sera alors
r^fSiVLjd^d^dry
et, par suite, en appelant p la densité au point P, on aura
dxcL z=i pr^ sio tfdfd^dry
U= — Amfffprsiufdffd^^dr^
X=D,U = — Amfffpàn^cos^difd^drf
Y = p;.U = — Amfffpsin^ffcos^dtfd'^dry
Z = Dj U = — Am fffp sin' ^sîn^dffd^ dr.
Or ces valeurs montrent évidemment que la fonction des
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forces et ses dérivées sont des quantités finies et continues.
Si Ton piend les dérivées secondes de la fonction U exprimée en coordonnées rectangulaires, on trouvera
Dans le cas où r ne peut pas être nul, c'est-à-dire tant que le point attiré est en dehors du corps attirant, les seconds membres de ces équations restent finis, et, eu les ajoutant membre à membre , on trouve
D*U-hD'U-^D'U = A(»)U = o.
Le paramètre du second ordre de la fonction des forces U est donc alors identiquement nul.
Il n'en est plus ainsi lorsque le point matériel attiré fait lui-même partie du corps attirant. Pour savoir ce que devient alors le paramètre différentiel A*U, concevons une sphère infiniment petite qui entoure et renferme le point matériel A \ appelons U' la fonction des forces pour toute Tétendue de cette petite sphère et U'^ la fonction des forces pour tout le reste du corps \ U^' satisfera à Técpiation
Si Ton désigne par ^, >}, Ç les coordonnées du centre C de la petite sphère [fig* 44) » P^^ ^ son rayon, par p la densité au point attiré A devenu Tun des points du corps attirant et dans toute l'ciendue de la petite sphère, par d
la distance CA du point attiré A au centre C de la petite sphère, par r la distance PC de Télément attirant ou du point P au centre C de la petite sphère; par^' Fangle PCA de PC ou r avec CA ou d; en6n par f l'angle que le pian PCA fait avec un plan fixe mené par CA : on aura
PA = r = V^r' — 2rdcostp+d', dm = p r' sin >|« d<fd'^ dx ,
T^ûfi'^dffd^dT
r r r r^smu
dcos
Tin légra lion devant s'étendre par rapport à r depuis r =o jusqu'à r = R ; par rapport a ^ depuis (j/ = o jusqu'à i|; = tt; par rapport à ^ depuis f = o jusqu'à f = air. Une double intégration par rapport à i|; et f donne
XR [d-f-r — V(r— d)»]îl^,
équation dans laquelle il faudra toujours prendre pour V^(r — d)' la valeur positive du radical. Donc^ puisque d est toujours plus petit que R, on aura
XR . /•<!
\à^x^^xT^àf\lJ^^\ [(d -H r) - (d - r)]
rrfr T
XR ,
[(d + r)-{r-d)îî^
Jr 2r*c/r C ] — r f. I 2r^/r o d Jj
Substituant cette valeur, on trouve
et parce que d'= (a: — S)*+ (j — ^Y'^i^ — ?)''
d'où l'on tire, en différentiant,
D,U'=|itit/ifp(:t-Ç), D^U' = |7rA-/iip,
D,U'=:|7rXmp(2 — ;), D] U' = | Tr^mp,
et, par conséquent,
D^U' + D' U' 4- D]U' = A'')U== 47r ;frinp.
Pour le reste du corps attirant, on a, comme on Ta vu précédemment,
D^U''-HD'U"-i-D^U"=:A^*)U" = o,
on aura donc, en ajoutant,
D^U -h D' U -h D]U = A(»U = AC»)U' -h A(»)U" = 47rA/wp ,
p étant à la fois la densité du corps attirant et du point matériel attiré qui, dans le cas que nous considérons, fait partie de ce corps. On peut regarder cette dernière formule comme générale, ou l'étendre aux deux cas du point attiré extérieur et du point attiré intérieur, en admettant que lorsqu'il s'agit d'un point situé à l'extérieur du corps attirant, la densité p est nulle. A la surface même du corps attirant D«U aura deux valeurs égales à celles que
leurs infiniment petites positives ou négadves de Ax. D^ U et D' U auront de mime en général deux valeurs, de sorte que dans ce cas l'expression
aura en réalité huit valeurs distinctes.
210. Si la distance du point attiré au corps attirant ett très-grande par rapport aux dimensions de ce corps, on peut dans le calcul de la fonction des forces U développer
la quantité - en une série ordonnée suivant les puissances et les produits des coordonnées x, y, z. Si l'on fiil
OA = [«' +j' -+•*'} = «,■
on aura
2fl'
et, par suite,
Si maintenant on prend pour origine O des coordonow*
le centre de gravité G du corps attirant, et qu'on appelle fx ]a masse totale de ce corps, on aura
fxdm = Oy fjdmziiz Oy fzdm = Oy et, par suite,
Or si la distance R est très-grande relativement aux coordonnées X) y, z, on pourra réduire cette valeur de la fonction des forces à son premier terme, et l'on aura, par conséquent,
1J = ^km^y X^Am^, Y=X/iii^, Z=lmf^.
La résultante de ces trois composantes de Tattraction
sera égale à —^^ et elle s'exercera sur le point A dans
la direction AO ou AG. On en conclut ce théorème fondamental : Si la distance du point matériel attiré est très^grande par rapport aux dimensions du corps aiti' rant, l'attraction exercée est sensiblement la même, en grandeur et en direction, que si la masse entière du corps attirant était réunie en son centre de gravité,
211. Considérons le cas où le corps attirant est une couche sphérique concentrique et homogène dont nous prendrons le centre O pour origine des coordonnées.
Appelons R la distance 0A = ^a:*-|-j'-+- «* du point attiré au centre, P un élément de la couche sphérique
sensiblement Concentrée au point P ; OP=r= ^x'-Hy* -f-z* la distance de l'élément au centre O; ^ l'angle que la droite OP fait avec OA \ ^ l'angle que le plan OPA fait
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av»c un plan fixe arbitraire passant par la dit>ite OA ; B, et R« les diamètres intérieur et extérieur de la couche sphérique; r la distance PA du point attirant P (x, y, z) au point attiré A (x, y^ ^)\ P enfin la densité unirorme de la couche sphérique homogène : on a dans le cas actuel
dm = pr' %\ïîffdffd'^dT^
r> = R* — aRrcoSf + r% et la fonction des forces U est donnée par Téquation
J '' J J J y/R'^a^rcwff-hr'
les intégrations ayant lieu par rapport à r depuis r=R, jusqu^à r = R«*, par rapport à (f depuis f=:o jusqu'à f = TT -, enfin par rapport à i|; depuis i^ = o jusqu^à (ff =: sir. Intégrant d'abord par rapport à ({;, on trouve
U = — ^tckmp I rdr 1 —
X c/o Va'-aRr
\fd^ cosf -hr*
Mais on a
/rs\n 9 dta 1 ,;— :
■ ■ " ^ = ~ VR -- aï^rcosif + r' +const.,
V^R>— 2Rrcos © -I- r» ^
le radical devant toujours être pris avec sa valeur absolue positive. On aura donc, si R est plus grand que r ou égal à r.
,^, , ^ ^===^[(R-^r)^(R~r)] = --i ^R' — aRrcosf -h r^ '^ **
et si au contraire R est plus petit que r,
•. o V*^ — aRrrosf-f-r^ tv
SubsthuaiU, on trouve :
1^ Si le point attiré est extérieur h la couche sphérique, et par conséquent R toujours plus grand que r (^g. 4^))
Vr. r 3R r '
fi étant la masse entière de la couche spbénque. Si, après
avoir substitué pour R sa valeur ^x* -hj* -h -z*, on différentie tour à tour par rapport à x^y^ z, on trouvera
X = D,U = -Jt:, T= D,U = — fi , Z=D.U = -j^.
La résultante de ces trois composantes donne pour Tat- U'action de la couche sphérique
A m a I km
\mu. I H m
itm u
Comme cette résultante agit en outre dans la direction du rayon de la couche, il en résulte que F attraction d^une couche sphérique homogène et concentrique sur un point extérieur est absolument la même que si la masse tout entière de la couche était réunie ou condensée en son centre.
2^ Si le point attiré est situé en dedans de la couche, si par conséquent R est toujours plus petit que r (J^g» 4^)^
U = 27rX-/wp/ 2re/r = — 27r^/iip (R^ — RM.
Les composantes de l'attraction seront données par les équations
Tattraction exercée par une couche sphérique homogène
et concenirique sur un point intérieur est donc absolnment nulle.
. 3^ Si le point attiré est situé dans la couche sphériqne même, et que Ton ait, par conséquent, R < R^, mais R>R, {fig. 47), on aura
-♦- 2ir
) I xdt I
'sio ffd^
reosf -i- r*
cos^ -I- r'
Comme R est toujours plus petit que r dans la première intégrale, toujours plus grand que r dans la seconde intégrale, on aura
l-..*«p[(Ri-R.)+|51^]
On en déduit pour les composantes de l'attraction
La résulunte ou Tattraction totale sera par conséquent 4 , R* — r/ a— i R3 — r'
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et elle b*excrce dans le sens du rayon de la couclie sphérique.
On serait arrivé au même résultat si, par F intermédiaire d'une troisième sphère ayant pour rayon la distance an centre du point attiré, on avait partagé la couche sphérique en deux autres couches concentriques, Tune extérieure, l'autre intérieure, par rapport au point attiré. En effet, l'attraction exercée par la couche extérieure est identiquement nulle, tandis que Tattraction de la couche
intérieure s'exerçant comme si sa masse ^ np (R' — R' )
«tait réunie en son centre de gravité, serait égale à
Si R. est nul, c'est-n-dirc si la couche sphérique se change en une sphère pleine, la résultante devient
et Ton en conclut que Taltraction exercée par une sphère homogène sur un point situé dans son intérieur est di-» rectement proportionnelle à la distance au centre du point attiré.
212. Les valeurs de la fonction des forces et de Tattraction auxquelles nous sommes arrivés dans les numéros qui précèdent, peuvent se déduire sans peine des équations
D'Uh- D' U-|-D'U=o, ou
c|ui ont lieu, la première quand le point est cxlérieur^ la I. ' 3o
seconde quand le point est intërietir au corps attirant ou en fait partie.
En effet, l'équation
donne
* R R» / R RJ • R R'
par conséquent
d:u = d^u(d,r)'+d^ud;r=J*d;u-hjD„u-^d,u,
D;U=D;0(D,R)'+D^UD;R = gD;U4-lD„U-gD,l'.
et, en ajoutant membre à membre,
On aura donc, pour un point extérieur au corps attirant*
I>kU-(-|D„U = o; pour un point extérieur ou adhérent au corps attirant
Djj U H- ^ D^ U = /in/,mp.
Puisque la couche ou anneau sphériquc est complètement symétrique par rapport à la distance R du point attiré, la fonction des forces U doit être une fonction de R seul ; de plus^ Tattraction de la couche doit nécessairement s'exercer dans la direction de la droite R et être égale à DuU. Les premiers membres des équations qui précédent
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sout donc des difTéreiitielles exactes ou complètes. De fait, multipliées par R' et intégrées, elles donnent dans le cas où le point attiré ne fait pas partie du corps attirant,
R' D^ U = constante, et quand ce point attiré fait partie du corps attirant
R*DjjU= ^ickmp I R'^R = I TfX/wpR» -h constante.
Admettons que le point attiré est tout à fait intérieur à la couche sphérique ou que R est toujours plus petit que R« , on a alors
R' Djj U = conslante ;
«t Tattrartion DgU est donnée par Téquation
_ ,, const.
Pour déterminer la constante, on peut remarquer que si R est nul, ou que si le point attiré est situé au centre de la couche, Tattraction Dj^U doit être nulle; la con* stanteest donc toujours égale à zéro, et par conséquent {^attraction est elle-même toujours nulle tant que le point est dans l'intérieur de la couche. Comme d'ailleurs cette attraction est une fonction continue de R , elle sera encore nulle lorsque R sera égal à R. ou que le point attiré sera situé sur la surface intérieure de la couche sphérique.
Admettons en second lieu que le point attiré fait partie de la couche attirante, ratlraction sera dans ce cas
R'-HC
D„TJ=r-7r//>/o— ^P-:
et comme, en raison de la continuité, elle devra approcher
de zéro à mesure queR s'approchera de R,, la consUnleC devra être égale à — R?, el l'on aura
Sur la surface extérieure, ou lorsque R = R^, lattraclion jeviendra
3 Rr R.
Supposons enGa que le point attiré est tout à fait extérieur à la couche sphérique attirante ou que R est toujouri plus grand que R« ; on a de nouveau
Lorsque R deviendra égal à R^, cette équation doit don* ncr pour D^l] la valeur que nous avons trouvée lorsque le point attirant était situé à la surface extérieure de la couche sphérique^ on devra donc avoir
el par conséquent
Les valeurs trouvées pour rallraction par celte seconde méthode coïncident pleinement, on le voit, avec celles des numéros précédents.
213. Les mômes théorèmes relatifs à Tattraclion ti^ouvent leur application lorsque, au lieu d'être entièrement homogène, la sphère se compose de couches de dcnsile
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diiTérenlc, mais uniforme pour chaque couche :' puisque rattraction totale est nëcessaîrement égale h la somme des attractious des couches individuelles. Or si le point est extérieur à la sphère, il est attiré comme si la masse entière de la sphère était réunie en son centre; et ia manière dont la densité varie d'une couche à l'autre est tout à fait sans influence sur Tattraction exercée. Si le point attiré est situé dans Fintérieur de la sphère, on peut concevoir une surface sphérique concentrique qui passe par ce point ^, Tattraction de la couche extérieure est nulle et Ion n'a plus à tenir compte que de celle de la sphère intérieure. Mais pour arriver dans ce cas à trouver l'expression générale de l'attraction exeixée, il faudra nécessairement connaître la loi suivant laquelle la densité varie d'une couche à l'autre.
Admettons , par exemple , qu'à partir du centre elle diminue en progression arithmétique, qu'au centre elle est égale à p^? et qu'à la distance r du centre elle devienne po — cr. Appelons comme précédemment R, le rayon extérieur de la sphère, R la distance au centre du point attiré, R étant plus petit que R,. La masse du noyau sphérique sur lequel pose le point attiré sera alors égale à
Cette masse concenlréc au centre exercerait une attraction égale à
Cl celle allraclion sera par conséquent celle exeicée par la sphère entière. L'attraction sur un point intérieur dans
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riiypotbcsc (l'uue densité uniformément décroissante t partir du centre est doue la différence de deux tenues^ dont Tun est simplement proportionnel à la distance au centre du point attiré, dont Tautre est directement proportionnel au carré de cette même distance.
214. Considérons le cas où le corps attirant est un ellipsoïde homogène dont la surface a pour équation
Conservons le^ mêmes notations que précédemment, et calculons d'abord la fonction des forces donnée par 1 équation
, rdm , rrrdxdydz
Tintégrale devant s'étendre à toutes les valeurs de x, y- ^ qui satisfont à la condition
Pour intégrer ou peut, suivant une méthode proposée d* abord par Lejeune-Di ri chlet. commencer par étendre les limites de Tint^rale, en multipliant Fexpressiou à inlf%rer par le facteur
I _^cos-^-h, +-•#/*, qui est égal à T uni té aussi longtemps que le trÎDÔinr
-.H ; H ; est plus petit que i, et qui est nul quand ce
fadeur clc\ieul plus f^ran^i que Tunilé ( innez nos Ltron^
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de Calcul intégral, p. '26g). On aura ainsi
les intégrales relatives à x, y, z s^étendant actuellement de — 00 à + 00 . Pour simplifier le calcul on peut encore substituer à Tintégrale qui précède la suivante
qui a la même partie réelle, ou qui n'en diffère que par un terme imaginaire. Pour faire passer aussi en exposant la quantité variable r, on peut recourir à Tintégrale défiuie [Calcul intégral, p. 309)
d'où Ton lire
subslituanl pour -sa valeur, on trouve
OU bien, en mettant pour r* sa valeur.
«/ — oo ^\ e dz.
Or on a {Calcul intégral, p. Sio)
^-yCi;
Les deux autres intégrales relatives à y et à z seraient données par des équations toutes semblables, et en substituant on trouvera
U' = -^- 2 km f ^ — 1
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Cette intégrale se simplifiera beaucoup si Ton remplace d»
par une nouvelle variable ^ définie par Téquation y = - - En posant, en effet, pour abréger,
on trouvera par la substitution de ;^ à (|/
" \/FëTFïyH)
La partie réelle de cette intégrale donnera
En différentiant par rapport à .r, on aura la composante X de Tattraction suivant Taxe des x,
^ CCS (Ttp sin 9^7
Ou a d'ailleurs {Calcul intégral, p. 269)
rcos (7^ sin (pr/cp n
oc
ces (T(tf sin a>r/<o
-9 si T<li,
COSto sinepr/«p
SI «T > I
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Il se présente donc deux cas , suivant que le point attiré est intérieur ou extérieur à Tellipsoïde. Enefiel : i" Pour un point attiré intérieur, on a
a^ ir c'
et, par conséquent, aussi
J[ ces ory sin ^dff T o f ~ ^' _ ir.kmpx /** rfx
2^ Pour un point attiré extérieur, on a
:n + îï + ?>'.
et, par suite, a> i pour ^ = o, et tant que y^ n'aura pas atteint la valeur correspondante à Téquation
à partir de cette valeur de -/^ jusqu^à Tinfini , on aura au contraire (t <; i , Si nous représentons par ;f, la racine positive unique de Téquation (7 = 1, Tintégrale qiii donne X pourra n'être prise par rapport à jf que depuis X ^ Z* jusqu'à X = 00 ; on aura donc dans ce cas
\/{''iï('^l)H)
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mais cette réduction est moins une question de mécanique qu'une question de calcul intégral et nous ne nous y arrêterons pas.
On trouvera de même pour les deux autres composantes de I ^attraction
rfz
les intégrations devant s'étendre pour un point intérieur de o à GO , pour un point extérieur de ^i jusqu^à oo . Ces intégrales se ramènent par les méthodes ordinaires aux intégrales elliptiques de premier et de troisième ordre.
215. L'attraction d'un ellipsoïde s^ur un point intérieur ne change pas ou reste la même lorsque ses axes croissent ou décroissent ensemble dans le même rapport, ou tant que l'ellipsoïde reste semblable à lui-même. En efTet, si l'on calcule au moyen des formules établies dans les paragraphes précédents l'attraction d'un ellipsoïde dont les demi-axes seraient (i-|-5)û, (i-f-5)i, (i-f-5)c sur un point intérieur, on trouvera pour la composante suivant l'axe des x
<ir.
mais si Ton pose - — ^^^ = /' cl «juu Ton remarque que
pour X ^^ ^ ^" aura x'= o, pour ^ = Qo , )^' = 00 , on
aura
c'est-à-dire qu'on retombe exactement sur la valeur de X, ou sur la composante de T attraction, exercée par Tellipsoïde dont les demi-axes étaient a, 6, c. Il en résulte évidemment qu une couche ellipsoïdale hom(^ène terminée par deux ellipsoïdes concentriques et semblables ou à axes proportionnels n'exerce aucune action sur un poÎDt situé dans son intérieur.
S'il s'agit au contraire de ratlractiou exercée sur un point extérieur par l'ellipsoïde dont les demi-axes seraient (1 4-5)rt, (I-I-5) A, (i-f- S) c, on trouvera pour la composante suivant l'axe des x.
Xi étant la racine réelle unique de Téquation
Mais si l'on pose - — ^^^^ = x'> on aura, pourx = *'
X' = QO ^ et pour X = Xi' X' = X •' X • *^^^"^ '^ vaLcine réelle do Téquation
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aura donc
OU
en appelant X rattraciîou exercée par un ellipsoïde dont les trois demi-axes seraient a, &, c^ sur le point extérieur a/, y y z\ On trouvera de même
et Ton en conclut que si les axes de Tellipsoïde ainsi que la distance à son centre du point attiré croissent dans un certain rapport, en même temps que la droite qui va du centre au point attiré conserve toujours la même direction par rapport aux axes coordonnés, les composantes de Tattraclion et par conséquent ratlraclioii elle-même croissent dans le même rapport.
216. Si Tellipsoïde proposé devient un ellipsoïde de révolution, les intégrales elliptiques qui donnent Tattraclion peuvent se réduire à des fonctions circulaires ou logarithmiques. Prenons pour axe des x Taxe de révolution, ce qui exige que Ton ait 6 = c, il viendra
a7rXv//px /* dy
l/inlégralionsc fera différemment suivant que a sera plus
grand ou plus petit que b. Supposons d'abord a > ft; ou aura alors
Pour un point attiré intérieur, les limites sont o et oo , on aura donc
^itkm^b^x
Pour un point attiré extérieur les limites de l'intégrale sont -^^y 00 , et il vient
/^itkntpb^jr
p(i étant donné par Téquation du second degré
Si a est plus petit que i, on aura
àx
I slb^ — a^ I
= ^ : ( , arc tang —, == I + C,
on en conclura : dans le cas d'un point attiré iiuérîeiir
^ fk'Kkmùb^x f a Jb^^a^
X = —7- — *— —- I ■ arc tanc '
b' — a' \ sjb'^a* o
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dans le cas d'un point extérieur
4 itkmpab'*je
, 7 arc tang . — l-
Va' -H Xi V ^* — «' V «" H- Z« J
Les deux autres composantes de Tattraction exercée par Tellipsoïde de révolution seront données par la formule
Y Z 2irXviîp
Or, si a>i,
On aura donc, dans ce cas, pour un point intérieur
et pour un point extérieur
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Sî au COU traire a < fc, on aura
== -^-^ — ; arc taiig , |
et, par conséquent, dans le cas du point attiré intérieur,
et dans le cas du point attiré extérieur,
Y Z 2r.Âmpab^ y~' z ô» — rt^
^, arctang -^— — ^ •
Les deux composantes Y et Z, par suite de Tégalîté -=-^
peuvent se composer en une force unique dirigée suivant la perpendiculaire abaissée du point attiré sur Taxe de révolution : si l'on appelle Y' cette résultante et p la longueur de la perpendiculaire en question, on aura
Admettons que Texcentricilé de Tellipse est très-petite-, et en supposant d'abord a^ b^ posons
e étant une quantité très-petite, on trouvera
formules dans lesquelles p^i est nul pour uii point attiré intérieur, et se trouve donné pour un point attiré extérieur par Féquation
-f- TT- = 1.
Si Ton développe suivant les puissances ascendantes de e* et qu'ion néglige les quatrièmes puissances et au delà, on trouvera
OU, en posant x^ + p^ =:R*, R étant la distance du point attiré au centre de Tellipsoïde,
Si, revenant aux valeurs des composantes de Pattraction on les développe suivant les puissances ascendantes de e* en négligeant les termes en e^, e', etc., on trouvera : !<> Pour un point attiré intérieur, cas pour lequel
Q? Pour un point attiré extérieur, -^^ ayant la valeur I. 3i
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précédemment détenninée,
Supposons en second lieu a<^h^ ou que TeUipsoïde de révolution est un ellipsoïde aplati \ et posons
on trouvera
— ^ \ , arc tang . |
y'r= lÇ i{ -arc tang , — ', . ^, — p
formules dans lesquelles ^i est nul pour un point intérieur, et se trouve donné pour un point extérieur par l'équation
fl^-H^, ûa(n.^>)-|-j^,
On tire de cette dernière équation, en négligeant les puissances supérieures de e*,
Alors, en développant les valeurs des composantes X, V et négligeant les puissances supérieures de e', on trouvera :
i^ Dans le cas d'un point intérieur et de ^i = o,
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a® Dans le cas d'un point extérieur^ ^i aj&nt la valeur qui précède,
217. Appliquons ces principes au calcul de Tattraction de la terre sur un point extérieur, en tenant compte de son uiouvement de rotation autour de son axe. La forme de la terre a été partiellement déterminée par des mesures qui ont prouvé qu elle diffère très-peu d'un ellipsoïde de révolution aplati dont Taxe de révolution a est 6 356 079; dont Taxe équatorial b est 6 877 398, dont
l'excentricité, par conséquent, e=: ^ =0,082.
Quand il est question de la forme de la terre, il est sousentendu qu'il s'agit de la forme de la surface des mers et des continents ramenés par le nivellement à l'horizon des mers. Nous ne savons rien de la structure intérieure de la terre, si ce n'est que sa densité est bien plus grande au centre qu'a la surface ', il a été démontré en effet que la densité moyenne de notre globe est deux fois plus grande que celte des minéraux et des terres qu'on rencontre le plus fréquemment à la surface. L'hypothèse la plus naturelle relativement à la constitution intérieure du globe terrestre est d'admettre qu'il est formé d'ellipsoïdes de révolution concentriques, d'excentricités différentes, mais toujours très-petites.
Pour trouver l'attraction exercée par un semblable ellipsoïde, cherchons d'abord celle qui correspond à une couche ellipsoïdale infiniment petite dont a serait l'axe de révolution, da l'épaisseur, e l'excentricité, eip la densité. On trouvera les composantes de cette attraction en
différentîaut, par rapport à a et regardant p et e comme constants, les valeurs trouvées précédemment -, c^est-à-dire que Ton aura
Intégrant maintenant par rapport à a depuis a = o jusqu'à a = a, a étant Taxe de révolution de la terre, mais en considérant cette fois la densité p et T excentricité e comme des fonctions de a, on trouvera pour les composantes de Tattraction de la terre parallèles et perpen(Uculaires à Taxe de révolution
ou bien, en posant, pour abréger^
B étant une quantité très-petite de même que e*,
Si Ton connaissait la loi suivant laquelle la densité et Teicentricilé varient avec Taxe de révolution de la couche ellipsoïdale, on pourrait calculer les intégrales A, B, et par elles l'attraction totale de la terre. En T absence de ces
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données fondamentales, on peut néanmoins obtenir approximativement les valeurs de ces intégrales quand on connaît la valeur de l'attraction terrestre en un lieu déterminé.
Admettons d'abord que le point attiré est situé à la surface de la terre; appelons X la latitude géographique, c'est-i-dire l'angle que la normale en ce point fait
avec Téquateur, et £ = l'excentricité à la surface de la terre ; on aura
a sin ). a ( I H- c* ) cos X
^ I -i- «' COS'' X V I H- «=• COS^ A
V 1 -+- «^ cos' X
ou bien, en développant suivant e* et négligeant ses puissances supérieures,
0? = a sin X ( i c' cos* X J ?
/9 = 0ecosX| i-f-fM I-, — cos'X j L R = a( i-h -^c»co$î'X|«
Substituant ces valeurs, et négligeant avec e* les petites grandeurs e* B qui leur sont comparables^ on trouvera
X=^"y"^((A-B) + cosn(gB-..'A)],
Y'= 4^!:^^ [(A +..A - .B) + cos' J| B - a.» a) ].
Le mouvement diurne de rotation de la terre autour de son axe fera nattre une force centrifuge normale à cet axe et égale en intensité, comme on le prouve en dyna-
IWP^
mique, à — 9 1^ étant la vitesse du point attiré. Si Ton
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prend pour unité de temps, la seconde de temps moyen, comme dans un jour stellaire, îl y a 861649O9 secondes, on aura
Hic
en appelant od pour abréger la vitesse de rotation ^-w — Cela posé, la force centrifuge sera
"*^ • . r / ï Al
= mfo^p = mu'acosX 1 i-htM 1 — ^oos* A j l-
La composante Y' de l'attraction normale à Taxe est diminuée de la force centrifuge, et devient, par conséquent, V — mtù^p. La résultante de celte nouvelle force et de la composante X sera précisément le poids du point attiré, et l'angle 0 que sa direction fera avec Téquateur sera donné par Téquation
tang G = — •
Mais la direction de la pesanteur doit, comme nous le prouverons dans Thydrostatique, être normale â la surface des mers, on devra donc avoir 0 = X et, par conséquent,
X Y' — mw> X
tang>=- —, — : —^ = -7—.
Y' — mvi^p cosX smA
Substituant dans cette équation les valetirs deX, de Y' et de mtù^p^ on arrive à Téquation de condition
49rX'i7i
Ha — B)-Hcosn [-A— 2«^b|
— ///ft)^ a I I -H sM I cos' ^ ) h
OU, en réduisant,
[,4-.'(.-lca»n)] = ^(.'A-B).
Comme cette équation doit subsister pour toutes les valeurs de X, il faut nécessairement que co'a soit une quantité de même ordre que e* ou comparable à e*, et cette remarque permet de réduire Féquation qui précède à
wa
La grandeur de la résultante des composantes de l'attraction diminuée de la force centrifuge, ou le poids P du point attiré est en outre donné par l'équation
sinX
on bien, en substituant pour X sa valeur, P=^[(A-B)+cosn(fB-...A)] = 421^(a + ^B- ...a) + ll^(3..A- ^B)«nU
= i^(A + -B-«'A]+a_j_[-(.'A-B)_-.'Aj«n»X,
et, en remplaçant s'A — B par sa valeur tirée de Téquationa)«« = ^(e«A — B),
„ L-Kkm /, 3 ^
(5 , I iir^A\ . ,,
Mais, comme nous le yerrons, la masse m est égale au poids P divisé par la pesanteur g^ mesurée par la vitesse
qu^un corps acquiert dans une seconde en tombant dans le vide-, on aura donc, en substituant pour m sa valeur,
Si l'on faitX 3= o, on aura pour la pesanteur g^ à Téquateur
d'où Ton tire
kk 4*f^/3« ,A
substituant cette valeur dans l'expression de g^ et n^li-
géant avec e^ les grandeurs qui lui sont comparables e' 6, e^ A, on aura
Comme &>' a est aussi une quantité comparable à e', on peut à la place de &>* et prendre une grandeur qui n^en diffère que par une quantité de quatrième ordre comparable à £^, à savoir la force centrifuge à Téquateur co'6, déterminée par Téquation
et en posant n = ou désignant par n le rapporienlre
la force centrifuge et la pesanteur à Féquateur, on aura définitivement
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Cette formule, qui eiprime la pesanteur à la surface de la terre, a d'abord été donnée parLaplace, qui y est arrivé par une voie incomparablement plus longue et plus détournée.
Les obseryations du pendule faites sur un grand nombre de points de la surface de la terre ont permis de calculer avec assez d'approximation les valeurs de go et de
- /î s* ; on a trouvé ainsi
on aura donc
grj^ = 9",78o3(i -ho,oo5i757sm'X) = 9",8o56(i — o,oo258i cosaX).
Puisque Taxe équatorial de la terre a été trouvé égal à 6377398 mètres, on aura
/!= = ,Qi, af ^ — = 0,00347, -/! = 0,00867.
gr« (86164,09)*^, ' ^' 2 '
Et puisque par les observations du pendule on a trouvé
-/i s*= o,oo5i8.
on devra avoir
valeur qui diffère en réalité très-peu de la valeur o, 082 qui résultait des mesures prises et dont nous étions parti.
Des équations
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on tire
Substituées dans les équations qui donnent les composantes de Tattraction sur un point extérieur quelconque, ces valeurs de A et de B donnent
Appelons h l'altitude ou la hauteur du point attiré audessus de la surface de la terre, et X, comme précédemment, la latitude géographique du point correspondant à la surface^ on aura
x = a sinX f i s*cos*> )-+-/* sinX,
p =acos> I I -f-«M I cos'X I j-f-AcosX,
R=a-i-A-h ic>cos»>. , (a-f-aAcosU);
OU, si la hauteur h est très^petite par rapport au rayon de la terre,
X = (aH-A)sin).f i l'cos'X U
p z= (a-i- h)cos\ iH-f' I I cos*>l \j
R= («-4-/') ( i4-i«'cosUj,
▲TTRACTlOn VniVERSELLE. 49^
et en substituant,
X= mg^sia'k rr: (« -— 2«*cosU)
xî'-^[r'^r -("-") (-Mil
= '"^•"''4(TTÂ)'"*-(r-r')»H'
La force centrifuge agissant sur ce même point attiré a pour valeur
m t^'^p = m w' ( a + /i ) cos\ =z mtà^a c6s\ = mng^coi X,
parce que la petite quantité m(ù* - est de même ordre
que 6* et peut être négligée. Il faudra diminuer de la force centrifuge la composante de l'attraction perpendiculaire à l'axe, et Von aura
Onen conclut ,-7 = tanff X, et par conséquent
la direction de la pesanteur a la hauteur h au-dessus de la surface de la terre est la même qu'au point situé sur la mènne verticale à la surface de la terre; c'est-à-dire que, même en tenant compte de la force centrifuge, la direction delà pesanteur est celle de la verticale du lieu.
La résultante ou le poids du corps sera donné par
l'équaiion
^ '^^ sinX
Si Ton représente par g la vitesse acquise après une
seconde par un corps qui tomberait librement dans le vide a la latitude X et à Taltitude A, on aura
d'où il résulte que la pesantçur à une hauteur au-dessus de la surface des mers petite relativement au rayon delà terre est inversement proportionnelle au carré de la distance de ce point au centre de la terre.
219. Dans tout ce qui précède nous avons négligé Tatraction produite par les continents élevés au-dessus du niveau des mers. Soit AM'B (Jig. 4^) la surface du continent, DAMBE la surface limite de la mer prolongée andessous du continent. Soient en outre M' le point attiré, M' M la normale k la surface de la mer prolongée, h la hauteur MM', et admettons pour plus de simplicité, ce qui sera vrai avec une certaine approximation, que MM' est aussi normale à la surface du continent. L'intensité de la pesanteur en M', si le continent AM'B n'exerçait aucune attraction, serait, comme nous Tavons
trouvé précédemment, g^ -. rr^» g s étant la pesanteur
au point M; il reste à ajouter à cette quantité Fattraction du continent AM'Bqai s'exerce, comme nous le verrons, suivant MM'. Pour trouver cette attraction , désignons par ^ la densité du continent considéré comme une masse homogène, par y, z les coordonnées d'un point de cette masse perpendicidaires et parallèles i MM' pris pour axe des z^ et par r la distance M'P. Construisons maintenant autour de MM' comme axe deux surfaces cylindriques dont les rayons soient y et y+ Jy, et partageons la couche cylindrique élémentaire comprise entre les deux cylindres en anneaux circulaires par une série de plans horizontaux. La masse <^m de Tanneau élémentaire renfermant le point P sera
la distance de chacun des points de cet anneau à M' sera sensiblement
et la composante parallèle à MM' de l'attraction de l'anneau sur M' sera par conséquent
, z — X , 21^ km ù'yzdydz km rfm i-^ \ — 9
•*' (y»-+-2'Jï
parce que z = o, puisque M' est l'origine des coordonnées. Comme, par hypothèse, tout est symétrique autour de MM', la direction de l'attraction exercée par chaque anneau élémentaire sur M' devra être dirigée suivant MM' et être égale, par conséquent, en intensité comme en direcrection, à la composante ci-dessus. II reste à intégrer cette attraction élémentaire par rapport à y et à z, en étendant l'intégration à toute la masse du continent attirant. Si nous supposons d'abord que le continent est un cylindre de rayon c et de hauteur sensiblement constante
A = MM^, les timîtes de l'înlégrale seront pour y, y =: o, y = Cj pour z, z = o, z = A ; et l'on aura pour l'attraction cherchée
iKÂmp' f jdy f j
Si A est très-petit par rapport à c, comme cela a lieu pour les très-grands continents , on pourra négliger les puissances de - supérieures au carré, et Tattraction cherchée c *
sera
2ir
cette expression est indépendante de c à la conditiou que c sera très-grand par rapport à A, et on peut la regarder comme représentant l'attraction du continent tout entier; si on la divise par la masse m du point attiré et qu'on
l'ajoute à g^ j-^ on aura la pesanteur g^^ au point
Lorsqu'on donne la masse de la terre, ou du moins sa densité moyenne, on peut trouver de la manière suivante la valeur du coefficient Ai. La masse d'un ellipsoïde de révolution dont la densité est p, dont les deux axes sont
sfF^
a et & , dont l'excentricité e = est
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Si on diffîrentie cette expression par raj^prl i a, en regardant |9 et 6 comme constants, puis qu'on intègre entre les limites a =: o, a = a, en regardant cette fois p et e comme des fonctions de a, on trouve pour la masse de la terre
= 4ir 1 I
pfl* (i H- tf') da = 4wA,
et, en substituant pour l'intégrale A sa valeur déjà trouvée, d'où Ton tire
Si l'on désigne par fP la densité moyenne de la terre, on si l'on fait fx =^ rp'a* (i -h «*), on aura
Substituant enfin cette valeur de k dans celle de ^,^ et
n^ligeant avec e* les quantités du même ordre e* -9 /i -« on trouve
La densité moyenne de la terre est 5,44* <^clle de l'eau étant I \ elle est donc sensiblement double de celle des minéraux que l'on rencontre le plus souvent à la surface
de la terre, et si l'on fait ^/= -> on aura
d^où Ton conclut que l'attraction exercée par les lai^ portions de continents qui dominent le niveau des mers a pour effet de ramener la pesanteur à ce qu'elle serait si le rayon de la terre était plus grand qu'il ne Test dans
le rapport de ? à i .
290. Jusqu'ici nous n'avons considéré que le cas où Tun des corps attirants pouvait être ramené k un point matériel sans dimensions sensibles ; et nous avons actuellement à calculer Tattraction exercée Tune sur l'autre par deux masses étendues ou par deux corps de dimensions finies. Désignons par j:,^', z les coordonnées de Fan quelconque des points du premier corps, par x\y\ z' les coordonnées d'un point aussi quelconque du second corps, par r la distance des deux points, par dm^ dni les masses élémentaires ou de deux sphères infiniment petites renfermant ces deux points \ les composantes de l'attraction mutuelle de ces deux points seront
k ' dm* dnty A- — dm' dm , à dm' dm.
Ces trois forces attractives élémentaires, étendues k tons les points des deux corps et composées entre elles, donneront naissance à une force principale dont les compo-
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sautes X, Y, Z, et à un couple principal dont les moments linéaires principaux L, M, N seront donnés par les équations
X = ^ I I ' — - — dm' dm ^
Y -^ / r f---/- dm' dm , Zrrr /- Ç Ç-JI^dm'dm,
h= A- f l'Lllll^^dm'dm,
N = ^ r Cl^Z^Zl^ dm' dm .
Si le trinôme LX -h MY -hNZ = o est nul , Tattraction mutuelle se ramènera à une résultante unique, et les deux corps graviteront Tun vers l'autre en ligne droite*, dans le cas contraire ils tendront en outre à tourner Fuu autour de Tautre. L'intégration de ces équations, même dans les cas les plus simples, ne se fait pas sans de grandes difïicultés. Nous nous bornerons donc à considérer le cas très-élémentaire où les deux corps qui s'attirent mutuellement sont spliériques et homogènes, ou du moins composés de couches sphériques concentriques cl homogènes.
Soient fi la masse de l'une des sphères, C son centre, fx' la masse de la seconde sphère, et C son centre. L'attraction de la sphère fxsur un point quelconque O' de la sphère fx' sera la même que si la masse [jl était réunie tout entière dans son centre de gravité C, En outre, l'attraction de la masse jui réunie en C sur tous les éléments O' de la sphère a' est égale et opposée à l'attraction de J. 3i
la sphère fi' sur C; elle sera donc la même que si toute la masse C^ était réunie au centre /x^ Donc rattraction mutuelle des deux sphères sera exactement la même que si leurs deux masses étaient respectivement réunies à leurs ceutres , c'est-à-dire que celle attraction muluelle
sera simplement égale à -~^ t R étant la dislance des
deux centres.
Au moyen de la balance de torsion ou a mesuré la ({uantité d'attraction de deux sphères dont on connaissait la masse et la distance; on a pu ainsi déterminer la \a-
leur de /i , et on Ta trouvée écale & -^> le mètre cl le
kilogramme étant pris pour unités.
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DIX-HUITIÈME LEÇON
Méthode géométrique de M. Chasies pour la détermination de l'attraction des sphéroïdes. — Surfaces homofocales du second degré et leurs propriétés.— Lieu des pôles d'un plan fixe par rapport aux surfaces homofocales. — Lieu des stksantes — Cônes correspondants. — Normales aux surfaces homofocales. — Points correspondants. — Attraction sur un point intérieur d'une couche ellipsoïdale comprise entre deux surfaces homothétiqnes et concentriques. — Théorème de Newton. — Attraction sur un point extérieur. — Potentiel; sa valeur. — Attraction d'une couche ellipsoïdale sur un point extérieur. — Théorème d'Ivory. — Théorèmes généraux sur l'attraction des corps. — Surfaces de niveau relatives à l'attraction. — Point", surfaces et volumes correspondants.— Valeur de l'attraction exercée par un corps sur les éléments d'une surface de niveau. — Volume contenu dans un canal quelconque orthogonal. — Somme des molécules et volume d'une couche. — Somme des molécules et masse d'une couche. — Action d'une couche sur un point intérieur, sur un point à sa surface, sur un point extérieur. — Action exercée par deux couches. — Passage de l'attraction à la répulsion. — Attraction des paraboloîdes ; calcul de M. Bourget. — Attraction des polyèdres; calcul de M. Mehler. — Attraction exercée suivant la puissance an de la distance; calcul de M. Mathey.
221 . Quoique la théorie générale de rattractiou des sphéroïdes, développée dans la Leçon qui précède, ne laisse rien à désirer, nous croyons cependant devoir la compléter par Texposé de deux méthodes très-remarquables de M. Chasies, Tune géométrique, et qui nous donnera la démonstration des théorèmes de Newton et d'Ivory, qu'il n'est pas permis d'ignorer ; l'autre analytique, qui nous conduit à une foule de théorèmes généraux sur Tattraction des corps et des systèmes de corps . On nous saura gré en outre d'examiner, au moins en passant, les questions secondaires de l'attraction des paraboloîdes ou
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des polyèdres, et un cas particulier de Tattraction en raison d^une puissance paire de la distance autre que la seconde.
222. Démontrons d'abord quelques théorèmes ou lemmes de Géométrie qui trouveront leur placedansun certain nombre de questions de Mécanique et de Physique mathématique.
On appelle surfaces homofocales des surfaces du second ordre dont les sections principales ont les mêmes foyers. Soient a^ b, c les demi-axes d'nn ellipsoïde : si Ton demande Téquation des surfaces homofocales rapportées à leurs axes, on aura, en désignant par a\ i', c' leurs
demi-axes,
et en désignant par ii la valeur commune de ces trois différences, on aura
a'^=za^-h ity b'^z=b^-^u et c'^'zzz c^ -\- u\
Téqualion demandée sera donc
ai" r» 2'
tf ' -4- tt b^ -h u c^ -h u
Théorème I. — Par chaque point de l'espace on peut faire passer trois surfaces homofocales à VeUipsoide donné par V équation
Ces trois surfaces se coupent orthogonalemcnt , En effet, si dans Téquation
' «'-+-« b^ -h u c' -h II
qui représente les surfaces homofocales avec l'ellipsoïde proposé, on regarde x,j% z comme constantes, on oblieut une équation du troisième degré en f/, qui fournit bien
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trois surfaces distinctes passant par x, y, z. Nous allons voir que ces surfaces sont réelles. Pour cela mettons Péquation en question sous la forme
— (a'-4-«)(A'-ha) (c*-h tt) = o.
Si l'on suppose a" ]> fc* ^ c*, le premier membre de celle équation a le signe
-h pour il =-- — a^, — ... u r^ — b\
tt =1 -4- 00 .
A Tinspection de ce tableau, on voit immédiatement que Téquation (^) a trois racines réelles dont les valeurs absolues sont comprises entre a" et i*, i* et c", c" et -f-oo ; et qu^en outre ces trois surfaces homofocales passant par Xj y, z sont d'espèce différente.
La surface qui correspond à la valeur de u comprise entre — a} et — £' est un hyperboloïde à deux nappes; celle qui correspond à la valeur de u comprise entre — i" et — c* est un hyperboloïde à une nappe \ enfin la dernière est un ellipsoïde.
Nous désignerons dorénavant par /, p, v les racines de Téquation en u, et nous poserons
(3) I «"» z= fl> 4- f*, ^"•»— ^«-h^, c"' = c2 4- fil,
( fl*'»r= à" -4- V, b'^'— b' -4- V, c'"'= c' 4- v.
Les équations de deux surfaces homofocales passant par un même point sont :
jr* y"^ z^
il'' ' b'^ ' (/' " ' '
5o!i STATIQUE.
Si Fon retranche ces équations Tune de Tautre en supposant x^ j^ z constants, on a
Or, puisque Tëquation en u n'a pas de racines égales, X — fx est diiTérent de zéro, donc
' -H -yr-.TT — O.
a'^a"^ h'^b"^ du"' Cette équation exprime que les normales aux surfaces considérées sont perpendiculaires entre elles, car —, 77^»
— » "TTi' T^' "75 s^"' proportionnels respectivement aux
cosinus des angles que ces normales font avec les axes; donc les surfaces homofocales passatit par un même point se coupent orthogoualement. c. q. f. d.
Théorème II. — Le lieu des pôles d\m plan fixe par rapport aux surfaces homofocales relatives aux diverses valeurs du paramètre u est une droite perpendiculaire à ce plan .
En effet, l'équation du plan polaire du point or, jr^ z est, en appelant ^, 77, ^ les coordonnées courantes,
Si l'on exprime que ce point est fixe, on a, en désignant par A^ Bj C trois constantes,
a'-h u b^-hu _ <?' -I- " __ ^
— ^ z=Jf, — o.
Ceci revient évidemment à identifier Téquation du plan polaire avec Téquation du plan fixe
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Si enlre les équations précédentes on élimine u, on a
Ax ^ d" = Bx — h^ ^ Cz — c%
équations d'une droite perpendiculaire au plan fixe. Cette droite passe évidemment par le point où le plan fixe touche Tune des surfaces homofocales.
Théoeème m. — Si par un point S (fig- 49) <>'' mène à un ellipsoïde des sêcantrs SAB et par le centre O les demi-diamètres OC parallèles à ces sécantes^ le lieu d<^s
sécantes pour lesquelles le rapport — ; ebt constant est
OC un cône du second degré.
En effet, cherchons Téquation de ce cône. Soient a, |3, y les coordonnées du point S, et conservons pour Tellipsolde les mêmes notations que ci-dessus. Les équations de SB peuvent se mettre sous la forme
a: = a -h û cos /,
r = p -f p cosy,
Zz=zy -\- ^ COS /•.
En substituant ces valeurs de x, y, z dans Téquation de Tellipsoïde, on obtient une équation du second degré en p dans laquelle la différence des racines est précisément AB; on a ainsi
(acofti pcosy ycos/V la} p* 7' \ /cos*i cosV cos' A
(cos* I cosV cos* X- \ *
D'un autre côté, on a évidemment
OC OC
Kacos*/
pcos'y ycos'XA*
a' 8* 7* \ /cos'/ cosV cos'X^
Si nous remettons les équations de SA sous la forme 1
cos< cosy cosA-
et si dans la formule (a) nous remplaçons 9* par (cos"/-h cos"/ -h cos' A) (7*, Félimination de i, /, Â sefaii immédiatement, et Pon a, pour le cône cherché, Téquation
= (T'Kx - a)' 4- ( J - p)' + (z - 7)'],
qui peut être simplifiée. D'abord, en prcnaot le poinlS pour origine des coordonnées, on a
en posant
Si on laissait au contraire l'origine au centre de Tellipsoïde, l'équatiou (b)se simplifierait encore et deviendrait
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L'équation (4) montre que tous les cônes correspondants aux diflérentes valeurs de a' ont les mêmes axes principaux. En écrivant, enetlet, les équations d'où dépendent les directions des axes, on constate que ces directions sont indépendantes de cr. Si dans Téquation (6) on fait <7 = o, on a le cône circonscrit à l'ellipsoïde; donc tous les cônes en question ont les mêmes axes que le cône circonscrit à rellipsoïdc.
Théorème IV. — Les axes du cône circonscrit à V ellipsoïde, et ayant pour sommet le point S, sont les normales aux surfaces homofocales passant par ce point S.
En effet, reprenons l'équation (4), transformons les coordonnées, et prenons pour axes les normales aux surfaces homofocales passant en S. Tl faudra changer
r en
fl'a «"a «"a
Y en
z en
p', p" et p"' désignant, pour abréger, les quantités sui vantes :
p - L^ "*" pï "^ ?i J '
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on obtient alors, au lieu de (4)) Téquation suivante : Or, on a
et de ces deux équations on tiré par soustraction, en ayant égard aux relations (3),
On tire de même par soustraction .« de (5) et de (9),
a'a'* b'b'^ c'c'^ \ de (il) et (la),
de la première équation ( 7) et de ( i a),
at}
f is - p' 7> A I
^ ^^ a^a* b'b'' c'c'* X' Ip''
En tenant compte des équations (7), (la), (i3)) (<4ji
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l'équation (8) devient
fi» v' / V p' v'
ipp'jcf ^p' p" yz upp^
c'est-à-dire, réductions faites,
Cette dernière équation montre que les cônes considérés tout à rheure ont mêmes axes, et que ces axes sont les normales aux surfaces homofocales passant par le sommet S. c. Q. F. D.
On peut remarquer que la quantité K est précisément le terme constant de Téquation en i/, en sorte que
Si l'on fait a = o, on a Téquation du cône circonscrit à Tellipsoïde (i), et ayant son centre en S :
On dit que deux points sont correspondants sur deux ellipsoïdes homofocaux, lorsque leurs coordonnées sont proportionnelles aux demi-axes parallèles; en adoptant cette définition, on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème V. — La distance d^ deux points pris au
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hasard, sur deux ellipsoïdes homofocaiix, est égale à la distance de leurs correspondants.
Prenons, en efTet, les équations des ellipsoïdes soas la forme :
(1) X:=: a COSt^y f :=z b COSXf Z = C COS^y
(2) xz=a'coSf, ^ 1= ^'cos;^, a = c'cos>|>,
dans laquelle ^, ^, ^ désignent les angles d*une dmile avec les axes. Nous le pouvons, car rélimination de (p, ^, ^ entre ces trois équsttions et cette quatrième, cos*cj» -f- cos*jf-f- cos*^{/ == I, conduit sans peine à Téquatîon ordinaire de cette surface.
Soient alors acos^, ècos^r, ccosip les coordonnées d'un point M du premier ellipsoïde 5 n'cos ^', A'cos//, c'cos^' les coordonnées d'un point M' du second. Le carré de la distance de ces points sera
MM' = ( a ces <f — fl'cos ^' }'-*-( ^ cos x — ^'cos x'j' ■4- (ccosip — c'cosi|i')*.
Soient N et N' les correspondants de M et M', et fl'cos^^ b'coéx"^ c'cos(|/" et rtcos(p'", ftcos;^'", ccos^l**'' leurs coordonnées^ on aura, pour exprimer la condition de
correspondance, 9'' = cj>, )^''=x>^" = +9 '?''' = 'î'ï vJ" ='/! et ^'"= ^\ et par suite
NN' = (a' cos ^ — « cos f ')' -f- ( ^ cos x' — A' ces xY + (ccosi|/' — c'cosi|/)'.
Si l'on prend la différence entre MM' et NN' , en observant que a* — a", è* — A", c* — c'* sont égaux, on trouve
(fl' — a'^) (cos'(p -4- cos'x -*- cos^>j; — cos'*' — cos' x' — coj*^»')» c'est-à-dire zéro; donc MM'= NN'. c. q. r. o.
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223. Nous pouvons actuellement aborder la théorie géométrique de Tattraction des ellipsoïdes.
Considérons d^abord une couche ellipsoïdale comprise entre deux surfaces homothéliques et concentriques : soit S (fig' 5o) un point attiré. Prenons ce point pour sommet d'un cône infinitésimal qui découpe dans la couche deux solides ABCD, A'B'C'D'.
Si Ton suppose la couche infiniment mince, on pourra, dans le calcul de l'attraction, négliger Faction de la portion annulaire comprise à Pcxlérieur du cône tangent à la surface interne. Soient ret r' les distances du point àS aux solides ABCD, A'B'C'D'-, l'attraction exercée en ABCD se calculera en décomposant son volume en tranches sphériques très-minces ayant leur centre en Sj Faction d'une de ces tranches est
h désignant le coefficient de Tattraction, p la masse spécifique de couche, co la surface de la tranche considérée et dr son épaisseur. En intégrant, on trouve, pour l'action totale de la partie ABCD;
XpHAB,
n désignant la section faite dans le cône infinitésimal par la sphère de rayon i décrite du point S comme centre. On trouverait de même, pour l'action de A'B'C'D',
XpilA'B'.
Or, les épaisseurs AB et A'B' sont égales, car les surfaces de la couche considérée étant homothétiques, les plans diamétraux d'une même direction dans les deux ellipsoïdes sont identiques, et par suite les cordes AA^ et BB' ont mêmes milieux, donc A'B' = AB; donc aussi les ac-
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lions de ABCD et A'B'C'D' sont égales, et l'on peut énoncer le théorème suivant du à Newton :
Théorème VI. — V attraction d'une couche ellipsoïdale comprise entre deux surfaces homothétiques infiniment voisines Vune de V autre ^ sur un point intérieur, est nulle, et par conséquent r attraction exercée par une couche finie, formée de couches comprises entre deux surfaces ellipsoïdales homothétiques et homogènes, est nulle.
Revenons avec M. Chasles au cas où le point attiré S est extérieur à la couche. Prenons le point S pour origine des coordonnées et Taxe du cône circonscrit à la surface externe de la couche pour axe des z. Si nous faisons usage de coordonnées polaires, Télément de volume attirant sera
r'rfr sind<fÔf/x|/,
dr désignant la portion de rayon vecteur comprise entre les deux surfaces de la couche, d la colatilude et ^ la longitude. Par suite, l'attraction exercée par le volume en question sera
(i) k^dr%\n^d^d^.
Soit SA [fig* 5 1 ) le rayon r, O le centre de rdlipsoïde extérieur, OC le diamètre parallèle à SA, joignons SO. On aura
S A. SB OC SE.SD
(*) En ?ertu d'une propriété commune à toutes les courbes algébriques « et qu'on peut énoncer ainsi : Si l'on mène par un point S ^melconque de l'espace deux sécantes de direction fixe, le rapport des produiU des segments interceptés sur chaque sécante est constant pour toutes les positions du point S.
Pour démontrer cette proposition on prend pour axes deux des sécantes
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OU bien, en désignant par G le milieu de AB,
sg' — ga' oc'
SO — OD OD
d'où
— 2 — î oc / — » — '\ SG — GA =: rr. (so - OD ).
OD
Si Ton applique cette relation à la surface interne, le point G ne changera pas, puisque les ellipsoïdes sont
OC homothéliques, et — - restera aussi le même, en sorte
OD
que Ton pourra écrire, en retranchant Téquation relative à la surface interne de la précédente,
— 2 OC — ' r/.GA — ^^r/.OD ,
OD
ou, en observant que et. G A n'est autre chose que rfr,
Ôc' fi.OD
(ir =: -r — •
GA OD
considérées et Ton fait x=zo dans l'équation de la courbe. Dans l'équation en j ainsi obtenue, le produit des racines représente l'un des produits do segments considérés; or si B désigne le coefficient de la plu» haute puissance de^ et C le terme indépendant des variables, le produit
en question sera égal à ±: 2. L'autre produit s'obtiendrait d'une manièn* semblable et serait égal à ±: -r-, A désignant le coefficient de la plus haute
puissance de x. I^ rapport de ces deux produits est ^ , c'est-à-dire constant, à la condition que, quand le point S changera de position, la direction des sécantes ne variera pas. On sait, en effet, que le changement d'origine n'altère pas dans la transformation des coordonnées les coefficients des termes du degré le plus éleré.
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L'expression (■) de l'attraction devient alors
. ÔC* rf.OD . ^ ,^ .,
OC et SI Ton attribue à •;^--- des valeurs déterminées, on ol>-
tiendra des éléments de volumes coniques (voir théorèmes III et IV) ayant pour axe la droite choisie pour axe des z. Pour deux valeurs de \p différentes de tt, les éléments seront égaux, car 6 prendra des valeurs égales; donc Fattraction des deux éléments correspondants à ces valeurs de ^ fournira une attraction dirigée suivant Taxe des z, et Ton arrive au théorème suivant :
Théorème VII. — V attraction d'une couche homogène injîniment mince limitée à deux ellipsoïdes concentriques et homothétiques^ sur un point extérieur, est dirigée suiv^ant l'axe du cône circonscrit à la surface externe de la couche ayant son sommet au point attiré} cette direction coïncide du reste auec la nor'male à la surface hornofocale de la surface externe de'la couche passant par le point altir^é.
Il résulte de là que les surfaces de niveau ne sont autre chose que des ellipsoïdes homofocaux à la surface externe de la couche. Rappelons ici que Ton appelle surfaces de rweau celles qui sont en tous leurs points normales aux directions des forces qui sollicitent ces points. Si X, Y, Z désignent les composantes de l'attraction suivant trois axes rectangulaires, on devra donc avoir
Xé/or-f- Ydy -hZdz = o^
dx^ dj^ dz étant proportionnels aux cosinus que fait la normale aux surfaces de niveau avec les axes. Cette expression est une différentielle exacte, puisque X, Y, Z
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sont les dérivées de la fonction des forces U, à laquelle nous donnerons désormais le nom de potentiel. On peut donc dire que tout le long d'une surface de niveau le potentiel est constant.
Lorsqu'on connaît les surfaces de niveau, il est facile d'en déduire la valeur du potentiel U qui satisfait, comme nous l'avons vu, à Tcquation
(i) DjUH- D;U-hD,'U=ro ou A<')U-^o.
Cela posé, Téquaiion des surfaces de niveau renferme un paramètre m, constant sur une même surface et variable d'une surface à l'autre. U, fonction de ce paramètre, est aussi constant sdr une même surface de niveau et variable d\me surface à l'autre. U et u varient donc et sont constants en même temps, et puisque U est fonction de f/, on a
En changeant x en y et en ^, on obtient deux autres formules analogues à la précédente qui, combinées avec elle par voie d'addition, donnent en vertu de (i)
(2) D»U(A(0«)'-HD„TJAf')«=:o.
Cette équation différentielle du second ordre peut s'intégrer par les quadratures, et si l'on pose
on trouve
u= rc."^^^"^^%/«4-c',
C et C^ désignant deux constantes.
224. Appliquons celte théorie aux ellipsoïdes. Nous avons trouvé que les surfaces de niveau relatives à Tat- I. 33
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traction exercée par un ellipsoïde étaient des ellipsoïdes homofocaux ^ Téquation des surfaces de niveau, dans le cas actuel, peut donc être présentée sous la forme
Tr
fl' -+- « b^ -^ u c* -f- il En posant alors
on a
D^a = /?*-— — , rt^ -4- a
û'-+- u ' (fl«-+ a)' L(£ï»-|- uY (6'-f- uY (c'-h tt)'J
On lire facilement de ces équations et de celles que l'on obtient par une ou deux permutations circulaires
Téquation (a) de tout à l'heure devient donc
• ^p'DlV -4- 7/7= (—1 h -r-! h —^\ D.U =r 0.
On en conclut, en désignant par C une constante,
2l.D„U +1 [C(a^-hu){b' + a) (c» -M<)] = G ou
B^V = [C {n^ -^ u){b' -h u){c' -h tt)p ;
et, en désignant par X, Y, Z les composantes de l'altrac-
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tion suivant les axes,
du dx
=11 \Q(à' + u)ih' 4- u) (r* -4- u)] ^ ^4^^ '
Y = a[C(a'+«)(6'-+-«){c>+«}fî^i^^,_
Z=:2[C(fl'+«)(*'-<-«){«' + «)r'-^
Rcsle à déterminer C. Pour y parvenir, M. Chasies plac c le point attiré sur la surface externe de Ja couche, ce qui revient à faire u = o. L'expression trouvée pour l'atlraction d'un élément est
--—.— -—-sinOe/G^rL ■— 2^0-— --— sin9r/ô^iL:
SK SP _ SP SE "~ SO "~ OD
(b) devient alors
Ôc' 1 SP
AB 9. cosfi l'attraction de rëlcmeiit de la couche devient alors
XpSP ^ ' tangG rf0r/>|i.
La composante de cette attraction, suivant Taxe du cône, est
/ p • — /rpr- sin 0 «G «•]/,
et l'attraction totale s^obtient en intégrant cet clément de6 = o à 0=:7r, etdeip = o àip= 27î, ce qui donne
4,,p__.SP.
Si Ton place le point S à Textréniité do Taxe principal a de rellipsoïde, l'attraction devient
D'un autre côté, si, dans la première des formules (3). on fait u = o, on a une autre valeur de cetle atlraclion, et en égalant ces deux valeurs on a
4 Jf /■ 0 lia = -7= —
d'où
VC
2 7rXp bcda^
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les formules (3) deviennent alors
X zir AnUtpbcda -J^ [(«» H- a) ' b' -f- u) (c' -+- 11)]' ^
Y --r 4trXp bcda ^f^^lifi' -{- u [b' -h u {c'-hu]] \ Z 1= 4wXp^Cc/fl -/-^ [(«' -f- //)(6^ -f- u) (r- -h /« f %
t "I Cv
et, par suite,
VX» -4- Y» -f- Z' = 4îr^p 6<:r/ay; [(«= H- u) [b^ -f- «) (c' -+- «)] '.
Telle est l'expression de l'allraclion d'une couche ellipsoïdale sur un point extérieur : p représente dans celte expression la distance du centre de lellipsoïde au plan tangent à rellîpsoïde homofocal passant en S. Dans les cquatioi^ précédentes, posons
û'H-«--£7Î, b^-\- u — b*j c--hu=rc].
Remplaçons, pour plus de symétrie, dans la suite des calculs, X, Y, Z, X, j-,z, p, parX,, Y,, Zj, x,,y,, z,,pi; supposons que la couche agisse non plus sur un simple point matériel, mais sur Télément do)^ de la surface de niveau passant en S, et mettons en évidence la masse r/ot), de Télément attiré implicitement contenue dans le facteur k : nous trouverons ainsi
Ai =r- 4 A'ïrp bcda • — v ; •
Or, on a
ou
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et, par conséquent,
^kTzùbcda X, =r i- dy.dz,.
On trouverait de la même manière pour un autre élément de surface de niveau
^Anbrda
X, — dx^dz^y
a-i Oi c-i
d'où
X, <lx,<h, a,b,c,
Xj djr^dz^ ftiàiCi
Mais si rl(i)i et ^0)2 sont deux éléments correspondants sur les deux surfaces do niveau, on a
fit a, b^ bi r, r.
c'est -à-dîre
dx^
dxi
d)\ dj^ b, b, '
dz^
et enlin
dzj
Cette équation conduit au théorème suivant :
Théorème \IIl. — Les composantes de Vatlraction mutuelle de deux points correspondants sont entre elles en raison îui^erse des axes des surfaces homoJocaUs auxquelles ils appartiennent,
225. Nous terminerons ces considérations géométriques par une remarque intéressante consignée dans le Mémoire de M. Chasies sur Tattraction des ellipsoïdes.
Si Ton reprend la valeur de Tattraction totale exercée
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sur un point extérieur,
et si Ton suppose, au lieu d'un simple point attiré, un élément de surface de niveau ^&)|, cette expression de l'attraction prendra la forme
4ir A'p bcdapxdtùx
Si l'on intègre relativement à Paire entière de la surface
de niveau, et si Ton remarque que Spi d(ù est le triple du
volume de l'ellipsoïde dont les axes sont aj, &|, Ci, ou
trouve
i&rek^hcda.
On peut donc dire que :
Théorème K. — La somme des attractions exercées par la couche sur tous les éléments d\ine même surface de nis^eau est constante.
226. La théorie de M.-Chasles résout complètement le problème de l'attraction d'une couche infiniment mince. L^at traction d'une couche d'épaisseur finie ou même d'un ellipsoïde plein est, comme on sait, beaucoup plus dif* ficile à évaluer-, mais, d'une part, si le point attiré est intérieur à l'ellipsoïde, en vertu du théorème de New^ton, l'attraction exercée par la couche comprise entre la surface de l'ellipsoïde et l'ellipsoïde homothétique et concentrique passant par le point attiré est nulle, et le cas du point intérieur se ramène au cas d'un point situé sur la surface. D'autre part, Ivory a fait connaitre un théorème très-remarquable qui permet de ramener le cas du point extérieur au cas du point intérieur, en sorte qu'en dernière analyse on n'a plus à considérer que le cas d'un point situé sur la surface.
Considérons un premier ellipsoïde dont les demi-axes
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sont ûr, i, c] rattraction exercée par lui a pour composantes
X = X/w / — ;: — r/in.
Y — Am I - — r^dm.
=: km I
tim,
X, y, z désignant les coordonnées de Télément attiranttiin, X, y^ z les coordonnées du point attiré, r la distance de Télément dxn au point attiré : A' représente toujours le coefficient de Tattraction, et m la masse du point attire. Considérons, en particulier, la composante parallèle à Taxe des x : on peut la mettre sous la forme
X=:Amp III --r—^ — dxdjdZf
/9 désignant la densité constante de Pellipsoïde. L'intégration par rapport à x peut s'eflecluer et donne
'z dy di
T] et Ti désignant les valeurs de r correspondant à deux points situés sur la surface de Tellipsoïde et sur un prisme parallèle à Taxe des x.
Faisons actuellement passer par le point a:, j*, z uu ellipsoïde homofocal avec Tellipsoïde attirant: Taction de cet ellipsoïde idéal supposé plein sur le point correspondant de X, y^ z aura pour composante suivant Taxe des x
x', y', z' désignant les coordonnées d'un point du nouvel ellipsoïde, et r',, r\ les distances du point correspondant du point attiré à deux points situés sur une parallèle à
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l'axe des x et sur la surface du second ellipsoïde. Rien n'empêche de choisir pour ces points les points correspondants jr, y^ z^ X, y, z des points qui se présentent dans la formation de la composante X \ on aura alors /•j = /'^ et r, = r,, en vertu du théorème V, p. Soj.
Si nous désignons alors par ^q\ ib' ^ ic' les axes de Fellipsoïde passant par le point x, y, z, et homofocal avec Tellipsoïde proposé, on aura
fi^_a' dy _b' di! _ c' rl\ a dy b dz c '
et, eu vertu de ces équations, la formule qui donne X' pourra s'écrire
ou
On aurait de même
b'c' bc ^
ca
ab
C'est dans ces trois égalités que consiste le théorème d'ivoiy.
Théobème X. — Les attractions que deux ellipsoïdes homofocaux exercent parallèlement à chaque axe sur deux points coiTespondants places sur leurs surfaces respeciii^eSj sont entre elles comme les produits des deux axes perpendiculaires à chaque composante.
Poisson a remarqué le premier que ce théorème est indépendant de la loi d'attraction.
Ajoutons que si nous convenous d'appeler éléments correspondants deux éléments de surfaces de niveau tcLs,
que chaque poiut de Tun ait son correspondant dans Fautre, nous pourrons énoncer ]e théorème suivant :
, Théorème XL — Les attractions exercées par une couche comprise entre deux ellipsoïdes honiothétiques et concentriques, sur deux éléments correspondants^ sont égales.
Soient, en effet, a, b, c les demi -axes de la surface externe de la couche, p la densité de cette couche-, ai, &i, Cl les demiraxes de Tune des surfaces de niveau^ d(ù. un élément de cette surface, p la distance du centre de la couche au plan de cet élément, l'attractioti exercée sur cet élément sera
a^bxCx
Soit r/w' l'élément correspondant de dtù sur une surface de niveau dont les demi-axes soient a,, b\^ c\\ soit aussi p' la distance du centre de la couche au plan de Télément rfw' : l'attraction exercée sur cet élément sera
Le rapport de ces deux attractions est
II) /^^^ « I ^\ g I ,
p' dti! fli^iC,
Mais pd(ù est égal kdjdz-^^ p'rfw' est égal à dy'dz'-y'
X, ;'", 2, x\ y'^ z' désignant les coordonnées des éléments rfw, Jw'j de plus, comme ces éléments sont correspondants, on a
ou bien
br
dx dx'
dy
dy
dz dz'
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c'est-
-dire
dx dj/
dy-
dz dz'
le rapport (i), en tenant compte de ces relations, se réduit à l'unité, ce qui démontre le théorème que nous avions énoncé.
227. Concevons un corps matériel de forme quelconque, mais terminé par une surface fermée^ c'est-à-dire ne s'étendant pas à Tinfini, et doué du pouvoir attractif en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. Concevons les surfaces de nweau relatives à son attraction; il y aura trois cas à distinguer : les unes seront entièrement extérieures au corps et l'envelopperont de toutes parts; d'autres seront entièrement comprises dans Tintérieur du corps, et d'autres enfin pourront être en partie extérieures au corps et en partie dans son intérieur, à moins toutefois que la surface du corps ne soit elle-même une surface de niveau, auquel cas il n^y aurait que des surfaces intérieures et des surfaces extérieures. Quoi qu'il en soit, nous ne considérerons que les surfaces entièrement extérieures au corps.
Soit A Tune de ces surfaces : concevons sa normale en un point m, et soit dn la portion de cette normale comprise, extérieurement à la surface A, entre le point m et la surface de niveau infiniment voisine de A. Enfin, soit K un coefficient constant qui sera un infiniment petit du • deuxième ordre. Prenons sur la normale, intérieurement
à la surface A, un segment — : son extrémité aura pour
lieu géométrique une certaine surface. Cette surface, et la surface primitive A qui a servi à la construire, compren-
dront cnlre elles une couche intinimeiit mince, donl Tcpaisseur, variable en chaque poinl, aura pour cxpres-
K sion -—• fin
Sur chaque surface de niveau on pourra construire une couche semblable.
Ce sont ces couches que nous allons considérer pour démontrer diverses propriétés relatives à rattraciion qu^ elles exercent sur les points de Tespace, et comparer cette attraction à celle qu'exerce le corps lui-même sur ces mêmes points.
228. Soient d(ù l'élément superficiel de la surface Â au point m, d^iL rélémenl de volume de la couche eu ce point, (JL élaul le volume de la comhe eiilièro. On aura
du. ~
dn
Prenons sur une autre surface de niveau quelconque A' le point m' situé sur la ligne trajectoire orthogonale aux surfaces de niveau. Soient d^' Télément superticicl de A en ce point m\ dn' la normale à A' terminée à la surface infiniment voisine, et d\L' l'élément de volume de la
couche construite sur A ; on aura aa= — r~r-'
dn'
J'appellerai points correspondanfs, sur deux surfaces
de niveau, deux points situés sur une ligne trajectoire
orthogonale à toutes ces surfaces : ainsi, m, m' seront
deux points correspondants. J'appellerai de même é/e?-
menls sitperjiciels correspondants, sur deux surfaces de
niveau, les éléments compris dans un canal infiniment.
étroit dont les arêtes sont toutes des lignes trajectoires
orthogonales aux surfaces de niveau*, et enfin éléments
de volume correspondants de deux couches, les éléments
de volume compris dans le même petit canal. Ainsi»
in el /7i' étant deux points correspondanis^ d >> et rfw' serowi àeax éléments superficiels correspondants , et d(i^ dyJ deux éléments de volume correspondants.
Soit U la somme des molécules du corps attirant divisées par leurs distances respectives au point m. L'allraction du corps sur ce point est dirigée suivant la normale dn
à la surface A, cl est égale à -r-^ d\i étant raccroîssement
° dn
de valeur que reçoit U quand on passe de la surface A à la surface de niveau infiniment voisine^ et Tatlraction
du corps sur Télément ^iw est -7- doy.
Pareillement, U' représentant la somme des molécules du corps divisées par leurs distances respectives au point m' de la surface de niveau A'; Tattraction du corps sur l'élément t/w' de cette surface sera dirigée suivant sa
normale et aura pour valeur ---rduy.
' dn
Or, c'est une propriété des éléments correspondants (théorème XI, p. Saa), que les attractions dn corps sur ces éléments sont égales entre elles ^ on a donc
(i) — r/w= TT »^ ■
^ dn dn
11 résulte de là que la somme des attractions du corps sur les éléments d'une même surface de niveau a une valeur constante, quelle que soit cette surface. INous allons prouver que celle valeur est 4^ M, M étant la masse du corps 5 c'est-à-dire que l'on a
l'intégrale étant étendue à tous les éléments de la surface de niveau A.
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La fonction U est une somme de termes de la forme
y dM représentant une molécule, ou un clément de la
masse du corps, et r la distance de cette molécule au
dn
JTT
point m de la surface A \ -7- rfw se compose donc d'une
di
suite de termes de la forme JM« — ^/w. Conséquemment 1 1 -—doi se compose d'une suite de termes tels
que rfM— rf«, dont chacun donne lieu à l'intégrale
•'" ffi
dtù étendue à toute la surface À. On a
donc
ou
Soit I l'angle que le rayon mené de la molécule //M au point 771 fait avec la normale dn^ angle obins, parce que nous supposons le corps renfermé dans l'intérieur de la surface A, et la normale dn extérieure à cette surface; ou aura dr = — dn cos /, et il vient
Or, d'après un théorème bien connu de Gauss, Tinlégrale du second membre est égale à 4^9 parce que,
d'une part, la surface de niveau A est fermée, puisque le corps n'est pas infini, et que, d'autre part, tous les points d'où partent les rayons r sont situés dans l'intérieur de cette surface^ par hypothèse (i). On a donc
(2) rr^rfwzrz rr A/M. 47r=:47rM; ou:
Théobème XII. — La somme des valeurs numériques des attractions quun corps exerce sur les éléments superficiels d\ine de ses surfaces de niveau^ quand cette surface entoure le corps de toutes parts, est égale à la masse du corps multipliée par ^t: (*).
Dans l'expression f | — rfco, r/U est constant, puisque l'intégrale se rapporte à une même couche 5 on peut donc écrire l'équation (2) sous la forme
ou
dV
est le volume de la couche, que nous avons ap-
J J an
pelé v.\ on a donc
3) rfU-i^^H^
(*^ ) Ce théorème s'applique aux attractions d^un corps sur les éléments d'une surface quelconque, autre qu'une surface de niveau, pourvu que cette surface enveloppe le corps de toutes parts. Alors on entendra par attraction du corps sur un clément de la surface la composante de rattraction du corps suivant la normale à l'élément. Le théorème peut s'énoncer aicsi : Quand un corps est enveloppé de toutes parts par une surface Jifr /née, la somme des attractions du corps sur les éléments superficiels de cette surface, estimées suivant les normales à ces éléments, est égale à la masse du corps multipliée par /|7r. La démonstration de ce théorème général est la mémo que pour le cas d'une surface de niveau.
Celte expression très-simple de dV^ en fonction du volume de la couche construite sur la surface de niveau à laquelle se rapporte la valeur de U, nous sera tri-s-ulile plus loin. Reprenons Téquation (1) et écrivons-la sous la forme
ou
dn • dn K'r/U
Pour tous les points des deux surfaces de niveau A, A', respectivement, dU et ^U'sont des quantités constantes, ainsi que K et K'; le premier membre est donc constant. Or il exprime le rapport de deux éléments de volume correspondants, pris dans les couches construites sur les deux surfaces A, A'. Ce rapport constant est évidemment égal à celui des volumes entiers des deux couches; de sorte qu'on a
dfi II dii II
ou
(4) — ==— ri don :
Théorème XIII. — Si Von conçoit un canal quelconque orthogonal à toutes les surfaces de niv>eau^ les volumes quUl interceptera dans deux couches seront entre eux dans le rapport des volumes des deux couches.
229. Considérons les deux couches construites sur les surfaces de niveau A et A', et supposons maintenant que ces surfaces soient infiniment voisines. Soit p la distance du point m de la première à un point S extérieur
aux deux couches, formons l'expression (~!a)»^f'
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étant l'élément de volume de la couche |/, au point m. La diflérentielle de cette expression, quand on passe du volume d[j. au volume correspondant di^' de la couche infiniment voisine, est
Nous faisons sortir — de dessous le signe ^, parce que
nous venons de prouver (228) que le rapport — est
constant.
Soit / l'angle m!mS que la ligne mS = p fait avec m/n' = dn, on aura
— ^p = dn cosi.
Donc
^ /du \ du dn cosi
\ p Je e"
A la place de dii mettons --r — > il vient
^/du \ K dvtcosi
Étendons celte expression à tous les éléments de la surface, nous aurons
ou
Il y a deux cas à examiner, suivant que le point S est au dehors ou au dedans des deux couches.
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S'il est CD dehors, on aura, comme on sait,
dîù cost
et conséquemment
d'où, en intégrant,
J/(^:,)=con.t..
ou
sr-f
= const.
Faisons i f — = n, u étant la somme des molécules de la
couche divisées par leurs distances respectives au point S, et appelons u^ la somme semblable, relative à une autre .couche quelconque \ on aura, d'après Téquation à laquelle nous venons d'arriver,
ti u!
c'est-à-dire que :
Théorème XIV. — La somme des molécules d'une couche j dwisées par leurs distances respectées à un point extérieur, est au volume de la couche dans un rapport constant , quelle que soit la couche.
Nous pouvons conclure tout de suite de là que :
Théorème XV, — Les couches ont toutes les mêmes surfaces de ni\^eau extérieures.
Dans le cas où le point S est dans Tintérieur des deux
couches, on a
d(acosi
ir
P et l'équation (5) devient
im-
OU; d'après Téquation (3),
La caractéristique ^dans ^U a la même signification que la caractéristique d, puisque dV indique le passage d'une couche à la couche infiniment voisine. On peut donc intégrer comme s'il y avait dU. Il vient
du U
La constante est nulle; car si l'on suppose la couche
infiniment étendue, chaque terme— ^ est nul, puisque le
point S, d'où part le rayon p, est dans l'intérieur de la couche; le premiermembreest donc égal à zéro. On a aussi U = o, puisque chaque point de la couche est infiniment éloigné de chaque molécule du corps attirant. La constante est donc nulle. Ainsi Ton a
fm--'M
ou
La valeur de U se rapporte à un point de la surface de la couche et est constante dans toute l'étendue de cette surface. L'équation exprime ce théorème :
Théorème XVI. — La somme des molécules d^une couche y divisées par leurs distances respectées à un point pris dans son intérieur, est à la masse de la coU" che comme la somme des molécules du corps^ divisées par leurs distances respectii^es à un point de la surface externe de la couche, est à la masse du corps.
Il résulte de là une piopriéié importante et caraciéristique de nos couches, savoir, que :
Théoiieme. XV II. — Le somme des molécules d*une couche, di\^isées par leurs distances respectives à un point pris dans son intérieur, a une "valeur constante, quel que soit ce point.
Desdeux théorèmes XIV et XV s'en déduisent plusieurs autres relatifs, soit à une couche seule, soit à Tensemble de deux couches, soit à une couche et au corps lui-même, considérés ensemble.
Supposons, dans le théorème XIV, exprimé par Téqua-
tion - = — 1 que la couche ja' enveloppe la couche ju. Le
point S auquel se rapportent les fonctions li, u' est extérieur aux deux couches, mais il peut être aussi près de la couche [l' qu^on le voudra; la surface externe de cette couche est donc une limite de laquelle le point S peut s'approcher indéfiniment; et comme, dans le déplacement de ce point, la fonction u' varie d^une manière continue, on en conclut que le théorème a encore lieu quand le point S est situé sur la surface externe de la couche |u'. Pareillement, dans le théorème XVI, exprimé par
Téquation - = --) le point S auquel se rapporte la fonction u est situé dans l'intérieur de la surface externe de la couche fA) mais il peut s'approcher indéfiniment de cette surface, et Ton voit aisément que si Ton considère deux
points S, Si, dont le premier soit très-près de la surface et le second sur la surface même, )a diflerence entre les valeurs de la fonction u relatives à ces deux points sera d'autant plus petite que le point S sera plus près de la surface. Et puisque la valeur de // reste toujours la même dans toutes les positions du point S, on en conclut que la valeur de cette fonction est aussi celle relative au point S] situé sur la surface de la couche. Nous pouvons donc énoncer ce nouveau théorème :
Théouème XVIII. — La somme des molécules d^une couche, dwisées par leurs distances respect iv^es à un point quelconque de la surface externe de la couche, est constante et égale à la somme de ces molécules dii^isecs par leurs distances respecti\^es à un point pris dans l * intérieur de la couche,
La première partie de ce théorème montre que :
Théoi^ème XIX. — La surface externe d'une couche est une sur/ace de nis^eau relative à Val trac lion de cette couche.
Or, diaprés le théorème XV, cette surface est aussi une surface de niveau relative à Tattraction de toute autre couche comprise dans la première, et, par hypothèse, elle est une surface de niveau relative à Tatlraction du corps; on en conclut donc cette autre propriété des couches :
Théorème XX. — Une couche quelconque a pour surfaces de niveau extérieures les sw faces de niveau du corps.
Reprenons l'équation - = -7» dans laquelle u ei u' se
IL II
rapportent à un même point S situé au dehors des deux couches. Supposons la couche jix' extérieure à jix, le point S pourra être situé sur sa surface externe ; or, dans ce cas, {/^ a la même valeur que pour un point situé dans l'intérieur de la couche (théorème XVII); on peut donc supposer
que u' se rapporte à un point de la surface externe de la couche fx. On a donc ce théorème relatif à deux couches :
Théobème XXI. — La somme des molécules d'une couche y diWsées par leurs distances respectives à un point de la surface externe d'une autre couche, est à la somme des molécules de cette seconde couche , di\^isées par leurs distances respectis^es à un point de la surf ace externe de la première^ comme la masse de cette première couche est à la masse de la seconde,
^^ mm mmf
Considérons encore Téquation - = —, en supposant le
point S sur la surface de la couche /x' ; on aura alors par le théorème XVIII
fx'—M' U se rapportant à ce même point. On a donc
équation qui se traduit par le théorème suivant :
Théorème XXII. — La somme des molécules d^une couche, di\^isées par leurs distances respectii^es à un point extérieur, est à la somme des molécules du corps^ divisées par leurs distances respectives au même point, comme la masse de la coucha est à la masse du corps.
On reconnaît aisément que tous les théorèmes précédents peuvent se déduire d^une seule équation, savoir :
pourvu qu'on attribue à U deux significations différentes, suivant que le point S, auquel se rapporte ix, est situé au dehors ou dans Tintérieur de la couche /ui.
Quand le point S sera situé au dehors de la couche, la fonction U se rapportera à ce point ^
Et quand le point S sera situé dans Vintérieur de la
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couche, la fonction U se rapportera à un point quelconque de la surface externe de la couche.
La discussion de cette équation, dans ces deux hypothèses, conduit aux diflerentes propriétés des couches que nous avons démontrées.
230. Passons maintenant aux propriétés relatives aux attractions exercées par les couches et par le corps hiimême. On les déduit naturellement soit de cette équation (8), soit des théorèmes relatifs aux fonctions U et u. Pour cela il suffit de se rappeler que les coefficients différentiels de ces fonctions, pris par rapport aux coordonnées du point auquel elles se rapportent, expriment les composantes des attractions du corps et de la couche sur ce point.
Le théorème XVII nous apprend que :
Théorème XXIII. — Une couche n'exerce aucune action sur un point quelconque situé dans V intérieur de sa surface interne.
Nous avons vu (théor. XIX) que la surface externe d'une couche est une surface de niveau relative à son attraction. Cela signifie que :
Théobeme XXIV. — L attraction exercée par une couche sur un point de sa surface externe est dirigée suivant la normale à cette surface en ce point.
Du théorème XXII on conclut que :
Théorème XXV. — Les attractions exercées par le corps et par une couche sur un même point extérieur à la couche y lesquelles ont la même direction (théor. XX), sont entre elles, en grandeur, comme la masse du corps est à la masse de la couche.
De là, ou bien du théorème XIV, on conclut que :
Théorème XXVI. — Les^ttractions exercées par deux couches sur un même point extérieur ont la même direc-
tion^ et ont leurs intensités proportionnelles aux niasses des deux couches.
Nous avons trouvé (3), p. S^tj,
d'où
dti dn ft,
T- est Tépaisseur de la couche fx, sur laquelle se trouve
le point S; représentons-la par e, il vient
dV , M
dn u
expression très-simple de l'attraction du corps sur un point extérieur. Cette attraction est proportionnelle à l'épaisseur de la couche qui passe par ce point.
D'après le théorème XXV, Pattraction du corps est à celle de la couche sur le même points comme la masse du corps est à la masse de la couche. Il s'ensuit que l'attraction de la couche est égale à 4^ s. Donc :
Théorème XXVII. — L'attraction exercée par une couche sur un point de sa surface externe est égale à r épaisseur de la couche, en ce point , multipliée par 4fr.
Nous avons toujours parlé d! attraction dans l'énoncé de nos théorèmes, mais il est évident qu'ils conviennent au cas où l'on considérerait des corps doués du pouvoir répulsif y suivant la même loi du rapport inverse du carré des distances. On peut même considérer ce que nous avons toujours appelé le corps attirant^ comme un assemblage de diverses masses douées les unes du pouvoir attractif, et d'autres du pouvoir répulsif. La démonstration des divers théorèmes reste la même \ la seule condition à observer, c'est que les surfaces de niveau soient fermées et qu'elles enveloppent toutes les masses. Elles seront
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fermées si elles n'ont pas de nappes à Tintini. Cela a toujours lieu quand toutes les masses sont de même signe, c'est-à dire toutes attractives ou toutes répulsives; car alors, dans Téquation V=constantey tous les termes sont de même signe* et conséquemment, pour que la surface eût des points à Tinfinî, il faudrait que le second membre fût égal à zéro; ce qui n*a pas lieu quand les masses sont de même signe, mais ce qui peut avoir lieu quand elles sont de signes différents.
230. M. Bourget, dans sa thèse pour le doctorat, publiée et soutenue en i852, réimprimée dans le Journal de M. lAOu^fille, a mis en évidence diverses propriétés relatives à l'attraction des paraboloïdes elliptiques, analogues à celles que nous venons de faire connaître relativement aux ellipsoïdes, et pouvant, pour la plupart, s*en déduire par la méthode des limites, en considérant le paraboloïde comme un ellipsoïde infinimept allongé.-
LfOrsque les axes principaux de deux ellipsoïdes homothétiques et concentriques grandissent indéfiniment, de telle sorte que Tun des ellipsoïdes tende vers un paraboloïde P, en même temps que les sommets des deux ellipsoïdes situés sur Taxe principal restent fixes, le second ellipsoïde dégénère en un second paraboloïde Q identique à P, et qui n'est autre chose que le paraboloïde P transporté parallèlement à son axe. Les paraboloïdes P et Q sont désignés dans le Mémoire de M.. Bourget sous le nom de paraboloïdes isothétiques, et parlant de celte propriété fondamentale, que deux ellipsoïdes homofocaux dégénèrent en paraboloïdes isothétiques lorsque Tun d'eux devient un paraboloïde, on pourra énoncer les théorèmes suivants :
THÊoakME XXVIII. — U attraction d*une couche comprise entre deux paraboloïdes isothétiques sur un point intérieur est nulle.
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bases de pyramides élémentaires, ayant leor sommet en P, et coupant ces petites pyramides par des plans parallèles à leurs bases, très-rapprochés leâ uns des autres. G)qsidérons le tronc qui passe au point x, y, z. Sa hauteur esldh'\ les aires de ses deux bases, que Ton peut supposer égales, sont données par la formule
son volume est
le potentiel sera donc
VJ'^'^R' r
Ma
lis on
On
peut
donc écrire
d^où, en intégrant par rapport à h\
ou bien
qui n'est autre que ]e potentiel de la surface de la base de
notre pyramide. Posons, pour abréger,
^* dtù
Pour évaluer Tmtégi'ale A, prenons dans le plan SOT deux axes coordonnés OX perpendiculaire à ST et OY. Soit PB=:B, désignons par Q Tangle OPB; on aura
cos9
L^ élément c/o) qui passe en B est égal à dxcfy [*) ; et, en appelant t Tangle MOQ, on a
jrz=z'BQ^=: h tang 0 sin t, z =:0C= h tangOcosc.
D'ailleurs,
et si Ton change de variable sous le signe d'intégration, il faudra, en vertu d'une règle donnée par Cauchy, multiplier rélément différentiel par le déterminant du système des anciennes variables considérées comme fonctions des nouvelles, en sorte que Ton trouve, en prenant pour variables e et 0,
Him
dy dr dx\ i , .^ rfô dt dB K '
ou bien
^^ ~ J J cos»0
i*) 'f ft < désignent déjà les coordoonées du point P par rapport à d'antres corps, mais il n'y a pas de confusion possible, parce queTem* ploi des lettres x eij^ est tout à fait transitoire.^
Intégrons, en laissant £ constant, il vient
O désignant T angle OPM . Cela posé, décrivons une sphère ayant son centre en P, et pour rayon Tunité; les plans passant en P découperont cette sphère en triangles sphériques, et si Ton pose
angle O' M' Q' = fi, O'S'M' = p„ O'T'Q' = p.,
on a dans le triangle O'Q'M'
cosf = sinfAC0Si?7| et en prenant la diiférentielle logarithmique, tang idt = — cot fi (/p •+■ tang m dm .
Mais dans le même triangle on a
cos © = col € cot fi ou = tang i tang ft,
COS C
sîn m = cot u tang gj
d'où
di , dm
d^ -f- tang g
cos 0 ^ -^ cos m
La formule (a) devient alors
, dm
d^i 4- tang g de
cos m
ou bien
n = — A (f*, -f- p, 4- S'O'T— ff)
Si Ton appelle y*la surface du triangle sphérique S'CVT' et si Fon pose
on peut ecnre
(2) a=-/h^gh=h(q-f).
Par conséquent,
De cette valeur de l] on déduit sans peine les composantes de Tat traction cherchée
dx dy dz
232. Supposons actuellement qull s'agisse d'évaluer l'attraction d'un polyèdre sur un point extérieur ou intérieur. Du point attiré on abaissera des perpendiculaires sur les faces du polyèdre, on joindra ce point aux sommets, ainsi que les pieds des perpendiculaires aux sommets des faces correspondantes \ on formera ainsi une série de solides analogues à celui dont nous venons d'étudier l'attraction, et il est clair que le potentiel relatif au polyèdre sera la différence de deux sommes de potentiels relatifs à des pyramides analogues à celles que nous avons considérées^ et pris par rapport à leur sommet.
Nous ferons d'abord, pour chaque face du polyèdre, la somme des valeurs de U relatives aux côtés du polygone; h conservant alors une valeur constante, on aura
^ft*/= A* F, où F désigne la surface du polygone sphé-
rique compris entre les droites qu'on peut mener du point
attiré aux sommets du polygone donné, ou bien la grandeur apparente de ce polygone, vu du point attiré. Par suite, la somme en question deviendra
Il faut ensuite faire la somme par rapport aux faces du polyèdre, ce. qui donne, pour le potentiel du polyèdre entier,
"-'il" {- '*!■')■
On pourrait maintenant chercher les composantes de l'attraction en prenant les différentielles de U suivant des directions données. Mais ces composantes s'obtiennent d'une manière bien plus simple, à l'aide des considérations suivantes.
L'expression générale de la composante X est
X = Ap
j''M^.,^=,,j^f{Ly,,..
La sommation s'étend aux valeurs de •-- qui correspondent aux intersections de l'axe des x avec la surface du corps considéré ] on donne à R le signe + ou le signe — -) suivant que l'axe des x pénètre dans- la masse ou qu'il en sort. Mais on peut aussi prendre R toujours positif, ea remplaçant djdz par cos a dtà^ l'angle a étant celui que Taxe des x forme avec la normale intérieure de rélémenl de surface dtù. Par conséquent, puisque a est constant pour des surfaces planes.
r intégration étant relative auic différentes faces du polyèdre. On voit donc que la recherche de la composante X revient, comme celle du potentiel lui-même, .à la détermination de Tinlégrale £l=h(q — /). Nous avons, évidemment,
X = Xp2/icosaf-F+2^)î
c'est la composante de l'attraction du polyèdre dans une
direction qui fait avec les normales à ses faces les angles
, r\ , dh
a^ a^. , . . Un trouve encore, puisque — = cos a,
dl] dx
X = *py//cosa( — F ~^2^)~
le dernier terme est donc nécessairement égal à zéro.
233. Enfin, un jeune mathématicien, M. Mathey, a résolu de la manière suivante un problème qui lui avait été propose dans son examen de doctorat : Déterminer V attraction exercée par un ellipsoïde homogène sur un point flonné, en supposant Inaction élémentaire en rai^ son inverse de la puissance an delà distance, n étant un nombre entier plus grand que i ; prouver que dans ce cas, conformément au théorème de Dirichlet^ les intégrations s^ effectuent complètement ,
Soit un ellipsoïde dont les axes coïncident avec les axes coordonnés, et soient a, b^ c les longueurs de ses demiaxes. Soient ^, Yiy Ç les coordonnées d'un point intérieur à l'ellipsoïde, et supposons que ce point soit attiré par la masse de Tellipsoïde, en raison inverse de la puissance 2/1 de la distance, n étant un nombre entier plus gr^nd que i .
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Imaginons l'ellipsoïde décomposé en éléments inBoiment petits, par des sphères concentriques au point donné, et par des anglessolidesiafinimentpetitsayant leur sommet en ce point. Soient p la ligne menée du point ({, Vt Ç) à un point M de l'ellipsoïde, et dfù la mesure d'un angle solide infiniment petit comprenant p; l'élément infiniment petit de l'ellipsoïde sera p'titadp. Donc, si h e» l'attraction de l'unité de masse à l'unité de distance, et si nous prenons pour unité la densité de l'ellipsoïde, l'attraction exercée par cet élément sera représentée par
Décrivons du point (£, >î, f ) comme centre, avec un rayon quelconque r,, une sphère, et désignons par rU longueur du rayon p prolongé jusqu'à la surface extérieure de l'ellipsoïde. L'expression précédente, intégrée par rapport à p, entre les limites r, et r, nous donne l'attraction exercée par la portion de la masse deVellipsoïde comprise dans l'angle solide dm, entre la surface extérieure de l'ellipsoïde et celle de la sphère r,;
, id<^ / I I \
celte attraction est donc ^ { 1> et si a,
2/1-3 Xrl"' I-—7
P, y sont les angles que fait r avec les axes, les composantes de cette attraction seront
L'équation de l'ellipsoïde donne pour le rayon r, qui fait avec tes axes des angles a, p, 7, deux valeurs à* signes contraires, et la valeur négative correspond au prolongement du rayon r considéré ci-dessus. Soit r' celle valeur négative. Les composantes de l'attraction exercée par la portion de l'ellipsoïde comprise dans le prolongement de l'angle solide considéré ci-dessus, entre la sui-
ron'
face extérieure de Tellipsoïde et la sphère /'o, s'obtiendront enremplaçant, dans les expressions qu^on vient de trouver, r par — r ' et a, /3, 7 par leurs suppléments. 11 vient ainsi
Si Ton ajoute ces composantes respectivement avec celles qu'on a trouvées ci-dessus, il vient
hdtù { \ \ \
r — ; H ; : ) CCS a, . . . .
Le rayon r^ disparait \ on peut donc le prendre aussi petit que l'on veut, et par conséquent nul.
Soient X, Y, Z les composantes de Tattraction exercée par l'ellipsoïile sur le point (5, ri, f ), on a
Le signe \^ s'étend à toute la surface de la sphère sur
laquelle est pris dtù, \^^'' Si or, j-, z sont les coordonnées du point de rellipsoïde
^^ correspondant à /', on a
or = Ç -f- rcosa, y = n -h rcosQ, z zzz C, -\- r cos y ^ et Téquation de Tellipsoïde devient -
pr* + 2 çrr H- / 1= o,
j^ en posant
ni^"^? cos'a cos^B ces* 7 Hcosa ïïcosÔ Çcosv
iit'^ a^ b^ c' ^ «* 0^ c*
lie'»* 35.
Cette équalioD peut s^écrire encore ainsi :
d'où
-+;:7=-— et y-p=y
Ces quantités 7 cl ^ sont des fonctions entières et rationnelles des cosinus; donc il en est de même de lii^T -I — 7ir^»-q"î peut toujours s'exprimer en fonction
entière et rationnelle de — | — : et de -.— . Un terme
quelconque de la quantité sous le signe ^ sera de la
forme Acos^a cos"*'6 cos"*"y 5 et parmi ces termes il suffira de conserver ceux dans lesquels les trois cosinus entrent avec des exposants pairs, puisqu'on peut toujours, sans faire varier deux des cosinus, donner à rdeux directions pour lesquelles le troisième cosinus a deux valeurs égales et de signes contraires, de sorte qu'un terme qui contient ce cosinus avec un exposant impair prend, pour ces deux directions, deux valeurs qui se détruisent.
Pour faire Tintëgration, on pourra changer de coordonnées, et prendre Tangle Q que fait r avec Taxe des x, et Tangle q> que fait avec le plan XOY le plan mené par Taxe des x et le rayon r. On a ainsi
cos a = cos G, cos p = sin ô cos ^, cos 7 =: sin 0 sin y,
dtù = sin G d^ df.
On intégrera de zéro à 2 7r par rapport à ç, et de zéro à n par rapport à 0.
/^ Appliquons ce qui précède au cas où n = 2. On a alors
X =r ^^ f 1 ^ j dtù ces a, . . . .
Or,
Substituons dans X \ le seul terme qui doive être conservé est le terme en cos'a. Donc
X = — -- ^ cos*a </»,
ou, eu changeant de coordonnées,
X =: ^ r Teos^ e sin a ^9 rf(p.
Intégrons par rapport à (p, de zéro à a7r, il vient
X = ^ . . I COS'9 SIO 9 //0 =: ;r-
On aurait de même
__ 8wifï^ „ 8irC^
On passe au cas d'un point extérieur au moyen du théorème d'Ivorv.
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DIX-NEUVIÈME LEÇON
Théorie générale du potentiel. — Définition du potentiel. — Surfaces de niveau. — Évaluation du paramètre difTérentiel du second ordre du potentiel. — Potentiel relatif à l'attraction d'une surface sur laquelle on suppose condensée une certaine masse. — L'attraction exercée par un certain volume sur un point extérieur peut être remplacée par l'attraction exercée par sa surface sur laquelle se trouverait convenablement distribuée une certaine masse. — Calcul de cette distribution dans un cas simple. — Application des théories précédentes au magnétisme terrestre par Gauss.
234. Lorsqu^il s^agit d^évaluer la résultante de toutes les attractions (ou répulsions) exercées suivant une fonction de la distance par les éléments d'une masse donnée sur un point quelconque, ou est amené à considérer, comme nous Pavons déjà vu, une certaine fonction des coordonnées de ce point dont les dérivées partielles représentent les composantes de Tattraciion (ou de la répulsion) totale. Cetle fonction, h laquelle M. Gauss a donné le nom de potentiel, joue un rôle si important dans la Mécanique, que nous avons jugé à propos, au risque de nous répéter, de consacrer au développement de sa théorie et de ses propriétés générales une Leçon particulière que M. Lindeloef a rédigée avec une très -grande habileté.
Soient M une molécule attirante de masse tti, O le point attiré, et désignons par a, 6, c les coordonnées de m, par JC,^, z celles de O, par r la distance MO; l'attraction exercée par M sur O sera fnf(r)^f[r) étant une certaine fonction dont la forme dépendra de la loi de l'attraction. La droite OM faisant avec les axes coordonnés des angles
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dont les
cosinus sont
r dr a —
dx* r
dr a
dr
- dr'
dz
les composantes suivant les axes coordonnés de la force qui agit sur O seront
-, X dr -, . dr _, . dr
et si Ton pose
F(r) = -j'f{r)dr,
ces trois composantes deviendront
d.mF(r) d.mF(r) d.m¥{r) dx djr dz
Les autres molécules m'^ m^\ . . . , de la masse attirante donneront des expressions semblables. En les ajoutant, on trouve, pour les composantes de l'attraction totale exercée en O,
d.^mY[r) d.^m¥[r) ^'^'^^{r)
dx dy dz
la somme V' devant s'étendre à toutes les molécules m, m'^ m"^ .... Posons maintenant
ces composaqtes prendront la forme très-simple
dx dy dz
U est le potentiel de l'attraction exercée par la niasse que Ton considère. Il n'est fonction que des coordonnées x. y^ z du point attiré, et ses dérivées partielles représentent,
comme nous venons de le voir, les composantes de Tac* tion totale exercée en ce point.
Concevons que le point O, indépendamment des forces qui agissent sur lui, vienne à se déplacer suivant une di* rection quelconque, ou prenne un mouvement virtuel : — mf[r) dr^ — rri'f[r') dr\ — , seront les moments virtuels des attractions exercées par les points m, ///, . ..,
et — 2. "l/(^') ^'S ®^ ^^ somme de tous ces moments, sera
le moment virtuel de la* résultan te. Le potentiel nVstdoDC autre chose que l'intégrale de la diilérentielle qui exprime le moment virtuel de Tattraclion exercée sur le point 0. Soit ds un élément de la courbe décrite dans le mouvement virtuel du point O, et faisant avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus sont -7-) -f-> ~» la com- " as ds di
posante suivant la direction ds de l'attraction totale exercée sur le point O sera
dV dx. ^U dy dV dz _ dV dx ds dy ds dz ds ds
235. Une surface qui contiendra tous les points où le potentiel U a une valeur constante séparera d'abord les parties de l'espace où U est inférieur à cette valeur constante, de celles où il lui est supérieur. Pour une ligne
quelconque s située sur celle surface, -y- > ou la composante de l'attraction suivant la tangente à cette ligne, est nulle. 11 suit de là que la résultante en chaque poioide la surface considérée est normale {i cette surface et qu'elle agit du côté de l'espace contigu aux valeurs plus grandes de U. Kous donnerons à cette surface le nom de surface de nweau. Quand la ligne s ne sera pas tout entière sur une même surface de niveau, on pourra par chacun de
ses points mener une surface de niveau ; et si 5 coupe toutes ces surfaces à angle droit, une tangente menée à cette ligne indiquera en chacun de ses points la direction de
la résultante, dont -7- exprimera l'intensité.
Soient R la résultante et 0 l'angle que sa direction fait avec l'élément ds d'une ligne quelconque, la projection de R sur la tangente à cette ligne sera
L'intégrale
Rcos0= -J-ds
//VU Kcos9 ils = I --M-^Sy
étendue à un segment arbitraire de la ligne Sy est évidemment égale à Ui — U©, U<, et Ut étant les valeurs du potentiel aux extrémités de la ligne. Il en résulte : 1^ que la valeur de l'intégrale est indépendante de la nature de la courbe qui unit les deux points extrêmes, et 2^ que si s est une ligne fermée, l'intégrale étendue à la ligne entière sera nulle.
%i6. Dans ce qui suit, nous considérerons particulièrement le cas de la loi d'attraction universelle qui s'observe dans la nature, ou de l'attraction exercée en raison directe du produit des masses et en raison inverse du carré des distances. Soient M une molécule attirante de masse m, ;x la masse du point matériel attiré O, r leur distance -,
l'attraction réciproque des deux molécules sera — p > et la
force accélératrice qu'elle fait naître au point O sera par
conséquent —5-; la constante k étant nécessairement Tat-
traclion qu'une masse conccntiée en un point exercerait à la distance i sur une autre masse aussi égale à 1 , égale-
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ment concentrée en un point. En choisissanl pour la masse une unité convenable, on peut faire en sorte que ^Xr = i ;
alors la force agissant en O devient simplement -^•
On aura donc, dans le cas que nous considérons,
/(r):^l, F(r) = -J/(r)rfr=l, et le potentiel deviendra
Lorsque les masses m, au lieu d'être concentrées dans des points isolés*, remplissent sans intervalle une ligne, une
surface ou un espace matériel quelconques, la somme ">*
doit être remplacée par une intégration simple, double ou triple. Ce dernier cas est celui de la nature; mais il est quelquefois utile de substituer ^ux forces réelles des forces fictives concentrées sur des lignes ou des surfaces. Il est évident que le potentiel a une valeur finie et déterminée en tout point situé en dehors des niasses attirantes. Il en est de même de ses dérivées partielles du premier ordre ou d'ordre supérieur, puisque, dans cette supposition, elles deviennent des sommes de parties assignables, ou bien des intégrales dans lesquelles les
quantités sous le signe i ne peuvent jamais devenir infinies. On aura donc
dx "^ 2à 7' ' ~dx^~'2àl 7 r^J'"'
dU __^(b—x)m d'V _y r3(>— r)' ' 1 ^ df '~ ^ r> ' rfj' "^-^L '^^ r'J"'
dV _^{c —z)m d'V _y r3(c — z)' il
et en ajoutant on trouve
rf»U d'V rf^U , .„
ce qui exprime une propriété importante de la fonction U,
propriété dont la découverte est due à Laplace.
Lorsque le point attiré est situé dans Tintérieur du
corps attirant, il suffit de remplacer les coordonnées rec-
tilignes par des coordonnées polaires pour prouver que
le potentiel U et ses dérivées partielles du premier ordre
dV d\} dV ^ ^ . . T,- . ,
-— » -;— » —r- restent encore tinis et continus. Mais les ax djr dz
, , . . , j ^'U rf^U d^\}
expressions des dérivues secondes -7-7» "tt» "jt ^^n-
tiendront sous le signe V ou J une fonction qui devient
inGnie pour r=o, et leur somme ne sera plus nulle. Nous avons déjà démontré (209) que la vraie valeur de cette somme est dans le cas actuel donnée par Téquation
p étant la densité du corps attirant au point occupé par la molécule attirée fx. On doit à Poisson cette extension du théorème de Laplace.
Le théorème de Laplace et celui de Poisson étant de la plus haute importance dans la théorie du potentiel, nous en donnerons ici une autre démonstration plus rigoureuse, qui est au fond celle de Gauss. Admettons que les molécules attirantes forment un corps continu dont Y soit le volume et S la surface, et soit p la densité variable de ce corps; on aura
Tintégrale devant s'étendre à toutes les parties du corps V. Concevons que x reçoive un accroissement e, c'est-à-dire que du point a:, y, z on passe au point x + c,y, z, La position relative du corps et du point attiré sera la même que si, au lieu de déplacer ce dernier, on avait fait subir à chaque molécule du corps un déplacement égal en sens contraire, ou diminué l'abscisse a de chaque molécule de la môme quantité e. L'accroissement de la composante X sera évidemment le même dans les deux cas; donc, pour
obtenir la dérivée -7— = -r— 5 il suflSt de donner à a une
dx dx
variation constante ia et de chercher la variation correspondante de l'intégrale X; car on aura ensuite
dlL âX
dx Sa
Remarquons d'abord qu'après le déplacement du corps la valeur de p correspondante à un point ci, &, c sera précisément la même que p avait au point a + e, &, c, avant le déplacement. La densité p sera donc devenue une nouvelle fonction des coordonnées a^ b^ c\ elle aura pris une
variation 5p = — 3^^^* Quant à la dislance r, elle restera toujours la même fonction de âr, &, r, et sa variation sera nulle. Enfin, les limites des intégrations seront invariables, excepté celles de la première, relative à a, qui prendront l'une et l'autre la même variation da. Cela posé, on trouve, d'après les règles du calcul des variations,
Je^ Jb^ Ja^ ''
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Or,
dadbeic=dY et db fic=z±cosa.dSy
a étant Tan^le que la normale à rélément superficiel r/S élevée en dehors fait avec l'axe des x; le signe H- correspondant au cas où cet angle est aigu, c'est-à-dire à la limite supérieure ^i, le signe — au cas où Tangle a est obtus, c'est-à-dire à la limite inférieure a^. On pourra donc simplement remplacer Texpression diflerentielle
[û(a — x)"!**» „ , p{n — .r)cosa ,„ ^\, J ^*^^ par ^^ ^S,
pourvu qu'on intègre ensuite le long de toute la surface S.
Il en résulte que si Ton divise par la variation con-
^ , . . d^V dX JX
stante à a et qu on substitue — r— = --— = r— 5
* dx^ dx ûa
-? = — -^, Téquation précédente deviendra
^^ pi''-— ) p(.-x)cosa
dx^ J r^ J '•'
Cette formule est vraie lorsque le point O est situé dans Tintérieur du corps, aussi bien que lorsqu^il est en dehors. Mais elle cesse d'être applicable si le point O est sur la surface même du corps^ parce que quelques éléments de la seconde intégrale prennent des valeurs inBnies.
On aura de même
|3 et y étant les angles que la normale extérieure fait avec les axes des j- et z.
Observons maintenant que
a — xi=:rcosÇ, ^ -^ j^r= rcosn, c — «=i:rcosÇ,
en désignant par ^, y], (^les angles que la droite r, menée du point fixe a:, /, z au point variable a, b^ c, fait avec les axes coordonnés. Si Ton fait varier la longueur de r seule, en laissant sa direction constante, on aura
da ^ a — X db b — y
—- = COSÇ = > --- — ces 1} = >
dr r dr r
de c — z
-- = cos Ç = 9
dr f
d'où il résulte que
d^ a — X dp b — jr dp c — z dp eia r db r de r dr
Remarquons aussi que
cosaH cosp H cos7 = cos4'}
a, p, y étant les angles que la normale à Télément ^S fait avec les axes, et ^ Tangle que cette même normale extérieure élevée sur dS fait avec la droite r prolongée. Enfin posons, pour abréger,
ces deux intégrales étendues, la première à tout le volume y, la seconde à toute la surface S. Nous aurons donc
237. Pour eflectuer la première intégration, concevons que le point O soit le centre d'une surface sphérique d'un rayon égal à Tunité et partagée en éléments dS. hes droites menées du point O à tous les points du contour de dS^ et infiniment prolongées, forment une surface conique. Cette surface conique découpe dans le volume V une tranche (composée de plusieurs volumes élémentaires, suivant les circonstances), dont r^dSdr est un élément indéterminé. La portion de M qui se rapporte à cette tranche sera donc
pourvu que l'intégration s'étende à toutes les parties de la droite r, menée du point O à l'élément dS et suffisamment prolongée, qui se trouvent interceptées par le volume V. Si cette ligne rencontre la surface de V en plusieurs points, soient Oi, Oj, 0$, O4,... ces différents points; Ti, r,, r,, r^,... les' valeurs correspondantes de r\ dSiy dSfj dS^^ dSij... les éléments de la surface de Y^ découpés par le cône élémentaire-, pi, /Ss, ^s) /^4v- l^s valeurs de p, et (pi, 4*1, ^s? '/'♦v '^s valeurs de ^ relatives à ces éléments. Nous distinguerons deux cas :
1° Le point O est en dedans de Y. — Dans ce cas les points sont en nombre impair, et l'intégration doit s*étendre depuis r= o jusqu'à r = rt, depuis r=r^ jusqu'à r=ri^ etc.; d'où l'on voit que si la densité au point O est désignée par po» on aura
dp
-^ rfr = — p» H- p, — pi H- pa — Pi -I- . . .
ut
Comme les angles (pi, ^^tj**- sont alternativement aigus
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et obtus, on aura
dSi cos >pi = — ri dsy rfSj cos ^i = rj ds, dSt cos ij/4 = — r] ds,
et par conséquent
.« /"^P . . PiCOSiI;, ,_ paCOs4/j ,-, l/S 1 -i- rf/- =r — p, r/j -h ^- --^ r/S, -h ^ r-- dS,
p COS\{;
la sommation devant s^étendre à tous les éléments ds qui correspondent à Télément //S. En intégrant pour tous les ds^ on aura
M=-4.p,+rpf^rfs.
Or, l'intégrale contenue dans le second membre de cette formule devant être étendue à tout le volume V, n'est autre chose que N; on aura donc
M — N = — 4^Po ou
a** Le point O est extérieur. — Dans ce cas, on n^aura à prendre en considération que ceux des éléments de la surface sphérique pour lesquels la ligne droite menée par O et un point de ds atteint le volume V. Le nombre des points Oi, Og, Os, ... est toujours pair, et les angles ^19 ^s? ^3)-** sont alternativement obtus et aigus.
Donc
r/S| cos^i T=z — r]ds, dSi ces ^pî = — ^l^^y dSi cos 1^3 = — r^ds.
L'inlëgralion / jr-^ff dev a al s'étendre de r= r, à /==/•,, de r = Tj à r = 7-4, . . . , il en résulte que
La somme \^ devant séiendre à loiis les éléments ^S qui se rapportent à ce cas, nous aurons
/pcos
et par conséquent, comme nous le savions déjà,
Nous pouvons donc énoncer le tbéorème suivant :
Théorème I. — Le paramètre différentiel du second ordre du potentiel est nul pour un point extérieur, et égal, pour un point intérieur, à la densité en ce po'nl multipliée par — 47^.
238. Considérons maintenant le cas idéal où des forces attractives (ou répulsives) émanent de tous les jïoinis d'une surface limitée, sur laquelle on su})pose qu'une masse attirante est distribuée. Dans ce cas, nous appellerons densité eu un point quelconque de la surface le quotient de la masse d'un élément di\isée par Taire de cet élément.
En admettant qu'en aucun point la densité ne soit inO- L 36
nie, on prouve aisément, comme pour des masses remplissant un volume tini, que le potentiel aura en chaque point une valeur finie et déterminée, et qu'il variera d'une manière continue le long d'une ligne quelconque, alors même que cette ligne sera située sur la surface ou qu'elle la traversera.
Il n'en est pas de même des dérivées du potentiel; celles-ci au contraire varient brusquement quand on passe d'un côté de la surface à l'autre; de sorte qu'en un point même de la surface elles ont en général deux valeurs distinctes. Pour nous faire une idée de ces variations brusques, prenons pour origine un point O de la surface, pour axe des x la normale élevée en ce point, et décrivons du point O comme centre une sphère d*un très-petit rayon p : cette sphère découpera dans la surface donnée une petite portion sensiblement plane, qu^on peut identifier avec un cercle et sur laquelle la densité m sera sensiblement constante. Pour un point quelconque pris sur l'axe des x, le potentiel de la masse reportée sur le petit cercle sera
où il faut prendre toujours la valeur positive de ^ar*. On aura donc
formule dans laquelle on devra prendre le signe -t- si j: est négatif, et le signe — dans le cas contraire. Pour a: = o les deux valeurs de U deviennent identiques. La dérivée partielle de U par rapport à x
-7- =2ff/W( ±1 1
dx \v^x'-hp» J
acquiert au contraire pour x = o deux valeurs distinctes,
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dont la différence est 4^^"$ c'est-à-dire qu'en traversant la surface et passant des x négatives aux x positives,
d. TT
---—subira un cbangement brusque de — ^1:111, Quant dx
aux masses situées en dehors du petit cercle, la dérivée
de leur potentiel est nécessairement une fonction finie
et continue pour tous les points de Taxe des x. Donc la
dérivée -7- du potentiel de toutes les masses, prise rc-
lalivement à une droite normale à la surface, a, au point où la droite traverse la surface, deux valeurs différant entre elles de ^nm^ m étant la densité au point que l'on considère.
239. Pour commencer par un cas très-simple, nous nous proposons d'évaluer le potentiel d'une masse répandue uniformément sur la surface d'une sphère. Soient R le rayon de la sphère, ^S un élément de sa surface, m la densité constante de la masse, a la distance du point attiré O au centre de la sphère C, cf l'angle que le rayon mené à un point de Pélément d% fait avec la droite OC, et ^ l'angle que le plan mené par ce rayon et la droite OC fait avec un plan fixe mené par cette même droite : on
aura
^S = R* sin ç </<p d^
et
otR] ÇÇ siny^/y^/^i
^ J J v/R'— 2Rflcosy-+-a»
Tintégrale devant être prise depuis ^ = 0 jusqu'à ^= 27r, et depuis f =0 jusqu'à f =:7r. En effectuant les deux intégrations, on trouve
Le radical qui doit toujours être pris avec sa valeur positive sera égal àR — aouàa — R, suivant que le point O sera intérieur ou extérieur i la sphère. On aura par conséquent
pour un point situé dans Fintérieur de la sphère, et
pour un point situé en dehors de la sphère. Sur la surface même de la sphère les deuY valeurs de U deviennent identiques.
240. Avant de considérer des surfaces en général, nous devons établir le théorème suivant :
Théorème II. — Soient U le potentiel d 'un système de masses Mi, Mf , Ms,. . . concentrées dans les points P|, Pf , Ps,. . • ; u le potentiel d^un système de masses m,, mj , ms , . . • 9 concentrées dans les points pi, p^^ ps ,... ; Ui, Ut , Us , . . . les valeurs de U en ces derniers points ,• U|, Uj , »s ) • • • '^^ valeurs de u aux points P, , P,, Pj, . . . 5 on aura V équation
ou bien
Eu ciTct, Tuue et l'autre des deux sommes représentent
la somme totale de quantités telles que — 9 dans lesquelles les masses M et -m sont combinées de toutes les manières, r étant la distance des masses que Ton considère.
Quand les masses remplissent sans intervalle un espace
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OU une surface continue, Téquation précédente subsiste, à la condition de remplacer chaque somme par Tintégralc qui en est la limite, c'est-à-dire qu'on aura
Vdm.
Supposons, par exemple, que la masse m soit distribuée d'une manière uniforme sur la surface d'une sphère S de rayon R, et que la masse M se trouve eu partie dans l'intérieur, en partie à l'extérieur de la sphère, le potentiel u sera égal a 4^]^^ pour tout point intérieur,
et k ^— ^ — pour des points extérieurs à la sphère, p étant
la densité de la masse fra, et r la distance du point attiré au centre de la sphère. On aura donc
udM. = ^1^^ RM. -f- 4wp R*U.;
en désignant par Mo toute la masse située dans l'intérieur de la sphère, par Uo le potentiel de la masse extérieure relative au centre de la sphère, et en regardant à volonté comme intérieure ou extérieure la masse distribuée sur la surface même de la sphère. On a en outre
IVdm = p /Uz/S, d'où il résulte
U^S = 47r(RMo+R>Uo),
l'intégration devant être étendue à la surface sphérique entière. C'est là un théorème important dont nous ferons usage dans la suite.
Cette proposition nous conduit très-simplement au théorème suivant :
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Théorème III. — Le potentiel U de niasses situées en dehors d^un espace limité ne peut av^oir une valeur constante dans une partie de cet espace et une valeur différente dans une autre partie.
En effet, supposons que dans chaque point de Tcspace A le potentiel ait une valeur constante a, et que dans un espace B, contigu à A, il puisse avoir une valeur plus grande cpie a. Construisons une sphère dont une partie soit en B, et Fautrc partie avec le centre en A, ce qui est toujours possible. Si R désigne le rayon de cette sphère et ds un élément quelconque de sa surface, on aura, d'après ce qui précède,
et par conséquent
') dsz=z o.
Or, c'est impossible, puisque, pour la partie de la surface située en A, U — a = o, tandis que pour l'autre partie U — a ^ o. Donc U ne peut pas être plus grand que a dans un espace contigu à A. On verrait de même qu'il ne peut pas y être plus petit que a. c. q. f. d.
Corollaire I. — Si l'espace qui contient les masses renferme un espace vide, et que le potentiel, dans une partie de cet espace, ait une valeur constante, cette valeur conviendra à tout l'espace vide.
Corollaire II. — Si le potentiel de masses contenues dans un espace fini a une valeur constante dans une partie quelconque de l'espace extérieur, celle valeur conviendra à tout l'espace extérieur.
On voit du reste que cette valeur constante du poten-
tîel ne peut être que zéro; car il est évident que pour un point très-éloigné des masses agissantes, le potentiel doit devenir moindre que toute quantité donnée.
241. Soient dS Télément d'une surface S enveloppe d'un espace fini, P l'action exercée suivant une direclion normale à l'élément ^2$ par des masses distribuées d'une manière quelconque, la force P étant regardée comme positive ou négative suivant qu'elle est dirigée en dedans ou en dehors, et proposons-nous d'évaluer l'intégrale
T?dS étendue à la surface entière.
Considérons un élément de masse dM séparé de l'élément superficiel ^S par la distance r, et désignons par i l'angle qu'une normale intérieure menée sur l'élément dSy fait avec la distance r comptée dans la direction dM.\ la partie de l'intégrale j T?dS provenant de la masse ^M sera
Pour effectuer cette dernière intégration, concevons la masse dM placée au centre d'une surface sphérique dont le rayon soit égal à l'unité, et qui soit partagée en éléments ds par de petits cônes ayant leur sommet au centre de cette surface sphérique. Si l'on prolonge suffisamment un de ces cônes élémentaires, il peut arriver qu'il rencontre plusieurs fois la surface S, dans laquelle il découpe
chaque fois un élément dS = riz , ds i on prend le
signe •+- ou le signe — suivant que l'angle i est aigu ou obtus, c'est-à-dire suivant que le cône sort de l'espace enfermé par la surface S ou y pénètre. Il faut distinguer trois cas :
1° La masse d!M est extérieure, — En aireciant d'un indice i, i^ 3,... les quantités r, i, dS relatives au point où le cône élémentaire partant de dM. et suffisamment prolongé rencontre la surface S la première, la seconde, la troisième fois, etc., on a
ds'=^ r- rtb, = H 5— aSi = =— rfSj. ....
et comme le cône rencontre la surface S un nombre pair
de fois, il s^ensuit que la somme des éléments dS
correspondant à Tëlément sphérique ds est nulle. 11 en
est de même pour ce qui concerne tout autre élément ^S.
On a donc
" cos I
pour tout point extérieur.
a^ La masse dM est intérieure, — En adoptant les notations du cas précédent, on a
cos/, cos/, . cos /a .^ dsz=2 -\ — f/S| = r~ rt Sa = H r- rfS, = . . . ,
et comme le cône rencontre la surface S un nombre im-
pair de fois, il s'ensuit que la somme des éléments — — dS
correspondant à Télé meut sphérique ds est égale à ce dernier élément. La même chose ayant lieu pour tout autre élément dSy on aura
l'intégration devant s'étendre à toute la surface sphérique. Il en résulte qu'on a pour un point intérieur
cosi ,
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3** La masse dM, est placée sur la surface S. — Concevons un plan tangent à la surface S mené par dM.. Pour les parties de S situées à l'extérieur du plan tangent, on trouve, comme dans le premier cas,
aS = o.
Pour les parties de S situées à Tintérieur du plan tangent, on trouve, comme dans le second cas,
mais cette dernière int^rale ne doit évidemment s'étendre, dans le cas actuel, qu'à la moitié de la surface sphé* rique. On aura donc
"cosi
dS = 2ir,
pour un point situé sur la surface S elle-même. Cette dernière conclusion cependant n*est rigoureuse qu'autant que la surface a une courbure continue au point que l'on considère. Si cette continuité n'a pas lieu, si le point est situé sur une arête ou dans un angle, il faut remplacer 2 TT par l'aire d'une portion de surface sphérique ayant pour rayon l'unité, pour centre le point en question, portion découpée par le côm; formé de toutes les tangentes à la surface en ce point. Mais ces exceptions, qui n'ont jamais lieu dans une portion finie de surface, restent sans influence sur la proposition que nous allons établir.
En résumé, l'intégrale /prfS. étendue à la surface
entière, sera égaleà47rIVI + ^7rMi, M désignant la somme des masses placées dans l'intérieur de la surface, et M| la somme de celles qui sont distribuées sur la surface même.
Dans le cas où il n^y a que des masses extérieures,
Tîntégrale j VdS est nulle. Or, si l'on appelle .n une
portion indéterminée de la normale intérieure élevée sur l'élément dS^ on a
an
pour /z = o ; on a donc aussi
pour des masses exlérieures.
Admettons que les masses attirantes soient toutes en dehors de l'espace V enfermé par la surface S, et cherchons la valeur de l'intégrale I k* ^V, étendue à tout
Fespace. Y, k étant la force totale agissant eu un point de dY, On a d'abord
7, /^u\» /dvy fduy
et
rf'U d'V d^V
0 = 'rrT -f-
djc^ rf/' dz
L'identité
\ dx) _ /dV
dx \dx J dx^
donne, en intégrant le long d'une droite parallèle à Taxe des X et comprise dans l'intérieur de V,
\ dx ) X \ dx/t \ dxjt
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lu — • ) > (u -T— ) 9 ( U -j- ) > • • • > désîgnanl les valeurs
de U -^— aux points où la droite menée dans la direction des X positives et suflBsamment prolongée perce la surface S la première, la seconde, la troisième fois, etc. Désignons par aj, a^, «s,... les angles que les normales intérieures élevées en ces points de la surface S font avec Taxe des x, et par ^Si, JS|, dSt^.,. les éléments superficiels correspondants, on aura
djrdzz= cosa, rfS, = — cosoLidSt = cosa, rfSj, . . . ,
et par conséquent
rintégrale triple s'étendant à tout Tespace Y, et Tinté-
djp grale double à toute la surface de V. Or, cosa = -r> '*
an
étant la normale intérieure élevée sur dS. Nous trouvons
donc la première des trois équations suivantes, et, par
analogie, les deux autres :
En ajoutant et en observant que
dV dx dV dr dV dz dX5
dx dn dy dn dz dn dn
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on trouve finalement cette formule importante
|x.rfv = -/u^,/s.
Si U conserve une valeur constante A sur toute la surface de Y, on aura donc (n^ 240)
Jx.<.v = -u/^rfs = ,
d'où résulte k = o pour tous les points de l'espace V, et
dV dV dV
Le potentiel U sera donc constant dans tout l'espace V, et comme il varie d'une manière continue, il aura en chaque point de cet espace la même valeur qu'à la surface. Par suite, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Théorème IV. — Si le potentiel U d'un système de masses^ toutes extérieures à un espace V, a une valeur constante en tout point Je la surface S de W, cette valeur reste la même pour tous les points de ^espace V lui-même,
U y aura ainsi dans tout l'espace une destruction totale des forces.
Ce théorème subsiste encore lorsque les masses sont toutes ou en partie distribuées sur la surface même de Y. Admettons, en effet, que le potentiel U conserve sur toute la surface de Y la valeur constante U = A, mais qu'il prenne en un certain point intérieur O une valeur différente B, et soit G une quantité comprise entre A et B. Puisque U est une fonction continue, il ne peut passer de la valeur B à la valeur A sans passer par la valeur intermédiaire C. Donc, si l'on mène du point O des lignes droites dans toutes les directions, il y aura sur chacune
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de ces droites, entre le point 0 et la surface, un point O' pour lequel la valeur du potentiel sera C, L'ensemble de tous les points O' formera une surface fermée sur laquelle le potentiel U a la valeur constante Cpl faudrait donc, d'après le tbéorème déjà établi, qu'il eût en tous les points de l'espace intérieur la même valeur C. Mais nous avons admis, au contraire, pour le point O une valeur B différente de C; Thypotbèse que le potentiel puisse avoir en O une valeur différente de la valeur constante A, qu'il a sur la surface de V, conduit donc à une contradiction manifeste et doit être rejetée.
242. Considérons des masses situées dans l'intérieur d'un espace fermé et distribuées sur la surface S de V, et admettons que le potentiel U de ces masses conserve une valeur constante A sur les points de la surface S : je dis qu'en cbaque point O de l'espace iniini extérieur la valeur du potentiel sera comprise entre les limites zéro et A, sauf à coïncider avec l'une de ces deux limites.
En effet, admettons que le potentiel puisse avoir en O une valeur B, non comprise entre les limites zéro et A, et désignons par C une quantité arbitraire comprise à la fois entre B et zéro^ et entre B et A. Menons par le point O des lignes droites dans toutes les directions : il y aura sur chacune de ces droites un point CXpour lequel la valeur du potentiel sera C. En effet, si cette droite rencontre la surface S, pour laquelle U = A, en un point Q, il faut qu'en un certain point de la droite OQ compris entre O et Q le potentiel prenne la valeur C. Si, au contraire, la droite ne rencontre pas la surface S, il faut qu'en prenant sur cette droite des points très-éloign^s de CV, le potentiel tende vers zéro, et qu'il existe par conséquent quelque point sur la surface pour lequel U = C : l'ensemble de tous les points O' formera une surface fermée tout exté-
rieure à l'espace V, et sur laquelle par conséquent le potentiel est constamment égal à Cpl faudrait donc quil eût la même valeur au point O, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Il en résulte en particulier que si la valeur du potentiel est constamment nulle sur la surface S, elle sera nulle dans tout l'espace extérieur.
Mais si la valeur constante A du potentiel sur la surface S est différente de zéro, sa valeur dans l'espace extérieur ne sera égnle ni à A ni à zéro, à aucune distance finie des masses agissantes. En effet, soit 6 la valeur de U en un point extérieur O, et décrivons du point O comme centre, avec un rayon R plus petit que la plus courte distance de O à S, une surface sphérîque, l'intégrale
UriS, étendue à toute celte surface, sera 4^B.*B, et
Fon aura par suite
En supposant 6 = 0, on aurait donc
UrfS=ro;
et comme U ne peut pas changer de signe^ puisque nous savons déjà qu'il est compris entre zéro et A, il en résulterait U = o sur toute la surface sphérique. D*autrepart, en supposant 6 = A, on verrait par la même raison que D ne peut excéder les limites zéro et A^ on serait forcé d'admettre U = A sur toute la surface sphérique; et Ton en conclurait d'abord que U serait aussi égal à zéro ou à A dans tout Tintérieur de la sphère, et ensuite qu'il en serait de même dans tout l'espace extérieur à Y. Or, dans des points très-éloignés, le potentiel ne peut pas avoir la valeur A, puisqu'il tend vers zéro, et que A est diffé-
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rent de zéro. Dans le voisinage de la surface S, le potentiel ne peut pas non plus être nul, puisqu^il a sur la sur* face elle-même la valeur A, et qu'il varie d'une manière continue.
Donc, si A est différent de zéro, la valeur du potentiel «era dans tout espace extérieur comprise entre zéro et A sans coïncider avec aucune de ces limites.
Si la somme de toutes les masses est nulle, la valeur constante A du potentiel est nécessairement nulle.
Concevons en effet une surface spliérique renfermant la surface S et par conséquent aussi toutes les masses, et soit ds un élément de cette surface spliérique; Pintégralc
U^ étendue à toute la surface de la sphère sera
nulle (n^240); or le potentiel U, étant compris entre zéro et A, ne peut pas changer de signe. On aura donc U = o sur toute la surface sphérique. Mais U ne pourrait atteindre la valeur nulle qu'à une distance inâiiie des masses, si la constante A était différente de zéro ; on aura donc nécessairement A := o. c. q. f. d.
Toutes ces conclusions subsistent encore quand S est une surface non fermée et qu'il n'existe de masses que sur cette surface. Dans ce cas, il n'y a plus d'espace Y, et tout point qui n'appartient pas à la surface appartient à l'espace infini extérieur. Si le potentiel a en tout point delà surface une valeur constante A différente de zéro, il aura en dehors une valeur plus petite et de même signe.
Ces conclusions restent encore les mêmes quand une partie des masses est attractive, une autre répulsive, à la condition de donner à ces masses dans le calcul des signes contraires. Cela posé, la distribution d'une masse dans un espace ou sur une surface est dite homogène, lorsque tous les éléments de la masse ont le même signe; hétérogène^ lorsqu'une partie des masses est positive,
l'autre négative : il fant absolament tenir compte de cette distinction dans les théorèmes que nous allons établir.
243. Une masse M, que nous pouvons regarder comme positive, étant distribuée d'une manière homogène sur une surface S, il est évident que la valeur de son potentiel U en chaque point de la surface est plus grande que
--9 R étant la plus grande distance de deux points de la
surface. Soit u une fonction ayant en chaque point de la surface une valeur déterminée, finie et continue, plus petite que la constante Uo, on aura constamment
TT
et par suite, si l'on multiplie par m^S, m étant la masse, et qu^on intègre sur toute la surface S,
/(U - 2tt)/iirfS > (~ 2 ii,W;
d'où Ton conclura qu'il existe un mode de distribution homogène de la masse M pour laquelle Tintégrale
a une valeur minimum.
Pour déterminer ce minimum, concevons que dans Télément dS la masse mdS soit remplacée par (m-i-fij dS^ en sorte que fidS représente un petit accroissement positif ou négatif du produit mdSy assujetti à la condition
que /fJt<iS = o, et que m -h ft > o, puisque sans cela la
distribution de la masse ne serait plus homogène. On aura
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Or du n^ëtant autre chose que le potentiel de toutes les masses [idS^ on a
et par conséquent
On aura donc
to= 2 /(U — a)fArfS.
Pour satisfaire à la condition du minimum, qui exige que la variation SD, ne puisse pas devenir négative, il faut d'abord que U — u = W soit une quantité constante A dans toute la partie pleine de la surface. Car, si dans cette partie W était variable, tantôt plus grand, tantôt plus petit que A, il suffirait de faire fx négative dans la partie où W^A, positive dans la partie où W <[ A, nulle dans les autres parties, pour rendre négative l'intégrale 1 (W — A)(xrfS= / WfxrfS, et par conséquent aussi la variation iSl, Pour Texistence du minimum, il faut en second lieu que W ne soit plus petit que A dans aucune partie vide de la surface. En effet, si W ^tait plus petit que A dans une partie vide, et qu'on couvrit cette partie de masses positives [idS enlevées à la
partie pleine, l'intégrale i (W — A)[idS deviendrait
évidemment négative, puisqu'on aurait pour la partie pleine W — A= o, pour la partie vide où W était plus petit que A, W — A<[o5 en même temps que pt]>o, et pour la partie vide où W était plus grand que A, a =: o. Donc il existe un mode de distribution d'une masse M I. 37
sur la surface S, pour laquelle Tintégrale
a= nu — 2a)rfS
a la plus petite valeur possible \ et lorsque ce mode de distribution a lieu, la différence U — u = W a une valeur constante dans toutes les parties de la surface occupées par la matière, et une valeur plus grande que cette constante, ou au moins égale dans toutes les parties de la surface qui ne contiennent pas de matière.
En appliquant ces résultats au cas particulier où u = o, on voit que dans la distribution homogène correspondante
au minimum de lUm^S, U a une valeur constante A
sur la partie pleine de la surface et une valeur plus grande que A ou égale à A sur la partie vide. Mais (n^ 240) il faut au contraire que U soit plus petit que A pour la partie vide; car on peut regarder les parties pleines comme appartenant à une surface non fermée, et la partie vide comme appartenant à l'espace extérieur. Pour faire disparaître cette contradiction évidente, on est forcé d'admettre des deux cboses Tune : ou qu^il n'existe aacune partie vide, ou bien que la valeur constante A du potentiel sur la partie pleine est nulle. La seconde hypothèse n*est pas admissible; car si U était nul sur la partie pleine de la surface il serait nécessairement nul dans tout Tespace, et il n'y aurait plus ni attraction ni répulsion, ce qui est impossible, la masse M étant distribuée d'une manière homogène sur la surface S. La première hypothèse est donc seule vraie, et nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Tbéobèmb y. — Une masse M étant distribuée sur une surf ace fermée S d'aune manière homogène et telle.
que r intégrale I UmdS soit un minimum, aucune partie
de la surface ne peut rester vide et le potentiel a sur la surface entière une valeur constante.
244. Ce qui précède suffit pour démontrer qu^il existe toujours un mode de distribution homogène ou hétérogène d'une masse donnée M sur une surface fermée S, pour lequel U — u a. une valeur constante dans tous les points de la surface, U étant le potentiel et u une fonction quelconque finie et continue.
Considérons d'abord trois distributions diflérentes, et désignons la densité m et le potentiel U dans chacune d'elles de la manière suivante :
3*» OT = fA, U = «.
La première est une distribution homogène de la
masse M, et correspond au minimum de IVmdS
La deuxième est également homogène et se rapporte k la même masse M; mais elle correspond au minimum de rintégrale
s étant un coefficient constant arbitraire.
La troisième est liée aux deux premières par la relation
c^est donc une distribution hétérogène de la masse totale M.
D'après ce qui a été déjà démontré, Uo est constant dans
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toute retendue de la surface; Ui — €u est constant dans la partie où a Heu la seconde distribution, et dans cette même partie U — ii est nécessairement constant, puisque
Suivant la valeur de e, la seconde distribution couvrira la surface entière, ou en laissera une partie vide. Mais celte seconde distribution devenant identique à la première quand e = o, il en résulte que pour e infiniment petit aucune portion ^m'e de la surface ne peut rester vide. Donc, si nous prenons, dans le troisième mode de distribution, /x rgal à la limite vers laquelle converge le
rapport — ' -^ quand e décroit indéfiniment, U — u
aura en tous les points de la surface une valeur constante.
Imaginons maintenant un quatrième mode de distribution dans lequel on ait m = mo + fi, la masse distribuée sera M, le potentiel U = U^-|-u, et la différence U — u aura sur toute la surface une valeur constante.
Ajoutons qu'il n'existe pour la masse M qu'un seul mode de distribution pour lequel U — u soit une quantité conslante sur toute l'étendue de la surface. En effet, si deux distributions donnaient ce résultat, m et U étant désignés dans la première par rrii et Ui, dans la seconde par nif ci Us, le potentiel d^uue troisième distribution, dans laquelle on aurait m = rrii — Wt, serait Ui — Uj. u aurait donc ^ussi une valeur constante sur toute sa surface, et comme la masse entière est nulle, cette valeur constante serait aussi nulle (240). Ainsi, le potentiel Ui — U| de la troisième distribution, nul sur toute la surface S, serait aussi nul non-seulement dans tout l'espace extérieur (240), mais encore dans tout Tespaec intérieur; d'où il résulte que sa dérivée par rapport à une droite quelconque serait aussi constamment
nulle. Or, nous avons vu (238) que pour une masse distribuée sur une surface, la dérivée du potentiel relativement à une normale prend, au point où la normale traverse la surface, deux valeurs différant entre elles de 4iri7t, m étant la densité au point dont il s'agit; et pour que ces valeurs puissent être nulles Fune et Tautre, il faut évidemment que la densité soit nulle-, on aurait donc, dans le cas actuel, nti — m, = o,c'csi-à-dire que les deuY premières distributions seraient identiques.
Soient maintenant U le potentiel d'une masse M située dans Tintérieur de Tcspacc V^ et u le potentiel d'une masse égale à M distribuée sur la surface S de V, de manière que U — u soit constant. U — u étant le potentiel de la masse totale M ^ M = o, il résulte du n° 241 que la valeur constante de U — u est o, et qu'on aura par suite U=:u non-seulement sur toute la surface de U, mais encore dans tout Tespace extérieur. Nous pouvons donc dès à présent énoncer ce théorème; extrêmement important :
Théorème VI. — Des niasses attractives ou répulsîi^es étant distribuées d'aune manière quelconque dans l'intérieur d\ine surf ace fermée S, il existe toujours une distribution de la même masse totale sur la surface S, capable de produire en un point quelconque de la surface ou de r espace extérieur le même effet que la distribution donnée.
Si les masses se trouvaient en dehors de Tespace V enfermé par la surface S, l'effet de leurs attractions ou répulsions sur un point intérieur pourrait de même être produit par une masse distribuée sur la surface. En effet, soient u le potentiel des masses extérieures données, et U celui d'une masse quelconque M' répandue sur la surface S; il existe toujours un mode de distribution de
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la masse M' pour lequel U — u est constaDt sur toute la surface) et par conséquent aussi dans tout Tespace intérieur. Dans ce mode de distribution les dérivées de u et de U, et par conséquent les effets produits par la masse extérieure et par la masse distribuée sur la surface seront les mêmes.
Le calcul de la distribution superficielle 2, équivalente aune distribution intérieure donnéeD, rencontre le plus souvent des obstacles insurmontables. Cependant il existe un cas qui ne présente aucune difficulté : c'est celui où u est constant, et où par conséquent la surface S est une surface d'équilibre pour la distribution D.
Considérons, en effet, un point O de la surface S, élevons en ce point une normale n que nous regarderons comme positive vers rinlérieur et comme négative vers Textérieur-, soient m la densité et C la valeur de la dérivée -7— au point O. La dérivée -7- a deux valeurs diffédn * dn
rentes en O : celle qui se rapporte à Tespace extérieur est égale à C par la raison que V = u dans tout 1 espace extérieur^ celle qui se rapporte à l'espace intérieur est nulle par la raison que U est constant à la surface et dans tout l'espace intérieur. Mais la première valeur de* vant surpasser de 4^''< lat seconde, on aura
4?r/W = C ou /ïf = 7 — •
Il est évident que C n'est autre chose que la résultante des masses de la distribution D.
VINGTIÈME LEÇON
Application de la théorie du potentiel à rétablÎBScment des lois des phénomènes do magnétisme terrestre. — Calcul du potentiel et des composantes des forces magnétiques du globe. — Théorèmes généraux qui simplifient considérablement la solution du problème. — Expression do ces mêmes composantes en coordonnées polaires. — Développement en série de la valeur du potentiel* — Nouvelle expression en séries du potentiel et des composantes de la force magnétique. — Application au cas des phénomènes célestes où le point attirant est trè»-élotgné. ~ DigHession sur quelques fonctions que Ton rencdfitre dans la théorie de Tattractlon. -— Propriétés des fonctions Xn> — On en déduit celles des fonctions P/t et Vn. — Méthode de Dirichlet pour le développement de certaines fonctions en séries de fonctions Yn. — Application de la théorie des fonctions Xn et Yn au calcul du potentiel relatif à Tattraction des sphéroïdes.
24o« ËcIaircissoDs ce qui précède par un exposé succinct de l'application importante que M. Gauss a faite de la théorie du potentiel aux phénomènes du magnétisme terrestre. Cette application repose sur cette hypothèse fondamentale que l'action magnétique du globe est la résultante de toutes les parties magnéticjues renfermées dans sa masse; qu'un aimant naturel est un corps dans lequel les deux fluides magnétiques sont séparés; que les attractions et les répulsions magnétiques s'exercent en raison inverse du carré de la distance. On arriverait du reste aux mêmes résultats analytiques si l'on substituait à cette hypothèse celle d'Ampère, qui explique le magnétisme par des courants électriques.
Quand il s'agit de mesurer l'intensité du fluide ma* gnétique, nous prenons pour unité positive la quantité de fluide nord qui exerce une attraction égale à l'unité sur l'unité de fluide sud placée à l'unité de distance.
L'action exercée en un point quelconque de Tespace par une portion de fluide magnétique située où l'on voudra, sera toujours pour nous l'action que cette portion de fluide exercerait sur l'unité de fluide nord située au point dont il s'agit. Dès lors une masse dfi de fluide exercera à la distance p une action mesurée par
l'expression —^ ^ cette action sera d'ailleurs répulsive ou
attractive suivant que la masse dii sera positive ou négative. Appelons a, &, c les coordonnées rectangulaires de d[i et or, j-^ z celles du point sur lequel l'action s'exerce, les composantes de cette action seront
[x — a)diL {y — b)d^ (z — c)d[ii , , ,
et ces trois quantités sont évidemment les dérivées partielles de la fonction ^9 r étant la distance des deux
points attiré et attirant donnée par l'équation
rj = (x — aY -4- (r — by -4- {» — c)».
Les autres éléments de fluide magnétique produiront des actions semblables.
Donc, si l'on fait
Tintégrale étant étendue à tous les éléments magnétiques du globe, les composantes de la force magnétique au point X, y, z seront
dx djr dz
son intensité totale sera
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et sa projection sur une droite ou sur la tangente à une courbe quelconque dont ds est un élément sera -7- •
La ligne à la surface de la terre sur tous les points de laquelle le potentiel U conserve une même valeur Uo sépare en général les points de cette surface pour lesquels U est plus grand que Uo des points où U est plus petit que Uo* La composanle horizontale de la force magnétique en chaque point de cette ligne lui est évidemment perpendiculaire et dirigée du côté des plus grandes valeurs deU.
Si ds représente une ligne infiniment petite, prise dans cette direction normale, et si Uo -h ^Uo est la valeur de U
correspondante à Tcxtrémité de cette petite ligne, —r^
sera l'intensité de la force magnétique horizontale en ce lieu. De plus, Tensemble des points pour lesquels U est constamment égal à Uo + ^Uo forme une seconde ligne infiniment rapprochée de la première; et dans toute la tranche comprise entre les deux lignes, l'intensité horizontale est en raison inverse de son épaisseur. En don* nant successivement à U des accroissements infiniment petits mais égaux, depuis la plus petite valeur de U jusqu'à la plus grande, on partagera la surface entière de la terre en un nombre infiniment grand de zones trèsminces. Sur les lignes de séparation de ces zones la force magnétique horizontale sera partout normale, et son intensité variera en raison inverse de la largeur des zones. Ce système de lignes constitue les parallèles magnétiqueSj et leurs trajectoires orthogonales sont les méridiens magnétiques. Aux valeurs extrêmes maximum et minimum de la fonction U correspondent deux points circonscrits par les zones, et pour lesquels la composante horizontale de la force magnétique est nulle; de sorte
qu'en ces points la force magnétique est nécessairement verticale. Ces points sont précisément les p6les magnétiques de la terre.
Sur la surface de la terre U se réduit à une fonction de deux variables, pour lesquelles nous choisirons la colatitude 6 et la longitude ^ mesurée à Test d'un premier mé* ridien quelconque. Pour simplifier, nous regarderons la terre comme une sphère, et nous désignerons par R son rayon. Cela posé, Télément du méridien sera R dO^ et l'élément du cercle parallèle Rsind^^p. Si Ton décom* pose la force horizontale en deux autres, dont l'une X soit dirigée suivant le méridien, et l'autre Y lui soit perpendiculaire, et si l'on regarde comme positive la composante X lorsqu'elle est dirigée vers le nord> la composante Y lorsqu'elle est dirigée vers l'ouest, on aura
RdB KsinBd^
Si Ton connaissait la valeur de X en fonction de 6 et ^^ on en déduirait immédiatement, et à pn'ori\ la valeur de Y. En effet, intégrons l'expression X dO en regardant ^ comme constant, et posons
.e XrfÔ=T,
d'où
cette valeur, substituée dans Téquation X = — ^t-tt» donne
U + RT sera donc une quantité indépendante de 9, qui
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conservera par conséquent la même valeur sur toute retendue d'un même méridien , ou qui même sera tout à fait constante, puisque tous les méridiens ont deux points communs.
En appelant U„ la valeur de U au pôle nord, on aura donc
ou
et par conséquent
* =-: — r-rr»
résultat qu'on pent encore exprimer par la formule
«n Ô Jo
et qui se résume dans ce théorème remarquable :
Théokème I. — Quand on connaît pour toute la surface de la terre la composante nord de la force magnétique, on peut en conclure immédiatement la composante ouest de la même force.
Le théorème inverse est vrai, mais avec une modification. Supposons, en effet, que Ton connaisse la valeur générale de Y exprimée en fonction de 6 et de (|/, et désignons par II l'intégrale I sinôY^^, dans laquelle on regarde 0 comme constant, on trouvera
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La fonction U + RU9 et par suite aussi la quantité
f/(U-4-Rtt) _ jtt ^ KdB "" dO
seront donc indépendantes de ({/^c^est-à-dire qu*on aura
du
f (9) étant une fonction inconnue de la seconde Tariable 0. Mais cette fonction sera déterminée dès que Ton connaîtra, en outre de la valeur générale de T, la valeur de X le long d'un méridien, ou plus généralement le long d'une ligne quelconque joignant les deux pôles de la terre. Ces considérations nous conduisent à un second théorème non moins important que le premier :
Théorème II. — Si Von connaît la composante ouest de la force magnéligue sur toute la sur/ace de la terre^ et la composante nord de cette même force le long d^une ligne quelconque allant du pôle nord au pôle sud, on poun'a déterminer immédiatement cette dernière corn- . posante pour toute la surface de la terre.
246. Si Ton voulait étendre la recherclie à la force magnétique totale, et tenir compte de la composante verticale, il faudrait considérer U comme fonction de trois coordonnées, qui peuvent être : 1^ la distance r du point que Ton considère au centre de la terre; 2^ Tangle 6 compris entre le rayon r et la moitié nord de Taxe du monde*, 3^ Tangle ({/que fait avec un méridien fixe le plan passant par les pôles et par le rayon r : les trois coordonnées r, 6, ^ déterminent la position du point O,
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OÙ s*ezerce la force iiia|;nëlîque. Soient To, d^' ^o ^^' coordonnées correspondantes d^un ëlément dii du fluide magnétique^ p la distance de cet élément au point 6, et y Tangle formé entre les rayons vecteurs r et f\ , on aura
C0S7 = cos9cos0« -I- sinOsînO»cos(>p — >p«],
p = ^r» — 2rr, cos 7 -f- '"J.
Le potentiel U = — / P^^^ ^^^^ développé en une série convergente suivant les puissances descendantes de r. Faisons, pour abréger, -^ = a ^ nous aurons
p = r^i — 2acoS7 "^ <*% et
(i) =X.H-X,a-+-Xja» + ...H-X«a"-+-...,
y I— '2acos7 H-a*
ou
X4=Ii X, = 008 7, Xï = - C0S*7 H- -ï
et, en général,
i X, = 5 cos'7 f \ cos'^»7
s — OC
cos'"^7 — ... I
Dans les valeurs des coefficients X„, les puissances de cos y peuvent être remplacées par des cosinus des multiples de Tare y. Pour arriver promptement à ce résultat, le plus simple est de substituer à cos/ l'expression
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équivalente- (e^^""'-|-e""^ / dans le radical
(i — aacosy -h «*) avant d'en eflectaer le développement. On trouve alors
et pour obtenir le développement du radical, on n'a qu'à multiplier l'un par l'autre les développements des puis-
sauces (i — aé^^^j , (i — «e""^^~'j et à convertir ensuite les exponentielles en cosinus. Sans effectuer ce calcul très-simple, on voit déjà que le coefficient de a" présentera la forme
(3) X„ = A»cos«7-+-A,cos(« — 2)7 + AiCOs(/r — 4)7'^"--'t
\es facteurs Aoj A|, At,- • • étant tous des nombres positifs.
Dans le cas de 7 = o, la valeur de X„ devient
Af ~T' Al ~T~ As "T" • • • $
et le développement (i) se réduit à
On aura donc, dans ce cas particulier, Xa=x i , et partant, en général,
At-f- A|-+-A, -+-.. .= ij d'où l'on conclura que pour une valeur quelconque de y,
THÉORIE DU MAGNÉTISME TERRESTBE. Spi
la valeur de X„ sera plus petite que Tunité} ou tout au plus égale à TuDÎté. Donc la série (i) sera convergente pour toute valeur de a comprise entre — i et + 1 .
Multipliant chaque terme de la série (i) par ^ et
intégrant, on trouve le potentiel développé en une série convergente de la forme
l = Kv)-'(7)'-.(?)'--(^)'— •
dans laquelle R étant le rayon de la terre, les coefficients ont les valeurs suivantes :
A cause de Xo = i , le premier de ces coefficients se réduit
à Po = — I diÂ. Or, rintégrale f dix est nulle, puisque
la quantité totale du fluide positif est nécessairement égale à celle du fluide négatif. On aura donc
«) H=p.(t)Vp,(?)Vp.(t)V....
Nous pouvons remarquer dès à présent qu'en vertu de la formule (s) et de la valeur de cosy, X„ et par conséquent P„ sont des fonctions rationnelles et entières du f^ièmu degré des trois quantités
cos B, sin 9 cos 4^, sin 9 sin ^.
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247. Une des propriétés principales de la fonction U est, nous le savons, de satisfaire à Féquation
rf'U d^l] d^U _ ^ "^ dy "^ "^ "" °'
pour chaque point situé en dehors des masses agissantes ; et cette équation doit avoir lieu indépendamment du choix qu'on a fait des axes coordonnés rectangulaires. Il s'agit maintenant de transformer cette équation en coordonnées polaires. Supposons que Taxe des z coïncidant avec Taxe du monde, les axes des x et des jr soient situés dans le plan de Téquateur et dirigés le premier vers un point dont la longitude soit zéro, le second vers un point dont la longitude soit 90 degrés; on aura
.r ==rsinOcos>p, y z= rsmB sinip, z = rcosO,
et, en dilTérentjant,
. dx == sin 0 cos^l' dr -h r cos 9 cos ^dQ — r sin 9 sin ^ d^^ djr z= sin 0 sin ^dr -^ rcos B sin^ du -^ r sin 0 cosip d^^ dz =: cos 9 tir — r sin 0 dB,
Résolvant par rapport à <//*, dOj dt^<, il vient
^r=: sin 0 cos>p dx + sin 9 sin>p <// + cos9 ^^ rd9 =z cos 9 cos ^dx-\- cos 9 sin ^ djr — sin 9 dz^ r sin ud'^ = — sin 4> ^ + cos^|/ dy.
On aura donc^ entre les dérivées partielles de x^ /, z prises par rapport à r, 0, ^, et les dérivées partielles de r, 9, t^ prises par rapport à x, y, z, les relations sui-
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vantes :
dr dr du i dx
d^ l dx ^
dx dr^ dx r^ r/ô'
dx r'sin'Ô d^'
dr dy dB i dy dy dr' dy r' do'
d^ i dy dy r^ sin' 0 d^ '
dr az d9 i dz dz dr' dz r^ dB'
d-^ 1 dz dz r* sin^ B d^
Cela posé, on trouve
rf'U rf'U dx I d^\}
dx I ^^u dx
dx^ dxdr dr ' r^ dxdB dB ' r^sin'B dxd} d^^
d'V d'U dr i d^\]
dy 1 rf'U dy
dy^ dydr dr r^ dy dB dB ' r'sin^n dyd^ d^'
d^V d'V dz I d^V dz^ dz dr dr ' r* dzdi
dz I r/'U dz
) dB r^sin'a dzd*^ d^
et, en ajoutant,
dx^ ' dy^ ' dz'
_d'V (dUd'x dV d'y dVd
dr^ \dx dr' dy dr' dz dr' J
7'\jdF ~~ \dx Ib' "*" dy 'd¥ "^ ~dz dB' ) \
1 r^'U /dl] d'x dU d'y d\] d'z"]^! r' sin' uld^ ~ \dx d^ '^ lîy 7^' "^ lïz d^'J }
Or, on a
d'x dx
du' " ^ dr'
d'x dx
d^' " ^ dr'
d'y ^dy
du' ' dr
d'y _^ dy d^' ^ dr '
dr' = ^'
d'z dz du^ ■" '" d/
et par conséquent
dU d^x dU f^x dU dH _ "dx "dF '^'dy Ir^'^'dz dr^~~^'
dV d^x d\] d^x , dV d^z _^ dV^
dx dB^ dy rfG» dz d^^ dr
d\^ d^x dV d^x ^ l!f _ __ î^ dVdz
'dx d^'^'dx ^"^ dz d^^~"'^'dr '^'^'dzdr
, - _ dV sin a\ r — ; — h r cos u ( —7- cos u r- J
dU /d\]
-- — h rcosM ( -7dr \ dr
= — r 8in*9 — ; sm G cos 0 -— -•
dr dQ
Substituant, il vient donc
_£=MU I rf»U 1 d^V ^dU cotO dV
"5r^ "^7» ■5ô»""^/-^sin2G d^^ '^ r "d? '^ r* 77©*'
et Téquation W = o se réduit à
rd^.rV d^V d\] i rf»U
dr^ dB* dQ sin'O //+»
Cette équation devant avoir lieu quelle que soit la valeur de r, on trouve, en substituant à U sa valeur (4)9 que chacun des coefficients Pi, P|, Pb, . . . doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles dont la forme générale est
^ ' dQ^ dQ sin*8 £/>[;»
On peut déduire de cette équation, jointe à la remarque que nous avons déjà faite sur la nature des coefficients Po, Pi, P,,..., la valeur générale de P„. En effet, si Ton représente par P„^^ la fonction suivante de 6
cosO*— — ^ P r-^^ cosG
2 (in — i)
H 7— 7-. -—: 'cosô
i2/i — i){'in
*"*■"* — ... |sin9"y
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P„ sera donné par Téquation
P« = gn.0^n,é + (gn,l COS>j; -f- ^«,, sio^) P„,,
-+- ign.H cosn^ -+- h„,nS\un^) P„,„,
dans laquelle g„,o, g'n,!,.--» é'»,M ^«,iv> K,n seront des coeiBcîenls numériques.
Décomposons la force magnétique correspondante au point O en trois autres forces rectangulaires X, Y, Z, dont la première et la seconde, situées dans un plan tangent à la surface de la sphère de rayon r, soient dirigées, la première X parallèlement au méridien, la seconde Y parallèlement à Téquateur, la troisième Z vers le centre de la terre, les valeurs de ces trois composantes seront
rd9 rsinQd-^ dr
ou, en mettant pour U sa valeur développée en série de fonctions P„,
v- ^' (dV^^Ji. d9, ^J^} d?, \
"~ /=»sin0 \d^ r d-^ f" d^ "j^
RW „ 3RP, 4R'Ps \
En faisant r = R, on trouve, pour un point situé sur. la surface de la terre,
\ dQ d9 dQ
sinG\rf>|/ '^ d^'^ d^ '^--y Z = — 2P,-+- 3P, -+- 4Pi -4-. . . .
Pour déterminer U, et par conséquent pour résoudre complètement le problème du magnétisme terrestre, il
suffit, comme nous Tavons dit, de connaître la valeur de X pour tous les points de la surface de la terre, ou bien la valeur de Y pour tous ces points avec la valeur de X le long d'une ligne quelconque passant parles deux pôles. La dernière des équations précédentes prouve qu'on pourrait encore fonder la théorie complète du magnétisme terrestre sur la seule connaissance de la composante verticale Z pour tous les points de la surface de la terre, puisqu'elle conduirait aux valeurs générales de Pj, P,, Psv" et par conséquent à la détermination complète de la fonction U. Il nous suffit d'avoir donné ces indications générales sur le travail important de Gauss, et nous ne croyons pas nécessaire de nous occuper ici des calculs numériques par lesquels le grand géomètre allemand a déduit la valeur de la fonction C d'une multitude d'observations faites sur différents points du globe. .
2i8. Supposons que le corps attiré soit très-éloigné du point attirant, et voyons comment cette condition d'un éloignement considérable rend plus facile le calcul de l'attraction. Le problème que nous abordons présente beaucoup d'intérêt, parce que la distance très-grande est précisément le cas des phénomènes célestes.
Soient :
m la masse-, x, y, z les coordonnées d'un point du corps attirant',
/•', 6', ^' les coordonnées polaires de ce point;
Il la masse; x, j^ z les coordonnées du point attire \
/•, 6, ^ les coordonnées polaires de ce point;
h le coefficient de l'attraction; enfin soit A/i = 1.
Le potentiel U sera donné par la formule
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Si Ton a toujours
x<*. J<X> z<«> U pourra se développer en série, ainsi qu'il suit :
H- lyz^m^z -f- izx^ m zx -h 2x^^/7? xy -4-....
Si l'on place Torigine au centre de gravité, si l'on prend pour axes les axes principaux d^inertie du corps attirant, si enfin on désigne par A, B, C les moments principaux d'inertie relatifs aux axes choisis, la formule précédente se réduit à
r ir*
Souvent les termes que nous venons d'écrire sufGsent, mais, si l'on veut, on peut pousser le calcul plus loin. On trouve alors une série ordonnée par rapport aux
puissances de -9 dans laquelle on désigne le coefficient
de -^ par Y„. L'étude des fonctions Y„ est précisément l'objet de cette digression. Mais nous avons besoin, pour établir leurs propriétés, déconsidérer d'abord une espèce de fonctions plus simples auxquelles Legendre a donné le nom de X„.
La fonction X„ est le coefficient de a" dans le dévelop-
5gS STATIQUE.
pement de l'eicpression
(i — lax -h a}) *, OÙ Ton suppose que x satisfait à cette condition
et que Ion conçoit ordonnée par rapport aux puissances croissantes de a. Ce développement peut être effectué d'un grand nombre de manières; mais voici le moyen le plus simple d'arriver à mettre en évidence la loi de formation d,es coefGcIents.
L'intégrale de (i — 2ax + a') ' <ir, prise par rapport à x, est
— ( I — 9.aJ? + a^y
const.
Si Ton prend la constante égale à -9 cette intégrale devient
1 — (i — lax -+- a')*
et Ton reconnaît immédiatement que cette quantité est racine de Téquation du second degré
az* — 22 — (« — ix) ■=. o
que Ton pourra résoudre, si a très-petit, par la série de Lagrange. Mise en effet sous la forme
cette équation donne
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Nous mettons le signe — devant le radical (i — 2 a a: 4- a* )^ parce que la formule de Lagrange donne toujours la racine qui pour û; =: o se réduit à x. Ajoutons que le développement trouvé aura lieu pour toutes les valeurs de a dont le module est moindre que i, puisque pour ces modules de a la racine que Ton a développée est synectique. En difTérentiant la formule que nous venons de trouver, nous obtenons la suivante :
On a donc, en appelant Xo, Xi, Xs,... X» les coefficients des puissances de a dans ce développement,
(i) X. = i, X, =iD(*'-i),..., X.= -!- '
Les fonctions X„ jouissent de propriétés analytiques trèsremarquables. Par exemple, l'équation X„ = o a toutes ses racines réelles et séparées par les racines de TéquatioD Xa.i = o, comme on le prouve par une application facile du théorème de Roi le, ou par la méthode de Sturm, en remarquant que trois fonctions consécutives ont entre elles la relation
(2) (« — i)X,H-i — (2/H-i)X„x-+-/iX»_i = 0.
La fonction X,, satisfait en outre à Téquation différentielle
Nous verrons un peu plus loin comment on a été conduit directement aux équations (i) et (2).
Proposons-nous actuellement d'évaluer Tintégrale
X„Pdxy
P désignant un polynôme quelconque : Tintégration par parties donne
+ l>.-.(.._,)-_...±J(x.-,)._<fxJ, Si l'on prend pour limites — i et -h i, on a {a) Ç^\.T^dx = ±\ \ r^'(a:»_,)i.l2^^;
J— , 2" 1.2.3... «J_, ^ WX" '
et si le degré de P est inférieur à ;?,
(4) / X„P^Jr=ro, /i>degrédeP.
On aura donc, en remplaçant P parX„,
Xfl, Xh </j: =: o, pour m^n.
Si le degré de P est /i, la formule (a) donne I X»P</r — rb — / (x'— i>.A.i.2.../i.^x.
A étant le coefficient de x" dans P, ou
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or on a
= ~- / (x« — i)-r/x— r (x>— i)— «^î d'où l'ou lire
/ {x'-~l)'*dx= il- f {x>— l)— «C/JT.
En faisant /i= i, 2, 3,..., «, et multipliant membre à membre les formules ainsi obtenues on a, toutes réductions faites,
le signe + correspondant au cas où n est pair. La formule (b) donne alors, en observant que le signe -h y correspond aussi au cas où n est pair,
(6) p'x,Prf.^-A. j'^-e.-^/»
et, en faisant P = X„ ,
. 249. Si dans l'expression
\J\ — 2ax -h a*
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on change a en e^^ * , elle prend la forme CCS- — \j — I sin -
^7. (cOSf — x)
sint + ^nr^.?
» si cos y > X,
I ces —
5 si COS f < *•
V^2 (x — COSç)
D'un autre côté, on a, pour des valeurs de a moindres
que I,
= = X« -h Xi a (cos ff -I- y/ — I sin ç) -4- . .
-l-X«a"(cos«f H- v^ — I sin ntf) -4-....
En multipliant les deux membres de cette égalité par cos n(f et en intégrant de o à tt, on trouve
Cette égalité ayant lieu quel que soit a, pourvu qu'il soit plus petit que i, aura encore lieu pour âe = i, et par conséquent, d'après ce que nous venons de voir,
d^ cos — cos ntf / <ff sin — cos n^ (8) ^ / ^ ^ +- / -. — ^ = X.,
V2(C0SÇ — x) *f^ V2{x — COSy)
y désignant, pour abréger, l'arc dont le cosinus est x. On trouve d'une manière analogue
/sin-sin/i9€/9 /
V^2(C0S^— x) «f Jy
cos^sin/ff^f ^ — X
y 2 (x — cos f)
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Ces conclusions supposent que le premier membre de la formule (c) est fonction continue de a. Cette condition sera satisfaite si Tëlément qui devient infini pour a = i fournit des intégrales singulières nulles; or, c'est ce qui a lieu effectivement. On a, en effet,
«•ces- ces /l« ^., . ,
^ 1 r^ — sin <p a(p
y-,V^2(cos(j> — x) Jy_jV^a(coS(p — x)
0 désignant une moyenne entre les valeurs que prend
cos - cos n o sin 7
pour ç = y et cp = 7 — 1\ et, en intégrant,
a^cos — cos/îy
^y-eV2(cOSy — X) y
Les formules (8) et (9) peuvent donc être considérées comme rigoureusement établies.
250. Revenons maintenant aux fonctions Y„. D'après leur définition même, nous avons
(10) u = — -f-^-f--4-...-hp^-f-...
et aussi
(11) U =21 ^ {r^ — ^rr'cos'^ H- r")"%
dans laquelle /• et r' sont les distances à l'origine de la molécule attirée et de la molécule attirante, et y désigne l'angle des droites /• et r\ En sorte que l'on a
cosy = cos 0 cos 9' H- sin Ô sin Ô'cos [^ — 4*' )>
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OU simplement
cos 7 = fAf*' -f- \/[i — f*') (i -— fA'^)cos{t|< — y)» en posant, pour abréger,
^ z=z cos 0, p' = cos ô' .
Mais Téquation
à laquelle satisfait le potentiel, devient, en prenant des coordonnées polaires,
Si l'on remplace U par sa valeur tirée de (lo), on obtiendra une équation qui devra subsister quel que soit r, et dans laquelle, par conséquent, les coefficients des diverses
puissances de - seront identiquement nuls, ce qui fournit la relation
La fonction Y„ se déduit de la fonction X„ en changeant d'abord dans celle-ci x en
On obtient alors une fonction que Ton peut désigner par P„ et qui rentre dans la classe des fonctions Y„; car toule fonction Y„ est une somme de fonctions P„. LVquation (i3) a souvent été prise pour définition de la fonction Y„, avec cette condition que Y„ soit une fonction
entière de V^i — /x' cos (^ — «j/') et de fi.
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L'équation (i3) renferme Féqualion (2), car X„ esl un cas particulier de Y„ obtenu en supposant le corps attirant réduit à un point et la quantité
\/(i - f*')(i ~ /=) CCS (>|; ~ f ) H-pfA'
réduite k ^1 = x.
251. Voici comment on peut étendre aux fonctions Y„ un grand nombre des propriétés des fonctions X„. Partons de la formule
Changeons x en cos y , on a
/ ï*',„^„sin7rf7 -:o,
F,,, et P^„ désignant ce que deviennent X,„ et X„ par le changement de x en cos y. On peut encore écrire celte formule comme il suit ;
et sous cette forme on reconnaît immédiatement que le premier membre, somme des éléments d'une surface sphérique multipliés par F^^P^^j est nécessairement nul. Ce même premier membre, par une transformation facile des coordonnées, devient
(i5) Pr ''p„P„sin9'rf9'.ff = 0,
Jo Jo
en désignant par P,^ cl P„ ce que deviennent V^ et F„ ou, si l'on veut, X;„ et X„ , quand on a posé
x=:cos7 = cos9cosô' -+- sin Ô sin 0' cos {\|* — ^').
6o6 STATIQUE.
Mais, d'après la manière dont nous avons défini la fonction Y„, on devra avoir aussi
(i6) f" r'"" Y«Y„sinô'r/0'rff = o,
sans que les fonctions Y^, Y„ aient besoin de provenir d'un même développement. La formule (16) subsiste donc encore si Ton remplace Y„ par P„, pourvu toutefois que m ne soit pas égale à n. Traitée de la même manière que (4) T équation (6) donne
(^7) — / / P«P„sinô'</ô'e/f=:
Si Ton pose
J y«P } Aj JLf "T" A I A-i "T~ ... "T" An An "T" • • • y
on pourra déterminer les coefficienls A^, Ai, ... , A„ en multipliant par X„ et en intégrant de — i à -f-i. Les relations (4) et (6) donnent ainsi
d'où
Donc, toutes les fois qu'une fonction y* (x) sera développable en série de fonctions X„, on aura entre les limites — I et + 1 de X
Dans le cas particulier oii/(i:) = {iT-2aj: -+-a*)"% la comparaison des développements (i) et (3), qui doivent être identiques, conduit à Téquation
2/ïH- I T"*"'
La formule (i4) donne en outre, pour a: = i,
"2 — J X„/(ar)f/xH- ...,
OU, si l'on remplace x par cosy, et qu'on désigne par F„ ce que devient X„,
-+- ^''^ J P^ /(ces 7) sin 7 ^7 4- ....
252. On peut établir celte dernière formule d'une manière à la fois plus directe et plus rigoureuse. En effet, posons
g^_2^f__ij P'„/(cos7)sin7^7,
V.=2^ Pp:/sin7rf
yfn^'^nrf./smydy.
Remplaçons, dans V„, F„ par la valeur de X„ tirée, de (7) en y faisant x = cos 7, il vient
o7o J„ V^(cos,-cc
<p— COS7)
::::: COS /I ^ //-y
/ / sin-yros;7y
o J J V2(coS7 — ros^)
à la coudiiion que sous le signe >^ on réduise le terme qui correspond à /2 =. o à sa moitié, ce qui donne, eu effectuant la sommation y,
y^2(coSflp — cos 7)
n/sin
nsini /sin7' V'2(cos7 - _
sin »
sin - 9 2 ^
. 2/1 -I- I sm ^
sm - 9 2 ^
d-éd
difdy,
rintégration par rapport à (f devant précéder celle qui est relative à y^ mais on a en général
' dx\ ^(x,x)dx= f dy l y(x,j)rfa:, o Jo Jo Jj
et, en appliquant cette formule à l'évaluation des intégrales qui entrent dans V„, on aura
(rf)
/" . 2/1-1-1 Sin ^— • ?
sm-
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formule dans laquelle on a posé, pour abréger,
/sin y dy 1 (cosf — COS7)
y /sin 7 dy
^2(C0S 7 — COSf)
xs((f) sera donc fini si ^"(€08 y) est fini, parce que Télément infini dans ces intégrales ne fournit pas d'intégrale singulière finie. Cela posé, si dans la formule (d) on fait 7z = 00 , Tintégrale du second membre pourra se sub* diviser en une infinité d'autres ayant pour limites succes-
27r 2ir Air An 8n
sives o et > et » — et '
et toutes ces intégrales seront sensiblement nulles, la première exceptée. En effet, si M désigne le maximum, m le
minimum de -^ dans Tintervalle correspondant à une
sm-
intégrale partielle, la valeur de cette intégrale partielle
. ^, . , (M — m) Air j -
sera inférieure a "—^ • La somme de toutes
ir 2/î -I- I
ces intégrales est donc infiniment petite, et la formule [d) se réduit à
/* . a/î-4-i sm 9 2 ^ — — — «(?)''?,
e désignant un infiniment petit. Par cela même, on peut remplacer sin - (f par - cp, et écrire
V.= -ct(o
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Rien n'empèclie actuellement de supposer e = tt, car on ne fait qu'ajouter des éléments qui se détruisent mutuellement. On aura donc, en changeant de variable, et en
posant Ç = w»
I r sin «
- ts (o) I aw,
d'où Ton conclut
lim V« r= - ©(o)
et enfin
limV„=- 1 /(cosyjcot-Yéfy.
On transformera W„ comme V„ en faisant usage de la formule (8) et de Tidentité
sin?-+-2sin2(p4-...-+-/isin/i<p=— D (--hcosf -f-...H-cos/if J
sm 9
^ . I 2 sm - • 2 ^
On trouvera ainsi
sin - siD'
/(cosy) sin 7. ^ =^ D ^^ dffdy
Va(cosç — cos7) ** ^j^i
• . 2/I-hI
cosi sm •
2 2 / (cos 7) sin 7 • D d^ rfy
V/2(C057 — COSf) ^ ^i^
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c'est-à-dire
/^ . 2/î -4- I sm sin-
en posant
y(cos7)sin7rf7
n(t) = ànî r
— CCS - /
Vo
j, ^2(C0S.p— COS7J
tf r^ /(cos^)s\nydy
^2(0057 — cosy) En intégrant par parties on trouve
sin y
sin -
limW«=: — iDj,=on(7),
et la question est ramenée à prendre la dérivée de II ((f ). Cette fois les règles de la diflerentiation sous le signe
I ne sont plus applicables, parce que les intégrales dont
la somme est II (ip) ont leurs éléments extrêmes infinis.
y(cos7) sin 7 ^7 I r *y{cos7) sin7</7
D, = o r/(eoS7)sin7^7^,Hmi. C
J V^2(cOStp — COS7) ^'X
yji{i — C0S7)
^/ M- ^2(1 — cosA) _, .
on trouverait de même
r«» /(co8ç)sin7rf7
^a(co57 — cosf )
6ia sTATigrE.
Ces dérivées une fois calculées, il est facile d*en déduire
limW,= -i J /(cos7)corI 7^/7-/(1) L
et, par suite,
lim S. = lim V, -4- a lim W. ==/(i).
La formule (i4) peut donc être considérée comme démontrée. En y remplaçant y* (cos 7) pary(y), elle devient
/(o) = J,^^fJ/(y)K^y<iy.
Posons maintenant
/(o)=^j^'"F(o.+')rff,
nous aarons
an
*»Jo
F{o,f)rff
Si F (0, ^) désigne une fonction ayant une valeur bien déterminée en chaque point de la surface de la sphère dont le rayon est i, 7, ^ désignant la latitude et la longitude d'un point quelconque, le premier membre de notre équation sera la valeur de F (0, ^) correspondante au pôle nord de la sphère *, Tintégrale double du second membre représente la somme obtenue en ajoutant tous les éléments superficiels de la sphère multipliés par la valeur deF(7, ^)-^ 9 y désignant toujours la colatilude. Si Ton transforme les coordonnées, la formule précédente devra encore subsister. Or, dans cette transformation, le premier membre devient F (6, ^p), et l'expression générale
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de rélëment diflerentlel du second membre peut s^ écrire
P,, désignant ce que devient X» quand
x=:cos9cos9' -f- sindsin9' cos(^ — ^').
Si donc F(0, ^) est une fonction ayant en chaque point de la sphère de rayon i une valeur bien déterminée, on aura
(20) F(ô,+) = 2^^/''/"'p-/(®^+0"ne'rfô'jf.
Cette formule, due k Laplace et à Poisson, joue un rôle très-important 'en mécanique et en physique mathématique, comme nous aurons l'occasion de le faire voir. La démonstration rigoureuse que nous avons présentée est due à Dirichlet.
On appelle sphéroïde un corps irrégulier formé d*un noyau sphérique recouvert d'une croûte d'épaisseur variable, positive ou négative, mais petite par rapport au rayon du noyau.
Soient a le rayon du noyau sphérique, p la masse spécifique du sphéroïde, a^' Tépaisseur de la croûte au point dont la colatitude et la longitude sont 0' et ^^; a désignera un coefficient très-petit mais constant.
Soient r, 0, ^ les coordonnées polaires d'un point attiré par le sphéroïde*, le potentiel U|, relatif à la croûte, est donné par la formule
A désignant la distance de Télément attirant au point attiré, et le produit de la masse du point attiré par le coefficient de Tattraclion étant pris pour Tunité.
6l4 STATIQUE.
Si l'on pose
ces 7 = CCS 0 cos 9' -f- sin ô sin 0' cos (4» — Y),
on a
(/) ùi=za(i — 2^cos7 + ^j
ou
(/') A = rfi — 2%0S7-+-pj .
La formule (/) servira dans le cas d'un point eictérieur à la croûte quand r'^a-^ la formule (/*') dans le cas d'un point intérieur, quand r <^ a.
Dans le premier cas, la formule (e) devient
U,= î^ ne ''pç' /p.4.p,f -HP,~...]sinÔ£/ô'<if.
Mais, en vertu de la formule (i8), Ç' étant une fonction de 0' et tj/' déterminée en chaque point de la sphère, peut se développer en une série dont les termes sont une somme de fonctions Y„ ; on aura donc
U|=^ j C ''p(Y,-hY,...) ^p.-hPi^ -+- ...] smÔ'rfôV+',
ou, en vertu de l'équation (i6) et de la remarque faite à son sujet,
(g) U.=:^ rV'''p(YoP. + T.P,^H-...ysinÔ'rfe'iif^
Or, si l'on applique à la fonction Y„ la formule (so), on trouve
o;, -4-, pif /»^W
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La formule {g) donne alors, en supposant p constant»
Dans le cas d'un point intérieur, on trouverait
(22) U,==47raflp fT,-4-^Y, 4-^Ya-h...j.
Si Ton désigne ensuite par Us le potentiel relatif au noyau du sphéroïde, le potentiel total du sphéroïde sera
Les fonctions X„ et Y„ trouveront aussi leur application dans la dynamique analytique.
6l6 STATIQ1IB<
VINGT ET UNIÈME LEÇON
Mécanique molécnlaire. — Élasticité des corps solides. — Pressions on tensions intérieures. — Leors relations entre elles et stoc les forces mooélératrices. — Dilatations et glissements dans le^ corps. — Leurs relations pour les divers sens ( * ).
253. u^ étions moléculaires. Pressions, — L'ëlasdcité des corps solides et même des fluides, ou leur retour à leur premier état après des compressions, extensions ou déformations, leurs résistances diverses, leurs vibrations, la transmission en un lieu de l'espace, par leur intermédiaire, des efforts et des ébranlements exercés ou excités dans un autre lieu, et, on peut le dire, toutes leurs propriétés mécaniques, prouvent que les molécules ou les dernières particules qui les composent exercent les unes
' (*) Nous devons la rédaction de cette Leçon et de la suivante à M. de Saint-Venant. 11 en a puisé la matière non-seulement aux deuxième, troisième et quatrième années (1827-1829] des Exercicet de Mathématiques^ mais encore dans les antres œuvres de notre illustre maître, et aussi dans des Mémoires qui ont eu surtout ses travaux pour point de départ, qu'il a approuvés, ou dont les résultats sont une conséquence naturelle des principes posés par lui.
Ces Leçons comprennent la statique de Télasticité dans ce qu^elle a de plus général. Nous ne rapportons pas les applications que Gauchy en a faites ( Exercices, troisième et quatrième années ) à la tliéorîe de la flexion, et surtout à celle de la torsion pour laquelle il a ouvert une voie nouvelle, parce qu'il a adopté (^Comptes rendus des séancet de P Académie des Sciences, 30 février i85'|, t. XXXVIII, p. Sag) une autre manière de les traiter, due à M. de Saint-Venant, et qui donne des résultats sensiblement différents, confirmés par diverses expériences, ainsi que par des recherches analytiques entreprises par M. Kirchhoff, l'éminent professeur de Heidelberg {Ueber die Gleichgewicht und Bewegung eines elastisches Stobes, U LVI, du Journal de Crelle, p. 299).
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sur les autres des actions qui sont répulsives et indéfiniment croissantes pour les distances moindres (ce qui remplace Vimpénélrabilité des anciens), qui deviennent attractives pour des dislances plus grandes, mais qui liront plus quune intensité relativ^ement insensible dès que ces distances acquièrent une grandeur sensible [*),
Cette Leçon et la suivante ont pour objet les eflets de ces forces, principalement en ce qui regarde Télasticité des solides.
Il n'est pas nécessaire de faire des suppositions sur leurs intensités individuelles. 11 suffit de considérer les résultantes qui peuvent être produites parla composition ensemble d'un très-grand nombre d'entre elles.
Définition. — Nous appellerons donc pression sur un des deux côtés d^ une petite face plane imaginée à Tintérieur d'un corps solide ou fluide, ou k la limite de séparation de ce corps, la résultante de toutes les actions des mo^ lécules situées de ce côté sur les molécules du côté opposé, et dont les directions traversent cette face, toutes ces forces étant supposées transportées parallèlement à ellesmêmes en un même point pour en opérer la composition.
Dans les Mémoires de Cauchy et de tous les autres au-
(*) Si Ton répugne à admettre que ces forces changent ainsi de signe ou de sens pour une grandeur déterminée de la distance moléculaire dont elles sont fonctions continues, et surtout que, lorsqu'elles sont devenues attractives, elles croissent d'abord avec la distance où elles 8*cxercent pour décroître ensuite, passé une certaine autre grandeur de cette distance, on peut très-bien, avec Poisson, M. Poncelet, etc., supposer que l'action moléculaire est une différence de deux actions, Tune attractive, l'autre répulsive, toutes deux décroissantes quand la distance croit. L'une de ces forces (on ne sait laquelle des deux) peut être inhérente à la matière pondérable, et l'autre due à une inOuence étrangère, telle que celle d'un fluide impondérable. Mais nous regarderons l'action résultante comme un fait, sans avoir besoin de prendre en considération tes explications.
6l8 STATIQUE.
leurs (excepté dans le deuxième Mémoire de Poisson, du 12 octobre 1829, au XX^ Cahier du Journal de V École Polytechnique, p. 6, 3o, 69), le signe H- est attribué aux forces attractives, et le signe — aux forces répulsives. La pression est donc regardée comme positive lorsqu'elle se dirige de la face vers le côté où on la prend, ou lorsqu'elle constitue, à proprement parler, une tension ou traction^ et on la prend négativement lorsque, comme dans les fluides, elle est répulsive ou dirigée vers la face.
2oi. Conséquences de cette définition de la pression. — 1** Les pressions exercées sur les deux côtés d'une même face sont exactement égales et opposées.
2^ La résultante des pressions qui s'exercent sur les diverses faces d'un élément solide abcd {fig* 54 )f prises toutes du côté extérieur, ou prises toutes du côté intérieur, est identiquement la même que la résultante des actions exercées sur les molécules m, m du dedans de Télément par les molécules m', ni^\ ... du dehors, ou sur celles-ci par celles-là. En eflet, si en raison de la petitesse de l'élément, ou des arêtes vives de son enveloppe polyédrique, les pressions comprennent, en outre, des actions sensibles de molécules extérieures sur d'autres molécules extérieures, suivant des lignes m' m", m' m" qui traversent deux faces ab^ cd on bc^ cd^ ces actions étrangères, qui entrent à la fois dans les pressions sur l'une et l'autre face, se détruisent deux à deux comme égales er contraires quand on les compose pour obtenir la résultante générale des pressions sur toutes les faces, en sorte qu'il ne reste, comme nous le disions, que les actions des molécules du dehors sur celles de Tintérieur de l'élément, ou réciproquement (*).
(*) C'est ce qui n^a point lieu si Von prend une autre déGnition de la pression, adoptée d^abord par Caucliy ( Exercices de Mathémati^Mies, troi-
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3^ Il résulte aussi, de ce qu'à travers les plus petites faces perceptibles il s'exerce un nombre extrêmement considérable d'actions moléculaires, que Ton peut regarder,
sième année, p. 31 5) ainsi que par d'autres auteurs, mais h laquelle il a renoncé pourprérérerdéfinitivementcelleque nous venons de donner(Com^r^f rendus des séances de V Académie des Sciences, 23 juin et 14 juillet i845, t. XX, p. 1765, et t. XXI, p. iq5)- En effet, la première définition, abandonnée par Cauchy, consistait à regarder la pression sur une petite face comme la résultante des actions exercées sur les molécules d'un cylindre indéfini élevé sur cette face comme base, par toutes les molécules situées du côté opposé du plan de cette même face. Or, il est facile de voir (Note au Bulletin de la Société Philomathique, 3o décembre i843, on au n^ 624 du journal de V Institut , et aussi Comptes rendus des séances de l 'Académie des Sciences, 7 juillet i8/|5, t. XXI, p. 24 ) que cette définition introduit dans la résultante générale des pressions un certain nombre d'actions étrangères k celles des molécules du dehors sur les molécules du dedans ou récipro> quement, et qu'acné fait faire double emploi à un certain nombre des actions en jeu, tout en en omettant plusieurs autres; enfin que, par cette même définition, les deux résultantes des pressions sur les côtés opposés des diverses faces ne sont point égales, inconvénients qui se sont plusieurs fois présentes à Poisson {Journal de l* École Poix technique, XX® Cahier, art. 4d à 53, et Hémoires de l'Institut, t. XVIII, p. 56). Par exemple, si l'élément est un parallélipipède rectangle, il est facile de voir que, dans la résultante des pressions sur les côtés extérieurs des faces, les actions des huit angles trièdres trirectangles extérieurs a, h, c, J,... sur l'élément seront comptées trois fois, que celles des onglets dièdres, répondant à chacune des douze arêtes ah, hc,.., seront comptées deux fois, et il y aura de plus les actions des angles sur les onglets qui ne seront pas détruites; enfin que dans la résultante des pressions sur les côtés intérieurs des mêmes faces, il y aura omission complète des actions de l'élément sur les huit angles trièdres et sur les douze angles dièdres. Tous ces inconvénients disparaissent complètement avec la définition que nous adoptons.
Au reste, M. Poisson a montré en 1821 (Journal de l'École Polytechnique, XIX* Cahier, p. 272) que les deux définitions analogues, relatives au flux de chaleur, donnent dans les calculs les mêmes résultats quand on néglige certains ordres de quantités.
Nous ne parlons pas d'une autre définition donnée en premier lieu par Cauchy, consistant h regarder la pression sur une face comme la force que celte face supporterait ji elle devenai* . 'gide ^ force qui revient à celle qu'il faudrait appliquer pour maintenir en équilibre la partie du corps située d^un côté de la face si Ton venait à anéantir la partie de l'autre côté. M. Lamé a très-bien montré (Leçons sur l'Élasticité des solides, § 5) que cette sorte de définition, en apparence plus simple que celle qui
dans un même corps, les pressions comme proportionnelles aux superficies des petites faces où elles s'exercent, quand ces faces, supposées circulaires pour fixer les idées, font partie d'un même plan et sont concentriques; et cette proportionnalité peut être .considérée comme ayant également lieu pour des faces d'une autre forme et même dissemblables, si elles ont leurs centres de gravité au même point, parce que les inégalités de part et d*autre se compensent avec toute l'approximation que comportent ces sortes d'évaluation. Il en résulte également qu'on peut regarder les pressions par unité superficielle comme variant d'une manière continue avec la position de ce centre de gravité, lorsque les faces sont prises sur un même plan ou sur des plans parallèles et très-voisins.
285. Obliquité des pressions sur les faces, Compo^ santés normales. Composantes tangentielles. Leurs relations en un même point, — On sait que dans les fluides en repos (et c'est même en quelque sorte la définition de la fluidité) les pressions sont normales aux faces sur les* quelles elles s'exercent, d'où l'on déduit facilement, comme M. Cauchy (*), leur égalité en tous sens. Celte normalité et cette égalité n'existent déjà plus dans les fluides en mouvement, et la pression a, dans un sens tan-
fait consister la pression en une résultante d'actions moléculaires, ne donne aucune idée exacte, et que sa simplicité n^est même qu'une pure illusion. Elle pouvait ôtre admise au temps où l'on croyait (et on ne Ta jamais cru généralement) à la continuité de la matière et à l'action au contact seulement. Mais l'action sur une surface n'a plus dp signification depuis qu'on sait que les forces s'exercent à distance, et que, par conséquent (continue M. Larré*); les forces répulsives et attractives émanent non-seulement de la première couche infiniment mince, mais aussi des couches plus éloignées, jusqu'à la distance où leur intensité cesse d'avoir une grandeur sensible.
{*) Exerciccf, deuxième année^ p. a3.
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gentîel ou parallèle aux faces, une petite composante appelée quelquefois \e frottement des fluides.
Dans les solides qui ont été dcformés, même légèrement, les pressions sont généralement obliques aux faces^ et leur;» composantes tangentielles ont des intensités comparables aux composantes normales.
Mais les pressions sur les diverses faces ayant leur centre en un même point ne sont pas indépendantes les unes des autres, et il existe entre elles des relations renfermées dans les deux théorèmes suivants de M. Cauchy :
256. Théorème I (dit des projeclions de plans de pressionsj ou du tétraèdre des pressions). — La pression qui s^exerce sur une petite face plane imaginée dans V intérieur d^un corps solide ou fluide en repos ou en moui*e^ ment est la résultante des pressions supportées par ses trois projections droites ou obliques sur trois plans quel* conques passant par son centre de granité.
Pour le prouver, posons la condition de l'équilibre de translation d'un très-pelit élément ayant la forme d'un tétraèdre, en supposant d'abord que les molécules qu'il comprend sont en repos et n'éprouvent d'actions que de la part des molécules environnantes. L'équilibre de ces actions est le même, nous Pavons vu (254), que celui des pressions s'exerçant sur les côtés extérieurs des quatre faces A, B, C, D du tétraèdre (fg- 55). Il exige que la pression agissant ainsi sur l'une d'elles, A, par exemple, ait la grandeur et la direction de la résultante des pressions sur B, C, D prises en sens opposé ou intérieurement. Or, le côté extérieur de la face A a les côtés intérieurs des faces B, C, D pour projections rectangulaires ou obliques sur leurs plans respectifs*, et, à cause de Textrême petitesse qu'on peut supposer aux dimensions de l'élément, et de la conti-
nui té (254) des variations d^ intensité de la pression en passant d'un centre de pression à d'autres très-proches, on peut, à cela près de quantités d'ordre supérieur et néglig<;able, remplacer les pressions sur A, 6, C, D par les pressions sur quatre faces parallèles et de même superficie ayant un centre de gravité commun et placé au centre de gravité du volume de l'élément. Donc la pression supportée par une petite face est bien la résultante des pressions que supportent ses projections sur trois plans menés arbitrairement par son centre de gravité.
Il n'y a rien à changer à celte conclusion si l'on tient compte des forces non réciproques ou à centre d'action éloigné, telles que la pesanteur, qui peuvent solliciter en même temps les molécules du corps. Ces forces, qui agissent proportionnellement à la masse et par conséquent au volume, sont du même ordre de grandeur, pour un corps de dimensions finies et perceptibles, que les pressions qui agissent proportionnellement à la surface 5 elles sont donc, pour un élément excessivement petit, des quantités du troisième ordre négligeables à c6té des pressions trèspetites du second ordre, et il n'est pas besoin d'en tenir compte dans l'équation d'équilibre de translation du tétraèdre.
On peut dire la même chose de la force d^ inertie, produit de masse et d'accélération, qu'il faut ajouter en posant les équations quand les molécules se meuvent. Le théorème I est donc vrai pour les masses solides ou fluides animées d'un mouvement intérieur, comme pour les masses en repos, ainsi que Cauchy l'a reconnu dès l'abord (*).
(*) OanB un Mémoire présenté le i4 ^rrW i834» et aussi dans une note delà page 545 ($ 16 du 3* Appendice) de la nouTelle édition des Le^omt de Navier, nous avons fait voir que le thorème I de Cauchy pouvait être démontré en ne néf^geant ijue desquantitét trè*ffetitentordre supérieur de
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257. Théorème II (dit de récîprocitë des composantes transversales de pression). — Lorsque deux petites faces planes imaginées à Vintérieur (Vun corps ont la même superficie et le même centre ^ la pression sur la première, décomposée ou projetée dans une direction normale à la seconde, est égale à la pression sur la seconde dé-composée ou projetée dans une direction normale à la première.
Pour le démontrer, considérons un élément en forme de prisme droit à base losange. Soient A, A' (J^g* 56) deux des faces latérales répondant à deux côtés opposés de cette base, B, B' les deux autres faces, aussi égales et opposées. Les pressions sur les six petites faces peuvent être regardées comme appliquées à leurs centres de figure respec-
deux uniiés à celui des pressions en jeu. Pour cela, il suffit de considérer simultanément un deuxième tétraèdre dont on détermine les sommets en prolongeant de longueurs égales les Itgnes de jonction des sommets du premier avec son centre de gravité, en sorte que les deux tétraèdres sy> métriques et opposes aient même centre, même volume, et des faces égales et parallèles chacune à chacune. L'équilibre exige qu'on ait zéro pour la résultante des pressions sur chacun d'eux ; on a donc aussi zéro en composant les pressions sur l'un avec les pressions sur l'autre prises dans un sens opposé. Or, dans cette composition, les pressions sur les faces ^ales et parallèles s^ajoutent, tandis que les forces accélératrices et les inerties disparaissent comme ayant, avec des sens contraires, les mêmes intensités totales pour les deux tétraèdres, à cela près de quantités d'ordre de petitesse 4 ^t au-dessus. En divisant par 2, on peut remplacer, avec la même approximation, chaque demi-somme de pression sur deux faces égales appartenant aux deux tétraèdres, par la pression sur une face parallèle et de même surface ayant son centre au centre commun. 11 en i^ulte que le théorème I est établi ainsi avec une exactitude qui ne laissa rien à désirer.
Nous avons donné aussi des démonstrations de ce théorème et du suivant (Mémoire sur la torsion, aux Savants Étrangers, t. XIV, art. 10, et sur la flexion, Journal de Jf. Liouville, i856, p. 89) indépendantes de la considération de l'équilibre d'un élément solide, et fondées seulement sur oeUe des actions moléculaires s^exerçant k travers les faces, et dont les pressions sont des résultante 9.
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tifs, et Téquilibre de translation du prisme, sur lequel on suppose d'abord qu'aucune autre force n'agisse, exige que les pressions sur les faces opposées soient deux à deux égales et parallèles. Mais exprimons Féquibre de rotation autour d'un axe passant par les centres O, O des deux bases ; et, pour cela, décomposons les pressions qui s'exercent sur les quatre faces latérales A et A', B et B' : 1^ suivant des parallèles à cet axe OO; a^ suivant les médianes ou lignes de jonction A A', BB' des centres A et A', Bet B' des faces; 3^ suivant les perpendiculaires A a, h'ûl^ B&; ^'V menées à ces mêmes médianes parallèlement aux plans des bases O, O. Les premières composantes ne donnent aucun moment autour de Taxe OO, puisqu'elles lui sont parallèles; les secondes n'en donnent pas non plus puisqu'elles le coupent, et il en est de même des pressions sur les deux bases, s'exerçant à leurs centres O, 0. Restent les quatre composantes A a, A' a', B&, W dont chacune est perpendiculaire à la face adjacente à celle où elle s'exerce. Celles A a, K'a' sont ^ales et tendent à faire tourner Télément dans le même sens, en sorte que leur moment total est double de celui de la première Aa; le moment total des deux centres est double de celui de B£ ; leurs bras de levier OA, OB sont égaux.
{)onc, pour l'équilibre, il faut que la composante A a, perpendiculaire a la face B, de la pression sur la face A, soit égale i la composante B&, perpendiculaire à A, de la pression sur B, ce qui est le théoiénte énoncé»
Ce second théorème de Cauchy est également vrai lorsque la matière de l'élément, soumise aux pressions émanant de la matière environnante, Test aussi à des forces telles que la pesanteur, ou telles que r/nerr/e, ce qui comprend les cas du mouvement; car ces autres forces, dont la somme totale est très-petite du troisième
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ordre, comme le volume de rélément, et dont les deux parties sensiblement égales tendent a le faire tourner autour de son axe dans deux sens opposés, ne donnent, multipliées par leurs bras de levier moyen sensiblement égaux et du premier ordre, et ajoutées, qu*un moment total du cinquième ordre, négligeable devant celui des pressions qui est du troisième.
Nous allons tirer de ces deux théorèmes divers corollaires.
2S8. Expressions ries composantes, suivant trois axes coordonnés rectangulaires des a*, y, z, de la pression sur une petite face quelconque en fonction des six com^ posantes des pressions supportées au même point par V unité superficielle de trois petites faces peipendiculaires aux mêmes axes.
Soient :
p la pression sur Tunîté de superficie de la face donnée^
n la direction d'une normale qu'on élève à son plan, du côté où la pression se prend,
et '
Pxx^ Pxy^ Pxi\ Pjxy Pyj'i Pjx\ Pix^ P»fj Pu
les composantes supposées connues, parallèlement aux x^ aux/,aux z, des pressions exercées sur Tuni lé superficielle des faces normales, respectivement, à ces coordonnées rectangles, la première sous^letfre désignant toujours la face par sa nonnale, et la seconde le sens de décomposition {*). On a, d'après le théorème II de Cauchv {n° 257), les égalités suivantes deux à deux entre les
(*) Olte notation lucide, qui nous a été conseillée en 1837 pnr Corîolis, a été adoptée finalement par Cauchy (Comptrs rendus des séanas de r Académie des Sciences, 30 février i85/|, t. XXXVIII, p. 3^7). Noiîs
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compountes tuigentidles
('} Pj' = Pir P^=P^, Pv—Pj'f
ce qui réduit k six distinclca, savoir : lioîs iKH^iiaia, trois langeotielles, les nenf composantes censées connues et données.
Et t'oD a, d'après le théorème I (n" 256), pour les trois composantes dont on désirait l'expression et qae nous désignerons comme les autres au moyen de deux indices ou sous-lettres,
=ptO%(p,x]
l =p„co^{n,x
, , ) P»t=P^^(P'T) '^) =;,,co.(n..)
/.^cos(d,j } +/.„co8 (n, s),
/.^coi(n. *) -f-/.^co»(B,j-) -t-/»r,co»(n, s),
,{n,.r)+/V,cos{n,j) + /'„cos(n,»);
car chaque unité superCcielle de la petite face donnée a des projections cos(n,x), cos{n,^), co$(n, z) sur des plans
crojoDi devoir en
doamr
iciUt]moiiTui«
ce»
M de
diTcni
■tan
PoruoM (1829).
CLktntmi.
KiEcnnoFE.
Coiious.
S«ni de décorai».
rMwperpeD-
Od reiBirqaer> uni donU li noutioD auiiî lrè»-conimCHl« de H. Kïich-
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perpendiculaires aux x, y^ z menés par son centre, et par conséquent la première des trois équations exprime que la pression p décomposée ou estimée suivant les x est égale à la somme des pressions dont elle est résultante, décomposées toutes trois dans le même sens x que désignent les deuxièmes sous-lettres de p„, py^^ p^. Les deux autres équations sont obtenues de même eti décomposant ces quatre forces parallèlement aux y ^^ parallèlement aux 2 (*)
259. Composante, suivant une direction quelconque 5, de la même pression sur la petite face dont n est la
hoff. Nous croyons celle de Coriolis encore préférable, parce qu'elle s'étend à une composante comme celle que nous appellerons ci-après Pns» *^^^^^^ ^^^ ligne absolument quelconque s, de la pression sur une face dont la normale a une direction aussi absolument quelconque n.
{*) C'est sous la forme des équations (3) que Caueby a énoncé son tbéorème I dans la deuxième année (1837) des Exercices [p. 48, équation (lo)], après l'aToir appliqué dès i8q3 dans un Mémoire lu le 3o sep* tembre à l'Académie, et dont un extrait se trouve imprimé au B.ulletin de la Société Philomathique (janvier i8a3) sous ce titre : Sur l'équilibre et le mouvement des corps solides ou JUàides, élastiques ou non élastiques. C'est donc à tort que quelques auteurs en ont attribué la découverte k Poisson, qui n'en a parlé pour la première fois que dans son Mémoire du \l\ avril 1828, où il ne l'énonce de même que d'une manière analytique (t. YIII des Mémoires de l* Institut, équations du baut de la page 384); seulement il le démontre, ou arrive aux trois équations, d'une manière simple et dir^pte, sans les calculs qui fournissent du même coup à Cauchy le tbéorème II, déjà trouvé et appliqué par lui, aussi dès 182Q, et dont Poisson a reconnu, en 1839 (13 octobre, Mémoire inséré au XX* Cabier du Journal de VÈcole Polytechnique, art, 38, p. 83), la grande généralité d'abord méconnue (t. YIII des Mémoire de l'Institut). L^énoncé que nous avons donné en langage ordinaire de ce tbébrème I, rendu ainsi plus général en ce qu'il s'étend au< projections obliques, ressort facilement des considérations présentées par l'un comme par l'autre de ces deux illustres savants. Et, quant au théorème II, nous avons cru devoir le démontrer et l'énoncer pour le cas de deux faces faisant un angle quelconque, généralisation que Cauchy y a apportée dans la quatrième année (1839^ des Exercices, p. 4i«
normale. — Soit, toujours suivant la notation du n^258.
Pus
la composante suivant une direction arbitraire, désignée par la lettre Sj de la pression p supportée par Funité superficielle de la face dont n désigne, en direction, la normale.
On aura cette composante ou projection de la pression p sur la ligne 5, en y projetant la ligue bri- ^ Pnx-^Pny~^ Pnz formée avcc les trois composantes mises bout à bout, de la même force suivant les x, les } , les z; d'où
(3) /?i,4=/'n«C0S{#, x)-+-/?BjCOS(f,j) -^PnxCOS[s,z).
En y substituant (a), et appelant généralement, pour abréger, comme nous ferons toujours dans la suite,
Île GOsiDus de Tangle de deax droites quelconques dont i et / désignent les directions,
on obtient l'expression générale
IPns =^Ps*CnxCu "f P/T^nx^»r -r/'«CnsC„
Par exemple, si l'on veut avoir la composante de pression normalement à la face, on n'a qu'à mettre n au Hou de 5, ce qui réduit cette expression à la forme
Pnn = Pss^lx -h Pjj^lx -^ Pliait -^ a/'jiCo^C,.. -H 2/?„Cn,Cn, -^^p,jC^.t^nf
260. Formules des changements de plans de pression . — En mettant successivement à la place de n et de s les directions
de trois droites ou nouveaux axes coordounés, rectan-
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gulaires ou obliques^ on obtient les formules suivantes des pressions sur F unité superficielle de trois plans peV" pendiculaires à ces droites ^ décomposées ou projetées successivement suivant les mêmes droites, en fonction les six composantes de pression sur les plans coordonnés primitifs et suivant les directions Jr>,y, z rectangulaires,
P^^—PxxCIj:> -f- p^C^r* -^ P**<^lx' H" V/fCrx'C.x' -+- 2/'«C,^C,x/ -+- iptjCzJCyJj
Pfj' ~- Pf'^iy "*" Pyr^yy^ -^Pucly» -h t^Pj^c^yc,/
-f- 2/7.jrC,yC;j^-+- 2/?,^C^C^/,
PtfMf =PxxCi.' -h PfyC^z' -^ Pu^ls' ■+" 2/7y,Cy,'C„' •+- lipxxCstfCsi' -+- ^Pxx^xt'Cjgfj
Pf.i =: ptx ^x/ Cx,' -+- Pyj C^y Cj.,' -h ptM CsjJ C. j/
(6) ^ -^pMCy/Ct^ -+■ Cj^fC^y) -+-i»«(c,/C«' -h Cm'Cx^')
H- PTx(Cs/Cjst -+- Cxj'Cj/),
/'»'*' =/>«Cxj'Cxx' -H Pjfyx'^ji* -f PsiCtx^Cix^ /Vy = Pxx^xJ^xj* -h Pn^'f^Jj' "^* /'"C-x/C,/
Si les trois droites x\ y' ^ z\ perpendiculaires aux nouveaux plans, ne sont point perpendiculaires entre elles, on a toujours, et conformément au théorème II de
Cauchy,
P/^ = Pty, Pi'x* = p^i'i Px'j» = Py'j ;
mais ces composantes transversales ou non normales ne sont pas alors tangentielles aux trois faces, obliques elles-mêmes les unes aux autres.
Des équations (6) on déduit, entre autres conséquences, (juand les axes nouveaux sont rectangulaires comme les
anciens,
p^^ -h Pfj» -H P¥¥^=^Pxz -^Pxx-^ P**t
ou que la somme des composantes normales de pression sur trois plans rectangulaires est constante en nn même point.
Et que si Taxe nouveau des z' se confond avec Taxe ancien des r, ou si (fig. 57)
C,yi=I, Cxi'=:0, Cj^z=zOy Ctji:=^Oy 0^ = 0,
Cxx' = Cyy% Cjt» = — Cgfz=z sin ( j:, x' ) , on a
p^^ = Jjl. tlL. sîn 2 (jr, j:') -f- />^ cos2 ( or, a/),
d'où
/>^y rrz -^ si Taogle (x, ar') est demi-droit;
c'est-à-dire que la composante tangentielle de pression sur un plan bissecteur de l'angle droit de deux autres est égale, quand on la prend dans un sens perpendiculaire à l'intersection commune, à la demi-différence des composantes normales de pression sur ceux-ci.
261. Pressions principales et ellipsoïdes des pres^ sions, — Si sur la normale Mn, de direction appelée n, à la petite face quelconque sur laquelle la pression p s'exerce (n^* 258 et 259), on porte, à partir de son pied M, qui est le centre de la face ou le point ayant x, r, z pour coordonnées, une longueur
Mot = r=: i / dl — selon que p^^ est positif ou négatif» V Pnn
et si l'on appelle
les coordonnées de l'extrémité m de r rapportée à des axes Mx, My, Mz parallèles aux x, j, z et menés par le
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même point M, on a pour les cosinus des angles de la normale avec les coordonnées les valeurs
Cn, = -; = Z V^±/^.
En les substituant dans Téquation (5) qui donne celle de la composante normale p^^^ de la pression p^ et en divisant par ih /?„B , on la change en
Celle-ci représente une ou deux surfaces du second degré dont le centre est au point M (x, y^ z)^ pour lequel x = Oy y = O9 z == o. On n'a qu'une surface si, pour tous les systèmes de valeurs des coordonnées x, y, z de Textrémité du rayon r, le premier membre reste ou constamment positif ou constamment négatif, et c'est alors nécessairement un ellipsoïde puisque les rayons vecteurs r en tous sens doivent être réels. On a deux surfaces si pour certains systèmes ce premier membre devient -{- 1 et pour d'autres — i ; elles ne peuvent être deux ellipsoïdes puisque dans chaque direction le rayon vecteur a une valeur unique; ce sont donc deux hyperboloïdes, nécessairement conjugués l'un à l'autre ou ayant le même côiie asymptotique, car en faisant z = o par exemple, on obtient
pour équation des deux hyperboles suivant lesquelles ces surfaces sont coupées par le plan xy; et, en faisant x infini, ce qui annule le second membre, on a pour ces
hyperboles les mêmes valeurs de - ou les mêmes asymptotes.
63 a STATIQUE.
Donc : On a un ellipsoïde pour la surface formée parles extrémités des normales à toutes les petites faces d'égale superficie se croisant en un même point d'un corps^ en leur donnant à partir de ce point des Ion gueurs égales ou proportionnelles aux racines carrées des valeurs numériques des composantes p^^^ suivant ces normales Uy des pressions ou tensions p s^ exerçant sur tes diverses faces y lorsque ces composantes p^^ sont ou toutes positives ou toutes négatives : Vellipsoïde se change en deux hyperboloïdes conjugués lorsque la pression normale p„ est positive pour certaines faces et négative pour d* autres. Elle est nulle pour les faces qui sont perpendiculaires aux génératrices du cône asymptotique commun, et Ton n'a sur ces faces que des pressions tangenticlles.
Si Ton prend de nouveaux axes coordonnés des x\ -y' y z', se confondant avec les trois axes orthogonaux de figure de cette surface du second degré simple ou double, Téqualion (7) manquera, comme on sait, des termes en y'z', z'x\ x'y', en sorte qu'on devra avoir
P/Mf = O, Pm^m» = O, prfy = O,
ou les composantes tangentielles nulles pour les faces perpendiculaires à x', à y\ à z\ Les pressions sur ces faces se réduiront ainsi à leurs composantes p^^f^fy Pyr*j p^,^i. Donc :
Théorème. — En tout point d\in corps, il, y a trois faces perpendiculaires Vune à Vautre sur lesquelles les pressions n agissent que normalement. — Deux d'entre elles sont la plus grande et la plus petite pression autour de ce point, et la troisième offre un maximum parmi celles dont les directions forment un certain plan, et un minimum parmi celles qui composent un plan perpendiculaire à celui-ci.
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Ces trois pressions on tensions sont celles que M. Cauchy, dès i8q2, a appe]ées principales {*).
(") M. Canchy obtient élégamment les éqnations susceptibles de fournir les grandeurs et les directions des trois pressions principales, en remarquant :
!<* Que si dans Véquation (7) on met, à la place dei coordonnées X, y, z du point quelconque m de la surface qu'elle représente, celles x-^dXf y + <fy, i -i- di d'un point m' infiniment voisin, situé sur la môme surface, et si Ton en retranche (7), ce qui revient à différcntier cette équation, et si Ton remplace ensuite x, y, z par les trois cosinus qui leur sont proportionnels, on a
ce qui prouve que la petite ligne allant directement de m à m'y où l'on arrive également par le chemin polygonal dx -h dy -t- <f z, a une projection nulle sur la droite dont les angles avecx, y, g ont des cosinus proportionnels aux trois trinômes entre parenthèses; que cette dernière droite est par conséquent normale à la surface au point m.
•j<* Que le rayon vecteur Mm, dont les angles avec x, jr^ z ont pour cosi- ""* ^njr-» *^nr' *^n-' ^^'^^ P*' conséquent normal à la surface, ou aura pour direction celle de l'un de ses trois axes de Jigure, lorsqu'on aura l'égalité suivante entre les trois fractions qui y sont posées,
c= '-^ = — A'na»
on les égale toutes trois à p parce que l'on compose une quatricino
fraction de même valeur en prenant pour numérateur la somme de leurs trois numérateurs, et pour dénominateur la somme de leurs trois dénominateurs, après les avoir multipliées haut et bas, la première par ^nx» '* seconde par' c^ , la troisième par c^^,, ce qui donne i pour dénominateur, et pour numérateur précisément l'expression (5} de p^^. 3^ Qu'il en résulte les trois équations
(>nB - Pjcx) % a. = Pxy *^n y "+• Pzar S . ' ( Pnrt - Pyy ) <^ny = Pyz % z "*" /'.r> ""n •*" ' ( Pnn -Pzz)''uz= Pz.v % .v -*" Pyz «"n j ' dont on élimine les trois cosinus en les multipliant ensemble et eu rem •
Toates les autres pressions ou tensions sont distribuées symétriquement autour d'elles.
Scolie. — La même conclusion peut être tirée de la considération d'une deuxième surface, qui est toujours wi ellipsoïde i et qui se construit en portant sur les normales n aux petites faces, non plus les longueurs i/ =ti — 9 mais des longueurs
égales (ou proportionnelles) aux inverses des intensités des pressions effectives ou non décomposées p (qui ont des directions généralement autres que celles de ces normales) : en effet en ajoutant, après les avoir élevées au carré, les trois équations (2) qui donnent les valeurs des composantes pcos(;99 ^)î pcos(p, y), pcos{py z), on a p* dans le premier membre; et si Ton représente encore par X, y, z les ^coordonnées de l'extrémité de la longueur
plaçant ensnito, dans les termes da second membre tels que
OÙ une composante tangentielle p entre au carré, la parenthèse qui n*e&t autre chose que l'un des seconds membres facteurs, par le premier membre correspondant, ce qui donne, en divisant par c % c^. cette
équation du troisième degré en /y^,
i^'nn-PjTJc) {Pnn " Pyy) (^an ^Ps,) ^ Pyz (^n ^ ^xx)
-PIjc {Pnn -Pyy) ^ P^y (^nn -''«) - ''PyzPzxPs-y = <>.
qui fournira les grandeurs des trois pressions principales à substituer à p dans les trois équations précédentes pour en tirer les cosinus donnant jeurs directions.
M. Gauchy a démontré, dans un beau Mémoire sur les surfaces du second degré, qu'on trouve à la page i de la troisième année des Exercices, que les équations de cette forme ont toujours leurs trois racines réelles.
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ainsi portée en sorte qu'on ait
cos(n, jr) = -:=:y»x, cos n, ^)=/?y, co^{n^z)=:pZf
P on obtient Téqnation
Les axes du deuxième ellipsoïde qu'elle représente ont nécessairement les mêmes directions que ceux du premier (^), car le plus grand et le plus petit répondent,
(*) M. Lamé obtient (£itfçoM iur l'élastieité, i85i, $ 3i) un troisième ellipsoïde en portant les pressions p elles-mêmes, non sur les normales n aux faces où elles s'exercent, mais sur leurs propres directions. Comme la face = i sur laquelle p agit a pour projections c^^, c^ , c^^ sur les
trois plans perpendiculaires aux x, aux^, aux s. Bip , p , p^ sont les pressions sur l'unité de ces trois derniers plans, ^ est résultante, diaprés le théorème I(n<> 256), des trois forces ^^^ ^nx* ^y^ay* f'z^z* ^^^ *°'** généralement obliques l'une à l'autre; d'où il suit que si Ton appelle x^, y,, z, les trois coordonnées obliques, par rapport à des axes menés de M parallèlement aux directions des trois forces p^, p^, p^t du point m, extrémité
du rayon vecteur Mm=sp porté sur la direction de p, on a
Donc, comme c^_j. H- cJ-»-c*.= I, l'équation de la surface rapportée aux mêmes coordonnées obliques est
fè)'-fèy-fêy=
C'est un ellipsoïde ayant pour demi-diamètres conjugues ces pressions P^9 Py* Pz ^0°^!^ grandeurs et les directions sont faciles à obtenir, car elles sont résultantes elles-mêmes, la première de p^j.^ p^, j p ..% la deuxième de /j^^., p^.^^ p^.l la troisième de p.j.^ p y ^^., dirigées suivant X, jr^ 5.
comme ceux-ci, à la pression minimum et la pression maximum (*).
262. Relations entre les pressions et les forces accélératrices non réciproques ou émanant du dehors et agissant sur tous les points [telles que la pesanteur^ etc.) . — Pour obtenir ces relations, posons les équations de Téquilibre de translation d'un très-petit élément du volume du corps, de forme parallélipipède rectangle. Soient : X, Y, Z les composantes, parallèlement aux axes des .r,y, «, de ces forces extérieures ou non réciproques, dont la matière du corps éprouve Taction, par unité de sa masse^ au poî nt M dont les coordonnées sont x, y, 2, et qui peuvent varier avex; ces cdbrdonnées; p la densité du corps au même point M (Jig- 58) ; X, y, z les petites dimensions, parallèles aux mêmes coordonnées, de Télément solide parallélipipède, dont le point M occupe le centre^
Pxx, Pj',, Pz., p,^=p,y, P^T=Pxt^ Pxr = Prx, COmmC
ci-dessus, les six composantes de pression, parallèlement aux coordonnées, sur Tunité superficielle de trois faces planes qui leur sont perpendiculaires, et dont le centre de gravité ou de superficie est au même point M.
Les deux faces xy de cet élément, perpendiculaires aux 5, éprouvent des pressions contraires qui sont l'une
( *) Si Ton demande quelles sont la plus grande et la plus petite eompo-
P — P siilue tangetuiellc, la réponse est fournie par l'expression /i^. j= =--
de la fln du n^ 260; car elle prouve qu'elles ont Heu dans des directions et sur des faces bissectrices de Tangle droit de la pression principale maximum et de la pression principale minimum. La plus petite de ces composantes tangcnlielles est égale et désigne contraire à la plus grande, vi est dirigée dans le prolongement de celle-ci. Sur toute face, il y a une direction suivant laquelle la pression tangentielle est nulle.
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un peu au-dessus, l^autre un peu au-dessous, de celle qui serait supportée par une face parallèle passant en M, pression dont les composantes suivant jr, y, z sont p^j,^ p%r'i P%% pat* uni lé de superGcie. La différence, pour ce qui regarde la composante suivant^o:, sera le coefficient
différentiel -^ multiplié par la distance z de ces faces,
et aussi par leur superficie xy. La résultante de ces deux premières composantes de pression, qui sont prises suivant X, est
dp
z.xv.
dz
Les deux faces aussi opposées Tune à l'autre yz, et les deux faces également opposées zx fourniraient de même, et aussi suivant les x, les deux différences ou résultantes
partielles -^x.yz et -^y.zx. On adonc, pourPéqui-
libre de translation de l'élément dont on s^occupe, en ajoutant la force accélératrice X multipliée par la masse pxyz de cet élément, une équation dont on peut diviser tous les termes par son volume xyz, et qui est la première des trois équations suivantes, dues à Caucliy; les deux autres s'obtiennent de même en exprimant les conditions de réquilîbre de translation dans le sens y et dans le sens z :
dp„ , dpr, , -ip'^^^^^^^
dx dy dz
^^ ^ dx dy dz ^
dx dy dz '
Ces équations sont une géncralisaiion de celles Je riiydrostatique. On n'a pas besoin de faire remarquer
qu'en les établissant on ne pouvait pas négliger les forces telles que pXxyz comme très-petites du troisième ordre, ainsi qu'on a fait au n^256en démontrant, par l'équilibre d'un élément tétraèdre, le théorème desprojections deplans de pression; car ici les pressions, qui sont toujours du second ordre comme les superficies des faces de l'élément, n'entrent que pour les différences de grandeur qu'elles ont sur deux faces parallèles, égales et très-proches l'une de l'autre, en sorte que tout était du troisième ordre dans les équations avant leur division par le volume xyz de l'élément dont elles expriment l'équilibre [*)•
( * ) M. Gauchy place le point M (x, r, «) à Tun des angles de l'élément xy z {Exercices, deuxième année, p. log) ; et, pour tenir compte de la variation de l'intensité des composantes p aux divers points des petites faces, il appelle, en prenant M pour origine, x et y les coordonnées de ces points sur les faces opposées xy par exemple, et il exprime ainsi les sommes totales des composantes p^^^ de pression qui s*y exercent dans le sens X :
Sur la première face
et, sur la deuxième face, ce que devient cette expression en remplaçant Pzjt par — ( Pzjr-\- —f^ z -+-... ). D'où, sur les deux faces ensemble,
une résultante —7^ xyz en ne négligeant que des quantités très-petites
dz
du quatrième ordre.
Mais on trouve facilement que cette résultante est exacte, à «sela près
de quantités du cinquième ordre, en plaçant le point M au centre du pa-
rallélipipède, ou à des distances , -4- --,. . . des diverses faces. Aussi,
en faisant un pareil choix de la situation du point où les pressions sont
^acx* ^ry*' ' '9 ^^^^ avons pu tout à l'heure (comme aux Mémoires cités sur la torsion et sur la flexion, et au 3* Appendice des Notes sur Navier) nous dispenser de donner ce calcul d'intégrales.
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En tenant compte des inerties, ou en remplaçant dans ces équations
pX.pY,pZ par p(x-^), p(Y-|f). f>(z-^).
OÙ t représente le temps, et u, i^, tv (comme ci-après) les projections sur les Xj lesj^, les r, du déplacement éprouvé par le point M, on rend ces équations d'équilibre applicables aux cas où les molécules se meuvent.
263. Équations d^équilibre et de mouvement, indefinies et définies, — Les premières sont les trois équations (9) que nous venons de poser, en appelant, comme à l'ordinaire, indéfinies celles qui sont applicables indistinctement à tous les points d^un corps ou d'un système. Quant aux équations dites définies à satisfaire aux limites du corps ou de la portion finie de corps que Ton considère, c'est-à-dire sur sa surface-enveloppe, soient :
X3 les pressions, censées données, en des points [x^ /, z) de cette surface, par unité de sa superficie \
n les directions de la normale i cette même surface, menées aux mêmes points du côté extérieur;
ces équations ne seront autre chose que les équations (a) qui exprimeront, en y mettant vs pour p^ l'équilibre des pressions extérieures zs avec les pressions inté^ rieures agissant sur la face opposée et parallèle d'une couche extrêmement mince enveloppant le corps de toutes parts :
{/?„C0s(n, x)-f-/3y,C0S(n, j)-f-/?„C0S(n, «)rrrciC0S(6y,ar),
(10) </?irrCOs(n, x)H-/i^cos(n, j)H-/?,^cos(n, 2)=cjco8(o,^), (/?«cos(n, «)H-fy»cos(D, j) -+■/?« cos(n, s) =© cos (o, z) .
264. Déformations. Leur réduction à des dilatations et à des glissements. Leurs relations pour divers sens. —
Éludions maintenanlles petites déformations qu un corps solide éprouve sous Taction des diverses forces qui le sollicitent.
Soient, avant toute déformation, ou avant les déplacements relatifs des particules de ce corps, trois petites lignes rectanjgul aires
Mj^y oAj^f fnZy
menées dans son intérieur par un même point M parallèlement aux coordonnées x, y^ z, cl soient
les trois petites lignes très-peu obliques Tune sur l'autre dans lesquelles elles se sont changées. Appelons
les dilatations que ces lignes ont éprouvées respectivement, ou les proportions supposées très-pelites de leui:s allongements positifs ou négatifs, et faisons
{*) Nous faisons ici usage de cette notation, employée dans des Mémoires ou ouvrages que Cauchy a approuvés ( Leçons Itthographiée^ faites en 1837-1 838 à l'École des Ponts et Chaussées; Mémoire lu le 3o octobre i8/|3; Mémoire sur la torsion, etc.), et qu'il a finalement adoptée lui-même à très-peu près {Comptes rendus, 20 février i854, t. XXXVIil, p. 339).
En 1839, l'illustre physicien anglais G. Green [On thf. lawt of réflexion and refraction of light {Camhridge's Transactions, vol. V, part. I, p. 5]] a cru devoir aussi appliquer des dénominations particulières, à cause du rôle important qu'elles jouent, à ces six petites quantités ou proportions dont changent les trois côtés et les trois angles d'un élément p;.rallélipipèdc; et M. KirchhofT les appelle
Elles figurent dans les Mémoires de Navier, Poisson, Cauchy, Lamé et Clapcyron sous les désignations (36) ci-après, mais qui ne sont applicables que lorsque les déplacements absolus </, i', u- des points sont tii'spetits, ce qui n*est pas encore supposé ici.
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OU appelons gf^s, g»x^gxj^^^ ^rois glissements, c'est-à-dire les quantités, aussi très-petites, dont ont cheminé ou glissé les unes devant les autres, pour Tunité de leur distance mutuelle, des parallèles soit aux y, soit aux z dans le plan yMz devenantj^|M|Zi, et des lignes placées de même dans les deux autres plans ; glissements que mesurent aussi les petites inclinaisons prises les unes sur les autres par les trois lignes Mx, My, Mz primitivement rectangulaires, ou les rétrécissements, évalués en arcs d'un rayon r= i , qui ont été éprouvés par leurs trois angles droits supposés devenus légèrement aigus quand on prend positivement les quantités g.
Ces trois dilatations <) et ces trois glissements g^ sensiblement les mêmes dans toute une petite portion du corps autour du point M, donnent complètement sa déformation. Déterminons, en les supposant connus, la dilatation
éprouvée, dans cette partie du corps, par toute petite ligne, de direction donnée quelconque
et l'inclinaison qu'elle a prise sur une autre petite ligne de direction aussi quelconque
Ces lignes r, s avaient primitivement pour projections sur les X, lesy, les z (en désignant les cosinus comme au u« 259),
rCi^x» S^T* ^^f* ®* ^^*xy ^^iff ^^ttf
OU, en les supposant tirées du même point M, elles étaient diagonales de deux parallélipipèdes rectangles ayant respectivement ces produits pour côtés portés sur M jr, M^^ L 4i
Mz. En appelant
leurs dilatations, les déplacements les ont changées en
qui sont maintenant diagonales des deux parallélipipèdes légèrement obliquangles ayant respectivement pour côtés
et
JC,x(l-f-^,), 5C,j.(l-h^^), JC«(H-Î),).
Or, lorsqu^on a en général deux lignes dont chacune est fY?5u&â/i2e géométrique de plusieurs autres lignes (ou deux chemins directs dont chacun unit ensemble les deux mêmes points que deux chemins polygonaux donnés), on sait que le produit d*une de ces deux résultantes par la projection de la seconde sur sa direction est égale à la somme de tous les produits des composantes de Tune par les projections, sur leurs directions, des diverses composanlesde l'autre \ théorème sou vent appliqué en Mécanique et qui ne diflere point de celui de l'égalité du travail d'une force résultante, pour un espace parcouru résultant de plusieurs autres, à la somme des travaux des forces composantes pour les divers espaces parcourus composants.
En sorte que si R est résultante de x, y, z, • . . , et R'de x', y', z',..., on a
(RR'cos(R,R'J=xx'cos(x,x') -h yy' cos (y, y' )
I H-xy'cos(x,y')-+-yx'cos(y,x') +...(*),
(^) Cela est facile à démontrer géométriquement; car puisque R' est un chemin direct unissant les deux mêmes points que le chemin polygonal x' -I- y ' 4- e' + . • . y la projection de R' sur R est égale à la somme de celles
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formule dont celle plus connue du carré de la diagonale d'un parallélipipède se déduit comme cas particulier en faisant
R = R', cos(R, R') = i, x=x', y = y', z = z'.
Appliquons ce théorème général à nos deux diagonales qui sont des résultantes ayant les trois côtés de leurs parallélipipèdes pour composantes, nous avons, en considérant que ^^., g^j,^ g^y sont les cosinus des trois angles formés par celles-ci, divisant tout par /5,et appelant Ti, 5, les directions nouvelles prises par r, 5 :
(1 H-Dr)(l-hî)4)C0S(r,,f. )
= (l -*- t^«)'C^.C„ -f- (l-f- ^^Yf^rjCsy 4- (iH- ^»Y Cr,C„
(12) { ■4-(c^c„-+-c„Cy)(H-Dy)(i -+-D,)gy,
-f-(c.,C,x4- CrxC„)(l -*-^â)(ï 4-2»,)gr*r H- (Cr,C,^ -h C^C„) ( I -h 2)x) ( I -+- ^x)gxr'
Or les quantités ^ et ^ étant supposées très-petites, on peut, en développant, effacer leurs carrés et leurs produitSy ou écrire
(i H-t)r4-^i)cos(r,, j.) — cos(r,5)
= 2D,Cr,C^, H- ^^yC„Ç,y H- 2D,CmC,-
Si Ton fait successivement deux particularisations :
de x', y', z',. . .; d'où R' co8(R, R' ) = x' co8(R, \')-^y' cos(R, y') -h. . . . MaU, de mèmei la projection de R Kur z' par exemple est égale h la somme des projections de x, y, z, . . . sur x', d'où
Rco8(R, x') = xcos(x, x')-Hy cos(y, x')-+-
Substituant dans la première équation mulipliée par R, et faisant des subâtitutioos semblables pour Rcos^R, y'), Rco3(R, z'j,..., on a bien la formule posée (11).
1^ r et 5 de même direction, ce qui change le premier membre en 2^^;
2^' r et 5 perpendiculaires Tune i Tautre, ce qui le change en (i H- ^r -f- ^,) gn = gr* très-petit;
On a, eu égard à ce que
o =: Crx c,, -4- Cr^ Cjy -f- r„ r„ , les deux formules générales suivantes :
( "T~ §^tJt CfiCff -\- gxjr ^rx Crj y
Igr, = 2^«Cr,C,, + 2^^CryC,^ -|- 2<)f C^C,, -f g>« (Cr^ï*/. -f- r„c,,) -4- g'„(c„c„ 4- c^,c„)
dont la première donne la proportion de la dilatation (positive ou négative) éprouvée par une petite ligne de direction quelconque r, ei, la seconde, le petit rétrécissement éprouvé par Tangle primitivement droit de deux lignes du reste quelconques r, 5, ou le glissement l'une déviant Vautre^ dans leur plan^ de deux droites parais lèles^ soit à la première^ soit à la seconde^ en le rapportant à r unité de leur petite distance (*).
(*) Elles auraient pu être démontrées éffalement en considérant (ce qui se rapproche un peu plus de la ir arche suifie par Gauchy dans Tai^ ticle Df la condensation ei de la dilatation des eorps^ de la deuxième année des Exercices) deux parallélipipèdes primitivement obliquangles dont les côtés, faisant entre eux des angles dont les cosinus sont — f , — g,^, -^g ^
deviennent recUngulaires et égaux à rc^^, rr , rc^^, et à se^^, *c , *r^^;
car si r,, «« sont les directions primitives des diagonales, le théorème exprimé par {il) donne une formule telle que
_ços(r^.)_ __^A£_ . . ^r*^«-^^»V
qui a les mêmes conséquences que (i3}.
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Ces formules (i 4) et (i 5), en mettant pour r et 5 suc-
cessivement
supposés être les directions des coordonnées nouvelles, rectangulaires comme les anciennes^ donnent les suivantes, qui servent a déterminer les dilatations et glissements, suivant les directions nouvelles :
-h gzx Cssf Cgjf -h gxf Cjtx' Cyjf ,
V == ^xclr -f ^x c/r' -4- <>«< V' -i- gr*^//^s/
•+- gu C,/ C^ -f- gxx^x/ Cjf ,
?^ = D,ci,. 4- t>;-C|V -I- <)i C.V -4- gfi «/s'C,;/
~T~ gss^xz'^xtf "H gxy^xt^^j^y g/g' = 2Î),C^C^,' 4- aD^C^Cjr,' •+■ 2^«C,yCa3'
( l6) . -I- gr^, (c>/c,^ -h 0^,/C,/) -h ^«(C,/C«' -f- C«/Cç^O
-+- gxr (^s/c^if -4- c«'C^/) ,
■4- gr» (cjj'C^ -h c^,/c,./) -f- g'^ (c„' Cx,/ -h c„'C«0
-h g'zr (Cxi'C^x/ -f- C„/C_,.«/) , gx'y= 2Î)xC„/C,y -f- 2Î)^C^^/C^/ -I- 2D,C^C,y
-+" gr^f*"/*' V + Vc«') + g«(c„/c^ -f-c,^^c„0
-f-^x^(c,,/C^/-hCx^'Cy,/) (•). ^
(*) Ces formules de transformation fort utiles ne sont pas dans les Exercices. Elles ont été données en i83i par M. Lamé {^Lrqont sur Vélasticiié), mais pour le seul cas de déplacements iris^peiiis, en diflerentiant les ej&pressions nouToUes de ceux-ci, obtenues par la transformation des coordonnées. D'après notre manière de les établ^ir, elles conviennent encore lorsque les déplacements absolus ont des valeurs quelconques, et que même les déplacements relatifs de points à des distances sensibles atteignent, dans un corps, toutes sortes de grandeurs, pourvu que dans chaque portion imperceptible, les chan£remonts des distances moléculaires, et, par conséquent, les dilatations elles glissements, restent très-petits, co qui est en général la condition pour que la contcxture d'un corps élastique ne s^altère pas, et quUl puisse revenir de lui-même à sa forme primitive après avoir été déformé.
646 8T4TIQUB.
On tire de ces formules, entre antres cons^uences, «)*/ -f- D/ -4- «),' = D, -f- <V H- «)*»
ce qu on pouvait préYoir à prion\ car la somme des petites dilatations linéaires dans trois sens rectangulaires quelconques est égale à la dilatation cubique ou proportion de Faugmentation de volume.
Et que si (comme à la fin du n^ S60), on suppose que Taxe des z' se confond avec Taxe des z^ en sorte que
CM/=r I, CT^rO, C^^=0, C^=0, C,^=0,
c«' = c^, 0^^= — c^= sm(jr,x'), on a
Igi^y = (^/ — î>x)sin 2(x, jc' ) -+- ^^^cos a («, x'), ou ^,y = i)^ — ^g si Tangle (x, jr') est demi-droit,
c'est-à-dire que tout gUssement^ suii^ant deux droites rectangulaires j est égal à la différence des dilatations suivant leurs bissectrices.
265. Dilatations principales. Ellipsoïde des dilata^ tions. — Reprenons la formule (14)9
^r == ^xCIj: -h^jClj-h ^t CÎ, -r- g^t Qry Cft "h gzx ^r%Crx + gsr^rxC,y.
Si l'on porte sur toutes les droites dont nous appelons r les directions, tirées en tous sens d'un même point M (x, J^z)', des longueurs
/ t N ( ^st positif )
( dilatation oa contraction'
et si l'on appelle
les coordonnées x^y^ z Jes extrémités de ces longueurs,
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l'origine étant transportée en M, on a
cos(/-,jr) = Cr,= — = X V'^^M
^rx = 7 V±^' » Cm = Z v/±: Dr»
d'où 9 substituant y
(21) î),x'4-î),y' + D,z'-f-g>iyz -^^^zx-f-g'^xy =±1.
£e5 extrémités des ces lignes forment donc par leur ensemble (comme au n? S6i ) : i^ un ellipsoïde s^il jr o, en tous sens, ou dilatation ou condensation autour du point M 5 a® deux hjperboloïdes conjugués s* il y a dilatation dans certaines directions et condensation dans d^ autres (et alors il n'y a ni condensation ni dilatation dans les directions des droites qui forment par leur ensemble le cône asymptotique commun , que M. Lamé appelle le cône de glissement) ,
Les diverses dilatations se distribuent symétriquement autour des trois axes de figure de cette surface du second degré simple ou double. Et si on la rapporte à trois nouveaux axes coordonnés des x', y', z! se confondant avec ceux-ci, comme les termes en y'z', z'x', x'y' manqueront dans son équation, on aura
gy^ = 0, ^,v = 0, g'^y— o.
Donc :
Théorème. — En tout point iCun corps qui a subi des déformations, on peut toujours tirer trois divites rectangulaires dans les directions desquelles il ny a pas de glissements lorsquon les considère deux à deux, ou dont les trois angles étaient droits et sont restés droits lors du changement de forme du corps.
On appelle dilatations (ou condensations) principales celles qui ont lieu, suivant leurs directions. Ce sont les deux dilatations offrant un maximum et un minimum absolu, et la dilatation qui offre un maximum parmi celles dont les directions forment ensemble un certain plan et un minimum parmi celles dont les directions forment un autre plan perpendiculaire au premier [*),
(*) On les obtient toutes trois comme on a obtenu les pressions principales; car on désignant par r la direction d*une dilatation principale ou d'un des trois rayons Tecteurs normaux à la surface (ai), en sorte que sa grandeur sera appelée D,.t ®t, en opérant comme on a fait à la note du
vfi 261, on trouve la triple égalité
rx rj
d*où les trois équations
•i(c»r — \) «rx = «xr V "^ ^^^'' * 2 ( Dr — D;. ) Crr = ^/«®« -+-ftrr ®«'
donnant, par leur multiplication ensemble ou par Télimination des cosinus, réquation du troisième degré suivante en Dr pour fournir les trois dilatations principales :
4(J>,-î.){3r-îi,)(5,-3.)-«r'.(?r-?,)-«ri(i,-i\)
La recherche de la grandeur et de la direction de la plus grande dilatation peut être utile pour établir les conditions de la résistance d'une pièce solide à la rupture prochaine ou éloignée, quand la conteiture de sa matière est la même en tous sens. On peut voir à notre Mémoire sur ta torsion des prismes {Savants étrangers, t. XIV, art. ^4 et I3i) et à nos Notes sur Navier, Appendices, § 83, par quoi il faut la remplacer quand la conteiture et par suite la résistance varie dans les diverses directions.
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Une autre surface du second degré non moins intéressante a considérer, et qui sera toujours un ellip" solde ^ est celle dans laquelle les déformations du corps changent un élément sphcrigue ayant son centre au point Mlxyj^y z).
Soit 1 la longueur primitive des rayons de cet élément^ et soient, après sa déformation, x, y, z les projections, sur les axes coordonués des Jc^jr^ z, de celui de ces rayons dont la direction est appelée r, et dont i+d^ désigne ainsi la longueur actuelle. Le rayon primitif = i était la diagonale du parallélipipède obliquangle dont les côtés, devenus rectangulaires et égaux a x, y, z dans le sens des coordonnées, avaient auparavant des longueurs
et dont les trois angles adjacents, qui sont devenus droits en se rétrécissant de g^., g^^ gj^^^ avaient pour cosinus
On a donc, d'après la formule générale de projection (il) particularisée pourR=R' = i, cos(R,R')=i,
X = x' = r- > y = y ^ . . . (ou bien, d'après l'expression connue du carré de la diagonale d'un parallélipipède),
(H-c\)» (i-^^jY (14-^),)= ^"^ ^ ~(H-î)/)('t4-î),)^*""(i + c\)(i4-c\)^*
(H-c\)(l-hc\)
La sphère se change donc en un ellipsoïde (^), dont les axes de figure auront nécessairement les mêmes directions que les axes de la surface du second degré ( 21 ) , car ces trois directions seront encore celles des maxima et minima absolus et relatifs des dilatations, et, si on les prend pour celles des coordonnées, comme les trois derniers termes manqueront dans le premier membre de (a i), ce seront encore les directions pour lesquelles il n'y a pas de glissements, ou dont les trois angles droits restent droits pendant que le corps se déforme. '
Au reste, l'équation (2a) de la deuxième surface du second degré, qu'on peut encore écrire ainsi en négligeant les quantités du second ordre
— igj^j^ — ag'^zx — 2gy,xy z=
aurait pu être déduite, comme on a fait pour celle (21) de la première surface, de Téquation (14)
relative à la dilatation dans le sens r\ car cette équation
(*) M. Cauchy, à la page 63 de la deuxième aanée des Exercices^ et à la page sSg de la troiftième année, obtient pour cet ellipsoïde une équation qui rentre dans celle que venons de poser. Il y arrive par la considération des déplacements absolus u, v^ w de grandeur quelconque changeant en Xf jr, z les coordonnées primitives x — u, j — f, z — w des points. Mais, telle qu^il la présente, elle ne se simplifie que lorsque les déplacements obtenus deviennent très-petits, tandis que Téquation ^3!i) convient pour des déplacements quelconques pouvant comprendre des translations et des rotations de toute grandeur et variables d'une partie à Vautre du corps, pourvu qu'elles ne produisent dans chaque partie imperceptible que des changements de grandeurs et d'inclinaiflons mutuelles dont les proportions "^ eXg soient très-petites.
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est la même chose que
c!x-^c^ 4- r*. — 2?,c;x — aD^c;^ — 2D5 cU
~" 25>aCr^Cr, — 2f,xC,aCr, — ^gt^Crz^rj = I ^^ry
el, en y faisant c^, = --^ , c^^ = -^ , c^. = — ^
et chassant les dénominateurs, on a bien, dans le second membre, (i — aî)^) (i 4- aD^) = i .
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON
Formules donnant les pressions dans les solides élastiques en fonction des dilatations et glissements qu^ont éprouTés leurs parties. — Déplacements très-petits. — Équations différentielles de l'équilibre d'élasticité. — Nombre des coefficients. — Con textures symétriques. — Cas où il y avait des pressions antérieurement aux déplacements. — Travail et potentiel des actions moléculaires.
266. Lemme. — Lorsqu^un corps élastique a subi de très'petites déformations à partir de son état dit naturel, les six composantes (pxx^ Pjj» • • • 'iPxj)* suii^anf trois droites rectangulaires^ des pressions que supportent trois petites faces menées par un de ses points perpendiculai^ rement à ces droites^ sont des fonctions linéaires des trois dilatations et des trois glissements (D^j, î)^, • • -^ S'xy)^ suivant les mêmes directions.
Nous appelons^ en eflet, état naturel d*un corps celui où les espacements moléculaires dont les actions dépendent (n^ 253) sont supposés tels, dans les divers sens, quil ny ait aucune pression à F intérieur^ é'est-à-dire (même 'n*' 253, définition) que d'un côté à l'autre de chaque petite face les attractions et les répulsions aient une résul^ tante nulle ^ ce qui exige, d'après les équations d'équilibre (lo) et (9), qu'aucune pression extérieure n'agisse sur sa surface enveloppe, et qu'on abstraie la pesanteur ou toute autre force émanant de points à des distances sensibles des petites faces considérées.
Si, par une application de forces ou de pressions extérieures, on vient à déformer très-peu le corps, ou a changer légèrement les distances r entre ses molécules, les résultantes ou pressions intérieures ne seront plus
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nulles; et comme autour de chaque point (x, y, s) y les augmentations positives ou négatives rd^ (n^2(>4, expr. 14) des distances r dépendent des trois dilatations d,, D^.,d, et des trois glissements g^^., g,^j,^ gj,j au même point, les résultantes d'actions, ou (n°253) les pressions déueloppées par les déformations, sont nécessairement fonctiofis de ces six mêmes petites quantités D,, î)^, . . •^gxj*
Et elles en sont fonctions linéaires ou du premier degré; car, comme les actions réciproques entre molécules sont fonctions continues de leurs distances mutuelles r, celles que développent de très-petites augmeniations r^^ des distances leur sont proportionnelles ; et les changements très-petits des inclinaisons mutuelles de ces actions a composer ensemble pour avoir les pressions sont proportionnelles aussi à des augmentations r^^ de distances. Or ces petites augmentations positives ou négatives (14)
sont sommes de produits des premières puissances des dilatations et glissements d,^ par des quantités rc'^, ..., fCrx^rx m^^ ^^ dépendent que de Tétat antérieur aux déformations; et Ton pouvait même s'en rendre compte sans invoquer la formule (i4)en considérant que plusieurs dilatations et glissements très-petits dans des sens déterminés x^y^z produisent de petits cheminements mole- . culaires proportionnels qui s'additionnent lorsqu'on les projette sur chaque distance r de deux molécules quelconques.
Les composantes pjgjejpj^^...^p,j des pressions sont donc fonctions du premier degré des mêmes six quantités très-petites <^ et g ('*' ), ce qui est le lemme énoncé.
( * ) Au n^ 277, ci^après, ee'raiaonnement se trouvera couTerti eu calcul.
S67. Remarque essentielle sur V établissement du lemme précédent. — Plusieurs auteurs, même éminents, ont cru pouvoir dériver la linéarité de ces six fonctions de la seule considération de Vextréme petitesse de leurs six 'variables 'b,^ ^ ^, . . . , ^,^ ou des déplacements moléculaires relatifs dont ces variables dépendent, en ai^uant de ce qu'on peut, vu cette petitesse, négliger leurs carias et leurs produits y etc.^ dei^ant leurs puissances i dans les développements des fonctions. Par là ils ont cru pouvoir éluder Tinvocation de la grande loi physique des actions à distance et ses conséquences nécessaires en ce qui regarde, comme nous verrons plus loin, le nombre des coefficients des formules.
Mais un raisonnement purement mathématique ne saurait rien apprendre dans l'ordre des faits physiques; et celui que nous signalons pèche évidemment par sa base; car toute fonction de quantités très-petites ou indéfiniment décroissantes n^est pas nécessairement du premier degré. Il faudrait, pour établir mathématiquement que les fonctions p^,,, . . . , p^j se réduisent à ce degré quand ^^i • • 'ygxj décroissent ainsi indéfiniment, prouver d'abord que dans les développements en ^Jr , . . . , g^^^ la puissance i existe, et qu'elle est la plus basse de toutes celles dont leurs termes sont affectés. Or, c^est ce qui ne peut être démontré qu'en s^appuyant empiriquement sur im nombre suffisant de faits, ou en se basant sur la grande loi en question ; loi qui a été déduite elle-même de tous les faits du monde matériel, et admise par tous les physiciens depuis Newton jusqu'à Laplaçe, et depuis Ampère etFresncl jusqu'à Navier et Cauchy, comme la conception explicative de phénomènes la plus justifiée et la plus universelle, et qui est posée môme maintenant, dès renseignement élémentaire, comme base principale de la Mé-
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canîque envisagée désormais au point de vue concret et physique. La linéarité d'une fonction d^une petite variable est en effet hors de contestation, dès que cette fonction nest qu'une différence de deux valeurs dune autre fonction^ et sa variable la différence correspondante des valeurs de la variable de celles-ci, supposée continue. Or^ c'est précisément dans le cas présent ce qui résulte de la loi que nous invoquons; car elle apprend que les forces développées, génératrices des pressions, sont des difrérencesy*(r,) — /(fo) d'une fonction y (r), et que les rapprochements ou écartements moléculaires, qui engendrent les dilatations et glissements, sont les différences correspondantes Tj — /'o des valeurs de r, d'où la proportionnalité ou la linéarité, lorsque les l'i — ro= ''^r sont très-peliis (*).
C'est ce qu'a dû sous-entendre Poisson en faisant le premier, dans un court passage de son Mémoire de 1829 (**)', le raisonnement dont nous parlons, et qui, chez lui, se trouvait comme justiGé d'avance par tout ce qui précède dans le même Mémoire, où les divers calculs sont fondés sur la loi des actions fonctions des distances moléculaires. Et n'est-ce pas, d'ailleurs, invoquer déjà tacitement cette loi que de regarder les pressions dans les corps élastiques comme dépendant d'une manière quelconque de leurs déformations, c'est-à-dire des déplacements relatifs de leurs points, ou des coefficients difîéren-
liels — , — . . .5 -7- de leurs déplacements absolus u, i^, iv
dx df' dz ^
(voyez ci-aprcs), suivant les x, j^, z?
Nous allons donc d'abord, pour montrer que tout, dans
(*) Ceci se trouve développé k l'Appendice v de la nouvelle édition des Leçons de Navier.
(•«) Journal dt l'École Polytechnique, XX* Cahier, art. 38, p. 82.
la ihcorie de rélasticitë, ne dépend pas des points encore controversés parmi les savants, démontrer les diverses formules de pression basées sur la seule linéarité et généralement admises, nous réservant ullérieurement (n^*277 à 283) d'apporter dans leur forme ou dans le nombre de leurs coefficients les réductions que tous les Géomètres n'acceptent pas encore ) mais qui sont inévitablement entraînées par la loi des actions fonctions des distances.
268. Établissement des formules des pressions en fonction des dilatations et glissements^ en part4int seu" lement du lemme qui précède.
1^ Solides isotropes. — ^ Commençons, comme a fait Cauchy, par les corps isotropes, nom qu'il a affecté (^) à ceux qui sont semblables à eux-mêmes dans quelque seus qu'on les tourne^ ou dont la matière offre partout et dans toutes les directions la même coutexture et une égale résistance aux déplacements relatifs de ses parties.
Évidemment, pour ces corps, les trois pressions principaleSy autour desquelles les autres se distribuent symétriquement, auront les mêmes directions que les trois dilatations ou condensations principales^ autour desquelles les autres dilatations ou condensations se distribuent de même. Les premières seront (lemme u^ 266) fonctions linéaires des secondes, puisqu'il n'y a pas de glissements (n^ 265) non plus que de composantes tan* gcniielles (u^ 261 ) dans leur directions ) en sorte que si Ton appelle
x\j'\ z* ces trois directions rectangulaires,
(*) M. Caucby a proposé ce nom pour la première fois aux Comptes rendus de 1839 et au tomel'i* (1840) des Exercices d' Analyse et de Phtique mathémaiique, page 162. Plus tard, il a appliqué le même nom d^isotn^e, dans un sens purement analytique, aux fonctions de deux ou de trois coordonnées dont la forme est indépendante de la direction des axes.
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K et K + A deux coefficients numëriques dépendant de la nature de la matière.
Comni« pgtgf doil être symëirique en c»^^ et t),/, et dépendre de ces deux dilatations et de celle d,/, de la m^me manière que les deux autres pressions dépendent des deux dilatations qui leur sont perpendiculaires et de celle qui a lieu dans leur sens, on peut poser :
p^^ = (^ -f- K)^:^ -h K^/ -4- Kî)./,
yyy =r Ki)^ + (X -f- K)iV "4- KtV, /?y,/ = o , />,v = o , f/^y =0 (*).
Pour en tirer les expressions des six composantes des pressions non principales s^exerçant sur d^autres plans quelconques rectangulaires pris pour coordonnés, en fonction des dilatations et glissements dans Ic^s directions jc, y^ z de leurs intersections, serrons-nous des formules de transformation (6) et {i6) avec x\j\ z' k la place de Jr, ^, z et réciproquement. En faisant attention
(*) Gauchy avait supposé d^abord, en i8q3 (Société philomatbiqiie, i8a3, Mémoire cité), et encore, par vani^re d'essai comparatif, aux pages 167-176 de la troisième année (i8q8) des Exercices^ chaque pression simplement proportionnelle à la dilatation de même sens; mais à cette hypothèse non justifiable, et qui bientôt ne le satisfît pas, il substi-' tua celle que chaque pression, p^^ par exemple, se compose de deux
parties : l'une ki^x' proportionnelle à la dilatation linéaire de mèmesetis;
l'autre K(<)x'-t-^/'+^«') proportionnelle k la dilatation cuLi^ur,
M. Maxwell y a substitué la supposition que la somme des trois pressions est proportionnelle à la somme des trois dilatations, et que leurs différences deux à deux sont proportionnelles aux différences des dilatations ayant mêmes sens re8i)ectifs {Transactions of Edinhurgh^ t. XX, i853). Mais la rema rque, que nous ayons empruntée à M. Kirchhoff ( Vrher das Cleiehgewieht,.,, ciner Schcibe, Journal deCrelle, t. XL, i85o, p. Sg), de la nécessité de la symétrie de chaque pression en fonction des deux dilatations qui lui àont transversales, nous a paru bien préférable à ces hypothèses arbitraires, une fois admis que les pressions ne peuvent être que fonctions linéaires des dilatations.
que
nous aurons les expressions
t^x -f- Dj. -h (), = D^/ -h Dj/ H- D,/.
D^où, immédiatement, la première et la quatrième des formules suivantes, dont les quatre autres s^obtiennent de même
/?,,= (* H- K);>, -h Kc\ 4- KD,,
p^=: KD, + (it -h K)D^ + K\,
(25) { ;î„ = Kc\-l-KDj.-4-(^ + K)t\,
en sorte que chaque composante tangentielle est proportionnelle au glissement correspondant (^),
(*) Comme Cauchy ne donne pas les formules de transformation (16] pour les dilatations et glissements suivant divers axes, il emploie un moyen moins direct pour déduire oes formules (a5) des formules (34) relatives aux directions principales. U est fondé {Exereiees, troisième année, p. 168 et 177) sur les triples égalités ci-dessus
^^^=1:^=1^^= ;»„„ cl=:), des notes des n»» 261 et 264, p, 633,
... . . • • . • ' nu *^ r ' r »
648, qui, comparées entre elles, en remplaçaut/y^^ par Ad^^-hK (dx~'~<^r~^<^ff ) conformément à ( 34 )> et eu égard à la constance de la somme d,_^d-.^ d, qui leprésente, pour tous les axes, la dilatation cubique, donnent trois
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Nous verrons plus loin (n®' 277, 280, 283) qu'une conséquence nécessaire de la loi, inévitablement invoquée, des actions moléculaires, estrégalité du coefficient de D^ dans Pjcx cm coefficient de gj^^ dans p^^r^ d'où
en sorte qu'il faut réduire à un seul les deux coefficients de ces formules. Mais cette réduction se rattache au point encore controversé (n^ 267), et nous ne la ferons pas encore ici.
269. a^ Solides ayant une contexture quelconque ou des élasticités inégales et distribuées comme on veut en divers sens autour de chaque point, — La linéarité^ établie au lerome n^266, des expressions des composantes de pression, donne, en désignant par
divers coefficients numériques, dont les deux premières sous-letires sont celles de la composante de la pression à laquelle ils appartiennent, et, les deux dernières, celles de la dilatation ou du glissement quMls aflectent (en doublant, pour la symétrie, celle des dilatations) les formules suivantes, les plus générales de celles du cas où les
équations telles que
OU
Comme ces trois équations du premier degré doÎTcnt se Térifier pour trois systèmes de Taleurt des cosinus c, tous leurs coefficients doivent être nuls, ce qui donne précisément les formules (i5).
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pressions antérieures aux déformations ^^g sont supposées nulles :
H" Bxxsx^sx "T" 9xxxjr§xjr9
^xsytSx*
Pu = SatM^x -4* a„_^î^ -I- a„«D, -h ass/si8>s*
Pjx ^^ ajraxrïJjr H~ ^fijj^j "^ 8/«fj^» ~f~ ^Jtyt^jz
P*x — - 3g«x«<?* "H ^xxyjvj -T" agxMt's "♦" ^txytSf* "T" ^txix^u "i~ ^xxxjrSsjn
270. Première réduction du nombre des coefficients. Raisonnement de G. Green prouvant qu il y a entre eux au moins quinze égalités, — Nous verrons aux n*** déjà cités (277, 280, 283) qu'il faut, comme conséquence de la loi des actions fonctions des distances moléculaires, réduire les rrente-ixo: coefficients a à quinze distincts, ou admettre les vingt et une égalités entre ceux qui ont les mêmes quatre indices ou sous^lettreSj par exemple
^xxjj — — ^/yx»-^- ^sytty'
Mais en attendant, vu les dissentiments qui existent encore sur ce point (n°'267, 269), nous allons donner le raisonnement, qui ne rencontrera assurânent aucune opposition, par lequel George Green ('*'), et après lui MM. Thomson, KirchhofT^ etc., réduisent ces coefti-
(*) On the Laws qf Réflexion^ etc.^ et On Propagation ofLigh in et istalliëed Uedia, vol. VII des Transactions oj Cambridge, part 1 et part 11. p. I et lai.
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cientsi vingt et un au plus, en prouvant les quinze ëga* lités deux à deux, telles que
^XXfX 8/f XX > ^XXfl — 3/» XX %
de ceux dans lesquels les sous*lettres forment les deux mêmes groupes binaires^ et qui ne diffèrent que par Tordre dans lequel ces deux groupes sont placés.
Soit un petit clément parallélipipède primitivement rectangle, et ayant ses côtés x, y, z parallèles aux x^jr^^] les pressions agissant sur ses six faces produisent, en changeant légèrement sa forme, un travail mécanique qui doit être fonction des changements de grandeur et d'inclinaison mutuelle des côtés, c'est-à-dire (n° 26i) des dilatations et glissements éprouvés. On peut donc poser, en appelant T ce travail par unité du volume xyz de l'élément,
(27) T = F(c\, cV, \j g>,, g^„, g^x).
Si Ton n'accordait pas cela, observe Grée n, ou si -l'on regardait le travail comme dépendant encore d'autre chose (par exemple, de l'ordre dans lequel les six déformations partielles d, g- ont été imprimées), ce serait admettre qu'en ramenant l'élément d'une autre manière (ou dans un ordre non inverse) à sa forme primitive, il en résulterait un travail non égal et contraire, et qu'on pourrait par conséquent, à l'aide d'un corps compressible et extensible, créer de toutes pièces du travail sans consommation de moteur ou de chaleur; ce qui serait la possibilité du mouvement perpétuel ou la négation du principe des forces vives.
Or, si la dilatation ^^ qu'a déjà subie le côté z par exemple, vient à prendre un accroissement infiniment petit dè^j les deux faces opposées xy s'éloignent de zrft),, et les composantes normales de pression />,., exercées par
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la matière environnante sur Tuaitë de ces faces, produisent un travail
Si, Tune des deux mêmes faces xy restant immobile, le glissement g,^, vient à augmenter de dg^^ la composante tangentielle de pression p^j^ sur Tunité de l'autre face xy piroduit un travail
xy/7„.z£/^„;
car zdg^ €st ce dont s'accroît le cheminement de cette deuxième face devant Tautre dans un sens parallèle aux X ou à la composante p^jc- £t H est facile de voir que ce travail est le même si les deux faces opposées xy sont supposées se mouvoir à la fois.
En évaluant de même le travail des autres composantes, puis ajoutant et divisant par le volume xyz de l'élément, on obtient, pour Taccroissement infiniment petit total du travail T, dû aux accroissements des trois dilatations et des trois glissements, Texpression
' Pzsdg^-^p^^dg^Ç").
Les six composantes de pression sont donc les dérivées partielles d'une -même fonction (27) F par rapport aux trois dilatations et aux trois glissements, et on a
dF dF _ dF
^"="d\' ^^^d^/ ^^'-Sy.'
d? dF _ dF
dgjz dg,^ ^ dg^
Or il en résulte, en différentiant de nouveau, les éga-
(*) On ironvera au u<» 281 une autre deminstration de celte exprèsftion (a8).
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lités
Le nombre de ces égalités est ^ui'n^e, commecelur des combinaisons deux à deux des six composantes p; on4i donc, eu égard aux expressions (a6) p,, = a,;^ jp«<^x-+- • «* de ces composantes de pression :
OU quinze égalités, qui sont toutes celles des trento-six coeflicients des formules (a6), dont les indices sont composés des deux mêmes groupes binaires de sous-lettres dans deux ordres diiTérents, ce qui en réduit le nombr^â vingt et un distincts ('*').
Si Ton y réunit les six autres égalités suivantes, combattues encore par plusieurs auteurs, et que nous démon- , trerons plus loin, par d^autres considérations, devoir être admises aussi
* ^xx/g ^^^ a^j xjr y ^/jr xx "^^ ^xjr /i » a« x/ — -- ^/i «r >
on a vingl et une égalités, ou la réduction des coefficients à quinze distincts. Mais comme Tadmîssion de ces. six dernières égalités, nécessaire dans les applications, n'est point indispensable pour simplifier des résultats purement analytiques, et pour arriver à diverses conséquences générales, nous nous abtiendrons d'abord de les employer (fin dun°267).
271. Plans do symétrie de contexture, — Le nombre des coefficients se réduit davantage dans des cas* parti-
(*) Cette réduction' est nécesaire pour arrivar à diverses conséquences tirées par Gr«en, M. Stokes, M. KiréfahofT, de la théorie de Télasticité, et aussi pour diver résultats de Gauchy relatifs à la théorie de la lumière.
culiers relaiifs à la contexture du corps, par exemple lorsque celle-ci est symétrique par rapport à un certain plan.
Alors, comme Pont remarqué Green eu 1839 (^)) ^^ Cauchy en i854 [**) par une considération plus directe qu'il n'avait fait en 1828 ( voyez n^ 282 ci-après), M ce plan, mené par le point M (j:^, x> ^)) ®^^ perpendiculaire à la coordonnée x, les formules telles que (2^6), donnant les forces en fonction des petits changements de forme estimés suivant les trois coordonnées, doivent conserver les mêmes coedicients lorsque, les axes des y et d«s z restant immobiles, on change celui des x en sou prolongement de l'autre côté du plan j'z.
Or, alors,
Pstj P/fj pxxy Pfiy ^r» t^r > «^f » ë/t
conservent la même graudeur et le même signe, tandis que
Pixy Pxyt guy Sxf
changent de signe en conservant leur grandeur. Il faut, en conséquence, que les coefficients de ^.^ et gj^y soient nuls dans p^xi Pjj'tpx*^Pr*t ^^ V^^ '^^ coefficients de «),, D^,d, et g^t soient nuls dans p^x> Pxr\ ^^ 4^® '^^ ^^^'' mules ('à6) se réduisent à la forme suivante (32;, où nous avons donné les mêmes désignations aux coefficients qui viennent d'être démontrés égaux; nous avons même représenté par les mêmes lettres avec ou sans accents, ceux qui doivent être faits égaux diaprés le principe [égalités complémentaires (3i)] démontré plus loin (n®* 277, 280, 283), mais que plusieurs Géomètres con-
(*) On Rtr;L'xion and Re/raction of Ught, p. 6 et 7. '( '* ) Sur la torsion des prismes (^Comptes rendus, t. \X.X.VHI, p. Sag) •
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testent, d'une réductibilité plus grande de leur nombre :
p„ = a^, 4- C^r -h e'î), -h hgy,, p^j. = f'D, -h bc\ -h d\\ -\- kg^, , /?„ = e'D, 4- d'^^ -f- cD, -4- l^y,, ^ /y, = h^, -f-k;)^-l-lDs-l-dg>,,
formules qui sont à treize coefficients, mais dont seulement neuf distincts si Ton efface les accents en «doptant le principe de la réductibilité plus grande.
Trois plans de symétrie. — S'il y a au même point M '[Xj j, s) du corps un second plan de symétrie ou plan principal d^ élasticité (^), ce plan étant supposé perpendiculaire aux j^, les équations (32) doivent rester les mêmes en changeant à la fois les signes de /7^,, P^ji ^^a, gjrj» Cela montre qu'il y a alors nécessairement un troisième plan de symétrie ou principal d'élasticité perpendiculaire aux z, et les formules se réduisent à
IA'xx = a D, H- f 'c\ -h e'2>, \ iP/^ = ^g/'>
Pjj = TDx H- bt>^ 4- d'i>, I et | /?,, = e^„, Ptt = c'Dx -h dO^ -f- cD, ) ( /),, = (gjcf
à neuf coefficients, dont six distincts si Ton ne refuse pas d'admettre le principe en vertu duquel les accents peuvent être effacés.
272. j^xe de symétrie ou d'élasticité, — Si lout est égal autour d'une droite menée par M, parallèlement aux X par exemple, ou devra avoir
Non- seulement b ^ c, e = f , e' i= f ', Mais encore b = 2 d -f- d' ;
(*) Caochy, Comptes rendus, io février, t. XXXVIII. p, Sag.
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car les formules devront, comme Ta encore remarqué Green ('*'), conserver les mêmes coefficients après qa*on aura fait tourner les axes des y et des z d^un angle infiniment petit autour de Taxe des x\ or, soient e ce petit angle, et y^\ ^' 1^^ nouvelles directions de ^ et 2 ; si Ton fait dans les formules de transformation (6) et (16)
Cjrx' = I , Cx^ = O , C,,' = O , C^^z=: O , C^ = I , C^^ = — S , C,,/ = O , Cy = S , C„/ = I ,
on aura 9 en négligeant le carré de e$
p*x = Px* > /y/ = /V7 -^ ^Px»'^ P^'^ = /^« — a /?,., c , P/^^=Pxt -f- (Pm»—P/x)'9 P»'x=Psx—pMr^9 Pxr*=P*r-^Pu* >
et
Pour qu'on ait
avec le même coefficient d que dans />^.= àgy^^ il faut donc que
Pxn -h (/?« — /Vr)« q™^ ®»* = dgr« -»- (b — d') (D, — ^^)f,
soit aussi = d [gy, + a (î), — D^) •]
OU qu'on ait, entre les coefficients, précisément la relation énoncée
b=:2d-hd'.
Et cette relation suffit, comme il est facile de le vériBer au moyen des formules particularisées de transformation
{*) On Reflerton and Re/raetion o/U^t, p. 7.
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qu'on vient de poser, pour que /7yy, p^,^^ p^f^, p,y soient aussi exprimés en <)„ Dy, D,/, g,,„ g^^y de la même manière et avec les mêmes coefficients que/?^^, />»«••• 9 1^ sont en <^x) <^j^r*«) ou pour que M:r, mené de M parallèlement aux x^ soit ce qu^ou appelle un axe d^ élasticité. D'où, pour les formules relatives à cette contexture
/7^ = e'^,-H(2d-f-d')D;.4-d'D, 1 et |/>«— e.g^; ;>„ =:e'^, 4-d'î)^4-(ad4- d')D, ) (/?xr= e.^^
à cinq ou à /roi5 coefficients, selon que Ton conserve ou qu'on efface les accents (numéro précédent).
273. Isotropie. — Si, outre Taxe d'élasticité Mx parallèle aux X, il j a au même point M (x, y y z) un axe d'élasticité My parallèle aux j^, il faut qu'on ait encore, et par les mêmes raisons,
d = e, d'=e', a =b = 2d 4- d' =r ae H-e';
d'où il résulte qu'on a aussi, au même point, un axe d'élasticité Mz parallèle à la troisième coordonnée z.
De plus, comme en changeant les axes M^, Mjz en deux autres Mj\ Mz' sans changer x, les formules des composantes ont les mêmes coefficients^ on voit que Mj<^' est aussi axe d^ élasticité. Il en est, par suite, de même de toutes les droites tracées dans le plan passant par Mx et par My^'j c'est-i-dire que toutes les droites tirées par M sont des axes d'élasticité, ou que le corps est ce que nous avons appelé isotrope (n^ 268).
Alors, en effet, leç formules deviennent, pour tous les systèmes possibles d'axes rectangulaires :
p„={2e -he')'ds+ e'D^4- e'D, J / p^^ = egj,y
(35) \ y7^ = e'^x4- (acH- e')ôjr + e'^, V et }p„z=eguy
/?« = e'D*4-e'D,4-(2e-He')D, ) {/}^=zeg^f
OÙ e' devrait, comme nous avons dit [voyez aussi plus loin n^*S77 a 280), être fait égal à e, et qui sont, du reste, lorsqu^on pose
identiques avec celles (aS) qui ont été obtenues en mettant en oeuvre d'une autre manière (n? 268) le lemme (n° 266), en vertu duquel les composantes de pressioa Pxx9 • • • 1 Pxj^ sont fonctions linéaires des dilatations et glissements D^, , . . , g^^.
274. Corps simplement homogène^ ou partout de même contexture^ égale ou inégale dans les dii^rs sens autour de chaque point, — Il faut entendre par homogène, dans une acception mécanique, un corps dont la matière oppose en tous ses points les mêmes résistances au déplacement relatif de ses parties dans des directions homologues^ tout en n'étant pas nécessaire* ment isotrope^ ou pouvant offrir des résistances d'intensité très-différente dans les diverses directions autour de chaque point.
Si les directions prises comme homologues d'un point à l'autre sont des directions parallèles, on a l'homogénéité parallèles OM la plus ordinaire, comme celle des cristaux, des corps fibreux et allongés, etc. (*).
Pour les corps qui en sont doués, les coefficients âxxxxî» • -9 3jrx/ (ti° 269), ou ceux qui les remplacent dans les cas particuliers ci-dessus, sont les mêmes en tous les points.
(*) Dans ua Mémoire sur les différents genres d'homogénéité (^Comptes rcnduSf 21 mai 1860, t. L, p. gBo, ou Journal de H. Liouville, i8G5), et à la page 56o de la nouvelle édition de Navier, on a considéré aussi : s9 l'iiomogénéité semi-polaire ou cylindrique ^ comme celle d'une tige courbée en cercle ou d'une plaque ployée en tuyau, 3^ rhomogénéité polaire ou sphérique; et on a montré qu'il y en a une infinité d'autres.
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275. Expressions des dilatations et glissements au mojen des déplacements des points. Cas de déplace^ ments très^petits, — : Soient
a, Pf ip
les projections sur les x, les j^, les z du déplacement qu'a éprouvé dans l'espace un point quelconque M du corps considéré, en sorte que ses coordonnées rectangles
Xy X, ^ sont devenue» x-hu^ y-hVy »H-w.
Si les coordonnées d'un point très- voisin M^ étaient
x + Ax,^, «, elles sont devenues
fttt dp dw
X -h 1/ -h Ax -f- -7-û jc, r 4- «» H — T^^^^ z-^- w -\- -—^x.
dx dx dx
En sorte que, comme leur distance MM'= Ax est devenue Ax (i -f- «^a )? on voit qu'une longueur
d'une petite ligne primitivement parallèle aux x, menée du point M, a pour projections
du dp dw
I -1 > -7- » -7— iur les X, les r, les z
dx dx dx
De même une longueur
d'une petite ligue primitivement parallèle aux j^, menée par M, a maintenant pour projections
du dp dw
-7- j 1-+----, --— sur les X. les^, lesz.
dy dy dy
On a donc pour le carré de la longueur de la première, par exemple, de ces deux lignes, et pour le cosinus de leur angle primitivement droit
(36) { du du dQ dp' dtv dw
' dx dy dx dy' dx dy
N rf«'
du»
dp
dz
^^' dz
Quand m, y, tv, et par conséquent î>jp, î^^, gj^j sont trèspetits, on peut en développant négliger leurs carrés et produits. Il en résulte, en écrivant des résultats analogues pour les autres dilatations et glissements :
div
' dvp du du dp ,.,
276. Équations différentielles indéfinies et définies p ouvrant fournir les déplacements des points, — Celles qu'on appelle indéfinies, qui conviennent à tous les points du corps, s'obtiennent en substituant dans les équa-
(**) Les dilatations et glisscmeuts peuvent être très-petits, comme nous avons dit (n^ 264, dernière note), bien que les déplacements u^¥, w aient des grandeurs considérables. Alors les expressions (3(>) de h-f-^,)* et de f qu'on vient de trouver fournissent les suivantes
du dv f (lu du dv dv dwdw \
^T^dr'^di'^ \dxd}'^dxdjr'^dxt^)*
données pour la première fois mi numéro du 10 avril i844 du journal t Institut, puis aux Comptes rendus, 33 février i847i t. XXIV, p. 361.
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J'équilibre d'un élëment parallélipipède, les formules (a6) , ou (3a) i (35) à la place de p^x? p^rv? Px^» puis les six formules (37) qui expriment D,» • • • ? gx^ en u, i^, w dansle cas où ces déplacements sont très-petits ; cas auquel on peut ordinairement ramener les autres, où des déplacements de toute grandeur sont supposés ne changer que dans une faible proportion les petites distances moléculaires, parce qu'on peut alors, dans chaque petite partie du corps, décomposer les déplacements réels en déplacements tris-petits, et en translations et rotations qui ne changent point les distances et n'engendrent point de pressions.
On obtient ainsi, en se bornant au cas de trois plans de symétrie ou principaux d'élasticité, où les formules de pressions (33) sont applicables,
f h b hd
£/ar» ^ dx' dz^
fPw .d^(v d^tv dx^ djr^ dz^
et, dans le cas d'isotropie, pour lequel d = e = f , d'=e'n=f', a = b = c == ae + c', auquel.se rapportent les formules (35), en y remplaçant e par -h et e'
par K pour les rendre conformes à celles ( a5 ) que Cauchy a obtenues primitivement par d'autres considé-
rations :
k (dhi 2 \dx^
d^tt dp
/ 4-2K d /du dv 2 dx\dx djr
dw\ dz )
+x-Kpx=o,
dp
dz*) d 1 du dv dy \dx dy
dp'^di X 4-2K J fdu dv 2 dz \dx djr
X x-+-:7:: + :7rH-pz =
lïz)
Outre ces équations aux diflférences partielles indéfinies du second ordre en u, f^, ^v, il faut poser et employer les équations défîmes. On les obtient de même en mettant dans les équations (10) pjrjrCOs(n, x) -+- ... = i3cos(u,x), Pxy^os[n^x) + • • -9 les formules ci-dessus des pressions en <)jr) • • • 7 gxy'i et, par suite en w, i^, w, à la place de
277. Établissement des formules des pressions en cat^ calant directement les résultantes des actions moléculaires^ on sans inv^oquerle lemmè du w° 266 (linéariié)^ et en embrassant le cas général où il y avait déjà des pressions antérieurement aux petites déformations ou aux déplacements considérés. TJiéorème fondamental, — Au lieu de partir de la linéarité^ admise par tout le monde et démontrée comme lemmeau n^ 266, des composantes de pression en fonction des six déformations élémentaires d et g lorsqu'elles sont très-petites, lemme basé essentiellement comme on a vu sur la loi des actions entre les points matériels à des dislances très-petites, exprimons
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directetnent, comme a fait Cauchy ('*'), les rësal tantes de ces actions, et calculons avec lui ce qu'elles deviennent en intensité et en direction après les petits changements des distances moléculaires. Cette méthode nous permettra de ne point supposer que Fétat primitif soit ce que nous avons appelé un état naturel (n^ 266); de tenir compte, ainsi I de ce que les attractions et répulsions moléculaires antérieures aux déformations considérées pouvaient avoir des résultantes non nulles, ou produire déjt^ des pressions^ et de ce que ces actions influent alors sur les pressions ultérieures autrement que par une simple addition des pressions primitives qu'elles engendraient. Pour apprécier facilement la part plus ou moins grande d'influence des actions qui s'exercent à diverses distances et sous diverses inclinaisons sur le plan de la face ab qu'elles traversent (fg- Sp), nous démontrerons d'abord le théorème suivant :
Théorêmb. — La pression sur une petite face ah, ou (n^ 253) la résultante de toutes les actions moléculaires sensibles qui s'exercent à trai^ers sa superficie », peut être remplacée par la résultante des actions qui seraient exercée^ sur chaque molécule m d'un des côtés de son plan, par une masse concentrée à son centre M [Jig' Sg), égale ^ pour chaque molécule m, à celle d^un cylindre de la matière du côté opposé, ayant tù pourbase^ et unei hauteur égale à la distance de m au plan de co.
En sorte que si p représente la densité du corps (ou celle de la matière de gauche si elle diffère de celle de droite) ]
{*) Daos deux beaux Mémoires, insérés aux Exercices de MathémaiU quet, troisième année (i8a8), p. 188, Sur l'/^uiUhre et le mouPetnent d'un système de poiuts (présenté à l'Académie le i*'' octobre 1837, le même jour où Poisson en présentait un sur le mcme sujet), cl, p. 31 3, De la pression ou tension duns un ^slhne de points matériels.
&j4 STATIQUE.
7* les distances Mm du centre M aux mDlécules m du côté droit de la face;
D la direction de la normale Mn à la face du même c6té;
Et par conséquent jo.câ./cos (r, n) la masse du cylindre de matière du côte gauche répondant, de la manière dite, à la molécule m du côté droit ;
Kuùnfr réprésente l'intensité de laction de deux molécules d*un côté à l'autre de la face pour l'unité de leurs masses, et à la distance r, et aussi dans la direction r (car l'analyse ci-après s'applique tout aussi bien quand )a contextiure varie, de sorte que la fonction f change avec la direction) ;
La pression équivaut à une résultante d'actions
4^ . pô» r cos ( r, D ) •/>•
s'exerçant à toutes les distances r du centre M, et s' étendant à toutes les molécules vn du côié droit.
En effet si, parmi toutes les actidns des molécules /n^ m'j. . . de gauche sur les molécules m'\ m', .... ou m de droite dont les directions. traversent ci>, nous considérons d'abord seulement celles qui ont lieu à des distances égales et parallèles à une certaine ligne rou Mm tirée arbitrairement du côté droit par le centre M, toutes les molécules de gauche qui les exercent sont évidemment contenues dans le cylindre oblique abb'a' élevé à gauche sur ab = (ù comme base et ayant des arêtes égales et parallèles à r^ de même que les molécules qui les éprouvent sont toutes contenues dans un cylindre égal abb^a" élevé à droite en prolongement de l'autre. Leur somme équivaudra donc à l'action qui serait exercée sur une molécule unique m située à l'extrémité m de la ligne r par toute la masse p.cit>rcos(r, n) de ce cylindre oblique de gauche concentré en M.
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Il résulte de ce théorème (^) que s'il s'agit d'une prea^ sion intérieure^ ou si la matière est la même des deux côtés de la face, et si nous appelons encore
5 le sens arbitraire suivant lequel on veut prendre la composante <*>p^ de la pression sur &>;
Et (avec Poisson et Cauchj) :
W une somme relative aux distances r du centre M de la face à toutes les molécules environnantes^
En sorte que - W sera la somme relative aux molécules d'un des deux côtés ;
On aura, en divisant par ci), Texpressiou générale suivante de la composante, suivant une direction donnée 5, de la pression sur l'unité d'une petite face dont la normale a une direction n aussi donnée,
(4o) /'a*=p§^'*-A-cos(/-,n)cos;r,*);
formule fondamentale dont Texactitude ne nous a jamais paru douteuse, et qu'il n'y a plus qu'à particulariser pour avoir tontes les autres formules de la mécanique molécu-
(^) Nous l'avons démontré pour la première fois pour celte définition de la pression (n^* 253, 254) k la Société philomathique en mars i844» et aax Comptes rendus, 7 juillet iS^S' (t. X\l, p. 34 )• Canch^ fa démontré de même dans un Mémoire inédit [Comptes rendus, 33 juin et i4 juillet, t. XX, p. 1765, et t. XXI, p. 135). 11 est, au reste, presque évident, et Il a été admis aussi par Poisson (t. VIII des Mémoires de r Institut, p. 375, et Journal de l'École Poljrtechnitiuey XK* eabier, art. 16 on p. 3i), par MM. Lamé et Clapeyron {Savants étrangers, t. IV, p. 485 ou art. 30), par Cauchy {Exercices, troisième année, p. 3 16) pour une autre définition de la pression ; et il n*a été constesté que depuis qu'on a pré- (enda étabHr les formules des pressions par un simple raisonnement mathématique {n9 267), sans se baser sur la loi physique des actions moléculaires à distance.
6j6 STÀTIQLE.
latre appliquée principalement à la théorie de l'élastieité. Nous aurions pu en tirer même les théorèmes I et II des nO' 256 et 257, et les égalités (i), (a), (3), (4)> ( 5) ; mais nous avons préféré les déduire ci-dessus de considérations que personne n*ait jamais contestées, et qui sont dues également à Cauchy. II serait facile de la démontrer [*) pour des systèmes mélangés de molécules de nature différente exerçant des actions mutuelles de diverses intensités, Jlr étant alors une fonction en quelque sorte moyenne composée par règle d^allîage.
278. jipplication au cas de contexture le plus généraL — Nous n'avons à considérer ici que ce fpii se passe dans une portion très-petite du corps, contettant les molécules exerçant des actions d'une intensité sensible d'un côté k Tautre de petites faces se croisant en un même point M; et les déplacements des divers points de celte portion, quelle que soit leur grandeur absolue dans Tespace, sont toujours supposés tels que les distances des uns aux autres n'augmentent ou ne diminuent que dans de très-faibles proportions. Nous pouvons donc supposer cette portion de corps amenée, de prime abord, par des translations et rotations n'altérant en rien les distances mutuelles, dans une situation où ses points soient très-voisins des emplacements qu'ils doivent occuper après les déplacements, ce qui^ne changera rien aux forces développées. De cette manière, nous pourrons supposer, avec Cauchy et les autres auteurs, les déplacements tràs^petiis, sans restreindre la généralité des formules a obtenir pour les pressions sur des plans perpendiculaires aux coordonnées rectangles (**).
(*) Nouvelle édilion des Leçons de Navier, Appendice III, note du J a3, p. 567.
(** ) On trouve au même Appendice III de la nouvelle édition de Navier,
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Soîenl doue
Xf yj z les coordonnées rectangles du centre M de la face, avant les déplacements ;
^ '+*''> J^"^ ^9 £ -f- tv ce que sont devenues ces coor« données, ou u, i^, tv les projections sur les jr, les j^, les z de son déplacement, supposé trés^pelit comme nous venons dédire;
X -f • X, ^+ j, z-hz les coordonnées primitives de la molécule -ut très-proche, ou x, j,'z les projections de Mi?i = r sur les x, /, 2 ;
x-Hii-f- x-i-Am, y-i-i^-hy-i-A»', «-hiv-|-z-f-Aw les coordonnées de la même molécule m après les déplacements (*)\
p la densité, ou la masse de Tunité de volume autour de M avant les déplacements;
pi^ r, les valeurs qu'ont prises la densité p et la petite distance Mm = r après les déplacements;
plx^ Pjjn- • •» p!rr 1*^8 grandeurs que pouvaient avoir, avant les déplacements, les six composantes, paraU lèlement auxx,^, ^, des pressions sur Tunité superficielles de trois petites faces se croisant au point M
note do $ 33, p. 667 à 67^, la même analyse, sans réduire ainsi préatablemeot l«s déplacements v, v, w à être trèa-petiU et sans même les faire entrer dans le calcul; et aussi, en prenant les pressions sur dés plans quelconques rectangulaires ou obliques fort peu inclinés sur les plans matériels primitivement perpendiculaires aui '>r>s> au lieu de ne les prendre que sur des plans actuellement perpendiculaires aux mêmes coordonnées.
(*) Ces notations sont à peu près celles que Cauchy a adoptées 6n»lement {Exercices d'an^ljrse et de phfsi^u^ mmthématitfue, t. l^'', i84o, p. i et suiv.). Il appelait précédemment {Exercices de Mathfyaa tiques, troisième année) àx, Aj, A« ou rcosa, rcosS, rcos'/ ce qu'il a nommé, depuis 1840, X, y, 1; et r(i-Hc) ce qu*il a appelé r-f*/»> auquel nous substituons /*, pour éviter la confusion avec la densité api elée p, !Nous mettons, pour les déplacements, «, f , iv, notation qui a préva u (Poiss u, Lamé et Clapeyron, Stokes, KirchbofT, Neumann), au lieu de (,«:,< qnV:nployait Gaucby.
perpendiculairement entre elles et aux mêmes coordonnées \ Pxxt Pjrf''i pxj les composantes pour Tunitë superficielle mesurée après les déplacements, et toujours sur des faces perpendiculaires et dans des sens parallèles actuellement aux SLxes^xes des coordonnées Xy y^ z.
Nous aurons d'abord, d'après la formule fondamentale (40)9 expression du théorème du n^*276, en remplaçant successivement u, s par x^ y^ z^ et vu que
rcos (r, jr) =: X, '•cos{r,j^) = y , rcos(/', z) =z,
les expressions suivantes des composantes de pression antérieures aux déplacements
et ensuite, pour deux des composantes après les déplacements, x, y, z devenant x 4- A m, y-f-Ai^, z-hAw:
(43) />,.= ^'gm(y-hàp)(z + A«.):^.
Or, en projetant Au, Ai', Aiv, excès des déplacements de m sur ceux de M, sur leur ligne de jonction primitive r, et prenant la somme, on a, pour Faccroissemenl que cette ligne a subi, à cela près de grandeurs négli-
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geables,
(44) /•,-— /-i^ - Al* -f- - Ap 4- - A(v. ^
Elt puisque raccroiasement r^ — /', positif ou négatif, est extrèmemeiil petit vis^à-vis de r, on peut prendre, en dé*
veloppant la fonction — de r, = r-+- (r^ — r) , et en se bor-
nant à la puissance première de ri ^^ r,
= h(xA/i -+-yAp + zAfi*) r—'
r ^ ' ^ r (Ir
Substituant dans (4^) et (43), effectuant les multiplications et négligeant les carrés et les produits des accroissements A des déplacements, nous avons
\Px*
= £-'Qwi j — yz 4- — zAp-f-~yA
(xyzA
« -h y'zAi' -h xz'A«') , l-
Or, quelque irrégulière que puisse être la marche des déplacements des molécules 4[uand on passe de Tune à Vautre, les irrégularités individuelles disparaissent lors-
68o STÀTIQUB*
qu'on en considère simultanément un nombre suffisant; et les moyennes u, f', w^ ou les déplacements des centres de gravilé de leurs groupes, peuvent être regardés comme variant assez régulièrement avec x, y^ z, pour qu'on puisse appliquer le théorème de Tajlor au développement des accroissements A qu'ils subissent lorsqu'on passe du point {x^y^z) au point (x-Hx, J+y, zH-z). 11 en résulte
du du du
I (d^u 1 ,1 Xdx"*
Z*-h ZTT J* -^ TT ^^
dy^ ^ dz^ dydz ^
d^ dv dv
^1»=-— x-h-— y-h-— s-h..., dx dy dz
dw d(v dw
dx dy' dz
dont on peut se borner ici à prendre les termes du premier ordre, ce qui donne, par (44)) Texpression suivante :
I Vdu , dv ^ àw ^ (dp d»\ rldx dx' dz \dz djrj'
± du\ {dx dz)
-|-(-4-;;]xx^(^-|-^)xy]
qui est conforme k celle ( i4) de d,.=: —
Enfin, il ne faut pas oublier de mettre pour la densité sa valeur nouvelle. Comme les dimensions d'un élément parallélipipède rectangle, parallèles aux x, auxj^, aux z, se sont dilatées respectivement dans des proportions
(no 274)
du dy dAP dx dy dz
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et comine ses angles presque droits ont encore Tunité pour sinus, son volume s'est accru dans la proportion ^
Il y a d'autant moins de -molécules sous même volume, et Ton a pour la nouvelle densité
^'"" / dtt\ f d9\l dw\
du dv dw\ dx tiy dz I
Cette expression doit être mise pour px daof les formules (46) en même temps qu'on y met (47) pour Au,
ùkv^ Atv. Cela revient à mettre p pour pt hors du signe ^ et a multiplier par 1— ^ -^ j- les seuls
premiers termes ^x*, w-yzde (46) entre crochets; car
les produits de Au, A i^, A w par -r 9 -r-' -r~ doivent être
'■ ^ dx dy d%
négligés.
En opérant ces substitutions, et en ayant égard aux valeurs (4i ) des pressions antérieures p^^ puis en faisant
et ainsi des autres ,
68a STATK^OS.
expressionsdanslcsquellesles sommes W sont toutes relatives i Tétat primitif quant à la situation des molécules ou auic grandeurs des distances r et de leurs projections X, y, z, on obtient
4 / ilti dv dw\ . du . du
du dv dw Idç dw\
a«*,-r- 4- a„rr -V- -h a,*.! ^ -4- a,,^, I ^ -f- — I
du du
XX 9X
l div du\ l du dv \
4 / du\ ^ dv . di\' ^ d» . div
(dv div \
du dv dw
(dw du\ (du do\
c'est-à-dire des expressions se composant chacune, i^ de plusieurs termes afTectés des six composantes p^ des pressions antérieures aux déplacements u, m, iv, et i? de sextinômes affectés des coefEcients a, et qui ne différent en rien des expressions (26) trouvées autrement au n^ 269 pour les composantes de pression du cas où il n'y en avait aucune antérieurement aux déformations.
Nous avons donc, en écrivant pour" p^^, p„, p^^ p^y des expressions analogues , ces formules très-générales des neuf composantes, réduites à six inégales, des pressions qui ont lieu, après les déplacements 1/, v^ w^ sur trois faces piaintenant perpendiculaires aux coordonnées
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rectangles jr,y, z^ et d^une superficie égale à Tunîtë
^ l du dv
Pxx
'XX
\dx dy
j . /rf!f dw du\
dff di>
•^ ^P% T. + ^P-J -JZ ■+" p!v^
dz
P*M = pU -4- A?î. f
dx
djr)
A ^«' A dfv
Pj»=P% —Pj*
du di
^ d» . div
, dv . dw
A t dp . dw . du
- dw . €/ll ,
-^p'-d^-^p-dl+p"'
dw du dv
Ptx = P'^j - P'^y-^-^Pj^ :77 +/^- X
dz
dz
. du . dp ,
/'ix, /?^^, pltiPj^j pL, Pxj remplaçant ici les expre»-
sions sextinômes (a6) Bxr^x ~i h. . .> dans lesquelles
dx
on aurait mis
du dv dw ' (h div dw du du dv dx djr dz tlz dy dx dz dy dx
\ à la place de D,, "hjy D„ g;.,, g,,, g,^ (*).
(*)Ce sont les formules complètes qu*on trouve (sauf les notations) & la page i38 de la quatrième année des Exercices de Hathématiques, et qui
Ces formules contiennent vingt et une constantes, mais dont six, savoir •
n* 9m* #■• »»• rt* »•
fxjri /\rrj p%%% f'v%t P%Jct F*J^
ne sont que les composantes des pressions primitives, toutes nulles quand Vétat antérieur aux déplacements était un état vàtueel, où aucune force extérieure n'agissait encore sur les molécules. Quant aux autres constantes, au nombre de trente-six en apparence, appelées comme aux formules (a6)
axrxri ^**JJf ^xxft» • • • »
elles se réduisent, da ns le fai t, à quinze distinctes seulemen t, car comme les sous-lettres x, j^, z remplacent les facteurs
X, y, z qui sontsous les signes W dans les expressions (5o),
tous ceux de ces coefficients a qui ont les mêmes souslettres en même nombre, quel que soit leur ordre, sont
se dédaiseot immédiatemeotyda reste, de celles que Gauchy arait données à la troisième année (i8d8), p. 33>*i33, en substituant à p, qui y déiijfpie
I— — ""3 — Ifa")^» ^^^ Cauchy désig
par A la densité ancienne qui est ici appelée /».
Poisson a été amené aussi finalement, en 1839, mais pour le seul cas
particulier de Tisotropie, à la page Sa du XX* Cahier ( t. XIII) du Jommal
de l'École Polytechnique, à oes six expressions, après avoir reconnu que
les neuf autres, tontes inégales et contenant moins de termes en ^* (qu*il
avait données à la page 47f et aussi au tome VIII des Mémoires de l'Insti-
tutf p. 38a), ne représentaient que les composantes parallèlement aux aies
des X, jr, s de pressions sur des faces primitivement perpendiculaires,
maintenant un peu obliques à ces aies fixes, et ayant des superficies
primitivement égales à Tunité et devenues un peu plus grandes par suite
de ce que leurs dimensions parallèles aux x, aux f, aux s, ont augmenté
dans des proportions
. ^ du , di' dw
de là 1-4-^-9 ai-t-T-» etài-H^;
remarque essentielle, comme on peut voir, par ses conséquences, aux Comptes rendus, 28 juillet et 4 *o^t 1862, t. LV, p. 9o3, tii.
ne
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égaux, en sorte qu'entre ces trente-six coefflcients, il y a non-seulement les quinze égalités (3o) résultant de la permutation possible des deux premières sous-lettres avec les deux dernières à la fois, démontrées autrement par Green, mais encore les six égalités (3i) simplement annoncées au n^ S70 \ ce qui prouve qu'on peut faire permuter aussi une des deux premières sous-lettres avec une des deux dernières.
Les pressions primitives p^, si elles proviennent par exemple de la pesanteur, peuvent être de même ordre de grandeur que les pressions p — p^ ultérieurement produites. Mais elles sont généralement fort petites vis-à-vis des quinze coefficients ef élasticité a dont les valeurs, comme on sait par la théorie usuelle de la résistance des solides, se comptent par billions dcr kilogrammes quand Tunité de surface est le mètre carré ^ ce qui vient de ce qu^apparemment la force moléculaire Jr^ excessivement variable avec la distance r, est toujours petite en
comparaison de /' -^ • Les produits de ces pressions pi i-
, ^ ^, , , du du div
raitives p^ par les neul dérivées —5 -r-» • • • » — peuvent
donc être effacés généralement devant les termes des p^ affectés des coefficients a, en sorte que, pour les corps solides terrestres, les excès
des pressions ultérieures sur les pressions primitives, se réduisent aux />*, c'e^t-à-dire aux expressions (26), qu'on a lorsqu'on part de Tétat naturel. Mais pour l'éther lumineux répandu dans les espaces célestes ou dans les corps transparents, ou pour Tair si ces formules peuvent s'y appliquer, ou même pour un solide qui aurait été fortement comprimé avant- d'éprouver quelque compression
ultérieure, les termes en p^ peuvent n^étre point négligeables.
Au reste, on explique facilement la présence, dans (5o),
de termes en p^ affectés de dérivées telles que :r-> tj-i
— 9 • • - 9 qui ne sont pas des dilatations et qui ne sont que
des portions de glissement; ces termes subsistent seuls, avec le terme en p^ non afiecté, quand on suppose nuls les glissements et les dilatations, auquel cas les déplacements tt, ^, w ne produisent que de petites translations et rotations. Ces mêmes termes proviennent alors de ce que les faces parallèles aux plans fixes j-^, zx, Ay, sur lesquelles les pressions p se prennent, n'occupent plus les mêmes positions dans le corps, où les pressions p^ sont supposées n'être pas les mêmes en tous sens autour de chaque point. On obtient eOectivement ces termes par les formules (6) Pj^^ ==. pjçjgclj^ -f- . . . de changement de plan de pression, si Ton y remplace x\ y\ z' par x, jr^ Zy et jc,^, z par Xoyj^'i ^0 supposés représenter les directions primitives des trois droites matérielles rectangulaires devenues parallèles à jr, j, z (en sorte que p„x,j Pjtf • •» ^^^ '* même chose que p!^,^ p*^^ • • • ) 9 ^^^ '^ cosinus ont alors les valeurs suivantes faciles à tirer de considérations semblables à celles qui ont fourni les termes de la deuxième expression (36) du n° 275
Cx.# = î ,
du
du ""•^ dz'
dv
dp
dw '''•' ~ dx'
dw
Ca., = I ;
et Ton peut, en les substituant, négi
iger les carrés et les
produits de ceux qui :
ne sont pas égs
tux à I.
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Les termes en p^ dont nous parlons peuvent donc être regardes comme représentant (à cela près de quantités négligeables) les composantes de pressions antérieures aux déplacements, sur les trois faces devant devenir perpendiculaires aux JT, aux j", aux z.
Ces termes y hors celui qui n'est pas affecté de — ou
du
^9'**> ne se trouveront point dans les formules, si au
lieu de prendre les pressions p^^j,^ . . . , p^.^ sur ces plans rectangulaires, on calcule les composantes
Px'x'i Pf/y Pe^y /y»', P^tfy PxTf
des pressions sur les plans irès-peu obliques ^iMx^, ZiMiXi, xJAiji^ dans lesquels ces mêmes plans se sont transformés, en estimant ou projetant les pressions, non pas suivant les intersections x^y j^i, Zj, mais suivant trois droites. x\ j\ z' perpendiculaires respectivement aux mêmes trois plans. Alors il ne restera d'affecté des p^, dans les expressions, tirées des formules (5o), des exofa Pj,^ — ^*jr,... composantes nouvelles sur les anciennes, que les premiers termes , tels que
^ {du dp dw\ g. du
OÙ se trouvent engagées les dilatations.
279. Équations d'équilibre les plus générales^ quant à la contexture du corps et quant à son état antérieur aux déplacements. — Au lieu de substituer à p^xt Pjyj' • " 9 P*:r ^^^^ ^^ équations d^équilibre (9)
~j; — "T" . • ■ ~T" p iW — 0> . • , y • • » y
dx
les formules (26) ou (32) à (35), comme on a fait au n^ 276, si Ton substitue les formules (5o) qui supposent
l'existence de pressions p^j^y . . . , ptj antérieures ans déplacements, il faut en même temps, dans ces équations, faire
X=Xo.-4-X„ T = Y.-4-T., Z = Z.-f-Z.,
en appelant
Xo9 Yo) Zq les composantes, sniyant les x, jr^ Zy de la force extérieure (telle que la pesanteur), qui pouvait agir sur l'unité de masse au point (x, y^ z) avant les déplacements ;
Xi, Y|, Zi celles des forces qui peuvent être venues, depuis, s*y ajouter, et qui (avec les pressions*exercées sur la surface) ont produit les déplacements^ forces qui, dans le cas de mouvements vibratoires, se réduisent ordinairement aux seules inerties par unité de masse, en aorte que, puisque les différentielles par rapport au temps des coordonnées X -+• M, j^ -+■ i', z H- IV après les déplacements, se réduisent à celles des déplacements u, y^ w, on a alors
Pans les équations résultant de cette substitution, les forces primitives Xo) Yq, Zq disparaîtront ainsi que les dérivées des pressions primitives p^ dans les termes où ces
pressions ne sont pas multipliées par les dérivées —9 • • • 9
dt%'
—9 des déplacements, car, en vertu de l'équilibre primitif, l'on a (n? 262)
'^" ^ dpjx _^ dpi
dx djr dz
dply dply dpi
-f- pX» = Oj
-f- pY, z= o,
dx ' dy ' dz +PZ«=«'
dx dy dz
dpU dp% dpU
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Quant aux termes tels que -j— ^» • • • » qui contîeD-
uent les mêmes dérivées des pressions primitives multipliées par celles des déplacemeuU très-petits, on peut les effacer parce qu'on suppose les pressiouji primitives assez peu variables d'un poinl à Tautre pour n'altérer que fort peu Thomogénéitédes distribations moléculaires. On remarquera aussi que les termes négatifs affectés des p^ seront^ après les différentiations et les additions, détruits par des termes positifs et égaux , et il restera les trois équations différentielles :
^ !»•„ \- oî.
dx"
Pjy^^P^^^
d*u dydz
a/>îx
dzdx
dy
VÎr
dx
dxdy
dpL dz
-hpX, =0,
Pxx
Vxr
dxdy dpxj . dpl^
dx
dr
dp^ dz
H- pT. = o,
pi'
a^ir
i/>cb
dxdy
dpl
dx
dy
dpl dz
pZ
Lee p^ remplaçant toajoan les expresaiooB (26), avee (V)) snbstitiiét à d«, . • . gs^j e^est-à-dlre
'XX
du remplaçaDt axra« 3 — [-•••->- ^tx^
uX
/du d9\
et ainsi des antres; à diiSBreiitier sans faire varier lesooefaciente a (par le raison qu'on Tient de donner pour les p*).
On donnera au n^ 283 les particularisations de cette équation.
280. Établissement des équations indéfinies d^équilihre sans passer par le calcul des pressions, — Mais Cauchy a obtenu ces équations d'équilibre d^une manière directe sans passer aucunement par la considération des pressions, en posant simplement (comme avait fait, au reste, Navier dès i8ai pour un cas particulier) les conditions d'équilibre d'une des molécules du corps (*),
Soient pour cela :
m cette molécule, dont les coordonnées primitives étaient jc,-;^, -z;
xH-w, j'-J-i', z-f-wce que ces coordonnées sont devenues après un déplacement très-petit de m; ^
m une quelconque des molécules environnantes qui sont dans sa sphère d'activité, ou qui exercent sur elle une action sensible;
r la distance primitive de m à m ;
Ti ce que cette distance est devenue, Tj — r étant supposé très-petit vis-à-vis de r; ,
X + X, y + y, js + z les coordonnées primitives de m ;
X -h M -hx -h Au, y -h t'-h y H- Al', z -h w H- 2 -h Aw ses coordonnées après les déplacements ;
/ la caractéristique de la fonction de la distance r ou r^ exprimant l'action de m sur m ;
Xq, Yo, Zo, Xi, Yi, Z| les forces considérées au numéro précédent.
Si ^ désigne, comme aux n^* 277 et 278, une somme
relative à toutes les molécules m comprises dans la sphère d'activité sensible de m, l'équilibre de cette dernière molécule, ou la nullité des sommes de forces qui agissent sur elle, décomposées dans les sens x, y, z, exige qu'on ait
(") Exercices de Mathématiques, troisième année, p. 188-aia; et enf uite. Exercices d'analyse et de p^si^ue mathématique, t. l*' et suiTaote.
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Avant les déplacements
m W /lî -fr -f- mX« = o,
(53) < m Wm -/r-f- mYg = 0,
f m Ww -/r-f- mZ, =0.
1^ Après les déplacements (en divisant tout par m)
Sx -4- A« ^ ^ ^ jn yr, -h Xo 4- X, r=z o, r,
/n ^-^:— /r, -f- Yo -4- Y. = o,
Substituons (45), ou
nous aurons, en effectuant les multiplications, et effaçant, comme très-petits du second ordre, vu la petitesse supposée de </, v^ w, les carrés et les produits de Au, At/, A%v, les trois équations d^ équilibre suivantes^ dont on a retranché ce qui se détruit, eu égard aux équations (53) de r équilibre primitif:
W/if I ■— A«-h(x»A« -+-xyAj'4-xzAiv)-— - j 4-X,=o,
\ ^\fn \ — A«'-l-(xzAtt-f-yzAp4-z*A«') — -- j-hZ,=o.
6pa STATIQUE.
Mettons-y à la place de Au, Ai^, Atv, les expressions (47) qtie fournit la série de Taylor à trois variables, en conservant maintenant les termes du second ordre, tels que
_ (^^^ x« + .. . + a ^:^ xyj , qui ont pu être n^ligës
dans le calcul ci-dessus des pressions. Nous pouvons faire
passer hors des signes W les dérivées de u, l'y iv, qui sont
toutes relatives au point m (x, jr, z) du corps considéré.
Les neuf dérivées du premier ordre — j ^5 • • • » ■^' se
trouveront multipliées par des sommes qui sont relatives i Tétat primitif du même corps, quant aux grandeurs des distances r et de leurs projections x, y, z\ sommes qui ont les formes diverses suivantes
d^ d^ dt
et dans les termes desquelles les petites lignes x» y, z, projections de la distance primitive r de m à m sont, on seules, ou engagées dans des puissances ou produits du troisième degré. Ces sommes se composent, comme le remarque Cauchy (*)) de termes affectés de signes contraires, quand ils sont relatifs i deux molécules m situées de part et d'autre de la molécule m sur une même droite quelconque menée par cette molécule centrale. EUles sont toutes nulles si le corps est naturellement homogène (n^ 274) et si les forces X^, T^, Z^ qui agissaient sur lui n'ont pas altéré Tégale distribution moyenne des
(*) Exercices de Mathémeti^uetf troisième année, p. 197.
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molécules dans la direction de chaque droite. Elles sont
. . 1 ^ , du fia dfv
extrèmenieut petites, et leurs produits par — > ;t-v-j -t-
sont négligeables, si, comme on le suppose, ces mêmes forces X^^ T^, Z^ n'avaient pas une intensité assez considérable pour altérer d'une manière sensible Thomogénéité, ou si la contexture primitive, bien que pouvant être non-bomogène, ou changeant sensiblement de nature d'uue extrémité à Tautre d'un corps de dimensions finies, ne varie ainsi que graduellement ou insensible* ment à des distances imperceptibles, comme sont les distances r := mm où s'exercent les actions moléculaires. Effaçons donc ces termes du premier ordre. Resteront ceux du second ordre, c'est-à-dire ceux qui sont affectés des trente-six dérivées secondes
TT'"**' ~; — 7"? "T
dx^ d/^ dxdy da^ dxdy
Et si nous multiplions tout par la Jensité primitive
les coefficients seront précisément les expressions (41)9 qui sont celles des six composantes des pressions primitives, et les expressions (49) qui sont celles des coeffi* cients appelés a, en sorte que Von retrouve les équations d* équilibre (5a) déjà obtenues y et les deux procédés se contrôlent l'un l'autre (*).
{*) Cauchy a donné encore, dés i8q2, et aussi paçes 183*187 ^® ^^ troisième année des Exercices , des équations pour les corps mous ou dé' pourvus d*élasiicitéf et par conséquent pour les liquides en état de mourement perceptible. L*hypothèse employée consiste k regarder, à chaque instant, les parties non hydrostatiques des trois pressions principales comme proportionnelles aux dilatations principales que le mourement a produites pendant le temps infiniment court qui a immédiatement précédé, en regardant comme effacée TinQuence des dilatations ploaantérieurement engendrées. 11 arrive ainsi à des équations semblables à celles que Navier en 1832 (18 mars, t. VI des Mémoires de Vinsiitut) et Poisson
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281. Observations dwerses sur cette analyse et sur celles qui ont été présentées par tfautres auteurs, — Cette double analyse de Cauchy, basée sur la loi des actions à de petites distances, parait tout à fait exacte; car, au lieu d'opérer, comme d^autres géomètres, ces i/ttégrations autour d'un point dont le principe peut conduire à des conséquences contraires à tous les faits, ainsi qu'il Ta montré (*) en même temps que Poisson (**) qui
en 1829 ( 12 octobre, su XX* Cahier du Journal de l'École Polftechmi^ue, p. i/|9y formules 7) ont tirées d'antres considéra tionsi et qu'on troure aussi démontrées aux Comptes rendus, 27 novembre 1843, t. XVII, p. ii^Z, au moyen d'une hypothèse simple; et aussi, d'une manière inj^nieuse, par M. StokeSy dans un Mémoire lu le i4 avril 184S (On théories qfthe internai friction offluids in motion. Transactions oj Cambridge, Tol. TllI, p. 397). Ce» sortes d'équations, bien qu'elles tiennent compte du frottement du fluide, ou de la non-normalité ei de l'inégalité de ses pressions quand il se ment, ce qui avait été négligé par les Géomètres du siècle dernier, paraissent n'être propres à représenter que les mouvements très lents, ou bien les mouvements très-réguliers qui s'opèrent dans les tubes capillaires bien polis, et non pas le mouvement croisé et tourbillonnant qui a lien dans les cours d'eau et dans les tuyaux d'un certain diamètre. M. Stokes, au reste, les a appliquées avec succès ii la détermination des oscillations lentes d^un |iendule dans un liquide (9 décembre i85o. Transactions of Cambridge, vol. IX).
(* ) Exercices, troisième année, p. ao3, 3o4, 3i4» 335, 336, 33i. On y
voit qu'en convertissant les sommes ^ d'actions en intégrales, comme si
les points matériels qui les exercent étaient en nombre infini etcontigus les uns aux autres, on arrive à ces conséquences : \^ que les pressions sont constamment normales aux faces, ou n'ont aucune composante tangentielle; i9 qu'elles ne varient que comme le carré de la densité lorsque Ton comprime, dilate ou déforme le corps dans Tintérieur duquel elles s'exercent. De sorte que tous les corps se comporteraient comme un fluide et d'une espèce même que la nature n'offre point. ( On peut voir à ce sujet, au Bulletin de la Société philomathique, ao janvier] 844» ^^ Mémoire sur la question de savoir s'il existe des masses continues, et sur la nature probable des dernières particules des corps, où Ton examine le célèbre système du P. Boscovich, et dont la conclusion est d'accord arec celle que Cauchy tirait de simples considérations sur la divisibilité de la matière dans son cours de Fisica sublime fait à Turin vers i833.)
(**) Mémoire du i4 avril 1828, inséré au t. VIU des Mémoires de
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cependant les opérait encore implicitement dans le premier Mémoire où il en a signalé rinconvénient ('*'). Cauchy exprime constamment [comme Poisson l'a fait ensuite complètement aussi (**)^ ses résultantes de
forces, non par des intégrales, mais par des sommes W
ou \^ d'un nombre fini quoique très-grand d^ actions individuelles; et, cela, sans se servir, comme Poisson, de considérations peu rigoureuses relatives à la grandeur moyenne de Pespacement des molécules (***) , et sans avoir besoin de supposer avec lui que (( le rayon d'activité comprend un nombre immense de fois Tintervalle moléculaire », de sorte c( que les actions entre les molécules les plus voisines puissent être négligées devant les actions moindres mais plus nombreuses qui s'exercent entre les autres (****)», ce qui, comme le remarque Cauchy, conduirait aux mêmes conséquences fausses que la substitution d'un nombre infini de particules contiguës aux molécules isolées et espacées (*****). Une pareille suppression des molécules les plus proches les unes des autres n'est nullement nécessaire pour pouvoir représenter les dépla-
l* Académie des Seieneesy p. 366, 369. Nouvelle théorie de Vaetion capillaire, p. 3i et 378; et Polémique avec Navier, aux tomes XXXVI (1837), et XXXVII, XXXV1IL XXXIX (1828) des Annales de Chimie et de Phj^ sique.
(*) Même Mémoire du i4 avril i8a8, p. 378 a 38 1.
{** ) Mémoire du 12 octobre 1829, au XX* Cahier du Journal de l'École Polj technique, p. /| 1 à 46.
(***) Même Mémoire de 1839) art. 16, p. 33 et ^1.
{•***) Mémoire de 1838, p. 370, 378, et Mémoire de 1839, p. 7, 8, i3, 35, 26.
(*****) Exercices, troisième année, pages 202 à 2o4» 334, 335, 326, 33 1 déjà citées.
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céments relatifs par les déreloppements (47) àe Au, Zkf», AtV) puisque les irrégularités individuelles disparaissent quand on prend des résultats moyens, seuls appKcables aux questions qui ont rapport à des amas de molécules.
Cette analyse est sous un autre rapport, et comme celle de Poisson, plus exacte aussi et plus complète que celle d'autres géomètres qui, au lieu de prendre pour Tactiou de deux molécules dont la distance r est devenue r,, sa valeur véritable
/ri =/r 4- (r. — r )/'r -4- . . . , prennent seulement
OU partent d'une hypothèse consistant à faire cette action proportionnelle à une certaine fonction y*V de la disunce primitive et au petit accroissement r^ — r qu'elle a subi. Il en résulte non-seulement que Ton omet ainsi les termes affectés des pressions primitives
qui peuvent n'être point nulles, ou qu'on réduit /ix,,..., Pj,j k leurs parties ^ijcv? Pxy [n® 278, formule (5o)], mais encore que les coefficients slxxxx^ ^xxjj^- • - ^^ <^^ parties conservées sont
iS
dfr
m— -p(x^ ou x*y* ou etc.), r^dr
au lieu de recevoir leurs expressions véritables (49)
at
^S w —r— [jB^ OU x'y* OU etc. ),
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qu*on peut remplacer idenliquemeat par ces autres expressions
— ■£ ^ m ^ (x« ou x'y* ou etc. ),
dont la seconde partie n'est point nulle, puisque Téquilibre supposé des actions primitives, ou
gm/r^ = o, §«/rJ=o, giii/r^ = o,
« même joint à la nullité des pressions primitives p^, ou à
£§«,^^. = 0,..., £§/»4xy = o, n'entraîne pas nécessairement
Les coefficients d'élasticité a^xx^v) ^xx^^^ des formules obtenues par Thypolbëse des auteurs dont nous parlons ne sont donc pas les véritables, même lorsqu'il y a primitivement équilibre et pressions nulles (*).
(*) L'analyse de Cancbylui permet aussi de poser et d^employer des équations d'équilibre où sont conservés tous les termes des développements de Taylor (47) de Au, A»', dw sans négliger ceux d^un ordre supérieur au second. Montrons succinctement comment cela a pu le conduire à expliquer certains phénomènes tels que ceux de dispersion de la lumière^ ou de rayons diversement colorés, paraissant dépendre de ce que Vétendue de la sphère d'activité des molécoles de Véther lumineux n'est pas extrêmement petite ris-à-vis des longueurs d'ondu-^ latlon.
Le déféloppement (47) de la différence A« peut s'écrire ainsi, les
puissances successives du trinôme Xj~ + 7j- + 2-r- étant supposées dé-
venons d'obtenir par des calculs d*actioiis moléculaires, c'est-à-dire
et
at
- W m. — —{^ o*» 3t*y* ou x*Y ou z^xy)
= a«tx* 0« ^xsyy 00 •«xjy OO a„^,
qaelfi tr a la mène valeur, o'esUà-dire en tout les pointe de chacun dat
ti h c
plans Y. = r^ + T^ + T'> tous normaux à la direction déterminée par
les trois cosinus -^ -» -; et ils redeviennent aussi les mêmes, à un même
ft K K
instant, lorsqu*on passe de ee plan à un antre qui lui soit parallèle et qui en soit éloigné de
EnGn, ils redeviennent encore les mêmes lorsqu'on fait crottre à lajbù la ligne V (mesurant la distance des plans k rorigine) et le temps c, de
àv l s quantités Ât et A/, telles que ■---=— =7-; ce qui fait que le mouvement est dit à ondes planes^ d'une longueur ou épaisseur
se déplaçant parallèlement à elles-mêmes avec une vitesse de propm^ gation
susceptible de trois valeurs numériques. Cette vitesse a pour chacune deux directions opposées, vu que l'équation du troisième degré fournit le carré de s.
Or l'expression (e), débarrassée de^ — i et divisée par A3=^«*+6*-4-c'
et par r = ^x* -t- y' -4- »•> n'est autre chose que le cosinus de l'angle formé par la ligne de jonction r des deux molécules m et m, et par la
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en supposant avec Cauchy que s'il y a, ayant les déplacements, symétrie par rapport à un pian perpendiculaire aux Xy il répond, au moins moyennement, k chaque molécule m située d'un côté de ce plan à une distance x, une molécule égalesituéedeTautre côté à unedistance — x, et pour laquelle y et s sont les mêmes; en sorte que
toutes les sommes W dans lesquelles x entre à une puissance impaire s'annulent comme composées de termes égaux deux à deux et de signe contraire.
Et si la même symétrie existe par rapport à des plans perpendiculaires aux jr et aux z, les formules (5o) se rédirection ( T> T> T ) ^® ^* Dormale aux ondes planes. En appelant i cet angle, on a
(a X + &y + e%)^^i = kr cosi^^i = air ooe^ j^ — i-
Ses paissanoes supérieufes à la seconde ne peuTent être négligées dans
les déTeloppements qu'autant qu'on peut négliger celles de r-9 rapport
des distances r des molécules qui sont dans la sphère d'actîTité Tune de l'autre, aux longueurs d'ondulation dont les travaux des Physiciens ont donné la mesure endix-millièmes de millimètre. 11 faut donc conserver les termes d'ordre supérieur au second dans les séries de Taylor, telles
r que («), si le cube du rapport j du rayon d^aciivité moléculaire à la
* longueur d'onde n'est pas négligeable; et l'on conçoit que certains phénomènes ne puissent s'expliquer qu'autant qu'on les conserve, ainsi que Coriolis le fit remarquer le premier à Êauchy.
Ce que nous venons de dire dans cette note est extrait principalement du tome f ( 1840) des Exercice* d^Àaafyte et dé Phyti^e maihémeti^me, pages I et i5o.
On y reviendra dans un autre ouvrage, où se trouveront résumés les nombreux et importants travaux de Cauchy sur la théorie de la lumière, travaux dont l'accord avec les résultats acceptables de ceux de Fresnel se trouve établi aux n^* 17 à 24 d'un Mémoire sur la distribution àet 'élasiicités autour deekmque point, etc., présenté le 16 mai i863 {Comptes remduty i. LYl, p. 475), et inséré in extenso en i863-i864 au Journal de M. Uomnlle.
duisent à
'XX
Pxx
du dif dw\ dx dy dt j
*xxxx
du dx
dv
div
xxTT
ày
jxia
dz
du
= p'rx -+- (ax,« -h plx) -ji^ -h (a,^^ — /?lx) -^
dlr
/Vr ^^ /''S ^^ ^^' expressions semblables;
. c/c . dw l dv du'\
dv div
i y» ®^ /'x^ = ^'^^ expressions semblables (*];
c'est-à-dire aux formules (33)
Pxx = a<>x H- f ' D^ -f- e'D„ . . . , /?y- z= d . gy.,, . . . ,
réduites à six coefficients en effaçant les accents, mais en ajoutant les termes affectés des pressions normales primitives pl^, p^jj, pi,.
On voit que la triple symétrie primitive entraine la nullité des composantes tangentielles avant les déplacements, ou
Pj% = o, plx=^ o, plj = o-
Si, de plus, la con texture est symétrique autour d'une droite dite axe d^élasticité [**) VLx mené parallèlement
( * ) Ces formules sont identiques avec ceUes ( ijg) et ( So) de la page 33o de la troisième année des Exercices, en remplaçant a •-xm •*» » • *■•
pxx* Pjy Pi» P*' LA, QA. RA, PA, GA, ha, IA.
("*) Eo i8a8(Cxercice«, troisième année)» Gauehy appelait am«a d^élastieité d'autrea lignes, savoir les intersections mutaelles des trois plans de symétrie ou plans principaux d'élasticité.
THÉORIE GÉNÉRALE DE l'ÉLASTIGICÉ. ^oS
aux X par le point M ( r, j^, z ), on a
non-seulemeol a^^^ = a„„, a^xx = a„„, Pjjr = p[
mais encore «^//r/ =^ ^ ^77» >
car les somtiies W doivent conserver la même valeur
quand, à la place des projections y, z des distances moléculaires r sur les droites M/, Mz parallèles auxy» aux z, on met leurs projections y', z' sur deux nouvelles droites fixes My', M ^' perpendiculaires entre elles et à Ma:. Or, en prenant celles-ci, pour plus de simplicité, bissectrices des deux angles droits de M^, M^, on a
d'où, substituant dans l'expression (49) de a^^,. :
dû-
a^jn
rr: ^ C iw -^.1 [f* — 2y'»2" H- z'^)
— 7 y'^^mr ^*/r"/'
OU précisément la relation annoncée ^j^jy = 3 a^^»*
Lorsque l'élasticité ou la contexture est la même en tous sens autour du point (:r,y, z)^ tous les plans qui s y coupent sont plans principaux ou de symétrie, et toutes les droites qui y passent sont axes d'élasticité; et Ton a
Appelons alors
po 1& pression primitive plx = . . . , alors nécessairement normale et égale en tous sens -,
G le coefficient a ,.^. = . . . , désigné généralement par cette lettre, parce qu'il est ce qu*on nomme le coeflBcient d^élasticiié de glissement (ou de torsion) dans la théorie de la résistance des matériaux ; noas avons les formoies suivantes qui s'étendent à tons le corps sMl est homogène [et alors il est aussi isotrope et possède à la fois tous les genres d'homogénéité (n^ 274, note)],
(du d» div\ ^ l^dm éf diiv\
(du dç dw\ ^ (du ^dp ,
(du dp dw\ _ [du dp ^diiv\
et
Quand Tétat primitif est l'état naturel, ou quand la pression primitive
elles sont identiques avec les formules (a5) ci-dessus où l'on ferait
ou avec celles (35) où Ton ferait
(*) Cm formales complètes (58) du cas dlsotropie rerienneBl à C6U«8 (5a) de la page 33 1 de la troisième année des Bxereieet. llaSs, il faut le dire, Caachy leur tf donné nne forme qoi prèle ftcfaeoseBiit
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283. Preuve directe et élémentaire des vingt et une égalités entre les coefficients a ou de leur réduction à quinze distincts, — Il n'est pas, au reste, nécessaire de se
à méprise. Dans le but, sans doute, de justifier et de vérifier le résultat de ses recherches de 1833 antérieures certainement à toutes celles de Poisson, et basées, comme on a vu, sur une hypothèse qu'il a dû modifier en 1838 (n^ 266 ci-dessus), il a posé {Exercices, troisième année, p. 23 1 )
Gh-/>,= -A, g— ;», = K, d'où G= — j— , p.= — — , ce qui change les formules (58) en
A — aK ,du ^ /du d^ dtv\
c*est-à-dire dans les formules (26) arec p^= -^ — ajouté aui trois
composantes normales p^^, p^, ;»„.
Il est fâcheux, disons-nous, qae des formules comme (a5) et (58 his),
relatives à deux cas différents^ aient été ainsi rendues semblables par les
mêmes notations
qui représentent dans les premières de toutes autres quantités que dans les dernières f puisque, dans le cas de celles-ci, il y a des pressions antérieures p^ qui étaient supposées ne pas exister dans le cas des premières» et qui seules causent, dans (58) et (58 his), la dualité des coefficients.
Et ce qui augmente la confusion, c'est qu'on trouve, aux pages ao4 et 3o5 de la même troisième année des Exercices^ des formules semblables à (58&ii), mais sans leurs termes constants, et qui, par une autre similitude de notations, paraissent encore représenter les composantes de pression A, B, C (ou p^^ p , p^) après les déplacements, tandb que ce
sont là de simples désignations abréviatives destinées & donner une forme simple aux trois équations d'équilibre, et qui ne représentent par le fait que les excès
de ces pressions sur les pressions primitivéh (G A, HA, 1 A de Canchy), et que les différentiations font disparaître. C'est ce qui a fait penser à un habile et regrettable Physicien que les
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livrer aux calculs analytiques ci-des6U8 des actions moléculaires, ni d'invoquer le théorème général du n^ 277 oà Ton remplace les actions réelles s'exerçant à travers une face par des actions fictives émanant toutes de son centre M, pour prouver la réductibilité des coefficients a à quinze. Un raisonnement très-élémentaire, fait sur les actions réellement et effectivement en jeu, suffit pour prouver que si les pressions pj:jpy p^y, . . . , p^^j sont dues entièrement aux dilatations et glissements d^, d^, . . . , g^^, ou s'il n'y avait pas de pressions antérieurement aux déformations, et si n désigne la direction de la normale à Fun des trois plans coordonnés, ou même i une face quelconque, les coefficients de D^ et de g^, dans V expression
formules relatives aux corps où il n'y a point de pressions dans Tétai primitif, ou avant les déplacementSi peuvent être à deux coefficients indépendants A et Ky lors même qu'on les base sur le calcul ^es actions fonctions des distances entre molécules. On peut Toir aux pages 37 et 39 du Mémoire de feu Wertbeim, Sur V équilibre des soUdes homogènes du lo i»* Trier 1848 (Annales de Chimie et de Physique^ 3* série, t. XXIII), lea conséquences plus que singulières où il s'est trouvé conduit par la tentatrre de concilier sa proposition de formules nouvelles avec la théorie moléculaire. ( On peut consulter aussi nos notes sur les Levons de Pfavier, Appendice V.)
Nous avons dû signaler cette circonstance, parce qu'elle a donné ouverture à une confusion qu'un Rapport fait en i85i (3 mars. Comptes rendas, t. XXXII, p. 3a6), sur les travaux do Wertheim, nous semble fait pour accroître. La possibilité queCauchy s'efforce d'y établir, contrairement à ses beaux travaux de i8a8 à iSijS, de plus de quinse coefficients a indépendants ou inégaux, ne regarde, comme il en convient, que les solides cristallisés & structure périodique régulière (id^m, p. 329 et 333); elle ne s'applique donc pas aux corps Isotropes, nécessairement incristainsés ou à cristallisation confuse ; rien n'y prouve, ainsi, que les formules d'isotropie puissent être à deux coeffitrients, non compris la pression antérieure ^g.
Et d'ailleurs, il n'est pas difficile de voir que la structure cristalline ne peut altérer les égalités de coefficients que d''une manière insensible. Poisson, qui a traité le même sujet ( Mémoire sur l'équilibre et le monument des corps cristmlUséSfliï le q8 octobre 1839, i. XV1I1 des Mémoires de i'^lnstitut, publié en 1849), réduit (art. 37 deson Mémoire) les coeffidenti à quinie pour les corpa eriatalUsés comme pour ceux qui ne le sont pas.
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de la composante /7o„ parallèle aux x, de la pression sur cette face, sont nécessairement les mêmes rcspccfii'ement que les coefficients de g^^, de g.^^ dans Vexpression de la composante p^^de la même pression parallèlement aux y, ou qu'on a, avec ]a notation adoptée au n^ 269 pour ces coefficients :
aijx.rr any.xrj ^ajc.yt 8
aj' . »x •
En efTet, i" une dilatation d^. n'est autre chose qu'une déformation qui éloigne les uns des autres les plans perpendiculaires à la coordonnées^ de quantités égales à leurs intervalles multipliés par la petite fraction d^ ; elle allonge la distance r de deux molécules m, n {Jig* 60) comme si, la première m restant fixe, l'autre cheminait, parallèlement aux y^ de démultiplié par Pinlervalle des deux plans perpendiculaires à y passa«kt par 171 et par tt, on ninhipUé par la projection de r sur les y, c'est-à-dire comme si n cheminait de
Et un glissement g^^r n'est autre chose qu'une déformation faisant glisser les uns devant les autres, dans le sens y y les plans perpendiculaires aux jr, de quantités égales à leurs intervalles multipliés par la fraction trèspetite %^j \ il allonge la même distance r = mn comme si, m restant fixe, n cheminait, parallèlement aux 7, deg^^ multiplié par l'intervalle des deux plans perpendiculaires aux X qui passent par m et par n, ou multiplié par la projection de r sur les x\ c'est-à-dire comme si n cheminait de
Ces petits cheminements de n, de même direction tons deuX; étant l'un et l'autre projetés sur une même ligne, savoir mn prolongée, donnent deux allongements de mn
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qui sont entre eux comme
^J,co•(/■,/) et g.^COS{c, j:).
Les BctioDs développées entra les molécules m, r, dans la direction mn, par cea deux déformatioDS, suivent le mËme rapport. Si I'od décompose ces actions, la première suivant les x, la deuxième suivant les_^, on a des quantités proportionnelles respectivement k
S^cos(j-, j-)co»(r, x) et g^cos(r, j)cos(r, /),
et par conséquent k
Donc, comme les composantes de pressions /ï.i el p.^ sont des sommes de pareilles forces, s'exerçant entre les mêmes molécules à travers la mime face, on voit bien qne /),, a le même rapport avec >>^, si cette dilatation engendre seule la pression, que p,j avec g,^ si elle n'est engendrée que par ce glissement. Autrement dit, le coefficient de dedans /investie même que celui de g,^ dans /).^, c'est'à-dire qu'on a
a** De même, une déformation qui lait glisser les uns devant les autres, parallèlement aux k, de gj, multiplié par leurs intervalles, les plans perpendiculaires aux y; allonge mn = r comme si, m restant fixe, n cheminait parallèlement aux z de
»«', =Er.-'-co9(r,j-)i
et une déformation qui fait glisser, aussi parallèlement aux z, de g„ multiplié par leurs distances ou intervalles, les plans perpendiculaires aux x, allonge mn ^ r conune si, m resUnt encore fixe, n cheminait toujours parallèle-
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ment aux z de
Ces deux déformations développent donc, entre les deux molécules, des forces proportionnelles à g^. cos (r, ^) ^ À g«xCOs(r, .r); forces qui, estimées la première suivant les x^ la deuxième suivant les^, donnent des composantes proportionnelles â
g^,cos(r, j)c08(r, jt) et à g„cos(r, J7)cos(r, y)^ c'est-à-dire à
Donc, comme les composantes ^.«i p^y de pressions supposées dues respectivement au seul glissement g^. et au seul glissement g„ sont sommes de pareilles forces, leurs rapports à ces glissements générateurs sont égaux, et Ton a bien
anx.T* anr.sr»
11 en résulte qu'o/i peut faire permuter à volonté Vune des deux premières sous-lettres des coefficients dé' signés par a au n° 269, av^ec Vune des deux dernières, sans changer les valeurs de ces coefficients^ ce qui donne non-seulement les six égalités complémentaires (3i) mentionnées d'avance au n^ 270, savoir :
mais aussi, en faisant de doubles permutations, les quinze égalités (3o) démontrées autrement par George Green.
Nous pensons donc qu^on peut regarder comme bien établies les vingt et une égalités deux à deux des coefficients a, ou leur réduction
à quinze dans le cas le plus général de contexture: a dix quand il y a un plan de symétrie ; à six quand il y a trois pareils plans;
^r/" ^jriri^
^XXJX
^U-ÏJt,
^XX// ^XfXff
^xx/s — a^xx/j
^Xfzx
aj7/»»
^zsxr — ^jtsxi
à trois quand il y a un axe d'élasticité; à un seul quand il y a isolropic.
Et si des expériences sur des corps non fibreux ni cristallisés paraissent ne pas s'accorder tout k fait avrc les formules [(58) sans les /7o] à un seul coefficient G, au lieu d'employer, pour les expliquer, des formules d'isotropie à deux coefficients indépendants telles que (a5) ou (35) qui ne feraient que donner le change en fournissant un expédient plus commode que rationnel, il convient, dans le cas où le défaut d^ accord persisterait après discussion des expériences, de reconnaître que tous les solides, même coulés, tels que le verre, la fonte de fer ou le laiton, peuvent offrir en divers sens des degrés divers d'élasticité, et de recourir aux formules de nonisotropie à trois, à six, etc., coefficients (*),
Tel est le parti qu'on doit prendre dans les applications numériques.
Quant aux recherches purement analytiques, il n^y a sans doute aucun inconvénient à conserver, avec Grcen, vingt et un coefficients a dans le cas le plus général, d'où respectivement treize, neuf et cinq dans les cas de symétrie conformément aux formules (32), (33), (34); enfin deux (form. 35) pour Tisotropie, afin d'arriver à des résultats indépendants d'opinions encore aujourd'hui diverses, et parce que l'on reconnaît que les calculs ne sont pas pour cela plus compliqués ni' les théorèmes plus difficiles k déduire; mais il faut se défier des facilités que cela peut donner pour certaines explications (**). '
284. Établissement des formules et ries équations de r élasticité par les méthodes de la Mécanique analytique
(*) YojreSf pour une discu8Bion trèa-dévcloppée et l^apprédatîon des expériences, TAppendice V de la nouvelle édition (i863) des Leçons de Mécanique appliquée de Navier, . ("**) Notamment dans la théorie do Ya lumière (fin du numéro saiv.\
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de Lagrange. Potentiel des actions moléculaires. — Beaucoup de choses encore pourraient être dites sur le sujet intéressant et tout moderne de cette Leçon et de la précédente, même sans sortir des généralités.
Nous nous contenterons de rapporter la manière, sensiblement difTérente de celle qui précède, dont les géomètres anglais et allemands arrivent aux équations et aux formules de Féquilibie d élasticité.
Cette manière avait été employée, au début, par Navier (^), en fondant la branche importante de la Mécanique dont nous nous occupons. C'est celle de Lagrange, consistant à poser, pour le système de points mobiles que Ton considère, une seule équation d'équilibre, au moyen du principe des travaux virtuels, en représentant d*nne manière générale les petits espaces virtuellement ou hypothétiquement parcourus, par des ^variations ou des différentielles par S des coordonnées nouvelles j: + u,y -h ^, z -t- w (n® 275) des points, c'est-à-dire par âu^ îv, $w (puisque les variations des coordonnées primitives «r, /, z sont nulles) ] puis, par les plus simples règles du calcul des variations, à tirer de cette équation à la fois celles qui s'appliquent à tout l'intérieur du système et celles qui conviennent seulement à ses limites^ car cette méthode, comme l'observe Green '^), a le très-grand avantage, pour les problèmes relatifs aux systèmes d'un nombre immense de particules agissant les unes sur les autres, de conduire nécessairement et presque sans soin [with little care of our part) à toutes les équations de condition justement nécessaires et suffisantes pour la complète solution des problèmes.
(*) &ur les Lois de l'Équilibre et du Mouvement des solides élasli^ueSf lu le 14 mai 1821 (t. VII de Vlnslilut).
{^*) On the Laws of the Réflexion and Réfraction qf Light (déjà cite), p. 2.
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Aussi, plus compliquée en apparence, cette méthode est souvent plus simple en réalité que celle qui consiste à établir séparément les diverses équations. On sait qu'elle a été appliquée avec succès, dès i8a8 et 1829, par Green {^) et par Gauss (**) aux problèmes de la distribution de Télectricité statique et à ceux des phénomènes capillaires, en l'employant sous une forme légèrement différente de celle de la Mécanique analytique de Lagrange^ car ces illustres savants composent de prime abord (ce que Navier avait déjà fait à peu près) cette quantité qu'ils ont appelée \dL fonction potentielle (***) ou le Pofenfie/ (****), qui représente le travail total des forces en jeu depuis un état arbitraire jusqu'à Tétat actuel ; quantité qui doit être un maximum ou un minimum quand cet état est celui de Téquilibre, en sorte qu^il n'y a plus qu'à prendre sa variation ou sa différentielle par i pour avoir la somme des travaux virtuels à égaler à zéro (*****).
{*) An Essay of the Application of Analyùs to ihe théorie oj Electrieitjr, and Magnetismyhj GeoTfre Green, 1828 (Mémoire réimprimé aux t. XXXIX» XLIV, XLVIÎ, de Crelle ).
{**) Principia generalia theorim Jigurœ Jbtidorum in statu œquilihriif oo Mémoire sur la théorie des phénomènes capillaires^ traduit par-M. Bertrand t. XIII ( 1848) du Journal de M. Liouville, p. i85.
( **^ ) An Essay of the application, etc. Préface, et Obsenrationa introductrices.
C^*^**) Gauss et Wbbee, Résultats aus.*.. Résultats des Expériences de V Union magnétiqjie pour l'année 1839, p. 4*
(*****) C'est celle que Lagrange représente par
n= r(P<^H-Qii7-h...)= V ÇiXdx-i-Ydr-hZdt).
Elle a une signification philosophique qui explique son rôle important, car on peut la regarder (prise en signe contraire et augmentée d*une constante que la différentiation fait disparaître) comme représentant le pouvoir moteur que possède une force à partir de la situation actuelle du mobile sur lequel elle agit, c'est-à-dire le travail total qu'elle est capable de fournir jusqu'à une situation pour laquelle elle s'annule; travail qui
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Il est facile de voir tout d'abord que les six équations les plus générales, tant indéfinies (9) que définies (10) de l'équilibre intérieur, sont toutes contenues dans Téquation unique, ainsi composée, exprimant la nullité du travail total des forces agissant sur un corps ou portion quelconque de corps élastique
(60) i ^ f j f dxdxdz{pXSu -h pYSv -h pZSw)
— j dù,[p cos (/?, x)$u* -\- p cos (/?, y) 9^/
-hpcos{p^ z)^tv^] = o,
dépend non-seulement de son intensité moyenne, mais encore de retendue plus ou moins grande de son champ d'action, ou de l'espace que le mobile peut parcourir avant que cette force, variable avec la distance du centre d'action dont elle émane, cesse d'avoir une intensité sensible. Elle est la même que ce qu*Ampére appelait Ihjbree vive implicite {Annales de Chimie et de Phy tique , avril i835)et JeaU'Bernoulli \aijaeulte d'agir (Œuvres, t. m, p. 339), ou ce que sir W. Thomson appelle ( Com/7t^i rendus, 38 mai i855, t XL, p. 1197) Vênergie potentielle qui, ajoutée à Vénergie actuelle ou puissance vive (demi-force vive), forme l'énergie mécanique totale d'un système de corps ; énergie dont les réservoirs partiels sont par exemple, d'une part, un poids élevé, un ressort tendu (Bernoulli), une quantité de combustible (Lagrange, dernier article de la Théorie des Fonctions analytiques) et, de l'autre, une masse en mouvement.
On appelle quelquefois aussi ce potentiel ybnc/ion deforce^ parce que ita dérivée par rapport à une coordonnée quelconque donne la composante, dans son sens, de la force totale qui agit sur le point pour lequel on la considère. Aussi se confond-elle, lorsque les forces sont en raison inverse des carrés des distances r, avec ce potentiel analytique V de Laplace, que l'on considère dans les théories des attractions, soit planétaires, soit électriques et qui, se composant d'une somme de masses divisées par les premières puissances des distances, satisfait à une équation diflerenlielle
d*y rf«V d^V _ dx'- "^ ~dF '*"d^ '~^'
(Làplacs, Mécanique céleste, 3* partie; ouClausius, Die Poiengial/unctîon),
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OÙ les deux intégrales triples sont étendues à toute celte portion de corps sur les points de laquelle agissent, par unité de masse, la densité étant py des forces dont les composantes sont X, Y, Z, et où l'intégrale simple est étendue à toute la surface enveloppe il sur les diverses parties de laquelle agit une pression p par unité superficielle, et où nous appelons u', u\ w' les valeurs particulières de
u, *^5 W5 ce qui est sous le premier signe \ \ \ exprimant évidemment, d'après ce qu'on a vu au n^ 270, la variation ou la dijGTérentielle par à du potentiel des forces moléculaires intérieures, ou de cette fonction dont la différentielle complète par d est le travail de compression, dilatation ou déformation d'un élément dxdjdz pour des augmentations infiniment petites de ces changements. En eifet, mettons à la place de d^, d^, . . . , g^^^ leurs valeurs (37) en fonction de ces déplacements m, i^, w supposés très-petits, nous avons, en effectuant les diilérentialions par $ et changeant les id en /id,
^ d^u fi$p . doiv
dx ^ dy dz
^ dêv ditv - d$ii' d$u _ dSu dèv
dz dj **" dx ' dz ""^ dy dx
Substituons et intégrons par parties, en remarquant avec Lagrange [Mécanique analytique^ n°* 29 et 30 de la Section VII de la première Partie) (*), qu'en appelant n la direction de la normale à la surface enveloppe, on a, auprès de cette surface,
dydz = ± d£i cos (d, x) ;
(*) Ou bien voyez Leçons sur l'Élasticité (i852) de M. Lamé, $ 10, p. 33.
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en sorte que la portion / i dydzpj^j^du de Tinlégrale double qui est détachée de T intégrale triple
fff
dx dy dzpt^
dx eu intégrant par parties, est la même chose que
</acos (riy x)èu\
étendue à toute la surface A, et ainsi des autres \ nous obtenons, en nous bornant aux termes atïectés du déplacement fi qui est u' sur la surface A,
/ do. [/?„ cos ( n, x) -f- Pjj cos (n, j^) -f- p., cos ( n, s)
Et l'on aurait des termes analogues affectés de $i^^* dw'^ dp*, âw sous les signes d'intégration. Vu l'arbitraire de ces variations ou changements virtuels, on doit égaler à zéro tous les quadrinômes entre crochets, ce qui donne bien les six équations générales d^équilibre (9) et (10) [*), " Mais on peut, par cette même méthode, déterminer
(") Réciproquement ou peut (en opérant à peu près comme a fait M. Lamé pour démontrer le théorème de Clapeyron, Leçons, J 31, p. 81) déduire de ces six équations d'équilibre l'expression (28) ci- dessus du triTail élémentaire dT des forces intérienros, ou, ce qui revient au môme, la parenthèse p^^ ^ J), -f- . • . -4- ;»„ fg^ du premier terme de (60), exprimant le travail virtuel des mêmes forces par unité do volume des éléments dxé^às. En effet, ajoutons ensemble les trois équations d'équilibre (9) multipliées respectivement par ^ir, S%fy <^w, puis multiplions le tout par dxâfds et intégrons pour tout le corps, en supposant nulles les forces telles que la pesanteur représentées par pX, pY, pZ dans ces équations. Le terme / / / -4^ iu,dxdydt deviendra, en faisant l'intégra-
même la forme des expressions des composantes de pression en fonction des déplacements, ou bien établir les six équations d'équilibre sans parler des pressions.
Ainsi Navier, qui regardait (ainsi qu'on a dit aun^28i, p. 696) les actions entre molécules, après des augmenutions très-petites r, — r de leurs distances mutuelles r, comme égales à des produits (r, — r)fr de ces augmentations par une fonction /' de leurs disUnces primitives,
tion par parties et désignant par les accents ' et " les Taleurs do p et de u OUI deux extrémités d'une parallèle aux x traTersaiit le corps
ffird. (^.^ J»--^,., iu') -fffp„ ^ dx4rd..
Or le premier terme reyient, eomme on l'a vu tout à l'heure, à / d£l cos(n, x)p^^ iu't ou à la somme des travaux virtuels des com-
posantes ^„co8(n, x) des pressions extérieures sur toute la surface du corps, pour les déplacements u' parallèles aux x; et le second terme revient à — / / / dx^dtp^i^^. Les intégrations par parties d'autres
termes donneront, des travaux virtuels d'autres composantes de la pression sur la surrace, plus des termes tels que
En réunissant tous ces termes on aura bien l'équation (60) des travaux virtuels.
On aurait trouvé, arec M. Lamé, la même équation (60) avec u, »*, w et D, , <)^ ,<).,.. . g au lieu de ^u, iv^ Sw ci Je),, J^-r • • • ^gxr* *» l'on avait multiplié les équations (9) par u, v^ (v au lieu de Jir, Sv^ iw avant de les ajouter. Mais observons qu'on n'aurait pas eu ainsi les travaux de déformation dus aux déplacements totaux très-petits mais finis u, v, w\ car les forces p^^, •••*?„ ^^ ^"^ point constantes pendant que ces déplacements s'opèrent; elles commencent par zéro et n'acquièrent que lorsqu'ils sont opérés les valeurs pour lesquelles elles figurent dans les équations. Et si des pressions extérieures agissaient constamment et dés le premier instant avec l'intensité que les pressions intérieures acquièrent graduellement et possèdent définitivement dans l'état d'équilibre, elles feraient dépasser cet état et produiraient une puissance vive, puis un travail double.
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posait pour le travail ou moment virtuel de Tune de ces forces par unité de masse des deux molécules
(r. - r)/V Sn = (r. - r)/V ^ (r. - r) =/'r $ l^lZLÎi! •
en sorte que le potentiel des actions exercées sur une molécule unique m, par toutes les molécules m environnantes, se compose d'une somme de produits
mm - — (r, — /•)',
qui s'écrit, si l'on met pour = ^r «a valeur ( 14 ) ou
(47 his) ci-dessus, et si l'on désigne par W cette somme
relative à toutes les molécules m qui agissent sensiblement sur m
Smr^ ffiu , dv , eitv ,
(d» dif\ fdw du\
rt ^rs
/du dp\ T
En développant et en considérant que les neuf dérivées -r-9 • • • » -r- sont sensiblement constantes dans l'éox az
tendue très-petite de la sphère d'activité de m qui comprend ces molécules m, on a, pour le potentiel
rx ^1 . •
dtf dw ^ mr'^f r , , djr dz \J a -^
CryCr»'» • • •
</tf fdv dw\ O nir^/'r ,
^ar \£fe djr J
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Navier y remplace les divers coefBeients se présentant
sous la forme de somme W9 par des intégrales prises
dans retendue de la petite sphère, au moyen de coordonnées polaires^ et, comme il se borne aux corps isotropes, il est conduit à annuler tous les coef6cients dans lesquels un des cosinus c entre avec une puissance impaire, et il n^a en définitive qu^un seul coefficient sortant de Tacco-
lade, la première des sommes ^ étant trouvée triple de
la seconde.
Alors, diflérentiant par d (en faisant varier k, i^, tv et non pas .r, J^ ^) pour avoir le travail virtuel, puis remplaçant la petite masse m d'une molécule par la masse p dxdydz de toutes celles qui sont contenues
dans un élément du corps, et mettant f i f an devant,
il a une intégrale triple en x,y^ z exprimant la somme des travaux virtuels des forces intérieures pour tout le corps, comme Texprimait tout à riieiire la première de celles de Téquation (60) ; d'où, en intégrant par parties, et transformant comme nous venons de faire, il tirait les trois équations indéfinies [(Sp) pour K = o] et les trois équations définies du n^ 24^ celles-ci comprenant impli* citement, sans qu'il ait parlé de pressions, les formules des six composantes [(58) pour p^ = o]
(^ du dv dw\ /du di>\
\ dx djr dz ) Xdy dx)
multipliées respectivement par les trois cosinus des angles (n, o:), (u,y), (n, z) faits avec les coordonnées par la normale n à la surface.
Poisson a combattu un pareil emploi de la méthode de Lagrange, en avançant que le calcul des variations n'était point applicable à ces sortes de recherches. C'était
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une consëquence exagérée de sa jasle remarque que les résultantes d'actions de molécules disjointes ne doivent point être converties en intégrales (n^ 281). Il est facile de
voir, en effet, que la conversion reprochée des sommes W
de Téquation (55) n'était nullement essentielle à la méthode. Navier aurait pu leur conserver leur forme telle que nous Pavons écrite, ou bien (comnoe nous avons fait au
n« 282) mettre g ^x*, g ^ y» z»,..., et étendre
ainsi son calcul à une contexture quelconque^ sauf à démontrer, pour la contextm^e isotrope, Tannulation de quelques-unes, et (comme on a fait au n^ 282 pour ^xjrxx = ^^xx^rr) ^^ rapport numérique 3 : i des autres. C'est ce qu'à fait M. Neumann, de Halle, dans un beau Mémoire inséré en octobre 1 65g au Journal de Crelle (*)j où il donne en même temps aux forces moléculaires leurs valeurs complètes (n^ 278)
de manière à tenir compte des actions et des pressions antérieures aux déplacements. M. Neumann arrive ainsi, en tenant compte du changement de la densité^ etc., et en se bornant (ce qui n'était pas obligé) aux corps isotropes, précisément aux équations obtenues par Cauchy, et finalement par Poisson [et résultant de la substitution de (58) dans (9) et (10)].
Green procède un peu autrement. Attribuant, comme Fresnel et Cauchy, la propagation de la lumière aux actions entre les particules de Téther, et reconnaissant tout d'abord, comme celui-ci, que leurs vibrations dans les cristaux doués de la double réfraction ne sont pas
■-- -1— ■ -m-f «^ — «-i^— ■ M ^M-iB* I ■-! ■■■n-->|-^Bi ■-■■■ ■- T ■ -| I m ■■■ i i ■ ^ ■ ■■■ ^ a^ ■ ■■■'■^i ig » w r m
(*; Zur Théorie der Elasiicitàt; LVII« Cahier, /|« lÎTraison, p. 281.
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toujours parallèles aux plans des ondes comme celui-là le supposait constamment, mais roulant, dit-il (^), « pour ne pas s'engager dans des considérations trop compliquées et sans chance d'application pratique, borner son analyse aux milieux oà ce parallélisme s* observerait ri^ goureusement » (ce qu'avant tout examen il suppose pouvoir se concilier avec l'hétérotropie), il se détermine à rejeter les formules à quinze eoeflScients fournies a Cauchy par l'hypothèse, trop restrictive smuant lui, « que les actions s'exercent suivant les lignes de jonction des particules », et en raison de fonctions de leurs distances; et il invoque, vu, continne-t-il, notre ignorance de la véritable loi, et effectivement dans le but de pouvoir disposer de coefficients en plus grand nombre, «t un principe plus général » ainsi énoncé : « que si l'on multiplie les forces intérieures par les éléments de leurs directions respectives, la somme des produits est diffe^ Centielle exacte d^une certaine fonction », évidemment celle qu'il a appelée potentielle (on le potentiel) dans un Mémoire sur un autre sujet. Mais il ne se contente pas de cette hypothèse, qui en effet ne saurait suffire, et qu'il ne peut même formuler analy tiquement, puisqu'il professe d'ignorer les directions dçs actions '.non-seulement il pose le potentiel (f fonction des trois allongements subis par les côtés d'un élément parallélipipède primitivement rectangle, et des trois cosinus des angles qu'ils forment entre eux, c'est-à-dire des six quantités que nous avons appelées
<^sf ^x9 do g^«, g,«, g^;
mais encore il admet que cette fonction est développa-
(*)Onthe Law* qf Réflexion and Refraction qfUffit (Cambridge TrantactioHSy Tol. VII, p. 5), et On the Propagation of L^t in cristallised Media (id., p. 136).
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ble swv^ant les puissances entières i, a, 3,. .. de ses six variables, ce qui est tout gratuit, ou bien ce qui s'appuie tacitement (a^267) sur]e principe des actions à dislance qu'il a voulu éluder comme ne conduisant pas au but où il désirait arriver. Green supprime les puissances troi* sième et au-dessus à cause de la petitesse des variables, et ne conserve que les secondes, parce qu'il trouve que la somme des valeurs, pour tout le corps, de la partie affectée des premières puissances, doit être nulle quand on part d'un état d'équilibre naturel ou sans pressions antérieures. Le potentiel f se réduit ainsi à nne fonction homogène du second degré des six variables D^^, ..., g^^.; fonction à vingt et un termes (six affectés des carrés, quinze des produits deux à deux), et par conséquent à vingt et un coefficients, qu'il réduit, au reste, par le moyen de raisonnements comme ceux des n^' 271, 272, 273 ci^ dessus, très-simples alors, à neuf, à trois, à deux, selon qu'il y a trois plans de symétrie, un axe de symétrie, ou isotropie de la matière. Du potentiel ainsi constitué il tire les équations indéfinies de l'équilibre, et les équations définies donnant les six formules de composantes de pressions.
Cette manière de l'illustre physicien anglais est large et simple. Mais elle s'appuie sur une suite d'hypothèses singulières, et en tous cas bien moins justifiées que n'est la loi physique des actions entre molécules suivant leurs lignes de jonction,- loi qui, de toute manière, est inévitablement invoquée sans qu'on l'avoue, et dont on ne saurait s'affranchir sans mettre en doute toute la mécanique, même mathématique, puisque cette science attribue à toute force un point d'application où elle se dirige, et, nécessairement aussi, un /7omt d'où elle émane, vti la réaction qui accompagne toute action. Aussi son raisonnement ne prouve nullement que les formules de I. 46
l'élasticité aient jamais plus de cjuinze coefficients indépendants les uns des autres, outre les six composantes de pressions antérieures aux déformations. On a démontré ailleurs (Mémoire du i6 mars i863 déjà cité à une note du numéro précédent, et aussi, §§ 69, 72 de l'Appendice V des Notes de la nouvelle édition de Navîcr) que les quatorze conditions posées par Green dans son second Mémoire entre les coefficients pour qu'il y ait parallélisme des vibrations aux plans des ondes (conditions reproduites comme celles de biréfringence ^ sans être mieux motivées, dans un ouvrage plus récent et estimé) ne font qu'exprimer VisotropiCy qui exclut précisément la biréfringence. On y a fait voir que ce parallélisme, supposé par Fresnel, n'était nullement nécessaire pour arriver, même exactement, à la surface d'onde qui résume la partie principale et la mieux confirmée de ses immortelles découvertes; que l'on obtenait cette surface en posant, entre les coefficients, des conditions moins nombreuses et plus générales, laissant subsister à tel degré qu'on veut dans les cristaux l'inégalité si probable et l'on peut dire certaine des élasticités directes i^xxxx^ a, y,.,., a„„) suivant deux ou trois sens. Or cela consiste à revenir *aux résultats des premières recherches de Cauchy présentées en i83o, puisque ces conditions, au nombre de quatre, sont celles qu'il a indiquées, et qui, malgré la complication apparente de l'une d'entre elles, sont en définitive ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel ] car, ainsi qu'on Ta également montré, elles ne font qu'exprimer une certaine distribution ellipsoïdale des élasticités directes en tous sens autour de chaque point, c'est-à-dire, à cela près de quantités négligeables, le mode de distribution qui doit avoir lieu dans les corps ou les milieux élastiques primitivement isotropes qui ont été comprimés inégalement dans trois sens, ce qui est
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l^état où tous les physiciens admeilent que se irouve î'élher lumineux dans rintérieur des cristaux biréfringents (*), C'est ainsi que les travaux du grand analyste, mieux étudiés et compris, conduisent à expliquer rationnellement les faits, et à confirmer ce qu'il y a d'acceptable dans la théorie de Fresnel, tout en la rectifiant dans les points évidemment défectueux et erronés*, et, sans doute, une étude suivie et approfondie des travaux de ses dernières années conduira, sur des points délicats et peu explorés, à des explications et à des découvertes à peine prévues aujourd'hui.
( *) C'est aussi l'état où doivent être tous les solides amorphes ou à cristallisation confuse, tels que les métaux forgés ou coulés, les pierres et les autres matériaux des constructions et des macliines, lorsque leur contexture n'est pas la même en tous sens autour de chaque point. Pour ces corps, ainsi qu'on l'a dit aux n^* 13 à 16 du Mémoire cité sur ta Distri^ bution des élasticités (Journal de M. Liouville^ août à décembre i863} et au n9 3 du Mémoire sur les divers genres d'homogénéité, formule (3) (Journal de M. Liouvillr, septembre et octobre i865), ainsi qu'aux $$ 76 et 90 des Appendices à l'édition de Navier de i86/|, il faut, en employant
ef les formules de pressions (33) du n^ 271 ci-dessus (p. 665), écrire 3-^ j
fd de 3 — 9 3 -r- à la place de a, b, c, en effaçant les accents de d', e', ('. Les e I
formules d'hétcrotropie réduites ainsi à ne plus contenir que trois paramètres d, e, f ne violent point la loi inévitablement invoquée des actions moléculaires (n^ 283), comme font les formules illusoires d'isotropie à deux paramètres (35), et permettent, bien mieux que celles-ci, d'expliquer les faits d'élasticité des solides usuels, quand ils no peuvent l'être par les formules d'isotropie vraies à un seul paramètre ou coefficient, c'est-à-dire par les formules (35) où l'on fait e' = e. Aussi je pense que ces formules de distribution ellipsoïdale à trois paramètres sont pratiquement importantes et devraient être généralement appliquées.
ERRATA
Page XX, ligne 6, au lieu de des fonctions, liset des pressions.
Page XXVI, ligne 9, au lieu de d'adjectifs sulMtances, liset d'adjectifs substantiséft.
Page 33, ligne 16, au lieu de force P', lises P' {Jig, 12 his).
Page 33, ligne i3, au lieu de P, F, lises P, P' {Jig, i3).
Page 39, ligne a8, au lieu dejtg, i4i Uses fig. 16.
Page 40, ligne 5, au lieu drjig. i5, lises fig. 17.
Page 55o, ligne 27, au lieu de l'attraction exercée par M sur O, lises la force accélératrice comniuniquée par m à O.
Page 55i, ligne 4> ^u Heu de qui agit sur O, lises qui agit en O.
dr Même page, ligne 5, chacune des composantes mf^^r) --> etc., doit être
précédée du signe — .
Page 55^, lignes 11 et 16, au lieu de exercée sur le point O, lists exercée en O.
Page 553, ligne a6, ej faces nécessairement.
Même page, ligne 37, au lieu de une masse, lises une masse égale à i.
Page 554, ligne dernière, au lieu de ;, Uses -.•
Page 556, ligne 4» ^^ /<>u de du corps, lises du corps V.
Page 559, ligne 3, au lieu de <2S, Uses ds.
Même page, ligne 8, au lieu de r*dSdr, lises r*dsdr.
Même page, ligne 11, au lieu de dS I -r- dr, lises ds j -—-dr.
Même page, ligne iZ, au lieu de dS, lises ds.
Page 56o, ligne 8, au lieu de dS i^ dr, lises ds Ç -£ dr,
\^ P cos tù , ^7* p cos fp ,„
Même page, ligne 9, au lieu de > — —- ds, lises > - — j-^ aS.
7^6 EaiLATA.
Page 56o, ligoe lo, au lieu de ds, lises dS.
Même page, ligne ii, au lieu de <fS, lisez ds.
Même page, ligne i5, au lieu de à tout le volume V, lises à toute la surface S.
Page 56 1 y ligne 3, au Heu de — r\ds, lises -t-r*<fi.
Page 563, lignes i8 et ig, au lieu de droite OC, lises droite CO.
Même page, lignes 38 et 39, au lieu de 2np¥i, lises 2Tzpmr,
Page 564» lignes 5 et 7, au lieu de ^np, lises ^Tsm,
Page 566, ligne i5, au lieu de {l] — a)ds, lises {V^a)dS.
Page 567, ligne i5, au lieu de la direction dM, lises dedS vers dM.
Page 572, ligne 4, au lieu de n» 240, lisez n» 241.
Page 57/1, ligne a3, au lieu de on verrait par la même raison, lises comma il a été déjà prouvé.
Page 578, ligne 2, au lieu de(V — rm)dS, lisez ( U — 2 u ) mdS.
Même page, ligne i3, au lieu de n» 240, lises 242.
Page 57g, ligne i5, au lieu de U = ci, lises U = i'.
Même page, lignes 26 et 27, au lieu de masse totale M, lises masse totale nulle.
Page 58o, ligne 3, au lieu de IJ — u, lises v — u.
Même page, lignes /|, 13, 16, 19, au Heu de u, lises v.
Même page, ligne 25, au lieu de u aurait donc, lises II aurait donc.
Même page, lignes 27 et 3o, au lieu de 240, lises 242.
Page 58 1, ligne 10, au lieu de U, lises u.
Même page, ligne 1 1, «u Ueu de u, lises U
Même page, ligne i4> au lieu de 241, lisez 2A2.
Même page, ligne 16, au lieu de U, lises V.
Page 582, ligne 17, au lieu de -pj Usez -r-*
dn an
Page 584, ligne li, au lieu de-^^ lises ~^'<
Même page, ligne 16, au lieu de r', lises p*. Page 589, lignes, au lieu «2^ points, lises point O.
Même page, ligne 14»''** '*^*' ''^ " co** '/H — » '***' - cos* y •
Même page, ligne 17, au lieu de {2n — 0(2» — 2), lises (7n — i)(aii — 3}. Page 5gf , lignes 10, 1 1 et i3, au lieu de P„ P^, P„ lises R»P„ R*P,, R*P,. Page 5g2, ligne 18, au lieu de r cos 0 sin ^ du, lises r cos $ sin tfi d$. Même page, ligne 23, au lieu de r sin u dtp, lises r sin 0 d'p.
EKBÀTA. 727
Page 5o3, ligne 2, au lieu de — ? lisez -r- *
dx dx
Même pa^e, lignes 7,8, i3, i5, 16, 17, au lieu de sin'u, <lu% Usée
8in»tf, de*.
Page 594, ligne 5, au lieu de cos u, sin u, du, lisez cos 6t sin 0, dô.
Même page, ligne 21 , au lieu de n — m-i-i, lisez n — m — i .
Page 616, dernière ligne, au lieu de Grelle, p. aag, lisez Crelle, p. 399.
Page 624, ligne aa, au lieu de deux centres, lizes deux autres.
Page 689, ligne 9 en remontant, au lieu de p%jg -7-5 1 Usez pljg -j-j*
Page 701, aYant-dernière ligne, au lieu de i863-i864, Usez i863.
FIN DKS BHRATA.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/leconsdemcaniqu00marigoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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