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LE PROBLÈME DE LA. FONCTION PEKTURBATRICE
211. On se rappelle quel est le principe de la méthode de la variation des constantes que nous avons exposée au Chapitre IV, Tome I. On adopte comme variables indépendantes l'un des systèmes que nous avons appelés systèmes de variables képlériennes, par exemple le système des variables L, À, ç, v] {Cf. n"'^ 56, o7, 78,79).
On arrive ainsi aux équations (4 bis) du n" 93
Les fonctions Fq et F, ont été définies aux n°^ 36 et suivants; la première est très simple, la seconde est ce qu'on appelle la fonction perturbatrice.
Nous avons vu aux n"^ 83 et 99 que cette fonction peut se développer sous la forme
(2) |jiFi=: VAcos(A',A,-f-A-2X2+ A)OrL, '
dh Tt ~~
d't^ f/Fi dt ~^ d\'
d\ dFo , dFi dt ~ dh ^^ dL '
d\ _ dt ~
dF,
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OÙ A-, et ko sont des entiers, où A et h dépendent seulement des L et où ;)rL est un monôme entier par rapport aux ç et aux rj. D'après la méthode de Lagrange, il faut alors :
I" En première approximation, regarder toutes les variables képlériennes comme des constantes, sauf les X qui seront des fonctions linéaires du temps; on aura ainsi
(3) U-=hl li=^l ri, = r)y, li=.nit-^\l
On aura d'ailleurs
{Cf. n- 82 et 97).
2" En seconde approximation, remplacer les variables parleurs valeurs (3) dans toutes les dérivées partielles de F,, de sorte que les termes des équations (i) où figurent ces dérivées deviennent des fonctions connues du temps. Les équations (i ) s'intègrent alors facilement par quadratures.
3° En troisième approximation, remplacer dans les dérivées de F) les variables par leurs valeurs de seconde approximation et intégrer de nouveavi les équations (i) par quadratures, et ainsi de suite.
Généralement la seconde approximation suffit. Si l'on remplace la fonction F, par son développement (2) et qu'on procède à cette seconde approximation, on trouve tout de suite
U = Vi + y ^' A cos ( A-1 À , + k. X, + h ) 011 ,
cm
dq,-
'1/ = iQ? -+- > - sin ( kl Xi -+- X', A, -+- h )
de sorte que le problème des perturbations planétaires (au moins jusqu'à la seconde approximation inclusivement) serait entièrement résoki, si l'on connaissait le développement (2).
Or nous avons bien montré que le développement (2) est possible, mais nous n'avons pas fait voir comment on pouvait effectivement l'obtenir. Ce dernier problème, dont on comprend aisément
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l'importance, va maintenant nous occuper, et je veux seulement, dans ce Chapitre, montrer sous quelles formes diverses il se présente.
212. Nous avons vu au Chapitre II que la fonction perturbatrice pou\ail être mise sous trois formes différentes qui sont celle des n"' 26 et 43, celle des n"' 30 et 38, celle du n" M.
Dans ces trois cas, nous avons décomposé la fonction perturbatrice en deux parties, la partie piinci/>al,e et la fiartie compléjnentaire.
Au n° 38, nous avons écrit la partie principale sous la forme
(4) "il
v/-^?'+ ■^'V' ^ ■^'li" V^( ^1 — ^1 )" -•- ( ^5 ^2 )'^ "*" ( ^G — ^i )'^\
au n" 4-3, de même qu'au n" 44, sous la forme
(3) — nii in,^ — •
y/f x',^ — x\ )■■» -H ( iF^ — a;', )2 -1- ( .r'g — x'.^ )'^
11 est aisé de passer d'une de ces expressions à l'autre; elles ne diffèrent en eti'et cjue du premier terme de la parenthèse (4)-
Or ce terme ne dépend que des coordonnées x\, x._^^ x\ de l'une des deux planètes fictives; le développement peut en être obtenu aisément ainsi que nous le verrons dès le Chapitre prochain.
Passons à la partie complémentaire de la fonction perturbatrice; si nous adoptons les variables du n" 30, nous avons trouvé au n" 38 l'expression de cette partie complémentaire et nous avons exposé ensuite, dans le même n'* 38-, comment on pouvait passer du développement de la partie principale à celui de la fonction perturbatrice complète, et, par conséquent, à celui de la partie complémentaire. Nous reviendrons sur ce point.
Si nous adoptons au contraire les variables du n'^ 26, la partie complémentaire a une expression plus simple et elle s'écrit comme nous l'avons vu au n" 43 :
(6) ^'^ir-} ^''^y'' -^y'-^y'-^^y-^y^ )■
Si enfin on adopte les variables usuelles, c'est-à-dire celles du n*^ 44, la partie complémentaire n'est plus la même pour les deux
planètes. Pour l'une, elle s'écrit
(y) — pjT^ (a7j :p^^ -j- ^"2 ^5 -)- ..ts J-'g ;,
et, pour l'autre,
i' OIS) ^Q3 {x^x',^-^X^_X,^^X.iXf^).
Nous verrons plus loin que le développement des expressions (6), (>;), (7 èi^) est très aisé.
Le problème se trouvera donc ramené au développement de l'expression (5) et c'est cette question qui nous retiendra le plus longtemps. Nous aurons ensuite à voir comment on peut passer du développement de (5) à celui de la partie complémentaire sous ses diverses formes et quelles relations il y a entre les développements des diverses expressions (5), (6), (7), (7 bis).
213. Nous avons défini au n" o9 quatre systèmes de variables képlériennes ; ce sont :
i'' Le système des éléments ellij>tiques
2'^ Le premier système d'éléments canoniques L, G, e, Z, g, 6;
3*^ Le deuxième système d'éléments canoniques
L, Pi, X, w,-;
4° Le troisième système d'éléments canoniques
L, b. \ -rii.
Selon que l'on adoptera l'un ou l'autre de ces systèmes de variables, le développement de la fonction perturbatrice sera évidemment différent. Heureusement il est aisé de passer d'un développement à l'autre.
Si l'on adopte l'un des systèmes d'éléments canoniques comme nous l'avons fait dans tout le Tome I, on a cet avantage que les équations du problème conservent la forme canonique.
Cependant les astronomes emploient plus communément les éléments elliptiques. Les équations, alors, perdent leur forme canonique. Néanmoins, ainsi cjue nous l'avons exposé au n" 81, les équations se présentent toujours sous la forme suivante :
Les dérivées par rapport à t des éléments elliptiques s'exprimeront linéairement à l'aide des dérivées partielles de F par rapport aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments elliptiques.
J'ajouterai que dans ces coefficients, fonctions connues des éléments elliptiques, figureront seulement les éléments
qui sont des constantes en première approximation, tandis que l'anomalie moyenne /, qui, en première approximation, varie proportionnellement au temps, ne figurera pas.
Les équations ainsi obtenues pourront s'appeler les équations de La g range.
Dans le cas des variables canoniques et des éc|uations canoniques, nous n'avons dans le second membre qu^ une seule des dérivées partielles de la fonction F et elle est afï'ectée seulement du coefficient zb i ou — i . Au contraire, dans le cas des variables elliptiques et des équations de Lagrange, nous avons, dans le second membre, plusieurs dérivées partielles de F et elles sont alFectées d'un coefficient qui dépend lui-même des éléments elliptiques. Nous ne transcrirons pas ici les équations de Lagrange; nous nous bornerons, comme au n" 81, à renvoyer à l'Ouvrage de Tisserand (t. 1, p. 187).
Tout ce que nous avons établi dans le Tome 1, en nous servant des équations canoniques, aurait pu évidemment être démontré en partant des équations de Lagrange, mais les démonstrations auraient été fort allongées par la longueur des écritures, sans que rien y soit changé d'essentiel. De même, dans la pratique du calcul, l'emploi des équations canoniques épargnerait bien des longueurs, mais la dilïérence ne commencerait à devenir très sensible qu'à la troisième approximation, tandis qu'on s'arrête d'ordinaire à la seconde.
Quoi qu'il en soit, il arrive que les éléments elliptiques étant
plus familiers aux astronomes et plus anciennement employés, la plupart des travaux relatifs au développement de la fonction perturbatrice ont été exécutés avec ces éléments. 11 n'aurait peut-être pas été plus difficile de les faire directement en se servant des éléments canoniques, si on les avait adoptés tout d'abord. Mais aujourd'hui ce serait refaire un travail qui a déjà été fait une fois et il vaut mieux utiliser les résultats obtenus par nos devanciers.
Heureusement, comme je l'ai dit, il est aisé de passer du développement procédant suivant les éléments elliptiques à celui qui procède suivant l'un ou l'autre des systèmes d'éléments canoniques.
Nous ferons peu d'usage du premier système d'éléments canoniques; en effet, si les excentricités et les inclinaisons sont très petites, il arrive que quelques-unes des variables du deuxième et du troisième systèmes canoniques sont également très petites. La même chose n'arrive pas avec le premier système, qui est ainsi peu applicable à des méthodes d'approximation où la petitesse des excentricités et des inclinaisons joue un rôle capital.
C'est ce qui nous engage à le rejeter.
En revanche, nous serons obligés de considérer un autre système de variables elliptiques
OÙ l'anomalie moyenne / est remplacée par l'anomalie excentrique u.
L'emploi de ces variables se prête mal à l'intégration, bien que Hansen en ait fait quelque usage. En revanche, le développement procédant suivant ces nouvelles variables est beaucoup plus facile que celui qui procède suivant les variables elliptiques ordinaires. Il est aisé de passer de l'un à l'autre et c'est par l'intermédiaire du premier développement qu'il est le plus commode de parvenir au second. C'est ce qui justifie l'étude détaillée que nous ferons de ce premier développement.
Nous aurons donc à étudier quatre développements de la fonction perturbatrice procédant ;
i" Suivant les variables
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2" Suivant les variables elliptiques
ou, si l'on aime mieux, puisque
suivant les variables elliptiques
3" Suivant les variables canoniques
4*^ Suivant les variables canoniques (il) , L, ^i, X, 7]/,
et nous aurons principalement à rechercher comment on peut passer d'un de ces développements à un autre.
214. La fonction perturbatrice va donc se développer sous la forme
(i2) \^ B cos(A'iXi-t- A'îXï) + \ G sin(/ciXi-h /loÀs),
si l'on adopte l'un des systèmes (9), (10) et (i i), A^i et /to étant des entiers, X, et Xj les longitudes moyennes. Quant aux coefficients B et G, ce sont des fonctions des autres variables, c'est-à-dire des éléments osculateurs a, e, /, g -\- 9, G des deux planètes, ou bien des L, des p et des co, ou bien encore des L, des ^ et des yi.
Si l'on adoptait les variables (9), le développement se présenterait sous la forme
(i3) ^^' cos(/fi «1 -+- ^2 M2) -i- ^ G' sin(A-i i<i -f- k^ u-î),
où Ui et u-, sont les anomalies moyennes et où B' et G' sont des fonctions des éléments
Le problème consiste à déterminer ces fonctions B, C, B', C; mais on peut l'envisager de bien des manières :
i" On peut chercher à développer ces fonctions suivant les puissances des e et des i, si l'on prend les variables (9); suivant celles des p si l'on prend les variables (10); suivant celles des \ et des 7; si l'on prend les variables (11) et envisager séparément les différents termes du développement.
On a alors l'avantage d'obtenir des formules analjticjues valables une fois pour toutes et c[ue l'on peut appliquer ensuite à un cas particulier c|uelconc[ue, pourvu c|ue les excentricités et les inclinaisons soient assez petites.
La question qui se pose est alors celle des conditions de convergence de ces développements et c'est une de celles c|ue nous aurons à examiner.
2" On peut se proposer seulement de déterminer, pour deux planètes particulières, les valeurs numéricjues de ces fonctions et de quelc[ues-unes de leurs dérivées.
Le nombre des termes à calculer se trouve ainsi considérablement diminué, de sorte que le travail est notablement allégé, surtout si l'on ne doit pas pousser trop loin l'approximation.
A ce point de vue, la cj[uestion la plus importante sera de déterminer une limite supérieure de chacpie coefficient, afin de laisser de côté les termes dont le coefficient serait certainement trop petit.
3° On peut enfin étudier les propriétés analeptiques de ces fonctions, en vue précisément de faciliter le calcul numérique dont il vient d'être question.
Nous verrons cpie ces fonctions satisfont à des écpiations différentielles linéaires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des L, ç et ri, ou encore des
iNous verrons également qu'il y a entre ces fonctions de remarquables relations de récurrence.
^lo. J'ai dit que ce qui nous arrêterait le plus longtemps, c'est
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le développement de la partie de la fonction perturbatrice qui est
de la forme
Tïï'
où
Mais nous serons amenés à développer non seulement ——■, mais
encore
Voici pourquoi; je suppose que les coordonnées des planètes et, par conséquent, D, dépendent d'une quantité très petite a (par exemple l'excentricité), et que nous voulions développer suivant les puissances de cette quantité a.
Soit Do ce que devient D pour a ^ o, et posons
INous allons d'abord chercher à développer suivant les puissances de £ et il sera aisé ensuite de passer au développement suivant les puissances de a; on trouve ainsi
On voit que dans le second membre figurent non seulement —=,
/Do I I
mais -— = , -—z^ , . . . .
./Dg v/D,s
Ce n'est pas tout. Dans les équations canoniques (4 bis) et (5 bis) du n" 93, par exemple, figurent, non pas la fonction perturbatrice elle-même, mais les dérivées partielles de cette fonction.
Or, si la fonction perturbatrice contient un terme en — =, la di(l'é-
rentiation introduira dans ses dérivées un terme en
Supposons maintenant qu'on veuille pousser au delà de la deuxième approximation; les seconds membres de nos équations prendront, comme nous l'avons vu au n° 100 (t. I, p. 122), la forme
OÙ les B seront des dérivées partielles de la fonction perturbatrice, qui cette fois ne seront plus du premier ordre, mais d'ordre quel-
conque, ce qui amènera, non plus seulement un terme —=> mais
des termes en —^i • • • •
v/Ds
Voilà donc deux raisons différentes qui nous obligent à étudier le développement de — r:^» — ^' en même temps que celui de -— •
216. Reprenons les formules (12) et considérons le développement de B ou de C suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons. Soil m le degré de l'un quelconque des termes de ce développement.
Nous avons vu au Tome l que m est au moins égal à \k^ — ki\ et de même parité que [ k^ — /'2 |-
Or, si les excentricités et les inclinaisons sont petites, un terme est d'autant plus petit que son degré est plus élevé. On aura donc une bonne approximation de B ou de C en se bornant aux termes dont le degré est précisément \k\ — k--x\. L'ensemble des termes constituera ce que nous pourrons appeler la partie principale du coefficient B ou C. Il sera intéressant de chercher ce que devient la fonction perturbatrice quand on réduit chacun des coefficients de la formule (12) à sa partie principale.
Ce que nous venons de dire s'applique encore si, au lieu de développer suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons, on développe suivant celles des \ et des t).
217. Il arrive quelquefois qu'on est obligé, dans la fonction perturbatrice, de calculer un terme de degré élevé, sans avoir à calculer les termes de degré inférieur. En général, les coefficients des divers termes vont en décroissant très rapidement à mesure que le degré s'élève; mais il peut arriver qu'un terme dont le coefficient est très petit ait néanmoins une grande importance, parce que l'intégration introduit des petits diviseurs grâce auxquels un petit terme produit parfois une perturbation considérable.
Supposons que nous ayons, dans la fonction perturbatrice, un terme
B cos( A-i Xi H- X'.2/w j,
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et que les entiers A", et k-, soient très grands, mais de telle façon que le rapport — ^ soit voisin du rapport des moyens mouvements—• Alors la dilFérence | A) — A o 1 et, par conséquent, le
degré du terme, seront très élevés; le coefficient B sera, par conséquent, très petit, mais, en revanche, le petit diviseur /:, Jif + A"2/Î2 sera également très petit, de sorte que, finalement, la perturbation pourra être très notable.
Le calcul exact du coefficient B serait alors très long, parce qu'il exigerait le calcul préalable des termes précédents qui ne sont pas directement utiles. On peut l'éviter, en se servant des formules approchées applicaiiles seulement aux termes de degré élevé et fondées sur les propriétés des fonctions de très grands nombres, soit que ces formules donnent d'emblée une approximation suffisante, soit qu'elles permettent seulement de reconnaître si le terme en question est sensible, et si, par conséquent, on doit prendre la peine de le calculer e^^actement.
218. Nous aurons à examiner spécialement différents cas particuliers, dont les principaux sont :
1" Celui où les excentricités et les inclinaisons sont nulles;
2° Celui où les excentricités seulement sont nulles; dans ces deux cas, la distinction entre l'anomalie moyenne et l'anomalie excentrique et, par conséquent, entre les deux développements (12) et (i3), n'a plus de raison d'être;
3° Celui où les inclinaisons sont nulles.
Un autre cas particulier qui méritera notre attention est celui de la Lune; le rapport des grands axes étant alors très petit, on a avantage à développer suivant les puissances de ce rapport, et il en résulte une forme particulière du développement.
J'ajoute que les théories de la Lune étant très nombreuses, les formes de développement qui ont été proposées dans le cas de cet astre le sont également, et nous aurons sans doute l'occasion d'en dire quelques mots.
^IQ. Nous avons déjà eu l'occasion, outre le développement (12)
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qui procède suivant les anomalies moyennes, d'envisager le développement (r3) qui procède suivant les anomalies excentriques.
Ce dernier développement a été employé par Hansen, qui s'est aussi servi de développements procédant suivant l'anomalie excentrique de l'une des planètes et l'anomalie moyenne de l'autre.
D'autre part, Gyldèn a employé des développements procédant suivant les anomalies vraies.
Quand on prend, comme l'ont fait ces astronomes, pour variable indépendante l'anomalie, soit vraie, soit excentrique, de l'une des planètes, on est obligé à certaines transformations souvent assez longues et compliquées.
En elFet, il y a entre les anomalies vraie et excentrique d'une planète et l'anomalie moyenne de cette même planète des relations assez simples et bien connues. D'autre part, les anomalies moyennes des deux planètes sont liées par une relation linéaire.
Au contraire, la relation qui lie les deux anomalies excentriques (ou bien encore celle cjui lie les deux anomalies vraies) est comparativement compliquée.
Si donc, on a développé la fonction perturbatrice suivant les deux anomalies excentriques (ou vraies) et qu'on veuille ensuite tout exprimer à l'aide de la variable indépendante qui sera l'anomalie excentrique (ou vraie) de l'une des deux planètes, il faut remplacer, dans le développement, la seconde anomalie excentrique (ou vraie) par son expression en fonction de la première, et cela donne lieu à des difficultés de calcul dont nous dirons quelcjues mots.
!2l20. Dans les équations canoniques, ce n'est pas la fonction perturbatrice qui figure directement, mais ses dérivées partielles du premier ordre. C'est donc le développement de ces dérivées C[ui serait surtout intéressant.
Quand le développement de la fonction perturbatrice est donné sous la foruie analytique, et surtout sous la forme d'une série procédant suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons, ou suivant celles des i et des t,, on passe immédiatement d'un développement à l'autre.
Mais il n'en est pas de même quand on s'est borné à déterminer
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la valeur numérique des coelïîcients, comme nous l'avons expliqué au n° 214; il faut alors recommencer le travail pour chacune des dérivées.
C'est ce qui a amené certains astronomes à préférer aux équations canoniques ou même à celles de Lagrange une autre forme d'équations. Ils ont remarqué en effet que ces dérivées partielles sont au nombre de six ; on peut au contraire former des équations dans les seconds membres desquelles figurent, non les six dérivées partielles de la fonction perturbatrice, mais les trois composantes de la force perturbatrice, soit suivant les trois axes de coordonnées, soit suivant le rayon vecteur et deux perpendiculaires à ce rayon. Tune dans le plan de l'orbite, l'autre perpendiculaire à ce plan. On n'a plus alors à faire que trois développements au lieu de six.
C'est qu'en effet les six dérivées partielles ne sont pas indépendantes; il y a, entre elles et la fonction perturbatrice elles-même, certaines relations, il y en a encore entre ces dérivées et les trois composantes de la force, prises de l'une des deux manières que je viens de dire.
On peut donc se proposer de former ces relations et de montrer comment on peut s'en servir pour déduire tous les développements de l'un d'entre eux, par exemple de celui de la fonction perturbatrice.
Cette revue rapide montre sous combien de faces différentes peut se présenter le problème du développement de la fonction perturbatrice qui va faire l'objet des Chapitres suivants.
APPLICATION DES FONCTIONS DE BESSEL
221. La première chose à faire est d'exprimer les coordonnées rectangulaires ou polaires des planètes en fonctions de l'un quelconque des systèmes d'éléments osculateurs canoniques ou elliptiques, définis aux n"^ o9 et 213.
Nous avons vu, au n" 65 et aux numéros suivants, que les coordonnées sont développables suivant les puissances des ^ et des /j et nous avons étudié quelques-unes des propriétés de ces développements. Mais il j a lieu de pousser cette étude plus loin et nous commencerons par former les développements des coordonnées en fonctions des éléments elliptiques
Nous supposerons même d'abord que l'on a pris pour plan des x^x■^ le plan de l'orbite, pour axe des Xs le grand axe; de telle façon que l'inclinaison i soit nulle, de même que la longitude du périhélie ^+9, et que la longitude moyenne \ soit égale à l'anomalie moyenne /. Dans ces conditions nos coordonnées ne dépendent plus de la longitude du nœud G, de sorte que nous n'avons plus qu'à exprimer ces coordonnées en fonctions de
Dans ces conditions on a en introduisant l'anomalie excentrique Il :
(2) l r= u — e siii u.
Il s'agit maintenant d'exprimer .r, et ^^ en fonctions de /, mais
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pour cela nous avons besoin de rappeler d'abord les propriétés des fonctions de Bessel dont nous allons être amenés à faire usage.
Considérons l'expression
où j'ai représenté par E la limite de ( i H j pour m = oo, afin
d'éviter toute confusion avec e qui représente l'excentricité.
Cette fonction F est une fonction périodique de «, développable d'après la méthode de Fourier en série procédant suivant les exponentielles
^i /nu,
OÙ ni est un entier positif ou négatif. Les coefficients sont des fonctions de a?, de sorte que je puis écrire
(j) £'■•■*'"" = '% i„Aic)Ei '"-"■.
Les fonctions J,„(x) s'appellent les fonctions de Bessel. Le premier membre de (3) est le produit des deux exponentielles
'— E'" vn IX \ O' I
d'où, par multiplication,
Pour avoir J„,, il faut chercher dans le second membre les termes en E""", c'est-à-dire faire a ^ 3 H- m. Nous trouvons ainsi
^ ! (5 H- w ! V -1 Si m est positif ou nul, il faut donner à [3 les valeurs
et appliquer la formule en supposant
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On voit alors que i„i{x) est une fonction entière de x, divisible par x"^; la série (4) converge en effet très rapidement pour toutes les valeurs de x.
Si m est négatif, il faut donner à ^ les valeurs ' •
de façon que a soit positif ou nul. Alors im{x) est encore une fonction entière de x divisible cette fois par x~™-.
Observons d'ailleurs que le développement (4) ne contient que des termes de degré pair si m est pair, de degré impair si m est impair. On a donc
Si d'autre part, dans la formule (3), nous changeons ^ en — x et a en — ;/, elle devient
( 3 bis ) E'-^'si" " "^ 51 ^'" ^~ •z') E-''"".
En identifiant les deux développements (3) et (3 bis) de E"^'"", on trouve
d'où
formule qui permet de ne considérer que des fonctions de Bessel d'indice positif.
Différentions l'équation (3) par rapport à w, il vient
ou
En identifiant les coefficients de E'"'" dans les deux membres il vient
relation de récurrence entre trois fonctions de Bessel consécutives.
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Différentions maintenant l'équation (3) par rapport à x^ il viendra
(8) tsinME'''si"" = V J',„(a?)E'"2«
OU
( E'" — E-'" ) ^ J//) E''«« = 2 V J « E'''"«, ou en identifiant les deux membres
( 9 ) '^ J /« = J in~\ — J «z+1 ,
formule qui permet de calculer la dérivée de J,„.
221. Différentions maintenant la formule (3) deux fois par rapport à M, ou bien encore deux fois par rapport à x^ nous obtiendrons ainsi les deux formules
(lo) — ix sinif E''si"«— a^2cos2A<E'''sin" = — \^m2J„;E''"",
(il) — sin2aË'''^'""=^j;'„(:p) ?>■'"«.
Ajoutons maintenant les quatre formules (3), (8), (lo), (ii) après les avoir respectivement multipliées par
dC . \~ lA- . I . OC " ^
il viendra
2 [-^^J"" + ^J/« + (^' - m-) J,„] E''«" = G ; d'où (|2) a72j'',j-i- 37j'/„ -I- (a7- — mP-)} „i = o,
équation différentielle linéaire du second ordre à laquelle satisfait la fonction de Bessel J,;^.
225. Bien que la série (4) converge très rapidement pour toutes les valeurs de x^ il peut j avoir intérêt à rechercher une valeur approchée de la fonction J,„ pour x très grand. Nous avons par la formule de Fourier
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OU en posant
sin u = ^.
(i3) ni,,, = E'^^E-i'""
Supposons x réel, positif et très grand. Au lieu de faire l'intégration le long de la droite qui joint le point s = — i au point ^ = 1, c'est-à-dire en donnant à ;; des valeurs réelles, nous pouvons la faire le long d'un autre chemin ayant mêmes extrémités.
Nous choisirons un chemin tel que la partie imaginaire de z soit constamment positive, sauf bien entendu aux deux extrémités c = zt I . Dans ces conditions ixz a sa partie réelle négative et très grande, et E'-^^ est très petit. Les seules parties du chemin d'intégration qui pourront donner des termes sensibles sont donc les parties voisines des deux extrémités, parce qu'aux extrémités, ^ devient réel et que la partie réelle de ixz devient nulle.
Mais près de l'extrémité ^ = i ; nous avons sensiblement
Près de l'extrémité 5 = — i ; nous avons sensiblement
■K U = , E-tma ^ E -, / 1 — S2 = v/-i ( 1 + S ).
Mais il importe de voir quel signe il convient de donner aux radicaux. Nous devons supposer que le signe de yj i — z- a été choisi de façon que, pour z réel et compris entre — i et + i, le radical soit réel et positif. Nous pouvons supposer d'autre part que le chemin d'intégration aboutit à ses deux extrémités zt i par deux petits segments de droite de longueur s, perpendiculaires à Taxe des quantités réelles. Ce sera d'ailleurs les seules parties de ce chemin que nous conserverons.
L'argument de ^i — z- sera alors — le long du segment aboutis-
sant H z ^= — I , et — • ^ le lono- du serment aboutissant à :; = i . Le long d u premier segment nous pourrons prendre arg^/s H- i = y ,
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et le long du second argy/^ — i^= j; nous aurons donc
d'où
(i4) 7rJ„,= / E'>=E ^ ^_'.l -i E'--E -^ ^7: .
Mais nous pouvons remplacer les limites supéx'ieures dii + e^ des deux intégrales par l'infini ; car nous ajoutons ainsi aux chemins d'intégration des lignes le long desquelles la partie imaginaire de z est positive et notable de sorte que E^-^^ est négligeable.
Or
Donc
d'où
ou enfin
J, \/z -h V cr '
226. Voyons maintenant comment les transcendantes de Bessel peuvent être employées au développement des coordonnées du mouvement elliptique. Considérons l'exponentielle
Epi"', -
où p est un entier; c'est une fonction périodique de u et par conséquent aussi une fonction périodicjue de /. Elle est donc développable en série de Fourier sous la forme
il s'agit de calculer le coefficient A;„; la formule de Fourier nous donne
2tcA,,, = / EP'"E--"'''(3?/.
Or
E-'"'/ dl = ~ dE-""' ; dEi''^'' = in E/^'" du . m
On trouve donc en intégrant par parties
/27t Ep^'"E-''"' du,
ou à cause de l'équation de Kepler
Mais l'intégrale c'est évidemment au facteur 2 7z près le coefficient de E(m-p)iii (Jans le développement de £'""'*'""; elle est donc égale à
d'où la formule cherchée
227. Cette démonstration ne s'applique plus pour /n = o et d'ailleurs la formule devient illusoire. On a alors
2 7rAo= /
•2 7T Ao = / E'''" (i — e cosu)t
271 Ao = / ( E/"«— - K(/^+i)'« — - E^/^-i'i'M du,
ce qu] montre que Ao est égal a i pour/» = o, a — - pouryj =ri:i^
et à o pour toutes les autres valeurs de p.
228. Proposons-nous maintenant de développer suivant les exponentielles E'"'-^ une fonction périodique quelconque de u
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et de la mettre ainsi sous la forme
Les principes des deux numéros précédents nous donneront
(17) A„i=^~^pJm-p{me), pour m^o et
(18) Ao=Bo-^(B,+ B_,),
pour m = o.
Inutile d'ajouter qu'en partant de l'identité
en y remplaçant les trois exponentielles par leurs développements et en identifiant les deux développements, on arrive à un grand nombre de relations où le premier membre est une fonction de Bessel et le second membre une série dont tous les termes sont des produits de fonctioas de Bessel.
229. Grâce aux formules (l'j) et (18) du numéro précédent, le développement d'une fonction quelconque de u suivant les puissances de E"^ se déduit aisément du développement suivant les puissances de E'"; or la plupart des fonctions intéressantes relatives au mouvement elliptique s'expriment très simplement à l'aide de E'".
Supposons d'abord que nous prenions pour plan des x^^r-y le plan de l'orbite et pour axe des r, le grand axe, nous aurons
Xi = a( ces u — e)= — aen E'« -\ E-'",
x=i=^ a\J \ — e^ siii « = — ,\J \ — e- ( E'" — E^'"), Xz = o, /' = \/ x\ ^ x\ = a( i — ecosu).
L'application des formules (1^) et (iS) nous donne
— Va. e>"''- ^— "Va' Rmii
avec
Les formules de récurrence (7) 61(9) nous permettent d'écrire
A/„= — y,„{me),
Kn=^J^hn{me).
Nous trouverions de même
v^ y,„( me) ,, ., ^ m
aer ^= a -\ — ae
Sous le signe ^, l'indice J7i prend toutes les valeurs entières
positives et négatives, à l'exception de la valeur o. Cette formule se déduit immédiatement de la relation
r = a(i — e-) — exi.
Nous pourrions écrire également
d'où l'on déduirait par les formules (17) et (18) les développements de .a:, rb ix-2.
1230. Reportons-nous maintenant au n" 63 et aux quantités que nous y avons appelées X et Y; nous voyons que l'on aura
X -H i'Y = (a;, -h ix.)E-'^, et par conséquent, par application des formules (17) et (ï8),
l x + .-Y=-^E-'V_H«(,-^v/7iri^)yli^i^ili!i^E'-(-i)'
] 2 9. ■ ^ lin
^"^ i _^(,_/rr^)yJ_i^L±iiz!!îiE'-i--)'.
1 2 .M ini
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On en déduirait le développement de X — iY en changeant i en — i, et par conséquent les développements de X et de Y.
Supposons maintenant que nous rapportions notre système à des axes c|uelconques : les quantités auxiliaires X et Y seront toujours définies comme au n" 63 et leur développement en fonction des variables a, e el l ne changera pas. Quant aux coordonnées rectangulaires rapportées aux nouveaux axes, elles seront liées à X et Y par les équations (12) du n° 63, t. 1, p. 79.
Ces formules peuvent aussi s'écrire
( xi -H ia^2 = cossi (X + i Y) E'^-H- sin2 ^-{X — t Y) E -'(X-26)^ / ccs = partie imag. de ^^ (X -h i Y)E'(>^-9'.
J'ai remplacé la lettre ; des formules du n° 63, qui représentait l'inclinaison, par la lettre J, afin d'éviter toute confusion avec i = y/ — i ; on obtiendrait l'expression de ^i — ixo en changeant i en — i.
En rapprochant les formules (2i) et (22) on trouve
4 in
a sm- E"
; ( îl J m- 1 — ^2 J /«+! )
J'ai écrit pour abréger s, et s^ au lieu de i + ^i — e- et de I — y/i — e^. L'argument des fonctions de Bessei ^,n_^ et Jw.^i est égal à me.
On trouve de même
^,. asinJr 3 e . 'V' sin( m/ -t- .?) "1
(23 6i5) .2-3= Sin^- -h > ^— (îlJ/«-l ■-ïiin+\)\-
231. Les développements obtenus par la méthode du n° 228 ne sont pas les seuls c[ue l'on puisse imaginer. Supposons par
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exemple que l'on veuille développer
du r
dl I — e cos u
Oh pourrail évidemment développer en série de Fourier
^ ^' I — e cos H
et appliquer ensuite la méthode du n° 228; mais il y a quelque
chose de beaucoup plus simple.
INous avons
u ^ l -\- e sin a,
ou, en se reportant au développement de x.2 au n*^ 229 et à la formule (20),
u= l^ -^ V J,„ ( me ) E"»/,
OU, en différentiant,
(24) -^ =i^^i,„(me)E"'i'.
Ce développement nous donne en même temps celui de
/• ai i — e cos m)
Plus généralement, cela nous donne le moyen de développer les expressions de la forme
I — e cos a
Si, en eftet,
l'on a
F{u)=^C,Eip-,
on aura
F(u) _ d y C„ — e cos u dl jLà il'
On développera alors \ -vj E'''" en série procédant suivant les
exponentielles E'""^ et l'on dilFérentiera par rapport à /.
Cette méthode peut être plus avantageuse que celle du n" 228 si le développement de F(t^) suivant les exponentielles E'/'" est
plus simple que celui de -y si par exemple il se réduit
' ' ^ 1 — e cos a ^ '
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à un nombre iini de termes. En particulier nous trou\erons les développements de — —, — —i expressions qui sont liées a cos(^ et à sinr par des relations linéaires (c est l'anomalie vraie).
232. Nous pourrions aussi différentier par rapport à e; il vient
du
(I — e ces u ) —r- = sin u.
de
Du développement d'une fonction périodique quelconque *ï^(w) nous déduirons donc immédiatement celui de
sinu -^— du
I — e ces u
ce qui pourra être utile si le développement de -y- est plus simple
que celui de ûxvu-j—- En particulier on peut calculer de cette façon
qui ne diffère de sint» que par un facteur constant.
Mais nous pouvons également différentier deux ou plusieurs fois par rapport à /, ou au contraire intégrer par rapport à /.
Par exemple les équations du mouvement képlérien nous donnent
d'^xi a^'Xi
^-^ -dF=-—-
Or nous connaissons les développements des coordonnées .r/, où le coefficient de chaque terme ne dépend cjue d'un nombre fini de fonctions de Bessel; l'écpiation (20) nous donnera donc celui
de ^j chacjue terme ne dépendant que d'un nombre fini de fonctions de Bessel. En particulier, si nous prenons les axes du n"l2!29, nous connaîtrons les développements de
x^ _ cost^ x-i _ sin V
V étant l'anomalie vraie.
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Si nous multiplions chacune des équations (20) par Xi et que nous ajoutions, nous trouverons
Gomme le second terme du premier membre de (26) est une fonction linéaire de - en vertu de l'équation des forces vives,
l'équation (26) nous apprend qu'il j a une relation linéaire
1 f/2 ,.2 entre - et —rnr-
r ai- Or l'équation (24) nous donne le développement de -; nous
d- rpossédons donc celui de ..., > d'où, par une double intégration,
celui de /•-. Nous avons donc les développements de r, - et r^.
L'équation de l'ellipse en coordonnées polaires nous donne
a(\ — e-) e cosf = I,
er^ cosf = a{i — e-) r — r^.
Des développements de -> r et r- nous déduirons donc cevix
de cosi^' et r-cost». Nous avions d'ailleurs expliqué plus haut la façon de développer cost'.
Tous les développements dont il vient d'être question sont tels que chaque terme ne dépend que d'un nombre fini des fonctions de Bessel. Inutile d'ajouter que, par l'emploi des relations (7), (9) et (12), on peut s'arranger pour que chaque terme ne contienne
plus que
J,„(me) et J',„(/ne).
233. Nous pourrions nous proposer de développer les coordonnées en fonction des éléments canoniques
Si nous nous reportons aux formules (28) et (28 bis) nous verrons qu'il suffit pour cela de développer les exponentielles E'"'^, les expressions
( 27 ) a cos2 - , e"' E±''«(-?+e), VAns- - E-^/ô^ tang - e-'^
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et enfin la fonction
T,- ^l'^iii—i -aJ/zî+i
Les exponentielles E'"'^ sont directement exprimées par les éléments canoniques, les expressions (27) se réduisent respectivement à
^ — Pi ^ •-'- L — '2 Pi — p2 y/._,, L — ap, — 02
Ju "
en faisant abstraction de facteurs constants.
Quant à K„i il est développable suivant les puissances croissantes de
Pi /Pi
et le développement se déduit aisément de celui des fonctions de Bessel. Je n'insisterai pas davantage sur ces points, me bornant à renvoyer aux n°^ 65 à 69 du Tome 1"'.
234. Nous observerons maintenant que si e est très petit le premier terme de chaque fonction de Bessel sera plus considérable que tous les autres. Nous pourrons nous borner alors à ce terme si nous nous plaçons au point de vue du n° 216. En partant des formules (16) et remplaçant chaque fonction de Bessel par son développement, nous trouvons
^ m <^\ m — p ^ <^l \ 7. / et en réduisant chaque fonction de Bessel à son premier terme
p / me\"^-i' Ei"^' '^ p I ine\P-"^ (— i)i'
(,9) yp rneyn-'^J^_^yp_ •'^ ^ m\ 2 J ni — p\ ^ ni
Sous le premier signe / on doit donner à m toutes les valeurs
entières telles que m — p soit positif ou nul, et sous le second
signe 2_ toutes les valeurs telles que m — p soit négatif.
Mais nous devons observer c[ue l'approximation relative avec lacjuelle chaque fonction de Bessel est ainsi représentée est d'au-
tant plus faible que l'ordre de cette fonction est plus élevé. Et en efiet le rapport du second terme au premier s'écrit (m — p étant positif, par exemple)
Il est très petit si e est très petit et m fini ; mais, quel que soit e, il croît indéfiniment avec m. Pour les termes d'ordre un peu élevé, on obtiendrait une bien meilleure approximation en remplaçant les fonctions de Bessel par leur valeur approchée du n" 225.
23o. Le développement (28) et les développements analogues procèdent suivant les puissances de e et les exponentielles E""^. Si nous les ordonnons d'abord suivant les exponentielles E'""^, le coefficient de chaque terme, étant une fonction de Bessel, pourra être développé suivant les puissances de e en une série toujours convergente; de plus, dès qu'on aura calculé les coefficients des difïerents termes de la série de Fourier, cette série elle-même sera toujours convergente.
Avec cette façon d'ordonner les termes, la convergence est donc assurée, mais il n'en est plus de même si l'on ordonne d'abord suivant les puissances de e, le coefficient de chaque terme étant lui-même une fonction de /. JNous sommes donc amenés à nous poser la question suivante :
Nous avons une fonction quelconque de w, dépendant par conséquent de e et de /, nous la développons selon les puissances de e ; quel est le rajon de convergence de la série, c'est-à-dire la valeur maximum de \e\ pour laquelle la série converge? Cette valeur dépend évidemment de / et je puis la désigner par o(/). Si alors M est la plus petite valeur de îo(/), quand / prend toutes les valeurs réelles possibles, la convergence de la série sera assurée tant que e ne surpassera pas M.
Pour calculer cp(/) et M, nous allons appliquer le théorème de Cauchy. Pour que la série cesse d'être convergente, il faut et il suffit que la fonction cesse d'être holomorphe. Or nous avons
/ = M — e sin a,
d'où
du{i — e cos a ) = dl -\- sin u de,
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ce qui montre que u (et en général toute fonction de ii) cesse d'être une l'onction uniforme de e et de / pour
En combinant l'écjuation (3o) avec celle de Kepler, on trouve
(3i) w — tang w = /.
Les équations (3o) et (3i) définissent e et sa valeur absolue ] e \ en fonction de / et la plus petite des déterminations de cette valeur absolue est <s(l).
Remarquons que f (^) est le même en général pour toute fonc-
dF tion F(w); il n'j aurait d'exception que si la dérivée y- s'annulait
précisément pour la valeur de u qui satisfait à l'équation (3i). Cela nous permettra de raisonner sur une fonction F(m) quelconque, il nous suffira que la condition d'exception ne soit pas remplie.
236. Il s'agit maintenant de déterminer la valeur de / pour laquelle cp(/) atteint son minimum M. A cet effet je reprends la formule (28) et j'obtiens en la ditlerentiant par rapport à /
^ i — ecosu ^ '^l m — p -h pi \ % /
Cette fonction ne se trouve pas dans le cas d'exception signalé à la fin du numéro précédent, car, quand on a
\ — e ces u = o,
sa dérivée ne s'annule pas et devient au contraire infinie.
Les équations (3o) et (3i) ne changent pas quand on y change ^i, / et <? en M H- Ti, / + tc, — e; il suit de là que les valeurs critiques de e qui correspondent à / et à / + tt ont même valeur absolue o(/) =cs(/-h'7r), mais sont égales et de signe contraire.
Supposons donc que pour une valeur réelle /, de / et pour une valeur quelconque de e que j'appelle <?, la série (32) diverge, il en sera de même quand nous changerons l^ en /i + tc, et il en sera encore de même de la somme
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Considérons, en effet, $(/) comme une fonction de e el de /et faisons-y 1^=. l^\ cette fonction présentera un point singulier pour
e = e', |e' I = cp(/i)< ei
et n'en aura pas pour e = — e' ; car, si l'on change e en — e dans les équations (3o) et (3i), / se change en -n ziz / qui est différent de l
sauf pour / =i - •
La fonction <ï>(/, + ?:) présentera de même un point singulier pour e = — e' et n'en aura pas pour e = e' et la somme
présentera deux points singuliers e = e', e = — e', et, ces points singuliers étant distincts, les singularités correspondantes ne pourront se détruire. Donc cette somme divergera pour e 3= e,. Je puis donc écrire
OÙ l'on ne donne à m que des valeurs paires.
Tl résulte de ce qui précède que la série ^(/i, 6) ) diverge. Passons de cette série à la suivante :
ly , +i>i| =* +<i)_
où l'on remplace l'anomalie moyenne par - et l'excentricité par i
multiplié par la valeur absolue de e, qui est essentiellement réelle et positive.
Si dans le dernier membre de l'équation (33) nous faisons cette substitution, la valeur absolue de chaque terme demeurera la même; mais tous les termes vont devenir positifs ou tout au moins avoir même argument (en supposant que le nombre/? soit pair^ ce que nous pouvons faire). En effet, le dénominateur est essentiellement positif, l'argument de ( — i)P est ■^~\ celui de
est nul si m et p sont pairs comme nous le supposons; celui de
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sera
celui de E'"''^ sera
L'argument résultant sera donc
P 1- ■! OTT
OU encore — p-, en supprimant un multiple de ait j; il sera donc constant et indépendant de m et de [îi. c. q. f. d.
Si donc la série 'F (/, ) diverge, il en sera de même, a fortiori, de ^^ ( ) dont les termes ont même valeur absolue, mais avec
un argument constant, au heu d'avoir un argument variable. Donc
diverge; il doit donc en être ainsi au moins de l'une des deux séries <^ ( — - K $ | - j . Mais nous venons de voir que
C0(/ -f- Tû) = o(/),
c'est-à-dire que <î>( / + ti) diverge si ^{i) diverge, et inversement. Si donc l'une des deux séries diverge, elles divergent toutes deux. Donc
* ( -, ilei
diverge. Donc
|e,i>cp(-
Or, tout ce que nous avons supposé sur e, c'est que cette seconde inégalité entraîne donc la précédente, c'est-à-dire
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que
Donc le minimum de 'f (/) a lieu pour /= -•
Pour déterminer M il faut donc étudier l'équation
•jt (34) " — ta no a = -,
ou en posant — — m = s
{"i^ bis) £-!-col£ = o.
.Te me propose de démontrer que l'équation (34 bis) ne peut avoir que des racines purement imaginaires. Posons, en effet,
çp = cossp, il vient
avec [en tenant compte de (34 bis)]
pour p = I7
pour p ^ o.
cIq
Supposons que l'équation (34 bis) ait deux racines s et£, ; à ces, deux racines correspondront deux fonctions cp et cp,, et l'on aura
dp ' dp ,
Le second membre s'annule, tant pour p = o que pour p = i, à cause des équations (35), et il reste
/ cpcL-i dp — o.
Si l'équation (35 bis) admet une racine s, elle admettra la racine imaginaire conjuguée £| ; les deux fonctions cp et cp^ seront
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imaginaires conjuguées, leur produit sera essentiellement positif, de sorte qu'il restera
Cela ne peut avoir lieu que si s- est réel. Si e^ est réel positif, £ est réel. Mais les racines réelles ne sauraient convenir à la question, car l'équation (3o) conduirait à une valeur de e plus grande que I .
Si i- est réel négatif, s est purement imaginaire. 11 s'agit donc de rechercher la plus petite racine purement imaginaire de l'équation (34 bis) ou, ce qui revient au même, en changeant s en « £, la plus petite racine réelle de
on en déduira la valeur de M par la formule
On trouve ainsi
ce qui prouve que nos séries convergent toutes les fois que l'excentricité est inférieure à Ojôôa';^; l'équation (36) n'a d'ailleurs qu'une seule racine positive.
238. Il s'agit maintenant de passer au développement de la fonction perturbatrice elle-même et je voudrais exposer d'abord quelques considérations générales sur la façon dont se pose ce problème.
Au n° 212 nous avons rappelé sous C|uelles formes diverses se présente cette fonction. Nous devons dabord nous occuper du développement de l'expression (5) du n° 212
cest-à-dire de ce qu'on appelle la partie principale de la fonction perturbatrice: c'est le problème le plus difficile, et. une fois qu'il sera résolu, le développement des autres parties de la fonction perturbatrice s'en déduira presque immédiatement. Supposons, en effet, qu'on ait développé cette expression (5) en fonction des éléments elliptiques osculateurs de la première planète
a,, ei. il. /j. ^1— f),. f),. et de ceux de la seconde
et que l'on ait trouvé ainsi
(i) , = = f(au a2, ■■■),
(') Cependant pour économiser les indices je désignerai quelquefois ces élémenls par a, a ,
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OÙ / est une fonction des 12 éléments elliptiques osculateurs. On en déduira
(2) , — f(hai, «2, • ••),
\/'2.ix'j^ — hx\ )2
h étant un coefficient constant quelconque. Si, en effet, on change a, en ha^. les autres éléments e,, i, , Z,, g s et 9, ne changeant pas, non plus que les éléments osculateurs de la seconde planète, les coordonnées de la première planète, x\^ x[^, x'.^, se changeront en hx\, hx.-,, hx'^^ et celles de la seconde planète x',^^ x'^^ x'^, ne changeront pas.
Or, nous avons vu au n° 36 que la fonction perturbatrice, si l'on adopte les variables du n° 30, prend la forme
BD AB/ * VBD BC
avec
^^ mi -H m-
BC-^ = yix',^^^^^x\)\ ^^ nix -+- m- I
Il sagit d'obtenir les développements de
âb' BG' BD'
Or, l'application de la formule (2 ) nous donne immédiatement AB=-^(,^^— ^"-"^' •••>
Cette dernière expression /(o. a^, . . .) ne peut évidemment dépendre que des éléments de la seconde planète; on l'obtiendra immédiatement si l'on observe quelle n'est autre chose que l'expression - relative à la seconde planète, et que nous avons appris plus haut au n'' !231 à développer -•
Supposons maintenant que nous ayons adopté, au lieu des variables du n° 30, celles du n° 26 ou celles du n" M. 11 faudra alors développer la partie complémentaire de la fonction perturbatrice, qui, ainsi que nous l'avons rappelé au n*^ 213, peut prendre l'une des trois formes suivantes
nii nit, \^ , , W] rrit^
reste à développer
11 nous suffira, pour rattacher celte expression à la fonction
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA FONCTION PEKTURBATRICE. Sy
de la rattacher aux expressions
liées à y par les relations (3) et (3 bis).
A cet etlet, je les relierai les unes et les autres à la fonction
Les équations du mouvement képlérien nous donnent
(P- x\ M xx
de- ^ ^'
M étant la masse centrale attirante et r le rayon vecteur, ou bien
n désignant le moyen mouvement, et / l'anomalie moyenne.
Nous pouvons appliquer cette formule à notre seconde planète fictive puisque les relations entre les coordonnées de la planète et les éléments osculateurs sont les mêmes que dans le mouvement képlérien d'après la définition même des éléments osculateurs.
Nous devons donc changer
d'où
Xu r, /, n^, M
M x\, BC, h, n| = ~-. M, ai
dl\ ~ BC^
Nous aurions deux équations que l'on déduirait de la précédente •en changeant x\ en x.^ ou en x\. Ajoutons ces trois équations après les avoir multipliées par x\^ .x\,, x'^^ il viendra
dll - BG3
ou en se reportant à la formule (3) et en se rappelant que JC, ,^'^, ^3 ne dépendent pas de l-i^ mais seulement des éléments oscula-
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teurs de la première planète,
on trouverait de même
Occupons-nous maintenant de l'expression
Cette expression s'introduit quand on adopte les variables du n° 26; dans ce cas les masses ni\ el m\ attribuées aux deux planètes fictives ont pour valeurs
ni , = . m ., =
{.cf. n*' 43); on a alors, dans le mouvement képlérien, ou bien
I d \ Il (tx ^ . dx ,
(6) y\ = in\ «1 -jj-, jkV = m; n,, -^ ,
n, et n^ étant les deux moyens mouvements. Les formules (5) ne seraient plus vraies dans le mouvement troublé; mais les formules (6) le seront encore, puisqu'elles expriment une relation entre les .r', les y' et les éléments osculateurs et que ces relations sont les mêmes dans le mouvement troublé et dans le mouvement képlérien d'après la définition même des éléments osculateurs. On aura donc
^^ ^^ doc^ docJ d^ ^f
Ainsi 2_iy'\ y'i ^^ trouve rattachée à ^ et par là à /.
Considérons maintenant une fonction périodique quel
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. Sg
conque
F(ji, II')
des deux anomalies excentriques u et a'] elle peut se développer en série de Fourier sous la forme
(8) VB/,//E'>"+/''«'',
les p et les p' étant des entiers positifs ou négatifs, mais on peut aussi la développer en série de Fourier procédant suivant les anomalies moyennes l et /' sous la forme
Il s'agit de savoir quelles relations il y a entre les coefficients des deux séries (8) et (9). Ces coefficients nous sont donnés l'un et l'autre par des intégrales définies
(10) ir.^Bpp'— I l ¥ .E-i'^P'<-+i>'''"' diidu' et
(11) 4 7r2 k,n,n' ^ f f ¥. E-'( '«/+'«'/') dl dl.
Les intégrales doivent être prises entre les limites o et au, tant pour u et u que pour / et /'.
Nous transformerons la formule (i i) par une double intégration par parties.
Nous pouvons poser :
dl dl' avec
mm'
Nous trouvons alors, en intégrant par parties par rapport à u et à /,
/ / F , ■ ,,, dl dl' = — / / -r- -mdudl', .1 J dl dl J J du dl
et, en intégrant encore par parties par rapport à m' et à /',
r -n— 777 dl dl — I / - — -7—7 <t> du du ; dl dl J J du du
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il vient donc
Tz^- k, II,,,' mm' =^ I / , " , , E-''-'"/^'"'^'^ du du'. J J du du
Or, du céveloppement de F sous la forme (8), nous pourrons
déduire
du du'- Zd^'P^""^
d'où, en tenant compte de l'équation de Kepler,
^iz^-mnï Ki„m'=2,PP'^i>i'' I I E-'^E-^ rfw c//<',
OÙ
il ^ i{nie ?<\\\u -\- m' e' sinu )^
et où e et e' désignent bien entendu les deux excentricités.
Le coefficient de pp'^pp est une intégrale double qui peut se décomposer en le produit de deux intégrales simples
Je,v.„„ ,,».....» rf„/E«,.-»-n.;-.. aa;
c'est-à-dire
4 TT^ J „^_i, ( me ) J /„'-// ( m' e').
Nous avons donc la formule
(12) A „,,„' = 2_, ~~7 ^p/yhn-pi me) J „,-/,(m' e' ),
tout à fait analogue à la formule (17) du Chapitre précédent. Cette formule est due à M. Baillant.
241. Cette formule se trouve en défaut quand m ou m' sont nuls. Mais elle peut dans ce cas être modifiée et transformée en une autre analogue à la formule (i8) du Chapitre précédent.
Nous avons
d'autre part nous avons
K'/'" = V ^ J ,„_,; (me) E''«^
PROPKIÉTÉS GÉNÉRALES DK LA FONCTION PERTURBATRICE. ^I
formule dans laquelle on doit, pour m = o, remplacer le coeifi-
cient — Jm-p par i pour /> = o, par — - pour p = ± ] ^ par o dans tous les autres cas. De même on a
avec la même convention pour le cas de m'= o.
(3n en déduit, en remplaçant E'^" et E'^'"' par ces valeurs dans le développement de F(m, «'),
F(u, u') =y -EP^B,,,,'i„,^/,(me}J,n'-,y{m'e')Ei^""+"''''>. ^^ mm ' ' '
Nous retrouvons ainsi la formule (12) pour le cas où /?? et m' sont différents de zéro. Cette formule peut s'écrire sous forme de produit symbolique
■^ /H fn '
2] j-hn^pime)BfA I ^^,J„r-p'{m'e')BpA,
en convenant de remplacer le produit symbolique B^B'. par B^^'. On trouve de même sous forme de produits symboliques
1 Ao.„- = Bo - ^ ( B, + B_, )1 ( 2 ^ "^ '"'-f ^p) ' (i3) < A„,o =(^y^^^h„-„B„j^B,-'-iB\-^B'^,)^,
\ A„o =rBo-|(B,^B_,)l rB;-l(B;+Bli)l
formules analogues à la formule (18) du Chapitre précédent.
!2i!2. Supposons par exemple qu'il s'agisse de développer la partie principale de la fonction perturbatrice, c'est-à-dire la fonction
du n° 238.
Nous observons que
se présente sous la forme d'un polynôme du deuxième degré par rapport aux exponentielles
Il étant l'anomalie excentrique relative à la première planète et u' l'anomalie excentrique relative à la deuxième planète. Et, en effet, x\^ x'.2i x'.^ sont des polynômes du premier degré en E'", E~'" et x\^ x'^^ x'^ sont des polynômes du premier degré en E'"', E~'"'. En examinant de plus près, nous voyons que ce polynôme contiendra seulement un terme tout connu et des termes en
gi:2/« E-'". E-2'"' E±'«' ^iK±U±U')
en tout treize termes. Nous étudierons plus loin ce polynôme ])lus en détail; mais, pour le moment, observons que si l'on fait
l'expression x'^y-S?- deviendra un polynôme entier du sixième degré en x ely que l'on peut appeler Fv(x, y), d'où
La formule (lo), si l'on y fait F= - , devient alors
ce qui montre cjue B^^- est exprimé par une intégrale double définie dépendant de la racine carrée du polynôme entier R. Seulement les valeurs que l'on doit donner k x el k y sont imaginaires ; on doit faire varier l'une et l'autre de ces deux variables le long d'un cercle de rayon i ayant pour centre l'origine.
On peut aussi exprimer le coefficient Amm' par une intégrale définie, mais cette intégrale est plus compliquée. JNous avons trouvé en effet
— 47ï2/n/n'A,„,„'= / / -T. — -—,E-i'^"'>^"^'i'^ du du' , J J du du
et l'intégrale double peut s'écrire
If
eq
dx dy x"^y'-
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OÙ 0 a le même sens qu'au n" 240 et s'écrit
La dérivée seconde de - serait encore éeaie à une fonction ration-
nelle de x et de 7' divisée par y/R(a?, y), mais il vaut mieux partir directement de la formule (1 i) en remarquant que
IX y i\ x] \ ly L -^x y
On trouve ainsi
.' ./ T^/ZJ iz-z/i' i/R / 'y 1^ \
Seulement ici l'intégrale (i5) est beaucoup plus complic[uée que
l'intégrale (i4) parce que la fonction sous le signe / n'est plus
algébrique, mais contient l'exponentielle E^'^. On voit pour quelle raison le développement suivant les anomalies moyennes est plus compliqué que le développement suivant les anomalies excenlricjues.
24-3. 11 y a deux cas particuliers sur lesquels nous reviendrons plus loin en détail, mais dont je voudrais dès maintenant dire quelques mots.
C'est d'abord celui où les excentricités sont nulles. Dans ce cas il n'y a plus à faire de distinctions entre les anomalies moyennes et les anomalies excentriques, et l'on a 0 = o; de plus l'origine de ces anomalies devient arbitraire et nous pouvons les compter à partir de la ligne des nœuds. Nous trouvons alors
SP- = a- -+- (X- — 1 aa ces a, où a- désigne l'angle des deux rayons vecteurs, ou bien
A2 = a^-\- a 2 — xaa cos'^ - cos(u — a ) — -^aa sin'^ - cos(a -t- a ),
OU bien enfin
1 R{T, y) — xy\{a^-h a'-) xy— aa'cos-- (x -{- y) [ — aa' sin- - (x-y'^ -h i)\
244. Le second cas est celui où l'inclinaison mutuelle des deux orbites est nulle; on peut alors choisir les axes de coordonnées de telle sorte que
d'où
On voit ainsi que R(^-, r) est le produit de deux polynômes entiers du troisième degré
K{x, y) = Kr{x, y)K.{oc, y).
Le premier de ces deux polynômes V^^i^i y) contient seulement des termes en
x-y^ xy^, xy, x et y.
Les deux courbes du troisième degré
Ri = o, R, = o
passent par l'origine et ont des points à l'infini communs ; elles se coupent en outre en 4 points dont il est aisé d'interpréter la signification.
A chaque point M de la première orbite com-espond une valeur de u et par conséquent une valeur de x; k chaque point M' de la deuxième orbite correspond une valeur de u' et par conséquent une valeur de y. L'équation R, = o exprime que la droite MM' a pour coefficient angulaire i; l'équation Ro^o signifie que MM' a pour coefficient angulaire — i.
Les quatre intersections des deux courbes du troisième degré R, = R2^o correspondent aux quatre intersections (généralement imaginaires) des deux orbites elliptiques.
Si l'on suppose que y et par conséquent M' soient données, l'équation R, :^o est une équation du deuxième degré en ce; cela s'explique parce que la droite de coefficient angulaire / qui passe
par M' coupe la première orbite elliptique en deux points Met M(. Les deux points M et M| se confondent, de sorte que l'équation R, ^ o a deux racines égales et que l'on a
toutes les fois que la droite MM' est tangente à la première orbite elliptique; cette tangente à l'ellipse ayant pour coefficient angulaire + t passe alors par l'un des deux foyers de la deuxième orbite elliptique.
De même, si la droite MM' passe par l'un des deux foyers de la deuxième orbite elliptique, on a
Mais les deux ellipses ont un foyer commun qui est l'origine. Pour la droite MM' correspondante, on a
ce qui (en regardant x el y comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan) montre que la courbe du troisième degré R, ^ o (de même que la courbe Ro = o) a un point double. Pour R, ^ o, ce point double est
et pour Ro = o
1243. Nous avons vu au n" 238 ([ue le calcul de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice se déduisait aisément de celui de la partie principale. Mais il y a mieux à faire, car le premier de ces calculs est beaucoup plus aisé que le second, de sorte qu il est préférable de le faire directement.
Nous avons vu au n" 239 que, si l'on pose
les trois formes de la partie complémentaire, auxquelles on est conduit si l'on adopte les variables des n"' 26 et 44, sont respectivement proportionnelles aux trois dérivées secondes de W.
Cherchons donc à développer W et pour commencer étudions le développement de W suivant les exponentielles £'/'"+"'/''"'; il sera aisé d'en déduire ensuite par le moyen de la formule (12) le développement procédant suivant les exponentielles E'""^+"'*''^'.
Or x\, a?'.,, x'.^ sont des polynômes du premier degré en E-'", x',^, x'^, x'^ sont des polynômes du premier degré en E-'"'. Donc W est un polynôme de premier degré en E-'" d'une part, en E-'"' d'autre part, de sorte cjue le développement de W suivant les exponentielles E'^"+'^'"' se composera de neuf termes seulement.
Il résulte de là que, si l'on applique la formule (12) au développement de W suivant les exponentielles E'"^'^"*'""''^', chacjue coefficient A,nrn' dépendra seulement d'un nombre fini de fonctions de Bessel. On peut donc, en se servant des relations de récurrence entre ces fonctions de Bessel, ramener ce coefficient à ne plus dépendre que des transcendantes
J/„(/??e), y,„{me), i„i'(m'e'), J,'n.(>i'e').
246. Hansen prend pour variable indépendante l'anomalie excentrique a de l'une des planètes; supposons alors qu'il ait développé la fonction perturbatrice, ou l'une de ses dérivées, ou l'une des composantes de la force perturbatrice sous la forme
F ='Vb^,/,' £'(/'"+/''"'),
nous avons
/ = M — e sin M,
r = II' -T- e' sin II' .
D'autre part, dans la fonction perturbatrice dont tous les termes contiennent en facteur la masse perturbatrice, nous pouvons, en négligeant le carré de cette masse, appliquer les formules du mouvement képlérien. Alors / et /' sont des fonctions linéaires du temps et sont par conséquent liées par une relation linéaire. J'écris
k étant le rapport des moyens mouvements et s une constante.
J'ai alors
r = ku -t- e — ke sin a,
OU en posant
Mj = ku H- £,
/' = «1 — ke sin a,
et enfin
Mj = u' — e' sin u -+- ke sin m.
Proposons-nous de développer F sous la forme
Il viendra
— 4Tt2Â,„;„'= / / FE-'('"'^+'«'"i' «fit t/Ml,
ou en intégrant par parties par rapport à m, et à m', c'est-à-dire comme si u était une constante,
-H 4t2A,„,„'^ / ; -^ ^-7 li-'' '«"+'"' »i' c/wû^m'.
J J m du
Mais
d'où
Mais le produit des deux exponentielles sous le signe / peut s'écrire
On trouve donc finalement
(i6') A,„„,=^ -^7 Bj,/yi,„-,A — /^m' e) i,„--,j( m' e').
247. Gyldén cherche à développer la fonction perturbatrice non plus en fonction des anomalies moyennes, ni en fonction des anomalies excentriques, mais en fonction des anomalies vraies. Si v et (' sont les deux anomalies vraies et qu'on veuille développer la fonction F sous la forme
F — \^ C - KiCnv+m'i'')
les coefficients de la série seront donnés par la formule
4712 c,„,„. = j I F E-w(/«i'+/«v-j ^ii, f/p'.
Si l'on pose E^^ = x, 'E'^' = y, cette intégrale double se transforme en une autre où la fonction sous le signe / est une fonction rationnelle de .r, de y et de à, et où A lui-même est la racine carrée d'une fonction rationnelle de x et de y. C'est ce qui arrivait déjà dans le développement suivant les anomalies excentriques. Les deux développements présentent donc à peu près le même degré de difficulté.
On pourrait chercher d'ailleurs des formules analogues à la formule (12) et qui permettraient de passer de l'un à l'autre.
Il faut ensuite tout exprimer en fonction de la variable indépendante choisie qui est l'anomalie vraie de l'une des planètes. Pour cela, il faut se livrer à un calcul analogue à celui du numéro précédent, mais pour lequel il n'existe malheureusement pas de formule aussi simple.
Nous avons une relation entre / et p que je puis écrire
l — i; H- cf ( p, e ), cp(t^, e) étant une fonction périodicjue de p, et de même
et enfin
/' = kl + £,
d'où, en posant
Vi = Af -t- e,
(17) 1^1 = t^'+ cp(t;', e') — A-cû((>, e).
Il s'agit ensuite, à l'aide de l'éc|uation (17), de développer l'exponentielle
en série procédant suivant les exponentielles
L'analogie avec le calcul du numéro précédent est évidente.
248. Nous commencerons par le cas où les excentricités sont toutes deux nulles, ainsi que l'inclinaison mutuelle des orbites. L'expression A- prend alors la forme
A2 = «2+ a'2 — laa' cos(/ — V), comme nous l'avons vu au n° 243. Il s'agit de développer
mais nous ne nous bornerons pas là, pour les raisons exposées au n" 215, et nous nous efForcerons de calculer le développement de A~-^, is étant un entier impair cjuelconque.
Nous observerons d'abord cj[ue A- est homogène du deuxième degré par rapport à a et à a', et d'autre part que A- ne dépend des angles l et /' que par l'intermédiaire de
cos( l — l') = cos( u — u') = - ( 1- — )•
Je rappelle que, quand les excentricités sont nulles, les anomalies moyennes ne se distinguent pas des anomalies excentriques. Nous sommes ainsi conduits à poser
ix = — , - = 5 ;
d'où
JNous pouvons toujours supposer a ■< i ; il suffit pour cela de P. - IL 4
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supposer que l'on a désigné par a le plus petit des deux grands axes.
Nous sommes donc conduits à développer
suivant les puissances entières positives et négatives de z sous la forme
Les coefficients è'/'' ont reçu le nom de coefficients de Laplace. 249. Si nous posons
nous voyons que F ne change pas, ni par conséquent F ^ quand on change z en -• Or cela revient à changer k en — A"; on a donc
D'autre part changer k en — k cela revient à changer i en — i; l'égalité précédente montre que les coefficients ne changent pas quand on change i en — i', nos coefficients sont donc réels, et nous pouvons écrire
( 2 ) F-^- = 6^" + 2 y 6^/'^) cosk (1—1').
Il y a entre les coefficients de Laplace certaines relations de récurrence qui en facilitent le calcul et qu'il est aisé de déduire de l'identité
(3) F-s = "^b^'^-^zK
Nous avons identiquement
ou
^i -i) ^bf>z/^- + '^kb[/'^z'^-^ïi-^a^-a{z-^-)'] =o,
LES COEFFICIENTS DE LAPLACE. 5l
d'où en égalant à zéro le coefficient de :-^'* :
o = 5«(6(''+i^— 6'/-"- D) _^ ([ ^ a2) A-6i>-' — a[(A- + i) èi^+D^ (A' — i) b^/'-^^] d'où la relation de récurrence
(5) ab^/'+^^{s — k — i) ^ab\.^~i\—s — /c + i) + (1 + a^) /c 6/' = o. Nous avons ensuite
F-*-= fi — a/'^-H i^ H-a^l F-^-i ou
ou en égalant à zéro le coefficient de s* :
(6) 6</^-) = (, + a2)6(^)^_ «(6(^+1) +6(iii)),
relation de récurrence qui permettrait de passer des 6^^, aux bs', mais il serait préférable de chercher une relation de récurrence permettant de passer des bs aux bs+\ . Nous pouvons prendre deux relations (6) consécutives qui nous donneront deux équations entre b^f\ 6f+" et les quatre inconnues b^^'l , 6'^',, bf^^^\ K^+t'^- D'autre part les relations (5) nous fournissent deux autres relations entre ces quatre inconnues. Nous pouvons donc déterminer ces quatre inconnues en fonction de bf\ 6^''"*''^
Pour arriver directement au même résultat, nous partirons de l'identité
FP + ,.§Q
oùP et Q sont des polynômes du premier degré; il est facile d'établir cette identité et de déterminer les polynômes P et Q. Cela posé, nous pouvons observer que les coefficients de la série (3) peuvent être établis par la formule de Fourier :
(8) ■2iizb^/'-^=J
F---^-^/^-i dz.
L'intégration doit être prise, par rapport à / — /', depuis o jusqu'à 27: et par conséquent par rapporta z le long d'un cercle de rayon (1).
En vertu de l'identité (y), nous pouvons multiplier la fonction sous le signe / par le premier membre de cette identité, ee qni
donne
jTièiA^ = r Fi--^z'^F dz-h f^ F-^-^/'+i Q dz.
Nous pouvons transformer la seconde intégrale par une intégration par parties, en observant que, l'intégration se faisant le long d'une ligne fermée, nous pouvons laisser de côté la partie qui
sort du signe / et qui prend la même valeur aux deux limites.
Notre intégrale devient ainsi :
pi— 5
(A'-hi)^/^-Q
Mais il est clair que
Ph
~dz
est un polynôme du premier degré en z] soit
ce polynôme, notre équation devient
2 f Tt 6i'--) = r F( 1 -■') ( [35/'+' + Y z'^ ) dz
d'où
C'est la relation de récurrence cherchée.
Grâce aux relations de récurrence (5), (6) et (8), le calcul des coefficients de Laplace peut être ramené à celui de deux quelconques d'entre eux, par exemple
2o0. Considérons maintenant la dérivée
da.
En clifFéren liant la formule (S) sous le signe / , il vient :
ce qui permet d'exprimer les dérivées des bs en fonction des bs+\ et par conséquent en fonction des bs-
JNous pourrons donc finalement, par ce moyen, exprimer la dé-
rivée ■ ''' en fonction de b^^., 6], sous la forme
P et Q étant des fonctions rationnelles en a.
En difFérentiant la relation (lo), nons trouvons :
doL' \ d% I c/a d% da.
de sorte que la dérivée seconde est exprimée en fonction de 6J, b\
et de leurs dérivées premières, et peut par conséquent, par une nouvelle application de la formule (lo), être exprimée en fonction de 6" et b\ sealement.
On opérerait de même pour les dérivées d'ordre supérieur. 2ol. Nous avons
Or la formule du binôme nous donne
OU plus généralement
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OÙ r représente la fonction eulérienne. De même
a'Jz-'J
ou, par multiplication,
^âTHs)r{p + i)r{g+i)
ce C[ui nous donne pour le coefficient de 5^ :
(lO ^i'^=2r
T{s + g)T(s + g -f- /Q Hs)r{g + i)r(g-+k + i)
formule qui donne le développement des coefficients de Laplace suivant les puissances croissantes de a. Nous remarquerons tout d'abord que b^f^ est divisible par a*, et que c'est une fonction paire ou impaire de a suivant que A' est pair ou impair.
Pvapproclions la série (i i) de la série hjpergéométricjue de Gauss. Cette série s'écrit :
F(A B C :r) Y r( A + ry) r(B + ^) r(C)
^^^'^'^'^^"2dr(ry + i)r(G + ^)r(A)r(B)^ • La comparaison nous donne immédiatement
252. On sait que la série hypergéométrique de Gauss satisfait à une équation linéaire du second ordre, il doit en être de même de Z>f' . C'est en effet ce qu'il est aisé de vérifier. Nous voyons en effet que dans la série (i i) le rapport du terme général au précédent est
( s ^ g — i) (s + g + k — i) ^ gig^k)
Si donc j'appelle C^ le coefficient de a^+"-y, nous aurons g(g + k) Cq= {s + g — i){s + g -+- k — \) G./_i, d'où
(12) ^q{q + /O a/a27+/.- = V (s + g-i)(s + g + k-i) G,/_ia27+/.-.
Or, si nous observons que
dh
= 2c,a2'/+^ «^ ^^{',q-^k)Q.,oM^K
et que de même
a^ 6 =2 Cr/-i a-î+'S «•' ^ =2 ( 2 5' + /-^ — 2 ) Gy_i a27+A-^
dij.-
si nous remarquons de plus que les coefficients du premier et du second membre de (i a) qui sont ^(^ -\- k)^[s -\- q — i)(5 + ^ + /r — i) sont des polynômes du second degré en q et par conséquent peuvent s'exprimer linéairement, le premier à l'aide de
I, ig -h k, {iq ->r- k){iq -\- k — \)^
le second à l'aide de
I, -iq ^ k — 2, {iq -+- k —'?.){'}. q -^ k —"i)^
les coefticients ne dépendant que de k et de ,ç, nous verrons qu'il y a une relation linéaire entre les six quantités
, db d-b „ , ^db , c/^ b
relation dont les coefficients ne dépendent que de k et s. C'est l'équation différentielle cherchée.
J'ai supprimé pour abréger les indices s et k de b^^\
Cette équation s'écrit
(72 h db
(i3) («^- a'. ) ^-^ + I a - (4. + I) a3]- - [^s^a^^-^ k^-Çi - a^-)] b = o.
Elle peut nous indiquer comment se comporte la série (ii) pour les valeurs de a voisines de i. Les méthodes de Fuchs nous apprennent en effet que les intégrales de cette éc^uation ne peuvent
présenter de singularité que quand le coefficient de -3— s'annule,
c'est-à-dire pour
Pour a = o, les racines de l'équation déterminante sont dz k^ ce qui veut dire que l'équation admet une intégrale particulière développable suivant les puissances de a et commençant par un terme en a^ (cette intégrale n'est autre chose que la fonction b\'^^ cjui nous occupe) et que l'intégrale générale est de la forme
h étant une constante quelconque et S une série procédant suivant les puissances entières croissantes positives ou négatives de a et commençant par un terme en ar^.
Restent les points singuliers a = ±i;je me contenterai d'examiner le point a = + 1 ; puisque l'équation différentielle ne change pas quand on change a en — ■ a.
Pour a = +i, les racines de l'équation déterminante sont o et I — is] ce qui montre que, outre une intégrale particulière développable suivant les puissances de a — i , l'intégrale générale est
de la forme
S + Plog(a — I),
où P et S sont développables suivant les puissances entières croissantes de a — I, le développement commençant pour P par un terme de degré o, pour S par un terme de degré i — 2S.
Pour 5 = - j on a i — 25 = o et S ne devient pas infinie, c'est le
second terme qui est prépondérant, de sorte que bf^ devient infini
pour a = I de la même manière que log(a ^ i ) • Pour 5 = - , -, • • -,
le terme S devient infini et prépondérant de sorte que Z>^,^' devient infini de la même manière que
On voit par là que la série (11) converge pour
et diverge pour | a | >- 1 . Les résultats précédents se déduisent d'ailleurs immédiatement des propriétés connues de la série hjpergéomé trique.
253. On a proposé un très grand nombre de procédés de calcul pour les coefficients de Laplace, mais il j en a un qui est très supérieur à tous les autres, c'est celui qui est fondé sur l'emploi des* fonctions elliptiques.
Nous savons que la fonction ,p(;^) de Weierstrass est définie par l'équation
Lp'(«)P= ipHu) — §-ip(u) — S'a=^ liip — ei) {p — e.J (p - es), ■ où ei, 60, 63 sont trois constantes liées par la relation
avec la condition
p(0) = co.
Nous savons en outre qu'elle satisfait aux conditions
p{u) = p(— II) = p( a + iMi) — p(u ^ 2(x).2} — p(u -i- 'iiJO'i); p(wi) = e|, p(w2) = e2, p(o)3) = e3.
D'autre part la fonction ^(«), qui est telle que jouit de la propriété
où
'n/= C(Wi), ^i + 'la + 'ls^ o-
Reprenons l'intégrale
I r z^ dz
t '^'-'^J \,^z{\ — az){z~oi.) et plus généralement la suivante :
* ■li'K J F*' 2iTz J [z(i — az){z — a)]^
Pour identifier aux formules des fonctions elliptiques, nous devons poser :
d'où
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(r4) (^-^\\iT.b[!'^= Ap -e3)^-i+2.s-p'i-2. ^„
et, en particulier,
(i5) TTv/â 6^') = f {p — 63)^-1+2.. du.
234. Rappelons une propriété importante des fonctions doublement périodiques : c'est la possibilité de décomposer ces fonctions en éléments simples.
Soit F(«) une fonction doublement périodique, soient a,, «2? • • -5 <^i-n ses infinis distincts; bien entenda je ne regarde pas comme distincts deux infinis quand ils ne diffèrent que par des multiples des périodes 200/.
Soit cij l'un de ces infinis qui sera, je suppose, d'ordre k] développons F ( ;^) suivant les puissances croissantes de a — ay, et soient
( Li — aj )''■ {u — cij )^''-i " " (M — aj)- u — Œj
l'ensemble des termes de ce développement qui ont un exposant négatif. Posons
— ri 11 —
*y(") = AiÇ(z< — ay)— -^-(^{u— aj) -{- — X^'{u — aj)
OÙ ^^*^(m) représente la dérivée A'^me jg ^[u) par rapport à n. De cette façon la différence
reste finie pour 11 = aj. Nous aurons alors
C étant une constante. C'est cette formule bien connue (16) qui représente la décomposition de F(w) en éléments simples.
Revenons aux intégrales (i4) et (i5); elles doivent être prises
de o à 2W,. Si nous désignons la fonction sous le signe / par
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F(;^), nous décomposerons F(u) en éléments simples, et nous intégrerons séparément chacun de ces éléments. Parmi ces éléments il j en a qui nous donneront zéro, ce sont les éléments
t''^'{u — aj) du,
où A'^a; l'intégrale indéfinie nous donne
Z^U-i)(u — aj),
qui est (au signe près) la fonction p( w — a.j) si A" = 2 et une de ses dérivées si /i\> 2. Dans tous les cas ce sera une fonction doublement périodique qui reprendra la même valeur aux deux limites o et 2to, ; l'intégrale définie est donc nulle. Si k = I
Ç' ( îi — aj) du = ^( u — «y ),
et l'intégrale définie est
Ç(20Ji— ay) — Ç(— «y) = 2'fli.
Si A" ^ o, on a
^( u — aj) du = loga'(u — aj),
et l'intégrale définie est
(17) -f — — -^ = iiz-h-irnitoi — aj).
jNous n'aurons pas d'ailleurs à faire d'application de la formule (l'y) dans ce Chapitre.
Reste enfin la constante C qui nous donne
G du = -iGcoi.
Dans le cas qui nous occupe, et qui est celui des intégrales (i4) et (i5), la fonction F(«) ne peut devenir infinie qu'avec p{ii} ou p'{u), c'est-à-dire pour
M = o, Ml, W2 ou W3.
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J'ajoute que, pour s=- [formule (i5)], elle devient infinie seulement pour u = o.
De plus, l'exposant i — 2 s est pair, et, comme p'-(u) est une fonction rationnelle de ,p(w), il en sera de même de F(m). Donc F(w) sera une fonction paire de «, ainsi que de u — o)/
F{u) = F(— u), F(u) = F('2Mi—u).
Donc le développement de F[u) suivant les puissances croissantes de u ou de 11 — to/ ne contiendra que des termes d'ordre pair; il ne contiendra donc pas de terme de degré — i [qui aurait pu donner un élément simple en ^(u) ou t(u — w/)] ; et c'est pour cette raison c[ue nous n'aurons pas à faire usage de la formule (17). Nous n'avons pas à nous inquiéter des termes de degré — 4i — G, . . ., qui, comme nous l'avons vu, donneraient une intégrale nulle, mais seulement des termes de degré — 2, ainsi que de la constante G; nous trouvons ainsi pour notre intégrale
(18 ) 2 ITT (^Y b'/'^ = 2 G W, — 2'^], y A,.,
> Ao étant la somme des coefficients des termes de degré — 2 dans les développements relatifs aux quatre infinis o, to,, too, tO;,.
2oQ. Ces coefficients G et Ao sont des fonctions rationnelles de a. En effet le développement de p(ii) ou de p'(ii) suivant les puissances croissantes de u ou de u — co/ a pour coefficients des fonctions rationnelles de Ci, Co, e^ et, par conséquent, de a; il en est donc de même du développement de
Donc tous nos coefficients Ao sont rationnels en a.
Parlons maintenant de G. Nous observerons que F non seulement ne peut devenir infinie que pour a = o, w,, too, CO3, mais ne peut non plus s'annuler que pour l'une de ces quatre valeurs de u. Il en résulte que F(u) ne peut pas admettre les quatre infinis mais seulement une partie d'entre eux, ce qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier; pour celles de ces quatre valeurs pour lesquelles elle
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ne devient pas infinie elle s'annulera de sorte que l'on aura
pour II = o, cO|, Wo, CO3 ; et pour co/= o, tO|, Wo, C03. D'ailleurs on n'aura pas u = w/, puisque u est une des valeurs pour lesquelles F s'annule, et co/ une des valeurs pour lesquelles F est infinie. Donc
u — aj;= Wj, coo ou 0)3 (à une période près).
Mais Aa est rationnelle en a. Il en sera de même de l^('^'^(co,), ^^'''^(wo), (^'''^^((O;}), qui sont des dérivées de p{ii) pour u = oj,, coo ou 0)3, et nous venons de rappeler que ces dérivées sont des {"onctions rationnelles de t?,, e^, e.) et, par conséquent, de a. L'équation (19) montre donc que C est rationnel en a. c. q. f. d.
En particulier nous avons pour
d'où
poi
d'où
2 TT y/a
■2-r]i -H - oji I a H
2 Tiy/a
Pour un coefficient bf^ quelconque nous trouverions de même
P'/l. + Qco,
où P et Q sont des fonctions rationnelles de a. On déterminerait aisément ces fonctions rationnelles à l'aide des relations de récurrence du n" 249.
256. 11 reste à calculer co, et -/-,, d'où b] et b\ ; pour cela je renverrai aux formules et propositions pour l'emploi des fonctions
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elliptiques rédigées d'après Weierstrass par M. Schwarz et traduites de iallemand par M. Padé fParis, Gauthier-Villars, iHg4)- Portons-nous à la page (h. Deux cas sont à distinguer, et d'abord celui où
62 — 63 < ei — €-2, c'est-à-fJire a
Dans ce cas nous poserons 7 \/ei — e.—
sj ex — 63 -F- y ex — 62 et alors, en supposant
[-r- y/ 1 — oc2 '
h = E~Mr,
ce qui est le q de Jacobi, nous aurons
2 A -f- sA'-'-i-.
dVjù
On calculera h par la formule (ao; et l'on trouvera ensuite
V 2 V'- «••ii; \ ^^= à/i^ 1^1 =,^2/^^2Ai+2A9-^...,
I U(v — rji^b\= {/^~ 1/ ; — '-'■ = 1 — 2A-h ih'*—ih'^ +
Ce sont les formules (6), (^), (8; de Schwarz, mais nous ferons usage pour le calcul de h] de la formule
qui est la formule (4; de Schwarz, et pour le calcul de b\ de la
formule
/,., i2Tjioji _ r — 3" A2-f- 5'Afi— . . .
qui est la foiiuule {J)) de Schwarz.
Le second cas est celui où a;>— ;• On se servira alors des
formules (i8) et suivantes de Schvvarz et l'on posera
V/ei — 63-1- v/e2 — ^3 1 4- v ^ et l'on retrouvera la formule
{10 bis) hi = - — 1-21 — 1 +...
analogue à (20).
Nous aurons ensuite
/ 7 • s . /a co-'* 2 , , ,
{11 bis) 1/ - = — (1 -+- 2A:|;-l-. . .),
formules (19) de Sclivvarz. (^uant à rij et 7].t et par conséquent A], on les déduira des formules
() I — j/if -H. . .
(24) rjiWa— (Oi-ri3= TTi.
On remarquera que co..j et r,;, sont purement imaginaires.
!2o7. il importe de se rendre compte de la rapidité de la convergence; cette rapidité est extrême; en ellet, si a << -—, on a
et si a ^ — r, on a
Suivant le cas, / ou /| sera <<o,o8; tandis que // ou 1l^ sera <C 0,04. Or les séries qui procèdent suivant les puissances de k et
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qui ne sont autres que les séries 0 de Jacobi ou des séries analogues, et qui ne contiennent par exemple que des termes où l'exposant de h est un carré parfait, convergent très rapidement. Les séries (20) et (20 bis)^ qui donnent h et /i,, convei^gent aussi très rapidement, puisque dans le cas le plus défavorable les termes successifs sont respectivement plus petits que
II I I
10' 106 lo'o 10'
Et même en négligeant ik'\ c'est-à-dire ^„„„„o, on a pour
et pour a >■
2o8. Nous allons examiner maintenant le cas où, les excentricités étant toujours nulles, l'inclinaison mutuelle des orbites est quelconque. Dans ce cas, nous pouvons ne pas faire de distinction entre les anomalies vraies, moyennes ou excentricjues et nous avons trouvé au n" 243
à- = «2 -I- a'- — 2 aà cos (T,
cos (7 = cos'^ - cos( a — a ) -i- sin- - cos( « -i- u ).
Il s'agit de développer
et nous trouvons d'abord, en appliquant la formule (2) du Chapitre précédent,
( I ) Y-^=^i-\ '■' = è» + 2 Y hf'' cos k 1.
11 reste à développer cos/fo-; c'est ce qu'a fait Tisserand en employant les artifices suivants :
Posons
cosa ^ [JL cos^ H- V cos'A], :r = E'", jj/ = E'"',
cos- - = u, sin- - = V, c ^ u — u , 'fi ^ u -h u ,
z = -, w = arK, 2C0s^ = z -\- 5-', 2cos-r) — w -+- iv-',
Z = F-''' = (1 — ajj.5 — ajjL^-' — av w — av w—^ -+- a.^)-^ . P. — IL 5
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La formule du polynôme, généralisation de la formule du binôme, nous donne
Z ="V A( — afjiz)« ( — x[JL^-i )/'(— av«')c(av w-')9 (a-)^
a, q, c, /?, e étant des entiers positifs quelconques et F étant la fonction eulérienne, ou bien encore
Nous voulons développer Z, d'une part, suivant les puissances de a et, d'autre part, suivant les cosinus et les sinus des multiples des anomalies ou, ce qui revient au même, suivant les puissances positives et négatives de z et de w. Nous chercherons donc le coefficient de
où m est entier positif, h et k entiers positifs ou négatifs. Nous
ferons donc
ni=:a-\-p^c-v-q-\-ie^
L'exposant a-\- p de \x. est plus grand en valeur absolue que h et en diffère d'un nombre pair ; l'exposant c -\- q de v est plus grand en valeur absolue que k et en diffère d'un nombre pair. La somme de ces deux exposants est plus petite que ni et en diffère d'un nombre pair. Le coefficient cherché est donc un polynôme entier en ]x- et v- de degré
multiplié par le facteur
JNous observerons en effet que
Supposons d'abord h et k positifs de façon que h =^\h\^ k =--\k\ et formons le polynôme P en question de sorte que le coefficient cherché soit
(_I)/;+A-y/^vA■p.
Faisons donc
771 — h — k ^= ig, 771 -^ h -^ k ^=^ if^
a -T- j) = h -\- ip^ c ^ q ^= k -^ iq,
h h ->!- k a-hp-+-c^g-\-e=^ ^ p -t- g
il viendra, en se reportant aux formules (2) et (3),
r(i — «Ji^-z^v^T
Nous observerons que m et h + k sont de même parité et, par conséquent, que /, g^ a + 5 et [^ sont entiers. Cela va nous permettre de transformer la formule; et, en effet, si / est un entier, on a
Cette formule résulte de la relation connue
sins-K
et du fait que, si / est entier, on a
sin(s -H ^) A? = ( — i)''sinsTr.
260. Le polynôme P n'est autre chose, à un facteur constant près, que l'un des cas particuliers de la série hypergéométrique à deux variables étudiée par M. Appell. Introduisons, en effet, la notation de M. Appell, en posant
La première expression se présente sous une forme indéter-
minée quand a et a + m sont des entiers négatifs; mais il est aisé de voir que la vraie valeur est alors le produit
et d'ailleurs la deuxième expression est alors déterminée. Nous aurons alors
if-^s,p-^q) = {-iy
Y(i—f—s~p—qy
d'où
et
r(i-5)Pi
(7) p Y (f^s^p^qn-g.p-r-q) ^,_^^^^,^^
On reconnaît, dans l'expression (n), la série hypergéométrique à deux variables de M. Appell.
Nous avons supposé dans ce qui précède h et A' positifs, mais nous n'avons pas ainsi restreint la généralité et, en effet, Z ne change pas quand on change, soit 5 en x;~% soit w en w~^ ; d'où il suit que le coefficient de
,in zh IX) li
est le même que celui de
261. On sait que la fonction de M. Appell satisfait à deux équations aux dérivées partielles; on doit s'attendre à ce qu'il en soit ainsi de notre polynôme P qui n'en diffère que par un facteur constant; c'est ce qu'il est aisé de vérifier. Soient, en effet, Z' et Z" les dérivées premières et secondes de Z par rapport à
F ^ a^ — -loi^^ cos| + V cos-/] ) + i ,
il viendra
(8) -j-=^iT^'(a — |j.cos$ — vcosT]);
da
(q) -^— = — 2Z,acosc, —7-= — 2Z a cosin,
II
— — - = 4a2 jjL'-Z" sin2^ -t- ■2a[jt.Z' cos^,
f —^ — = 4a-v2 Z sin^in -\- 11» L cos'ri,
\ drp-
—, — =4a2Z"cos2f. ^ = 4a2Z" cos? COST),
«fjL^ d\i.dy
— - — = 4a'Z cos^in, av-
(12) -^-y = 4Z"(a — cosa)2+ aZ',
— — — = — 1^olL\'x — costr) cost — ïL cos^, aa d\x
dx d^i
= — 4 2cZ"(a — cosj) cosT] — 2Z' ces Y],
ce qui nous montre que ces onze dérivées partielles de Z peuvent s'exprimer linéairement en fonctions des neuf quantités suivantes :
!Z', Z' cos^, Z' cosv),
Z", Z"C0SÇ, Z"C0S7),
Z"cos-^, Z"cos^cosri, Z"cos2 7j,
les coefficients étant des polynômes entiers en a, [jl, v.
D'ailleurs, ces quantités (i4) ne sont pas indépendantes, elles sont liées par les relations
/ (i-)-a-)Z" — 2 0(;j. Z"cos^
— 2avZ"cosY] = — (5-t-l)Z',
(H-a2)Z"cos^ — 2aiJLZ"cos2^ ( 1 5 ) (
— 2avZ" cos^ cos-r) = — (5 -H i)Z" cos^.
(i -f- a^ )Z" COST) — ia\xZ" cos^ cosï]
— 2avZ"cos2Ti = — (5 -t- i)Z' cosr, .
Il est aisé de comprendre l'origine de ces trois relations.
De
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nous déduisons
■ FZ" = — (5 + [)Z'.
En remplaçant F par sa valeur, on aura la première relation (i 5) et l'on aura la deuxième ou la troisième en multipliant la première par cos^ ou par cos/i.
Mais nous pouvons aller plus loin; les relations (8) à (i3) nous montrent que les onze dérivées
dZ rfZ f/Z dyL ciyi dy. d\i o?v <r/^2 dfi
d\i? d^j-dv (iv- dy.'- dy. d\x cly dv
s'expriment linéairement en fonctions des dix quantités
/ Z' a'-, Z'acosç, Z'acosr),
(17) Z"a-, Z"a-cos'-Ç, Z"a- cosç cos-fj, Z"a2cos-7j,
' Z"a^, Z"a3cus^, Z"a^cos'/^,
les coefficients étant des polynômes entiers en a et en v indépendants de a. D'autre part, la première relation (i5), multipliée par a-, sera une relation linéaire entre les dix quantités (17); nous avons donc douze relations linéaires entre les vingt-deux quantités (16) et (17); en éliminant les dix quantités (17) il nous restera deux relations entre les quantités (16).
// y a donc, entre les onze dérivées (16), deux relations Linéaires dont les coefficients sont des polynômes entiers en ijl et en v.
Or nous pouvons poser
avec (si par exemple h et k sont positifs)
On voit alors que, dans les onze quantités (16), le coefficient de
se réduit respectivement à
d^\] rf-^U '-/•^U , ,,, «?U c?U
dix- d\±d-t d^i- d[J. dv
Si donc nous prenons l'une des deux relations linéaires dont il vient d'être question et qui lient les dérivées (i6) et que, dans cette relation, j'égale à zéro le coefficient de
y_/n ^ii/i'i-hATi)
j'obtiendrai une relation linéaire entre les dérivées
,, du dU d-^V d'-U d'^U d[i. d-i d\x^- dixd't dv
Donc le coefficient U satisfait à deux équations linéaires aux dérivées partielles du deuxième, ordre, dont les coefficients sont des polynômes entiers en \i. et v.
Ce sont les équations de M. Appell.
'262. Je rappelle la forme de ces équations telles que M. Appel] les a établies dans son Mémoire du Journal de Liouville (p. 182, 1882).
1{x — x-)r — y"^ t — '1 xy s ^ [Y-f-(a-f- |3-M)*-]/? — (a-h |îi H- i)ycy — ^<^z = o, (y — y~)t — x'^ r — 'ixys
Dans ces équations x el y sont les variables; :; est la fonction inconnue,/? et cj sont ses deux dérivées du premier ordre; /•, i-, t ses trois dérivées du deuxième ordre.
Pour passer de ces équations à celles auxquelles doit satisfaire U, il suffît de faire
a? = [JL-, jK = v2, z ^ [x-'^y-^X] ^
Mais une première observation se présente. Les équations li-
néaires simultanées (19) ne comportent pas une solution unique; elles comportent quatre solutions linéairement indépendantes, ainsi que l'a montré M. Appell. Quelle est alors, dans le cas qui nous occupe, la signification de ces diverses solutions?
Reportons-nous à ce que nous avons dit au n" 242, et appliquons des principes analogues au problème qui nous occupe; nous verrons que le coefficient de z^w'^ dans le développement de Z sera égal à
— irrzdzdw
L'intégration doit être prise par rapport à ^ le long d'un cercle ayant pour centre l'origine et pour rajon l'unité et par rapport à w le long d'un cercle analogue tracé dans le plan des w. La combinaison de ces deux cercles définit un conlovir fermé à deux dimensions le long duquel doit être prise l'intégrale double. En d'autres termes, le coefficient cherché est une période de V intégrale double (20).
Pour avoir U, il faut développer ce coefficient, qui dépend de a, suivant les puissances croissantes de a et conserver le coefficient de a'«.
Mais l'intégrale double (20) possède d'autres périodes que celle que nous considérons; une quelconque de ces périodes est fonction de a et peut être développée suivant les puissances croissantes de a. Le coefficient de a"* dans ce développement satisfera aux mêmes équations différentielles de U. La multiplicité des solutions des écjuations (19) s'explique donc par la multiplicité des périodes de l'intégrale (20).
La série hjpergéométrique de M. Appell
peut être exprimée par le moyen d'une intégrale définie, mais je me bornerai sur ce point à quelques brèves indications. Considé-
rons l'intégrale
uP-^{\ — a)?-i du
que nous prendrons le long' d'une ligne allant de l'infini à l'infini en passant entre les deux points o et i .
On pourra faire, par exemple, u^=- — h lu' et faire varier a' par
valeurs réelles depuis — oo jusqu'à + oo. Cette intégrale sera finie et déterminée pourvu que
Dans ces conditions, à un facteur près G facile à déterminer et qui ne change pas quand p ou q augmente d'un nombre entier, notre intégrale est égale à
Y(.p)V(.q) ^ T(p-hg)'
D'autre part, notre série hjpergéométrique (à un facteur constant près, indépendant de x et de y comme de m et de n) est égale à
•y r( I — Y — /n ) r ( Y — g — ft ) Fd — y'— »)r(Y'— p — /».) jiLi r ( I — a - m — n) T {i— <^ — m — n)
il -h [j — y', m)cr"' ( I -I- a — Y' '^ ).V" {i,m) {i,n)
^i/)n voit que chaque terme sous le signe ^ est décomposé en quatre facteurs; le premier facteur c'est l'intégrale
J<-T-'« (l— u )y-i-a-/( du,
à un facteur près G qui est indépendant de fn et de /i, puisque m et n sont entiers (et que le facteur G, ainsi que nous venons de le remarquer, ne change pas quand l'un des exposants augmente d'un nombre entier).
De même le second facteur, à un facteur constant près, c'est l'intéerale
p-y'-" (I — V )T'-i-P-'« dv.
Remarquons que toutes nos intégrales sont finies, au moins pour les valeurs de a, [S, y, y', qui satisfont à certaines inégalités.
Le troisième facteur est un terme du développement de
( 1 — a7)Y'-ti~i = V A,„ a?'"
et le quatrième est un terme du développement de
Nous trouvons donc
"y / du dv zi-y-'«(i — M)y-i-a-'i p-T'-" (i — p)Y'-i-P-'« A;„.r'» B„7'S
ou bien
^ i du dv u-1 {\ — u )y-i-=' v-r {i — V )y'- i"P A ou bien / / du dv i<.~y(i — uyi-^-y- v-r{ \ — p)y'^i-? i -^ — ;-
y-P-ir
ou enfin ■
(21) / I du dç w^^ç^iu — uv—'X)^{v — ui> — yY^
avec
c = y' — ,3 — I , d = •[ — I — et.
L'intégrale doit être prise tant par rapport à u que par rapport à r le long d'une ligne allant de l'infini à l'infini en passant entre o et I . Les autres solutions des équations (19) pourraient être représentées par cette même intégrale (21) prise le long d'autres contours convenablement choisis.
26i. Envisageons toutes les séries
( a, , /rt -f- ;i ) ( 3 1 , /?z -4- /z. )
OÙ les constantes a,, [ji, yt, y, sont égales à a, |j, y, 0 augmentés dun nombre entier. Je dis que toutes ces séries pourront s'exprimer
linéairement à l'aide de quatre d'entre elles, les coefficients de l'expression linéaire étant des fonctions rationnelles de x et de y.
Soient, en effet, 5, , 5o, 53, S/, quatre solutions des équations (19); la solution générale de ces équations sera une combinaison linéaire de ces quatre solutions; quand .r et r reviendront à leurs valeurs primitives, après avoir varié d'une manière continue, il pourra se faire que ces solutions ne reviennent pas à leur valeur primitive, si les variables x e.\y ont tourné autour d'un point singulier. Mais alors les solutions s,, io, ^35 ^4 auront subi une transformation linéaire à coefficients constants; c'est tout à fait analogue à ce qui se passe dans le cas des équations différentielles linéaires ordinaires.
Cela posé, considérons quatre systèmes d'équations analogues aux équations (19), mais où les constantes a, [3, y, y' aient des valeurs différentes, et supposons que la différence des valeurs de a pour deux de ces équations soit un nombre entier (et de même pour [3, y, y'); soient
les quatre solutions fondamentales de chacune de ces quatre équations. De ce que les différences entre les a, ... sont supposées être des nombres entiers, il résulte ceci, ainsi que le montrerait aisément l'étude des équations (19), c'est que, si x et jk décrivent un contour fermé,
subiront la même transformation linéaire que
Donc les déterminants contenus dans la matrice
seront multipliés par un même facteur. Les rapports de ces déterminants sont donc des fonctions uniformes et l'on verrait aisément (puisque nous n'aurions pas de point singulier transcendant) que ces fonctions uniformes sont rationnelles. Nos déterminants sont donc proportionnels à des fonctions
R, Ri, R2, R3, 1^1
qui sont des polynômes entiers en x et en j^; de sorte que nous aurons la relation
(22) R3i+R,5(il'-f-R2^<2'+R3-?'-HR4^'l''=0,
ce qui montre la possibilité d'exprimer linéairement toutes nos fonctions à l'aide de quatre d'entre elles.
On arriverait facilement au même résultat en partant des intégrales (21), ce qui permettrait de former elïectivement ces relations (22). Je reviendrai plus loin sur ce point.
Il semble d'abord que ce résultat, important pour la théorie des séries hypergéométriques les plus générales, soit sans intérêt dans le cas particulier qui nous occupe ; cas où ces séries se réduisent à des polynômes entiers. Mais il faut observer que ces polynômes peuvent être de degré très élevé, car le nombre m du n° 259 d'où dépend ce degré peut être très grand; tandis que les degrés des polynômes R de la relation (22) restent limités si les différences entre les a (ou entre les ^, les y, les y') restent des entiers limités, surtout si ces différences sont toutes égales à o ou à zt i; c'est ce qui permettrait d'établir entre les polynômes hypergéométriques de M. Appell un système de relations de récurrence qui en faciliterait considérablement le calcul.
Ces relations seraient analogues aux relations de récurrence étal)lies par Gauss entre ses séries hypergéométriques et que l'on trouvera à la page i3o du Tome III de ses OE livres complètes, éditées par la Société de Gottingen.
26o. Quels sont les points singuliers de la série de M. Appell, considérée comme fonction de x et de y. On peut les trouver de deux manières différentes, en partant des équations (19). 3e suppose que l'on ait différentié ces deux équations par rapport aux deux variables x e\,y\ on obtiendra quatre équations, où figureront
linéairement les quatre dérivées troisièmes de z. Les coefficients de ces quatre dérivées dans ces quatre équations seront
Oi
X — x^ — 2 xy
— ■2xy y—y-
— x'^ — -ixy
dont le déterminant est égal à
x^ y'^ {x"^ -\- y- -4-1 — '2 xy — ix — ay ) .
Les points singuliers nous sont alors donnés par ^ = o, j'- = o
et
x'^ H- jK'^ -I- I — ixj' — 'ix — ly = o, c'est-à-dire
(23) sjx^sjy ^ I.
On pourrait arriver au mêmerésultaten partant de l'intégrale (21); les points singuliers de la fonction définie par cette intégrale s'obtiendront en envisagent les quatre facteurs de la fonction sous
le signe /
M, p , u — uv — a? , V — uv — y.
Si l'on regarde un instant u et v comme des coordonnées rectangulaires et cju'on égaie ces facteurs à zéro, on obtiendra les équations de deux droites et celles de deux hyperboles. Il j aura un point singulier, si les deux hyperboles se touchent ou si trois de ces facteurs s'annulent à la fois.
Quand la variable x tourne autour de zéro, deux des solutions particulières des équations (19) ne changent pas et deux autres sont multipliées par un facteur constant; il en est de même quand la variable jK tourne autour de zéro. Quand j; ety tournent autour d'un point singulier satisfaisant à l'équation (aS), il y a trois solutions qui ne changent pas et une qui est multipliée par un facteur constant. On vérifierait aisément ces résultats etl'on déterminerait ces facteurs par l'étude des éc|uations (19).
Dans le cas particulier qui nous occupe, la série de M. Appell se réduit à un polynôme, elle n'a donc aucun point singulier et les points singuliers que nous venons de déterminer appartiennent seulement aux solutions des équations (19).
D'autre part, dans ces cas particuliers, nous avons
a? = u.^ = cos* - j r = V- = sin* - > ■1 " -i
d'où
Nous retombons donc justement sur l'un des points singuliers définis par l'équation (aS). Cela n'a pas d'inconvénient puisque ces points singuliers, comme je viens de le dire, n'appartiennent pas à notre polynôme, mais seulement aux autres solutions des équations (19). Nous verrons même bientôt qu'il résulte de là une simplification.
266. Jusqu'ici nous avons raisonné comme si aetv étaient deux variables indépendantes. Nous savons qu'elles sont liées par la relation
[JL -t- V = I
de sorte que le polynôme P, qui était entier en \x- etv-, devient un polynôme entier en v seulement. M. Appell a transformé les équations (19) en y remplaçant y par v- et x par (i — v)'^; il montre ainsi {Joarnai de Liouville, 1884), par un calcul que je ne reproduirai pas, que la solution générale z de ces équations (19) et par conséquent P satisfait à une équation du troisième ordre. Il forme cette équation (p. 4i8) et l'écrit :
(24) (v — v2)-3"'-i- (v — v") (a-1-6v) 5" -t- (c -i-<iv -H ev2)2'-t- ( /v -i-y0)5 =0,
s', 5", ... sont les dérivées successives de z par rapport àv; les constantes «, b, . . . ont pour valeurs
c = (2y'— 1) (A — Y) = (2A-+- 1) (/cH-5),
d= — 2(2B + 2Ay' -y') = — 4B-h4('t^ I) (h
A = a-t-p-Hi, B = a[3 = — ^(/-hs).
Comment se fait-il que nos équations (19), qui admettaient quatre solutions indépendantes, se trouvent transformées en une équation du troisième ordre qui n'en admet plus que trois? Cela est aisé à expliquer. En effet, la relation tj. -[- v = i équivaut à la relation (28) qui définit un des points singuliers. Quand on tourne autour de ce point singulier, trois solutions restent holomorphes, tandis que la quatrième est multipliée par un facteur constant, elle devient donc nulle ou infinie (suivant les valeurs de a, etc.) au point singulier; donc, quand on fait a == i — v, l'une des quatre solutions disparaît et il n'en reste plus que trois.
267. Dans le cas particulier de 5 = -? il se produit une grande
simplification, comme l'avait montré M. Tisserand et comme l'a retrouvé depuis M. Appell par un calcul que nous allons résumer. Désignons toujours, en effet, par les lettres/?, ^, r, s, t les dérivées premières et secondes de z par rapport à :c et à j>^, et faisons
il viendra
dz
-y- 7 = ^{r\L- — ■2 5,uv -4- /V-) -H- 'î{p -i-q).
En éliminant /■, s et t entre ces deux équations et les deux équations (19), et se rappelant que [x + v ^ i , on trouve
{25 his) v(i — v) -r— -+-(Av-|-B)-7^ H-G.5 = 2D(oa-t-ûfv)
OÙ A, B, C, D sont des constantes, et où
en remplaçant a, !3, y, y' par leurs valeurs
et nous rappelant que
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nous trouverons
Donc, pour s= -, noire inconnue z satisfait à l'équation cliiTé-
rentielle linéaire du second ordre que l'on obtient en égalant à zéro le premier membre de (20 bis). On reconnaît la forme des équations auxcjuelles satisfont les séries hypergéométriques de Gauss à une variable.
Donc dans le cas de s = -, notre polynôme P se réduit à une
série hyper géométric[ue de Gauss à une seule variable. Il arrive alors qu'une seconde solution des équations (19) s'annule identiquement pour UL H- V = I. L'élimination de r, 5, t entre les équations (19) et (aS) présente quelques particularités. Si l'on ajoute les équations (19) et seconde équation (20) respectivement multipliées par
on verra disparaître à la fois les termes en /', s eX. t si l'on suppose
[ji -(- V = i :
il nous restera donc après l'élimination non pas une, mais deux équations dont la combinaison fournira (20 bis).
268. Supposons maintenant ^^ ^ 1. Il semble d'abord que cela n'ait pas d'intérêt puisque s doit toujours être la moitié d'un nombre impair. Mais on verra bientôt que la simplification c|ue nous allons obtenir aura une application importante.
Dans le cas de .s = i , le polynôme P devient, pour ij. = i — v, non plus un polynôme hypergéométrique de Gauss a une variable^
ainsi que cela arrivait pour s^^-, mais le carré d'un pareil polynôme.
En effet :
La série hypergéométrique de Gauss satisfait à une équation différentielle du deuxième ordre, son carré satisfait donc à une équation du troisième ordre qu'il est aisé déformer. Si nous cher-
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chons à identifier cette équation avec l'équation (24), nous verrons que l'identification est possible dans le cas de s = i.
Ce résultat, dû d'abord à Tisserand, a été démontré par S tieltj es d'une façon fort élégante. Reprenons les équations (19) et faisons-y un changement de variables en posant
^ = (1 — p)(i — ?'), 7=pp';
nous verrons que, dans le cas de s^ i, les équations (ig) se ramènent à deux équations linéaires du deuxième ordre, dont l'une
dz d'-z ,. ,, . ,
ne contient cjue p, z, — , -r— ;? tandis que 1 autre ne contiendra que
dz d- z p', ^, -^,, -T-j-^- On passe d'ailleurs d'une de ces équations à l'autre
en accentuant partout la lettre 0.
La première de ces équations est une équation différentielle linéaire ordinaire entre z et p, et l'on voit facilement que c'est j)récisément celle qui définit une série hjpergéométrique ordinaire de Gauss. Si donc z =■ F(p) est une solution de cette équation, on satisfera au système des deux équations en faisant
On conclura de là cjue notre polynôme hypergéométrique à deux variables est à un facteur constant près le produit de deux polynômes hypergéométriques à une variable, l'un en p, l'autre en p'.
Faisons maintenant
FH-v = I, c'est-à-dire
d'où
JK = p^ = V2, a7 = (l 0)2— |j(.2; p=v,
il viendra
On voit que, quand on tiendra compte de la relation
notre polynôme hypergéométrique à deux variables deviendra à un facteur constant près le carré d'un polynôme hypergéométrique à une variable en v. c. q. f. d. P. — II. 6
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Je renverrai, pour le détail du calcul, au Traité de Mécanique céleste de Tisserand, t. I, p. 488 et suivantes.
269. Pour comprendre l'application possible du résultat précédent, reportons-nous avi commencement du Chapitre; soit
F--5 = ( — j =(i — aacosiT -H a-)-^.
Nous avons trouvé
P étant le polynôme hjpergéométinque à deux variables que nous venons d'étudier. Dans le cas de 5 = i , nous venons de voir que ce polynôme est à un facteur constant près le carré d'un polynôme hypergéométrique à une variable. Mais dans ce cas on a
(I — aE'<^) il — aE-'-J) E'c? — E -'<7
E'cr
E-'ff "1 I — a E-'<î J
11 est aisé de développer le dernier membre suivant les puissances de a et l'on trouve
^ 'V^ sin (m -t- i) cr
Â^ sin?
Donc le polynôme P n'est autre chose que le coefficient de
dans
sin ( m -^ i)(T
Sin a en supposant
•2 coso- = IJ,(^ 4- z—^ ) -f- V ( w -t- tv~' ).
Ce coefficient s'exprime donc à l'aide des polynômes de Gauss (polynômes hypergéométriques à une variable).
Supposons maintenante quelconque et revenons à la formule (i), elle peut s'écrire
(.6) F- = K-^y è<^-) ^'"^^^-^^^^ - y èi^> -^'"^^'-'^^ .
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Or nous venons de voir que les expressions de la forme
sin (A" -I- t)a sin <y
pouvaient se développer à l'aide des polynômes de Gauss; il en est donc de même de F~^.
On peut encore opérer d'une autre manière. Ecrivons
F-^ = ([ + a2 )-*■(! — 2^1 ces a )--'•■, où
il reste à développer
(i — 2 [3 ces a)-*".
Il est évident que nous obtiendrons ce développement en nous reportant aux formules (2) et (3), en j remplaçant a par (3, et en n'y conservant que les termes où e = o.
Or, ces termes seront ceux où
/Il = h -h k -i- p -h g ,
c'est-à-dire ceux où l'exposant de [i (qui remplace a) est la somme de ceux de itetdev; il suffira donc de conserver, dans le polynôme P, les termes du degré le plus élevé en a. et v. Nous avons trouvé plus haut
(27) F-^' =^Pa'«(— ;jLZj/' (— V (V)'t
et nous trouvons maintenant
(.,8) F-- = (1 + a2)-.2^ P„ l^y^-^/j {-u.zy^[~,^yc^
Po étant ce que devient P quand on n'y conserve que les termes du degré le plus élevé en a. et en v; or, nous avons, à un facteur constant près,
jLà{C,p){c\ q) il, p){l, q)^
a, 6, c, c' étant des constantes et b entier négatif. Il faut conserver
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les termes du degré le plus élevé, c'est-à-dire faire
/> -H gr = — 6 ; d'où
{b,p-^q)=±{-by.
Le facteur
est également constant.
de sorte que (c', ^) est en raison inverse de
De même {i, g) est en raison inverse de {b,p); nous avons donc, à un facteur constant près,
c'est-à-dire que Pq est égal à v~-* multiplié par un poljnome hjpergéométrique de Gauss en ^ = cot* -•
Si nous rapprochons les relations (26), (2'^) et (28), nous pouvons résumer nos résultats comme il suit :
Nous voulons développer à"-^ et nous cherchons le coefficient d'une exponentielle quelconque
]^Hpu + p' u') _
Cette exponentielle peut être toujours mise sous la forme
ce coefficient étant divisible par ^^ v^ je l'appellerai
M iJ> vt ;
M dépend de a, de ^j. et de v. Je puis le développer :
i" Suivant les puissances de a, le coefficient de a'" est alors un
polynôme hypergéométrique d'A.ppell à deux variables en cos'*
sin'' - , qui se réduit à un polynôme de Gauss en sin- - pour ^ ^^ ,-•
•2" Suivant les coefficients de Laplace bf' qui sont des fonctions de a; le coefficient de b^''^ est alors la différence des carrés de deux
polynômes de Gauss en sin- -; 3° Suivant les cjuantités
(i -+- a2)'« + 4- ' le coefficient de chacune de ces quantités est alors égal à
s[l-ii>{m-h-/à _
multiplié par un polynôme de Gauss en cot' -•
Dans les trois cas le calcul des polynômes de Gauss peut être simplifié par les relations de récurrence dont j'ai parlé plus haut et que Gauss a démontrées dans le Tome III de ses Œuvres complètes^ p. i3o et suivantes.
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271. Nous allons maintenant supposer que les excentricités ne sont pas nulles et nous proposer de développer la partie principale de cette fonction perturbatrice suivant les puissances de ces excentricités. La meilleure méthode est celle de Newcomb qui repose sur l'emploi de certains opérateurs [Astronomical Papers, vol. 3).
Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, je vais prendre d'abord un exemple simple. Soit F(^) une fonction quelconque de X ; changeons x en
ar -+- ai h -+- «2 /î- -H ^3 h^ = X -+- t
et cherchons à développer ¥ [x + a, h -\- a.^h--^ '^■zh^) suivant les puissances croissantes de ]i\ je n'aurai pour cela qu'à appliquer la formule de Tajlor
à remplacer z"^ par (a, A + ao A- + ag A^)"*, à développer cette expression et à ordonner par rapport à li. Le coefficient de A^ sera un polynôme de la forme
où les b sont des coefficients constants et les F^^^ les dérivées successives de F; ceci peut s'écrire
où D* est l'indice d'une différentiation répétée A" fois. Cette expression
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sera ce qu'on appelle un opérateur ; c'esl un symbole d'opération. Si j'appelle D^ cet opérateur, je pourrai écrire
(i) F(a7^- î) = F(a7) -H An, F + A.snoF +. . ..
Cela nous indique déjà l'esprit de la méthode; mais nous allons voir comment on peut former ces opérateurs. A cet effet, je fais
F(^) = EÀ-r; d'où
F(a7M-£) = E'^-^E>^£, nA-E>'-^= E>^^(è,X-i-...-H6/,X^-).
En faisant donc F(a7) ^ F^-^ dans la formule (i), nous trouvons
en convenant de remplacer D'" par /"* et de faire EIq = i .
En d'autres termes, on obtiendra l'opérateur Il^t en développant E'^- suivant les puissances de h comme si D était une quantité ordinaire et en conservant le coefficient de h^.
Nous pourrions donc regarder E^" comme un opérateur et écrire
Envisageons maintenant une fonction de deux variables F(j?, 9) et cherchons à développer F(a^ + s, y -i- e') avec
£ = ai h -i- a.2 h- -(- as /i^ _|_ _ _ ^ s' = x\ h -+- a'g A'2 -H ag A3 + . . . .
Nous pourrons opérer de la même manière, nous développerons Y[x -\- t, y -\- s') suivant les puissances de s et de e' par la formule de Tajlor; nous développerons ensuite £"»£'« suivant les puissances de h et nous ordonnerons par rapport à A, nous trouverons ainsi
{\ bis) F(a7-H£, jK-l-£'} = V A^'^'n^.F,
où n^ sera un opérateur qui prendra la forme d'un polynôme entier en D et en D', avec cette convention que
est le signe d'une opération qui consiste à différentier p fois par rapport k x el q fois par rapport à y.
Pour déterminer ce poljnome n^, il suffira de prendre pour ¥{x^y) la fonction particulière E'^-*+I^-^\ ce qui, par une analyse toute pareille à celle qui précède, donnera
en remplaçant D et D' par A et y. dans le second membre. Nous pourrons donc écrire symboliquement
{ibis) F(ip-v-£,jK-H£') = Ei>'+i''='(F)
en regardant E^^"^^'' comme un opérateur.
272. On pourrait supposer que t et z' dépendent, non d'une seule variable A, mais de deux variables h et li' ou d'un plus grand nombre, et qu'on veut développer F(:c + s, k H- s') suivant les puissances de h et de h'] il n'y aurait rien à changer à ce qui précède.
On retrouverait la formule (2 bis) sans aucune modification; quant à la formule (i bis) il faudrait l'écrire comme il suit :
Examinons de plus près l'opérateur [I,y, je dis qu'il y aura un cas où l'on aura
de sorte que notre opérateur à double indice pourra être regardé comme le produit de deux opérateurs à simple indice. C'est le cas où £ est égal à une fonction de h seulement, plus une fonction de II' seulement, et où il en est de même de e'. Supposons, en effet,.
£, et z\ dépendant de li seulement, tandis que £0 et s', dépendent de h' seulement. On aura alors
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de telle façon que le coeffîcienL de h'^/i'J dans le développement deE''""^^'^', c'est-à-dire II//, sera le produit du coefficient de A' dans le développement de E'^^'"^^^', c'est-à-dire de ll/o par le coefficient de h'J dans le développement de E'^'""^'" "n c'est-à-dire par n,)/.
Ce résultat s'étendrait évidemment au cas où le nombre des variables serait plus grand.
Remarquons que d'après leur définition même nos opérateurs sont permutables, puisque les opérateurs simples D et D' le sont eux-mêmes.
Appliquons ceci au développement de
Nous prendrons pour origine des longitudes dans les plans des deux orbites la ligne commune des nœuds; la longitude moyenne est égale à l'anomalie moyenne plus la longitude du périhélie (qui ici se réduit à la distance du périhélie au nœud). Mais, au Heu de prendre pour variables la longitude moyenne et la longitude du périhélie, ou bien encore l'anomalie moyenne et la longitude du périhélie comme on le fait d'ordinaire, nous pouvons évidemment prendre la longitude moyenne et l'anomalie moyenne.
Nous considérerons donc - comme une fonction de q variables
qui seront, outre l'inclinaison mutuelle des orbites: i" les logarithmes des grands axes; '^." les excentricités; 3" les longitudes moyennes; 4" les anomalies moyennes.
Nous aurons donc, après développement,
(3) ~ = 'V Ae'«e''"'E''0-'î;+p's'+'7/+'/'/')
où />?, /«', yj), />', y, q' sont des entiers, où / et V sont les anomalies moyennes, Ç et Ç' les longitudes moyennes, et où A est une fonction de l'inclinaison et des logarithmes des grands axes.
Si les excentricités étaient nulles, les longitudes moyennes se confondraient avec les longitudes vraies, les grands axes avec les rayons vecteurs; et la distance ne dépendrait plus des anomalies moyennes / et /' (mais seulement des grands axes et de ^, Ç). Donc dans notre développement (3) disparaîti'ont tous les termes dépendant de e, e', /, /', c'est-à-dire tous ceux où les entiers m^ ///', q^ q' ne sont pas nuls.
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Mais, dans le cas des excentricités nulles, le développement (3) est connu, c'est celui que nous avons obtenu dans le Chapitre précédent; et il s'agit d'en déduire le développement dans le cas général.
Or il est clair que A ne peut dépendre que des longitudes vraies et des rayons vecteurs. On obtiendra donc le développement dans le cas général, en partant du développement pour les excentricités nulles et en y remplaçant les logarithmes des grands axes
loga, loga' et les longitudes moyennes
par les logarithmes des rayons vecteurs
et les longitudes vraies
11 suffit d'appliquer les principes du numéro précédent, en faisant jouer à - le rôle de F{x,y), à
loga, loga', Ç, Ç',
le rôle de x et y, k
logr, log/-', P, p',
celui de JC + £, j/ H- s', et par conséquent à
(4) log^, log^, v-Z, P'-C
celui de e et s'. En effet, ces quatre quantités (4) sont développables suivant les puissances de
eE'/, eE-'/, e'E'/', e'E-'''
qui vont jouer le rôle de h et h' et ne dépendent d'ailleurs pas de rt, a', ^, ^'.
Soit donc F le développement pour les excentricités nulles et
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F, le développement dans le cas général; soient
des indices de difierentiation se rapportant à log«, î;, loga', V;
nous aurons pour l'expression analogue à J)£ H- D's'
D log ^ + D, (c. - O + D' log ^ + d; (</- C), de sorte qu'on aura symboliquement par la formule (2 bis) : (5) F.i= /-V (''-IVeDiC-O + d'.k.-î'IF.
L'expression
peut se développer suivant les puissances de
en faisant le calcul comme si D, D', D,, D'^ étaient des quantités ordinaires; les coefficients du développement sont alors des polynômes entiers par rapport à D, D', D,, D', . Soit alors
le développement ainsi obtenu; ce que je puis écrire :
en écrivant m, rti\ q^ q' au lieu de a+ [i, a'+ ^', a — [3, a — fj' . Le coefiicient II sera un opérateur qui dépend des quatre nombres m, /?i', q^ q\ ce que nous mettrons en évidence en écrivant
qq'
INous aurons alors
02 CIIAPITKE Xl\.
Maintenant F c'est le développement dans le cas des excentricités nulles, tel qu'il a été obtenu au Chapitre précédent. Soit
ce développement. Nous sommes conduits à calculer
pour appliquer cet opérateur à la fonction A-E'^^^+^'''^ il faut faire subir à cette fonction diverses différentiations par rapport à
loga, loga', !^, t' ;
mais, pour la différentier par rapport à ^ ou à "Ç', il suffit évidemment de la multiplier par ip ou ///. Nous pouvons donc l'écrire
Dans le premier membre H""" a le même sens que plus haut; c'est un polynôme entier par rapport à D, D', D|, D, ; dans le second membre, c'est le même polynôme, mais où les symboles D,, D'i sont remplacés par les quantités ip et ///. 11 ne contient donc plus que deux symboles d'opération D et D' et il est appliqué à la fonction A. qui ne dépend plus que de logr,t et loga'.
11 reste finalement
1 = F, = y e'«e'/«'E'./'ï;+//c+7/+'/'/'in;';//,' A.
Le coefiîcient du terme en
g/«g'/«']j;((/j;;+//C-i-'7/+7V) est donc
A désignant le coefficient du terme en
lequel, ne dépendant pas des excentricités, a éfé déterminé au Chapitre précédent.
Nous avons vu au n" 240 qu'il est aisé de passer du
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développement procédant suivant les anomalies excentriques au développement procédant suivant les anomalies moyennes. Nous pouvons donc nous proposer, au lieu de former directement ce dernier développement, d'j parvenir indirectement et par l'intermédiaire du premier. C'est ce c[u'a fait M. Newcomb.
A cet effet nous prendrons comme variables l'inclinaison mutuelle des orbites el, pour chaque planète, le logarithme du grand axe, l'excentricité, l'anomalie excentrique a et ce cju'on pourrait appeler la longitude excentrique^ c'est-à-dire l'anomalie excentrique, plus la longitude du périhélie, toujours comptée à partir du nœud. Nous chercherons alors à former le développement
(3 bis) — = ^ 4e/«g'm'£;'(/rr,-)-//-^'+^M-l-(ir'(i')
où u et «' désignent les deux anomalies excentriques, r, et r/ les deux longitudes excentriques.
27o. M. Newcomb introduit encore une autre simplification en posant
Il cherche ensuite à développer, non plus suivaut les puissances de e et e', mais suivant celles de s et s' de façon à obtenir le développement
(3 ter) — =7 A£'«e''«'E'</-"i-*-/-'''l '+'/«+'?'"').
11 est clair qu'il est aisé de passer du développement (3 ^er) au
développement (3 bis^ et de là au développement (3).
Si nous posons
e = sincp,
il vient
es e = lang - •
Remarquons en passant que les éléments ccuionicjues ç, etv], du n" o8 sont proportionnels à sin -•
^276. U y a des termes des développements (3), (3 bis) et
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(3 ter^ qui sont connus; ce sont ceux où m = rri = ^ =: ^' = o,
les seuls qui subsistent quand les excentricités sont nulles; nous les avons déterminés au Chapitre précédent. Ils sont d'ailleurs les mêmes pour les trois développements, sauf la substitution de t, etYi'
à c et x:.
De ces termes connus, il s'agit de déduire les autres; et, pour cela, que nous adoptions les variables du n" 274 ou celles du n" 275, il nous suffira d'opérer tout à fait de la même manière qu'au n" 273; on n'aura qu'à faire jouer à
e, e', 7), r/, u. u' ou à
le rôle que jouaient au n" 273 les quantités
On trouvera comme au n" 273 que le coefficient de
Qin q' m' J^H/rr^-hp' r^'+iju+q' u')
ou celui de
£/» g' /II' i^i{/>ri-t-/y-q'+qii-t-q'u')
sera
A désignant le coefficient du terme en
tandis que 11',"^" est un opérateur qui n'est autre chose que le coefficient de
g/n g' 'II' \^Hqu-^q' a')
ou de
-/« g'w' '^i{qil-\-q' u')
dans le développement de l'expression symbolique
(7) ( "")(""' ) E''/^(''-ri)-+-i7/(i''-T)')^
suivant les puissances de cE-'", e'E-'"' ou celles de sE-'", s'E-'"'. On remarquera que, dans l'expression (7), j'ai remplacé D, etD',
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par tp et ip', ainsi que nous avons démontré qu'on devait le faire à la fin du n'' 273.
Seulement les opérateurs II sont beaucoup plus simples quand on adopte les variables du n° 274 et surtout quand on adopte celles du n" 27o.
277. Il y a d'abord une remarque que nous devons faire et qui restera vraie que l'on adopte les variables des n"^ 273, 274 ou 27o. L'expression symbolique (6) est le produit de deux autres
Il en est de même de l'expression (^), à la condition bien entendu de changer Ç et ^' en y; etrj'; quant à Dt et D\ ils peuvent être remplacés par ip et ip', ainsi que nous l'avons dit.
La première des deux expressions (8) ne dépend que de eE— '', ou de eE-'", ou de sE-'", la seconde au contraire ne dépend que de e'E-'^' ou de e'E-'«', ou de e'E-'"'.
Appliquant en conséquence une remarque faite aun" 272, nous voyons que l'opérateur II à quatre indices peut être considéré comme le produit de deux opérateurs à deux indices
\9) qi' ~~ '/o ^^0,7' •
Le premier facteur dépend seulement de D et deD|, c'est-à-dire de D et de /?; le second de D'etdeD'j, c'est-à-dire de D' et dey^'. Mais de plus nous avons une relation entre D et D'. En effet,
et de même
np ^F d¥
DF = —j = «-7—
a\o"a (la
da
Mais la fonction - est homogène et de degré — i en « et en d .
Celte propriété n'est altérée ni par l'opération D, ni par l'opération D', elle appartiendra donc à toutes les fonctions auxquelles nous aurons à appliquer soit l'opérateur D, soit l'opérateur D'; de sorte qu'on aura
da da
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c'est-à-dire
Cela nous permet d'exprimer D' en fonction de D de sorte que nos opérateurs II seront des polynômes entiers par rapport à l'opérateur simple D et par rapport aux entiers p et p' .
278. On rencontre de plus grandes simplifications encore quand on adopte les variables du n"27o. On a alors, en effet,
/■ I — it cos M -f- e-
— =1 — ecosu= :- >
d'où
Reste le facteur
EDi
On observera que, en vertu de l'équation des aires,
r^ —r = /la'"' i/ [ — e-, dt ^
r- dv /
a^- dl
d'autre
part
dl r —r- = ' — 6 cos u = — , au a
d'où
dv
du
~ I — eCOSK I — ■2£C0S«-i-£- 1 — £ E'" ' 1
dv du
et en intégrant
'' ' ^ mi ^ mi
On voit que
se décomposera en deux facteurs, le premier dépendant seulement de sE'" comme le deuxième facteur de ( - ) , le deuxième dépen-
dant seulement de sE '" comme le troisième facteur de ( - ) . Mais
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il vaut mieux opérer comme il suit. Considérons l'expression
Si la longitude du périhélie est, pour un instant, supposée nulle, elle est égale à
cos u — e H- î sin ii\/ \ — e^ _ _ — ^
OU à
■(i — sE-'")-.
On aura donc, quelle que soit la longitude du périhélie,
Reprenons l'expression symbolique
elle pourra s'écrire
(i -H £^)-i'(i — £E''^)D-/'(i — eE- '■")» + /'.
Or, on a par la formule du binôme
(, - £E'-")i>-. = 2 (A^^IZZ±I1^(_ e^^-'E'--^-'",
la notation (D, k) ajanl même sens qu'au Chapitre précédent. Ces formules nous donnent immédiatement nos opérateurs H. Si, en effet, nous tenons compte seulement d'abord des deux derniers facteurs et que nous posions
(i — £E'")0 + /^(i — £E-'«)D-t-p = 'V H^"£'"E'9«, P. — II. 7
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il viendra
/ „ m -^ q m ^ a \ f m — q m -^ q ( D— />-M -^, ^ ) (D^-/j-vi — ^, 2-
et ensuite
,1 "'/ "^ oi '/
ou en mettant en évidence le terme général
On voit que tous nos opérateurs se présentent sous la forme de polynômes entiers en D.
M. Cliessin préfère, au lieu de passer par les intermédiaires des développements (3 Ler) et (3 6/5), former directement les opérateurs qui donnent le développement (3). Ces opérateurs sont encore des polynômes en D, mais dont les coefficients sont beaucoups plus complicjués; mais M. Chessin a donné dans V Astronomical Journal àes relations de récurrence qui en facilitent l)eaucoup le calcul.
279. Une fois les opérateurs formés, il est aisé d'obtenir les développements eux-mêmes. Au Chapitre précédent, nous avons
développé - en supposant les excentricités nulles et cela sous plusieurs formes différentes. Nous avons trouvé d'abord
B étant égal à un polynôme de Gauss en v = sin--j multiplié par un facteur numérique et par des puissances de [j. = cos- - et v^sin--- C'est la formule (2'j) du Chapitre précédent. 11 s'agit alors de voir ce que c'est que
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on trouve
Il suffit donc de remplacer D, D', D, D', par m, — (m + i), ip, ip' ; notre expression (6) devient tout simplement
et le développement (3) est ramené au suivant : I ^^ r'"-
- = > B -, ^ikp^+iy^')
formule d'ailleurs évidente sans tant de détours.
Nous avons trouvé aussi une autre forme de développement
1 jLd a' j '
P + P' P-P' où B est égal à jjl - v ^ , multiplié par la différence des carrés de
deux polynômes de Gauss. C'est la formule (26) du Chapitre précédent. Cette fois l'emploi des opérateurs se justifie. Il faut appliquer nos opérateurs II à
et pour cela il faut savoir appliquer à cette expression l'opérateur simple D une ou plusieurs fois; or, on trouve
et les expressions
a' di.
s'exprimeraient de même très simplement à l'aide des dérivées supérieures du coefficient de Laplace 6,'^'. Or nous avons appris
au n" 250 à calculer par des relations de récurrence les dérivées successives des coefficients de Laplace. Le problème peut donc être considéré comme entièrement résolu.
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280. Nous avons vu au n" 240 que la partie principale de la fonction perturbatrice - pouvait se développer, soit sous la forme
soit sous la forme
et au n" 242 que les coefficients de ces deux séries pouvaient s'exprimer par des intégrales définies
dx dv
(i) -4Tr^B,„„,-= f f —
et
(2) — 4'ii2A
x"^ y'"-' v/R(,r, J--) ÇIE'^" dx dy
ou
xm yin y/R(,r, J/)
E'«, y = E'"', R = .r^jK^'^^,
20 = me { X ) -^ m' e' ( y
et où l'intégration doit être étendue, tant par rapport à ce que par rapport à y, le long d'une circonférence ayant pour centre l'origine et pour rayon l'unité.
Ces coefficients B^m, Amm' sont des fonctions de l'inclinaison, des excentricités, des longitudes des périhélies comptées à partir du nœud et enfin des grands axes. Nous avons appris dans les deux
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Chapitres précédents à développer ces fonctions suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons et il s'agit maintenant de savoir quelles sont les conditions de convergence de ces séries. Nous n'aurons pour cela qu'à appliquer la méthode de Cauchy et à chercher les points singuliers de ces fonctions.
281. Nous sommes donc ainsi amenés à expliquer comment on trouve les points singuliers des fonctions représentées par des intégrales définies et d'abord par des intégrales définies simples.
Soit
R(a7, z) dx,
une intégrale définie prise par rapport à x le long d'un certain contour : cette intégrale sera alors fonction du paramètre z.
Pour que pour cette fonction une valeur de z soit critique, il faut d'abord que l'un des points singuliers de R(^, s), considérée comme fonction de x, se trouve sur le contour d'intégration.
Mais, comme on peut déformer ce contour d'une manière continue, on peut le faire fuir devant le point singulier, et l'on n'est arrêté que lorsque ce contour se trouve pris entre deux points singuliers et ne peut plus fuir.
On obtiendra donc toutes les valeurs critiques de s, en exprimant que deux des points singuliers de R, considérée comme fonction de x^ se confondent. Mais toutes les valeurs critiques ainsi trouvées ne conviennent pas; il faut, en effet, que les deux points singuliers qui se confondent ainsi soient, avant de s'être confondus, de part et d'autre du contour; c'est seulement à cette condition que le contour, pris entre deux feux, ne peut plus fuir.
Soit donc
cp(a", i ) = o
l'équation qui exprime que la fonction R(^, z) présente une singularité, et supposons qu'elle se décompose en un certain nombre d'équations indépendantes, trois par exemple :
^l(x,z)—0, Çp.2(a^, s) = O, 93(37. .s) = O.
On obtiendra les valeurs critiques de :; de l'une des deux manières suivantes :
1° En annulant deux des trois fonctions o,, cpo, 03, et en écri-
vant, par exemple,
cf,(ip, z) = cp2(.-r, z) = o.
En éliminant x et résolvant par rapport à z, on aura une valeur critique de ^.
2° En annulant l'nne de ces trois fonctions et sa dérivée et écrivant, par exemple,
cp,(^,.)=-^=o.
On aura encore une valeur critique de s, en éliminant x et résolvant par rapport à z.
Considérons maintenant une intégrale double
ï{(ar,y,z)dxdy,
ff^
envisagée comme fonction du paramètre z et étendue à un champ quelconque.
Le cas particulier le plus simple est celui où l'on doit intégrer par rapport à x^ le long d'un contour fixe indépendant dey, et par rapport à r, le long d'un contour fixe indépendant de x. C'est précisément ce cas particulier simple que l'on rencontre en ce qui concerne les intégrales (i) et (2).
Ici, en effet, les deux contours C.r et Cj indépendants, le premier de )', le second de x, sont deux circonférences de centre zéro et de rayon i , le premier dans le plan des x, le second dans le plan des y.
Soient donc C^ et Cy les deux contours fixes d'intégration par rapport k x el à. y. Soit
l'intégrale étant prise le long de C^.
Notre intégrale double sera alors
■q(z) = I Q{v,z)dy, l'intégrale étant prise le long de Cj.
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Nous n'avons plus qu'à aj3pliquer les principes du numéro précédent aux deux intégrales simples
Tr dx, Te dy.
jNous devons observer toutefois que nous risquons de n'obtenir ainsi que des conditions nécessaires et pas suffisantes. En effet, nous avons observé plus haut que toutes les valeurs critiques ne conviennent pas.
On obtiendra d'autres conditions également nécessaires en changeant de coordonnées, et en particulier en permutant .c et j^, c'està-dire en intervertissant l'ordre des intégrations.
Soit
l'équation qui exprime cpie la fonction R a une singularité. Décomposons cette équation en équations irréductibles
(3) cp,(a7,_7, S) = o, cp.,(^, j,-) = o, t^^{x,y,z) = o.
On obtiendra les singularités de la fonction 9(jKi ^) •
i" En annulant deux des fonctions cp,, .pi, 'fs et écrivant, par exemple,
Cp,(a7, 7,5) = Cp2(a7,j, 2) = O;
2" En annulant une des trois fonctions et sa dérivée et écrivant
?^= dx=''-
Ces singularités peuvent ne pas toutes convenir, car il peut arriver que les deux points singuliers, qui se confondent, soient d'un même côté du contour d'intégration.
Pour avoir les singularités de r, (s), considérons maintenant celles de ^{y-, 3), qui nous seront données par des systèmes d'équations de l'une des deux formes
cp, = '^, = o,
et cherchons les conditions pour que deux de ces singularités se confondent.
Si nous considéi'ons z comme un paramètre, x et jk comme les coordonnées d'un point dans un plan, les équations (3) représentent un rei^tain nombre de courbes planes.
Les singularités de 9 données par un système d'équations de la forme
Ci 1 ^ ©2=0
correspondront aux points d'intersection de ces courbes; celles qui seront données par un système de la forme
©l = -ji- = o ' dx
correspondront aux points de contact d'une de ces courbes avec une tangente parallèle à l'axe des j'^.
Pour que deux de ces singularités se confondent, il faut :
i" Ou bien que trois des fonctions o s'annulent à la fois
Oj ^rr Cûo = 0;j =: O ;
2° Ou bien que l'on ait à la fois
cci =; - '— = o. tc« = o;
' dx
mais, comme la condition ne doit pas dépendre du choix des coordonnées, et qu'en particulier elle doit subsister quand on permute X et j', on devra avoir aussi
©1 = —f— = o. cp--) = o dx ' "
et, par conséquent,
d'j^i do\ ^^ dx dy
ce qui veut dire que l'une des courbes (3) aura un point double; 3" Ou bien que les deux courbes
cpi = o, Cp9 = o
soient tangentes l'une à l'autre ;
4° Ou enfin que les deux courbes
fi
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soient tangentes l'une à l'autre. Mais cela entraîne : ou bien
ou bien -j-^ = o; mais, comme la condition ne doit pas changer quand on permute x el y, on devra avoir dans tous les cas
' dx dy
En résumé, les valeurs critiques de z sont :
1° Celles pour lescpielles trois des courbes (3) se coupent en un même point;
2" Celles pour lesquelles deux de ces courbes sont tangentes; 3° Celles pour lesfjuelles une de ces courbes-a un point double.
Seulement toutes ces valeurs peuvent ne pas convenir, car les deux singularités qui se confondent peuvent être situées dun même côté du contour d'intégration.
Et d'ailleurs nous avons vu que nos conditions ne sont que nécessaires.
283. Appliquons ces principes aux intégrales (i) et (a). La fonction sous le signe / sera holomorplie tant par rapport à x et y
que par rapport aux excentricités e et e' et à sin-j J étant l'inclinaison.
Il y aura exception seulement :
1° Si e = I et e'^i (condition où x et j' n'interviennent pas et sur laquelle nous reviendrons); 2" Si X ou j' est nul ou infini ; 3" Si il s'annule, c'est-à-dire si
qui est un polynôme entier du sixième ordre en x^ y, est égal à zéro.
Cela est vrai cjuels que soient les entiers m et m'; cela est vrai
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d'ailleurs aussi bien de l'inlégrale (2) que de l'intégrale (i), car
Q et E!-^
ne cessent d'être holomorphes que si a: oujv est nul ou infini. Les courbes qui correspondent aux courbes (3), c'est-à-dire
celles dont les équations expriment que la fonction sous le signe /
cesse d'être holomorphe, se réduisent donc, en ce qui concerne les intégrales (i) et (2), aux quatre droites
(4) 37 = 0, y = o, cr = cc^ y z^ Tc
et à la courbe du sixième degré
(4 bis) R = o.
Cette dernière, dans le cas où l'inclinaison est nulle, se décompose en deux courbes du troisième degré
(4 ^e/') Ri = 0, R2 = o.
Pour trouver les valeurs critiques des excentricités ou des inclinaisons, nous devons donc chercher celles pour lesquelles trois des courbes (4) ou (4 bis) se coupent, ou pour lesquelles deux de ces courbes se touchent, ou pour lesquelles une de ces courbes a un point double.
Mais, comme ces courbes sont les mêmes pour les intégrales (i) et (2), les valeurs pour lesquelles une de ces trois circonstances se présentera seront également les mêmes pour les intégrales (i) et (2).
Ainsi les valeurs critiques des excentricités ou des inclinaisons sont les mêmes pour les deux intégrales (i) et (2).
Mais une question pourrait encore se poser; nous avons vu que toutes les valeurs critiques ne conviennent pas. Ne pourrait-il se faire qu'une de ces valeurs convînt à (i) sans convenir à (2) ou inversement.
La réponse doit être négative. Comment se fait-il, en effet, que certaines valeurs critiques conviennent et que d'autres ne conviennent pas? Pour nous en rendre compte, faisons varier d'une manière continue l'un de nos paramètres, par exemple l'excentricité e, et, en même temps, déformons d'une manière continue les contours d'intégration. Nous devons diriger cette déformation de
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telle sorte qu'aucune des valeurs singulières définies par les équations (4) et (4 bis) ne se trouve dans le champ d'intégration. Si, e variant dune manière continue depuis zéro jusqu'à e^^ on peut s'arranger de façon que cette condition ne cesse jamais d'être remplie, c'est que e^ n'est pas une véritable valeur critique; ^o ne convient pas; si, au contraire, il est impossible de s'arranger pour que la condition soit remplie (parce que, comme je l'expliquais plus haut, le contour d'intégration se trouve pris entre deux points singuliers), c'est que Co est une véritable valeur critique; ^o convient.
Faisons donc varier e de zéro à ^o et, en même temps, déformons nos contours d'intégration en partant des contours initiaux
qui sont les mêmes pour les intégrales (i) et (2); si eo ne convient pas à l'intégrale (i), c'est que nous pouvons déformer nos contours de telle façon qu'à aucun moment une des valeurs singulières satisfaisant aux équations (4) et (4 bis) ne se trouve dans le champ d'intégration. Mais, si cette condition ne cesse jamais d'être remplie en ce qui concerne l'intégrale (i), elle ne cessera jamais non plus de l'être en ce qui concerne l'intégrale (2), puisque les équations (4) et (4 bis) qui définissent les valeurs singulières sont les mêmes pour (i) et pour (2). Donc e^ ne conviendra pas non plus à l'intégrale (2). c. q. f. d.
Voici donc un premier résultat.
Les coefficients ï^m.m' du développement de la fonction perturbatrice suivant les anomalies excentriques, ainsi que les coejjicienis P^m^m' du développement suivant les anomalies moyennes sont eux-mêmes développables suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons.
Les limites de convergence de ces nouveaux développements sont les mêmes pour les coefficients ^m' ni et pour les coefficients P^m'm'\ elles sont les mêmes pour tous ces coeffiicients quels que soient les entiers m et m' .
284. iNous examinerons spécialement le cas où les excentricités sont nulles et celui où l'inclinaison est nulle.
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Dans le cas où les excentricités sont nulles, il n'j a plus à faire de distinction entre les anomalies excentriques et les anomalies moyennes, de sorte que
^iniii' — ^inm' — / i I I / *
Cette dei^nière intégrale peut encore s'écrire
d.r dy
fj
ou bien en posant comme- au n° 2o9
ce s = — , w = ccy,
nous pouvons encore l'écrire
1 r r dz dw 1 r r dz dw
■2,1 J T"'j->"'^-\ " ij J ZPWP'\
en posant
Quand x et 7^ décrivent chacun dans leur plan des circonférences de rayon i , ^ et (v font de même: mais, à chaque couple de valeurs de z et iv situées sur ces circonférences, correspondent deux couples de valeurs de x et de >'; on obtient donc deux fois l'intégrale, de sorte que, finalement, nous pourrons écrire
l'intégration étant étendue, tant pour z que pour (v, à une circonféience de rayon i ayant son centre à l'origine, de telle façon que
Il sera plus commode d'opérer sur l'intégrale (5) que sur l'intégrale (1). Nous avons alors
A- ^ « - -(- a - -r- [J. aa s H I -l- v aa 1 w h
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Nos courbes singulières sont alors
Z = O, HP = O, 3 = 00, pp ^ 00, A- = o.
Nous devons alors chercher la condition pour que trois de ces courbes se coupent en un même point, ou pour que deux d'entre elles se louchent, ou pour que l'une ait un point double.
Nous n'avons pas à nous inquiéter de la première condition, la courbe A-^ o passe toujours par l'origine; or, pour qu'une fonction définie par une intégrale définie présente un point singulier,
il faut que deux points singuliers de la fonction sous le signe /
primitivement séparés y'\ev\nenl à se confondre; c'est-à-dire, par exemple, que trois courbes singulières qui primitivement ne passaient pas par un même point viennent à passer par un même point. Ce n'est pas ici le cas, puisque les trois courbes A- = o, 5 = o, w ^ o passent toujours par un même point.
De même la courbe A2= o passe toujours par les points
^ ^ o, cv ^ 00 ; s = 00, w = o: 2 = (v = oo,
de sorte que nous n'avons pas à nous inquiéter de cette condition. Pour que 3 = 0 ou 5 = 00 touche A^ ^ o, il faut que
jjiaa' = o soit jjl = o.
Pour que (V ^ o, ou <v ^ 00 touche A- = o, il faut que yaa' = o soit v = o.
Pour que A- = o ait un point double, il faut
<iA2 rfA2
c'est-à-dire
dw dz
et
(6) a^-i- a'-± 2[i.«a'± 2vaa' = o.
285. Examinons de plus près ces résultats. Nous verrons d'abord que les solutions [j. =: o ou v = o ne pouvaient convenir à la question. Supposons, en effet, d'abord que, remplaçant [j. par i — v, on développe suivant les puissances de v. Si la valeur v= o était
un véritable point singulier pour la branche de la fonction considérée, le développement suivant les puissances de v serait toujours divergent; or nous savons qu'il n'en est pas ainsi.
Si la valeur a = o ou v = i était un point singulier, nous dexrions en conclure que la série diverge dès que |v|>-i, mais nous n'aurions pas à nous inquiéter de cette conséquence puisque v est toujours <C i .
Supposons maintenant que l'on développe suivant les puissances de 'J. et V regardées comme des variables indépendantes: si u. = o, ou bien v^o était un véritable point singulier pour la branche de fonction considérée, le développement serait toujours divergent, et nous savons qu'il n'en est pas ainsi et que le développement converge pourvu que u. et v soient assez petits.
Il est aisé d'ailleurs de constater que, pour les petites valeurs de u et V, les points singuliers qui se confondent pour v = o, par exemple, sont tous deux intérieurs, ou tous deux extérieurs au contour d'intégration. On pourrait toutefois se demander s'il en serait encore de même pour des valeurs plus grandes de [jl. Mais la réponse est aisée; si les deux points singuliers sont tous deux intérieurs au contour pour jj. petit, puis que nous fassions varier [j. d'une manière continue, les deux points singuliers A et B et le contour varieront aussi dune manière continue, mais ces deux points ne pourront cesser d'être intérieurs au contour que si l'un d eux, A par exemple, franchit le contour; mais alors, nous pourrons toujours faire /m/v' le contour devant le point A, à moins que ce point A ne se confonde avec un autre point singulier C primitivement extérieur au contour, difierent par conséquent du point B. Mais alors la convergence cesserait déjà par suite de la coïncidence des points A et G. On n'a donc pas à s'inquiéter de la coïncidence possible des points A et B puisqu'elle ne pourrait amener une singularité de notre fonction, qu'après que la convergence aurait déjà cessé pour d'autres causes.
Ainsi les points singuliers jj. ^ o, v = o ne conviennent pas à la branche de fonction considérée; nous devons ajouter qu'ils pourraient convenir à d'autres branches de la fonction qui seraient définies par lintégrale (5) étendue à d'autres contours que celui qui est détini par les deux équations
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286. Pour la branche étudiée, nous n'avons donc à nous préoccuper que de la condition (6).
Posons V ^ sin- - et proposons-nous de développer suivant les
puissances croissantes de v. La condition (5) devient
a- -+- a'- -T- 2 aci [ ± ( i — v ) ±: v ] = o, ce qui peut s'écrire de l'une des deux manières suivantes
{5 bis) (a'±<2)2=o; a'^^ a'-± laa' (i — 2v ) = o.
Dans la première de ces relations v n'entre pas; la seconde
donne
_^^ _ (a'± ay^ 4 cta'
Le rayon de convergence sera donc la plus petite des deux
valeurs
I {a'±ay
1 4 <^<^ c'est-à-dire
(a'— a)- \aa'
Ainsi la condilion de convergence du développement sera
. J ^ {a' — a)sin^- < — ;— .
2 ^aa
La discussion des équations (5 bis) montrerait de même que les
coefficients h^m^jn sont développables suivant les puissances de a,
pourvu que
Considérons maintenant jj. et v comme des variables indépendantes et développons suivant les puissances de a et v.
La relation (6), qui définit les limites de convergence, sécrit
alors
a- -H a'- =iz 2 aa \x ± % aà v = o .ou
a- -^- ci-
2rtrt'
La condition de convergence du développement est donc
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Cette condition est toujours remplie, car on a
Nos coefficients sont donc toujours développât les suivant les puissances de cos- - et sm- -•
Nous avons donné, au n° 'âTO, un développement qui procède suivant les puissances de
c'est le développement (28) du Chapitre XVIII. D'après ce qui précède, ce développement converge pourvu que
va
Or, comme u, v et a sont essentiellement positifs et plus petits
que I, que est, par conséquent, plus petit que - et que
p. H- V = I , on aura
[aa
va
La condition de convergence sera donc toujours remplie.
Du développement (28) du Chapitre VIII on passerait aisément au développement (27) qui procède suivant les puissances de a, u. etv, il suffirait de développer chaque terme en
fjia
suivant les puissances de a, ce qui est possible pourvu que a ■< i . Comme cette condition est toujours remplie, le développement (27) converge toujours.
'287. Considérons maintenant le cas particulier où l'inclinaison est nulle et développons suivant les puissances des excentricités e et e' .
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Les courbes qui correspondent aux courbes (3) sont les courbes (4) et (4 ^er), à savoir
X = o, y = o, X = <x, j = co, Ri = O, Rj = o.
1° Cherchons d'abord la condition pour que R, := o ait un point double. Pour nous en rendre compte, cherchons la signification de ces équations. Soient C l'orbite de la première planète, O celle de la seconde; d'après notre hjpothèse ces deux coniques sont dans un même plan. A chaque valeur de x correspond un point M de la conique G et à chaque valeur de y un point M' de la conique G'.
L'équation R z= o exprime alors que la distance MM' est nulle, ce qui peut ne pas vouloir dire que les deux points M et M' coïncident puisque ces deux points peuvent être imaginaires.
L'équation R, =: o exprime que le coefficient angulaire de la droite MM' est égal à \/ — i et l'équation Ro= o exprime que ce coefficient est égal à — y/ — i .
Les équations ^ = o, x = oo expriment que le point M est à l'infini sur l'une des deux branches infinies de la conique G; les équations y=o, j/ = co expriment que le point M' est à l'infini sur la conique G'.
Pour que la courbe R, == o ait un point double, il faut et il suffit que la droite MM' soit tangente à la fois aux deux coniques G et G'. Les deux coniques G et G' ont un fojer commun, le Soleil. La droite MM', qui est une tangente isotrope à G, doit passer par un des fojers de G, et pour la même raison elle doit passer par un des foyers de G'. Soient alors S le foyer commun de G et G', R le second foyer de G, R' celui de G'.
Pour que les deux coniques admettent une tangente isotrope commune (en dehors de celle qui passe par S qui existe toujours et qui ne saurait convenir), il faut donc que la droite MM' passe par R et R'; c'est-à-dire que la droite RR' ait pour coefficient
angulaire ^ — i. Gette condition s'exprime analytiquement comme
il suit :
ae E-'CJ = a' e' E-'^'.
Je représente par to et m' les longitudes des périhélies. G'est là la condition pour que R, = o ait un point double (en P. — II. 8
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dehors de celui qui, corresjiondant à la tangente isotrope passant par S, existe toujours et ne savirait convenir).
2° De même la condition pour que R.i = o ait un point double
s'écrit
aeE^^ = a' e' E'^'.
3" Pour que les deux courbes R, = o, Ro= o soient tangentes, il faut que les deux coniques C et G se touchent; car les points d'intersection à distance finie des deux courbes R, = o, R2=o correspondent aux quatre points d'intersection des deux coniques.
11 faut donc que la distance des deux foyers R et R' soit égale à la somme ou à la différence des grands axes; ce qui s'écrit
{aeE^^ — a' e'E'^' ) (aeE-'^— a' e'E-^^") = {a'± a)^.
4" Il faut voir ensuite si l'un des points d'intersection des courbes (4 ter) ne peut pas se confondre avec l'un des points d'intersection de l'une de ces courbes avec l'une des droites (4) ou de deux de ces droites entre elles.
Ces deux catégories de points correspondent respectivement : aux quatre intersections de G et de C (M et M' confondus) et aux cas où les deux points M et M' sont à l'infini sur les deux coniques G et G'.
La condition est donc que l'une des quatre intersections de G et de G' s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire qu'une asymptote de G soit parallèle à une asymptote de G'.
Gela s'écrit d'une des quatre manières
tana;- - E^'w = tans:- — E'^'^ ,
cp es'
cot- -^ E"-"^ = tans^^ -^ E^'^^ , 2 " 2 '
CD 'il
en posant
cot- -!- E--i^ = tano2 -^ E-^'^^',
e =; sino, e = siri'Xi .
Je puis écrire aussi
^ - E'^'CT = L____E2'r^,
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en prenant dans chaque fraction le signe inférieur dans les deux termes ou le signe supérieur dans les deux termes.
Voici donc quelles sont les équations qui définissent les valeurs critiques
(7) aeE-i^ = a' e'E-^^',
(8) aeE''^= a' e' Ei^\
(9) {aeE'^— a' e'E'^' ) (aeE-'^— a'e'E-^^') = (a'± a)^,
(10) E-^'^= FJ^^ ,
I rp v/i — ^' I H= /i — ë''
auxquelles il convient d'adjoindre
Mais nous avons vu que toutes les valeurs ainsi trouvées peuvent ne pas convenir et il est même aisé de voir qu'elles ne peuvent pas toutes convenir.
En efï'et, envisageons l'équation (7) ; elle est satisfaite pour
Si donc les valeurs critiques définies par cette équation convenaient, notre fonction présenterait des singularités pour des valeurs très petites deeete'. Nos coefficients ne seraient pas développables suivant les puissances de e et de e', même pour des valeurs très petites de ces quantités. Nous savons qu'il n'en est pas ainsi. Donc les valeurs définies par l'équation (■7) ne sauraient convenir.
Le même raisonnement s'applique aux équations (8) et (10). Il importe de remarquer que l'équation (10), malgré la présence des doubles signes, ne représente qu'une seule équation analytique irréductible qui prendrait sa forme algébrique si l'on chassait les radicaux. Cette équation irréductible est satisfaite pour e = e'= o.
Restent les équations (9) et (i i). Pour trouver la limite de convergence définie par l'équation (9), remarquons que r^, a', m et m' sont des données de la question et sont réelles, mais que e et e' C[ui sont nos variables indépendantes pourront prendre des valeurs imaginaires.
Donnons à e une série de valeurs de module constant \e |, mais
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d'argument variable; faisons de même pour e' . Le maximum du module du premier membre de (9) est
a-\e^ \-\- a'- \ e'- 1 -+- 1 aa! \ ee' cos (m — ^' ) | ;
la condition de convergence est donc
a- I e^ I -H a'2 I e"'- \ -i- laa! \ ee cos(nT — cr') | < (a' — a)2.
Nous sommes ainsi conduits à supposer que les seules conditions de convergence de notre développement sont
\ a^ I e2 I -f- a'2 1 e'- | -1- laa \ ee' cos{ tu — tu' ) | < (a' — a)^.
Je ne voudrais pas entrer dans trop de détails ; je ne puis cependant me contenter d'un aperçu : il faut donc que j'explique en quelques mots comment on peut donner à la démonstration toute sa rigueur.
Considérons le domaine D défini par les inégalités (12). Il ne contient pas de valeurs singulières satisfaisant aux équations (9) et(i i). Mais il en contient qui satisfont aux équations (^), (8), (10). Si l'une de ces valeurs convenait, il en serait de même de toutescelles qui satisferaient à la même équation et qu'on pourrait rencontrer en faisant varier e et é d'une manière continue et sans cesser de satisfaire à cette équation. Cela serait vrai au moins en ce qui concerne la détermination de la fonction que l'on atteindrait par cette variation continue.
Or on verrait qu'on peut atteindre, par une variation continue, une quelconque des valeurs singulières qui satisfont aux équations (7), (8), (10) et aux inégalités (12) en partant de la valeur e = o, e'=:o et sans cesser de satisfaire à ces écjuations et sans sortir du domaine D. La valeur singulière e = o, e'=:o ne convenant pas, aucune de ces valeurs ne convient.
Les conditions (12) sont donc les seules conditions de convergence.
La troisième condition (12) sera satisfaite quels que soient m
et cj', si l'on a
\ ae\ -\- \ a' e' \ <i a' — a,
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c'est-à-dire si la distance périhélie de l'une des planètes est plus grande que la distance aphélie de l'autre.
288. Le théorème que nous avons appliqué à la fin du numéro précédent est analogue à celui que nous avons rencontré au n" !28o et pourrait s'établir de la même manière. Mais il vaut mieux le rattacher à un théorème d'Analyse.
Si, dans un domaine D simplement connexe, une fonction de deux variables F(x,y) est holomorphe, s^wï peut-être pour les points qui satisfont à une relation analytique
et si un de ces points
r=ro, a7 = o(jKo)
est ordinaire, il en sera de même de tous les autres.
En effet, d'abord si ce point est ordinaire, il en sera de même de tous les points voisins.
Décrivons maintenant dans le plan des x un contour très petit, autour du point douteux x =■ Z)[y). Soit x = 'i'(,r) un des points du contour. Nous pouvons supposer que le contour se déforme d'une manière continue quand y varie d'une manière continue, et que '^{y) est une fonction analytique.
Je dis d'abord que Y(^x,y) est une fonction uniforme.
Supposons, en effet, qu'elle ne le soit pas, que F,(.r, )/■) et ^^{x^ y) soient deux de ses déterminations, et que l'on passe de l'une à l'autre quand x décrit le contour. Alors
Fi[J^(jK),^]-F,[4.(j.),^] = 0(j^)
serait une fonction analytique de y, mais cette fonction serait nulle pour j)''= l'o et pour les valeurs voisines, puisque la fonction Y[x^y) est uniforme pourj)/- = yo et pour les valeurs voisines- La fonction B(j^) est donc nulle pour toutes les valeurs de y et, par conséquent, ¥(^x,y) est uniforme pour toutes les valeurs dejK- La fonction F étant uniforme, la condition pour que x ^=. o{^y') soit un point ordinaire, c'est que l'intégrale
x"^ V {^x^ y) dx.
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prise le long du contour, soit nulle quel que soit l'entier positif /«.
Cette intégrale est une fonction analytique de y\ elle est nulle pour K =jKo et pour les valeurs voisines puisque x = 'f (jKo) est un point ordinaire ainsi que les points voisins. Elle est donc identiquement nulle, et le point x = 'f (j") est ordinaire quel que soit f.
Le théorème s'étendrait aisément au cas où tous les points de D seraient ordinaires, sauf peut-être ceux qui satisfont à l'une des n relations analytiques
^ = ?i(7)> ^ = ?2(r), ..., x = ^aiy)-,
et où l'on saurait, d'autre part, que le? points
sont ordinaires.
Nous nous bornerons aux cas particuliers simples traités plus haut, bien que les mêmes procédés soient applicables au cas général. Nous mentionnerons toutefois que M. Féraud a traite d'autres cas particuliers dans le Tome X des Annales de l' Observatoire de Bordeaux .
Reprenons les équations du n" 2(S
/ .D r r cix dv
, , . ,. r r QE'-i dxdv
(2) — 4tt2A,„,„'= / / ,
qui définissent les coefficients du développement, soit suivant les anomalies excentriques, soit suivant les anomalies moyennes. Rappelons que
2 0 = me [x j -f- m' e' [y
Ces coefficients A et B sont des fonctions des éléments, par exemple des grands axes, des excentricités et des inclinaisons et l'on peut se proposer Fétude analytique de ces fonctions. Je me propose de montrer :
i" Que ces fonctions satisfont à des équations différentielles linéaires, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des éléments.
2" Qu'il y a entre ces fonctions, ou du moins entre les B, des relations de récurrence linéaires dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des éléments.
290. A cet effet, je vais envisager une expression plus générale définie comme les A et les B par une intégrale double.
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Soit (3) ^^rrHEO^
une intégiale double prise le long de contours fermés.
H, 0 et F sont des polynômes entiers en jr, — > y^ - dont le
degré est respectivement A", co et /. Quant à 5, c'est la moitié d'un entier impair.
Avant d'aller plus loin, il faut que j'explique ce que j'entends
par le degré d'un polynôme en ;r, - •. j-, - • Un pareil polynôme
est de la forme
^Xx'^yb^
a et b étant des entiers positifs ou négatifs. Je dirai c|u'il est de
degré m si
Un polynôme de degré m contient (am -h i)- coefficients arbitraires, puisque a de même que b peut prendre 2 m -\- i valeurs.
Ceci posé, je suppose que Q et F soient des polynômes donnés, mais que nous fassions varier H. Il y a (a A + i)-^ polynômes H de degré h linéairement indépendants, mais pour quelques-uns d'entre eux la fonction U est nulle. En effet, si P est un polynôme, l'intégrale
-; =, — - dx dy
dx yF^-<-^ ^
sera nulle. En effet, intégrons d'abord par rapport à x, nous trouverons
peq
Comme nous intégrons le long d'un contour fermé, cette quantité reprend la même valeur aux deux limites et l'intégrale est nulle.
On verrait de même que, si Q est un polynôme, l'intégrale
est nulle. Il suffirait d'intégrer d'abord par rapport à y. Donc
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n sera nul si
HEQ _ _^ PEU d_ QEÛ
xyY^ dx j)/F^'-i dy irF*"-i
c'est-à-dire si
idV ^ dù^^ , ^ dF ^ dx dx dx
dO ^ dQ ^^ , dF ^
Si P et Q sont de degré />, nous voyons que le deuxième membre est de degré p -\-/-\- m. Nous devons donc avoir
p ^ h — f — to .
Il y a donc (2 h — 2/" — 2(0 + 1)2 polynômes P distincts et autant de polynômes Q. Nous pouvons donc former
i{'xh — '2.f — 2 OJ + 1 )-
relations de la forme (4). Mais ces relations sont-elles distinctes; ne peut-il pas arriver que le deuxième membre de (4) soit identiquement nul ? Cela arrivera si
d PEU d QK^
dx yF'^-'^ dy a?F^"i
c'est-à-dire si
QEQ dx PEQ dy_ F^-i ~x F^-i ^
est une différentielle exacte; je représente cette différentielle par
SFû
ce qui donne
1 d<> du , dF
] dx dx dx
i r» ^S^ dÇi ^^ . dF ^
Je dis que S est un polynôme entier (en x^ -' J^5 — ) 6t d'abord
que c est une fonction uniforme.
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i" L'intégrale / dU ne présente pas de périodes cycliques.
Supposons que l'on calcule cette intégrale en regardant y comme une constante et en faisant décrire à x dans son plan une courbe fermée, à l'intérieur de laquelle il y ait un nombre pair de valeurs de^ telles que F= o. Il en résultera que quand on aura décrit cette courbe fermée y/F et F^~' reviendront à leur valeur initiale. L'intégrale prise le long de ce contour serait une période cyclique
fdU.
Cette période, si elle existe, sera une fonction dey. Je dis que cette fonction devra se réduire à une constante. Si en effet la fonction U admet deux déterminations U' et U", on aura
dj- dy y F-^-i
et, par conséquent.
Si l'on se reporte maintenant à l'analyse de M. Picard dans son Ouvrage sur les fonctions algébriques de deux variables (t. I, p. 88 à 90), on verra que cela ne saurait avoir lieu sans que la période cyclique soit nulle si le polynôme F est le plus général de son degré et dans beaucoup d'autres cas encore.
2" L'intégrale ne présente pas de période polaire. Elle pourrait
en présenter si la fonction sous le signe / devenait infinie, mais
cette fonction ne peut devenir infinie que pour x = o, ou y = o, o u F = o .
Pour F =: o, la fonction est infiniment grande d'ordres — i à moins que F ne soit divisible par un carré parfait, ce qui n'arrivera pas si F est le polynôme le plus général de son degré. La fonction n'étant pas infinie d'ordre entier, il ne peut résulter de là une période polaire.
Soit maintenant j; = o. Développons la fonction sous le signe /
suivant les puissances entières positives et négatives de x de telle façon que l'on ait
les C/„ étant des fonctions de y, alors nous aurons une période
polaire cjui sera
En vertu de l'écjiiation (6), cette période devra être une constante indépendante dejK- Je dis que cette constante est nulle. Soit j^ =J>^o Line des racines simples de réc[uation
F( G, JK) = o.
Bien entendu, avant de faire x = o, il faut multiplier F par une puissance convenable de x de façon cjue F reste fini pour x ^^ o. Faisons varier j- de façon c[ue cette variable revienne à sa valeur
initiale après avoir tourné autour de Vq ; alors y/F se changera
en — \/b , -— en j- , et, par consec[uent, L._, en — L_, ; mais,
comme C_( est une constante, on a
C—i ^ — G_i, d'où
Il n'y a donc pas de période polaire pour ^ == o et l'on verrait de même qu'il n'y en a pas pour j^ = o.
Le raisonnement précédent ne s'appliquerait pas toutefois si F se réduisait à un carré parfait pour ^ = o.
'à" Mais S p lurrait encore ne pas être uniforme pour une autre cause. Supposons que l'on prenne Tintégrale U le long d'un contour enveloppant un nombre impair de valeurs de x qui annulent F. Alors \J¥ se change en — \/F cjuand on parcourt ce contour.
Donc Use change enU'=:/i — U, h étant une constante cjui ne peut dépendre de i . Ici l'éc^uation (6) ne s'applique pas et la différence
U — U' n'est pas indépendante de y] car, y/ F ayant changé de
signe, --j— el—i— ne sont pas égaux, mais égaux et de signe contraire,
de sorte que
dlj' _ du dh _
dy ^ dy' dy" '
Ainsi h est une constante absolue. De plus, si nous considérons un autre contour analogue cjui change U en U" = h' — U, je dis
que les deux constantes h et h' sont identiques ; sans quoi l'intégrale admettrait la période h' — h.
La constante h étant la même pour tous les contours, nous pouvons choisir la constante arbitraire d'intégration de façon que h^o. Alors notre intégrale ne sera susceptible que de deux valeurs U et — U. D'ailleurs le signe de U changera en même
temps que celui de y/F, de telle sorte que — = et par conséquent S
est une fonction uniforme.
4" S est un polynôme entier en
fi
En effet, l'intégrale et S ne peuvent devenir infinis que si les
dérivées
dU d\J
dx dy
deviennent infinies, c'est-à-dire si
a? = co, y = co, X ^= o, y = o, F = O.
Pour F = o, les dérivées deviennent infinies d'ordre s — i et par conséquent U devient infini d'ordre s — 2 et S reste fini.
Voyons comment se comporte S pour x très grand. Les termes prépondérants de F, Q, 0 se réduisent respectivement à x^^ xP et x^ multipliés par une fonction dey(f^p et w étant les degrés de
F, Q, Q). Donc -j— réduit à ses termes prépondérants se réduira à
et U à
et enfin S à
■ïliy)xP-f-'^,
6(jk) et 'ri(y) étant des fonctions dey faciles à former.
On trouverait le même résultat en cherchant comment S se comporte pour ^ = o ; il suffirait de changer y, p et w en — f, — p et — oj. On raisonnerait encore de même pour y très grand ou très petit.
Donc S se comporte comme un polynôme de degré
p — y" — O) = h — • >.y — 2 OJ .
C'est donc un polynôme de degré h — 2/ — aco, dépendant de
coefficients arbitraii'es.
Donc parmi Jes
^{■xh ^ if — 2 co -H I )2
relations (4) il J en a seulement
qui sont distinctes. Donc nous n'avons que
(2/1-1- I )- H- ( 2 /? — 4 / — 4'-" -I- i)- — 2 ( 2 /î — if — 2 (0 -1- I )2 expressions II qui soient linéairement indépendantes. Or ce
8(/-»-co)2.
nombre est égal à
Il est donc indépendant de h et s. Donc, quelque grand que soit le degré de h du polynôme H, nous n'aurons toujours, au plus, que 8(/'+ w)- expressions H distinctes-
Remarquons que les expressions où 5 = ^^ rentrent comme cas particuliers dans celles où 5 = 5o+ 1 , puisque nous pouvons changer 5 en 5+ i et H en H F sans changer l'expression H. Donc toutes les expressions II, quel que soit le nombres, le degré du polynôme H et ce polynôme lui-même, peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de 8(/-hw)- d'entre elles.
Si nous prenons
expressions II quelconques, il y aura entre elles une relation linéaire, dont les coefficients seront des fonctions rationnelles des coefficients des polynômes F, 0 qui sont les mêmes pour toutes ces expressions II ainsi que des divers polynômes H qui ne sont pas Les mêmes pour les différentes expressions H. Cela résulte de la façon dont nos relations (4) ont été formées.
291. Le nombre des expressions II distinctes peut s'abaisser si les polynômes présentent certaines espèces de symétrie. Supposons par exemple que F, 0 et H ne changent pas quand on change x
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en — X el y en — y. Si alors nous écrivons ces polynômes sous la forme
nous voyons cjue les deux entiers a et b doivent être de même parité.
Un polynôme de degré m présentant cette symétrie ne contient
plus que
coefficients arbitraires. Nous n'aurons donc que
polynômes H.
Si les polynômes P et Q présentent cette même symétrie il en sera de même du second membre de (4)- D'ailleurs nous obtiendrons de cette façon tous les polynômes H symétriques qui sont de la forme (4)- Soit en effet
le second membre de (4)- Considérons deux polynômes P et Q non symétriques de telle façon que P[x, y) ne soit pas égal à
P(-a?, -7) et supposons cjue
soit égal à un polynôme symétrique H de telle sorte que U(x, y) = Hi — ar, —y);
nous aurons à la fois
et
H(^, r) = H(-^, -7) = *[P(-^, -jK), Q_i-x,-y)l
ou, en additionnant et divisant par 2,
qui est une relation de la forme (4) où les polynômes P et Q sont
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remplacés par les polynômes symétriques
P(cr, y) -r- P ( — ■ -T. — y) Q(cr, y) -{- Q( — x, —y)
11 suffira donc de considérer les relations (4) formées avec des polynômes symétriques. Nous aurons donc, non plus
relations (4), mais
De même, si nous nous reportons aux relations (5), nous verrons que, si P et Q sont symétriques, il en sera de même de S ; nous aurons donc
2 ( A — 2/ — 2 M )' -H 2 ( A — 2/ — 2 tu ) -H I
polynômes S.
En résumé le nombre des expressions II distinctes ne sera plus
mais seulement
6(A) -f- ft(A — 2/— 2œ) — 28(A — /— œ), en posant
Ce nombre sera donc
292. Appliquons ce qui précède aux expressions (i) et (2), mais auparavant il est préférable de les transformer en posant
Alors, A-, qui était un polynôme contenant des termes en deviendra un polynôme entier du second ordre en
Ce polynôme ne change pas quand on change ^ et Tj en — ^ et — 'i\. Ce sera lui qui jouera le rôle de F; nous avons donc
Le polynôme Q devient de son côté un polynôme symétrique du premier degré en
de sorte que
Dans la formule (i), bien entendu, où l'exponentielle E^^ ne figure pas, on prendra m = o.
Le rôle du polynôme H sera joué dans l'expression (i) par —^ — —,>
et dans l'expression (2) par ^^^ ^^^, , qui nous donneront l'une et
l'autre un polj^iome symétrique en
Nos coefficients B„;,„' et h^mni seront représentés à un facteur numérique près par l'intégrale
. /■/-HEO-i^.
OÙ Q est du degré o ou i et où
rjf-in y /Il -jQlll yin ^
où enfin A joue le rôle de F'. Ce sont donc des expressions de la forme II.
Les coefficients de ces polynômes F, ù et H sont d'ailleurs des fonctions rationnelles des grands axes « et a', des excentricités e, e' et de y/i — e-, \l \ — e'-, ou, si l'on aime mieux, de s et de e', en posant
Ce sont également des fonctions rationnelles des lignes trigono-
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métriques déjaendantde rinclinaison et des périhélies, c'est-à-dire
1 J in w'
de tang - •> tang - , tang — •
Ce sont en résumé des fonctions rationnelles des sept quantités
a, a, £, £, lang-;> tang , tang — ,
les longitudes des périhélies étant comptées dans les plans des deux orbites, à partir de l'intersection mutuelle de ces plans. Ce sont ces sept quantités que nous appellerons les éléments.
Envisageons maintenant la dérivée de l^,nrn\ ou de B,„,„' par rapport à l'un de ces éléments, que je désigne par a; elle sera égale à
J J Tr,U
où
\ aa de/, j -1 ai
sera un polynôme de même forme que H. Nous retrouvons donc
une expression de la forme H avec cette différence que l'exposant
s qui était esal a - est maintenant -• ^ ° 2 1
Si nous considérons une dérivée partielle seconde, cet exposant deviendra -? rien d'ailleurs ne sera changé, et il en serait de même pour les dérivées d'ordre supérieur.
Ainsi nos coefficients A„j„i , B,„„j' ainsi que leurs détnvécs partielles d'ordre quelconque par rapport aux éléments sent des expressions de la foi' me 0.
Les conclusions du n" 290 sont vraies quand le polynôme F est le plus général de son degré. Elles subsisteraient bien entendu dans les cas particuliers, par passage à la limite ; mais ici elles sont directement applicables.
En effet le théorème de M. Picard s'applique directement toutes les fois que le polynôme F est indécomposable.
C'est ce qui arrive pour le polynôme A'^ dans le cas général du problème des trois corps. Quand l'inclinaison est nulle, le polynôme P. - II. 9
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A- se décompose, mais nous restons dans les cas très étendus où le théorème de M. Picard est applicable.
Il n'y a donc pas de période cyclique.
Pour montrer ensuite qu'il n'y a pas de période polaire, nous avons supposé que F(^,y) ne devenait pas un carré parfait quand après l'avoir multiplié par une puissance convenable de a? on y fait .X = o.
Si nous applicjuons cette règle au polynôme
cela reviendra à réduire A- aux termes en x-^ xy,y-, ou en a?"-, ^~^jK~', y~''^ ou en ic-, ■'x:y~^ , y~'i ou encore eux"-, x~^ y^ y-. Ce polynôme ne se réduit pas ainsi à un carré parfait. La condition est donc remplie.
293. Appliquons d'abord cela à l'expression (i) et aux coefficients B„i„j'; nous avons
Le nombre des expressions distinctes est donc
Nous n'avons donc que seize coefficients distincts. Donc :
Si l'on envisage le développement de la fonction perturbatrice suivant les anomalies excentriques, il y aura entre les coefficients des relations linéaires de récurrence dont les coefficients seront des fonctions rationnelles des éléments. Ces rtdations permettent d'' exprimer tous ces coefficients en fonctions de seize d'entre eux.
Ces relations de récurrence sont assimilables à celles C[ui relient les coefficients de Laplace. Ces relations peuvent s'obtenir de la façon suivante; écrivons les deux identités
dx \ A / dx
-^'^s^UJ^'^^""
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Remplaçons dans ces identités A- et - par leurs développements
suivant les puissances entières positives et négatives de œ et jk, et égalons à zéro dans l'une de ces identités le coefficient de xPyi. On a retrouvé dans le Nachlass de Jacobi, sans démonstration, un énoncé d'après lequel le nombre des coefficients distincts serait non pas i6, mais i5. Gela est possible, car i6 n'est ici qu'un maximum. Il serait intéressant de pousser la vérification jusqu'au bout.
294. Supposons maintenant que l'on envisage un coefficient et ses dérivées partielles des divers ordres par rapport aux éléments. Ce sont encore des expressions n, elles sont donc liées à seize d'entre elles par des relations linéaires.
Ainsi chacun de nos coefficients B, considéré comme fonction de Clin ciiielconque des éléments, satisfait à une équation différentielle linéaire du seizième ordre au plus, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des éléments.
Si l'on considère deux ou plusieurs éléments comme des variables indépendantes, on peut former aussi un très grand nombre d'équations linéaires aux dérivées partielles.
Tous nos coefficients B, et toutes les dérivées partielles peuvent s'exprimer linéairement en fonctions de seize de ces coefficients, ou bien encore en fonction de lun d'eux et de quinze de ses dérivées partielles.
295. Passons maintenant au cas de l'expression (2) et des coefficients h.mm'^ qui sont ceux du développement suivant les anomalies moyennes. Cette fois
CO = I
Seulement le polynôme 0 dépend de m et de m' . Il n'est donc pas le même pour deux coefficients A,„,„' différents.
Les conclusions du n" 293 ne se généralisent donc pas.
Au contraire, le polynôme 0 est le même pour un coefficient -^mm' et pour toutes ses dérivées partielles, de sorte que le théorème du n" 294 se généralise immédiatement.
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Chacun des cocjjicients A, considéré comme fonction de L'un queLconcjue des éléments, satisfait à une écjuation différentieiie linéaire du trentp-sixième or Ire au plus. Il satisfait en outre à de nombreuses équations linéaires aux dérivées partielles, si l'on regai-de les divers éléments comme des variables indépendantes.
296. Passons au cas où les excentricités sont nulles; il en résulte de grandes simplifications. D'abord, en effet^ il n'y a pas de distinction à faire entre les anomalies excentriques et moyennes, de sorte que l'on a
De plus on a
A- = «2 _|_ (i'% _f_ (^fT[_' jj^
en posant
S— — ='ri~, iv ^ xy = ?-.
D'ailleurs les coefficients K,nm' sont exprimés à un coefficient numérique près par l'intégrale
JJ
' dz dw Il • j
zw 1
OU Jrt est un polynôme entier en z. w, -, • On a donc
Le polynôme c|ui joue le rôle de F est ici A-, et l'on voit que, pour 5 = G, l'expression sA se réduit à une constante; le raisonnement par lequel on démontre qu'il ne peut y avoir de périodes polaires n'est donc pas a[)plicable immédiatement [puisque nous avons dû supposer plus haut que le premier membre de l'équation F (a;, 7 ) ^ o ne se réduisait pas à un carré parfait pour x = o].
Nous pourrions nous tirer d'afi^aire de plusieurs manières différentes :
1° En nous servant des fonction elliptic[ues, comme je l'ai fait dans le IJulh'iin (isironomique, t. XIV; 2" En revenant aux variables .27 et y.
Mais je préfère me servir de la symétrie du polynôme A-.
RELATIONS DE RÉCURRENCE ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. l33
Ce polynôme ne change pas en effet quand on change z en -? ou bien tv en — • Un polynôme satisfaisant à cette double condition sera ce que j'appellerai désormais symétrique.
Dans le développement de - les coefficients de
sont égaux, et peuvent être représentés à un même coefficient numérique près — - — ^ par l'une des intégrales doubles
dz dw
HP' A
où
ra ,x)b _i_ r-—a (,,b
Nous pouvons donc toujours supposer que le polynôme H est symétrique.
Nous devons ensuite rechercher quels sont les polynômes H syinétriques qui nous conduisent à une intégrale double identitiquement nulle. Ce sont ceux qui sont de la forme (4)- Dans le second membre de l'expression (4), il faut, bien entendu, faire 0 =z o et remplacer x et 7 par les variables nouvelles z el w.
Je remarque maintenant que si, dans cette expression (4) ainsi
modifiée, on remplace P(s, (v), Q(^, ^p) par — Vi-^w]., Q ( -7 w\, l'expression H(^, (v) se change en H ( -? w\. De même,
si l'on remplace P(s, w), Q_{z,w) par P[z,^), — Q(s, -i^);
l'expression H(^, w) se change en H (5, — Si l'on a alors
nous dirons que P et O présentent la symétrie croisée.
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Il est clair que, si P et Q présentent la symétrie croisée, l'expression H présentera la symétrie directe.
Si H présente la symétrie directe, je dis que l'on pourra toujours, sans restreindre la généralité, supposer que P et Q ont la symétrie croisée. En effet, si H est symétrique, on pourra, sans changer H, remplacer P et Q par
OU par ou par
ou enfin par les deux polynômes
P(5, W) — P{ -, w] -hP(z, —) — P( ^, -
q(z, (v) + Q [^,wj — Q(3, —
qui présentent la symétrie croisée.
Si maintenant P et Q présentent la symétrie croisée, l'expression
Q dz P cuv^^_ r^^^^ r,i s
supposée intégrable, présentera une troisième espèce de symétrie que j'appellerai la symélrie inverse, c'est-à-dire que S et U changeront de siene quand on changera s en -? ou bien (v en — •
Dans ces conditions,
dz ~ F^-'^
change de signe quand on change w en — Si nous posons
dV ^ -,
notre période polaire, si elle existe, sera 2/~C_i ; elle sera indépendante de w (qui joue ici le rôle àe y). D'autre part, elle devra
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changer de signe quand on changera w en —; elle est donc nulle.
Examinons maintenant le degré de ces difïerents polynômes; mais nous ne définirons pas le degré de la même manière que dans les numéros précédents.
Soit un polynôme en 5, -, w, —,
Nous dirons qu'il est de degré m si
Soit alors h le degré de H, nous voyons que celui de P et de Q est A — I et que celui de S est A — 2.
Un polynôme de degré h contient j li- -\- 9J1 + i coefficients arbitraires, mais, s'il est symétrique, il n'en contient plus que — "^ ' ' ^ '^ + ^ ) g- Y^ gjniétrie est directe et, en effet, les coefficients
de s-«(p-* se déduisent d'un seul d'entre eux, de sorte que nous n'avons plus à envisager que les termes où les deux exposants sont nuls ou positifs. Si la symétrie est croisée, il arrive (pour P par exemple) que les termes indépendants de z sont nuls, de sorte que nous ne devons plus envisager que les termes où l'un des exposants est nul, et l'autre nul ou positif. Cela fait coefficients
distincts. Si enfin la symétrie est inverse, les termes indépendants soit de (T% soit de :;, sont nuls, et les deux exposants doivent
être positifs, de sorte qu'il reste -*— ^ coefficients. Nous sommes
donc conduits au Tableau suivant :
Nombre des coefficients.
Polyni)
me.
Degré.
Symétrie
directe
croisée
croisée
inverse
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Le nombre des expressions H distinctes est donc
Donc, entre les coefficients du développement de la jonction perturbatrice, il y a des relations linéaires de récurrence dont les coefficients sont rationnels par rapport aux éléments etcjui permettent d'exprimer tous ces coefficients à l'aide de quatre d'entre eux. Chacun cVeux, considéré comme fonction de l'un des éléments., satisfait à une équation différentielle linéaire du quatrième ordre. Considéré comme fonction de tous les éléments, il satisfait à un grand nombre cV équations aux dérivées partielles. Tous les coefficients et toutes leurs dérivées partielles peuvent s'exprimer linéairement à V aide de quatre des coefficients, ou bien encore à l'aide de l'un d^ eux et de trois de ses dérivées partielles.
297. On arriverait au même résultat en conservant les variables x et y, on aurait alors
a- -^ a '^ -h aa u H —
aa'^l^xy^ ^_).
sY -^ / \ -^y I
Ce polynôme serait de degré i au sens du n° î290 et non plus du n" 296. Il serait d'ailleurs symétrique au sens du n'- 291 et non plus du n" 296. Enfin l'expression x A- se réduirait, pour .2; = o, à
aa \\xY -^ h
qui n'est pas un carré parfait; nous pourrions donc appliquer les conclusions du n" 291, et, puisque
le nombre des expressions II distinctes serait
4{/-t- wf= 4. G. Q. F. D.
298. Les équations aux dérivées partielles auxquelles conduit l'analyse précédente ont déjà été rencontrées. Ce sont celles que
nous avons étudiées au n" 261. Nous avons vu que les onze dérivées partielles de Z, désignées dans ce numéro par (8), (9), (10), (11), (12), (i3), s'expriment linéairement en fonctions des neuf expressions (i4) qui sont elles-mêmes liées par les trois relations (i5). Il y a donc, entre ces onze dérivées, cinq relations. Soit
Z = y u^/'tv^.
Les coefficients de z^w^ dans les onze dérivées partielles seront
d\} da'
dix^-
d'- U rf2 U f/2 U
da~ ' da d\j. ' da <r/v
d'-\] d\x dy
dM]
Il y aura donc cinq relations entre U et ses neuf dérivées des deux premiers ordres. D'ailleurs, outre les relations (i5), les neuf
expressions (i4) sont liées entre elles et à Z = z.Us'^tv'* par la relation
(i -H a^)Z' — •ia\xTJ cos^ — -lav Z' cosr, = — sZ.
Nous aurons donc six relations entre U et ses neuf dérivées, c'est-à-dire cjue U satisfait à six éc[uations aux dérivées partielles du deuxième ordre. De U et de ses dérivées, en tout dix expressions, il en reste donc quatre qui sont indépendantes.
Parmi ces six équations, nous distinguerons celles qui ont été étudiées à la fin du n" ':26I et dont nous avons vu la parenté avec les équations de M. Appell. Nous avons vu que ces équations admettent cjualre solutions distinctes, de sorte que U considéré comme fonction d'un seul élément satisfait à une équation différentielle du cjuatrième ordre.
299. Les fonctions que nous avons étudiées dans ce Chapitre sont définies par des intégrales doubles et ces intégrales doubles sont prises le long des contours fermés. En d'autres termes, ce sont des périodes de l'intégrale double indéfinie
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Supposons que nous fassions varier l'un des éléments, que j'appellerai a, en lui donnant bien entendu des valeurs imaginaires, et que cet élément a décrive dans son plan un contour fermé. Notre coefficieirt, représenté par notre intégrale double, est une fonction analytique de l'élément a; quand cet élément aura décrit son contour fermé, nous retomberons sur une autre détermination de cette fonction analytique, et cette détermination ne pourra être cju'iine autre période de notre intégrale définie double.
Supposons cjue cette intégrale définie ait k périodes fondamentales
Pi, P2, ..., Pa;
toutes les autres périodes et, par conséquent, toutes les déterminations de notre fonction, seront des combinaisons linéaires à coefficients entiers de ces périodes fondamentales.
Quand donc la variable décrira un conlour fermé, les différentes déterminations de la fonction subiront une transformation linéaire à coefficients entiers. Considérons maintenant plusieurs fonctions II qui pourront différer par les polynômes H et Q, mais pas par le polynôme F, toutes ces fonctions subiront la même transformation linéaire, puiscjue celle-ci ne dépend que de la déformation des contours d'intégration.
So]t donc A le déterminant formé par k déterminations correspondantes de k fonctions II; ce déterminant sera multiplié simplement par un facteur numérique quand la variable décrira un contour fermé; le rapport de deux de ces déterminants demeurera donc constant, ce sera donc une fonction uniforme.
Donc entre A" H- i fonctions II, il y aura une relation linéaire dont les coefficients seront des fonctions uniformes des éléments. Donc le nombre des périodes fondamentales est égal à celai des fonction'' Il en fonction desc/iielles toutes les autres peuvent s'exprimer par des relations linéaires dont les coefficients sont des fonctions uniformes des éléments.
Si les fonctions II ne présentent que des singularités algébriques, ces fonctions uniformes se comporteront comme des fonctions rationnelles. Les coefficients de nos relations seront des fonctions non seulement uniformes, mais rationnelles. C'est ce qui arrive quand ù = o.
Nous pouvons prévoir par là que le nombre des périodes fonda-
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mentales est de i6 dans le cas général et de 4 si les excentricités sont nulles C'est ce que montre le résultat obtenu au sujet du développement suivant les anomalies excentriques.
Mais alors nous pouvons en tirer une conclusion relative au développement suivant les anomalies moyennes. Il y aura entre les coefficients de ce développement des relations linéaires de récurrence dont les coefficients seront des fonctions non rationnelles mais uniformes des éléments, et ces relations permettront de les exprimer tous à l'aide de seize d'entre eux. De plus chacun de ces coefficients satisfera à une équation différentielle linéaire, qui sera du seizième ordre (et non plus du trente-sixième), mais dont les coefficients seront non plus rationnels, mais uniformes.
Ces relations de récurrence et ces équations différentielles sont analogues à celles que nous avons rencontrées dans l'étude des coefficients de Laplace. Nul doute cpi'elles ne puissent rendre les mêmes services dans le cas où les excentricités sont nulles; mais il n'en est pas de même dans le cas général; leur ordre semble trop élevé ; heureusement il est permis d'espérer que ces équations ne sont pas irréductibles et que l'étude des périodes de l'intégrale double permettra d'en abaisser l'ordre.
J'ajouterai que M. Féraud, dans le Tome VIII des Annales de l'Observatoire de Bordeaux, a montré que, par suite de certaines symétries, cet ordre pouvait s'abaisser de lui-même dans certains cas particuliers.
CALCUL NUMÉRIQUE DES COEFFICIENTS
300. Dans les Chapitres précédents, nous avons cherché à obtenir le développement analy tique des coefficients à l'aide de séries procédant suivant Jes puissances des excentricités et des inclinaisons. L'emploi de ces développements ne présenterait aucune difficulté si le nombre des termes n'était pas si grand. Mais ce nombre a effrayé beaucoup d'astronomes qui se sont efforcés de calculer la valeur numérique des coefficients sans passer par l'intermédiaire de ces développements.
Nous avons vu que les coefficients pouvaient se mettre sous la forme d'intégrales définies. Telles sont les intégrales (i) et (2) des n- 280 et 289
TT2B;„,„'= Ç Ç
J J a7'«jK'" \J^Kx, y) r r QE^ dx dy
(2) — 4tc2A,„,„'= / / , , -•
On pourrait donc calculer les valeurs de ces intégrales doubles par quadratures mécaniques; nous pouvons écrire en efl'et l'équation (2) sous la forme
(3) iT.'-^,nm'= li_E-'^'«"+'«'"') ofarfa',
ou bien encore sous la forme
(4) 4^-A;„;„'= j' f -^E-i^'n'^'n'ndldl.
d'où l'on tirerait les formules approchées
(3 bis) nK\.,nm' = ^ —^
g— j'ï inu-h/n' u')
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et
Dans la formule (3 bis)^ il faut donner, sous le signe 2_ji à m de même qu'à u' ^ les n valeurs équidistantes
ir. ^Tz ■i.[n — i)-jr
Cela fera donc, sous le signe ^V? *^6s termes dont le nombre
sera /i-, puisqu'il faut combiner les n valeurs de u avec les n valeurs de u .
Pour la formule (4 bis), on opérera de la même manière avec cette différence que ce n'est plus à u et à m', mais bien à / et à /' qu'il faut donner les n valeurs équidistantes
Le Verrier voulant calculer la grande inégalité Pailas-Jupiter, c'est-à-dire le coefficient A,8_7, a employé la formule (4 bis). Il aurait pu se servir avec plus d'avantage de la formule (o bis). Mais il fallait la puissance de calcul de Le Verrier pour avoir le courage d'aborder une tâche aussi écrasante. Heureusement il y a des moyens d'éviter ces quadratures mécaniques, ou tout au moins de réserver les quadratures mécaniques pour le calcul, non plus d'une intégrale double, mais d'une intégrale simple. Les plus importantes de ces méthodes sont celles de Hansen, de Gauchy et de Jacobi.
30L Méthode de Hansen. — Il s'agit d'obtenir les coefficients ^mm' du développement procédant suivant les anomalies excentriques. Il sera aisé ensuite de passer aux coefficients A,„,„' du développement suivant les anomalies moyennes en employant la formule du n° 240, ou bien encore de passer au développement spécial de Hansen en employant la formule du n" 246.
Prenons alors l'expression de A- ; c'est un polynôme dvi second degré en E-'", £-'"', de sorte que nous pouvons écrire
(5) A2= A-i-BE''"'+B'E-'»'-H GE2'"'+ C'E-2'«',
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les coefficients A, B et C dépendant seulement de a; nous verrons ensuite que l'on a simplement
de sorte que Cet G' sont indépendants de u et, de plus, du second degré par rapport aux excentricités. Nous pouvons en conséquence négliger ces termes en première approximation et, appelant A^ la somme des trois premiers termes du second membre de (5) et R la somme des deux derniers, écrire
I _ I 1 jl 3 R2
^^) Â ~ â; ~ 2 If "^ 8 Ag "••••
La série (6) converge très rapidement à cause de la petitesse
de R, de sorte que le développement de - est ramené à celui de I I
Or nous pouvons poser
A2 = Am- BE'"'-j- B'E-'«'= H2[r-4-a2 — 2acos(M'— P)], H, a et [B étant des fonctions de u. On en déduit
les bf^ étant les coefficients de Laplace formés en fonctions de a parles procédés du Chapitre XVII.
A, B, B' peuvent être regardées comme des fonctions connues de u; il en est donc de même de H, a et j5i et, par conséquent, des b'f^ ; on aura alors
si Caa est le coefficient de E'^" dans le développement de
c'est-à-dire si
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On calculera l'intégrale (8) par quadratures mécaniques à l'aide de la formule
OÙ n est un grand nombre; la fonction cjui figure sous le signe \
est une fonction de (f : on j donnera successivement à u les n valeurs équidistantes
■2-71 iT. -1(11 — I ) ir
Telle est la méthode de Hansen; je me bornerai à renvoyer pour plus de détails au Chapitre XXI du Tome IV de la Mécanique céleste de Tisserand et en particulier aux pages 34 1 à 344-
302. Méthode de Jacobi. — Jacobi cherche aussi à former le développement qui procède suivant les anomalies excentriques; il décompose aussi A- en deux parties Aj; et R, dont la seconde est du second degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; mais il n'a pas recours aux quadratures mécaniques. Sa manière de mettre A- sous la forme
n'est d'ailleurs pas la même que celle de Hansen. Pour bien la faire comprendre, je suppose d'abord que l'inclinaison soit nulle. On trouve alors, en appelant ;, t\ et ^', t]' les coordonnées des deux planètes,
A- = ( ^ -+- îTj — ^' — i r/ ) 1 ^ — iri — ^'-f- i Y)' ).
D'autre part, si l'on pose
il vient
On en déduirait l'expression de ^ — ir^ en changeant i et — /, et l'on aurait ensuite celles de E'-h i'i]' , ^' — i-r\ en changeant a, î, ru, u en a', s', nr', u' .
Si, dans l'expression précédente, nous négligeons le terme en e'-E~'", nous commettrons une erreur du second degré et nous trouverons
A| = (ih'e'— aèe -+- 6E''«— 6'E+'«') (aô', e'— aèiS + èjE-^" — è'j £-'«') en posant, pour abréger,
Si alors nous désignons par A^ cette valeur approchée de A- et par R l'erreur commise, nous aurons
et Pi sera du second degré par rapport aux excentricités.
Si l'inclinaison n'est pas nulle, nous pourrons développer suivant les puissances de l'inclinaison et dans le développement ne figureront que des puissances paires de l'inclinaison.
Si donc nous négligeons l'inclinaison, l'erreur commise sera du second degré. Nous pourrons donc conserver la même expression pour Aj; et l'erreur R = A- — A^ sera encore du second degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Nous pouvons écrire ensuite
^-; -_ \\i ([ Y ËJ'tt-tt'— w) y']£— /((«'— (1)') \ (i Y J7— /(it— ;i'— w' y'E+'''''~"'^'' ),
en posant
Il est clair d'ailleurs que nous pourrions modifier les coefficients H, y, u), y', oj', qui figurent dans Ajî, pourvu que les modifications soient seulemeut du second degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. L'erreur R resterait du second degré.
.lacobi profite de cette latitude pour faire disparaître certains termes de R, à savoir les termes tout connus, les termes en
cos , , cos
iu — a ), . u.
sin sin
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Je renverrai pour les détails de l'analyse à la Mécanique céleste de Tisserand (t. IV, Chap. XVIII, p. 3oi à 3o6). Quoi qu'il en soit, nous avons
Â ~ Â"o ~ 2 A;î ^ 8 Ag • ■ • '
de sorte que (R se réduisant à un nombre fini de termes) le développement de - est ramené à celui de — ^ • Si nous posons, pour
A Ag
abréger, il vient
et il s'agit d'effectuer le développement suivant les puissances entières, positives ou négatives de :; et de m.
Il est aisé de véi^ifier que le coefficient de z^m'^ sera, au facteur près, y'^v''* et à un facteur constant près, une série hjpergéométrique de deux variables de M. Appell par rapport à y- et y'^.
Ces séries sont tout à fait analogues à celles que nous avons étudiées au Chapitre XVIII, seulement elles ne se réduisent pas à des polynômes.
Jacobi ne se sert pas de ces séries, qui n'étaient pas encore connues de son temps: son analyse est un peu différente; on la trouvera dans la Mécanique céleste de Tisserand (t. IV, p. 3o6 à 3i i).
Les coefficients du développement de—? -^} -zi ••• sont liés
Aq Aq Ag
par des relations de récurrence, et ces relations permettent de les exprimer tous à l'aide de quatre d'entre eux (de sorte qu'elles deviennent pratiquement utilisables). Il suffit, pour s'en convaincre, soit de se reporter à ce que nous avons dit au n° 1264, soi t d'appliquer les principes du Chapitre XXI, en remarquant qu'ici w ^ o, /'= I et que le polynôme A^ présente une symétrie particulière, puisqu'il ne change pas quand on change z en - et ca
en -•
Méthode de Cauchy. — Cauchy, comme Jacobi et Hansen
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cherche d'abord le développement suivant les anomalies excentriques pour en déduire, par le moyen des fonctions de Bessel, le développement suivant les anomalies moyennes. Je n'ai pas à revenir sur le passage d'un développement à l'autre; je m'occuperai donc simplement de la manière d'obtenir le développement suivant les anomalies excentriques.
La méthode de Cauchy se rapproche également de celle de
Hansen par un autre point. Cauchy commence par développer -
suivant les anomalies excentriques de la seconde planète sous la forme
Les B/;' sont des fonctions de u et, si nous posons
il vient finalement
Cauchy calcule les coefficients B,;' par àe?> procédés analytiques et il en déduit ensuite les coefficients ï^nii par quacbalure mécanique à l'aide de l'intégrale
(lo) ■j.T.B„a'= Bn'E-i'"' du.
La difTérence provient surtout de la manière d'obtenir les coefficients B//; reprenons la formule (5) : '
(5) A2= A + BE'"'-+- B'E-'«'-f- CE2'"'+ G'E-2'«'.
Si nous égalons A- à o, nous obtiendrons une équation du quatrième degré en j/ =■ E'"' qui peut s'écrire
(il) A 4- B j H 1- Cj2 4- G y-^- = o.
Discutons cette équation ; nous observerons d'abord que ses coefficients ne sont pas réels, ou du moins A, C, C sont réels, mais B et B' sont imaginaires conjugués; l'équation ne change pas quand
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on change y en — et ^ en — i. Les racines peuvent donc se répartir en deux paires :
où a et [^ sont réels et plus petits que i, de telle sorte qu'on permute les deux ra en — i. De plus,
mute les deux racines d'une même paire en changeant j^ en — et l
de sorte que le produit des racines est égal à + i , ce qui donne
11 en résulte c|ue nous pouvons mettre A- sous la forme d'un produit de deux facteurs :
A- = H2 [l — 2 a COè{u' — tu) -h a2] [l — 2 ^ COè{u' -h O)) H- fi-],
H étant facile à calculer quand on connaît a, [i et (o.
Nous remarquerons ensuite que, si l'on néglige e'-, le degré de l'équation s'abaisse, car C et C s'annulent et l'équation (ii) devient simplement
A-hBv-i =o.
L'équation du quatrième degré se réduit donc au deuxième, une des racines étant devenue nulle et l'autre infinie. L'équation se résout donc aisément pour C = C'=o. Nous pouvons ensuite développer les racines suivant les puissances de C, en considérant A, B, B' et C comme des variables indépendantes et faisant C'= C. Comme C est du deuxième degré par rapport aux excentricités, la convergence sera très rapide. Nous voyons en même temps que [i est une quantité du deuxième degré par rapport aux excentricités.
Il reste à effectuer le développement de - et pour cela on développera les deux facteurs
[i — 2a cos{u' — w) -T- a- ] - = ^ CpE'f"' ,
[l— 2p COs(«'-t- Wj + [^2] 2 = "y c'yE''^/«'.
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On aura ensuite le coefficient B„' en faisant le produit des deux séries; on trouve ainsi
Les quantités
Cy, E'>w, c'^E-'?w
ne sont pas autre chose que les coefficients de Laplace
calculés respectivement en prenant a = a et a = |3. On les déterminera par les procédés du Chapitre XVII. Cauchy préfère employer, pour cette détermination, les séries procédant suivant les
puissances de — ( ou de — ^ ,-,, j particulièrement commodes
dans le cas où p (ou q) sont grands, ce qui est le cas où il est placé.
Quant à la série
elle converge très rapidement à cause de la petitesse de [â ; en effet, le développement de c^._^ suivant les puissances de [3 commence par un terme en [i'"'~/^' , donc c^._^ est du degré 2\n' — p\ par rapport aux excentricités et est par conséquent très petit.
Ayant calculé ainsi B„ par la formule (12), Cauchy aurait pu obtenir ensuite B«„' par la formule 10) et en déduire ensuite A,^,/ par la formule (12) du Chapitre XVI. Mais ce n'est pas tout à fait comme cela qu'il opère, il passe par l'intermédiaire d'un développement mixte procédant suivant l'auomdie excentrique u' et l'anomalie moyenne / :
C ,Vi(nl-\-n' II')
de sorte que
2 71 C„„' = / B„' E-'"/ dl = I B„. E-'"^(\ — e cos u ) du.
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Cauchy calcule C,/„' à l'aide de cette dernière formule et pour cela il applique les quadratures mécaniques, c'est-à-dire qu'il prend (R étant un entier suffisamment grand)
KG„„' = y B„/E-'"^( [ — e cos m),
B„ et E"'"'' sont des fonctions de a ; on donne à ii sous le signe ^ les K valeurs équidislantes
2 Tï 2 ( K — I ) TT O, -TT-J •••? 7T
On calcule enfin A„„' à l'aide de la formule
A ,— "V/Ln 'T ' '(7i'p')
analogue à la formule (12) du Chapitre XVI. Cauchy a appliqué cette méthode au calcul de la grande inégalité Pallas-Jupiter, en faisant n^- — 18, 72'= 7, il n'avait donc à calculer que les fonctions de Bessel de l'argument unique 'j e' .
Je renverrai pour plus de détails à la Mécanique céleste de Tisserand, t. IV, Chap. XVII.
304. On pouri^ait évidemment fonder d'autres méthodes analogues sur les propriétés des fonctions elliptiques et sur l'emploi de formules, telles que celles dont nous avons fait usage au n'' 256. Je me bornerai à cet égard à quelques indications sommaires. Supposons d'abord les excentricités nulles et que nous ayons à calculer, par exemple, l'intégrale
où A = a- + a'-, B = «a'v, C = aa' [j.. Intégrons d'abord par rapport à w; nous avons une intégrale elliptique que nous pouvons prendre par le procédé de la moyenne arithmélico-géométrique. Ce procédé est fondé sur l'égalité
chv w-^ r dw w-i
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qui a lieu quand
\l a -I- 9, 6 = a, \J a — 26= fi ; sj a! -1-26' = a' = " ~^ ' ?
y/a' — 'ib' ^ v/^!j .
Si nous prenons l'intégrale qui donne le coefficient de Laplace
dw (ip~'
les quantités qui jouent le rôle de \l a -^ ib sont
1 -H a, 1 — a; en prenant les moyennes arithmétique et géométrique, on trouve
I, \/ 1 — a2 ; en faisant une seconde fois la même opération,
une troisième fois,
d'où
irM • "^"'"^
OU
ce qui est la formule du Chapitre XVII; nous avons vu quelle
approximation donne celle formule quand a est plus petit que ~i^'
Appliquons la même méthode à l'intégrale (1 3). Nous pouvons la mettre sous la forme
A «j-i dz dw
4 / a^ -+- a- -1- aa' i i
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en posant en posant
■la' = i/ k-+ bIz^\\^iC +4/A + B (■ 3+ ^j — 2G.
Notre intégrale, par l'application de la règle précédente, se rédiiii^a donc à l'intégrale simple
où a' et a sont des fonctions de z définies par les formules précédentes et que l'on pourra calculer par quadratures mécaniques, ou mieux de la manière suivante :
Comme B est très petit de l'ordre du carré de l'inclinaison, on pourra développer la fonction sous le signe / suivant les puissances de B ( 5 -t- - )' ce qui nous donnera en même temps le déve-
loppement de cette fonction suivant les puissances entières positives et négatives de z.
305. On pourrait faire quelque chose d'analogue dans le cas général; il s'agit toujours de calculer l'intégrale
dx dy
x'i^y'"-' ^Ki^x, y)
On commencera par exemple par intégrer par rapport k y ; l'intégrale à calculer est alors une intégrale elliptique que je puis écrire
\y-'"-' dy
et il faut calculer l'une des périodes de cette intégrale elliptique.
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Seulement A, a, [3, y, S sont des fonctions de x. Quand e' est nul, une des quatre racines a, [3, y, o est nulle et une autre infinie. On est donc ramené au calcul de l'intégrale
yin dy
Le calcul des racines y et o est alors immédiat et l'on peut appliquer directement les procédés du Chapitre XVII et en particulier ceux du n° 256. Toutes les intégrales peuvent d'ailleurs se déduire de deux d'entre elles par les relations de récurrence du Chapitre XVII.
Si e' n'est pas nul, le cas est plus compliqué; il faut d'abord déterminer les racines a, ^, y. S; nous avons expliqué au n° 303 comment cela pouvait se faire, grâce à la petitesse de e' . D'autre part, nous n'avons plus comme au Chapitre XVII à calculer l'inté-
grale
mais l'intégrale plus compliquée
où a et b sont des constantes et m un entier positif ou négatif. Et en effet, pour ramener l'intégrale (i4) à la forme canonique, il faut poser
p{u) étant la fonction de Weierstrass.
La période de l'intégrale (i5) dépend de celles des cjuatre intégrales suivantes :
/ du, I '(^{u±UQ)du, I [Ç(i^-l-Mo) — ^{u^U(^)]du,
I [Ç(?^-l-îii) — t{u — Ui)] du,
Uq et u^ étant définis par les équations
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On s'en assurerait en décomposant la fonction doublement pério-
dique ( , 1 en éléments simples.
Or ces quatre intégrales ont pour périodes
On a vu au n" 2o6 comment on pouvait calculer toj et rj) ; on trouvera dans l'excellent ouvrage de M. Schwarz ( Formules et propositions pour V emploi des fonctions elliptiques, d'après les leçons de Weierstrass, Paris, Gauthier- Villars, 1894) des formules tout aussi convergentes pour le calcul de Wo et de Ui (pages 67 à yS).
On voit qu'ici les formules de récurrence permettent d'exprimer toutes les intégrales en fonction non plus de 2, mais de 4 d'entre elles.
D'autre part 20)1, 27;,, 4*^n^^0) 4''0i''i 1^6 sont plus ici des constantes, mais des fonctions de x^ et il faut maintenant les développer suivant les puissances entières, positives et négatives de x. Ce développement peut se faire, soit par quadrature mécanique, soit par des procédés analytiques ainsi que je l'ai explic[ué à la fin du numéro précédent.
Nous remarquerons qu'il est préférable de faire la première intégration en prenant pour variable non pas y comme nous l'avons
fait plus haut, mais — ; il arrive alors que nos quantités w,, yi,, etc.
varient peu quand on fait varier x^ les variations étant de l'ordre des excentricités.
306. Seulement ce n'est pas la fonction perturbatrice elle-même qui figure dans les éc|uations différentielles du mouvement; ce sont les dérivées partielles de cette fonction si l'on emploie la méthode de la variation des constantes; ce sont les composantes de la force perturbatrice avec d'autres méthodes.
Si nous avions les coefficients de développement de la fonction perturbatrice sous la forme analytique, il serait aisé d'en déduire les coefficients correspondants dans le développement des dérivées partielles, ou des composantes de la force. Mais il n'en est plus de même si nous possédons seulement la valeur numérique de ces
coefficients, et c'est là tout ce que nous donnent les méthodes exposées dans le présent Chapitre. Cela nous oblige à examiner la question à ce point de vue nouveau.
Pas de difficulté en ce qui concerne la dérivée partielle suivant l'une des anomalies moyennes / ou /'. Si l'on a
-^ ni. m -L' 1
on trouve immédiatement
— — — 'V /w A ,'^H.ml^ni'l')
dl A -^'"^^'«'» ^
Pour les autres dérivées partielles, il s'agit (a étant l'un quelconque des éléments) de calculer
où
Si l'on veut les composantes de la force suivant trois axes rectangulaires, on aura à développer
en désignant par ^, v], Ç, ç', V, Zj les coordonnées rectangulaires des deux planètes.
Dans la méthode de Hansen [voir Tisserand, t. IV, Chap. XXI, p. 341) on considère les composantes de la force suivant trois axes particuliers et l'on est amené à envisager les combinaisons
Dans tous les cas, il s'agit de développer une expression de la
forme ■—, et - est encore de la même forme en faisant P =: A-. Ce A3 A
qui nous intéresse c'est que, quand on développe P suivant les anomalies excentriques, c'est-à-dire suivant les puissances entières, positives et négatives de. r et de y, ce développement ne contiendra qu'un nombre fini de termes.
Cela est vrai des coordonnées ç, "r^, ^, ^', r/, "Q et par conséquent
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de leurs combinaisons
Cela est vrai de à- et par conséquent de -j-- Il faudra donc opérer de la façon suivante :
i" On développei^a — suivant les anomalies excentriques. Les méthodes des numéros précédents Cjui visaient particulièrement — s'appliquent sans changement à — • et en particulier à — ■
2" On multipliera le développement de — par celui de P.
Ce dernier développement se réduisant à un nombre fini de termes, cette multiplication ne présente aucune difficulté.
3" On passera du développement de — suivant les anomalies
excentriques à celui de cette même quantité suivant les anomalies moyennes à l'aide de la formule (12) du Chapitre XVI.
Une dernière observation toutefois. Les dérivées -r t' -t— dont
A oa
nous venons de parler et que l'on rencontre dans la méthode de la
variation des constantes, sont les dérivées prises par rapport à un
système de variables parmi lesquelles figurent les anomalies
moyennes.
Désignons au contraire par — > avec des d ronds, les dérivées
prises par rapport à un système de variables parmi lesquelles figurent les anomalies excentricjues. Nous avons immédiatement A^
et il est aisé d'en déduire — ■ et : mais ce cru'il nous faut c'est
d% ôoi. \ '■
->- -■ Tout d'abord, si l'élément a n'est pas l'une des deux excen-
tricités e ou e', on a simplement
d i _ d î da A f/a A
Si a ^ e, l = a — e sinu, il vient
à i d \ d \ \dl d \ . d \
de A de ^ dl ù^ de de A dl A
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Nous connaissons le développement de- et de Jl reste donc
' ^ A de A
à trouver celui de sin;/ Soit donc
d I dl Â
avec
il viendra
CA
pp', G= ■^-i—,i„i~p{me)i,n'-p'{m'e'),
mm '^
de A
JiP_ Y.i'^pu^p'u')
de
,'ÇJ.i.ml+jn' V)
avec
D'autre part
avec
et
le Â
avec
f^^mni'
de
11 reste donc
dk,
de
-yB„.,4Ç,
de
dl A
Ci ,VJ'^'nl+m'l')
rfC
r J',„_p(/ne) J,„'_;y(m'e').
La formule précédente est analogue à la formule (12) du Cha-
pitre XVI. Nous connaissons B^^' et —y^; les formules précè-
dentés nous permettent d'en déduire k.,nm'i ^mm'^ G,nm'Q^ par conséquent le développement de -1- - suivant les anomalies moyennes.
TERMES D'ORDRE ÉLEVÉ
307. On peut être amené à rechercher une valeur approchée du coefficient Kmm' quand m et m' sont des entiers très grands en valeur absolue et cela pour deux raisons :
1° On peut se rendre compte ainsi de la rapidité de la convergence des séries ;
2" Un terme d'ordre élevé /V„i,„' peut donner lieu à une perturbation notable si, le rapport des moyens mouvements n et n' étant sensiblement commensurable, le diviseur mn -\- m' ii' devient très petit. Le coefficient de la perturbation de la longitude est alors de l'ordre de
A (mn -t- ni' n' )-
et il convient alors de calculer le coefficient K,n„i' sans avoir besoin des coefficients précédents. Le plus souvent, une fois ce calcul terminé, on reconnaîtra qu'il était inutile, parce que la valeur trouvée pour A,„„j' est trop petite. Il y a donc intérêt à se faire à'cwance une idée de l'ordre de grandeur de ces coefficients, et même à pouvoir en trouver rapidement une valeur approchée. C'est ce but qu'on peut espérer atteindre par l'emploi de la méthode de M. Darboux pour le calcul des fonctions de très grands nombres. Cette méthode repose sur les principes suivants :
1° Si une série
est convergente dans un cercle de rayon p', et que sur la circonférence de ce cercle elle possède un point singulier ^o? tel que dans le voisinage de ce point la fonction ©(5) soit développable suivant
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les puissances entières, réelles croissantes et d'ailleurs fractionnaires ou même incommensurables, positives ou négatives, de
I — — , de telle façon que le premier terme du développement
z dont l'exposant ne soit pas entier soit
on aura approximativement pour n très grand
_ A rt^-i
2" Si le point singulier est logarithmique, c'est-à-dire si '^{z) est de la forme
Cp(s)=cpi(5) + l0g 1—— h>2(^),
C5, (z) et ©2(5) étant développables suivant les puissances réelles et
croissantes de 1 — —5 il faudra opérer de la façon suivante. Soient
s^ et s-2 les exposants du premier terme du développement de -j;, et de '^2 dont l'exposant n'est pas entier. Soit s^ l'exposant du premier terme de ©o, les exposants entiers n'étant pas exclus. Si 5, ^^o, on pourra appliquer la formule précédente en changeant s en Si. Si s^^s^, il faudra envisager le premier terme de cp^
Si 5o n'est pas entier négatif, on a approximativement
Aq «*'o~' \o^ii
et, si 5o est entier négatif ou nul,
3° Si la fonction C5(::) présente plusieurs points singuliers sur la circonférence du cercle de convergence, la valeur approximative de a,i sera la somme des valeurs approximatives partielles que l'on obtiendrait en considérant isolément les divers points singuliers;
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4" Supposons que ''^{^■) soit de la forme
çp (^ ) = 2 «■■' 2" -^ 21 ^"-^~"'
et que cette série double converge dans une couronne comprise entre les deux cercles [^j^p,, |:;|=po, pi>>po- Alors la série
2^a,iZ" convergera pour |^|-<p) et ne présentera aucun point
sino-ulier sur le cercle 1 :;|^ On ni à l'intérieur. iVu contraire la
série 2,^^')-'" convergera pour | 5 | >■ po et ne présentera aucun
point singulier sur le cercle j:;|=p, ni à l'extérieur. La valeur asymptotic]ue de a« s'obtiendra d'après les règles précédentes en envisageant les points singuliers de 'f(^) sur le cercle |;[=p,; celle de b,i s'obtiendra d'après les mêmes règles en envisageant les
points singuliers de 'f (^), ou plutôt de 'f ( - ) sur le cercle | ^ | ^ po-
308. Comment ces principes peuvent-ils s'appliquer au problème qui nous occupe? Il semble d'abord C[u'ils sont faits uniquement pour les fonctions d'une seule variable. Aussi M. Flamme a-t-il commencé par décomposer le terme à évaluer en une somme dont chac[ue élément était le produit de deux facteurs dépendant chacun d'une seule variable, qui était l'anomalie moyenne de la première planète pour le premier facteur et celle de la seconde pour le second facteur.
Mais on peut opérer d'une autre manière. Soit
(i) m = an -+- b, <=^iiS^^^cn -r- d,
a, 6, c, d sont des entiers finis et donnés une fois pour toutes; n est un entier très grand; a et c sont premiers entre eux. Il faut calculer
^ mm' ^ i^an-i-b, cn^-d-
Nous avons
— 4tc-A,„,„'= / , ,- " ^= ■■
J x"'-y"' \/K[x, y) avec
jne ,' I \ m' e / i
l6o .. CHAPITRE XXIII.
Soit
ae / I \ ce' / i
èe / I \ de' / i
Notre intégrale deviendra
{■jl) I I I \ -< y
Considérons la fonction auxiliaire
Sous le signe > nous ne donnons pas à m et m' toutes les
valeurs, mais seulement celles qui sont de la forme (i); mais nous pouvons encore opérer de deux manières :
i" Nous pouvons donner à n toutes les valeurs entières positives, outre la valeur zéro; nous obtenons ainsi V intégrale de Féraud
E'-^-^Qdxdy
rpU yC
2" Nous pouvons donner à n toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles; la Ibnction ^{z) peut alors se mettre sous la forme d'une intégrale simple. Nous pouvons trouver deux entiers a et y tels que
puisque a et c sont premiers entre eux. Posons alors Nous avons le développement
- = 7 kniin E '■('"''+'«''"' =: V l^ , z<^ m+<^ m' fa m' -c m ^
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Considérons alors l'intégrale simple
(4) / - tt'C-ad-\ z-'^a.b+^d) di
prise le long de la circonférence | i | r= i . Cette intégrale peut s'écrire
OÙ
L'intégrale / tv- dt est nulle à moins que u. ^ — i et alors elle
est égale à 2ï7ï; pour que pi := — i , il faut que m et m' soient de la forme (i); mais alors on a X = /i ; de sorte que l'intégrale (4) se réduit à
Ainsi, pour résoudre le problème qui nous occupe, nous n'avons qu'à rechercher la position et la nature des points singuliers de la fonction ^(s), et pour éviter toute confusion nous distyiguerons la fonction $,(3) de M. Féraud définie par l'intégrale double (3) et la fonction $0(3) définie par l'intégrale simple (4)-
309. Appliquons ces principes au calcul des coefficients de Laplace qui sont donnés par la formule
lTl6</^) = fp-^z/^-ldz,
avec
Considérons d'abord s comme fixe et faisons croître A", il s'agit de trouver le coefficient de z'' dans le développement de F
F-^ = (i — as)-*( I— ~
Cette fonction présente deux points singuliers, l'un sur le cercle extérieur à la couronne de convergence, 3=-, l'autre sur le
p. — II. II
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cercle intérieur, ^ = a ; si nous supposons k positif et très grand, c'est le premier qu'il faut considérer.
Dans le voisinage de ce point, on a sensiblement
F--S = (i — a s )-■' ( I — 7.2 )-^, ce cjui nous donne asymptotiquement
•^ Fis) ^
Supposons maintenant k fixe et s très grand ; soit
Alors ziizbf^ sera le coefficient de [i" dans le développement de
l'intégrale
5^-1 dz
Les points singuliers de la fonction sous le signe / nous sont
donnés par
Il faut ou que ces deux équations aient une racine commune, ce qui donnerait [^ = o, solution à rejeter, ou que l'une d'elles ait une racine double. Nous pouvons exclure la première qui ne dépend pas de [i; il reste la seconde, qui a une racine double si
z=±i, p = (id=a)2.
La racine C|ui convient c'est (i — a)-.
Quelle est la nature de ce point singulier? Pour [3 très voisin de (i — a)-, les parties les plus importantes de l'intégrale seront celles qui correspondent aux valeurs de z voisines de i. On a alors sensiblemeiit ::=i, ^/Fr=i— a, de sorte que l'intégrale s'écrira sensiblement
(i — a) dz
La fonction sous le signe / est une fonction rationnelle dont il
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faut obtenir le résidu; or ce résidu est
étant donné par l'équation
Mais cette équation donne sensiblement
iî = '
Le résidu est donc
(i — a)\/a 2av/(i — a)"- — p
et l'intégrale est égale à ce résidu multiplié par liiz. Donc hf^ est le coefficient de j3" dans le développement de
2 AL (i-a)'J
c'est-à-dire
2v/â(i — a)2^-i p/i formule qui, on le remarquera, est indépendante de k.
310. La détermination des points singuliers de la fonction ^{z) ne présente pas de difficulté; on n'a qu'à applic^uer aux intégrales (3) et (4) les procédés du n" 282. Pas de difficulté non plus en ce qui concerne la nature de ces points singuliers, je me bornerai à renvoyer aux Méthodes de la Mécanique céleste, t. I, p. 322.
La difficulté provient de ce fait que tous les points singuliers ne conviennent pas et n'appartiennent pas à la branche considérée de la fonction ^(s). Nous avons vu en effet aux n"^ 282 et 283 quelle
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est la condition pour qu'une singularité de la fonction ^(z) convienne. Celte singularité se présente quand deux points singuliers
de la fonction sous le signe / se confondent et, pour que la singularité convienne, il faut que ces deux points singuliers soient, avant de se confondre, de part et d'autre du contour d'intégration.
Les points singuliers qui conviennent sont dits admissibles et il nous faut choisir, si nous adoptons l'intégrale (3), celui des points singuliers admissibles dont le module est le plus petit, et, si nous adoptons l'intégrale (4), celui des points singuliers adimissibles dont le module est le plus voisin de i .
La discussion pour reconnaître l'admissibilité des points singuliers est assez délicate et a été jusqu'ici le principal obstacle à l'emploi de cette méthode. J'ai indiqué dans les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste les principes généraux qui permettent de faire cette discussion. Mais je n'ai appliqué ces principes qu'au cas où l'inclinaison est nulle, l'une des excentricités nulle et l'autre très petite. M. Hamj, dans le Journal de Liouville (1894 et 1896), a traité le même problème sans s'astreindre à la troisième condition. M. Goculesco, dans sa thèse, 1895, s'est occupé du cas où l'inclinaison est nulle, les deux excentricités petites et différentes de zéro et où la longitude du périhélie est la même. Enfin M. Féraud, dans sa thèse, 189'^, a traité le cas où l'inclinaison est finie et les deux excentricités nulles; il a d'ailleurs retrouvé les résultats de M, Hamy.
Il semble d'abord que la discussion doive être plus facile avec l'intégrale simple (4) qu'avec l'intégrale double (3); il n'en est rien, à moins que l'une des deux excentricités ne soit nulle, parce
que la fonction sous le signe / n'est pas une fonction uniforme
de ^, mais possède une infinité de déterminations, de sorte que la discussion ne pourrait se faire que par la considération d'une surface de Riemann à une infinité de feuillets'. Aussi, M. Féi^aud, en introduisant l'intégrale (3), a-t-il réalisé un sérieux progrès. Mais il faudrait faciliter la discussion des intégrales doubles et pour cela étudier les propriétés de leurs périodes. Nous avons déjà vu aux Chapitres XX et XXI l'importance que pourrait avoir cette étude.
Si, au lieu d'envisager le développement suivant les anomalies
TERMKS d'ordre ÉLEVÉ. l65
moyennes, on envisageait le développement suivant les anomalies excentriques, le problème serait considérablement simplifié. On reconnaîtrait, par exemple, que la fonction <ï*(5) satisfait à une équation différentielle linéaire à second membre dont les coefficients et le second membre sont des fonctions rationnelles de z.
Je n'insisterai pas davantage sur cette question, me bornant à renvoyer aux iMémoires cités et en particulier au Chapitre VT des Méthodes nouvel/es de la Mécanique céleste.
DU BUREAU DES LONGITUDES, DE LÉCOLI': POLYTECHNIQUE
Quai des Grands-Auguslins, 55.
Tous droits de traducLion et de i-eproduction réservés.
LEÇONS
DE
311. La ihéone de la Lune doit être exposée en deux parties; dans la première partie, on cherche quel serait le mouvement de la Lune, si la Lune, le Soleil et la Terre existaient seuls et étaien, réduits à des points matériels; dans la seconde partie, on cherche comment ce mouvement est troublé par l'attraction des planètes et par l'influence de l'aplatissement terrestre.
La première partie n'est donc qu'un cas particulier du problème •des trois corps, et la difficulté ne provient que de la grandeur relativement considérable des perturbations produites. Le rapport de la force perturbatrice à l'attraction du corps central est, comme nous l'avons vu au Chapitre II (p. 5-), de l'ordre de
mi /ACy
77? 4 étant la masse du corps troublant, m-; celle du corps central AC et BC les distances mutuelles des trois corps. Ce rapport est le produit de deux facteurs dont l'un est le rapport des masses et l'autre le cube du rapport des distances. Dans le cas des planètes, le premier facteur est très petit, et le second fini ; dans le cas de la Lune, au contraire, le premier facteur est grand et le second très petit. Il en résulte que le produit des deux facteurs est petit sans
doute, sans quoi le problème ne pourrait se résoudre par approximations successives, mais beaucoup moins petit que dans le cas des planètes, de sorte que l'approximation est beaucoup plus lente.
La difficulté et l'importance du problème ont amené un grand nombre de géomètres à s'en occuper et l'étude de leurs recherches est extrêmement intéressante au point de vue historique; on en lira avec profit l'exposé dans le Tome III de la Mécanique céleste, de Tisserand. Mais aujourd'hui on peut dire qu'il n'y a plus que trois méthodes qui comptent : celle de Hansen, celle de Delaunay et celle de Hill-Brown.
Celle de Hansen est celle qui a servi à construire les Tables actuellement en usage. Ces Tables sont d'une exactitude remarquable et, si elles s'écartent des observations, les divergences ne sont pas dues à un défaut de la méthode (au moins tant qu'on ne considère que le Soleil, la Terre et la Lune), puisque les autres méthodes, plus satisfaisantes au point de vue théorique, semblent devoir conduire aux mêmes divergences, mais à l'omission de quelque terme provenant de l'action des planètes ou à quelque cause inconnue. Cette méthode est toutefois très compliquée et je renonce à l'exposer ici, renvoyant soit aux Ouvrages originaux de Hansen, soit au résumé qu'on trouvera au Chapitre XYII du Tome III de Tisserand. Le succès de Hansen paraît dû surtout à son habileté et à sa patience personnelles, et aussi à ce fait qu'il a cherché directement les valeurs numériques des coefficients sans passer par une expression algébrique où les constantes seraient représentées par des lettres.
Delaiinay a fait tout le contraire, tous ses coefficients sont exprimés par des séries où figurent les différentes constantes du mouvement de la Lune et dont les coefficients sont des nombres rationnels exactement déterminés. Ces formules sont donc applicables, non seulement à la Lune, mais à un satellite quelconque (en le supposant unique). Il suffirait d'y substituer, au lieu des constantes relatives à la Lune, celles qui se rapporteraient à ce satellite. Il serait aisé également de voir immédiatement quelle serait l'influence d'une correction apportée à l'un des éléments de la Lune. La détermination des nombres rationnels qui servent de coefficients a exigé un travail énorme; si M. Andoyer a découvert
quelques erreurs, c'est seulement dans les termes d'ordre très élevé, et qui n'entrent pas en ligne de compte avec l'approximation habituelle des Tables. Ce travail algébr-ique est resté longtemps inutilisé et c'est seulement tout dernièrement qu'il a été réduit en nombres.
Brown a pris une position intermédiaire. Ses coefficients ne sont ni purement numériques comme ceux de Hansen, ni purement analytiques comme ceux de Delaunay. Ils se présentent sous forme de séries procédant suivant les puissances des divers éléments, le rapport des moyens mouvements excepté; les coefficients de ces séries sont calculés numériquement, mais ces coefficients ne sont plus des nombres rationnels, ce sont des fonctions du rapport des moyens mouvements, qu'on pourrait également développer en séries, mais dont on se borne à déterminer la valeur numérique. Comme, d'autre part, la méthode de Brown était beaucoup plus directe que les autres, il a pu pousser l'approximation beaucoup plus loir) que ses devanciers.
La méthode que nous exposerons ici est celle de Brown avec quelques modifications; c est elle, en effet, qui nous permet le mieux d'utiliser les résultats obtenus dans le Tome 1 et de rattacher ainsi la théorie de la Lune à la théorie générale du problème des trois corps.
312. Nous adopterons les notations du Chapitre II, Tome I, et nous renverrons en particulier au n" 42. Nous désignerons donc par
nii = m^ = m-i la masse de la Lune, oi4 = /n^=z nif, la masse du Soleil, /n7 = ms= in^ la masse de la Terre; par
.Ti, 372, x^ les coordonnées de la Lune,
^4, a^g, a?6 les coordonnées du Soleil, 3^7, 378, ^9 les coordonnées i!e la Terre;
par A, B, C les positions des trois corps : Lune, Soleil, Terre, par D le centre de gravité du système Lune, Terre; par
a;',, x'.,, x'.^ les trois projections du vecteur AC, x'-^ x'-, x'e. » BD.
Nous poserons
ni^m- ni'^i 7nx-\- m-)
, 771, = m~ =z THr =^
yi = mi
I dxi It''
■i \ m[ 77i^ m-^ / 1 \mi^ m^ m\_
de sorte que T) représente la force vive de la Lune dans son mouvement relatif par rapport à la Terre, en lui attribuant fictivement la masse ?7i\, tandis cjue ïo représente la force vive du Soleil dans son mouvement relatif par rapport au point D, en lui attribuant fictivement la masse 7n',^.
Nous poserons en outre (voù^ t. I, p. 55)
/ni 771- mi{j7ly^ 771-)
"^'^^-KCT' ^-^^ HD '
U3= m,m, (b^ - Â^ ) + '"^"^^ (b^ - ^c, . F = T,-hT2+Ui-^U,+ U3=<ï'o+/ni*i (1), <î.o=T,4-U.,, m;*, = Ti+U, + U3.
Nous avons vu cjue U3 est comparable au -|-^ de T\ et de U, et au ,^„^^,)Q^^^ de To et de U2, ce qui nous permet de négliger U3 devant <ï>o.
Les écjuations du mouvement prennent la forme canonique
çte/ _ rtT dy'i _ dY
^^^ ~dt "dy,' ~^ ~ dx'i
Si nous faisons i^^f\i 5, 6, nous voyons cjue les dérivées de
(') Je trouve plus avantageux de poser
y ■= m\y" au lieu de
y'= 771, y", comme au Tome I.
T, + U) sont nulles, que celles de U3 sont négligeables devant celles de $0, de sorte qu'il reste
, , dx'i d^o dy'i d<^o ^ t a\
^'^ ~dr = 7yr -IF^-Tig^ (^ = 4,5,6),
ce qui prouve que le mouvement du Soleil par rapport au point D peut être regardé comme képlérien.
Si nous faisons /= i, 2, 3, les dérivées de <E>o sont nulles et il reste
,0^ dx'i , d<Pi dy'i • , <af*i
^'^ -dl = '''^ly/ 177=^-'"'^ (^ = i,'^,3).
Les seconds membres des équations (3) dépendent encore de x\, x'-^, Xy ; mais ces quantités étant déterminées par les équations (2) peuvent être regardées comme des fonctions connues du temps. Si on les remplace alors par leurs valeurs en fonctions du temps, les équations (3) se présentent sous la forme canonique, mais de telle façon que la fonction caractéristique <I>, dépende explicitement du temps (comme au n" 12).
D'autre part, si l'on veut éviter la présence du petit facteur mi, il suffit de poser comme au n" 121 (t. 1, p. 162) :
Les équations (3) restent canoniques et deviennent
dxi^^d^ dy'i _ d^\
^ " cit ~ dy'i ' dt ~ dx'i '
314. Il faut maintenant appliquer les principes des Chapitres X et Xll. Les résultats en ont été résumés en particulier au n" 177. On y voit que les éléments oscillateurs peuvent être développés suivant les puissances de |j. et des expressions
( 4 ) E/,. cos w'/,-, E/,. si n cva- ,
suivant les cosinus et les sinus des multiples des arguments tv", les coefficients des développements dépendant encore de n constantes d'intégration W/ (s'il y a /z + 1 corps).
Les E sont des constantes d'intégration de l'ordre des excentricités et des inclinaisons. Les arguments w' et w" varient propor-
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tioniiellement au temps, et l'on a
w[\- = — y/,- 1 -+- TU/,-, w'î = n'i t -h Wi ;
les w et les w' sont des constantes d'intégration; les n' et les y' sont des constantes développaliles [cf. n" 179) suivant les puissances de Y- et des E-.
Nous avons vu ensuite au n'^ 19:2 que les coordonnées héliocentriques (ici géocentriques), c'est-à-dire x\^ ic!^, x'^, sont développables de la même manière, et qu'il en est encore de même de )', , y'.-,-, y^- Les développements prennent d'ailleurs la forme [cf. t. l,
(5, ' '^Amm2(y>.-^--j^p..'
les q, les k et les p étant des entiers et Ion a
dans les développements de x'^, ^g, y'.^, y'\.,
dans ceux de x\^ .r'^, x',^^ x'.^, y\, y'.,, y'.\i f'-^ {cf- n°^ i '^7 1^^? ^87 et 192, p. 328).
Nous n'avons que des cosinus dans les développements de
Nous n'avons au contraire que des sinus dans ceux de
(cf. n" 190 et aussi n" 192).
Le nombre des arguments (v' est de 4 ; celui des arguments w" de 2 (n" 193). Mais l'un des moyens mouvements y',_ est nul et iv',^ se réduit à une constante. Si d'ailleurs on prend le plan invariable pour plan des XiX.,, on a E^ ^ o, de sorte que l'argument i\\ ne figure plus dans les développements et qu'il ne reste plus que cinq arguments :
(8) ' iv',, w",,
Une nouvelle simplification provient de ce fait que la masse de la Lune étant très petite, le moLivement du Soleil par rapport au point D peut être regardé comme képlérien. Le plan invariable cfue nous avons pris pour plan des 57,^0 n'est alors autre chose que le plan de l'orbite solaire. D'autre part w'g, qui n'est autre chose, au signe près, que la longitude du périhélie de l'orbite solaire képlérienne, se réduit à une constante, et ii ne nous reste plus que quatre arguments distincts : (v, , cp',, (v", , (v!,, dont il est aisé d'apercevoir la signification : (v", est la longitude moyenne de la Lune, je ne veux pas dire la longitude moyenne sur l'orbite osculatrice, mais pour ainsi dire la longitude moyenne moyenne; (vl, c'est la longitude moyenne du Soleil; — w[^, c'est la longitude moyenne du périgée lunaire ; — w'.,, c'est [a. longitude moyenne du nœud.
De même E, est une constante qui joue un rôle analogue à l'excentricité lunaire; Enjoué le rôle de l'inclinaison; E3 joue le rôle de l'excentricité solaire, et nous pouvons même profiter de l'indétermination de cette constante E3 pour supposer qu'elle est précisément égale à cette excentricité solaire.
Dans les développements de
l'exposant de Eo et le coefficient de a'., seront toujours pairs. Ils seront toujours impairs, au contraire, dans ceux de
{cf. n" 191).
Si £3= o, c'est-à-dire si l'orbite solaire est supposée circulaire, nos développements ne dépendent plus de (Vg, mais de l'argument
kx W'\ -+■ A-, W\ -+-/»! W j -i-^2 HP2,
où l'expression
Ai-f- k^. — px—pi
est égale à zéro pour les distances mutuelles et pour ^r'g, et à i pour x\ et x'^.
Si de plus l'inclinaison est nulle, c'est-à-dire si £2^0, les termes dépendant de w'., disparaissent; on a donc ^', = o, et dans les distances mutuelles des trois corps figure seulement l'argument
kl w'\ -I- A'2 w\ -+■ pi w\.
OÙ
Elles dépendent alors seulement des deux arguments
et elles sont développables suivant les puissances de
El cos( w'o 4- M^'i ), E] sin ( tp'j -1- tv'j ).
C'est le cas du problème restreint.
Si nous revenons à l'hypothèse E2<o, £3=0, l'intégrale de Jacobi a encore lieu.
Nous avons posé plus haut (n
nous ferons d'abord observer :
i" Que U3 est beaucoup plus petit que T, -f- U| ; 2° Que T, et U) dépendent seulement des masses z??, et m-j et des coordonnées de la Lune, c'est-à-dire des inconnues x'^, x\^ x'^.
3" Que U3 dépend en outre de la masse ni;, du Soleil et des coordonnées du Soleil, qui sont des fonctions connues du temps et des éléments de l'orbite solaire.
D'autre part, comme AC est beaucoup plus petit que BD, on a {cf. t. I, p. 55) :
(9) U3^-m.2 im,^m,r ^"BD^'
P,i étant une fonction de l'angle des deux directions AC et BD, fonction définie Tome I, page 49? et la série (9) convergeant très rapidement.
Nous voyons comment U3 dépend des masses et des éléments du Soleil.
i" Il est proportionnel à /n,, ;
2° — 7- ne dépend que du rapport — ;
3" U:! dépend en outre des éléments de l'orbite terrestre, à savoir : de la longitude du périhélie — (v'j, qui est une constante ; de la longitude moyenne du Soleil — <v'.',, qui varie proportionnellement aui temps; de l'excentricité solaire, que j'ai désignée plus haut par E3, et enfin du demi grand axe de l'orbite solaire que je désignerai par al .
Voyons comment chacun des termes de la série (9) dépend de a . La distance AC ne dépend que des coordonnées de la Lune, le facteur V,i dépend d'un angle; il ne dépendra donc pas de «', mais seulement des autres éléments du Soleil. Quant à BD"+% c'est la puissance n -\- V"^" d'une longueur, il sera donc proportionnel à a'"+'. Le rapport ^y- sera indépendant de a'. Nous pouvons donc écrire
(10 j U3 = — m4> — i — ^ '■ ^ P„AC« — - —, -,
et comme tous les facteurs sauf le dernier sont indépendants de a', nous aurons le développement de U3 suivant les puissances décroissantes de a'. Le premier terme du développement (10) est
P,AG
/«] -I- m 7 de sorte que nous pouvons écrire
?ii\ ~ a'3 ^ ^" a'« '
Q„ étant indépendant de m^ et de a'.
Le facteur —7^ est petit, c'est lui qui joue le rôle de pi. D'ailleurs a' est une constante et notre fonction perturbatrice se trouve développée en une série très convergente procédant suivant les
puissances de — • Cette constante -7 pourrait donc aussi iouer le ^ a a ^ J
rôle de a; de sorte qu'en appliquant les principes précédents,
nous trouverions que nos inconnues peuvent se développer suivant
les puissances de
nii , I
—7- et de — r-
D'autre part, la troisième loi de Kepler nous donne ( ?n-, -I- /??,4 ) = a''^ ni,
M- = -rr = ni
Le second facteur est une constante connue; elle est si voisine de l'unité cjue nous pouvons prendre simplement
,'JL = n|.
Il semble donc que nous devions conclure que nos coordonnées
vont être développables suivant les puissances de ni et de — •
Mais avant d'adopter cette conclusion, il convient d'y regarder de plus près. <Î>| et U2 dépendent de /^o de deux manières :
i" Directement, à cause du facteur ij. = ~ qui affecte U3 ;
2" Indirectement, parce que U3 dépend en outre de w'.',, qui est égal à 712 1.
Pour pouvoir appliquer les principes du Chapitre X, il faut regarder /lo (en tant qu'il entre par (v".^) et [j. comme deux variables indépendantes. Dans ces conditions, nos développements procéderont suivant les puissances de u., mais les coefficients seront des fonctions des différentes constantes et en particulier de /i-,. Or nous avons vu que les intégrations introduisent des petits diviseurs de la forme k^ n\ -\- k-^n-^; l'un de ces petits diviseurs est précisément ll'y-
Considérons donc un terme quelconque du développement dépendant de ce petit diviseur c[ui est /«n; soit a l'exposant de a et jS celui du petit diviseur, de telle façon que notre terme contienne en facteur
ixy-n-j'=nf-'^.
L'expression a — - représente ce que nous avons appelé la
classe du terme, et nous avons démontré au n" 198 que cette classe était toujours positive ou nulle.
L'exposant 2 a — [i de «o ne peut donc pas être négatif, mais il n'y a pas de raison pour qu'il soit pair.
Ce n' est donc pas suivanL les puissances de n\ et de —, ([ue
nos développements procèdent^ mais suivant celles de n^ et
de —,• Nous verrons clans la suite, à la fin du Chapitre XXVIII,
qu'il peut même, mais seulement pour des termes d'ordre très élevé, s'introduire de petits diviseui's en n-, ou n^. Il en résulte que /lo pourra, dans certains termes du développement, figurer à une puissance négative.
Nous trouvons donc finalement
x' =^ f{nii, m-,, m:,; n,, Ei, Eo ; iv\, iv\, (p'^ ; a', E;j, wl, w'.^).
Nos coordonnées dépendent en effet des trois masses, des quatre arguments w'j, (ï\, , (v, , ce.,; des deux constantes d'intégration E( et Eo introduites plus haut; d'une troisième constante pour laquelle nous pouvons choisir le moyen mouvement /^^ ; des éléments de l'orbite solaire a', E3 et «''3.
Nous pouvons remplacer /??/, par a'^ /l'i et introduire une nouvelle constante a définie par
Alors mi et m^ sont des fonctions de — ^ et de n'',a^, de sorte
nii -T- ?n^ = n\ a\
[es lonctions ae que nous pouvons écrire
x' = f i — 5 a, ri], El, Eo, iVj, Wj, w'i, cv',, a', «a, E3, w'..
Il faut faire intervenir maintenant des considérations d'homogénéité :
a et a' sont des longueurs, de même que les x' ;
— et — sont des temps;
fil 712 ^
les E sont des nombres, ou du moins on peut profiter de l'indétermination de leur définition pour le supposer;
• — et les w sont des nombres.
Dans ces conditions, pour que la formule soit indépendante
des unités de longueur et de temps, on doit avoir
J.I ni a X = a f\ — » —7
•' \jii a
Je n'écris pas explicitement celles des variables qui sont des nombres. Nous poserons
/Il a
et comme nos expressions sont développables suivant les puissances de Ho et de — ;? nous vovons qu'elles le seront suivant les a •" ^
puissances de m' et de a; la constante m est le rapport des moyens mouvements; a est ce qu'on appelle la parallaxe.
On aura d'abord, en difFérentiant par rapport au temps,
m!^ dxi I dxi
Yi
m, dt nii dt
ni-i
et, par conséquent, par raison d'homogénéité,
yi= iiia j\ — , — ; 1 = n^a j{m , t.), \ni a j
et, d'autre part,
(i>i = nja^ /(m , et; —, -^ — ; — ; E3, w,, w\ . \ a n\a m-, " /
317. Il convient encore de faire quelques remarques au sujet de la symétrie. Nos développements procèdent suivant les puissances de
^ cos cos cos
m. a, El . HP,, Eo . w', E3 . iv\. sin sin - sin
et l'argument du terme général est
kl w\ -+- kl iv".T, -h piw\+ p^w'^-^- ps (jpj .
On a N^ k — \^/j==o pour ^3 et = 1 pour ^', et x'.,. D'ailleurs p2 est pair pour x\ et x'., et impair pour x'.^ ; d'où il suit que
ki^k-î — pi—p-i
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est toujours impair. D'autre part, p-i est toujours de même parité que l'exposant de E3 ; donc k^-h ko — p\ — i est toujours de parité opposée à cet exposant.
Soit maintenant cjo l'exposant de la parallaxe a; nous voyons que la position du Soleil ne change pas quand on change
a', w'2, w'.^ en
a', w".T, -+- 7T, Wj -1- 7Ï.
Dans ce cas, les coordonnées du Soleil ne changeant pas, rien ne doit changer puisque, dans nos équations, a', w",, «''., ne s'introduisent que par les coordonnées du Soleil.
Or, dans ces conditions, un terme quelconque se trouve multiplié par
on doit donc avoir
çTo-H A-o + />:)= o (mod. 2).
D'autre part nous avons trouvé pour les trois coordonnées x\, x.,^ x'.^^ et par conséquent
Pour les distances mutuelles nous aurions trouvé
ki-+- ki — pi—pi — pi= o, p-2=o,
Ai-H ki — pi — pi= o, d'où
ki-^ Pi-i- go= "•.
Un peu plus loin (n" 320) nous poserons
ce = x\ COSW2+ ^'2 S'I^ "^2j
y = — x\ sin w.^ -H a^', cos w^_.
On voit que si k-i est pair dans le développement de x\ eta:^, il sera impair dans celui de x et y et inversement. On aura donc, pour X et y^
et pour les termes indépendants de a et de E^, c'est-à-dire si
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^0 =/>3 = o, on aura
A-2 SS I
318. Nous allons donner une formule importante pour ce qui va suivre, et, pour l'établir, nous reproduirons à peu près le raisonnement du n" 120, en nous appuyant sur le théorème du n" 16. D'après ce théorème, si l'on a un système d'équations canoniques
f/ir _ dF dy _ _ dF
dt dy dt dx
et si les x et les y sont supposés exprimés en fonctions des constantes d'intégration a et du temps ;, on a l'identité
^Sx dy = dÇi ^^ >^ d% — F dt, OÙ Q est défini par l'équation
dt jmad dt jmd dx
et OÙ les A sont indépendants du temps et dépendent seulement des a.
Ici nous avons les équations (3 bis)
dx'i d<i>i dy] d<i>i
dt dy", ' dt dx'i
Elles sont bien de la forme canonique, mais $, dépend non seulement des inconnues x' et y\ mais encore du temps, ce qui nous oblige à appliquer l'artifice du n" 12. Si <ï>, dépend explicitement du temps, c'est par l'intermédiaire des coordonnées du Soleil, qui elles-mêmes sont des fonctions périodiques de l'argument (vv JNous introduirons donc deux variables auxiliaires u et v.
Nous pouvons écrire <i>, sous la forme
et poser
Nous avons alors, si nous voulons que u = w"., ^ n-^t -^ Wo,
du _ _ dF' dt ~ dv
dx'
dy"
dt
dy
dt
dx'
du
dV
dv
~dt
- dv '
dt
du
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et nous pouvons écrire les équations canoniques
ISous ajoutons arbitrairement la quatrième équation qui peut être regardée comme la définition de t'. Nous poserons d'ailleurs, pour unifier les notations,
(Vi = tv'î, «-"2 = ^l-,
(.Vg = w\ , ^4 = w'.2 ,
et, d'autre part,
(V;= /lit -f- TTJ/,
ce qui ne change pas la définition de /?|, /i-,, w, etmo.
Les équations restent canonicjues et F' ne dépend plus explicitement du temps; nous pouvons donc écrire
(12) ^ x' dy" -+- u dv = dQ -f- ^ A dy. — F' dt.
Mais
F' dt =(<Pi-^ «2 v) dt = <^i dt ^ v{ du — djs^ ),
ce qui nous permet d'écrire
(j3) 7 ^' dy" = d(Q — uv)-h > A dy. — *, dt -1- v dx^^^.
Quelles sont nos constantes d'intégration a? Nous avons d'abord m', E, et Eo, que nous appellerons les constantes [i: nous avons ensuite les constantes m qui figurent dans les arguments (v.
Le système (1 i) étant du huitième ordre, il y a une huitième constante, mais nous n'avons pas à nous en inquiéter, car elle n'entre que dans la variable parasite v. C'est la constante K cjui figure dans le second membre de l'équation
n-iV -i- <î>i =: K.
Quant aux autres constantes, ce sont celles du Soleil, elles doivent être regardées comme connues et non comme des constantes d'intégration. Parmi les sept constantes que nous conservons, nous distinguerons les m et les trois autres (m', E, , Eo) que nous
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appellerons les (B. Je puis écrire alors, en distinguant les coefficients de ces deux sortes de constantes,
V x' dy" = ci?( Q — at^ ) -H V A r/c7 -H V B (ip — *i «?/■ -t- p dm., et en posant
nous arrivons à la formule
(i4) "y ir'c/y = c?i)'-H V A i/Tu-h^B ^[i — <i>i fi[f^-H t' (fcT,.
La fonction Q' se trouve alors définie à une fonction arbitraire près des constantes j^ et w, par l'équation
Le second membre est une fonction des constantes ,3 et des arguments (T', périodique par rapport aux (v.
Désignons par H la valeur moyenne de cette fonction périodique, ce sera une fonction des [3 seulement. Nous pourrons alors supposer que
0" étant une fonction des [j et des tf, périodique par rapport aux w. La valeur moyenne de cette fonction périodique peut être choisie arbitrairement puisque ù' n'est définie qu'à une fonction arbitraire près des constantes, nous la supposerons nulle. Dans ces conditions 0" est fonction seulement des fj et des w. Nous poserons alors comme au n" 129
(16) y ^ vy - dQ" = y W/ dwi + y C/ ^p,-,
et nous reconnaîtrons cjue les W et les G sont des fonctions des [3 et des w, périodiques par rapport aux (v. Nous avons donc l'identité suivante en rapprochant les équations (i4) et (16)
(17) y Wf/i^-4-y Grfl3 — f/CHO^VA rfi0-+-y Brfj3 — *irf/ + Pfl?nj.. Cette équation doit devenir une identité quand on y remplace wi
*i= H _y Wn,
W2= Ao+C,
par Tiit-^TxSi. Alors notre relation (l'j) peut s'écrire
^SN{jidt-^tdn^dm)-^^Cd^— Yi. dt - t dYi = "V A cfe -4- V B <r/[3 — *i dt + p.<iTi72, d'où, en identifiant les coefficients des diverses différentielles,
Discutons les équations (i8) et appliquons-leur les lemmes des jjos jQg g[ suivants. Si nous prenons d'abord l'écjuation Wj= A,, nous voyons que le premier membre doit être une fonction des [S et des (V, périodique par rapport aux w, et que le second doit être une fonction des fj et des m. D'ailleurs cette équation doit devenir une identité C[uand on j remplace iv par nt -^-m. Cela n'est possible que si W^- et A^- sont fonctions des {3 seulement (pour /=i, 3 ou4)- Si nous prenons maintenant la dernière équation (i8), nous verrons que le premier membre se compose d'une fonction C périodique des (P, et d'une autre fonction périodique des w multipliée par t; et le second membre d'une fonction B des [3 et des w et d'une autre fonction des [B multipliée par t. L'identité n'est possible que si l'on a séparément
'^ dn ^ d\{
G = B = fonction des j3.
On aura donc
(19) ' ^^Ndn = dR,
et, en i-approcliant de la première équation (18),
(20) rf<ï>l=— y 7i^W.
Nous remarquerons que dans la somme \ W c//i, le terme W2 (5?/^2 P. - II (2). 2
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ne figure pas, puisque /ïo est une constante donnée et que par conséquent «://?o= o.
Nous avons dit que W). ^^ 3, ^\ 4 dépendent seulement des jS, voyons ce que nous pouvons dire de ^A o, nous avons l'équation
où Wo est une fonction des p et des iv périodique par rapport
aux cf, où
K étant notre huitième constante, tandis que $1 est une fonction des |3 et des w, périodique par rapport aux w; quant à Ao, c'est une fonction des huit constantes !j, m et K. Nous avons donc l'identité
(■2Ij /1.2 W-2-i- «î»! = «2 A.2-T- K,
dont le premier membre est fonction des |j et des cv, périodique en (V, et le second membre fonction des |3, de R et des zn. L'identité n'est possible c[ue si les membres sont fonctions des \i seulement. J'écrirai alors la première équation (18) sous la forme
( «2 Wo + *! ) -4- n , Wi -i- n. Ws -h ri; W^ = H,
où chaque terme du premier membre et le second membre sont fonctions des |j seulement.
Nous avons vu plus haut que quelques-unes de nos coordonnées sont des fonctions paires et d'autres des fonctions impaires des arguments
tv'j, ivl, w'i, (Pj, 1^3 .
Le dernier de ces arguments (ï\, est une constante que l'on peut regarder comme donnée une fois pour toutes; nous pouvons la supposer nulle, ce qui revient à prendre pour l'axe des ^, le grand axe de l'orbite terrestre. Dans ces conditions nos coordonnées seront des fonctions paires ou impaires des quatre arguments
Les fonctions suivantes seront paires :
, „ dx'.y dr'\ dy"., d£i!
' ^' ^ -' cit dt dt ' dt
dt dw div
Les suivantes seront impaires :
^2, ri. ^3.
dx\ dx'^ dy\ dt dt ~dt
dv" do.' 0', Q", C, B, .>% x'^, -^.
Ce que je voulais faire remarquer, c'est que C devant être indépendant des a- et en même temps fonction impaire des «•, devra être nulle, de sorte que nous aurons simplement
y a;' dy" — dQ" = Y W div,
et à cause des équations (i8) et (21)
(22) y X dy — dQ = 7 A, ««',— ',
où l'on a posé
de telle façon que les A' dépendent seulement des |5>.
319. De la formule (22) on peut déduire une série de formules importantes, que nous écrirons sous la forme
, dy" do!' ^ ~d^ ~~d^
, df rfi>"
yx^ j- =>^i 1 = 1,3,4),
^ak dwi dwi 7 ' -t/,
-^ , dv" dQ!' ,, «î»i j^ aivo dwn - «2
et, en particulier, pour la constante m',
'^ , dy" dQr_ _ Jmà dm' dm'
Mais, dans l'application de cette dernière formule, il faut faire attention à une chose; nous avons écrit plus haut (p. 12)
x'=af{m', ce), y"=n,af{m','x), P. — II (2). 2.
OÙ a = -7 • Il faut alors faire attention que x' et y" dépendent de m', non seulement directement, mais par l'intermédiaire de a qui est fonction de m'j et par l'intermédiaire de a qui est égal à — ;•
320. Axes tournants. — On peut avoir un grand avantage à rapporter le système à des axes tournants autour de l'origine avec une vitesse angulaire rio ', ces avantages ressortent déjà de ce que nous avons dit plus haut au n° 313; nous avons vu en effet que lorsque E3 = o, les équations du mouvement se présentent sous une forme particulièrement simple en employant ce système d'axes.
Il serait facile d'établir les équations du mouvement par des procédés élémentaires, mais il sera préférable de rattacher la transformation aux principes du Chapitre I. Je reprends les équations (11) du n" 318; d'autre part, pour me rapprocher des notations de MM. Hill et Brown, je désigne par x, y, z les coordonnées de la Lune par rapport aux axes tournants, de telle sorte que l'on ait
X = x'i cos u -+- x'2 sin u, y = — x\ sin u -f- x'^ cos u, z = a^j.
L'angle u est l'angle des axes mobiles avec les axes fixes; c'est donc iVi = w!^ = /lo ^ + HTo ; la lettre u a donc la même signification qu'au n° 318; je poserai ensuite
y\ = X cos u — Y sin m,
y\ =■ X sin a + Y cos a,
et enfin
Dans ces conditions on a
dx =
dx'^
cos M -1-
dx'^
sinw -h y
du,
dy =
— dx\
sin« +
dx'._
COSll
du,
et,
par
conséquent,
2, y d^' -\- V du ■
= X dx
dy -+-
Zdi
v' du.
Le changement de variables est donc canonique et les équations (i i) (p. i5) deviennent
av€c les équations qu'on déduit des premières par permutations circulaires de x^ y, z et de X, Y, Z. On a d'ailleurs
r = ; 1- n^y -f- ni{y^y — \x),
dx dY' dt ~ dlL'
dX dt ~
d¥' dx
du d¥'
dv'
dt ~ dv' '
dt ~
du
T'=vi;^"=v2^'
et les équations (aS) nous auraient donné
dx dy dz ^
dt "^ dt dt
dX _ ^'t' _ '^^'^'i du
dt dx dx dt ^'
en posant
^ = ^'m\' ^ n,(Xy-Yx), *', = <]. + ^ 2x^= F'- n,v'
Remarquons que nous avons
n.^(Xy — Yx)=n.(^-£y—-£x) — nl{x-^^y'-),
i2x^+-^(Xr-Y..)=i2(S)'-f'"'+->'^-^'
n, (Xy — Yx)= ru (y"^ x'.^ — y'[ x\ ).
La dernière des formules (24) nous fait connaître le sens du terme complémentaire n^Ç^y ■ — Y:f); il représente, au facteur constant près «25 la constante des aires dans le mouvement absolu.
Dans le cas où £3^= o, F' ne dépend plus de ^, JK, 5, X, Y, Z, et pas de u. On retrouve donc l'intégrale de Jacobi qui peut s'écrire
F'— njp = - yX -^ — 1 — + "2(XjK — Ya,-)= const.,
OU bien
' ni\ 2
Nous trouvons ensuite
\ jk" dx' == /\^ ^^^ — (^JK — Y x) du^
2^x' dy" = ^ xdH.-^i'Ky — \x)dii,
et, en rapprochant de la formule (22) et remarquant que u = ct^y
(25) yxdx-doj'=yAUhv^-^'''^'"',
en posant
<î'', = <&i -h 7x^_ÇLy — Ya7) = F' — n=,y' .
D'autre part Q" est encore défini par
H étant une constante choisie de telle façon que la valeur moyenne du second membre soit nville. Il suffit en effet de se reporter à la formule (i5) et de remarquer que
■V , dv" X^ o^X , ,^ ^, ,
^ dt ^ dt ^ -^ '
32 J . Choix des constantes. — Il importe de comparer aux notations précédentes, celles qui ont été employées par Hansen, par Delaunay et par Brown. Delaunay emploie les arguments suivants :
D = w\ — w\ = Wx — w-i = distance moyenne Lune-Soleil, F = w\ -(- (^2 = «'i-i- «^4= distance moyenne Lune-nœud, / = w\ -f- w\ = (Vj-f- (P3 =: anomalie moyenne Lune, V = w\-\- w'o, = anomalie moyenne Soleil;
ou si (v''^ = o, comme nous t'avons supposé, /':= (v!, = (Vo = m, Hansen prend pour arguments :
Brown adopte les arguments de Delaunay, mais dans ses formules figurent plus habituellement les exponentielles imaginaires
11 faut aussi comparer comment sont notées les constantes qui correspondent à celles que nous avons désignées plus haut par «, m', E, Eo, E3.
La constante E3, excentricité du Soleil, est partout désignée par e' ; le rapport des deux moyens mouvements que nous avons appelé m' est désigné par Delaunay par m. Au contraire, ce que Brown désigne par m, c'est le rapport
n-2 m' mouvement sidéral du Soleil
/Il — /I2 I — tn mouvement synodique de la Lune JNous poserons comme lui
il est aisé de voir que m' peut se développer suivant les puissances de m et que, par consécjuent, toutes nos séries qui procèdent suivant les puissances de m' peuvent être développées suivant les puissances de ni] la convergence s'en trouve même augmentée, on verra plus loin pourquoi.
Les constantes qui correspondent à a, E, sont désignées par Delaunay et Brown par a, e; mais elles sont définies d'une manière différente. Pour Brown a est le coefficient de L^ = e'^ dans le développement de ,27 + iy^ et par conséquent celui de cosD dans celui de j?, ou plutôt a est défini de façon qu'il en soit ainsi, si l'on néglige E,, Eo et E3 ; pour Delaunay, a est défini par l'égalité
Wi -I- m-, = n\ a-^, ce qui vaut mieux.
Delaunay définit e de telle façon que le terme principal de l'équation du centre ait même expression que dans le mouvement képlérien; pour Brown, au contraire, e est le coefficient de asinl dans le développement de ^', sintv, — x'^co?,W\. Ici la différence est importante puisque le e de Brown est à peu près le double de celui de Delavinay.
La constante d'inclinaison qui correspond à E3 est désignée
par y par Delaunay et définie de telle façon que l'expression du terme principal de la latitude soit la même que dans le mouvement elliptique. Elle est désignée par K par Brown et définie comme le coefficient de ia siiiF dans le développement de z.
On voit que toutes les définitions de Delaunay font jouer le premier rôle aux coordonnées polaires, et celles de Brown aux coordonnées rectangulaires. Ces différences n'ont aucune importance, et l'on pourrait faire varier les définitions de bien d'autres manières sans rien altérer d'essentiel.
322. Il importe de se rendre compte de la grandeur de ces différentes constantes. On a sensiblement
K ou y ■= — ?
e = — (Brown) ou — (Delaunay), a =
10 20 -^ ' 4oo
Nos séries procèdent suivant les puissances de ces diverses quantités, mais il importe de remarquer que dans le coefficient d'un même cosinus, ou d'un même sinus, l'&xposant de e, e', K, a est toujours de même parité, de sorte qu'en réalité nos séries procèdent suivant les puissances de
m — — j e2 — ou - — , K-—- — •, e-=~-. — ?
12 100 400 400 3boo
Aussi la convergence sera-t-elle beaucoup plus rapide par rapport aux excentricités et aux inclinaisons C[ue par rapport à m qui joue le rôle du coefficient p. dans la théorie des planètes exposée au Tome 1. C'est le contraire de ce qui arrive dans le cas des planètes. Aussi convient-il de développer, non pas d'abord par rapport à l;., puis par rapport aux excentricités, mais au contraire d'abord par rapport aux excentricités et ensuite par rapport à m. C'est là la différence essentielle entre la théorie de la Lune et celle des planètes.
LA V(VRIATION.
323. Nous commencerons par déterminer les termes qui sont d'ordre zéro, par rapport aux excentricités, à l'inclinaison et à la parallaxe, c'est-à-dire par rapport aux E et à a. Ces termes ne peuvent dépendre de (v, , (v.,, tVj ; ils seront donc des termes en
. ( a:i Mfi -\- kf w, ).
sin
Si nous adoptons les variables x^y, z du n" 320, nous verrons d'abord que :; est nul puisque l'inclinaison est supposée nulle; d'autre part, d'après le n" 192, t. I, on a
iLnsuite, d'après le n° 490, t. I, x et Y ne contiennent que des cosinus, tandis que y et X ne contiennent que des sinus.
Enfin, d'après le n° 317, l'exposant de a étant nul, Ao doit être impair. En résumé le terme général dans x et dansjK sera respectivement en
ou cos(2A' + i)D, sin(2 A + i)D, en introduisant l'argument D de Delaunay (c/n° 321).
Pour former les équations du problème, il faut reprendre les équations générales établies au n'' 320 et y faire a = E3= o. Faire a = o, c'est négliger la parallaxe, c'est-à-dire réduire Us à son premier terme, ce qui donne
P2 étant Je polynôme de Legendre
On a d'ailleurs, puisque :; = o,
et puisque BD est parallèle à l'axe des x (l'excentricité E3 étant nulle et par conséquent le mouvement de B autour de D circulaire et uniforme), puisc|ue par conséquent y est l'angle de AC avec l'axe des x^
AG cosy = X, d'où, finalement,
Mais nous avons trouvé plus haut au n'' 320
F — n^_V = i ■ h 7l2(AjK — \x).
Rappelons d'autre part que
d'où
Ui /?i| -t- m-i nX'^
m, AC a "
d'où enfin
F = n^y -\ — :; ni 1- fi^_(^y — Y^).
Comme F' ne dépend pas de u, la variable auxiliaire v' se réduit à une constante et ne joue aucun rôle, et les équations canoniques (aS) du Chapitre précédent deviennent
I dx ^r dv ,r
—r- = A + II» y, -V- = Y — n^yX,
\ dt '-^ dt
dt AC« -^ ■•^
Mais les deux premières équations nous montrent que
d\ d'-x dy dY _ d'-y dx
~di ~ dV- ~ ^ -~di^ Ht ~ de- ' dt'
<iX ,, d-x dy
—j 71-, Y = -7 2 71=, -7 7li X,
dt ' dt- ~ dt
dX ^, d- y dx „
dt ^ dt"' ' dt -^
de sorte que les dernières équations (i) deviennent
d-x dy ^ ^ >ni -r- m-j
d'^y dx nix -+- m^
Ces équations peuvent être mises sous une autre forme; si nous posons
w'\ — tVj = D = T,
cela revient à changer l'unité de temps de telle sorte que l'argument de Delaunaj joue le rôle de temps. On a alors, d'après
le n- 321,
dz n=,
-77 = «1— «2= ^• dt m
Si alors nous posons
(/Il — lU)^
les équations deviendront
dy d-z
-Jm^x^^^3_o,
dx^
dx
-~ 2 ni —rd-z
Telle est la forme particulièrement simple que prennent les équations du mouvement de la Lune quand on néglige :
I " La parallaxe ;
2° L'excentricité solaire ;
3° L'inclinaison.
Le problème que nous proposons maintenant est de trouver une
solution particulière de cette équation ; à savoir celle qui correspond au cas où la constante E, est nulle. Comme nous venons de voir que x etjK sont développables suivant les cosinus et les sinus des multiples de 2D, ou de av, nous voyons que cette solution particulière est une solution périodicjue. Le problème a été entièrement résolu par Hill dans un Mémoire de tout premier ordre dont nous allons exposer les principaux résultats [American Journal of Mathematics, t. 1).
324. Équations homogènes. — Ainsi que nous l'avons vu au Chapitre précédent ces équations admettent l'intégrale de Jacobi, qui s'écrit
• \ \ l dx\'^- 1 dy\^~\ 3 7/12 ^ 7.
C'est d'ailleurs une combinaison immédiate des équations (3).
Ici /■ = y/:r-H-j-- désigne la distance AC.
Nous avons donc trois équations que je puis écrire en mettant
doc (]~ nr
x' et x^' pour -^ et —j^-, ce qui n'a plus d'inconvénient; nous obtenons ainsi
Entre ces trois équations nous allons éliminer x; nous trouverons
\ XX -\-yy -^ im(yx —xy)^ -{x'-^y'-)—- — - — = G, I yx — xy" — 2 m (j'y' H- xx ) — 3 m-xy = o.
La première s'obtient en multipliant les trois équations (4) par X, y et I, et la seconde en les multipliant par^, — a; et o et ajoutant.
On voit tout de suite que les premiers membres des équations (5) sont des polynômes homogènes du second degré par rapport à .37, y et leurs dérivées.
y nr
1 x" — un y' — S/n'^iT-T-^
< y -^ 2 7nx
j x'^-i- t'2 om- ^ y.
32o. Équations imaginaires. — Hill met encore ces équations sous une autre forme en introduisant les notations
u ^ X -^ iy, s = X — iy.
Elles deviennent alors
l US -^ a S — inii( us — su }^ u s — (u h- 5 )- = -xQ.
(6) ' / ' ' fa* — us — 2.nii{us -^ su ) {u^ — s-)=^ o ;
ces deux équations peuvent être remplacées par une seule
(7) us — 2mius H — ( 13 u--i- 18 us -i- 5s- )= C,
à laquelle il convient d'adjoindre son imaginaire conjuguée
(8) u" s -\- imisu' -, — (i5 5--!- 18 w* — - 3 ?<- t= G.
Il est aisé de vérifier en effet que les deux équations (6) ne sont autre chose que la somme et la différence des équations (■j) et (8).
326. Les équations (3) forment un système du quatrième ordre, elles conviennent pour l'étude des termes de degré zéro et pour les termes qui dépendent seulement de l'excentricité lunaire £,. mais sont indépendants de l'inclinaison Eo, delà parallaxe a, et de Texcentricité solaire E3. L'excentricité lunaire E, est l'une de nos constantes d'intégration ; si nous la supposons nulle, il ne subsistera que les termes de degré zéro, que nous nous proposons actuellement d'étudier. L'ensemble de ces termes de degré zéro représente donc une solution particulière de nos équations (3); comme ces termes dépendent d'un seul argument D ^ t, ils sont périodiques.
Le problème revient donc à chercher une solution périodique des équations (3).
Si Ton construit la trajectoire T du point x, y par rapport aux axes tournants, cette trajectoire sera une courbe fermée, puisque X ely sont des fonctions périodiques du temps. Comme x ne contient que des cosinus, et j' seulement des sinus; comme d autre part les développements de ^ et de ^ ne contiennent que des
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termes dépendant des multiples impairs de x, les deux axes des x et desjK seront des axes de symétrie pour cette courbe fermée T.
En éliminant x entre les équations (4) et en regardant G comme une constante arbitraire, nous formons un système (5) ou (6), ou {'j) et (8) qui peut être regardé comme plus général, puisque ce système ne change pas quand on change x, y etC en Xx^ \y, A- G, en désignant par X une constante quelconque. Si une courbe fermée T satisfait aux équations (3), elle satisfera également aux équations ('j) et (8); mais ces équations {'j) et (8) admettront en outre pour solution toute courbe homothétique à T par rapport à l'origine.
Le problème a été entièrement résolu par Hill, ainsi que je l'ai rappelé dans mes Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (t. I, p. 9"). Pour les petites valeurs de //?, Hill trouve une courbe ayant la forme générale d'une ellipse, pour 771^1,78, il trouve une courbe avec deux points de rebroussement situés sur l'axe des X.
S'il avait poussé plus loin, il aurait sans doute trouvé une courbe avec deux points doubles symétriquement situés sur l'axe des^; puis ces deux points doubles se seraient confondus en un seul situé à l'origine, puis ils auraient disparu et la courbe T serait redevenue une courbe fermée sans point double mais parcourue dans le sens rétrograde. Mais les premières courbes déterminées par Hill ont seules de l'intérêt pour l'étude du mouvement de notre satellite.
327. Calcul des coefficients. — Voici à quoi revient la méthode de M. Hill, pour les petites valeurs de m. Au lieu des équations (3) envisageons les écjuations plus générales '
X — iPY P X m- X -\ r- = o,
(^bis)
, 3 „ ô „ XV y -h ipx p^y -\ — 77i^y -i ^^ = o.
En les traitant comme plus haut on en déduirait, au lieu de (y) et (8), les équations
{y bis) us" — ■ipius' -] ^ p^ us = — (i5u^-\- 3s^)-i-G,
(8 bis ) su!' -\- ipisu' ^ '■ ^p^us=i—-{ 3 m^-mSs^)-}- C.
LA VARIATION. 3l
Nous allons développer la solution suivant les puissances croissantes de m- ; une fois la solution obtenue, nous y ferons/» := m pour retomber sur les équations (3).
Supposons le problème résolu et posons
s •— = 5o + m- Si -i- )n*Si +. . .-1- m'^1 Sq
G = Co -t- w^ Cl + ni!* G, -+-... + m'^1 G,
Il s'agit de déterminer par approximations successives, d'abord Uq^ 5o, Go, puis «,, 5,, C|, puis u^^ 5o, C:>; ..., et ainsi de suite.
On prendra d'abord
Quand on aura remplacé dans ('y bis) et (8 bis) ;/, 5 et G par leurs développements (9), on trouvera dans le premier membre des termes de la forme
et d'autres d'une forme analogue où u^ovi ^p, ou tous deux, ont été remplacés par l'une de leurs deux premières dérivées. Dans le second membre on trouvera des ternies de la forme
OU de la forme
ou encore de la forme
TO^aGa.
Je suppose qu'on ait déterminé dans les approximations précédentes
Mo, Ml, .... jusqu'à M^_i,
Go, Cl, . . . , » G^_i,
€t qu'on veuille déterminer Uq^ Sq^ Cq. Egalons les coefficients de /n'-'J.
Dans le premier membre nous devrons retenir les termes qui
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contiennent m'-i en facteurs, c'esl-à-clire ceux où
Ces ternies ne contiendront que des quantités connues sauf ceux où c/. = q, ^ = o, ou bien encore ceux où a = o, ^ = q. Dans le second membre nous devrons retenir ceux où
ils ne contiendront que des quantités connues; nous devons encore retenir le terme in-^ dq qui est inconnu.
Les termes encore inconnus du premier membre de (7 bis) s'o]:)tiendront donc de la façon suivante ;q3renons par exemple le terme
je puis l'écrire
a/=«[5^^-']"=«ç-i[(50"-2i(50'+(5(;)]- Or, on a, par les développements (9),
Nous devons, d'après ce qui précède, retenir les termes tels que a -h |^ :=: ^; nous distinguons parmi eux ceux qui contiennent une des inconnues Sg ou itq] c'est-à-dire les termes tels quea:=zo, ^ r= q^ ou bien a= ^, jîi = o. Les termes à conserver sont donc les suivants (en rappelant que Mo = i , ^o = i , 5',, =: o, 8^=: o):
Sfj 2 l s q Sg llg.
Nous opérerions de la même façon âur les autres termes du premier membre et il nous resterait comme termes, contenant l'une des inconnues,
Conservons ces termes (10) dans le premier membre, et faisons
passer au contraire dans le deuxième membre tous les termes qui ne contiennent que des quantités connues; nous obtiendrons une équation de la forme
dO
\{sç, II,,) = ^^/-f- C^,^
Dans cette équation, A(5^, Uq) n'est autre chose que l'expression (lo); c'est donc une combinaison linéaire à coefficients constants de Sq^ Liq et de leurs dérivées. La fonction ^q est l'ensemble des termes connus qui se trouvaient dans le deuxième membre ou qu'on y a fait passer. C'est une fonction péi'iodique de t.
En opérant de la même façon sur (8 bis) on aurait obtenu
(12) -, ^\Sg, Ur,)
^'(sq, Uq) est l'expression
IS
ip
imaginaire conjuguée de ^{sq, Uq) et déduite par conséquent de A [sq, Uq) en permutant Sq et Uq et changeant i en • — i.
<ï>' est l'imaginaire conjugée de <ï>^ ; c'est donc une fonction connue et périodique de t, développable suivant les puissances positives et négatives de ^'- Pour passer de 4>y à $' , il suffit de changer^ en "C^"^ et de remplacer les coefficients numériques par leurs imaginaires conjuguées; nous verrons plus loin que ces coefficients numériques sont toujours réels et par suite que cette dernière opération est inutile.
Quoi qu'il en soit, nos fonctions inconnues se trouvent déterminées par les équations (11) et (12) qui forment un système d'équations linéaires à coefficients constants et à second membre.
Soient, par exemple, a, a' , ^ et y, les coefficients de "Q dans <ï>ç, <î>' , Uq et Sq] il s'agit de déterminer les coefficients inconnus ^ et ■r\ à l'aide des coefficients connus a et b.
Pour cela, les équations (i i) et (12) nous donnent
-Cf — 0]="'
p. — II (2).
Ces deux équations du premier degré nous donneront ^ et y;.
Le cas de /c = o mérite une mention spéciale; d'aJoord les premiers membres des deux équations (i3) deviennent identiques; ensuite il faut tenir compte dans les seconds membres du terme C^; les équations s'écrivent alors
Elles ne peuvent être satisfaites que si a = «'; or a et a' sont imaginaires conjuguées par définition; les équations ne peuvent donc être satisfaites que si a est réel ; nous verrons plus loin qu'il en est toujours ainsi.
Les équations (i4) nous donneront donc pour ç + "^ une valeur
réelle A; on prendra ç =:r| = -, de telle façon que \ et -^ soient
imaginaires conjuguées, et en même temps réelles.
La présence de G^ introduit une indétermination dans le problème. On peut supposer que la constante G est une donnée de la question; alors G ne dépend pas de m et l'on doit faire dans (i4) C^ = o.
On peut également s'imposer la condition que le coefficient de "C^ dans u et celui de ^~' dans s soient égaux à i . Ge coefficient ne dépendant pas de m^ on doit avoir ç = t] = o, de sorte que la première équation (i4) se réduit à
o = a -H G^, ce qui détermine G^.
328. Je dis d'abord que les coefficients de tous les termes du développement de a et de s seront réels. En effet, supposons que cela soit vrai pour
je dis que cela sera vrai pour Uq et Sq. En effet, si cela est vrai pour
cela sera vrai également pour
(i6) t«x, is'^, a"^, 4 (a<(7),
elpar conséquent pour les termes connus de (7 bis) qui sont tous le produit de deux expressions de la forme (i5) ou (16) affectés d'un coefficient réel.
Donc, dans le développement de O^ suivant les puissances de Ç-, tous les coefficients sont réels. Donc, dans les équations (i3) et (i4), les quantités a et a' sont réelles; or les coefficients de ces équations du premier degré (i3) et (r4) sont également réels; donc nous en déduirons pour ç et 'z^, c'est-à-dire pour les coefficients de Liq et Sq^ des valeurs réelles. c. q. f. d.
Je dis maintenant que nous aurons seulement dans Mq et Sq des termes en ^^ ; dansw, et 5| des termes en
dans Wo et 5o des termes en
dans u^ et s^ des termes en
et ainsi de suite. En d'autres termes, je dis que «s~' et s'C sont développables suivant les puissances de m'^'C^- el ni'^'C^~'- .
Je dis en effet que, si cela est vrai pour les premières approximations, cela sera vrai aussi pour l'approximation suivante. Je suppose donc que
"a, Sri. i'^<g)
sont des polynômes homogènes de degré a en <^- et l^~-, et je me propose de démontrer que Uq, Sq seront aussi des polynômes homogènes de degré q en ^-, "C^"-. D'abord les dérivées ;/«, etc., seront comme ««, etc., homogènes de degré a. Considérons maintenant les différents termes de *Pq] nous avons d'abord :
1" Ceux des termes du premier membre de (7 bis) qu'on a fait passer dans le deuxième membre parce qu'ils ne contenaient pas de quantité inconnue. Ils sont égaux à un facteur numérique près à
Ua. OU 5p pouvant être remplacés par une de leurs dérivées ; ce sont donc des polynômes homogènes de degré ^ en ^- et Ç~- ;
2° Les termes provenant de jj — ; ils sont de la forme
et par conséquent homogènes de degré q en J^-, X^~- ; 3° Les termes provenant de — ^ — ; ils sont de la forme
Xr^-s^so, (a-H P = ^r — i);
ils sont donc aussi homogènes de degré q.
Donc ^q est un polynôme homogène de degré q en ^-, ^"-. Mais Uq et Sq se déduisent de <î>^ par les équations (i3) ; les termes de Uq et Sq correspondent à ceux de ^q et contiennent les mêmes puissances de ^; donc iiq et Sq sont les polynômes homogènes de degré q en Ç-, X^"-. c. q. f. d.
Il résulte de là que, si l'on développe le coefficient de ^-^ ou ^~''*^ suivant les puissances de m, le développement contiendra seulement des termes où l'exposant de m prendra les valeurs
Ce développement procédera donc non pas suivant les puissances de m^ mais suivant celles de m'* . C'est ce qui explique la convergence extrêmement rapide du procédé de M. HiLl, chaque approximation donnant 4 ou 5 décimales exactes nouvelles.
329. Je dis maintenant que les coefficients ^ et t) calculés d'après les procédés précédents sont des fonctions rationnelles de p. Supposons en effet cjue cela soit vrai aux approximations antérieures; je dis que cela est encore vrai à l'approximation suivante. En effet, cela sera vrai des coefficients de ^q formés par multiplication en partant de ceux de u^^ s „_ [a. <^ q) ] cela sera donc vrai des coefficients a et «'qui figurent dans les équations (i 3); les coefficients de ces équations (i3) étant rationnels en/?, il en sera de même des inconnues ^ et t), c'est-à-dire des coefficients
de Uq et Sq. c. Q. F. D.
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Quels seront les facteurs des dénominateurs de ces fonctions rationnelles? Il est aisé de les déterminer. En effet, la résolution des équations (i3 ) introduit au dénominateur un facteur qui est le déterminant de ces équations, lequel est égal à
Les facteurs du dénominateur seront donc les poljnomes
où l'on devra donner à k les valeurs paires successives
ce qui donne les polynômes
Si donc on développe le coefficient de ^^A+i suivant les puissances de m, le coefficient de chaque puissance est une fonction rationnelle de p dont le dénominateur est un produit de facteurs de la forme (17), chacun de ces facteurs pouvant être élevé à une puissance supérieure à i . 11 ne faudrait pas en conclure pourtant que le coefficient de 1^-^+* , considéré comme fonction âe pet de m, est une fonction méromorphe de ces quantités, ou encore qu'il se réduit à une fonction méromorphe de m quand on fait/? = m.
329 bis. Quoi qu'il en soit, l'approximation par ces méthodes est extrêmement rapide. M. Hill a calculé les coefficients ou plutôt leurs rapports avec i5 décimales; la première approximation lui donnait généralement 6 décimales exactes, la seconde 11 et la troisième i5. D'autre part, la décroissance des coefficients est aussi très rapide; dans le développement de m, par exemple, les coefficients de ^, ^*, ^^, ••• diminuent très vite, chacun d'eux étant environ la trois-centième partie du précédent. Le coefficient de ^ qui est naturellement le plus grand nous donne le terme principal de l'orbite non troublée; viennent ensuite ceux de ^^ et de i^~^ qui
correspondent à l'inégalité considérable connue depuis la fin du mojen âge sous le nom de variation.
Les valeurs numériques sont donc très exactement connues; mais nous ne possédons encore que les rapports de nos coefficients; les équations (7 bis^ et (8 bis^ contiennent en effet une indéterminée C, et nous avons profité de cette indétermination pour su[)poser que le coefficient de s dans w, de même que celui de 'C~ ' dans ^, est égal à i. Cela revenait à satisfaire aux équations (i4) en
faisant
C'est ainsi que nous avons opéré à la fin du n" 327. Nous avons ainsi trouvé une solution particulière des équations {-] bis)
et (8 bis)j
caractérisée par ce fait que, 'h et 'h^ étant imaginaires conjuguées, le coefficient de "(^ dans <!/ (X^) est égal à i. Alors nous aurons une autre solution en faisant
à la condition de changer l'indéterminée C en ajjC. 11 reste à déterminer «o-
Pour cela, il faut (après avoir fait /> = m) revenir aux équations primitives, qui peuvent s'écrire
u -\- 1 mi II jn^ (u -i- s) H = o,
et voir quelle valeur de «o correspond à la valeur donnée de x. Pour cela soit
il viendra pour t= o, ^ ^ i :
r = u — s = «o^«Â- = «0 4^ (' )) u' — ia^i 2i 2/1 + 1) «A:, «" = — «0 2J- 2 /"^ -t- I Y ak-
Les coefficients ak étant connus, on connaît donc facile-
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ment (|> (i), '^(i), '\'"{i), et il vient
(i8) a3(|;2(,)[^"(,)_^2mf<];'(0— 3m2<];(i)] = x,
d'où l'on tirera sans peine «o-
330. On voit facilement que la résolution de l'équation (i8) entraîne l'extraction d'une racine cubique. Nous devons donc nous attendre à trouver que, dans le voisinage de certaines valeurs singulières /?Zo, l'expression de Oq et par conséquent celle des autres coefficients de u qui sont aoUf, a^ a-i, ■■., contiennent en fac-
teur (m — nio) "* ou (m — ''^0)^5 pai" exemple.
C'est en effet ce qui arrive pour m^ = i .
Supposons donc qu'on veuille développer ciq suivant les puissances de m; alors la convergence sera comparable à celle d'une progression géométrique de raison
m niQ
nif, étant le point singulier le plus rapproché; si ce point est i,^ puisque /?? = —, cette raison sera
Si l'on avait développé suivant les puissances de
comme l'a fait Delaunaj, la raison aurait été
m! _ n tn'f, i3
donc notablement plus grande.
On arrive au même résultat en ce qui concerne le développement de a, ; le point singulier le plus rapproché provient avant tout de la présence du facteur p"^ — 4/* + 6 dans nos dénominateurs [cf. n" 328 in fine)] dans ce facteur on fait p = m, de sorte que l'on a à peu près
?nl — 4 '"0 -1- 6 = o,
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I '«0 I = v/6 et, pour la raison de la progression,
nia
\i v/fi
avec m' , on aurait eu
et, pour la raison,
On voit combien il est plus avantageux de choisir m comme paramètre au lieu de m'. Naturellement la même différence se retrouve dans le calcul des termes suivants, puisque les nouveaux développements que l'on obtient pour ces termes se déduisent de ceux que nous venons d'obtenir pour les termes d'ordre zéro.
330 bis. Une solution particidière remarquable s'obtient en faisant X == o; on trouve alors
a, 8 et k étant liés par les relations
a ( — k^— ipk — -/>'■) — 7 P '«" = o,
a ni^ = o,
d'où
(k^-^lp^'-ip^k^-lm^=o, ou, en faisant/? = m,
Pour que cette solution nous convienne, il faut que k soit entier impair, et par conséquent que l'on ait
/n = i^ /« = 0^ ni = '),
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La courbe décrite par le point x^ y se réduit alors à une ellipse. Mais cela correspond à x := o, c'est-à-dire, en se reportant à l'équation (i8), à
4^2(i)[4;"(i)-+- 2mi4^'(i) — 3/?iî4;(i)] = o.
Si alors on donne à x une valeur donnée finie, il faut faire a^ = a?.
Donc, quand m se rapproche de la valeur i, la trajectoire T du point X, y tend à être de plus en plus semblable à une elJipse, mais les dimensions absolues augmentent au delà de toute limite; c'est de cette façon que s'introduisent dans «o des facteurs tels que
ainsi que nous l'avons expliqué plus haut.
L'ellipse à laquelle on parvient en faisant m = 3, m = 5, etc.,
ne fait pas partie de la série de solutions que nous envisageons ici,
iiz
puisque la période n est plus 27c, mais -rr' -^' • • ••
331. Nous allons maintenant déterminer les termes du premier degré par rapport à l'inclinaison Ea ; nous négligerons donc comme dans le Chapitre précédent la parallaxe et l'excentricité solaire E3; seulement nous ne supposerons plus z = o.
Dans ces conditions, nous avons encore
3 cos" Y — I . ^
mais on a
AC2= r-^=x-i^y^-^z^,
d'où
Us ^^,>,^2_^2_,2
D'ailleurs
Ui in\-\- m-,
d'où
Xî-f-Y2+Z2 m^-\- m-^
-t- n.i{lLy — Y X) — n\
Cela posé, nous retrouvons les équations (i) du Chapitre précédent, avec cette différence que AC = /- ne représente plus sj^'^+y--,
mais \J X- -\- y- -h z'^.
Nous trouvons ensuite
dz d¥' dt~~ dZ~ '
d-^z dV-
_dZ _
" dt ~
in\ -4- m-i
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Si nous posons, comme au Chapitre précédent,
T = («1 — n^jt, ni =^ y X =
l'équation précédente devient
(i) z" -\- Qz = o.
avec
Si nous cherchons les termes de l'ordre de l'inclinaison, nous négligeons le carré de l'inclinaison et par conséquent z- ; nous pouvons alors prendre
de sorte que nous retombons sur les équations (i) du Chapitre précédent, sans changement. Et comme nous devons faire E, = o, puisque les termes que nous voulons calculer sont indépendants de l'excentricité lunaire E,, nous devons prendre pour x et y la solution particulière étudiée dans le Chapitre précédent. Donc x et y sont des fonctions connues du temps, développables suivant les puissances impaires positives et négatives de ^ = e".
- nous est ensuite donné par l'intégrale de Jacobi
— • ijj
d'où l'on déduit aisément — et 0.
Donc 0 est une fonction connue du temps développable suivant les puissances paires, positives et négatives de ^.
Nous avons vu que, quand on introduisait les deux paramètres/) et m qui figurent aux équations ( 3 bis), (7 bis) et (8 bis) du Chapitre précédent,
.9^ =r (x — iy) sont développables suivant les puissances de p, m'^'C,'-, m-^"^; il
en est donc de même de 0, de sorte qu'après qu'on aura fait/? = m, © sera développable suivant les puissances de
De plus, quand on change t en — t, ou ^ en (^~', u se change en 5, de sorte que r et & ne changent pas. Si donc nous posons
on aura
et l'on pourra écrire
0 = ©o-T- 2 01 C0S'2T + 2 02COs4t: -h . . . .
6 étant développable suivant les puissances de m, m^<^-, m-L,~'-^ le coefficient 0/f contient en facteur m^*, de sorte que les coefficients 0 décroissent très rapidement.
Il s'agit donc d'intégrer l'équation (i
Cette équation est de même forme que celle que nous avons examinée au Chapitre XVII des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. Nous savons donc :
1° Que cette équation admet deux solutions particulières de la forme
(2) z = e'>T^<L(T), z = e-is:'^<\>{—'z),
(|'(x) étant une fonction périodique de la forme
où k prend toutes les valeurs entières positives et négatives.
Nous devons remarquer en effet que l'équation (i) ne change pas quand on change t en — t; l'existence de la première des solutions (2) entraîne donc celle de la seconde.
.2° Nous aurons ensuite les deux solutions
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dont la première est une fonction paire et la deuxième une fonction impaire de t.
Nous pouvons achever de déterminer '|'(t) (qui n'est encore déterminé qu'à un facteur constant près) et la constante X, de telle
sorte que
/(o) = o, /'(o)=i, c'est-à-dire
3*^ En vertu d'un théorème démontré dans mon Mémoire Sur les groupes des équations linéaires [AcLa mathematica, t. IV, p. 212) et rappelé dans Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (t. II, Chap. XVII, p. aSo), la fonction F(t) considérée comme fonction des %k est une fonction entière.
Nous trouverons alors
k variant de — oo à + oo-
La fonction 'i'(T) est périodique de période tï, de sorte que l'on a
(3) i];(7t) = d;(o) = --, F(7r) = cos^Ti.
333. L'équation F(7ï) = cos^-rr a une grande importance; c'est elle en effet qui va nous permettre de déterminer g^ c'est-à-dire le mouvement du nœud.
En effet, la solution générale de l'équation (i) peut s'écrire
z = E2F(T4-nT4),
E2 et Tîî/, étant deux constantes d'intégration, la première représentant la constante d'inclinaison, et la deuxième la constante W4 qui figure dans la formule du Chapitre XXIV,
Si nous faisons en effet s; = '*- — . on voit que la formule pré-
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cédente peut s'écrire
OÙ nous reconnaissons la forme des formules du Chapitre XXIV. (Il
suffirait de changer la constante arbitraire ^4 en cj^ H > pour avoir
un sinus au lieu d'un cosinus .)
Cela posé, les passages au nœud s'obtiendront en faisant s = o; le terme principal du développement étant
les passages au nœud ascendant auront lieu sensiblement pour
Dans l'intervalle de deux passages au nœud consécutifs, la différence des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil aura augmenté sensiblement de — ^; si l'on considère n + 1 passages consésécutifs au nœud ascendant, cette différence aura augmenté
sensiblement de , et cela d'autant plus exactement que n sera
plus grand. Donc g mesure le moyen mouvement du nœud.
334. Pour calculer F(':), voici comment nous allons procéder. Posons
et écrivons l'équation (i) sous la forme
puis cherchons à développer F(t) suivant les puissances de 0), ©oj etc.; le développement sera très convergent, puisque nous avons vu que ces coefficients sont très petits, et d'autre part que F('r) est une fonction entière de ces coefficients.
Représentons alors par ^o? ^n . . . , ^/r les termes de F(t) qui sont de degré 0,1, . . . , k par rapport aux coefficients 0( , 60, ... ; nous aurons, pour déterminer successivement
Zt), Zif . . . , Z/,-, . . . ,
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le système d'équations
z'[^ q^Zi = (Q,,— &)Zo, )
z%-^ q^-Zk= (00—0)5/1—1.
Ce sont des équations linéaires à coefficients constants et à second membre, immédiatement intégrables; il faut, pour achever de définir Zq^ Si, ..., za, se donner les conditions initiales qui seront
Zo— I, ^0=0, ^1 = ^', = 0, ..., z,c = z',,= o.
Nous trouvons d'abord
COS^T
et pour Zk une expression où figurent des termes en
(6) cos(2y -+- ^)-c, 'i:2F-+isin(2y -h ^)'i:, ■z'^V-co?,{'ij ^ q)x,
j et a étant entiers et api. + i étant au plus égal à k.
En eftet, il est aisé de vérifier que, si cela est vrai pour 5^. , , cela sera vrai également pour Zk-
Ainsi le terme général du développement de F(t) sera de la forme (6); il est aisé d'en apercevoir la raison : nous avons trouvé
F(^) =^y^b j co^ { g -^-ij y..
D'autre part, g est développable suivant les puissances de ©i, ©2, ... et se réduit à q pour 0, = 0o ^ . . . = o. Je puis donc écrire
^ {^) =^^bjCO%\iq -^ -xj)-. -^ {g — q)x]
et développer suivant les puissances de g — q; soit alors
cos'i:='Vaj;.'u2H., sinx = ^ Pjj.x^H'+i,
les coefficients ct.^ et ^^ ayant les valeurs numériques bien connues;
il viendra
On peut ensuite développer les bj et les puissances àe g — q suivant les puissances de 0, , ©2 . • • , et l'on devra retrouver le même développement que par le moyen des équations (5). On voit que le terme général est bien de la forme (6).
335. Voyons comment on peut se servir de ces développements pour déterminer g et les coefficients bj. Supposons que l'on ait déterminé
^0, -Si, . • . , -3 A; ;
on a donc, à des quantités près de l'ordre de m2*+2^
et F(t) se présente sous la forme d'un développement (7) dont tous les termes sont de la forme (6).
Dans ce développement, conservons seulement les termes périodiques purs en cos{q -h 27')':, ceux où t ne sort pas des termes trigonométriques; les coefficients de ces termes seront précisément les coefficients fty cherchés, au même degré d'approximation, c'està-dire à des quantités près de l'ordre de /«-*+-; et en effet ao est égal à I .
Pour déte-rminer g nous calculerons F(t:) en faisant t = ît dans le développement (7) et nous aurons ensuite g par l'équation
F(7r) = COS^TT.
En faisant cette substitution on trouve
F(t.) — Hcos^TC + H'sing-TT,
H et H' étant des fonctions entières de 0,, ©25 ....
D'autre part, les coefficients de ces fonctions entières seront des fonctions rationnelles de q; car, si les coefficients de Zk_i dépendent rationnellement de q, il en sera de même, en vertu des équations (5), des coefficients de Zfc.
Les premiers termes sont
r Ti^et ]
Quand on change t en t + 7 > 0 , , ©3 , 0g , ... changent de signe ;
la valeur de cos 0-7: ne doit pas changer. Donc, dans le développement de F('n:), 0,, 03, 0^, . . . entreront avec un exposant pair. Supposons un instant
alors 0 admettra la période - : alors, quand on changera t en t + - ? ^ 2 ^ ° 2
changeront de signe; donc 00, 0c, 0)0, •■•ne pourront figurer qu'à un degré pair, à moins d'être multipliés par
&\, ei, ..., 0103, 0,05, ...• De même
ne pourront figurer qu'à un degré pair, à moins d'être multipliés par
0f, 0|, ..., 0103, ..., ei @i, .,., 0,05, ....
336. Méthode de Hill. — Hill ramène le problème à la résolution d'une infinité d'équations du premier degré à une infinité d'inconnues. On pourrait se demander si cette méthode est suffisamment rigoureuse; elle peut être complètement justifiée, mais je renverrai pour cette justification aux Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (t. II, Ghap. XVII, p. 260 et suiv.).
Faisons dans l'écjuation (i)
il viendra
p. - II (T) 4
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ou, en égalant les coefficients de ^-J'^^,
(8) [eo-(ay-f-^)2J6y+y]ey_A.6A=0.
On obtient ainsi une infinité d'équations linéaires entre les inconnues bj] pour les déterminer, considérons les expressions linéaires
Ces expressions doivent s'annuler pour ^ = g'. Formons leur déterminant et appelons-le D (ç).
Je suppose pour cela que l'on donne kj et à k toutes les valeurs entières positives et négatives depuis — [j. jusqu'à -f- ^x inclusivement. Nous aurons alors un déterminant fini de 2 u. H- i lignes et de 2u. -h 1 colonnes. Alors D (H) sera par définition la limite de ce déterminant quand |jl croît indéfiniment.
Ce déterminant converge; nous pouvons remarquer en effet cjue les éléments de la diagonale principale sont égaux à i.
Dans ces conditions, on a
en désignant par a les divers éléments du déterminant autres que ceux de la diagonale principale. Le déterminant convergera donc
avec %^|a]; c'est ce que démontreraient les considérations exposées au Tome II des MéLhodes nouvelles (loc. cU.). Or ici
Or cette série converge absolument et uniformément, sauf si
ou, puisque 0o= (]'•, si
Donc n (ç) = limA existe; c'est une fonction de ç qui ne change pas quand on change ^ en ^ + 2 ou en — ç ; cela revient en effet à changer l'ordre des lignes et des colonnes de notre déterminant d'ordre infini, soit en faisant avancer toutes les lignes et toutes les
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colonnes d'un rang (si l'on change ^ en ^ + 2), soit en retournant le déterminant (si l'on change ^ en — i); on aura donc
n (i) est donc une fonction méromorphe de ^, qui a pour pôles simples
Je àX% pour pôles simples ; en effet, les éléments de lay"^*^""^ ligne seuls deviennent infinis pour ^ = — 2j ±q el infinis du premier ordre.
Or un tenne quelconque de notre déterminant ne peut contenir €n facteur qu'un seul élément de la y'"""' ligne.
Quand la partie imaginaire de ^ tend vers l'infini, tous les éléments en dehors de la diagonale principale tendent vers o; donc
limn(0 = i.
Soit
COSTIÇ COSTT^
Cette fonction est méromorphe; elle ne pourrait devenir infinie •cjue pour
$ =-'lJ±q,
qui rend D(i) infini, mais qui annule également costcH — cosruj^ ou pour
qui annule le dénominateur cos — ^ — costc ^-^ mais qui annule également n(i) puisque nous avons vu que
■et par conséquent
La fonction F(^) est donc entière, mais elle tend vers i quand la partie imaginaire de i tend vers l'infini ; elle se réduit donc à l'unité, de sorte qu'on a
COSTlf — COSTCg'
52 CHAPITRE XXVr.
On peut en déduire plusieurs manières de calculer g\ par exemple, à l'aide de l'équation
(9) cosTT^ = I — 2 sin^ -^ n(o).
337. ïl est aisé de voir quelle est la forme de notre déterminant. Supposons qu'un terme du développenaent contienne comme facteur l'élément de la a'''""' ligne et de la b'"'"^ colonne et, par conséquent, ©«_/,; il devra contenir un élément de la ^'^'"'' ligne, soit celui de la c'^""^ colonne et, par conséquent, ©i-cj il devra contenir ensuite l'élément de la c'^""^ ligne et delà <i'^"'^ colonne, c'esl-à-dire %c-d-, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on retombe sur la ût"^"^ colonne, ce qui arrivera, par exemple, si l'on trouve un élément de la (^'^""^ ligne et de la a'^""^ colonne dépendant de 0rf_«.
Donc le terme envisagé contiendra en facteur le produit
ou un produit analogue, ou plusieurs produits analogues.
Dans tous les cas la somme algébrique des indices doit être nulle.
Si l'on observe que
et que par suite on ne fasse pas attention au signe des indices, nous dirons que les indices, tous regardés comme positifs, doivent pouvoir se diviser en deux classes de telle façon que la somme des indices de la première classe soit égale à la somme des indices de la deuxième classe. On pourra avoir par exemple des termes en
Le coefficient de chaque terme se présente sous la forme d'une série infinie, mais toutes ces séries peuvent être sommées à l'aide de la formule
cota
Considérons, en effet, un terme du développement; ce sera le produit de certains éléments du déterminant; parmi ces éléments, les uns appartiendront à la diagonale principale et nous n'avons pas
à nous en occuper, puisqu'ils sont égaux à i ; les autres n'appartiendront pas à cette diagonale, et ils seront en nombre fini (sans quoi notre terme contenant en facteur m à une puissance infinie serait infiniment petit).
Appelons [/, A] l'élément de la i'*^™^ ligne et de la /r'^""^ colonne, et supposons par exemple que le terme envisagé soit le produit des éléments
Il contiendra alors en facteur, comme nous venons de le voir, le produit
(il) ^a-b^b-cQc-cl'^d-a'àa'-b'^b'-e'^c'-a',
et le coefficient de ce produit (ii) sera vme fonction rationnelle de ^ que j'appelle R(i).
Considérons maintenant le terme
il contiendra également en facteur le produit (ii), mais avec le coefficient R(^ H- a/i).
Le coefficient définitif sera donc
Pour évaluer cette somme, décomposons la fonction rationnelle R(ç) en éléments simples :
^^'^^=^ér-.-
Zd ^^ '^"'^ Âà^^-\--xn —
La sommation par rapport à n peut se faire par le moyen de l'équation (lo). Si dans la décomposition de R(i) figurait un terme
on obtiendrait la sommation par rapport à n de
en dlfrérentiant l'équation (lo).
En fait notre fonction R.(i) n'admettra pour pôles, comme nous l'avons vu plus haut, que q = — 2j±qel ces pôles seront simples ; l'application de la formule (lo) introduira donc seulement
,t{^^-^^l^^y.=±coi^a±rj),
Cela s'applique au cas où nous n'aurions en facteurs qu'un seul produit de la forme
0a-6 0/)-f 0f-r/ 0rf-a.
Dans le cas où l'on aurait en facteur deux (ou plusieurs) produits de cette forme, comme il arrive, par exemple, dans le cas du produit (i i), les choses seraient un peu plus compliquées.
Supposons que nous ayons à envisager le produit des éléments
et que nous fassions varier n et /«', en supposant que a, b^ a' ne varient pas.
Nous aurons alors partout en facteur le produit
qui ne dépendra ni de /î, ni de //; ce produit sera multiplié par un coefficient qui dépendra de ç, de n et de n et qui sera de la forme
R(^ + «)R'(ç + n'), R et R' étant rationnels. Nous aurons donc à calculer
en donnant à /i et à n' toutes les combinaisons de valeurs possibles, en excluant seulement celles pour lesquelles la différence n — //' prend certaines valeurs particulières; car une des quantités //, n + rt, n -\- b, ne doit pas être égale à une des quantités n', n' -\- a' .
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Supposons que a,, ao, . . . , a^ soient les différentes valeurs que ne doit pas prendre ii! — /? ; l'expression à évaluer,
pourra s'écrire
où
Chacune des sommes qui figurent dans cette expression est de
la forme ^I^(i + '^) et peut s'évaluer comme nous venons de
l'expliquer.
On peut voir que D (i) est de la forme
n(^^ = A+ B cot^(t + (^)-^Ccot^(ï — ^7) (12)
A, B, C, D étant développables suivant les puissances de 0|, 025 • • . 7 et les coefficients de ce développement étant des fonctions rationnelles de q.
Nous avons trouvé, d'autre part,
COST^ — COS -g
et
F(:r) = cosT^= H cos^/tt -+- H' sing'Tr,
H et H' étant comme A, B, C, D des séries procédant suivant les puissances de 0, , 00, ... ; et avec des coefficients rationnels en q.
On a donc
^,v (i — H ) cos^TT — H' sin^TT
cos-f — cosTzg
Il suffit pour retomber sur le développement (12) de remplacer
/ y COS
(COSTTS — COSTIfir), . g TZ
^ sin ^
par
.sm-(^ + ^)s,a-(^-5r), ^.^ [^- (^ + ^) _ _ (^ _ ^ )J ,
■de façon à tout exprimer en fonction des lignes trigonométriques des deux angles -(^± q).
338. Il reste à déterminer les coefficients 6/,. Pour cela reprenons le déterminant D(i) et remplaçons-y dans la ligne de rang zéro
par des indéterminées
..., ^—2, ^—1) ^Oi -^l) •••■>
le déterminant continuera à converger pourvu que les indéterminées soient limitées (cf. Méthodes nouvelles, t. II, Chap. XVII, p. 205). Il sera de la forme
A = . . .-1- B_iir_i 4- Boa^o-H Bjo?! -f- B2a72-1-- • • ,
les B étant des fonctions de ^, qui admettent les mêmes pôles simples que D (i) sauf ^=± q; de telle sorte que
By(cos-n:^ — cosTrg')
est une fonction entière.
Je dis que, pour \^= g^ on a B^= ^y^.; il suffit pour cela de démontrer que les B^f satisfont aux équations (8), c'est-à-dire que A s'annule quand on j remplace Xj par i et Xh{j^k) par
C'est ce qui arrive car, pour y ^o, on obtient ainsi un déterminant ayant deux lignes identiques; et, poury = o, on obtient le déterminant n (^) qui est nul. C. Q. F. D.
339. Nous pouvons nous rendre compte de l'ordre de grandeur des coefficients b^. Pour cela reprenons les équations (5) et cherchons à former à l'aide de ces équations non plus la solution F(t), mais la solution
Z = e^g^ (]; (x ) = V è;t Çg-'t-î-t.
Nous observerons alors que ©o — ® est développable suivant les
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puissances de m, r?i'-Z,^, m-^~-; et je dis qu'il en sera de même de z^-ff.
Si l'on intégrait les équations (5) par approximations successives, on verrait, par une analyse toute pareille à celle du n° 334, que z se présente sous la forme suivante,
de sorte que z^^'i est développable suivant les puissances de m, de T, de ^- et de ^~-; je me propose d'établir que ^(i^"^ est développable suivant les puissances de m, t, m-^'-^ m-'Cr'^; cela peut se démontrer par récurrence, car les équations (5) montrent que, si cela est vrai pour 3/r_, , cela le sera également pour z^.
De cela il résulte que bh contient en facteur ?n*^', ce qui montre que les coefficients bh doivent décroître rapidement.
340. Nous avons vu cjue g définit le mouvement moyen du nœud, mais nous n'avons qu'une première approximation.
En effet nous avons négligé E,, Ej, a et le carré de Eo.
Le véritable mouvement du nœud peut, d'après le Chapitre XXIV, se développer suivant les puissances de
et g{n^ — /?2) ne nous donne que les termes de degré zéro de ce développement.
341. Je suppose qu'on ait un système quelconque d'équations différentielles; pour simplifier, je supposerai deux équations seulement et deux inconnues x et y^ et j'écrirai ces deux équations sous la forme
F (37, jK, x\y\ x\y\ aj, a,) = o, Fi(a7, jK, x\ y, x\y\ a,, a,) = o,
OÙ ai et aa représentent deux paramètres très petits.
Je suppose qu'on sache trouver une solution particulière S des équations (i) en supposant a, = a^ = o; je me propose d'en déduire, pour les petites valeurs de a, et de a^, tontes les solutions peu différentes de la solution S (il y en aura évidemment si a, et a^ sont très petits).
Je me propose de développer ces solutions suivant les puissances des paramètres a et de certaines constantes d'intégration 3, , [io, [^3, [3^ qui s'annulent pour S.
Nous connaissons déjà les termes de degré zéro de ce développement et nous voulons déterminer successivement les termes de degré i, de degré 2, etc.
Soient X = ^-'o, y = jKo la solution S et posons
X = ^ F(a7o, jKo, •^'-'c/o, ^ô.yi, o, o),
cette dérivée étant calculée en regardant x^, yo-, x'^^ y'^, x"^^ y'^^ comme des variables indépendantes,
dF
dXr.
dF
Al
~ dx()
MOUVKMENT DU PÉRIGÉK. 59
Supposons qu'on ait trouvé le développement exact jusqu'aux termes du ^"^'"<' ordre inclusivement et soit
X = Xk, y = yk
ce développement; si nous substituons ce développement à la place de X et de K dans les équations (i), les premiers membres devront s'annuler aux quantités près du (/c + lyème ordre. Donc
seront des fonctions connues dont le développement commencera par des termes d'ordre A" -r- i • Soient maintenant
X = x/,+ 5x, y = JA-+ oj,
et supposons que nous voulions calculer o.v et ojk jusqu'aux termes du (A- + 1)'^™" ordre inclusivement et en négligeant ceux du {k H- 2)'*=™^ ordre.
F(x,y) = F(ir'.+ Sa", JA-+OJK)
pourra se développer par la formule de Tajlor, sous la forme
Les termes en ùx- (de même que ceux en oxùy^ oxox'^ etc.) sont négligeables, car ox'-^ est d'ordre •2k -+- 2. Dans le coefficient de ùx, nous pouvons faire
X = xo, y =^ yo, a, = a-, = o.
Cela donne une erreur du premier ordre dans le coefficient -7et, par conséquent, une erreur d'ordre A" -f- 2 dans le produit -j- ox, puisque ùx est d'ordre A" -H i . Cela revient à remplacer
^F dF dF
dx dy dx' par
Il reste donc (avec ce degré d'approximation)
F{x,y) = F{xk,yk)-^^^^oc,
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en posant
V X S:r = X 8:r -i- Y SjK -1- X' û^' -I- Y' oj' -(- X" ox"-^ Y" Sjk", de sorte que les équations (i) deviennent
les seconds membres sont connus de même que les X, de sorte que les équations (2) sont des équations linéaires à second membre. Les premiers membres demeurent les mêmes à toutes les approximations.
Supposons en particulier qu'on veuille déterminer les termes de degré i, en supposant a, = 7.0 = 0; les seconds membres deviennent alors (pour la première équation, par exemple)
F(.ro,jKo, .^'0, JKo, ^o,7o. ^M «2),
ou, puisque a, ^ 7.0= o,
¥{xo,yo, x'q, y'o, ^o,7o, «> «)• Mais cette expression est nulle, puisque
a? = ^0, r = Jo
est une solution des équations (1) pour a, = ao= o. Les équations (2) deviennent donc
( 2^\ ox = 0, (3)
Ce sont des équations linéaires sans second membre.
Mais on sait que, pour intégrer des équations linéaires avec second membre, il suffit de savoir intégrer les équations sans second membre; on n'a plus à effectuer ensuite que de simples quadratures.
Donc, quand on saura déterminer les termes de degré o et ceux de degré i, pour a, = a2=o [c'est-à-dire quand on
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saura intégrer les équations (3)], on saura déterminer par quadratures les ternies de degré supérieur quels que soient a, et a.2.
Les équations (3) ont reçu le nom à'' équations aux variations (cf. Méthodes nouvelles, t. I, Chap. IV).
Dans le cas qui nous occupe, ce sont la parallaxe a et l'excentricité solaire E3 qui jouent le rôle des paramètres a, et aa ; le rôle des constantes 3 est joué par
(4) Eie'ï^., Eie-'CTi, Eae'^^ Eae-'^^.
Nous avons déjà déterminé au Chapitre XXV les termes de degré o; il nous reste donc à déterminer les termes de degré i par rapport aux constantes (4), c'est-à-dire par rapport àE, el à Eo, en
supposant
on n'aura plus ensuite à eflectuer que de simples quadratures, A.u Chapitre XXVI, nous avons calculé les termes de degré i par rapport à Eo ; nous avons maintenant à calculer les termes de degré i par rapport à E, .
Tel est le principe qui va nous servir à calculer les différents termes de nos développements; nous verrons dans les Chapitres suivants quelles modifications de détail il convient d'apporter à ce principe pour qu'il s'adapte parfaitement à notre objet.
342. Voulant calculer les termes de degré i par rapport à E,,
nous devons faire
nous retombons donc sur les équations du Chapitre XXV; nous avons d'abord 5 = 0, puis les équations (4) du n" 324 :
\ X — 2 my — o tn-x -\ r- = o,
/ y -\- imx' -t- -^ = o.
Nous avons trouvé plus haut au Chapitre XXV une solution particulière de ces équations (5), soit
^ = ^0. r=jo;
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il s'agit d'en trouver une solution plus approchée
en négligeant le carré de Ei et par conséquent celui de ox et o/. Formons donc les équations aux variations des équations (5); il viendra
i 037" — '2 m or' — 3 m- 03- H- A 03; -4- B 8k = o, (6) -V, / ^ ^
( Of" -\- -mi ÙX' -f- B 037 -+- C OJ/ := o,
en posant
^- dx^\r7')' ^- dx dy \~ /■; ' ^- dy^
et en remplaçant bien entendu dans A, B, C, après différentialion, X el y par x^ et j^o-
Les équations (6) sont des équations différentielles linéaires en ox et oy^ puisque A, B, C sont des fonctions connues. Le système formé de deux équations du deuxième ordre est du quatrième ordre; il admettra donc quatre solutions indépendantes. Deux de ces quatre solutions sont déjà connues. En effet, les solutions du Chapitre XXV,
dépendent en réalité de deux constantes arbitraires; nous a\ons trouvé en effet pour Xq une solution de la forme
t:, m) et de même pour^o- Or
La solution continuera à convenir si l'on change t en t -\- e, de sorte qu'il reste
avec deux constantes ai^bitraires s et /«,, ou bien "^0 = ^ —(t-ht),m\.
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Nos équations aux variations (6) admettront donc comme solutions
particulières
dxç^ ^ dy^
dz -^ dt
dxQ ^ dyo
ox = —, — ) or = —, — }
dm dm
en prenant pour variables indépendantes t^ s et /», ou bien en revenant aux variables indépendantes t et m,
^ III dXn ~, /l-j dvn
ùx = • , , 0 y = — - —7- ,
m dx m ci-z
il) <
i -. T dxo dxo ^ T dj'u dyn
f ox = —j h -j — j 0 y = -, h -j—
\ m ax dm m ai dm
Inutile d'ajouter que, dans la première ligne de ('j), on pourrait supprimer le facteur constant en n^ et m, puisque les équations sont linéaires.
Connaissant deux solutions particulières d'un système du quatrième ordre, on sait qu'on peut ramener ce système au deuxième ordre; mais il vaut mieux opérer autrement, parce que la seconde solution ('j) n'est pas périodique.
Partons donc de l'intégrale de Jacobi
et formons-en l'équation aux variations.
Si nous supposons 3G = o, de façon à éliminer la seconde équation (^), il viendra
x\j ùx +J 0 ^y — 6 m- Xq ox -^ 3-0'^ ^ ^ ''^J^ — o-,
OU, puisque ^r^ et j^^ satisfont aux équations (5),
8) x'(, ùx'-^y'o Sy— (a?; — '2my'o)ox — {yl -f- ■2mx'^^)oy = o.
On vérifiera sans peine que la première solution (-j) satisfait bien à (8).
Combinons alors la première équation (6) avec (8) ; nous aurons un système (g) qui sera du troisième ordre, et qui admettra comme
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solution particulière
dxQ , ^ dyo ,
Grâce à la connaissance de cette solution particulière nous pouvons ramener le système au deuxième ordre. Posons en effet
(8^ -+- i oy) = (ç -f- rr,) (^; -+- i>û )>
avec son imaginaire conjuguée, et prenons pour nouvelles variables ^ et 7). Alors, nos équations admettent comme solution particulière
^ -i- iT, = ^ — î'-/] = I , ^ = I , ■'] = o ;
donc i satisfait à une équation linéaire du troisième ordre, qui admet pour solution particulière i , et r, à une équation du deuxième ordre de la forme i'
(lo) r/'-H Hr/+ Kt) = o;
pour ramener cette équation à la forme canonique, posons
0 étant noire nouvelle inconnue, etcp une fonction périodique dcT, telle que
Alors p satisfait à une équation du deuxième ordre de la forme
où 6 est une fonction connue de t.
343. Il nous faut maintenant montrer que cette équation (i i) est de même forme que l'équation (i) du Chapitre précédent, c'est-à-dire que 6 est une fonction paire de t, périodique de période tï et toujours finie.
Dans les équations (6), les coefficients A, B, C sont des fonctions périodiqvies, de sorte que ces équations ne changent pas quand on change x en -: 4- tt. Si donc nous désignons pour un
instant par B\CC, OiJK, ^i, -^i ce que deviennent o.r, oy, ^, t] quand on change t en t + tt, et si S^, ùy est une solution, il en sera de même de ô, jt, §)y. Mais nous avons
l OJ' = ( ^ -f- t-^ ) (ip'o + i/'o
avec sa conjuguée. Si dans cette équation je change t en - + tt,
se changeront en
5i^, ôiJK, ^i, 'II, — ^'o, — j'o, d'où
ce qui montre que, si ç, yj est une solution, il en est de même de — Çi, — T, , et par conséquent de ^,, y), ; ce qui veut dire que les équations en ^ et en yj ne changent pas quand on change t en T + 7ï. Donc, dans l'équation (to), H et K sont périodiques.
Si l'on change t en — -:■ et oy en — ùy les équations (6) ne changent pas, car A, B, G se changent en A, — B et G. D'autre part, x'^ ^^ y'o se changent en — x'^ ety^. Donc
se change en
occ — ioy
ce qui veut dire que ; change de signe et que Tj ne change pas. L'équation (lo) ne doit donc pas changer, ce qui veut dire que K est une fonction paire et H une fonction impaire de t. Si nous reprenons l'équation
nous verrons que
Or H est une fonction périodique et sa valeur moyenne est nulle puisque c'est une fonction impaire; donc / H c/t, et par conséquent, C2 est une fonction périodique et paire. On en conclura
P. — II (2). f)
que © est une fonction périodique et paire. Nous verrons d'ailleurs bientôt la façon de déterminer complètement o.
Il reste à montrer que 6 est toujours finie. Pour cela nous remarquerons que ox et oy sont finis ; donc
ox -h i8y
^ -H i rj = — —^
ne pourrait devenir infini, t étant réel, que si l'on avait à la fois
ce qui ne peut arriver, les trajectoires fermées de la Lune (rapportées aux axes tournants), étudiées au Chapitre XXV, ne présentant de point de rebroussement cjue pour — := 1778-
Il faudrait faire voir maintenant que o et par conséquent 0 sont finis; pour cela nous allons déterminer cp, mais il est nécessaire de reprendre la chose d'un peu plus haut.
344. Il serait facile de déterminer z> en faisant le calcul tout au long, mais il est plus instructif de procéder autrement. Les éc[uations (6) admettent quatre intégrales linéairement indépendantes; nous connaissons déjà deux d'entre elles qui sont les intégrales (']).
Les deux autres, d'après les propriétés générales des équations linéaires à coefficients périodiques, seront de la forme
I ox—i of = V c/, ■Qc+iic+\ ^
et, en changeant - en — t et oy en — oy, ce qui ne change pas les équations,
( bx — i oy = "y 6a-C-^-2^^-', (12 bis) \
ox
En additionnant ces solutions, on trouverait une solution réelle
ox =^(^A-^- ca)cos[w3+ ppi + (2A--1-i}t:],
oy ^y (b/,- — c/J sin[('P3-h wj-h (2/1 -H I) t];
les coefficients bk et Ck sont réels. Le nombre c nous fait connaître le mouvement du périgée de même que le nombre g nous faisait connaître celui du nœud, la remarque du n° 340 restant applicable. On pose
£ étant une constante arbitraire et w^ représentant la quantité
définie au Chapitre XXIV avec les conditions
/l:j-f- rii II-, .
c = , £ = TïTj , C = [ -h m -\ : .
«1 — n-2 /il — no
Entre les quatre solutions (7), (12) et (12 bis) existent certaines relations bilinéaires dont nous allons indiquer l'origine. Considérons un système d'équations canoniques
dx _ clF dy d¥
dt dy ' dt dx '
d'après le théorème du n° 16, rappelé au n° 318, il existe une fonction 0 telle qu'on ait
^Sxdy=. du -H y A dn — F dt,
les A dépendant seulement des constantes d'intégration a; on aura donc, par exemple,
^ dv.x dy-x ''
Jmd d'X-i d<X.2 ^"
Si nous difFérentions la première par rapport à ao, la seconde par rapport à a, , il viendra
dx dy yr\ d'y dQ c/Ai
-y ax_ ay ^ y .^ d'x=, do-x ^U
doix d'Xi doLi dot.-!. d-x-i
dx dy •^ d'^y dQ. dX^.
dot., d%^ d%\
-^ dx dy •^ a^jK ^U d'Xx doL.2 j^ d'Xi d-j-i
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ou, en retranchant,
•^ / dx dy dx dy \ dK \ dX 2 Jmi\di^ d%i dii di-ij dix-2 c/oti
Comme les A ne dépendent que des constantes d'intégration, le second membre se réduit à une constante.
Supposons qu'on forme les équations aux variations des équations (i3); nous obtiendrons deux solutions particulières de ces équations en faisant
et
dx . dy
ox = -j— . 6y = -7^
«ai dot-i
rv <^^ r, dy
ox = -j— , by = -j— ,
et nous obtiendrons ainsi toutes les solutions indépendantes de ces équations aux variations. Si donc
ox = ^, OJ- = Yl, OX = ^*, Oy = 7)*
sont deux solutions quelconques de ces équations, on aura entre elles la relation bilinéaire
^(i'ri* — 'nV)= const.
Nous pouvons appliquer ces principes aux équations qui nous occupent, puisque les équations (4) et (6) du Chapitre XXV dérivent directement des équations canoniques (i). Les variables conjuguées sont alors
et leurs variations sont
dx
8x, SX — 0 — /t2 By = ( «1 — ^2 ) ( S^' — "^ ^y ) )
oy, oY = 0 -^ h «2 ox =:-{nx — «2 ) ( By' H- m Bx).
Soit alors
Bx = Oi .r, SX = Si X, oy = S] jk, S Y = oj Y une solution particulière des équations aux variations, et repré-
sentons de même par des indices 2 une seconde solution particulière; on aura
{B1CCO2X — 8iX82Cc)-\-{Oiy8oY — SiY82y)= const., ou, en remplaçant oX, ôY par leurs valeurs et divisantpar n, — /io,
■ -(oijKÔijK' — ^-ly^iy' )-^'2m(oiy82X — ô^jKOia?) = const
La constante du second membre est nulle si les deux solutions 0, et §2 sont identiques; elle est nulle encore si l'on combine une des solutions (^) avec une des solutions (12) ou (12 bis). Si l'on combine en effet la seconde solution ('j) avec (12), le premier membre de (i4) ne contiendra que des termes en
T^c+rt OU Çc+« (^fi étant entier).
Aucun de ces termes ne peut être constant à moins d'être nul.
D'autre part, si nous considérons une solution §,, la constante du second membre ne peut être nulle, quelle c|ue soit la solution Oo ; sans cela on aurait entre les quatre quantités
Si 37, OiJ, OiX', Ôij'
quatre relations homogènes du premier degré dont le déterminant n'est pas nul, et ces quatre quantités devraient s'annuler à la fois. Nous devrons donc conclure cjue la constante du second membre n'est pas nulle quand on combine entre elles les deux solutions ('-) ou les deux solutions (12), (12 bis).
345. Que devient la relation (i4) quand on fait subir à nos équations les transformations du n" S^S? Il est clair que nous allons avoir une relation bilinéaire entre deux solutions quelconques des équations transformées
Cette relation bilinéaire devra être évidemment satisfaite, la constante du second membre étant nulle quand l'une de ces deux solutions correspondra à la première solution ('j), c'est-à-dire quand
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on fera
^i = ii ^'i = "ni = 'Il = O)
ou bien
Nous en devons conclure que ç, et ^2 ne doivent pas figurer dans notre relation bilinéaire ; nous aurons donc une relation bilinéaire entre
^'i, -rn, -ni,
Si, dans la relation (14)5 nous prenons pour la solution o, la première solution ('^), nous retomberons sur l'équation (8) déduite plus haut de l'intégrale de Jacobi. Transformons cette équation (8)
en faisant
8x -h iof =(^ -\- i'i]){x' -^ iy');
elle deviendra
Si, en partant de cette équation (i5), nous remplaçons ^', et ^^ en fonctions de ru et r,o, il restera une simple relation bilinéaire entre
iQi, 'n'i> ■^2, -n'i, qui devra être de la forme
^('^)('ni'n2 — '';2'n'i)= const.,
•}(-) étant une fonction connue de t; il est d'ailleurs aisé de voir que
cette fonction cp étant celle du n" 342.
346. Reprenons les équations (6) et passons aux variables H et -^j nous aurons deux équations linéaires entre
où. ^ ne figurera pas puisqu'elles doivent être satisfaites pour ^ = i , 71 ==0.
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Multiplions-les par — v'^ et^r'^ et ajoutons de façon à éliminer ç"; il restera
remplaçons ensuite ^' en fonction de t) à l'aide de l'équation (i5); on trouvera ainsi
(16) v(^o'+yo')+2Yi'(a^'o:^;-f-royô)+'^^ = «,
M étant une fonction connue de t; si nous comparons à l'équation (10), nous trouverons
ti = Q. -^^p- ,
d'où
Nous en conclurons d'abord que 'z> ne peut devenir ni nul ni infini, par conséquent que p reste fini, et enfin que 0 (qu'il est d'ailleurs aisé de former) est toujours fini, car, si 0 devenait infini, l'une des deux intégrales de l'équation (i i) devrait devenir infinie.
Donc l'équation (ii) est de même forme que l'équation (i) du Chapitre XXVI, et tout ce que nous avons dit dans ce Chapitre devient applicable. On peut se servir en particulier du déterminant de Hill pour calculer le mouvement du périgée. La seule différence c'est que 0) est notablement plus grand, et il en résulte deux choses : d'abord la convergence du développement est moins rapide que pour le mouvement du na:'ud et c'est ce qui explique les circonstances qui avaient tant étonné les mathématiciens du xviii^ siècle; ensuite certaines inégalités ont un coefficient notable. C'est ainsi qu'à côté des termes en b^ et Cq qui représentent les termes principaux de V équation du centre, nous avons les termes en b_^ et C| qui nous donnent la grande inégalité connue sous le nom à^évection.
347. On peut obtenir immédiatement un système du second ordre auquel satisfont §.3? et 8y, je veux dire les solutions (12) et (12 bis) qui nous intéressent. Reprenons en effet la relation bilinéaire (i4)j et imaginons que Oo^r, Soj)' (que nous désignerons simplement par Sa?, 8/ «n supprimant l'indice 2) représentent
l'une des solutions (12) ou (12 bis) et que '^\X^ 5,^ représentent une des solutions (7); la constante du second membre sera nulle, mais les solutions (7) peuvent être regardées comme connues, cela va donc nous donner une relation linéaire entre 8^, hy^ hx' ^ ùy' ; comme nous avons deux solutions (7), cela va nous donner un système de deux équations différentielles du premier ordre entre 037 et hy.
Prenons d'abord la première solution (7),
d'où
nous trouverons
(16) ir'o 5a;'-H jk'o "^y' — ^0 ^x — y" hy -H nmiy'ç^ hx — x',^ 8jk) = o. Prenons ensuite la seconde solution (7),
oj a- = x\^ H — —- , Oiy = y'o -i '■;—
m " dm -^ m-^ ^ dm
d'ovi
dxt) dm
dx'^
.fi>
dm
m dm m -^ m^ ^ dm m
Nous trouverons en tenant compte delà relation (16), en vertu
de laquelle les termes en — se détruisent ^ m J
' dxa . , dvn - , dx'f. . dvn ^
l — — 037 H — r—^V T-^ ox r-^oy
1 d/)i dm - dm dm
j 3"o o.T + r'„ ôy [ dyo ^ dxo ^ \
H '1 -^ -h 2 m -y— ox 1— or = o.
\ m \dm dm /
Il s'agit d'intégrer le système (16), (17). On pourrait cliercher à le ramener à la forme canonique, ou bien en faciliter l'intégration par l'emploi de l'artifice du n° 327. Reprenons les équations (3 bis) de ce n° 327, que j'écris
l X — "i-py p'^x m-x -A = o,
(5 bis)
[ y H- ipx - - p^y -^ - m'- y + — = o.
Nous pourrons remarquer que ces équations peuvent être déduites d'équations de forme canonique; il suffit de prendre comme variables conjuguées
X, Y, X, y avec
X2-1-Y2 ml + rn^ ,„ ^ , ,^^4-jk2 o/., ^^ — .X" F = —^ -+- «2 ( XjK —icc) — nt j-^ 3 h- '^^ -
de former les équations canoniques
dx^ _ dF^ dX __dF
dt ~ dX. ' dt dx
d'éliminer X et Y, et de poser
dx ^={ny — 112) dt, n.i = p{n\ — n^), h = m{ni — n,)»
(fil— n^f
Recommençons sur ces équations (5 bis) les mêmes raisonnements que sur les éc[uations (5).
Les équations (5 bis) admettront le système de solutions périodiques formées au Chapitre XXV et que nous écrirons
Xo=o{x,p,m), yo= Oi{-z, p, m).
Nous formerons les équations aux variations analogues aux équations (6) en posant
x = xo-+-ox, jK=jKo-+-8r-
Ces équations admettraient des solutions analogues aux équations (7) qu'on obtiendrait en différentiant, par rapport aux deux constantes d'intégration z et n,, l'expression
d'où les deux solutions particulières
dxo , - dx^
OX = —r- =::(nx— lin ) — r- j
dz dx
. dxi) , dxQ lin dxQ h dx(j
drii dx (/Il — ji--,)^ dp («1 — «=>)- dm
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ou^ en supprimant des facteurs constants,
dxçs dx(j dx()
dx dp dm
qui remplacent les solutions (7).
Dans ces conditions, (16) et (l'y) deviennent
{\^his) _^^o Sa?'— ^a?; Sa-H- 'i/jCjKo ox — x'^ 8j/-)= o,
(17 bis')
dxç^ dxo \ ^ , V' / dx\^ dxr. , ,
m -j hp -7— ) ox -- > [m — hP -— ùx
dm dp I ^^ \ dm dp J
X, ox + ^pm ( — 0.V - ^ oj^j + ■^p^ ( -^ox- — ojj = o.
On va ensuite chercher à développer suivant les puissances de m^, et il arrivera alors la même circonstance signalée à la fin du n° 328 que le développement du coefficient d'un même terme procédera suivant les puissances non de m-, mais de m^.
Mais, pour m = o, on a simplement
A étant une fonction de p facile à former; il vient donc
x'q = — A sinT, j^'y = A cosT,
dxo dy^ .
p —T— ^= B COST, 0-7— =B SUIT,
dp dp
en posant pour abréger Soient alors
les premiers membres des équations (16 bis) et (17 bis) que j'écris sans mettre en évidence ni /?, ni les inconnues 8.2;, hy et leurs dérivées. Nous désignerons de même par
F( A COST, A siîiT, o)
ce que devient F(xo,yo, m) quand on y remplace m par zéro, ^0 etjKo par leurs valeurs approchées Acosx, Asinx, et par consé-
qiient ^q, y^, --^, -~y • • • par les valeurs correspondantes. Alors
F {xq, y-Q, m)— F (A cos-c, Asinx, o) = — M, Fi(a7o, jKo, m)— Fi(Acost, A sin-c, o) = — Mj
contiendront m- en factenr. Les équations (i6 bis) et (17 bis) pourront alors s'écrire
\ F (Acosx, Asiiix, 0)= M,
^^ ^ j Fi(A cosT, AsiiiT, 0)= M,,
et elles pourront s'intégrer par approximations successives; on négligera d'abord m-, de sorte que les seconds membres seront nuls. Ensuite on remplacera dans les seconds membres ox et ùj par leurs premières valeurs approchées, de sorte que les seconds membres seront connus et que les équations (18) se présenteront sous la forme d'équations linéaires à second membre, et l'on obtiendra à l'aide de ces équations de nouvelles valeurs approchées, et ainsi de suite.
On voit aisément que les premiers membres sont de la forme
A( — sinx ox' -+- cosT ôj-')-H G( cosx 8^ -t- sint Sj/),
( B( cosT ôa;'-!- sinx 8/')-+- D( — sinx oa? -H cosx o_/'
A et B (déjà définis) de même que C et D sont des coefficients numériques dépendant de p et faciles à former.
Les équations (18) étant des équations linéaires à second membre, il faudrait savoir intégrer les équations linéaires sans second membre, c'est-à-dire les équations obtenues en égalant à zéro les expressions (19). Or, si nous posons
^ = Ç-i ou = Ç^i(3a7 -+- i 6jk), 7) = Ç 85 = Ç {Sx—i8y')^
ces équations sans second membre prendront la forme
^' + a^ -+- ^TQ = o, ri'-h Y^ + St) =: o,
a, f), y, ù étant des coefficients constants; les équations (18) prendront la forme
r + a^ + h = P, r/-+-Y^ 4- S-fj =. Q,
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P et Q étant des fonctions connues, équations qui s'intègrent aisément.
348. On peut se servir du système (i6 bis)^ (17 bis) et du procédé d'approximations successives que nous venons d'exposer pour la détermination de c et des coefficients bk et Ck- Il suffit d'appliquer les principes du n° 335.
Déterminons, par exemple, par le procédé précédent, la solution particulière des équations (16 bis), (i^bis), qui, pour t= o, donne comme valeurs initiales
8x = i, oj = o.
On aura alors
avec la condition
(que nous pouvons supposer remplie, puisque les /'apports des coefficients bk et c^ sont sevils déterminés). La valeur de ùx pour ■7 = 1^ sera alors
• — COSC-ÏT,
ce qui détermine c.
TERMES D'ORDRE SUPÉRIEUR
349. La détermination des termes d'ordre supérieur se fera en appliquant les principes du n°341. Je suppose qu'on ait déterminé nos coordonnées jusqu'aux termes du /r«^'"*^ ordre inclusivement, et soit par exemple a: = .r/f la valeur approchée ainsi obtenue ; posons x-=^ Xk-^ox et cherchons à déterminer ox jusqu'aux termes du (A"-i- i^eme ordre inclusivement; nous serons amenés à former des équations analogues aux équations (2) du n° 341; ce sont des équations linéaires à second membre. Les premiers membres sont toujours les mêmes, quel que soit k. Nous avons appris à intégrer les équations sans second membre aux Chapitres XXVI et XXVII, en formant les ternies du premier ordre. L'intégration des équations à second membre, et par conséquent la détermination des termes d'ordre supérieur, peut donc s'opérer par de simples quadratures.
Toutefois une complication se présente : nous n'avons pas seulement trois fonctions inconnues qui sont nos coordonnées x^ y, z- ; nous avons encore deux constantes inconnues g- el c d'où dépendent les mouvements du nœud et du périgée.
Ces deux constantes sont développables suivant les puissances de
Eï, E|, E|, a2.
Nous n'avons déterminé jusqu'ici aux Chapitres XXVI et XXVII, ainsi que nous l'avons remarqué au n° 340, que les premiers termes de ces développements, ceux qui sont indépendants des EJ et de a^.
Supposons alors qu'on ait déterminé g et c jusqu'aux termes du (k — i^eme of(jj.g inclusivemeu t, et soient o/^_i et c/s_i ces valeurs
approchées; soient ensuite ^/i_, + og\ c^_( + Se des valeurs plus approchées jusqu'aux termes du /£•'«"'« ordre inclusivement; en même temps que ox^ §jk, Ss, il nous faut déterminer ùg et Se. Nous ferons cette détermination, comme on le verra dans la suite, de façon à faire disparaître les termes séculaires.
330. Rappelons en quoi consiste la méthode de Lagrange pour l'intégration des équations à second membre. Considérons pour fixer les idées un système du troisième ordre, formé de trois équations du premier ordre. Soient donc X, Y, Z trois combinaisons linéaires de x, y, z; soient A, B, G trois fonctions connues, x', y, z' les dérivées de x,y, z; nos trois équations pourront s'écrire
Supposons qu'on ait intégré les équations sans second membre
(2) ar'-f- X =y-i- Y = 5'+ Z = o,
et soient
x = :vi, y—yi, z — Zi (i = i,2, 3)
trois solutions indépendantes du système (2). On posera
et l'on cherchera à déterminer les nouvelles fonctions inconnues )./. Le système (i) deviendra
(3) ^V,x,= k, ^V.yi^V,, ^\\zt=(l,
et l'on en déduira les X'^ sous la forme
les a/, les [5/ et les y/ étant des fonctions connues de ?, de sorte que la détermination des \i et par conséquent celle de x^ j-, z sont ramenées à des quadratures. Les fonctions a,-, [3/, y/ peuvent s'obtenir par l'intégration des équations du premier degré (3).
Tel est le procédé classique, mais il y a des cas où quelques
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simplifications sont possibles. Supposons d'abord un système du second ordre au lieu du troisième, de sorte que les équations (3) s'écrivent
, . ( X'. xi -f- X'.> 07., = A,
Supposons cju'on ait entre les solutions du système sans second membre une relation bilinéaire
H étant une fonction connue de t. On aura
Xj H = AjK2 — B a?2,
-if'
et de même
0 _ ^1 P2- -Tj
Supposons par exemple qu'on ait une équation de la forme
ce qu'on peut remplacer par le système
x' — _y =: o, y -+- Q X = ï> ; on aura alors
^1^2— a72jKl = I,
d'où
\\= — X.yB, V^ = XiB.
331. Supposons un système d'équations canoniques ^^' dt ~ d\' dt ~~ dx'
avec les variables conjuguées
nj^
^1 JK, 5,
Soit ^05 ^07 ••• •^1116 solution particulière de ces équations;
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posons
27 = a7o -i- oar, X = Xo-T-8X, ...,
et, négligeant les carrés de ox, ..., formons les équations aux variations des équations (4); (■2?), (X)? ••• étant des fonctions linéaires des six variables 57, X, ... ; soient
(5) ox' -+- (x) = o, ôX'-i-(X) = o,
ces équations aux variations. Soient
QX = Xi, oX = Xj ... ( t = I, 2. 3, 4î 5, 6)
six solutions indépendantes des équations (5). Considérons maintenant les équations à second membre
(6) ox'+(x) = A, oX'+(X) = A*, ..., où A, A* sont des fonctions connues. Posons
X =--\},iXi, X =^X;X,-, ...,
d'où
■ ^v,xi=A, 2x;x,= A*,
et
11 s'agit de déterminer les fonctions a, ....
A cet effet, rappelons-nous qu'on a, d'après le n° 341,
{xiX/,— x/cXi) -i- (ji-Y/t— JA-Y/) -+-(^iZ/,— ZkZi) = const., ce que j'écrirai simplement
(7) ^(xiX/,— x/,Xf) = const.
On peut choisir les solutions particulières Xi, ... du système (5) de telle façon que la constante du second membre soit égale à i pour
t = I , k — 1; t = 3, /i = 4 ; i =^ 5, /î = 6, et à zéro dans tous les autres cas.
Reprenons les équations canoniques (28 ) du n
dx _ dF' dX _ dF'
^ ~di ~ d\' 'dt ~~ dx'
Supposons qu'on ait trouvé une solution exacte jusqu'aux termes du A'*"""= ordre inclusivement (par rapport aux E et à a). Soit
X = xi„ y = Vk, - = -/;■, X = X/,,
celte solution. 11 convient, comme je l'expliquais au début de ce Chapitre, de tenir compte des constantes c Q^ g- Je suppose que nous possédions des valeurs approchées de ces constantes,
c = C/,_|, g- = ff/c-i,
exactes jusqu'aux termes du [k — i)"^^""" ordre inclusivement. Je dis d'abord c[ue l'erreur commise sur les deux membres des équations (8) est du (A" + ij"'"'" ordre. Cela est évident pour les seconds membres, puisc[ue nous y substituons à la place des inconnues des valeurs exactes juscju'au /r"""' ordre ëxclusiveinent. Pour les premiers membres, où figurent les constantes c et ^>", cela exige un peu plus d'attention.
En elî'et x, par exemple, est une fonction périodique des quatre arguments (V/= /itl H-ra,. On aura donc
dx y^ dx
dl ^'" d:vi''
mais, comme
«3 = ( c ^ [ — m) (jii — «o), 71^= (g- — 1 — ni) {/Il — rii),
-j- dépend de c et de g. Quelle est l'erreur commise si nous sul:- P. — II (2). 6
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stituons Xhi Ck.-\ et gk-\ à la place de x^ c et ^? Si nous remplaçons X par Xh^ nous commettons une erreur du (A- + i)"="'« ordre; si nous remplaçons ensuite c par Ck-\-, nous commettons une nouvelle erreur
Or c — cjç^^ est du A"' ^""^ ordre ; je dis que y-^ est du premier
ordre, car Xh — Xq est du premier ordre, et -j-^ est nul puisque .r,)
ne dépend que de (v, — w^. L'erreur est donc du [k + i)'ènie Q^àre ; et il en est de même quand on remplace g par gk^\.
Soit donc
(9) A, A*, B, B% C, G* ce cjue deviennent les différences
dx d¥' dX dF^ dy d¥'
dt d\' dt dx ' dt c/Y '
quand on y fait cette substitution.
Les expressions (9) seront des fonctions connues qui seront du (A + i)^^''"'' ordre.
Posons alors
X =^ x/c-\- 0^, X =: X/,. -t- ôX, c = c/,-_i + 8e, . . . ,
et proposons-nous de pousser l'approximation jusqu'au {k -\- i)"^""^ ordre pour x^ juscpi'au A''""^ ordre pour c. Nous pourrons négliger les carrés de ox^ oc, . . . , et nos équations prendront la forme
^ dx ^ d¥' . ,v dX ^ dF' , ^
(10) 0 -, 0 —rrr = A , 0 — h 0 -7- = A , ....
^ ^ dt d\ ' dt dx '
Les seconds membres sont des fonctions connues; cjuant aux premiers membres, ce sont des expressions linéaires par rapport aux inconnues et à leurs dérivées. On a par exemple
^ f/r _ d^ , ^ ^^F' ^ dx dx- dxd\
où, dans les dérivées secondes de F', les inconnues doivent être
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remplacées par leurs ^'a:leurs approchées x=zXq^ X=iXo, ... (en même temps que les E et a par zéro), ainsi qu'on l'a expliqué au n" 341. D'autre part,
^ dx v^ d ox ■^ ^ dx
0 —r- = y m -j h y ont - —
dt ^^ diVi ^i diVi
T^ 1 • V^ d ùx ,
Dans le premier terme >/i/-^ — > nous pouvons remplacer n^
et /Z/, par leurs valeurs approchées
(co— I — m)( ni — n-i), {ffo— i — rn) («i— n-i),
déduites de l'analyse des Chapitres XXVII et XXVI. L'erreur commise ainsi sur ni est du premier ordre (et même du second),
et, comme ox est du ( k -\- i)"""" ordre, l'erreur sur n;—. — sera
' ^ dwi
du (A' + 2)"^""^ ordre au moins.
Dans le second terme > ^ni -, — , où figurent
^ dwi *
0^3 = (/il — n^) 8c, o/i; = ( «1 — fii) Qff,
nous pouvons remplacer x par Xi ; l'erreur ainsi commise sera du second ordre, et, comme uni est du A'"-'""' ordre, l'erreur sur le produit sera du (k + 2)"^""^ ordre.
Si nous faisons passer le terme ^ on/-,— dans le second membre,
les équations (10) deviennent
d ox r, dF' . •%^ -, dxi rii — — — ô -—T = A — > hiii -j — ,
(ti) { ^ rfoX .^F' - ,, V^, rfX,
ni
l-<^-T- =A*— > o/iz-paw',- dx Amà dwi
Les premiers membres restent les mêmes à toutes les approximations.
Dans le calcid des termes du premier degré, et en supposant a = E3 ^ o (et aussi oc ^ o^- := o etpar conséquent o/«/= o, puisque à cette approximation c et ^ se réduisent à Cq et «"o)> ^es seconds membres sont nuls; les équations (11) doivent alors se réduire à celles que nous avons intégrées aux Chapitres XXVI et XXVII, Chapitres dans lesquels nous avons précisément cléter-
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miné ces termes du premier degré; c'est dire que les premiers membres des équations (i i) se réduisent à
I d ox
dt doX
dt àoy
dt
dt
à oz ~dt dlZ ~àt
( /»i -4- m-;) 0 — — 2 7i| 0:r ^ n^ùY ,
0 Y H- ji-2 ox ;
(/?ii -4- m-,) 0 ^ H- /i| S/ -4- «2 ^^)
ôZ,
{rii — n^)Q oz
[c/. équ. (i), Chap. XXV, n" 323; équ. (i),Chap. XXVI, n" 331; équ. (6), Chap. XXVI I, n' 342].
Observons d'ailleurs qu'on aurait
xo^ =-- Bo:r + Gôy,
A, B, G ayant même signification que dans les équations (6) du Chapitre XXVII; nous écrivons aussi pour abréger
dt Zd '^' dwi
les iii étant remplacés par leurs valeurs approchées
«1, /i2, (co — I — m){n^ — 7i2), (,^0— I — /'î)(«i— /is)-
3o3. Si nous supposons pour un instant que les constantes oc et ùg (et par consécjuent les ont) sont données, les seconds membres sont connus; les premiers membres sont les expressions (i y.) et nous savons intégrer les équations sans second membre; le prol)lème peut donc être considéré comme résolu par l'application du procédé classique du n" 350. Nous devons toutefois faite les reuiarques suivantes :
1° Les seconds membres se présentent sous la forme de fonctions
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périodiques connues des quatre arguments (V/; mais dans les premiers membres figurent non pas les dérivées
fi __'^ ^ dt ~ ^"'^ dwi ' mais les dérivées
dt ~^"' dwi' OÙ les /ij- sont les valeurs approchées
n^ = (co— I— 7n)(ni — n.), «9 =(g-^—i — m)(ni — «2).
Gela ne change rien d'ailleurs au principe du calcul; seulement il faut, avant l'intégration, remplacer dans les seconds membres les iVi non pas par mt 4- ra/, mais bien par ïi*^ t + w/.
Supposons donc qu'on ait formé les fonctions que nous avons appelées "}'■ au n° 3oO,
ce sont des fonctions périodiques données des w; on doit écrire alors non pas
cfki •^ri d\i ,
dt ^U dwk
mais bien
dki ^ ^ dhi
—- — y ni —, — = a,- A H- .
ai Ad '' dwu
Si donc
(i3) a,-A+...=2/ie^'='-/^-«'-
les ko. étant entiers, on en déduira non pas
mais bien
Cette analyse suppose que le second membre de ( 1 3 ) ne contien t pas
de terme constant. On verra plus loin, au n" 3o6, comment on peut s'arranger pour qu'il en soit ainsi.
3o4. On remarquera que les quatre premières équations (ii) forment un système qui ne dépend que de oa?, Sy, ôX, SY, tandis que les deux dernières forment un système qui ne dépend que de S^, oZ. Ces deux systèmes peuvent donc être traités séparéauent.
Nous remarquerons ensuite que nous nous trouvons dans le cas 'OÙ le procédé dun" 3ol est applicable, puisque nos équations sans second membre sont les équations aux variations d'équations canoniques.
Considérons donc les quatre solutions particulières (7), (12) ■et (1 2 bis) du Chapitre XXVII ; soient
5^ = ^1, 0.7 = 'Il ; Sx- = ^2, SjK = '12
les deux solutions (^), ou ces deux mêmes solutions multipliées par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement ;
les deux solutions (12) et (12 bis)^ ou ces mêmes solutions multipliées par un coefficient que nous pouvons choisir arbitrairement. Soient
les valeurs de ôX et o\ qui correspondent kùx ^ ^/, oy = t^-; on aura la relation bilinéaire
ilàl— Vilh) + (''^;/'^iI-— T^i/'^i/.) = const.,
qui n'est autre chose que la relation (i4) du Chapitre précédent. Nous savons c[ue la constante du second membre est nulle, sauf dans le cas où « = i , /: = 2 et dans celui où f = 3, k = ^. Nous pourrons choisir les coefficients arbitraires dont nous venons de parler [et par lesquels les solutions (7), (12) et (12 bis) sont multipliées] de telle façon que dans ces deux cas la constante du second membre soit égale à 1. C'est ce qui est le plus commode pour l'exposition; mais dans le calcul on pourra faire un autre choix; par exemple on pourra avoir avantage pour / = 3, A' := 4 à supposer la constante égale à y/— i .
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Soient alors
les seconds membres des six équations (i i), de telle façon que
Ja^ dwi
Appliquons le procédé du n" 3ol ; il viendra avec les conditions
1 ^ = - ^: I^ + s^ L* - -riî M + T, , M*,
3oo. Le même procédé s'applique au second système formé des deux dernières équations (i i). Soient
les deux solutions (2) de l'équation (i) du Chapitre X.XVI, multipliées au besoin par un facteur constant arbitrairement choisi. Nos équations sans second membre [formées avec 03 comme cette équation (i) avec c] admettront les deux solutions
os = ^5, oZ = ^5,
entre lesquelles nous aurons la relation bilinéaire
^sCb — ^Ke^ const.
11 ne faut naturellement pas confondre les X^i avec Ç =: e'^. Nous pouvons supposer que la constante du second membre est égale à 1 . Nous aurons alors
05 =■ 7,XvC/
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avec
3o6. Il faut, comme nous l'avons vu à la fin du n" 3o3, que les seconds membres des équations (i4) et (i5), qui sontdesfonctions périodiques des fv, ne contiennent pas de terme constant.
Kxaminons-les successivement et considérons d'abord ~- Je dis
dt
que celte expression est une fonction impaire des iv et ne contient j)as de terme constant. 11 est aisé, en effet, de constater que
^i, r„. L*, M sont des fonctions paires, tandis que
il, -ni L, M*
sont des fonctions impaires, ce qui démontre la proposition énoncée; il ne peut donc pas s'introduire dans Ào de terme séculaire.
Passons à )^, ; nous savons que ^i est égal, à un facteur constant
près, a —j-j et que ç.» est égal, a un lacteur constant près, a
- dx(^ dxQ ?ii ch dm '
nous pouvons donc choisir les facteurs constants de telle sorte que l'on ail
^,, y^i, ^*, Y]*, (ia)) iy\i)i (^*)? (''"I2) étant des fonctions périodiques de T. Posons alors
X,=: — A2-1- ^ii ;
il viendra d'où
~dt ~~ Tt '^"^ ~dt
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Le second membre est encore une fonction périodique des (v, palie cette fois; mais dans ce second membre figure X^ qui n'a élé déterminé que par une intégration, c'est-à-dire à une constante près. Nous pouvons disposer de cette constante de telle façon que le terme constant du second membre disparaisse. Dans ces conditions ix, ne contiendra pas de terme séculaire.
D'ailleurs les deux premiers termes de ùa:
se réduisent à de sorte qu'on a
?)0~ . Examinons maintenant — ^ et — -^ - Je dis que nous pouvons
choisir ùc de façon à faire disparaître à la fois le terme constant dans ces deux expressions. Nous avons
dxx
Comme un i eto/^2■sontnuls et que -,— ^ ^ o, puisque x i ne dépend
que de T ^ (t'i — (Vo et de (v,i, le dernier terme du second membre
se réduit à
. dxi ^ , ^ dxi
— ons —, — = — oc (/Il — n.-,) —, — •
D'ailleurs on a
Nous voyons donc que
peut se diviser en deux parties et qu'on peut écrire
— = ^3— h ûc(ni — n,),
OÙ '^3 est ce que devient l'expression de — -' cjuand on j remplace
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par
et 'I3 ce que devient celle expression quand on y remplace ces
quanlités par
dxi dXi dy\ dX^ dw^ dwi dw^ dw-i
On aura de même
'sS-, et 'h., étant lormes avec —- comme c2o el 6. avec -^— • Je vais dis-
poser de Se de façon à annuler le terme constant de —^; je dis que la \aleur de 8c qui annule ce terme esl réelle el qu'elle annule en même temps le terme constant de
^ ut
Nous avons supposé
Jsaà
^i — jT^i = h y é/,;;-c-i/-- -1,
les coefficients bh et Ck sont réels, et h est un coefficient constant dont nous avons disposé de façon à réduire une certaine constante à I .
En effet, quand je change les et' en — (v, x qui est une fonction
paire des (v ne change pas; au contraire, —tti --t—i X, r, . . .
changent de signe.
changent de signe:
ne changent pas.
A , -; — ' B, — — diVi dw-i
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^ et — se chaneent en ^ et ^.-j tandis que ^'? et ^/ se changent h h ^ h h ^ h h ^
en p et — ^- Donc -v se chanee en — -7-; -,- en t ' -r
en — ^, ^- en ^ — ^' Donc le terme constant de ^j par exemple, h h II II ^ ^
est égal à celui de — ^* •
Si maintenant nous changeons i en — '5 x' 7^' 7*' T' ^^ per-
utent avec ^, -^, V^, 4^; les quantités A, A*, -^ , ■ ■ -, qui sont h II h II T- ' chv-i ^
réelles, ne changent pas.
çp.j (I;, 04 J;4 , Ç,, (];4 '-pS
Donc V^ ^? i-j -7- se chaneent encore en — ', ? ,- > r >
A h h h ^ h II II
— -y^- Donc le terme constant de -' - est imaginaire conjugué de
celui de — -V^-
Si le terme constant de -' ^ est d'une part égal à celui de j-'
d'autre part imaginaire conjugué de celui de — y^» c'est que ces
deux termes sont égaux et réels. Et il en est de même en ce qui concerne (|>3 et '^i,.
Soient donc
les termes constants de
ils seront réels j et il suffira de prendre
Se
P(aii- «2)
pour annuler à la fois le terme constant de -^ et celui de -r-^- Nous 1 dt al
n'aurons donc de terme séculaire ni dans A3 ni dans X4.
On démontrerait de la même manière qu'on peut choisir hg de façon qu'il n'y ait de terme séculaire ni dans À5 ni dans Xe- En
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effet, le second membre de la cinquième équation (i i) s'écrit
j^à dwi on a ici
dz]^ ^ dz^ ^ dz\
dwi * dw,^ " ' dw^
Le reste du raisonnement s'achève comme pour ).3 et A4, 0^ jouant le rôle de uc^ N et N* celui de L et L*, ^g et '(« celui de Ç;) et ^4, etc.
358. L'intégration, comme nous l'avons vu à la fin du n" 333, introduit le petit diviseur
où les ko. sont des entiers; comme
n% — Co(/îi — /ia) et
^4 = ft'o(/M— «2)
sont développables suivant les puissances de /?i-, ce petit diviseur sera lui-même développable suivant les puissances de in-. Les premiers termes du développement sont
«2= «S = m(/ii— /-i-i), rt, = n'î = (1 + m) (72i — «2),
n\ = (/Il — /i-O ( /«--f- .
puisque
d'où
k^ nl=k,^( /m + k. ) OT + 7 ( k-, — /h ) m"- -\- .
11 sera donc divisible par m si A-, = o; il sera divisible par msi A-, = /ro = o, c'est-à-dire si le terme correspondant ne dépend que des longitudes du périgée et du nœud; dans ces deux cas il sera ce
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que j'appellerai un petit c/iviseur analytique. Enfin il sera divisible par m-' si A, = /. ^ = o, ^3= /c/,, c'est-à-dire s'il dépend seulement de la somme des longitudes du périgée et du nœud. Ce sera alors un très petit diviseur analytique.
Mais il arrn e ici que les t^'rmes en m^ ont de très grands coefficients, de sorte que (\ — 1 — ///, au lieu d'être à peu près égal en
valeur absolue à -. ni- ^ et par conséquent à ^0 — i — • ''^, est à peu près deux fois plus grand. Il en résulte que les très petits diviseurs analytiques, quoique divisibles par /?i'', sont numériquement de l'ordre de m'-. Si, au contraire, on a /i-, = A-o=o, 2/-3=:A".i, le diviseur, quoique non divisible par /?i^, sera numériquement de l'ordre de m^ . Ce sera un très petit diviseur numérique (inégalité de Laplace, cf. Tisserajnd, t. III, p. i58).
Dans le calcul numérique des coefficients, ce sont les très petits diviseurs numériques qui importent Au contraire, si l'on se propose, comme le faisait Delaunaj, de développer ces coefficients suivant les puissances de //?, il faut s'inquiéter des très petits diviseurs analytiques.
Les très petits diviseurs analytiques se présentent pour la première fois dans les termes en E|E":;E^ ou en E^EoEj, et les ti-ès petits diviseurs numériques dans les termes en Ei;E:|a, EiE^^E", E.EoEllaouEjEllE".
3o9. Tel est le principe de la méthode de Brown. Je n'insisterai pas sur les perfectionnements de détail qu'il y a apportés et dont les principaux sont les suivants :
i" Au lieu de quatre équations linéaires du premier (jrdre à second membre, il emploie deux équations linéaires du deuxième ordre à second mcml)re (obtenues par l'élimination
de X et Y); il en résulte que les expressions des -^ sont un peu
modifiées et se présentent sous la forme d'une somme de deux termes seulement et non de quatre.
2" Au lieu de ox et or, il prend couiuie inconnues les quantités imaginaires
cju =z ox ~- i 3}', os = ô.r — / oy.
3" Au lieu d'employer des lignes trigonoiuétriqucs des muki[)le3
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des (V, il simplifie les notations en introduisant la variable
4" Pour les approximations d'ordre élevé, il a recours à l'artifice par lequel Hill était passé des équations (2) aux équations (5) du Chapitre XXV. Les calculs de substitution s'en trouvent un peu simplifiés.
Je me bornerai à dire que la méthode est applicable aussi bien au calcul des termes du premier ordre en a et E3 qu'à celui des termes d'ordre supérieur.
Pour plus de détails, je renverrai à son Ouvrage original {Menioirs of tlie Royal AstronornicaL Society, t. LUI, LIV et LVll).
On pourrait se demander si, à cause des petits diviseurs divisibles par m- ou m^, on n'arrivera pas dans la suite des calculs à des termes contenant en facteur une puissance négative de m. On peut démontrer que cela ne peut arriver que cpiand interviendront les très petits diviseurs analytiques. 11 en résulte, d'après le numéro précédent, que cela ne peut arriver que pour des termes d'ordre très élevé; cela ne peut arriver si l'on suppose £2 = 0, ou bien £3^ o, puisque dans ce cas il ne peut y avoir de très petitsdiviseurs analytiques, mais tout au plus de petits diviseurs analytiques divisibles seulement par/?î-. Pour la démonstration, je renverrai au Bulletin astronomique, t. KXV, p. 821.
360. La seconde méthode que nous allons exposer présente surtout des avantages quand on veut obtenir non seulement la valeur numérique des coefficients, mais leur développement analytique en fontion de /«, comme le faisait Delaunay.
Nous aurons avantage à employer, au lieu des arguments (V/, les suivants :
X = «'l iV2, Il = iVi-\- (V3, t.2 = tPi -f- IV4, 'Û3 = (V.,.
De cette façon, dans le coefficient d'un terme dépendant du sinus ou du cosinus de
p-Z -^ pi-Z\^ Pi'^.-i-^- p:r-Z,
l'exposant de E/ sera au moins égal à | /;; |.
Nous partirons de la formule (20) du n'^ 3i20 :
dx—dii"--=yk'ichvi—
*', chv^
Celte formule peut recevoir utilement diverses modifications r d'abord nous pouvons passer des variables w aux variables t; nous pouvons ensuite remarquer que $', se réduit à une constante (intégrale de Jacobi) lorsque E:t = o. Cela nous permet d'écrire
ft>'
-^ == K + Ea*,
K étant une constante et E;jfl> étant divisible par E;,. On a en efl'et 'l et G étant des fonctions de x^ jk, ^, X, Y, Z, de T3 := ^'^'3 et
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des constantes E3 et a. D'ailleurs 'l est indépendant de E;) et T:j. Soit ensuite x* ce que devient le développement de x quand on y fait £3=0.
Soit 'I* ce que devient 'J> quand on y remplace 57, ... parx*, ...; alors '1* sera une constante, 'l — <ii* sera divisible par E;j, et nous pourrons poser
d;*=K, '^ — 4^*-+- E3O = lia*.
On a donc
Y a;- diVi— ÎIA^ = B rf- + B; f/T, + B. ck.^ B, dzs— E3* dz;,
d'où
^xdX — du" ^^^d^ — '*^:i * ^'''■■i •
Les B sont des constantes, de même que les A^- et K; je veux dire par là qu'ils dépendent seulement de
E|. E2, Ei, a, m
et sont indépendants des t.
Posons
Xo et j)^o étant les termes de degré zéro calculés au Cha|)itre XXV; ::i représente l'ensemble des termes déterminés au Chapitre XXVI (comme z ne contient pas de terme de degré zéro, on aura Zç, :== o) ; ]1 Aiendra
r/S = "V (a: — 370 ) <iX — Y X f/.ro
^- ( ;; _ ^, ) (/Z — Z dz^ — y B ^T -+- E., * dz-i
Dans cette formule (1), on doit regarder E,, \L-_,^ 11^ et les comme des variables; au contraire, E3 et a sont des constantes données, de sorte qu'on aura
dVji, = dcf. = ().
J'ajoute que dans cette formule "Vl-^ — -^o) dJ^ et 7 X c/j;,, rc-
présentent simplement
(x — Xo) d\-]- (y — jKo)<^Y, Xf^^o+YcZ/o-
361. Cela posé, supposons qu'on ait déterminé les termes d'ordre k et d'ordre inférieur de x et de y, de X et Y, de S et B, les termes d'ordre k — i de z et Z, et qu'on ait par conséquent
(2) x = Tic, y =-' yk, z = i;/,_i, S = S/,,
Je pose
(3) x = xi,^ox, y ^ y/,-^8y, ...,
et je me propose de calculer ox, oy, SS jusqu'aux termes du (A -f- i)"^""^ ordre inclusivement, ^s jusqu'aux termes du A-'^'"'' ordre.
Substituons d'abord dans (i) à la place de toutes nos variables leurs valeurs approchées (2), la différence des deux membres sera du (k -+- 1)"^""= ordre; nous pourrons la mettre sous la forme
Il et ç étant des fonctions connues.
Substituons maintenant à la place de ces variables leurs valeurs approchées (3) en négligeant les puissances supérieures de 8^7, . . ., ce qui est permis puisque nous négligeons les termes d'ordre k + 2; il viendra
d oS = \ 8x d\ -+-/ {x — ^0 ) û? SX — ^ SX dxo -f- Ss dZ
-^ {z — zi) doZ — oZ dzi — ^ 8B dz -i- E3 S* dz^^^u dv.
Le second membre est susceptible des simplifications suivantes : considérons-en d'abord la première ligne ; comme ùx et oX sont d'ordre A ' + i, nous pouvons remplacer x el \. par Xq et Xq. De même dans la deuxième ligne, comme ùz et ôZ sont d'ordre A", nous pouvons négliger dans leur coefficient 3o qui est de deuxième ordre et remplacer 3 et Z par Gi et Z, .
Enfin 8$ est d'ordre A -h i , car
2d<i> ^ '^ d<P ^., f/* ^ d<î> ^^ dx Jmi d\ dz dL
Or ox et oX sont d'ordre /i + i , oz et oZ sont d'ordre /:,
mais -77 et -Ty sont divisibles par Eo et par conséquent du premier
ordre. Comme d'ailleurs E3 est du premier ordre, nous pourrons négliger E3 ôO et il restera
c? ôS = \ Sa? <5?Xo — ^ SX c^a^o (5) { x^ ^
Prenons maintenant la formule (26) du n
dii!' ^, -^ dX dt ^ ^ dt
OÙ ^\ = F' — /iof' et où H est une constante choisie de telle façon que Q" soit périodique. Nous déduirons
dt dt
Substituons dans (6) les valeurs approchées (2) à la place des variables et soit G la différence des deux membres; G sera une fonction connue du [k + i^e'^e ordre. Substituons maintenant les valeurs approchées (3) et négligeons tout ce qui est du [k + 2)'^™*^ ordre ; il viendra
n ^ dZ dZ dzx
H-G + o3-+(.-.,)o^-oZ_-oH.
D'autre part,
Mais, en vertu des équations du mouvement, on a
dx dF' _ d<^\
It ^ 7K "" ~dK' '"'
d'où
r.^, X^ dX ^ v-^ dx ^^, dZ ^ dz ^^
' jL^ dt Aà dt dt dt '
et par conséquent
dS ^ ^^^ ^çn . . ■x dK x^ / dx dx(j
oX
^dZ dz dz^ \ ,
^ ' dt \dt dt j
Dans la première ligne on peut remplacer x par Xy et, dans la seconde, z par 5,, pour les mêmes raisons cju'au numéro précédent, ce qui nous permet d'écrire
Qu'est-ce maintenant c|ue S -^? On a
<:/S •^■1 <iS dt ~ Zd ' dwi' d'où
^ <j?S V7^ d'os "^ ^ c?S
lli — h > O/i
dt ^1^ dwi ^à dwi
Dans le premier terme du second membre nous pouvons remplacer ni par n^", de sorte qu'il se réduira (en reprenant les notations,du Chapitre précédent) à
y n" ^ = — • ^ ' dwi ût
Dans le second terme figurent deux constantes indéterminées,
0/13 = oc(«i — «2), o/i4= o^(/ii — /ifl);
la première est d'ordre A, car nous supposerons que c a été déterminé jusqu'aux termes d'ordre A" — -i inclusivement; la seconde sera d'ordre A" — 1 , car nous supposerons que g a été déterminé jusqu'aux termes d'ordre k — 2. Posons
S = Sfl-t- Si-H 3, + . . . ,
So, S), So, . . . représentant respectivement les termes d'ordre o, I, 2, .... Nous pourrons alors, dans le coefficient de 8/13, remplacer S par So+ S| ou par S,, puisque So ne dépend pas de (^3, et, dans le coefficient de 0/^4, remplacer S par S(,-hS, + S2 ou
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par Sa, puisque S,, et S, ne dépendent pas de \Vr,. Il vient donc
,_. (9 8S ^ , <iS| ^ dSi (8) — -— = G — oH — o/i3-y— — 0rt4-^
363. Reportons-nous aux notations du n" 318; nous avons trouvé dans ce numéro les formules suivantes :
*!= H— y VV/î, W,= Â/=a; (i = r,3,4),
«2 Wî -f- *i = «2 A-a -+- K = «2 Ai ,
^H = Y W dn. d<Pi = — y 71 r/W,
la lettre K ayant le même sens qu'au n" 318, et nous en tirerons (en nous rappelant que dn^ = o)
li=^niA'i, dH^^A'id/ii, ^m
dx:-
Mais il vaudra mieux revenir aux arguments t que nous avons introduits au début de ce Chapitre ; soit donc
c?T = V dt, d'Zi = v^- di,
de telle sorte que
v = ni— «2, v^ = «j -f- «3 = vc, V2 = /il -(- «i = v^, -t3= n-î.
Nous aurons
Kv3-i-y Bv =y A'n, K^V3+ Vb rfv =yA' <:/;?,
la lettre K ayant le même sens qu'au numéro pi^écédent, et par conséquent
(9) H=yBv + Kv3, ^H^Yb^/v, y v^B -+-v3f/fK = 0.
Toutes ces quantités H, B, v ... dépendent des constantes m, E et a, et ne dépendent pas des arguments t. Supposons que dans les équations (g) on substitue d'abord les premières valeurs approchées ['j) de nos inconnues, et soient
(10) P, ^q_dq, d?-^Q_dq
SECONDE MKTHODE.
les différences des deux membres; P, Q, q seront des fonctions connues et les expressions (lo) seront d'ailleurs du (/r + i)'*'""^ ordre.
Cela posé, substituons dans les équations (9) les valeurs plus approchées (3) et négligeons les termes d'ordre A" + 2 ; il viendra
II
oH =y Bov +y V0B + P-+-V30K,
(i oH = V B rf ov -f-V SB <iv -H V Q dq.
Remarquons que 8H, t!?SH et SB sont d'ordre A + i ; que ôv = ûV3=o; que ov, est d'ordre k et ovo d'ordre k — i; que do^i est du même ordre que Sv^-; que B, est divisible par E^ et Bo par E^ et sont par conséquent du second ordre, ce qui permet de négliger, par exemple, B| ovj ; alors nous écrirons
oH = B2OV24-YVOB+ P + VgûK,
d oH = B2 ^ 0V2 +^ôB dv +y Q dq.
364. Tous les termes de nos développements contiennent en facteur un certain monôme
que Brovvn appelle leur caractéristique ; la somme des exposants
est le degré du terme. Dans les calculs précédents, nous pouvons supposer que oS, par exemple, ou 5^, au lieu de représenter tous les termes de degré A' + i, par exemple, représente seulement l'ensemble de tous les termes ayant une caractéristicjue donnée [j.. Mais, comme le degré d'approximation n'est pas le même, par exemple, pour "hz et S57, il est nécessaire que je précise. Je conviendrai donc que
Sa7, oj^, oX, oY, oS, oB, oK, oH
représentent l'ensemble des termes de caractéristique jjl; que 3;:?, âZ représentent l'ensemble des termes de caractéristique -p;-; que
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Se comprend les termes de caractéristique -— et ^g ceux de carac-
teristique -j^ •
En ce qui concerne les valeurs approchées (2), je supposerai que
X/,, JKA-, S/,, . . .
comprennent tous les termes dont la caractéristique est un diviseur de [A (ij. lui-même étant exclu) et que de même
-Ar-l, C/c-u ffk-2
comprennent les termes ayant respectivement pour caractéristique
un diviseur de
Ji Ji Ji.
E,' El' El'
Cela posé, nous devons distinguer trois cas
1° (j. n'est pas divisible ni par E( ni par E2.
Dans ce cas ni-r,, ni To (ou ce qui revient au même ni W3 ni (V4 ) ne figurent dans nos développements. La formule (8) se réduit donc à
—; — = G — ûH ;
ât '
G est connu; on disposera de SH de telle façon que le terme constant du second membre soit nul, et l'on aura ôS par une simple quadrature. La fonction ôS est ainsi déterminée à une constante près, mais cette constante doit être nulle puisque 5S doit être une fonction impaire.
Passons maintenant à la formule ( 5), et remarquons que ^, Z, , . . . sont nuls, et de plus que nous n'avons que trois variables par rapport auxquelles nous puissions différentier et qui sont m, x et ^3 ; il vient donc
doS ^^ ^ dXf) '<^ ^^, dXff "^ dv dm
^ <:/Xo "^ ^,, dxç^ ^ dv
dm jmmà dm ,^d dm.
fi3) , ^
1 <^qS _ "V^ ^ d'^a ^ ^Y dxç^ ^ dv
\ dz ~ jaÀ dx .^ d-z ^^ dx ■
et, puisque x^ et Xq ne dépendent pas de Xo,
/ / do'è ^ ^ dv
_SB
axj ^sà a-3
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De l'équation (i4) on déduit
en désignant par u -j— le terme constant de n-r—', et cela détermine 0B3.
On remarquera d'autre part que dans la seconde équation (12) on a B2= o, puisque Bo doit être divisible par E^ et que, [x n'étant pas divisible par Eo, nous négligeons Eo ; il reste donc
ou, puisque dv3= o, que dy, et dy^ n'interviennent pas, d oli .^ dv ^%r^ ^ dq
dm dm â^ dm
ce qui détermine SB, puisque ôH, Q et ^ sont connus et que
Nous avons enfii
oX = 0 — ; n<) or, 01=0 -~ — \- iio ox.
dt " -^ ' dt
Comme ici nos développements ne contiennent ni w-^ ni «'/,, et que l'on a d'ailleurs
ni=^n\, n2= n^, 0/11 = 0/1-2^0,
nous pourrions écrire
^ dx d ox ^ dy d oy
dl ~ dt ' 'dJ ~~ dt '
mais, comme nous retrouverons les mêmes équations un peu plus loin, j'aime mieux traiter tout de suite la question d'une façon un peu plus générale. Reprenons donc l'éqviation
dx
et soit A ce que devient le premier membre quand on y substitue
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les valeurs approchées (2). Nous aurons, en prenant les valeurs plus approchées (3),
D'ailleurs
- dx
S -^ SX — 71-2 8y = A.
dx "^ dx dx -^ d 8x v;^ ^ dx
■^=2-"'^-' ^-di==Z"''d^-^li'''^d^r
ISous pouvons remplacer dans le premier terme ni par /?? puisque
ox est d'ordre A " + i , de sorte que ce terme se réduit à -^-: dans
^ àt
le second on a
^ dx ^ dx ^ dx
ùiii -z — = V ùc -, 1- V og —, —
dwi aTi dii
Or, Se et 8^" étant respectivement d'ordre A" et A" — i, nous pouvons, dans le coefficient de oc^ remplacer x par ^, et, dans celui de oo-, remplacer x par X2 (où Xq, Xt, x-2 représentent les trois premières approximations de x). Nous pourrons donc écrire les équations suivantes :
à ox ^^^ ^ . . dxi , dx.^
dt - -^ d-i ^ dx.2
— i^ 0 1 + /io 037 = A — V OC -f V Cl i' -^ ,
dt ^ d-i * d-Z2
^ d\n 'V •N^ <^^o '^^oS ^ fZZ, ^., dzi "CT^ dv
ÙX — 7 OA -; = —j OZ — !- OZ — 7 « — ;
dm M^ dm dm dm dm ^mU dm
d8S dm
" dm
dSS d-.
^ c/\o \-^ ^„ c&o doS ^ dZi ^r, dz^ ^ dv
OX — ; > OA — j— = 0:; —, h OZ -— y II —, H OB.
(/- .^ai dz dx d- di ^à d-z
Les termes en os et oZ sont nuls dans le cas qui nous occupe, de même que A, A' et les termes en ùc^ 0 « ; mais je préfère compléter tout de suite les équations (i5), afin de pouvoir encore m'en servir dans les deux numéros suivants.
ûS et BB sont'connus; les arguments t, et -o n'intervenant pas, nous devons regarder §c et ùg comme nuls; les seconds membres sont donc connus; nous avons donc à intégrer un système d'équations linéaires à second membre. Les équations linéaires sans second membre ne sont autre chose que celles que nous avons intégrées au n" 347; seulement notre système d'équations différentielles est du deuxième ordre au lieu du quatrième.
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Nous n'aurons donc qu'à appliquer les méthodes des n'"* 349 et suivants ; il n'y aurait de difficulté que si le déterminant
dx^ dy^ da-Q dvo dm di dz dm
pouvait s'annuler, ce qui n'a pas lieu.
11 ne s'introduira pas de terme séculaire; cela ne serait possible que si l'argument de l'un des termes du second membre était le même que celui d'un des termes de ce que nous appelions dans le Chapitre précédent Ç3 ou ^4, c'est-à-dire
Xl-^(2/i -H I)t.
Or cela est impossible, puisque nos seconds membres sont indépendants de T) et Ta-
Passons maintenant au second cas
2° UL est divisible par Eo, mais pas par E, .
Alors nos fonctions dépendront de (V-, (c'est-à-dire de To), mais . pas de «'3 (c'est-à-dire de t,), et l'équation (8) s'écrira
(8 bis) — G — Oti — Ùrt4 -;— ^ •
Comme le second membre ne doit pas avoir de terme constant, et aue -T— ^ n'en a pas, ôH ne sera autre chose que le terme constant de G; ôH étant ainsi connu, les éc|uations (12) donnent
Or V ne dépend que de m^ v, n'intervient pas et v^ est constant; on a donc
y ÔB-— - = ÔB2-:7rr-
= SB, d'où
= B,-7TT^ +ÔB,
dm rfSvj dv^ , Vo '^^
dh^ db.2 «E2 .Àmà dho
Nous prendrons 0B2 arbitrairement (en le prenant toutefois nul si
les exposants q de la cai^actérislique ne sont pas tous pairs). Tout
sera connu, saut '; nous en tirerons donc cette quantité et par
conséquent
puisque ovo est homogène d'ordre q^ — 2 en E2.
Connaissant 0V2= 0/14, nous connaîtrons le second membre de l'équation (8 bis) et par conséquent oS à une constante près qui est nulle, puisque oS est une fonction impaire.
Cela posé, venons aux équations (5); elles nous donnent
<iSS . dZ^ rsr, dzx '^y dv
C/E2 <r/E2 d)^j, A^ <iE2
<ioS , dZx S7 «^^2 SR , "V , ^'^ .
—. — = oz —, oZ -7 ot5,-H > u— — ;
axo axo a~9 .«i:^ axo
M, v^ ^,, Z| sont des fonctions connues, SBo a été choisi arbitrairement, on vient de déterminer SS; nous pourrons donc déterminer sans intégration les deux inconnues restantes ùz et SZ à l'aide des équations du premier degré (16). Le déterminant de ces équations,
c/Zi dz^ dz\ dZ\
dH^ dii d\Li d'i
ne peut s'annuler, car il se réduit à une constante; on n'aura donc pas, pour résoudre les éc[uations (16), à eflfectuer de division. , Les équations (5) nous donnent ensuite
<ioS ^„ ■^ dv
d-îs ^ J^ dz-i
ce qui montre que 0B3 est égal au terme constant de ^""tt"' Les équations (12) donnent
doH _, f/Sv, ^„ (/v ^ <r/v2 ^^ r^ '^9
dm ' dm dm ' dm Xu dm
Tout étant connu excepté oB, cela détermine SB.
Venons enfin aux équations (i5)- Dans ces équations, T| n'inter-
venant pas, tout se passe comme si ùc était nui; og^ — est connu;
on vient donc de déterminer ôS et SB; tout est donc connu, sauf
8x, 8j, SX, ôY.
Ces quantités se détermineront donc facilement par l'intégration des équations (i5); on démontrerait comme au numéro précédent qu'il ne peut pas s'introduire de termes séculaires.
Passons au troisième cas
3° UL est divisible par E, et par Eo. On peut alors éviter une intégration.
Les équations (5) nous donnent
d 5S _ ^ dv
7E7 ^2d"dE['
car ;27o, Xo, z^, Z, ne dépendent pas de E, ; si alors ôS et ç sont homogènes de degrés q^ et A' en E,, on en tire
gi SS =2'''"^'
ce qui détermine ôS.
On a ensuite
<:/8S ^ dZj dE2 ~ " c/Ea
^^ dzi ^ dv at.2 y^d dt,-.
dx^ "~ dx^
^„ dzx ^^ y^ dv
— oz -p-î- — SB, -^ y ii-f—
dx.y ^^ dx^
ce qui détermine àz et ôZ, la constante SB2 pouvant être choisie arbitrairement. Puis
<r/ûS ^^ "V^ dv d 8S ^,-, ■^ dv
— ; — = — 083-+- > u-r-' —, — = — oB,-i- > u-j—}
dxs At^ dx^ dxi jBMd axi
ce qui montre que SB3 et oB, sont égaux aux termes constants de
dv "v^ dv
dXi AsÀ dxi
Il reste à déterminer SB et S»', d'où dépend ovo ; pour cela nous nous servirons des équations (12), qui nous donnent
---- = B2 -^T^ + > oB -— - -+■ > Q-jrj-'
dEi «El .^^ d^i jLà dKi
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Dans le coefficient de 8B, nous pouvons remplacer les v par leurs valeurs approchées, v = /^, — n^-, Vji^CoV, ...; dans ces conditions, les V ne dépendent pas de E, et il reste
et l'on aurait de même
d oH d ov., -^ dq
dE.2 ' dE.
et l'on en déduit
^, oH =62(^2— -2)07.+ y A-'Q^,
q étant supposé homogène de degrés A" et k' tant en E, qu'en Eo. De ces deux équations on tirerait ôH et ôvo (d'où og).
Le procédé deviendrait illusoire pour q^ = o, mais dans ce cas l'argument -12 et par conséquent Svo n'interviennent pas.
On trouve ensuite
d SU f/ovo ^„ «?v
dm dm dm
.^sé dm jm^ dm
d'où l'on tire oB.
On déterminera enfin S^, oj/", oX, ûY par le moyen des écjuations (i5); dans les seconds membres tout est connu, à l'exception de la constante 8c. On disposera de cette constante de façon à faire disparaître les termes séculaires, qui cette fois ne sont pas nuls d'eux-mêmes. La détermination de toutes nos inconnues est donc achevée.
368. Cette méthode a été exposée, mais sous une forme et avec des notations différentes, dans le Tome XVII du Bulletin astronomique, p. 87 et 167. Quand on veut l'expression analytique des coefficients, elle présente l'avantage de rendre plus rapide le travail de substitution (puisqu'on n'a qu'à faire les substitutions dans $', , au lieu de les faire dans les trois dérivées de cette fonction) et d'amener à l'intégration d'un système du deuxième ordre au lieu du quatrième. Elle est susceptible de plusieurs variantes •
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1" jNous pouvons employer un artifice analogue à celui des n"^ 327 et 347, en envisageant un problème plus général que le problème proposé. Nous avons
^/ SX- 7?2|-i-/n7 ^ ,, ^ „ '-t37- — y- — z-
*i = — h«2(X7 — Ya7) — «I n:,&,
le dernier terme — nl^ représentant l'ensemble des termes contenant en facteur a ou E3. Prenons la formule plus générale
— ?lr, 3/i- — —^ //-0,
qui se l'éduit à la première pour h := /I2. Au n" 347, nous avons
posé
n-2^= py, h ^ m V ;
nous poserons cette fois, ce qui revient au même,
«2 = «IV, h = ^ni'/.
Nous appliquerons ensuite la méthode en développant, non plus seulement suivant les puissances de a et des E, mais suivant celles de [5, de a et des E, de telle façon que .Tq, par exemple, représente l'ensemble des termes indépendants de a, des E et de [^. Le nombre des termes à calculer se trouve un peu augmenté; en revanche, ^o^J^'o? ^05 ^o? ^\i ^1 se réduisent à un seul terme en cos T, siiiT, cosTo ou sinT2-
2" On pourrait, au contraire, achever d'abord le développement par rapport à a en regardant les E comme nuls, puis développer ensuite par rapport aux E, en regardant x^ par exemple comme l'ensemble des termes de degré zéro par rapport aux E seulement, mais de degré quelconque par rapport à a. Ou bien développer d'abord par rapport à E, et E2, et ensuite par rapport à a et E;). Gela entraine dans la méthode quelques petites modifications sur lescjuelles nous n'insisterons pas.
3" Au lieu de prendre les coordonnées rectangulaires x^y^ z et leurs variables conjuguées X, Y, Z, on peut prendre les coordonnées polaires et leurs variables conjuguées. La méthode fondée uniquement sur les propriétés des équations canoniques restera applicable, sauf quelques modifications de détail.
Théorèmes d'Adams.
Reprenons l'équation du n
dt ~^' ^2u dt "'
où celle fois\ ^X signifie x'ji.-\- y\ -^ zTL. Posons
il viendra
cTV _ T -^ dX \ ^ dx
~di ~ ^'^^Jid^'dt 2.^' dt ~
Mais
dx dF' d<î>\ dX _ dF' d<P[
Tït ~ dX ~ ~dX ' ~dt ~~ 'dx ~~' "dx^
Donc
dt ^ 1 ÀmÀ. dx 1 jLd d\
Soit
Oh représentant l'ensemble des termes homogènes de degré A" en x^ y, z, X, Y, Z; on aura, en vertu du théorème des fonctions homogènes,
d'où
dV v/ ^'\ w
dt .Ld\ 2 / ' •
V étant une fonction périodique, H ne sera autre chose que le terme constant de ( i — - j Oh-
Mais, si l'on néglige la parallaxe, on a
{cf. n° 315).
Tous les termes sont homogènes de degré 2, sauf le terme en -,
qui est de degré — i . Donc
^['- 7jn--- ~
k\ 3 m^ -+- rn-j
Donc, si la parallaxe est nulle, H n'est autre chose que le terme constant de -■, au facteur constant près
- (mi + 7?Zj).
Cela posé, pi-enons l'équation (9) du n
Comme v et V3 ne dépendent ni de E, ni de Eo, elle nous donne
i dW
\ dE,
dv.2
dEi'
El
dll
dEi "^
dH
dE-i
dy ^
dE,^^
., dv ^'^ dE,
= Ho+H2+H4
d'où
(iS) Soit
H/t représentant l'ensemble des termes de degré k par rapport à E, et Eo, et de degré quelconque en a et E3. Le théorème des fonctions homogènes nous donne
dW dll
El-— +E2-^ = 2H2+4Hi-i-....
dEi dEi
Donc 2 Ho représente l'ensemble des termes de degré 2 dans le second membre de (18). Or B, et Bo sont divisibles respectivement
par Ej et E^ ; d'autre part, E, -jr, — h E2 -777- s'annule avec E, et E2.
Donc les termes du second degré sont nuls, donc
Donc les coefficients de E^ et de E^ sont nuls quels que soient
Soit maintenant
H4=aEt -f-26Ef E| +cEt Soient
vi= À,-^ ;j.iEi -+- [J.'iE| -^...,
V2 = Xo -+- [i.2 Ef -H [jl'o E5 -H . . . ,
Bi=pEf+..., B2=YKi+..-
les premiers teriïies des développements de V(, vo, ^, y suivant les puissances de E, et de E^; ces coefficients a, b, c, )., [j., ^, y sont eux-mêmes des fonctions de Eu ou de a, ou de E3 seulement si nous supposons a = o.
Les équations (17) nous donnent alors
4 « Ef -f- 4 é El El ^ . . . = '2 ;3,ui Ef ^ 2 y;jl2 Ei E| + . . . , 46E?E2^4cEi -f...= 2,3[jiiE|E2+2Y[/iE| +...,
2a = jjfJLi, 26 = 3ijl', = yao, 2C = Yî^-'oi
ou
ah h c
C'est là une relation entre les coefficients du développement de V, et de vo, et par conséquent de c et de ^ d'une part, et ceux du développement de H, et par conséquent (en supposant a = o) du
terme constant de -• /•
372. Pour étudier l'action d'une planète troublante sur le système formé par le Soleil et une planète troublée, on commence par former les équations du mouvement de ce système comme si la planète troublante n'existait pas. Ce mouvement est alors képlérien el, en seconde approximation, on étudie les perturbations de c^ mouvement képlérien par la planète troublante; pour cela on applique la méthode de la variation des constantes.
Nous opérerons absolument de la même manière pour étudier le mouvement du système quadruple formé j)ar le Soleil, la Terre. la Lune et une planète. Gomme première approximation, nous intégrerons les équations du mouvement du système triple : Soleil, Terre, Lune; c'est ce que nous avons fait dans les Chapitres précédents; nous avons obtenu ainsi les coordonnées des trois asti'es de ce système en fonction du temps et d'un certain nombre de constantes d'intégration C. Nous devons ensuite étudier les perturbations de ce mouvement par la planète, c'est-à-dire déterminer les petites variations des constantes C dues à l'action de cette planète. Cette façon d'appliquer la méthode de la variation des constantes a été proposée et mise en œuvre par M. Newcomb.
Reprenons les notations des n"* 42 (t. I, Chap. II) et 312 (Chap. XXIV). Soient
A la Lune,
B le Soleil,
C la Terre,
P la planète,
D le centre de gravité du système Terre, Lune,
G celui du système Terre, Lune, Soleil.
ii4
Soient
a^i, 37-2, ^3, mi = ma = m^ les coordonnées et la masse do A;
3^4, ^Tg, ;rg, m4 = 7?l3 = m 6
^Py, a?», ^9, fn^ = mj = m g
3710, a?ii, ^12, Wio=/«ll=mi2
Soienl
yi=mi
dxj ~dt
x\^ a^'j, x'^ les trois projections de AG a?',, a?'-, ^'« )) BD
lOî ■*'in
PG
Soient
nx. = m, = m\
7?li H- 7?l-
/?ii H- ;?Î4-i- /n7'
7?? I 0 ( /7li ■+- 77^4 -\- m- ) 771 1 -H 77i4 -t- 771 7 -H /7( ] o
Ji = '»
l'énergie cinétique et
' inxTn<^ niiin-, jn'^m-
AB
AG
BG
/77io7?îi nixt^ni:^ nixciin-,
PA
PB
PG
l'énergie potentielle; F = T + U l'énergie totale; nous aurons leséquations canoniques
dx'i d¥ dt ~ dy'i
dy'i dt
dF
dx'i
Nous diviserons T et U en plusieurs parties; nous poserons
T = Ti+T2+T3,
U = U, + U2+ U3-h U4+ U5+ Ue,
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et
T3=-y^ {i^io, II, 12),
PG
On voit que T, et U) dépendent seulement des coordonnées de la Lune (et des y'- correspondants); To et Uo des coordonnées du Soleil; T3 et U4 de celles de la planète; U3 de celles de la Lune et du Soleil; U5 de celles de la planète et du Soleil, et enfin Uo de celles de la Lune, du Soleil et de la planète.
373. Il faut maintenant voir quel est l'ordre de grandeur de ces différentes quantités. Je supposerai que l'on ait pris une unité de longueur de l'ordre de BD, de telle sorte que AC soit de l'ordre de la parallaxe a, ce que j'écrirai
BD-^i, AG-^a;
je prendrai de même une unité de masse de l'ordre de la masse du Soleil /?^4, de sorte que
Pour les planètes inférieures, on aura
/«lO r^ 7}It, PD ~ 1.
Pour les grosses planètes, /?z,o sera beaucoup plus grand que ^7^^ ;
Il6 CHAPITRE XX\.
mais en revanche PA, PB, PC seront beaucoup plus grands que i, et cela fera une sorte de compensation; nous admettrons donc
dans tous les cas
mio^ m-, PD ~ I.
Nous trouvons ainsi
Ti^^ Ui
nii m-j
U3 ~ CL-JUi, T3-U4-m7,
jNous poserons maintenant
F' = T,,+ T3+U2+Uv+ U5,
F'; = Ti + Ui+U3, f"=f'; + Ug.
Nous observons :
1° Que F' ne dépend pas des coordonnées de la Lune;
2° Que U3 et Uc sont négligeables devant F' ;
3° Que T, et U| ne dépendent que des coordonnées de la Lune.
11 en résulte qu'en ce qui concerne les coordonnées du Soleil et de la planète, nous pouvons nous contenter des équations
, ^ dx'i dF' dy'i d¥' . . , . „ .
^^) -^=^.' iï=-dP, (^ = 4,3,6,10,11,1.).
Pour la détermination des coordonnées de la Lune, nos équations se réduisent à
, , dx'i d¥" dy'i dF"
374. En première approximation, nous négligerons U5 devant F'(,, etUo devant F|). Dans ces conditions, nos équations se réduisent à
'/ / • ^ dx', dFL dy'i o?F'„ , . , . „ .
(•^") -dj^w^: ii=-^, (. = 4,o,6,io,u,i.),
dx'i <iF; dy'i dF\ , o - \
^^^") -dï^Wi' -dt^'-d^i (^=''^'^)-
Or on voit que F|, se compose de deux parties, l'une dépendant seulement des coordonnées du Soleil et l'autre de celles de la planète, et queF'|, n'est autre chose que la fonction m\ <!>, dun"312 (Cliap. XXIV). D'où cette conséquence que, si l'on se borne aux équations (i bis) et (2 bis), le mouvement du Soleil B par rapport au point D et celui de la planète P par rapport au point G sont des mouvements képlériens.
D'autre part, le mouvement de la Lune par rapport à la Terre est celui quia été étudié dans les Chapitres XXV à XXIX. Nous supposerons donc qu'on a complètement déterminé ce mouvement en appliquant les procédés exposés dans ces Chapitres.
Les quantités
^'n y'i (i = 4, 5,6, 10, ir, 12)
s'exprimeront donc en fonctions du temps et des douze éléments (canoniques ou elliptiques, cf. n° 08) de l'orbite de B autour de D et de celle de P autour de G, ou bien, si l'on préfère, en fonctions des deux longitudes moj-ennes de B dans son mouvement képlérien autour de D et de P dans son mouvement képlérien autour de G, et des dix autres éléments (canoniques ou elliptiques) des deux orbites.
Les quantités
pourront s'exprimer en fonctions du temps, des six éléments de l'orbite elliptique de B autour de D et de six autres constantes d'intégration, ou bien encore en fonctions : i" de la longitude moyenne du Soleil, c'est-à-dire de l'argument T3 ; 2" des cinq autres éléments de l'orbite elliptique du Soleil; 3" des trois arguments T, T|, To ; 4" des trois constantes E|, E^, m (ou de trois fonctions quelconques de ces trois constantes et des cinq éléments de l'orbite solaire).
37o. Ainsi nos 18 variables x'^jy'- se trouventexprimées en fonctions de 5 arguments variant proportionnellement au temps, qui sont les deux longitudes moyennes de B et deP, et les trois arguments t, T(, To, et de i3 constantes d'intégration.
Quand on a intégré les équations (i bis) et (3 bis), on connaît
Il8 CHAPITRE XXX.
les relations qui relient les i8 vai^iables, ces 5 arguments et ces i3 constantes.
Supposons maintenant que nous poussions plus loin l'approximation et que nous revenions aux équations (i) et (2). Nous pourrons alors définir 18 variables nouvelles qui seraient liées aux 18 variables anciennes x' et y' par les mêmes relations que l'étaient nos 5 arguments et nos i3 constantes quand nous nous contentions des équations (i bis) et (2 bis). Ces 18 variables pourront être regardées comme les élémeiiLs oscillateurs des trois orbites deB autour deD, de [^autour de G, de A autour de C. Seulement ces éléments osculateurs ne seront plus, les uns des fonctions linéaires du temps, les autres des constantes; tout ce que nous pouvons dire, c'est qu'à cause de la petitesse des termes complémentaires U5 et Uo, les uns varieront à peu près proportionnellement au temps, et les autres très lentement.
Opérant tout à fait comme au n"79(t. I, Chap. IV), nous allons faire un changement de variables en prenant pour variables nouvelles ces 18 éléments osculateurs; mais, pour l'application de la méthode de Lagrange, il convient de choisir ces variables (cjue nous n'avons pas encore complètement définies) de telle façon que la forme canonique des équations ne soit pas altérée.
1° Pour les 6 éléments du Soleil, nous choisirons les éléments
canoniques
L, ^i, ^2, /m ■'il) '^21
définis au n° 08. La longitude moyenne X n'est autre chose que aiotre argument T3 ; d'ailleurs \Jc,'\-^-r\\ sera de l'ordre de E3, et pourrait jouer le même rôle que E3 dans l'analyse des Chapitres précédents. Dans ces conditions,
< 3 ) < dy\ -ï- x'-^ dy'^ h- x'^ dy\ — IdL — ^ "n ^;
est une différentielle exacte, ce qui est la condition pour que les équations conservent la forme canonique.
2° Pour les 6 éléments de la planète, nous choisirons également les éléments canoniques
du n" 58. Mais d'ailleurs ces éléments ne joueront aucun rôle dans
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l'analyse qui va suivre; et en ce qui les concerne, les écj[uations (i) nous donneraient simplement les perturbations du mouvement de la planète par le système Terre-Lune supposé réduit à un point mathématique; ces perturbations ont été déterminées dans le Tome I.
3" Pour les 6 éléments de la Lune, nous prendrons les 3 arguments T, T, , To et les 3 constantes B, B, , Bo du Chapitre précédent. Si nous rapprochons les formules
y x' ^y = y xd\^{\y—Yx) du,
2 ^ ^x - ^0" = V A' ^.^ - îi-;^s
*'i = *!-+- «2 (Xy — Y.r),
y a- fZX — dQ" r=: y B ^T — Es * dz3,
y ^' dy- da"=.y k'd^v - ii^
des n°^ 318, 320 (Chap. XXIV) et 360 (Chap. XXIX), nous pourrons écrire
m\ dQ!' = y .x'i dy'i — y m'i B ,• d-^i + />i'j E3 * ^^3 — /n'j ( Xr — Y:r) r/xg .
Toutes ces formules supposent que les éléments du Soleil, et en particulier E3, sont regardés comme des constantes. Si nous supposons de plus <iT3= o, nous verrons que l'expression
( 4 ) oc\ dy\ 4- x'^ dy'^ -\- x'^ dy'-^^ — m\ ( B <:/- -+- B , dx^ -+■ Bg f/x, )
est une différentielle exacte, en supposant que les six éléments solaires (en y comprenant E3 et T3 ) soient regardés comme des constantes.
Il vaudra mieux d'ailleurs écrire la relation précédente sous la forme suivante (en divisant par m'J,
d9J' = y 37' f/y— y B f/T+ E3* ^^3— (XjK— Y^) dxi,
ou, mieux encore, nous remarquerons c[ue -^3 ne joue pas le même rôle que les autres arguments t et nous mettrons en évidence le
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terme en d'z^ en posant
IW- = B ch + B , f/xi + B2 dz.
et en écrivant par conséquent dans les formules précédentes
^B^^+B^r/Ts au lieu de\^Bc/-:, ce cjui donne
clQ" = ^x' dy" — Y B ^- — c/x3 ( W, _ E3 <i> — Xjk + Xx).
Nous rappellerons ensuite la fomnule
-1 = K + Ea* «2
du n" 360, et nous poserons
B3=-^-K. Nous aurons alors
(5) f/o" = y;r'^y'_yBrfx-(G -*!)—;
cette formule suppose que tous les éléments solaires, sauf -3, sont des constantes. Si nous regardons de plus T3 comme une constante, nous aurons l'expression
( 4 bis) > ^' dy" — X fi ^''
qui sera une différentielle exacte.
376. Nous n'avons pas à revenir sur ce qui concerne les équations (1). On intègre d'abord les éc|uations approchées (i his)^ c|ui définissent le mouvement képlérien de la planète par rapport au point G, et du Soleil par rapport au point D; on en déduira l'intégrale des équations exactes (i) parla méthode de la variation des constantes. Ce n'est pas autre chose que l'étude des perturbations mutuelles de la planète et du sj'stème Terre-Lune (supposé concentré en son centre de gravité D), étude qui a été faite complètement dans le Tome 1, Passons donc aux équations (2), que nous
écrirons
^ '^ di dy'i ' ûf^ Cf'a-^
Nous allons prendre pour variables nouvelles les éléments canoniques solaires et les six variables t, t,, To, B, B,, B.,. Les coordonnées x\ les y et ti" vont être des fonctions de ces six variables - et B, de 7:j, et des cinq autres éléments solaires que j'appellerai les y/.
La formule (5) suppose que ces y, sont constants; si on les regarde comme variables, cette formule doit être complétée et l'on doit écrire
( 5 his ) du" =2 '^' '^^^" "5 B ^T - ( G - * . ) ^' +2 ^' '^T''
en posant
«Yj AaÀ fl^(i
Pour savoir ce que vont devenir les équations (6) par ce changement de variables, il faut se reporter au théorème du n" 12. Dans ce numéro on envisage un système d'équations canoniques où. F dépend explicitement du temps; on fait un changement de variables, les variables nouvelles x' et )-' étant fonctions des variables anciennes x elj et du temps t. On suppose que
2, 3p' dy' — ^ X dy soit une différentielle exacte, en supposant di = o, et que ' x' df -^Sx dy — W dt
soit une diiïerentielle exacte pour cZ^ ^o; dans ce cas les équations conservent la forme canonique, mais la fonction F doit être remplacée par F — ■ W.
Nous pouvons appliquer ici ce théorème, car, les équations (i) étant intégrées, les éléments y/ et -U;, peuvent être regardés comme des fonctions connues du temps. Nous pouvons donc écrire
(5 ter) do: =: y x'dy" — V B d- + W dt,
en
posant
dt '^
et ]
les équations
deviendront
dB
dt "~
d'P.2 dt '
Tt "
en
posant
11 est bon de remarquer que cette analyse ne suppose nullement qu'on ait choisi pour les y/ les éléments canoniques du Soleil, qu'on peut tout aussi bien choisir des fonctions quelconques de ces six éléments canoniques et en particulier les éléments elliptiques.
377. Nous devons parmi les éléments solaires faire une distinction; les coordonnées x, y, z, telles qu'elles ont été calculées dans les Chapiti^es précédents, dépendent de t», anomalie moyenne du Soleil, ainsi que de l'excentricité solaire Es, et du grand axe de l'orbile solaire inversement proportionnel à la parallaxe a. Elles ne dépendent pas des trois autres éléments qui sont la longitude du périhélie terrestre et les angles qui définissent l'orientation de l'écliptique mobile par rapport aux axes fixes. Il en est de même de X, Y, Z et Q" ; ces fonctions sont également indépendantes de ces trois derniers éléments, que j'appellerai les éléments d'oj'ientation.
Nous avons écrit plus haut
?' dy" =\ X dX -+- (Xy — Y x) dis,
mais en supposant d^[i^= o. En regardant les y/ comme des variables il convient d'écrire
"V a?' dy" = V ;r <iX -f- ( \y — Ya;) c^-ts -t- V A,- d'(i, d'où
Si y< est un élément d'orientation, on aura du:' dX
€t par conséquent
d-{i ÂLoi d^ii
Qu'est-ce maintenant que A/? Si les trois éléments d'orientation yijya^Ys subissent trois accroissements f/yi, ch{'2i d'^^i tout se passera comme si les axes mobiles des .r, y, z subissaient trois rotations infiniment petites, par rapport aux axes fixes des x\^ x'.,, ^3. Si l'on s'arrange pour que les axes mobiles coïncident à l'origine des temps avec les axes fixes, ces trois rotations s'opéreront autour des trois axes et l'on aura
A2 = 7 x' ~- — y X -r— —Zx — x^,
.^1^ c/ys Msai ay^
K = yx''^-yx^=.Xy-Yx.
^ c/y» jLà f/ys
378. Si nous supposons que la masse m^^ soit nulle, les y^- se
réduisent à des constantes ainsi que — r^j et l'on a
^ dt
dt ' dt
On a d'autre part
d'où finalement
G est fonction simplement des B et des y/; les équations canoniques se réduisent à
^ _ £/G _ d-zi _ _ dG_
dt ~ ~dz ~ ^' ~dt ~^'~~ d?>i '
Nous pourrons donc écrire
— dCi = V (iB H- vi ûfBi -t- V2 C/B2.
en regardant les y comme des constantes. Si nous rapprochons de la formule du n° 363
<iH = B ^v + Bi ^vi + B2 ^V2,
nous en tirerons
H — G= Bv + B,vi+ B2V2,
plus une fonction arbitraire des y/ que nous pouvons supposer nulle. Nous aurions pu déduire cette même formule de la formule (9) du n" 363 qui peut s'écrire
H = Bv + Biv, -+- B2V2+ BsVa-f- Kv3 et de la définition de G au n" 37o qui peut s'écrire
G = B3V3-1- Kv3.
379. Supposons maintenant que ;;z,o ne soit pas nul; alors —j~
ne sera plus nul, mais très petit; -p- ne sera plus égal à une constante, mais nous pourrons poser
_L ^~i — - Ai2 dt '
£ étant très petit. Nous aurons d'autre part
d'où enfin
Nous pouvons poser encore
G = Go -H ôG,
Go étant ce que devient G quand on y remplace les y^- par leurs valeurs initiales et étant, en conséquence, fonction seulemenl de B, B< et Bo, et oG étant très petit, puis écrire
(G-*.)-Ir.î
ce qui nous donne finalement les équations
dB _ clK di _ dG_dK
^ ' 'di ~ ~d^' di '~~ 'dB'' dB'
R étant très petit; nous pouvons dans les dérivées de R remplacer les variables par leurs valeurs approchées ; R et ses déi'ivées pourront alors être regardées comme des fonctions connues du temps. Ce seront des fonctions périodiques par rapport aux cinq arguments
t, 'Cl, Tj, T3, T4,
T4 étant l'anomalie moyenne de la planète, lesquels arguments, réduits à leurs valeurs approchées, sont des fonctions linéaires du temps. Les dérivées de R se présenteront donc sous la forme
%^Acos(a«+ P),
les A, les a et les [5 étant des constantes.
On aura alors les B par de simples quadratures; les B étant déterminés et les Y l'ayant été préalablement à l'aide des équations (i), il en sera de même des dérivées qui ne dépendent que des B et des y; on pourra avoir lés t par quadrature. C'est absolument ce que nous avons fait dans les Chapitres IV et V.
380. 11 y a une autre nianièic de comprendre l'application de la méthode de la variation des constantes. Si fn,Q était nul, nous aurions certaines relations entre nos variables a:'- , yj (^ ^ i , 2, 3), les éléments lunaires B et t et les éléments solaires T3 et y^; soient
ces relations. Si m,o n'est pas nul, de sorte que les éléments de l'orbite solaire soient variables, nous pouvons .conserver les relations (9) comme définitions des éléments osculateurs B et t ; c'est ce que nous avons fait jusqu'ici, mais on peut aussi opérer autrement.
Soient y" les valeurs initiales des y,; soit
tS = ni t + £0,
n!,' et £0 étant les valeurs initiales de 11., et de T3 ; remplaçons alors les équations (9) par les suivantes :
(9^^) ^i =/(B,t,yO,^o).
Ces six équations (9 bis) définiront les six éléments osculateurs B, B|, Bo, -7, -u,, To. Les B et les -r définis par les équations (9 bis) ne sont pas les mêmes que les B et les t définis par les équations (9), mais ils en diffèrent fort peu.
Remarquons que, les y", n°, Sq étant des constantes, les éléments solaires variables n'interviennent pas dans la nouvelle définition.
Que devient l'équation (5 bis)
On doit y remplacer les v/, «o et Tj par y", n" et Tj ; on a alors
"■■2 puisque les y)* et Sq sont des constantes, et il reste
dQ." = ^x' df— ^ ?,d-z-{Ç.^—^\)dt.
De plus, comme <Ï>| dépend des constantes solaires, il faut remplacer O, (qui est une fonction des x\ des y, de T3 et des y^) par ce que devient cette fonction quand on y remplace y/ et Tg par y" et -\ ; je désigne par ^\ le résultat de cette substitution, d'où
Nous aurons alors les équations
Tt ~' ~d^' 'dt ~~"dB
en posant d'où
*, = ^ - W = *, + ^ - (*« - Go),
*,= Go+R, R=I[^^(*j_<î>o).
Remarquons que Go ne dépend que des B. Nous retombons donc sur des équations de la forme (8) qui se traitent de la même façon.
M. Newcomb [Investigation of inequalities in the motion of the Moon produced by the action of the planets, Washington, Carnegie Institution, juin 1907) emploie un procédé mixte; il
emploie, en effet, le procédé du n° 379 pour les éléments d'orientation et celui du n" 380 pour les autres éléments.
381. Eli général, les termes provenant de l'action des planètes sont fort petits et ne deviennent sensibles que par l'effet des petits diviseurs si la période est très longue. Ils ne seront le plus souvent appréciables que dans le cas d'une double intégration, qui introduit au dénominateur le carré du petit diviseur. Nous aurons donc la partie la plus importante d'un terme à longue période en nous bornant à l'intégration des équations suivantes :
dB _ dR dx dG
It ~~ 'ck' d( ~~ TÎB'
Nous négligeons ainsi dans le second membre de la seconde équa-
tion le terme — -j^ qui ne subirait qu'une simple intégration. Si
nous appelons SB, 8y, ot les inégalités dues à un terme donné oR de la fonction perturbatrice, et si g est ce que devient G quand on y remplace les B et les y par leurs valeurs initiales, nous pourrons, encore écrire
c/ôB _ c/SR d8~i _ yç d^G ^ "^ d'G «
^ '°^ ~dr " ~d^ ' ir ~~^dBidB/, °'^^'~ ^ dBjd^, ''''■•
!. Nous devons distinguer V action directe et V action indirecte d'une planète. Si l'action directe existait seule, tout se passerait comme si, le Soleil B et la planète P assujettis à décrire des orbites képlériennes, l'un autour de D, l'autre autour de G, la Terre et la Lune étaient soumises à l'attraction de ces deux astres mobiles; si l'action indirecte existait seule, tout se passerait comme si, la planète n'existant pas, le Soleil B était assujetti à décrire, par rapport à D, l'orbite troublée due à l'action de la planète.
Dans le cas des équations du n" 380, l'action directe provient du terme -^ et l'action indirecte du terme <Ï>| — $? dans "H ' L
ce cas, dans les équations (lo), on doit remplacer G par Go et les dérivées , , sont nulles, car Go ne dépend que des B .
Dans le cas du n" 379, on obtiendra l'action directe à l'aide des équations (8), en regardant les y^ et— ^^ comme des constantes.
et en réduisant Rau terme — ^ • On obtiendra l'action indirecte, en définissant les variations des y,- et de ~ par le moyen des équations (i) et en réduisant R aux termes
(G-*,,-Vr,§.
Lorsque la planète troublante est très voisine du Soleil, l'action directe et l'action indirecte sont sensiblement égales et de signes conti^aires.
En effet, soit G, le centre de gravité de P et B. Dans le cas qui nous occupe, le point G, décrira une orbite sensiblement képlérienne autour de D, analogue à celle que décrirait le point B si la planète n'existait pas, mais dont le grand axe, pour un même moyen mouvement, se trouve multiplié par
Si à la limite nous négligeons la distance PB, tout se passe pour l'action directe comme si la masse du Soleil était augmentée de /??!(, et, en ce qui concerne l'action indirecte, comme si la distance BD était multipliée par
/nio
il y a donc compensation en ce qui concerne les inégalités correspondantes (c'est-à-dire celles qui ne dépendent pas de l'angle PG,D).
Il y a compensation aussi pour les inégalités proportionnelles à la distance PB (et qui contiennent cet angle PG,D comme argument), car l'écart BG, multiplié par m.,, est égal à l'écart PG) multiplié par /?ï|o. La compensation n'existe plus pour les inégalités proportionnelles aux puissances supérieures de PB, mais ces inégalités sont beaucoup plus faibles,
383. Nous devons distinguer deux sortes d'inégalités planétaires périodiques. Celles de la première sorte sont celles dont l'argument ne dépend que de T3 et de -z^. Dans ce cas on a, en se reportant
aux équations (lo), d'où
OB = O
' dt ^ d\i
Ces inégalités sont donc dues presque exclusivement à l'action indirecte (je veux dire que les termes provenant de l'action indirecte subissent seuls une double intégration), et l'action directe est négligeable surtout si la période est longue.
Les seuls y^ dont dépend G sont E3 et le grand axe solaire a' . Le terme en E3 est de beaucoup le plus petit. On peut donc écrire
d^zj _ _ d-^G , , dt "~~ dBi da' '^ '
et comme on a d'autre part, \ étant la longitude solaire,
d ôX 3 n=, ^ ,
—rr = -, o« 1
dt 2 a
on voit que les inégalités ot, ôTi, oto sont sensiblement proportionnelles entre elles et à l'inégalité solaire oX. L'inégalité 8t engendre une inégalité à longue période de la longitude vraie de la Lune; les inégalités St, et S'ï2 engendrent des inégalités concomitantes à courte période de la longitude vraie. La principale de ces inégalités de la première sorte est engendrée par Vénus et a pour période 8T4 — i3-3.
384'. Les inégalités de la seconde sorte sont celles dont l'argument dépend de t, t, ou To. Pour celles-là oB/i n'est plus nul. Au contraire, comme ôy/r ne contient que des termes indépendants
de T, T| ou To, on devra faire ôyA= o, d'où
d oTi -^ d- G ^
~dr ^~ 2d f/B, f/B/, '"
Ces inégalités sont dues surtout à l'action directe. Pour les déterminer, nous écrirons Uc en négligeant la parallaxe sous la
forme
Ub I— 3COS-2PDA
PD
p. - II (2
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OU
où
*C-' — C(^ i) ce 'i ^ (Je/ — ^ u> I u/ -j j O — ^ I tc/2 ^
et où JIb', \)î>', 3', (D', C sont formés avec les trois projections du vecteur PD, c'est-à-dire avec
tA/ A it i A ^ e ^ •A'
m4+ /Wj -(- n^^
comme X, ilb, ©, ® avec a?',, ;r',, jJj.
On voit que pj^' p^5 ' *'' dépendent seulement de Ts et t^, tandis que ell», Hb, ... ne contiennent que des arguments dépendant des coordonnées lunaires, à savoir (si l'on se borne aux termes elliptiques) des arguments de la forme
27x2-+- A'Ti pour tÂ>, 2^ + 2x3+ ■i.ji2-[-kii pour olb et C,
X -t- X3-+-(2_/' — i)x2H-/cxi pour s et (D
Les principales inégalités de cette sorte sont celle de Hansen, due à l'action directe de Vénus, qui a pour argument
X1-+-16X3 — 18x4 (période 289 ans)
provenant du terme eni, de X et du terme en 16x3 — iSt-, de-^rr^? et celle de Neison, due à l'action directe de Jupiter, qui a pour argument l'z -\- i-Zz — ■ Ti — 3x4 (période 3^ ans), provenant du
terme en 2T-I-2X3 — x, de \)b et C, et du terme en 3x4 de p^r^
Je me bornerai à renvoyer pour plus de détails au Mémoire cité plus haut de M. Newcomb, ainsi qu'au Mémoire de M. Radau dans le Tome XXI des Mémoires de l'Observatoire et au résumé qu'en a fait Tisserand dans le Tome 111 de sa Mécanique céleste.
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385. Pour étudier les accélérations séculaires, nous devons d'abord nous reporter à ce que nous avons dit au Chapitre V^ n" 105, au sujet de l'invariabilité des grands axes.
Soit plus généralement un système d'équations canoniques
dxi dY dvi d¥ ^ ^ ^
[j. étant très petit. Je distinguerai deux sortes de variables Xt^ que j'appellerai les x'- et les x"^\ je désignerai de même pary^- eiy'i les variables conjuguées des x'- et des x\.
Je supposerai que Fq dépend seulement des x^ et est indépendant des x'\ des j^' et des jk"; quant à R, il dépend des quatre sortes de variables, mais il est périodique par rapport aux y' et aux y'^ Nous supposerons en outre que R dépend directement du temps; plus précisément, nous supposerons que R est périodique par rapport aux y' , aux y" et à un certain nombre d'arguments «' qui sont des fonctions linéaires connues du temps.
En première approximation, on a
dx' d¥^ _ dx" dt ~ dy' ~~ ' dt
dy\
dt
const., 3?"= const.,
y" = const.,
dy' dt
dF, dx
dFo
= f—r = const.
dx
Pour la seconde approximation, nous remplacerons dans les dérivées de R les variables par les valeurs approchées que nous venons de trouver et nous aurons
dx' dR
~dt ^ '■' ^' '
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et le second membre se présentera sous la forme d'une série trigonométrique.
En effet, R est une fonction périodique des y, des y" et des w ; les w sont des fonctions linéaires connues du temps, il en est de même des premières valeurs approchées des y'; quant à celles des j^', ce sont des constantes.
bi nous supposons qu il nj a entre les -y—, et les -3- (c està-dire entre les moyens mouvements) aucune relation linéaire à coefficients entiers, les variations séculaires ne pourraient provenir que de ceux des termes de cette série trigonométrique qui sont indépendants à la fois des y' et des w. Or tous ces ternies disparaissent quand on différentie R par rapport à y\ . Donc il n'y a pas de termes séculaires dans les x'^ .
C'est là la généralisation du théorème sur l'invariabilité des grands axes.
Appliquons-le aux équations (8) du Chapitre précédent. G va jouer le rôle de Fq, R^ celui de uR, les B celui des x' ^ les t celui desjK', et enfin T3 et T4 celui des w\ nous n'aurons pas de variables analogues aux x^' et aux j"", tandis que dans les équations (5 his^ du n" 93, Chapitre IV, les L, les A, les p et les w jouaient respectivement le rôle des x' ^ des j^', des x^' et des jk"; en première approximation on a
^ d-z dG
B = const. , ^- — r- = const.
' dt dB
En deuxième approximation on a
dB _ dR 'dt ~~ 'dz'
Dans le second membre on remplace les B, les y par leurs valeurs approchées qui sont des constantes, les -u, Ta et T4 par leurs valeurs approchées qui sont des fonctions linéaires du temps.
On obtient ainsi une série trigonométrique. Les termes de cette série qui sont indépendants à la fois des t, de T3 et de T4, et d'où il pourrait résulter des variations séculaires, disparaîtront quand on différentiera par rapport à t, à t, ou à -z-, ; donc les quantités B, B<, Bq n'épjrouvent aucune variation séculaire.
Le numéro précédent nous apprend que les variations
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séculaires des B,
SB, ÔB,, SB2,
sont nulles. C'est sur cette circonstance qvie s'appuie Brown pour déterminer les accélérations séculaires
ov, 6vi, 8v2
des divers moyens mouvements. Pour cela rappelons la formule du
dH = B rfv + Bi dn-+- B, ch>%-
Si nous regardons les B, H, v, et Vo comme des fonctions de
de E, et de Eo, il viendra
av d'i d'j
^''^ 'dË,= ^'dË.^^'dtr
dli dvi r/v-i
dEi^ ' ^ "^ ^ ^ ■
Si nous négligeons E^ et Ei; et par conséquent B, et Bo qui sont respectivement divisibles par E^î et Ei;, il restera
dW
et par conséquent
Les B, H et les V sont fonctions non seulement des trois constantes
lunaires v, E, et E2, mais encore de deux des constantes solaires,
à savoir le demi-grand axe a' et l'excentricité E3. En vertu du
théorème d'Adams, H ne contient pas de termes en Ej' et Ei;, de
sorte qu'en négligeant les puissances supérieures de ces quantités
on aura
^H _ f/H _ f/^H _ dn\ _
^Ei "" ^ "~ f/v f/Ei " d) f/Ea "~ °'
et qu'il reste
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Comme ^K^ est connu par la théorie des planètes, cette équation donnera Sv. JNous trouverons ensuite
(4) 8v,= -^ ov + -yî=r- 0II3.
Nous devons remarquer, en effet, qu'à ce degré d'approximation
on a
El SEi = E2oE2 = o,
et, comme B, étant divisible parE, nous pouvons écrire B, = C,EJ, il vient
(5) 8Bi=Ef 5G,+ Giô(Ef) = o,
d'où, puisque nous négligeons E^,
ô(Ef) = o,
et de même o(Ei;) = o.
Les équations (3) et (4) déterminent les accélérations séculaires 6v, Sv,, ÛV2. Mais pour cela il faut se servir des expressions de Vi et de Vo en fonctions de v et de E^, ou, ce qui revient au même, de celles de c et de g en fonctions de m et de Eij. 11 faut, d'autre part, connaître l'expression de H en fonction de v et de E3.
11 nous suffit de rappeler qu'en vertu du théorème d'Adams, quand on néglige la parallaxe, H n'est autre chose, à un facteur constant près, que le terme constant du développement trigonométrique de -•
387. Avant de pousser plus loin l'approximation en tenant compte de E^ et E^, commençons par remarquer que nous avons
(6) — - = -p^ ov -h -p-— - 0E3,
d'où il résulte que les équations (3), (4) et (6) nous donnent en première approximation
V, ov,. ,— •
Cela va nous permettre de passer à la deuxième approximation.
ACCÉLÉRATIONS SÉCULAIRES. l35
Reprenons les notations du n° 371 et écrivons
H = Ho-+-a E[+2èEfE|-i-cE|= H0+H4, vi=X, +,xiEfH-[jt', El, V2= \-2 + [i-aEf-f- [j.'2 E|,
Dans la première approximation, nous avons réduit H, Vi et V2 à leurs premiers termes, Ho, X, et "ko-
Passons à la deuxième approximation. Comme S(E^') et ^(E^) sont de l'ordre de E^ et E^, nous voyons que
qui sont des polynômes du deuxième degré en E^, E^, 8(E^), S(E^), sont de Tordre de EJ ou El et par suite négligeables, de sorte qu'on a
dH ,rfHo ^2 Ho, ^2 Ho
SE
<iv <iv dy^ oJv dEi
D'autre part,
ds av av
d'où, en nous rappelant que les SB sont nuls,
Gomme dans tous les termes du second membre figure en facteur E^ ou Ei;, nous pourrons dans ce second membre remplacer S -T-^ et § -7^ par leurs premières valeurs approchées, de sorte que l'équation (^) nous donnera la nouvelle valeur de ôv.
Nous avons ensuite, pour les Sv
( 8 ) 8v,- = ^' Sv + ^ 0E3 + Vi ô( Ef ) -h x^'i S ( El ).
Il faudra cette fois, dans le calcul de -r^j -ttt-' tenir compte des termes [Jt./ E^ -|- ^^ Ei; .
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Pour calculer 5 (E^), nous nous servirons de l'équation (5) et nous y ferons
G, = ^, SGi = ôp = ^ 3v + ^ 5E3.
Nous pourrons d'ailleurs, dans cette formule, remplacer ov par sa première valeur approchée. On calculei^ait ô(Ei; ) delà même manière.
On peut considérer les développements des v/ comme connus, et par conséquent aussi ceux des X/, ijl/, jjl'^ . On connaît également
celui de -> et par conséquent celui de H et ceux de Ho, a, b, c.
Quant à ^ et à y, ils nous sont donnés par le théorème cl'Adams dun°371, d'où
ia
ib
ib
IC
lA
On remarquera que, dans toute cette analyse, les éléments d'orientation ne jouent aucun rôle, d'où il suit immédiatement que les déplacements séculaires de l'écliptique ne peuvent exercer aucune influence sur l'accélération séculaire du mouvement de la Lune, ce qui confirme les résultats obtenus autrefois par M. Puiseux.
Il resterait à parler de ce qui concerne les inégalités dues à l'aplatissement terrestre ; en l'absence de nouveaux travaux sur ce sujet, je me bornerai à renvoyer le lecteur au Tome III de la Mécanique céleste de Tisserand, pages i44 et suivantes.
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